N° d’ordre : 87/2021-C/PH

REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE
UNIVERSITE DES SCIENCES ET DE LA TECHNOLOGIE
HOUARI BOUMEDIENNE

FACULTE DE PHYSIQUE

THESE DE DOCTORAT

présentée pour I’obtention du grade de DOCTEUR
en: PHYSIQUE
Spécialité : Physique Théorique

par : ZENAD Malek.

Sujet :

Contribution au formalisme de la mécanique quantique pseudo-

Hermitienne et PT-Symétrique

Soutenue publiqguement le 14 /07/2021, devant le Jury composé de :

M. M.HACHEMANE Professeur a ’'USTHB Président

Mme. F.Z. IGHEZOU Professeur a 'USTHB Directrice de these
M. O. CHERBAL Professeur a 'USTHB Co-Directeur de these
M. A. CHOUCHAOQUI Professeur a 'USTHB Examinateur

M. R. MEZHOUD Professeur a ’'USDB Examinateur

M. N. ZENINE Directeur de recherche au CRNA Examinateur




Remerciements

Le présent travail a été réalisé au sein du laboratoire de physique théorique de la faculté de
physique de 'USTHB. Je souhaiterais remercier ma directrice de thése Madame IGHEZOU
Fatima Zohra, professeur & P'USTHB et mon co-directeur de thése Monsieur CHERBAL
Omar, professeur a 'USTHB. Je tiens a leur exprimer ma profonde reconnaissance pour
m’avoir accordé leur confiance en m’encadrant avec patience et sagesse durant toute la
période de la préparation de cette theése.

Je tiens a remercier également Monsieur HACHEMANE Mahmoud, professeur a 'USTHB,
de m’avoir fait I’honneur d’accepter de présider le jury de cette these.

Mes remerciements les plus vifs vont également a Messieurs CHOUCHAOUI Ahmed
professeur & 'USTHB, MEZHOUD Reda professeur a I'université de Boumerdés et ZENINE
Nadjah Directeur de recherche au CRNA pour avoir accepté de juger ce travail.

Mes remerciements vont également a tous les membres du laboratoire de physique
théorique. Je remercie particulierement mes enseignants ainsi que mes camarades de toute
la faculté de physique. Un grand merci a mes amis Omar, Khireddine et Zoubhir.

Je tiens & remercier mon épouse pour le soutien et les encouragements continus qu’elle
m’a prodigués durant ces années de thése, qu’elle trouve ici ma trés haute considération.

Finalement, j’exprime ma profonde reconnaissance a mon pére, ma meére, ma soeur, mes
fréres, ma belle-famille et & tous mes proches pour leur inestimable affection, leur soutien
et leurs encouragements sans cesse renouvelés; a eux tous, j'exprime ma reconnaissance et

ma profonde gratitude.



Dédicace

A ma mére et mon pére

A mon épouse et a notre adorable princesse Ania.

i



Table des matiéres

Introduction générale 5

1 Théorie des invariants dans le cadre de la mécanique quantique hermiti-

enne 8
1.1 Imtroduction . . . . . . . . . .. 8
1.2 La théorie des invariants de Lewis et Riesenfeld . . . . . .. ... ... ... 9
1.3 L’invariant de Dodonov-Malkin-Man’ko-Trifonov (DMMT) . . ... ... .. 11

1.3.1 L’invariant de (DMMT) pour un oscillateur amorti dépendant du temps 12

2 Etats cohérents en mécanique quantique hermitienne 15
2.1 Imtroduction . . . . . . . . . L 15
2.2 Les états cohérents de l'oscillateur harmonique . . . . . . . . . ... ... .. 16

2.2.1 Définitions et propriétés élémentaires . . . . . . .. ... L. 16
2.2.2  Evolution temporelle des états cohérents . . . . . . . ... ... ... 20
2.3 Les états cohérents fermioniques . . . . . . . . . ... oL 22
2.3.1 Algebre de Grassmann . . . . . . . ... .. 23
2.3.2 Opérateurs fermioniques et variables de Grassmann . . . . . .. . .. 24
2.3.3 Opérateur de déplacement . . . . . . . ... ... ... ........ 25
2.3.4 Construction des états cohérents fermioniques . . . . . . .. ... .. 27
2.4 Etats cohérents pour des hamiltoniens hermitiens dépendants du temps . . . 29

2.4.1 [Etats cohérents pour des systémes bosoniques dépendants du temps . 29

iii



2.4.2 Etats cohérents pour des systémes fermioniques dépendants du temps 32

3 La théorie quantique P7 symétrique et pseudo-hermitienne 34
3.1 Imtroduction . . . . . . . . . L 34
3.2 PT symetrie. . . . . . oo i e 36

3.2.1 PT-produit scalaire . . . . . . . . ... ... 41
3.2.2 CPT-produit scalaire . . . . . . . . . . . ... 42
3.3 Pseudo-Hermiticité . . . . . . . .. ... 43
3.3.1 Définitions et propriétés . . . . . . .. ..o oL 43
3.3.2  Le nm-produit scalaire . . . . .. ... oL 45

3.3.3 hamiltoniens pseudo-hermitiens ayant une base biorthonormée compléte 46

3.3.4 Transformation de Dyson. . . . . ... .. ... .. ... .. ... 48

3.3.5 Les méthodes de calcul de la métriquen . . . . .. .. ... ... .. 49

3.4 Les systémes non-hermitiques dépendants du temps . . . . . . . . .. .. .. 51

4 Les états cohérents en mécanique quantique non-hermitienne 53
4.1 Introduction . . . . . . . . . . e 53

4.2 Les pseudo-fermions . . . . . .. ... 54
4.2.1 Relations entre les pseudo-fermions et les fermions . . . . . . . . . .. 55

4.3 Construction des états cohérents pseudo-fermioniques . . . . . . . . ... .. 56
4.4 Les pseudo-bosons . . . . . . . . ... 59
4.5 Construction des états cohérents pseudo-bosoniques . . . . . . . .. ... .. 60

5 Extention de la théorie des invariants de DMMT au cas non hermitien 62

5.1 Invariants d’échelle et états cohérents pour les hamiltoniens non-hermitiens
dépendants du temps . . . . . ... Lo 62

5.2 Etats cohérents pseudo-fermioniques pour des hamiltoniens non-hermitiens
dépendants du temps . . . . . . . ... 65

5.3 Solution de I’équation de Schriodinger pour un systéme non-hermitien dépen-

dant dutemps. . . . . . . .. 68

v



Table des matiéres

6 Illustration 72
6.1 Introduction . . . . . . . . . . 72
6.2 Systéme & deux niveaux PT-symétrique dépendant du temps . . . . . . . .. 72

6.2.1 Présentation du modéle . . . . . ... ... oL 72
6.2.2 Construction de l'invariant . . . . . . . ... ... ... ... ..... 74

6.2.3 Etats cohérents pour un systeme a deux niveaux PT-symétrique dépen-

dant dutemps. . . . . . . . . ... 77

6.3 Extension aux systémes pseudo-bosoniques . . . . . . .. ... ... .. 78
6.3.1 Oscillateur bosonique amorti décrit par I’hamiltonien non Hermitique

dépendant du temps . . . . . ..o 80

Conclusion 83



Introduction Générale

La mécanique quantique qui s’intéresse a la compréhension de I'univers et de I'infiniment
petit ainsi qu’a ’étude et la description des phénoménes fondamentaux, joue un role pri-
mordial dans la physique moderne [1], car elle fournit des outils permettant I’étude des
phénomenes a ’échelle atomique et subatomique de facon quantitative, précise et détaillée.

L’un des outils les plus essentiels en mécanique quantique est ’équation de Schrodinger
que nous évoquerons plusieurs fois dans la présente these [2]. Sa résolution reste un prob-
leme trés important intervenant dans de nombreux calculs de la physique. A ce jour, il
existe plusieurs méthodes de résolution de cette équation, comme la méthode de I'opérateur
d’évolution et la méthode des invariants [3]. Cette derniére est basée sur la dérivation d’une
relation entre les états propres d’un invariant et la solution de I’équation de Schrodinger.

Dans le présent travail, nous nous intéressons a la méthode des invariants afin de trouver
une solution exacte de 1’équation de Schrodinger et construire les états cohérents associés.
Ces derniers jouent un role trés important dans différentes branches de la physique [4-7].
Un état cohérent usuel est défini comme 1’état quantique de 1'oscillateur harmonique quan-
tique, souvent décrit comme un état dont la dynamique ressemble le plus au comportement
oscillatoire d’un oscillateur harmonique classique. Il a été introduit, pour la premiére fois,
par Erwin Schrodinger [2] en 1926. Les états cohérents sont des états spécifiques tels que les
valeurs moyennes des observables dans ces états ont des propriétés aussi proches que possible
des grandeurs physiques du modeéle classique correspondant. C’est pour cette raison que les
états cohérents jouent un role privilégié dans 1’étude des correpondances entre mécaniques

quantique et classique.



Introduction générale

Par ailleurs, la mécanique quantique continue a se développer et a prouvé ses capacités a
décrire des systémes physiques; plus précisément dans la fin des années 90, la découverte de la
théorie P7 symétrique par Bender et ses collaborateurs [8] a surpris beaucoup de physiciens.
Bender et ses collaborateurs ont montré qu’un hamiltonien invariant par réflexion de ’espace
et par renversement du sens du temps posséde un spectre réel si la P7 symétrie n’est pas
brisée.

Quelques années plus tard, Mostafazadeh a développé en 2002 le formalisme mathéma-
tique de la pseudo-hermiticité [9]. La notion de pseudo-hermiticité a été introduite aupar-
avant par Dirac et Pauli [10]. Mostafazadeh a développé la structure de base responsable
de la réalité du spectre des hamiltoniens non-hermitiens. Il a montré [9] que ’on peut rem-
placer la condition de I'hermiticité et la condition de la P7 symeétrie, plus physique que
mathématique, par une condition plus générale appelée la pseudo-hermiticité.

Cette thése entre dans le cadre de l'extension de la notion d’états cohérents & dif-
férents domaines de la physique régis par un formalisme hamiltonien autre que celui de
l'oscillateur harmonique. Nous avons généralisé, dans notre étude, la méthode des invari-
ants de Dodonov-Malkin-Man’ko-Trifonov (DMMT) aux hamiltoniens pseudo-fermioniques
dépendant du temps, en introduisant des opérateurs invariants d’échelles (intégrales de mou-
vement dépendant du temps) qui jouent le role d’opérateurs de création et d’annihilation.
Cette généralisation nous a permis de construire les états cohérents pour les systémes pseudo-
fermioniques dépendants du temps [11].

Cette these est organisée comme suit:

Dans le premier chapitre, nous rappelons les principes fondamentaux de la théorie des
invariants dans le cadre de la mécanique quantique hermitienne. Nous verrons tout d’abord
la théorie des invariants de Lewis et Riesenfeld puis celle de 'invariant de Dodonov-Malkin-
Man’ko-Trifonov (DMMT).

Le chapitre 2 sera consacré exclusivement & présenter les définitions et les propriétés de
bases des états cohérents bosoniques et fermioniques toujours dans le cadre de la mécanique

quantique hermitienne.



Introduction générale

Les formalismes mathématiques de la P7-symétrie et la pseudo-hermiticité ne seront
pas non plus négligés. Nous leurs consacrons le chapitre 3, dans lequel nous allons exposer
I’essentiel de la théorie non-hermitienne que nous jugerons utile pour la suite du manuscrit.

Le chapitre 4 porte sur la construction des états cohérents pseudo-fermioniques et pseudo-
bosoniques indépendants du temps dans le cadre de la mécanique quantique non-hermitienne.

Dans le but d’étendre la méthode des invariants aux systémes non-hermitiens dépendants
du temps, le chapitre 5, qui est le chapitre central de cette thése, sera consacré a ’extension
de l'invariant de (DMMT) aux systémes pseudo-fermioniques dépendant du temps. Ceci
en introduisant des opérateurs invariants d’échelle (intégrales de mouvement dépendant du
temps) qui jouent le role d’opérateurs pseudo-fermioniques dépendant du temps, ensuite
en construisant des états cohérents pseudo-fermioniques dépendants du temps pour ces
systemes.

Le chapitre 6 sera consacré a l'illustration de nos résultats généraux; dans cette partie,
nous étudierons en détail un systéme a deux-niveaux P7 -symétrique dépendant du temps.
Nous déterminerons explicitement les opérateurs de création et d’annihilation et nous con-
struirons des états cohérents pseudo-fermioniques dépendant du temps pour ce systéme.

Par la suite, nous montrerons que notre approche pourra s’étendre aux systémes pseudo-
bosoniques dépendants du temps. Dans ce cadre, nous étudierons 1’oscillateur harmonique
amorti décrit par un hamiltonien non-hermitien dépendant du temps.

Une conclusion générale résumera l’ensemble du travail effectué.



CHAPITRE

Théorie des invariants
dans le cadre de la
mécanique quantique

hermitienne

1.1 Introduction

Différentes discussions ont été abordées pour les systémes quantiques dépendants et in-
dépendants du temps. La résolution de 1’équation fondamentale non relativiste proposée
par Schrodinger est primordiale en mécanique quantique, I'une des méthodes de résolution
les plus importantes est celle des invariants (intégrales du mouvement).

Le role des invariants en physique ne peut guére étre sous-estimé. Ces derniers aident
a analyser et a classer le comportement de divers systémes classiques et quantiques; en
effet, la connaissance de ces invariants simplifie considérablement la résolution d’équations
dynamiques régissant 1’évolution du systéme. L’importance de la méthode des invariants
est due a la souplesse ainsi qu’a la simplicité dans I’obtention de la solution de 1’équation
de Schrodinger, car elle consiste a trouver une relation simple entre les états propres de

Iinvariant et la solution de 1’équation de Schrodinger. La théorie de I'invariant a été intro-



1.2. La théorie des invariants de Lewis et Riesenfeld

duite pour la premiére fois en 1969 par Lewis et Riesenfeld [3] pour des systémes quantiques
dépendants du temps en étudiant deux systémes physiques , le premier traitant I’oscillateur
harmonique de fréquence dépendante du temps alors que le second concerne une particule
chargée placée dans un champ électromagnétique dépendant du temps.

Un invariant ou une intégrale du mouvement est, généralement, défini comme un opéra-
teur dont la valeur moyenne (u(t)| I(t)|(t)) ne dépend pas du temps pour tout état
|1(t)) obéissant a ’équation de Schrodinger; cet invariant I(t) satisfait ’équation ihag—gf) =
1), (D).

Dans ce qui suit, nous allons présenter I’essentiel de la théorie des invariants de Lewis
et Riesenfeld et nous examinons, par la suite, un autre type d’invariants non-hermitiens

introduits par Dodonov—Malkin—Man’ko—Trifonov [12].

1.2 La théorie des invariants de Lewis et Riesenfeld

Nous considérons un systéme physique décrit par un hamiltonien hermitien H(¢) dépendant
explicitement du temps et on suppose 'existence d’un autre opérateur hermitien qui dépend

explicitement du temps I(t), ce dernier est dit invariant s’il satisfait I’'quation d’invariance

di(t)y  oI(t) 1 B
=S (1), H®) =0, (1:2.2)

I’évolution du vecteur d’état du systéme est décrite par I’équation

ind "gf» — H() [(1)) . (1.2.2)

en appliquant I’équation (1.2.1) sur |¢(t)) et en utilisant 1’équation (1.2.2), on obtient la

relation

0

tho I@) [9()] = H(#) [1(t) [(6))] (1.2.3)

Notons que l’action de 'opérateur invariant sur le vecteur d’état |¢)(t)) est aussi solution
de I’équation de Schrodinger dépendante du temps. Ce résultat est valable quelque soit la

forme de l’invariant.



1.2. La théorie des invariants de Lewis et Riesenfeld

Maintenant, nous considérons un opérateur invariant I(¢) hermitien ayant des valeurs
propres A et des états propres |\, n) formant une base de 'espace de Hilbert, le nombre n
représente tous les nombres quantiques (autres que \) qui sont nécessaires a spécifier les

états propres de l'invariant
I(t) |\, n) = XA\, n), (1.2.4)
</\/7n, | /\7 n> - 5/\')\5n’n~ (125)

La différentiation de ’équation (1.2.4) conduit &

I(t)
ot

0 O\ 0
|)\,n>+l(t)a|)\,n) = E\)\,n) —i—)\a]/\,n% (1.2.6)

en appliquant ’équation (1.2.1) au ket |\, n) on obtient

aI(t)

ih—= [\m) + I(®)H () |\, n) — HOI() [ ) = 0. (1.2.7)

Le produit scalaire de 1’équation (1.2.7) par le vecteur d’état (X', n/| donne

aI(t)

ih (N, n'| TS A, )+ (N = XN) (N, /| H(t) [\, n) =0, (1.2.8)
ce qui implique
I(t
(A, n/| oI() |\, n) = 0. (1.2.9)
ot
En prenant maintenant le produit scalaire de I’équation (1.2.6) avec (A, n| on obtient
oI(t) O\
Aan|——=|A\n) = — = 1.2.1
ol 20 13y = 22, (12.10)

ceci permet de conclure que les valeurs propres de I'invariant sont indépendantes du temps.

Cherchons, maintenant, la relation qui existe entre les états propres de Uinvariant I(t)
et les solutions de I’équation de Schrédinger; en commengant par ’équation (1.2.6) et en
utilisant 1’équation (1.2.10), on aboutit &

_ oI

A —I(t)] % A\, n) = 5 A, n). (1.2.11)

En faisant le produit scalaire de I'équation (1.2.11) par le bra (), n/| et en utilisant 1’équation

(1.2.8) nous obtenons

(N — A) (N, ] % I\ n) = (N = A) (X, | H(E) A\, n) (1.2.12)

10



1.3. L’invariant de Dodonov-Malkin-Man’ko-Trifonov (DMMT)

pour X # A, on peut réécrire cette derniére sous la forme suivante
. !/ / a / /
zh()\,n|a\)\,n> = (N, n'| H(t) |\, n) . (1.2.13)

Remarquons que dans (1.2.13) si A = ) (sachant que nous ne sommes pas dans ce cas ),
on aurait pu déduire immédiatement que 1’état propre de I'invariant I(¢) est une solution
particuliere de 1’équation de Schrodinger. Pour contourner cette difficulté, on peut donc

multiplier |\, n) par un facteur de phase dépendant du temps donné par
|\, n), = exp(ion(t)) A, n), (1.2.14)

les |\, n),, sont aussi des états propres orthonormés de /(t) associés aux valeurs propres A.
axn(t) est une fonction réelle choisie telle que 1’équation (1.2.13) est vérifiée pour A = ),
cette phase est obtenue en substituant les états propres orthonormés de I(t) donnés par

lexpression (1.2.14) dans I’équation de Schrédinger, ce qui méne au résultat suivant

dOz n
dt

1
h

—i(\n| % I\ n) — = (\n| H() [\ n), (1.2.15)

Le second membre de cette équation contient deux parties, une partie dynamique et une

partie géométrique. La solution de ’équation de Schréodinger s’écrit
(1)) = 3 Can(0) expliana(D)] A, 1) (1.2.16)
n

ou les Cy,(0) représentent des coefficients indépendants du temps.

1.3 L’invariant de Dodonov-Malkin-Man’ko-Trifonov

(DMMT)

Lewis et Riesenfeld ont introduit la théorie des invariants pour résoudre l’équation de
Schrodinger lorsque I’hamiltonien du systéme quantique est explicitement dépendant du
temps. Dans cette théorie, les états propres de 'opérateur invariant hermitique (I = 1),

multipliés par un facteur de phase, représentent la solution de I’équation de Schrédinger .

11



1.3. L’invariant de Dodonov-Malkin-Man’ko-Trifonov (DMMT)

Dodonov—Malkin—-Man’ko—Trifonov (DMMT) ont utilisé un autre type d’invariant ( in-

tégrales du mouvement ) linéaire, sous la forme,
A(t) = r(t)p — r(t)z, (1.3.1)

ol et p sont, respectivement, des opérateurs de position et d’impulsion et r(¢), une fonc-
tion complexe dépendante du temps; ce dernier a été utilisé pour ’étude d’un oscillateur
harmonique quantique a fréquence dépendante du temps w(t) ou d’une particule chargée se
déplacant dans un champ magnétique homogeéne dépendant du temps.

Selon le choix de la fonction 7(t), les états propres de 'opérateur A(t) peuvent étre soit
des états cohérents généralisés [12-16] soit des états comprimés (squeezed states) corrélés
[16-17], ou des propagateurs dans diverses représentations [18-19]. Des intégrales de mouve-
ment quadratiques ont été utilisées par Dodonov-Malkin—Man’ko—Trifonov pour introduire

les états cohérents pairs et impairs [20].

1.3.1 L’invariant de (DMMT) pour un oscillateur amorti dépen-

dant du temps

Nous considérons le systéme formé d’un oscillateur amorti avec des paramétres dépendants

du temps, son évolution non relativiste est régie par I’équation de Schrédinger, (h =1, m =

1
210(0)
ot

= H(t)[y(t)), (1.3.2)

ou 'hamiltonien du systéme est donné par [12]

/\2 1
H(t) = %e—m) + Wb Vi — F(1)eT Vi, (1.3.3)
Dodonov et al ont introduit deux opérateurs invariants d’échelle non hermitiens A(t) et

AT(t) définis comme opérateurs linéaires en p et &

A(t) = a(t)d + b(t)p + 8(t), (1.3.4)

12



1.3. L’invariant de Dodonov-Malkin-Man’ko-Trifonov (DMMT)

ou a(t), b(t) et &(t) sont des fonctions complexes dépendantes du temps. Les opérateurs

A(t) et AT(t) sont invariants, c’est-a-dire qu'’ils vérifient les relations (1.2.1),

%f)Jr%[A(t),H(t)} = 0, (1.3.5)
OAT(t) 1 B
= + - [AT(t),H(t)] — 0. (1.3.6)

Les coefficients a(t), b(t) et 0(t) obeissent alors aux équations différentielles suivantes

a = wi(t)e® Wy, (1.3.7)
b = —e XM (1.3.8)
§ = —f(t)er®p, (1.3.9)

ou le point désigne la dérivée par rapport au temps.

Par conséquent, toutes les intégrales linéaires du mouvement ont la forme
A(t) = b(t)p — b(t)eX Dz — / F()eXOb(7)dr, (1.3.10)
b(t) étant une solution arbitraire de I’équation qui s’écrit comme
b+ 20(£)b + w2(t)b = 0. (1.3.11)

En prenant la fonction b(t) sous la forme ci-dessous
l
b(t) = —=2(t), 1.3.12
(t) 7 (t) ( )

et £(t), une fonction complexe avec la condition supplémentaire donnée par

O (2 — *e) = 2, (1.3.13)

ou ¢* signifie le conjugué complexe de ¢, ils obtiennent deux intégrales du mouvement A(t) et
AT(t) linéaires et indépendantes.Ces derniéres sont identifiées comme étant respectivement
des opérateurs d’annihilation et de création vérifiant la relation de commutation suivante
[A(t), AT(t)] = 1. Dodonov et al aboutissent, finalement, a la forme suivante de I'invariant

A(t) donnée par cette équation

e(t)p —e(t)e® Dz | + o) (1.3.14)

Aft) = -2

Sl

13



1.3. L’invariant de Dodonov-Malkin-Man’ko-Trifonov (DMMT)

5(t) = —i / F(F)eTOe(r)dr. (1.3.15)

Dodonov et al [12] se sont servis de la théorie des invariants introduite par Lewis et
Riesenfeld. En imposant des conditions sur l'invariant, ils ont pu aboutir & une forme
d’invariant qui jouera le role d’opérateur d’échelle. Ce dernier permet a son tour de con-
struire les états cohérents de ce systéme.

Le prochain chapitre sera donc consacré aux définitions de base des états cohérents ainsi

qu’aux notions fondamentales jugées utiles.

14



CHAPITRE

Etats cohérents en
mécanique quantique

hermitienne

2.1 Introduction

Les états cohérents quantiques aussi connus par états semi-classiques ont été introduits pour
la premiére fois par Schrodinger en 1926 [2], dans le but de reproduire les solutions classiques
d’un oscillateur harmonique, par la suite ces derniers ont été réintroduits par Glauber [4-6],
Klauder [21-23] et Sudarshan [24] au début des années soixantes. La terminologie du mot
«cohérent» trouve son origine dans la théorie de 'optique quantique qui a été mise en
évidence par R.Glauber en 1963 (par exemple, rayonnement cohérent, sources émettant de
maniére cohérente) qui a montré le role important de ces derniers dans sa théorie. De
nos jours, leur utilisation est diverse et nous les retrouvons dans différents domaines de
la physique: physique nucléaire et atomique, physique de la matiére condensée, théorie
quantique des champs, cosmologie et astrophysique, etc.

Dans ce chapitre, nous allons présenter les définitions essentielles ainsi que les propriétés

de base des états cohérents de l'oscillateur harmonique bosonique (étas cohérents standard).
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2.2. Les états cohérents de I'oscillateur harmonique

Une étude de I’évolution de ces états cohérents au cours du temps sera, par la suite, discutée

et nous terminerons ce chapitre par la théorie des états cohérents fermioniques.

2.2 Les états cohérents de 1’oscillateur harmonique

L’oscillateur harmonique décrit un grand nombre de systémes physiques, citons par exemple
les vibrations des atomes d’une molécule autour de leur position d’équilibre, les oscillations
des atomes ou ions d’un réseau cristallin. L’oscillateur harmonique intervient également
dans I’étude du champ électromagnétique, c’est pourquoi ’étude détaillée de ce dernier en

mécanique quantique est extrémement importante du point de vue physique [25].

2.2.1 Définitions et propriétés élémentaires

Nous présentons dans cette section les définitions ainsi que les notions de base que nous
jugeons utiles pour la suite du travail.

Soit H I’hamiltonien d’un oscillateur unidimensionnel de pulsation w, (A =1,m = 1)
P
2

H = w?i?, (2.2.1)

DN | —

_|_

ol p et T sont, respectivement, les opérateurs d’impulsion et de position vérifiant la relation

de commutation suivante.

(2, p] = i. (2.2.2)

Les opérateurs d’annihilation et de création associés & H sont écrits sous la forme suivante

a)

—
Q>
Il

_ Y (3 iA [ e A_iA 2.9
a \/;(x+wp), a \/;(x wp). (2.2.3)

On peut réécrire notre hamiltonien en fonction de a et a' sous la forme suivante

H=w(d'a+ ). (2.2.4)
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2.2. Les états cohérents de I'oscillateur harmonique

Introduisons maintenant ’opérateur nombre de particules N qui est défini comme
N =dla. (2.2.5)
Les relations de commutation des opérateurs définis précédemment sont
[a,aq =1, [N,a=-a, [N, aT] =al, (2.2.6)

les états propres normalisés |n) de H s’écrivent en fonction d’état du vide du systéme |0)

comme suit

In) = \/%(cﬁ)” 0), (2.2.7)

ils obéissent aux relations de fermeture et d’orthogonalité données par
STyl =1, (n]m) = Gum (2.2.8)
n=0

D’apres le travail de Glauber [4-6] les états cohérents peuvent étre construits a partir des

trois définitions équivalentes!) suivantes :

Premiére définition: Etat propre de ’opérateur d’annihilation

Les états cohérents |«) sont définis comme états propres de 'opérateur d’annihilation a
ala) =ala), aeC. (2.2.9)

Pour obtenir I'expression de ces états propres, le produit scalaire de 1’état |«) par le bra (n|

donne
n

0%
vn!

En utilisant la relation de fermeture, nous obtenons

(n]a)=

0] a). (2.2.10)

la) = Z In) (n|a), (2.2.11)

= (0]a) Z\/_m (2.2.12)

(D'On note que ces trois définitions sont équivalentes pour l’oscillateur harmonique.
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2.2. Les états cohérents de I'oscillateur harmonique

la norme au carré du vecteur |a) s’écrit ainsi

(wla) = o]y

= [0 ] )" explaf”. (2.2.13)

Sil’état |ar) est normalisé c’est-a-dire (« | ) = 1, nous pouvons évidemment définir sa phase
en choisissant cette condition
o)

(0] )= eXp(—%), (2.2.14)

De cette facon, les états cohérents de 1’oscillateur harmonique s’écrivent sous la forme suiv-

ante

la) = B_O;Zj% In), (2.2.15)

n=0

et leurs conjugués hermitiques sont donnés par

(o] = e*gzm*)n (n]. (2.2.16)

n=0
Deuxiéme définition: Action de ’opérateur de déplacement sur I’état du vide

Les états cohérents peuvent étre obtenus par ’action de 'opérateur de déplacement unitaire
D(a) sur I'état du vide |0)
D(«)|0) = |ay), (2.2.17)

ou lopérateur de déplacement D(«a) est défini par:

D(a) = ™' ~o"a, (2.2.18)
cet opérateur est unitaire
D'(a)D(a) = D(a)D'(a) =1, (2.2.19)
D'(a) = D(—a)=D"(a), (2.2.20)
et satisfait les relations suivantes:
D Ya)aD(a) = a+ a, (2.2.21)
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2.2. Les états cohérents de I'oscillateur harmonique

D Ya)a'D(a) = a' + o,
D(a)D(B) = e*? ~"FD(B)D(a), (2.2.22)

D(a + ) = D(a)D(B)e ™), (2.2.23)

Pour montrer I’équivalence entre les deux définitions, nous commencons par la premiére

définition. En appliquant D~!(a) sur les deux membres de I'équation (2.2.9), nous obtenons

D Ya)al|a) = aD (a)|a), (2.2.24)
d’autre part nous avons
D Ya)ala) = D '(a)aD(a)D ' (a)]|a), (2.2.25)
= (a+a)D7Ha)|a), (2.2.26)
= aD '(a)]a) +aD Ha)|a), (2.2.27)

a partir des deux équations (2.2.24) et (2.2.27) nous déduisons que
a(D(a)]a)) =0, (2.2.28)

ce qui implique que

DY (a)|a) =|0), (2.2.29)

ceci nous permet de retrouver la deuxiéme définition

D(«) |0) = |a) . (2.2.30)
Troisiéme définition: Minimisation de la relation d’incertitude de Heisenberg

Les états cohérents peuvent étre aussi définis comme étant des états qui minimisent la
relation d’incertitude de Heisenberg (Aa:Ap > %) , oll les opérateurs position x et impulsion

p sont donnés par

1
r = %(awcz), (2.2.31)
p o= i %(aT—a). (2.2.32)



2.2. Les états cohérents de I'oscillateur harmonique

Les variances Az et Ap s’écrivent comme suit

1
Az = Ja]a?|a) - (a] o |a)? = = (2.2.33)
Ap = yflalr?la) - (alpla)? = /2, (22:31)
ainsi leur produit donne
AxAp::%. (2.2.35)

Citons maintenant quelques propriétés des états cohérents de 'oscillateur harmonique.

e Les états cohérents |«) sont normalisés
(]| @) =1. (2.2.36)

e Les états cohérents ne sont pas orthogonaux entre eux

(B1ay = (0| D'(B)D(a)]|0) (2.2.37)
- Zﬁ;ane—fe—f (2.2.38)

n=0 ’
= 65*%@7@#0_ (2.2.39)

e Ces états forment une base surcompléte

%/mmmfa:L (2.2.40)

avec

d*a = d(Rea)d(Im a). (2.2.41)

e Les états cohérents garantissent I'égalité AxzAp = % au cours du temps.

2.2.2 Evolution temporelle des états cohérents

L’évolution temporelle des états cohérents de 'oscillateur harmonique (hamiltonien du sys-

téme indépendant du temps) est décrite par I'opérateur d’évolution donné par

Ult, tg) = e tH=t0) (2.2.42)
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2.2. Les états cohérents de I'oscillateur harmonique

L’état évolué s’écrit comme

o, ) = U(t, to) |, to) - (2.2.43)

Si oscillateur harmonique est, & un instant intial ¢y = 0, dans un état |a, o = 0) = |a),

alors pour un instant ¢ quelconque nous aurons

o, t) = e a) (2.2.44)
o2 e Q"
_ -5 —iw(n+3)t
= e 2 —e 2/ In,
; 7 [n)
ol a2 o0 (ae—zwt>n
= e WalegT 2 ——n), 2.2.45
> ) (2:2.45)
si nous posons
at) = ae™™, (2.2.46)
nous obtenons
la|? = ‘ae’i“’tf, (2.2.47)

ainsi, ’équation (2.2.43) devient

o, t) = e 2" (L)) . (2.2.48)

Pour passer de |a) & son état évolué™ |a(t)) nous devons remplacer o par ae™™*, et multi-

plier le ket obtenu par le facteur de phase e—iwst (ce facteur de phase n’a pas de conséquences

physiques)[25]; cependant, un état cohérent reste toujours vecteur propre de l'opérateur

d’anihilation a au cours du temps, avec la valeur propre ce™ !

ala,t) = ae™™ |a,t). (2.2.49)

(1Si I'évolué d’un état cohérent initial reste toujours état cohérent au cours du temps, on dit que

I’évolution temporelle est stable.
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2.3. Les états cohérents fermioniques

Evolution de quelques grandeures physiques

En prenant I’équation (2.2.48) et en changeant o en e ™' dans les équations (2.2.33) et

(2.2.34), nous obtenons immeédiatement les fluctuations de = et de p dans les états évolués

()

Ar = Wl ) — @Ol a0} = /o 2:2.50)
80 = V@@l a) @@l i) = /2, 2251

ces derniéres sont indépendantes du temps.
De méme, on montre que I’énergie moyenne prise dans les états |« (t)) est aussi indépen-

dante du temps, elle est donnée par

()| H [a(t)) = Fw lw + %} | (2.2.52)

2.3 Les états cohérents fermioniques

Comme pour les états cohérents bosoniques, les états cohérents fermioniques sont définis
comme états propres des opérateurs d’annihilation; cependant, en raison de la propriété
anticommutative des opérateurs de Fermi, les valeurs propres correspondantes ne sont plus
des nombres complexes ordinaires comme pour le cas des bosons, mais sont plutét des valeurs
propres anticommutables les unes avec les autres. Ces nombres complexes anticommutants
particuliers sont connus sous le nom de nombres de Grassmann ou variables de Grassmann.

Aussi, nous présentons, dans cette section, quelques propriétés des variables de Grassman
qui nous seront utiles dans la construction des états cohérents fermioniques. Comme les
états cohérents bosoniques peuvent étre considérés comme les états de vide déplacés dans
I’espace des phases, nous introduisons de maniére analogue 'opérateur de déplacement pour

N —fermions et nous construisons les états cohérents appropriés.
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2.3. Les états cohérents fermioniques

2.3.1 Algébre de Grassmann

Nous ne pouvons pas parler des états cohérents fermioniques sans définir quelques propriétés
des variables anticommutatives introduites, historiquement, par Grassman puis développées
par Berezin [26-27], qui les a introduites en physique.

Soit I'algebre de Grassmann G générée par 'ensemble {£;,&,, &5, ...€,,} tel que
§i§;+&6;6=0, Vi,j=1,2,3,..n, (2.3.1)
lorsque ¢ = j, ces variables sont nilpotentes
£2=0, &*=0. (2.3.2)

Soit f(£) un élément quelconque de 'ensemble {&;,&,,&;5,...€,} ou les £, générent cette

algebre, tout élément f(£) peut étre représenté par [26]

UGED ) BN il S (23.3)

ou fF-*ki sont des nombres (réels ou complexes).

Le conjugué hermitique renverse 'ordre de toutes les quantités fermioniques

(fE)" = f&), (2.3.4)
(1©)f6) = f(9"f(8), (2.3.5)
(@f(©)" = a"f(&), (23.6)

avec « un nombre complexe.

En raison de la propriété d’anticommutation, il existe deux types de dérivées, la dérivée

— —

gauche a%- et la dérivée droite a% données, respectivement, par ces deux équations
2 K3

—

o)
Tglgz...gn = 0168, — 0061656 o+ ()" 0,66,..6, ., (2.3.7)

¢
9
G- Luge = Dubibaorn b (F1) 00 b, (23.8)
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2.3. Les états cohérents fermioniques

Pour calculer la dérivée gauche d’'un monome par rapport a la variable £;, on place d’abord
¢, a gauche (& l'aide des régles d’anti-commutation), puis on supprime cette variable. Si &,

est absente, la dérivée du mondme disparait, citons alors quelques exemples

— —

0 0
8_51(515253) = &2€ss 8—52(515253) = —&&3, (2.3.9)
9 (=0 2.3.10
852 (£1£3> - Y ( <O, )

Nous tenons & mentionner dans ce qui suit que nous allons adopter la notation suivante

0

oe; ©t la considérer seulement comme dérivée gauche.
2

Définissons maintenant 'intégration sur les variables de Grassmann, bien que cette in-

tégration ainsi que la différenciation soient des opérations identiques telles que

—

0
[ detibntn = grtitanta (2.3.11)
pour des cas plus simples ces intégrales se réduisent a
[, = b [ =, (23.12)

/ i = 0, / de* = 0. (2.3.13)

2.3.2 Opérateurs fermioniques et variables de Grassmann

On consideére les systémes quantiques avec un nombre fini de N degrés de liberté fermion-
iques, soit I’espace de Hilbert correspondant défini comme étant le N —produit tensoriel de

'espace de Hilbert a deux dimensions [28§]
H:H1®H2®H3® ..... HN, (2314)

pour un degré de liberté H; = {|0),,[1),} . Ces systémes sont caractérisés par les opérateurs
d’annihilation et de création b; et b;-r, (1 =1,2,3......N) qui obéissent aux relations canoniques

d’anticommutation données par

[%%L = blb; +bbl = 6y, (2.3.15)
_ tpt]
[m@+_(w%ﬂ+_o (2.3.16)
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2.3. Les états cohérents fermioniques

L’espace de Hilbert ‘H est engendré par les états propres de bgbi
bjbl |n1n2n3....nN> =n; |n1n2n3....nN> , Ny = O, 17 (2317)

avec

]n1n2n3....nN> = |TL1>1 X ]n2>2 &® |n3>3 X ... ‘TLN>N, (2318)

|n;) étant un vecteur dans I’espace de Hilbert a un fermion H; sur lequel les opérateurs b;

et b;f agissent via

bi10); = 0,b;|1); =10);, (2.3.19)

7

b;‘r 0); = [1), ab;'f 1), =0. (2.3.20)

Pour tout ensemble {={¢;} de variables de Grassmann, &, anticommute avec tous les

opérateurs fermioniques

[€i,b5], = 0. (2.3.21)

L’ordre de toutes les grandeurs fermioniques (les opérateurs d’échelles et les variables de
Grassmann), est inversé lorsque on applique la conjugaison hermitienne, citons alors I'exemple

suivant

(i€ = €], (2.3.22)

2.3.3 Opérateur de déplacement

Définissons 'opérateur de déplacement unitaire D(§) qui s’écrit comme [29]

D(€) = exp <Z<bki - s:‘b») . (2.3.23)

7
Gréace a la propriété d’anticommutivité des nombres de Grassmann et lorsque ces derniers
sont multipliés par des opérateurs d’annihilation ou de création fermioniques, ce produit
devient commutatif avec les opérateurs fermioniques. Ainsi, les opérateurs b}fi et §;bj

commutent simplement pour 7 # j. Nous pouvons donc réécrire 'opérateur de déplacement
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2.3. Les états cohérents fermioniques

sous la forme d’un produit d’exponentielles comme suit

D) = []exp®l¢ - &b, (2.3.24)

()

= 11 {1 +0}&; — i+ (b]bi — %)5?&] : (2.3.25)

i
L’opérateur de déplacement est unitaire c’est-a-dire

D)D) = [[exp(ble; — &bi) exp(&5b; — ble,) (2.3.26)

(2

_ e e 1 (b — D)er e be 4 (b, — e
= H[1+bzfi &b+ (bjbi 2)5151} {1"‘51'171 bi&; + (bib; 2)5152

2

= 1 (2.3.27)

— DHODE) (2.3.28)

Ainsi, 'opérateur d’annihilation b, commute avec tous les opérateurs bzfi et £;b; lorsque
n # i, et nous pouvons donc calculer 'opérateur d’annihilation déplacé en ignorant tous les

termes sauf le niéme

Di©baD(€) = [[expleit: - ble)bn] [exp(ble; — b)) (2.3.29)
— expl€, — HE el — ) (2.3.30)
= (10— GBI BE, — SHEER)  (2331)
= b, +&,. (2.3.32)

Notons que, pour le passage de I’équation (2.3.30) vers I’équation (2.3.31), nous avons

utilisé 'identité de Baker-Hausdorff
eAtB = eAeBemal 4Bl (2.3.33)
ou A et B sont deux opérateurs satisfaisant la condition suivante
[[A, B],A] = [[A, B], B] = 0. (2.3.34)

De la méme maniére, nous obtenons pour b,
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2.3. Les états cohérents fermioniques

(2

DIEBLDE) = [[exp(&rbi —blevi] [ exp(dle; — €b)) (2.3.35)

2.3.4 Construction des états cohérents fermioniques

Pour tout ensemble £={¢;} des nombres de Grassmann, nous définissons ’état cohérent
normalisé |) comme action de l'opérateur de déplacement sur 1’état du vide du systéme
[29]

[€) = D(£)0) - (2.3.37)

En utilisant la relation de déplacement donnée par 1’équation (2.3.32), nous pouvons

montrer que ’état cohérent est ’état propre de tout opérateur d’annihilation

S

b |§) = b.D(£)[0) (2.3.38)

A Taide de lexpression de l'opérateur de déplacement (2.3.24), on peut écrire ’état

cohérent sous la forme suivante

&) = D<£)|0>=H[1+b3£i—£:‘bi+<b1bi—%)éz‘fi 0), (2:3.39)
= TI|1+dle - 5ee] 10
= (Y06 — 566 10). (2.3.40)

)
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2.3. Les états cohérents fermioniques

L’adjoint des états cohérents |¢) s’exprime par

(€] = (0] D'(6) = 0] exp(3(E5h: — 56360 (23.41)

(2

Le produit scalaire de deux états cohérents |£) et |() est donné par

(€1 =exp (Z G- (GG 52‘@-)]) . (2342

Les états |£) sont normalisés

€16 =1. (2.3.43)

Les états cohérents fermioniques |£) forment une base surcompléte et la résolution de

I'identité nous donne
1= [dueerie)el, (2.3.44)
avec

N
dp(§.€) = [ Jagide. (2.3.45)

Dans le cas d’un degré de liberté (N = 1) [28],[30], les variables de Grassmann agissent

sur les états |n;) comme suit
§10) =10)¢  ¢[1) =—[1)¢. (2.3.46)
L’opérateur de déplacement unitaire D(&) s’écrit

D(¢) = e (2.3.47)

D) = L+be—Ebt (- Dee

et les états cohérents s’expriment, pour un seul degré de liberté fermionique, par

&) = D()]0), (2.3.48)
€ 0y | (2.3.49)

= e 38 ), (2.3.50)

— 2|0y — £ [1)), (2.3.51)
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2.4. Etats cohérents pour des hamiltoniens hermitiens dépendants du temps

ou 'adjoint hermitique de |£) est donné par

(€l = (0| D(g),
= 2880 — ¢ (1]). (2.3.52)

Dans le cas d’un degré de liberté ces états restent normalisés

€1&=1, (2.3.53)

et ils fournissent une résolution de I'identité 1 via I’équation suivante

I = / de*de [€) (€] (2.3.54)

_ / de*dg [10) (0] — € [1) (0] + €710 (1] — €7¢1],
= 1. (2.3.55)

2.4 Etats cohérents pour des hamiltoniens hermitiens
dépendants du temps

Une méthode de construction d’états cohérents pour un systéme quantique dynamique
(c’est-a-dire un systéme décrit par une équation du type iw = H(t) |1(t))) basée sur
I'emploi des intégrales du mouvement, a été proposée par Malkin et Man’ko [31]. Cette
méthode a été utilisée pour 1'étude détaillée des systéemes quantiques multidimensionnels
avec des hamiltoniens dépendants du temps et de forme quadratique. Cette derniére a été
aussi utilisée pour dériver de nouvelles équations pour la fonction de Green et la matrice de
densité d’'un systéme quantique arbitraire [16]. Nous citons ainsi le cas de l'oscillateur an-
harmonique étudié a l'aide des intégrales du mouvement. Pour cela, nous présenterons dans

ce qui suit la méthode des invariants pour la construction des états cohérents bosoniques et

fermioniques dépendants du temps.
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2.4. Etats cohérents pour des hamiltoniens hermitiens dépendants du temps

2.4.1 Etats cohérents pour des systémes bosoniques dépendants

du temps

Malkin, Man’ko et al ,[12],[14],[15],[19] se sont proposés de construire deux opérateurs in-
variants A(t) et AT(t) non-hermitiens associés & un systéme bosonique décrit par un hamil-
tonien hermitien H(t) dépendant explicitement du temps, ces deux opérateurs sont régis

par 'équation d’invariance qui s’écrit (A =1,m = 1)

020 ¢ taw. @) = o, (24.)
S0 i He) = o (242

Ces opérateurs satisfont ainsi la relation de commutation suivante

[A(t), AT(t)] = 1. (2.4.3)

Les états cohérents bosoniques dépendants du temps sont définis comme des fonctions pro-

pres de l'opérateur d’annihilation A(t) qui s’expriment par
A(t) o, t) = ala,t) . (2.4.4)

Puisque A(t) est un invariant alors ses valeurs propres sont indépendantes du temps. Nous
pouvons également définir ces états |, t) comme P’action de 'opérateur de déplacement sur

I’état du vide du systéme

o, t) = D(a, £) |0, 1), (2.4.5)

ou

D(a,t) = exp [aAl(t) — a*A(t)], (2.4.6)

et 1’état du vide |0,t) est défini par ’équation donnée par

A(£)]0,2) = 0. (2.4.7)
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2.4. Etats cohérents pour des hamiltoniens hermitiens dépendants du temps

Etats cohérents d’un oscillateur amorti avec des parameétres dépendants du

temps

Nous traitons maintenant le systéme de 'oscillateur amorti avec des paramétres dépendants

du temps que nous avons déja discuté dans le premier chapitre du manuscrit, rappellons
I’expression de I’hamiltonien du systéme qui s’écrit comme

i 1

H(t) = 56—”“) + 2%(15)@2“” — f(t)e* W3, (2.4.8)

Les états cohérents de ce systéme sont définis comme des fonctions propres de 'opérateur

d’annihilation A(¢) (qui est un opérateur invariant) donné par ’équation (1.3.14). Pour

obtenir les expressions explicites de ces états, il faut résoudre le systéme d’équations suivant
A(t) o, t) = ala,t), (2.4.9)
i _ 3al 9 il
Al(t) |a,t) = e 2 3¢ la, t) (2.4.10)
o)

nous obtenons alors les états cohérents |a, t) normalisés

1 @ezr(t)$2+ﬁam_ga2 Ligl2— 28 _ 52 152
exp | * 2 1o ok i 101 o (2.4.11)

90" + £9) )i [Tm(35 )dr

o, ) =

NI

(me?)

ol 0(t) et €(t) sont des fonctions complexes dépendantes du temps. Ces états cohérents
peuvent étre aussi obtenus & partir de ’action de 'opérateur de déplacement sur I’état du

vide |0, t), il s’ensuit donc

la,t) = D(« )|O t), (2.4.12)
= % Z — In.t), (2.4.13)
n=0
avec |n,t) qui s’écrit
1 [(e\" Re(e*d
LN A SLARL G (2.4.14)
n! \ 2¢ €|

ou H,, (z) est le polynome d’Hermite. Les états cohérents satisfont les relations standard

suivantes

(| B) = exp {—% o — 518 +a*ﬁ}, (2.4.15)

31



2.4. Etats cohérents pour des hamiltoniens hermitiens dépendants du temps

= / la) (o] d(Rea)d(Ima) = 1. (2.4.16)

2.4.2 Etats cohérents pour des systémes fermioniques dépendants

du temps

Dans le cas fermionique et par analogie avec le sytéme bosonique, nous considérons deux
intégrales du mouvement A(t) et Af(t) régies, a leur tour, par 'équation de Liouville-Von

Neumann (A= 1,m = 1)

020 | L am. @) = o (2417)
8/(1;(15) +% [AT(t), H®)] = 0, (2.4.18)

ces opérateurs satisfont plutdt a ’algebre des fermions

[A(t), AT(t)] . =1, (2.4.19)

AXty=0, AP =o0. (2.4.20)

Les états propres de l'opérateur invariant-annihilation A(¢) représentent les états co-
hérents fermioniques dépendants du temps de notre systéme, avec la valeur propre £ telle

que
A(t) |1he(t)) = € |0e(t)) (2.4.21)

Comme pour le systéme bosonique, A(t) est un invariant dont les valeurs propres sont
indépendantes du temps.

L’expression de I'opérateur de déplacement pour le systéme fermionique est donnée par
D(E,t) = A€ AW (2.4.22)

tandis que son action sur I’état du vide du systéme nous permet de construire les états

cohérents fermioniques dépendants du temps qui s’écrivent ainsi

|e(t)) = D(& 1) [eo(1)) 4 (2.4.23)
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I'état du vide [¢)y(t)) est défini par I’équation suivante

A(t) [1,(t)) = 0. (2.4.24)
L’action de l'opérateur de création Af(¢) sur I’état du vide donne
AY(#) [iho(1)) = 11 (1)) - (2.4.25)
En tenant en compte que |1),(£)) et |1, (¢)) forment une base normalisée, nous avons
(,(t) | ;(t)) = 6i; avec 4,j=0,1 (2.4.26)
|10 () (W ()] + |11 (2)) (b1 (1) = 1. (2.4.27)

L’action des variables de Grassmann sur les états |¢,(t)) est donnée par

Elbo(t)) = lvo(8)) & Eln(t)) = — [, (1)) €. (2.4.28)

En développant I'expression de l'opérateur de déplacement donné par 1’équation (2.4.22),

nous pouvons réécrire 1'état |w£(t)> sous la forme suivante

[0e(t)) = e 2o () — € [y (1)) (2.4.29)

Notons que tant que A(t) est un invariant, les états cohérents |1¢(t)) réprésentent la

solution de I’équation de Schrodinger multipliés par un facteur de phase décrit par

[9(1)) = €% |9 (1)) (2.4.30)

Ce facteur peut étre obtenu a partir de 1’équation de Schrodinger et de la condition de

normalisation, il s’écrit comme

% = i(ue(t)] % V(1)) — (e ()] H (D) [e(t)) - (2.4.31)

Cette partie de la theése a été consacrée essentiellement & la présentation de la théorie
des invariants ainsi qu’aux notions fondamentales que posséde la théorie des états cohérents

dépendants et indépendants du temps. A cet égard, nons avons présenté la théorie des
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2.4. Etats cohérents pour des hamiltoniens hermitiens dépendants du temps

invariants introduite par Lewis et Riesenfeld et par la suite nous avons exposé la méthode
des invariants de DMMT pour la construction des états cohérents bosoniques et fermioniques

dépendants du temps.

34



CHAPITRE

La théorie quantique P7T
symétrique et

pseudo-hermitienne

3.1 Introduction

L’existence de la condition d’hermiticité remonte aux premiers jours de la mécanique quan-
tique. Celle-ci est exprimée par ’équation H = HT ot le symbole de conjugaison hermitienne
de Dirac { représente les opérations combinées de transposition matricielle et de conjugai-
son complexe. Cette condition de symétrie mathématique est physiquement obscure mais
trés pratique car elle implique que les valeurs propres de H sont réelles et que I'opérateur
d’évolution temporelle exp(—iHt) est unitaire.

Bien que 'hermiticité soit le meilleur moyen pour garantir les exigences de la mé-
canique quantique, principalement la réalité du spectre, cette exigence de ’hermiticité de
I’hamiltonien représente une grande restriction dans le domaine d’application pour une
théorie si prometteuse telle que la mécanique quantique. N’y aurait-il pas moyen d’étendre
cette théorie sans violer aucun des axiomes physiques de la mécanique quantique ?

Les hamiltoniens non hermitiens sont traditionnellement utilisés pour décrire les proces-

sus dissipatifs, tels que le phénomeéne de désintégration radioactive.
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3.1. Introduction

En se basant sur un calcul numérique, Bender et ses collaborateurs ont réussi en 1998

[8] & prouver que la famille d’hamiltoniens non hermitiens définie par

H = p? + 2%(iz)” avec v € R, (3.1.1)

possede un spectre énergétique réel pour v > 0 et complexe pour v < 0. La réalité
du spectre est due a l'invariance de symétrie par rapport aux opérations simultanées de
parité et de renversement du sens du temps, cette opération est appelée la P7T symétrie et
ces hamiltoniens sont dits P7 symétriques. Il a été montré plus tard que la condition de
PT symétrie de I’hamiltonien n’est pas une condition suffisante pour la réalité du spectre,
car il faudrait aussi s’assurer que les fonctions propres de 'hamiltonien associée sont aussi
invariantes par 'opération P7 .

En essayant de résoudre des problémes qui se posaient dans la quantification de 1’électrodynamique
et dans la théorie quantique des champs ot les états de norme négative apparaissent comme
une conséquence de la renormalisation, Lee, Wick et Sudarshan [33-34] ont fait appel au
concept de la pseudo-Hermiticité introduit dans les années 40 par Dirac et Pauli [10].

Ainsi, en 1992 la notion de quasi-Hermiticité a été discutée en détail par Scholtz et
al [35]; dans leur papier pertinent, ils ont été les premiers & montrer comment construire
une transformation de similarité qui met en correspondance les opérateurs Hermitiques
et les opérateurs quasi-Hermitiques correspondants et aussi les premiers a considérer les
transformations correspondantes des produits scalaires de I’espace de Hilbert.

Plus tard en 2002, Mostafazadah a montré [9],[38-39], qu’il existait des familles d’hamiltoniens
qui ne sont ni hermitiques ni P7 symétriques mais possedent des spectres réels et il a con-
firmé aussi I'existence d’hamiltoniens P7 symétriques dont le spectre n’est pas réel. Ce qui
lui a permis de conclure que la P7 -symétrie n’est ni suffisante ni nécessaire pour garantir la
réalité du spectre; dans ce contexte Mostafazadah, a présenté une alternative a la mécanique
quantique conventionnelle, dans laquelle les hamiltoniens sont dits pseudo-hermitiens.

Il a été montré que ces systémes pseudo-hermitiens se réduisent a des systémes non

hermitiens P7 symétriques dans un cas particulier que nous discuterons plus tard. Dans
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3.2. PT symetrie

de tels systéemes pseudo-hermitiens, les valeurs propres sont réelles ou apparaissent comme
des paires conjuguées 'une de 'autre [43]. Cependant, les vecteurs propres de H seuls ne
forment pas un ensemble complet de fonctions orthonormales et peuvent ne pas avoir de

normes définies positives par rapport au produit scalaire standard.

3.2 P7T symetrie

Définition: Un hamiltonien H est dit P7 -symétrique s’il est invariant par la transformation

PT c’est-a-dire qu’il vérifie la relation suivante [36]

HPT = (PT)H(PT)™' = H, (3.2.1)
a partir de cette derniere relation on en déduit que

[H,PT] =0, (3.2.2)

ou P est I'opérateur parité ou opérateur de réflexion spatiale, et 7 est I'opérateur ren-

versement du temps.
L’opérateur parité P

L’action de opérateur P sur I'état | 7°) s’exprime par

PI7)=1-7), (3.2.3)

P Ty =P|-7T)=|7) (3.2.4)
ce qui implique que I'opérateur P? est I'opérateur identité. Comme
PP =1, (3.2.5)
nous en déduisons que

P=P" (3.2.6)
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3.2. PT symetrie

Le conjugué hermitique de I’équation (3.2.3) donne
(=7 | = (7| P, (3.2.7)

donc la norme de I'états |—7") = P|7") conduit &

PP =1

sachant que P = P~1, nous avons
P =p 1 =pt (3.2.8)

L’opérateur P agit sur les opérateurs position & et impulsion p en inversant leur signe a
savoir [36]

PiP = —&, PpP = —p, (3.2.9)

et son action sur un état quelconque |¢)) est donnée par

P o) = Sip (3.2.10)

ol S est une matrice qui représente I'opérateur parité P et ¢ un vecteur colonne qui repre-

senrte [1)).

L’opérateur de renversement du temps 7

L’opérateur de renversement du temps 7 est un opérateur antilinéaire!”); son action sur les
opérateurs position z, impulsion p et le nombre complexe imaginaire pur ¢ est donné comme
suit [36]

TiT =2, TpT = —p, TilT = —il. (3.2.11)

On peut décomposer 1'opérateur 7 comme produit de deux opérateurs

T =UK, (3.2.12)

(Dun opérateur A est dit antilinéaire si quels que soient les kets|t);) et |tb,) de Iespace dans lequel il agit,

on a A[A|y) +y|e)] = A" Aly) +v* Alyg) VA, v € C.
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3.2. PT symetrie

ou U est un opérateur unitaire et K , 'opérateur de conjugaison complexe qui transforme
toutes les quantités a droite en leurs complexes conjuguées. Par exemple, les actions de 7

sur un état [¢) et sur un opérateur A sont telles que :

Thy) = UK) =Ul)", (3.2.13)
TA = UKA=UA" (3.2.14)

L’une des propriétés importantes que posséde 'opérateur 7 est I’anti-unitarité, c’est-a-dire

que 7 satisfait a la relation suivante

(TolTy) = (dlv)" = (Vl9) . (3.2.15)

Le fait que 7 soit un opérateur de réflexion, implique que 'action de 7 deux fois sur un

état [1)) laisse ce dernier inchangé a une phase prés [39], a savoir

Tl = e®ly), (3.2.16)
= UKUKIY), (3.2.17)
= UKUY)", (3.2.18)
= UU'K|y)*, (3.2.19)
= UU*|y), (3.2.20)
donc
e =UU", (3.2.21)
En prenant le transposé de I’équation (3.2.21), on obtient donc
e = UTU?, (3.2.22)
la propriété de I'unitarité de U, c’est-a-dire UTU = UU' = 1, conduit &
Ut =Ue". (3.2.23)

La transposée de 1’équation (3.2.23) donne
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U=U'e", (3.2.24)

En remplagant la relation (3.2.23) dans (3.2.24), nous obtenons

U=Ue" = ¥ =1, (3.2.25)
donc
e =1, (3.2.26)
soit
e = 41, (3.2.27)
finalement
T?|¢) = £|v), (3.2.28)
c’est-a-dire que
T2 = +1. (3.2.29)

Il est important de noter que 72 = 1 correspond au cas d’'une symétrie paire (cas bosonique)
et 72 = —1 correspond au cas d’une symétrie impaire (cas fermionique). Dans le cas d'une

symétrie impaire, 'opérateur 7 = UK est donné explicitement par [40]

09 0 . . 0
0 409 O
T = .0 . 0 . K, (3.2.30)
0o . .0
0 0 109

c’est-a-dire que tous les termes diagonaux sont égaux a 109 et les termes non-diagonaux

nuls.
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Tandis que dans le cas d’une symétrie paire, 7 est donné par [39]

oo 0 . . 0
0 o7 O.
T = .0 .0 . K, (3.2.31)
0 .0
0 0 o4

ol tous les termes diagonaux sont égaux & o; et les termes non-diagonaux nuls, notons que
o1et o9 représentent les matrices de Pauli.
Nous présentons maintenant deux théorémes importants permettant de mieux compren-

dre le formalisme de la théorie quantique P7 —symétrique.

Théoréme 1 [36]

Si 'hamiltonien H est un opérateur non hermitien et invariant sous l’action de 'opérateur
PT, ce dernier posséde un spectre constitué de paires d’énergies complexes, conjuguée 'une

de lautre.

Théoréme 2 [36]

Les valeurs propres d’un hamiltonien non hermitien P7 —symétrique sont réelles si ses
fonctions propres sont invariantes sous l’action de 'opérateur P7 .

On déduit & partir de ces deux théorémes que la P7 —symétrie d’'un hamiltonien n’implique
pas forcément la réalité de ses valeurs propres, cependant si ces fonctions propres sont
aussi P7 —symétriques, les valeurs propres qui lui correspondent sont réelles, dans ce cas la
PT —symétrie est dite non brisée. Il existe des états propres de 'hamiltonien P7 —symétrique
qui ne sont pas états propres de 'opérateur P7, dans ce cas, la P7 —symétrie est dite brisée.
Notons qu’elle est appellée partiellement brisée lorsque le spectre d’énergie est constitué
d’une partie réelle et d’'une autre partie de paires complexes conjuguées 'unes de 'autre,

par contre, si tout le spectre d’énergie est complexe, alors, celle-ci est dite totalement brisée.
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3.2.1 P7T-produit scalaire

Il est bien connu que I'une des propriétés fondamentales pour qu’une théorie quantique soit
valable est que la norme d’un vecteur dans ’espace de Hilbert doit étre positive. De plus,
le produit scalaire de deux vecteurs quelconques dans I’espace de Hilbert doit étre constant
au cours de I’évolution du temps. Faudrait-il maintenant garantir que les hamiltoniens
possédant une P7 —symeétrie non brisée peuvent décrire la dynamique de systémes physiques
réels. Dans ce but, Bender [36] a introduit, dans un premier temps, un produit scalaire dit
"PT —produit scalaire" associé aux hamiltoniens P7 -symétriques défini par

(erlea)pr = / 05 [PT i, (1)) o), (3.2.32)

C

- / 41} (—2) g (3), (3.2.33)

C
ol ¢ est un certain contour défini dans le plan complexe qui peut étre choisi sur ’axe réel.

Le PT-produit scalaire pour les fonctions propres |¢,,) de H est donc donné par

Galtm)pr = / 0 [PT ()] (), (3.2.34)

c

= (_1)n5nma (3.2.35)

cependant, quand m = n, les normes de ces fonctions propres dans ce produit scalaire

s’expriment par

Glbalpr = [ de[PTU,@)]0,(2). (3:2:36)
— (=), (3.2.37)

et la relation de fermeture s’écrit comme suit

o)

Y DM PT Y, ()], (y) = 6z —y). (3.2.38)

n=0
Comme en mécanique quantique ordinaire, l'intérét de cette définition est qu’elle maintient

le fait que la norme de toute fonction d’onde est une quantité indépendante de sa phase
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globale et de plus elle est conservée au cours du temps. Cependant, cette définition con-
tient une anomalie majeure qui réside dans le fait que les normes de certains états propres
d’hamiltoniens P7 -symétriques sont négatives, et la relation (3.2.38) signifie que 1’espace
engendré par toutes les fonctions propres d’un hamiltonien P7 -symétrique ne peut étre com-
plet, ce qui a incité Bender a introduire un nouveau produit scalaire, c¢’est le CP7T -produit

scalaire [36].

3.2.2 (CP7T-produit scalaire

Pour contourner le probléme de la norme négative, Bender et al [36],[41] ont introduit un
nouvel opérateur linéaire C qui est 'opérateur de conjugaison, ce dernier est une observable
qui représente la mesure de la signature de la norme P7 des états propres, cet opérateur
est défini dans ’espace des coordonnées par la somme des produits des fonctions propres de

I’hamiltonien comme

C=> v, (x)e,(y) (3.2.39)

Notons que l'opérateur C s’exprime en fonction des états propres de H , ce dernier dépend
donc particulierement du systéme étudié. Nous pouvons vérifier que le carré de C est égal a
I'unité

/C(m, y)C(y, z)dy = 0(z — 2). (3.2.40)

Bender [41] a montré que tous les hamiltoniens P7 -symétriques dont la symétrie n’est
pas brisée possédent une autre symétrie engendrée par ce nouvel opérateur linéaire C , ce

dernier commute avec 'hamiltonien H et 'opérateur P71,
[C,H] =0, |[C,PT]=0, (3.2.41)

ce qui implique que

[H,CPT] = 0. (3.2.42)

(1€ ne commute pas avec les opérateurs P ou 7 séparément, mais il commute avec 'opérateur P7T.
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L’action de C sur les fonctions propres de H est donnée par

Conta) = [ dsCle.)inln), (3:2.43)
= Zw / dyC(2,Y) 1 (Y) P (y), (3.2.44)
= (— )" V(). (3.2.45)

On montre que le CP7 —produit scalaire conduit & des normes positives et & un espace

complet, a savoir

Galblenr = [ dzlCPTU ()] 1), (32.46)
_ / dz [CPT ¥ ()] ¢, (2), (3.2.47)

S (3.2.48)

D CPT ()], (y) = 6(x — ). (3.2.49)

3.3 Pseudo-Hermiticité

3.3.1 Définitions et propriétés

Soit I’espace de Hilbert H, un opérateur linéaire H : H — H est dit pseudo-hermitien [9]

s’il existe un opérateur linéaire, hermitien, inversible n : 'H — H satisfaisant
H' =nHn™, (3.3.1)

ou T désigne 'adjoint de l'opérateur correspondant. La condition dans (3.3.1) se réduit a
I’hermiticité ordinaire quand 'opérateur métrique est égal a I'identité I et a la P7T -symétrie
quand n = P (la P7-symétrie est un cas particulier de la pseudo-hermiticité).

La métrique n peut étre définie positive ou indéfinie. Nous tenons a noter que, dans le
cas ou l'opérateur métrique n est défini positif c’est & dire que toutes ses valeurs propres

sont, positives,

(Y|mp) > 0 pour tout ¢ € H, v # 0, (3.3.2)
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on dit alors que H est quasi-hermitien [43]; il existe donc un opérateur linéaire hermitien
et inversible p tel que n = p?, hamiltonien H admet, alors, un hamiltonien hermitien
correspondant h vérifiant la relation de similarité h = pHp~' (Notons que I'opérateur 7
n’est pas unique).

En revanche, s’il existe dans le spectre de 7, des valeurs négatives, ce dernier est dit
indéfini.

On peut exprimer la condition (3.3.1) sous la forme:

H* = H, (3.3.3)

ou encore

H# =y~ Hy, (3.3.4)

avec H est appelé le pseudo adjoint de H. La conjugaison (#) posséde les propriétés

suivantes

I* = Iy =ntn=1, (3.3.5)

(D#)# =0~ (™' Dinp)'y = n~'yDy~'n = D, (3.3.6)
(D1Ds)* =y (D1D2)'n = 0~ ' Dinn~'Din = DI DY, (3.3.7)
(aDy + BD,)* = 0~ (a"D])y + 7~ (8"DY)n = "D + 5D . (3.3.8)
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3.3.2 Le n-produit scalaire

Pour les mémes éxigences physiques que nous avons discuté précédemment concernant la
définition du P7 et le CPT-produit scalaire, Mostafazadeh [43] a défini un nouveau produit
scalaire associé aux hamiltoniens pseudo-hermitiens, il est appelé n-produit scalaire et son

expression est donnée par

(oY), = (Dnlv) . (3.3.9)

Vérifions, dans un premier temps, que ’hamiltonien pseudo-hermitien est self-adjoint sous

le n-produit scalaire, ce qui se traduit par

(Hi[vy), = (Hymby) = (1| HYippy) (3.3.10)
= (Uiln(n H')py) (3.3.11)
- <¢1|77H#¢2> = <¢1|H#7/)2>,7- (3.3.12)

Cette équation montre que, si 'hamiltonien H est pseudo-hermitien avec la métrique 7, il
est self adjoint dans le n-produit scalaire.
Montrons maintenant que la norme dans le n-produit scalaire est conservée au cours du

temps si et seulement si H est pseudo-hermitien

Wr(Oa(0)), = (Ola(t) VD), (1)) € 1. (3.3.13)
[(6)) = e[ 0)), (3.3.14)

alors
Wr ()a(1)), = (42 (0)]e e 145 0) ) (3.3.15)

tenant compte de nn~! = 1 on obtient

(W1 (D1a(1)),, = (0 (O™ e 145 (0)) (3.3.16)

46



3.3. Pseudo-Hermiticité

sachant que

A71ePA = A1 BA (3.3.17)
ou A et B sont des opérateurs linéaires, on obtient
(W (D)lia(0), = (1 (O)ne™ e M5 (0) ) (33.18)

et puisque notre hamiltonien est pseudo hermitien donc il satisfait la relation H = n~'H'n

Wl(t)‘?/b(t»n = <¢1(0)‘77€th€7th7?2(0)% (3.3.19)
= (¥1(0)[¥5(0)),, , (3.3.20)

ce qui montre bien que le 7-produit scalaire est conservé au cours du temps.
Vérifions maintenant 1’orthogonalité des vecteurs propres associés a I’hamiltonien pseudo-

hermitien, pour cela nous avons donc 'hamiltonien H qui est self-adjoint dans le n-produit

scalaire
(Wil Hoy), = (b:HI;), = (Wil By, (3.3.21)
= (WiEilb,), = B (i), (3.3.22)
E7 ($ile;), (3.3.23)
alors
(E; — Bf) (¥ilv;), =0, (3.3.24)

pour i # j nous avons <wi\wj>n = 0, ce qui permet d’en conclure que les vecteurs propres
de ’hamiltonien pseudo-hermitien sont orthogonaux, et ces vecteurs sont donc appelés n-

orthogonaux.

3.3.3 hamiltoniens pseudo-hermitiens ayant une base biorthonor-
mée compléte

Soit H un Hamiltonien non-hermitien diagonalisable avec un spectre discret et non-dégénéré.

Les vecteurs propres de H sont notés {|t,,)}, ceux de H' sont notés {|¢,)}. On dit que
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{|,,) ,|¢,,)} forment une base biorthonormée compléte, si et seulement si, les relations

suivantes sont satisfaites [43]: & savoir

H ) = Ey|,) (3.3.25)
HY|¢,) = E;|6,) . (3.3.26)

> 16) (Wl =D i) (6] = 1. (3.3.28)

Notons que dans ces relations, 'Hamiltonien H est non-hermitien, (il n’est pas forcément
pseudo-Hermitien).

A partir des équations (3.3.25) et (3.3.28) on détermine l'expression de H,

H[,) (| = Enth,) (Pl (3.3.29)
ce qui implique que
H =Y E.[},) (¢ (3.3.30)
De méme pour HT, :
HY¢,) = E;|6,), (3.3.31)
nous avons
H'g,) (| = Ey|y,) (] (3.3.32)
on en déduit que
HY =Y "Er|9,) (b, (3.3.33)
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3.3. Pseudo-Hermiticité

3.3.4 Transformation de Dyson

Soit un hamiltonien H pseudo-hermitien admettant un spectre réel et ayant une base

biorthonormée compléte, les équations aux valeurs propres des hamiltoniens H et Hs’écrivent

Hl,) = Enldy,), (3.3.34)
H'g,) = E.|o,). (3.3.35)

Dyson propose une transformation qui permet de relier les vecteurs propres de 'opérateur

non-hermitique H a ceux de 'opérateur hermitique h, cette derniére s’exprime par

9n) = plen) (3.3.36)

) = o e (3.3.37)

L’avantage de la correspondance de Dayson est qu’elle permet de faire passer d’un hamil-

tonien pseudo-hermitien & un hamiltonien hermitien équivalent, via la relation suivante
h=pHp*, (3.3.38)

ol p est un opérateur linéaire inversible et hermitien connu sous le nom d’opérateur de

transformation de Dyson et I’équation aux valeurs propres de I’hamiltonien h s’écrit alors

hlen) = Enlen) - (3.3.39)

nous présentons dans ce qui suit deux théorémes fondamentaux dans le cadre de la mécanique
quantique pseudo-hermitienne.

Théoréme 1 [43]: Soit H un hamiltonien non-hermitien ayant un spectre discret et
admettant une base biorthonormée compléte. Alors H est pseudo-hermitien si et seulement
si I'une des conditions suivantes est vérifiée:

1) Les valeurs propres de H sont réelles.

2) Les valeurs propres de H sont constituées de paires de valeurs propres complexes

conjuguées 'une de l'autre.

(Ui un Hamiltonien pseudo-Hermitien H ayant un spectre réel alors est dit quasi-Hermitien.
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3.3. Pseudo-Hermiticité

Théoréme 2 [43]: Soit H un hamiltonien non-hermitien ayant un spectre discret et
admettant une base biorthonormée compléte. Alors H est quasi-hermitien si et seulement
si I'une des conditions suivantes est vérifiée:

1) H est pseudo-hermitien avec un opérateur métrique de la forme n = p?, ou p est un
opérateur linéaire inversible et hermitien.

2) H admet un spectre réel.

3) H admet un hamiltonien hermitien h correspondant via la relation de similarité:

h = pHp~!. En plus H et h sont isospectraux.

3.3.5 Les méthodes de calcul de la métrique n

Le systéme quantique pseudo-hermitien est défini par un opérateur hamiltonien quasi-
hermitien et un opérateur métrique associé 7. Le probléme central de la mécanique quan-
tique pseudo-hermitienne revient & construire cet opérateur métrique 7. Pour cela il existe
différentes méthodes de calcul de la métrique, ce qui nous a conduit, dans cette section, a

exposer les méthodes les plus générales.

La méthode spectrale

La méthode spectrale introduite par Mostafazadeh [43] est 'une des méthodes les plus
simples et directes pour construire ’opérateur métrique défini positif 7. Cette méthode est
basée sur la représentation spectrale de I'opérateur métrique. Pour un hamiltonien pseudo-
hermitien H, les états propres de ce systéme forment une base bi-orthonormée compléte.
Dans cette méthode, 'opérateur métrique est calculé de maniére simple et élégante. Dans

le cas du spectre réel, son expression est donnée par

n="3"16,) (.. (3.3.40)

et son inverse s’écrit comme

=) (@l (3.3.41)
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3.3. Pseudo-Hermiticité

en outre, la métrique 7 relie les états |¢,,) et |¢,,) par

(6n) = ln) s n) =107 6) . (3-3.42)

Méthode de paramétrisation de 'opérateur C

Dans le cas des hamiltoniens P7 -symétriques, ’opérateur métrique 7 s’écrit sous cette forme
n=PC, (3.3.43)

soit

n!'=CP. (3.3.44)

Cette méthode consiste & construire 'opérateur métrique n a partir des opérateurs de con-
jugaison C et de parité P, dans la réference [42], il a été trouvé pratique d’écrire C sous
forme d’un produit d’exponentielles de I'opérateur hermitien () et de 'opérateur parité P,

ce qui se traduit par

C = QP (3.3.45)

les opérateurs () et P satisfont cette relation
PQ =—-QP, (3.3.46)

dans ce cas la métrique s’écrit

n=e9, (3.3.47)

nt=e9, (3.3.48)
ou l'opérateur () peut étre déterminé en imposant les trois conditions suivantes
[C,PT]=0; [C,H]=0; C*>=1. (3.3.49)

Nous n’ignorons pas le fait qu’il existe d’autres méthodes pour la construction de 'opérateur

métrique 7, nous invitons donc les lecteurs a consulter la référence [43] pour avoir plus de
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3.4. Les systémes non-hermitiques dépendants du temps

détails sur ces méthodes. Nous tenons a souligner qu’il n’existe pas de méthode bien définie
pour la détermination de l'opérateur métrique, l'obtention de l’expression de ce dernier

dépend généralement du systéme étudié.

3.4 Les systémes non-hermitiques dépendants du temps

Le formalisme des systémes quantiques non-hermitiens indépendants du temps a été bien
étudié par de nombreux chercheurs et ses principes de base ont été posés d'une maniére
assez cohérente et compléte [43], ce qui n’a pas été le cas pour les systémes quantiques non-
hermitiens dépendants du temps. L’étude de ces systémes a été abordée et discutée plusieurs
fois [52]-[73]. 1l existe plusieurs études pour la construction d’une théorie rigoureuse [64]-
[73]; tout en sachant que le traitement des systémes avec des hamiltoniens non-hermitiens
dépendants du temps avec des opérateurs métriques indépendants du temps [62],[63] est
amplement admis, la généralisation des systémes non-hermitiens dépendants du temps avec
une métrique dépendante du temps fait toujours 'objet d’études. Fring et Moussa [74],[75]
approuvent les conclusions de Mostafazadeh [64],[66],[68], dans le fait que pour les opérateurs
métriques dépendants du temps, on ne peut avoir simultanément 1'unitarité d’une évolution
temporelle et "’observabilité" de 'hamiltonien, c’est-a-dire qu’on ne peut avoir que 1'une
ou l'autre.

Comme éléments de départ, Fring et Moussa ont pris les deux équations de Schridinger

dépendantes du temps

o)) = ) lp(t)) i (t)) = H(E) (0. (3.4.1)

ou h(t) est hermitien, alors que H(t) est considéré comme non hermitien, c’est-a-dire que
h(t) = hi(t) et H(t) # HT(t), et ils affirment que les opérateurs ne peuvent étre appelés
hamiltoniens que s’ils générent 1’évolution temporelle du systéme considéré, cela veut dire

qu’ils satisfont I’équation de Schrodinger dépendante du temps.
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3.4. Les systémes non-hermitiques dépendants du temps

Fring et Moussa supposent ensuite que les deux solutions ¢(t) et (t) sont lies &
I’équation (3.4.1) par un opérateur inversible dépendant du temps p(t) ce qui se traduit

par

o)) = p(t) (1)) - (3.4.2)

En substituant la relation (3.4.2) dans I’équation (3.4.1) on en déduit que les deux hamil-

toniens sont reliés I'un a 'autre par

h(t) = p(t)H(t)p™ (1) — ihp™ (t) p(t). (3.4.3)

Cette derniére relation est alors appelée relation de Dyson dépendante du temps car elle

généralise la transformation de similarité h = pHp~! qui correspond au cas d’hamiltoniens

non-hermitiens indépendants du temps, ou bien au cas d’hamiltoniens non-hermitiens dépen-
dants du temps avec une métrique indépendante du temps.

En prenant le conjugué hermitique de 1’équation (3.4.3) et en utilisant I’hermiticité de

h(t) ils aboutissent & une relation entre H(t) et son conjugué hermitique

HYW)!(0ple) — o (D0 H () = i [ph(D)p(t)] (3.4.4)
ou bien
HY(0n(t) — () H(1) = i (), (345
donc
1,0 1
H'(6) = 0 H @00+ in | o) o) (3.46)

cette relation relie ’hamiltonien H(t) & son conjugué HT(t), elle est appellée relation de
quasi-hermiticité dépendante du temps et elle remplace la relation de quasi-hermiticité stan-
dard bien connue dans le contexte de la mécanique quantique non hermitienne indépendante

du temps.
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CHAPITRE

Les états cohérents en
mécanique quantique

non-hermitienne

4.1 Introduction

Une attention considérable a été accordée & un formalisme alternatif pour la description des
systémes non-hermitiens, basé sur le concept des pseudo-fermions et pseudo-bosons. Les
états cohérents pour les systémes non-hermitiens sont construits a ’aide de ces opérateurs.
D’apres la littérature, les pseudo-fermions ont été introduits pour la premiére fois, dans le
contexte de la mécanique quantique pseudo-hermitienne par Mostafazadeh [51]. En 2012
Baguarello s’est intéréssé au développement mathématique et physique des pseudo-fermions,
il a établi en particulier la forme la plus générale de 'hamiltonien & deux niveaux admettant
une structure pseudo-fermionique [76-77]. Cherbal et ses collaborateurs ont étudié I'exemple
physique de I'atome & deux-niveaux en interaction avec un champ électromagnétique décrit
par un hamiltonien pseudo-hermitien [78]. Dans leur travail, ils ont construit les états
cohérents pseudo-fermioniques comme états propres de I'opérateur d’annihilation de pseudo-
fermions. En revanche les états cohérents pseudo-bosoniques ont été construits par Trifonov

dans [79-81]
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4.2. Les pseudo-fermions

Dans ce chapitre, nous allons définir et fournir quelques propriétés des pseudo-fermions,
ainsi nous exposons la méthode de construction des états cohérents pseudo-fermioniques.

Par la suite les pseudo-bosons seront aussi traités et leurs états cohérents seront construits.

4.2 Les pseudo-fermions

Les opérateurs pseudo-fermioniques sont définis comme étant une extention pseudo-hermitienne
des relations d’anticommutation des fermions usuels. Ces opérateurs sont donc obtenus a
partir de la modification des relations d’anticommutation des fermions ( données dans les

équations (2.3.15) et (2.3.16)) de la fagon suivante [76]
|B,B], =1, [B,B], = [B,B], =0, (4.2.1)

ot B = B# = 1~ 'B™ est le pseudo-adjoint de B [78]. Remarquons, qu'en général, B # BT.
Dans le cas ol 7 = 1 nous retombons dans ’algébre usuelle des fermions et B = BT,
Il a été établi dans [76] que:

(i) 11 existe deux états non nuls dans H notés |1),) et |@,) tels que,

B W0> =0, Bl ‘¢0> = 0. (4-2-2)

(ii) 11 existe aussi dans H deux états excités [i;) et |¢;) non nuls, définis par

Blgg) = 1), B'lég) = lé1), (4.2.3)
B Wl) = |¢0> ) B |¢1> = |¢0> ) (4-2-4)

c’est-a-dire que B et B sont des opérateurs de création et d’annihilation respectivement pour
'ensemble Fy={|1y),[11)} et BT et BT sont des opérateurs de création et d’annihilation
respectivement pour I'ensemble F; = {|¢,) ., [¢1)}-

(iii) Les ensembles Fy={|1)y) , |¥1)} et Fy = {|¢y) , |¢1)} forment deux ensembles biorthonormés.

95



4.2. Les pseudo-fermions

(iv) 1l existe des opérateurs "nombre de pseudo-fermions" N = BB associé & ’'ensemble

Fy, et NT = BTB associé a 'ensemble F, tels que

Nly) =nly), N, =nls,), n=0,1. (4.2.5)

L’opérateur "nombre de pseudo-fermions" N est non hermitien.

(v) Il existe un opérateur métrique 7 défini positif, hermitien et inversible qui satisfait
H' = nHn~'; ’hamiltonien H est quasi-hermitien, donc 7 = p? et H admet un hamiltonien
hermitien correspondant h.

Dans le cas n = 1 : ( limite hermitienne)

1. Les opérateurs de création et d’annihilation des pseudo-fermions se réduisent a ceux

des fermions usuels

B=0b=B" B=10b =B (4.2.6)
2. L’opérateur "nombre de pseudo-fermions" N reprend son hermiticité

N = Nt =b'b. (4.2.7)

3. Les ensembles Fy={|1y), |¥1)} et Fy = {|Py) , |¢1)} se rejoignent:
Fr=H10). 1)} = Fyp= F. (4.2.8)

ou F; est un ensemble orthonormé complet.

4.2.1 Relations entre les pseudo-fermions et les fermions

Les opérateurs pseudo-fermioniques B et B sont reliés aux opérateurs fermioniques b et bf

via les relations suivantes [76]
B=plhp et B=plblp, (4.2.9)

ou p est un opérateur hermitien strictement positif avec p = /1. Donc, les pseudo-fermions

admettent toujours des fermions correspondants et les relations entre les états de I’ensemble
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4.3. Construction des états cohérents pseudo-fermioniques

des fermions F; et les états des ensembles des pseudofermions F,, et F,; sont donnés par

o) = P10}, [y) =p7MI1), (4.2.10)

[B0) = pl0), |¢1) =p[1). (4.2.11)

4.3 Construction des états cohérents pseudo-fermioniques

Les états cohérents pseudo-fermioniques des systémes pseudo-hermitiens ont été construits
par Cherbal [78] en utilisant la méme méthode appliquée dans le cadre de la mécanique
quantique hermitienne. Comme dans la mécanique quantique hermitienne, les états co-
hérents pseudo-fermioniques sont paramétrisés par les variables de Grassmann complexes

qui anticommutent avec tous les opérateurs pseudo-fermioniques

€&, Bl, =0, [¢,B], =0,[¢,B]l, =0,[¢, B], =0, (4.3.1)

leurs actions sur les ensembles de systémes biorthonormés complets F,={|1) , [¢);)} et

Fo={|bg) ,|¢1)} sont données comme suit

€|¢0> = Wo) 3 5W1> :_Wﬁf» (4-3-2)
Eldo) = o) €, Eler) = — 1) €. (4.3.3)

La conjugaison pseudo-hermitienne renverse I'ordre de toutes les quantités fermioniques, les

opérateurs et les variables de Grassmann, & savoir
(B¢ +¢* B = ¢ B+ B¢. (4.3.4)

On définit 'opérateur de déplacement D(&) par Iexpression suivante

D(g) = PEF, (4.3.5)

D) = 1+Be—&B+(BB- et
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4.3. Construction des états cohérents pseudo-fermioniques

et son pseudo-adjoint D(£)=n"'D'(£)n est donné par

D) = B8 (4.3.6)

- — _ 1
D) = 1+&B - B+ (BB - )¢¢ (4.3.7)
On peut montrer que l'opérateur D() est pseudo-unitaire
D(§)D(&)=e PP s, (4.3.8)

en développant les expressions de D(€) et D(£), et en se servant des relations d’anticommutations

entre les opérateurs B, B et les variables de Grassmann on trouve

D()D(€)=D(§)D(¢) = 1. (4.3.9)

Ces deux opérateurs satisfont les relations suivantes

D()BD(€) = e B-BERePe€B (4.3.10)
= (1+&B—BEB(1+ BE—¢*B), (4.3.11)

= B+¢, (4.3.12)

D()BD() = e B-BEReBEEE (4.3.13)

= B+¢& (4.3.14)

Les états cohérents pseudo-fermioniques sont alors définis [78] par I’action de I'opérateur
pseudo-unitaire D(§) sur I’état fondamental |¢,) (comme pour les états cohérents usuels et

les états cohérents fermioniques); ces états s’expriment pour un seul degré de liberté par

€) = D(&) o) (4.3.15)
= DBy, (4.3.16)
= e 2By, ) (4.3.17)
= e 24 () — € o)), (4.3.18)
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4.3. Construction des états cohérents pseudo-fermioniques

ou 'adjoint hermitique de |£) est donné par

(€l = (0] DY), (4.3.19)
s .
= e #5({uy| + € (vn)). (4.3.20)
Comme dans le cas des fermions, on peut encore montrer que les états cohérents pseudo-

fermioniques sont définis comme états propres de l'opérateur d’annihilation B ce qui se

traduit par

Bl§) = BD() i), (4.3.21)
= D(§)D(§)BD(€) Ithy) , (4.3.22)
= D(E)(B+¢) o), (4.3.23)
= D(EE o) , (4.3.24)
= £D(§) v, (4.3.25)
= £[6). (4.3.26)
En mécanique quantique non-hemitienne ot les systémes sont décrits par des hamil-

toniens non hermitiens, mais plutét pseudo-hermiticitiens, les états cohérents associés a ces

systémes ne sont pas normalisés

(€1€) = (Wolto) + [(W1lih1) — (Wolvg)] §7€ — 20 Tm [§ (holep1)] # 1, (4.3.27)

en revanche ces derniers sont n—normalisés

(€lnl€) = e (ol + & (rl)n(lvhe) — € [1)),
= e (W] + & (WD) (o) — Enl¥)),

= 1+,

= (1-€90+&9 =1,

{€le,

et d’une fagon générale

(€1l€2),, = €162 + (2 §161)(2 = §38,). (4.3.32)
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Les états cohérents ne forment pas une base surcompléte(!)

/df*df € (€] = /df*d{ [90) (ol — & [01) (Yol + & [¥g) (¢4] (4.3.33)
=& (Itbo) (ol + |91) (1)
= [g) (ol + |1h1) (¢1] # L (4.3.34)

La résolution d’identité s’écrit alors

/ deden€) (€] = / d*dene<"E [(Jubg) — € )] (] + € (0])],  (4.3.35)

- / de*dée € (1 — €6%) [uo) (o] + €€°T), (4.3.36)
- / dE*d€ [ |16o) (o + €€°T], (4.3.37)
-1 (4.3.38)

4.4 Les pseudo-bosons

Dans le but de construire des états cohérents bosoniques pour des systémes pseudo-hermitiens
(brievement états cohérents pseudo-bosoniques), nous abordons tout d’abord la notion de
pseudo-bosons [80]. Ces pseudo-bosons que nous définissons par analogie avec les opéra-
teurs pseudo-fermioniques sont définis comme étant des opérateurs d’échelles C' et C ot ces
derniers sont les opérateurs d’annihilation et de création pseudo-bosoniques. Les pseudo-
bosons [80] sont donc résultat d’une modification de la relation de commutation canonique

[a, aT] =1, qui est remplacée par une régle de commutation similaire
C.C] =1, (4.4.1)

ou C est le pseudo-adjoint de C, et il s’écrit comme

C =n"tCM. (4.4.2)

(UNous rappellons que des états cohérents forment une base surcompléte, s’ils vérifient la résolution de

Videntite [ dée*de [¢) (€| =1
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Nous définissons maintenant ’opérateur nombre de pseudo-bosons qui s’écrit comme
N =CC, (4.4.3)
cet opérateur est pseudo-hermitien ce qui se traduit par
N#* = (CC)#* =CC =N, (4.4.4)

le commutateur de N avec les opérateurs pseudo-bosoniques donne

[C,N]=C, [C,N]=-C. (4.4.5)

Les états propres de 'opérateur nombre de pseudo-bosons N peuvent étre construits en

faisant agir sur ’état fondamental |0) 'opérateur de création pseudo-bosonique C' ol

Nlih,) = CClip,) = n i) . (4.4.6)

Cependant, compte tenu de C' # CT, ces états |1, ) ne sont pas orthogonaux et il s’avére
qu'il existe une paire complémentaire d’opérateurs d’échelle pseudo-bosoniques Cfet Cf

satisfaisant la relation de commutation suivante

[CT,CT] =1, (4.4.7)

ces opérateurs sont des opérateurs d’annihilation et de création associés aux états de ’hamiltonien

HT. Le systéme des deux ensembles d’états associés & H et H' est dit bi-orthogonal et bi-

complet ce qui s’exprime, respectivement, par les deux relations

D 1) (] =D o) (0, =L (4.4.9)

4.5 Construction des états cohérents pseudo-bosoniques

Les états cohérents pour les systémes bosoniques pseudo hermitiens (pseudo-bosoniques) ont

été deéfinis dans [79] comme états propres des opérateurs d’annihilation de pseudo-bosons
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4.5. Construction des états cohérents pseudo-bosoniques

correspondants

Cla)y =ala). (4.5.1)
Nous pouvons aussi introduire 'opérateur de déplacement pseudo-unitaire
D(a) = e2¢=°C, (4.5.2)

et & partir de ce dernier les états cohérents pseudo-bosoniques peuvent étre construits comme

état fondamental |0) déplacé
lay = D(a)]0) . (4.5.3)

Les états cohérents pseudo-bosoniques sont alors donnés par

-IsF Z\/_ 0, ) (4.5.4)

Notons que la structure des états cohérents pseudo-bosoniques est la méme que celle des
états cohérents canoniques de Glauber [4]; cependant, les propriétés des opérateurs de dé-
placement et des états |«) associés sont différentes. En effet, d’'une part 'opérateur de
déplacement D(«) n’est pas unitaire dans le cas des pseudo-bosons ce qui implique que les
états |«) ne sont pas normalisés et d’autre part, 'ensemble {|a) ; & € C} n’est pas surcom-
plet du fait que les états |¢,) ne sont pas orthogonaux. Ils sont cependant bi-normalisés!")
a |a) c’est-a-dire

(ala), = (alla) = 1 (45.5)

et le systéme {|a) ,n|a); o € C} est bi-surcomplet

%/n la) (o] d®a =1, (4.5.6)
avec

d’a = d(Re a)d(Im o). (4.5.7)
Lorsque n = 1, ces états se reduisent aux fameux états cohérents de Glauber |o) =

T . , . e L, .
e’ =2"210), ott a et a' sont des opérateurs canoniques d’annihilation et de création de

bosons.

(ULes états cohérents pseudo-bosoniques bi-normalisés sont aussi appelé n-normalisés.
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CHAPITRE

Extention de la théorie
des invariants de DMMT

au cas non hermitien

Dans ce chapitre nous étendons la méthode des invariants de DMMT pour les hamiltoniens
pseudo-fermioniques dépendants du temps. Nous introduisons des opérateurs invariants
d’échelle (intégrales de mouvement dépendantes du temps), qui jouent le role d’opérateurs de
création et d’annihilation. Puis, nous construisons les états cohérents pseudo-fermioniques

dépendants du temps.

5.1 Invariants d’échelle et états cohérents pour les hamil-
toniens non-hermitiens dépendants du temps

Nous considérons un hamiltonien H (%) non hermitien dépendant du temps dont I’équation

de Schrodinger correspondante s’écrit

.0

S () = H 1) [9(0)). (5.11)
tandis que celle associée a h(t) est donnée par

0
i |8(2)) = h(t)[(2)) (5.1.2)
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5.1. Invariants d’échelle et états cohérents pour les hamiltoniens non-hermitiens
dépendants du temps

Les deux fonctions d’ondes |V(t)) et |®(t)) sont liées par

W) = o |B(1)). (5.1.3)

I est important de savoir que nous traitons un systéme décrit par un hamiltonien H ()
pseudo-hermitien dépendant du temps avec une métrique indépendante du temps cela signi-
fie que la relation de Dyson dépendante du temps donnée par (3.4.3) et de quasi-hermiticité

dépendante du temps donnée par (3.4.6) se réduisent a

h(t) = pH(t)p™" (5.1.4)
et
H(t) = nH(t)n™, (5.1.5)
ou 'opérateur métrique s’écrit
n=p'p.

Ainsi tout opérateur auto-adjoint o(t) posséde un opérateur correspondant O(t) dans le

systéme non-hermitien donné par

O(t) = pto(t)p. (5.1.6)

Soient B(t) et B(t) deux intégrales du mouvement associées a ’hamiltonien H (t)

W0 L s, nm) = o (5,17
oB(t) 1 4
5t [BO.HE] = o0 (5.1.8)

B(t) = p tA(t)p, (5.1.9)

B(t) = ptAl(t)p, (5.1.10)
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5.1. Invariants d’échelle et états cohérents pour les hamiltoniens non-hermitiens
dépendants du temps

ot les opérateurs invariants d’échelle A(t) et Af(t), définis dans le premier chapitre, satisfont
les équations (1.3.5) et (1.3.6).

Notons que les opérateurs invariants B(t) et BT(t) associés & H'(t) sont liés par

B(t) = n ' Bl (t)n, (5.1.11)

ce qui signifie que B(t) # Bi(t).
En utilisant les relations (5.1.9), (5.1.10), (2.4.19) et (2.4.20), on peut déduire que B(t)
et B(t) sont des opérateurs pseudo fermioniques dépendant du temps, c’est-a-dire qu’ils

satisfont la relation d’anti-commutation
[B(t), B(t)], =1, B*(t) =0, B*(t) =0. (5.1.12)

Par conséquent, B(t) et B(t), (B'(t) et B'(t)) deviennent respectivement les opérateurs

d’annihilation et de création associés a H(t), (H'(t)); l'action de B(t) sur l’état du vide
|1 (t)) s’écrit
B(t) [¥(t)) = 0,. (5.1.13)

alors que B(t) améne 1'état |1y (t)) & |1, (t))

B(t) [vo(t)) = 11 (1)) - (5.1.14)

Les deux états [1,(t)) et |1, (t)) forment une base n-normalisée:

WOl (D)) = s 1ym = 0,1 (5.1.15)
n[Ye()) (Do(®)] +nle1 (1)) (1(8)] = L, (5.1.16)
o (8)) (o) 0+ |1 (1)) (b1 (D)[n = L (5.1.17)
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5.2. Etats cohérents pseudo-fermioniques pour des hamiltoniens non-hermitiens
dépendants du temps

5.2 Etats cohérents pseudo-fermioniques pour des hamil-
toniens non-hermitiens dépendants du temps

Nous définissons les états cohérents pseudo-fermioniques dépendants du temps comme des

fonctions propres de 'opérateur invariant-annihilation B(t), de ce fait nous écrivons

B(t) |1he(t)) = & [0e(t)) - (5.2.1)

Les variables de paramétrisation de ces états sont les variables complexes de Grassmann,
qui sont indépendantes du temps puisque B(t) est un invariant. Les variables complexes
de Grassmann anticommutent avec tous les opérateurs pseudo-fermioniques dépendants du

temps

€, BM), = 0, [§B@®)], =0, (5.2.2)

€ B, = 0,[¢,B®)], =0, (5.2.3)

Leur action sur les états [1y(t)) et [1,(t)) est

o)) = [o(t)) &, (5.2.4)
§ln@) = —n(8) €. (5.2.5)

Les états cohérents pseudo-fermioniques dépendants du temps peuvent étre définis comme

I'action de 'opérateur pseudo-unitaire U (&, t) sur I'état fondamental |¢),(t)) , on écrit alors

[e(t)) = U(E,8) [t (1)) , (5.2.6)

avec

U(E,t) = ePOEEBO, (5.2.7)

On peut développer l'opérateur de déplacement U(&,t) comme suit
(e =1+ BOC - €50 + | BB - 5| €€ (5.25)
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son pseudo-adjoint U(&,t) = 7 *UT(&,t)n est donné par

U t) = e PO-B0E (5.2.9)

Ut) = 1+&B(t)—B)E+ [B(t)B(t) — —1 £¢. (5.2.10)

Les opérateurs U(&,t) et U(E,t) sont pseudo-unitaires

U NOUE L) = & BO-BOEBOEEB) (5.2.11)
= UE U 1), (5.2.12)
- L (5.2.13)

Ces deux opérateurs satisfont les relations suivantes

UED)BRUE ) = £ PO-BOER(1)POEEBO), (5.2.14)
= B(t)+¢, (5.2.15)
UEDBRUE ) = & BO-BOER(1)BPOEEB0), (5.2.16)
= B(t)+¢. (5.2.17)

Nous pouvons montrer que les deux définitions d’états cohérents pseudo-fermioniques

dans les équations (5.2.1) et (5.2.6) sont équivalentes, nous commengons par

B(t) |[ve(t)) = BOU(E,t) [1o(t)) (5.2.18)

lopérateur U (&, t) est pseudo-unitaire, nous avons

B(t) [e(t)) = U, )U (&, ) BIOU(E, 1) [(1)) (5.2.19)

En tenant compte du résultat obtenu dans 'équation (5.2.15) , il vient

B(t) [ve(t) = U&1) [B() + € [vo(t), (5.2.20)
= UG8 [o(1)) (5.2.21)
= Ele(t)). (5.2.22)
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En substituant l'expression de U(&,t) donnée par Iéquation (5.2.8) dans I’équation

(5.2.6), on trouve
|[0e(t)) = €725 ([0 (1)) — €[ (1))). (5.2.23)
En se basant sur les propriétés des variables de Grassmann et en tenant compte du fait que

[1o(t)) et |1, (t)) forment une base n-normalisée, il en résulte que

(De)ve(t)), = 1= EHA+E€¢) =1. (5.2.24)

Etablissons maintenant la résolution de 1’identité de la maniére suivante

/ g™ dén e (1)) (Ve(t)] = / & déne " [([1ho(£)) — & [y (O] [((Wo(8)] + € (1 ()],
(5.2.25)

_ / de*dee=<"€ [ o (1)) (o) + £ [y (1)) (0, (1)]] +
(5.2.26)

/dﬁ*dfe‘g*f €77 1o () (1 (D) = Em 11 (£)) (o (D)),
(5.2.27)

Compte tenu de
1 [o(t)) (Wo)] + 1101 (@) (1 (1) =1, (5.2.28)

la résolution de l’'identité s’écrit finalement

/ dg"dgn |e(t)) (Ve(t)| = / dg*dge* (1 — £€7) o (1)) (wo(t)] + €€7T] (5.2.29)

_ / 4" dE [ [o(1)) (o (t)] + E6°T) (5.2.30)
- I (5.2.31)

Nous tenons a souligner que notre méthode de construction des états cohérents pseudo-
fermioniques dépendants du temps différe de la méthode utilisée dans la référence [82],

basée sur ’approche de Lewis et Riesenfeld ou l'invariant hermitien /(¢) a été tout d’abord
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construit comme un produit d’opérateurs d’échelle qui ne sont pas des opérateurs invariants,

contrairement a la nouvelle méthode abordée dans [11].

5.3 Solution de I’équation de Schrédinger pour un sys-
téme non-hermitien dépendant du temps

Nous pouvons écrire les solutions |¥¢(t)) de I’équation de Schrédinger (5.1.1) en fonction

des états propres |t(t)) de B(t) comme suit

[We(t)) = explioe(t)) |1e(t)) (5.3.1)

ot la dérivée de la fonction de phase ag(t) est donnée par I'expression suivante

dajt(t) =i (¢ (t)] 7]% |1e(t)) — % (e ()| nH (1)) [0e(t) (5.3.2)

Montrons maintenant que la phase ag () est égale & zéro pour tout systéme pseudo-fermionique;
en prenant la derniére expression donnée par I’équation (5.3.2), nous déduisons que les phases

dynamique et géométrique s’expriment respectivement ainsi

dad(t g .
ét( - ag(t) = 1 (et \”@t [4(1)) (5.3.3)
dad d
ét(t) = ag(t) = - % (we()| nH (1)) [t (t) (5.3.4)

L’équation (5.2.23) permet d’écrire les états cohérents pseudo-fermioniques W& (t)) et <¢£(t)‘

sous la forme suivante

[0e(t)) = e 2 ¢ (1)) — € [y (1)), (5.3.5)
(Ye(t)] = e 3 (Yo (1)] + € (1, (2)]). (5.3.6)

En injectant ces deux derniéres relations dans les équations (5.3.4) et (5.3.3), et en utilisant

quelques propriétés des variables de Grassmann données par

Elho(t)) = lho(t) & (D)) = — [, (1)) €. (5.3.7)
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temps

nous aboutissons & ces deux nouvelles expressions des phases dynamiques et géométriques:

d?(t) = —(1=&78) (o) nH (£) [ (£)) — & (1 (D) nH (£) |4ho(£))

=& (o) nH (E) [y (1)) = E7E (1 (D) nH (2) [¢1())

+E (W (0] 0 [¥o(8)) — & (a0 5 [1 (1)

En utilisant les deux relations suivantes

) = i b [ (o) 1 90(0)) — {Wbolt) | mEL, 414 (1) ]
OZg = 1€ 2 .

0 0
2ty = 2 - e,
et
0 0
€3 1000 = = |5 a(o]

la phase géométrique peut se réécrire comme suit

6L = 10— €€ oDl (D) + 1€ (D) 1 1 (1)
HE (O] 0 [t(6)) +EE" (D) o 44 (1))

Evaluons maintenant les quatres termes de la phase géométrique; sachant que

B(1) [¢(t)) = 0,
la dérivée donne

[%B(t)} l1ho (1)) + B(t)% 1o (t)) =0,

soit

9 C1p | 9

g7 190(8) = =B (0)| 7 B0 ol
Puisque B(t) est un invariant associé a H (t), ¢’est-a-dire

% B(t) = iB(t)H(t) — iH(1)B(1),

il suffit alors d’injecter 1’équation (5.3.17) dans (5.3.16) pour aboutir a
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5.3. Solution de I'équation de Schrodinger pour un systéme non-hermitien dépendant du

temps
% [wo(t)) = =B~ (&) LB(HH (t) — iH(DB(0)] [1(1)) (5.3.18)
De cette fagon, nous obtenons
9 .
57 o)) = —iH (1) [vo(t) (5.3.19)

ceci signifie que [1),(t)) obéit a ’équation de Schrodinger.

Nous réexprimons le premier et le troisiéme termes de la phase géométrique (5.3.10)

comme suit

i (o(t)] n% [$o(t)) = (o) nH (L) [¢(1))

(1) o 1)) = iy (0) L) (1)

En appliquant la méme démarche pour 2 |1 (t)), nous avons

B(t) [vo(t)) = [11 (1)) ,

la différenciation de cette derniére permet d’écrire

550 19u(0) + Bl 10u(0) = 51 1 ),

En portant I’équation (5.3.19) dans I’équation précédente il s’ensuit

0

5 163(0) = | 580 10a(0) = BOH 04(0)

Comme B(t) est aussi un invariant associé & H (t), nous avons

% B(t) = iB(t)H(t) — iH()B(t),

nous en déduisons que 2 |1 (¢)) s’écrit comme

%le(t» = [iB(OH(t) —iH(t)B(t)] [ty (t)) — iBE)H () [(1)) .

= —iH(H)B(t) [1(1)),
= —iH(t) [t(1))
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5.3. Solution de I'équation de Schrodinger pour un systéme non-hermitien dépendant du
temps

ce qui confirme que |¢,(t)) obéit également a I’équation de Schrodinger. Les deuxiéme et

quatriéme termes sont donc donnés par

i (o (t)] 77% [91(8)) = (Do) nH () [¢:(1)) , (5-3.29)

i (¢ (1) n% [91(8)) = (D1 (DI nH () [ (1)), (5.3.30)

L’expression finale de la phase géométrique est donnée par

ag(t) = (1—=&) (o) nH(t) [o(t)) + & (Who(t) nH (2) 101 (2)) (5.3.31)

+E (WL (O nH () [¥o(1) + EE W1 () nH () [11(2)) (5.3.32)
= —aZ(t), (5.3.33)

donc
al(t) + ag(t) = 0. (5.3.34)

Dans ce qui précéde, nous avons pu montrer que la phase totale est constante pour tout

systéme pseudo-fermionique dépendant du temps.
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CHAPITRE

Illustration

6.1 Introduction

Le systéeme & deux niveaux a été un modele référence dans de nombreuses branches de la
physique allant des interactions rayonnement-matiére aux collisions physiques [83]-[85], il
est au coeur des applications modernes et constitue le fondement des études fondamentales
de la mécanique quantique.

Ce chapitre sera donc consacré a I’étude d’un systéme pseudo-fermionique P7 -symétrique
dépendant du temps & deux niveaux. Pour ce faire, nous allons utiliser la méthode de DMMT
que nous avons généralisée auparavant, par la suite nous étendrons cette méthode de DMMT
au cas pseudo-bosonique en donnant I’exemple d’un oscillateur quantique amorti décrit par

un hamiltonien non hermitien dépendant du temps.

6.2 Systéme a deux niveaux PT-symétrique dépen-

dant du temps

6.2.1 Présentation du modéle

Nous considérons le systéme a deux niveaux P7 -symmétrique dépendant du temps introduit

par Luo [86]. L’évolution du systéme est décrite par I’équation de Schrédinger,
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6.2. Systéme a deux niveaux PT-symétrique dépendant du temps

A O H(t) () (6.2.1)
%\ Gult) Glt) )
avec I’'Hamiltonian H ()
H(t) =iv(t)o, + v(t)oy, (6.2.2)

ol o, et o, sont les matrices de Pauli habituelles, v(t) la fréquence de Rabi réelle qui décrit
le couplage entre les deux niveaux et (t) représente une paire de coefficients de gain-perte
réels, tandis que C4(t) et Cy(t) sont respectivement les amplitudes des vecteurs de base des
niveaux supérieur et inférieur [1) = (}) et |0) = (}).

Le systéme étudié (6.2.1) peut étre réalisé dans de nombreux contextes physiques, tels
que des guides d’ondes couplés avec un indice de réfraction complexe [87],[88] ou un systéme
dissipatif & deux états d’atomes froids [89].

Dans ce travail, on s’intéresse aux modulations synchrones ce qui signifie que les ter-
mes Y(t) et v(t) ont la méme dépendance temporelle, en d’autres termes, les fonctions de
modulation (t) et v(t) satisfont la relation (t) = kv(t), k étant une constante complexe
[86].

Nous obtenons un systéme a deux niveaux, symétrique par réflexion espace-temps sous

des modulations synchrones combinées; ’hamiltonien du systéme s’écrit

ik 1
H(t) = v(t) =v(t)H (6.2.3)
1 —ik
(6.2.4)
L’Hamitonien H (t) peut étre écrit en fonction des matrices de Pauli comme suit
H(t) =v(t)H = v(t)(iko, + 0.), (6.2.5)
avec
ik 1
H = , (6.2.6)
1 —ik
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6.2. Systéme a deux niveaux PT-symétrique dépendant du temps

I’hamiltonien indépendant du temps H est P7 -symmétrique, 'opérateur parité P étant

donné par

P =0, = , (6.2.7)
10

Nous supposons que |k| < 1 correspond au régime de PT'—symétrie non brisée. Ensuite,
H(t) peut étre transformé en son hamiltonien hermitien correspondant h(t) & travers la
transformation de similarité h(t) = pH(t)p~!, avec une métrique indépendante du temps p

donnée par

1 sing —17 COS g (6 5 8)
p= : 2.
veost \ jcos g sin g
ousinf =k, cosf = /1 — k2.

L’hamiltonien h(t) est explicitement exprimé par

0 —v(t) cos b
h(t) = = —v(t)cosfo,. (6.2.9)

—v(t) cosd 0

6.2.2 Construction de ’invariant

Nous recherchons les opérateurs invariants A(t) et Af(t) associés a h(t) , ces derniers

s’écrivent

A(t) = R_()o_ + R.(t)os + Rs(t)o-, (6.2.10)

Al(t) = R (t)o_ + R (t)o + Ry(t)o., (6.2.11)

ot oy = 3(0, £io,), Ri(t) et Rs(t) sont des coefficients réels ou complexes en fonction du
temps, a déterminer.
En remplagant les équations (6.2.10) et (6.2.9) dans (1.3.5) on obtient le systéme d’équations

différentielles du premier ordre couplées reliant les parametres de h(t) & ceux de A(t)

Rs(t) = —ivcosO(Ry — R_), (6.2.12)
R (t) = —2ivcosfRs, (6.2.13)
R_(t) = 2ivcosfRs. (6.2.14)
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6.2. Systéme a deux niveaux PT-symétrique dépendant du temps

Notons que le point désigne une différenciation par rapport au temps. Maintenant nous
allons reécrire ces trois équation différentielles en une seule équation qui est en fonction en
R (t), a partir des équation (6.2.13) on a

iR,
"~ 2ucosf

Ry(t) (6.2.15)

De plus, nous imposons la condition que A(t) et Af(t) soient des opérateurs fermioniques,
c’est-a-dire qu’ils obéissent aux relations fermioniques d’anticommutation ce qui se traduit

par les deux équations suivantes
AAT () + AT A(t) = |[R_|> + |Ry|* + 2| Rs|* =1, (6.2.16)

et
A*(t) = AP(t)=R,R_+ R2=0. (6.2.17)

A partir des équation (6.2.15) et (6.2.17) nous écrivons R_ en fonction de R,

R’
R =—7F—"— 6.2.18
412 cos?OR,’ ( )

nous obtenons ’equation differentielle du second ordre en fonction de R :

.2

9R,R, — R, — 25&}?+ + 412 cos?(0)R2 = 0 (6.2.19)

nous introduisons le changement de variable suivant
R, (t) = Ltvr?(t), (6.2.20)

ce qui conduit & I’équation auxiliaire linéaire en r donnée par

i+ Q(t)r =0, (6.2.21)
Qt) = %; — 2 (g) +2(t) (1 — K?). (6.2.22)
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Ici la "fréquence" ) dépend des parameétres de ’hamiltonien correspondant. Les solutions
de l’équation auxiliaire sont soumises a des contraintes différentes. Nous posons 7 = 7(t) =

J v(t)dt, et de ce fait la solution de I'équation auxiliaire (6.2.21) s’écrira donc

T(t) — (Aleir(t) cos 6 + Aze—iT(t) cos@)’ (6223)

v(t)

ou les constantes A; et Ay sont déterminées par les conditions initiales.

Determinons, a présent, explicitement les expressions des opérateurs pseudo-fermioniques
dépendants du temps B(t) et B(t).En effet, en remplacant les expressions de A(t), Af(t) et
p données par les équations (6.2.10), (6.2.11) et (6.2.8) respectivement, on trouve les opéra-
teurs pseudo-fermioniques B(t) et B(t) dépendant du temps via la relation B(t) = p~LA(t)p,

qui s’écrivent de la maniére suivante

B(1) 1 — R —z'sin@M iR3sinf — R_cos? § — R, sin g
cos 0 iR3sinf — R_sin? ¢ — R, cos g R3 —l—z’sin@R“g—R‘ 7
(6.2.24)
t t
B(t) = ps(t)  py(t) ’ (6.2.25)
p(t) —ps(t)
ou fi3, py et p_ sont donnés par
1 . , tan9
:U’3<t> — ool (A%BQ”LTCOSQ_’_Age—QZTCOS@) A 1427 (6226)
1 .
Iu/_._(t) = 2COS@(A1€’L(TCOSQ 2) — Age z‘rcosefg))Z’ (6227)
1
,U,(t) _ _2 G(A ez Tc059+ )—I—A e wrcos@—l— )) : (6.2.28)
cos

tandis que 'opérateur de création pseudo-fermionique obtenu via la relation B(t) = p~tAf(t)p

est donné par

. . RU+R*
_ 1 —R3 —isinf— iR}sinf — R* sin? ——R* cos g

B(t) =
cos ¢ iRjsing — R* cos* — R* sin® ¢ R; 4 isinf Byt

R* ?

(6.2.29)

on peut ’écrire aussi sous cette forme

_ A(t) As(t)

B(t) = , (6.2.30)
A-(t) —=As(t)
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6.2. Systéme a deux niveaux PT-symétrique dépendant du temps

ol A3, Ay et A_ sont donnés par

1 — 24T Ccos 1T COS -tane
)\3(25) = 2 cos 0 (A%@ 2 o _ A362 0) —1 5 AlAQ, (6231)
1 , 4
)\+<t) — _2 Q(Alefz(fcoséfg) _|_A2€z(‘rcos07%))2’ (6232)
COS
1 . ,
At = 5o Q(Ale—“m“%) + ApeilTeostt)y2, (6.2.33)

Notons que A3 # p13, Ay # p*, A_ # p*, ce qui signifie que B(t) # Bi(t). De plus, B(t) et

B(t) satisfont évidemment & 1’algébre pseudo-fermionique dépendant du temps, (5.1.12).

6.2.3 Etats cohérents pour un systéme a deux niveaux PT-symétrique

dépendant du temps
Les opérateurs B(t) et B(t) ( BY(t) et BT(t)) sont les opérateurs invariants d’annihilation et
de création associés & H (t) et (H'(t)). L’état |1y(t)) associé a Phamiltonien H (t) est déduit
a partir de I’équation B(t) [1,(t)) =0

o ms()
o) =a( 1), (6.2:31)
cependant nous obtenons 1'état [1)(¢)) & partir de |1, (t)) = B(t) [1hy(t))
_ o (13(D)As(t) + p_(DAL(F)
¥4 (8)) = d(ug(t)A(t) —u_(t)Ag(t))’ (6.2.35)
cosf. 1
d=( A )z, (6.2.36)
et
A = g (O)ps(t) + p (O (8) + ik [pg(O)p” () + p_(ps(t)] (6.2.37)
ces deux états |1)y(t)) et |1, (t)) satisfont & une base 7-normalisée c’est-a-dire que
(Vu O3 (1)) = Onm, (6.2.38)
1 [1o(t)) (o) + |11 (1)) (1 ()] = T, (6.2.39)
[©o(8) (o)l + |n (1)) (u(B)[n = L (6.2.40)
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6.3. Extension aux systémes pseudo-bosoniques

Les états cohérents pseudo-fermioniques dépendant du temps pour notre systéme sont
définis par

[e(t)) = U(E,t) [t (1)) , (6.2.41)

avec

U(E,t) = ePOEEBO, (6.2.42)

En substituant l'expression de U(&,t) donnée par I’équation (5.2.8) dans I’équation (5.2.6),

on trouve
[0e(t)) = e 2 (o (1)) — € [y (1)), (6.2.43)
00500 e [0\ (1s(BAs(t) + p_ (A4 (2)
[Yelt)) = (T “Kw) §<u3<t>A_<t>—u<>AZ<t>)]’ (6:2.44)

et le n-produit scalaire donne
(e@)e(®), = 1. (6.2.45)

La phase totale est égale a zéro, et par conséquent, les états cohérents pseudo-fermioniques

pour ce systeme évoluent sans phase.

6.3 Extension aux systémes pseudo-bosoniques

Nous considérons un hamiltonien H(¢) non hermitien dépendant du temps dont I’équation
de Schrodinger correspondante est donnée par 1’équation (5.1.1). Soient C(t) et C(t) deux

intégrales du mouvement associées a ’hamiltonien H ()

X0 Liew.nw) = o, 63.1)
oct) 1 .~ _
- 4+ = [C(t),H(t)] = 0 (6.3.2)

Sachant que les opérateurs C(t) et A(t) sont reliés par

ct) = ptA@t)p, (6.3.3)
Ct) = ptA(t)p, (6.3.4)
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6.3. Extension aux systémes pseudo-bosoniques

ot A(t) et AT(t) représentent les opérateurs invariants associés a ’hamiltonien hermitien
h(t) et satisfont les équations (1.3.5) et (1.3.6).

Comme les opérateurs invariants C'(¢) et CT(t) associés & H'(t) sont liés par
C(t) =n"'CM(t)n, (6.3.5)

ceci signifie que C(t) # CT(t).
En utilisant les relations (6.3.3), (6.3.4) et (2.4.19), on peut déduire que C(t) et C(t)
sont des opérateurs pseudo-bosoniques dépendant du temps, c’est-a-dire qu’ils satisfont la

relation de commutation

[C(t),Ct)] =1, (6.3.6)

Par conséquent, C(t) et C(t), (CT(t) et CT(t)) deviennent respectivement les opérateurs
d’annihilation et de création associés a H(t) et (H'(t)).
Les états cohérents pseudo-bosoniques dépendants du temps sont définis comme des

fonctions propres de opérateur d’annihilation C'(¢) ; de ce fait nous écrivons

C(t) [a(t)) = [y (1)) - (6.3.7)

Les variables de paramétrisation de ces états sont les variables complexes indépendantes
du temps car C(t) est un invariant. Les états cohérents pseudo-bosoniques |, (1)) peuvent

également étre définis comme état fondamental |1),(t)) déplacé

[¥Va(t)) = D(e, ) [1h(2)) - (6.3.8)

avec

D(a) = e2¢=a"C®) (6.3.9)

Les états cohérents pseudo-bosoniques sont alors donnés par
0ul) = 3 1) (6:3.10)
o =e — |, (1)), 3.
n=0 m

(Voo (1), = (ba)|n]¢a(t)) =1, (6.3.11)

et le systeme {|¢,(£)) .|, (1)) ; a € C} est bi-surcomplet c’est-a-dire
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6.3. Extension aux systémes pseudo-bosoniques

1

™

/ 0 a(t)) (a(t)] d?a =1, (6.3.12)

avec

d*a = d(Re a)d(Im ). (6.3.13)

Nous pouvons écrire les solutions |¥(t)) de I’équation de Schrédinger (5.1.1) en fonction

des états propres |, (t)) de C(t) comme suit

[Wa(t)) = expliaa(t)) [1a(1)) , (6.3.14)

ou la dérivée de la fonction de phase «,(t) est donnée par ’équation

dagt(t) =1 {Ya(0)] 77% [¥a(t) — % (o (B nH (1)) 1o (1)) . (6.3.15)

6.3.1 Oscillateur bosonique amorti décrit par ’hamiltonien non

Hermitique dépendant du temps

Nous nous servirons de la méthode de DMMT que nous avons étendue précédemment pour
I’étude de 'exemple de 'oscillateur quantique amorti décrit par I’hamiltonien non hermitique
dépendant du temps qui s’écrit sous la forme

~2

1
H(t) = —21” e+ Smu(t)i%eM + e - e, (6.3.16)
m

ol w(t) est une fonction réelle dépendante du temps et A un facteur d’amortissement réel
(A>0),
L’hamiltonien H (t) peut étre transformé en son hamiltonien hermitien correspondant

h(t) via la relation de similarité h(t) = pH(t)p~! avec

p=e " (6.3.17)
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6.3. Extension aux systémes pseudo-bosoniques

2 D A 1 2 2 A by m 7
h(t) = e’mx(%e’ P+ S (t)z2e + ipe ™ — 56’ Hem® (6.3.18)
1 R .1 X R
— %G—Ate—mxﬁZGmx + §mw2 (t)eAte—mijBmx +
e Me M pemt %e’)‘t, (6.3.19)
nous utilisons I'identité suivante
A A m (=m)®
e " Bem? =B — T [A, B] + 5 [A,[A,B]] + ... (6.3.20)
et les relations de commutation
[2,p] =14, [2p°] =2ip (6.3.21)
I’hamiltonien Hermitien h(t) s’écrit alors
h(t) = ﬁ—Qe—M + 1wm?(t)ae?e*’f, (6.3.22)
2m 2

h(t) est 'hamiltonien hermitien de I’oscillateur harmonique amorti quantique. En fait, dans
le cas o w est constant, h(t) est 'hamiltonien de type Caldirola-Kanai [90],[91], qui admet
un systeéme classique dissipatif correspondant. Il est utile de souligner que pour ¢ = 0, notre
hamiltonien non-hermitien H(0) donné par (6.3.16) coincide ( & une constante prés) avec
I’hamiltonien non-hermitien indépendant du temps introduit par Bagarello dans [92].

1

En prenant le cas ot I'(t) = 5\t et f(t) = 0, ’hamiltonien donné par 1'équation (1.3.3)

(le systéme de l'oscillateur amorti avec des parameétres dépendants du temps) que nous

avons abordé dans le premier chapitre, se réduit a celui donné par ’équation 6.3.22, de ce

fait les invariants d’échelle A(t) et Af(t) associés & h(t) s’écrivent alors

Alt) = ——(ep — meei), (6.3.23)
2m

5

Al(t) = \/T_m(e*ﬁ—mé*e’\t:%), (6.3.24)
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ou €(t) sont les solutions de 1’équation auxiliaire
€+ N+ w?(t)e =0, (6.3.25)

Les opérateurs pseudo-bosoniques dépendant du temps, désignés par C(t) et C(t), sont

déduits par les relations de similarité (6.3.3) et (6.3.4) et donnés par

Ct) = ptA(t)p, (6.3.26)
= A(t)—\/ge(t), (6.3.27)
— \/;_m(eﬁ—mée”:iﬂme), (6.3.28)
et
Ct)y = p A (t)p, (6.3.29)
= AT(t)+\/§e*(t), (6.3.30)

= L (¢"p— mEME + ime). (6.3.31)

g

Il est clair que [C(t),C(¢)] = 1.
Les opérateurs C'(t) et CT(t) sont les opérateurs invariants d’annihilation et de création

associés a H'(t) et sont donnés par
~ m
Ci(t) = A(t) + /5e(t), (6.3.32)

= (ep — meéeMd — ime), (6.3.33)

et

ci(t) = AT(t)—\/ge*(t), (6.3.34)

S ("D — me*eMi — ime”), (6.3.35)

On note que CT(t) # C(t).
Les états cohérents pseudo-bosoniques dépendants du temps associés a notre systéme

sont construits a partir de ’équation donnée par

C(t) [a(t)) = iy (1)) - (6.3.36)
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Conclusion

Dans cette these, qui entre dans le cadre de ’extension de la notion d’états cohérents
a différents domaines de la physique régis par un formalisme hamiltonien autre que celui
de loscillateur harmonique, nous avons généralisé la méthode des invariants de (DMMT)
aux systémes non-hermitiens dépendants du temps. Cette généralisation nous a permis de
construire les états cohérents pour les systémes pseudo-fermioniques dépendant du temps
[11].

Dans un premier temps, nous avons exposé les notions fondamentales de la théorie des
invariants en mécanique quantique hermitienne. Aussi, nous avons présenté un rappel sur les
propriétés fondamentales des états cohérents bosoniques et fermioniques. Les formalismes
mathématiques de la P7 -symetrie et de la pseudo-hermiticité, introduits par Bender [8] et
Mostafazadeh [9] respectivement, ont & été passés en revue.

Ensuite, nous avons généralisé la méthode des invariants de (DMMT) aux hamiltoniens
pseudo-fermioniques dépendants du temps, en introduisant des opérateurs invariants d’échelles
(intégrales de mouvement dépendant du temps) qui jouent le role d’opérateurs de création
et d’annihilation.

Une fois que tous les ingrédients appropriés aux états cohérents ont été introduits, nous
avons construit les états cohérents pour les hamiltoniens pseudo-fermioniques dépendants
du temps.

Nous avons montré que la phase ag(t) est égale & zéro pour tout systéme pseudo-

fermionique dépendant du temps.
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Conclusion

Comme illustration, un systéme a deux-niveaux & symétrie P7 et dépendant du temps
a été étudié en détail.

Les expressions des opérateurs d’annihilation et de création, ainsi que la construction
des états cohérents pseudo-fermioniques dépendants du temps pour ce systéme physique,
ont été déterminées explicitement.

Nous avons aussi montré dans ce travail que notre approche pourra s’étendre aux sys-
témes pseudo-bosoniques dépendants du temps. Une étude a été effectuée pour un oscillateur
harmonique amorti décrit par un hamiltonien non-hermitien et dépendant du temps.

Comme perspective, la construction des états comprimés "squeezed states" pour les
hamiltoniens pseudo-fermioniques dépendants du temps, pourra faire ’objet d’inverstigations

futures.
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