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Notations

1. N, Z, Q, R et C désignent respectivement les ensembles des entiers naturels, des entiers
relatifs, des rationnels, des réels et des complexes.

2. D : opérateur de dérivation dé�ni par : D (x0) = 0 et D (xn) = nxn�1 pour n � 1:
3. �a : opérateur de translation : �a (xn) = (x+ a)

n :

4. � := � 1 � � 0 : opérateur de pseudo-dérivation : �(xn) = (x+ 1)n � xn:
5. L (C [x]) : C-algèbre des endomorphismes du C-espace vectoriel C [x].
6. C[[t]] : C-algèbre des séries formelles en une indétrminée t, à coe¢ cients dans C:

7. � = C[[D]] = f S (D) / S (t) 2 C[[t]]g : C-algèbre des opérateurs de composition.
8. Gt = fS (t) 2 C [[t]] / valS (t) = 0g : groupe des unités de l�anneau (C [[t]] ;+; �) :
9. GD := f S (D) 2 C [[D]] / valS (t) = 0g : groupe des opérateurs d�Appell.
10. Dt := f S (t) 2 C [[t]] / valS (t) = 1g : ensemble des delta-séries.
11. DD := f S (D) 2 C [[D]] / valS (t) = 1g : ensemble des delta-opérateurs.
12. Bn (x) : n-ième polynôme de Bernoulli.

13. Bn : n-ième nombre de Bernoulli.

14. 
B := D
eD�1 : opérateur de composition associé à la suite de polynômes (Bn (x))n2N.

15. E (m;n; r) :=
Pn+r

k=0m
n+r�k�n+r

k

��
n+k+r
r

�
Bn+k =

1
2
S
(1)
n;n;r (m; 0; 0) pour r impair.

16. B(�)n (x) : n-ième polynôme généralisé de Bernoulli.

17. B(�)n : n-ième nombre généralisé de Bernoulli.

18. 
� = 
B(�) :=
�

D
eD�1

��
: opérateur de composition associé à

�
B
(�)
n (x)

�
n2N
.

19. S(�)n;`;r (u; v; w) :=
Pn+r

k=0 u
n+r�k�n+r

k

��
`+k+r
r

�
B
(�)
`+k (v)+

(�1)`+n+r+1
P`+r

k=0 u
`+r�k�`+r

k

��
n+k+r
r

�
B
(�)
n+k (w) :

20. q := u+ v + w � � : indice associé la somme S(�)n;`;r (u; v; w) :
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Introduction

Cette thèse est consacrée à l�étude de l�obtention d�identités combinatoires concernant
de manière générale certains nombres et polynômes remarquables et concernant de manière
particulière les nombres et polynômes de Bernoulli classiques ou généralisés. Elle comporte
trois chapitres :

- le premier pour mettre en place les outils nécessaires à cette étude et pour aussi préciser
la dé�nition de ces nombres et de ces polynômes,

- le second pour l�étude d�identités concernant les nombres de Bernoulli,

- le troisième pour l�étude d�identités concernant les polynômes de Bernoulli.

Dans ce qui suit, nous allons préciser le contenu de chacun de ces trois chapitres.

Le premier chapitre comporte une étude des opérateurs de composition du C-espace
vectoriel C [x]. On convient d�appeler opérateur (de C [x]) tout endomorphisme du C-espace
vectoriel C [x]. On désigne par L (C [x]) la C-algèbre des endomorphismes du C-espace vecto-
riel C [x]. L�opérateur de dérivation D et l�opérateur de translation par a noté �a (où a 2 C)
sont dé�nis par leurs images des vecteurs de la base canonique de C [x] :

�a (x
n) = (x+ a)n , D

�
x0
�
= 1 et D (xn) = nxn�1, n � 1:

On dit qu�un opérateur 
 est un opérateur de composition s�il commute avec tous les opéra-
teurs de translation, c�est à dire si l�on a 
 � �a = �a � 
, pour tout a 2 C. On montre que
l�ensemble � des opérateurs de composition est confondu avec l�ensemble des opérateurs qui
peuvent s�écrire comme des séries en D. De plus, on montre que l�unicité de l�écriture d�un
opérateur de composition 
 comme une série en D : 
 =

P1
k=0 ak

Dk

k!
. Ce qui nous permet de

dé�nir l�ordre d�un opérateur de composition 
 = S (D) comme étant la valuation de la série
formelle S (t).

L�application 	 de C [[t]] dans L (C [x]) qui à toute série formelle S (t) =
P1

k=0 ak
tk

k!
as-

sociée à l�opérateur de composition S (D) =
P1

k=0 ak
Dk

k!
est un homomorphisme d�algèbres

(commutatives) injectif. On en déduit que � = Im	 est une sous-algèbre commutative de
l�algèbre des endomorphismes de C [x] isomorphe à l�algèbre des séries formelles C [[t]]. On
convient de noter l�ensemble � aussi par C [[D]].
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Le groupe G des éléments inversibles de l�anneau (C [[D]] ;+; �) est constitué par l�ensemble
des opérateurs de composition d�ordre zéro. On l�appelle le groupe des opérateurs d�Appell.
On dit qu�une suite de polynômes (An (x))n2N de C [[x]] véri�e les relations d�Appell si on a :
A0n (x) = nAn�1 (x) pour n � 1 et A00 (x) = 0. On dit aussi qu�une telle suite est une suite
de polynômes d�Appell si de plus le degré de tout polynôme An (x) est égal à n. Les suites de
polynômes d�Appell sont ainsi désignées en l�honneur d�Emile Appell qui les a introduites et
étudiées dans un célèbre article [5] en 1880. On étudie certaines des nombreuses propriétés de
ces suites dans ce chapitre. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. La suite de polynômes (An (x))n2N véri�e les relations d�Appell,

2.
P1

n=0An (x)
tn

n!
= S (t) etx avec S (t) =

P1
n=0An (0)

tn

n!
;

3. An (x) = 
A (xn) avec 
A 2 � : 
A =
P1

n=0An (0)
Dn

n!
;

4. An (x) =
Pn

k=0

�
n
k

�
Ak (0) x

n�k, n 2 N:

De plus si A0 (0) 6= 0, ce qui équivaut à dire que 
A 2 G, la suite de polynômes (An (x))n2N
véri�ant l�une des conditions équivalentes précédentes est appelée suite de polynômes d�Appell.

Toute série formelle T de C [[t]] de valuation strictement positive est substituable dans toute
autre série formelle S de C [[t]]. Pour de telles séries, on peut dé�nir la série composée S � T
avec S � T = S (T (t)). On appelle delta-série de C [[t]] toute série C [[t]] d�ordre 1. On note
par Dt l�ensemble des delta-séries de C [[t]]. La composition des séries formelles est une loi
de composition interne sur Dt. On montre que (Dt; �) est un groupe (non commutatif). On
note par Sh�1i la série réciproque de S (série inverse pour la loi de composition) de toute série
S 2 Dt. On a S � Sh�1i = Sh�1i � S = t.

On appelle delta-opérateur tout opérateur de composition d�ordre 1. On désigne par DD

l�ensemble des delta-séries. On montre que tout delta-opérateur possède des propriétés ana-
logues à l�opérateur de dérivation D (qui est aussi un delta-opérateur). On prouve aussi le
fait important et très utile que tout opérateur de composition de C [x] peut s�écrire comme
une série en �, � étant un opérateur de composition quelconque. Ainsi on a aussi �=C [[�]].

L�opérateur de pseudo-dérivation � dé�ni par �(xn) = (x+ 1)n � xn étant un delta-
opérateur, on a donc aussi �=C [[�]].

En considérant les opérateurs de composition 
B, 
E et 
G suivants :


B =
D

eD � 1 , 
E =
2

eD + 1
, 
G =

2D

eD + 1
;

on dé�nit le n-ième polynôme de Bernoulli Bn (x), le n-ième polynôme d�Euler En (x) et le
n-ième polynôme de Genocchi Gn (x) par les relations suivantes :

Bn (x) = 
B (x
n) , En (x) = 
E (x

n) , Gn (x) = 
G (xn) ; n 2 N:

8



Grâce à cette dé�nition, on constate que ces suites de polynômes véri�ent toutes les relations
d�Appell. 
B et 
E sont de plus des opérateurs d�Appell. Les suites de polynômes de Bernoulli
et d�Euler sont donc des suites de polynômes d�Appell.

La formule suivante est exactement la formule (7:8) donnée dans l�article de Gessel [30,
p.17] intitulé "Applications of the classical umbral calculus". Cette formule est très utile pour
l�obtention d�identités pour les nombres de Bernoulli.

Théorème 1 Pour tout polynôme f(x) de C [x], on a pour tout entier naturel m :

f (B +m)� f (�B) =
m�1X
k=1

f 0 (k) : (1)

La relation �gurant dans le théorème de Gessel étant simplement une écriture symbolique
(et pratique) de l�égalité suivante :

L1 (f (x+m)� f (�x)) =
m�1X
k=1

f 0 (k) .

où L1 est la forme linéaire dé�nie sur le C-espace vectoriel C [x] par :

L1 (x
n) = Bn, n 2 N:

Autrement dit, après avoir développé le membre de gauche de (1) en puissances de B, chaque
Bj est remplacé par le nombre de Bernoulli Bj.

Pour � 2 C et m 2 N, le n-ième polynôme généralisé de Bernoulli B(�)n (x), le n-ième
polynôme d�Euler généralisé E(�)n (x) et le n-ième polynôme généralisé de Genocchi G(m)n (x)

sont dé�nis par les relations suivantes :

B(�)n (x) = 
�B (x
n) , E(�)n (x) = 
�E (x

n) , Gmn (x) = 

m
G (x

n) :

Comme on a aussi �=C [[�]], les opérateurs de composition 
B, 
E et 
G peuvent s�exprimer
comme des séries en �. On montre que :


B =
ln (1 + �)

�
=

1X
k=0

(�1)k

k + 1
�k;


E =
2

2 + �
=

1X
k=0

(�1)k

2k
�k;


G =
2 ln (1 + �)

2 + �
:

Ces formules permettent d�obtenir facilement des expressions explicites pour Bn (x), En (x).
Ainsi, on peut facilement prouver la formule explicite suivante :
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Bn (x) =

nX
k=0

1

k + 1

kX
j=0

(�1)j
�
k

j

�
(x+ j)n ; n � 0:

Nous prouvons au premier chapitre la formule suivante, explicite et originale pour le n-ième
polynôme de Bernoulli. Cette formule généralise une formule explicite pour le n-ième nombre
de Bernoulli établi par Kronecker en 1883 :

Théorème 2 Pour tous entiers naturels m et n, on a pour m � n

Bn(x) =
m+1X
j=1

(�1)j�1
�
m+ 1

j

�
1

j

j�1X
k=0

(x+ k)n:

Nous précisons ensuite ce qu�on entend par transformation binomiale de suites. Soit u =
(un)n2N une suite (numérique) dé�nie par sa série génératrice exponentielle Su (t)

Su (t) =
1X
n=0

un
tn

n!
:

On convient d�associer à la suite u la suite u� = (u�n)n2N appelée suite duale de u en dé�nissant
u� par la donnée de sa série génératrice exponentielle :

Su� (t) = e
tSu (�t) :

Autrement dit :
1X
n=0

u�n
tn

n!
= et

1X
n=0

(�1)n un
tn

n!
:

On en déduit que u� est dé�nie par la relation :

8n 2 N, u�n =
nX
k=0

�
n

k

�
(�1)kuk.

Dé�nition 3 L�application T : CN ! CN dé�nie par :

T (u) = u�

est appelée transformation binomiale de la suite u. Toute suite u telle que u� = u est dite
auto-duale ou invariante par transformation binomiale. Toute suite u telle que u� = �u est
dite inversement invariante par transformation binomiale.
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On démontre que si (un)n2N est une suite numérique et n et ` des entiers naturels, alors :

- si (un)n2N est une suite invariante par transformation binomiale, on a :

nX
k=0

(�1)k
�
n

k

�
u`+k �

X̀
k=0

(�1)k
�
`

k

�
un+k = 0;

- si (un)n2N est une suite inversement invariante par transformation binomiale, on a :

nX
k=0

(�1)k
�
n

k

�
u`+k +

X̀
k=0

(�1)k
�
`

k

�
un+k = 0:

Ces simples résultats permettent d�obtenir des identités pour des nombres de Bernoulli. La
suite ((�1)nBn)n2N étant une suite duale, on obtient l�identité suivante connue sous le nom
d�identité de Carlitz :

nX
k=0

�
n

k

�
B`+k � (�1)`+n

X̀
k=0

�
`

k

�
Bn+k = 0

de laquelle on peut déduire l�identité suivante connue sous le nom d�identité de Kaneko :

n+1X
k=0

(�1)k
�
n+ 1

k

�
(n+ 1 + k)Bn+k = 0; n 2 N:

Le deuxième chapitre est consacré à des généralisations de la formule de Kaneko et de la
formule de Carlitz aux nombres de Bernoulli. Ces généralisations sont dues essentiellement à
Gessel. Posons :

E (m;n; r) =
n+rX
k=0

mn+r�k
�
n+ r

k

��
n+ k + r

r

�
Bn+k:

La formule de Kaneko se formule ainsi :

E (1; n; 1) = 0; n 2 N.

En 2003, Gessel [30, Theorem 7.3] prouve très simplement à l�aide du calcul ombral classique
la généralisation suivante :

E (m;n; 1) =
n+1X
k=0

mn+1�k
�
n+ 1

k

��
n+ k + 1

1

�
Bn+k

=
m�1X
k=1

((2n+ 1) k � (n+ 1)m) (n+ 1) kn (k �m)n�1 :
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En 2009, à l�aide de l�analyse complexe, Chen et Sun [25, Theorem 7.2] prouvent la généra-
lisation suivante :

E (m;n; 3) =
n+3X
k=0

mn+3�k
�
n+ 3

k

��
n+ k + 3

3

�
Bn+k

=
m�1X
k=1

1

6
h (m;n; k) (n+ 3) kn (k �m)n�1 ;

où

h (m;n; k) = 2 (n+ 2) (2n+ 3) (2n+ 5) k3 � 2m (n+ 2) (2n+ 5) (3n+ 5) k2

+3m2 (n+ 2)
�
2n2 + 7n+ 7

�
k �m3 (n+ 1)2 (n+ 2) .

La question se pose alors naturellement de savoir s�il serait possible de trouver une expression
simpli�ée pour E (n;m; r) pour r impair. En 2012, lors du Congrès des Mathématiciens Algé-
riens qui s�est tenu à Annaba les 7 et 8 mars, A. Aïder [4] répond positivement à cette question
dans une communication (avec F. Bencherif comme co-auteur) intitulée "On a generalization
of the analog of a theorem of Chen and Sun" en présentant le théorème suivant :

Théorème 4 Soient `; n;m et r des entiers naturels. Alors, on a :

E (m;n; r) =
n+rX
k=0

mn+r�k
�
n+ r

k

��
n+ k + r

r

�
Bn+k

=

m�1X
k=1

(r + 1) pr(n;m; k)k
n (k �m)n�1

où

pr(m;n; k) =

r+1
2X
i=0

�
1� 1

2
�i; r+1

2

��
n+ r

i

��
n+ r

n+ i� 1

�
kr�i (k �m)i

où �i; r+1
2
désigne le symbole de Kroncker valant 1 si i = r+1

2
et 0 sinon.

En 2013, Gessel prouve à l�aide du calcul ombral classique dans un annexe à l�article [9]
la généralisation suivante de la relation de Carlitz permettant aussi une généralisation du
théorème de Kaneko équivalente à celle obtenue par Aïder et Bencherif :

12



Théorème 5 Soient `; n;m et r des entiers naturels. Alors, on a :

n+rX
k=0

mn+r�k
�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
B`+k

+(�1)`+n+r+1
`+rX
k=0

m`+r�k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
Bn+k

= (r + 1)
m�1X
k=1

r+1X
j=0

(�1)`+j�1
�
n+ r

j

��
`+ r

r + 1� j

�
k`+j�1(m� k)n+r�j:

Si r est impair, alors on a :

n+rX
k=0

mn+r�k
�
n+ r

k

��
n+ k + r

r

�
Bn+k

=
1

2
(r + 1)

m�1X
k=1

r+1X
j=0

�
n+ r

j

��
n+ r

r + 1� j

�
kj+n�1(k �m)n+r�j:

La preuve du théorème 58 donnée par Gessel dans [9] est longue (un peu plus de deux pages).
Elle fait appel à de nombreux résultats intermédiaires : identités combinatoires, identités
polynomiales. Dans ce deuxième chapitre, nous donnons une preuve complète du théorème
d�Aïder-Bencherif ainsi qu�une nouvelle preuve du théorème de Gessel plus courte que celle
donnée par Gessel. Nous prouvons l�équivalence entre l�identité de Aïder-Bencherif et une
identité de Gessel et nous en donnons aussi des applications.

Au troisième et dernier chapitre, nous prouvons deux théorèmes originaux qui ont fait
l�objet d�une récente publication [21]. Le premier théorème est le suivant :

Théorème 6 Soit w = (wn)n�0 une suite numérique telle que sa fonction génératrice expo-
nentielle Sw(t) =

P1
n=0wn

tn

n!
satisfait à la relation :

Sw(�t) = "e�tSw(t)

où " 2 f1;�1g et � 2 C. Alors pour tous entiers naturels n, ` et r, on a :
n+rX
k=0

�n+r�k
�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
w`+k

+ (�1)`+n+r+1"
`+rX
k=0

�`+r�k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
wn+k = 0:

Ce théorème permet d�obtenir des identités pour diverses suites de nombres et de polynômes
remarquables telles que les nombres et polynômes de Fibonnaci, de Lucas, de Tchebychev.

Le deuxième de ces théorèmes concerne les polynômes généralisés de Bernoulli.
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Théorème 7 Pour tous nombres complexes �, � 2 C et pour tous entiers n; `; r; s, on a :
n+rX
k=0

�n+r�k
�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
B
(�)
`+k(x)

+ (�1)`+n+r+1
`+rX
k=0

�`+r�k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
B
(�)
n+k(�+ s� �� x)

= 
��1(
Dr+1

r!

sX
k=1

(x� k)`+r(x+ �� k)n+r):

Dans ce théorème,D désigne l�opérateur de dérivation et 
��1 désigne l�opérateur de compo-
sition dé�ni par : 
��1 (xn) = B

(��1)
n (x). Ce théorème généralise aux polynômes de Bernoulli

généralisés l�identité que Gessel a obtenue pour les nombres de Bernoulli. Ce théorème per-
met de retrouver comme cas particuliers un nombre considérable d�identités concernant les
nombres et polynômes de Bernoulli classiques ou généralisés. Ce constat est plus facile à faire
en reformulant ce théorème sous une forme plus adaptée aux applications pratiques.

En notant par S(�)n;`;r (u; v; w) la somme dé�nie par :

S
(�)
n;`;r (u; v; w) =

n+rX
k=0

un+r�k
�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
B
(�)
`+k (v)

+(�1)`+n+r+1
`+rX
k=0

u`+r�k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
B
(�)
n+k (w) ;

dans laquelle n; `; r sont des entiers naturels, � un nombre complexe, u, v et w des nombres
complexes (ou des variables) et en dé�nissant ce qu�on conviendra d�appeler un indicateur ou
un indice q = q (u; v; w; �) associé à cette somme par :

q = u+ v + w � �;

le théorème 7 peut se reformuler très simplement en a¢ rmant que si u+ v+w�� 2 N, alors
on a :

S
(�)
n;`;r (u; v; w) = F (v)

où F (x) est le polynôme dé�ni par :

F (x) = 
��1(
Dr+1

r!

qX
k=1

(x� k)`+r(x+ �� k)n+r);

avec
q = u+ v + w � � et F (x) = 0 si q = 0.

.
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Chapitre 1

Opérateurs de composition

1.1 Introduction

Ce chapitre est consacré essentiellement à une étude succincte de la C-algèbre � des opé-
rateurs de composition de C [x] en vue de ses applications à l�obtention d�identités pour cer-
taines suites de nombres et de polynômes remarquables, en privilégiant tout particulièrement
les suites de nombres et polynômes de Bernoulli.

L�opérateur �a de translation par a (où a 2 C) est l�endomorphisme de C [x] qui à un
polynôme P (x) associé le polynôme P (x). Classiquement, un opérateur de composition 
 de
C [x] est dé�ni comme étant un endomorphisme du C-espace vectoriel de C [x] qui commute
avec tout opérateur de translation �a, c�est à dire tel que �a � 
 = 
 � �a, pour tout a 2 C.
On montre ensuite qu�un tel opérateur 
 peut s�écrire sous forme d�une série en l�opérateur
de dérivation D, c�est à dire qu�on peut écrire 
 sous la forme 
 =

Pn
k=0 ak

Dk

k!
et aussi que,

réciproquement, tout opérateur de C [x] s�écrivant comme une série en D est un opérateur de
composition de C [x]. On peut donc aussi dé�nir un opérateur de composition de C [x] comme
une série enD. C�est ce point de vue que nous avons adopté au paragraphe suivant pour dé�nir
ces opérateurs. Pour cela, nous étudierons sommairement l�algèbre C [[t]] des séries formelles
en une indéterminée t et nous désignerons aussi � par C [[D]]. Nous dé�nirons ensuite au
troisième paragraphe les nombres et polynômes de Bernoulli, d�Euler et de Genocchi aussi
bien classiques que généralisés et nous étudierons plus particulièrement les propriétés des
polynômes et nombres de Bernoulli. Le quatrième paragraphe est consacré à l�obtention de
formules explicites pour les nombres et polynômes de Bernoulli. Nous nous intéresserons plus
particulièrement à une ancienne formule explicite du n-ième nombre de Bernoulli datant de
1883 et due à Kronecker. Au cinquième et dernier paragraphe, nous préciserons la dé�nition
de la transformée binomiale d�une suite et étudierons certaines de ses propriétés. Comme
applications des toutes ces notions, nous achèverons ce chapitre par l�obtention d�identités
classiques ou nouvelles pour des nombres et polynômes remarquables.
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1.2 Algèbre des opérateurs de composition

1.2.1 Dé�nition de l�algèbre L (C [x])

L�ensemble L (C [x]) des endomorphismes du C-espace vectoriel C [x] muni de l�addition des
endomorphismes, c�est à dire de la loi interne dé�nie dans L (C [x]) par (u; v) 7! u + v (où
u+v est dé�ni par (u+ v) (x) = u (x)+v(x)) et de la multiplication des endomorphismes par
un scalaire, c�est à dire de l�application de C�L (C [x]) dans L (C [x]) dé�nie par (�; u) 7! �u

(où �u est dé�ni par (�u) (x) = �u (x)) est un C-espace vectoriel. Muni de l�addition et de
la composition des endomorphismes, c�est-à-dire de l�application de L (C [x])�L (C [x]) dans
L (C [x]) dé�nie par (u; v) 7! u � v, L (C [x]), est un anneau non commutatif. De plus, la
propriété mixte suivante est bien véri�ée :

�(u � v) = (�u) � v = u � (�v) .

Il en résulte que L (C [x]) muni de ces trois lois est une C-algèbre. Dans tout ce qui suit, nous
convenons d�appeler opérateur tout élément de L (C [x]), c�est-à-dire tout endomorphisme de
C [x]. Pour dé�nir un opérateur 
, il su¢ t de dé�nir les images des vecteurs d�une base de
C [x]. Il en résulte qu�en choisissant la base canonique (xn)n2N de C [x], il su¢ t de dé�nir, par
exemple, les images 
 (xn) pour n 2 N.

1.2.2 La C-algèbre C [u] des polynômes de l�opérateur u

Étant donné un polynôme P (t) = a0 + a1t + � � � antn 2 C [t] et un opérateur u 2 L (C [x]),
on dé�nit l�opérateur noté par abus de notation par P (u) comme étant l�endomorphisme de
C [x] dé�ni par :

P (u) = a0I + a1u+ � � � anun

où I est l�opérateur unité dé�ni par :

I (xn) = xn, n 2 N

et um l�opérateur classiquement dé�ni par um = u � um�1 pour m � 1 avec u0 = I.

Par abus de notation, on note par C [u] la partie de L (C [x]) constituée par les polynômes
d�opérateurs P (u) quand P parcourt C [t].

C [u] = fP (u) / P (t) 2 C [t]g .

Il est facile de constater que les propriétés suivantes sont véri�ées :

P1 (u)� P2 (u) = (P1 � P2) (u) ;
(�P1) (u) = �P1 (u) ;

P1 (u) � P2 (u) = (P1P2) (u) = (P2P1) (u) = P2 (u) � P1 (u)
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pour tous polynômes P1 et P2 de C [t] et pour tout nombre complexe �. Il en résulte que C [u]
est une sous-algèbre commutative de L (C [x]).

1.2.3 L�algèbre des séries formelles C [[t]]

Ce paragraphe est consacré à quelques précisions concernant la C-algèbre C [[t]] des séries
formelles à une indéterminée t. Nous adoptons ici certaines notations et dé�nitions données
dans l�ouvrage de Roman [56].

L�anneau C [[t]]

On désigne par C [[t]] l�ensemble des séries formelles en une indéterminée t. Un élément de
C [[t]] peut s�écrire :

S =
1X
n=0

ant
n

où an 2 C pour entier n 2 N. Deux séries formelles S =
P1

n=0 ant
n et T =

P1
n=0 bnt

n sont
égales si et seulement si an = bn pour tout entier n 2 N. On convient de designer par [tm] le
coe¢ cient de tm dans la série S. Ainsi, on a :

[tm]

 1X
n=0

ant
n

!
= am:

On dé�nit la somme et le produit des séries S et T comme suit :

1X
n=0

ant
n +

1X
n=0

bnt
n =

1X
n=0

(an + bn) t
n;

 1X
n=0

ant
n

! 1X
n=0

bnt
n

!
=

1X
n=0

 
nX
j=0

ajbn�j

!
tn: (1.1)

Muni de ces deux lois C [[t]] est un anneau commutatif. Tout élément S =
P1

n=0 �nt
n 2 C [[t]]

peut s�écrire sous la forme dite forme exponentielle :

S (t) =

1X
n=0

an
tn

n!
;

il su¢ t de dé�nir an par la relation an = n!�n, pour tout n 2 N. Le produit de deux élémentsP1
n=0 an

tn

n!
et
P1

n=0 bn
tn

n!
de C [[t]] écrit sous forme exponentielle peut alors s�e¤ectuer comme

suit :  1X
n=0

an
tn

n!

! 1X
n=0

bn
tn

n!

!
=

1X
n=0

cn
tn

n!

17



avec
cn
n!
=

X
p+q=n et (p;q)2N2

ap
p!

bq
q!
;

ce qu�on peut encore écrire :

cn =

nX
k=0

�
n

k

�
akbn�k:

On convient de noter aussi par S (t) =
P1

n=0 an
tn

n!
la série S =

P1
n=0 an

tn

n!
.

Valuation d�une série formelle

On dé�nit l�ordre d�une série
P1

n=0 ant
n qu�on appelle aussi valuation de la série comme

étant le plus petit entier n pour lequel an 6= 0 si S 6= 0. On note par valS la valuation de la
série S. On convient de poser valS = +1 si S = 0. Il est facile de constater que l�on a :

valST = valS + valT

val (S + T ) � min (valS; valT ) :

On démontre qu�une série S 2 C [[t]] est inversible pour la multiplication si et seulement si sa
valuation est nulle. Ainsi le groupe des unités de l�anneau commutatif C [[t]] est Gt avec

Gt = fS 2 C [[t]] / valS = 0g .

L�algèbre C [[t]]

Muni de l�addition et de la loi externe dé�nie de C �C [[t]] dans C [[t]] et qui au couple (�; S)
où S =

P1
n=0 ant

n, associe la série �S dé�nie par :

�S =

1X
n=0

�ant
n;

C [[t]] est un C-espace vectoriel. De plus cette structure d�espace vectoriel est compatible avec
la structure d�anneau de C [[t]], ce qui signi�e que la propriété mixte suivante est bien véri�ée
pour � 2 C et S; T 2 C [[t]] :

� (ST ) = (�S)T = S (�T ) :

On en conclut que muni des trois lois ainsi dé�nies, C [[t]] est une algèbre commutative.
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Composition de deux séries formelles

Soit (Tk)k2N une suite de séries formelles telles que valTk �!1 quand k �!1. Alors pour
toute série formelle S =

P1
n=0 ant

n, nous pouvons considérer l�expression :

1X
k=0

akTk

On dé�nit la série notée S � T =
P1

k=0 akTk comme étant la série formelle dont le coe¢ cient
de tn est donné par la formule suivante :

[tn]

 1X
k=0

akTk

!
=

1X
k=0

[tn] (akTk) : (1.2)

Ce procédé dé�nit bien une série formelle en T . En e¤et, dans le membre droit de (1.2),
la sommation ne comporte qu�un nombre �ni de termes non nuls. Cela provient du fait que
comme valTk �!1 quand k �!1, les termes [tn] (akTk) tels que valTk � n sont en nombre
�ni, tous les autres termes [tn] (akTk) sont nuls car ils correspondent au cas où valTk > n:

Le cas particulier où l�on considère
Tk = T

k

où T 2 C [[t]] est telle que valT � 1 est particulièrement important. En e¤et, dans ce cas, on
a valT k � k et donc on a bien valTk �! 1 quand k �! 1. On peut donc considérer la
série formelle noté S � T dé�nie par :

S � T =
1X
k=0

akT
k:

La série S � T est dite série composée et elle est obtenue par substitution de la série T dans
la série S. Ce qu�on notera aussi par

S (T (t)) =

1X
k=0

akT
k (t) :

On peut remarquer que l�on a pour ST 6= 0 :

val (S � T ) = valS. valT: (1.3)

Groupe des delta-séries

Dé�nition 8 On appelle delta-série de C [[t]] toute série formelle de C [[t]] de valuation égale
à 1.
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Désignons par Dt l�ensemble des delta-séries de C [[t]]. On peut constater que si S et T sont
deux delta-séries, on a valS = valT = 1. On peut considérer la série S � T et comme d�après
(1.3), on a val (S � T ) = valS.valT = 1, la série S � T est encore une delta série.

On constate ainsi que la composition de séries est une loi de composition interne dans
l�ensemble Dser. La série � = t =

P1
n=1 �n;1t

n est l�élément neutre pour cette loi. On a pour
toute série S 2 Dser :

S � � = � � S = S.

On démontre aussi que la loi � est associative dans Dser et que pour toute delta-série S, il
existe une unique série formelle T telle que S � T = t, la série T est appelée série réciproque
de la série S. On désigne par Sh�1i la série réciproque de T . On montre alors que l�on a

S � Sh�1i = Sh�1i � S = t.

On a ainsi le résultat important suivant :

Théorème 9 L�ensemble Dt muni de la loi � est un groupe.

En désignant par exp t la série formelle

exp t =
1X
n=0

tn

n!
;

on a pour tout a 2 C

exp (at) =
1X
n=0

an
tn

n!
:

On démontre aisément que l�on a pour tout a; b 2 C

exp (at) exp (bt) = exp ((a+ b) t) :

On convient de noter par et la série formelle exp (t).

On prouve que les séries et � 1 et ln (1 + t) dé�nies par :

et � 1 =
1X
n=1

tn

n!
et ln (1 + t) =

1X
n=1

(�1)n+1 t
n

n

sont réciproques l�une de l�autre. On a donc :�
et � 1

�h�1i
= ln (1 + t) et (ln (1 + t))h�1i = et � 1.
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1.2.4 La C-algèbre C [[D]] des séries de l�opérateur D

L�opérateur de dérivation D joue un rôle important dans ce qui va suivre. Cet opérateur est
dé�ni comme suit :

D (xn) =

�
0 si n = 0;

nxn�1 si n � 1:
L�opérateur de dérivation est telle que

Dm (xn) = 0 pour m > n:

Cette dernière propriété fait qu�on peut associer à toute série formelle S (t) =
P

m�0 �mt
m de

C [[t]] l�opérateur
P

m�0 �mD
m noté par abus de notation S (D) dé�ni par :

S (D) (xn) =

 X
m�0

�mD
m

!
(xn)

=
X
m�0

�mD
m (xn)

=
nX

m=0

�mD
m (xn) .

Dé�nition 10 On appelle opérateur de composition de C [x] tout endomorphisme 
 de C [x]
pouvant s�écrire sous la forme :


 =
1X
m=0

�mD
m

où D est l�opérateur de dérivation de C [x].

Par abus de notation, on note par C [[D]] l�ensemble des opérateurs de composition de C [x].
On a :

C [[D]] = fS (D) / S (t) 2 C [[t]]g .

Nous montrerons au théorème 23 qu�en désignant par �a l�opérateur de translation par a
dé�ni par :

�a (x
n) = (x+ a)n ;

on a :
8
 2 L (C [x]) , ( 
 2 C [[D]] () 8a 2 C, �a � 
 = 
 � �a) .

Il sera alors équivalent de dé�nir un opérateur de composition comme un opérateur 
 2
L (C [x]) qui commute avec tout opérateur de translation �a pour a 2 C:

21



Il est alors facile de constater qu�on a les propriétés suivantes :

S1 (D)� S2 (D) = (S1 � S2) (D) ; (1.4)

(�S1) (D) = �S1 (u) ; (1.5)

S1 (D) � S2 (D) = (S1S2) (D) = (S2S1) (D) = S2 (D) � S1 (D) (1.6)

pour toutes séries formelles S1 et S2 de C [[t]] et pour tout nombre complexe �. De plus
I = � 0 2 C [[D]]. Il en résulte que C [[D]] est une sous-algèbre commutative de L (C [x]). On
peut aussi constater qu�alors, C [D] est une sous-algèbre commutative de C [[D]]. On a ainsi
établi le théorème suivant :

Théorème 11 L�ensemble C [[D]] des opérateurs de composition de C [x] est une sous-algèbre
commutative de l�algèbre L (C [x]) des endomorphismes de C [x].

Le théorème qui suit apporte une précision importante sur la structure de C [[D]] :

Théorème 12 L�application 	 de C [[t]] dans C [[D]] qui à S (t) =
P

m�0 amt
m associe

S (D) =
P

m�0 amD
m est un isomorphisme d�algèbres. L�écriture d�un opérateur de com-

position 
 sous la forme d�une série en D est unique.

Preuve. On constate aisément que l�on a pour tous � 2 K et S1 (t), S2 (t) 2 K [[t]], on a :

	(S1 (t) + S2 (t)) = S1 (D) + S2 (D) ;

	(S1 (t)S2 (t)) = S1 (D) � S2 (D) ;

	(�S (t)) = �S (D) et 	(1) = I

où I = � 0 est l�élément neutre de la loi de composition dans C [[D]]. 	 est donc un morphisme
d�algèbres. Prouvons que 	 est bijective. Pour cela, il nous su¢ t de prouver que le noyau
de 	 est réduit à f0g. Pour cela considérons S (t) =

P
k�0 ak

tk

k!
une série formelle telle que

S (t) 2 ker	. On a alors 	(S (t)) = 0, c�est-à-dire S (D) =
P

k�0 ak
Dk

k!
= 0. On en déduit

que pour tout entier n 2 N :  X
k�0

ak
Dk

k!

!
(xn) = 0: (1.7)

Or  X
k�0

ak
Dk

k!

!
(xn) =

nX
k=0

�
n

k

�
akx

n�k: (1.8)

Il résulte de (1.7) et (1.8) que l�on a an = 0 pour tout entier n 2 N et par conséquent S (t) = 0
et ker	 = f0g :
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	 est donc un morphisme bijectif d�algèbres. Il en résulte aussi que l�écriture d�un opérateur
de composition 
 sous forme d�une série en D est unique. �
L�unicité de l�écriture d�un opérateur de composition sous forme d�une série en D nous
permet de dé�nir l�ordre d�un opérateur de composition de la manière suivante :

Dé�nition 13 On appelle ordre d�un opérateur de composition 
 la valutation de l�unique
série formelle S (t) 2 C [[t]] véri�ant 
 = S (D).

Notons par ord
 l�ordre d�un opérateur de composition 
 = S (D). Par dé�nition, on a :

ord
 = valS (t) .

1.2.5 Ensemble DD des delta opérateur de C [x]

Les delta-opérateurs de C [x] sont des opérateurs de composition qui jouent un rôle analogue
à l�opérateur de dérivation D.

Dé�nition 14 On appelle delta-opérateur de C [x] tout opérateur de composition d�ordre 1.

L�ensemble des delta-opérateurs de C [x] est l�ensemble D dé�ni par :

DD = f
 2 C [[D]] / ord
 = 1g
= fS (D) / S (t) 2 C [[t]] et valS (t) = 1g :

Comme Dt désigne l�ensemble des delta-séries C [[t]], c�est à dire l�ensemble des séries de C [[t]]
de valuation égale à 1. On a aussi :

DD = fS (D) / S (t) 2 Dtg :

L�opérateur de dérivation est un delta-opérateur. On a :

D =

1X
k=0

�1;k
Dk

k!
;

où �1;k est le symbole de Kronecker valant 1 si k = 1 et 0 autrement.

Le théorème suivant montre que tout delta-opérateur véri�e des propriétés analogues à celles
véri�ées par l�opérateur de dérivation :

Théorème 15 Soient � un delta-opérateur de C [x], m et n des entiers naturels. Alors pour
tout polynôme P (x) 2 C [x], on a les propriétés suivantes :
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1. degP (x) = n avec n � 1 =) deg � (P (x)) = n� 1;
2. P (x) est un polynôme constant () � (P (x)) = 0:

3. �m (xn) = 0 si m > n et �m (P (x)) = 0 si m > deg (P (x))

Preuve. Soient P (x) 2 C [x] et � un delta-opérateur de C [x], alors � peut s�écrire :

� =

1X
k=1

ak
Dk

k!
avec a1 6= 0:

1. Si degP (x) = n avec n � 1, alors on a Dk (P (x)) = 0 pour k � n+ 1 et donc

� (P (x)) =
nX
k=1

ak
P (k) (x)

k!
= a1P

0 (x) +
nX
k=2

ak
P (k) (x)

k!

Comme a1 6= 0, on a deg (a1P 0 (x)) = n � 1. De plus, la somme
Pn

k=2 ak
P (k)(x)
k!

est un
polynôme de degré strictement inférieur à n. Il en résulte que l�on a : deg � (P (x)) =
n� 1:

2. Soit P (x) un polynôme constant, on a alors Dk (P (x)) = 0 pour tout k � 1 et donc
� (P (x)) = 0. L�implication réciproque est vraie car sa contraposée est vraie d�après ce
qui précède. En e¤et si P (x) n�est pas un polynôme constant, alors degP (x) = n avec
n � 1 et par suite deg � (P (x)) = n� 1 et donc P (x) 6= 0.

3. On a deg (�m (xn)) = n�m pour 0 � m � n. En particulier deg (�n (xn)) = 0, �n (xn)
est donc un polynôme constant et donc � (�n (xn)) = 0. Ainsi, on a bien �m (xn) = 0

pour m > n. La relation plus générale �m (P (x)) = 0 si m > deg (P (x)) se prouve de
manière analogue.

�
Le théorème 15 nous autorise à considérer, pour tout delta-opérateur � les séries en � exacte-
ment de la même manière que nous l�avons fait pour l�opérateur D. Chaque série en � dé�nit
un opérateur de C [x]. On note encore de manière similaire (et avec un abus de notation) par
C [[�]] l�ensemble des séries en � :

C [[�]] = fS (�) / S (t) 2 C [[t]]g .

On a alors un résultat analogue exactement comme nous l�avons fait pour D:

Théorème 16 Pour tout delta-opérateur �, l�ensemble C [[�]] des opérateurs de composition
de C [x] est une sous-algèbre commutative de l�algèbre L (C [x]) des endomorphismes de C [x].

On en fait un résultat qui nous sera très utile donnée dans le théorème suivant :
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Théorème 17 � désignant l�ensemble des opérateurs de composition de C [x], pour tout delta-
opérateur � :

1. � =C [[�]],

2. l�ensemble des delta-opérateurs de C [x] véri�e :

DD = fS (�) / S (t) 2 C [[t]] et valS (t) = 1g :

Preuve.

1. Soit � un delta-opérateur de C [x]. � peut s�écrire :

� = T (D)

où T 2 Dt. La série T admet une série réciproque T h�1i véri�ant

T � T h�1i = T h�1i � T = t

On a donc :
D = T h�1i (�) :

Les séries formelles T et T h�1i de valuation égale à 1 sont substituables dans toute série
formelle de C [[t]]. Pour tout S (t) 2 C [[t]], on a :

S (D) = S
�
T h�1i (�)

�
=
�
S � T h�1i

�
(�) (1.9)

et
S (�) = S (T (D)) = (S � T ) (D) : (1.10)

On déduit aisément de (1.9) et (1.10 les inclusions C [[D]] � C [[�]] et C [[�]] � C [[D]].
On a donc bien l�égalité C [[�]] = C [[D]] = �.

2. On a :
DD = fS (D) / S (t) 2 C [[t]] et valS (t) = 1g :

Posons
D� = fS (�) / S (t) 2 C [[t]] et valS (t) = 1g :

Il s�agit de prouver l�égalité DD = D�. On procède comme précédemment en prouvant
deux inclusions. Si S (D) 2DD, on a alors S (D) =

�
S � T h�1i

�
(�) avec val

�
S � T h�1i

�
=

valS: valT h�1i = 1 et donc S (D) 2 D�. On en déduit que DD � D�. De même, si S (�)
D�, on a alors S (�) = (S � T ) (D) avec val (S � T ) = valS: valT = 1 et donc on a aussi
S (�) 2 DD. On en déduit qu�on a aussi D� � DD. Par suite on a l�égalité DD = D�.
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�
L�écriture d�un opérateur de composition comme une série en � est unique. En e¤et, il su¢ t
de prouver l�unicité de la représentation de l�opérateur nulle. Ce qui est immédiat. En e¤et, si

 =

P1
k=1 ak�

k = 0, on a alors 
 (xn) =
Pn

k=1 ak�
k (xn) = 0 et cette égalité implique ak = 0

pour tout 0 � k � n car il s�agit d�une combinaison linéaire nulle de polynômes �k (xn) de
degrés distincts (deg �k (xn) = n� k).

Remarquons qu�on a :
S1 (D) = S2 (�) =) valS1 = valS2

car si � = T (D) avec nécessairement valT = 1, on alors S1 (D) = S2 (T (D)) = (S2 � T ) (D),
ce qui implique S1 = S2 � T et par suite valS1 = val (S2 � T ) = valS2: valT = valS2:

Ainsi l�ordre d�un opérateur de composition écrit comme série S (�) en un delta-opérateur �
est aussi égale à la valuation de la série formelle S (t).

1.2.6 Opérateurs de translations, opérateurs de pseudo-dérivation

On sait que si (An (x))n2N est une suite de polynômes telle que degAn (x) = n pour tout
n 2 N, alors (An (x))n2N est une base de C [x]. De plus, on sait que pour dé�nir un opérateur

, il su¢ t de dé�nir seulement les images 
 (An (x)) des vecteurs d�une base (An (x))n2N de
C [x]. De plus si deg 
 (An (x)) = n, alors 
 est un automorphisme de C [x].

Dé�nition 18 Pour tout a 2 C, l�opérateur �a dé�ni par :

�a (x
n) = (x+ a)n , n 2 N

est appelé opérateur de translation par a.

Remarquons que l�on a � 0 = I où I est l�opérateur d�identité de C [x] noté aussi par 1.

Le théorème suivant est immédiat :

Théorème 19 Pour tout � 2 C, l�opérataur �a de translation par � est un automophisme
de C [x] qui véri�e les propriétés suivantes :

8a; b 2 C; �a =
1X
k=0

ak
Dk

k!
;

8a; b 2 C; �a � � b = �a+b; (1.11)

8a; ��1a = ��a: (1.12)
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Preuve. On a :

�a (x
n) = (x+ a)n

=

nX
k=0

ak
�
n

k

�
xn�k

=
nX
k=0

�
ak
Dk

k!

�
xn:

Comme on a Dk

k!
(xn) = 0 pour k > n, on en déduit que pour tout entier n 2 N, on a :

�a (x
n) =

1X
k=0

�
ak
Dk

k!

�
xn =

 1X
k=0

ak
Dk

k!

!
xn.

Il en résulte que :

�a =
1X
k=0

ak
Dk

k!
:

La relation (1.11) est triviale. Remarquons qu�on a :

eat =
1X
k=0

ak
tk

k!

et qu�on peut donc aussi écrire :
�a = e

at:

On a alors :
�a � � b = eaD � ebD = e(a+b)D = �a+b:

En particulier, la relation (1.12) résulte du fait qu�on a :

�a � ��a = ��a � �a = � 0 = I:

�
Il est facile de constater que si a et b sont deux nombres complexes distincts, alors l�opérateur
�a � � b est un delta-opérateur. En e¤et, on a :

�a � � b = eaD � ebD = (a� b)D +
1X
k=1

�
ak � bk

� Dk

k!
:

Comme a� b 6= 0, on constate que �a� � b est un opérateur de composition d�ordre 1. �a� � b
est donc un delta-opérateur. Les delta-opérateurs � et r appelés aussi opérateur de pseudo-
dérivation sont dé�nis par :

� = � 1 � � 0 et r = � 0 � ��1:
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Dé�nition 20 Les opérateurs � et r sont dé�nis par les relations :

�(xn) = (x+ 1)n � xn, n 2 N:

et
r (xn) = xn � (x� 1)n , n 2 N:

Comme � 0 = I, on a :

� = � 1 � I = eD � 1 =
1X
k=1

Dk

k!

et

r = I � ��1 = 1� e�D =
1X
k=1

(�1)k+1 D
k

k!
:

Dé�nition 21 L�opérateur de primitivation Int est dé�ni par :

Int (xn) =
xn+1

n+ 1
, n 2 N:

Remarquons que si 
 est un opérateur de composition, le degré du polynôme 
 (xn) est
toujours de degré inférieur ou égal à n :

8
 2 L (C [x]) , 
 2 C [[D]] =) deg 
 (xn) � n.

En e¤et, si 
 2 C [[D]], 
 s�écrit sous la forme 
 =
P1

k=0 ak
Dk

k!
. On a alors :


(xn) =

1X
k=0

ak
Dk

k!
(xn)

=

nX
k=0

ak

�
n

k

�
xn�k

= a0x
n + a1

�
n

1

�
xn�1 + :::+ an

et donc le degré du polynôme 
 (xn) est inférieur ou égal à n. Il en résulte que l�opérateur de
primitivation Int n�est pas un opérateur de composition car on a : deg (Int (xn)) = n+1 > n.
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1.2.7 Puissances des opérateurs � et r

Si U et V 2 C [[D]], alors U et V commutent et la formule du binôme s�applique pour
développer (U + V )k pour k 2 N. On a :

(U + V )k =

kX
j=0

�
k

j

�
U j � V k�j: (1.13)

En particulier avec (U; V ) 2 f(� 1;�1) ; (1;���1)g où 1 désigne l�opérateur � 0 = I et en
constatant que l�on a pour tout entier j :

� j1 = � j et �
j
�1 = ��j;

on déduit de (1.13) le théorème suivant :

Théorème 22 Pour tout entier naturel k, on a :

�k = (� 1 � 1)k =
kX
j=0

(�1)k�j
�
k

j

�
� j;

rk = (1� ��1)k =
kX
j=0

(�1)j
�
k

j

�
��j:

1.2.8 Caractérisation des opérateurs de composition à l�aide des
translations

On a vu que (C [[D]] ;+; �; :) était une algèbre commutative. Il en résulte que deux éléments
quelconques U et V de C [[D]] commutent. Comme les translations �a =

P1
n=0 a

nDn

n!
2 C [[D]],

on peut a¢ rmer que tout opérateur appartenant à C [[D]] est un opérateur qui commute avec
tout opérateur de translation. Le théorème qui suit montre que réciproquement, tout opérateur
qui commute avec les translations appartient nécessairement à C [[D]] :

Théorème 23 Un opérateur 
 2 L (C [x]) est un élément de C [[D]] si et seulement s�il
commute avec tout opérateur de translation �a pour a 2 C:

8
 2 L (C [x]) , ( 
 2 C [[D]] () 8a 2 C, �a � 
 = 
 � �a) .

Preuve. Soit 
 2 L (C [x]), comme on a �a = eaD � 1 =
P1

k=1 a
k Dk

k!
, on a �a 2 C [[D]] et �a

commute avec 
, l�implication directe est donc prouvée. Prouvons l�implication réciproque,

8a 2 C, (�a � 
 = 
 � �a) =) 
 2 C [[D]] .
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Supposons donc que :
8a 2 C, �a � 
 = �a � 
:

On a alors pour tout entier n 2 N :

8a 2 C, (�a � 
) (xn) = (
 � �a) (xn) : (1.14)

Posons
An(x) = 
 (x

n) . (1.15)

On déduit de (1.14) et (1.15) que pour tout a 2 C, on a :

�a (An(x)) = 
 ((x+ a)
n) :

C�est-à-dire

An(x+ a) = 


 
nX
k=0

�
n

k

�
an�kxk

!
:

Ainsi, on a :

8a 2 C, An(x+ a) =
nX
k=0

�
n

k

�
an�kAk (x)

Pour x = 0, on en déduit que :

8a 2 C, An(a) =
nX
k=0

�
n

k

�
an�kAk (0) (1.16)

Comme C est un corps in�ni, on peut déduire de (1.16) que pour tout entier naturel n, on a :


 (xn) = An(x) =
nX
k=0

Ak (0)

�
n

k

�
xn�k

=
nX
k=0

Ak (0)
Dk

k!
(xn)

=

 1X
k=0

Ak (0)
Dk

k!

!
(xn)

Ainsi, on a :


 =
1X
k=0

Ak (0)
Dk

k!
:

On a bien prouvé qu�on a alors :

 2 C [[D]] .

�
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Corollaire 24 Un opérateur � 2 L (C [x]) est un delta-opérateur si et seulement si il véri�e
les deux conditions suivantes :

1. � commute avec tout opérateur de translation �a pour a 2 C,
2. � (x) = c 2 C� est un polynôme constant non nul

Preuve. Si � 2 L (C [x]) est un delta-opérateur, les deux propriétés 1 et 2 du corollaire 24
sont véri�ées d�après le théorèmes 23 et 15. Réciproquement, si un opérateur � 2 L (C [x])
véri�e les deux propriétés 1 et 2 du corollaire 24, alors � est un opérateur de composition
grâce à 1 d�après le théorème 23. Il en résulte que � peut s�écrire � =

P1
k=0 ak

Dk

k!
. On alors

� (x) = a0x + a1. La condition 2 du corollaire impose que a0 = 0 et a1 6= 0. Il en résulte que
ord � = 1 et � est un delta-opérateur. �

1.2.9 Suites de polynômes véri�ant les relations d�Appell

Étant donné un opérateur 
 2 L (C [x]) dé�ni par


 (xn) = An (x) , n 2 N,

où (An (x))n2N est une suite donnée polynômes de C [x]. Nous allons déterminer les conditions
nécassaires et su¢ santes pour que l�opérateur 
 soit un opérateur de composition. Pour cela,
nous commençons par la dé�ntion pratique suivante :

Dé�nition 25 On dit qu�une suite de polynômes (An (x))n2N véri�e les relations d�Appell si
les conditions suivantes sont réalisées :

1. A
0
0 (x) = 0,

2. A
0
n (x) = nAn�1 (x) pour n � 1

Théorème 26 Soit (An (x))n2N une suite de polynômes de C [x]. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

1. La suite de polynômes (An (x))n2N véri�e les relations d�Appell.

2. On a
An (x) = 
 (x

n) , n 2 N,

où 
 est l�opérateur de composition dé�ni par


 =

1X
k=0

Ak (0)
Dk

k!
:
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3. La série génératrice exponentielle de la suite de polynômes (An (x))n2N est dé�nie par

1X
n=0

An (x)
tn

n!
= S (t) ext

où S (t) 2 C [[t]].

Preuve.

1. Prouvons que (1) =) (2). On constate aisément que si une suite (An (x))n2N véri�e les
relations d�Appell, A0 (x) est un polynôme constant. En posant

an = An (0) , n 2 N,

on a :
A0 (x) = a0

et
Dk

k!
An (x) =

�
n

k

�
An�k (x) pour 0 � k � n.

En particulier, on a alors :

Dn

n!
An (x) = A0 (x) = a0 pour 0 � k � n

et
Dk

k!
An (x) = 0 pour k > n.

Le polynôme An (x) est donc de degré � n. La formule de Taylor-MacLaurin nous
permet d�a¢ rmer que l�on a :

An (x) =

nX
k=0

A
(k)
n (0)

k!
xk

=

nX
k=0

�
n

k

�
An�k (0) x

k

=

nX
k=0

Ak (0)

�
n

k

�
xn�k

=

 
nX
k=0

Ak (0)
Dk

k!

!
xn

=

 1X
k=0

Ak (0)
Dk

k!

!
xn

32



Ainsi, pour tout entier n 2 N, on a :

An (x) = 
 (x
n)

où


 =

1X
k=0

Ak (0)
Dk

k!
:

est un opérateur de composition.

2. Prouvons que (2) =) (3). La relation

An (x) =

 1X
k=0

Ak (0)
Dk

k!

!
(xn)

est équivalente à la relation

An (x) =
nX
k=0

�
n

k

�
An�k (0) x

k

qui elle même est équivalente à la relation

1X
n=0

An (x)
tn

n!
=

 1X
n=0

An (0)
tn

n!

! 1X
n=0

xn
tn

n!

!
:

qui s�écrit
1X
n=0

An (x)
tn

n!
= S (t) ext

avec

S (t) =

1X
n=0

An (0)
tn

n!
.

3. Prouvons que (3) =) (1). La relation

1X
n=0

An (x)
tn

n!
= S (t) ext;

est équivalente à :

An (x) =

nX
k=0

�
n

k

�
An�k (0) x

k

et donc aussi à :

An (x) =

 1X
k=0

Ak (0)
Dk

k!

!
(xn) :

On a alors :
An (x) = 
 (x

n)
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où 
 est l�opérateur de composition


 =
1X
k=0

Ak (0)
Dk

k!
:

On a clairement :
A00 (x) = A

0
0 (0) = 0.

Comme 
 est un opérateur de composition, il commute avec l�opérateur de dérivation
D et on a :

(D � 
) (xn) = (
 �D) (xn) ,

ce qui se traduit pour n � 1 par :

A0n (x) = nAn�1 (x) .

La suite de polynômes (An (x))n2N véri�e bien les relations d�Appell.

�

Théorème 27 Soit (An (x))n2N une suite de polynômes véri�ant les relations d�Appell, alors
on a pour tout entier naturel n :

An (x+ y) =
nX
k=0

�
n

k

�
Ak (y)x

n�k. (1.17)

Preuve. En e¤et, en posant

S (t) =

1X
n=0

An (0)
tn

n!
;

on a :
1X
n=0

An (x+ y)
tn

n!
= S (t) et(x+y)

=
�
S (t) ety

�
etx

=

 1X
n=0

An (y)
tn

n!

! 1X
n=0

xn
tn

n!

!

=

1X
n=0

 X
k+`=n

Ak (y)

k!

x`

`!

!
tn

On en déduit :
An (x+ y)

n!
=
X
k+`=n

Ak (y)

k!

x`

`!

d�où l�on déduit la relation (1.17). �
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1.2.10 Suites de polynômes d�Appell

C�est dans un important article [5] que le mathématicien français Paul Emile Appell dé�nit
en 1880 des suites de polynômes qui portent désormais son nom. La dé�nition qui suit est
�dèle à la dé�nition qu�il donne dans son article pour ces polynômes.

Dé�nition 28 On appelle suite de polynômes d�Appell toute suite de polynômes (An (x))n2N
véri�ant les deux conditions suivantes :

8n 2 N, degAn (x) = n

et
8n 2 N�, A0n (x) = nA0n�1 (x) :

On constate aisément qu�une suite de polynômes (An (x))n2N est une suite de polynômes
d�Appell si et seulement si elle véri�e les relations d�Appell et si de plus le polynôme constant
A0 (x) n�est pas le polynôme nul.

Exemple 29 La suite de polynômes (xn)n2N est une suite de polynômes d�Appell.

Les deux résultats suivants sont des corollaires au théorème 26 :

Théorème 30 .Une suite de polynômes (An (x))n2N est suite de polynômes d�Appell si et
seulement si l�opérateur 
A dé�ni par


A =
1X
k=0

Ak (0)
Dk

k!

est un opérateur d�Appell telle que

8n 2 N, An (x) = 
A (x
n) .

Théorème 31 Soit (An (x))n2N une suite de polynômes. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

1. (An (x))n2N est une suite de polynômes d�Appell

2. Pour tout entier naturel n, on a :

An (x) =
nX
k=0

�
n

k

�
An�k (0) x

k et A0 (0) 6= 0. (1.18)
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3. Il existe une série formelle S (t) 2 C [[t]] telle que S (0) 6= 0 et
1X
n=0

An (x)
tn

n!
= S (t) etx: (1.19)

Le théorème suivant permet de carctériser les opérateurs de composition d�ordre m:

Théorème 32 Soit m un entier naturel m et GD le groupe des opérateurs d�Appell, alors

1. L�ensemble des opérateurs de composition d�ordre m est DmGD

DmGD = fDmU / U 2 GDg :

2. L�ensemble des delta-opérateurs DD est telle que :

DD = DGD:

Preuve.

1. Soit 
 un opérateur de composition d�ordre m, alors 
 s�écrit :


 =
1X
n=m

an
Dn

n!

avec am 6= 0. On peut écrire 
 sous la forme


 = Dm

 1X
n=m

an
Dn�m

n!

!

= Dm

 1X
k=0

am+k
Dk

(m+ k)!

!
= DmU:

avec

U =

1X
k=0

am+k
Dk

(m+ k)!
:

Comme am 6= 0, on a
ordU = 0:

On a donc U 2 GD
2. C�est simplement le cas particulier où m = 1:
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�
Remarquons que si S (t) et T (t) sont des séries formelles telles que T (t) 6= 0. On peut
considérer la fraction S(t)

T (t)
2 C ((t)). On a alors S(t)

T (t)
2 C [[t]] si et seulement si valS (t) �

valT (t). On peut donc considérer des opérateurs de compostion s�écrivant sous la forme


 =
S (D)

T (D)

pourvu que ordS (D) � ordT (D).

En désigant respectivement par p et q les ordres des opérateurs de composition S (D) et
T (D), on peut écrire :

S (D) = DpS1 (D) et T (D) = DqT1 (D)

avec S1 (D) 2 GD et T1 (D) 2 GD et p � q. On a alors :


 = Dp�qS1 (D)

T1 (D)
= Dp�qS1 (D)T

�1
1 (D)

où Dp�q 2 C [[D]] et S1 (D)T�11 (D) 2 C [[D]].

1.2.11 Groupe des opérateurs d�Appell

Le théorème qui suit précise les éléments du groupe (commutatif) GD des unités de l�anneau
commutatif (C [[D]] ;+; �).

Théorème 33 Le groupe GD des unités de l�anneau (C [[D]] ;+; �) est constitué par l�en-
semble des opérateurs de composition 
 de C [[D]] qui s�ecrivent sous la forme


 = S (D)

où S (t) est une série formelle de C [[t]] d�ordre zéro.

GD= fS (D) = S (t) 2 C [[t]] et S (0) 6= 0g

Preuve. Un opérateur 
1 = S1 (D) de C [[D]] est une unité de l�anneau (C [[D]] ;+; �) si et
seulement s�il existe un opérateur 
2 = S2 (D) de C [[D]] tel que 
1 � 
2 = I, c�est-à-dire si
et seulement si S1 (t)S2 (t) = 1, autrement dit si et seulement si S1 (t) est une série formelle
inversible. Ce qui se traduit par S1 (0) 6= 0: �

Dé�nition 34 On appelle opérateur d�Appell tout élément de GD. Le groupe GD est appelé
groupe des opérateurs d�Appell.
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Les opérateurs d�Appell sont des automorphismes de C [x]. Le cas des opérateurs d�Appell
S (D) tels que la série formelle S (t) a pour premier terme le nombre 1, c�est-à-dire tel que
S (0) = 1 est particulièrement intéressant. Dans ce cas, val (S (t)� 1) � 1 et on peut dé�nir
pour tout � 2 C la série S� (t) de la manière suivante

S� (t) = (1 + (S (t)� 1))� =
1X
k=0

�
�

k

�
(S (t)� 1)k :

Cette dé�nition de S� (t) coïncide avec la dé�nition de Sm (t) dans la cas où � = m avec
m 2 Z. Comme on a S� (0) = 1, il en résulte que S� (D) 2 GD:

1.3 Nombres et polynômes de Bernoulli, d�Euler et de
Genocchi

C�est dans son ouvrage "Ars Conjectandi" [15] (publié à Bâle huit ans après sa mort) que
Jakob Bernoulli (1654-1705) dé�nit une suite de nombres rationnels appelés aujourd�hui en
son honneur "nombres de Bernoulli. Ces nombres ont aussi été mis en évidence par Takakazu
Seki (1642 - 1708) mathématicien japonais qui les découvrit, sans doute, très peu de temps
avant lui [6]. Depuis cette date, ces nombres font l�objet d�intenses études. La recherche de
formules explicites et de relations de récurrence aussi bien pour les nombres de Bernoulli que
pour les polynômes de Bernoulli a été et reste un domaine constant d�intérêt de beaucoup
de mathématiciens [33]. Dans ce paragraphe, nous allons dé�nir non seulement les suites
de nombres et de polynômes de Bernoulli mais aussi les suites et nombres d�Euler et de
Genocchi au sens classique avant d�étudier certaines de leurs généralisations. Les propriétés
des opérateurs de composition nous permettront de prouver très simplement de nombreuses
propriétés de ces nombres et polynômes remarquables.

1.3.1 Nombres et polynômes classiques de Bernoulli, d�Euler et de
Genocchi

Considérons les trois séries formelles suivantes de C [[t]]

S1 (t) =
t

et � 1 , S2 (t) =
2

et + 1
et S3 (t) =

2t

et + 1
.

On a
valS1 (t) = 0, valS2 (t) = 0 et valS3 (t) = 1.

Désignons par 
B; 
E et 
G les opérateurs de composition associés respectivement à ces trois
séries formelles. On a :


B = S1 (D) =
D

eD � 1 , 
E = S2 (D) =
2

eD + 1
et 
G = S3 (D) =

2D

eD + 1
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et aussi
val 
B = 0, val 
E = 0 et val 
G = 1.

Les opérateurs 
B et 
E sont des opérateurs d�Appell, 
G est un delta-opérateur. Remarquons
qu�on peut facilement exprimer ces trois opérateurs de composition comme des séries en �.
En e¤et, les relations :

� = eD � 1 et D = ln (1 + �)

permettent d�exprimer ces trois opérateurs en des séries en � comme suit :


B =
ln (1 + �)

�
=

1X
k=0

(�1)k

k + 1
�k,


E = =
2

�+ 2
=

1

1 + 1
2
�
=

1X
k=0

(�1)k

2k
�k;


G =
2 ln (1 + �)

� + 2
=

1X
k=0

0BB@ X
r+s=k
(r;s)2N2

(�1)k

(r + 1) 2s

1CCA�k+1:

Dé�nition 35 On appelle n-ième polynôme de Bernoulli le polynôme Bn (x) dé�ni par :

Bn (x) = 
B (x
n) =

�
D

eD � 1

�
(xn) :

On appelle n-ième polynôme d�Euler le polynôme En (x) dé�ni par :

En (x) = 
E (x
n) =

�
2

eD + 1

�
(xn) :

On appelle n-ième polynôme de Genocchi le polynôme Gn (x) dé�ni par :

Gn (x) = 
G (x
n) =

�
2D

eD + 1

�
(xn) :

Selon notre dé�nition et les propriétés des opérateurs de composition, on a aussi les relations
suivantes qu�on considère souvent pour dé�nir ces nombres et polynômes remarquables :

1X
n=0

Bn (x)
tn

n!
=

t

et � 1e
tx, (1.20)

1X
n=0

En (x)
tn

n!
=

2

et + 1
etx, (1.21)

1X
n=0

Gn (x)
tn

n!
=

2t

et + 1
etx. (1.22)
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Les polynômes d�Euler ont été ainsi désignés en l�honneur du mathématicien suisse Leon-
hard Euler (1707-1783). Les polynômes de Genocchi ont été ainsi désignés en l�honneur du
mathématicien italien Angelo Genocchi (1817-1889).

Les expressions (1.20), (1.21) et (1.22) permettent de prouver aisément le théorème suivant :

Théorème 36 Pour tout entier naturel n, on a :

(�1)nBn (x) = Bn (1� x) (1.23)

(�1)nEn (x) = En (1� x)

(�1)n+1Gn (x) = Gn (1� x)

Preuve. Le théorème résulte des relations suivantes déduites de (1.20),(1.21) et (1.22) :

1X
n=0

(�1)nBn (x)
tn

n!
=

�t
e�t � 1e

�tx =
t

et � 1e
t(1�x) =

1X
n=0

Bn (1� x)
tn

n!
;

1X
n=0

(�1)nEn (x)
tn

n!
=

2

e�t + 1
e�tx =

2

et + 1
et(1�x) =

1X
n=0

En (1� x)
tn

n!
;

1X
n=0

(�1)n+1Gn (x)
tn

n!
=

2t

e�t + 1
e�tx =

2t

et + 1
et(1�x) =

1X
n=0

Gn (1� x)
tn

n!
:

�
Du fait que les opérateurs 
B et 
E sont des opérateurs d�Appell et que 
G est un delta-
opérateur. Les suites de polynômes de Bernoulli (Bn (x))n2N et d�Euler (En (x))n2N sont des
suites de polynômes d�Appell. Ce qui n�est pas le cas de la suite des polynômes de Genocchi
(G (x))n2N. Les propriétés suivantes résultent immédiatement de ces constations :

B0 (x) = 1 et B0n (x) = nBn�1 (x) ; n � 1;

E0 (x) = 1 et E 0n (x) = nEn�1 (x) ; n � 1;

G0 (x) = 0 et G0n (x) = nGn�1 (x) ; n � 1;

degBn (x) = n, degEn (x) = n; n � 0;

degGn (x) = n� 1; n � 1;

Bn (x+ y) =
nX
k=0

�
n

k

�
yn�kBk (x) ; (1.24)
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En (x+ y) =
nX
k=0

�
n

k

�
yn�kEk (x) ;

Gn (x+ y) =
nX
k=0

�
n

k

�
yn�kGk (x) :

Les premiers polynômes de Bernoulli sont :

B0 (x) = 1;

B1 (x) = x� 1
2
;

B2 (x) = x2 � x+ 1
6
;

B3 (x) = x3 � 3
2
x2 +

1

2
x:

Les premiers polynômes d�Euler sont :

E0 (x) = 1;

E1 (x) = x� 1
2
;

E2 (x) = x2 � x;

E3 (x) = x3 � 3
2
x2 +

1

4
:

Les premiers polynômes de Genocchi sont :

G0 (x) = 0;

G1 (x) = 1;

G2 (x) = 2x� 1;
G3 (x) = 3x2 � 3x:

On a la relation :
Gn (x) = nEn�1 (x) , n 2 N�:

On dé�nit aussi les suites des nombres de Bernoulli (Bn)n2N, d�Euler (En)n2N et de Genocchi
(Gn)n2N par les relations :

Bn = Bn (0) , En = 2
nEn

�
1

2

�
, Gn = Gn (0) , n 2 N.

Dans ce qui suit, nous allons nous focaliser davantage sur les propriétés des nombres et
polynômes de Bernoulli.
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Théorème 37 Pour tout entier naturel n, on a :

Bn+1 (x+ 1)�Bn+1 (x) = (n+ 1) xn (1.25)Z x+1

x

Bn (t) dt = x
n (1.26)


�1B = � � Int (1.27)
n+1X
k=0

�
n+ 1

k

�
Bk (x) = Bn+1 (x) + (n+ 1) x

n; (1.28)

Bn (x) = x
n +

1

n+ 1

n�1X
k=0

�
n+ 1

k

�
Bk (x) . (1.29)

Preuve.

1. On a :
� � 
B = ln (1 + �) = D;

il en résulte que :

Bn+1 (x+ 1)�Bn+1 (x) = �
�

B
�
xn+1

��
= D

�
xn+1

�
= (n+ 1) xn:

2. La suite de polynômes de Bernoulli étant une suite de polynômes d�Appell, on aB0n+1 (x) =
(n+ 1)Bn (x). On en déduit en exploitant le résultat obtenu précédemment :Z x+1

x

Bn (t) dt =

�
Bn+1 (t)

n+ 1

�x+1
x

=
Bn+1 (x+ 1)�Bn+1 (x)

n+ 1
= xn

3. Ainsi, avec l�opérateur Int dé�ni par :

Int (xn) =
xn+1

n+ 1
;

on a la relation :
� � Int �
B = I:

On en déduit que :

�1 = � � Int :

4. Comme (Bn (x))n2N est une suite de polynômes d�Appell, on a :

Bn+1 (x+ 1) =

n+1X
k=0

�
n+ 1

k

�
Bk (x)

la propriété résulte alors de (1.25) en y remplaçant Bn+1 (x+ 1) par cette expression.
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5. Ce n�est qu�une simple réécriture de la relation (1.29). Cette relation permet de calculer
facilement les premiers polynômes de Bernoulli.

�
On peut déduire du théorème 37 les propriétés bien connues suivantes des nombres de Ber-
noulli [1] :

Théorème 38 Pour tous entiers naturels n et m, on a :

(�1)nBn = Bn + �n;1, (1.30)

B2n+1 = 0, n � 1; (1.31)
nX
k=0

�
n

k

�
Bk = Bn + �n;1; (1.32)

nX
k=0

km =
Bm+1 (n+ 1)�Bm+1

m+ 1
; (1.33)

nX
k=1

km =
nm+1

m+ 1
+
1

2
nm +

[m2 ]X
k=1

�
m+ 1

2k

�
B2kn

m+1�2k: (1.34)

Dans ce théorème, �i;j désigne le symbole de Kronecker prenant la valeur 1 si i = j et 0
autrement.

Preuve.

1. Nous disposons des relations suivantes

B0 (x) = 1, B1 (x) = x�
1

2

et de la relation suivante déduite de (1.25) pour x = 0

Bn (1)�Bn (0) = 0, n � 2:

On en déduit que l�on a :

Bn (1)�Bn (0) =

8<:
0 si n = 0;
1 si n = 1;
0 si n � 1:

Ces relations sont équivalentes à la relation :

Bn (1)�Bn = �n;1: (1.35)
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D�autre part, on déduit de la relation (1.23), écrite pour x = 0; que l�on a aussi :

(�1)nBn = Bn (1) : (1.36)

Il résulte des relations (1.35) et (1.36) que l�on a bien :

(�1)nBn = Bn + �n;1. (1.37)

2. On déduit de cette dernière relation que :

�B2n+1 = B2n+1 + �2n+1;1,

ce qui implique bien la relation :

B2n+1 = 0, n � 1:

3. On a, en exploitant les relations (1.24), (1.36) et (1.37) :
nX
k=0

�
n

k

�
Bk = Bn (1) = (�1)nBn = Bn + �n;1.

4. En exploitant (1.25)

Bm+1 (k + 1)�Bm+1 (k) = (m+ 1) km:

On en déduit que :
nX
k=0

km =
1

m+ 1

nX
k=0

(Bm+1 (k + 1)�Bm+1 (k))

=
Bm+1 (n+ 1)�Bm+1

m+ 1
:

5. On a :

Bm+1 (n+ 1) = Bm+1 (n) + (m+ 1)n
m

=

m+1X
k=0

�
m+ 1

k

�
Bkn

m+1�k + (m+ 1)nm

= Bm+1 + n
m+1 +

m+ 1

2
nm +

m+1X
k=2

�
m+ 1

k

�
Bkn

m+1�k

On en déduit à l�aide des relations (1.33) et (1.31) que :
nX
k=1

km =
Bm+1 (n+ 1)�Bm+1

m+ 1

=
nm+1

m+ 1
+
1

2
nm +

[m2 ]X
k=1

�
m+ 1

2k

�
B2kn

m+1�2k:
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�
La formule (1.34) est connue sous le nom de formule de Faulhaber en l�honneur du ma-
thématicien Johann Faulhaber (1580-1635) qui étudia les sommes

Pn
k=1 k

m un siècle avant
Bernoulli.

1.3.2 Nombres de Fibonacci et de Lucas

La suite des nombres de Fibonacci (Fn)n2N est dé�nie par les relations :

F0 = 0, F1 = 1 et Fn = Fn�1 + Fn�2 pour n � 2

est l�une des plus anciennes suites d�entiers connues. Elle a été ainsi nommée en l�honneur
du mathématicien du Moyen Age Léonardo Pisano (1170-1250) plus connu sous le nom de
Fibonacci, qui les a dé�ni dans un ouvrage intitulé "le Liber abaci" publié en 1202.

La suite des nombres de Lucas est appelée aussi "suite de Fibonacci-Lucas" et elle est dé�nie
par les relations :

L0 = 2, L1 = 1 et Ln = Ln�1 + Ln�2 pour n � 2

ainsi désignée en l�honneur du mathématicien français Edouard Lucas (1842-1891) qui les
dé�ni et étudié notamment dans l�article [45].

Ces deux suites d�entiers classiques sont répertoriées dans l�encyclopédie des suites en ligne
de Sloane sous les références. Les suites des premières valeurs de ces suites sont :

(Fn)n�0 = (0; 1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; 34; 45; 89; 144; : : :)

et
(Ln)n�0 = (2; 1; 3; 4; 7; 11; 18; 29; 47; 76; 123; 199; 322; : : :) :

Les formules suivantes, connues sous le nom de formules de Binet (du nom du mathématicien
Jacques Binet (1786-1856)) sont des expressions explicites du n-ième terme de chacune de
ces suites :

Fn =
1p
5

  
1 +

p
5

2

!n
�
 
1�

p
5

2

!n!
et Ln =

 
1 +

p
5

2

!n
+

 
1�

p
5

2

!n
En posant

c =
1 +

p
5

2
et d =

1�
p
5

2
;

on a :

Fn =
cn � dn
c� d et Ln = cn + dn;
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avec
c+ d = 1. (1.38)

A partir de ces formules, il est facile de déterminer les fonctions génératrices exponentielles
des suites F = (Fn)n�0 et L = (Ln)n�0. On a :

SF (t) =

1X
n=0

Fn
tn

n!
=

1X
n=0

�
cn � dn
c� d

�
tn

n!
=
ect � edt
c� d

et

SL (t) =
1X
n=0

Ln
tn

n!
=

1X
n=0

(cn + dn)
tn

n!
= ect + edt:

A l�aide de la relation (1.38), on constate ainsi que :

SF (�t) =
e�ct � e�dt
c� d =

e(d�1)t � e(c�1)t
c� d = �e�tSF (t)

et
SL (�t) = e�ct + e�dt = e(d�1)t + e(c�1)t = e�tSF (t)

1.3.3 Les relations de Gessel

A toute suite numérique (un)n2N, on peut associer la forme linéaire L dé�nie par la donnée
des images des vecteurs de la base canonique (xn)n2N de la manière suivante :

L (xn) = un:

Il en résulte par linéarité que pour tout polynôme P (x) =
Pn

k=0 akx
k, on a alors :

L (P (x)) = L

 
nX
k=0

akx
k

!
=

nX
k=0

akuk.

Par soucis de simpli�cation, de nombreux auteurs (Lucas, Agoh, Gessel,...) adoptent la no-
tation "abusive" mais pratique suivante : L (P (x)) est simplement désigné par P (u) et on
convient d�écrire :

P (u) =
nX
k=0

akuk:

Nous allons maintenant dé�nir deux formes linéaires L1 et L2 sur C [x] attachées à la suite
des nombres de Bernoulli. Ces deux formes linéaires sont dé�nies par :

L1 (x
n) = Bn
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et
L2 (x

n) = (�1)nBn:

Ces deux formes ont des propriétés qui ont été exploitées par de nombreux auteurs parmi
lesquels on trouve Gessel qui prouve et exploite la propriété suivante :

Théorème 39 Pour tout polynôme f(x) de C [x], on a pour tout entier naturel m

f (B +m)� f (�B) =
m�1X
k=1

f 0 (k) : (1.39)

Preuve. La relation (1.39) signi�e que l�on a :

L1 (f (x+m)� f (�x)) =
m�1X
k=1

f 0 (k) .

Pour prouver cette dernière relation, il su¢ t de la prouver seulement dans le cas particulier
où f(x) = xn. Dans ce cas, la relation à prouver devient :

L1 ((x+m)
n � (�x)n) =

m�1X
k=1

nkn�1.

On a :

L1 ((x+m)
n � (�x)n) = L1

 
nX
k=0

�
n

k

�
xkmn�k

!
� (�1)nL1 (xn)

=
nX
k=0

�
n

k

�
Bkm

n�k � (�1)nBn

= Bn(m)�Bn (1)

Ainsi la relation à prouver est équivalente à la relation suivante :

Bn(m)�Bn (1) =
m�1X
k=1

nkn�1:

Cette dernière relation résulte aisément de la relation suivante déduite de (1.25) :

Bn(x+ 1)�Bn(x) = nxn�1:

En e¤et, il su¢ t de remarquer qu�on a alors :

Bn(m)�Bn(1) =
m�1X
k=1

(Bn(k + 1)�Bn(k)) =
m�1X
k=1

nkn�1:

�
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1.3.4 Nombres et polynômes généralisés de Bernoulli, d�Euler et
de Genocchi

Considérons de nouveau les trois séries formelles suivantes de C [[t]]

S1 (t) =
t

et � 1 , S2 (t) =
2

et + 1
et S3 (t) =

2t

et + 1
.

On a :
valS1 (t) = 0, valS2 (t) = 0 et valS3 (t) = 1.

Les opérateurs de composition associés respectivement à ces trois séries formelles 
B; 
E et

G On a


B = S1 (D) =
D

eD � 1 , 
E = S2 (D) =
2

eD + 1
et 
G = S3 (D) =

2D

eD + 1

Les deux séries formelles S1 (t) et S2 (t) ont pour premier terme (non nul) le nombre 1. On
peut donc dé�nir pour tout � 2 C deux opérateurs d�Appell 
�B et 
�E et un opérateur de
composition 
mG pour m 2 N :


�B =

�
t

eD � 1

��
, 
�E =

�
2

eD + 1

��
et 
mG =

�
2D

eD + 1

�m
Dé�nition 40 On appelle n-ième polynôme généralisé de Bernoulli d�ordre � le polynôme
B
(�)
n (x)dé�ni par :

B(�)n (x) = 
�B (x
n) =

�
t

eD � 1

��
(xn) :

On appelle n-ième polynôme généralisé d�Euler d�ordre � le polynôme E(�)n (x) dé�ni par :

E(�)n (x) = 
�E (x
n) =

�
2

eD + 1

��
(xn) .

On appelle n-ième polynôme généralisé de Genocchi d�ordre � le polynôme G(�)n (x)dé�ni par :

G(�)n (x) = 
�G (x
n) =

�
2t

eD + 1

��
(xn) :

On pose aussi :
B(�)n = B(�)n (0) et E(�)n = 2nE(�)n

��
2

�
Les nombres B(�)n et E(�)n sont appelés respectivement nombres généralisés de Bernoulli et
d�Euler d�ordre �. On a :
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Bn (x) = B
(1)
n (x) ;

En (x) = E
(1)
n (x) ;

Bn = B
(1)
n et En = E(1)n :

Comme 
�B et 

�
E sont des opérateurs d�Appell, les suites de polynômes

�
B
(�)
n (x)

�
n�0

et�
E
(�)
n (x)

�
n�0

sont des suites de polynômes d�Appell. Il en résulte les propriétés suivantes

([56], p. 93) :

B(�)n (0) = 1 et E(�)n (0) = 1; (1.40)
1X
n=0

B(�)n (x)
tn

n!
=

�
t

et � 1

��
etx; (1.41)

1X
n=0

E(�)n (x)
tn

n!
=

�
2

et + 1

��
etx; (1.42)

B
(�)
0 (x) = 1 et D

�
B(�)n (x)

�
= nB

(�)
n�1 (x) pour n � 1; (1.43)

E
(�)
0 (x) = 1 et D

�
E(�)n (x)

�
= nE

(�)
n�1 (x) pour n � 1;

B(�)n (x+ y) =
nX
k=0

�
n

k

�
yn�kB

(�)
k (x) ; (1.44)

E(�)n (x+ y) =
nX
k=0

�
n

k

�
yn�kE

(�)
k (x) :

Les premiers polynômes généralisés d�ordre � de Bernoulli et d�Euler sont :

B
(�)
0 (x) = 1;

B
(�)
1 (x) = x� 1

2
�;

B
(�)
2 (x) = x2 � �x+ 1

12
� (3�� 1) ;

B
(�)
3 (x) = x3 � 3

2
�x2 +

1

4
� (3�� 1)x� 1

8
�2 (�� 1) ;
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et

E
(�)
0 (x) = 1

E
(�)
1 (x) = x� 1

2
�;

E
(�)
2 (x) = x2 � �x+ 1

4
� (�� 1) ;

E
(�)
3 (x) = x3 � 3

2
�x2 +

3

4
� (�� 1)x� 1

8
�2 (�� 3) :

Théorème 41 Pour tout � 2 C et pour tout entier n 2 N, on a :

�
�
B(�)n (x)

�
= D

�
B(��1)n (x)

�
(1.45)

B(�)n (�� x) = (�1)nB(�)n (x) (1.46)

B(�)n

��
2

�
= 0 pour n impair. (1.47)

Preuve.

1. On a :
1X
n=0

�
�
B(�)n (x)

� tn
n!

=
1X
n=0

�
B(�)n (x+ 1)�B(�)n (x)

� tn
n!

=
1X
n=0

B(�)n (x+ 1)
tn

n!
�

1X
n=0

B(�)n (x)
tn

n!

=

�
t

et � 1

��
et(x+1) �

�
t

et � 1

��
etx

=

�
t

et � 1

�� �
et � 1

�
etx.

Ainsi, on a :
1X
n=0

�
�
B(�)n (x)

� tn
n!

=

�
t

et � 1

���1
tetx

=
1X
n=0

B(��1)n (x)
tn+1

n!

=

1X
n=0

D(B
(��1)
n+1 (x))

tn+1

(n+ 1)!

=

1X
n=0

D(B(��1)n (x))
tn

n!

D�ou résulte la relation (1.45).
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2. On a :

1X
n=0

B(�)n (�� x) t
n

n!
=

�
t

et � 1

��
et(��x)

=

�
t

et � 1

��
et�e�tx

=

�
tet

et � 1

��
e�tx

=

�
�t

e�t � 1

��
e�tx:

Ainsi, on a :

1X
n=0

B(�)n (�� x) t
n

n!
=

1X
n=0

B(�)n (x)
(�t)n

n!

=
1X
n=0

(�1)nB(�)n (x)
tn

n!
.

On en déduit la relation (1.46).

3. Pour x = �
2
et n impair, la relation (1.46).

B(�)n

��
2

�
= �B(�)n

��
2

�
d�où résulte la relation (1.47).

�

Théorème 42 Pour tout � 2 C, on a pour tous entiers naturels m et n � 1 :

n�1X
k=0

B(�)m (k) =
1

m+ 1

�
B
(�+1)
m+1 (n)�B

(�+1)
m+1

�
(1.48)

n�1X
k=0

km =
1

m+ 1
(Bm+1 (n)�Bm+1) (1.49)

Preuve. La relation (1.45) permet d�écrire :

�
�
B
(�+1)
m+1 (x)

�
= D

�
B
(�)
m+1 (x)

�
;

c�est à dire, en tenant compte de (1.43 :

B
(�+1)
m+1 (x+ 1)�B

(�+1)
m+1 (x) = (m+ 1)B

(�)
m (x) :
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On en déduit que :

(m+ 1)

n�1X
k=0

B(�)m (k) =

n�1X
k=0

B
(�+1)
m+1 (x+ 1)�B

(�+1)
m+1 (x)

= Bm+1 (n)�Bm+1 (0) :

D�où résulte la relation (1.48).

La relation (1.49) est le cas particulier de (1.48) où � = 0 en tenant compte du fait que

B(0)m (k) = km.

�

1.4 Formules explicites

Dans ce paragraphe, nous montrons comment l�emploi des opérateurs de composition permet
de trouver (ou de retrouver) des formules explicites pour les polynômes de Bernoulli et donc
aussi de prouver des formules explicites pour les nombres de Bernoulli.

1.4.1 Une très ancienne formule explicite

Dans son article intitulé "Explicit formulas for Bernoulli numbers" publié en 1972 dans la
revue The American Mathematical Monthly, Gould [33] cite la formule suivante :

Bn =
nX
k=0

1

k + 1

kX
j=0

(�1)j
�
k

j

�
jn; n � 0: (1.50)

Cette formule est la toute première formule qu�il énonce dans son article. Il a¢ rme que cette
formule est très ancienne et qu�il est di¢ cile de l�attribuer à un auteur plutôt qu�à un autre.

Grâce aux opérateurs de composition, il est facile de prouver la généralisation de la formule
(1.50) aux polynômes de Bernoulli donnée dans le théorème suivant :

Théorème 43 Pour tout entier naturel n, on a :

Bn (x) =
nX
k=0

1

k + 1

kX
j=0

(�1)j
�
k

j

�
(x+ j)n ; n � 0:

Preuve. On a :
Bn(x) = 
B (x

n) :
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On sait que :


B =
ln (1 + �)

�
=

1X
k=0

(�1)k �
k

k + 1
:

On sait aussi que :

�k (xn) = (� 1 � I)k (xn)

=
kX
j=0

(�1)k�j
�
k

j

�
� j (x

n)

=
kX
j=0

(�1)k�j
�
k

j

�
(x+ j)n . (1.51)

On en déduit que :

Bn(x) =
nX
k=0

(�1)k
k + 1

�k (xn)

=
nX
k=0

(�1)k
k + 1

kX
j=0

(�1)k�j
�
k

j

�
(x+ j)n

=
nX
k=0

1

k + 1

kX
j=0

(�1)j
�
k

j

�
(x+ j)n :

La preuve du théorème est complète. Pour x = 0, ce théorème permet d�obtenir la formule
(1.50) citée par Gould. �

1.4.2 Généralisation d�une formule explicite de Kronecker (1883)

Dans le même article [33], en page 46, Gould a¢ rme que Kronecker [42] a découvert une
formule intéressante pour les nombres de Bernoulli qui peut être énoncée comme suit :

B2n =

2n+1X
j=2

(�1)j�1
�
2n+ 1

j

�
1

j

j�1X
k=1

k2n: (1.52)

Gould constate qu�en 1967, Bergmann [14], a aussi découvert la formule explicite suivante :

Bn�1 = �
nX
j=1

(�1)j
�
n

j

�
1

j

j�1X
k=1

kn�1; (1.53)

mais qu�en fait, ces deux formules (1.52) et (1.53) sont similaires. Gould a¢ rme que Bergmann
n�était certainement pas au courant qu�il n�avait fait que retrouver une ancienne formule.
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Kronecker aussi bien que Bergmann ont employé la formule d�interpolation de Lagrange pour
prouver leur formules.

Grâce encore aux opérateurs de composition, il est facile de prouver la généralisation aux
polynômes de Bernoulli des formules (1.52) et (1.53) donnée dans le théorème suivant :

Théorème 44 Pour tous entiers naturels m et n, on a pour m � n

Bn(x) =
m+1X
j=1

(�1)j�1
�
m+ 1

j

�
1

j

j�1X
k=0

(x+ k)n (1.54)

Le théorème permet e¤ectivement de retrouver les formules (1.52) et (1.53). En e¤et, on
déduit de la formule (1.54) la relation suivante obtenue pour x = 0 après avoir remplacé m
et n par 2n dans (1.54)

B2n =
2n+1X
j=1

(�1)j�1
�
2n+ 1

j

�
1

j

j�1X
k=0

kn (1.55)

de laquelle résulte (1.52) car l�indice du terme correspondant à j = 1 est nul dans (1.55). En
remplaçant m et n par n� 1 dans (1.54), on obtient la formule suivante :

Bn�1(x) = �
nX
j=1

(�1)j
�
n

j

�
1

j

j�1X
k=0

(x+ k)n�1

de laquelle résulte (1.53) pour x = 0:

Pour prouver le théorème 44, le lemme suivant nous sera utile :

Lemme 45 Pour tout entier naturel m, on a :

mX
k=0

(�1)k 1

k + 1
(x� 1)k =

m+1X
j=1

(�1)j�1
�
m+ 1

j

�
1

j

j�1X
k=0

xk: (1.56)

On a :
mX
k=0

(�1)k(x� 1)k =
1

x

�
1� (1� x)m+1

�
=

m+1X
j=1

(�1)j�1
�
m+ 1

j

�
xj�1: (1.57)

Par intégration, on déduit de (1.57) la relation suivante :

mX
k=0

(�1)k
k + 1

(x� 1)k+1 =
m+1X
j=1

(�1)j�1
�
m+ 1

j

�
1

j

�
xj � 1

�
: (1.58)
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En divisant les deux membres de (1.58) par x� 1 et en remarquant que

xj � 1
x� 1 =

j�1X
k=0

xk;

on obtient la relation (1.56).

On déduit du lemme la relation suivante entre opérateurs de composition :

mX
k=0

(�1)k 1

k + 1
(� 1 � 1)k =

m+1X
j=1

(�1)j�1
�
m+ 1

j

�
1

j

j�1X
k=0

� k

qui peut encore s�écrire :

mX
k=0

(�1)k 1

k + 1
�k =

m+1X
j=1

(�1)j�1
�
m+ 1

j

�
1

j

j�1X
k=0

� k (1.59)

Prouvons maintenant le théorème 44.

Preuve. On a pour tous entiers naturels m et n tels que m � n :

Bn (x) = 
B (x
n)

=

�
ln (1 + �)

�

�
(xn)

=

 
mX
k=0

(�1)k �
k

k + 1

!
(xn) :

En exploitant la relation (1.59), on en déduit que :

Bn (x) =

m+1X
j=1

(�1)j�1
�
m+ 1

j

�
1

j

j�1X
k=0

� k (x
n)

=
m+1X
j=1

(�1)j�1
�
m+ 1

j

�
1

j

j�1X
k=0

(x+ k)n ;

ce qui est bien la relation qu�on devait prouver. Le théorème 44 est ainsi prouvé. �

1.5 Transformation binomiale

Il n�y a pas de dé�nition standard de ce que l�on appelle la transformation binomiale d�une
suite, c�est pourquoi nous commencerons par préciser la dé�nition que nous avons adopté
avant d�en étudier les propriétés et certaines applications.
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1.5.1 Dé�nition de la transformation binomiale

Soit u = (un)n2N une suite (numérique) dé�nie par sa série génératrice exponentielle Su (t) :

Su (t) =
1X
n=0

un
tn

n!
:

On convient d�associer à la suite u la suite u� = (u�n)n2N appelée suite duale de u en dé�nissant
u� par la donnée de sa série génératrice exponentielle :

Su� (t) = e
tSu (�t) : (1.60)

Autrement dit u�
1X
n=0

u�n
tn

n!
= et

1X
n=0

(�1)n un
tn

n!
:

On en déduit que u� est dé�nie par la relation :

8n 2 N, u�n =
nX
k=0

�
n

k

�
(�1)kuk.

Dé�nition 46 L�application T : CN ! CN dé�nie par :

T (u) = u�

est appelée transformation binomiale de la suite u.

1.5.2 Propriétés et exemples

L�application T est un endomorphisme du C-espace vectoriel CN. Il est facile de constater
que la relation (1.60) est équivalente à la relation :

Su (t) = e
tSu� (�t) :

Autrement dit, on a l�équivalence :

T (u) = u� () T (u�) = u:

Ce qui se traduit par la propriété suivante connue sous le nom de "formule d�inversion de
Pascal) : 

8n 2 N, u�n =
nX
k=0

�
n

k

�
(�1)kuk

!
()

 
8n 2 N, un =

nX
k=0

�
n

k

�
(�1)ku�k

!
:
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On en déduit aussi que l�endomorphisme T est involutif. On a :

8u 2 CN, T 2 (u)=u.

Les valeurs propres de T ne peuvent être que 1 et �1. En e¤et, si � est une valeur propre
de T , alors il existe une suite non nul u tel que T (u) = �u. On en déduit que T 2 (u) = �2u.
Par suite, on a �2u = u et � = �1. Nous convenons alors de noter E1 et E�1 les sous espaces
propres associés aux valeurs propres 1 et �1 respectivement :

E1 = fu 2 CN= T (u) = ug et E�1 = fu 2 CN= T (u) = �ug:

Il est facile de constater que CN est la somme directe de E1 et E�1.

CN = E1 � E�1

En e¤et, toute suite u 2 CN s�écrit de manière unique : u = v + w comme somme d�un
élément v 2 E1et w 2 E�1. On a v = 1

2
(u+ u�) et w = 1

2
(u� u�). On convient d�appeler

suite invariante par transformation binomiale ou suite de Césàro ou encore suite auto-duale
toute suite appartenant au sous-espace propre E1 et suites inversement invariantes toute suite
appartenant au sous-espace propre E�1.

Exemple 47 Les suites suivantes sont des suites invariantes par transformation binomiale :

1. la suite
�
1
2n

�
n2N ;

2. la suite des nombres de Lucas (Ln)n2N,

3. la suite ((�1)nBn)n2N :

La suite de Fibonacci (Fn)n2N est une suite inversement invariante par transformation bi-
nomiale.

En e¤et :

1.
Pn

k=0(�1)k
�
n
k

�
(1
2
)k = (1� 1

2
)n = 1

2n
. On a donc ( 1

2n
)� = 1

2n
.

2. En e¤et avec c = 1+
p
5

2
et d = 1�

p
5

2
, on a c+ d = 1. On en déduit que

nX
k=0

(�1)k
�
n

k

�
ck = (1� c)n = dn et

nX
k=0

(�1)k
�
n

k

�
dk = (1� d)n = cn:

Ainsi
nX
k=0

(�1)k
�
n

k

�
(ck + dk) = cn + dn;

autrement dit
nX
k=0

(�1)k
�
n

k

�
Lk = Ln:

Ainsi L�n = Ln et (Ln)n2N est bien une suite invariante par transformation binomiale.
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3. Dire que la suite ((�1)nBn)n2N est une suite autoduale équivaut à a¢ rmer que :

(�1)nBn =
nX
k=0

�
n

k

�
Bk (1.61)

Pour prouver (1.61), il su¢ t tout juste d�utiliser les relations (1.46) et (1.23) pour � = 1.
Pour y = 1 dans (1.46), on a alors :

Bn(x+ 1) =

nX
k=0

�
n

k

�
Bk(x): (1.62)

En remplaçant x par 0 dans (1.23) et (1.62), on obtient clairement la relation (1.61).

4. La suite (Fn)n2N est une suite inversement invariante. En e¤et :

F �n =
nX
k=0

(�1)k
�
n

k

�
ck � dk
c� d =

dn � cn
c� d = �Fn:

1.5.3 Forme linéaire associée à une suite numérique et propriétés

Lemme 48 Soient (un)n2N une suite numérique et Lu la forme linéaire dé�nie sur C [x] par :

8n 2 N, Lu (x
n) = un:

Alors on a :

1. Pour tout entier naturel n :
Lu ((1� x)n) = u�n

où (u�n)n2N est la suite duale de la suite (un)n2N.

2. Si (un)n2N est invariante par transformation binomiale, alors pour tout polynôme P (x) 2
C [x], on a :

Lu (P (x)� P (1� x)) = 0.

Preuve.

1. En e¤et, on a pour tout entier naturel n

Lu ((1� x)n) = Lu

 
nX
k=0

(�1)k
�
n

k

�
xk

!

=

nX
k=0

(�1)k
�
n

k

�
uk = u

�
n:
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2. Dans le cas où (un)n2N est invariante par transformation binomiale, on obtient :

Lu ((1� x)n) = un = Lu (x
n) :

On en déduit que :
Lu (x

n � (1� x)n) = 0.
Par combinaisons linéaires on en déduit alors que pour tout polynôme P (x) 2 C [x], on
a :

Lu (P (x)� P (1� x)) = 0.
�

Lemme 49 Pour tous entiers naturels n et `, on a l�identité :

nX
k=0

(�1)k
�
n

k

�
x`+k �

X̀
k=0

(�1)k
�
`

k

�
(1� x)n+k = 0

Preuve. En e¤et, on a trivialement :
nX
k=0

(�1)k
�
n

k

�
x`+k = x` (1� x)n

= (1� (1� x))` (1� x)n

=
X̀
k=0

(�1)k
�
`

k

�
(1� x)n+k :

�
En appliquant les lemmes précédents, on a le théorème suivant :

Théorème 50 Soit (un)n2N une suite numérique, on a alors pour tous entiers naturels n et
` l�identité :

nX
k=0

(�1)k
�
n

k

�
u`+k �

X̀
k=0

(�1)k
�
`

k

�
u�n+k = 0;

où (u�n)n2N est la suite duale de la suite (un)n2N.

Le corollaire suivant est immédiat :

Corollaire 51 Soit (un)n2N une suite numérique et n et ` des entiers naturels.

1. Si (un)n2N est une suite invariante par transformation binomiale, on a :

nX
k=0

(�1)k
�
n

k

�
u`+k �

X̀
k=0

(�1)k
�
`

k

�
un+k = 0:
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2. Si (un)n2N est une suite inversement invariante par transformation binomiale, on a :

nX
k=0

(�1)k
�
n

k

�
u`+k +

X̀
k=0

(�1)k
�
`

k

�
un+k = 0:

Le résultat suivant facile à établir d�intéressantes applications.

Corollaire 52 Pour tout entier naturel n, on a :

nX
k=0

(�1)k
�
n

k

�
F`+k �

X̀
k=0

(�1)k
�
`

k

�
Fn+k = 0;

nX
k=0

�
n

k

�
B`+k � (�1)`+n

X̀
k=0

�
`

k

�
Bn+k = 0;

mX
k=0

�
m

k

�
Bn+k � (�1)m+n

nX
k=0

�
n

k

�
Bm+k:

nX
k=0

(�1)k
�
n

k

�
L`+k +

X̀
k=0

(�1)k
�
`

k

�
Ln+k = 0:

Théorème 53 Pour toute suite (un)n2N , suite invariante par transformation binomiale, on
a :

n+1X
k=0

(�1)k
�
n+ 1

k

�
(n+ 1 + k)un+k = 0

Preuve. En e¤et, on constate que l�on a :

n+1X
k=0

(�1)k
�
n+ 1

k

�
xn+1+k = xn+1 (1� x)n+1

En dérivant par rapport à x, on en déduit l�identité suivante :

n+1X
k=0

(�1)k
�
n+ 1

k

�
(n+ 1 + k)xn+k = (n+ 1) xn (1� x)n+1 � (n+ 1) xn+1 (1� x)n

= P (x)� P (1� x) ; (1.63)

où
P (x) = (n+ 1) xn (1� x)n+1 .

Si u = (un)n2N est une suite invariante par transformation binomiale, on a d�après le lemme
48;

Lu (P (x)� P (1� x)) = 0:
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Avec (1.63), on en déduit que :

Lu

 
n+1X
k=0

(�1)k
�
n+ 1

k

�
(n+ 1 + k)xn+k

!
= 0;

c�est-à-dire
n+1X
k=0

(�1)k
�
n+ 1

k

�
(n+ 1 + k)un+k = 0.

�

Corollaire 54 Pour tout entier n � 1, on a :
nX
k=0

�
n+ 1

k

�
(n+ 1 + k)Bn+k = 0. (1.64)

Preuve. En e¤et, on sait que la suite ((�1)nBn)n2N est une suite autoduale. En appliquant
le théorème 53, on obtient la relation suivante :

n+1X
k=0

�
n+ 1

k

�
(n+ 1 + k)Bn+k = 0.

qui peut s�écrire

nX
k=0

�
n+ 1

k

�
(n+ 1 + k)Bn+k + 2 (n+ 1)B2n+1 = 0.

Pour n � 1, on sait que B2n+1 = 0, la relation (1.64) en résulte. �

1.5.4 Identités pour des suites de polynômes véri�ant les relations
d�Appell

Le théorème qui suit facile à prouver nous fournira aussi d�intéressantes identités pour des
suites de nombres et de polynômes remarquables.

Théorème 55 Pour toute suite de polynômes (An (x))n2N véri�ant les relations d�Appell :
A00 (x) = 0 et A

0
n (x) = nAn�1 (x) pour n � 1. Alors on a :

1. L�identité suivante véri�ée pour tous entiers naturels n et ` :

nX
k=0

(�1)k
�
n

k

�
A`+k (x)� (�1)n

X̀
k=0

�
`

k

�
An+k (x� 1) = 0: (1.65)
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2. Si de plus la suite de polynômes (An (x))n2N véri�e la condition suivante :

An (x) = (�1)nAn (1� x) ; (1.66)

alors on a l�identité suivante véri�ée pour tous entiers naturels n et ` :

nX
k=0

�
n

k

�
A`+k (x) + (�1)n+`+1

X̀
k=0

�
`

k

�
An+k (�x) = 0: (1.67)

et plus généralement pour tous entiers naturels n , ` et r, on a :

n+rX
k=0

�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
A`+k (x)+(�1)n+`+r+1

`+rX
k=0

�
`+ r

k

��
`+ k + r

r

�
An+k (�x) = 0:

(1.68)

Preuve. Soit A = (An (x))n2N une suite de polynômes véri�ant les relations d�Appell.

1. Soit 
A l�opérateur de composition associé à A et dé�ni par

8n 2 N, 
A (x
n) = An (x) ;

On a alors (1.65)
8n 2 N, 
A ((x� 1)n) = An (x� 1) ;

en e¤et :


A ((x� 1)n) = (
A � ��1) (xn) = (��1 � 
A) (xn) = An (x� 1) .

Par suite , en appliquant 
 aux deux membres de l�identité suivante obtenue au lemme
(49)

nX
k=0

(�1)k
�
n

k

�
x`+k � (�1)n

X̀
k=0

�
`

k

�
(x� 1)n+k = 0;

on obtient (1.65).

2. La relation (1.67) s�obtient à partir de (1.65) en y remplançant x par x� 1 et en tenant
compte de (1.66).

3. En remplaçant n par n+ r et ` par `+ 1, on déduit de (1.67) que l�on a :

n+rX
k=0

�
n+ r

k

�
A`+k (x) + (�1)n+`+1

X̀
k=0

�
`+ r

k

�
An+k (�x) = 0: (1.69)

En appliquant l�opérateur Dr

r!
aux deux membres de la relation (1.69), on obtient la

relation (1.68) en tenant compte que du fait que (An (x))n2N une suite de polynômes
véri�ant les relations d�Appell, on a :

Dr

r!
A`+k+r (x) =

�
`+ k + r

r

�
A`+k (x) et

Dr

r!
An+k+r (x) =

�
n+ k + r

r

�
An+k (x) :
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�

Corollaire 56

nX
k=0

�
n

k

�
B`+k (x) + (�1)n+`+1

X̀
k=0

�
`

k

�
Bn+k (�x) = 0: (1.70)

et plus généralement pour tous entiers naturels n , ` et r, on a :

n+rX
k=0

�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
B`+k (x) + (�1)n+`+r+1

`+rX
k=0

�
`+ r

k

��
`+ k + r

r

�
Bn+k (�x) = 0:

nX
k=0

�
n

k

�
E`+k (x) + (�1)n+`+1

X̀
k=0

�
`

k

�
En+k (�x) = 0: (1.71)

et plus généralement, pour tous entiers naturels n , ` et r, on a :

n+rX
k=0

�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
E`+k (x) + (�1)n+`+r+1

`+rX
k=0

�
`+ r

k

��
`+ k + r

r

�
En+k (�x) = 0:

Signalons que les relations (1.70) et (1.71) ont été obtenues par Wu, Sun et Pan [67, Thm.
2, Eq. (6), Eq. (7), p. 297 ] en 2004 à l�aide des propriétés de séries formelles. Au chapitre
suivant, nous nous intéresserons à des extensions et généralisations importantes de l�identité
(1.64) du corollaire 54 dues à Gessel.
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Chapitre 2

Identités de Gessel

2.1 Introduction

Au premier chapitre, nous avons vu que la suite des nombres de Bernoulli (Bn)n2N pouvait
être dé�nie par les relations suivantes :

B0 = 1 et Bn = �
1

n+ 1

n�1X
k=0

�
n+ 1

k

�
Bk, n � 1. (2.1)

On a vu aussi qu�on avait :
B2n+1 = 0, n � 1. (2.2)

De préférence à une formule explicite du n-ième nombre de Bernoulli telle que l�une des
anciennes formules explicites que nous avons prouvées au premier chapitre, ces relations per-
mettent de calculer aisément les nombres de Bernoulli. On déduit aisément de (2.1) et (2.2)
que l�on a :

B2n =
1

2
� 1

2n+ 1

n�1X
k=0

�
2n+ 1

2k

�
B2k, n � 1. (2.3)

Cette dernière expression de B2n nécessite la connaissance de n nombres de Bernoulli, à savoir
les nombres de Bernoulli B2k pour 0 � k � n� 1. Dès leur mise en évidence par J. Bernoulli
dans son ouvrage "Ars Conjectandi" [15], la recherche d�autres formules de recurrences pour
les nombres de Bernoulli a fait l�objet d�une intense exploration. En 1827, Von Ettingshausen
[29] découvre la relation suivante :

nX
k=0

�
n+ 1

k

�
(n+ k + 1)Bn+k = 0, n � 1: (2.4)

Cette même relation (2.4) est redécouverte en 1877 par Seidel [59]. En 1880, Lucas [43]
prouve cette relation en la déduisant de la formule symétrique suivante qu�il démontre en
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utilisant le calcul symbolique :

nX
k=0

�
n

k

�
B`+k + (�1)`+n+1

X̀
k=0

�
`

k

�
Bn+k = 0: (2.5)

Il signale alors le grand intérêt de la relation (2.4) pour le calcul des nombres de Bernoulli
en mettant en évidence le fait que la relation (2.4) exige la connaissance de moins de nombres
de Bernoulli d�indices stricitement inférieurs à 2n que la formule (2.3) pour le calcul de B2n.
En e¤et, la relation (2.4) permet d�exprimer B2n de la manière suivante :

B2n = �
1

(2n+ 1) (n+ 1)

n�2
2X
k=0

�
n+ 1

2k

�
(n+ 2k + 1)Bn+2k, pour n � 2 et n pair, (2.6)

B2n = �
1

(2n+ 1) (n+ 1)

n�3
2X
k=0

�
n+ 1

2k + 1

�
(n+ 2k + 2)Bn+2k+1, pour n � 1 et n impair. (2.7)

Dans chacun des cas, le calcul de B2n à l�aide (2.6) ou (2.7) ne nécessite, au plus, que la
connaissance de

�
n
2

�
nombres de Bernoulli. L�emploi d�une telle formule réalise donc une

economie de pratiquement la moitié des termes à connaître par rapport à la formule (2.3).

Signalons que la relation symétrique (2.5) prouvée par Lucas en 1880 [43] à l�aide du calcul
ombral classique (appelé alors calcul symbolique) a été proposée comme problème à résoudre
par Carlitz [18] en 1971 et qu�en 1972, Shannon [60] on a donné une solution. De nos jours,
la relation (2.5) est connue sous le nom d�identité de Carlitz et elle continue de faire l�objet
de di¤érentes recherches. Ainsi, de nouvelles preuves de (2.5) ont été données par Vassilev et
Missana [66] en 2005, par Chu et Magli [26] en 2007, par Prodinger [54] en 2014, par Neto
[49] en 2015, par Gould et Quaintance en 2014 [32] et par Pita [53] en 2016.

Revenons à la relation (2.4). En 1995, Kaneko [38] redécouvre la relation (2.4) en donnant
deux preuves di¤érentes, une preuve sophistiquée basée sur la théorie des fractions continues
appliquée aux séries formelles et une seconde preuve beaucoup plus simple due à D. Zagier,
basée sur une transformation binomiale de suites. Kaneko introduit la notation suivante :

eBn = (n+ 1)Bn:
Il énonce son résultat sous la forme suivante :

eB2n = � 1

n+ 1

n�1X
k=0

�
n+ 1

k

� eBn+k, n � 1
en notant que eB1 = �1 et eBn = 0 pour tous les entiers impairs � 3. Il note alors la forte
ressemblance de cette dernière formule avec la formule classique (2.1) et signale comme l�avait
fait Lucas plus d�un siècle avant lui, l�économie du nombre de termes à connaître pour calculer
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B2n. Comme l�a signalé Cigler [27] en 2010, l�identité (2.4) appelée aujourd�hui identité de
Kaneko devrait s�appeler identité d�Ettingshausen-Seidel-Kaneko. Nous avons déjà prouvé la
relation (2.4) au premier chapitre de cette thèse de manière très simple. L�emploi du calcul
ombral classique permet de prouver cette relation de manière triviale comme l�a signalé Gessel
en 2003 dans un important article [30, p.17] intitulé "Applications of the classical umbral
calculus" et dédié à la mémoire de Gian-Carlo Rota. Signalons que les fondements du Calcul
ombral moderne ont été principalement développés par Steven Roman [56] et Gian-Carlo Rota
(1932-1999) [57]. Dans cet article Gessel développe ce qu�il convient d�appeler le Calcul ombral
classique pour prouver des propriétés intéressantes qui ne sont pas aussi facilement prouvées
par d�autres méthodes. Au paragraphe 7 de cet article, Gessel introduit un paramètre m 2 N
et s�intéresse aux sommes :

E (m;n; r) =
n+rX
k=0

mn+r�k
�
n+ r

k

��
n+ k + r

r

�
Bn+k

Il prouve la généralisation suivante de la relation de Kaneko qu�il énonce de la manière sui-
vante :

Théorème 57 [30, Theorem 7.3]

1

n+ 1

n+1X
k=0

2n+1�k
�
n+ 1

k

� eBn+k = (�1)n;

1

n+ 1

n+1X
k=0

3n+1�k
�
n+ 1

k

� eBn+k = (�2)n�1 (n� 4) ;

1

n+ 1

n+1X
k=0

4n+1�k
�
n+ 1

k

� eBn+k = (�1)n
�
4n +

�
2� 4

3
n

�
3n
�
;

et en général,

1

n+ 1

n+1X
k=0

mn+1�k
�
n+ 1

k

� eBn+k = m�1X
k=1

((2n+ 1) k � (n+ 1)m) kn (k �m)n�1 : (2.8)

Remarquons que la relation (2.8) peut se reformuler comme suit :

n+1X
k=0

mn+1�k
�
n+ 1

k

��
n+ k + 1

1

�
Bn+k =

m�1X
k=1

(n+ 1)2 kn+1 (k �m)n+1+(n+ 1)nkn+1 (k �m)n�1 :

Autrement dit, le théorème 57 de Gessel s�énonce comme suit :

E (m;n; 1) =

m�1X
k=1

(n+ 1)2 kn+1 (k �m)n+1 + (n+ 1)nkn+1 (k �m)n�1 :
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En 2009, Chen et Sun donnent une expression simpli�ée pour E (m;n; 3) en prouvant, à
l�aide de l�analyse complexe, le résultat suivant :

Théorème 58 [25, Theorem 7.2]

1

n+ 3

n+3X
k=0

mn+3�k
�
n+ 3

k

�
(n+ k + 3) (n+ k + 2) eBn+k = m�1X

k=1

h (m;n; k) kn (k �m)n�1 ;

(2.9)
où

h (m;n; k) = 2 (n+ 2) (2n+ 3) (2n+ 5) k3 � 2m (n+ 2) (2n+ 5) (3n+ 5) k2

+3m2 (n+ 2)
�
2n2 + 7n+ 7

�
k �m3 (n+ 1)2 (n+ 2) .

Remarquons de nouveau que la relation (2.9) peut se reformuler comme suit :

E (m;n; 3) :=
n+3X
k=0

mn+3�k
�
n+ 3

k

��
n+ k + 3

3

�
Bn+k =

m�1X
k=1

q (m;n; k)

avec

q (m;n; k) = 2

�
n+ 3

2

�2
kn+1 (k �m)n+1 + 4

�
n+ 3

4

�
kn+3 (k �m)n�1

+(3n+ 11)

�
n+ 3

3

�
kn+2 (k �m)n +

�
n+ 3

3

�
(n+ 1) kn (k �m)n+2 :

Ainsi Gessel a trouvé en 2003 une expression simpli�ée pour E (m;n; 1) (cas où r = 1)
[30, Theorem 7.3] (qui est le Théorème 57) dans cette thèse) alors que Chen et Sun ont
trouvé en 2009 une expression simpli�ée de E (m;n; 3) (cas où r = 3) [25, Theorem 7.2] (qui
est le Théorème 58 dans cette thèse). L�étude du cas général devenait à ce moment là un
problème intéressant à résoudre : peut-on trouver plus généralement une expression simpli�ée
pour E (m;n; r) pour r impair ? La réponse positive à cette question fut donnée par Aïder et
Bencherif en 2012, lors du Congrès des Mathématiciens Algériens qui s�est tenu à Annaba les 7
et 8 mars. En e¤et, A. Aïder a répondu positivement à cette question dans une communication
(avec F. Bencherif comme co-auteur) intitulée "On a generalization of the analog of a theorem
of Chen and Sun" en présentant un résultat pouvant se formuler comme suit :

Théorème 59 [4]

Pour tout entier naturel impair r et pour tous entiers naturels m et n, on a :

E (m;n; r) :=

n+rX
k=0

mn+r�k
�
n+ r

k

��
n+ k + r

r

�
Bn+k =

m�1X
k=1

pr(m;n; k) (2.10)
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avec

pr(m;n; k) =
r + 1

2

�
n+ r
r+1
2

�2
kn+

r�1
2 (k �m)n+

r�1
2

+(r + 1)

r�1
2X
i=0

�
n+ r

i

��
n+ r

r + 1� i

�
kn+r�i (k �m)n�1+i :

Le cas général était donc résolu. La formule générale donnée par Aïder et Bencherif permet
de retrouver la formule la formule de Gessel pour r = 1. Cependant pour r = 3, elle fournit
au second membre l�expression suivante pour E (m;n; 3) :

E (m;n; 3) =
m�1X
k=1

p3(m;n; k)

avec :

q3(m;n; k) = 2

�
n+ 3

2

�2
kn+1(k�m)n+1+4

�
n+ 3

3

��
n+ 3

1

�
kn+2(k�m)n+4

�
n+ 3

4

�
kn+3(k�m)n�1

p3(m;n; k) = 2

�
n+ 3

2

�2
kn+1 (k �m)n+1 + 2

�
n+ 3

4

�
kn+3 (k �m)n�1

+2

�
n+ 3

1

��
n+ 3

3

�
kn+2 (k �m)n

alors que l�identité donnée par Chen et Sun s�écrit

E (m;n; 3) =

m�1X
k=1

q(m;n; k)

avec

q (m;n; k) = 2

�
n+ 3

2

�2
kn+1 (k �m)n+1 + 4

�
n+ 3

4

�
kn+3 (k �m)n�1

+(3n+ 11)

�
n+ 3

3

�
kn+2 (k �m)n +

�
n+ 3

3

�
(n+ 1) kn (k �m)n+2 :

Les expressions de p3(m;n; k) et q (m;n; k) sont di¤érentes, c�est ce qui explique le titre de la
communication "On a generalization of the analog of a theorem of Chen and Sun". En fait,
on peut observer que la di¤érence entre q(m;n; k) et p3(m;n; k) peut s�écrire :

q(m;n; k)� p3(m;n; k) =
�
n+ 3

3

�
(n+ 1)

�
kn (k �m)n+2 � kn+2 (k �m)n

�
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et que par conséquent :
m�1X
k=1

(q(m;n; k)� p3(m;n; k)) =
�
n+ 3

3

�
(n+ 1)

m�1X
k=1

�
kn (k �m)n+2 � kn+2 (k �m)n

�
:

Il est alors facile de prouver que :
m�1X
k=1

�
kn (k �m)n+2 � kn+2 (k �m)n

�
| {z }

W

= 0 (2.11)

(il su¢ t de faire le changement de k en m � k dans le membre de droite de (2.11) pour
constater que la somme W est égale à �W et que par conséquent W = 0. Ainsi, l�identité
d�Aïder-Bencherif est bien aussi une généralisation de l�identité de Chen et Sun.

En 2013, Gessel prouve à l�aide du calcul ombral classique, dans une annexe à l�article [9,
Theorem 2, p. 6], la généralisation suivante de la relation de Carlitz permettant d�obtenir une
expression simpli�ée de E (m;n; r).

Théorème 60 [9]

Soient `; n;m et r des entiers naturels. Alors, on a :
n+rX
k=0

mn+r�k
�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
B`+k (2.12)

+(�1)`+n+r+1
`+rX
k=0

m`+r�k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
Bn+k

= (r + 1)
m�1X
k=1

r+1X
j=0

(�1)`+j�1
�
n+ r

j

��
`+ r

r + 1� j

�
k`+j�1(m� k)n+r�j:

Si r est impair, alors on a :

E (m;n; r) :=

n+rX
k=0

mn+r�k
�
n+ r

k

��
n+ k + r

r

�
Bn+k =

m�1X
k=1

gr(m;n; k) (2.13)

avec

gr(m;n; k) =
1

2
(r + 1)

r+1X
j=0

�
n+ r

j

��
n+ r

r + 1� j

�
kj+n�1(k �m)n+r�j:

Dans ce chapitre, nous examinerons au paragraphe suivant certaines preuves de la relation
(2.5). Nous prouverons ensuite au troisième paragraphe le théorème d�Aïder et Bencherif.
Au quatrième paragraphe, nous présentons une nouvelle preuve du théorème de Gessel beau-
coup plus courte que celle de Gessel. Nous terminerons ce chapitre en montrant comment
le théorème de Gessel généralise de nombreuses identités obtenues pour les nombres de Ber-
noulli par di¤érents auteurs. La généralisation du théorème de Gessel aux polynômes et à ses
applications fera l�objet du troisième chapitre de cette thèse.
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2.2 Preuve du théorème d�Aïder-Bencherif

Dans [4], on trouve l�énoncé du théorème 59 mais on ne trouve pas la preuve de ce thèorème.
En exploitant des écrits laissés par feu Abdelkader Aïder et avec l�aide de mon promoteur qui
est aussi auteur de théorème [4], nous avons pu mettre au point la preuve simple, relativement
courte et originale qui suit.

Tout d�abord, nous pouvons remarquer que le résultat du théorème 59 peut s�énoncer comme
suit :

n+rX
k=0

mn+r�k
�
n+ r

k

��
n+ k + r

r

�
Bn+k =

m�1X
k=1

qr(m;n; k); (2.14)

où

qr(m;n; k) =
r + 1

2

�
n+ r
r+1
2

�2
kn+

r�1
2 (k �m)n+ r�1

2

+ (r + 1)

r�1
2X
j=0

�
n+ r

j

��
n+ r

r + 1� j

�
kn+r�j(k �m)n+j�1: (2.15)

q3(n;m; k) = 2

�
n+ 3

2

�2
kn+1(k�m)n+1+4

�
n+ 3

3

��
n+ 3

1

�
kn+2(k�m)n+4

�
n+ 3

4

�
kn+3(k�m)n�1

Le lemme suivant nous sera d�une grande utilité dans cette preuve :

Lemme 61 Pour tous entiers naturels r et s, on a la propriété suivante :

m�1X
k=1

�
kr(k �m)s � (�1)r+s ks(k �m)r

�
= 0; (2.16)

En e¤et, en changeant k en m� k , on a :

S =

m�1X
k=1

�
(m� k)r (�k)s � (�1)r+s (m� k)s (�k)r

�
= �S:

Ainsi S = �S et par conséquent S = 0:

Pour prouver ce résultat, commençons par rappeler que d�après le théorème 39 du premier
chapitre, on a pour tout polynôme f(x) de C [x] et pour tout entier naturel m la relation
suivante :

f (B +m)� f (�B) =
m�1X
k=1

f 0 (k) ; (2.17)
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cette dernière relation étant simplement une écriture symbolique et pratique de l�égalité

L1 (f (x+m)� f (�x)) =
m�1X
k=1

f 0 (k) .

où L1 est la forme linéaire dé�nie sur le C-espace vectoriel C [x] par :

L1 (x
n) = Bn, n 2 N:

Autrement dit, après avoir développé le membre de gauche de (2.21) en puissances de B,
chaque Bj est remplacé par le nombre de Bernoulli Bj. La relation (2.15) s�obtient comme
une application directe de la formule (2.17) en choisissant pour f (x) le polynôme f1 (x)
suivant :

f1 (x) =
Dr

2 (r + 1)!

�
(x�m)n+r xn+r

�
:

2.2.1 Calcul de f1 (x+m)� f1 (�x)

Remarquons que
�f1 (�x) = f1 (x+m) .

En e¤et, en posant
g (x) = (x�m)n+r xn+r;

on a :
g (�x) = (x+m)n+r xn+r = g (x+m)

�f1 (�x) = � Drg

2 (r + 1)!
(�x)

= (�1)r+1 Dr

2 (r + 1)!
g(�x)

=
Dr

2 (r + 1)!
g (x+m) = f1 (x+m) .

Il en résulte que l�on a .Ainsi,

f1 (x+m)� f1 (�x) =
1

r + 1

Dr

r!

�
xn+r (x+m)n+r

�
=

1

r + 1

Dr

r!

 
n+rX
k=0

�
n+ r

k

�
xn+k+r

!
:

Ainsi,

f1 (x+m)� f1 (�x) =
1

r + 1

n+rX
k=0

�
n+ r

k

��
n+ k + r

r

�
xn+k. (2.18)
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2.2.2 Calcul de f 01 (x)

On a :

f 01 (x) =
Dr+1

2 (r + 1)!

�
(x�m)n+r xn+r

�
:

En appliquant la formule de Leibniz pour calculer la dérivée (r + 1)-ième du produit des deux
polynômes (x�m)n+r et xn+r, on obtient à partir de l�expression (2.25) de f 01(x) :

f 01 (x) =
1

2

r+1X
i=0

Di

i!

�
xn+r

� Dr+1�i

(r + 1� i)! (x�m)
n+r

=
1

2

r+1X
i=0

�
n+ r

i

��
n+ r

r + 1� i

�
xn+r�i (x�m)n�1+i

=
1

2

r+1
2
�1X

i=0

�
n+ r

i

��
n+ r

r + 1� i

�
xn+r�i (x�m)n�1+i

+

�
n+ r
r+1
2

�2
xn+r�

r+1
2 (x�m)n�1+

r+1
2 +

1

2

r+1X
i= r+1

2
+1

�
n+ r

i

��
n+ r

r + 1� i

�
xn+r�i (x�m)n�1+i

| {z }
(E)

:

L�expression (E) peut s�écrire en changeant i en r + 1� i

E =
1

2

r+1
2
�1X

i=0

�
n+ r

r + 1� i

��
n+ r

i

�
xn�1+i (x�m)n+r�i

=
1

2

r+1
2
�1X

i=0

�
n+ r

i

��
n+ r

r + 1� i

�
xn+r�i (x�m)n�1+i

+
1

2

r+1
2
�1X

i=0

�
n+ r

r + 1� i

��
n+ r

i

��
(xn�1+i (x�m)n+r�i � xn+r�i (x�m)n�1+i

�
Ainsi, on obtient :

f 01 (x) =

r+1
2
�1X

i=0

�
1� 1

2
�i; r+1

2

��
n+ r

i

��
n+ r

r + 1� i

�
xn+r�i (x�m)n�1+i

+
1

2

r+1
2
�1X

i=0

�
n+ r

r + 1� i

��
n+ r

i

��
(xn�1+i (x�m)n+r�i � xn+r�i (x�m)n�1+i

�
.
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On en déduit que :

m�1X
k=1

f 01 (k) =
m�1X
k=1

r+1
2X
i=0

�
1� 1

2
�i; r+1

2

��
n+ r

i

��
n+ r

r + 1� i

�
kn+r�i (k �m)n�1+i

+

r+1
2
�1X

i=0

1

2

�
n+ r

r + 1� i

��
n+ r

i

�m�1X
k=1

�
(kn�1+i (k �m)n+r�i � kn+r�i (k �m)n�1+i

�
| {z }

(F )

:

Comme (n� 1 + i) + (n+ r � i) = 2n + r � 1 est un entier pair, on a d�après le lemme 61
F = 0, c�est-à-dire

m�1X
k=1

�
(kn�1+i (k �m)n+r�i � kn+r�i (k �m)n�1+i

�
= 0.

Par suite, on a :

m�1X
k=1

f 01 (k) =
m�1X
k=1

r+1
2X
i=0

�
1� 1

2
�i; r+1

2

��
n+ r

i

��
n+ r

n+ i� 1

�
kn+r�i (k �m)n�1+i : (2.19)

En exploitant les relations (2.18) et (2.19) et la propriété suivante :

f1 (B +m)� f1 (�B) =
m�1X
k=1

f 0 (k) ,

c�est-à-dire :

L1 (f1 (x+m)� f1 (�x)) =
m�1X
k=1

f 0 (k) ;

on obtient la relation suivante :

1

r + 1

n+rX
k=0

mn+r�k
�
n+ r

k

��
n+ k + r

r

�
Bn+k

=
m�1X
k=1

r+1
2X
i=0

�
1� 1

2
�i; r+1

2

��
n+ r

i

��
n+ r

n+ i� 1

�
kn+r�i (k �m)n�1+i ;

ce qui est bien la relation qu�on voulait démontrer.

2.3 Nouvelle preuve du théorème de Gessel

Nous allons prouver la relation suivante donnée par Gessel en 2013 [9, Theorem 2, p. 6] et
qui a été rappelée dans l�introduction de ce chapitre (théorème 60).
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Pour tous entiers naturels `; n;m et r, on a :

n+rX
k=0

mn+r�k
�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
B`+k

+(�1)`+n+r+1
`+rX
k=0

m`+r�k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
Bn+k

= (r + 1)
m�1X
k=1

r+1X
j=0

(�1)`+j�1
�
n+ r

j

��
`+ r

r + 1� j

�
k`+j�1(m� k)n+r�j: (2.20)

La preuve donnée par Gessel [9, Theorem 2, p. 6] de ce théorème est relativement laborieuse.
Dans ce qui suit, nous prouvons de manière plus courte et sans doute plus simple ce résultat de
Gessel. Pour cela, commençons par rappeler que d�après le théorème 39 du premier chapitre,
on a pour tout polynôme f(x) de C [x] et pour tout entier naturel m la relation suivante :

f1 (B +m)� f1 (�B) =
m�1X
k=1

f 0 (k) ; (2.21)

La formule (2.21) est la formule (7:8) donnée dans l�article de Gessel [30, p.17] intitulé "Appli-
cations of the classical umbral calculus". Gessel exploite cette formule pour prouver la relation
(2.20) mais la preuve que donne Gessel dans [9] est longue (de la page 7 à la page 9 et fait
appel à de nombreux résultats intermédiaires (identité combinatoire, identité polynomiale non
évidente et nombreux calculs). La preuve que nous donnons de ce résultat est extrêmement
courte et simple. La relation (2.20) s�obtient comme une application directe de la formule
(2.21) en choisissant pour f (x) le polynôme f2 (x) suivant :

f2 (x) = (�1)`+n+r+1
Dr

r!

�
(x�m)n+r x`+r

�
: (2.22)

2.3.1 Calcul de f2 (�x)

On a :

f2 (x) = (�1)`+n+r+1 D
r

r!

n+rX
k=0

�
n+ r

k

�
(�m)n+r�k x`+r+k

= �
n+rX
k=0

mn+r�k
�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
(�x)`+k

On en déduit que :

�f2 (x) =
n+rX
k=0

mn+r�k
�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
x`+k (2.23)
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2.3.2 Calcul de f2 (x+m)

On a :

f2 (x+m) = �m (f (x))

= �m

�
(�1)`+n+r+1 D

r

r!

�
(x�m)n+r x`+r

��
= (�1)`+n+r+1

�
�m �

Dr

r!

��
(x�m)n+r x`+r

�
Comme les opérateurs �m et D

r

r!
sont des opérateurs de composition, ils commutent. On a :

�m �
Dr

r!
=
Dr

r!
� �m:

Ainsi,

f2 (x+m) = (�1)`+n+r+1
�
Dr

r!
� �m

��
(x�m)n+r x`+r

�
= (�1)`+n+r+1 D

r

r!

�
�m
�
(x�m)n+r x`+r

��
= (�1)`+n+r+1 D

r

r!

�
xn+r (x+m)`+r

�
= (�1)`+n+r+1 D

r

r!

 
`+rX
k=0

m`+r�k
�
`+ r

k

�
xn+r+k

!
Ainsi,

f2 (x+m) = (�1)`+n+r+1
`+rX
k=0

m`+r�k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
xn+k (2.24)

2.3.3 Calcul de f 02 (x)

On a :

f 02 (x) = (r + 1) (�1)
`+n+r+1 Dr+1

(r + 1)!

�
(x�m)n+r x`+r

�
: (2.25)

En appliquant la formule de Leibniz pour calculer la dérivée (r + 1)-ième du produit des deux
polynômes (x�m)n+r et x`+r, on obtient à partir de l�expression (2.25) de f 02(x) :

f 02 (x) = (r + 1) (�1)`+n+r+1
r+1X
j=0

�
Dj

j!
(x�m)n+r

��
Dr+1�j

(r + 1� j)!x
`+r

�

= (r + 1) (�1)`+n+r+1
r+1X
j=0

�
n+ r

j

�
(x�m)n+r�j

�
`+ r

r + 1� j

�
x`+j�1

= (r + 1)
r+1X
j=0

(�1)`+n+r+1
�
n+ r

j

��
`+ r

r + 1� j

�
x`+j�1 (x�m)n+r�j
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Ainsi, on a :

f 02 (x) = (r + 1)

r+1X
j=0

(�1)`+j�1
�
n+ r

j

��
`+ r

r + 1� j

�
x`+j�1 (m� x)n+r�j . (2.26)

Des relations (2.23), (2.24), (2.26), on déduit que l�on a :

f2 (x+m)� f2(�x) =
n+rX
k=0

mn+r�k
�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
x`+k

+(�1)`+n+r+1
`+rX
k=0

m`+r�k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
xn+k

et
m�1X
k=1

f 02 (k) = (r + 1)
m�1X
k=1

r+1X
j=0

(�1)`+j�1
�
n+ r

j

��
`+ r

r + 1� j

�
k`+j�1 (m� k)n+r�j :

L�application de la relation de Gessel

f2 (B +m)� f2 (�B) =
m�1X
k=1

f 02 (k)

donne alors immédiatement la relation (2.20).

2.4 Equivalence des identités d�Aïder-Bencherif et de
Gessel

Dans ce paragraphe, nous allons prouver l�équivalence des identités (2.10) et (2.13).Nous
allons montrer que l�expression simpli�ée de E (m;n; r) donnée en 2013 par Gessel [9] est
équivalente à l�expression simpli�ée donnée en 2012 par Aïder et Bencherif [4]. Rappelons
qu�avec E (m;n; r) :=

Pn+r
k=0m

n+r�k�n+r
k

��
n+k+r
r

�
Bn+k, Aïder et Bencherif ont énoncé le ré-

sultat suivant :

E (m;n; r) =

m�1X
k=1

pr(m;n; k)

avec

pr(m;n; k) =
r + 1

2

�
n+ r
r+1
2

�2
kn+

r�1
2 (k �m)n+

r�1
2

+(r + 1)

r�1
2X
i=0

�
n+ r

i

��
n+ r

r + 1� i

�
kn+r�i (k �m)n�1+i :
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que Gessel a annoncé le résultat suivant :

E (m;n; r) =
m�1X
k=1

gr(m;n; k)

avec

gr(m;n; k) =
1

2
(r + 1)

r+1X
j=0

�
n+ r

j

��
n+ r

r + 1� j

�
kj+n�1(k �m)n+r�j: (2.27)

Observons que r étant impair, la somme (2.27) comporte un nombre impair de termes égél à
r + 2. En mettant en évidence le terme central correspondant à j = r+1

2
, on a :

gr(m;n; k) =
r + 1

2

�
n+ r
r+1
2

�2
kn+

r�1
2 (k �m)n+ r�1

2

+
r + 1

2

r�1
2X
j=0

�
n+ r

j

��
n+ r

r + 1� j

�
kj+n�1(k �m)n+r�j| {z }

R1

+
r + 1

2

r+1X
j= r+1

2
+1

�
n+ r

j

��
n+ r

r + 1� j

�
kj+n�1(k �m)n+r�j

| {z }
R2

:

En changeant j en r + 1� j, le terme R1 peut s�écrire :

R2 =
r + 1

2

r�1
2X
j=0

�
n+ r

r + 1� j

��
n+ r

j

�
kn+r�j(k �m)j+n�1

= R1 +
r + 1

2

r�1
2X
j=0

�
n+ r

r + 1� j

��
n+ r

j

�
(kn+r�j(k �m)j+n�1 � kj+n�1(k �m)n+r�j)| {z }

R3

On en déduit que :

gr(m;n; k) =
r + 1

2

�
n+ r
r+1
2

�2
kn+

r�1
2 (k �m)n+ r�1

2 + 2R1 +R3

= pr(m;n; k) +R3:

Ainsi,

gr(m;n; k)�pr(m;n; k) =
r + 1

2

r�1
2X
j=0

�
n+ r

r + 1� j

��
n+ r

j

�
(kn+r�j(k�m)j+n�1�kj+n�1(k�m)n+r�j)
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et comme (n+ r � j) + (j + n� 1) = 2n+ r � 1 est un nombre pair, on a :
m�1X
k=1

�
kn+r�j(k �m)j+n�1 � kj+n�1(k �m)n+r�j

�
= 0:

Par suite,
m�1X
k=1

(gr(m;n; k)� pr(m;n; k)) = 0:

Les identités (2.10) et (2.13) sont donc équivalentes.

2.5 Applications des théorèmes

Nous avons déjà vu que les théorèmes 59 et 60 donnant des expressions simpli�ées de
E (m;n; r) :=

Pn+r
k=0m

n+r�k�n+r
k

��
n+k+r
r

�
Bn+k généralisaient :

- l�identité de Kaneko [38] obtenue pour m = 1 et r = 1;

- l�identité de Gessel [30, Theorem 7.3] obtenue obtenue pour r = 1;

- l�identité de Chen et Sun [25] obtenue pour r = 3:

Dans ce qui suit, nous allons constater que les théorèmes précédents 59 et 60 généralisent
encore de nombreuses autres identités comportant les nombres de Bernoulli parmi lesquelles
nous aurons les identités qui suivent.

2.5.1 L�identité de Momiyama (2001)

La relation (2.12) du théorème de Gessel 60 implique pour m = r = 1 :

n+1X
k=0

�
n+ 1

k

�
(`+ k + r)B`+k + (�1)`+n

`+1X
k=0

�
`+ 1

k

�
(n+ k + 1)Bn+k = 0: (2.28)

La relation (2.28) est précisément la relation que Momiyama [47] a prouvé par une méthode
p-adique en 2001.

2.5.2 L�identité de Chang et Ha (2001)

En 2001, Chang et Ha [20] ont prouvé l�identité suivante :

2nX
k=n

�
n+ 1

k � n

�
(k + 1)

Bk
2k
= (�1)nn+ 1

22n+1
; n � 1: (2.29)
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Le corollaire suivant signalé dans [4] généralise la relation (2.29).

Corollaire 62 [4]Pour tout entier naturel n et pour tout entier naturel impair r, on a :

n+rX
k=0

2n+r�k
�
n+ r

k

��
n+ k + r

r

�
Bn+k

= (�1)n+ r�1
2
r + 1

2

�
n+ r
r+1
2

�
:

En e¤et pour r = 1, la relation

n+1X
k=0

2n+1�k
�
n+ r

k

�
(n+ k + 1)Bn+k = (�1)n+

r�1
2 (n+ 1) :

En changeant k en n� k

Preuve. D�après la démonstration du théorème 2.10, on sait que pour m = 2, on a :

n+rX
k=0

2n+r�k
�
n+ r

k

��
n+ k + r

r

�
Bn+k = f

0
1 (1)

avec

f 01 (x) =
Dr+1

2 (r + 1)!

�
(x� 2)n+r xn+r

�
:

Le théorème résulte du calcul de f 01 (1). On a :

f 01 (x) = (r + 1)
Dr+1

2 (r + 1)!

�
(x� 1)2 � 1

�n+r
= (r + 1)

Dr+1

2 (r + 1)!

n+rX
k=0

�
n+ r

k

�
(�1)n+r�k (x� 1)2k

=
r + 1

2

n+rX
k= r+1

2

(�1)n+r�k
�
n+ r

k

��
2k

r + 1

�
(x� 1)2k�r�1 :

Ainsi on a bien :

f 01 (1) =
r + 1

2

�
(�1)n+r�k

�
n+ r

k

��
2k

r + 1

��
k= r+1

2

= (�1)n+ r�1
2
r + 1

2

�
n+ r
r+1
2

�
:

�
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2.5.3 L�identité de Chen et Sun (2009)

Dans le cas particulier où m = 1 et r = 3, on obtient la relation suivante qui est précisément
le Théorème 7.1 prouvé par Chen et Sun [25, Theorem 7.1] en 2009 :

n+rX
k=0

�
n+ 3

k

�
(n+ k + 3) (n+ k + 2) (n+ k + 1)Bn+k = 0:

2.5.4 L�identité de Zekiri-Bencherif (2012)

Dans le cas général où m = 1 et r est un entier impair, on obtient la relation suivante :

n+rX
k=0

�
n+ r

k

��
n+ k + r

r

�
Bn+k = 0

qui peut s�écrire en multipliant les deux membres par r! :

n+rX
k=0

�
n+ r

k

�
(n+ k + r) (n+ k + r � 1) : : : (n+ k + 1)Bn+k = 0: (2.30)

La relation (2.30) est le résultat principal prouvé par en 2011 par Zékiri et Bencherif [70].
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Chapitre 3

Identités pour des suites de nombres
et de polynômes remarquables

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons énoncer et prouver deux identités remarquables, chacune faisant
l�objet d�un théorème : théorème A et théorème B.

Le théorème A s�applique à toute suite numérique (wn)n�0 dont la fonction génératrice
exponentielle Sw(t) =

P1
n=0wn

tn

n!
satisfait à la relation Sw(�t) = "e�tSw(t) où " = �1

et � 2 C. Ce théorème s�applique en particulier aux suites invariantes par transformation
binomiale (appelées aussi suites de Césàro). Il s�agit essentiellement d�une généralisation d�une
identitée pour les suites de Césàro obtenue en 2012 par Bencherif et Garici (Théorème2.1, [12]).
Ce théorème A permet d�obtenir des identités polynomiales et il s�applique à de nombreuses
suites de polynômes remarquables telles que les suites de polynômes généralisés de Bernoulli,
d�Euler ou de Genocchi, les suites de polynômes bivariés de Fibonacci et de Lucas, les suites
de polynômes de Tchébychev de première et seconde espèce ainsi qu�à de nombreuses autres
suites de nombres ou de polynômes remarquables.

Le théorème B concerne exclusivement les polynômes généralisés de Bernoulli. Ce Théo-
rème généralise un théorème obtenu en 2012 par Aïder et Bencherif [4] ainsi qu�un théorème
analogue du à Gessel en 2013 [9] concernant les nombres de Bernoulli. Il s�agit en fait d�une
généralisation aux polynômes généralisés de Bernoulli du théorème de Gessel qui porte sur
les nombres de Bernoulli. Ce théorème B permet d�obtenir comme cas particulier non seule-
ment une identité obtenue à l�aide du premier théorème pour les polynômes généralisés de
Bernoulli aussi les nombreuses autres identités véri�ées par les nombres et polynômes de
Bernoulli (classiques ou généralisés) que nous avons examiné au chapitre précédent.

Le plan de ce chapitre est le suivant. Nous énoncerons et prouverons le théorème A au para-

81



ragraphe suivant. Au troisième paragraphe, nous appliquerons le théorème A à de nombreuses
suites de nombres et de polynômes remarquables. Nous énoncerons et prouverons ensuite le
théorèmes B au quatrième paragraphe. Le cinquième paragraphe sera consacré à des applica-
tions du théorème B. Les théorèmes A et B ont fait l�objet d�une récente publication [21].

3.2 Théorème A

En 2012, Bencherif et Garici ont prouvé deux identités pour les suites de Cesàro (Théo-
rème2.1, [12]). Ces identités leur ont permis de retrouver de nombreuses identités comportant
les nombres de Bernoulli découvertes par di¤érents auteurs et prouvées par diverses méthodes
ainsi que des identités analogues pour certaines suites de nombres remarquables telles que
les suites de nombres de Genocchi, de Fibonacci et de Lucas. Le théorème suivant généralise
une de ces identités. Cette généralisation va nous permettre d�obtenir des identités analogues
pour d�autres suites de nombres ou de polynômes remarquables telles que celles citées dans
l�introduction de ce chapitre.

3.2.1 Enoncé du théorème A

Théorème 63 [21] Soit w = (wn)n�0 une suite numérique telle que sa fonction génératrice
exponentielle Sw(t) =

P1
n=0wn

tn

n!
satisfait à la relation

Sw(�t) = "e�tSw(t) (3.1)

où " 2 f1;�1g et � 2 C. Alors pour tous entiers naturels n, ` et r, on a :

n+rX
k=0

�n+r�k
�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
w`+k

+ (�1)`+n+r+1"
`+rX
k=0

�`+r�k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
wn+k = 0: (3.2)

Ce théorème constitue bien une généralisation de la première relation du thèorème 2.1 de
([12]). En e¤et, la relation (3.1) peut aussi s�écrire

Sw(t) = "e
��tSw(�t):

(3.2) est équivalente à la relation suivante :

wn = "
nX
k=0

�
n

k

�
(��)n�k (�1)k wk , n 2 N: (3.3)
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Pour � = �1 et " = 1, elle équivaut à dire que la suite (wn)n�0 est une suite de Césàro, (ou
de manière synonyme une suite invariante par transformation binomiale ou autoduale). Pour
� = 1 et " = �1, la relation (3.2) signi�e que la suite (wn)n�0 est inversement invariante par
transformation binomiale. On en déduit le corollaire suivant dans lequel la relation (3.4) est
une formulation équivalente à la première relation du théorème 2.1 de ([12]).

Corollaire 64 Soit w = (wn)n�0 une suite numérique et n, ` et r des entiers naturels.

1. Si la suite w est une suite invariante par transformation binomiale, alors on a :

n+rX
k=0

(�1)k
�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
w`+k

� (�1)r
`+rX
k=0

(�1)k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
wn+k = 0: (3.4)

2. Si la suite w est une suite inversement invariante par transformation binomiale, alors
on a :

n+rX
k=0

(�1)k
�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
w`+k

+ (�1)r
`+rX
k=0

(�1)k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
wn+k = 0: (3.5)

3.2.2 Lemmes préliminaires

La preuve du théorème 63 repose sur les deux lemmes suivants :

Lemme 65 Soit w = (wn)n�0 une suite numérique telle que sa fonction génératrice exponen-
tielle Sw(t) =

P1
n=0wn

tn

n!
satisfait à la relation

Sw(�t) = "e�tSw(t) (3.6)

où " 2 f1;�1g et � 2 C.

Soit Lw la forme linéaire, associée à la suite w = (wn)n�0 , dé�nie sur le C-espace vectoriel
C [x] par la donnée suivante des images des vecteurs de la base canonique (xn)n�0 :

Lw (xn) = wn, n 2 N. (3.7)

Alors, pour tout polynôme P (x) de C [x], on a :

P (x)� "P (��� x) 2 kerLw: (3.8)
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Preuve. La relation (3.1) est équivalente à la relation (3.3) et se traduit alors par la relation
suivante :

Lw (xn) = "
nX
k=0

�
n

k

�
(��)n�k (�1)k Lw

�
xk
�
, n 2 N:

La linéarité de Lw nous permet d�en déduire la propriété suivante :

Lw

 
xn � "

nX
k=0

�
n

k

�
(��)n�k

�
�xk

�!
= 0, n 2 N;

ce qui se traduit encore par la relation :

xn � " (��� x)n 2 kerLw; n 2 N:

La linéarité de Lw nous permet alors d�a¢ rmer que pour tout polynôme P (x) de C [x], on a :

P (x)� "P (��� x) 2 kerLw:

La preuve du lemme est complète. �

Lemme 66 Pour tous entiers naturels n, ` et r, le polynôme P (x) = P(n;`;r)(x) dé�ni par :

P (x) =
Dr

r!

�
x`+r(�+ x)n+r

�
véri�e les identités suivantes :

P (x) =
n+rX
k=0

�n+r�k
�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
x`+k (3.9)

et

P (x) =

`+rX
k=0

(��)`+r�k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
(�+ x)n+k . (3.10)

Preuve. Il su¢ t de remarquer qu�on peut développer P (x) de deux manières di¤érentes. On
a d�une part :

P (x) =
Dr

r!

 
n+rX
k=0

�
n+ r

k

�
�n+r�kx`+k+r

!

=

n+rX
k=0

�n+r�k
�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
x`+k;

ce qui prouve la relation (3.9).
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On a d�autre part :

P (x) =
Dr

r!

�
((�+ x)� �)`+r (�+ x)n+r

�
=

`+rX
k=0

�
`+ r

k

�
�`+r�k (�+ x)n+k+r

=
`+rX
k=0

(��)`+r�k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
(�+ x)n+k ,

ce qui prouve la relation (3.10). �

3.2.3 Preuve du théorème A

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théorème 63. Appliquons la relation au
polynôme :

P (x) =
Dr

r!

�
x`+r(�+ x)n+r

�
:

De l�expression (3.10) de P (x), on déduit que :

P (��� x) =
n+rX
k=0

(��)`+r�k
�
n+ r

k

��
n+ k + r

r

�
(�x)n+k

= (�1)`+n+r
n+rX
k=0

�`+r�k
�
n+ r

k

��
n+ k + r

r

�
xn+k: (3.11)

Finalement, on déduit de (3.9) et (3.11) que :

P (x)� "P (��� x) =

n+rX
k=0

�n+r�k
�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
x`+k

+(�1)`+n+r+1 "
n+rX
k=0

�`+r�k
�
n+ r

k

��
n+ k + r

r

�
xn+k: (3.12)

Or d�après la relation (3.8), on a :

Lw (P (x)� "P (��� x)) = 0 (3.13)

où Lw est la forme linéaire dé�nie en (3.7) par :

Lw (xn) = wn, n 2 N. (3.14)
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Il résulte de (3.12), (3.13) et (3.14) la relation suivante :

n+rX
k=0

�n+r�k
�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
w`+k

+ (�1)`+n+r+1"
`+rX
k=0

�`+r�k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
wn+k = 0;

ce qui est bien la relation (3.2) du théorème 63 qu�on devait prouver. La preuve du théorème
est complète.

3.3 Applications du Théorème A

Dans ce pararagraphe, nous allons appliquer le théorème A à de nombreuses suites de
nombres et polynômes remarquables.

3.3.1 Identités pour les polynômes généralisés de Bernoulli et d�Eu-
ler

Le corollaire qui suit est une application directe du théorème 63 à la suite des polynômes
généralisés de Bernoulli :

Corollaire 67 Pour tous entiers naturels n, ` et r, on a :

n+rX
k=0

(�� 2x)n+r�k
�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
B
(�)
`+k (x)

+ (�1)`+n+r+1
`+rX
k=0

(�� 2x)`+r�k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
B
(�)
n+k (x) = 0: (3.15)

Preuve. En e¤et, la suite des polynômes généralisés de Bernoulli est dé�nie par :

1X
n=0

B(�)n (x)
tn

n!
=

�
t

et � 1

��
ext.

En posant, pour � et x �xés :
wn = B

(�)
n (x) ;

on a :

Sw(t) =

1X
n=0

wn
tn

n!
=

�
t

et � 1

��
ext
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et

Sw(�t) =

�
�t

e�t � 1

��
e�xt

=

�
t

et � 1

��
exte(��2x)t

= e(��2x)tSw(t)

On obtient ainsi :
Sw(�t) = "e�tSw(t)

avec " = 1 et � = �� 2x. L�application du théorème 63 fournit alors la relation (3.15). �

On peut aussi établir un résultat analogue pour les polynômes généralisés d�Euler.

Corollaire 68 Pour tous entiers naturels n, ` et r,on a :

n+rX
k=0

(�� 2x)n+r�k
�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
E
(�)
`+k (x)

+ (�1)`+n+r+1
`+rX
k=0

(�� 2x)`+r�k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
E
(�)
n+k (x) = 0: (3.16)

Preuve. En e¤et, la suite des polynômes généralisés d�Euler est dé�nie par :

1X
n=0

E(�)n (x)
tn

n!
=

�
2

et + 1

��
ext.

En posant cette fois-ci, pour � et x �xés :

wn = E
(�)
n (x) ;

on a :

Sw(t) =
1X
n=0

wn
tn

n!
=

�
2

et + 1

��
ext

et

Sw(�t) =

�
2

e�t + 1

��
e�xt

=

�
2

et + 1

��
exte(��2x)t

= e(��2x)tSw(t)

87



On obtient ainsi :
Sw(�t) = "e�tSw(t)

avec " = 1 et � = �� 2x. L�application du théorème 63 fournit alors la relation (3.16). �
Remarquons aussi que le lemme 66 nous fournit la relation suivante :

n+rX
k=0

�n+r�k
�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
x`+k �

`+rX
k=0

(��)`+r�k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
(�+ x)n+k = 0

(3.17)

En appliquant aux deux membres de la relation (3.17) l�opérateur de composition 
�B dé�ni
par :


�B (x
n) =

�
t

eD � 1

��
(xn) = B(�)n (x) ;

on obtient :

n+rX
k=0

�n+r�k
�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
B
(�)
`+k (x)�

`+rX
k=0

(��)`+r�k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�

�B

�
(�+ x)n+k

�
= 0.

(3.18)
Comme 
�B est un opérateur de composition, on a :


�B

�
(�+ x)n+k

�
= B

(�)
n+k (�+ x)

Compte tenu de ce fait, la relation (3.18) peut s�écrire :

n+rX
k=0

�n+r�k
�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
B
(�)
`+k (x)+

(�1)`+n+r+1
`+rX
k=0

�`+r�k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
(�1)n+k B(�)n+k (�+ x) = 0 (3.19)

On sait aussi que l�on a :

(�1)n+k B(�)n+k (�+ x) = B
(�)
n+k (�� �� x) : (3.20)

On déduit des relations (3.19) et (3.20) le corollaire suivant :

Corollaire 69 Pour tous entiers naturels n, ` et r,on a :

n+rX
k=0

�n+r�k
�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
B
(�)
`+k (x)

+(�1)`+n+r+1
`+rX
k=0

�`+r�k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
B
(�)
n+k (�� �� x) = 0.
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On peut aussi déduire du lemme 66 des identités pour les suites des polynômes générali-
sés d�Euler. En e¤et, en appliquant aux deux membres de la relation (3.17) l�opérateur de
composition 
�E dé�ni par :


�E (x
n) =

�
2

eD + 1

��
(xn) = E(�)n (x) ;

on obtient :
n+rX
k=0

�n+r�k
�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
E
(�)
`+k (x)

�
`+rX
k=0

(��)`+r�k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�

�E

�
(�+ x)n+k

�
= 0.

On sait aussi que l�on a :

(�1)n+k E(�)n+k (�+ x) = E
(�)
n+k (�� �� x) :

On obtient ainsi pour les polynômes généralisés d�Euler une relation tout à fait analogue à
celle véri�ée par les polynômes généralisés de Bernoulli

Corollaire 70 Pour tous entiers naturels n, ` et r,on a :

n+rX
k=0

�n+r�k
�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
E
(�)
`+k (x)

+(�1)`+n+r+1
`+rX
k=0

�`+r�k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
E
(�)
n+k (�� �� x) = 0.

3.3.2 Identités pour les polynômes généralisés de Genocchi

Les nombres Gn et polynômes Gn (x) de Genocchi sont dé�nis par :

2x

ex + 1
=

1X
n=0

Gn
xn

n!
;

2xext

ex + 1
=

1X
n=0

Gn (t)
xn

n!
:

Les polynômes généralisés de Genocchi G(m)n (x) sont dé�nis, pour m 2 N, par :
1X
n=0

G(m)n (x)
tn

n!
=

�
2t

et + 1

�m
etx:

On a :
SG(m)(t) = (�1)me(2x�m)tSE(�)(�t):
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Théorème 63 mène à :

n+rX
k=0

(�1)k
�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
(2x�m)n+r�kG(m)`+l (x)

+ (�1)m+r+1
`+rX
k=0

(�1)k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
(2x�m)`+r�kG(m)n+k(x)

= 0:

3.3.3 Identités pour les nombres de Stirling généralisés du seconde
espèce

Les nombres de Stirling du seconde espèce apparaissent dans l�OEIS comme A008277, sont
dé�nis par la formule explicite [34] :

S(n;m) =
(�1)m
m!

mX
j=0

(�1)j
�
m

j

�
jn:

La première généralisation de ces nombres a été fournie par d�Ocagne [52] et Carlitz [19] :

S(�)(n;m) =
(�1)m
m!

mX
j=0

(�1)j
�
m

j

�
(�+ j)n:

Ces nombres sont liés aux polynômes de Bernoulli généralisés [13] :

S(�)(n+m;m) =

�
n+m

m

�
B(�m)n (�):

Nous nous intéressons aux nombres généralisés de Stirling [17], qui sont dé�nis par :

S(�)(n;m; s) =
(�1)m
m!

mX
j=0

(�1)j
�
m

j

�
(�+ sj)n:

Notons que
S(�)(n;m; 1) = S(�)(n;m) and S(0)(n;m; 1) = S(n;m):

Pour m et s �xés, considérons la suite (wm;s)n = (S(�)(n;m; s))n; pour laquelle la fonction
génératrice est :

1X
n=0

S(�)(n;m; s)
tn

n!
=
1

m!
e�t(est � 1)m:

On a :
Swm;s(t) = (�1)me(2x+ms)tSwm;s(�t):
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En appliquant le théorème 63, nous obtenons l�identité suivante :

n+rX
k=0

(�1)k
�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
(2x+ms)n+r�kS(�)(`+ k;m; s)

+ (�1)m+r+1
`+rX
k=0

(�1)k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
(2x+ms)`+r�kS(�)(n+ k;m; s)

= 0:

3.3.4 Identités pour les nombres de Fibonacci et de Lucas

Le théorème A s�applique à la suite de Fibonacci avec " = �1 et � = �1 et à la suite de
Lucas avec " = 1 et � = �1. On obtient ainsi la proposition suivante :

Proposition 71 Pour tous entiers naturels n, ` et r,on a :

n+rX
k=0

(�1)k
�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
F`+k

+ (�1)r
`+rX
k=0

(�1)k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
Fn+k = 0

et

n+rX
k=0

(�1)k
�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
L`+k

� (�1)r
`+rX
k=0

(�1)k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
Ln+k = 0:

3.3.5 Identités pour les polynômes de Fibonacci et de Lucas

Les polynômes bivariés de Fibonacci et de Lucas
�
un(x; y)

�
n�0 et

�
vn(x; y)

�
n�0 sont dé�nis

[7] par :

un(x; y) = xun�1(x; y) + yun�2(x; y) and vn(x; y) = xvn�1(x; y) + yvn�2(x; y)

pour n � 2 avec u0(x; y) = 0, u1(x; y) = 1, v0(x; y) = 2, v1(x; y) = x. Il est bien connu qu�on
a :

un(x; y) =

�
�(x; y)

�n���(x; y)�n
c (x; y)� d (x; y) ; vn(x; y) =

�
c(x; y)

�n
+
�
d(x; y)

�n
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où

c(x; y) =
1

2

�
x+

p
x2 + 4y

�
and d(x; y) =

1

2

�
x�

p
x2 + 4y

�
:

Notons que les suites de Fibonacci (Fn)n2N et de Lucas (Ln)n2N sont équivalentes à :

Fn = un(1; 1) et Ln = vn(1; 1):

Considérons les suites u� =
�
usn(x; y)

�
n
et v� =

�
vsn(x; y)

�
n
où s est un entier non négatif.

Ceci implique que :

Su�(t) = �evs(x;y)tSu�(�t) and Sv�(t) = evs(x;y)tSv�(�t):

Considérons les suites u� =
�
usn(x; y)

�
n
et v� =

�
vsn(x; y)

�
n
où s est un entier non négatif.

Ceci implique que :

Su�(t) = �evs(x;y)tSu�(�t) and Sv�(t) = evs(x;y)tSv�(�t):

L�application du théorème 63 conduit au corollaire suivant :

Corollaire 72 Soient n, `, r et s des entiers non négatifs. Alors :

n+rX
k=0

(�1)k
�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

��
vs(x; y)

�n+r�k
us(l+k)(x; y)

+ (�1)r
`+rX
k=0

(�1)k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

��
vs(x; y)

�`+r�k
us(n+k)(x; y) = 0; (3.21)

n+rX
k=0

(�1)k
�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

��
vs(x; y)

�n+r�k
vs(l+k)(x; y)

� (�1)r
`+rX
k=0

(�1)k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

��
vs(x; y)

�`+r�k
vs(n+k)(x; y) = 0: (3.22)

Le corollaire 72 généralise les identités impliquant les nombres de Fibonacci et de Lucas
[39] mentionnés dans [12] et [26]. Comme il fournit identités pour plusieurs suites d�entiers,
comme la suite des nombres de Fibonacci (Fn)n�0 = (un(1; 1))n�0, suite des nombres de Lucas
(Ln)n�0 = (vn(1; 1))n�0, suite des nombres de Pell (Pn)n�0 = (un(2; 1))n�0, suite des nombres
de Pell-Lucas (Qn)n�0 = (vn(2; 1))n�0, suite des nombres de Jacobsthal (Jn)n�0 = (vn(1; 2))n�0
et la suite des nombres de Jacobsthal-Lucas (jn)n�0 = (vn(1; 2))n�0 apparaissent respec-
tivement dans l�OEIS (On-Line Encyclopedia of Integer Sequences) [61] comme A000045,
A000032, A000129, A002203, A001045 et A014551 et aussi les suites des nombres (F2n)n�0,
(L2n)n�0, (P2n)n�0, (Q2n)n�0, (J2n)n�0, et (j2n)n�0 respectivement comme A001906, A005248,
A001542, A003499, A002450, et A052539 dans OEIS.
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3.3.6 Identités pour les polynômes de Tchebychev

Les polynômes de Tchebychev de première espèce (Tn(x))n�0 sont dé�nis par : [40, 8] :

T0(x) = 1; T1(x) = x et Tn(x) = 2xTn�1(x)� Tn�2(x) pour n � 2.

Les polynômes de Tchebychev de seconde espèce (Un(x))n�0 sont dé�nis par : [40, 8] :

U0(x) = 1; U1(x) = 2x et Un(x) = 2xUn�1(x)� Un�2(x) pour n � 2.

Les premiers polynômes de Tchebychev de première espèce et de seconde esprèce sont :

T0(x) = 1

T1(x) = x

T2(x) = 2x2 � 1
T3(x) = 4x3 � 3x
T4(x) = 8x4 � 8x2 + 1

et

U0(x) = 1;

U1(x) = 2x;

U2(x) = 4x2 � 1;
U3(x) = 8x3 � 4x;
U3(x) = 16x4 � 12x2 + 1:

Ces polynômes véri�ent de nombreuses relations parmi lesquelles :

cos (nx) = Tn (cosx) ;

sin((n+ 1) x)

sin x
= Un (cosx) :

Nous pouvons également appliquer le théorème 63 aux polynômes de Tchebychev du pre-
mière espèce T (x) = (Tn(x))n�0 et aux polynômes de Tchebychev du seconde espèce U(x) =
(Un(x))n�0 qui véri�ent les relations suivantes :

Tn(x) =
1

2
vn(2x;�1) and Un(x) = un+1(2x;�1):

En appliquant le corollaire 72, nous en déduisons les identités suivantes :
n+rX
k=0

(�1)k
�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
(2Ts(x))

n+r�kTs(`+k)(x)

� (�1)r
`+rX
k=0

(�1)k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
(2Ts(x))

`+r�kTs(n+k)(x) = 0:
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n+rX
k=0

(�1)k
�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
2Ts(x)

n+r�kUs(`+k)�1 (x)

+ (�1)r
`+rX
k=0

(�1)k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
2Ts(x)

`+r�kUs(n+k)�1(x) = 0;

où n; ` et s sont des entiers naturels.

3.4 Théorème B

3.4.1 Enoncé du Théorème B

Dans tout ce qui suit, par soucis de simpli�cation, nous adopterons la notation 
� au lieu
de 
(�)B


� = 

(�)
B :

On a donc pour tout � 2 C :


� (x
n) = B(�)n (x) , n 2 N. (3.23)

Dans ce qui suit, le théorème suivant sera aussi désigné par théorème B.

Théorème 73 .Pour tous nombres complexes �, �, et pour tous entiers naturels l, n, r et s,
on a :

n+rX
k=0

�n+r�k
�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
B
(�)
`+k(x)

+ (�1)`+n+r+1
`+rX
k=0

�`+r�k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
B
(�)
n+k(�+ s� �� x)

= 
��1(
Dr+1

r!

sX
k=1

(x� k)`+r(x+ �� k)n+r): (3.24)

3.4.2 Lemmes préliminaires

Lemme 74 Pour tout � 2 C, on a :


� �� = 
��1 �D:
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Preuve. Pour tout n = 0, on a :

(
� ��) (xn) = 0 = (
��1 �D) (xn) = 0:

Pour n 2 N�, on a :

(
� ��) (xn) = 
� ((x+ 1)
n � xn)

= 
� ((x+ 1)
n)� 
� (xn)

= (
� � � 1) (xn)� 
� (xn) :

Comme 
� est un opérateur de composition, il commute avec l�opérateur de translation � 1.
On a :


� � � 1 = � 1 � 
�:

Par suite, on a :

(
� ��) (xn) = (� 1 � 
�) (xn)� 
� (xn)
= � 1 � (
� (xn))� 
� (xn)
= B(�)n (x+ 1)�B(�)n (x)

= �
�
B(�)n (x)

�
: (3.25)

Or d�après la relation (1.45) du théorème 41, on a :

�
�
B(�)n (x)

�
= D

�
B(��1)n (x)

�
: (3.26)

On en déduit de (3.25) et (3.26) que l�on a :

(
� ��) (xn) = D
�
B(��1)n (x)

�
= (D � 
��1) (xn) :

Ainsi, on a :
8n 2 N, (
� ��) (xn) = (D � 
��1) (x) :

On a donc bien :

� �� = D � 
��1:

�

Lemme 75 Soit

P (x) =

sX
k=1

Pk(x)

où

Pk(x) =
Dr

r!
((x� k)`+r(x+ �� k)n+r):

Alors :
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1.
Pk(x+ 1) = Pk�1(x)

2.
�P (x) = P0(x)� Ps(x);

3.

P0(x) =

n+rX
k=0

�n+r�k
�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
x`+k;

4.

Ps(x) = (�1)`+n+r
`+rX
k=0

�`+r�k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
(�1)n+k(x+ �� s)n+k:

Preuve.

1.

Pk(x+ 1) =

�
� 1 �

Dr

r!

��
(x� k)`+r(x+ �� k)n+r

�
=

�
Dr

r!
� � 1

�
(
�
x� k)`+r(x+ �� k)n+r

�
=

Dr

r!
(
�
x+ 1� k)`+r(x+ 1 + �� k)n+r

�
=

Dr

r!
((x� (k � 1))`+r(x+ �� (k � 1))n+r):

= Pk�1(x):

2. On a :

�P (x) = �

 
sX
k=1

Pk(x)

!

=

sX
k=1

(Pk(x+ 1)� Pk (x)) :

Or d�après le résultat qu�on a prouvé précédemment, on a Pk(x + 1) = Pk�1(x). On a
donc :

�P (x) =

sX
k=1

(Pk�1(x)� Pk (x))

= P0(x)� Ps (x) :
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3. On a :

P0(x) =
Dr

r!
x`+r(x+ �)n+r

=
Dr

r!

n+rX
k=0

�n+r�k
�
n+ r

k

�
x`+k+r

=

n+rX
k=0

�n+r�k
�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
x`+k:

4. On a :

Ps(x) =
Dr

r!
((x+ �� s)� �)`+r(x+ �� s)n+r

=
Dr

r!

n+rX
k=0

(��)`+r�k
�
`+ r

k

�
(x+ �� s)n+k+r

= (�1)`+n+r
n+rX
k=0

�`+r�k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
(�1)n+k(x+ �� s)n+k:

�
Le résultat (1.46) du théorème 41 rappelé dans le lemme suivant nous sera aussi utile dans
la preuve du théorème B.

Lemme 76 Pour tout � 2 C et pour tout entier n 2 N, on a :

(�1)nB(�)n (x) = B(�)n (�� x) .

3.4.3 Preuve du Théorème B

En désignant respectivement par M1 et M2 le premier et second membre de la relation
(3.24) :

M1 =
n+rX
k=0

�n+r�k
�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
B
(�)
`+k(x)

+ (�1)`+n+r+1
`+rX
k=0

�`+r�k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
B
(�)
n+k(�+ s� �� x)

et

M2 = 
��1(
Dr+1

r!

sX
k=1

(x� k)`+r(x+ �� k)n+r);
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prouver le théorème B (théorème 73) consiste à prouver que l�on a :M1 =M2. Pour cela nous
exploitons le lemme qui a¢ rme que l�on a :

(
� ��) (Q (x)) = (
��1 �D) (Q (x)) :

pour tout polynôme Q (x). En particulier en choissisant pour polynôme Q (x) le polynôme
P (x) dé�ni par :

P (x) =
sX
k=1

Pk(x)

où

Pk(x) =
Dr

r!

�
(x� k)`+r(x+ �� k)n+r

�
:

On en déduit que :
(
� ��) (P (x)) = (
��1 �D) (P (x)) : (3.27)

Pour prouver le théorème 73, nous allons simplement montrer que l�on a (
� ��) (P (x)) =
M1 et (
��1 �D) (P (x)) =M2.

D�après le lemme 75, on a :
�P (x) = P0(x)� Ps(x):

On en déduit que :
(
� ��) (P (x)) = 
�(P0(x))� 
�(Ps(x)): (3.28)

D�après les expressions de P0(x) et Ps(x) données dans le lemme 75 et la relation (3.23), on
a :


�(P0(x)) =
n+rX
k=0

�n+r�k
�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
B
(�)
`+k(x) (3.29)

et


� (Ps(x)) = (�1)`+n+r
n+rX
k=0

�`+r�k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
(�1)n+k
�

�
(x+ �� s)n+k

�
:

Comme 
� est un opérateur de composition, il commute avec la translation ���s. On a donc :


�
�
(x+ �� s)n+k

�
= (
� � ���s)

�
xn+k

�
= (���s � 
�)

�
xn+k

�
= ���s

�
B
(�)
n+k (x)

�
= B

(�)
n+k (x+ �� s) :

Ainsi, on a :


� (Ps(x)) = (�1)`+n+r
n+rX
k=0

�`+r�k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
(�1)n+kB(�)n+k (x+ �� s) :
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D�autre part, on sait que :

(�1)n+kB(�)n+k (x+ �� s) = B
(�)
n+k(�+ s� �� x):

On a donc :


� (Ps(x)) = (�1)`+n+r
n+rX
k=0

�`+r�k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
B
(�)
n+k(�+ s� �� x): (3.30)

On déduit des relations (3.28), (3.29) et (3.30) que :

(
� ��) (P (x)) = 
�(P0(x))� 
�(Ps(x))

=
n+rX
k=0

�n+r�k
�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
B
(�)
`+k(x)

�(�1)`+n+r
n+rX
k=0

�`+r�k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
B
(�)
n+k(�+ s� �� x):

On constate ainsi que (
� ��) (P (x)) est bien égal au premier membre de la relation (3.24)
du théorème 73 :

(
� ��) (P (x)) =M1: (3.31)

De même, prouvons maintenant que (
��1 �D) (P (x)) est égal au second membre de la
relation (3.24) du théorème 73. On a :

P (x) =
sX
k=1

Pk(x)

=
sX
k=1

Dr

r!

�
(x� k)`+r(x+ �� k)n+r

�
=

Dr

r!

 
sX
k=1

(x� k)`+r(x+ �� k)n+r
!
:

Ainsi, on a :

(
��1 �D) (P (x)) = 
��1

 
Dr+1

r!

sX
k=1

(x� k)`+r(x+ �� k)n+r
!

On a ainsi prouvé que (
��1 �D) (P (x)) est bien égal au second membre de la relation (3.24)
du théorème 73 :

(
��1 �D) (P (x)) =M2: (3.32)

On déduit des relations (3.27), (3.31) et (3.32) que :

M1 =M2.

La preuve du théorème B (théorème 73) est complète.
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3.5 Applications du Théorème B

Le théorème 73 généralise un grand nombre d�identités comportant les nombres ou les poly-
nômes de Bernoulli classiques ou généralisés.

3.5.1 Reformulation du théorème 73

En vue des applications pratiques, nous allons reformuler le théorème 73. Rappelons que
nous avons dé�ni le polynôme B(�) (x) par la donnée des images des vecteurs de la base
canonique (xn)n2N :

B(�)n (x) = 
� (x
n) , n 2 N.

Si l�on doit substituer à x une valeur x = v, nous devons veiller à prendre certaines précautions.
Nous écrirons ainsi

B(�) (v) = [
� (x
n)]x=v , n 2 N.

(Si v 2 C, 
� (vn) = vn
� (x0) = vnB(�)0 (x) = vn). Convenons de désigner par S(�)n;`;r(u; v; w)

l�expression suivante dans laquelle n; ` et r désignent des entiers naturels, � un nombre com-
plexe, u; v et w des nombres complexes ou des polynômes :

S
(�)
n;`;r (u; v; w) =

n+rX
k=0

un+r�k
�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
B
(�)
`+k (v)

+(�1)`+n+r+1
`+rX
k=0

u`+r�k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
B
(�)
n+k (w) :

Le théorème 73 s�énonce alors comme suit : pour tous nombres complexes �, � et pour tous
entiers naturels l, n, r et s, on a :

S
(�)
n;`;r (�; x; �+ s� �� x) = 
��1(

Dr+1

r!

sX
k=1

(x� k)`+r(x+ �� k)n+r):

En posant
u = �; v = x et w = �+ s� �� x;

on a l�équivalence suivante :8<:
u = �

v = x

w = �+ s� �� x
()

8<:
� = u

x = v

s = u+ v + w � �
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On constate qu�avec ce nouveau changement de paramètres, le théorème 73 s�énonce comme
suit :

S
(�)
n;`;r (u; v; w) =

"

��1(

Dr+1

r!

qX
k=1

(x� k)`+r(x+ u� k)n+r)
#
x=v

: (3.33)

où
q := u+ v + w � �:

Ainsi, la seule condition pour pouvoir appliquer le théorème 73 et de pouvoir donner une
expression simpli�ée à la somme S(�)n;`;r (u; v; w) est que q 2 N. Convenons d�appeler indice de
la somme S(�)n;`;r (u; v; w) la quantité q:

Remarquons que l�on a d�après le lemme 76 :

B
(�)
n+k (w) = (�1)

n+k B
(�)
n+k (�� w)

et qu�ainsi le premier membre de (3.33) est aussi égal à :

S
(�)
n;`;r (u; v; w) =

n+rX
k=0

un+r�k
�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
B
(�)
`+k (v)

+(�1)`+r+1
`+rX
k=0

(�1)ku`+r�k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
B
(�)
n+k (�� w) :

Remarquons en�n que dans le cas où q = u + v + w � � = 0, le théorème 73 s�applique et
on a S(�)n;`;r (u; v; w) = 0.

3.5.2 Généralisation de la formule de Gessel aux polynômes clas-
siques de Bernoulli.

Pour � = 1, on a B(1)n (x) = Bn (x) et 
��1 = 
0 = I et le second membre de la relation
(3.24) peut s�écrire en utilisant la formule de dérivation d�un produit de deux polynômes de
Leibniz :

Dr+1

r!

sX
k=1

(x�k)`+r(x+��k)n+r = (r+1)
sX
k=1

r+1X
j=0

�
n+ r

j

��
`+ r

r + 1� j

�
(x�k)l+j�1(x+��k)n+r�j:

Par application du théorème B, pour � = 1, � = m et s = m � 1, on obtient la relation
suivante :

S(1) (m;x;�x) = (r + 1)
sX
k=1

r+1X
j=0

�
n+ r

j

��
`+ r

r + 1� j

�
(x� k)l+j�1(x+ �� k)n+r�j:

qu�on énonce dans le corollaire suivant :
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Corollaire 77 Pour tous entiers naturels `, n, r et m, on a :

n+rX
k=0

mn+r�k
�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
B`+k(x)

+ (�1)`+n+r+1
`+rX
k=0

m`+r�k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
Bn+k(�x)

= (r + 1)

m�1X
k=1

r+1X
j=0

�
n+ r

j

��
`+ r

r + 1� j

�
(x� k)`+j�1(x+m� k)n+r�j: (3.34)

En remplaçant x par 0 dans (3.34), nous trouvons la relation suivante :

n+rX
k=0

mn+r�k
�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
B`+k

+ (�1)`+n+r+1
`+rX
k=0

m`+r�k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
Bn+k

= (r + 1)
m�1X
k=1

r+1X
j=0

(�1)`+j�1
�
n+ r

j

��
`+ r

r + 1� j

�
k`+j�1(m� k)n+r�j: (3.35)

La relation (3.35) est exactement le théorème obtenu par Gessel [9] en 2013 pour les nombres
de Bernoulli classiques. Le corollaire 77 est donc une généralisation de ce théorème de Gessel
aux polynômes de Bernoulli. Signalons qu�en 2014, He [36] a retrouvé la formule de Gessel
en utilisant une méthode basée sur des propriétés des q-Bernoulli nombres et polynômes de
Carlitz.

3.5.3 Identité de Nielsen (1923)

Dans un ouvrage écrit en français, intitulé "Traité Élémentaire des Nombres de Bernoulli "
et paru en 1923, Nielsen [50] dé�nit di¤éremment les nombres et les polynômes de Bernoulli.
Ces nombres et polynômes correspondent avec nos notations aux nombres (�1)n�1B2n et aux
polynômes Bn(x+1)

n!
respectivement. En page 182 de cet ouvrage, Nielsen prouve une formule

que l�on peut énoncer comme suit :

n+rX
k=0

(1� 2�)n+r�k
�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
B`+k(x+ �)

�
`+rX
k=0

(�1)`+r+k(1� 2�)`+r�k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
Bn+k(x� �)

=
Dr+1

r!

�
(x+ � � 1)`+r(x� �)n+r

�
: (3.36)
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Le premier membre de la relation de Nielsen s�exprime comme étant exactement S(1)n;`;r(1 �
2�; x+�; 1�x+�). La quantité q(1�2�; x+�; 1�x+�) = 1�2�+x+�+1�x+� = 2 2 N.
Le théorème 73 s�applique et permet d�a¢ rmer que l�on a :

S
(1)
n;`;r(1� 2�; x+ �; 1� x+ �) =

Dr+1

r!

�
(x+ � � 1)`+r(x� �)n+r

�
;

ce qui est encore exactement la relation de Nielsen (3.36). Ainsi, la relation de Nielsen est un
cas particulier du théorème 73.

3.5.4 Identités d�Agoh (2000)

En 2000, par l�emploi de congruences dans Zp, Agoh [2] a obtenu de nombreuses identités
combinatoires pour les polynômes de Bernoulli qui sont en fait des cas particuliers du théorème
73. Nous avons choisi de prouver cela sur les deux identités suivantes : [2, Eq. (3.2)(i), p. 205]
et [2, Eq. (3.4)(i), p. 207] :

nX
k=0

mn�k
�
n

k

�
B`+k(x)�

X̀
k=0

(�m)`�k
�
`

k

�
Bn+k(x)

= n
m�1X
k=0

(x+ k)n�1(x�m+ k)` + `
m�1X
k=0

(x+ k)n(x�m+ k)`�1 (3.37)

et

n+rX
k=0

�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
B`+k(x)

+ (�1)`+r+1
`+rX
k=0

(�1)k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
Bn+k(x)

= (n+ r)

rX
k=0

�
n+ r � 1

k

��
`+ r

r � k

�
xn+r�k�1(x� 1)`+k

+ (`+ r)
rX
k=0

�
`+ r � 1

k

��
n+ r

r � k

�
xn+k(x� 1)`+r�k�1: (3.38)

Le premier membre de (3.37) est égal à S(1)n;`;0(m;x; 1�x) avec q(m;x; 1�x) = m+x+1�x�1 =
m :

S
(1)
n;`;0(m;x; 1� x) : =

n+rX
k=0

�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
B`+k(x)

+(�1)`+r+1
`+rX
k=0

(�1)k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
Bn+k(x) (3.39)
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Le théorème B s�applique donc avec � = 1, s = m, r = 0 et � = m et il nous permet
d�a¢ rmer que :

S
(1)
n;`;0(m;x; 1� x) = D

 
mX
k=1

(x� k)`+r(x+m� k)n)
!
; (3.40)

autrement dit, on a :

n+rX
k=0

�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
B`+k(x)

+(�1)`+r+1
`+rX
k=0

(�1)k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
Bn+k(x)

= D

 
mX
k=1

(x� k)`+r(x+m� k)n)
!

(3.41)

En changeant k enm�k dans la sommation �gurant au second membre de la relation (3.41),
on obtient :

D

 
mX
k=1

(x� k)`(x+m� k)n
!
= D

 
m�1X
k=0

(x+ k)n(x�m+ k)`
!

= n
m�1X
k=0

(x+ k)n�1(x�m+ k)`

+ `
m�1X
k=0

(x+ k)n(x�m+ k)`�1: (3.42)

On déduit des relations (3.41) et (3.42) que l�on a :

n+rX
k=0

�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
B`+k(x)

+(�1)`+r+1
`+rX
k=0

(�1)k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
Bn+k(x)

= n
m�1X
k=0

(x+ k)n�1(x�m+ k)` + `
m�1X
k=0

(x+ k)n(x�m+ k)`�1: (3.43)

La relation (3.43) est identique à la relation d�Agoh (3.37). La relation (3.37) est donc un
cas particulier du théorème 73.

De même, on peut constater que le premier membre de la relation (3.38) est égal à la somme
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S
(1)
n;`;r (1; x; 1� x) qui est d�indice q = 1 + x+ 1� x� 1 = 1 :

S
(1)
n;`;r (1; x; 1� x) : =

n+rX
k=0

�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
B`+k(x)

+(�1)`+r+1
`+rX
k=0

(�1)k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
Bn+k(x) (3.44)

Le théorème B s�applique avec � = 1, s = 1 et � = 1. On a donc :

S
(1)
n;`;r (1; x; 1� x) =

Dr+1

r!

�
(x� k)`+r(x+ 1� k)n+r

�
: (3.45)

Le second membre de (3.45) peut se calculer comme suit :

Dr+1

r!

�
(x� k)`+r(x+ 1� k)n+r

�
=
Dr

r!

�
(n+ r)xn+r�1(x� 1)`+r + (`+ r)xn+r(x� 1)`+r�1

�
= (n+ r)

rX
k=0

�
n+ r � 1

k

��
`+ r

r � k

�
xn+r�k�1(x� 1)`+k

+ (`+ r)
rX
k=0

�
`+ r � 1

k

��
n+ r

r � k

�
xn+k(x� 1)`+r�k�1:

(3.46)

Il résulte des relations (3.44), (3.45), (3.46) que :

n+rX
k=0

�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
B`+k(x)

+ (�1)`+r+1
`+rX
k=0

(�1)k
�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
Bn+k(x)

= (n+ r)

rX
k=0

�
n+ r � 1

k

��
`+ r

r � k

�
xn+r�k�1(x� 1)`+k

+ (`+ r)

rX
k=0

�
`+ r � 1

k

��
n+ r

r � k

�
xn+k(x� 1)`+r�k�1: (3.47)

La relation (3.47) est identique à la la relation d�Agoh (3.38). La relation (3.38) est donc
bien elle aussi un cas particulier du théorème 73.

Pour r 2 f0; 1g, on déduit de la relation (3.38) les deux relations suivantes qu�Agoh [3, Cor.
3.4, Eq. (3.9), Eq. (3.10), p. 163] a prouvé en 2017, par une méthode di¤érente :

nX
k=0

�
n

k

�
B`+k(x)�

X̀
k=0

(�1)`�k
�
`

k

�
Bn+k(x) = (n+ `)x� nxn�1 (x� 1)`�1
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et

n+1X
k=0

�
n+ 1

k

�
(`+ k + 1)B`+k(x)�

`+1X
k=0

(�1)`+1�k
�
`+ 1

k

�
(n+ k + 1)Bn+k(x)

= (n+ `+ 2)(n+ `+ 1)x2 � 2(n+ 1)(n+ `+ 1)x+ (n+ 1)nxn�1 (x� 1)`�1 :

3.5.5 Généralisation de l�identité de Chang et Ha (2001)

Nous avons déja généralisé au chapitre 2 l�identité suivante établie par Chang et Ha [20] en
2001 :

2nX
k=n

�
n+ 1

k � n

�
(k + 1)

Bk
2k
= (�1)nn+ 1

22n+1
; n � 1: (3.48)

équivalente par un changement de variable à l�identité :

n+1X
k=0

2n+1�k
�
n+ 1

k

�
(n+ k + r)Bn+1 = (�1)n

�
n+ 1

1

�
: (3.49)

Nous avons prouvé au corollaire 62 que plus généralement, pour tout entier naturels n et
pour tout entier naturel impair r, on a :

n+rX
k=0

2n+r�k
�
n+ r

k

��
n+ k + r

r

�
Bn+k = (�1)n+

r�1
2
(r + 1

2

�
n+ r
r+1
2

�
: (3.50)

L�identité (3.49) est alors le cas particulier de la relation (3.50) où r = 1.

Le corollaire qui suit est une généralisation de la relation (3.50) aux polynômes de Bernoulli :

Corollaire 78 Pour tout entier r impair

n+rX
k=0

(2� 2x)n+r�k
�
n+ r

k

��
n+ k + r

r

�
Bn+k(x)

= (�1)n+ r�1
2
r + 1

2

�
n+ r
r+1
2

�
(x� 1)2n+r�1:

Pour � = 0, le corollaire permet d�obtenir (3.50).

Preuve. Considérons l�expression :

S(1)n;n;r (2� 2�,� + x; � � x)
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d�indice q = (2� 2�) + (� + x) + (� � x) � 1 = 1. Le théorème B s�applique avec s = 1,
� = 2� 2�. On a :

1

2
S(1)n;n;r (2� 2�,� + x; � � x) =

r + 1

2

Dr+1

(r + 1)!

�
x2 � (� � 1)2

�n+r
;

C�est-à-dire :

1

2

n+rX
k=0

�
n+ r

k

��
n+ k + r

r

�
(2� 2�)n+r�k (Bn+k (� + x) +Bn+k (� � x))

=
r + 1

2

Dr+1

(r + 1)!

�
x2 � (� � 1)2

�n+r
: (3.51)

Pour x = 0, on déduit de la relation (3.51) :

n+rX
k=0

�
n+ r

k

��
n+ k + r

r

�
(2� 2�)n+r�k Bn+k (�)

=

�
r + 1

2

Dr+1

(r + 1)!

�
x2 � (� � 1)2

�n+r�
x=0

: (3.52)

Comme �
x2 � (� � 1)2

�n+r
=

n+rX
k=0

�
n+ r

k

��
� (� � 1)2

�n+r�k
x2k;

on a :

Dr+1

(r + 1)!

�
x2 � (� � 1)2

�n+r
=

n+rX
k= r+1

2

�
n+ r

k

��
2k

r + 1

��
� (� � 1)2

�n+r�k
x2k�r�1

On en déduit que : �
r + 1

2

Dr+1

(r + 1)!

�
x2 � (� � 1)2

�n+r�
x=0

=

��
n+ r

k

��
2k

r + 1

��
� (� � 1)2

�n+r�k�
k= r+1

2

= (�1)n+
r�1
2

�
n+ r
r+1
2

�
(� � 1)2n+r�1 : (3.53)

Il résulte des relations (3.52) et (3.53) que :

n+rX
k=0

�
n+ r

k

��
n+ k + r

r

�
(2� 2�)n+r�k Bn+k (�)

= (�1)n+
r�1
2

�
n+ r
r+1
2

�
(� � 1)2n+r�1 :
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Cette relation étant établie pour tout � 2 C, on en déduit la relation du corollaire obtenue en
remplaçant � par x. Pour x = 0, le corollaire (78) permet de retouver la relation (1.37). Le
corollaire (78) est donc bien une généralisation du corollaire 62 et donc aussi une généralisation
de l�identité de Chang et Ha [20, 2001]. �

3.5.6 Identités de Sun (2003)

En 2003, Sun [64] a obtenu de nombreuses identités combinatoires en étudiant certaines
propriétés liant une suite à sa suite duale parmi lesquelles nous avons choisi les trois suivantes
où z = 1�x� y : [64, Thm. 1.2, Eq. (1.15), Eq. (1.16), p. 712] et [64, Remark. 1.2, Eq. (1.18)
p. 713] :

(�1)n
nX
k=0

�
n

k

�
xn�kB`+k(y) = (�1)`

X̀
k=0

�
`

k

�
x`�kBn+k(z) = 0; (3.54)

(�1)n
nX
k=0

�
n+ 1

k

�
(`+ k + 1)xn+1�kB`+k(y)

+ (�1)`
X̀
k=0

�
`+ 1

k

�
(n+ k + 1)x`+1�kBn+k(z)

= (�1)n(n+ `+ 2) ((Bn+`+1(x+ y))�Bn+`+1(y)) ; (3.55)

nX
k=0

�
n+ 1

k

�
(n+ k + 1)(1� 2x)n�k+1Bn+k(x) = �2(n+ 1)B2n+1(x): (3.56)

Notons que l�identité (3.54) a encore été prouvée par Chen et Sun [25, Thm. 5.1, p. 2121] en
2009 et par Pita [53] en 2016. Notre théorème B permet de retouver comme cas particuliers
toutes ces identités.

Le premier membre de (3.54) est égal à S(1)n;`;0 (x; y; z) :

(�1)n
nX
k=0

�
n

k

�
xn�kB`+k(y) = (�1)`

X̀
k=0

�
`

k

�
x`�kBn+k(z) = S

(1)
n;`;0 (x; y; z) :

Comme la somme S(1)n;`;0 (x; y; z) est d�indice q = x + y + z � 1 = 0, le théorème B s�applique
avec s = 0. On obtient la relation S(1)n;`;0 (x; y; z) = 0. L�identité (3.54) est ainsi obtenue comme
application du théorème B.

De même, si on considère S(1)n;`;1 (x; y; z) (avec z = 1�x� y) d�indice q = x+ y+ z� 1 = 0;le
théorème B s�applique encore avec s = 0. On obtient ainsi la relation S(1)n;`;1 (x; y; z) = 0. Ce

108



qui se traduit par l�identité suivante :

(�1)n
n+1X
k=0

�
n+ 1

k

�
(`+ k + 1)xn+1�kB`+k(y)

+ (�1)`
`+1X
k=0

�
`+ 1

k

�
(n+ k + 1)x`+1�kBn+k(z) = 0: (3.57)

En séparant le terme correspondant à k = n + 1 dans les sommations �gurant au premier
membre de (3.57), on obtient :

(�1)n
nX
k=0

�
n+ 1

k

�
(`+ k + 1)xn+1�kB`+k(y) + (�1)`

X̀
k=0

�
`+ 1

k

�
(n+ k + 1)x`+1�kBn+k(z)

= (�1)n(n+ `+ 2)
�
(�1)n+`+1Bn+`+1(z))�Bn+`+1(y)

�
; (3.58)

On obtient bien la relation (3.55) en observant qu�au second membre, on peut remplacer
(�1)n+`+1Bn+`+1(z) par Bn+`+1(x+ y). En e¤et, comme on a z = 1� x� y, l�application du
lemme 76 avec � = 1 nous fournit bien la relation

(�1)n+`+1Bn+`+1(z) = (�1)n+`+1Bn+`+1(1� (x+ y)) = Bn+`+1 (x+ y) :

En�n ; si on considère la somme S(1)n;n;1 (1� 2x; x; x) d�indice q = (1� 2x) + x + x � 1 = 0;
le théorème B s�applique avec s = 0. On obtient ainsi la relation 1

2
S
(1)
n;n;1 (1� 2x; x; x) = 0. Ce

qui se traduit par l�identité suivante :

n+1X
k=0

�
n+ 1

k

�
(n+ k + 1) (1� 2x)n�k+1Bn+k(x) = 0 (3.59)

En séparant dans (3.59) le terme correspondant à k = n + 1 dans la somme du reste de la
somme, on obtient la relation suivante qui est l�identité (3.56) :

nX
k=0

�
n+ 1

k

�
(n+ k + 1) (1� 2x)n�k+1Bn+k(x) = �2 (n+ 1)B2n+1(x):

3.5.7 Les identités de Wu, Sun and Pan (2004)

En 2004, Wu, Sun et Pan ont obtenu les identités suivantes [67, Thm. 2, Eq. (6), Eq. (8), p.
297] :

(�1)n
nX
k=0

�
n

k

�
B`+k(x) = (�1)`

X̀
k=0

�
`

k

�
Bn+k(�x); (3.60)
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et

(�1)n
nX
k=0

�
n+ 1

k

�
(`+ k + 1)B`+k(x) + (�1)`

X̀
k=0

�
`+ 1

k

�
(n+ k + 1)Bn+k(�x)

= (�1)n(n+ `+ 2)(n+ `+ 1)xn+`: (3.61)

L�identité (3.60) a déjà été prouvée au chapitre 1 (corollaire 56). On peut la retrouver comme
cas particuliers du théorème 73. Il su¢ t de considérer les sommes S(�)n;`;r (1; x;�x) d�indice
q = 1 + x� x� 1 = 0 auquel le théorème B s�applique avec s = 0. On obtient :

S
(�)
n;`;r (1; x;�x) = 0;

ce qui se traduit par la relation :

(�1)n
n+rX
k=0

�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
B
(�)
`+k (x)

= (�1)`+r
`+rX
k=0

�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
B
(�)
n+k (�x) : (3.62)

Pour � = 1 et r = 0, la relation (3.62) donne la relation (3.60). Pour � = 1 et r = 1, la
relation (3.62) donne la relation suivante :

(�1)n
n+1X
k=0

�
n+ 1

k

�
(`+ k + 1)B`+k (x) + (�1)`

`+1X
k=0

�
`+ 1

k

�
(n+ k + 1)Bn+k (�x) = 0

de laquelle nous pouvons déduire :

(�1)n
nX
k=0

�
n+ 1

k

�
(`+ k + 1)B`+k (x) + (�1)`

X̀
k=0

�
`+ 1

k

�
(`+ k + 1)Bn+k (�x)

= (�1)n(n+ `+ 2)
�
(�1)n+`+1Bn+`+1 (�x)�Bn+`+1 (x)

�
: (3.63)

En exploitant le lemme 76, on a :

(�1)n+`+1Bn+`+1 (�x) = (�1)n+`+1Bn+`+1 (1� (x+ 1))
= Bn+`+1 (x+ 1) : (3.64)

En exploitant la relation (1.25) du théorème 37, on a alors :

Bn+`+1 (x+ 1)�Bn+`+1 (x) = (n+ `+ 1) xn+` (3.65)

On peut alors déduire des relations (3.63), (3.64) et (3.65) l�identité (3.61).
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3.5.8 Les identités de Chen (2007)

En 2007, en étudiant la transformation binomiale de suites, Chen a prouvé l�identité suivante
[24, Thm. 5.3, Eq. (5.7), p. 149] :

n+rX
k=0

�
n+ r

k

��
`+ k + r

r

�
yn+r�kB`+k(x)�

`+rX
k=0

�
`+ r

k

��
n+ k + r

r

�
(�y)`+r�kBn+k(x+ y) = 0

(3.66)

En 2010, He et Zhang [35] ont également prouvé l�équation (3.66). Cette identité est un
cas particulier du théorème 73. En e¤et, le premier membre de (3.66) est égal à la somme
S
(1)
n;`;r(y; x; 1� x� y) qui est nulle car d�indice q = 0:

3.5.9 Identité de Neto (2015)

En 2015, Neto [49], donne comme application de l�algèbre de Zéon qu�il développe dans son
article la relation suivante :

nX
k=0

xn�k
�
n

k

�
B
(x)
`+k � (�1)n+`

X̀
k=0

x`�k
�
`

k

�
B
(x)
n+k = 0 (3.67)

Cette identité est un cas particulier immédiat de notre théorème 73. En e¤et, le premier
membre de (3.67) est égal à la somme S(x)n;`;0(x; 0; 0) qui est d�indice q = x � x = 0. Cette
somme est donc nulle.
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Conclusion

Nous avons e¤ectué une recherche approfondie sur di¤érentes identités comportant les
nombres ou les polynômes de Bernoulli classiques ou généralisés. Cette étude nous a permis de
constater que certaines identités concernant les nombres de Bernoulli ont été redécouvertes
à de nombreuses reprises au cours du temps. Chacun des auteurs pensant souvent avoir
découvert une nouvelle identité. Deux faits permettent de donner une explication à ce constat.
Le premier concerne les dé�nitions de ces nombres et de ces polynômes qui ont évolué depuis
leur mise en évidence par J. Bernoulli. Ainsi la dé�nition des nombres et polynômes de
Bernoulli (et d�Euler) dans l�ouvrage de Nielsen [50] n�est plus celle qu�on adopte généralement
de nos jours. Le deuxième fait qui pourrait aussi expliquer cela est plus simplement le manque
d�information. Au deuxième chapitre de cette thèse, nous avons signalé une identité attribuée
de nos jours à Kaneko car e¤ectivement mise en évidence par Kaneko en 1995 [38] alors
que cette même identité avait été déjà découverte par A. v. Ettingshausen [29] en 1827 et
redécouverte par Seidel [59] en 1883. Cigler [27] a suggéré de la désigner par "identité de v.
Ettingshausen-Seidel-Kaneko".

De même, on attribue à Carlitz une identité qu�Edouard Lucas avait déjà signalé en 1883.
La méthode utilisée pour découvrir une identité semble être plus importante que l�identité en
elle-même. Kaneko [38] exploite subtilement une méthode très sophitiquée basée sur le déve-
loppement en fractions continues d�une série formelle tout en adjoignant une courte preuve.
L�identité dite de Carlitz a été prouvée par de nombreux auteurs par di¤érentes méthodes,
comme nous l�avons signalé au deuxième chapitre de cette thèse. C�est en fait la généralisa-
tion de cette identité qui a motivé de nombreux auteurs dont Gessel. C�est aussi en voulant
généraliser aux polynômes de Bernoulli l�identité que Gessel avait obtenue pour les nombres
de Bernoulli que nous sommes parvenus à découvrir le fameux théorème B. Notre méthode,
sans doute originale, basée sur l�emploi des opérateurs de composition a été très e¢ cace pour
obtenir une identité générale permettant de retrouver comme cas particuliers un nombre consi-
dérable d�identités connues. Par cette approche, il serait certainement possible de prouver des
théorèmes analogues et appropriés pour d�autres suites particulières de polynômes telles que
les polynômes généralisés d�Euler et pour plus généralement des suites de polynômes d�Appell
véri�ant certaines propriétés.
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