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Notations

1. N,Z, Q, R et C désignent respectivement les ensembles des entiers naturels, des entiers
relatifs, des rationnels, des réels et des complexes.

2. D : opérateur de dérivation défini par : D (z°) =0 et D (2") = nz"! pour n > 1.
3. T, : opérateur de translation : 7, (") = (z +a)".
4. A =711 — 79 : opérateur de pseudo-dérivation : A (z") = (x +1)" — 2™
5. L(CJz]) : C-algebre des endomorphismes du C-espace vectoriel C [z].
6. C[[t]] : C-algebre des séries formelles en une indétrminée ¢, a coefficients dans C.
7. T =C[D]]={S(D) / S(t) e C[[t]} : C-algebre des opérateurs de composition.
8. G, ={S(t)e C[[t]] / valS(t) =0} : groupe des unités de anneau (C[[t]],+,0).
9. Gp:={ S (D) e C[[D]] / valS(t) =0} : groupe des opérateurs d’Appell.
10. ©,:={ S(t) e C[[t]] / valS(t) = 1} : ensemble des delta-séries.
11. ®p:={ S(D) € C[[D]] / valS(t) = 1} : ensemble des delta-opérateurs.
12. B, (z) : n-iétme polynoéme de Bernoulli.
13. B,, : n-iéme nombre de Bernoulli.
14. Qp := 2= : opérateur de composition associé & la suite de polynomes (B, ()),,cy-
15. E(m,n,r) = > 1 omntr=k (") ("+f+r) B = %Sﬁl,)” (m,0,0) pour r impair.
16. B () : n-iéme polynome généralisé de Bernoulli.
17. B\ : n-iétme nombre généralisé de Bernoulli.
18. Q4 = Qg = (%)a : opérateur de composition associé a (Bﬁf") (x))neN.
19. 5'7(527“ (u,v,w) := Zig yntr=k (”ZT) (“ﬁ”) Béj‘_)k (v) +
(_1)£+n+r+1 Zig} ultr—k (ZZT) (n+f+r) beri)k (w) _

20. ¢ :=u+ v+ w — « : indice associé¢ la somme Sv(”fl”),r (u,v,w).



Introduction

Cette thése est consacrée a I'étude de l'obtention d’identités combinatoires concernant
de maniére générale certains nombres et polynémes remarquables et concernant de maniére
particuliere les nombres et polynéomes de Bernoulli classiques ou généralisés. Elle comporte
trois chapitres :

- le premier pour mettre en place les outils nécessaires a cette étude et pour aussi préciser
la définition de ces nombres et de ces polynomes,

- le second pour I'étude d’identités concernant les nombres de Bernoulli,
- le troisiéme pour I’étude d’identités concernant les polynémes de Bernoulli.
Dans ce qui suit, nous allons préciser le contenu de chacun de ces trois chapitres.

Le premier chapitre comporte une étude des opérateurs de composition du C-espace
vectoriel C[z]. On convient d’appeler opérateur (de C[z]) tout endomorphisme du C-espace
vectoriel C [x]. On désigne par L (C[z]) la C-algebre des endomorphismes du C-espace vecto-
riel C[z]. L’opérateur de dérivation D et I’ opérateur de translation par a noté 7, (ot a € C)
sont définis par leurs images des vecteurs de la base canonique de C [z] :

To (") =(z+a)", D(")=1cet D(z")=na""' n>1

On dit qu’un opérateur €2 est un opérateur de composition s’il commute avec tous les opéra-
teurs de translation, c’est & dire si 'on a Qo 7, = 7, 0 €2, pour tout a € C. On montre que
I’ensemble I' des opérateurs de composition est confondu avec I’ensemble des opérateurs qui
peuvent s’écrire comme des séries en D. De plus, on montre que 'unicité de ’écriture d’un
opérateur de composition €2 comme une série en D : () = ZZ’;O aka—f. Ce qui nous permet de

définir 'ordre d’un opérateur de composition 2 = S (D) comme étant la valuation de la série
formelle S (¢).

L’application ¥ de C|[[t]] dans £ (C[z]) qui & toute série formelle S (t) = Y .-, ak% as-
sociée a l'opérateur de composition S (D) = > 72 aka—f est un homomorphisme d’algebres
(commutatives) injectif. On en déduit que I' = Im ¥ est une sous-algébre commutative de
'algeébre des endomorphismes de C [z]| isomorphe & I'algebre des séries formelles C[[t]]. On
convient de noter I’ensemble I' aussi par C [[D]].



Le groupe G des éléments inversibles de 'anneau (C [[D]], +, o) est constitué par I’ensemble
des opérateurs de composition d’ordre zéro. On 'appelle le groupe des opérateurs d’Appell.

On dit qu’une suite de polynémes (4, (z)), o de C [[z]] vérifie les relations d’Appell si on a :

neN
Al (z) = nA,—1 () pour n > 1 et A (z) = 0. On dit aussi qu’'une telle suite est une suite
de polynomes d’Appell si de plus le degré de tout polynéme A, (x) est égal a n. Les suites de
polynémes d’Appell sont ainsi désignées en ’honneur d’Emile Appell qui les a introduites et
étudiées dans un célebre article [5] en 1880. On étudie certaines des nombreuses propriétés de

ces suites dans ce chapitre. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. La suite de polynomes (A, (x)),cy vérifie les relations d’Appell,
2 3 A (@) B = S (1) avee (1) = Y0 A (0) &

nl?

3. Ay (2) =Qa(a™) avec Qg el Qu =30 4,(0)2F,
4. A, () =00 ()AL (0)2" %, neN.

De plus si Ag (0) # 0, ce qui équivaut a dire que 24 € G, la suite de polynémes (A, (7)), oy
vérifiant 'une des conditions équivalentes précédentes est appelée suite de polynomes d’Appell.

Toute série formelle T" de C [[t]] de valuation strictement positive est substituable dans toute
autre série formelle S de C [[t]]. Pour de telles séries, on peut définir la série composée S o T’
avec SoT = S (T (t)). On appelle delta-série de C[[t]] toute série C[[t]] d’ordre 1. On note
par ©; l'ensemble des delta-séries de C[[t]]. La composition des séries formelles est une loi
de composition interne sur ;. On montre que (D;, o) est un groupe (non commutatif). On
note par S~ la série réciproque de S (série inverse pour la loi de composition) de toute série
Se®D, OnaSosS =80Do8 =1,

On appelle delta-opérateur tout opérateur de composition d’ordre 1. On désigne par ®p
I’ensemble des delta-séries. On montre que tout delta-opérateur posséde des propriétés ana-
logues a 'opérateur de dérivation D (qui est aussi un delta-opérateur). On prouve aussi le
fait important et trés utile que tout opérateur de composition de C [z] peut s’écrire comme
une série en ¢, § étant un opérateur de composition quelconque. Ainsi on a aussi I'=C [[d]].

L’opérateur de pseudo-dérivation A défini par A (z") = (z+1)" — 2" étant un delta-
opérateur, on a donc aussi I'=C [[A]].
En considérant les opérateurs de composition 25, Qg et ¢ suivants :
D 2 2D
e Qp= o, Qo=
el —1 el +1 el +1

on définit le n-itme polyndéme de Bernoulli B, (), le n-iéme polynome d’Euler E, (x) et le

Qp =

n-iéme polynome de Genocchi G, (x) par les relations suivantes :

B, () =Qp ("), E,(z)=Qg ("), G,(z)=Q: ("), neN.



Grace a cette définition, on constate que ces suites de polynomes vérifient toutes les relations
d’Appell. Qp et Qg sont de plus des opérateurs d’ Appell. Les suites de polynomes de Bernoulli
et d’Euler sont donc des suites de polynémes d’Appell.

La formule suivante est exactement la formule (7.8) donnée dans l'article de Gessel [30,
p.17] intitulé "Applications of the classical umbral calculus". Cette formule est trés utile pour
I'obtention d’identités pour les nombres de Bernoulli.

Théoréme 1 Pour tout polynome f(x) de Clz|, on a pour tout entier naturel m :

-1

fB+m)—=f(=B)=) [ (k). (1)

1

3

>
Il

La relation figurant dans le théoréme de Gessel étant simplement une écriture symbolique
(et pratique) de I’égalité suivante :

m—1

Ly (f(w4m)— (=) =D [ (k).

k=1

ot Ly est la forme linéaire définie sur le C-espace vectoriel C [z] par :
Ll (l‘n) :Bn7 n € N.

Autrement dit, apres avoir développé le membre de gauche de (1) en puissances de B, chaque
BJ est remplacé par le nombre de Bernoulli B;.

Pour a € C et m € N, le n-iéme polynoéme généralisé de Bernoulli B (x), le n-itme
polynome d’Euler généralisé B (x) et le n-iéme polyndéme généralisé de Genocchi G (x)
sont définis par les relations suivantes :

By () = Q% («"), B (x) = Qg ("), G (x) = Qg ().

Comme on a aussi '=C [[A]], les opérateurs de composition Qp, Qg et 2 peuvent s’exprimer

comme des séries en A. On montre que :

In(1+A) (=D,
2 = A :Zk+1A’
k=0
2 = (=1)F
Q = _— A
E 2+ A ; ok ’
0. — 2In(1+ A)
¢ T T o9rA

Ces formules permettent d’obtenir facilement des expressions explicites pour B,, (z), E, (z).
Ainsi, on peut facilement prouver la formule explicite suivante :

9



B, (z) = Xk: () (x+ )", n>0.

k=0

Nous prouvons au premier chapitre la formule suivante, explicite et originale pour le n-iéme
polynéme de Bernoulli. Cette formule généralise une formule explicite pour le n-iéme nombre
de Bernoulli établi par Kronecker en 1883 :

Théoréme 2 Pour tous entiers naturels m et n, on a pour m > n

Bn<x>:§<—1>j (s Z

Nous précisons ensuite ce qu'on entend par transformation binomiale de suites. Soit u =
(Un), ey une suite (numérique) définie par sa série génératrice exponentielle S, (t)

oo tn
= 5 Uy — .
n!
n=0

On convient d’associer & la suite u la suite u* = (u},), oy appelée suite duale de u en définissant
u* par la donnée de sa série génératrice exponentielle :

Sy (t) = €'S, (=) .

Autrement dit :

n Tl

[eS) [
D = (-
n=0 n=0

On en déduit que u* est définie par la relation :

Vn e N, Uy = (Z) (—1)Fuy.

Définition 3 L’application T : CN — CN définie par :
7T (u) =u”

est appelée transformation binomiale de la suite u. Toute suite u telle que u* = u est dite
auto-duale ou tnvariante par transformation binomiale. Toute suite u telle que u* = —u est
dite inversement invariante par transformation binomiale.

10



On démontre que si (u,)nen est une suite numérique et n et ¢ des entiers naturels, alors :

- si (up)nen est une suite invariante par transformation binomiale, on a :

> (3 e - L (1) =0

k=0 k=0

- si (un)nen est une suite inversement invariante par transformation binomiale, on a :

Z (1) (Z) Uptr + kZi; (-1)* (i) Upip, = 0.

k=0

Ces simples résultats permettent d’obtenir des identités pour des nombres de Bernoulli. La
suite ((—1)" By,)nen €tant une suite duale, on obtient I'identité suivante connue sous le nom
d’identité de Carlitz :

L

5 () o5 (o

k=0 k=0

de laquelle on peut déduire I'identité suivante connue sous le nom d’identité de Kaneko :
n+1

1
> (-nF (”Z ) (n+14k)Bpyr =0, neN.

Le deuxiéme chapitre est consacré a des généralisations de la formule de Kaneko et de la
formule de Carlitz aux nombres de Bernoulli. Ces généralisations sont dues essentiellement &
Gessel. Posons :

n+r
k
E(mnr) =3 mrtrh (n Z 7’) <n + T + r) B,

k=0

La formule de Kaneko se formule ainsi :

E(1,n,1)=0, neN.

En 2003, Gessel [30, Theorem 7.3] prouve trés simplement & I’aide du calcul ombral classique
la généralisation suivante :

n+1
1 k+1
E(m7n71> = mn+1 k(n+ )(n+1+ )Bn+k

3;?-
LL

— ((2n+1)k—(”+1)m)(n+1)k”(k_m)”—1_

B
Il
—

11



En 2009, a l’aide de I'analyse complexe, Chen et Sun [25, Theorem 7.2] prouvent la généra-
lisation suivante :

n+3
3 k+3
E (ma n, 3) = mn+3—k: (n _l: ) (n " 3 * )Bn—i-k

Ed

=0
1

3

h (mv n, k) (TL + 3) k" (k - m)nil )

B

Il

—
[N

ou

h(m,n, k) = 2(n+2)(2n+3)(2n+5)k* —2m(n+2)(2n +5) (3n + 5) k?
+3m? (n + 2) (2n2+7n+7)k—m3(n+1)2(n+2).

La question se pose alors naturellement de savoir s’il serait possible de trouver une expression
simplifiée pour E (n, m,r) pour r impair. En 2012, lors du Congres des Mathématiciens Algé-
riens qui s’est tenu & Annaba les 7 et 8 mars, A. Aider [4] répond positivement a cette question
dans une communication (avec F. Bencherif comme co-auteur) intitulée "On a generalization
of the analog of a theorem of Chen and Sun" en présentant le théoréme suivant :

Théoréme 4 Soient {,n,m et r des entiers naturels. Alors, on a :

3
+

< k
) = S (1) (o

Bl
o

—_

= (r+1)p.(n,m, k)k" (k — m)n_l

3

b
Il

ou B
2 1 n+r n+r 4 ;
r 9 7k == 1__57"7 . . k’ril k— !
plmon ) =3 (1= g ) (M 17) (40T )
ou 4, r1 désigne le symbole de Kroncker valant 1 si i = % et 0 sinon.

En 2013, Gessel prouve a I’aide du calcul ombral classique dans un annexe a larticle [9]
la généralisation suivante de la relation de Carlitz permettant aussi une généralisation du
théoréme de Kaneko équivalente a celle obtenue par Aider et Bencherif :
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Théoréme 5 Soient {,n,m et r des entiers naturels. Alors, on a :

n+r
wfn+r\[(l+E+r
S k( ! )( )B€+k
r

k=0
l+r
C+r\(n+k+r
1 l+n+r+1 l+r—k Bn
+(=1) kz:;m I . +k
T n—+r 4
_ +1 1 4+j—1 ( . ) ( ) ké—i—j—l —k n—i—r—j.

e S e () (L e

Si r est impair, alors on a :

n—+r
marpfm+T\(Mn+Ek+T
Zm”u)( ;)
m—1 r+1
Z (n + 7") <ri‘1|'ij>kg+n Lk — )™+,
=1

La preuve du théoréme 58 donnée par Gessel dans [9] est longue (un peu plus de deux pages).
Elle fait appel & de nombreux résultats intermédiaires : identités combinatoires, identités

“M

polynomiales. Dans ce deuxiéme chapitre, nous donnons une preuve compléte du théoréme
d’Aider-Bencherif ainsi qu'une nouvelle preuve du théoréme de Gessel plus courte que celle
donnée par Gessel. Nous prouvons I'équivalence entre l'identité de Aider-Bencherif et une
identité de Gessel et nous en donnons aussi des applications.

Au troisiéme et dernier chapitre, nous prouvons deux théorémes originaux qui ont fait
I'objet d’une récente publication [21]. Le premier théoréme est le suivant :

Théoréme 6 Soit w = (w,),>0 une suite numérique telle que sa fonction génératrice expo-
nentielle S,,(t) = Y oo ywyt satisfait a la relation :

Sp(—t) = eS8, (1)

otve € {1,—1} et A € C. Alors pour tous entiers naturels n, { etr, on a :

n+r
mar—i T\ ({+Ek+T
2 () (T e

k=0
+r
14 k
+ (_1)€+n+r+1 Z )\K—H‘ k( —{];7“) <TL + . + 7“) Wy = 0.
k=0

Ce théoréme permet d’obtenir des identités pour diverses suites de nombres et de polyndémes
remarquables telles que les nombres et polynémes de Fibonnaci, de Lucas, de Tchebychev.

Le deuxiéme de ces théorémes concerne les polyndémes généralisés de Bernoulli.
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Théoréme 7 Pour tous nombres complexes a, A € C et pour tous entiers n,l,r,s, on a :

n—+r
mir i (PFT\ (L+E+TY
Z/\ ! k( L )( r )Bé+)k('r>

k=0
l+r
( k
(1)t 3 A‘“’*T‘k( . T) <" o T) B (a+s—A—u)
k=0
Dr+l - l+r n+r
= Qo1(— D (= k) (@ + A= k)",

k=1

Dans ce théoréme, D désigne 'opérateur de dérivation et €2,_; désigne 'opérateur de compo-
sition défini par : Q,_1 (z") = By (x). Ce théoréme généralise aux polynémes de Bernoulli
généralisés 'identité que Gessel a obtenue pour les nombres de Bernoulli. Ce théoréme per-
met de retrouver comme cas particuliers un nombre considérable d’identités concernant les
nombres et polynéomes de Bernoulli classiques ou généralisés. Ce constat est plus facile a faire
en reformulant ce théoréme sous une forme plus adaptée aux applications pratiques.

En notant par Sﬁ) . (u,v,w) la somme définie par :

n—+r
o mir (AT (L+E+T o
57(176),1” (u,v,w) = Zu - k( k ) ( )Blg—i-)k (U)

k=0 r
sl C+r\[(n+k+r

T A DU (A TG A
k=0

dans laquelle n, ¢, r sont des entiers naturels, & un nombre complexe, u, v et w des nombres
complexes (ou des variables) et en définissant ce qu’on conviendra d’appeler un indicateur ou
un indice ¢ = ¢ (u, v, w, ) associé a cette somme par :

g=u+v+w-—aq,

le théoréeme 7 peut se reformuler trés simplement en affirmant que si u+ v+ w — a € N, alors
on a:

ou F (z) est le polynome défini par :

D! - L+r n+r
F () = Qo (= Y (@ = k) (@ A= k),

k=1

avec
g=u+v+w—a et F(zr)=0 siqg=0.
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Chapitre 1

Opérateurs de composition

1.1 Introduction

Ce chapitre est consacré essentiellement & une étude succincte de la C-algébre I'" des opé-
rateurs de composition de C[z] en vue de ses applications a I'obtention d’identités pour cer-
taines suites de nombres et de polynémes remarquables, en privilégiant tout particuliérement
les suites de nombres et polynémes de Bernoulli.

L’opérateur 7, de translation par a (ot a € C) est ’endomorphisme de C[z] qui & un
polynéme P (x) associé le polynéme P (z). Classiquement, un opérateur de composition {2 de
C [z] est défini comme étant un endomorphisme du C-espace vectoriel de C [z] qui commute
avec tout opérateur de translation 7,, c’est a dire tel que 7,0 Q = Qo 7,, pour tout a € C.
On montre ensuite qu’un tel opérateur €2 peut s’écrire sous forme d’une série en 'opérateur
de dérivation D, c’est a dire qu’on peut écrire € sous la forme Q =3 aka—!k et aussi que,
réciproquement, tout opérateur de C [z] s’écrivant comme une série en D est un opérateur de
composition de C [z]. On peut donc aussi définir un opérateur de composition de C [z] comme
une série en D. C’est ce point de vue que nous avons adopté au paragraphe suivant pour définir
ces opérateurs. Pour cela, nous étudierons sommairement ’algebre C [[t]] des séries formelles
en une indéterminée ¢ et nous désignerons aussi I' par C[[D]]. Nous définirons ensuite au
troisiéme paragraphe les nombres et polynémes de Bernoulli, d’Euler et de Genocchi aussi
bien classiques que généralisés et nous étudierons plus particulierement les propriétés des
polynoémes et nombres de Bernoulli. Le quatriéeme paragraphe est consacré a 1’obtention de
formules explicites pour les nombres et polynéomes de Bernoulli. Nous nous intéresserons plus
particulierement a une ancienne formule explicite du n-iéme nombre de Bernoulli datant de
1883 et due & Kronecker. Au cinquiéme et dernier paragraphe, nous préciserons la définition
de la transformée binomiale d’une suite et étudierons certaines de ses propriétés. Comme
applications des toutes ces notions, nous achéverons ce chapitre par ’obtention d’identités
classiques ou nouvelles pour des nombres et polynémes remarquables.

15



1.2 Algébre des opérateurs de composition

1.2.1 Définition de l’algeébre L (C [z])

L’ensemble £ (C [z]) des endomorphismes du C-espace vectoriel C [x] muni de I’addition des
endomorphismes, c’est a dire de la loi interne définie dans £ (C [z]) par (u,v) — u + v (ou
u+wv est défini par (u +v) (x) = u (z) +v(x)) et de la multiplication des endomorphismes par
un scalaire, c’est a dire de I'application de C x £ (C [z]) dans £ (C [z]) définie par (A, u) — Au
(ot \u est défini par (Au) (z) = Au(x)) est un C-espace vectoriel. Muni de I’addition et de
la composition des endomorphismes, c¢’est-a-dire de 'application de £ (C[z]) x £ (C[z]) dans
L (C[x]) définie par (u,v) — wowv, L(C[z]), est un anneau non commutatif. De plus, la
propriété mixte suivante est bien vérifiée :

AMuov) = (Au)ov=muo(Iv).

Il en résulte que £ (C [z]) muni de ces trois lois est une C-algebre. Dans tout ce qui suit, nous
convenons d’appeler opérateur tout élément de £ (C [z]), c¢’est-a-dire tout endomorphisme de
C [z]. Pour définir un opérateur €2, il suffit de définir les images des vecteurs d’une base de
C [z]. 11 en résulte qu’en choisissant la base canonique (z"), .y de C [z], il suffit de définir, par
exemple, les images 2 (z") pour n € N.

1.2.2 La C-algébre C |u] des polynomes de ’opérateur u

Etant donné un polynéme P (t) = ag + ait + - - - a,t" € C[t] et un opérateur u € £ (C [z]),
on définit 'opérateur noté par abus de notation par P (u) comme étant ’endomorphisme de
C [z] défini par :

P (u) = aol + ayu+ - - au”

ou I est 'opérateur unité défini par :
I(z")=2", neN
et u™ 'opérateur classiquement défini par u™ = w o u™ ! pour m > 1 avec u® = I.

Par abus de notation, on note par C [u] la partie de £ (C [z]) constituée par les polynomes
d’opérateurs P (u) quand P parcourt C [¢].

Clu] ={P(u) / P(t) € C[t]}.
Il est facile de constater que les propriétés suivantes sont vérifiées :

P(u) = P(u) = (P—P)(u),
(APy) (u) = AP (u),
Pi(u)o P (u) = (PiR)(u) = (PP1)(u) = Py (u)o Py (u)
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pour tous polynomes P; et P, de C[t] et pour tout nombre complexe A. Il en résulte que C [u]
est une sous-algebre commutative de £ (C [z]).

1.2.3 L’algébre des séries formelles C [[t]]

Ce paragraphe est consacré a quelques précisions concernant la C-algebre C[[t]] des séries
formelles & une indéterminée t. Nous adoptons ici certaines notations et définitions données
dans 'ouvrage de Roman [56].

L’anneau C [[t]]

On désigne par C [[t]] 'ensemble des séries formelles en une indéterminée ¢. Un élément de

C[[t]] peut s’écrire :
S = Z ant"
n=0

ou a, € C pour entier n € N. Deux séries formelles S = )" ja,t" et T =Y °  b,t" sont
égales si et seulement si a,, = b,, pour tout entier n € N. On convient de designer par [t"] le
coefficient de t™ dans la série S. Ainsi, on a :

[t <Z ant”> = Q-

On définit la somme et le produit des séries S et T comme suit :

i an,t" + i bt" = i (apn + bp) ",
n=0 n=0 n=0

(o) (S) 55 (Sm) "

n=0 n=0 \j=0

Muni de ces deux lois C [[t]] est un anneau commutatif. Tout élément S =Y >°  a,t" € C[[t]]
peut s’écrire sous la forme dite forme exponentielle :

00 n
S(t) = Zanﬁa
n=0 ’

il suffit de définir a,, par la relation a,, = n!a,, pour tout n € N. Le produit de deux éléments
Son g an 'ty et >0 b, tr de C[[t]] écrit sous forme exponentielle peut alors s’effectuer comme

suit :
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avec

% _ Z ap by

ol ql’
ptg=n et (p,q)EN? P&

Cp = i (Z) akbn,k.

k=0

ce qu’on peut encore écrire :

tn

. . . 00 tn ;. o 00
On convient de noter aussi par S (t) = > " a, 7y la série S =3 a," .

Valuation d’une série formelle

On définit 'ordre d’une série )" a,t" qu'on appelle aussi valuation de la série comme
étant le plus petit entier n pour lequel a,, # 0 si S # 0. On note par val S la valuation de la
série S. On convient de poser val S = 400 si S = 0. 1l est facile de constater que 'on a :

val ST =valS 4+ valT

val (S +T) > min (val S,valT).

On démontre qu’une série S € C[[t]] est inversible pour la multiplication si et seulement si sa
valuation est nulle. Ainsi le groupe des unités de ’anneau commutatif C [[t]] est G, avec

G, ={SeC[H] / valS = 0}.

L’algébre C [[t]]

Muni de I'addition et de la loi externe définie de C xC [[t]] dans C [[t]] et qui au couple (), S)
ou S => 7 a,t", associe la série \S définie par :

AS = i Aa,t",
n=0

C[[t]] est un C-espace vectoriel. De plus cette structure d’espace vectoriel est compatible avec
la structure d’anneau de C [[t]], ce qui signifie que la propriété mixte suivante est bien vérifiée
pour A€ Cet S,T € C[[t]] :

A(ST) = (AS)T = S (AT).

On en conclut que muni des trois lois ainsi définies, C [[¢]] est une algébre commutative.
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Composition de deux séries formelles

Soit (Tk),en une suite de séries formelles telles que val T}, — oo quand & — oo. Alors pour
toute série formelle S = >~ 7 a,t", nous pouvons considérer 'expression :

o0
E ax T},
k=0

On définit la série notée SoT = Z;O:o ar T comme étant la série formelle dont le coefficient
de t" est donné par la formule suivante :

"] <Z aka) = [t" (wTx) - (1.2)

k=0 k=0

Ce procédé définit bien une série formelle en 7. En effet, dans le membre droit de (1.2),
la sommation ne comporte qu'un nombre fini de termes non nuls. Cela provient du fait que
comme val T, — oo quand k — o0, les termes [t"] (axT}y) tels que val T, < n sont en nombre
fini, tous les autres termes [t"] (axT}) sont nuls car ils correspondent au cas ou val Ty > n.

Le cas particulier ot ’on considére
T, =TF

ou T € C[[t]] est telle que valT > 1 est particuliérement important. En effet, dans ce cas, on
a valT* > k et donc on a bien valT}, — oo quand kK — co. On peut donc considérer la
série formelle noté S o T' définie par :

SOT:iCLka.

k=0

La série S o T est dite série composée et elle est obtenue par substitution de la série T' dans
la série S. Ce qu’on notera aussi par

o0

S(T(t) =) aTk(t).
k=0
On peut remarquer que 'on a pour ST # 0 :
val (SoT) =val S.valT. (1.3)

Groupe des delta-séries

Définition 8 On appelle delta-série de C[[t]] toute série formelle de C[[t]] de valuation égale
al.
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Désignons par ®, ’ensemble des delta-séries de C [[t]]. On peut constater que si S et T" sont
deux delta-séries, on a val S = val T = 1. On peut considérer la série S o T' et comme d’apres
(1.3),onaval (SoT)=valS.valT = 1, la série S o T" est encore une delta série.

On constate ainsi que la composition de séries est une loi de composition interne dans
I’ensemble ©,,,. La série A =t = Z;’ozl On1t" est I'élément neutre pour cette loi. On a pour
toute série S € Dy, :

SoA=AoS=25.

On démontre aussi que la loi o est associative dans D, et que pour toute delta-série S, il
existe une unique série formelle T telle que S o T = t, la série T' est appelée série réciproque
de la série S. On désigne par S{~) la série réciproque de 7. On montre alors que I’on a

SoS =808 =1
On a ainsi le résultat important suivant :
Théoréme 9 L’ensemble ®; muni de la loi o est un groupe.

En désignant par expt la série formelle

[e.e] n

expt = Z%,

n=0

on a pour tout a € C
oo ntn
exp (at) = Zoa l
On démontre aisément que 'on a pour tout a,b € C
exp (at) exp (bt) = exp ((a + b)t).

On convient de noter par e’ la série formelle exp (t).
On prouve que les séries e — 1 et In (1 + ¢) définies par :
. 00 m oo - 4
¢—1=> — etn(l+t)=>) (-1)"" =

|
n=1 s n=1 n

sont réciproques I'une de I'autre. On a donc :

(=1 =m(1+1) et (In(1+8)7"=e—1.
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1.2.4 La C-algébre C|[[D]]| des séries de 'opérateur D

L’opérateur de dérivation D joue un role important dans ce qui va suivre. Cet opérateur est

défini comme suit :
0 sin =0,

D (") =
(z") { nx™ 1t sin > 1.
L’opérateur de dérivation est telle que

D™ (z") =0 pour m > n.

Cette derniére propriété fait qu’on peut associer a toute série formelle S (t) = > ., t™ de
C[[t] Vopérateur ) ., ., D™ noté par abus de notation S (D) défini par :

S (D) (z") = (Z amDm> (z")
= ZamDm (™)

m>0

= ) anD"(z").
m=0
Définition 10 On appelle opérateur de composition de C [x] tout endomorphisme S de C [z]

Q= i D™
m=0

ot D est lopérateur de dérivation de C [x].

pouvant s’écrire sous la forme :

Par abus de notation, on note par C [[D]] 'ensemble des opérateurs de composition de C [z].
On a:
CIDN ={5(D) / 5(t) e C[lH]} -

Nous montrerons au théoreme 23 qu’en désignant par 7, l'opérateur de translation par a
défini par :

7o (") = (z+a)",
ona:

VQ € L(Clz]),(QeC[D] <=>VacC, 7,0Q=0Q0r1,).

Il sera alors équivalent de définir un opérateur de composition comme un opérateur 2 €
L (C[x]) qui commute avec tout opérateur de translation 7, pour a € C.
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Il est alors facile de constater qu’on a les propriétés suivantes :

S1(D) =5 (D) = (51 —52) (D), (1.4)
(AS1) (D) = ASi(u),
S1(D)o Sy (D) = (5152) (D) = (5251) (D) = S (D)o 51 (D) (1.6)

pour toutes séries formelles S; et Sy de C[[t]] et pour tout nombre complexe A. De plus
I =19 € C[[D]]. 1l en résulte que C [[D]] est une sous-algébre commutative de £ (C[z]). On
peut aussi constater qu’alors, C[D] est une sous-algebre commutative de C[[D]]. On a ainsi
établi le théoréme suivant :

Théoréme 11 L’ensemble C [[D]] des opérateurs de composition de C [z] est une sous-algébre
commutative de ['algébre L (C [z]) des endomorphismes de C [z].

Le théoréme qui suit apporte une précision importante sur la structure de C [[D]] :

Théoréme 12 L’application ¥V de C|[[t]] dans C[[D]] qui a S(t) = >_,~oamt™ associe
S(D) = > 50 amD™ est un isomorphisme d’algébres. L’écriture d’un opérateur de com-
position £ sous la forme d’une série en D est unique.

Preuve. On constate aisément que 'on a pour tous A € K et Sy (t), S (t) € K|[[t]], on a :
W (S1(t)S2 () = S1(D) e Sz (D),
U (AS(t)=AS (D) etV (1)=1

ou I = 7¢ est 'élément neutre de la loi de composition dans C [[D]]. ¥ est donc un morphisme
d’algébres. Prouvons que ¥ est bijective. Pour cela, il nous suffit de prouver que le noyau
de W est réduit & {0}. Pour cela considérons S (t) = >, ak% une série formelle telle que

S(t) € ker U. On a alors ¥ (S (t)) = 0, cest-a-dire S (D) = > ;5 aka—f = 0. On en déduit

que pour tout entier n € N :
Dk

(Z akl;—!k) (") = k; (Z) apz" ", (1.8)

k>0

Il résulte de (1.7) et (1.8) que I'on a a,, = 0 pour tout entier n € N et par conséquent S (t) = 0
et ker ¥ = {0} .
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¥ est donc un morphisme bijectif d’algébres. Il en résulte aussi que I’écriture d’un opérateur
de composition €2 sous forme d’une série en D est unique. O

L’unicité de I’écriture d’'un opérateur de composition sous forme d’une série en D nous
permet de définir I’ordre d’un opérateur de composition de la maniére suivante :

Définition 13 On appelle ordre d’un opérateur de composition ) la valutation de ['unique

série formelle S (t) € C[[t]] vérifiant Q@ = S (D).

Notons par ord §2 'ordre d’un opérateur de composition §2 = S (D). Par définition, on a :

ord Q) = val S (¢).

1.2.5 Ensemble D) des delta opérateur de C [z]

Les delta-opérateurs de C [z] sont des opérateurs de composition qui jouent un role analogue
a lopérateur de dérivation D.

Définition 14 On appelle delta-opérateur de C [z]| tout opérateur de composition d’ordre 1.

L’ensemble des delta-opérateurs de C [z] est 'ensemble ® défini par :

Dp = {QeC[D] / ordQ=1}
— {S(D) / S(t)eC[[t] et valS(t)=1}.

Comme ©, désigne I’ensemble des delta-séries C [[t]], c’est & dire ’ensemble des séries de C [[t]]
de valuation égale a 1. On a aussi :

Dp={S(D) / S(t)eD}.

L’opérateur de dérivation est un delta-opérateur. On a :

00 DF
D = Z 51,kﬂ7
k=0

ol 0y, est le symbole de Kronecker valant 1 si k£ =1 et 0 autrement.

Le théoréme suivant montre que tout delta-opérateur vérifie des propriétés analogues a celles
vérifiées par 'opérateur de dérivation :

Théoréme 15 Soient 6 un delta-opérateur de C [x], m et n des entiers naturels. Alors pour
tout polynome P (x) € Clz], on a les propriétés suivantes :
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1. deg P (z) =n avecn > 1= degd (P (z)) =n—1,
2. P (x) est un polynéme constant <= 6 (P (z)) = 0.
3. 8@ =0sim>netd" (P(x)) =0 sim>deg(P(z))

Preuve. Soient P (x) € C[z] et § un delta-opérateur de C [z], alors § peut s’écrire :
0= Zakﬂ avec a; # 0.
k=1

1. Sideg P (x) =n avec n > 1, alors on a D* (P (x)) = 0 pour k > n + 1 et donc

" pk) " p)
d (P (x)) :Zakp k!( ) ZalP'(x)+ZakP k!( )

k=1

Comme a; # 0, on a deg (a; P’ (x)) = n — 1. De plus, la somme >, ak% est un

polynome de degré strictement inférieur & n. Il en résulte que l'on a : degd (P (z)) =
n— 1.

2. Soit P (z) un polynoéme constant, on a alors D¥ (P (x)) = 0 pour tout & > 1 et donc
d (P (z)) = 0. L’implication réciproque est vraie car sa contraposée est vraie d’apres ce
qui précede. En effet si P (z) n’est pas un polyndme constant, alors deg P () = n avec
n > 1 et par suite degd (P (x)) =n — 1 et donc P (z) # 0.

3. On adeg (6™ (™)) =n—m pour 0 < m < n. En particulier deg (6" (™)) = 0, §" («™)
est donc un polynome constant et donc § (6" (")) = 0. Ainsi, on a bien §™ (z") = 0
pour m > n. La relation plus générale 6™ (P (x)) = 0 si m > deg (P (z)) se prouve de
maniére analogue.

U

Le théoréme 15 nous autorise a considérer, pour tout delta-opérateur ¢ les séries en § exacte-
ment de la méme maniére que nous ’avons fait pour 'opérateur D. Chaque série en § définit
un opérateur de C [z]. On note encore de maniére similaire (et avec un abus de notation) par
C [[6]] I'ensemble des séries en 9 :

Cloll ={5(9) / 5(t) e C[[Hl]} -

On a alors un résultat analogue exactement comme nous ’avons fait pour D.

Théoréme 16 Pour tout delta-opérateur 6, l’ensemble C[[0]] des opérateurs de composition
de C [x] est une sous-algébre commutative de l’algébre L (C [z]) des endomorphismes de C [z].

On en fait un résultat qui nous sera trés utile donnée dans le théoréme suivant :
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Théoréme 17 T désignant l’ensemble des opérateurs de composition de C [x], pour tout delta-
opérateur 0 :

1. T =C[a)),

2. lensemble des delta-opérateurs de C [x] vérifie :
Dp={50) / S(t)eC][t]] et valS(t)=1}.

Preuve.

1. Soit ¢ un delta-opérateur de C [z]. 0 peut s’écrire :
d=T(D)
ou T € ®,. La série T admet une série réciproque T vérifiant
ToT V=TV oT =t

On a donc :

D=T""().

Les séries formelles T et T~ de valuation égale & 1 sont substituables dans toute série
formelle de C [[t]]. Pour tout S (t) € C[[t]], on a :

$(D) =5 (10 (8) = (S0 1) (9 19)
et
S(0)=S(T(D))=(SoT)(D). (1.10)
On déduit aisément de (1.9) et (1.10 les inclusions C [[D]] ¢ C[[4]] et C[[0]] € CI[D]].
On a donc bien I'égalité C[[0]] = C[[D]] =T.
2. 0Ona:
Dp={S(D) / S(t)eCJt]] et valS(t)=1}.
Posons

Ds=4{S(0) / S(t)eC[[t]] et valS(t)=1}.
Il s’agit de prouver I’égalité ®p = 5. On procéde comme précédemment en prouvant
deux inclusions. Si S (D) € Dp, onaalors S (D) = (S o T) (§) avec val (S o TV) =
val S.val T¢~" = 1 et donc S (D) € ®s. On en déduit que Dp C Ds. De méme, si S (§)
Ds,onaalors S(§) = (SoT) (D) avec val (SoT) =val S.valT =1 et donc on a aussi
S () € Dp. On en déduit qu'on a aussi Ds C D p. Par suite on a 1'égalité Dp = Ds.
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L’écriture d’un opérateur de composition comme une série en 9 est unique. En effet, il suffit
de prouver 'unicité de la représentation de 'opérateur nulle. Ce qui est immeédiat. En effet, si
Q=>72,a,6" =0, on aalors Q(2") = Y7, axd” (z") = 0 et cette égalité implique aj, = 0
pour tout 0 < k < n car il s'agit d’une combinaison linéaire nulle de polynomes 6" (z™) de
degrés distincts (deg 6" (2) = n — k).

Remarquons qu’on a :
Sl (D) = Sg (5) — val Sl = val 52

car si § = T' (D) avec nécessairement valT = 1, on alors S (D) = Sy (T (D)) = (S2 0 T) (D),
ce qui implique S; = Sy 0 T' et par suite val S; = val (S5 0 T') = val Sy. val T = val S,.

Ainsi 'ordre d’un opérateur de composition écrit comme série S (§) en un delta-opérateur §
est aussi égale a la valuation de la série formelle S ().

1.2.6 Opérateurs de translations, opérateurs de pseudo-dérivation

On sait que si (A, (7)), est une suite de polynémes telle que deg A, (x) = n pour tout
n € N, alors (A, (7)),cy est une base de C [z]. De plus, on sait que pour définir un opérateur

€, il suffit de définir seulement les images € (A, ()) des vecteurs d’une base (A, (x)),y de

C [z]. De plus si deg Q (A4, (z)) = n, alors  est un automorphisme de C [z].

Définition 18 Pour tout a € C, I’ opérateur 1, défini par :
To (") =(x+a)", neN
est appelé opérateur de translation par a.

Remarquons que 'on a 79 = I ou [ est Popérateur d’identité de C [x] noté aussi par 1.

Le théoréme suivant est immédiat :

Théoréme 19 Pour tout o € C, l'opérataur T, de translation par o est un automophisme
de C[z] qui vérifie les propriétés suivantes :

Va,b € C, Ta:Za R
k=0
Va,b € C, Ta©Th = Tatb (1.11)
Va, Tl =T 4 (1.12)
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Preuve. On a :

-y (ak%’“) .

k=0

Dk

-7 (") = 0 pour k > n, on en déduit que pour tout entier n € N, on a :

Comme on a

Il en résulte que :
Ta — Z akﬁ.
k=0 )

La relation (1.11) est triviale. Remarquons qu’on a :

et qu’on peut donc aussi écrire :

On a alors :

Ta0Ty = e oetl = lethD — Tath-

En particulier, la relation (1.12) résulte du fait qu’on a :
TaOT_q=T_q0Tg="To=1.

g

Il est facile de constater que si a et b sont deux nombres complexes distincts, alors 'opérateur
T4 — Tp est un delta-opérateur. En effet, on a :

00 k
Ta—Tb:eaD—ebD:(a—b)D—i—Z(ak—bk)%.

k=1

Comme a — b # 0, on constate que 7, — T} est un opérateur de composition d’ordre 1. 7, — 7
est donc un delta-opérateur. Les delta-opérateurs A et V appelés aussi opérateur de pseudo-
dérivation sont définis par :

A=11—79 et V=70—7_4.
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Définition 20 Les opérateurs A et V sont définis par les relations :
A" =(x+1)"—2", neN.

et

Comme 79 = I, on a :

et

Définition 21 L’opérateur de primitivation Int est défini par :

xn—l—l
Int (z") = S n € N.

Remarquons que si  est un opérateur de composition, le degré du polynéme 2 (z™) est
toujours de degré inférieur ou égal a n :

VQre L(Clz]), Q € C[[D]] = degQ (2") < n.

En effet, si Q € C[[D]], 2 s’écrit sous la forme Q =372 ak%. On a alors :

I
I
3 ||
o
S
=
VRS
> 3 .
~_
)
i
Bl

n n n—1
= agr + a1 1 x + ...+ a,

et donc le degré du polynome 2 (z™) est inférieur ou égal a n. Il en résulte que l'opérateur de
primitivation Int n’est pas un opérateur de composition car on a : deg (Int (z™)) = n+1 > n.
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1.2.7 Puissances des opérateurs A et V
Si U et V e CI[D]], alors U et V' commutent et la formule du bindéme s’applique pour
développer (U + V)" pour k € N. On a :

k

U+ V) Z()Ufov’” (1.13)

J=

En particulier avec (U,V) € {(71,—1),(1,—7_1)} ou 1 désigne l'opérateur 7o = I et en
constatant que ’on a pour tout entier j :

T{ =7j et 7{1 =T_j,
on déduit de (1.13) le théoréme suivant :

Théoréme 22 Pour tout entier naturel k, on a :

Ak:(Tl—l)k:

()
()

1.2.8 Caractérisation des opérateurs de composition a ’aide des

Mw 17

Vk 1—7'1

J=0

translations

On a vu que (C[[D]], +, o, .) était une algébre commutative. Il en résulte que deux éléments
quelconques U et V' de C [[D]] commutent. Comme les translations 7, = Y - ja"2- € C[[D]],
on peut affirmer que tout opérateur appartenant a C [[D]] est un opérateur qui Commute avec
tout opérateur de translation. Le théoréme qui suit montre que réciproquement, tout opérateur
qui commute avec les translations appartient nécessairement a C[[D]] :

Théoréme 23 Un opérateur Q@ € L(C|x]) est un élément de C[[D]] si et seulement s’il
commute avec tout opérateur de translation T, pour a € C.

VQe L(Clz]),(QeC[[D]] <=VYaeC, 1,0Q=Qo07,).

Preuve. Soit ) € £ (C[z]), comme on a 7, = e*? —1 =52, aka—f, onart, €C[[D]] et 7,
commute avec {2, 'implication directe est donc prouvée. Prouvons 'implication réciproque,

VaeC, (1,0Q2=Qor7,) = Qe C[D]].
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Supposons donc que :
VaeC, 7,00 =71,0(.

On a alors pour tout entier n € N :

VaeC, (1,0Q) (") =(QoT,)(z"). (1.14)

Posons

Ay(z) =Q(2"). (1.15)
On déduit de (1.14) et (1.15) que pour tout a € C, on a :

Ta (An(2)) = Q((z +a)") .

Ap(z +a) =9Q (i (Z) a”_kxk) .

k=0

C’est-a-dire

Ainsi, on a :
n
n

VaeC, Ay(z+a)=)_ (k> a" * Ay (2)

k=0

Pour z = 0, on en déduit que :

Va€C, A,(a)= i <Z> a"* Ay, (0) (1.16)

k=0

Comme C est un corps infini, on peut déduire de (1.16) que pour tout entier naturel n, on a :

Qz") = Au(x) = i A (0) (Z) z"*

Ainsi, on a :

On a bien prouvé qu’on a alors :
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Corollaire 24 Un opérateur 6 € L (C[z]) est un delta-opérateur si et seulement si il vérifie
les deux conditions suivantes :

1. 6 commute avec tout opérateur de translation T, pour a € C,

2. 6 (z) = c € C* est un polynome constant non nul

Preuve. Si § € £(C[z]) est un delta-opérateur, les deux propriétés 1 et 2 du corollaire 24
sont vérifiées d’aprés le théorémes 23 et 15. Réciproquement, si un opérateur § € L (C [z])
vérifie les deux propriétés 1 et 2 du corollaire 24, alors J est un opérateur de composition
grace a 1 d’apres le théoreme 23. Il en résulte que 0 peut s’écrire 6 = Y- aki—f. On alors
d (x) = apr + a1. La condition 2 du corollaire impose que ag = 0 et a; # 0. Il en résulte que
ordd =1 et § est un delta-opérateur. O

1.2.9 Suites de polynoémes vérifiant les relations d’Appell

Etant donné un opérateur Q € £ (C [x]) défini par
Q") =A4,(x), neN,

ot (A, (7)),,cy est une suite donnée polynomes de C [z]. Nous allons déterminer les conditions
nécassaires et suffisantes pour que 'opérateur €2 soit un opérateur de composition. Pour cela,
nous commencons par la défintion pratique suivante :

Définition 25 On dit quune suite de polynomes (Ay (x)), oy vérifie les relations d’Appell si
les conditions suivantes sont réalisées :

!

1. Ay(z) =0,

Théoréme 26 Soit (A, (7)), oy une suite de polynémes de C[x]. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

1. La suite de polynomes (A, (7)), oy vérifie les relations d’Appell.

2. On a
A, () =Q("), neN,

ot § est 'opérateur de composition défini par

o0 Dk
Q=" 4/(0) -
k=0 ’
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3. La série génératrice exponentielle de la suite de polynomes (A, (v)),cn st définie par

E:U An (I‘) E = S(t) €
ou S (t) € C[[1]).
Preuve.

1. Prouvons que (1) == (2). On constate aisément que si une suite (A, (z)), oy vérifie les
relations d’Appell, Ay (x) est un polynéme constant. En posant

a, = A, (0), neN,

on a :

et

En particulier, on a alors :

Dn
FAn(x) = Ao (z) =agpour 0 <k <n

et D
FAR (x) =0 pour k > n.
Le polynéme A, (x) est donc de degré < n. La formule de Taylor-MacLaurin nous

permet d’affirmer que 'on a :




Ainsi, pour tout entier n € N, on a :

ou .
> D
k=0

est un opérateur de composition.

. Prouvons que (2) = (3). La relation

est équivalente a la relation

k=

o

qui elle méme est équivalente a la relation

> A, (x)fl—n!: (ZAn (0) g) (Zﬂi—f) .

n=0

qui s’écrit

" xt
ZUAn@) —=S(0)e
avec
o0 tn
S(t)=> A, (0) —
n=0 ’
Prouvons que (3) = (1). La relation
- " xt
S A, (1) = = S ()€™,
n!
n=0
est équivalente & :
"\ /n
k=0

et donc aussi 4 :

On a alors :



ou ) est 'opérateur de composition
k=0
On a clairement :

Ap () = A (0) = 0.

Comme €2 est un opérateur de composition, il commute avec I'opérateur de dérivation

Detona:
(DoQ)(2") = (R0oD)(z"),

ce qui se traduit pour n > 1 par :
Al () =nA,_1(z).

La suite de polynémes (A, (x)),, oy Vérifie bien les relations d’Appell.
U

Théoréme 27 Soit (A, (x)), .y une suite de polynomes vérifiant les relations d’Appell, alors
on a pour tout entier naturel n :

A (z+y) = Zn: (Z) Ay (y) 2k (1.17)

k=0

Preuve. En effet, en posant

n=0
on a:
- v ta+y)
ZAn(x—i—y)n‘ S(t)e
n=0 ’
= (S(t)e¥)e”
(Snt) (50)
n=0 n! n=0 n!
s ( A (y) o ) o
n=0 \k+{l=n k' g'
On en déduit :
Ay (z+y) A (y) 2*
n! B kL
k+L=n
d’ou l'on déduit la relation (1.17). O



1.2.10 Suites de polynémes d’Appell

C’est dans un important article [5] que le mathématicien francais Paul Emile Appell définit
en 1880 des suites de polynémes qui portent désormais son nom. La définition qui suit est
fidele a la définition qu’il donne dans son article pour ces polynomes.

Définition 28 On appelle suite de polynomes d’Appell toute suite de polynomes (A, (z))
vérifiant les deux conditions suivantes :

neN

Vn eN, deg A, (z) =n

et
Vn € N*, Al () =nA_, (x).

On constate aisément qu'une suite de polynomes (A, (7)), .y est une suite de polynomes
d’Appell si et seulement si elle vérifie les relations d’Appell et si de plus le polynéme constant
Ap (x) n’est pas le polynome nul.

Exemple 29 La suite de polynomes (2"), o est une suite de polynomes d’Appell.

Les deux résultats suivants sont des corollaires au théoréme 26 :

Théoréme 30 .Une suite de polynomes (A, (x)),cy est suite de polynomes d’Appell si et
seulement si l'opérateur 24 défini par

Qa=>_ A (0) -
k=0
est un opérateur d’Appell telle que

VneN, A, (x)=Q4(").

Théoréme 31 Soit (A, (z)), oy une suite de polynoémes. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

1. (A, ()),cy est une suite de polynomes d’Appell

2. Pour tout entier naturel n, on a :

A2) =Y (Z) A (0) 2" et Ay (0) £ 0. (1.18)
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3. 11 existe une série formelle S (t) € C[[t]] telle que S (0) # 0 et

S A (@) S = S(#)et (1.19)

Le théoréme suivant permet de carctériser les opérateurs de composition d’ordre m.

Théoréme 32 Soit m un entier naturel m et Gp le groupe des opérateurs d’Appell, alors
1. L’ensemble des opérateurs de composition d’ordre m est D"Gp
D"Gp ={D™U / U e€Gp}.
2. L’ensemble des delta-opérateurs D p est telle que :

Dp = DGp.

Preuve.
1. Soit €2 un opérateur de composition d’ordre m, alors €2 s’écrit :

o

Dr
Q= Zanﬁ

avec a,, 7 0. On peut écrire 2 sous la forme

. o0 pn—m
Q =D <Z CLnT>

— pm .
ga Flm+ k).
= D™U.
avec .
- D
U= m
2 1)
Comme a,, # 0, on a
ordU = 0.

On a donc U € Gp

2. C’est simplement le cas particulier ou m = 1.
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Remarquons que si S (t) et T'(t) sont des séries formelles telles que T' () # 0. On peut

considérer la fraction % € C((t)). On a alors % € C[[t]] si et seulement si val S (t) >

val T (t). On peut donc considérer des opérateurs de compostion s’écrivant sous la forme

pourvu que ord S (D) > ord T (D).
En désigant respectivement par p et ¢ les ordres des opérateurs de composition S (D) et
T (D), on peut écrire :
S(D)=DPS; (D) et T(D)= D (D)
avec S1 (D) € Gp et T1 (D) € Gp et p > q. On a alors :

S1(D)

Q=Dpre
71 (D)

= D718, (D) T, (D)

ott D=1 € C[[D]] et S; (D) T, * (D) € C[[D]].

1.2.11 Groupe des opérateurs d’Appell

Le théoréme qui suit précise les éléments du groupe (commutatif) Gp des unités de 'anneau
commutatif (C[[D]],+, o).

Théoréme 33 Le groupe Gp des unités de l'anneau (C[[D]],+,0) est constitué par l'en-
semble des opérateurs de composition 2 de C[[D]] qui s’ecrivent sous la forme

Q=S5(D)
ot S (t) est une série formelle de C|[[t]] d’ordre zéro.

Gp=1{S (D) / S(t) € C[[t] et S(0)# 0}

Preuve. Un opérateur Q; = S (D) de C[[D]] est une unité de 'anneau (C[[D]],+,0) si et
seulement s’il existe un opérateur s = Sy (D) de C[[D]] tel que €y 0 Qy = I, ¢’est-a-dire si
et seulement si S (¢) Sz (t) = 1, autrement dit si et seulement si S; (t) est une série formelle
inversible. Ce qui se traduit par S; (0) # 0. O

Définition 34 On appelle opérateur d’Appell tout élément de Gp. Le groupe Gp est appelé
groupe des opérateurs d’Appell.
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Les opérateurs d’Appell sont des automorphismes de C [z]. Le cas des opérateurs d’Appell
S (D) tels que la série formelle S (t) a pour premier terme le nombre 1, c’est-a-dire tel que
S (0) = 1 est particuliérement intéressant. Dans ce cas, val (S (t) — 1) > 1 et on peut définir
pour tout « € C la série S (t) de la maniére suivante

o o = o
s2 (0 =+ 0= =3 (1) s0-1"
k=0
Cette définition de S* (t) coincide avec la définition de S™ (t) dans la cas ot @ = m avec
m € Z. Comme on a S (0) = 1, il en résulte que S (D) € Gp.

1.3 Nombres et polynémes de Bernoulli, d’Euler et de

Genocchi

C’est dans son ouvrage "Ars Conjectandi" [15] (publi¢ & Bale huit ans aprés sa mort) que
Jakob Bernoulli (1654-1705) définit une suite de nombres rationnels appelés aujourd’hui en
son honneur "nombres de Bernoulli. Ces nombres ont aussi été mis en évidence par Takakazu
Seki (1642 - 1708) mathématicien japonais qui les découvrit, sans doute, trés peu de temps
avant lui [6]. Depuis cette date, ces nombres font 'objet d’intenses études. La recherche de
formules explicites et de relations de récurrence aussi bien pour les nombres de Bernoulli que
pour les polynémes de Bernoulli a été et reste un domaine constant d’intérét de beaucoup
de mathématiciens [33]. Dans ce paragraphe, nous allons définir non seulement les suites
de nombres et de polynomes de Bernoulli mais aussi les suites et nombres d’Euler et de
Genocchi au sens classique avant d’étudier certaines de leurs généralisations. Les propriétés
des opérateurs de composition nous permettront de prouver trés simplement de nombreuses
propriétés de ces nombres et polynémes remarquables.

1.3.1 Nombres et polynémes classiques de Bernoulli, d’Euler et de
Genocchi

Considérons les trois séries formelles suivantes de C [[¢]]

t 2 2t

Sl(t)zet_]_’s2(t):et+]_etS3(t):et+1'

On a
val Sy (t) =0, val Sy (t) = 0 et val S5 (t) = 1.

Désignons par 25, Qg et Q¢ les opérateurs de composition associés respectivement & ces trois
séries formelles. On a :

Qp = S (D) =

Qp = S, (D) =

eD —1’ el +1

etQG:S3(D):€D+1



et aussi

valQQp =0, valQr =0 et valQqg = 1.

Les opérateurs () et Qg sont des opérateurs d’Appell, 25 est un delta-opérateur. Remarquons

qu’on peut facilement exprimer ces trois opérateurs de composition comme des séries en A.

En effet, les relations :

A=eP? —1 et D=1In(1+A)

permettent d’exprimer ces trois opérateurs en des séries en A comme suit :

Qp

Qp

Q¢

A
2ln(1+4A) <
A+2§:(

Définition 35 On appelle n-iéme polynéme de Bernoulli le polynome B, (x) défini par :

Ba(0) = 00" = (g ) ),

On appelle n-iéme polynome d’Euler le polynome E,, (x) défini par :

B (0) =05 (") = (577 ) 607)

On appelle n-iéme polynome de Genocchi le polynéme G, (x) défini par :

Gl = 20 0 -

el +1

2D > ).

Selon notre définition et les propriétés des opérateurs de composition, on a aussi les relations

suivantes qu’on considere souvent pour définir ces nombres et polyndémes remarquables :

oo m

o0 tn
%En (33)5 =
o t"
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tx
e (1.20)

2 t
v 1.21
et—'—le ) ( )

2
”5. 1.22
L (1.22)



Les polynomes d’Euler ont été ainsi désignés en ’honneur du mathématicien suisse Leon-
hard Euler (1707-1783). Les polyndomes de Genocchi ont été ainsi désignés en I'honneur du
mathématicien italien Angelo Genocchi (1817-1889).

Les expressions (1.20), (1.21) et (1.22) permettent de prouver aisément le théoréme suivant :
Théoréme 36 Pour tout entier naturel n, on a :
(—1)" B, (z) = B, (1 —x) (1.23)

(—1)" B, () = B, (1 - x)
(=)™ G (2) = Gu (1 — )

Preuve. Le théoréme résulte des relations suivantes déduites de (1.20),(1.21) et (1.22) :

- n " . —t —tr 3 t(l—-z) __ - "
nEO (—1) Bn(x)m— e L —ngan(l—x)m,
ZOO t 2 2 Z‘x’ tr

-1 n E D —tx — t(l1—x) _ E 1— Z
nzo( )" B (@) n! e_t‘f‘le €t+16 n=0 2 g nl’
= tn 2t 2t = tn
E )" G, (2) = = e T otl-e) — E Gn(1—12)—.

— (=1) (z) nl e t4 16 et + 16 — ( z) n!

O

Du fait que les opérateurs Qg et Qg sont des opérateurs d’Appell et que ¢ est un delta-
opérateur. Les suites de polynémes de Bernoulli (B, (x)),cy et d’Euler (E, (z)), oy sont des
suites de polynomes d’Appell. Ce qui n’est pas le cas de la suite des polynomes de Genocchi
(G (7)),,en- Les propriétés suivantes résultent immédiatement de ces constations :

Bo(z)=1et B/, (x) =nB,_1(x), n>1,
Eo(x)=1et E () =nE,_1(x), n>1,
Go(z) =0et G, () =nGp_1(z), n>1,

deg B, () =n, degFE, (z)=n, n>0,
degG, () =n—1, n>1,

By (z+y) = i (Z) v By (z) (1.24)

k=0
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En(z+y) Yy B (@),

I
ingb
N
> 3

s

n
Gulo+ ) =3 ()6 o)
k=0
Les premiers polyndémes de Bernoulli sont :
BO (l’) = ].,
1
Bi(x) = z— Y
1
By (x) = :1:2—9:+6,
1
Bs(z) = 2°— §x2 + 3%
Les premiers polynémes d’Euler sont :
EO (ZL’) = 1,
1
Ei(x) = z— 3
Ey(x) = 2°—u,
3 1
E3 (i’) = 333—51'2—1'1.
Les premiers polynémes de Genocchi sont
GO (CE’) = 07
Gl (l’) == 1,
G2 (33) = 2z — 1,
Gs(z) = 32° —3z.

On a la relation :
G, (z)=nE,1(x), neN".

On définit aussi les suites des nombres de Bernoulli (B,,) d’Euler (E,), .y et de Genocchi

neN?
(Gy),en par les relations :

1
B, = B, (0), En:2"En<§>, G,=G,(0), neN.

Dans ce qui suit, nous allons nous focaliser davantage sur les propriétés des nombres et
polyndémes de Bernoulli.
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Théoréme 37 Pour tout entier naturel n, on a :

By (x+1) = Byiy (2) = (n+ 1) 2" (1.25)
x+1

/ B, (t)dt = 2 (1.26)

Q' =Aolnt (1.27)

> (n ;: 1) By () = Bpya (2) + (n +1) 2", (1.28)

(" . 1) By (). (1.29)

-1

S

1

n—l—lkzo

B, (z) = 2" +

Preuve.

1. On a:
AOQB:ln(l—f-A) :D,
il en résulte que :
Bpii(x+1)— By (z) = A (QB (:z:”“)) =D (x”“) =(n+1)z".
/

2. La suite de polynomes de Bernoulli étant une suite de polynémes d’Appell, ona B;, | (z) =
(n+ 1) By, (z). On en déduit en exploitant le résultat obtenu précédemment :

/:+1 B, (t)dt = [Bnﬂ (t)rﬂ

n+1 |,
Bt -Bua)
n+1
3. Ainsi, avec l'opérateur Int défini par :
n+1
Int (z") = ’ ,
n+1
on a la relation :
AolntoQp =1.
On en déduit que :
QO l'=Aolnt.

4. Comme (B, (7)),,cy est une suite de polynomes d’Appell, on a :

Bpii (z+1) = :Zt (” Z 1> By (2)

la propriété résulte alors de (1.25) en y remplagant B, (z + 1) par cette expression.
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5. Ce n’est qu'une simple réécriture de la relation (1.29). Cette relation permet de calculer
facilement les premiers polynomes de Bernoulli.

g

On peut déduire du théoreme 37 les propriétés bien connues suivantes des nombres de Ber-
noulli [1] :

Théoréme 38 Pour tous entiers naturels n et m, on a :

B2n+1 = O, n Z 1, (131)
n n
(k) By = By, + 601, (1.32)
k=0
- By, 1) — By,
$ = B (n+ )1 =2Y (1.33)
— m +
n nm—l—l 1 [%] m + 1 I
Em = —pm Bopn" 12k, 1.34
I N P (13

Dans ce théoréme, 9, ; désigne le symbole de Kronecker prenant la valeur 1 si i = j et 0
autrement.

Preuve.

1. Nous disposons des relations suivantes

By (z) =1, Bl(x):x—%

et de la relation suivante déduite de (1.25) pour x =0
B,(1)—B,(0)=0, n>2.

On en déduit que l'on a :

0 sin=0,
B,(1)—B,(0)=<¢ 1sin=1,
Osin > 1.
Ces relations sont équivalentes a la relation :
B, (1) — By, = 0 1. (1.35)
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D’autre part, on déduit de la relation (1.23), écrite pour z = 0, que 1'on a aussi :
(-1)" B, =B, (1). (1.36)
11 résulte des relations (1.35) et (1.36) que 1'on a bien :
(—=1)" B, = B, + 0p.1. (1.37)
. On déduit de cette derniére relation que :
—Boni1 = Bany1 + 020411,
ce qui implique bien la relation :
Bopi1 =0,n > 1.
. On a, en exploitant les relations (1.24), (1.36) et (1.37) :

i (Z> By = By (1) = (=1)" By = By + 6n,1-

k=0

. En exploitant (1.25)

On en déduit que :

n 1 n
SR = e S (Bt (k1) = B (R)
k=0 k=0
_ Bm+1 (TL + ]-) - Bm+1
m+1 '

Buit (n41) = Bt (n) + (m+1)n"

m+1
1
k=0

m+1
1 +1
= Bpy1+n"t+ mrl n™ + E (m )B;mmﬂ_k

On en déduit a l'aide des relations (1.33) et (1.31) que :

Zn: Em — B (n + 1) — Bt
k=1

m+ 1
] %] m+ 1 112k
= —nm Bopnm 7,
mtl 2 +k_1( 2k:> "
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La formule (1.34) est connue sous le nom de formule de Faulhaber en I’honneur du ma-
thématicien Johann Faulhaber (1580-1635) qui étudia les sommes Y ;_, k™ un siécle avant
Bernoulli.

1.3.2 Nombres de Fibonacci et de Lucas

La suite des nombres de Fibonacci (F,),,cy est définie par les relations :

Fo=0,Fi,=1 et F,,=F, 1+ F, o pourn > 2

est I'une des plus anciennes suites d’entiers connues. Elle a été ainsi nommeée en ’honneur
du mathématicien du Moyen Age Léonardo Pisano (1170-1250) plus connu sous le nom de
Fibonacci, qui les a défini dans un ouvrage intitulé "le Liber abaci" publié en 1202.

La suite des nombres de Lucas est appelée aussi "suite de Fibonacci-Lucas" et elle est définie
par les relations :

L[):Q,Ll:l eth:Ln,l—i—Ln,gpournzZ

ainsi désignée en I'honneur du mathématicien frangais Edouard Lucas (1842-1891) qui les
défini et étudié notamment dans article [45].

Ces deux suites d’entiers classiques sont répertoriées dans I’encyclopédie des suites en ligne
de Sloane sous les références. Les suites des premiéres valeurs de ces suites sont :

(Fu)pso = (0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,45,89, 144, . ..)

et
(Ln)pso = (2,1,3,4,7,11,18,29,47, 76,123,199, 322, . . .) .
Les formules suivantes, connues sous le nom de formules de Binet (du nom du mathématicien

Jacques Binet (1786-1856)) sont des expressions explicites du n-iéme terme de chacune de
ces suites :

1 1+v5) 1-v5) 1+v5) 1—v5\
e ((72F) - (57) ) mee (557) (57

En posant
1+5 15
c= et d = ,
2 2
on a :
no_ qn
F, =S et L, = ¢ + d",
c—d



avec

cd=1. (1.38)

A partir de ces formules, il est facile de déterminer les fonctions génératrices exponentielles
des suites F' = (F,),¢ et L = (Ly),>o- On a:

0 tn o0 A — dn m 6ct o edt
Sr(t) = F,— = .-
r (t) nZ:o n! nzzo(c—d>n! c—d
et - -
Z Z " —i—d” —eCt—Fedt.
n=0 n=0

A Taide de la relation (1.38), on constate ainsi que :

e—Ct _ p—dt e(dfl)t _ e(cfl)t

SF (—t) = c—d = c—d = —€7tSF (t)

et
SL (—t) _ B_Ct + B_dt _ e(d—l)t + 6(c—l)t _ e—tSF (t)
1.3.3 Les relations de Gessel

A toute suite numérique (u,) on peut associer la forme linéaire L définie par la donnée

neN’
des images des vecteurs de la base canonique (2"), .y de la maniére suivante :

L(z") = uy,.

Il en résulte par linéarité que pour tout polynome P (x) = > ,_, axz®, on a alors :

L(P(x)=1L (Z ak.xk> = Zakuk.

Par soucis de simplification, de nombreux auteurs (Lucas, Agoh, Gessel,...) adoptent la no-
tation "abusive" mais pratique suivante : L (P (z)) est simplement désigné par P(u) et on

n
= E QrUp.
k=0

Nous allons maintenant définir deux formes linéaires L, et Ly sur C [z] attachées a la suite

convient d’écrire :

des nombres de Bernoulli. Ces deux formes linéaires sont définies par :

L1 ((L’n) = Bn
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et
Ly (2™) = (—=1)" B,.

Ces deux formes ont des propriétés qui ont été exploitées par de nombreux auteurs parmi
lesquels on trouve Gessel qui prouve et exploite la propriété suivante :

Théoréme 39 Pour tout polynome f(z) de C|x], on a pour tout entier naturel m

f(B+m)—f(=B)=) f(k) (1.39)
k=1
Preuve. La relation (1.39) signifie que l'on a :
Li(f(z+m)—f(=x))= ) [f(k).
k=1

Pour prouver cette derniére relation, il suffit de la prouver seulement dans le cas particulier
ou f(z) = z". Dans ce cas, la relation a prouver devient :

Ly ((x +m)" = (—2)") = Z_ nk™ .
On a:

Ly((@+m)" — (—2)") = m(n (Z)m) (1)L ")

= Bn(m) - B, (1)

Ainsi la relation & prouver est équivalente a la relation suivante :

m—1

B,(m)— B, (1) = Z nk™ b

k=1

Cette derniére relation résulte aisément de la relation suivante déduite de (1.25) :
B,(x +1) — B,(z) = na" .

En effet, il suffit de remarquer qu’on a alors :
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1.3.4 Nombres et polyndémes généralisés de Bernoulli, d’Euler et
de Genocchi

Considérons de nouveau les trois séries formelles suivantes de C [[t]]

2
Sl(t):et—l’ Sg(t)zet—_‘_]_et»s’g(t):

et +1°

On a :
val Sy (t) =0, valSy(t) =0 et valSs(t) = 1.

Les opérateurs de composition associés respectivement a ces trois séries formelles Q2g, Qf et

Qg On a

Qstl(D): et QG233(D):

P+l el +1

Les deux séries formelles S; (t) et Sy (t) ont pour premier terme (non nul) le nombre 1. On
peut donc définir pour tout o € C deux opérateurs d’Appell Q% et Q% et un opérateur de
composition % pour m € N :

o t " . 2\ m 2D \"
%= (=) o= () o= (o)

Définition 40 On appelle n-iéme polynome généralisé de Bernoulli d’ordre « le polynome
BY (z)défini par :

B (o) = 25 0 = (15) ),

el —1

On appelle n-iéme polynoéme généralisé d’FEuler d’ordre o le polynome E,(La) (x) défini par :

el +1

B0 @) = 236 = (5 ) (),

On appelle n-iéme polynome généralisé de Genocchi d’ordre o le polyndéme Gl (x)défini par :

2t \“
(o) — O« ny _ n
6 (@) = 2" = (g ) (@),
On pose aussi :

B@ = B (0) et E® = 2"E@ (%)

Les nombres Bff‘) et ET(LQ) sont appelés respectivement nombres généralisés de Bernoulli et

d’Euler d’ordre o. On a :
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Comme 2% et Q% sont des opérateurs d’Appell, les suites de polynomes (Bff) (x)) et
n>0

E (2 sont des suites de polynémes d’Appell. Il en résulte les propriétés suivantes
-0 poly

([56], p. 93) :

B<a>(0):1 et E“(0) = (1.40)

ZB < 1> (1.41)

ZE(a) _ < ) (1.42)

B{ (x) =1 et D (B (2)) = nB!Y, () pour n > 1, (1.43)
Eéa)()_letD(E"‘( =nEY (z) pourn > 1,

B (z 4 y) = ( > =k p() (1.44)

E@ (34 y) = () kB (4

Les premiers polynomes généralisés d’ordre o de Bernoulli et d’Euler sont :

. 1
Bé)(x) = 7’ —oz:c—l—ﬁoz(Ba—l)
3

1 1
Béa)(x) = x?’—§a$2+404(304—1)$—§0‘2(a_1)’
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et

B (r) =1
1
EY () = z- 5%
B (1) = o?— ozt tala—
s (r) = =z ax+4a(a 1),
o 3 3 1
Eé)(x) = x?’—éamz—l—za(a—l)x—goﬁ(a—@

Théoréme 41 Pour tout o € C et pour tout entiern € N, on a :

A (BE) (@) = D (B (@)

By (o —x) = (-1)" By ()

B (2) = 0 pour n impair.

" o\2
Preuve.
1. On a:
SABR @) o = S (B @+ 1) - B @)
n=0 : n=0 '
o\ () t = (@) (ot
n=0 n=0 ’

Ainsi, on a :

SaEo) s < () e
s " n! et — 1
o e
= > BV (a) —
n=0 n
00 B tn-‘rl
= Y DBYY (2))
nz:; 1 (n+1)!
I
— " n!

D’ou résulte la relation (1.45).
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2. On a:

[e's) ¢ " «

(@ () — t(a—z)
ZB" (c l‘)n! B (et—1> ‘
n=0

¢ «
— etoze—tac
()
tet \“
— € e—ta:
()
—1 “ —tx
- (=5) -

Ainsi, on a :

S BP(a-nh = 3B @)

n.

n=0 n=0 n'
00 4
S RERIOES
—~ n!

On en déduit la relation (1.46).

3. Pour x = § et n impair, la relation (1.46).

B@ (9) _ _B@ (%)
no\2 no\2

d’ou résulte la relation (1.47).

Théoréme 42 Pour tout a € C, on a pour tous entiers naturels m etn > 1:

n—1
0% ]' « (e%
> B (k) = 1 (Bfni_ll) (n) — Bfni_ll)>
k=0
n—1 1
k"= — (B, — B,
i m 1 ( +1 (n) +1)

Preuve. La relation (1.45) permet d’écrire :
A (B (@) =D (Bl @),
c’est a dire, en tenant compte de (1.43 :

Bt (o +1) = Bt (@) = (m+ DB (x).

(1.48)

(1.49)



On en déduit que :

n—1 n—1
(m+1)> BW (k) = > BY (x+1)-BSY (2)
k=0 k=0

= Bu1(n) = Bt (0).

D’ou résulte la relation (1.48).

La relation (1.49) est le cas particulier de (1.48) ot @ = 0 en tenant compte du fait que

B (k) = k™.

m

1.4 Formules explicites

Dans ce paragraphe, nous montrons comment 1’emploi des opérateurs de composition permet
de trouver (ou de retrouver) des formules explicites pour les polynémes de Bernoulli et donc
aussi de prouver des formules explicites pour les nombres de Bernoulli.

1.4.1 Une trés ancienne formule explicite

Dans son article intitulé " Fxplicit formulas for Bernoulli numbers" publié en 1972 dans la
revue The American Mathematical Monthly, Gould [33] cite la formule suivante :

n

B,=)_ %H ;0(—1)1 (l;)]" n >0, (1.50)

k=0

Cette formule est la toute premiére formule qu’il énonce dans son article. Il affirme que cette
formule est trés ancienne et qu’il est difficile de 'attribuer a un auteur plutét qu’a un autre.

Grace aux opérateurs de composition, il est facile de prouver la généralisation de la formule
(1.50) aux polynomes de Bernoulli donnée dans le théoréme suivant :

Théoréme 43 Pour tout entier naturel n, on a :

n k

Preuve. On a :



On sait que :

On sait aussi que :

- Y0 (F) e (1.51)

On en déduit que :

La preuve du théoréeme est compléte. Pour x = 0, ce théoréme permet d’obtenir la formule
(1.50) citée par Gould. U
1.4.2 Généralisation d’une formule explicite de Kronecker (1883)

Dans le méme article [33], en page 46, Gould affirme que Kronecker [42] a découvert une
formule intéressante pour les nombres de Bernoulli qui peut étre énoncée comme suit :

Bay = 2&31(—1) (2" N 1) Z k2, (1.52)

=2

Gould constate qu’en 1967, Bergmann [14], a aussi découvert la formule explicite suivante :

= —é(—w <?)%§k"l (1.53)

mais qu’en fait, ces deux formules (1.52) et (1.53) sont similaires. Gould affirme que Bergmann
n’était certainement pas au courant qu’il n’avait fait que retrouver une ancienne formule.
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Kronecker aussi bien que Bergmann ont employé la formule d’interpolation de Lagrange pour

prouver leur formules.

Grace encore aux opérateurs de composition, il est facile de prouver la généralisation aux
polynomes de Bernoulli des formules (1.52) et (1.53) donnée dans le théoréme suivant :

Théoréme 44 Pour tous entiers naturels m et n, on a pour m >n

B,(z) = Z(—1)J’*1 (m;r 1)%2@%/&)” (1.54)

Le théoréme permet effectivement de retrouver les formules (1.52) et (1.53). En effet, on
déduit de la formule (1.54) la relation suivante obtenue pour z = 0 aprés avoir remplacé m

et n par 2n dans (1.54)
2n+1

- 2 1
By = 3 (—1) ( nr ) Zk:" (1.55)
j=1
de laquelle résulte (1.52) car I'indice du terme correspondant & j = 1 est nul dans (1.55). En
remplagant m et n par n — 1 dans (1.54), on obtient la formule suivante :

B == 1(});3 Z( 4k

de laquelle résulte (1.53) pour z = 0.

Pour prouver le théoréme 44, le lemme suivant nous sera utile :

Lemme 45 Pour tout entier naturel m, on a :

- koL k_mH jo1(m+1\1 k
> (-1) k+1(‘”_1) = (-1) < ; )ij. (1.56)

k=0 7j=1 k=0
On a
i Fao—1F = l(1—(1— )"
X
=0
m+1
= Y (-1 (m N 1) i, (1.57)

j=1 J

Par intégration, on déduit de (1.57) la relation suivante :

Z; k+11 D=2 =y (mj 1)31 (a7 — 1) (1.58)

Jj=1
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En divisant les deux membres de (1.58) par = — 1 et en remarquant que

. jfl
= X s

z—1
k=0

on obtient la relation (1.56).

On déduit du lemme la relation suivante entre opérateurs de composition :

ké(— (= 1)F = 3 -1y (m“) zm

ui peut encore s’écrire :
qul p

Emj Ak — %(—1)]’—1 (m.“)ljim (1.59)

k=0 j=1 J =0

Prouvons maintenant le théoréme 44.

Preuve. On a pour tous entiers naturels m et n tels que m > n :

B,(x) = Qp(z")

m+1 Jj—1

, 1\ 1
Baw) = L0 ("

j=1 J J =0

m—+1 j—1
, 1\ 1

= e (M) e
j=1 J k=0
ce qui est bien la relation qu’on devait prouver. Le théoréme 44 est ainsi prouvé. Il

1.5 Transformation binomiale

Il n’y a pas de définition standard de ce que I'on appelle la transformation binomiale d’une
suite, c’est pourquoi nous commencerons par préciser la définition que nous avons adopté
avant d’en étudier les propriétés et certaines applications.
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1.5.1 Définition de la transformation binomiale

Soit u = (uy),cy une suite (numérique) définie par sa série génératrice exponentielle .S, () :

0.) tn
Su(t)=> Uy
n=0 ’

On convient d’associer & la suite u la suite u* = (u},), .y appelée suite duale de u en définissant
u* par la donnée de sa série génératrice exponentielle :

Sy (t) = €'S, (—t). (1.60)
Autrement dit u*
2 iy = 2 ()

Vn e N, Uy = (Z) (—1)Fuy.
0

Définition 46 L’application T : CN — CN définie par :
7T (u) =u”

est appelée transformation binomiale de la suite u.

1.5.2 Propriétés et exemples

L’application 7 est un endomorphisme du C-espace vectoriel CN. 1l est facile de constater
que la relation (1.60) est équivalente a la relation :

Sy (t) = €Sy (—t).
Autrement dit, on a ’équivalence :
T (u) =u" =T (u") = u.

Ce qui se traduit par la propriété suivante connue sous le nom de "formule d’inversion de
Pascal) :

(vn eN, u = Zn: (Z) (—1)%) — (vn €N, u,= Zn: <Z> (—1)%;;) .

k=0



On en déduit aussi que I’endomorphisme 7 est involutif. On a :
VueCV, T2 (u)=u.

Les valeurs propres de 7 ne peuvent étre que 1 et —1. En effet, si A est une valeur propre
de 7T, alors il existe une suite non nul u tel que 7 (u) = Au. On en déduit que 72 (u) = A\u.
Par suite, on a Au = wu et A = +1. Nous convenons alors de noter E; et E_; les sous espaces
propres associés aux valeurs propres 1 et —1 respectivement :

B ={ueC¥/ T(w)=u} et B, ={uecC"/ T(u)=—u}.
Il est facile de constater que CV est la somme directe de E; et E_;.

En effet, toute suite v € CN sécrit de maniére unique : © = v + w comme somme d’un

élément v € Fret w € E_1. Onav = §(u+u*) et w = 1 (u—u*). On convient d’appeler
suite invariante par transformation binomiale ou suite de Césaro ou encore suite auto-duale
toute suite appartenant au sous-espace propre £, et suites inversement invariantes toute suite

appartenant au sous-espace propre £_;.

Exemple 47 Les suites suivantes sont des suites invariantes par transformation binomiale :

1. la suite (%)neN,

2. la suite des nombres de Lucas (L)
3. la suite ((—1)"B,,)

neN’

neN -

La suite de Fibonacci (F,), oy est une suite inversement invariante par transformation bi-
nomiale.

En effet :
L. ZZ:O(_l)k(Z)(%)k =(1- %)” = 2% On a donc (2%)* = 2%
2. En effet avec c = 1+2\/g et d = 1_2*/5, on ac+d=1. On en déduit que

Zn:(—l)’“(Z) == =d" et kzn;(—l)’“(Z) & = (1—d)" = .

Ainsi

]

—1)* (Z) (" +d") =" +d,
autrement dit

En:(—nk (Z) Li =L,

k=0
Ainsi L} = L,, et (Ly)nen est bien une suite invariante par transformation binomiale.
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3. Dire que la suite ((—=1)"B,),cy est une suite autoduale équivaut a affirmer que :
(—1)"By = i ") B, (1.61)
o \F

Pour prouver (1.61), il suffit tout juste d’utiliser les relations (1.46) et (1.23) pour a = 1.
Pour y = 1 dans (1.46), on a alors :

Bu(z+1) = ; (Z) Bi(). (1.62)

En remplagant « par 0 dans (1.23) et (1.62), on obtient clairement la relation (1.61).

4. La suite (F},)nen est une suite inversement invariante. En effet :

- n\c*—dt  dv—cn
Fr = —1)k — =—F,.
" Z< ) (k) c—d c—d

k=0

1.5.3 Forme linéaire associée a une suite numérique et propriétés

Lemme 48 Soient (u,,)nen une suite numérique et L, la forme linéaire définie sur C [x] par :
Vn € N, L, (z") = uy.
Alors on a :

1. Pour tout entier naturel n :
Ly, ((1—2)") = uj,

n

ot (uf)nen est la suite duale de la suite (uy)nen-

2. St (up)nen est invariante par transformation binomiale, alors pour tout polynéme P (z) €
Clz], on a :
L,(P(z)—P(1—2x))=0.

Preuve.

1. En effet, on a pour tout entier naturel n

Li(—a") = L ( -0 () )
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2. Dans le cas ot (uy), oy est invariante par transformation binomiale, on obtient :
L,(1=2)")=wu,= L, (2").
On en déduit que :
L,(z"—(1-2)")=0.

Par combinaisons linéaires on en déduit alors que pour tout polynéme P (z) € C[z], on
a:
L,(P(z)—P(1l—x))=0.

O
Lemme 49 Pour tous entiers naturels n et £, on a lidentité :
n l
Z(_l) ( > b+k Z ( ) _x)n—i-k —0
k=0 k=0
Preuve. En effet, on a trivialement :
oot (Bt — 0y
k=0
= (1-(1- ))E (1—a)"
¢
l
k:O
U

En appliquant les lemmes précédents, on a le théoréme suivant :

Théoréme 50 Soit (u,)neny une suite numérique, on a alors pour tous entiers naturels n et

¢ [lidentité :
- 1 k(T ! k g * o
Z (_ ) L Upyk — Z (_1) Lk Upyg = Oa

k=0 k=0
ot (uf)nen est la suite duale de la suite (up)nen-

Le corollaire suivant est immédiat :

Corollaire 51 Soit (u,)nen une suite numérique et n et £ des entiers naturels.

1. Si (up)nen est une suite invariante par transformation binomiale, on a :

S0 (e S 0 (e =0

k=0
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2. 51 (un)neN est une suite inversement invariante par transformation binomiale, on a :

>0 (§ e+ Z 0 (=0

k=0

Le résultat suivant facile a établir d’intéressantes applications.

Corollaire 52 Pour tout entier naturel n, on a :

k=0 k=0
" /n ! 14
Z <k:) By — (=17 Z (k> By, =0,
k=0 k=0
m m m+n L n
> (k)Bn+k — (=)™ <k) By i
k=0 k=0

n

0 (-1)" (Z) Lok + ki; (—1)" (i) Lo = 0.

k=

Théoréme 53 Pour toute suite (un)nen , Suite invariante par transformation binomiale, on
a:

%(—1)’“ <”Zl> (n+ 1+ k) tpep =0

k=0

Preuve. En effet, on constate que 'on a :

n+1
1
Z (_1)k (n—li— )In+1+k =" (1 - x)nJrl

k=0

En dérivant par rapport & x, on en déduit 1'identité suivante :

> (”Zl) (4 14k = (1) (-2 — ()™ (1—2)"
= P(x)—P(1—2x), (1.63)

P(z)=(n+1)z"(1—2z)""".

Si u = (U )nen €St une suite invariante par transformation binomiale, on a d’apres le lemme
48,
L,(P(x)—P(1—x))=0.
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Avec (1.63), on en déduit que :

L. (nZH (—1)* (” Z 1) (n+1+k) x”+k> ~0,

k=0

c’est-a-dire

ni(—l)’“ (nzl) (n 414 k)t = 0.

Corollaire 54 Pour tout entiern > 1, on a :

i (n Z 1) (7 +1+k) Bosr = 0. (1.64)

k=0

Preuve. En effet, on sait que la suite ((—1)"B,), oy est une suite autoduale. En appliquant
le théoréme 53, on obtient la relation suivante :

n+1
+1
Z(nk )(n+1+k)Bn+k:O.

k=0

qui peut s’écrire

& 1
(n—]: )(n+1+/€)Bn+k+2<n+1)Bgn+1—0.
k=0

Pour n > 1, on sait que Ba,1 = 0, la relation (1.64) en résulte. O

1.5.4 Identités pour des suites de polynoémes vérifiant les relations
d’Appell

Le théoréme qui suit facile & prouver nous fournira aussi d’intéressantes identités pour des
suites de nombres et de polynémes remarquables.

Théoréme 55 Pour toute suite de polynomes (A (x)),cn vérifiant les relations d’Appell :
Aj(x) =0 et A () =nA,_1(x) pour n > 1. Alors on a :

1. L’identité suivante vérifiée pour tous entiers naturels n et { :

i (-1)" <Z) Aver (2 "Zej ( ) nik (2= 1) =0. (1.65)

k=0
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2. Si de plus la suite de polynomes (A, (x)), oy vérifie la condition suivante :

alors on a lidentité suivante vérifiée pour tous entiers naturels n et ¢ :

L

i <Z) Ay () + (=1 < ) wen (—2) = 0. (1.67)

k=0 k=0

et plus généralement pour tous entiers naturels n , £ et r, on a :

S (T A S (Y () a0

k=0 k=0
(1.68)

Preuve. Soit A = (A, ()),,cy une suite de polynomes vérifiant les relations d’Appell.

1. Soit 24 'opérateur de composition associé & A et défini par
Vn € N, Qq(z") = A, (),
On a alors (1.65)
VneN, Qu(z-1D")=A4,(x-1),

en effet :
Qa((zx—=1)")=Qao79) (") =(T_10Q4) (2™) = A, (z—1).

Par suite , en appliquant €2 aux deux membres de I’identité suivante obtenue au lemme
(19)

> (1)t - <—1>"k§: (1) o=+ =0,

k=0
on obtient (1.65).

2. La relation (1.67) s’obtient & partir de (1.65) en y remplancant x par x — 1 et en tenant
compte de (1.66).

3. En remplacant n par n+r et ¢ par £ + 1, on déduit de (1.67) que l'on a :

HZH (n Z T) Apyr (2) 1) i (g N T) ntk (—2) = 0. (1.69)

k=0 k=0

En appliquant 'opérateur % aux deux membres de la relation (1.69), on obtient la
relation (1.68) en tenant compte que du fait que (A, (z)), oy une suite de polynomes
vérifiant les relations d’Appell, on a :

D" C+k+r D" n4k-+r
7A6+k+r (z) = ( - >A€+k (z) et FAR-HH-T (z) = ( )An+k ().

r
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Corollaire 56

:0 (Z> B () RMHXK:( ) wik (—2) = 0. (1.70)

k=0

et plus généralement pour tous entiers naturelsn , £ et r, on a :

n+r l+r
n+r\[(l{+k+r a1 C+r\[l+k+r
kg_o ( L ) ( r )Bg_,_k (.l’) + ( 1) E L r Bn—i—k (—l’) =0.

n ¢

3 (Z) By (x) + (~1)" Y (z) Epii (=2) = 0. (1.71)

k=0 k=0

et plus généralement, pour tous entiers naturels n , £ et r, on a :

% (n Z r) (e + i + r> By (2) 4 (104 fi (e Z r> <£ + 1: + 7‘) Boue(—2) =0,

k=0 k=0

Signalons que les relations (1.70) et (1.71) ont été obtenues par Wu, Sun et Pan [67, Thm.
2, Eq. (6), Eq. (7), p. 297 | en 2004 a l’aide des propriétés de séries formelles. Au chapitre
suivant, nous nous intéresserons & des extensions et généralisations importantes de I'identité
(1.64) du corollaire 54 dues & Gessel.
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Chapitre 2

Identités de Gessel

2.1 Introduction

Au premier chapitre, nous avons vu que la suite des nombres de Bernoulli (B,,),,oy pouvait
étre définie par les relations suivantes :

n—1

1 1

By=1 et B, =— "B, > (2.1)
n—I—lkZO k

On a vu aussi qu’on avait :
B2n+l = 0, n 2 1. (22)

De préférence & une formule explicite du n-iéme nombre de Bernoulli telle que 'une des
anciennes formules explicites que nous avons prouvées au premier chapitre, ces relations per-
mettent de calculer aisément les nombres de Bernoulli. On déduit aisément de (2.1) et (2.2)

que 'on a :
n—1

11 2 + 1
By = - — B, n> 1. 2.3
=9 2n+1k§< ok ) 2ks 1= (2:3)

Cette derniére expression de By, nécessite la connaissance de n nombres de Bernoulli, & savoir
les nombres de Bernoulli By, pour 0 < k < n — 1. Dés leur mise en évidence par J. Bernoulli
dans son ouvrage "Ars Conjectandi" [15], la recherche d’autres formules de recurrences pour
les nombres de Bernoulli a fait 'objet d’une intense exploration. En 1827, Von Ettingshausen
[29] découvre la relation suivante :

= 1
Z(”Z )(n+k:+1)Bn+k:0, n>1. (2.4)
k=0

Cette méme relation (2.4) est redécouverte en 1877 par Seidel [59]. En 1880, Lucas [43]
prouve cette relation en la déduisant de la formule symétrique suivante qu’il démontre en
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utilisant le calcul symbolique :

n

> ( k) By, + (1) t! ZZ: ( > ek = (2.5)

k=0 k=0

Il signale alors le grand intérét de la relation (2.4) pour le calcul des nombres de Bernoulli
en mettant en évidence le fait que la relation (2.4) exige la connaissance de moins de nombres
de Bernoulli d’indices stricitement inférieurs a 2n que la formule (2.3) pour le calcul de By,,.
En effet, la relation (2.4) permet d’exprimer Bs, de la maniére suivante :

1
Bs,, = (2n ey ; <n N > n+ 2k 4+ 1) By 4ok, pour n > 2 et n pair, (2.6)
nT—3
1 n+1 . .
B, = — CEDICES) Z <2k; N 1) (n+ 2k 4+ 2)Bp1ok+1, pour n > 1 et n impair. (2.7)
k=0

Dans chacun des cas, le calcul de By, a l'aide (2.6) ou (2.7) ne nécessite, au plus, que la
connaissance de ng nombres de Bernoulli. L’emploi d’une telle formule réalise donc une

economie de pratiquement la moitié des termes & connaitre par rapport a la formule (2.3).

Signalons que la relation symétrique (2.5) prouvée par Lucas en 1880 [43] a I'aide du calcul
ombral classique (appelé alors calcul symbolique) a été proposée comme probléme a résoudre
par Carlitz [18] en 1971 et qu’en 1972, Shannon [60] on a donné une solution. De nos jours,
la relation (2.5) est connue sous le nom d’identité de Carlitz et elle continue de faire I'objet
de différentes recherches. Ainsi, de nouvelles preuves de (2.5) ont été données par Vassilev et
Missana [66] en 2005, par Chu et Magli [26] en 2007, par Prodinger [54] en 2014, par Neto
[49] en 2015, par Gould et Quaintance en 2014 [32] et par Pita [53] en 2016.

Revenons a la relation (2.4). En 1995, Kaneko [38] redécouvre la relation (2.4) en donnant
deux preuves différentes, une preuve sophistiquée basée sur la théorie des fractions continues
appliquée aux séries formelles et une seconde preuve beaucoup plus simple due & D. Zagier,
basée sur une transformation binomiale de suites. Kaneko introduit la notation suivante :

B, = (n+1) B,.

Il énonce son résultat sous la forme suivante :

n—1
~ n+1
BZn = < > ntky T >1
k 0
en notant que él = —1 et En = 0 pour tous les entiers impairs > 3. Il note alors la forte

ressemblance de cette derniére formule avec la formule classique (2.1) et signale comme 'avait
fait Lucas plus d’un siécle avant lui, ’économie du nombre de termes a connaitre pour calculer
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Bs,,. Comme 1’a signalé Cigler [27] en 2010, l'identité (2.4) appelée aujourd’hui identité de
Kaneko devrait s’appeler identité d’Ettingshausen-Seidel-Kaneko. Nous avons déja prouvé la
relation (2.4) au premier chapitre de cette thése de maniére trés simple. L’emploi du calcul
ombral classique permet de prouver cette relation de maniére triviale comme 1’a signalé Gessel
en 2003 dans un important article [30, p.17] intitulé "Applications of the classical umbral
calculus" et dédié a la mémoire de Gian-Carlo Rota. Signalons que les fondements du Calcul
ombral moderne ont été principalement développés par Steven Roman [56] et Gian-Carlo Rota
(1932-1999) [57]. Dans cet article Gessel développe ce qu’il convient d’appeler le Calcul ombral
classique pour prouver des propriétés intéressantes qui ne sont pas aussi facilement prouvées
par d’autres méthodes. Au paragraphe 7 de cet article, Gessel introduit un parametre m € N
et s'intéresse aux sommes :

n-+r
E(m,n,r) =Y m"* (n Z r) <n * f * r) By,

k=0

Il prouve la généralisation suivante de la relation de Kaneko qu’il énonce de la maniére sui-
vante :

Théoréme 57 [30, Theorem 7.3]

1 &s L n+ 1 = .
n—i—lZQH k( Lk )Bn+k = (=17

k=0
1 n+ 1\ ~
3n+1—l<: Bn — -9 n—1 —4
n+1ko (k) (2" (1),

n+1
1 4
k
et en général,

LS ik (" * 1> S (@t D E - )m) R (k- m) . (28)

n+1k0 k=1

Remarquons que la relation (2.8) peut se reformuler comme suit :

n+1 m—1
1 1
2 (n ' ) (n o )BM = > (et DPRE (k= m) T (o 1) 0k (=)

k 1
k=0 k=1

Autrement dit, le théoréme 57 de Gessel s’énonce comme suit :

m—1
(m,n, 1) Z n+ 12K (k—m)" + (n+ D) k" (K —m)" "
k=1
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En 2009, Chen et Sun donnent une expression simplifiée pour F (m,n,3) en prouvant, a
I’aide de ’analyse complexe, le résultat suivant :

Théoréme 58 [25, Theorem 7.2]

n+3

1 n+3 -
n+3—k . n B n—1
n+3§m ( § )(n+k+3)(n+k+2)Bn+k_§ h(m,n, k) k" (k —m)™ "

ou

h(m,n, k) = 2(n+2)(2n+3)(2n+5)k —2m(n+2)(2n +5) (3n + 5) k?
+3m? (n +2) (2n2+7n+7)k—m3(n+1)2(n+2).

Remarquons de nouveau que la relation (2.9) peut se reformuler comme suit :

n+3 m—1
3 k+3
E(m,n,3) = E m"””“(n;r )(n+3+ )Bn+k= E q(m,n, k)
=1

k=0
avec

2
g(mn k) = 2 (” ; 3) E (k= m)™ 4 4 (" I 3) 3 (= m)™)

+(3n +11) (”;3)151“ (k—m)" + (”;:3) (n+1)k" (k —m)" .

Ainsi Gessel a trouvé en 2003 une expression simplifiee pour E (m,n,1) (cas ou r = 1)
[30, Theorem 7.3] (qui est le Théoréme 57) dans cette thése) alors que Chen et Sun ont
trouvé en 2009 une expression simplifice de F (m,n,3) (cas ou r = 3) [25, Theorem 7.2] (qui
est le Théoréme 58 dans cette thése). L’étude du cas général devenait & ce moment 14 un
probléme intéressant & résoudre : peut-on trouver plus généralement une expression simplifiée
pour E (m,n,r) pour r impair ? La réponse positive a cette question fut donnée par Aider et
Bencherif en 2012, lors du Congres des Mathématiciens Algériens qui s’est tenu & Annaba les 7
et 8 mars. En effet, A. Aider a répondu positivement a cette question dans une communication
(avec F. Bencherif comme co-auteur) intitulée "On a generalization of the analog of a theorem
of Chen and Sun" en présentant un résultat pouvant se formuler comme suit :

Théoréme 59 [//

Pour tout entier naturel impair r et pour tous entiers naturels m et n, on a :

n+r m—1
k
E(m,n,r):= E m (n Z T) (n R T) Bk = E pr(m,n, k) (2.10)
k=1

r
k=0
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avec

1 2 r—1 r—
pr(m7n7k) = = (n—i_lr) k" (k_m)n+ 21

2 \ 5
7‘;1
ntr\( n+r . S
1 k= ( — .
i+ )2;( i )(r+1—i> (k=m)

Le cas général était donc résolu. La formule générale donnée par Aider et Bencherif permet
de retrouver la formule la formule de Gessel pour r = 1. Cependant pour r = 3, elle fournit
au second membre 'expression suivante pour E (m,n,3) :

m—1

E(m,n,3) = Zpg(m, n, k)
k=1
avec :
2
q3(m’ - ]{7) _ 9 <7’L —2i— 3) kn+1(k_m)n+1+4 (n ‘?i)‘ 3) (n —1|— 3) k"+2(k—m)"+4 (n 1— 3) kn+3(k_m)n71

2
pa(mon. k) = 2 (" . 3) (s — )™ 42 (" . 3) k9 (= )"

+2 (” . 3) (” ; 3) K2 (k — m)"

alors que l'identité donnée par Chen et Sun s’écrit

-1
E(manaS) - q<m>n> k)
1

3

B
Il

avec

2
qim,n k) = 2 (” ; 3) kY (ke —m)™ T 4 4(” I 3) k3 (k —m)" !

+(3n +11) (”;3)/@"“ (k—m)" + (”:3) (n+ 1) k" (k —m)".

Les expressions de p3(m, n, k) et g (m,n, k) sont différentes, c’est ce qui explique le titre de la
communication "On a generalization of the analog of a theorem of Chen and Sun". En fait,
on peut observer que la différence entre q(m,n, k) et ps(m,n, k) peut s’écrire :

n-+3

q(m,n, k) — ps(m,n, k) = ( 3

) (n+1) (k" (k —m)"? — k"2 (k —m)")
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et que par conséquent :

S (glm, . ) — ps(im,m, k) = (” N 3) (n+1) S (K" (b = m)™® — k72 (k= m)")

k=1 3 k=1
Il est alors facile de prouver que :

Z_ (k" (k —m)""? = k"2 (k —m)") =0 (2.11)

(il suffit de faire le changement de k en m — k dans le membre de droite de (2.11) pour
constater que la somme W est égale & —W et que par conséquent W = 0. Ainsi, I'identité
d’Aider-Bencherif est bien aussi une généralisation de I'identité de Chen et Sun.

En 2013, Gessel prouve a 'aide du calcul ombral classique, dans une annexe a article [9,
Theorem 2, p. 6], la généralisation suivante de la relation de Carlitz permettant d’obtenir une
expression simplifiée de E (m,n,r).

Théoréme 60 /9]

Soient {,n,m et r des entiers naturels. Alors, on a :

n+r
mir (M FT\(L+E+T
> mt ’“( y )( . >BM (2.12)

k=0
l+r
C+r\(n+k+r
1 l+n+r+1 l+r—k Bn
—1—( ) ;m L . +k
m—1 r+1
- +r C+r ; ;

_ +1 1 £+j—1 (TL . ) ( ) kéﬁ»j*l —k TL+’I”7j.

e 0 (M) (D e =

Si r est impair, alors on a :

n+r m—1
E(mn,r) =Y m""k <” ‘l: T) (” TR T) Bux =Y g(m.n, k) (2.13)
k=1

r
k=0
avec

gr(m,n, k) = %(r + 1)§ (n+r) < n+r ) JIHn=L (o — )i,

=\ J r+l—j

Dans ce chapitre, nous examinerons au paragraphe suivant certaines preuves de la relation
(2.5). Nous prouverons ensuite au troisiéme paragraphe le théoréme d’Aider et Bencherif.
Au quatriéme paragraphe, nous présentons une nouvelle preuve du théoréme de Gessel beau-
coup plus courte que celle de Gessel. Nous terminerons ce chapitre en montrant comment
le théoréeme de Gessel généralise de nombreuses identités obtenues pour les nombres de Ber-
noulli par différents auteurs. La généralisation du théoreme de Gessel aux polyndémes et a ses
applications fera ’objet du troisiéme chapitre de cette these.
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2.2 Preuve du théoréme d’Aider-Bencherif

Dans [4], on trouve 1’énoncé du théoréme 59 mais on ne trouve pas la preuve de ce théoréme.
En exploitant des écrits laissés par feu Abdelkader Aider et avec ’aide de mon promoteur qui
est aussi auteur de théoréme [4], nous avons pu mettre au point la preuve simple, relativement
courte et originale qui suit.

Tout d’abord, nous pouvons remarquer que le résultat du théoréme 59 peut s’énoncer comme

suit :
) ik (T (k4T it
Z m k r Bn+k - Z Q’/‘(ma n, k)? (214>
k=0 k=1
ou
1 2 r—1
R P R (B
7‘;12
n—+r n—+r
+(r+1 , Etr=i(k — m)"HiL 2.15
r );( J )(7"+1—J) (k= m) (215)
2
gs(n,m, k) = 2 <” ; 3) kL (—m)™H 44 (n ‘; 3) (” Jlr 3) k"2 (k—m)"+4 (” I 3) k3 (ko —m)n

Le lemme suivant nous sera d’une grande utilité dans cette preuve :

Lemme 61 Pour tous entiers naturels r et s, on a la propriété suivante :

mzl K'(k—m)* — (=1)"" k*(k —m)") =0, (2.16)

k=1

En effet, en changeant k en m —k , on a :

m—1
S=) ((m=k)"(=k) = (=1)""" (m = k)* (=k)") = =5.
k=1
Ainsi S = —S et par conséquent S = 0.

Pour prouver ce résultat, commencons par rappeler que d’apres le théoréme 39 du premier
chapitre, on a pour tout polyndéme f(x) de C x| et pour tout entier naturel m la relation
suivante :

fB+m)—f(=B)=) [f(k), (2.17)



cette derniére relation étant simplement une écriture symbolique et pratique de I’égalité

Ly (f (x+m) = f(=2))

I
i
—~

o
SN—

ol L; est la forme linéaire définie sur le C-espace vectoriel C [x] par :
Ll (.Tn) = Bn; n € N.

Autrement dit, aprés avoir développé le membre de gauche de (2.21) en puissances de B,
chaque B’ est remplacé par le nombre de Bernoulli B;. La relation (2.15) s’obtient comme
une application directe de la formule (2.17) en choisissant pour f(z) le polynome f; (x)
suivant :

fi(z) =

Dr n+r _n4r

2.2.1 Calcul de f; (x +m) — fi (—2)

Remarquons que
—fl (—l’) = fl (.%' + m) .

En effet, en posant

g(x) = (& —m)""" 2",

on a :
g(—z) = (z+m)"" 2" =g(z+m)

_ Dy
—fi(—z) = —m(—x)
_ _1\rtl L .
= U gt
D’I"
= e Etm =hlem).
Il en résulte que 'on a .Ainsi,
D?"

filx+m)—fi(—2) = . —1|r T (2" (z +m)"")

P n-+r
_ 1 D ( (n + T) xn-i—k-‘rr)
el .
r+1r! — k

frletm)— fi(on) =S (”Z) ("””) (2.18)

Ainsi,




2.2.2 Calcul de f] (z)

On a:

DTJFI +r ntr
fi @) = sy (@ —m)™ ™).

En appliquant la formule de Leibniz pour calculer la dérivée (r + 1)-iéme du produit des deux
polynomes (z — m)™*" et ™", on obtient & partir de Pexpression (2.25) de fi(x) :

1 pi pr+l-i
/ - - n+r - n+r
fi (@) 2; s )(7~+1—z')!<31j m)
1 o n—+r n—+r ntr—i n—1-+i
- 5;( i >(T+1—i)w (z=m)

-1
1 < n+r n+r ntr—i n—1+i
) ( i )(r+1—z’ 7 (@ —m)

7

=0
n+r 2 nebr— rJ2rl ( )n71+r42rl n 1 § n+r n+r n+r—i ( )n71+i
T r—1m - T r—1m .
il 2 i r+1—1

="t 41

[

+

J/

-~

(E)

L’expression (F) peut s’écrire en changeant i en 7 + 1 — 4

1 < n+r n+r . »
E = = n—1+1 o n+r—i
2 <r+1—i)( i )x (z =m)

<n+r>( n+r .)anrr'i (x_m)n—l—l—i
I r+1—z1

1 < ) . , ,
+§ ( n—+r ) (TL + 7“) ((!L‘nipﬂ (LU . m)n+r—z . anrrfz (QJ o m)n—1+z>
0

r+1—1 7

/ _ < 1 n+r n+r nr—i (. o yn—l+i
i = X (g0 ) ("7 (010 )t m
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On en déduit que :

3
L
nd
—
N
S—
Il
3
AN
]
VR
[
|
—
>,
3
Wi
~~
VR
3
~ +
<

>< n-+r >kn+7“ Z(k_m)TZ—l-‘ri
r+1-—1

1/ n+r n+r\ e » , e
_ k,n 1+z . ntr—i i (e n 1+z> ‘
T 2(r+1—@)( )2( m) (k —m)

J

T
_
T\T
RSN

-~

(F)

Comme (n—1+1i)+ (n+7r—1i) =2n+r — 1 est un entier pair, on a d’aprés le lemme 61
F =0, c’est-a-dire

S <(k”‘1+i (k — m)™ " — i (f — m)“*“) —0.
k=1
Par suite, on a :
. m1% 1 n+r nAT O\ i _—

En exploitant les relations (2.18) et (2.19) et la propriété suivante :

m—1
fi(B4+m)—fi(=B)=) ['(k)
k=1
c’est-a-dire : »
Li(fi(z+m)— [k
k=1

on obtient la relation suivante :

1 n4+r\(n+k+r
n+r—k
r—l—lzm ( k )( r Bri

k=0

r+1

-1 3
1 . .
= (1_—5ﬂ+1> <n+r>< n—I-—T )knJrrl(k—m)n_lJ”,
i 2 b2 1 n+i1—1

)

3

e
Il

ce qui est bien la relation qu’on voulait démontrer.

2.3 Nouvelle preuve du théoréme de Gessel

Nous allons prouver la relation suivante donnée par Gessel en 2013 [9, Theorem 2, p. 6] et
qui a été rappelée dans U'introduction de ce chapitre (théoreme 60).
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Pour tous entiers naturels ¢,n,m et r, on a :

n+r
mirpf(m+r\[(C+k+r
et ()T e
r

k=0
+r
C+r\(n+k+r
1 l+n+r+1 {+r—k Bn
+ ( ) k;o m ]{f r +k

i 1 (n+r C+r
= (r+1)) > (- ( ; ) (r 1 j) Y m — k)™ (2.20)

k=1 j=0

La preuve donnée par Gessel [9, Theorem 2, p. 6] de ce théoréme est relativement laborieuse.
Dans ce qui suit, nous prouvons de maniére plus courte et sans doute plus simple ce résultat de
Gessel. Pour cela, commencons par rappeler que d’aprés le théoréme 39 du premier chapitre,
on a pour tout polynome f(x) de C[z]| et pour tout entier naturel m la relation suivante :

fi(B4+m)—fi(=B)=) [ (k), (2.21)

1

e
Il

La formule (2.21) est la formule (7.8) donnée dans I'article de Gessel [30, p.17] intitulé "Appli-
cations of the classical umbral calculus". Gessel exploite cette formule pour prouver la relation
(2.20) mais la preuve que donne Gessel dans [9] est longue (de la page 7 & la page 9 et fait
appel a de nombreux résultats intermédiaires (identité combinatoire, identité polynomiale non
évidente et nombreux calculs). La preuve que nous donnons de ce résultat est extrémement
courte et simple. La relation (2.20) s’obtient comme une application directe de la formule
(2.21) en choisissant pour f (z) le polynéme f, (z) suivant :

f2 (:E) _ (_1>£+n+r+1 % ((:L“ _ m)n+r lj—f—r) ] (2.22)

2.3.1 Calcul de f5(—x)

On a
r NAT
f2 (SL’) = (_1)€+n+r+1 D_' <n 2;— 7”) (_m)n+r—k xz+r+k
r. 0
n-+r
= — Z mrtr—k (TL Z T) (é + i + 7”) (_aj)fﬂc

k=0

On en déduit que :

n+r
)= e () (T (2.23)

r
k=0
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2.3.2 Calcul de f5(z+m)

On a :
fol@+m) = 7, (f (2))
- 7, <(_1)€+n+7’+1 D_ ((l’ - m)n—I—T $Z+r>)

rl

= (oqytre (Tm . z> ((x — m)™" 2+7)

rl

Comme les opérateurs 7,, et % sont des opérateurs de composition, ils commutent. On a :
D D
TmO— = —F0Tny.
7! r!
Ainsi,
DT
f2 (..'L' + m) _ (_1)é+n+r+1 (_' o Tm) ((l’ . m)nJrT $€+T)
7!
o 1 l4+n+r+1 Dr - n+r _l+r
= (-1 =1 (T ((z —m)"™"27))
D’!’
— (=)t - <$n+r (z + m)£+r)
r!
l+r
_ ( 1 l+n+r+1 D (Z mZ+T k( ) n-i-r-‘rk:)
Ainsi,
il C+r\ (n+k+r
f2 (fE + m) _ (_1)£+n+7‘+1 Z mf-ﬁ-r—k( k ) ( . )$n+k (224)
k=0
2.3.3 Calcul de f] ()
On a : D
l+n+r+1 n+r r
Folo) = (1) (ST e () ) (2:25)

En appliquant la formule de Leibniz pour calculer la dérivée (r + 1)-iéme du produit des deux
polynémes (z — m)"™™" et ", on obtient a partir de I’expression (2.25) de fj(z) :

£l — e <—1>Z(D— (x_m)w) ( (D_) )

J! r+1—7)!

= (r+1) (-1t § (n - T) (x —m)"+" ( C+r ) e

=\ J r+l—j
< n+r C+r ;
_ (7“ + 1) Z (_1)E+n+r+1 ( j ) (T 1 j) xﬁ—f—]—l (l’ . m)n+7”7j

J=0
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Ainsi, on a :

r+1
fi(@)=(r+1)) (- <n J+ ) ( ffij)‘””“ (m — )™
j=0

Des relations (2.23), (2.24), (2.26), on déduit que l'on a :

— v+ [+ k4T
fo(x+m)— fo(—x) = Zm+ k( " )( )x“k

k=0 "
s C+r\(n+k+r
L+n+r+1 l+r—k n+k
+(—1) Z m ( " ) ( . )x
k=0
ot 1 1741
m— m—1r o n_i_?,, g_i_fr rtio1 ner—ig
fE)=0r+1)) @4%“1( .)( )k” (m— k)"
k=1 k=1 j=0 J r+l-j
L’application de la relation de Gessel

-1

f(B+m)—fo(=B)= ) [i(k)

1

3

£
Il

donne alors immédiatement la relation (2.20).

(2.26)

2.4 Equivalence des identités d’Aider-Bencherif et de

Gessel

Dans ce paragraphe, nous allons prouver 1’équivalence des identités (2.10) et (2.13).Nous

allons montrer que 1’ expression simplifiée de E (m,n,r) donnée en 2013 par Gessel [9] est

équivalente a ’expression simplifiée donnée en 2012 par Aider et Bencherif [4]. Rappelons
quavec E (m,n,r) = Y p o m™ R () ("M B, Atder et Bencherif ont énoncé le ré-

sultat suivant :

avec

2 7"—51
r;l
e e N e P I L
— ) r+1—1



que Gessel a annoncé le résultat suivant :

-1

3

E(m7n7r> = gr<m’ n) k)

=
Il
—

avec

gu(m,n, k) = %(r +1) i (” * 7") < nr ) Rk —m)™(2.27)

=\ J r+l—j

Observons que r étant impair, la somme (2.27) comporte un nombre impair de termes égél a

r 4+ 2. En mettant en évidence le terme central correspondant & j = ’“5—1, ona:

r+1/n+r

2
g-(m,n, k) = 5 <T+1 ) kn+%(k—m)n+rgl
T2

r—1

2
+7’—|—1 n—l-—r n+7°. k:jJrn_l(k_m)nM_j
2 J r+1—y

Ry

r+1
r+1 n+r n+r ; j
E : kg+n—1 ke — n+r—j ]
T2 < J ><T+1—j> (b =m)

=+
. o
vV

Ro

J=0

J/

En changeant j en r 4+ 1 — j, le terme R; peut s’écrire :

r—1

41 G n+r n+r : ;
— kn+T—j ke — Jj+n—1
e Z(rﬂ—j)( j ) =

J=0

r—1

T+ 1< n+r n+r ; ; ; ;
= R kn+rfj L — j+n—1 _ kj+n71 L — n—+r—j
T ;<r+1—j>< )t m =)

R3

On en déduit que :

1 S .
g?“<m> n, k) - - _5 (nTi_lr) K 21 (k - m)n+Tl + 2Rl + RS
2
= p(m,n, k) + Rs.

Ainsi,

1< . . . ,
gr(m, n, k)—pr(m, n, ]f) — T+ ( n+r ) (n + T) (an“*J (k_m)]+nfl_k]+n*1(k_m>n+1”*])

2 — r+1—y J

.
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et comme (n+7r—j)+ (j+n—1) =2n+r — 1 est un nombre pair, on a :

-1

3

(470 = ) ) =0

1

i

Par suite,
-1

3

(gr(m,n, k) — p.(m,n, k)) = 0.

=1

1O

Les identités (2.10) et (2.13) sont donc équivalentes.

2.5 Applications des théorémes

Nous avons déja vu que les théorémes 59 et 60 donnant des expressions simplifiées de
E (m,n,r) = Y plom™ R ("TH B, L, généralisaient :

- I'identité de Kaneko [38] obtenue pour m =1 et r =1,

- I'identité de Gessel [30, Theorem 7.3] obtenue obtenue pour r = 1,

- 'identité de Chen et Sun [25] obtenue pour r = 3.

Dans ce qui suit, nous allons constater que les théorémes précédents 59 et 60 généralisent
encore de nombreuses autres identités comportant les nombres de Bernoulli parmi lesquelles
nous aurons les identités qui suivent.

2.5.1 L’identité de Momiyama (2001)

La relation (2.12) du théoréme de Gessel 60 implique pour m =r =1:

na1 l+1
S (” M 1) (64 k+7) Beyr + (=) Y <€ N 1) (n+k+1) Byay = 0. (2.28)

k k
k=0 k=0
La relation (2.28) est précisément la relation que Momiyama [47] a prouvé par une méthode
p-adique en 2001.

2.5.2 L’identité de Chang et Ha (2001)

En 2001, Chang et Ha [20] ont prouvé l'identité suivante :

2n

n+1 By, 2n+1
Z (k_n)(k"‘l)ﬁ:(—l) W,HZ L. (2.29)
k=n
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Le corollaire suivant signalé dans [4] généralise la relation (2.29).

Corollaire 62 [//Pour tout entier naturel n et pour tout entier naturel impair r, on a :

— mar—p(mET\[(n+E+T
22 Bn+k
pr k r

o=t T +1(n+r
:(_1>+2 2 (ﬂ)

2

En effet pour r = 1, la relation

n+1

S gtk (" Z 7“) (n+k+1) Bupr = (=1)""2 (n+1).
k=0

En changeant k en n — k

Preuve. D’aprés la démonstration du théoréme 2.10, on sait que pour m = 2, on a :

n+r
mar_p (MmN (Mt E+r
Sz () (T B = )

k=0

avec
Dr+1

fi(x) :m((

Le théoréme résulte du calcul de f{ (1). On a :

x — 2)"” x””) )

r+1

s (')

n-+r

filz) = (r+1)

Dr+1 sy n + r —k 2%
= 2 ( ) (C1™ @ 1)
2(r+1)! ~\ k
o+l kA ntr—k (T 2k 2%k—r—1
- T kzm(_l) o)) '

Ainsi on a bien :

(1) = 7"_;1 {(—U"“‘k (n}:r) (rifl)}k—ﬁ;

nar=2T+1(n+r
= (_1)+2 2 (ﬂ)
2
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2.5.3 L’identité de Chen et Sun (2009)

Dans le cas particulier o m = 1 et r = 3, on obtient la relation suivante qui est précisément
le Théoréme 7.1 prouvé par Chen et Sun [25, Theorem 7.1] en 2009 :

n-+r
+3
Z(nk )(n+k+3)(n+k+2)(n+k+1)Bn+k:0.
k=0

2.5.4 L’identité de Zekiri-Bencherif (2012)

Dans le cas général ott m = 1 et r est un entier impair, on obtient la relation suivante :

n+r
Z(n+r>(n+k+r)Bn+k_0
k r

k=0

qui peut s’écrire en multipliant les deux membres par 7! :

n+r
Z(HZT) m+k+r)in+k+r—1)...(n+k+1) B, =0. (2.30)
k=0

La relation (2.30) est le résultat principal prouvé par en 2011 par Zékiri et Bencherif [70].
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Chapitre 3

Identités pour des suites de nombres
et de polynémes remarquables

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons énoncer et prouver deux identités remarquables, chacune faisant
I’objet d’un théoréme : théoréme A et théoréme B.

Le théoreme A s’applique & toute suite numérique (w,)n>o dont la fonction génératrice
exponentielle S,(t) = Y7 w,L satisfait & la relation S,(—t) = eeMS,(t) on e = +1
et A € C. Ce théoréeme s’applique en particulier aux suites invariantes par transformation
binomiale (appelées aussi suites de Césaro). Il s’agit essentiellement d’une généralisation d’une
identitée pour les suites de Césaro obtenue en 2012 par Bencherif et Garici (Théoréme2.1, [12]).
Ce théoréeme A permet d’obtenir des identités polynomiales et il s’applique a de nombreuses
suites de polynomes remarquables telles que les suites de polynémes généralisés de Bernoulli,
d’Euler ou de Genocchi, les suites de polynémes bivariés de Fibonacci et de Lucas, les suites
de polynémes de Tchébychev de premiere et seconde espéce ainsi qu’a de nombreuses autres
suites de nombres ou de polynémes remarquables.

Le théoréme B concerne exclusivement les polynomes généralisés de Bernoulli. Ce Théo-
réme généralise un théoréme obtenu en 2012 par Aider et Bencherif [4] ainsi qu'un théoréme
analogue du a Gessel en 2013 [9] concernant les nombres de Bernoulli. Il s’agit en fait d’une
généralisation aux polynémes généralisés de Bernoulli du théoréeme de Gessel qui porte sur
les nombres de Bernoulli. Ce théoréme B permet d’obtenir comme cas particulier non seule-
ment une identité obtenue a 1’aide du premier théoréme pour les polynémes généralisés de
Bernoulli aussi les nombreuses autres identités vérifiées par les nombres et polyndémes de
Bernoulli (classiques ou généralisés) que nous avons examiné au chapitre précédent.

Le plan de ce chapitre est le suivant. Nous énoncerons et prouverons le théoréme A au para-
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ragraphe suivant. Au troisiéme paragraphe, nous appliquerons le théoréme A & de nombreuses
suites de nombres et de polynémes remarquables. Nous énoncerons et prouverons ensuite le
théorémes B au quatriéme paragraphe. Le cinquiéme paragraphe sera consacré a des applica-
tions du théoréme B. Les théorémes A et B ont fait 'objet d’une récente publication [21].

3.2 Théoréme A

En 2012, Bencherif et Garici ont prouvé deux identités pour les suites de Cesaro (Théo-
réeme2.1, [12]). Ces identités leur ont permis de retrouver de nombreuses identités comportant
les nombres de Bernoulli découvertes par différents auteurs et prouvées par diverses méthodes
ainsi que des identités analogues pour certaines suites de nombres remarquables telles que
les suites de nombres de Genocchi, de Fibonacci et de Lucas. Le théoréme suivant généralise
une de ces identités. Cette généralisation va nous permettre d’obtenir des identités analogues
pour d’autres suites de nombres ou de polynémes remarquables telles que celles citées dans
I'introduction de ce chapitre.

3.2.1 Enoncé du théoréme A

Théoréme 63 [21] Soit w = (wy),>0 une suite numérique telle que sa fonction génératrice
exponentielle S,,(t) = Yo" w,L: satisfait & la relation

Su(—t) = eS8, (1) (3.1)

otve € {1,—1} et A € C. Alors pour tous entiers naturels n, { etr, on a :

n+r
mar—i T\ [({+Ek+T
S (1)

k=0

f+r
+ (_1)£+n+r+1€ Z )\E-i-r—k (f + 7“) <n +k+ T) Wiy = 0. (32>

k T
k=0

Ce théoréeme constitue bien une généralisation de la premiére relation du théoréme 2.1 de
([12]). En effet, la relation (3.1) peut aussi s’écrire

Syu(t) = ee™ S, (—t).

(3.2) est équivalente a la relation suivante :
— (1 n—k k
w, =& —A —1)"w,, neN. 3.3
gzo:(k)( P (1) (33
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Pour A = —1 et ¢ = 1, elle équivaut a dire que la suite (w,),>¢ est une suite de Césaro, (ou
de maniére synonyme une suite invariante par transformation binomiale ou autoduale). Pour
A =1 et e = —1, la relation (3.2) signifie que la suite (wy),>o est inversement invariante par
transformation binomiale. On en déduit le corollaire suivant dans lequel la relation (3.4) est
une formulation équivalente & la premiére relation du théoréeme 2.1 de ([12]).

Corollaire 64 Soit w = (wy,),>0 une suite numérique et n, £ et r des entiers naturels.

1. Si la suite w est une suite invariante par transformation binomiale, alors on a :

RZH(_l)k(n;—r) (e+i+r>w£+k

k=0
-1y :izo (—1)" (€ ' 7”) (” + fj * 7”) Wap = 0. (3.4)

2. Si la suite w est une suite tnversement invariante par transformation binomiale, alors

”i(_l)k(n;;r) <£+1;+r)w+k

on a :

+<1)T§(1),§ <€n];7"> <n+f+r>wn+k o (3.5)

3.2.2 Lemmes préliminaires

La preuve du théoréme 63 repose sur les deux lemmes suivants :

Lemme 65 Soit w = (w,)n>0 une suite numérique telle que sa fonction génératrice exponen-
tielle S, (t) = > o0 gw, L satisfait a la relation

Sp(—t) = eS8, (1) (3.6)
ovee{l,—1} et A € C.

Soit L, la forme linéaire, associée a la suite w = (wy,)n>0 , définie sur le C-espace vectoriel
C [z] par la donnée suivante des images des vecteurs de la base canonique (x"),>q :

Ly, (") = w,, n € N. (3.7)
Alors, pour tout polynome P(x) de C[z], on a :

P(z) —eP(—\—1z) € ker L,,. (3.8)
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Preuve. La relation (3.1) est équivalente a la relation (3.3) et se traduit alors par la relation
suivante :

Lo (a™) = ego (Z) (=" (=1)* L, (+¥) , neN

La linéarité de £,, nous permet d’en déduire la propriété suivante :

L., (ﬂ - 5]2 (Z) (=) F (—xk)> —0, neN,

ce qui se traduit encore par la relation :
" —e(-A—x)" €kerL,, mneN.
La linéarité de £,, nous permet alors d’affirmer que pour tout polynéme P (z) de C [z], on a :
P(x) —eP(—\—1z) € ker L,,.

La preuve du lemme est compléte. O

Lemme 66 Pour tous entiers naturels n, { et r, le polynome P(x) = Py, 0r)(x) défini par :

P(x) = % (:U”T()\ + z)"")

vérifie les identités suivantes :

P(r) = 3 At (” N 7“) (f The 7“) ot (3.9)

k=0

et

Plr) = gi ()t (6 ' 7") <” TR 7”) O+ 2)" (3.10)

r
k=0

Preuve. Il suffit de remarquer qu’on peut développer P(x) de deux maniéres différentes. On
a d’une part :

DT o= n+r n—+r— T
P(z) = 7(2( I ))\+ kx““)

k=0
n—+r
_ ZA”+T_I€ n—+r g‘l‘k‘"—’f‘ x@-l—k
P k r ’

ce qui prouve la relation (3.9).
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On a d’autre part :

Pr) = S ((0+2) = 0" A+ a))

b+
_ Z (6 —;; T) )\Z—I—T—k ()\ + x)n+k+r

k=0

_ HZT(_)\)EJW_;C (EJ/:;T) (n—l—f—l—r) (42

k=0

ce qui prouve la relation (3.10). O

3.2.3 Preuve du théoréme A

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théoréme 63. Appliquons la relation au
polynome :
D O+r n+r
P(x):W(er (A +z)"t7).

De l’expression (3.10) de P(z), on déduit que :

P(-\—1) = HZM (—A)r (n Z r) (n + i: + r) ()t

k=0
n+r
k
_ (_1)é+n+r Z )\f-i-T‘—k (n ;: T) (n + . + T) I,’VL-HC‘ (311)
k=0

Finalement, on déduit de (3.9) et (3.11) que :

n+r
P(z) —eP(-\—1z) = Z ATk <n _kF 7“) (6 L T) zrh
k=0

r
n—+r
+r\[(n+k+r
)t N+ n ntk (319
UMDY N R P CRL)

Or d’apres la relation (3.8), on a :
L, (P(x)—eP(=A—x))=0 (3.13)
ou L, est la forme linéaire définie en (3.7) par :

Ly, (2") = wy, n € N. (3.14)
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Il résulte de (3.12), (3.13) et (3.14) la relation suivante :

n+r
mar_p [T\ [+ k4T
o ()

k=0

l4r
[+ +k+
+ (_1)€+n+r+1€ Z )\ZJrrk( i T) <n T) )

r
k=0

ce qui est bien la relation (3.2) du théoréme 63 qu’on devait prouver. La preuve du théoréme
est compléete.

3.3 Applications du Théoréme A

Dans ce pararagraphe, nous allons appliquer le théoréeme A & de nombreuses suites de
nombres et polynomes remarquables.

3.3.1 Identités pour les polynémes généralisés de Bernoulli et d’Eu-
ler

Le corollaire qui suit est une application directe du théoréme 63 a la suite des polynomes
généralisés de Bernoulli :

Corollaire 67 Pour tous entiers naturels n, { et r, on a :

n+r
e (TN [+ E+TY L@
>ta 2o (") (TR B )

k=0
O+r
. k(LT (n+E+TY o
+04y++ﬂ§:m—2@“’( k)( ) )Bg“@—n. (3.15)
k=0

Preuve. En effet, la suite des polynomes généralisés de Bernoulli est définie par :

> tn £ \“
B(D‘) R xt.
So s () ¢

n=0

En posant, pour «a et x fixés :

w, = BYY (),
on a :
=t t \“
Swt _ y— = xt
(t) HZZO n! (et—1> ‘



et

xte(a—2x)t

—t @ .
S’lU(_t) = <e_t _ 1) € !
t

- (o

1 €
6(a72:p)t5w(t)

On obtient ainsi :
Sp(—t) = eS8, (1)

avec £ = 1 et A = a — 2x. L’application du théoréme 63 fournit alors la relation (3.15). [

On peut aussi établir un résultat analogue pour les polynomes généralisés d’Euler.

Corollaire 68 Pour tous entiers naturels n, { et r,on a :

n-+r
e (MFT\ L+ E+TY o
>ta— 2 () (T B
k=0
axl C+r\ (n+k+r
+(—1)f+"+7‘+12(a—23;)“7“—’“( i )( . >E§fk(g;):o. (3.16)

k=0

Preuve. En effet, la suite des polynémes généralisés d’Euler est définie par :

> n 2 \*
E(@) A wt
> s () ¢

n=0

En posant cette fois-ci, pour « et = fixés :

wn:Er(La)<‘r)7
ona :
N 2 \“
Sw(t) = n—y = o
®) ;} n! <et—l—1)
et
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On obtient ainsi :

Sp(—t) = eS8, (1)
avec € = 1 et A = a — 2x. L’application du théoréme 63 fournit alors la relation (3.16). [

Remarquons aussi que le lemme 66 nous fournit la relation suivante :

n+r L4r
{+k
Z/\n-&-r—k(nzr) < + ) +r)x£+k . Z(_)\)Prrfk (6—;7') (n+ k—i—T) ()\—l—l‘>n+k -0
T
k=0 k=0
(3.17)

En appliquant aux deux membres de la relation (3.17) Popérateur de composition 2% défini
par :

o n t “ n (0%
% () = () @) =B (@),
e 1
on obtient :
N Ry o /ey T P S (T (kY -
ZA k r Bz+k ($)_Z (_A) L , Q% (()\—i—l‘) ) =0.
k=0 k=0
(3.18)
Comme 2% est un opérateur de composition, on a :
o (A + )™ = B, (A +2)
Compte tenu de ce fait, la relation (3.18) peut s’écrire :
n—+r
mir (M FT\ (L+E+TY @
Z)‘Jr k( L >< r )Bthr)k(x)"‘
k=0
i) C+r\(n+k+r
—1)éntrtl A=k -1 n+k B(a) A —0 1
(-1) ; i . EUTEBE () (3.19)
On sait aussi que 'on a :
(—1)"™*BY A+ 2) =B (a =\ —1). (3.20)

On déduit des relations (3.19) et (3.20) le corollaire suivant :

Corollaire 69 Pour tous entiers naturels n, ¢ et r,on a :

n+r
mir (M FT\ (L+E+TY @
S () () s

k=0

O+r
¢+ +k+ o
+(_1)é+n+r+1 Z )\ZJrrk( . 7’) <n 7") B’r(z—l—)k (@—\—a)=

r
k=0
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On peut aussi déduire du lemme 66 des identités pour les suites des polynomes générali-
sés d’Euler. En effet, en appliquant aux deux membres de la relation (3.17) l'opérateur de
composition 2%, défini par :

2
el +1

0 ") = () (0 = B @),

on obtient :

n+r
mar i (PFT\(L+E+T\ L (a
S () () e

k=0

_é;tﬁwurkCij)(n+f+m)Q%«A+xWM>:0.

On sait aussi que 'on a :

(1" BY, (A +2) = B,

(= A—1x).

On obtient ainsi pour les polynémes généralisés d’Euler une relation tout a fait analogue a
celle vérifiée par les polynomes généralisés de Bernoulli

Corollaire 70 Pour tous entiers naturels n, { et r,on a :
— n4r\ ((+k+r
St (M () e @
k=0

{+r
12 k
+(_1)Z+n+r+1 Z )\€+rk( ‘]:7") (n + ) -+ 7”) ET(Li)k (a o x) _0.
k=0

3.3.2 Identités pour les polyndémes généralisés de Genocchi

Les nombres G,, et polynoémes G, (x) de Genocchi sont définis par :

Les polynémes généralisés de Genocchi Gim (x) sont définis, pour m € N, par :

o0

tn 2t \™"
(m) o tx
Zn_o G (x)n' B (et + 1) “

Sgom (t) = (=1)me®* ™G b0y (—t).
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Théoréme 63 méne & :

S Yt

k=0
O+r
. C+r\(n+k+r ke (.
wenmen e () (M )<2x m) TG (2)
k=0
=0.

3.3.3 Identités pour les nombres de Stirling généralisés du seconde
espéce

Les nombres de Stirling du seconde espéce apparaissent dans ’OEIS comme A008277, sont
définis par la formule explicite [34] :

La premiére généralisation de ces nombres a été fournie par d’Ocagne [52] et Carlitz [19] :

S (n,m) = mi < ) (a+7)"

Jj=

Ces nombres sont liés aux polynomes de Bernoulli généralisés [13] :

S (n+m,m) = (n ;m) Bﬁl’m) ().

Nous nous intéressons aux nombres généralisés de Stirling [17], qui sont définis par :

zm: ( )a+8])

7=0

m

S@(n,m,s) =

Notons que
S@(n,m,1) = S®(n,m) and SO (n,m,1) = S(n,m).

Pour m et s fixés, considérons la suite (W), = (S (n,m, s)),, pour laquelle la fonction
génératrice est :

- tn 1 (0% S m
ZS( )(nms)nlz%e Het —1)™.
n=0

S (t) = (=1)"eBTmING, | (—1).
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En appliquant le théoréme 63, nous obtenons l'identité suivante :

n—+r
Z(_l)k (nz;—?"> (54—]{74—7’) (2x+m8)n+riks(a)(£—|—k,m, S)

r
k=0

l+r
+ (_1)m+r+1 Z(_l)k (é + T') <n +k+ T') (21‘ + mS)K+T—k5(a)(n + ]’C, m, S)
k=0

k r
=0.
3.3.4 Identités pour les nombres de Fibonacci et de Lucas
Le théoreme A s’applique a la suite de Fibonacci avec ¢ = —1 et A = —1 et a la suite de
Lucas avec ¢ = 1 et A = —1. On obtient ainsi la proposition suivante :

Proposition 71 Pour tous entiers naturels n, £ et r,on a :

et

3.3.5

"Z”(_l)k (n;—r) <£+1;+T)F£+k

k=0

N (_Dr:é(_l)k (KZT) (n +f+T)Fn+k Y

g(_l)k (n;r) <€+l;+r)LM
_ (_1)r§(_1)k <€J];r) (n+f+r)Ln+k o

k=0

Identités pour les polynémes de Fibonacci et de Lucas

Les polynomes bivariés de Fibonacci et de Lucas (un(z, y))n>0 et (v, (z, y))n>0 sont définis

[7] par

un(2,y) = 2Uup_1(x,y) + Yyun—o(x,y) and v, (z,y) = 2v,_1(2,y) + Yyon—2(z, y)

pour n > 2 avec ug(x,y) = 0, uy(z,y) = 1, vo(x,y) = 2, v1(x,y) = . Il est bien connu qu’on

a .

(Oé(l’, y))n_(ﬁ(ﬁa y))n

c(z,y) —d(z,y) Un(2,y) = (c(x,y)) +(d(:p,y))

Un(T,y) =
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ou
1 1
C(x,y)za(x—k $2+4y> andd({[‘,y):§<x—1/:p2_’_4y)

Notons que les suites de Fibonacci (F,), .y et de Lucas (Ly), oy sont équivalentes a :

Fo=u,(1,1) et L, =uv,(1,1).

Considérons les suites u* = (ug(2,y)), et v* = (vsn(,y)) ol s est un entier non négatif.
Ceci implique que :

Sy (t) = —e VLG (—t) and S, (1) = @S, . (—t).

Considérons les suites u* = (Usn(l‘, y))n et v* = (vsn(a:, y))n ol s est un entier non négatif.
Ceci implique que :

Sux(t) = _evs(a:,y)tsu*(_t) and Sy (t) = €Us(x’y)t5v*(—t).

L’application du théoréme 63 conduit au corollaire suivant :

Corollaire 72 Soient n, £, r et s des entiers non négatifs. Alors :

n+r

I;O (-1 <n + r) (é +k+ r) oala y))nﬂ,kus(l%) 1)
<€ r) <n +k+ r) o y>)€+r—kus(n+k) (2.) = 0, (3.21)
% 1 <n + r) (e Ty r) )™ v (9)

S S (Y () ) e =0 62)

r

é—i—r

k‘

+(-1

Le corollaire 72 généralise les identités impliquant les nombres de Fibonacci et de Lucas
[39] mentionnés dans [12] et [26]. Comme il fournit identités pour plusieurs suites d’entiers,
comme la suite des nombres de Fibonacci (F},),>0 = (un(1,1)),>0, suite des nombres de Lucas
(Ln)n>0 = (vn(1,1)),>0, suite des nombres de Pell (P,),>0 = (u,(2,1)),>0, suite des nombres
de Pell-Lucas (Qn),,5 = (vn(2,1))n>0, suite des nombres de Jacobsthal (J,)n>0 = (vn(1,2))n>0
et la suite des nombres de Jacobsthal-Lucas (j,)n,>0 = (vn(1,2))n,>0 apparaissent respec-
tivement dans 'OEIS (On-Line Encyclopedia of Integer Sequences) [61] comme A000045,
A000032, A000129, A002203, A001045 et A014551 et aussi les suites des nombres (Fs,), <,
(Lan),>00 (Pon)n>0, (Q2n)n>0, (Jon)n>0, €t (Jan)n>0 respectivement comme A001906, AOO’{)ZZIES7
A00154_12, A003499, A002450, et A052539 dans OEIS.
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3.3.6 Identités pour les polynémes de Tchebychev

Les polynomes de Tchebychev de premiére espéce (7),(x)),>o sont définis par : [40, §] :
To(x) =1, Ti(x) =z et T,(x) =22T, 1(x) — T,,_o(z) pour n > 2.
Les polynomes de Tchebychev de seconde espéce (U, (x)),>o sont définis par : [40, 8] :
Up(xz) =1, Ui(z) =2x et U,(z) =22U,_1(x) — Up—2(x) pour n > 2.

Les premiers polynémes de Tchebychev de premiere espéce et de seconde espréce sont :

To(x) = 1
Ty(z) = =
Ty(z) = 22°—1
T3(z) = 4a° -3z
Ty(z) = 82*—82? +1
et
Up(z) = 1,
Ui(z) = 2x,
Us(z) = 4a* -1,
Us(x) 82° — 4z,

Us(z) = 162* — 1227 4 1.

Ces polynodmes vérifient de nombreuses relations parmi lesquelles :

‘ cos (nx) = T, (cosx),
W = U, (cosz).

Nous pouvons également appliquer le théoréme 63 aux polynémes de Tchebychev du pre-
miére espece T'(z) = (T,,(z))n>0 et aux polynomes de Tchebychev du seconde espéce U(x) =
(Un(2))n>0 qui vérifient les relations suivantes :

1
T.(z) = 5’(]”(21', —1) and U,(x) = upy1 (22, —1).

En appliquant le corollaire 72, nous en déduisons les identités suivantes :

r
k=0

- <—1>T§<—1>k(€;7") (") e ) =0

r
k=0
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,
k=0
) C+r\ /n+k+r
_1\r _1\k {4+r—k _
+ (1) %( 1) < i )< . )QTS(I) Ustnsry-1(z) =0,

oul n,/ et s sont des entiers naturels.

3.4 Théoréme B

3.4.1 Enoncé du Théoréme B

Dans tout ce qui suit, par soucis de simplification, nous adopterons la notation €2, au lieu
de Q4%

On a donc pour tout a € C :
Qo (2") = B (z), n€N. (3.23)

Dans ce qui suit, le théoreme suivant sera aussi désigné par théoreme B.

Théoréme 73 .Pour tous nombres complexes o, \, et pour tous entiers naturels [, n, r et s,

on a :
ax) n+r\(l+k+r
S (" (TR )

k=0

O+r

12 k

+ (_1)K+n+r+l Z )\EJrrk( ‘IL‘T) (n + ; -+ 7”) Béo_fk(& s $)

k=0

DT+1 - l+r n-+r

= Qa-1(— D (=) (@ + A= k)", (3.24)

k=1

3.4.2 Lemmes préliminaires

Lemme 74 Pour tout « € C, on a :

QoA =Q,_10D.
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Preuve. Pour tout n =0, on a :
Qa0 ) (@) = 0= (Qu-10D) (=) = 0.
Pour n € N*, on a :

(QuoA)(z") = Qu((z+1)" —2")
Qo ((x+1)") — Qg (M)
= (QqoTy)(z") — Qu (z").

Comme {2, est un opérateur de composition, il commute avec I'opérateur de translation 7.
On a:
anTl :Tloﬁa.

Par suite, on a :

(QuoA)(z") = (110Q,) (z") —Q
= 710(Q (") — Qy (")
— B9 (z+41) - BY ()
= A (B (7). (3.25)

Or d’apreés la relation (1.45) du théoréme 41, on a :
A (BW (z)) = D (B ™V (2)) . (3.26)
On en déduit de (3.25) et (3.26) que l'on a :

(QoA)(2") = D (B (2)
= (DoQuy) (z").

Ainsi, on a :

Vn € N, (Qu0A) (z") = (Do Q1) ().

On a donc bien :
QQOA:DOQa_l.

Lemme 75 Soit

ol

Alors :
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Pk(ZL’ + 1) = Pk_l(x)

’ AP(r) = Py(x) — P.(a),
3. Pua) :ZEA"”"“ (n—;—r> <£+l;+r)x€+k7
4
& r\ (n r
Pe) = (1) 3o (T A
Preuve.
1.
Pz +1) = (rl o %) ((x = k)" (x+ X = k)"
= (% o Tl) (z = B) " (x+A—k)")
— %((m +1-k)T(x+1+X— k)"
= D@ (= D) A (k= 1)),
— P(2).
2. Ona:

k=1
Or d’apres le résultat qu'on a prouvé précédemment, on a Py(x + 1) = P,_i(x). On a
donc :

S

AP(z) = Z (Py—1(x) — Py (x))

= PBy(z)— Ps(x).
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3. On a:

DT
PO(JJ) — Fxé-i-r(m + )\)n-i-r

sy n—+r
_ = n+r—=k O+k+r
Y ZA ( k )x
k=0
n—+r
_ Z/\n+r_k<n+r> <€+k+r)mz+k
1 .

r
k=0

4. On a:

r

P,(x) = %((:v +A—8) = AT (x+ A —s)" "
r AT
_ 7 Z(_)\)Prrfk (E —i]; T) (l’ I 8)n+k+r
" k=0

n—+r
= (_1)€+n+r Z /\K-H"—k: (E ";; T) (n +k+ T) (—1)n+k($ A= S)n+k.

r
k=0

g

Le résultat (1.46) du théoréme 41 rappelé dans le lemme suivant nous sera aussi utile dans
la preuve du théoreme B.

Lemme 76 Pour tout o € C et pour tout entier n € N, on a :

(—1)"B{ (z) = BY (o — x)..
3.4.3 Preuve du Théoréme B

En désignant respectivement par M; et M, le premier et second membre de la relation
(3.24) :

n+r
mar i (MET\ L+ Ek+T o
=3 (Y ()

k=0 r
o O\ n+k+r

+ (_1>£+n+r+l Z)\€+rk( i ) ( . )Br(Lojr)k(a +s—A— CL’)
k=0

et
Dr+1 S
rl

My = Qa1 (x — k)" (x 4+ X — k)™,

k=1
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prouver le théoréme B (théoréme 73) consiste a prouver que l'on a : M; = M,. Pour cela nous
exploitons le lemme qui affirme que l'on a :

(a0 A) (Q () = (Qa-10 D) (Q(2)) .

pour tout polynéme @ (z). En particulier en choissisant pour polynéme @ (z) le polynéme
P (z) défini par :

P(z) = Py(x)

Pyi(x) = % ((m — k) (4N — k)"”) i
On en déduit que :
(a0 A) (P(x)) = (10 D) (P(x)). (3.27)

Pour prouver le théoréme 73, nous allons simplement montrer que 'on a (2, o A) (P(x)) =

M, et (Qu_1 0 D) (P(z)) = M,

D’apres le lemme 75, on a :

On en déduit que :

(2 0 A) (P(2)) = Qa(Po(2)) — Qa(Pu(2)). (3.28)
D’apres les expressions de Py(z) et Ps(x) données dans le lemme 75 et la relation (3.23), on
a:
o n+r\[(L+k+7r\
n+r—k a
pe = v () (V)i (3.20
et

0 () = (e S () (MR o (o),

r
k=0

Comme (2, est un opérateur de composition, il commute avec la translation 7,_,. On a donc :

Qo ((z+A=9)"") = (Quori,) ()

= (7—)\_8 O QO() ($n+k)
= Tx-s (Bf(i)k (x))
B, (x4 —s).
Ainsi, on a :
n+r
. vk (l+Tr\[(n+E+r n o
0 (R = (-0 e () (TR e A,
k=0
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D’autre part, on sait que :
(—1)"*B, (2 +A—s) = B (a+ s — A —2).

On a donc :
n+r
O (Py(2)) = e+n+rz)\e+r k(f T <n~|—k~|—r) T(LJr)k(a+3_)‘_$)- (3.30)

On déduit des relations (3.28), (3.29) et (3.30) que :
(Qa 0 A)(P(x) = Qa(Po(z)) — Qa(Pu(z))

n+r
mir k(TN (L+E+T\ (o
= Y A k( N )( ) >B§+)k()

k=0
n+r
et i+ [(n+k+7r
ey (O () B A )
k=0

On constate ainsi que (£2, o A) (P(z)) est bien égal au premier membre de la relation (3.24)
du théoréme 73 :
(Qq 0 A) (P(x)) = M;. (3.31)

De méme, prouvons maintenant que (£2,_1 0 D) (P(x)) est égal au second membre de la
relation (3.24) du théoréme 73. On a :

P(z) = Y Pux)

Ainsi, on a :

(Qo—10D)(P(x)) = Qa1 <Dr+1 i(z — kB (4N — /‘C)m_r)

rl
k=1

On a ainsi prouvé que (2,1 © D) (P(x)) est bien égal au second membre de la relation (3.24)

du théoréme 73 :
(Qy_10D) (P(z)) = M. (3.32)

On déduit des relations (3.27), (3.31) et (3.32) que :
Ml = MQ.

La preuve du théoreme B (théoréme 73) est compléte.
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3.5 Applications du Théoréme B

Le théoreme 73 généralise un grand nombre d’identités comportant les nombres ou les poly-
nomes de Bernoulli classiques ou généralisés.

3.5.1 Reformulation du théoréme 73

En vue des applications pratiques, nous allons reformuler le théoréme 73. Rappelons que
nous avons défini le polynome B® (z) par la donnée des images des vecteurs de la base
canonique ("), .y :

BY (z) =Qq (z"), mneN.

Si I'on doit substituer & x une valeur x = v, nous devons veiller & prendre certaines précautions.
Nous écrirons ainsi

B (v) = [Qa ()]

SiveC, Q") = v"Q, (2°) = v" B\ (z) = v"). Convenons de désigner par S (u,v,w
( 0 g Lr

n,

n € N.

r=v"

I’expression suivante dans laquelle n, £ et r désignent des entiers naturels, & un nombre com-
plexe, u, v et w des nombres complexes ou des polynomes :

n-+r
o e M\ (C+Ek+T o
Sa(m,f),r (u,v,w) = Zu " k( k ) ( )Bngr)k (’U)

k=0 "
axl C4+r\(n+k+r
+(_1)Z+n+w+1 Z ué—l—r—k( i ) < ) >Br(zo-?k (w) '
k=0

Le théoréme 73 s’énonce alors comme suit : pour tous nombres complexes a;, A et pour tous
entiers naturels [, n, r et s, on a :

pDr+1 S
T (@ =R @ A= k).

k=1

S(a)

n,l,r

Nz,a+s—A—x) = Qq(

En posant
u=\A v=xetw=a+s—\—uzx,

on a l’équivalence suivante :

vV=2 P Tr="
w=a+s—A—=zx s=utv+w-—a«
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On constate qu’avec ce nouveau changement de parameétres, le théoréme 73 s’énonce comme

suit :
pr+lt 4
d @=k) T (@+u—k)")| (3.33)

k=1 T=v

S(aZ)r (u’ U7w) = Qa—l(

n,e,

rl

ou
g =u+v+w-—o.

Ainsi, la seule condition pour pouvoir appliquer le théoréme 73 et de pouvoir donner une

expression Simpliﬁée 4 la somme S\ (u,v,w) est que ¢ € N. Convenons d’appeler indice de

n,l,r

la somme S\* M (u,v,w) la quantité q.

Remarquons que 'on a d’aprés le lemme 76 :

B(Oé)

) (w) = (1) B!, (a — w)

n+k

et qu’ainsi le premier membre de (3.33) est aussi égal a :

n—+r
o mir (M T\ (C+E+TY S
Sr(z,ﬁ),r (u7v>w) = Z'LL " k( k >< )Blg—i-)k (U)

k=0 "
axl C+r\ (n+k+r

+(_1)Z+r+1 Z(_l)kuﬁ-&-r—k( i ) ( . )Bgi)k (a —w).
k=0

Remarquons enfin que dans le cas ot ¢ = u + v + w — a = 0, le théoréme 73 s’applique et
on a Sfﬁgr (u,v,w) = 0.

3.5.2 Généralisation de la formule de Gessel aux polynémes clas-

siques de Bernoulli.

Pour a = 1, on a B () = By (z) et Q41 = Qo = I et le second membre de la relation
(3.24) peut s’écrire en utilisant la formule de dérivation d’un produit de deux polynomes de

Leibniz :
Dt - L+r ntr _ — n+r 4 I+j—1 n+r—j
. D (@=k) T (@A =R)"T = (1) > Y ( )(T+ ) _j) (z—k)H 7 (@A k)"
k=1 k=1 j=0
Par application du théoréeme B, pour « = 1, A = m et s = m — 1, on obtient la relation
suivante :
en ntr C+r
(1) _ -1 _ p\ntr—j
SYW(m,x,—z) = (r+1) ZZ( )(r—l—l—j)(x E)Y™W x4+ N = k)",

k=1 7=0

qu’on énonce dans le corollaire suivant :
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Corollaire 77 Pour tous entiers naturels £, n, r et m, on a :

n+r
e (TN (LFE+T
2o () (et

k=0
l+r
S o (lFT\ (n+Ek+T
+<_1>e+ ++1Zme+ k( i )( . )BnJrk(_x)
k=0

m—1r

n+r C+r i i
— k)t — k)t 3.34
(r+1 };};( ><r+1_zyx Y2 +m — k) (3.34)
En remplagant x par 0 dans (3.34), nous trouvons la relation suivante :

n+r
mir (AT (L+E+T
o ()
r

k=0
l+r
C+r\(n+k+r
1 {+n+r+1 f—i—r k Bn
+(—-1) kzo i . +k
s n+r C+r
=(r+1) “J( _)( )Mﬂﬂm—mwwl (3.35)
;; J r+1—y

La relation (3.35) est exactement le théoréme obtenu par Gessel [9] en 2013 pour les nombres
de Bernoulli classiques. Le corollaire 77 est donc une généralisation de ce théoréme de Gessel
aux polynomes de Bernoulli. Signalons qu’en 2014, He [36] a retrouvé la formule de Gessel
en utilisant une méthode basée sur des propriétés des g-Bernoulli nombres et polyndémes de
Carlitz.

3.5.3 Identité de Nielsen (1923)

Dans un ouvrage écrit en francais, intitulé " Traité Elémentaire des Nombres de Bernoulli "
et paru en 1923, Nielsen [50] définit differemment les nombres et les polynomes de Bernoulli.
Ces nombres et polynomes correspondent avec nos notations aux nombres (—1)""! By, et aux

n(x"l‘l) : .
polynémes ==~ respectivement. En page 182 de cet ouvrage, Nielsen prouve une formule

que 'on peut énoncer comme suit :

n+r
Z(l . 26)714—7‘—]@ (n ‘]L‘ 7”) (6 + i + T) Bg.:,.k(x + 6)

k=0
L+r
_ Z Z+r+k 25)@#716 <€ _]L— T) <n + f + T) Bn+k (‘T - 5)
r+1
_ DT! ((a: FB— 1)z — 6)n+r) . (3.36)
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Le premier membre de la relation de Nielsen s’exprime comme étant exactement SSZ,T(l —
2B, 2+ p,1—x+ ). La quantité ¢(1-26,2+p,1—z+p) = 1-2+z++1—z+F =2 € N.
Le théoréeme 73 s’applique et permet d’affirmer que I'on a :

r+1

(@ B )= ),

ce qui est encore exactement la relation de Nielsen (3.36). Ainsi, la relation de Nielsen est un
cas particulier du théoréme 73.

3.5.4 Identités d’Agoh (2000)

En 2000, par 'emploi de congruences dans Z,, Agoh [2] a obtenu de nombreuses identités
combinatoires pour les polynomes de Bernoulli qui sont en fait des cas particuliers du théoréme
73. Nous avons choisi de prouver cela sur les deux identités suivantes : [2, Eq. (3.2)(i), p. 205]
et [2, Eq. (3.4)(i), p. 207] :

k=0 k=0
m—1 m—1

=nY (@+k)" N e-—m+k) +0) (z+k)"(z—m+k)"" (3.37)
k=0 k=0

et

i(nzr) <£+li+r)BM<x)

:(—1)‘““ :é(_l)k (z z 7") (n + f + 7") Bon(@)
—(n+7) ; (" e 1) (f ’ D R (g )
(Lt % <£ * . 1) (Zj;) PR (g — 1)L (3.38)

Le premier membre de (3.37) est égal & 57(5270(77@, x,1—x) avec q(m,z,1—z) = m+z+l—x—1 =
m:

n+r
n+r\/[l+k-+r
57%70(”1, r,1—xz) : = Z ( f ) ( . >Bg+k($>

k=0

(o) %(_1)’“ <€ Jk: T) (” i T) Bupx(z)  (3.39)

r
k=0
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Le théoréeme B s’applique donc avec o = 1, s = m, r = 0 et A = m et il nous permet
d’affirmer que :

S o(m,x,1—2) =D (zm:(x — k) (z +m— k)”)) , (3.40)

k=1

autrement dit, on a :

% <n;|€—r> <£+1:+T)BM<$>

k=0

) éif(—w () () B

= D (Z(x — k)" (z +m — k)")) (3.41)

k=1

En changeant k& en m — k dans la sommation figurant au second membre de la relation (3.41),
on obtient :

D (Zm:@: — k) (z+m— k)”) =D ) (@ + k)" (x—m+ W)

k=1 k=0
m—1
=n Y (x+k)" z—m+k)
k=0
m—1
+0 (x4+E)"(x—m+k) (3.42)
k=0
On déduit des relations (3.41) et (3.42) que 'on a :
o (n+7\ [(l+k+T
() (7
k=0
s C+r\(n+k+r
ey o () (M) B
k=0
m—1 m—1
= n) (@+k)" Me-—m+h) +0) (z+k)"(@—m+k)" (3.43)
k=0 k=0

La relation (3.43) est identique a la relation d’Agoh (3.37). La relation (3.37) est donc un
cas particulier du théoréme 73.

De méme, on peut constater que le premier membre de la relation (3.38) est égal a la somme
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S(l)

nl,r

(1,z,1—z) quiest dindiceq=1+x+1—z—-1=1:

n—+r
n+r\[(l{+k+r
Sr(:g,r (Lz,1—z) : = Z ( f ) ( . )Bg+k<$)

k=0
l4r
. C+r\(n+k+r
e e () (T ) B an
k=0
Le théoreme B s’applique avec « =1, s=1et A =1. On a donc :
(1) DT+1 ‘
Spiar Lz, 1—1)= m (= k)*(z4+1—k)"). (3.45)
Le second membre de (3.45) peut se calculer comme suit :
DT—H +r n+r Dr n+r—1 +r n+r l+r—1
(= B = RY) = 2 (e = D () (e 1))
e e A A O
:(n—l—r)Z( " >(r—k:)$+ Rl — 1)k
k=0
e =1\ [(n+T\ , ko
+(€+7’)Z( . >(T_k>x+k(:c—1)£+ =L
k=0
(3.46)
11 résulte des relations (3.44), (3.45), (3.46) que :
n—+r
n+r\({+k+r
B
2 ()T et
k=0
sl C+r\(n+k+r
l4r+1 k
e e () () Bt
k=0
—~ (n+r—1\0+7\ g O+k
:(n—l—T)Z( i )(r—k)x (x—1)
k=0
~(l+r—1 +
NEE ( 2 ) (f_ D 2R (g — 1)1 (3.47)
k=0

La relation (3.47) est identique & la la relation d’Agoh (3.38). La relation (3.38) est donc
bien elle aussi un cas particulier du théoreme 73.

Pour r € {0, 1}, on déduit de la relation (3.38) les deux relations suivantes qu’Agoh [3, Cor.
3.4, Eq. (3.9), Eq. (3.10), p. 163] a prouvé en 2017, par une méthode différente :

i (Z) Bror(r) - ,éH)M (,i) Buii(z) = (n + )z — na" ™ (z — 1)

k=0 0
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et

:i:: (n Z 1) (0 + K+ 1)Beyr(z) — “Zl(—l)“l_k (ﬁ J]; 1) (n+k+1)B,x(z)
n +

=

+04+2)(n+L+1)2> —2(n+1D)(n+ L+ Dz + (n+ Dna"t (z —1)".

3.5.5 Geénéralisation de I’identité de Chang et Ha (2001)

Nous avons déja généralisé au chapitre 2 I'identité suivante établie par Chang et Ha [20] en
2001 :

2n

n+1 By, ant1
) <,€_n>(’f+1)§=(—1) 2 L (3.48)
k=n

équivalente par un changement de variable a 'identité :
n+1
1 1
Y ik <";: >(n+ k1) Bppy = (—1)" (nir ) (3.49)
k=0

Nous avons prouvé au corollaire 62 que plus généralement, pour tout entier naturels n et
pour tout entier naturel impair r, on a :

n+r
mar_p M\ (M+E+T npr=2 (r+1(m+r
St () (T ) = cor B EE (L) s

r
k=0 2

L’identité (3.49) est alors le cas particulier de la relation (3.50) ou r = 1.

Le corollaire qui suit est une généralisation de la relation (3.50) aux polynémes de Bernoulli :

Corollaire 78 Pour tout entier r impair

”Z” (2 — 20y (n Z 7~> <n - f - 7~> Boo(a)

k=0
— (_1)n+% r —; 1 (nri_lr> (x - 1)2n+r—1'

2

Pour 8 = 0, le corollaire permet d’obtenir (3.50).

Preuve. Considérons 'expression :

SO (2-28,8+w,8— 1)
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d’indice ¢ = (2—-28) + (8+z) + (8 —x) —1 = 1. Le théoréme B s’applique avec s = 1,
A=2-28.0na:

r+1 Drtl

> G @ )"

SN (2-28B+x,5—x)=

N | —

C’est-a-dire :

! kio (” : ) (” ke ) (2= 28)"" ¥ (Busr (8 + ) + Busr (3 — 1))

r+1 DT+1 2 o\ n+r
- R @ )" (3.51)

Pour z = 0, on déduit de la relation (3.51) :

> () et

k=0
B 7’+1 DT—H o\ n+r
C
A 2 o\ n+r ) n—+r o\ n+r—k 2%
@ == =3 (M) ey
k=0
on a :

ey = (=1 - ) ("5 () ey

_r+1
k= 2

On en déduit que :

e e
=[G o]
(e (”j) (6 — 1y (353)

11 résulte des relations (3.52) et (3.53) que :

S () et s

k=0

_ (_1)n+T;21 (n;r> (6 _ 1)2n+7“—1 .
2
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Cette relation étant établie pour tout 3 € C, on en déduit la relation du corollaire obtenue en
remplagant [ par x. Pour x = 0, le corollaire (78) permet de retouver la relation (1.37). Le
corollaire (78) est donc bien une généralisation du corollaire 62 et donc aussi une généralisation

de l'identité de Chang et Ha [20, 2001]. O

3.5.6 Identités de Sun (2003)

En 2003, Sun [64] a obtenu de nombreuses identités combinatoires en étudiant certaines
propriétés liant une suite a sa suite duale parmi lesquelles nous avons choisi les trois suivantes
oulz=1—z—y:[64, Thm. 1.2, Eq. (1.15), Eq. (1.16), p. 712] et [64, Remark. 1.2, Eq. (1.18)
p. 713] :

-1y (1 )a*Besat) = (-1 S (1)a*Busste) =0, (3.54)

= (=" (n+€+2) (Brses1(z +9)) = Bryeir(y)) (3.55)

) (n _/: 1) (n 4k +1)(1 = 22)" "B,y () = =2(n + 1) Bapya (). (3.56)

Notons que 'identité (3.54) a encore été prouvée par Chen et Sun [25, Thm. 5.1, p. 2121] en
2009 et par Pita [53] en 2016. Notre théoréme B permet de retouver comme cas particuliers
toutes ces identités.

Le premier membre de (3.54) est égal a 57(5270 (x,y,2) :

=y (3)aBrastn) = (-0 X () ) Busal) = 80 09)

l
k=0 k=0

Comme la somme 57(5270 (x,y,2) est d’indice ¢ = x + y + z — 1 = 0, le théoréme B s’applique
avec s = 0. On obtient la relation ST(A:LZ,O (x,y,z) = 0. L’identité (3.54) est ainsi obtenue comme
application du théoréme B.

De méme, si on consideére 57(12,1 (z,y,2) (avec z =1—x —y) d’indice g =x+y+2z—1=0,le

théoréeme B s’applique encore avec s = 0. On obtient ainsi la relation 57(5371 (z,y,2) = 0. Ce
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qui se traduit par I'identité suivante :

n+1
3 () b D B

k=0

w0 > () b et B ) <0 357

k=0

En séparant le terme correspondant & k = n + 1 dans les sommations figurant au premier
membre de (3.57), on obtient :

S (” Z 1) (C+k+1)a" " * By (y) + (=1)° g (ﬁ Z 1) (n+k+ Dz F B, ()

(Dt 4 2) (U B () = Buena(v)) (3.59)

On obtient bien la relation (3.55) en observant qu’au second membre, on peut remplacer
(=)™ B, 11(2) par Byyer1 (7 + 7). En effet, comme on a z = 1 — x — y, application du
lemme 76 avec o = 1 nous fournit bien la relation

()" Byppa(2) = ()" By (1 = (2 +9)) = Bugesa (z + ).

Enfin; si on considére la somme Sn il

le théoreme B s’applique avec s = 0. On obtient ainsi la relation 157(1 T)L 1

(1—2z,2,2) d’indice g = (1 —2x) +x+2—1=0,
(1 -2z,2,2) =0. Ce
qui se traduit par l'identité suivante :

S (") ok ke ) 1= 2007 B =0 (3:59)

k=0

En séparant dans (3.59) le terme correspondant & k = n + 1 dans la somme du reste de la
somme, on obtient la relation suivante qui est l'identité (3.56) :

Z <n _/: 1) (n+k+1)(1—22)"""" B yi(w) = =2 (n+ 1) Byp1 (v).

3.5.7 Les identités de Wu, Sun and Pan (2004)

En 2004, Wu, Sun et Pan ont obtenu les identités suivantes [67, Thm. 2, Eq. (6), Eq. (8), p.
207 -

0> (1) Bests Z () 8o, (3.0
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et

) n (”+ )£+k+1)Be+k eﬁ%( ) +k+1)Byii(—2)

= (—1)"(n+£+2)(n+£+ 1"+, (3.61)

L’identité (3.60) a déja été prouvée au chapitre 1 (corollaire 56). On peut la retrouver comme
cas particuliers du théoréme 73. Il suffit de considérer les sommes Sn r (1,2, —z) d’indice
qg=1+4+2x—2x—1=0 auquel le théoréme B s’applique avec s = 0. On obtient :

SUU

nl,r

(1,z,—x) =0,
ce qui se traduit par la relation :

S (Y (R s

k=0

— (—1) Ei: (E Z T) (n * f * r) B (~x). (3.62)

k=0

Pour a = 1 et 7 = 0, la relation (3.62) donne la relation (3.60). Pour « = 1 et r = 1, la
relation (3.62) donne la relation suivante :

e+l A+

S (M) e r B+ o (1) D B () =0
k=0 k=0

de laquelle nous pouvons déduire :

14

DS ( IETERIE AE R S () KA SRIE e
= (=1)*"(n+L+2) ((=1)"""" Bojes1 (—2) — Borerr (2)) - (3.63)

En exploitant le lemme 76, on a :

(1) By (—2) = (—1)" By (1— (2 4+ 1))
= Bol(z+1). (3.64)

En exploitant la relation (1.25) du théoréme 37, on a alors :
Bpioi1 (x+1) = Buypsr (2) = (n+ £+ 1) 2™ (3.65)

On peut alors déduire des relations (3.63), (3.64) et (3.65) I'identité (3.61).
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3.5.8 Les identités de Chen (2007)

En 2007, en étudiant la transformation binomiale de suites, Chen a prouvé l'identité suivante
[24, Thm. 5.3, Eq. (5.7), p. 149] :

n-4r l+r
n+r\[(l+k+r\ . C+r\(n+k+r .
> (") Yot -3 (1) ( )0 Bt ) =0
k r k T
k=0 k=0
(3.66)

En 2010, He et Zhang [35] ont également prouvé I’équation (3.66). Cette identité est un
cas particulier du théoreme 73. En effet, le premier membre de (3.66) est égal a la somme
S(l)

nlr

(y,z,1 — 2z —y) qui est nulle car d’indice ¢ = 0.

3.5.9 Identité de Neto (2015)

En 2015, Neto [49], donne comme application de 'algeébre de Zéon qu’il développe dans son
article la relation suivante :

n ¢
n— n T n - t r
X k(k)3§+)k— ()Y k(k>B;+>k =0 (3.67)
k=0

k=0

Cette identité est un cas particulier immédiat de notre théoréme 73. En effet, le premier
membre de (3.67) est égal a la somme S,(fl)o(x,0,0) qui est d’indice ¢ = x — z = 0. Cette
somme est donc nulle.
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Conclusion

Nous avons effectué une recherche approfondie sur différentes identités comportant les
nombres ou les polynémes de Bernoulli classiques ou généralisés. Cette étude nous a permis de
constater que certaines identités concernant les nombres de Bernoulli ont été redécouvertes
a de nombreuses reprises au cours du temps. Chacun des auteurs pensant souvent avoir
découvert une nouvelle identité. Deux faits permettent de donner une explication & ce constat.
Le premier concerne les définitions de ces nombres et de ces polynémes qui ont évolué depuis
leur mise en évidence par J. Bernoulli. Ainsi la définition des nombres et polynomes de
Bernoulli (et d’Euler) dans I'ouvrage de Nielsen [50] n’est plus celle qu’on adopte généralement
de nos jours. Le deuxiéme fait qui pourrait aussi expliquer cela est plus simplement le manque
d’information. Au deuxiéme chapitre de cette thése, nous avons signalé une identité attribuée
de nos jours & Kaneko car effectivement mise en évidence par Kaneko en 1995 [38] alors
que cette méme identité avait été déja découverte par A. v. Ettingshausen [29] en 1827 et
redécouverte par Seidel [59] en 1883. Cigler [27] a suggéré de la désigner par "identité de v.
Ettingshausen-Seidel-Kaneko".

De méme, on attribue a Carlitz une identité qu’Edouard Lucas avait déja signalé en 1883.
La méthode utilisée pour découvrir une identité semble étre plus importante que l'identité en
elle-méme. Kaneko [38] exploite subtilement une méthode trés sophitiquée basée sur le déve-
loppement en fractions continues d’une série formelle tout en adjoignant une courte preuve.
L’identité dite de Carlitz a été prouvée par de nombreux auteurs par différentes méthodes,
comme nous ’avons signalé au deuxiéme chapitre de cette thése. C’est en fait la généralisa-
tion de cette identité qui a motivé de nombreux auteurs dont Gessel. C’est aussi en voulant
généraliser aux polynémes de Bernoulli I'identité que Gessel avait obtenue pour les nombres
de Bernoulli que nous sommes parvenus & découvrir le fameux théoréme B. Notre méthode,
sans doute originale, basée sur I’emploi des opérateurs de composition a été trés efficace pour
obtenir une identité générale permettant de retrouver comme cas particuliers un nombre consi-
dérable d’identités connues. Par cette approche, il serait certainement possible de prouver des
théorémes analogues et appropriés pour d’autres suites particuliéres de polynomes telles que
les polynomes généralisés d’Euler et pour plus généralement des suites de polynomes d’Appell
vérifiant certaines propriétés.
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