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Géométrie hessienne et géométrie de
I’information

Résumé

Une structure hessienne est la donnée d’une métrique riemannienne sur une variété
localement plate vérifiant I’équation de Codazzi. Un exemple de structure hessienne est
celui de la structure hessienne définie sur un domaine de R™ & l'aide de la métrique de
Fisher associée a un modele statistique exponentiel. La métrique pseudo-riemanienne sous-
jacente a une structure hessienne permet de définir la structure hessienne duale au sens de
Amari-Chentsov. En plus de la courbure riemannienne, il existe une autre courbure sur une

variété hessienne appelée la courbure hessienne.

Une structure de Poisson hessienne, sa structure duale et sa courbure hessienne sont
définies par analogie au cas d’une structure hessienne, la variété de Poisson pseudo-riemannienne

remplace la variété pseudo-riemannienne sous-jacente.

Les structures de Jacobi hessiennes généralisent les structures de Poisson hessiennes. Il

s’agit de remplacer la structure de Poisson sous-jacente par une structure de Jacobi.

La donnée d’un modele statistique paramétré par une variété différentiable permet, sous

certaines conditions, de construire des exemples des structures citées ci-dessus.
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Introduction

Ce modeste travail porte essentiellement sur la géométrie hessienne et ses ramifications, avec
un accent mis sur le lien qu’a cette géométrie avec la géométrie de I'information. D’apreés
Jean-Louis Koszul, Hirohiko Shima a été I'un des premiers a voir que la géométrie hessienne
avait des connections inattendues avec d’autres domaines de recherche. Elle a profondé-
ment influencé des domaines tels que "la géométrie de 'information" et "la géométrie et la
topologie des variétés localement plates hyperboliques".

Dans cette thése, nous allons établir de nouveaux liens qu’a la géométrie hessienne avec
d’autres domaines de recherche en géométrie différentielle, a savoir les variétés de Poisson, les
algebres de Lie et les variétés de Jacobi, ce qui va donner naissance & de nouvelles structures
géométriques : les structures de Poisson hessiennes, les algébres de Lie hessiennes et es
structures de Jacobi hessiennes. Des exemples de ces structures pouvant étre construites a
I’aide de techniques empruntées a la géométrie de 'information.

Ce manuscrit est organisé comme suit.

Le premier chapitre est consacré a introduire les notions de bases : les variétés localement
plates, métriques hessiennes, connexions duales, structures hessiennes de type Koszul, la
courbure hessienne d’une variété hessienne. S’en suit le lien établi par Hirohiko Shima entre
la géométrie hessienne et la géométrie de 'information a ’aide des modeles statistiques. On
termine ce chapitre par un bref rappel de la cohomologie de Koszul-Vinberg, introduite par
Michel Nguiffo Boyom, en remarquant au passage que la métrique hessienne d’une variété
hessienne est un 2-cocycle du complexe de Koszul-Vinberg, appelé également complexe de
Boyom, associé a la structure de variété localement plate sous-jacente.

Le deuxiéme chapitre est consacré aux variétés de Poisson hessiennes. On commence par
introduire la notion de variété de Poisson localement plate. On montre qu’'une telle variété
est feuilletée par des variétés symplectiques localement plates. On définit également la
cohomologie de Koszul-Vinberg d’une variété de Poisson localement plate. On introduit par

la suite les variétés de Poisson-Codazzi. Pour cette nouvelle structure, on définit la structure



C

de Poisson-Codazzi duale et la courbure hessienne. On établit les premiéres propriétés
d’une variété de Poisson-Codazzi, notamment le fait qu’elle est feuilletée par des variétés
symplectiques de Codazzi. On définit une variété de Poisson hessienne comme étant une
variété de Poisson-Codazzi dont la connexion contravariante sous-jacente est plate. On
établit les premiéres propriétés de cette nouvelle structure qui sont semblables & celles des
variétés de Poisson-Codazzi. On termine ce chapitre par I'introduction de la version linéaire
des structures de Poisson hessiennes, a savoir les algebres de Lie hessiennes.

Le troisiéeme chapitre présente une généralisation de la structure géométrique définie
dans le deuxiéme chapitre. Ainsi, la notion de variété de Jacobi hessienne se veut comme
généralisation naturelle de la notion de variété de Poisson hessienne. On commence par
associer a une structure de Jacobi sur une variété pseudo-riemannienne un préalgebroide de
Lie et une connexion de Levi-Civita contravariante analogue a celle d’une variété de Poisson
pseudo-riemannienne. Nous étudions de prés les deux cas particuliers ou la structure de
Jacobi est associée a une structure de contact, et a une structure localement conformément
symplectique. On introduit les structures de Jacobi-Codazzi et on définit enfin les struc-
tures de Jacobi hessiennes comme une généralisation naturelle des structures de Poisson
hessiennes.

Dans le quatriéme et dernier chapitre, on considére un modele statistique sur un espace
mesuré paramétré par une variété différentiable. Dans le cas ou l'information de Fisher
associée a ce modeéle est une métrique riemannienne, appelée alors métrique de Fisher, ceci
induit une famille & un parametre de structures de Codazzi sur la variété différentiable
sous-jacente. On étudie les cas ou cette derniére supporte une structure de Poisson ou une

structure de Jacobi.
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Structures hessiennes et géométrie de

’information

1.1 Variétés hessiennes

1.1.1 Définition et premiéres propriétés
Avant de parler des variétés hessiennes, on rappelle la notion d’une variété localement plate.

Définition 1.1.1 Variétés localement plates

Une structure de jauge localement plate est la donnée d’un couple (M,V) composé d’une
variété différentiable M (de dimension n, n € N*) et d’une connexion affine (covariante) V
dont la torsion TV et la courbure RV sont identiquement nulles.

On dit également que (M, V) est une variété localement plate.

Un atlas affine sur une variété M est un atlas dont les changements de cartes sont des
transformations affines entre ouverts de R™. Une carte de cet atlas est appelée une carte
affine ou un systéme de coordonnées affine. Dans [12], H. Shima montre que la donnée d’une
structure localement plate sur M est équivalente & la donnée d’un atlas affine sur M. En
effet, il montre que si (M, V) est une variété localement plate, alors en tout point de M il
existe un systéme de coordonnées local (U;x!, ..., 2") tel que

0 o
V%% =0, pour tous 1 < 1,5 < n. (1.1.1)

Ces systéemes forment un atlas affine sur M. Réciproquement, s’il existe un atlas affine sur
M alors la connexion V, définie par les équations (1.1.1), définit une structure localement

plate sur M.



1.1. Variétés hessiennes

Définition 1.1.2 Métriques hessiennes - variétés hessiennes
Une métrique pseudo-riemannienne g sur une variété localement plate (M, V) est dite hessi-
enne si, pour tout systéme de coordonnées affine (U;x',...,x") de (M,V), il existe une

fonction p € C* (U), appelée potentiel de g sur U relativement a V, telle que

ao—a( 2 22 P our tous 1 < 1,5 <n
95 =9\ gzi* 923 ) ~ Oxidwi’ b =h) =1

Si g est une métrique hessienne sur (M,V), on dit que (V,q) est une structure hessienne

sur M ; on dit également que (M,V,q) est une variété hessienne.

Exemple 1.1.1 La structure hessienne standard sur R"
St on note V" la connexion de Levi-Civita de la métrique riemannienne standard grn de
R™, alors (V",ggrn) est une structure hessienne sur R™. Pour s’en convaincre, il suffit de

prendre pour potentiel de gr» sur R™ la fonction

=1

On pourra appeler (V", grn) la structure hessienne standard sur R™.

Définition 1.1.3 Variétés de Codazzi
Une structure de Codazzi sur M est la donnée d’un couple (V,q), composé d’une connexion
affine sans torsion V et d’une métrique pseudo-riemannienne g vérifiant I’équation de

Codazzi :

pour tous X,Y,Z € x (M).
On dit également que (M,V,q) est une variété de Codazzi.

Exemple 1.1.2 Soient (M, g) une variété pseudo-riemannienne et V la connexion de Levi-

Civita de la métrique g. Le couple (V,q) définit une structure de Codazzi sur M.

Notation 1.1.1 Soient (M,V,q) une variété hessienne et V la connexion de Levi-Civita
de la métrique g. On note
B=V -V.

Les deux connezions V et V étant sans torsion implique que B est un champ de (1,2)-

tenseurs symétriques.

La proposition suivante, due a H. Shima, montre, entre autre, qu'une variété de Codazzi

dont la connexion affine sous-jacente est de courbure nulle, est une variété hessienne.



1.1. Variétés hessiennes

Proposition 1.1.1 ([12])
Soient (M, V) une variété localement plate et g une métrique pseudo-riemannienne sur M.

Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. La métrique g est une métrique hessienne.
2. La métrique g vérifie I’équation de Codazzi (1.1.2).
3. La métrique g vérifie l'identité suivante :
g(BxY,Z)=9(Y,BxZ), (1.1.3)
pour tous X,Y, 7 € x (M).

Preuve. L’équivalence entre 2. et 3. découle immédiatement du fait que Vg = 0.
Pour montrer ’équivalence entre les assertions 1. et 2., il suffit de la faire localement moyen-
nant le choix d’un systéme de coordonnées affine (U; !, ..., 2") ; ainsi, si g est une métrique
hessienne, il existe une fonction ¢ € C* (U) telle que g;; = %, le lemme de Schwartz

montre que
(9 8 (0 8N G Ga
Va‘i.z-g(axj’axk)_vaij9<axi’axk> T o ow
B 0? dp B 0? dp\ 0
~ O0xi0zd \ Oxk 0xioxi \ozk )

Réciproquement, pour tout j, on pose h; = > 1 giydz’. D’apreés l'identité de Codazzi
(1.1.2), on a

dhj = <8gij - %) da* A dzi = 0.

. oxk O
1<k<i<n

Quitte a réduire le domaine de la carte U, on peut supposer que U est simplement connexe,
ainsi et d’apres le lemme de Poincaré, pour tout j, il existe une fonction ¢; telle que h; = dp;.
Posons alors = 2?21 gojd:cj, cette forme différentielle est également fermée car

j=1 1<k<i<n
En appliquant le lemme de Poincaré une seconde fois, on peut trouver une fonction ¢ telle

que p = dy. Nous avons donc

dp D*p D,

= S et - - = - = NZ‘ iy
¥ oxJ oxrioxi Ozt Jig

ce qui montre que g est une métrique hessienne. =



1.1. Variétés hessiennes

Corollaire 1.1.1 Soit (M, V,g) une variété hessienne, alors
§(BxY. 7) = SVx7(V.2), (114)
pour tous X, Y, Z € x (M).
Preuve. En utilisant le fait que Vg = 0 et I'identité (1.1.3), on trouve
Vxg(Y.Z) = §(BxY,Z)+g(Y,BxZ)
= 2§(BXK Z) )
pour tous X,Y,Z € x (M). m

Définition 1.1.4 Courbure hessienne - tenseur hessien
La courbure hessienne d’une variété hessienne (M,V,q) est le champ de (1,3)-tenseurs Q
défini par

Q@ =VB,

c’est-a-dire

Q(X,Y,Z)=Vx(ByZ)— Bv,vZ — By (VxZ2),

pour tous X,Y,Z € x (M).
Le tenseur hessien Q de (M,V,g) est défini par

O(X,Y,Z,T) ::g(@(X,Y,Z),T),
pour tous X,Y, Z, T € x (M).

Remarque 1.1.1 On note R la courbure de la métrique g (i.e., la courbure de la connezion

de Levi-Civita V de §). Dans un systéme de coordonnées affine (U;x', ..., z™) sur (M, V),

St Gij = %, alors
~ -~/ 9 9 0 1 & 1, Pop o
Quwa = Q (a7 909" Dt @) = Sowaverar 3 227 Grodar awoear

ce qui donne, en utilisant (1.1.4), Uidentité
Q(X,Y,2,T) - Q(V,X, 2,T) = 25 (R(X,Y) 2,T)

et les relations de symétrie suivantes :

QX Y, ZT)=9(Z,Y, X, T)=Q(X,T,2,Y)=9(Z,T,X,Y)=9(Y,Z,T,X),

pour tous X, Y, Z,T € x (M).



1.1. Variétés hessiennes

1.1.2 Structures hessiennes duales

Afin d’introduire la dualité de Amari-Chentsov pour les variétés hessiennes, on commence
par le faire pour les domaines hessiens de R". On note (R™;z!,...,z") le systéme de coor-
données affine standard de R".

Un domaine hessien de R™ est une variété hessienne dont la variété sous-jacente est un do-
maine (i.e., un ouvert connexe) borné {2 muni de la connexion plate standard V" de R".
Soient (€2, V", g) un domaine hessien de R™ et ¢ un potentiel de la métrique hessienne g. On
note i l'application —dp : Q — (R")", appelée le gradient hessien du domaine hessien
(2, V",§). On note (V") la connexion plate standard de l’espace vectoriel dual (R")" de

’ ’ N , :z
R™ et ((R”)* F Ty s xn) le systéme de coordonnées affine associé. On a

r. 8@ .
T;0lg = ———, pour tout 1 <7 < n.

oxt

Ainsi, la matrice jacobienne de (—ig) relativement aux systémes de coordonnées affines
standards de R™ et (R™)" n’est rien d’autre que la matrice hessienne de ¢, c’est-a-dire la
matrice associée a g. Comme ¢ est non dégénérée alors i est une immersion et donc c’est
un difféeomorphisme local de €2 sur son image Q' := ig (2). Si ig est un plongement alors €'

est ouvert de (R")".

Théoréme 1.1.1 ([12])Domaine hessien dual
Sous les mémes hypothéses et notations ci-dessus. Si V* est la connexion affine définie sur
Q par

(in), (VXY) = (V")) x ((i0).Y),

pour tous X,Y € x (). On a :

1. Si on note V la connexion de Levi-Civita de la métrique g, alors

V*=2V-V".

. . ! . c sy 2
2. Si pour tout i on pose xt = 22 = —zoiq, alors (Q, V") est une variété localement plate
2 amz 7 2 Y
et (227, ...,2%) est un systéme de coordonnées affine relativement o V*, c¢’est-a-dire

V*s 2% =0. De plus, on a

ox*
(9 8N (0 9N
9<a—a—)—5 et g(ax;’aﬁ;)—g’

ok
dxi J

pour tous i, j.
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3. La connexion V* est la connexion duale au sens de Amari-Chentsov de la connexion

plate standard V", c’est-a-dire

pour tous X,Y,Z € x ().

X@Y,2)=g(VxY,2)+g(Y,VxZ),

4. Le couple (V*,q) est une structure hessienne sur §).

Preuve. Comme ig est un difféomorphisme local, on peut trouver au voisinage de tout

point de  un ouvert U de R™ contenu dans €2 sur lequel la restriction de ig, que I'on note

i (par abus de notation), réalise un diffécomorphisme sur son image.

1. On a

D’ou

7) = %0

it ((V”>L(;) ( (aiﬂ ) >)

1 - ~ .1 a@jloi_l)i
P

k=1

- 9Gjt ~ri~si i
Z ( Zka Tg g axs

k,lr,s=1

(L)

s=1

Ainsi, de la relation (1.1.4), on en déduit que

817'

2. De la relation

on trouve

5 ‘QZFwaxs =2V 055 =2V =V, o




1.1. Variétés hessiennes

Ce qui montre que (2, V*) est localement plate et que (2;z7,...,2%) est un systéme

de coordonnées affine relativement & V*. Aussi, on a

(0 0 (0" 0 0 N
g (67:;"@) =g (r—l 893;‘%’%) = Zgrjg = 0;

o 0 " 02" 0 0z° 0 N
-~ o — -~ — rUNS) N — ~'L]
I (ax*’ 8:63*) g ( Oz} Oxr’ 4~ dx* 8x5> Z 99 9rs =9
g r=1 g s=1 J r,s=1
3. En utilisant 'identité (1.1.4), on trouve
o (.0 0 0 0
o (9 (%0_)) - (aﬂ Ba—)
_( 0 %)
=9 (a_ 2V %)
(0 _, 0
= (5 Vo)

L, 0 9N (9 _. 0
B (Vazza i’ Oz k) +g<@’va‘; axk)'

4. De la symétrie de la métrique g on trouve

d (i x’dxf) Z da' N dx} = Z 83:2 dz' A dx’ = Z (Gij — 93i) da* N da? = 0.
i=1

7,0=1 1<i<j<n

D’apres le lemme de Poincaré, il existe une fonction ¢* tel que dp* = " | a'dz}. Par

conséquent
i O Pe* oxt . (9 0
= et = =" =g 5553 )-
ox; Ox;0z;  Oxj Ox} Oz}

Dot § = V* (dy*).

Remarque 1.1.2 Sous les mémes notations que dans la preuve ci-dessus, la fonction o*
n’est rien d’autre que la transformée de Legendre-Fenchel de la fonction ¢ & une con-

stante prés. En effet, on a

PPp* Op 0¥ oxt Z
Ox;dxs — Oz*h0x! Oz} O} ax*ax lax*ﬁx*’
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et d’un autre coté,

8—2 i Lo | — 0 j+i *a_:L‘l Z
Ox; 0z} Sl B — o ox; 890*395 *8x

7

En additionnant les deux identités ci-dessus, on obtient
b = s |
x| .
Ox; 0z 8x*8x I

pr=—p+ leﬂf;‘ +Zaixf + a.
=1 i=1

En dérivant par rapport a x} on trouve a’ = 0, d’ou 'assertion.

D’ou

Corollaire 1.1.2 Dualité de Amari-Chentsov pour les structures hessiennes

Soient (M,V,q) une variété hessienne et V la connexion de Levi-Civita de la métrique g.

Soit V* la connexion affine sur M définie par

V*=2V - V.

Alors on a :

1. La coonexion V* est la connexion duale au sens de Amari-Chentsov de V relativement

a la métrique g, c’est-a-dire
X, 2)=g(VxY,Z2)+3(Y,VxZ), (1.1.5)
pour tous X,Y,Z € x (M).
2. Le couple (M,V*) est une variété localement plate.
3. Le couple (V*,q) est structure hessienne sur M.

Preuve. On peut démontrer le corollaire en utilisant les systémes de coordonnées affines

et appliquer le théoreme ci-dessus, ici nous allons plutét exposer une preuve intrinséque.
1. En remarquant que V* =V + B et en utilisant 'identité (1.1.4) on obtient

29(Y,VxZ) = 29(Y,VxZ)+Vxg(Y,Z)
= 29(Y,Vx2)+ X (g(Y,2)) —g(VxY. Z) — g (Y,VxZ)
= X@Y,2)-g(VxY,2)+g(Y,VxZ).

D’ou l'identité (1.1.5).
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2. Comme V et V sont sans torsion, alors

TV (X,Y) = 2(VxY —=VyX)— (VxY —VyX) - [X,Y]
= 2[X,Y]—2[X,Y]
= 0.

D’un autre coté, I’égalité (1.1.5) montre que

g(RY (X,Y)2,T) = —g(Z,RY(X,Y)T)
= 0.

On conclut que (M, V*) est une variété localement plate.

3. On a B* = V-V* = —B, il suffit alors d’utiliser la troisiéme assertion de la proposi-
tion 1.1.1.

Définition 1.1.5 Structure hessienne duale
La structure hessienne (V*,q), donnée par le corollaire ci-dessus, est appelée la structure
hessienne duale de la structure hessienne (V,q) sur M. La variété hessienne (M,V*,q) est

appelée la variété hessienne duale de (M,V,q).

1.1.3 Structures hessiennes de type Koszul

Proposition 1.1.2 Soit V une connexion affine sur M. Soit ¥ une 1-forme différentielle

telle que g := V1 est une métrique pseudo-riemannienne. On a
a9 (X,Y) =9 (TV (X,Y))
et
Vxg(Y,Z) = Vyg(X,Z) =9 (VrvxnyZ) =TV (X,Y) (9 (2)) -9 (RY (X,Y) Z),
pour tous X,Y,Z € x (M).
Preuve. La métrique g étant symétrique, on en déduit que

A (X,Y)=9(TV(X,Y)) = XW(Y))-Y W (X))—9(VxY — VyX)
= g(X)Y)—-g(¥, X)
= 0.
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D’un autre coté, on a

Vxg(Y.2) = X (Y (0(2)) - X (0(VyZ)) - (VxY) (0 (2))
+9 (VyywZ) =Y (0 (VxZ)) + 9 (Vy (Vx2)),

et la seconde identité en découle. m

Corollaire 1.1.3 Sous les mémes hypothéses et notations que la proposition ci-dessus. Si
(M, V) est une variété localement plate, alors la 1-forme ¥ est fermée et (M,V,q) est une

variété hessienne.

Preuve. Découle immédiatement de la proposition ci-dessus et de la proposition 1.1.1.

Définition 1.1.6 Structures hessiennes de type Koszul
Une variété hessienne (M, V,q) est dite de type Koszul (ou de Koszul) s’il existe une 1-forme

différentielle fermée v sur M telle que
9=V,

c’est-a-dire

7 (X,Y) — X (0 (V) =9 (VyxY).

Dans le cas particulier ot 9 est une forme ezxacte, on dit que (M,V,q) est une variété
hessienne de type Koszul exacte. Auquel cas, toute primitive ¢ de ¥ est appelée un potentiel
de (M,V,q). La métrique g est alors appelée le hessien (ou la différentielle seconde) de la

fonction ¢ et on écrit
g=Hg: (X,Y)— X (Y () = VxY ().

Remarque 1.1.3 Comme toute forme fermée est localement exacte, alors tout point de M
admet un voisinage ouwvert U sur lequel il existe une fonction ¢ € C* (U) telle que ¥ |y= dp,
ce qui implique que g |y= Vdyp. Ainsi, moyennant le choix d’un systéme de coordonnées
affine de (M,V), le couple (V,q) définit bien une structure hessienne sur M. On peut
également remarquer que toute variété hessienne est localement une variété hessienne de

Koszul exacte.

12



1.2. Structures hessiennes et géométrie de I'information

1.2 Structures hessiennes et géométrie de I’information

Dans ce paragraphe, on va faire des rappels sur les domaines hessiens de R” induits par
certains modeles statistiques. Un modéle statistique étant une famille de distributions de
probabilité paramétrée par les éléments du domaine de R™ sous-jacent. Les références sont
3], [10], [11].

Soit (X, 1) un espace mesuré (la mesure p étant supposée positive). Rappelons qu'une
distribution de probabilité p sur (¥, u) est une fonction mesurable positive p: ¥ — R

vérifiant
[ p@auo)=1.
b
L’espérance mathématique, ou la moyenne, d’une fonction f :> — R relativement a la

distribution p est définie par

@U»:wamwmmw.

Définition 1.2.1 Modéles statistiques sur un domaine de R"
Soient (3, 1) un espace mesuré et © un domaine de R™. Un modéle statistique P sur (X, 11)

(paramétré par © ) est une application P : ¥ x © — R, telle que :
1. Pour tout c € &, (P, : x —— P (o,x)) € C*(0).
2. Pour tout x € O, (P, : 0 — P(0,x)) est une distribution de probabilité sur (3, ).

Dans la suite de cette section, on suppose que toutes les fonctions F' : ¥ x © — R
différentiables par rapport a x et intégrables par rapport a o vérifient aussi que pour tout

reEBeti=1,..,n,

aii (/ZF(‘W") dp (U)) :/225- (0,2)dp (o). (1.2.1)

Exemple 1.2.1 Modéles exponentiels
Un modéle statistique P sur (3, u) est appelé modéle exponentiel s’il existe des fonctions

C,Fy, ..., F, sur X et une fonction ¢ sur © telles que

P(o,z) = exp{C(J) — ¢ (x) +Z$ZF1 (O’)},

pour tous 0 € X, x € O.

Dans le cas particulier ot (3, ) est la droite réelle munie de la mesure de Lebesgue, © =

13
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R x ]0, +o0[ : le demi-plan de Poincaré et

R(o)=c% o'=% o = b,

N

=3
Fy(0)=o0, C=0, o (2t 2?%) = (ng + %ln &,

on retrouve le modéle normal, c’est-a-dire le modéle composé de toutes les lois normales sur

la droite réelle. Ce modéle peut étre paramétré par la moyenne a et l’écart type k.

Définition 1.2.2 Information de Fisher
Sous les mémes hypothéses et notations ci-dessus, pour tout o € X on pose l, = In P, et

pour tout x € © on pose

] ol, ol,\ [ dl, 0l
9ig () = Ex <a_87> = ow W 5

Le champ de tenseurs § défini par

(x) Py (0)du (o), pour tous 1 < i,j <n.

Gz (u,v) 1= Z uingij (x)

1<i,j<n

est appelé Uinformation de Fisher associée au modéle P. La matrice (g;; (v)), <ij<n €St
appelée la matrice de linformation de Fisher, ou la matrice de Fisher, associée 4 P au

point x € ©.

Remarque 1.2.1 En utilisant successivement la formule (1.2.1), on trouve

0= o ([ R@an)) = [ T2 @aduto) = [ G o) dulo)

B Eaxi N Ea.YJi

et ,
0%l, ol, ol
= /E Brigg t) Fo (z)du (o) + /E o (@) 5% (@) Po () dpt (o).
D’ou
o,
E ) =
(5z) -0

et

Par ailleurs, comme

g () = [ <Zu§i <x>> Py () dpi (0) 2 0,

=1

alors l'information de Fisher est symétrique et positive.
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Définition 1.2.3 Métrique de Fisher
Dans le cas ou l'information de Fisher g est partout non dégénérée, on l’appelle la métrique

de Fisher associée au modeéle P.

Remarque 1.2.2 Si linformation de Fisher g est une métrique de Fisher, alors (©,§) est

une variété riemanienne induite par le modéle statistique P.
On se place dans le cas ol g est une métrique de Fisher, on a les résultats suivants.

Proposition 1.2.1 Les symboles de Christoffel de la connexion de Levi-Civita V de g sont

données par

~ 92, Ol 1 ol, dl, ol
k o ~ks o g - 07979
(), = ;9 () <E <axz‘axj 8x5) ok (c%ﬂ' O 8%8)) |

De plus, si pour tout t € R, on définit la connexion affine V' sur © par

- 9%, 0Ol 1—t al, dl, Ol
k - ~ks o g ~o 79 g
(I (1), = Zg () (Ex (8:0@'81:1' axs) D E (8xi Oz 8&:8)) ’

s=1

alors V' est la connezion duale de V' relativement & la métrique de Fisher §.

Preuve. Pour tous 1 < i, j,k < n et pour tout ¢ € R, on note

o 0
— t

Il vient que

TE (1) =Y §"Ty. (t).
s=1
0Gi; B 9%, Ol, 9%, Ol, Ol, 0l, Ol,
ook~ F <—axkami@) B (amkaxj% L\ o 0ni 0k )

(0 0Gw 05\ [ Pl Ol 1 (0l dl, dl,
L (0) '_2<axi e oot ) = E \Growanr ) T2 \ariawi ok )

On a également
. o 0 _( 0 ., 0
7 (Ve a0 ) 7 (g Vi) = Tk T (1)

ozt
(o (o 0
O g oz’ Oxk ’

ce qui montre que V™ est la connexion duale de V' relativement & §. m

Comme

alors
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Proposition 1.2.2 Structure hessienne induite par un modéle exponentiel

Soit P le modéle exponentiel
P(o,z) =exp {C(J) —p(z)+ szFz (0)} :
i=1

St la matrice hessienne de ¢ est partout définie positive alors (@,Vl,g) est un domaine

hessien.

Preuve. On a

ol, B Op 0?1, B 0
oz’ (#) = Filo) = oz’ (z) et Oxiox) (z) = - Oxida ().
b Pl, 0 02 0
l, 0l \ ® lo\
Pige (1) = E (0m’6:17j %) B 390’8ij (6$’“> =0
et
T
95 = Grigzi

Ainsi, (@, Vl) est une variété plate et g est une métrique hessienne sur (@, Vl). [

1.3 La cohomologie de Boyom

Rappelons la notion de cohomolgie de Boyom, notion introduite par M. Nguiffo Boyom dans

[10]. On va se restreindre au cas ou le corps de base est le corps des nombres réels.

1.3.1 KV-algébres et modules de Boyom

Définition 1.3.1 Soit A une R-algébre dont le produit est noté " ". On dit que (A,-) est

une algébre de Koszul-Vinberg, en abrégé : une KV-algébre, si pour tous a,b,c € A on a
a-(b-c)—(a-b)-c—b-(a-¢c)+(b-a) c=0.
Les KV-algébres sont parfois appelées les algébres symétriques a gauche.

Remarque 1.3.1 Soit A une KV-algébre. Le commutateur [.,.] du produit de A (c’est-a-
dire [a,b] :=a-b—b-a) définit une structure d’algébre de Lie sur A. On dit que (A, |.,.])
est l’algébre de Lie associée a la KV-algébre (A, -).
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Exemple 1.3.1 La KV-algébre associée a une variété localement plate
En plus des algébres associatives, un exemple remarquable d’une KV-algébre est celui de
Uespace vectoriel des champs de vecteurs x (M) au-dessus d’une variété localement plate
(M, V) muni du produit

(X,Y)— XY :=VyY.

En effet, on a
X'(Y-Z)—(X-Y)-Z—Y-(X~Z)+(Y~X)-Z:RV(X,Y)Z—VTV(Xy)Z:O.

Le commutateur de cette KV-algébre n’est rien d’autre que le crochet de Lie usuel sur les

champs de vecteurs au-dessus de la variété M.

Exemple 1.3.2 La KV-algébre associée a une algébre de Lie symplectique
Rappelons qu’une structure d’algébre de Lie symplectique est la donnée d’un triplet (G, |.,.],w),
ot (G, [.,.]) est une algébre de Lie (réelle ou complexe) et w est une forme bilinéaire alternée

et non dégénérée vérifiant
w (u, [v,w]) +w (v, [w,u]) + w (v, [u,v]) =0,

pour tous u, v, w € G. Surl’algébre de Lie symplectique (G, |.,.],w), on considére ’application

bilinéaire - : G x G — G définie par
w(u-v,w) =w([u,w],v),
pour tous u,v,w € G. L’on définit ainsi une structure de KV-algébre sur G naturellement

associée 4 (G, |., .| ,w). Remarquons au passage que l’algébre de Lie sous-jacente a (G, |.,.],w)

est l'algébre de Lie associée a cette KV-algébre.
On rappelle également la notion de module de Boyom.

Définition 1.3.2 Soient W un R-espace vectoriel et A une KV-algébre tels qu’il existe deux

applications R-bilinéaires :

WxA — W ; AxW — W
€ 9
(w,a) +— wa (a,w) +— aw

appelées respectivement, action & droite et action & gauche de A sur W. On dit que W est

un bimodule de Boyom sur A si

(a-b)w—a(bw)— (b.a)w+b(aw) =0 et (aw)b—a(wb) — (wa)b+ w (a-b) =0,
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pour tous w € W a,b € A.

On dit que W est un module de Boyom & droite (resp. & gauche) sur A si l’action & gauche
(resp. a droite) de A sur W est triviale.

On appelle élément de Jacobi d’un module de Boyom W sur A tout élément w € W vérifiant
(a-b)w—a(bw) =0, pour tous (a,b) € Ax A. On note J (W) le sous-espace vectoriel des

éléments de Jacobi de W.

Exemple 1.3.3 L’espace vectoriel C*° (M) est un module de Boyom a gauche sur la KV-
algebre (x (M), V) wia Uaction de dérivation usuelle (X, @) — Lxp := X (¢). Ceci est

justifié par le fait que la connexion V est sans torsion.

Remarque 1.3.2 Une KV-algébre A est un bimodule de Boyom sur elle méme. Le sous-
espace vectoriel J (A) des éléments de Jacobi de A est une algébre associative (et donc une

KV-algebre) qu’on appelle ’algébre de Jacobi de la KV-algébre A.

Exemple 1.3.4 L’algébre de Jacobi J (x (M)) de la KV-algébre (x (M), V) est l’ensemble
des transformations infinitésimales affines de la variété M. L’ensemble des champs de
vecteurs complets appartenant a J (x (M)) est un sous-espace vectoriel de dimension finie de
J (x (M)). En particulier, si M est une variété compacte alors J (x (M)) est de dimension
finie. Le groupe de Lie simplement connexe, dont (J (x (M)),][.,.]) est l’algébre de Lie,

admet une structure de jauge bi-invariante localement plate.

1.3.2 La cohomologie de Boyom

La cohomologie de Hochschild et la cohomologie de Chevally-Eilenberg controlent, entre
autre, les déformations et les extensions des algebres associatives et des algebres de Lie
respectivement. Dans le cas d’une algébre qui n’est ni associative, ni une algebre de Lie, il
est facile en général, de définir la notion de module sur cette algébre mais il n’est pas du
tout évident de définir des cohomologies dessus. Le cas particulier des algébres de Koszul-
Vinberg en est une parfaite illustration. En 1968, A. Nijenhuis donne une premiére définition
de la cohomologie d'une KV-algébre a 1'aide de la cohomologie de Chevally-Eilenberg de
lalgebre de Lie définie par le commutateur du produit de ladite KV-algebre. Une définition
intrinseque de cette cohomologie a été donnée par M. Nguiffo Boyom dans [10], dont I’énoncé

est le suivant.

Définition 1.3.3 Soient (A, -) une KV-algébre et W un bimodule de Boyom sur A. Pour
tout entier ¢ > 1, on note CL (A, W) := L, (A, W) : lespace vectoriel des applications
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q-linéaires sur A a valeurs dans W, on munit C% (A, W) d’une structure de bimodule de

Boyom définie par les actions
q

(af)(a1,...,ay) = a(f (a1, ...,aq))—Zf (1, .ccya-ag,...;aq) et (fa)(ay,...,aq) = (f (a1,...,a4)) a.

=1
On définit également Uapplication linéaire &, : CL (A, W) — C4™ (A, W) par

q

5qf (CLl, ey (lq+1) = Z (—]_)Z {(faq+1) (CLl, ey (Ali, ey Qg CLZ‘) + (azf) (CLl, ceey di) . aq+1)} .

i=1
On compléte le complexe en posant C%L (A, W) = 0 pour ¢ < 0, CY (A, W) = J(W) et
doW : @ — wa — aw.

Comme d,1100, = 0, pour tout q € Z, ceci définit un complexe de cochaines (C% (A, W), d,)
dont la cohomologie est appelée la cohomologie de Boyom de la KV-algébre A a coefficients
dans W. Pour tout q, on note Z§ (A, W) =kerd, : l'ensemble des q-cocycles, B, (A, W) =
Imd, 1 : Uensemble des q-cobords et HE (A, W) le ¢*™ groupe de cohomologie de Boyom
de A & coefficients dans le bimodule de Boyom W sur A.

On appelle la cohomologie de Boyom de A la cohomologie de Boyom de A & coefficients
dans lui méme ; pour tout q, on note HE (A) := H} (A, A).

Exemple 1.3.5 [10]/Si A = x (M) est la KV-algébre associée & une variété localement plate
(M, V), alors Hy (A) = 0. En effet, si® € Zp (A) alors @ (VxY) = Vx (®(Y))+Vaex)Y,
ainsi ® ([X,Y]) = [X, @ (V)]+[® (X),Y], ce qui montre que ® est une dérivation de l’algébre
de Lie des champs vecteurs, par conséquent, il existe ¢ € x (M) tel que ® (X) = [(, X] =
do¢ (X).

Exemple 1.3.6 On donne un exemple de calcul de la cohomologie de Boyom d’une KV-
algebre associée a une algébre de Lie symplectique (exemple 1.3.2). L’espace vectoriel A =
R* dont la base usuelle (ou canonique) sera notée {ei,es,e3,e4}, muni du crochet de Lie
[.,.] défini par [e1,es] = ez et les autres sont tous nuls, et de la forme symplectique w =
el Aed+ et Aet, ou {et,e?, €3 et} désigne la base duale de la base usuelle de R, est une
algébre de Lie symplectique. La loi " " de la KV-algébre (R*,-) associée a cette derniére

structure est définie par
u-v= (ula Uz, U3, u4) : (U17 V2, U3, /04) = (07 07 —U21, U1U1) )

pour tous u,v € R*. On a J(R?) = R* car (R*,-) est une algébre associative, et on a
HY (RY) = {(0,0)} x R* = R2. Par ailleurs, des calculs longs mais assez faciles montrent
que

HL (RY) = R4 et H2 (RY) = R3L,
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Afin d’introduire la cohomologie de Boyom d’une variété localement plate (M, V), rap-
pelons, voir [10], que (C} (M), d) est un complexe de Boyom contenu dans le complexe de
Boyom (C%; (x (M) ,C* (M)),0), ot pour tout ¢ € N*, ona CE (M) =T7(M) : le C* (M)-
module des champs de g-tenseurs covariants sur la variété M, et C% (M) = J(C®(M)) :

I'ensemble des fonctions affines sur (M, V).

Définition 1.3.4 [10/ La cohomologie de Boyom d’une variété localement plate
La cohomologie de Boyom de la variété localement plate (M, V), que l'on note Hy (M), est

la cohomologie de Boyom du compleze de Boyom (C} (M) ,9).

De la définition ci-dessus, on remarque qu’une variété localement plate (M, V) dispose,
en plus de la cohomologie de de Rham Hjj, (M), d'une deuxiéme cohomologie. Nous allons

voir, pour les groupes de cohomologie d’ordres 0, 1, 2, le lien entre ces deux cohomologies.

Remarque 1.3.3 Comme Cy (M) = Q' (M) et que, du fait que la connexion V est sans
torsion, on a

d0 (X,Y) - 510 (Y,X) —510 (X,Y),

il vient que
Zy (M) C Zagp (M)

Par ailleurs, comme C% (M) C C* (M) et que (—dy) n’est rien d’autre que la restriction de

la différentielle extérieure d a C% (M), alors HY (M) = H3g (M) et
By (M) C B (M).

De plus, comme B (M) N ZE (M) = By (M) alors le groupe H}, (M) s’injecte canonique-
ment dans Hip (M).

Pour les groupes de cohomologie d’ordre deux, on a le résultat suivant.

Proposition 1.3.1 Soit (M, V) une variété localement plate. L’application

Alt: C3 (M) — Q2 (M)
o —  Alt (D),

définie par
Alt (@) : (X,Y)— @ (X,Y) - (V. X),

induit un morphisme naturel de H% (M) dans H32p (M).
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Preuve. On rappelle que
(XY, Z)=Y (®(X,2) - X (®(Y,2)+P(X,Y],Z)+ @ (Y,VxZ)—D(X,VyZ).
Comme

X (Alt (@) (Y, 2)) — Alt (®) ([X,Y],Z) = X (B(Y,Z)) - d([X,Y],Z)
X (D(Z,Y)+(Z,[X,Y]),

alors

d(Alt (D) (X,Y,Z2) = —6,0(X,Y,Z) —6:® (Y, Z,X) — 6,®(Z,X,Y)
O (Z,[X,Y]) + @ (X, [V, Z]) + & (Y, [Z, X))
+® (Y, VxZ)— ®(X,VyZ)+ & (Z,VyX)
—® (Y, VX)) +®(X,V5Y)—®(Z,VyY).

La connexion V étant sans torsion, ceci montre que

Ainsi, si ® € Z% (M) alors Alt (®) € Z3, (M).
Supposons & présent que ® € B% (M), ceci implique 1'existence d'une 1-forme 6 sur M telle

que ® = §:0, c’est-a-dire
pour tous X,Y € x (M). D’ou, de la symétrie de V, on déduit que

Al (@) (X,Y) = 0(X,Y]) = X (0(Y))+Y (6(X))
— —dO(X,Y).

Ce qui montre que Alt (®) € B3, (M). m

Remarque 1.3.4 Soit (M, V) une variété localemet plate. Dire que (M,V,q) est une var-
1été hessienne est équivaut o dire que g est un 2-cocycle du complexe de Boyom associé a
(M, V). Dans le cas particulier ot g est un 2-cobord ceci est équivaut & dire que (M,V,q)

est une variété hessienne de type Koszul.
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2

Variétés de Poisson hessiennes

2.1 Variétés de Poisson localement plates

2.1.1 Définition et premiéres propriétés

Afin d’introduire la notion de variété de Poisson localement plate, on commence par un
bref rappel de la notion de connexion (ou dérivée) contravariante associée & un champ de
bivecteurs 7 au-dessus de la variété M ; cette notion a été introduite par I. Vaisman dans
[13] puis développée par L. R. Fernandes dans [§].

Dans tout ce qui suit, on désigne par m un champ de bivecteurs sur M. Au champ de
bivecteurs 7 est associé naturellement ’algébroide alterné (1M, 4., [.,.] ), out, : T*M —
T M est le morphisme de fibrés vectoriels (couvrant l'identité de M) défini par 5 (f, (a)) =
T (v, B), et [,.] : QY (M) x Q' (M) — Q' (M) est le crochet de Koszul associé a 7 défini

par
[, 8], = Ly ()8 — Ly — d (7 (@, B)) = g (o)dB — g, ()da +d (7 (v, §)),

pour tous a, 8 € Q! (M).
Une connexion contravariante D sur (M, ) est une application R-bilinéaire D : Q! (M) x

QY (M) — QY (M) vérifiant :

DyofB = ¢Dof et Do (¢8) = (tx (@) ©) B+ 0D,

pour tous a, € Q! (M).
La torsion TP d’une connexion contravariante D est application C* (M)-bilinéaire T :

QY (M) x QY (M) — Q' (M) définie par

TP (a, B) = Do — Dga — [, 8] _,
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2.1. Variétés de Poisson localement plates

pour tous «, 8 € Q! (M). La connexion D est dite symétrique, ou sans torsion, si T2 = 0.
La courbure RP d’une connexion contravariante D est 'application RP : Q! (M) x Q! (M) x
QY (M) — Q' (M) définie par

RP (o, )7 = Da (DB’Y) — Dg (Do) — D[a,ﬁ}ﬂ%
pour tous «, 3,7 € Q' (M). La connexion D est dite plate, ou de courbure nulle, si R” = 0.

Définition 2.1.1 On dit que (M, , D) est une variété presque de Poisson localement
plate si D est, a la fois, symétrique et plate.

Une variété de Poisson localement plate est une variété presque de Poisson localement
plate (M, m, D) dont la connexion contravariante sous-jacente est une connezion de Poisson,

c’est-a-dire Dm = 0.

Remarque 2.1.1 Si (M, 7, D) est une variété de Poisson localement plate, alors (M, )

est une variété de Poisson. En effet, comme D est sans torsion alors

— [m 7] (@, B,7) = Dt ,7) + Dr (8,7, @) + Dr (3,0, 2.1.1)
pour tous «, 3,y € QY (M). Ainsi, Dr = 0 implique que [, 7| = 0.

Exemple 2.1.1 Variétés symplectiques localement plates

Soient w une 2-forme différentielle non dégénérée et V une connexion affine (covariante)
sur M.

On dit que (M,w, V) est une variété presque symplectique localemet plate si (M, V) est une
variété localement plate.

On dit que (M,w, V) est une variété symplectique localemet plate si (M, V) est une variété
localement plate et V est une connexion symplectique (i.e., Vw = 0). Comme pour la
remarque ci-dessus, l'identité Vw = 0 implique que w est une forme fermée, donc (M,w)
est une variété symplectique.

On note m la champ de bivecteurs associé a w, c’est-a-dire

(e, f) = w (t (@), 1 (B)),

ou #, est l'isomorphisme inverse de (X — —ixw :=w (., X)), ce qui signifie que §,, = .

Pour toute connexion affine V sur M, on pose

Dof = 7" (Vinfix (8)) -
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2.1. Variétés de Poisson localement plates

Cette formule établit une correspondance bi-univoque entre les connexions affines covariantes

sur M et les connexions affines contravariantes sur (M, ). De plus, on a

D (Oz,ﬁ,’y) = Vw (ﬁﬂ (O‘)7Jj7r (ﬁ)aﬁw (7))

Dans le cas o w est une forme symplectique (ce qui équivaut au fait que (M, ) est une
variété de Poisson), les courbures RP | RY et les torsions TP, TV de D et V respectivement

sont reliées par les formules

RP (o, 8)y = ﬁ;l (Rv (fr (@), 8 (B)) Hr (7))

et
TP (a,8) =t (TV (8 (@) £ (B))) -

Ce qui montre l’existence d’une correspondance bi-univoque entre les variétés symplectiques
localement plates et les variétés de Poisson localement plates dont le tenseur de Poisson est

partout non dégénéré.

Proposition 2.1.1 Soient V une connexion affine et m un champ de bivecteurs sur M.

Pour tous «, 3 € Q' (M), on pose

Dgﬂ = Vﬁﬂ(a)/j.

L’on définit ainsi une connexion contravariante sur M.
Si (M,V) est une variété localement plate et Vm = 0 alors m est un tenseur de Poisson

et (M, 7, D™) est une variété de Poisson localement plate.

Preuve. Comme V est sans torsion et Vo = 0, alors

(Daf)(X) = tx(a)

= (@)
= Ly B (X) —7(Vxa,p)
Ainsi
(D28 = Dja) (X) = (Lenwf = Lip)a) (X) — 7 (Vxa, B) = 7 (a, Vi),
d’ou

TP (o, B) (X) = V7 (o, B) .
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2.1. Variétés de Poisson localement plates

Or V7 =0, ce qui montre que D™ est sans torsion. De plus, on a

[ (@) 8 (D)) = Vo) (8 (8)) = Vie(s) (b (@)
=t (D2f — Dja)
=t ([ 8,

Ce qui montre que 7w est un tenseur de Poisson.

D’autre part, on a

(DI (DFv)) (X) = tr(a) (23 (8) (v (X)) — tr (@) (v (Vi (9 X))
~tr (B) (7 (Vea(@ X)) +7 (Via(s) (Vi X)) -

D’ou
(DI (Div) = DE(D3y) (X) = [t (@) = (D] (v (X)) =7 (Vire) (Ve X) = Viats) (Vi X))

o
= [ix () .5 (B (v (X)) = ¥ (Vitw (@) (87 X)
= (Viua@17) (X).

(
(

Comme 7 est un tenseur de Poisson alors la courbure de D™ est nulle, ce qui montre que

(M, 7, D7) est une variété presque de Poisson localement plate. Par ailleurs, comme

™ (057 57 7) = vﬁﬁ(a)ﬂ- (57 7) )

alors I'hypothése Vr = 0 entraine que (M, 7, D™) est une variété de Poisson localement
plate. m

Comme une variété de Poisson est feuilletée par des variétés symplectiques, nous allons
montrer qu'une structure de Poisson localement plate (7, D) sur M induit une structure

localemet plate sur chaque feuille symplectique.

Lemme 2.1.1 Soient (M, ) une variété de Poisson, D une connexion de Poisson symétrique

(i. e., Dm =0 et D est sans torsion) et S une feuille symplectique de (M, 7). On a :
1. Lapplication V° : x (S) x x (S) — x (S) définie par
VY =t (Daf) |s, (2.1.2)

ot « et 3 sont tels que X = . () |s et Y = 4. (B) |s, est une connexion symétrique

sur S.
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2.1. Variétés de Poisson localement plates

2. Si on note RS la courbure de V° alors
RS (X7 Y) Z = ﬂ?r (RD (aaﬁ) ’7) |Sa

pour tous a, 3,y € QY (M) et pour tous X,Y,Z € x (S) tels que X =, (a) |5, Y =
ﬂﬂ (5) ’572: ﬂw (7) |S'

Preuve. Soient S une feuille symplectique de la variété de Poisson (M, 7).

1. L’application bilinéaire V* est bien définie sur P'espace des champs de vecteurs sur

la feuille S car : comme 7 est un tenseur de Poisson et D est sans torsion alors si

(@) =0out, () =0,0na
tr (DaB) — #r (Dpa) = 4 ([, 6]77) = [tx (@), 8 (8)] = 0.
Par ailleurs, si fi,(3) = 0, alors pour tout v € Q! (M), on a

Y (ﬁw (Daﬁ» =m (Daﬁ>7) =i (a) T (5;'7) — Doy (ﬂﬂ(ﬁ)) =0,

ce qui montre que V¥ est bien définie. On vérifie facilement que V° est bien une

dérivée covariante sur S. Par ailleurs, comme

VXY = ViX =t ([o, 6],) 5= [t (@) .8 (B)] [s= [X, Y],
alors V*° est sans torsion.
2. Découle du fait que Dm = 0, ce qui donne
VX (V¥Z) =t (Da (Ds)) |,
et du fait que 7 est un tenseur de Poisson.
]

Théoréme 2.1.1 Soit (M, w, D) une variété de Poisson localement plate. Toute feuille sym-

plectique de (M, ) est naturellement munie d’une structure symplectique localement plate.

Preuve. Du lemme ci-dessus, on déduit que si (M, 7, D) est une variété de Poisson
localement plate alors (S, VS) est une variété localement plate. Rappelons que la forme

symplectique wg de S est définie par

ws (X,Y) =7 (e, B) |s,
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2.1. Variétés de Poisson localement plates

pour tous X,Y € x (5), ou v et 3 sont tels que X =i, () |[s et Y =4, (B) |. Ainsi, comme
ws (VXY Z) =7 (Do) |s,
alors
Viws (X,Y, Z) = Dr (o, 8,7) |s= 0,

ce qui montre que (S ,wg, V° ) est une variété symplectique localement plate. m

2.1.2 La cohomologie de Boyom d’une variété de Poisson locale-

ment plate

Définition 2.1.2 La KV-algébre associée a une variété de Poisson localement
plate
Soit (M, m, D) une variété presque de Poisson localement plate. Sur I’espace vectoriel Q' (M)

des formes de Pfaff sur M, on définit [’application

(cr, B) — D,p.

Ainsi, (QY (M), D) est une KV-algébre, appelée la KV-algébre associée o (M,m, D). Dans
le cas ot, D = 0, on dit que (Q' (M), D) est la KV-algébre associée a la variété de Poisson

localement plate (M, m, D).

Remarque 2.1.2 Soit (M, 7, D) une variété presque de Poisson localement plate. L’application
QY (M) x C>® (M) — C>® (M)
(a,¢) — I () (9),

définit sur C* (M) une structure de module de Boyom & gauche sur Q' (M) si et seulement

st 7 est un tenseur de Poisson.

Définition 2.1.3 La cohomologie de Boyom d’une variété de Poisson localement
plate

Soit (Y (M), D) la KV-algébre associée a une variété de Poisson localement plate (M, m, D).
On note (C§ (M, 7),4,)
q-tenseurs contravariants sur M, pour tout ¢ € N*, et C% (M, ) = J (C*> (M)) : l'ensemble

4N le complexe de Boyom dont les q-cochaines sont les champs de

des fonctions ¢ dont le hessien contravriant H}, défini par D est nul, ¢’est-a-dire

ﬁﬂ (a) (ﬁﬂ (6) (90)) - ﬁTr (Docﬂ) (90) =0,

pour tous a, 3 € QY (M). On note H (M, ) la cohomologie de Boyom de ce complexe et

on lappelle la cohomologie de Boyom de la variété de Poisson localement plate (M, m, D).
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2.1. Variétés de Poisson localement plates

Proposition 2.1.2 Soient (M, V) une variété localement plate et (M, m, D) une variété de
Poisson localement plate.
On suppose que fi, : (Q' (M), D) — (x (M), V) est un morphisme de KV-algébres, alors

f. réalise un morphisme entre Hy, (M) et Hy (M, ).

Preuve. Le morphisme #, induit naturellement une application linéaire, que I’on note

encore f,, définie par

t.: CL(M) — C%L (M, )
& ((a1,mrag) — (1 B (0) s (),

pour tout ¢ € N*, et £, (¢) = ¢, pour tout p € C% (M). Soit ¢ € N*, on a
(a (8r (2))) (@1, ) = (1) (x (@) @) (r (1) , s B (ag)) -

D’ou

q

(8 (8 (@) (@1, ey agrr) = D (1) (e () (@1, ey Gy ooy i)

= D D (o (00) ) (i (@) s B (00) o (1))

= (=1)"(6,®) (tr (1), s B (g1))
= —jjﬂ— (5q(1)) (Oél, ceey Oéq+1> .

Ce qui montre que 6,014, = —f§ 0y, pour tout ¢ € N*. Ainsi, §, induit un morphisme entre
Hy(M,m)et Hy(M). =

Remarque 2.1.3 Dans le cas ot 7 est non dégénéré, il y a isomorphisme entre Hjy, (M, )
et Hy, (M).

Proposition 2.1.3 Soit (M, , D) une variété de Poisson localement plate. On note H? (M)

le deuxiéme groupe de cohomologie de Poisson de (M, ). L’application

Alt: CE(M,m) — x*(M)
P —  Alt(P),

définie par
Alt(P) : (O‘75> U P<0575) —P(B,Oé),

induit un morphisme naturel de H% (M, ) a valeurs dans H? (M).
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Preuve. On note d, l'opérateur de bord du complexe de Lichnerowicz associé a la

variété de Poisson (M, ) (voir [13]) et on rapelle que

P (o, B,7) = tx (8) (P (a,7)) =tr () (P (B,7)) + P ([, B] . ,7) + P (B, Day) — P (o, Dgy) .

Comme

i (@) (AIL(P) (B,7)) — Alt (P) ([ov, Bl ,7) = e (@) (P(8,7)) = P (e, B, 7)
—tr (@) (P (7, 8)) + P (7, e, B1,)

alors

dr (Alt (P)) (a, B,7) = —02P (a, B,7) = 62P (8,7, ) — 62 P (7, @, B)
+P (v, [, B],) + P (a,[8,7],) + P (B, [7,al,)
+P (8, Do) = P(a, D) + P (v, Dsa)

—P (8, Dyar) + P (v, Dy3) — P (7, Daf3) -

La connexion D étant sans torsion, ceci montre que

dr (Alt (P)) (o, B,7) = —02P (o, B,7) — 02P (8,7, ) — 62 P (7,0, ) .

Ainsi, si P € Z% (M, 7) alors Alt (P) € Z2(M).
Supposons & présent que P € B% (M, ), ceci implique I'existence d’un champ de vecteurs

¢ sur M tel que P = §:(, c’est-a-dire

P, ) = = (@) (B(€) = Dl (C),

pour tous a, f € Q! (M). De la symétrie de D, on déduit que

Alt(P) (o, B) = () (6(C) = tx (B) (« () — [, B, (€)
= —Lem(a,f)
= —[mdd(af)
= dr((a, B).

Ce qui montre que Alt (P) € B2(M). m

™

Remarque 2.1.4 Comme C (M, 7) = x (M) et que, du fait que la connexion D est sans

torsion, on a

dxC (OQB) =01 (0576) —01¢ (670‘> )
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il vient que
Zy (M, ) C ZH(M).

Par ailleurs, comme C% (M, m) C C® (M) et que (—dq) n'est rien d’autre que la restriction
de la différentielle extérieure contravariante d, a C% (M, ), alors HS (M, n) = H2 (M) et

BL (M,x) C BL(M).

De plus, comme B (M)NZL (M, 7) = Bl (M, ), alors le groupe HY (M, ) s’injecte canon-
iquement dans H! (M).

2.2 Structures de Poisson-Codazzi

2.2.1 Variétés presque de Poisson-Codazzi

Soit M une variété différentiable et soit ¢ une métrique pseudo-riemannienne sur M. Dans
toute la suite, lorsque g est une métrique, on désignera toujours par b, : TM — T*M
I'isomorphisme de fibrés vectoriels tel que b, (X)(Y) = g(X,Y), par §, 'isomorphisme inverse

de by, et par g la cométrique de g, c’est-a-dire le champ de tenseurs défini par

g9(a, B) :g(ﬁg(a)ahg(ﬁ)) (2.2.1)

pour tous «a, 3 € Q'(M). Soient 7 un champ de bivecteurs et § une métrique pseudo-
riemannienne sur M. Au couple (7, ¢g) on associe le champ d’endomorphismes J de 7'M
défini par

9(JX,)Y) =7(a, B), (2.2.2)
ot 'on a posé X = f§,(a) et Y = 4,(5). On note J; le champ d’endomorphismes de T*M
défini par

g(Jza, B) = (e, 5), (2.2.3)

c’est-a-dire J = fi; o J; ob,. On considére le champ de tenseurs g™ défini par

9" (o, ) = g (Jrat, J=3) .

On appelle la connexion de Levi-Civita contravariante D associée au couple (m, g) 'unique
connexion contravariante symétrique et compatible avec la métrique g (i.e., Dg = 0). Rap-

pelons que si D = 0, on dit que (M, 7, g) est une variété de Poisson pseudo-riemannienne

([51 [6])-
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Définition 2.2.1 Une structure presque de Poisson-Codazzi sur une variété différen-
tiable M est un triplet (w, g, D), o g est une métrique pseudo-riemannienne contravari-
ante et D est une connexion contravariante sans torsion sur M, relativement au champ de

bivecteurs m, tels que
Dag (8,7) = Dgg (,7), (2.2.4)

pour tous o, 3,y € Q' (M). On dit également que (M, 7, g, D) est une variété presque de
Poisson-Codazzi.

On appelle (2.2.4) la formule de Codazzi contravariante.

Exemple 2.2.1 Structures presque symplectiques de Codazzi
Soient V une connexion affine, w une 2-forme différentielle partout non dégénérée et g
une métrique pseudo-riemannienne sur M. On note g* la métrique pseudo-riemannienne
(covariante) définie par

9° (X)Y) = g (ixw, iyw),
V (resp. V) la connexion de Levi-Ciita de § (resp. de g*) et J (resp. J,) le champ

d’endomorphismes défini par
w(X,Y)=7 (JX, Y) (resp. w(X,Y) = ¢* (JX,Y)).

On dit (M,w,q,V) est une variété presque symplectique de Codazzi si (g, V) est une struc-
ture de Codazzi sur M.
On suppose que w est une forme symplectique sur M. On note w le champ de Poisson

naturellement associé a w et on définit la connexion contravariante D comme suit

Dof = 1" (Vio() (8 (8))) -

Comme 7 est un tenseur de Poisson, la connexion D est sans torsion si et seulement si la
connexion covariante V [’est.

D’un autre coté, du fait que

g (DufB,7v) = 9" (VxY,Z),

ou a = 11 (X),8 = 1Y),y = 171 (Z2), pour tous X,Y,Z € x (M), on déduit que
(M,7,g,D) est une variété presque de Poisson-Codazzi si et seulement si (g%, V) est une
structure de Codazzi sur M. Remarquons au passage que g est la cométrique de g* si et
seulement si (M,w, §) est une variété presque hermitienne. Ainsi, si (w, §) est une structure
presque hermitienne, alors (M, 7, g, D) est une variété presque de Poisson-Codazzi si et

seulement si (M,w, g, V) est une variété presque symplectique de Codazzi.
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Théoréme 2.2.1 Dualité de Amari-Chentsov pour les variétés presque de Poisson-
Codazzi.
Soient ™ une champ de bivecteurs, g une pseudo-métrique contravariante et D une connexion

contravariante sur M. On considére la connexion D* définie par

9(D3B,7) = tx (@) (9 (B,7) — (B, Do), (2.2.5)

pour tous o, B,y € QY (M). La variété (M, r, g, D*) est une variété presque de Poisson-
Codazzi si et seulement si (M, 7, g, D) est une variété presque de Poisson-Codazzi. Auquel
cas, nous aurions

D* =2D-D.
Preuve. La formule (2.2.5) peut s’écrire sous la forme

9(DLB3,7) = g(DaB,7) + Dag (8,7) .

D’ou
g (T (a,8),7) =g (T" (o, 8) ,7) + Dag (8,7) — Dsg (c,7) .

Supposons que (M, 7, g, D) est une variété presque de Poisson-Codazzi. De la formule
(2.2.4) et du fait que TP = 0, on déduit que la connexion contravariante D* est sans

torsion. Ensuite, de la formule (2.2.5) on remarque que

ainsi, comme T” = TP”" = 0 alors D}g (0,7) = Djg(a,v), pour tous o, 3 € Q' (M). La
réciproque découle du fait que (D*)* = D.
D’autre part, de la formule (2.2.5) on montre que g est paralléle relativement a la connexion

contravariante

1
5 (D+D").

Comme cette derniére est sans torsion, par unicité de la connexion de Levi-Civita contravari-

ante D associée au couple (7, g), on conclut que D* =2D—D. m

Définition 2.2.2 La structure presque de Poisson-Codazzi duale.
Soit (M, 7, g, D) une variété presque de Poisson-Codazzi. La structure presque de Poisson-
Codazzi (m, g, D*) est appelée la structure presque de Poisson-Codazzi duale de (m, g, D) sur

la variété M.
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Définition 2.2.3 Courbure hessienne d’une variété presque de Poisson-Codazzi.
Soit (M, 7, g, D) une variété presque de Poisson-Codazzi. On note A =D — D. On appelle
la courbure hessienne de (M, g, D) le champ de tenseurs QQ sur M défini par Q = DA,
c’est-a-dire par

Q (Oé, 57 /Y) = Da (A,BIY) - ADaﬂ’y - A,@ (DO/Y) )
pour tous o, 3,y € QY (M). Le tenseur hessien Q de (M, w,g, D) est défini par

Q(,8,7,6) =9(Q(a,8,7),9),

pour tous a, 3,7,0 € QF (M).

Afin d’exhiber les premiéres propriétés de la courbure hessienne d’une variété presque

de Poisson-Codazzi, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 2.2.1 Soient m un champ de bivecteurs, g une pseudo-métrique contravariante et
D wune connexion contravariante sans torsion sur (M,m). Les assertions suivantes sont

équivalentes :
1. (M,7,g,D) est une variété presque de Poisson-Codazzi.
2. Le champ de tenseurs A vérifie
9 (M, B) = g (a, A ), (2.2.6)
pour tous a, 3,y € Q' (M).
3. L’identité suivante est vérifiée
9 (AaB,y) = %Dag (8,7) (2.2.7)
pour tous a, 3,y € Q' (M).

Preuve. Comme Dg = 0 alors

g (AafB.v) +9(B,A0y) = Dag (8,7), (2.2.8)

Dag (8,7) = Dgg (,7) = g (Aaff — Apa,7) + 9 (8, Aay) — g (a, Ag) -
Les deux connexions D et D étant sans torsion, ce qui implique que le champ de tenseurs

A est symétrique. Ainsi

Dag (B,7) — Dsg (a,7) = g (A, B) — g (o, A, B)
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pour tous a, 3,7 € Q' (M). Cette derni¢re égalité montre I’équivalence des deux premiéres
assertions.
Supposons a présent que (2.2.4) est vérifiée, en utilisant les relations (2.2.6) et (2.2.8), on

trouve
29 (AafB,7) = g (AafB,7) + 9 (B, Aay) = Dag (B,7)

pour tous a, 3,7 € Q' (M). Inversement, si (2.2.7) est vérifice, alors la symétrie de D,g

montre 1'égalité (2.2.6). Ceci établit I’équivalence entre les deux derniéres assertions. m
Proposition 2.2.1 Soit (M, 7, g, D) une variété presque de Poisson-Codazzi.

1. On a
Q(O@B)V?&) - Q(a75a’776) - 29 (A”/ (Aaﬁ) - AOé (AWB) 75)7
pour tous «, 3,7,0 € Q' (M).

2. Le champ de tenseurs Q vérifie :
Q (v, B,7,0) = Q(a,,5,9)
pour tous o, 3,7,0 € QY (M)
Preuve.
1. On a par définition
Q(a, B,7,6) = g (Da (Ag7),0) — g (Ap.s7,6) — g (As (Dav),6).
En utilisant (2.2.6) et la symétrie de A, on trouve
Q(a,B,7,6) = g(Da(Ag7),6) = g(Ay (DaBB),6) — g (Dav, Asd)
= 9(Da(Ag7),6) = g(DafB, Ay0) — g (Day, Agd) -
De la relation (2.2.7), il vient que
9(Da (Mg7),6) = tr (@) (9 (Mg, 6)) — 9 (Mg, Dad) — 29 (Aa (Ap7) ,0) .
D’ou
Q(,B,7,0) = tr(a)(g(Ap7,9)) — g(Agy, Dad) — 29 (Agy, Aad)
=9 (Daf, Ay0) — g (Day, Agd)

= (@) (9(A5,9)) — g (M5B, Dad) — 29 (Mg, Aad)
-9 (Daﬁv A’75) -9 (Dofy’ A65> :
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Ainsi, d’aprés (2.2.6), on a
Q (Oé, ﬁa v 5) - Q (Oé, 57 e 5) = 29 (A’yéa Aaﬁ) - 29 (A,377 Aa(S)
= 29 (A'y (Aaﬁ) —Aq (Avﬂ) ,5) .
2. Découle de l'identité

Q(a,8,7,0) = g (Do (A7) ,6) — g (DafB, Ay6) — g (Dary, Agd)

et de la formule (2.2.6).

Examinons a présent le lien entre la courbure hessienne et la dualité de Amari-Chentsov

pour les structures presque de Poisson-Codazzi.

Proposition 2.2.2 Soient (M, 7, g, D) une variété presque de Poisson-Codazzi. On note
Q (resp. Q) la courbure hessienne (resp. le tenseur hessien) de (M, 7, g, D). Soit (7, g, D*)
la structure duale de (w,g,D). Si on note Q* (resp. Q) la courbure hessienne (resp. le

tenseur hessien) de (M, m, g, D*), alors on a
O* = Q — 2DA
et

Q* (06,6,’}/,6) = —Q(Oé,ﬁ,(s,’}/) +2g (AOzB?A’)/(S)a
pour tous a, 3,7,0 € QY (M).

Preuve. Ona D* =2D— D, d’ott A* := D— D* = —A et par conséquent Q* = Q) —2DA.

Par ailleurs, comme

g (D; (AﬁPY) ,0) = tn (@) (g (A’Yﬁa 5)) -9 (Avﬁa D,9)

et

9(DaB,Ay0) = tx () (9(B,A0)) — g (B, Da (Ay9))
= g (Da6> Avé) +g (ﬁa D, (A'yé)) - g (5a D, (Avé)) )

en vertu de la formule (2.2.6) et du fait que D =D + A, on a

Q" (o, 8,7,0) = g(DafB,M0) +9(Dgy,Agd) — g (Dg, (Ag7),0)
- _Q (OZ,B, 57’7) + 29 (Aaﬁa Av(s) 5

pour tous a, 3,7,5 € Q' (M). =
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2.2.2 Variétés de Poisson-Codazzi

Définition 2.2.4 Une variété de Poisson-Codazzi est une variété presque de Poisson-
Codazzi (M, 7, q,D) telle que (M,m,g) est une variété de Poisson pseudo-riemannienne
et

D(J,) = 0.

Remarque 2.2.1 Soient m un champ de bivecteurs et g est une métrique pseudo-riemannienne
contravariante sur M. Alors (M, 7, g) est une variété de Poisson pseudo-riemannienne si

et seulement si (M, g, D) est une variété de Poisson-Codazzi.

Exemple 2.2.2 Structures symplectiques de Codazzi
Sous les mémes hypothéses et notations de l'exemple 2.2.1, si de plus VJ=0etVJ=0,
on dit que (M,w,q,V) est une variété symplectique de Codazzi.

En remarquant que J,, o, = #, o J, alors pour tous a, 3,y € Q* (M), on a

g (Dw]w (ﬁ) 7'7) =g” (vtiw(a)‘]w (ﬂw (ﬁ)) M ('7)) )

et on a des formules similaires en remplagant D par D et NV par V¥ (car #; (D.f) =

i (o) (I (8))). On déduit que (M, m, g, D) est une variété de Poisson-Codazzi si et seule-
ment si (V,g”) est une structure de Codazzi sur M et V.J, = V¥.J, = 0. Remarquons au
passage que g est la cométrique de g* si et seulement si (M,w, ) est une variété presque
hermitienne. Ainsi, si (w,g) est une structure presque hermitienne, alors (M, g, D) est

une variété de Poisson-Codazzi si et seulement si (M,w,q, V) est une variété symplectique

de Codazzi.

Remarque 2.2.2 Soit (M, w,g,D) une variété de Poisson-Codazzi. Comme D est sans

torsion et w est un tenseur de Poisson alors, de la formule (2.1.1), on a
Dr (@, 8,7) + Dr (8,7, 0) + D (v,a, ) = 0.
Mais le fait que D (J) =0 entraine
Dr (@, 5,7) = Dag (7, Jz3) -
Ainsi, 'équation (2.2.4) montre que
Dr (a, 8,7) + D7 (v, , ) = 0.

On déduit que
Dm = 0.
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Définition 2.2.5 Variétés de Poisson quasi-Codazzi

Soient (M, ) une variété de Poisson, D une connexion contravariante sur (M,m) et g
une métrique pseudo-riemannienne contravariante sur M. On dit que (M, 7, g, D) est une
variété de Poisson quasi-Codazzi, ou que (7, g, D) est une structure de Poisson quasi-Codazzi

sur M, si D est sans torsion et

Dog™ (B,7) = Dpg™ (o,7), (2.2.9)

pour tous «, § € Q' (M).

Remarque 2.2.3 Toute variété de Poisson-Codazzi est une variété de Poisson quasi-Codazzi.
En effet, si (M, r, g, D) est une variété de Poisson-Codazzi, de l’égalité D (J,) = 0 on déduit

que

97r (67 Do/y) = g (‘]7T/87 Dq (Jﬂ/y))
= —9(8 Do (J27)) -
Ce qui montre que
Dog™ (8,7) = =Dag (8, J27) -
Reste a appliquer la formule (2.2.4).
Comme une variété de Poisson-Codazzi est de Poisson, elle est feuilletée par des feuilles

symplectiques. Le résultat suivant montre que ces feuilles admettent des structures sym-

plectiques de Codazzi.

Théoréme 2.2.2 Structures de Poisson-Codazzi et feuilletage symplectique.

Soient (M, 7, g, D) une variété de Poisson-Codazzi et S une feuille symplectique telle que la
restriction de g a S est non dégénérée, alors (S, ws, g°, VS) est une variété symplectique de
Codazzi, ot wg est la forme symplectique de S (voir la prewve du théoréme 2.1.1), VS est

définie par (2.1.2) et g° est la pseudo-métrique définie sur la feuille S par

gS (X7 Y) = g(ﬁﬂ (a) ) ﬁw (ﬁ)) |S: g (Jﬁaa Jﬂﬁ) |5'7 (2210)

pour tous o, § € Q' (M) et pour tous X,Y € x (S) tels que X =t (@) |s, Y =t (B) |s-

Preuve. D’aprés la remarque ci-dessus et le théoréme 2.1.1, comme Dr = 0 alors V*

est sans torsion. Comme D (J;) = 0 alors

gS (ViY, Z) =9 (Da (J7r6> ) J7r7> |S: -9 (Daﬁv JgV) |S
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2.2. Structures de Poisson-Codazzi

D’un autre c6té, comme TS = Im f; alors
V%9° (Y, Z) = =Dag (B, J27) |s (2.2.11)
d’on, d’apres la formule (2.2.4), on a
V9® (Y. 2) = Vye® (X, Z),

ce qui montre que (S V7, g° ) est une variété de Codazzi, ainsi (S, ws, V2, ¢° ) est une variété
presque symplectique de Codazzi.

On note Jg le champ d’endomorphismes de TS défini par
ws (X,Y) = g% (JsX,Y).
Comme D (J;) = 0 alors

9° (VxJs (V). Z) = g(Datz(8),7) |s
- 0,

pour tous a, 3,7 € Q' (M) et pour tous X, Y, Z € x (S) tels que X = 1, (a) |s,Y =1, (8) |s
.7 =t:(7) |s. Ce qui montre que V* (Jg) = 0. Par ailleurs, la connexion de Levi-Civita
contravariante D associée au couple (7, g) est liée & la connexion de Levi-Civita V* de la
métrique ¢° par

Vk)g(Y =t (Daﬁ) |Sa

pour tous a, 8 € Q' (M) et pour tous X,Y € x (9) tels que X =, () |s,Y = t, (B) |s-
En effet, comme 7 est un tenseur de Poisson et D est sans torsion, alors V*° est symétrique.
D’autre part, comme D (J;) = 0 et Dg = 0 alors la formule (2.2.11) montre V°¢° = 0.
Ainsi, le méme argument utilisé pour D et V* montre que D (.J,) = 0 implique V* (Jg) = 0,

on conclut que (S L ws, V7, g% ) est une variété symplectique de Codazzi. m

Corollaire 2.2.1 Soit (M,7,g) une variété de Poisson pseudo-riemannienne et S une
feuille symplectique telles que la restriction de g a S est non dégénérée, alors (S, wg, §°, VS)
est une variété symplectique de Codazzi, ot V* est la connexion de Levi-Civita (covariante)

associée a la métrique g°.

Preuve. Découle immédiatement du théoréme ci-dessus. m
La notion de dualité de Amari-Chentsov pour les structures presque de Poisson-Codazzi

s’étend aux structures de Poisson-Codazzi, comme le montre le résultat suivant.
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Théoréme 2.2.3 Dualité de Amari-Chentsov pour les variétés de Poisson-Codazzi.
Sous les mémes hypothéses et notations du théoréme 2.2.1, (M, m, g, D) est une variété de
Poisson-Codazzi si et seulement si (M, m, g, D*) Uest. Auquel cas, (7, g, D*) est appelée la

structure de Poisson-Codazzi duale de (7, g, D) sur M.

Preuve. En vertu du théoreme 2.2.1, il suffit de montrer que D (J;) = 0 si et seulement

si D*(J;) = 0. Or ceci découle immédiatement de ’égalité
D*=2D — D.

En effet, si D (J;) =0 et D(J;) = 0 alors D* (J;) = 0 ; la réciproque découle du fait que
(D)"=D. m

Exemple 2.2.3 Soient (M, g) une variété pseudo-riemannienne et w un champ de bivecteurs
sur M. Soient V la connexion de Levi-Civita de g et D™ la connezion contravariante définie
dans [5] par

DS = Vi (a)f.

On suppose que V est une connexion de Poisson, c’est-a-dire Vr = 0, alors d’aprés la

roposition 2.1.1, la connexion D™ est sans torsion ; de plus, comme
) ) )

g(D5B,7) = VibB (7))
= 4 (a)(9(8,7) =9 (8 (8), Vi (8, (7))
= (@) (G5 (B) g (M) =T (£ (B), Vi) (s (7))

alors

Dy (B,7) = =Vt (8).4 (7))
= 0.

Par unicité de la connexion de Levi-Civita associée au couple (7, g), on déduit que D™ = D.

Ainsi, de la formule

9 (Dadx (B),7) = g(DgJx(8),7) = Vi (7 (8,7) =0,

on conclut que (M, m, g, D™) est une variété de Poisson-Codazzi auto-duale.

Cette dualité passe aux feuilles symplectiques, comme le montre le théoréme ci-dessous.
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Théoréme 2.2.4 Structure de Poisson-Codazzi duale et feuilletage symplectique
Soient (M, m, g, D) une variété de Poisson-Codazzi et S une feuille symplectique de (M, )
telle que la restriction de g a S est non dégénérée. La structure de Codazzi induite sur S
par la structure de Poisson-Codazzi duale (M, m, g, D*) n’est rien d’autre que la structure de

Codazzi duale de celle induite par (M, 7, g, D).

Preuve. Soient a, 3,7 € Q' (M) et soient X, Y, Z € x (S) tels que X =, (a) |5,V =
8 (B) |s, Z = tr (7) |s. On pose
(V)Y =t (D25) I -

Comme D*(J;) =0, on a

¢ (V9 2) = gUn(DiB) Jx) Is
= (tr (@) (9 (J=B, IxY)) — 9 (J=B, Da (Jx7))) |s
= X (97 (v.2)) - ¢* (V. V32).

Ce qui montre que (VS )* est la connexion duale de V7 relativement a ¢°. m

Proposition 2.2.3 Sous les mémes hypotheéses et notations du théoréme 2.2.2. On désigne

par Q° (resp. Q%) la courbure hessienne (resp. le tenseur hessien) de la variété de Codazzi
(S,gS,VS). On a
Q°(X,Y,2) =t (Q (. ,7)) |s
et
Q° (X,Y, Z,U) = —=Q (a, 8,7, J20) |s,
pour tous o, 3,7v,0 € QY (M) et pour tous X,Y,Z,U € x (S) tels que X = t,(a) |s,Y =
e (B) |5, Z =t (7) 5, U = £ (0) [s-

Preuve. Si on note V¥ la connexion de Levi-Civita de la pseudo-métrique ¢° et BS =

V*® — V¥, d’aprés le théoréme 2.2.4 ci-dessus, on a
1 * 1 .
VY =3 (VEY + (V91 Y) = 5 (e (DaB+ Di)) [s= s (DaB) |s:

ce qui montre que
BRY =tr (Aaf) |5 -
D’ou
s S (npS s S (vS
Q°(XY,Z) = Vi (ByZ) - Bys,Z — By (Vi Z)

= = (Q(,8,7)) s -
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2.3. Structures de Poisson hessiennes

Ainsi

Q¥ (X,Y,Z,U) = g(J(Q(a,3,7)),Jx0) |s
- _Q<a7/8>’77‘]72r§> |S

Ce qui acheve la preuve. m

2.3 Structures de Poisson hessiennes

2.3.1 Variétés presque de Poisson hessiennes

Définition 2.3.1 Une variété presque de Poisson hessienne (M,, g, D) est une var-

1été presque de Poisson-Codazzi telle que la connexion D est de courbure nulle.

Proposition 2.3.1 Courbure (riemannienne contravariante) d’une variété presque
de Poisson hessienne.

Soit (M, 7, g, D) une variété presque de Poisson hessienne telle que T est un tensuer de
Poisson. On note R la courbure de la connexion de Levi-Civita contravriante D associée au

couple (m,g).

1. Ona
R(&aﬂ) = - [AaaAB] = Aﬁ oA, — A, OAﬁ.

2. La courbure sectionnelle K («, 8) du plan engendré par {«, 5} est donnée par l’expression

g (Aa67 Aa@) - g (Aaoﬁ Aﬂﬁ)

Kol = e g(6.0) = g @B

Preuve.

1. On pose Qy3 =DyoAg—AgoD,+A,0Dz—DgoA,, en utilisant la formule (2.2.6),

on obtient
9(Da (As7) = A5 (Do) ,0) = g(Da(As7),0) — g(Day, Asd)
= fr (@) (9(Ap7,9)) — g (Ap7, Dad)
—fx (@) (9 (7,A36)) + g (7, Da (Agd))
= (7, Da (Agd)) — g (Agy, Dad) -

Ainsi
9(Qa5(7),0) =9(Rap(6),7).
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Par ailleurs, la connexion D étant plate, il vient que

D[a’mw = D, ODB o D/D) oD, +Aa OA,B - Aﬁ o Aa - Qa,ﬁ?
= R(a,B)+ Diag), + (A, Ag] — Qo g

Ce qui équivaut a

9 (Diap).7:0) = g (R(a, 8)7,0) + g (Dias),7:6) + g ([Aa, Mgl 7, 0) — 9 (Qas (7),6) -
(2.3.1)

Or, la formule (2.2.6) montre que

9 ([Aa, Mgl 6,7) = —g ([Aa, Asl7,9)

et du fait que 7 soit un tenseur de Poisson il vient que g (R (o, 8) 7,9) = —g (7, R (o, 8) 0).

Ainsi, en permutant v et § dans formule (2.3.1), on trouve

9 (7, Do 6) = =g (R(a,3)7,8) + 9 (7, Do 0) — g ([Aas Ag]7.6) — g (Qas (7)., 6) -
En additionant ensuite cette derniére formule avec la formule (2.3.1), il vient que
Diag.9(7,0) =29 (Qap (7),0).
De la formule (2.2.7) on déduit que
Qo = Mo, = Diag), = Diagl,-

11 suffit alors de remplacer €, s dans la formule (2.3.1).
2. De la premiére assertion et de la formule (2.2.6), il vient que
g (R(a,B)p,a) = g(As(Aaf), ) = g(Aa (Asf), @)
= g(Aaf, Aga) — g (Agf, Aaar).
Le résultat découle alors de la symétrie du champ de tenseurs A.

Corollaire 2.3.1 Sous les mémes hypothéses et notations que la proposition ci-dessus. La
courbure de la connexion de Levi-Civita contravariante D est liée a la courbure hessienne ()
par

Q(a,8,7,0) — Q(a,8,7,8) =29 (R(a,7)B,6),
pour tous «, 3,7,0 € QY (M).
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Preuve. Découle immédiatement de la premiére assertion de la proposition ci-dessus et

de la proposition 2.2.1. =

Remarque 2.3.1 Il résulte du corollaire ci-dessus que, si

Q(aaﬁava(s) - Q(Oz,év/%ﬁ)v

pour tous «, 3,7,0 € QY (M), alors la connezion de Levi-Civita contravariante D est de
courbure nulle et par conséquent (M, m, D) est une variété presque de Poisson localement

plate.

2.3.2 Variétés de Poisson hessiennes

Définition 2.3.2 Une variété de Poisson hessienne (resp. une variété de Poisson
quasi-hessienne) (M, g, D) est une variété de Poisson-Codazzi (resp. une variété de

Poisson quasi-Codazzi) telle que la courbure de D est nulle.

Comme pour les structures de Poisson-Codazzi, toute variété de Poisson hessienne est

une variété de Poisson quasi-hessienne.

Remarque 2.3.2 On dit d’une variété de Poisson pseudo-riemanienne (M, ,g) qu’elle est
localement plate si la courbure de D est nulle, ainsi (M,7,qg,D) est une variété de Pois-
son hessienne si et seulement si (M, 7, g) est une variété de Poisson pseudo-riemannienne

localement plate.

Exemple 2.3.1 Structures (presque) symplectiques hessiennes

Sous les mémes hypothéses et notations des exemples 2.2.1 et 2.2.2. On dit que (M,w,q, V)
est une variété (presque) symplectique hessienne si (M,w,q,V) est une variété (presque)
symplectique de Codazzi dont la connexion V est de courbure nulle.

Si w est un tenseur de Poisson, alors la connexion D est plate si et seulement si V est
plate. Ainsi, (M, 7, g, D) est une variété presque de Poisson hessienne si et seulement si
(M, g*, V) est une variété hessienne. On en déduit que, si (w,q) est une structure presque
hermitienne sur M, alors (M, 7, g, D) est une variété (presque) de Poisson hessienne si et

seulement si (M,w, g, V) est une variété (presque) symplectique hessienne.

Définition 2.3.3 Variétés de Poisson (quasi-)hessiennes de type Koszul
Une variété de Poisson hessienne (resp. quasi-hessienne) (M, m, g, D) est dite de type Koszul

s’il existe un champ de vecteurs & sur M tel que

9(a, ) = D& (o, B) =tz () (B (£)) — Daf3 (€)
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(resp.
9" (o, B) = D¢ (o, B) := r () (B (§)) — Daf (€) )-
On dit que le champ & est un champ de Koszul de (M, m, g, D).

Une variété de Poisson hessienne (resp. quasi-hessienne) de type Koszul (M, m, g, D) est

dite exacte s’il existe une fonction p € C* (M) telle que & = —4, (dp), c’est-a-dire

9(a,8) = Hp (a, B) := i (@) (8= (B) () — #x (Daf3) ()

(resp.
9" (@, B) = Hp, (a, ) == tx (@) (8= (B) () — = (Dab) () )-

Une telle fonction ¢ est appelée un potentiel de (M, 7, g, D).

Remarque 2.3.3 Soit (M, w, g, D) une variété de Poisson quasi-hessienne. L’identité (2.2.9)
montre que g™ est un 2-cocycle du complere de Boyom de la structure presque de Poisson
localement plate sous-jacente. Dire que (M, 7, g, D) est de type Koszul veut dire que g™ est

un 2-cobord de ce complexe de Boyom (g™ = 61 (—&)). D’un autre coté, comme

.97T (04,6) - g7r (6,&) = _‘Cfﬂ- (a76)>

la symétrie de g™ entraine que & est un champ de Poisson, c’est-a-dire que & est un 1-
cocycle du complexe de Lichnerowicz-Poisson de la variété de Poisson (M,m) (i. e., & €
ZY(M)). Ainsi, une structure de Poisson quasi-hessienne de Koszul (M, 7, g, D) est exacte

si et seulement si & est un 1-cobord de ce complexe (i. e., £ € BL(M)).

Exemple 2.3.2 Structures hessiennes de type Koszul sur une wvariété symplec-
tique

On reprend l'exemple 2.3.1 et on suppose que (M, 7, D, g) est une variété de Poisson quasi-
hessienne de type Koszul. On pose n = —4-1(£). Si pour tous X,Y € x (M) on note
a=1"1(X),8=4"1(Y), alors on a

97 (X,)Y) = ¢ (o, 8)
(B(&)) — Dap (§)
Y)) —n(VxY),

fix (@)
= Xn(
ce qui montre que (M,V,g* := Vn) est une variété hessienne de type Koszul.

Dans le cas ou (M,V,g* :=V (dp)) est une variété hessienne de Koszul exacte, le champ

de vecteurs & n’est rien d’autre que l’hamiltonien de .
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Théoréme 2.3.1 Dualité de Amari pour les variétés de Poisson hessiennes
Sous les mémes hypohéses et notations que le théoréme 2.2.1, (M, 7, g, D*) est une variété

de Poisson hessienne si et seulement si (M, m,g, D) est une variété de Poisson hessienne.

Preuve. Comme 7 est un tenseur de Poisson. De l'identité (2.2.5), on en déduit que

g(R” (o, 8)7,6) = —g (R” (. B) 6,7) ,

pour tous a, 3,7,6 € Q' (M). Ainsi, RP" = 0 si et seulement si R” = 0 ; il ne reste alors

qu’appliquer le théoréeme 2.2.1. m

Définition 2.3.4 La structure de Poisson hessienne duale
Soit (M, m,g,D) une variété de Poisson hessienne. La structure de Poisson hessienne

(7, g, D*) est appelée la structure de Poisson hessienne duale de (w,g, D) sur la variété

M.

Exemple 2.3.3 Sous les mémes hypothéses et notations que l'exemple 2.2.3, si de plus
(M,q) est une variété riemannienne localement plate, c’est-a-dire (M, V) est une variété
localement plate, alors en vertu de la proposition 2.1.1, on constate que (M, mw, g, D™) est

une variété de Poisson hessienne auto-duale.

Théoréme 2.3.2 Soient (M, 7, D,g) une variété de Poisson hessienne et S une feuille
symplectique telle que la restriction de g a S est non dégénérée, alors (S, wg, V7, gS) est une
variété symplectique hessienne, ot V° est définie par (2.1.2) et g° est la pseudo-métrique

définie par (2.2.10).

Preuve. D’apreés le théoréme 2.1.1, (S Vel ) est localement plate. Il suffit alors d’appliquer

le théoréme 2.2.2. m

Corollaire 2.3.2 Soit (M, m,g) une variété de Poisson pseudo-riemannienne localement
plate. Toute feuille symplectique S de (M, w), sur laquelle la restriction de g est non

dégénérée, est naturellement munie d’une structure symplectique hessienne.

Preuve. Comme D7 = 0 alors (S, VS) est localement plate, le résultat découle alors

du corollaire 2.2.1. m

Théoréme 2.3.3 Structure de Poisson hessienne duale et feuilletage symplec-

tique

45



2.4. Algébres de Lie hessiennes

Soient (M, 7, g, D) une variété de Poisson hessienne et S une feuille symplectique de (M, )
telle que la restriction de g a S est non dégénérée. La structure hessienne induite sur S
par la structure de Poisson hessienne duale (M, , g, D*) n'est rien d’autre que la structure

hessienne duale de celle induite par (M, 7, g, D).

Preuve. Du théoréme 2.2.4, on en déduit que, comme (VS )* est la connexion duale de

V¥ relativement & ¢°, alors on a
5 (RWS)* (X,Y) 7, T) E—— (RVS (X,Y)T, Z) ,

pour tous XY, Z, T € x(S). Ainsi, R(V¥)" = 0 si et seulement si R¥® = 0. Reste a
appliquer de théoréeme 2.2.4. m

Corollaire 2.3.3 Soit (M, 7, g) une variété de Poisson pseudo-riemannienne localement
plate. Toute feuille symplectique S de (M, w), sur laquelle la restriction de g est non

dégénérée, est naturellement munie d’une structure de variété hessienne auto-duale.
Preuve. Découle du théoréme ci-dessus et du corollaire 2.3.2. =

Définition 2.3.5 La courbure hessienne d’une variété de Poisson hessienne est la courbure

hessienne de la structure de Poisson-Codazzi sous-jacente.

Exemple 2.3.4 Si (M,w,g) est une variété de Poisson pseudo-riemannienne localement
plate alors (M, 7, g, D) est une variété de Poisson hessienne auto-duale dont la courbure

hessienne est nulle.

2.4 Algébres de Lie hessiennes

2.4.1 Algébres de Lie plates

Soit G un R-espace vectoriel de dimension finie et soit [.,.] : GxG — G une application
bilinéaire alternée. On dit que (G, [.,.]) est une algebre alternée. Si de plus [.,.] vérifie

'identité de Jacobi, on dit que (G, [.,.]) est une algebre de Lie (réelle).

Définition 2.4.1 Une connezion infinitésimale A sur une algébre alternée (G, [.,.]) est une
application A : GxG — G bilinéaire.

La torsion de A est lapplication bilinéaire T® : G x G — G définie par

T (u,v) = Ayv — Ayu — [u,v].
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La connezion A est dite symétrique ou sans torsion si TA = 0.

La courbure de la connexion A est lapplication trilinéaire R® : G x G x G — G définie par
R (u,v,w) = A, (Ayw) — A, (Aw) — A qw.

La connexion A est dite plate si R* = 0.

On dit que (G, |.,.], A) est une algébre alternée plate si A est, a la fois, symétrique et plate.
On dit que (G,|.,.], A) est une algébre de Lie plate si (G,|.,.], A) est une algébre alternée
plate et (G, [.,.]) est une algébre de Lie.

Remarque 2.4.1 Soient G un groupe de Lie réel et (XL (@), [,]) lalgebre de Lie des
champs de vecteurs invariants o gauche. On dit qu'une connexion affine V' sur G est
invariante o gauche si VY € x* (@), pour tous X,Y € x* (G). Comme x* (G) s’identifie,
via la correspondance (X — Xi,), a l'espace vectoriel tangent & G en l’élément neutre,

alors A, v = (V%Y) ot u = Xy, et v = Yq,, est une connexion infinitésimale sur

16’
G =T1.G. De plus
TA (u,0) = (TVL (X, Y)) et RA(u,v,w) = (RVL (X,Y) Z)
I¥e] ¥’
Ainsi, si (G, VL) est une variété localement plate alors (T1,G,|.,.],A) est une algébre de

Lie plate.

Théoréme 2.4.1 Soient (M, w, D) une variété de Poisson localement plate et x € M. On
pose G = ker ((f-),) et on le munit de la structure d’algébre de Lie obtenue en linéarisant la

structure de Poisson au point x, alors la connexion infinitésimale

A= (D,B),, ota, B €Q (M) tels que u = az,v =3

x’

est symétrique (resp. plate) si D est sans torsion (resp. plate).

Preuve. Rappelons que le crochet de Lie [.,.] est défini par

[u,v] = d, (7 (o, B)), ott v, B € Q' (M) tels que u = a,,v = 3

T

Comme
[, 8], = d (7 (o, B)) + is,.()dB — i3, (5)dcv,

alors

47



2.4. Algébres de Lie hessiennes

Ainsi, si D est sans torsion alors
T (u,v) = (Do — Dga — [, 8],,), = 0.
De méme, si la courbure de D est nulle alors
RA (u,v,w) = (Do (Dg) = Dg (Do) = Diag.7), =0,

ou a, 3,7 € Q' (M) sont tels que u = a,,v =, w=",. =

Rappelons qu’il y a une bijection entre les strctures d’algebre Lie sur un espace vectoriel
réel de dimension finie et les structures de Poisson linéaires sur son dual. On appelle
dérivée contravariante linéaire sur une variété de Poisson linéaire toute dérivée contravariante
dont les sympboles de Christoffel, relativement & un systéme de coordonnées linéaires, sont
linéaires.

Dans tout ce qui suit, (G, [.,.]) désigne une algebre de Lie réelle de dimension finie dont

I’espace vectoriel sous-jacent est muni de sa structure différentielle linéaire.

Théoréme 2.4.2 Soit (G*, ) la structure de Poisson linéaire associée a (G, |.,.]). Il y a une
correspondance bi-univoque entre les connexions infinitésimales symétriques (resp. plates)
sur (G, [.,.]) et les dérivées contravariantes linéaires sans torsion (resp. plates) sur la variété

de Poisson linéaire (G*, ).

Preuve. Soit D une dérivée contravariante sans torsion sur (G*, 7). Comme la structure
d’algebre de Lie obtenue en linéarisant 7 en 0 est (G, [.,.]), alors il suffit d’appliquer le
théoréme ci-dessus.

Inversement, comme le champ de bivecteurs m est défini par

m (du, dv) (n) = p ([u, v]),

alors
[du, dv] = d([u,v]).

Ainsi, si A est une connexion infinitésimale sur (G, [.,.]), alors il suffit de prendre
Dy dv = d(Auv).
D’ou 'assertion. m

Définition 2.4.2 KV-algébre et cohomologie de Boyom d’une algébre de Lie plate
Soit (G, [.,.],A) une algébre de Lie plate. L’algébre de Koszul-Vinberg (G, A) est appelée la
KV-algébre associée a (G,|.,.],A). La cohomologie de Boyom H}, (G) associée a (G, A) est
appelée la cohomologie de Boyom de l’algébre de Lie plate (G,][.,.],A).
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Exemple 2.4.1 On considére l'algébre de Lie plate (R?[.,.], A), ot
[61, 62] = €2
et
A e; =e, A eo = —2e + 2e9, A e; = —2e + ey, A, eo = —4dey + 2es.
Avec des calculs longs mais assez faciles, on montre que
HY% (R*) =0, HLR*) =0, H;(R?*)=0.

Remarque 2.4.2 Avec la cohomologie de Boyom, on dispose d’une autre cohomologie sur
Ualgébre de Lie (G, |.,.]) qui vient s’ajouter a la cohomologie de Chevally-FEilenberg Hff; (G).
Remarquons au passage que H% (G) = J(G) N Z(G) C Z(G) = H2y (G), ot l'on désigne
par Z (G) le centre de (G, |.,.]) et par J(G) lalgébre de Jacobi de la KV-algébre (G, A).
D’un autre coté, comme Ch(G) = Cly(G) = End(G) et que, du fait que la connexion A
est symétrique, on a

depV (u,v) = 6V (v,u) — 01V (u,v),

alors
Zp(9) C Zip (9).

Par ailleurs, comme C%(G) = J(G) C C%(G) = G et que §y n'est rien d’autre que la

restriction de —ad a J (G), alors
By (G) C Bep ().
Ce qui permet d’établir un morphisme de Hy (G) dans HLy (G).

Proposition 2.4.1 Soit (G,[.,.],A) une algébre de Lie plate. L’application

Alt: CE(G) — CEp(9),
e —  Alt (@) ,

définie par
Alt (©) : (u,v) — O (u,v) — O (v,u),

induit un morphisme naturel de H% (G) dans H 5 (G).
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Preuve. On note dop 'opérateur de bord du complexe de Chevally-FEilenberg associé a

'algebre de Lie (G, [.,.]) et on rapelle que

520 (u,v,w) = Aguu)-o@wuW + Ay (O (v, w)) — Ay (O (v, w))
+0 ([u,v] ,w) + O (v, Ayw) — O (u, A,w) .

En effectuant la somme cyclique et en utilisant le fait que A est sans torsion, on obtient que
deg (Alt (0©)) (u,v,w) = —020 (u, v, w) — 520 (v, w,u) — 020 (w, u,v) .

Ainsi, si © € Z% (G) alors Alt (©) € Z%;(G).
Supposons maintenant que © € B% (G). Ceci implique I'existence d’un endomorphisme ¥

de G tel que © = 0V, c’est-a-dire, tel que
O (u,v) =¥ (Aw) — Ay (¥ (v) — Ag,
pour tous u,v € G. De la symétrie de A, on déduit que

Alt (0) (u,v) = Y ([u,v])+ [v,¥ (u)] — [u, ¥ (v)]
= —dCE‘I/ (u, ’U) .

Ce qui montre que Alt (0) € B%,(G). =

2.4.2 Algébres de Lie-Codazzi

Proposition 2.4.2 [6] Soit a une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur G. Il existe

une unique connexion infinitésimale A sur (G, [.,.]) telle que
a(Av,w)+a(v,Aw)=0 et Ay — Ayu = [u,v].

Elle est entiérement caractérisée par la formule suivante (que l’on peut également appeler la

formule de Koszul) :
2a (Auv,w) = a(u,v],w) +a(w,ul,v) +a(w,v],u), (2.4.1)

pour tous u,v,w € G. On appelle A la connexion de Levi-Civita infinitésimale de

G,1.,.],a).
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Preuve. L’unicité découle de la non dégénérescence de la forme bilinéaire a. Pour

existence, il suffit d’établir la formule (2.4.1). En effet, on a

a(Av,w) = a

pour tous u,v,w € G. m

Exemple 2.4.2 L’algébre de Heisenberg (de dimension 3) qui s’identifie a R® muni du
crochet de Lie [.,.] défini par

[617 62] = €3, [617 €3] = 07 [627 63] = 07

ot {e1,eq,e3} est la base usuelle (canonique) de R®. On onsidére {.,.) le produit scalaire

standard de R3. La connexion de Levi-Civita infinitésimale de (R3,[.,.],(.,.)) est définie par
Aelel - A€262 — A€363 = 07 A6163 = Ae3€1 = %627
Aelez = —A62€1 = %63, Ae2€3 = Ae3€2 = %61.

La courbure de cette connexion n’est pas identiqguement nulle.

Définition 2.4.3 Connexion infinitésimale duale

Soient A une connezion infinitésimale sur (G, [.,.]) et a une forme bilinéaire symétrique non

dégénérée sur G. La connexion infinitésimale duale A* de A, relativement a la forme a, est
définie par
a(Alv,w)=—a(v,Aw), (2.4.2)

pour tous u,v,w € G.
Remarque 2.4.3 On a clairement (A*)" = A. De plus, on a
a (RA* (u,v,w) ,z) =-—a (RA (u,v, 2) ,w) ,

pour tous u,v,w,z € G ; ceci montre l’équivalence entre RA =0 et R = 0.
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Définition 2.4.4 Algébre de Lie-Codazzi

On dit que (G, |[.,.],a,A) est une algébre de Lie-Codazzi si A est une connexion infinitési-
male symétrique sur (G, [.,.]) qui vérifie l’équation de Codazzi infinitésimale :
a(Av,w)+a(v,Aw) =a(Au,w)+a(u Aw), (2.4.3)

pour tous u,v,w € G.

Remarque 2.4.4 Soit A une connezion infinitésimale symétrique sur (G, [.,.]). Le quadru-
plet (G,[.,.],a, A) est une algébre de Lie-Codazzi si et seulement si sa connexion duale A*

est symétrique. En effet, la formule (2.4.3) peut s’écrire
a(Av,w)—a(Alv,w) =a(Au,w)—a(Aju,w).
Comme A est symétrique, alors (2.4.3) est équivalente a
a(Alv— Alu,w) =a([u,v],w),
pour tous u,v,w € G.

Proposition 2.4.3 Soient (G,|.,.],a) une algébre de Lie munie d’une forme bilinéaire
symétrique non dégénérée a, A une connexion infinitésimale symétrique sur (G,|.,.]) et
A la connexion de Levi-Civita infinitésimale de (G,[.,.],a). On pose B = A — A. Alors,

(G,.,.],a, A) est une algébre de Lie-Codazzi si et seulement si
a(Byv,w)=a(v,B,w), (2.4.4)
pour tous u,v,w € G.

Preuve. Remarquons que B est une application bilinéaire symétrique. On a

a(Byu,w)—a(v,B,w) = a(A,u,w)—av,A,w)—a(Au,w)+a(v,Aw)
= a(Au,w)+a(Aw,w)—a(Ayu,w)+a(v, Aw).

Or
a(Au,w)+a(Av,w) = a([w,v],u)+a([w,ul,v)
= a(A,v,u)+a(Ayu,v)
—a(A,w,u) —a(A,w,v).
D’ou

a(Byu,w) —a(v,B,w) =a(A,v,u)+a(A,u,v) —a(Au,w) —a(Aw,u),

pour tous u,v,w € G. m
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Corollaire 2.4.1 Algébre de Lie-Codazzi duale
Soit (G,].,.],a,A) une algébre de Lie-Codazzi. Si on note A* la connexion duale de A

relativement o a, alors (G,|.,.],a, A*) est également une algébre de Lie-Codazzi, appelée
Ualgébre de Lie-Codazzi duale de (G, [.,.],a, A).

Preuve. Si on note B* = A — A*, alors comme A et A* sont symétriques alors

% (A + A™) est également symétrique. De plus

a((A+A"), v,w)

a(A,w)—a(v,Aw)
= —a(v,Alw) —a(v,A,w)
= —a(v,(A+A"),w).

Ce qui montre que A = % (A 4+ A"), ce qui équivaut & B* = —B. L’assertion découle alors

du fait que B* vérifie I'identité (2.4.4). =

Définition 2.4.5 Courbure d’une algébre de Lie-Codazzi
Soit (G, |.,.],a, A) une algébre de Lie-Codazzi. On appelle la courbure hessienne de (G, [.,.],a, A),
Papplication trilinéaire q : G X G X G — G définie par

Q' (u,0,0) — Ay (Byw) — By (Auw) — B, (Ayuw).

On définit également la forme multilinéaires 11 : G X G X G x G — R par
T+ (0, 0,w,2) — a(a (u,0,0), 2).

qu’on appelle le tenseur hessien de (G,|.,.],a, A).

Remarque 2.4.5 Sous les mémes notations que la définition ci-dessus, si on note q* (resp.
I1*) la courbure hessienne (resp. le tenseur hessien) de la structure d’algébre de Lie-Codazzi
duale (G,[.,.],a, A*), alors

q" (u,v,w) = q(u,v,w) — 2 (A, (B,w) — B, (A,0) — B, (A w)),
pour tous u,v,w € G. D’ou 'on déduit que
I (u,v,w, z) = a(B,v,Byz) — I (u,v, z,w),

pour tous u,v,w,z € G.
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Proposition 2.4.4 Sous les mémes hypothéses et notations de la définition ci-dessus, on a

I (u,v,w, z) — I (u, z,w,v) = 2a(z,B, (B,v) — B, (B,v))

et

I (u,v,w, z) =1 (u,w,v, z),

pour tous u,v,w,z € G.
Preuve. Découle de la formule (2.4.4) et de la symétrie de B. m

Théoréme 2.4.3 Soient (M, m,g, D) une variété presque de Poisson-Codazzi et x € M
tel que g, est non dégénérée. On suppose que T est un tenseur de Poisson. On pose G =
ker ((r),) et on le muni de la structure d’algébre de Lie obtenue en linéarisant la structure de
Poisson au point x. Si on considére la connexion infinitésimale A définie dans le théoréme

2.4.1. Si on note a la restriction de g, ¢ G, alors on a :

1. Le quadruplet (G, ].,.],a, A) est une algébre de Lie-Codazzi induite sur G par la struc-

ture presque de Poisson-Codazzi (m, g, D).

2. L’algébre de Lie-Codazzi induite par la structure presque de Poisson-Codazzi (m, g, D*)

duale de (7, g, D) n'est rien d’autre que l’algébre de Lie-Codazzi (G, ]|.,.],a, A*).

3. On a
a(u,v,w) = (Q(a, 8,7)),
et
I (u,v,w, z) = (Q(a, 5,7,9)), ,

oU U= Qp,v = L[, w=",,2=0 €G.

Preuve. Soient o, 3,v,5 € Q' (M) tels que o, 3,,7,,0: € G. On pose u = a,,v =

W=y = Oy
1. Rappelons tout d’abord qu’on a par définition A,v = (D,f3),. Ainsi
a(Ayv,w) = (9 (Daf; 7)),
d’ou
(Dag (8,7)), = —a(Auv,w) —a(v, Ayw) .

La formule (2.2.4) implique alors l'identité (2.4.3).
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2. On a

a((Daf),,w) = (9(DaB7)),
= (= (@) (9(8,7) =9 (8, Do),
= —a(v,Aw)
= a(Ajv,w).

Ce qui montre que Ajv = (D}f3),.

3. De la formule (2.4.1) et par définition de la dérivée de Levi-Civita contravariante D

associée au couple (7, g), on remarque que A,v = (D,f3),. D’ou

Bu'U = (Aa6>g¢>

et les deux identités en découlent immeédiatement.

Définition 2.4.6 On appelle la structure d’algébre de Lie-Codazzi donnée par le théoréme
ci-dessus, la structure d’algébre de Lie-Codazzi obtenue en linéarisant la structure presque

de Poisson-Codazzi (M, g, D) au point x.
Dans le cas d'une structure de Poisson linéaire, on a le résultat suivant.

Théoréme 2.4.4 Soient (G,[.,.]) une algébre de Lie et (G*,m) la structure de Poisson
linéaire associée. Il y a une correspondance bi-univoque entre les structures de Lie-Codazzi

sur (G, [.,.]) et les structures presque de Poisson-Codazzi sur la variété de Poisson linéaire

(G*,m).

Preuve. La démonstration est analogue a celles des théorémes 2.4.2 ci-dessus et du

théoréme 1.2 dans [6]. m

2.4.3 Algébres de Lie hessiennes

Définition 2.4.7 Algébre de Lie hessienne
Une algebre de Lie hessienne est une algébre de Lie-Codazzi (G, |.,.],a, A) telle que R* = 0.
La courbure hessienne d’une algébre de Lie hessienne est la courbure hessienne de la struc-

ture d’algébre de Lie-Codazzi sous-jacente.
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Remarque 2.4.6 Algébre de Lie hessienne duale
Soit (G, |.,.],a, A) une algébre de Lie hessienne. D’aprés la remarque 2.4.3, la courbure de
la connexion duale A* est nulle. On en déduit, d’aprés le corollaire 2.4.1, que (G, [.,.] ,a, A¥)

est une algébre de Lie hessienne, qu’on appelle ’algébre de Lie hessienne duale de (G, [.,.],a, A).

Proposition 2.4.5 Soit (G,].,.],a, A) une algébre de Lie hessienne. La courbure R de la

connezion de Levi-Civita infinitésimale de (G, |[.,.],a) vérifie l'identité
R (u,v,w) =B, (B,w) — B, (B,w),

pour tous u,v,w € G.

Preuve. Pour tous u,v € G, on considére I’endomorphisme

Sy = AyoB, —B,oA, +B,oA, — A, 0B,
En utilisant la formule (2.4.4), on trouve
a(A, (B,w) — B, (Aw),z) =a(w, A, (B,z2)) —a(B,w, A,z) .
D’ou
a(Xuw(w),z) =a(X,,(2),w).

Comme RA =0, il vient que

A[u,v} = Aquv_AvoAu+BuoBv_BvoBu_Zu,v
= R(u,0,.) + Apa + By oB, — B, 0B, — %,..

Ce qui équivaut a
& (A, 2) = a (R (u,0,w) , 2)+a (A, 2)—a (B, (Byw) — B, (Byw), 2)—a (S, (1), 7).
Or, la formule (2.4.4) montre que

a(B,(B,w) — B, (B,w),z) =—-a(B,(B,z) — B, (B,z2),w).
Ainsi
a(w,Apy2) = —a(R(u,v,w),2)+a (w, Ay mz)+a (B, (Byw) — B, (B,w), 2)—a (S, (w), 2).
En additionnant avec la formule ci-dessus, on trouve

2a (Zu,v (w) ) Z) = —a (A[U,U]w’ Z) —-a (U), A[“’v}z)
= 2a (B[u7v]w, z) .

On conclut que X, , (w) = By yw = Apqw — Apqw. =
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Corollaire 2.4.2 Sous les mémes hypothéses et notations de la proposition ci-dessus, on a
I (u,v,w, z) — U (u, z,w,v) = 2a(z, R(u,w,v)),
pour tous u,v,w,z € G.
Preuve. Découle du résultat ci-dessus et de la proposition 2.4.4. m
Théoréme 2.4.5 Sous les mémes hypothéses et notations que le théoréme 2.4.3, on a :

1. Si (m,g,D) est une structure presque de Poisson hessienne, alors (G,|.,.],a, A) est

une algebre de Lie hessienne.

2. L’algébre de Lie hessienne induite par la structure presque de Poisson hessienne duale

de (m,g, D), n'est rien d’autre que l’algébre de Lie hessienne duale de (G,[.,.],a, A).

Preuve. Soient o, 3,v,0 € Q' (M) tels que ay,,,7,,0, € G. On pose u = a,,v =

maw:7m7226x'

1. D’apreés le théoreme 2.4.1, comme D est plate il en est de méme pour A.

2. Découle du théoréme 2.4.1 et de la deuxiéme assertion du théoréme 2.4.3.

Définition 2.4.8 On appelle la structure d’algébre de Lie hessienne donnée par le théoréme
ci-dessus, la structure d’algébre de Lie hessienne obtenue en linéarisant la structure presque

de Poisson hessienne (M, m, g, D) au point z.
Dans le cas d’une structure de Poisson linéaire, on a le résultat suivant.

Théoréme 2.4.6 Soient (G,[.,.]) une algébre de Lie et (G*,m) la structure de Poisson
linéaire associée. Il y a une correspondance bi-univoque entre les structures de Lie hessi-
ennes sur (G, |[.,.]) et les structures presque de Poisson hessiennes sur la variété de Poisson

linéaire (G*, ).

Preuve. Découle des deux théorémes 2.4.2 et 2.4.4. m
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Exemple 2.4.3 Soit ’algebre de Lie plate (R?,[.,.], A) définie dans l’exemple 2./.1.
Si a est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée telle que (R%[.,.],a, A) est une

algébre de Lie hessienne, alors a est de la forme
a:O'(—€1®€1+2€1®62+2€2®61+462®62),

ot c€ R—{0} et {e!,e?} la base duale de la base canonique de R?. Toutes ces formes ont

la méme connexion de Levi-Civita infinitésimale A définie par

1 1 1 1
A 61 = —561 462 Aceg = —e1 + 2 Ac,eq = —e1 — 2 Ae,e0 = —2e1 + €.

Ainsi, sans perdre en généalité, on peut prendre o = 1.

Comme B = A — A est donnée par

3 1
Belel = —561 - 162; B6162 =61 — 562 = Bezeh Be2€2 = 2e; — e3.

Alors, la courbure hessienne q de l’algébre de Lie hessienne (R?,[.,.],a, A) est donnée par
Q(€1,€1,€1) = 2ey, Q(€27€1,€1) = —dey, q<€1;€17 62) = Q(€1, €2, 61) = —2e; + 4ea,
(1(62762,62) = —8es, Q(€1,€2,€2) = —4ey, Q(€27€2, 61) = Q(€2a €1, 62) = —de; — 2ey.

Ainsi, le tenseur hessien 11 de (R%,[.,.],a, A) est donné par

(
H(ehelaeluel) - H(617617€1a62) - (61761762,61) H(617€2a61761) -
I (eg,e1,€1,61) = I (e, e9,62,61) = II (e1, €1, €2,62) = Il (€1, €9,€1,€2) =
H(e €9, €9, € 2) = H(@ €9, €9, € 1) = H(@ €9,€1,€ 2) = H(€ €1,€9,€ 2) =
H(617€27€2762) = (62761761762> = H(627€2761761) = H(62761762761) =

\

La connezion duale A* de A (par rapport & a) est donnée par

1
* _ * _ * _ * _
Aelel = —261 — 562, Aeleg = —€g, A62€1 = —262, Ae2€2 = 462.
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3

Variétés de Jacobi hessiennes

3.1 Préalgébroides de Lie associés & une variété de Ja-

cobi

La principale référence de cette section est [2].

3.1.1 Préalgébroides de Lie associés a une variété de Jacobi

Une structure de Jacobi sur M est la donnée d’un couple (7, ¢), composé d'un champ de

bivecteurs 7 et d'un champ de vecteurs £ tels que
[T, ] =26 AT et &, 7] == Lem =0, (3.1.1)

ou l'on désigne par [.,.] le crochet de Schouten-Nijenhuis. On dit que (M, 7, ) est une

variété de Jacobi. Le cas £ = 0 correspond & une variété de Poisson (M, ).

Définition 3.1.1 Rappelons qu’un algébroide alterné sur une variété différentiable M est
un triplet (E,4g, [.,.|p) ot E est l'espace total d’un fibré vectoriel au-dessus de M, §5 est

un morphisme de fibrés vectoriels de E dans T M, appelé ’application ancre, et

[, Jp: T(E)xI'(EF) — TI(E),

(s,1) — [s g,

est une application R-bilinéaire alternée sur l’espace T'(E) des sections de E, vérifiant

lidentité de Leibniz :

[s,0t]p = @ ls, t]g +i6(s)(@)t, Vo e CF(M), Vs, t € T(E).
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Un algébroide alterné (E, g, [.,.]5) est un préalgébroide de Lie si

JjE ([S’t]E) = [ﬁE(S)v JjE(t)] ) Vs,t € F(E),

et un algébroide de Lie si (I'(E),[.,.]5) est une algébre de Lie, c’est-a-dire si
(s, [t,rlglp + 1t slgly + (s, tlglp =0, Vs, t,r € [(E).

Exemple 3.1.1 Tout sous-fibré de T'M est un préalgébroide de Lie pour [’injection canon-
ique et le crochet de Lie habituel des champs de vecteurs. Un sous-fibré de TM est un
algébroide de Lie si et seulement s’il est intégrable. L’algébroide de Lie (T'M,idyy,|.,.]) est
appelé 'algébroide tangent de M.

Remarque 3.1.1 Un algébroide de Lie est un préalgébroide de Lie. D’un autre coté, un
préalgébroide de Lie (E, 4, [.,.|5) dont U'ancre §g est un isomorphisme est un algébroide de

Lie isomorphe a lalgébroide tangent (T'M,idyy, |.,.]) de M.

Exemple 3.1.2 (L’algébroide alterné associé a un champ de bivecteurs) Consid-
érons un champ de bivecteurs m sur M. Soit §, : T*M — TM le morphisme de fibrés

vectoriels défini par
B (tr (@) := 7 (o, B)
et soit Uapplication [.,.]_: Q' (M) x QY(M) — QY(M) définie par

[, Bl = L (o) — Ly — d(m(e, ),

appelée le crochet de Koszul. Le triplet (T*M, 4,,].,.].) est un préalgébroide de Lie et, de

plus, quelles que soient les formes différentielles o, 3,y € QY(M) on a

7 (e (0 81,) — (). 5 (8)]) = 7

5 M (@ 8,7), (3.1.2)

et quelles que soient les fonctions ¢, 1, € C*°(M) on a
1
Ainst, (T*M, 4, [.,.].) est un algébroide de Lie si et seulement si w est un tenseur de Poisson.

Définition 3.1.2 Soit m un tenseur de Poisson sur M, le triplet (T*M,4,,[.,.],) est appelé
Ualgébroide de Lie associé a la variété de Poisson (M, ), ou lalgébroide cotangent de la

variété de Poisson (M, ).
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Dans le cas ot le tenseur de Poisson 7 est non dégénéré, c’est-a-dire le cas symplectique,
’algébroide cotangent de la variété de Poisson (M, ) est isomorphe a I’algébroide tangent
de la variété M.

Soient m un champ de bivecteurs et & un champ de vecteurs sur M. Considérons le

morphisme de fibrés vectoriels i, ¢ : T*M — T'M défini par

fre(a) = fr(a) + a(§)E

et, pour une 1-forme A\ € Q(M), I'application |., ]25 QY M) x QY M) — QY (M) définie
par

[, B2 ¢ = [, B, + (&) (LeB — B) — BE) (Lea — a) — 7(av, B)A,

ou f. et [.,.] sont respectivement le morphisme de fibrés et le crochet de Koszul définis

dans I'exemple 3.1.2. Alors (T*M, t,¢, [, ]7);5) est un algébroide alterné.
Définition 3.1.3 Le triplet (T*M, 4, ¢, ., ]2§> est appelé l'algébroide alterné associé a (m, &, N).

Remarque 3.1.2 Dans le cas ot & = A =0, le triplet (T*M, ¢, ., ]ig) n’est rien d’autre
que Ualgébroide alterné (T*M, 4., [.,.],) associé au champ de bivecteurs m. Donc c¢’est un
algébroide de Lie si et seulement si (M, ) est une variété de Poisson, l’algébroide cotangent

de la variété de Poisson (M, ).

Théoréme 3.1.1 Supposons que (M, m,&) est une variété de Jacobi, i. e. que le couple

(m, &) vérifie les identités Lem = 0 et [m, 7] = 26 A, et soit A € QY(M). On a

e ([ 17 ) = [re(@), Bre(B)] = m(a, ) (€ = (V).

quelles que soient les formes o, 3 € QY(M).

Preuve. On a d’une part

trellonBhe) =t ([0 Be) + [ B (€€
=t ([0 B],) + 0O)E(LeB) — a(€)a(8) — BO)tx(Lea) + B(E)ta(0)

—m(@, B)ix(A) + ([a, Bl (§) + a§)LeB(E) = B(€) Lea(€) — m(e, HAE)) €
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3.1. Préalgébroides de Lie associés a une variété de Jacobi

et

[, 81, (€)= Lip@)B(E) = Ly pyal§) — d(m(a, 5)) (€)
= 1(@)(B(E)) — B(Ly.)€) — t=(B)((§)) + a(Ly 5)§) — € (w(a, 5))

= 4 () (B(&)) + B(Le(Bx(a))) — £ (8)(a(§)) — L (8(8))) — & (m(ev, B)) -
Comme nous avons supposé¢ que L¢m = 0, alors on a
Le(Br(0) = tr(Lear),  Le(8x(B)) = tx(LeB)

et
6(7['(057 B)) = 7T(£§Oé, ﬂ) + 7T(Oé, 565)7
et par conséquent

[, 8] (§) = = () (B()) — #(B) ((€))-

En remplacant dans la derniére expression de i, ¢([c, 6]7);75) ci-dessus et en tenant compte
du fait qu'on a fi; () = (X)) + A(§)&, on obtient

brelon Blae) = tir ([ BL,) + (€ (LeB) — a(€)8x(8) — BE)r(Lea) + B(E)tx ()

—m(a, B)tre(A) + (E(a)(B(E)) — £ (B)(a(§)) + a(§) LeB(E) — B(§) Le(§)) €

D’autre part, on a

[tre(), bre(B)] = [tn(a) + a(€)E, 4 (5) + B(E)E]
= [tx(@), 12 (B)] = B(E) Le(tn () + () Le (8 (5))

+ (= (@) (B(E)) — #(B)((§)) = BE)E((€)) + (§)E(B(£))) €

Ainsi, toujours avec I’hypothése Lm = 0, on obtient

e[ Blne) = [re(@) bre(B)] =t ([, Bl,) = (@), £ (B)]
—a(§)tx(8) + B(E)tx () — m(e, Bire(N)-

Soit maintenant v € Q'(M). De cette derniere égalité, de I'identité (3.1.2) et du fait qu’on

a

EAT(a,B,7) = a(§)n(B,7) = BE)m(a,y) + () (e, B)
=7 (@(O(6) — Bt () + m(a, B)E)
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3.1. Préalgébroides de Lie associés a une variété de Jacobi

on déduit que

3 (bncll0 B2 — (). £ae(8)]) = (5 ] = € A ) (0.8.9) = o (i) ~ €.

d’ou I'identité du théoreme dont I'une des hypotheéses est que [, 7] =26 A 7. =

Corollaire 3.1.1 Soit (M, m, &) une variété de Jacobi et soit X € QY (M). Sitre(N) =&,
alors lalgébroide alterné (T*M, . ¢, ., ]25) associé au triplet (w, &, \) est un préalgébroide
de Lie, c’est-a-dire

fre([o Blhe) = [Bre(@), tre(B)] (3.1.4)

quelles que soient les formes o, 3 € QY(M). La réciproque aussi est vraie si w # 0.

Preuve. Découle du théoréme ci-dessus. =

3.1.2 Algébroide cotangent a une variété de contact

Soit M une variété différentiable de dimension impaire 2n + 1, n € N*. Une 1-forme
différentielle n sur M est dite de contact si la forme n A (dn)"" est une forme volume. Dans
ce cas, on dit que (M, n) est une variété de contact. Soit (M, n) une variété de contact, il
existe un unique champ de vecteurs £ sur M, appelé champ caractéristique ou champ de

Reeb associé a (M, n), tel que

igdn :=dn(€,.) =0 et dgn:=n(§) =1
De la formule de cartan L¢ = i¢ o d + d o i¢, on déduit que
Len=0 et Ledn = 0.

L’ensemble kern := {X € x(M) : n(X) = 0} est appelé la distribution caractéristique de la
structure de contact (M, n). L’application b, : TM — T*M définie par

by (X) = —ixdn +n(X)n,

est un isomorphisme de fibrés vectoriels. Notons f,, son isomorphisme inverse. Remarquons

que b, (&) = n. Si on considére le champ de bivecteurs = défini par

m(a, B) = dn (4y(a), 1y(5)) ,

le couple (7, £) définit bien une structure de Jacobi sur M, il s’agit de la structure de Jacobi

associée a la structure de contact (M, n).
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Proposition 3.1.1 Soient (M,n) une variété de contact et (m,§) la structure de Jacobi
associée. Alors Ualgébroide alterné (T*M, 4. ¢, |., ]Zg) est un algébroide de Lie isomorphe a

l’algébroide tangent de M.

Preuve. Montrons que f, ¢ est égal a I'isomorphisme f,, inverse de l'isomorphisme b,).
Soient v, 5 € (M), et soient X, Y tels que v = b, (X) et 5 = b, (V). Remarquons d’abord
qu'on a

a(€) = vy(X)(§) = dn(&, X) +n(X)n(€) = n(X),

et de méme (5(§) = n(Y). Maintenant, on a

B(ﬁn,s(a)) B(Er () + a(§)§)
Btr(a)) + a(§)B(E)
(e, B) +n(X)n(Y)
= dn(X Y) 4+ n(X)n(Y)
= (—iydn +n(Y)n)(X)
= b, (V) (X)
= B(ty(a)).

Donc i ¢ = fi, et en particulier fi. ¢(n) = #,(n) = £. La proposition découle alors du corollaire

3.1.1 et de la remarque 3.1.1. =

Remarque 3.1.3 Donc si (M,n) est une variété de contact et si (m,€) est la structure de
Jacobi associée, d’aprés la proposition ci-dessus, on a ¢ = t,. Si on pose |[., ']77 =1, ']257
alors on a un algébroide de Lie (T*M,4,, |., ]n) associé naturellement a la variété de contact

(M,n). On pourra Uappeler 'algébroide cotangent de la variété de contact (M,n).

3.1.3 Algébroide cotangent a une variété localement conformeé-

ment symplectique

Une structure localement conformément symplectique est un triplet (M, w, ) composé d’une
variété différentiable M, d’une 1-forme différentielle fermée 6 et d’une 2-forme différentielle
non dégénérée w telles que

dw+ 0 ANw=0.

Dans le cas particulier ou la forme 6 est exacte (i. e., § = df), on dit que (M,w,df)
est conformément symplectique. Une variété (M, w, df) est conformément symplectique si

et seulement si (M,e/w) est symplectique, ce qui justifie la terminologie. Soit (M, w,#)
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une variété localement conformément symplectique, comme la 2-forme w est non dégénérée
forcément la variété M est de dimension paire.

La proposition ci-dessous montre que la donnée d’une variété localement conformément
symplectique est équivalent a la donnée d'une variété de Jacobi dont le champ de bivecteurs
sous-jacent est non dégénéré (voir aussi [9], § 2.3, exemple 4). N’ayant pas trouvé de
démonstration dans la littérature, nous en donnons une ici.

Soit une variété différentiable M de dimension paire. Soient w € Q?(M) une 2-forme
non dégénérée et § € Q'(M). On associe au couple (w,6) un couple (m, &) ou € est le champ
de vecteurs sur M défini par

tew = —0, (3.1.5)
et 7 le champ de bivecteurs sur M défini par
iy ()W = —a, Ya € QY(M). (3.1.6)

Inversement, & un couple (7, ), ou 7w est un champ de bivecteurs non dégénéré et £ est un
champ de vecteurs sur M, on associe un couple (w, ) ot w est la 2-forme différentielle sur
M définie par

w(X,Y) =7t (X), £ (V) (3.1.7)

et 0 la 1-forme différentielle

0 =1.(¢). (3.1.8)

Lemme 3.1.1 Soient (w,0) et (7,&) deux couples comme ci-dessus. Quels que soient les
champs de vecteurs X,Y,Z € x(M), si a, 3,7 € QY (M) sont les 1-formes différentielles
telles que X = t,(a), Y = 4:(5) et Z = (), alors on a

1 (dw+ 0 Aw)(X,Y,Z) = (5 [, 7] —EAT) (o, 8,7).
2. ,wa(X, Y) = —ﬁgﬂ'(@,ﬁ).

Preuve. Rappelons que les couples (w, &) et (m,&) sont associés 'un & Pautre par les
relations (3.1.5), (3.1.6), (3.1.7) et (3.1.8). On a

w([X, Y], Z) = —izw([X, Y]) = (X, Y]),
et en utilisant 'identité (3.1.2), il vient

WX, Y], 2) = —5 [} (,8,7) + ([0 B, ).
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Ainsi
w([X,Y],2) +w(]Y, 2], X) + w(|Z,X],Y)

= _% [7T77T] (Ol,ﬂ,"ﬂ + ﬂ-([avﬁ]n 77) + W([ﬂ?’}/]ﬂ‘7a) + ﬂ-([f}/’&]ﬂ' 75)

= —i[m 7] (o, B,7) + ()7 (B,7) + £ (B)7 (v, @) + tx(y)7 (e, B)

= —3lm (. 8,7) + X(w(Y, 2)) + Y(w(Z, X)) + Z(w(X,Y)),
d’ott 'on déduit I'égalité
1
4o(X,Y,2) = ¢ [r. 7] (0,8,7). (3.1.9)
Par ailleurs, remarquons que §(X) = —icw(X) = ixw(§) = i, (w(&) = —a(f), de méme

6(Y) = —B(&) et 8(Z) = —(), d'on

OAW(X,Y,Z) =0(X)w(Y,Z) —0(Y)w(X, Z) +0(Z)(X,Y)
= —a(&)m(B,7) + B (a,7) = y(§)m(, 5)
- _5 N W(OJ,B,’)/).

D’ou, avec (3.1.9), la premiére assertion du lemme. Montrons la deuxiéme assertion. Re-

marquons qu’on a

T(Lea, B) = —Lea(t(8) = —Lea(Y) = —E(a(Y)) + a(LeY) = {(w(X,Y)) — w(X, LY).

Ainsi,
Ler(o, B) = &(m(a, B)) — m(Leav, B) — (v, L)
= {(w(X,Y)) = E(w(X,Y)) + w(X, LY) = §(w(X,Y)) + w(le X, Y)
= —§{(W(X,Y)) + w(X, LeY) +w(Le X, Y)
=—Lew(X,Y).
[ |

Proposition 3.1.2 Toute variété localement conformément symplectique (M, w,8) posséde
une structure de Jacobi associée. Inversement, toute variété de Jacobi (M,m, &) dont le
champ de bivecteurs m est non dégénéré admet une structure localement conformément sym-

plectique (w,0) telle que (m,§) est la structure de Jacobi associée.

Preuve. Supposons que (w,0) et (7, &) sont des couples associés I'un & P'autre par les
relations (3.1.5), (3.1.6), (3.1.7) et (3.1.8). De l'assertion 1. du lemme 3.1.1 on déduit que
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l'identié dw+ 0 Aw = 0 est satisfaite si et seulement 'identité |7, 7] = 2§ A Vest, et si I'une

des deux est satisfaite alors, en utilisant la formule de Cartan, on obtient que

Lew = d(igw) + iedw
= —df —ie(0 A w)
=—df — 0()w — O Niew
=—df +icw(&)+O0N0
= —db,

donc, avec l'assertion 2. du lemme 3.1.1, que Lem = 0 si et seulement si df = 0. Ainsi,
le couple (w,f) définit une structure localement conformément symplectique sur M si et

seulement si le couple (7, &) est une structure de Jacobi sur M. =

Proposition 3.1.3 Soit (M, w, ) variété localement conformément symplectique et soit
(m,€) la structure de Jacobi associée. Alors l'algébroide alterné (T*M, 4, ¢, |., -]fr,g) est un

algébroide de Lie isomorphe a l'algébroide tangent de M .

Preuve. On a 0(¢) = —icw(§) = 0, donc #¢(6) = #:(0) + 0(£)§ = #.(0) = €. Donc,
d’apreés le corollaire 3.1.1, le triplet (T*M, ¢, [., .]275) est un préalgébroide de Lie. D’arpés
la remarque 3.1.1, il nous reste & montrer que . ¢ est un isomorphisme. Il suffit de montrer
quil est injectif. Soit a € QY(M) tel que fr¢(a) = 0. Alors (3 ¢(a)) = 0, c’est-a-dire
O(8-(a)) + a(€)0(&) = 0. Comme 0(&) = 0 il vient que 6(8:(«)) = 0, donc que (&) =
a(t:(0)) = —0(4:(a)) = 0. Par conséquent, #,(a) = f;(a) + a(£)§ = fr¢(a) = 0. Comme le

champ de bivecteurs 7 est non dégénéré, on en déduit que a =0. m

Remarque 3.1.4 Donc si (M,w,0) est une variété localement conformément symplectique
et si (m,&) est la structure de Jacobi associée, d’aprés la proposition ci-dessus, si on pose
fwo = fre, donc

fu0(@) = fu(@) + (8 (0)) 1 (0),

et on pose [.,.], , = [.,.]if, alors on a un algébroide de Lie (T*M,$,9,[.,.],,) associé
naturellement o la variété localement conformément symplectique (M,w,0). On pourra

Uappeler Ualgébroide cotangent de la variété localement conformément symplectique (M, w, 6).
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3.2 Variétés de Jacobi localement plates

3.2.1 Définition et premiéres propriétés

Soient 7 un champ de bivecteurs et £ un champ de vecteurs sur M. Une connexion con-

travariante D sur M relativement au couple (7, &) est une application R-bilinéaire

D: Q' (M)x Q' (M) — Q' (M),
(a, B) — Daf,

telle que
Deofi = 0D et Do (0f) = (fre (@) ) B+ ¢Daf3,
pour tous ¢ € C*® (M), a, 3 € Q' (M).
Dans le cas o le couple (7, ) définit une structure de Jacobi sur M, on dit que D est une

connexion contravariante sur la variété de Jacobi (M, 7, §).

Définition 3.2.1 Torsion et courbure d’une connexion contravariante sur une
vartété de Jacobi
Soit D une connexion contravariante sur M relativement au couple (7, €) et soit X € Q (M).

La torsion T et la courbure RY de D relativement a Asont respectivement définies par
D A
Ty (o, 8) = Doff — Dga — [0476]7r7§

et
Ry (@,8) = Da 0 Dg = Do Do = Dig g
pour tous a, 3 € QL (M).
On dit que D est symétrique ou sans torsion (resp. plate) relativement a X si TP =0 (resp.

RV =0).

Remarque 3.2.1 Supposons que le champ de bivecteurs w est non nul et soient X\, €
QL (M).

1. SiTP =TF alors \=19. En effet, on a
T (a,B) = Ty (. B) = 7 (a, B) (9 = N)
pour tous o, f € Q' (M). Ainsi, si D est symétrique relativement o \ et relativement

a v, alors forcément A = 9.
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2. L’application

D (Ezm,ﬁ) — 1r(a.f) (A—ﬁ)waﬁ),

établit une bijection entre les connexions contravariantes symétriques relativement a
A et celles symétriques relativement a 9. Cette bijection présérve les géodésiques car

T est antisymétrique.

Définition 3.2.2 Variétés (presque) de Jacobi localement plates

Sotent ™ un champ de bivecteurs et & un champ de vecteurs sur M. Soit D une connexion
contravariante sur M relativement au couple (mw,§). On dit que (M, 7,&, D) est une variété
presque de Jacobi localement plate si D est symétrique et plate relativement & une 1-forme
A. On dit que (M,m,&, D) est une variété de Jacobi localement plate si de plus (m,§) est

une structure de Jacobi et D, = 0.

Exemple 3.2.1 Variétés de Poisson localement plates
Une variété (presque) de Poisson localement plate (M, m, D) est une variété (presque) de

Jacobi localement plate (M, 7,&, D) avec & =0 et A = 0.

Définition 3.2.3 Variétés de contact localement plates
Soit (M,n) une variété de contact et soit (m,&) la structure de Jacobi associée. On dit que
(M,n, D) est une variété de contact localement plate si (M, 7,&, D) est une variété de Jacobi

localement plate relativement a .

Définition 3.2.4 Variétés localement conformément symplectiques localement plates
Soit (M,w, 0) une variété localement conformément symplectique et soit (7, &) la structure de
Jacobi associée. On dit que (M,w,0, D) est une variété localement conformément symplec-

tique localement plate si (M, 7, &, D) est une variété de Jacobi localement plate relativement

af.

Théoréme 3.2.1 Soit (M, 7, &) une variété de Jacobi. On suppose que 4, ¢ est un isomor-

phisme. Soit V une connexion sur M et soit D la connexion contravariante définie par

Dof =t ¢ (Vi, c(0) (tre (B))) (3.2.1)

pour tous o, 3 € Q1 (M). On a :

1. La connexion V est symétrique si et seulement si D l’est (relativement a A = ﬁ;é €)).
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3.2. Variétés de Jacobi localement plates

2. La connezion V est plate si et seulement st D est plate relativement a jj;lg (€).

Preuve. Soit A = ]j;é (€). D’apres le corollaire 3.1.1, on a

b ([0 B0e) = lhre (@) 2re (B)]

pour tous a, 8 € Q! (M). De I'identité (3.2.1), il vient que

fre (T (0, 8)) =TV (fre (@), fre (B))

et
e (R>[\) (v, B) 7) = RY (B (@) Bre (B)) Bre (V)

pour tous a, 8,y € Q' (M). Les deux assertions du théoréme en découlent. =

Proposition 3.2.1 Soient m un champ de bivecteurs, & un champ de vecteurs et A\ une 1-
forme sur M. Soit V une connexion sur M et soit D™ la connexion contravariante définie
par

DB = Vi e,
pour tous «, f € Q' (M). On note Ty (resp. RY*) la torsion (resp. la courbure) de D™%

relativement a A. On a d’une part

<R§’£ (c, B) ’Y) (X) = <v[ti7r,g(a),timg(6)]fﬁmg([a,ﬂ]i,g)ry) (X) —~ (Rv (Bre (@) Ere (B)) X) )
pour tous o, B,y € QF (M) et X € x (M). D’autre part, si on suppose que Vi, ¢ =0 alors
tre (75 (00 8)) = TV (b (0) g (8)) + e ([0 B2 ) = [t (@) e (B)],
pour tous a, 3 € QY (M).

Preuve. On a

(D25 (D5%9)) () = £ (@) (e (9) (3 (X)) = e (@) (7 (Vi) X))
~tire (B) (7 (Vire@X)) +7 (Ve (Vire@X)) -

Donc

(D¢ (D5%Y) = D5 (D249) ) (X) = [tre (@) £re ()] (7 (X))
7 (Vere0) (Vire@X) = Vi eo) (Vi X))

D’ott la premiére identité de la proposition. D’autre part, si Vi, = 0 alors

tre (D3*B) = Vi, c(o) (1 (8)).

d’ou la seconde identité de la proposition. m
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Corollaire 3.2.1 Sous les mémes hypothéses et notations de la proposition ci-dessus, si de
plus (m,€) est une structure de Jacobi et ¢ (N) = &, alors la courbure de V est nulle si et
seulement si D est de courbure nulle également.

On suppose de plus que t, ¢ est inversible et que Vi =0, alors (M, 7,&, D) est une variété

de Jacobi localement plate si et seulement si (M, V) est une variété localement plate.

Preuve. Découle du corollaire 3.1.1 et de la proposition ci-dessus. m

3.2.2 La cohomologie de Boyom d’une variété de Jacobi locale-

ment plate

Définition 3.2.5 La KV-algébre associée a une variété de Jacobi localement plate
Soit (M, 7,&, D) une variété presque de Jacobi localement plate. Sur lespace vectoriel

QY (M), on définit application R-bilinéaire

(o, B) — a- B := D,p5.

Ainsi, (Q' (M), D) est une KV-algeébre, appelée la KV-algébre associée o variété presque de
Jacobi localement plate (M, 7,&, D).

Exemple 3.2.2 Si (M, 7,&, D) est une variété presque de Jacobi localement plate dont la
structure de Jacobi sous-jacente (mw, &) est celle associée o une variété de contact (resp.
associée & une variété localement conformément symplectique), la KV-algébre asociée sera
appelée la KV-algébre associée a une variété de contact localement plate (resp. associée &

une variété localement conformément symplectique).

Remarque 3.2.2 Soit (M, 7, &, D) une variété de Jacobi localement plate. L’application

QN (M) xC>* (M) — C> (M),
(a. ) — o=t (a) (),

définie sur C* (M) une structure de module de Boyom a gauche sur (Q' (M), D). Ceci

découle immédiatement de ’égalité (77).

Définition 3.2.6 La cohomologie de Boyom d’une variété de Jacobi localement
plate
Soit (Q' (M), D) la KV-algébre associée a la variété de Jacobi localement plate (M, &, D).

On note (C%L (M, &) := CL(Q' (M),C>®(M)),d,) le complexe de Boyom dont les

qeN
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3.2. Variétés de Jacobi localement plates

cochaines sont les champs de q-tenseurs contravariants sur M, pour tout g € N*, et C§ (M, 7, &) =
J(C>®(M)). On note Hy, (M, 7,€) la cohomologie de Boyom de ce complexe et on lappelle

la cohomologie de Boyom de la variété de Jacobi localement plate (M, m, &, D).

Dans le cas ou & = A = 0, on retrouve la notion de la cohomologie de Boyom d’une

variété de Poisson localement plate.

Proposition 3.2.2 Soient (M, V) une variété localement plate et (M, m, &, D) une variété
de Jacobi localement plate.

On suppose que fr¢ : (Q (M), D) — (x (M), V) est un morphisme de KV-algébres, alors
tre réalise un morphisme entre Hj, (M, 7, €) et Hpy (M).

Preuve. Le morphisme f, ¢ induit naturellement une application linéaire, que ’on note

encore ¢, définie par

ﬁﬂ’,g: CqB(M> - C%(M,T{',f),
¢ — ((ala ) aq) — (_1)q P (ﬂm& (a1> IRRRE ﬂmé (aq))) )

pour tout ¢ € N*, et #,¢ (p) = ¢, pour tout C% (M). Soit ¢ € N*, on a

a (fre () (a1, - 0g) = (=1)" (frg (@) @) (g (1) s oos g () -

D’ou
q

5q (ﬁm& (q))) (0‘17 o O‘q+1) = Z (_1)i (aiﬁﬂ,f (‘I))) (CYl, ey Qg ey Oéq+1)

= D (DT (i (@) @) (B (1) s (@) e (05))

=1

= (=D (04®) (frg (1) s e (g41))
= —fre (04®) (a1, o gq1) -

Ce qui montre que 6,0 ¢ = —f¢ 0 d,, pour tout ¢ € N*. Ainsi, f, ¢ induit un morphisme
entre Hf (M, m,&) et Hy (M). =

Remarque 3.2.3 Dans le cas ot i ¢ est inversible, il y a isomorphisme entre Hy, (M, m,§)
et Hy, (M). C’est particuliérement le cas lorsque la structure de Jacobi sous-jacente est celle
associée o une structure de contact ou a une structure localement conformément symplec-

tique.
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3.3 Connexion de Levi-Civita associée au triplet (7, ¢, g)

3.3.1 Algébroide alterné associé au triplet (7,¢,g)

Soient (M, g) une variété pseudo-riemannienne, m un champ de bivecteurs sur M et & un
champ de vecteurs sur M. On note g la cométrique de g. Au triplet (7, &, g) on associe la

1-forme différentielle \ définie par

9(&,8)bg(&) = bg(JE),
ie. fy(A) =9g(§ €€ — J&, et on note [, ]7 . au lieu de [, ]7);5

Définition 3.3.1 Soient m un champ de bivecteurs et & un champ de vecteurs sur M. On
dit qu’une métrique pseudo-riemannienne g sur M est associée au couple (w,§) si fr¢ est

une isométrie, c’est-a-dire si :

g(ﬁmi(“%ﬂmé(ﬁ)) = g(oz,ﬁ), VOC,B S QI(M>

Soit g est la cométrique de g. On dit que la métrique pseudo-riemannienne contravariante

g sur M est associée au couple (m,€) si g est associée au couple (m,&).

Lemme 3.3.1 Soient m un champ de bivecteurs et & un champ de vecteurs sur M. Soit g

une métrique pseudo-riemannienne sur M associée au couple (w,&). On a

fre(A) = €.
Preuve. Soit o € Q}(M). On a

Itre(N), tre()) = (a
§:6)9(&, 1y(@)) — 9(JE, £4())
& §)a(€) +9(&, Jtg(e))

£ 6)a(6) + (&, ix(a))

£ bre(@)).

Comme f, ¢ est une isométrie, donc un isomorphisme, alors f,¢(A\) =¢. =

)

Q

fg(A),

lD

Y

(07

b

gl
gl
9(
9(
gl

I
Q) Q@ W

Proposition 3.3.1 Soit (M, m,£) une variété de Jacobi et soit g une métrique pseudo-
riemannienne contravariante sur M associée au couple (m,§). Alors l'algébroide alterné

(T*M, e, [ ']?é) est un algébroide de Lie isomorphe a [’algébroide tangent de M.

Preuve. Le couple (7, ) est de Jacobi et, comme la métrique g est associée, d’apres le
lemme ci-dessus, on a f,¢(\) = . La proposition est donc une conséquence du corollaire

3.1.1 en tenant compte de la remarque 3.1.1. m
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3.3.2 Dérivée de Levi-Civita associée au triplet (7,¢,g)

On appelle la dérivée de Levi-Civita contravariante associée au triplet (7, ¢, ¢g) la dérivée
contavariante D : QY (M) x QY(M) — QY (M), symétrique et compatible avec la métrique,

définie par la formule :

29 (DaB,7) = frela) g(B,7) + tre(B) - 9(a,y) — fre(7) - 9(e, B)

(3.3.1)
—9([5,V]i,g ’O‘) o g(b‘ﬂﬂi,ﬁ 75) + g([a7ﬁ]gr,§ 77)7

pour tous «, 3,y € QY(M).

Remarque 3.3.1 Dans le cas o & = 0, la dérivée D n’est rien d’autre que la dérivée de

Levi-Civita contravariante D associée au couple (m, g).

Proposition 3.3.2 Sopposons que le couple (7,&) est une structure de Jacobi sur M et que

g est une métrique associée. Alors

ﬁﬂ',f (Daﬁ) = Vﬁmg(a)ﬂﬂ',f (ﬁ)

ot V est la connezion de Levi-Civita (covariante) associée a g.

Preuve. D’apres le lemme ci-dessus, on a f, ¢(A) = &, et puisque on a supposé que (7, £)

est une structure de Jacobi, alors, d’apres le corollaire 3.1.1,

e[, B]7.¢) = [fre(@), bre(B)]

quelles que soient les formes o, f € Q'(M). Comme on a supposé aussi que f,¢ est une

isométrie, la formule (3.3.1) s’écrit alors

29 (Bre(Daf), Bre(7)) = Hrela) - gtre(B), re(V) + re(B) - GlEre(@), Ere(7))
~Hre(V) - Glire(), dre(B)) — 9([Hre(B), tre(V)] ) Ere(a))
—G([fre(@), tre(V)] s 8 e(B)) + 9([Hre(@), Bre(B)] s Bre(7))-

De cette derniére égalité et de la formule de Koszul relative & la connexion de Levi-Civita

V de g on déduit que

g (ﬂﬂ,&(paﬁ)a ﬂﬂ,&(V)) =g (vﬂﬂ,g(a)ﬂﬂ,é (5)7 ﬂﬂ,é (7))

quelles que soient les formes a, 3,7 € Q'(M). Comme £, ¢ est un isomorphisme, il vient que

ﬁw,E(Da[g) - Vﬁﬂ-’g(a)ﬁﬂf (6)

quelles que soient les formes o, 3 € Q'(M). =
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3.3.3 Algébroide alterné associé a une variété riemannienne presque

de contact

Soit M une variété différentiable de dimension 2n + 1, n € N*. Une structure presque de
contact sur M est la donnée d’un triplet (®,&,n) composé d'une 1-forme 7, d’un champ de

vecteurs ¢ et d'un champ de (1, 1)-tenseurs ® (i. e., ® € End (T'M)) sur M tels que
PP=-Td+n®é et nE) =1

On dit également que M est munie d’une (®,¢,n)-structure. Il résulte de la définition

ci-dessus, voir par exemple [4, Th. 4.1], que
(&) =0, no®=0

et le rang de ® est 2n.
Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne munie d’'une (®, £, n)-structure. On dit que

(M, ®,£,n,9) est une variété pseudo-riemannienne presque de contact ou que g est associée

a(P,¢&,n) si
g(2(X),2(Y)) = g(X,Y) — n(X)n(Y), (3.3.2)

pour tous X, Y € yx(M). Side plus la métrique g est définie positive, on dit que (M, ®, &, 1,9)
est une variété riemannienne presque de contact. Remarquons que si on met Y = ¢ dans
la formule (3.3.2), on déduit que si g est une métrique pseudo-riemannienne associée a une

structure presque de contact (®,&,n) alors
g(X, &) = n(X),
pour tout X € x(M), i.e. by(§) = n. En particulier, g(§,§) = 1.

Proposition 3.3.3 Soit (M, ®,£,n,9) une variété pseudo-riemannienne presque de con-
tact. L’application m: QY (M) x QY(M) — C>®(M) définie par

(e, B) = g(fg(a), 2(84(5)))
est un champ de bivecteurs sur M et le morphisme de fibrés 4. ¢ est une isométrie.

Preuve. Soit a € Q'(M) et posons X = f,(«). En utilisant (3.3.2) et no® = 0, il vient
que
m(a, a) = §(2(X), 2*(X)),
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et comme ®? = —Id+n® ¢ et g(P(X),£) =no ®(X) =0, il vient que
m(a, a) = —g(®(X), X) +n(X)g(®(X),£) = —g(®(X), X) = —n(e, @),

et donc 7(a, ) = 0 et 7 est un champ de bivecteurs. Montrons que f. ¢ est une isométrie.
Soit v € Q' (M). Rappelons que par définition, on a fi,¢(a) = #,(a) + @(¢)§. Comme on a
d’un coté a(§) = g(t,(a), &) = n(ty(a)) et d'un autre, pour tout 3 € QH(M),

Blix(@)) := m(a, B) = g(#y(a), 2(8y(8))) = —g(D(He()), () = =B(P(84(r))),

c’est-a-dire #,(a) = —P(4,(cv)), on déduit que

fre(a) = —@(8y(a)) + n(fy(a))¢. (3.3.3)

Soient a, 5 € QY(M). De la formule (3.3.3) et du fait qu’on a g(®(X),£) =no®(X) =0 et
g(£,€) =1, on déduit que

9(tr (@), B (B)) = 9(R(84()), 2 (84(5))) + nltg(e))n(2y(5))-

En utilisant la formule (3.3.2), on obtient g(f:¢(), 8 e(8)) = g(Hy(), ,(5)) = g(, 5). m

Remarquons que d’apreés la formule (3.3.3) on a

tre(n) = —2(t,(n) +n(€)§ =¢&.

Aussi, on a & = —J ou J est le champ d’endomorphismes associé au couple (7, g), donc on

a JE =0. Comme g(§,§) =1, alors A = by(£) =1 et par conséquent £, ¢(N) = fr¢(n) = &.

Corollaire 3.3.1 Soit (M, ®.,£,7n,9) une variété pseudo-riemannienne presque de contact
et w le champ de bivecteurs associé, c’est-a-dire défini dans la proposition 3.3.3. Si le couple

(7, &) définit une structure de Jacobi sur M, alors

Jjw,ﬁ (,Dozﬁ) = Vﬂw,g(a) (ﬂm&(ﬁ)) )

pour tous a, 3 € QH(M).

Preuve. On a f,¢(n) = £ et, d’apres la proposition 3.3.3 ci-dessus, le morphisme £, ¢
est une isométrie. Comme on a supposé que le couple (7, &) est une structure de Jacobi,
alors il suffit d’appliquer la proposition 3.3.2. m

Soient (M,n) une variété de contact, £ le champ de Reeb associé et g une métrique

pseudo-riemannienne sur M. On dit que (M,n,g) est une variété pseudo-riemannienne
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de contact, ou que g (ou sa cométrique g) est associée a la forme de contact 7, s'il ex-
iste un champ d’endomorphismes ® de T'M tel que (P,£,7,9) est une structure pseudo-

riemannienne presque de contact et que
9(X, (Y)) = dn(X,Y).

Si de plus la métrique est définie positive, on dit que (M, 7, g) est une variété riemannienne
de contact. Etant donné une forme de contact 7 sur une variété (pseudo-)riemannienne
(M,g), le couple (n,g) définit une structure (pseudo-)riemannienne de contact sur M si et

seulement s'il existe ® € End(T'M) tel que
1)@ =—ld+n®¢  2/g(X, ) =nX), 3/ gX oY) =dn(X,Y),

pour tous X, Y € x(M). En effet, il est facile de vérifier que la relation (3.3.2) se déduit des

trois relations ci-dessus. On appelle ® le champ d’endomorphismes associé a (M, n, 7).

Théoréme 3.3.1 Soit (M,n,q) une variété pseudo-riemannienne de contact. On a

ttn (,Daﬁ) = Vﬁn(a) (ﬁn(ﬁ)) )

pour tous a, 3 € QY(M).

Preuve. Soit (M,7,g) une variété pseudo-riemannienne de contact. Soit (®,&,7,7)
la structure pseudo-riemannienne presque de contact associée et soit (m, &) la structure de
Jacobi associée a 1. D’apres le corollaire ci-dessus, il suffit de montrer que 7(a, ) =
g(t,(a), ®(£,(8))) pour tous a, 3 € Q*(M). D’un coté, on a

(ixdn)(Y) = dn(X,Y) = g(X, 2(Y)) = —g(®(X),Y) = —by((X))(Y),

pour tous X,Y € x(M). Ainsi
O(X) = —f,(ixdn).

pour tout X € x(M). D’un autre coté, on a

dn(®(X), ®(Y)) = g(@(X)
= 9(®(X) n(Y)E)
—9(®(X),Y) +n(Y)g(®(X),£)
= 9(X,2(Y)) +n(Y)(n o ®)(X)
=dn(X,Y).

L 2%(Y))

Y

-Y +
Y
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pour tous X,Y € x(M). Soient maintenant o, 3 € QY(M), et X =f,(«), Y =1,(8). On a

fg(a) = g(0n(X)) = —t4(ixdn) + n(X)§ = @(X) +n(X)E
et de méme ,(8) = ®(Y) + n(Y)E. Ainsi,

(o, B) =dn(X,Y)
= dn(®(X), ®(Y))
= dn(fg(a) = n(X)€, 44(5) —n(Y)§)
= dn(fy(), 84(5))
= g(ig(a), B(84(5)))-

3.3.4 Meétrique riemannienne associée a une structure localement

conformément symplectique

Définition 3.3.2 Soit w € Q*(M) une 2-forme non dégénérée et soit 0 € Q' (M). On dit

qu’une métrique pseudo-riemmannienne g sur M est associée au couple (w,0) si

g (Bre(a), tre(B)) = g(a, B),

pour tous v, f € QY(M). Soit g la cométrique de g, on dit que g est associée au couple (w, 0)

si g lest.

Théoréme 3.3.2 Supposons que (w, ) est une structure localement conformément sym-

plectique et g est une métrique associée. On a

f0,0 (Do) = Vi, g0 (fu0(B)) 5

pour tous o, 3 € QY(M).

Preuve. D’aprés les propositions 3.3.2 et 3.1.3, il suffit de prouver que A = #. D’une
part, on a . ¢(f) = £ D’autre part, pour tout o € Q' (M), on a

9 (Hre(N) trela)) = ¢

=g

Comme ¢ est une isométrie, donc un isomorphisme, alors . (A\) =§. m

78



3.4. Structures de Jacobi-Codazzi

3.4 Structures de Jacobi-Codazzi

Dans la suite de ce chapitre, au triplet (7,&, g), composé d’un champ de bivecteurs 7, d’'un
champ de vecteurs £ et d’'une métrique (pseudo-)riemannienne contravariante g, on associe

le champ de tenseurs défini par

g7r,§ (Oé, 6) =g (Jﬂ,faa JW,EB)

et la 1-forme A\ définie par
A= G(6€)E—b, (JE), (3.4.1)

ot g est la métrique (pseudo-)riemannienne dont g est la cométrique, J,¢ = by o fir¢ et
J =1t,0J:0b, ; on note |, ‘]fré le crochet [, ]7>\r§ Ainsi, sauf mention contraire, lorsqu’on
parle d’une connexion contravariante, relativement au couple (m, £), symétrique ou plate ¢a
va étre relativement a ce A, ou relativement au triplet (m, &, g) par abus de langage.

Par analogie a la notion de connexion de Levi-Civita contravariante associée au couple
(7, g) (voir [5]), on définit dans [2] la connexion de Levi-Civita contravariante D associée au
triplet (7, &, g) comme étant 'unique connexion contravariante symétrique vérifiant Dg = 0.

Elle est entiérement caractérisée par la formule

29 (DafB,y) = fre (@) (9(8,7)) +tre (B) (9 (7)) — Bre (7) (9 (@, B))
+g ([% alf . ﬁ) +9 ([%B]i,g , 04) +9 ([a,ﬁ]ié m) :

pour tous «, 3,7 € Q' (M).

3.4.1 Variétés de Jacobi-Codazzi

Définition 3.4.1 Une structure presque de Jacobi-Codazzi sur M est un quadruplet

(m,€,9,D), tel que D est une connexion contravariante symétrique et

Dag (B,7) = Dsg (a,7), (3.4.2)

pour tous a, 3,y € Q' (M).
On dit également que (M, m,&, g, D) est une variété presque de Jacobi-Codazzi.
Un variété de Jacobi-Codazzi est une variété presque de Jacobi-Codazzi (M, 7, €, g, D)

telle que (m,&) est une structure de Jacobi sur M et

D (Jp¢) =D (Jpe) =0.
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Exemple 3.4.1 Si & = 0 alors A = 0, ¢ = i, [.,.]frg = [,.], et D est la connexion
de Levi-Clivita contravariante associée au couple (w,q), on retrouve les notions de structure

presque de Poisson-Codazzi et structure de Poisson-Codazzi respectivement.

Définition 3.4.2 Variétés de Jacobi quasi-Codazzi
On dit que (M, m,&, g, D) est une variété de Jacobi quasi-Codazzi si (M, m,&) est une variété
de Jacobi, g une métrique contravariante sur M et D une dérivée contravariante symétrique

tels que
Dag™ (8,7) = Dsg™ (a,7) (3.4.3)

pour tous a, 3,y € Q' (M).

Remarque 3.4.1 Si (M, n,&, g, D) est une variété de Jacobi-Codazzi telle que
D¢ =0,

alors (M, 7, &, g, D) est une variété de Jacobi quasi-Codazzi. En effet, comme

9 (Jrga, B) = =g (a, JugB) +2a(§) B (£)
on trouve
9" (Daf,7) = —g (DaB, J2e7) +2DaB (€) (Jre) (€)
et de U'égalité D (Jpe) =0 on a
9" (B, Do) = —g (B, Da (J2£7)) + 2B (€) Do (Jre7) (€) -
Ainsi
Dag™ (8,7) = =Dag (8, J367) + 2 (Jre7) (§) B (Da) + 28 () (Jre7) (Da) -
Mais D€ = 0 par hypothése, d’ou
Dag™ (8,7) = —Dayg (8, J2¢7) -

Il suffit alors d’appliquer lidentité (3.4.2).

Théoréme 3.4.1 Soient (M, m, &) une variété de Jacobi et g est métrique pseudo-riemannienne
contravariante sur M. Supposons que ¢ est une isométrie. Soit V une connexion sur M
et soit D la connexion associée o V par la formule (3.2.1). Alors (M,n,&, g, D) est une

variété de Jacobi quasi-Codazzi si et seulement si (M,V,g) est une variété de Codazzi.
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Preuve. Comme f, ¢ est une isométrie alors d’apres le lemme 3.3.1 on a ¢ (A) =¢. 1l
vient du théoréme 3.2.1 que D est symétrique si et seulement V est symétrique. D’un autre

coté, comme pour «, 3,7 € QF (M) et X = fre(a),Y =48:¢(08),Z =tre(7), on a

g B,y =9(,Z) et g (DuB,7)=3(VxY,Z).
D’ou
Dog™ (B,7) =Vxg(Y,2).

Le théoreme découle alors de la formule (3.4.3). =

Remarque 3.4.2 Si (M, m,£, g, D) est une variété de Jacobi-Codazzi telle que f, ¢ est une
isométrie, alors (M, V, §) est une variété de Codazzi. En effet, comme 8. ¢ est une isométrie,

on a g™¢ = g. Il suffit alors de remplacer g™¢ par g dans la démonstration ci-dessus.

Exemple 3.4.2 Variétés de contact de Codazzi

Soient (M,n,§) une variété pseudo-riemannienne de contact et V une connezion sur M.
Soit (m,€) la structure de Jacobi associée a la forme de contact n. D’aprés la proposition
3.3.8 et la démonstration du théoréme 3.5.1, le morphisme i ¢ = 4, est une isométrie. Soit
D la connexion associée a NV par la formule (3.2.1). On dit que (M,n,§,V) est une variété

de contact de Codazzi si (M, 7, &, g, D) est une variété de Jacobi-Codazzi.

Exemple 3.4.3 Variétés localement conformément symplectiques de Codazzi

Soient (M, w, 0) une variété localement conformément symplectique, § une métrique pseudo-
riemannienne et V une connexion sur M. Soit (m,€) la structure de Jacobi associée &
(w, 8). Supposons que la métrique § est associée au couple (w,0), c’est-a-dire que 8,0 = fre¢
est une isométrie. Soit D la connexion associée a4 V par la formule (3.2.1). On dit
que (M,w,0,3,V) est une variété localement conformément symplectique de Codazzi si

(M, 7, €&, g,D) est une variété de Jacobi-Codazzi.

3.4.2 Structure de Jacobi-Codazzi duale

Théoréme 3.4.2 Dualité de Amari-Chentsov pour les variétés presque de Jacobi-
Codazzi.
Sotent m un champ de bivecteurs, & un champ de vecteurs, g une métrique pseudo-riemannienne
contravariante et D une connexion contravariante sur M. On considére la connexion D*
définie par

9(DaB,7) = tre (@) (9 (B,7) — 9 (B, Do), (3.4.4)
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pour tous o, 3,y € QY (M). La variété (M, &, g, D*) est une variété presque de Jacobi-
Codazzi si et seulement si (M, 7,€, g, D) est une variété presque de Jacobi-Codazzi. Auquel
cas, Nous aurions

D* =2D—-D.
Preuve. La formule (3.4.4) peut s’écrire sous la forme

g (DLB,v) = g(Daff,y) + Dag (8,7) .

D’ou
g (T (a,8),7) =g (T" (o, 8) ,7) + Dag (8,7) — Dsg (c,7) .

Supposons que (M, 7, &, g, D) est une variété presque de Jacobi-Codazzi. Ainsi, de la formule
(3.4.2) et du fait que TP = 0, on déduit que la connexion contravariante D* est sans torsion.

Ensuite, de l'identité (3.4.4) on déduit que
(D7) =D,

ainsi, comme T” = TP?" = 0 alors D}g (,7) = Djg(a,7), pour tous o, 3 € Q' (M). La
réciproque découle du fait que (D*)* = D.
D’autre part, de la formule (3.4.4) on montre que g est paralléle relativement a la connexion

contravariante

1
—(D+ D).
S (D+ D)

Comme cette derniére est sans torsion, par unicité de la connexion de Levi-Civita contravari-

ante D associée au triplet (7, ¢, g), on conclut que D* =2D—D. =m

Corollaire 3.4.1 Dualité de Amari-Chentsov pour les variétés de Jacobi-Codazzi
Sous les mémes hypothéses et notations que le théoréme ci-dessus, (M, m,&, g, D) est une var-

iété de Jacobi-Codazzi si et seulement si (M, &, g, D*) est une variété de Jacobi-Codazzi.

Preuve. En effet, si D (Jr¢) = D (Jr¢) = 0 alors de la relation D* = 2D—D, on déduit
que D* (J¢) = 0. La réciproque découle du fait que (D*)" =D. m

Définition 3.4.3 La structure (presque) de Jacobi-Codazzi duale.

Soit (M,7,¢&,g,D) une variété (presque) de Jacobi-Codazzi. La structure (presque) de
Jacobi-Codazzi (m,&, g, D*) est appelée la structure (presque) de Jacobi-Codazzi duale de
(m,&,9,D) sur la variété M.
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Exemple 3.4.4 Soient (M, 7, £) une variété de Jacobi, g une métrique contravariante sur
M et D la connezion de Levi-Civita contravariante associée au triplet (w, €, g). SiD (Jr¢) =

0, alors (m, &, g,D) est une structure de Jacobi-Codazzi auto-duale sur M.

Dans les deux cas particuliers ou la structure de Jacobi est associée a une structure de

contact ou a une structure localement conformément symplectique, on a le résultat suivant.

Proposition 3.4.1 Si (M,n,§,V) (resp. (M,w,0,3,V)) est une variété de contact de Co-
dazzi (resp. une variété localement conformément symplectique de Codazzi) et V* la connex-
ion duale de V relativement a la métrique g, alors (M,n,q,V™*) (resp. (M,w,0,G,V")) est

une variété de contact de Codazzi (resp. une variété localement conformément symplectique
de Codazzi).

Preuve. Soit (M, 7,&, g, D) la variété de Jacobi-Codazzi associée a la variété de contact
de Codazzi (M,n, g, V) dans 'exemple 3.4.2 (resp. a la variété localement conformément
symplectique de Codazzi (M,w,0,§,V) dans 'exemple 3.4.3). On note V la connexion
de Levi-Civita de la métrique § et (m, &, g, D*) la structure de Jacobi-Codazzi duale de

(m,€,9,D).

D’apres le théoréme 3.3.1 (resp. le théoréme 3.3.2), on a

Dofs =t (Viyin (3)  (resp.  Daf =15 (Vi s@buo (8)) )-

D’ou, du fait que V* =2V -V, on déduit que

D3 =4, (it () (esp. D=1k (Vi yerton (3)) ),
pour tous a, 8 € Q' (M). 1l suffit d’appliquer le corollaire 3.4.1. =

Définition 3.4.4 Soit (M,n,§,V) (resp. (M,w,0,G,V)) est une variété de contact de
Codazzi (resp. une variété localement conformément symplectique de Codazzi). La strucutre
de contact de Codazzi (n,§, V™) (resp. localement conformément symplectique de Codazzi
(w,0,3,V")) est appelée la structure de contact de Codazzi (resp. la structure localement

conformément symplectique de Codazzi) duale de (n,§,V) (resp. ((w,0,§,V))) sur M.

3.4.3 Courbure hessienne d’une variété de Jacobi-Codazzi

Définition 3.4.5 Courbure hessienne d’une variété presque de Jacobi-Codazzi

La courbure hessienne d’une variété presque de Jacobi-Codazzi (M, 7, €, g, D) est le champ
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de tenseurs Q) défini par Q = DA, ou A est le champ de tenseurs A = D — D. Le tenseur
hessien Q de (M, w,&, g, D) est défini par

Q(a,B8,7,0) =g(Q(a,8,7),9),
pour tous «, 3,7,0 € Q' (M).

Afin d’établir certaines propriétés de la courbure hessienne d’une variété presque de

Jacobi-Codazzi, nous allons démontrer un résultat préliminaire.

Lemme 3.4.1 Soient m un champ de bivecteurs, & un champ de vecteurs, g une métrique
pseudo-riemannienne contravariante et D une connexion contravariante symétrique sur M.

Les affirmations suivantes sont équivalentes :

1. (M, 7, &, g, D) est une variété presque de Jacobi-Codazzi.
2. Le champ de tenseurs A vérifie
9 (M, B) = g (a, Af), (3.4.5)
pour tous a, 3,y € Q' (M).

3. On a lidentité
1

pour tous a, 3,y € QF (M).
Preuve. La preuve est similaire a celle du lemme 2.2.1. =
Proposition 3.4.2 Soit (M, 7,&, g, D) une variété presque de Jacobi-Codazzi.

1. Ona
Q(O@B)’Y?é) - Q(OZ75,'7,6) - 29 (A’y (Aaﬁ) - Aa (A’Y/B) 75)7

pour tous a, 3,7y,0 € QF (M).

2. Le champ de tenseurs Q vérifie

Q(, 3,7,0) = Q(a,7,5,9),

pour tous a, 3,7y,0 € QF (M).
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Preuve. La preuve est analogue a celle de la proposition 2.2.1. m
La proposition suivante montre le lien existant entre la courbure hessienne d’une struc-

ture presque de Jacobi-Codazzi et celle de sa structure duale.

Proposition 3.4.3 Soient (M, m, £, g, D) une variété presque de Jacobi-Codazzi et (7, &, g, D¥)
la structure duale de (7,&, g, D). SiQ* (resp. Q*) est la courbure hessienne (resp. le tenseur
hessien) de (M, &, g, D*), alors
O* = Q — 2DA
et
Q" (a, 8,7,0) = =Q(, 3,6,7) + 29 (Ao, Ay0) ,

pour tous a, 3,7y,0 € QF (M).
Preuve. La preuve est identique a celle de la proposition 2.2.2. =

Proposition 3.4.4 Sous les mémes hypothéses et notations que la remarque 3.4.2. On note

@ la courbure hessienne de la variété de Codazzi (M,V,g). On a

Q(X,)Y,Z) =t ¢ (Q(a, 8,7)),
pour tous o, 8,7 € Q1 (M) ot X =, ¢ (),Y =t:6(08),Z = trge (7).

Preuve. Découle du fait que D (Jr¢) =0et A(Jre) =0. m

3.5 Structures de Jacobi hessiennes

Définition 3.5.1 Une variété (presque) de Jacobi hessienne (M,m &, g, D) est une
variété (presque) de Jacobi-Codazzi telle que la courbure de la connexion contravariante D
est nulle.

Une variété de Jacobi quasi-hessienne (M, 7, £, g, D) est une variété de Jacobi quasi-

Codazzi telle que la courbure de la connexion contravariante D est nulle.

Remarque 3.5.1 Une variété (presque) de Poisson hessienne est une variété (presque) de
Jacobi hessienne pour laquelle & = 0. De méme, une variété de Poisson quasi-hessienne est

une variété de Jacobi quasi-hessienne pour laquelle &€ = 0.
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Théoréme 3.5.1 Sous les hypothéses et notations que le théoréme 3.4.1. La variété (M, m,&, g, D)
est une variété de Jacobi Quasi-hessienne si et seulement (M,V,q) est une variété hessi-
enne. Aussi, si (M, 7, &, g,D) est une variété de Jacobi hessienne alors (M,V,q) est une

variété hessienne.
Preuve. Découle du théoréme 3.4.1, la remarque 3.4.2 et le théoréme 3.2.1. m

Exemple 3.5.1 Variétés de contact hessiennes
Sous les mémes hypothéses et notations de l'exemple 3.4.2. On dit que (M,n,§,V) est une

variété de contact hessienne si (M, m £, g, D) est une variété de Jacobi hessienne.

Exemple 3.5.2 Variétés localement conformément symplectiques hessiennes
Sous les mémes hypothéses et notations de 'exemple 3.4.3. On dit que (M, w, 0, G, V) est une
variété localement conformément symplectique hessienne si (M, 7, &, g, D) est une variété de

Jacobi hessienne.

Définition 3.5.2 Structures de Jacobi quasi-hessiennes de type Koszul
Une variété de Jacobi quasi-hessienne (M, &, g, D) est dite de type Koszul s’il existe un

champ de vecteurs ¢ sur M tel que g™ = D(, c’est-a-dire

g (v, ) = i (@) (B(C)) — DB (C)-

On dit que le champ ¢ est un champ de Koszul de (M, m, &, g, D).
Une variété de Jacobi quasi-hessienne de type Koszul (M, m, &, g, D) est dite exacte s’il existe

une fonction p € C*™ (M) telle que ( = € (@) € — 1 (dp), c’est-a-dire telle que

g (@, ) = Hp (@, ) := trg () (b (B) () = fre (DaB) ().

Une telle fonction ¢ est appelée un potentiel de (M, 7, &, g, D).

Remarque 3.5.2 Soit (M,n,¢,g,D) une variété de Jacobi quasi-hessienne. L’identité
(3.4.8) montre que g™ est un 2-cocycle du complexe de Boyom de la structure presque
de Jacobi localement plate sous-jacente. Dire que (M, 7, &, g, D) est de type Koszul voudrait
dire que g™* est un 2-cobord de ce complexe de Boyom (g™¢ = &1 (—()).

Proposition 3.5.1 Sous les mémes hypothéses et notations du théoréme 3.4.1, si (M, 7,&, g, D)
est une variété de Jacobi quasi-hessienne de Koszul, alors le triplet (M,V, ) est une variété

hessienne de Koszul.
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Preuve. Soit ¥ € Q' (M). Soient a, 8 € Q' (M) et posons X = ;¢ (a),Y = t,¢(0).
On a

DY) =10 (8re (B) =7 (8,9) +9(§) B(E) =B(C),
(=7 &t (V).
D’ou
D (VxY) = DafB(C).

Ainsi, si g = D( alors g =Vi. =

Proposition 3.5.2 Dualité de Amari-Chentsov pour les variétés de Jacobi hessi-
ennes

Sous les mémes hypotheéses et notations que le théoréme 3.4.2, si on a fr¢(X) = £ alors la
variété (M, m, &, g, D*) est une variété de Jacobi hessienne si et seulement si (M, 7, &, g, D)

est une variété de Jacobi hessienne.

Preuve. En s’appuyant sur la preuve du théoréme 3.4.2 et celle du corollaire 3.4.1 qui
le suit, il ne reste qu’a montrer que D est plate si et seulement si sa connexion duale D* est

plate, or ceci découle immédiament de la formule

g (R” (a,8)7,0) = —g (R” (o, 8)4,7) ,
pour tous a, 3,7,0 € Q' (M). =

Définition 3.5.3 La structure de Jacobi hessienne duale.
Soit (M, m,€,g,D) une variété de Jacobi-Codazzi telle que ¢ (\) = . La structure de
Jacobi-Codazzi (7,€, g, D*) est appelée la structure de Jacobi-Codazzi duale de (m,&, g, D)

sur la variété M.

Proposition 3.5.3 Courbure d’une variété presque de Jacobi hessienne

Soit (M, m,€,g,D) une variété de Jacobi hessienne telle que fr¢(N) = £. On note R la
courbure de la dérivée de Levi-Civita contravriante D associée au triplet (w,&,g) et A =
D—-D. Ona

R(a, B)y = Ag (Aay) — A (A7)

pour tous a, 3,y € Q' (M).
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Preuve. On pose Q2,3 =Dy0A3 —AgoD,+A,0Dz—DgoA,, en utilisant la formule
(3.4.5) et le fait que Dg = 0, on obtient

9(Da (Ag7) = Ag (Do), 6) = g(Da(Ap7).0) — g(Day, Agd)
= fre (@) (9(A57,0)) — g (Mg, Dad)
—fre (@) (g (v, Apd)) + g (7, Da (Agd))
= 9(7,Da (Agd)) — g (A7, Dad) -

Ainsi
9 (Qas (1),6) = g™ (s () ,7) -

Par ailleurs, comme la connexion D est plate, il vient que

Diagp, = DaoDy—=DyoDy+Auohy—NAgoha— Qg
= R(a,B)+ D[a,ﬁ]gnE + [N, Ag] — Qo

Ce qui implique que

9 (D{a,mz,g% 5) =g(R(a,0)7,0) +9 (D[a,mi@% 5) +9([Aa Ag]7,6) = 9 (Qap (1), 6)

Or, la formule (3.4.5) montre que

g ([Aa, Al 6,7) = —g ([Aa, Al 7, 0).

De méme, de (3.1.4) il vient que

g(R(Oé,ﬂ)”}/,é) =g (77R(Oévﬁ) 5)

Ainsi et en permutant v et ¢ dans cette derniére formule, on trouve

g <77 D[a,ﬁ]fr755> =g (R (Oé, B) Vs 5) +9g (77 D[a,ﬁ]fréé) -9 ([Aom Aﬁ] s 5) -9 (Qa,ﬁ (7) ) 5) :

En additionant ces deux derniéres identités, il vient que

D[aﬁ}fu&g (77 5) = 29 (Qa,ﬁ (7) 76) .

De la formule (3.4.6) on déduit que

9(Qap(v),0) =g <A[a,5]g,€% 5) =g (D[a,mgﬂ, 5) —g <D[a,5]5;’£fy, 5) .

Ce qui montre I'identité recherchée. m
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Corollaire 3.5.1 Soit (M, 7,&,g,D) une variété de Jacobi hessienne telle que f¢ () =

&. La courbure R de la connexion de Levi-Civita contravarainte D est liée a la courbure

hessienne ) par

Q(a, 8,7,0) = Q(,6,7,8) =29 (R(a,v) 3,0),

pour tous a, 3,7,0 € QF (M).

Preuve. Découle de la proposition ci-dessus et de la proprosition 3.4.2. m
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4

Structures géométriques induites par

des modéles statistiques

4.1 Structures de Codazzi induites par des modéles

statistiques

Soient (X, 1) un espace mesuré et M une variété différentiable. Soit

P: ¥YxM — Rt

(o0,2) +— Pl(o,x)

une application. On suppose que

1. L’application P est différentiable par rapport & z, mesurable par rapport a o, et
[Pt -1
)
pour tout x dans M.

2. L’intégrale commute avec la derivation, i.e., pour tout x dans M et tout & € T, M on

a 5( / f(0,2)dy <a>) - / £(f (0,2)) dpu (o). (4.1.1)

ou f: X x M — R différentiable par rapport & x et intégrable par rapport a o.

Par la suite, on note P, = P (o,.) et [, = In P,, pour tout o € X.
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Lemme 4.1.1 Soit X un champ de vecteurs sur M, on a

[ X P @) =0,
b
pour tout x € M.

Preuve. Découle immédiatement de la formule (4.1.1). m
Rappelons que si V est une connexion affine sur M alors, pour tout f € C*(M), la

notation V2 f désigne le champ de tenseurs

Vi (X,Y)— X (Y (f) = VxY ().
On a
Ainsi, si V est sans torsion alors V2f est symétrique.

Définition 4.1.1 Information de Fisher

On associe a P l'information de Fisher g définie par
J(X,Y)=— / PV, (X,Y)dp (o),
b

pour tout couple (X,Y') de champ de vecteurs sur M, ot V est une connexion affine sans

torsion sur M.

Proposition 4.1.1 L’information de Fisher g est indépendante du choix de la connexion

V. Plus exactement, on a
§XY) = [ PX 1)V () du (o), (4.1.2)
b
pour tous X,Y € x (M).

Preuve. Soient X,Y deux champs de vecteurs sur M. Comme X (I,) = F,X (P,),

alors on a

PV, (X,Y) = P,X(Y(l,) - PVxY(l,)
X (P)Y (Fy)

= X(Y(F)) = (VxY)(F) - 23
= X(Y(P,) = VxY (P,) = X (l,)Y (F,),
pour tout o € Y. Par conséquent

mxm=:éwmwwwawwamwm

_ /ZPUX (lo)Y (lp) dp () -

Ce qui montre que § est indépendant du choix de la connexion V. m
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Définition 4.1.2 Si l’information de Fisher § associée a un modéle statistique P sur (X, )

paramétrée par M est partout non dégénérée, on l'appelle la métrique (riemannienne) de
Fisher de P.

Proposition 4.1.2 Supposons que g est une métrique de Fisher. La connexion de Levi-

Cwita V de g est déterminée par la formule

3(vxv.2) = |

[ PX ()Y (1) Z 1) dn (o) + / PX (Y (1) Z (1) dpt (o)

pour tous X, Y, 7 € x (M).
Preuve. Soient XY, Z € x (M), de la relation (4.1.1) on a

X(G(v.2) = / PoX (1) Y (1) Z (Io) dp () + / PX (Y (1)) Z (1) du (o)

%

i /Z PY (Ip) X (Z (I5)) dp (o) .

D’un autre coté, on a

g(xv1.2) = |

[ PX (Y (1) 200 d () / PY (X (1)) Z (1) du (o) .

by

Ensuite, le résultat découle de la formule de Koszul. m

Théoréme 4.1.1 Une famille a un paramétre de variétés de Codazzi induites par
un modéle statistique

Supposons que § est une métrique de Fisher. Pourt € R, on définit V' par
1—t
3(V¥.2) = 50 [ RX )Y () Z () du(e)+ [ PX (Y () Z (00 du (o),
b b

pour tous X,Y,Z € x (M). Pour tout t € R, (M, vt,g) est une variété de Codazzi dont la
variété de Codazzi duale est (M, V_t,g).

Preuve. Pour tous XY, Z € x (M), on pose
1
T(XY.2)= / PX (L)Y (1) Z (1) dyi (o).
b

Pour tout £ € R, on a
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Comme T est un champ de tenseurs covariants symétriques et que la connexion de Levi-

Civita V de g est sans torsion, alors
§ (VY — VX, 2) = §(VxY - VyX,Z) = §([X,Y].2),
ce qui montre que V* est sans torsion. De plus, on a

VgV, Z) = Vxg(V,Z)+2T (XY, Z)
= AT (X,Y,2)
= Vyg(X,2).

On conclut donc que (M .V, g) est une variété de Codazzi, pour tout ¢t € R. Pour la dualité
entre V' et V' il suffit d’utiliser (4.1.1), ainsi

G(VY,2) +g(Y,VZ) = /E P,X (1,)Y (I,) Z (I,) du (o)

+/Zpa (X (Y () Z (L) +Y () X (Z (1))} dpu (o)
= X(g(Y,Z»,

pour tous X,Y,Z € x (M). m

4.2 Structures de Poisson quasi-Codazzi induites par

un modeéle statistique

Dans tout ce qui suit, on suppose que g est la métrique de Fisher associée au modele

statistique P. On note g la cométrique de § et m un champ de bivecteurs sur M.
Proposition 4.2.1 On a
7 (@.6) = - [ Potls (a.5)d (o).
)

pour tous a, 3 € Q' (M), ot D est une connexion contravariante sans torsion sur (M, ) et
Hﬁf,’ est le champ de tenseurs hessien contravariant de la fonction l, := In P, relativement

a D, pour tout o € X, voir [1].
Preuve. Soient «, 8 deux 1-formes différentielles sur M. On a

P,HE (a,8) = Potx () (£ (B) (o) = Pottx (D) (Io)
= ﬁw (a) (nw (5) (PO’)) - nw (Daﬁ) (P0> - F, (ﬂw (a) (la)) (ﬁw (ﬁ) (ZO’)) )
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4.2. Structures de Poisson quasi-Codazzi induites par un modéle statistique

pour tout o € Y. Par conséquent et en vertu du lemme 4.1.1, on a

—émﬂmwmwmz=éammwmmwmmww
= f](ﬁw(a)»ﬁw(ﬁ))
= g (o, B).

Remarquons au passage que

f@mzéammmmmwwmwwm (4.2.1)

pour tous o, f € Q' (M). =
Dans le cas particulier ot 7 induit une structure symplectique sur la variété M, on a les

deux résultats suivants.

Proposition 4.2.2 On suppose que 7 est un tenseur de Poisson partout non dégénéré (ce
qui implique que g™ est une métrique riemannienne contravariante), alors la connexion de
Levi-Civita contravariante D™, associée au couple (7, g™), est entiérement déterminée par la

formule

3 [ Pre (@) 1)1 (8) (1) £ (2) (1) s ()

+Lammwamwwawmmmw,

g (DLB,y) =

pour tous a, 8,7 € QF (M).
Preuve. En utilisant la formule (4.2.1) et le lemme 4.1.1, on a d’une part
L@ () = [ Pate0) (1) (8) (1) () (o) s o)
+ [ Prte 0) (2 (9) (1) £ (0) (1) i ()
# [ Prte (9) () e 0) (6 () (1)) (o).
Or 7 est un tenseur de Poisson, ce qui montre que
(08 ) = [ Pt (@) (6 (8) ()20 () () it ()= | Pote (8) 5 () (1)) £ () (1) i (0).

pour tous a, 3,y € Q! (M). Le résultat découle alors de la formule de Koszul définissant la

connexion de Levi-Civita contravariante D™, voir [5]. =
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Théoréme 4.2.1 Sous les mémes hypothéses que la proposition ci-dessus. Pour toutt € R,

on définit D' par
. 1—t
7 (D457) = S5 [ Pate(0) (1) (8) (1) e () (o) s o)
+Lzmmﬂmwummwm»ww»

pour tous o, 3,y € QY (M). Ainsi, pour tout t € R, (M, m, g™, D') est une variété presque
de Poisson-Codazzi et (m,g™, D7") est la structure presque de Poisson-Codazzi duale de

(7, g™, D") sur M.
Preuve. Pour tous «, 3,7 € Q' (M), on pose

®(0,0,7) = 5 [ Patr (@) (1) £ (3) (1) () ) e o).

Remarquons alors que pour tout ¢ € R, on a

g™ (DLB.y) = g™ (DB, ) —t® (a, B,7) -

Comme ¢ est un champ de tenseurs contravariants symétriques et que D™ est sans torsions,

alors
9" (Do — Dy, v) = g™ (Daf — Dia,y) = g" ([, B, 7).,
ce qui montre que D! est sans torsion. De plus, comme D™g™ = 0 alors on a
Deg™ (B,7) = 2t®(a,$,7)
= Djg" (a,7).
Ce qui précede montre que (M, 7, g™, D') est une variété presque de Poisson-Codazzi.

On conclut donc que (M .V, §) est une variété de Codazzi, pour tout ¢t € R. Pour établir

la dualité entre D! et D~ il suffit d’utiliser la symétrie de ®, ainsi
9" (DaBn) + 9" (8. D."y) = g™ (DiBv) + 97 (8. Dgv) — t® (a, B,7) + @ (e, 7, B)
= 9" (D3f,7) +4" (6, D)
= () (9" (B.7)),

pour tous a, 8,y € Q' (M). m

Remarque 4.2.1 Si on note w la forme symplectique définie par le tenseur de Poisson m,
dans le cas ou (w,q) est une structure presque hermitienne sur M on a g* = g et D™ = D.

De plus, pour tout t € R, on a

1 (DaB) = Vi () (6 (B)),
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4.2. Structures de Poisson quasi-Codazzi induites par un modéle statistique

ou V' est la conerion définie par le théoréme (théoréme 4.1.1). Ainsi, pour tout t € R,

(M , W, vt,g) est une variété presque symplectique de Codazzi.

Corollaire 4.2.1 Sous les mémes hypothéses et notations de la proposition 1.2.2, du théoréme
et de la remarque ci-dessus, (0, g™, D') est une variété presque de Poisson hessienne et

(@,w, Vl,ﬁ) est une variété presque symplectique hessienne.

Preuve. Le fait que (@,w, Vl,ﬁ) est une variété presque symplectique hessienne est
justifié par le fait que V' est de courbure nulle. Par ailleurs, comme 7 est un tenseur de
Poisson, la relation

tr (Daf) = Vi (o (£ (8))
montre que la courbure de D! est nulle. =
Revenons au cas plus général ot 7 est un champ de bivecteurs sur M. On a le théoréme

suivant.

Théoréme 4.2.2 Sous les mémes hypothéses que le théoréme 4.1.1, pour tout t € R, on

pose
ta_ ot
Daﬂ - V W(a)ﬂ)
pour tous o, f € QY (M). Alors si Vim = 0, pour un certain t, on a (M, ,g,D?) est une

variété de Poisson quasi-Codazzi.
Preuve. Comme V'r = 0 alors on a
97r (DZBa ’7) = g (vtﬂ(a) (Jjﬂ' (6)) s jjﬂ' (7)) .
D’ou

LT (B,y) = §( (ﬁ) (7)),

pour tous a, 3,7 € Q' (M). Reste a appliquer la proposition 2.1.1 pour établir le fait que

D! est sans torsion. m

Corollaire 4.2.2 Structure presque de Poisson quasi-hessienne induite par un
modéle statistique

Sous les mémes hypothéses et notations que le théoréme ci-dessus et que la proposition 1.2.2,
alors (7,9, DY) est une structure presque de Poisson quasi-hessienne induite, par la famille

exponentielle P, sur le domaine © de R™.

Preuve. Il suffit d’appliquer la proposition 2.1.1. =
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4.3 Structures presque de Jacobi-Codazzi induites par

un modéele statistique

Comme pour la section précedente, on suppose que I'information de Fisher g, associée a P,
est non dégénérée. On note g la cométrique de la métrique de Fisher g. On considére une
structure de Jacobi (, &) sur M telle que f, ¢ est inversible et soit A la 1-forme dont 'image

par fr¢ est le champ €.

Proposition 4.3.1 Sous les mémes notations ci-dessus, on a

fﬂmm:—LGM$Mﬁ»ww»

pour tous o, 3 € Q1 (M), ot D est une connezion contravariante (associée au triplet (mw,&,\))
sans torsion sur M, wvoir [2], et Hﬁ‘)’ est le champ 2-tenseurs contravariants associé a

l, =In P,, d’une maniére analogue a [1] ; plus précisement, on a

HE (o, ) = tre (@) (re (B) L) — trg (DaB) Lo
pour tous o € 3, , f € Q (M).

Preuve. La preuve est analogue a celle de la proposition 4.2.1, en remplacant §, par

fr¢. Ainsi, on peut donc constater que

g (0, B) = /2 Ey (frg (@) (15)) (fre (B) (I5)) dpa (o) , (4.3.1)

pour tous o, 8 € Q' (M). =

On se place a présent dans le cas ol J; ¢ est une isométrie, c’est-a-dire

g (@, ) = g (Jrea, Jreh),

pour tous a, 3 € Q! (M), autrement dit ¢g™¢ = g. Ainsi la forme )\ peut-étre définie égale-

ment par la formule (3.4.1).

Proposition 4.3.2 Sous les deux hypothéses cités ci-dessus, la connexion de Levi-Civita
contravariante D™ associée au triplet (7€, g) est définie par

1

9(D*B.7) = 3 /E Foltre (@) (o) e (B) (o) frg (7) (o) dpa ()

+LR%A@@MWNHW@WWJW@%

pour tous a, 3,y € Q' (M).
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Preuve. De la formule (4.3.1) et en utilisant le lemme 4.1.1, on obtient

bee (0) (67 (B,7)) = / Pyt () (1) bre () (o) b (7) (1) dyt (o)

+ /E Pgﬂmﬁ (Oé) (ﬂw,g (ﬁ) (ZU>> ﬂﬁ,ﬁ (fy) (lg) du (O’)
+ /E Potire (B) (ly) fre (@) (Bre () (Io)) dp (o).

Comme I’hypothese f, ¢ (A\) = £ implique que fr ¢ : (Ql (M), ., -]Z,g) — (x (M), ].,.]) est

un morphisme d’algebres de Lie (i.e., f, ¢ vérifie la formule (3.1.4)), alors

9”75 ([a, B]fr,g 7"7) = ?j([ﬁn,g (a), e (8)], fre (7))
= /Epajjmﬁ (Oé> (Jjw,g (6) (la)) ]jmg (7) (la> du (O’)

- /2 Fotire (B) (frg (@) (o) Ere () (o) dpa (0)

et le résultat en découle. m

Théoréme 4.3.1 Sous les mémes hypothéses que la proposition ci-dessus. Pour toutt € R,

on définit D' par
g9(DyB,v) = % /E Py (fre (@) ly) (fre (B) ly) (Bre (7) Io) dpa (0)
+ /2‘ Polre (@) (Hre (B)l5) (Bre (7) o) du (o),

pour tous «, B,y € QY (M). Pour tout t € R, (M,7,&, g, D) est une variété presque de
Jacobi-Codazzi et (7, &, g, D) est la structure presque de Jacobi-Codazzi duale de (w, &, g, DY)
sur M.

Preuve. La preuve est analogue de celle du théoreme 4.2.1 en tenant compte du fait

que "¢ =g. m
Remarque 4.3.1 Remarquons que pour toutt € R, on a

tre (DLB) = Vine( e (8)),

ou V' est la conexion définie par le théoréme (théoréme 4.1.1). En particulier

tre (DaB) = Vi, e(@) (fre (B))

ot l’on rappelle que V est la connexion de Levi-Civita de la métrique de Fisher g de P.
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Corollaire 4.3.1 Sous les mémes hypothéses et notations que le théoréme ci-dessus etla
proposition 1.2.2, alors (©,7,&,g, DY) est une variété presque de Jacobi hessienne induite

par la famille exponentielle P.

Preuve. Comme V' est de courbure nulle, D! 'est également car fr¢ est un isomor-
phisme d’algebres de Lie. m
En restant dans le méme contexte ci-dessus, on a les deux exemples remarquables suiv-

ants.

Exemple 4.3.1 Soit n une forme de contact sur M telle que (M,g,n) est une variété
riemannienne de contact et soit (m,§) la structure de Jacobi associée a (M,n). On consid-
ére l’algébroide cotangente (T*M, = fre [ 1, = [ ]Zg) a la variété de contact (M,n).
Comme ¢ (n) =& et fre est un isomorphisme d’algébres Lie alors (M, w,&, g, D') est une
variété presque de Jacobi-Codazzi, pour tout t € R. L’on obtient ainsi une famille a un
paramétre de variétés presque de Jacobi-Codazzi induite sur la variété de contact (M, n) par

le modéle statistique P.

Exemple 4.3.2 De la méme maniére, soit (w,0) une structure localement conformément
symplectique sur M telle que la métrique de Fisher g de P est associée au couple (w,0).
Soient (m,&) la structure de Jacobi associée & (w,0) et (T*M, b0 = trg [ g = [ .]Z7§>
l’algébroide cotangente & la variété localemet conformément symplectique (M, w, ). Comme
fre(0) =& et tre est un isomorphisme d’algébres Lie alors (M, &, g, D) est une variété
presque de Jacobi-Codazzi, pour tout t € R. L’on obtient ainsi une famille & un parameétre

de variétés presque de Jacobi-Codazzi induite sur la variété localement conformément sym-

plectique (M,w,0) par le modéle statistique P.
En omettant ’hypothése ¢™¢ = g, on a le résultat suivant.

Théoréme 4.3.2 Sous les mémes hypothéses que le théoréme 4.1.1, si V' (Bre) = 0 pour

un certain t, alors (M, m, g, D') est une variété de Jacobi quasi-Codazzi.
Preuve. Comme V* (£, ) = 0 alors on a
g (DB.7) = 7 (Vi o) (re () st ()
D’ou

DLg™ (B,7) = Vi .(wd

I
>
Q o~
Q
A
n
~~
iSs
2
~
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pour tous a, 3,7 € Q' (M). Comme f,¢(\) = & on a la formule (3.1.4), il ne reste alors
qu’appliquer la proposition 3.2.1 et le corollaire qui suit pour établir le fait que D! est sans

torsion. m

Corollaire 4.3.2 Structure presque de Poisson quasi-hessienne induite par un

modéle statistique
Sous les mémes hypothéses et notations que le théoréme ci-dessus et la proposition 1.2.2,

alors (m,&,g, DY) est une structure de Jacobi quasi-hessienne induite, par la famille expo-

nentielle P, sur le domaine © de R".

Preuve. 1l suffit d’appliquer la proposition 1.2.2. =
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