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Abstract

This thesis consists of three chapters. The first chapter is devoted to basic defi-
nitions and elementary results in ring theory.
The second chapter discusses composed products of polynomials over finite fields
introduced in the works of Brawely and Carlitz. To define these products, they in-
troduced a binary operation denoted by ¢ on the set of polynomials over finite fields
of degree > 1. Moreover, they showed that an irreducible over a finite field can be
factored uniquely into indecomposables.
In the last chapter, we present new results with detailed proofs which were published
in the journal of algebra and its application.

Keywords : Diamond product, composed product, resultant, unique factorization
domain, additive decomposition.
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Résumé

Cette these est composée de trois chapitres.
Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques définitions et théoremes sur les
anneaux, utiles aux chapitres suivants.
Le deuxiéme chapitre est réservé aux produits composés de polynomes définis par
Brawley et Carlitz. Pour définir ces produits, ils ont introduit une loi de composition
notée ¢ sur '’ensemble des polynomes, de degré > 1, a coefficients dans un corps
fini. Ils ont particulierement montré 1'unicité de la décomposition de polynoémes ir-
réductibles en produit de polyomes indécomposables.
Dans le dernier chapitre, Nous exposons les résultats obtenus avec des démonstra-
tions détaillées. Cette partie a fait I’'objet d’une publication dans Journal of Algebra
and its Applications.

Mots clés : Produit losange, Produit composé, Résultant, Anneau factoriel, Dé-
composition additive.
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Notations

Un corps fini a ¢ éléments ou ¢ = p°, p un nombre premier.

Une cloture algébrique de F,, .

L’anneau des polynomes a coefficients dans [F,.

L’anneau des polynomes a coefficients dans ’anneau A.

Le degré du polynéme f.

L’ensemble de polynomes unitaires a coefficients dans [F, de degrés > 1 et dont

les racines sont dans G.
Le sous-ensemble de Mg[q, x|, de polynomes unitaires irréductibles & coefficients

dans F, et dont les racines sont dans G.
Le résultant en x des polynomes f et g.

Le contenu du polynoéme f.

Le coefficient dominant du polynome f.
Le degré du nombre algébrique a.
L’ordre multiplicatif de ¢ modulo m.
Ordre d’un élément dans un groupe.

L’automorphisme de Frobenius.
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Introduction

Soit FF, un corps fini, ¢ = p®, s € N, et 2 sa cl6ture algébrique. Soit F,[z], 'anneau
des polynomes a coefficients dans F. Soient f et g deux polydémes unitaires de F,[z]
tels que deg(f) =m > 1 et deg(g) =n > 1.

La somme composée de f et g, notée f * g, est définie par

f*QZH];[(l’—(OHrB)),

ou « et (8 sont les racines respectives de f et g dans €.
La multiplication composée de f et g, notée f o g, est définie par

fonglBT(x—ocﬁ),

ou « et [ sont les racines respectives de f et g dans €2. Notons que fxget fog
sont des polynémes de F [x] de degré mn. En 1987, Brawley et Carlitz ont défini
une notion plus générale de produit composé, noté fog, ou f*g et fog sont des cas
particuliers, comme on le verra dans le chapitre 2. Dans [5], ces deux mathématiciens
ont étudié de fagon détaillée ce produit composé. Ils montrent que si f et g sont deux
polyndmes a coefficients dans F, tels que deg f = n > 1 et degg = m > 1, alors,
le produit f ¢ g est irréductible sur F, si, et seulement si, f et g sont irréductibles
sur F, et pged(n,m) = 1. Leur résultat nous permet de construire des polynémes
irréductibles sur F, de degrés assez grands. Ils ont aussi examiné l'unicité de la
décomposition additive ainsi que la décomposition multiplicative. Un polynéme uni-
taire f € [F,[z], de degré > 1, est dit additivement décomposable (respectivement
multiplicativement décomposable) si f = fi x fo (respectivement f = f; o f3) tels
que fi, fa € Fy[z] et deg(f) > 1, deg(g) > 1.

Les lois * et o peuvent étre définies sur un anneau commutatif grace a un résultat
établi par Loos dans [15]. Ce résultat montre le lien entre le résultant de deux po-
lynoémes et leur produit composé.

Dans cette these, on s’intéresse particulierement a la décomposition additive de po-
lynémes a coefficients dans un anneau factoriel.



Cette these comporte trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on introduit des notions de base, notamment sur les an-
neaux factoriels et le résultant de deux polynomes a coefficients dans un anneau
commutatif.

Le deuxieme chapitre est consacré aux rappels concernant le produit composé ¢ de
deux polynoémes dans F,[z]. Brawley et Carlitz ont montré que la loi ¢ est une loi
de composition interne sur I’ensemble des polynomes unitaires a coefficients dans
F, de degré > 1. Nous allons donner le résultat établi par ces deux derniers sur le
produit composé de deux polynomes unitaires irréductibles a coefficients dans un
corps fini et sa démonstration. Ensuite, nous abordons ’addition et la multiplication
composées de deux polynomes a coefficients dans un corps fini ainsi que la décom-
position de polynomes par rapport a ces deux lois sur IF,. Nous donnons également
des méthodes qui permettent de calculer I’addition et la multiplication composées
et un algorithme a la fin du chapitre.

Dans le troisieme chapitre, nous exposons les résultats principaux de la these sur
la décomposition additive de polynémes sur les anneaux factoriels. Afin de définir
I'addition composée de deux polynémes sur R[x], ou R est un anneau commutatif,
nous utilisons la définition du résultant de deux polyndémes et ses propriétés pour
établir une formule qui permet de calculer I'addition composée. Nous étudions la
décomposition additive de polynémes irréductibles sur un anneau integre puis sur
un anneau factoriel ainsi que la décomposition de polyndémes primitifs sur un an-
neau factoriel. Les exemples donnés dans ce chapitre ont été effectués en utilisant le
logiciel Maple.

Dans ce qui suit, nous appelons unité de (R[z], %), un élément de R[z]| qui admet un
symétrique pour la loi *.

Les résultats obtenus sont les suivants :

Théoréme 0.1 Soit R un anneau commutatif. Le groupe des unités de (R[x],*) est
égal a
U={ax+Db:a,be R, a est une unité de R}. (1)

Proposition 0.2 Soit R un anneau integre et K son corps des fractions. Soient
f,g et h € R[x] avec f = af;,g = bgy et h = chy, ot a,b et ¢ € R et f1,g91 et hy

sont des polynomes unitaires. Alors, h = f % g si, et seulement si, hy = f1 % g1 sur
K etc= adeg(g)bdeg(f).

On présente maintenant quelques classes de polyndémes qui ne sont pas additivement
décomposables.

Théoréme 0.3 Soit R un anneau intégre. Si le coefficient dominant de h € R|x]
est un élément premier p alors h n’est pas additivement décomposable sur R.



Le théoreme précédent peut étre modifié pour obtenir un résultat plus général
lorsque R est un anneau factoriel.

Théoréme 0.4 Soit R un anneau factoriel et soit h € R|x] un polyndéme de degré
supérieur a 1. St le coefficient dominant de h est sans facteur carré et n’est pas une
unité de R alors h n’est pas additivement décomposable sur R.

Théoréme 0.5 Soit R un anneau factoriel et soit h = ax + b € R[z] ot a n'est
pas une unité de R. Alors h = f1 % ... f., ol fi,..., [, € R[x] sont des polyndomes
linéaires qui ne sont pas additivement décomposables.

Théoréme 0.6 Soit R un anneau factoriel et soit h € R[x] un polynéme qui n’est
pas une unité par rapport a *. Alors

h‘:fl*"'*fry

ot f1, ..., fr € R[x] ne sont pas additivement décomposables.

Corollaire 0.7 Soit ¢ : R — S un homomorphisme d’anneaux intégres et soit
h € Rx]. Sidego(h) = degh et o(h) n'est pas additivement décomposable sur S,
alors h = fx1 ou f € R[x] n'est pas additivement décomposable sur R et | € R|[z]
est un polynome linéaire. De plus, si le coefficient dominant de f est une unité dans
R alors | est une unité par rapport a *, donc h n’est pas additivement décomposable.

Théoréme 0.8 Soit R un anneau intégre et h € R[x]. On suppose que h = f * g
est additivement décomposable. Alors, si h est un polynome irréductible sur R, les
polynomes f et g sont irréductibles sur R.

Définition 0.9 Soit R un anneau factoriel et f(x) = X", fiz' € R[x]. Le contenu
de f est défini par
Cont(f) = pgcd(ag, ..., am).

Si Cont(f) =1, on dit que f est primitif.

Le théoréme suivant nous donne une condition nécessaire pour que les facteurs de
la décomposition additive d'un polynéme soient primitifs.

Théoréme 0.10 Soit R un anneau factoriel et soit h € R[z|. Supposons que h = fx
g est additivement décomposable, ou f(x) =S, fix® € R[z] et g(x) = 3P g2’ €
Rz, tels que deg(f) = m et deg(g) = n. De plus, supposons que pged(Cont(g), fm) =
1 et pged(Cont(f),g,) = 1. Alors, si h est primitif dans R[zx], f et g sont primitifs
dans R[z].



Chapitre 1
Préliminaires

Les notions suivantes sont classiques et peuvent étre trouvées dans [11], [9], [1],
[8] et [22].

1 Structure d’anneau

Définition 1.1 (Anneau) Soit A un ensemble non vide muni de deux lois de com-
position internes, notées + et - .
A est appelé anneau s’il vérifie les conditions suivantes :

1. (A, +) est un groupe abélien dont I’élément neutre est noté 0.

2. La multiplication est associative. c’est a direVx,y et z € A, (x-y)-z =z (y-2).

3. Le multiplication est distributive a droite et a gauche par rapport a [’addition :
Ve,yz€ A, (z+y) - z=a-z+y-zetx-(y+z2)=c-y+x- 2.

4. La multiplication posséde un élément neutre noté 1.

Si de plus la multiplication est commutative, A est dit "anneau commutatif”.
Remarque 1.2 A est dit nul s’il est réduit a {0}.

Pour simplifier les notations, on notera A l’anneau (A, +, -).
Soit A un anneau . S’il existe un élément y € A tel que z -y =y -x = 1, on dit que

x est inversible dans A et y est son inverse. On le note z 7.

Définition 1.3 (Corps) On appelle corps commutatif, tout anneau commutatif
A # {0} dans lequel tout élément x # 0 est inversible.

Définition 1.4 Les éléments inversibles d’un anneau A sont appelés les unités de
l'anneau A. L’ensemble des unités de A est noté A*.



Pour tout anneau non nul A, A* est un groupe, relativement a la multiplication
de A, appelé groupe des unités de A.

Exemples 1.5 1. Z est un anneau commutatif pour les lois usuelles. Q, R et C
sont des corps commutatifs pour les lois usuelles.

2. L’ensemble des classes de congruences modulo n, Z/nZ = {0,1,....,n — 1},

est un anneau commutatif pour les lois + et - définies par : Vx,y € Z/nZ,
rty=z+tyetr-y=7-9.

1.1 Sous-anneaux
Définition 1.6 (Sous-anneau) Soit A un anneau. Une partie non vide B de A
est un sous-anneau de A si

1. Vey,ye Bjxr—ye Betx-yeB.

2. 1eB.

Exemple 1.7 L’ensemble des entiers de Gauss :

Z[i| ={a+1ib:a,beZ},

2:

ou 1 —1 est un sous-anneau de 'anneau C.

2 Morphisme d’anneaux

Soit A et B deux anneaux. Une application ¢ de I’'anneau A dans ’anneau B est
un morphisme d’anneaux si on a :

L Yo,y € A, d(z +y) = (z) + ¢(y);
2. Vr,y € A, p(x-y) = d(x) - P(y);
3. (1) =1.
Remarque 1.8 1. Un morphisme d’anneaux est aussi appelé homomorphisme

d’anneaux.

2. Si ¢ est un homomorphisme de l'anneau A dans lui méme, ¢ est appelé en-
domorphisme.

3. Un endomorphisme bijectif est appelé automorphisme.

4. Un homomorphisme bijectif est appelé tsomorphisme.



Définition 1.9 Soit f un homomorphisme d’un anneau A dans un anneau B. Le
noyau de f est noté ker f et est défini par :

ker f = {x € A/f(z) = 0}.
Pour plus de propriétés des morphismes, voir [8].
Exemples 1.10 1. Soit A" un sous-anneau d’un anneau A, Uapplication

it A A
r+—

est un morphisme injectif d’anneaux, appelée injection canonique.

2. Pour n € N*, application
m:Z— Z/nL
T
est un morphisme surjectif d’anneauz, appelée surjection canonique, et on a

kerm = nZ

3 Les idéaux d’un anneau

Soit I une partie d’'un anneau A.

Définition 1.11 On dit que I est un idéal de A si I est un sous-groupe additif de
AetsiVerelNaeA,a-x€letrx-a€el.

Remarque 1.12 Un idéal est dit propre s’il est distinct de A et de {0}.

Exemples 1.13 1. Soit f: A — B un morphisme d’anneauz, ker f est un idéal
de A.

2. Les idéaux de l'anneau Z sont de la forme :
mZ = {mx : x € L}

oum € 7.



Définition 1.14 (Idéal premier) Soit A un anneau commutatif et I un idéal propre
de l'anneau A. On dit que I est un idéal premier si

Va,be l,a-bel=a€l oubel

Exemple 1.15 Dans l'anneau Z, les idéaux premiers sont de la forme pZ, ou p est
un nombre premier.

Définition 1.16 Soit A un anneau commutatif et I un idéal de A. On dit que I est
principal il existe x € A tel que

I =2A={xy:yec A}l

Dans ce cas, I est noté (x) et on dit qu’il est engendé par x.

4 Caractéristique d’un anneau
Soit A un anneau commutatif. Considérons le morphisme d’anneaux suivant :

V7 — A
k— k-1,

ker() est un idéal de Z, donc soit ker(y)) = {0}, soit il existe un entier n > 0 tel
que ker(¢) = nZ.

Définition 1.17 Soit A un anneau commutatif et 1 le morphisme défini ci-dessus.
La caractéristique de A est Uentier positif noté car(A) défini par :

— car(A) =0 si ker(¢) = 0.

— car(A) = n si ker(¢yp) = nZ.

Proposition 1.18 (Homomorphisme de Frobenius) Soit A un anneau com-
mutatif de caractéristique p premier.

1. L’application F : A — A, définie par : F(x) = xP est un homomorphisme
d’anneauz, appelé homomorphisme de Frobenius.

2. Pour tous x,y € A et tout k € N : (x + y)pk =7 4 ypk.



5 Anneau integre

Définition 1.19 (Diviseur de zéro) Soit A un anneau et a € A tel que a # 0.

1. On dit que a est un diviseur de 0 a gauche dans A s’il existe b € A non nul
tel que a - b= 0.

2. On dit que a est un diviseur de 0 a droite dans A s’il existe b € A non nul tel
que b-a = 0.

St a est un diviseur de zéro a gauche dans A ou un diviseur de zéro a droite dans
A, on dit que a est un diviseur de zéro dans A.

Définition 1.20 (Anneau intégre) Un anneau A est dit intégre s’il est commu-
tatif, non nul, et sans diviseur de zéro.

Définition 1.21 Un anneau intégre est appelé domaine d’intégrité.

Exemples 1.22 1. Z est un anneau intégre .
2. L’anneau Z/nZ est intégre si, et seulement si, n est premier.
3. L’anneau des polynomes Z[z| est intégre.

4. L’anneau My(Z) des matrices 2 x 2 sur 7 n’est pas un anneau intégre.
Théoreme 1.23 Un anneau intégre fini est un corps.

Théoréme 1.24 Un corps commutatif est un anneau intégre.

6 Caractéristique d’un corps

Proposition 1.25 Si K est un corps commutatif de caractéristique n non nulle,
alors n est premier.

Démonstration 1.26 En effet, si n n’est pas premier, alors n = p.q, ou p et q sont
des entiers tels que l <p<metl<qg<n.OnaO0=nl=(p-1)-(q-1), ce qui
implique p-1 =0 ou q-1 =0 car un corps commutatif est un anneau intégre, ce qui
contredit la définition de la caractéristique.

Exemple 1.27 L’anneau Z, les corps Q,R, C sont de caractéristique 0. L’anneau
Z/nZ est de caractéristique n et si p est premier, le corps Z/pZ est de caractéris-
tique p.



7 Corps des fractions

Soit A un anneau integre. Il existe un corps dont un sous-anneau est isomorphe a
A qu’on appelle le corps des fractions de A. C’est le plus petit corps contenant
A. Prenons par exemple le corps Q des rationnels qui est le corps des fractions
de 'anneau Z. La construction des corps de fractions est une généralisation de la
construction de Q. Pour plus de détails, voir [19].

8 Divisibilité
Soit A un anneau integre.

Définition 1.28 Soit a,b € A, a # 0. On dit que a divise b et on note a | b s’il
existe ¢ € A tel que b= q - a.

Définition 1.29 Soit a,b € A. On dit que a et b sont associés s’il existe u € A* tel
que a = u - b.

Définition 1.30 (Elément premier) Soient a,b € A. Un élément p est dit pre-
mier dans A si p est non nul, n'est pas une unité de A et si p | ab alors p divise a
ou p divise b. Deux éléments a et b de A sont dit premiers entre eux si tout diviseur
commun a a et b est inversible.

Proposition 1.31 Soit [ = (p) l'idéal de A engendré par p € A. Alors, p premier
dans A équivaut a I est un idéal premier.

Définition 1.32 (Elément irréductible) Un élément a est dit irréductible dans
A s’il n’est pas inversible et si a = xy entraine v € A* ouy € A*

Remarque 1.33 1. Une unité de A divise tous les éléments de A.

2. Les seuls diviseurs d’un élément irréductible de A sont ses associés et les unités
de l'anneau A.

Exemples 1.34 1. Dans Z, 5 est irréductible mais dans Zl[i], il n’est pas irré-
ductible car 5 = (24 1)(2 — ).

2. Le polynome x? — 3 est irréductible dans ’anneau Q[x] mais réductible dans
R[x].

Proposition 1.35 Sip est un élément premier de A, alors il est irréductible.



Démonstration 1.36 Supposons que p est premier. Si p n’est pas irréductible alors
p peut s’écrire sous la forme p=a-b, ot a et b ne sont pas des unités de A. Alors
pla-betdoncplaoup|b. Sip|a alorsil existe g € A tel que a =p-q. Donc

p=a-b=p-qg-b=p-(1—q-b) =0, (1.1)

et comme A est intégre et p # 0 alors ¢ -b = 1, d’ou b est inversible, ce qui est
impossible.

Sip| b, en effectuant le méme raisonnement, on montre que a est inversible, ce qui
est également impossible. Donc p est irréductible.

La réciproque est fausse en général, prenons par exemple 'anneau A = Z[z\/g] =
{a+iv/5b; (a,b) € Z x Z} C C qui est un sous-anneau de C, 3 est irréductible mais
non premier dans A.

Définition 1.37 Soit a et b deux éléments non nuls de A. On dit que d € A est un
plus grand diviseur commun de a et b noté pged(a, b) si les propriétés suivantes sont
vérifiées :

1.dlaetd]|b.

2. Sice A,c#0, tel que c|a etc|b alorsc|d.

On dit que m € A est un plus petit multiple commun de a et b noté ppcm(a,b) si les
propriétés suivantes sont vérifiées :

1.almetb|m .

2. Sice Atel queal|ceth|calorsm|ec.

Lemme 1.38 Soient a,b et © € A. On pose d = pgcd(a,b). Si x est un autre pged
de a et b alors x et d sont associés.

9 Anneaux quotients

Soit A un anneau commutatif et I un idéal de A. Comme A est commutatif, [
est, en particulier, un sous-groupe distingué de A, ce qui permet de définir le groupe
quotient A/ et la projection canonique :

T:A— A/l
r—x=x+1.

10



On définit sur A/l 'addition et la multiplication comme suit :

(A/I,+,-) est un anneau commutatif. On notera que, si I = A, alors A/ est
I'anneau nul et, si I = {0}, alors A/I = A.

Proposition 1.39 Soit A un anneau commutatif et I un idéal de A. On a [’équi-
valence suivante :

I est un idéal premier dans A < A/I est un anneau intégre (1.2)

10 Anneau des polyndémes

On appelle polynéme a coefficients dans un anneau commutatif A toute suite
f = (an)nen d’éléments de A nulle a partir d’'un certain rang.

10.1 Opérations sur les polynémes

Soit A un anneau commutatif. Soient f = (a,)nen €t ¢ = (bn)neny deux polyndmes
a coefficients dans un anneau commutatif A. On définit la somme et le produit de
f et g comme suit :

f + g= (an + bn)nENu (13)
et
k
fg = (cr)ren, ot cp = aiby . (1.4)

Si f est un polyndéme a coefficients dans un anneau commutatif A. On note ce
polyndme f(z) = Y50 a;z’, ot z = (0,1,0,- ) est appelé I'indéterminée.
L’ensemble des polyndmes a coefficients dans A est noté A[x].

Soit f(x) = Yis0aix’ € Alzx].

Soit n le plus grand indice tel que a, # 0 (s’il existe), a, est appelé coefficient
dominant de f.

On dit que f est un polynoéme unitaire si le coefficient dominant est égal a 1.

Si tous les coefficients a; sont nuls, f est appelé "polynéme nul', il est noté 0.
On appelle "degré de f" le plus grand entier i tel que a; # 0; on le note deg(f).
Pour le degré du polynéme nul, on pose par convention deg(0) = —oc.

Un polynéme de la forme f = ag avec ag € A est appelé "polynéme constant". Si
ag # 0, son degré est 0.
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Remarque 1.40 Comme a; est nul a partir d’un certain rang, un polynome de A[x]
peut s’écrire Y1 o a;x’.

Proposition 1.41 Soit A un anneau commutatif. Soient f et g deux polynomes
dans Alx], alors

deg(f + g) < max(deg(f),deg(g)) (1.5)

et
deg(fg) < deg(f) + deg(g) (1.6)

Si A est un anneau intégre, alors deg(fg) = deg(f) + deg(g).

Théoréme 1.42 Si A est une anneau intégre alors l'anneau des polynomes Alx] est
un anneau intégre.

Démonstration 1.43 Montrons que Alx] n’admet pas de diviseur de zéro. Posons
f(@) = anz™ + ap_12" 7t + ... +ag (1.7)

et
9(x) = bpa™ + by 1™+ 4 by (1.8)
avec a, # 0 et b,, # 0. Alors, le coefficient dominant de fg est a,b,,, et ayb, # 0,

d’ot Alx] est un anneau commutatif intégre.

Théoréme 1.44 Si K est un corps commutatif alors l'anneau des polynomes K [x]
est un anneau principal.

10.2 Division euclidienne

Soit K un corps commutatif.

Théoréme 1.45 (Division Euclidienne) Soient f et g deuz polynémes dans K |x]
avec g non nul. Il existe un unique couple (q,7) de K[x] x K|x] tel que :

f=gq+r etdeg(r) <deg(g) (1.9)

Théoréme 1.46 (Bézout) Soient f et fo deuz polyndmes non nuls dans K|zx].
Alors, f1 et fo sont premiers entre euz si, et seulement si, il existe u et v de K|[z]
tels que :

f1U+fQU =1. (110)
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Les résultats suivants sont des conséquences immeédiates du théoreme de Bézout.

Théoréme 1.47 (Gauss) Soient f, g et d trois polynomes de Klz|. Si d | fg et
pged(f,d) =1 alors d | g.

Proposition 1.48 Soit f, g et h trois polynomes de Klx|. Si pgced(f,g) =1, f|h
et g | h alors h est divisible par le produit fg.

10.3 Polynémes irréductibles sur un corps commutatif

Soit K un corps commutatif.

Définition 1.49 Un polynome P € K|x| est dit irréductible sur K si P n’est pas

constant et ses seuls diviseurs dans K|x| sont les polynomes constants et ceuz de la
frome AP, ou A € K*.

Un polynoéme qui n’est pas irréductible, est dit réductible.

Proposition 1.50 On note Lk, l’ensemble des polynomes irréductibles sur K.
1. I¢ = {P € Clz],deg(P) = 1}.
2. Un polynome P € Iy si, et seulement si, il est de degré un ou s’il est de degré
deux et de discriminant strictement négatif.

Théoréme 1.51 Soit f € K|[z| un polyndme non nul. Le polynome f se décompose
de maniére unique, @ l’ordre des facteurs pres, sous la forme :

f=afofe . fo (1.11)

cJr o

ou les f; sont des polynomes distincts, unitaires et irréductibles dans K|x], les a;,
i = 1,r, sont des entiers naturels non nuls et a € K* est le coefficient dominant de

f.
Exemple 1.52 Soit f(z) = 2* + 1. Dans Clz|, f(z) = (x —i)(x + 1) est réductible,
mais il est irréductible dans R[x].

Proposition 1.53 Soit f et g deux polynomes non nuls de K|x| et soit
f=af"f®

et
g=0f"fy7 S

leurs factorisations en facteurs irréductibles, ou a;,b; € N*, i = 1,r. Alors

f|g<:>ai§bz-,i:1,7’
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Définition 1.54 Soit f € K[z|. On dit que o € K est une racine de f si f(a) = 0.
Une racine o est de multiplicité k si, et seulement si, (x — )k | f et (v —a)* 1 {1 f.

11 Quelques notions sur les corps finis

Définition 1.55 Un corps fini est un corps ayant un nombre fini d’éléments. Il est
unique a isomorphisme pres et est noté Iy, ot g est le nombre de ses éléments.

Théoréme 1.56 (Théoréme de Wedderburn) Tout corps fini est commutatif.

Théoréme 1.57 Soit F, un corps fini, alors q est égal a p", ou p est un nombre
premier et n un entier naturel non nul.

Proposition 1.58 Un corps fini F,, ¢ = p", n € N*, est de caractéristique p et
toute extension de ¥y est de caractéristique p.

Théoreme 1.59 Soit m, n € N* et p un nombre premier, alors
Fym C Fpn < m divise n. (1.12)

Soit €2 la cloture algébrique de F,.
Théoréme 1.60 Q2 = U, > Fn

Proposition 1.61 L’application o : QQ — Q définie par o (x) = z7 est un automor-
phisme, appelé automorphisme de Frobenius.

Proposition 1.62 Soit F, un corps fini, F' une extension de F, et f € Flx] un
polynéme a coefficients dans F'. Alors, f € Fy[z] si, et seulement si, f(x?) = f(x)9.

11.1 Polynémes irréductibles sur F,

Théoréme 1.63 Soit f (x) un polynéome irréductible de degré m dans F, [x]. Alors
le corps de décomposition (ou corps des racines) de f (x) surF, est Fym. En particu-
lier deuz polynomes irréductibles f (x) et g (x) de méme degré sur F,[z] admettent
le méme corps de décomposition, a isomorphisme pres.

Théoréme 1.64 Tout polynome irréductible f (x) de F, [x] de degré m posséde exac-
tement m racines distinctes dans Fom. Si o est ['une de ses racines, toutes les autres
racines sont données par

m—1

aq,oﬂz,--- ,al™ . (1.13)
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Théoreme 1.65 Soit ¢ = p™ et posons
pa =A{f(x) € F,[z] : f(x) drréductible unitaire de degré d}, (1.14)

alors on a

—z= [ f(z). (1.15)
f(»";l)|€ud

Exemple 1.66 Sur Fs, on a

-2 = 2" —z= ] f@= 11 f@ II f@ II f@
f(md)‘ilid f(x)em f(x)epa flx)Epa

= xz(z+1) (:U2+x+1> (x4—|—x+1) (x4—|—a:3+1) (x4+:c3+x2+:v+1).

Lemme 1.67 Soit f (z) € F,[X] de degré m avec f (0) # 0, alors il existe un entier
e < q™—1 tel que f(x) divise z¢ — 1.

Définition 1.68 Soit f (z) € F,[X], f(x) # 0. Si f(0) # 0, le plus petit entier e
tel que f (x) divise ¢ — 1 et appelé ordre de f (x), on le note e (f). Si f(0) =0, on
écrit f (x) = 2%g (z) avec g (x) # 0, et on pose par définition e (f) = e (g).

Théoréme 1.69 Soit f (x) € F, [X] irréductible de degré m, tel que f (0) # 0. Alors
Uordre de f (x) est égal a l'ordre d’une racine de f(z) dans le groupe multiplicatif
F*,..

q

Corollaire 1.70 Soit f (z) € F, [X] irréductible de degré m, alors e (f) divise ¢ —
1.
12 Anneaux factoriels

Les anneaux factoriels sont les anneaux dans lesquels on peut généraliser le théo-
reme fondamental de I'arithmétique. Rappelons le théoreme fondamental de ’arith-

métique.

Théoreme 1.71 Tout entier n > 1 se factorise de fagcon unique en produit de
nombres premiers.

Définition 1.72 Soit A un anneau. On dit que A est factoriel s’il est intégre et si
les deux conditions suivantes sont réalisées :
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1. Pour tout élément non nul a € A, il existe des éléments irréductibles py, ..., p,
de A tels que

a=]]p:- (1.16)
=1

2. Sipr-pr=q1-qs, 0U les éléments py, -+ ,Pr,q1, - ,qs € A sont irréduc-
tibles, alors r = s et il exviste une permutation o € S, telle que pour tout
i€ {1,---,r}, pi et gy sont associés.

Remarque 1.73 Dans un anneau factoriel, la notion de pgcd est bien définie, a
multiplication par un élément inversible pres. Par contre, il n’y a pas en général
d’identité de Bézout. Par exemple, dans C[X,Y], le pgced de X et de'Y est 1, mais
pour tous P,Q € C[X,Y], le polynome X P + Y Q est différent de 1.

Exemples 1.74 1. D’aprés le théoreme fondamental de l'arithmétique, [’anneau
7. est un anneau factoriel.

2. L'anneau Z[\/=5] = {a + b\V/5i | a,b € Z} n'est pas factoriel. L élément 6
admet deux factorisations distinctes

6=2-3=(1+5i)(1—V5).

En utilisant la norme, on peut montrer que 1 £ /5i sont irréductibles dans

Z[v/-5].
Théoréme 1.75 Soit A un anneau factoriel. Alors
p irréductible dans A < p premier dans A

Définition 1.76 (Valuation) Soit A un anneau factoriel, K son corps des frac-
tions et p un élément irréductible de A. Soit a un élément non nul de K. Alors il
existe u,v € A non divisibles par p et un entier relatif r tels que

u
a=7p—.
v

Cet entier r est unique. C’est par définition la valuation en p de a, notée v,(a). Par

convention, on a : v,(0) = —oo.

Proposition 1.77 Soit A un anneau factoriel. Va,b € A, on a :
1. vy(ab) = v,(a) + v,(b).
2. vy(a+b) > min(vy(a),v,(D)), et sivy(a) # vy(b), on avy(a+b) = min(vy(a), vy(b)).
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Soit A un anneau factoriel et K son corps des fractions. Une partie P de A
est appelée systeme de représentants des éléments irréductibles de A si pour tout
irréductible g de A, il existe p dans P et u € A* uniques tels que g = up.

Si un tel P est fixé, tout élément a € K* s’écrit de fagon unique sous la forme

a=1u H pvp(a)’

peEP

ou u € A*. On définit alors le pged et le ppem dans K* (& multiplication pres par
un élément de A*) de la maniere suivante :

pgcd(a’ b) — H pmin(vp(a),vp(b))’ (117)
peEP

ppcm(a’ b) = H pma:c(vp(a)mp(b))' (118)
peEP

On pose pged(0,0) = 0. Plus généralement, on peut définir le pged et le ppem de
ag, -+ ,a, € K* par

pged(ag, - -+, a,) = [ printere)enlen)
peEP

et
pgem(ag, -+, an) = H pmax(v”(%)’m’v”(a"))

peEP
13 Polyndémes a coefficients dans un anneau fac-
toriel

n .
Soit A un anneau factoriel, K son corps des fractions. Soit f = Y f;X" un
i=0

polynéme non nul de degré n de K|[z]. Le coefficient dominant de f est noté cd(f).

On a cd(f) = fu #0.

Définition 1.78 Le contenu de f € Klx|, est défini (@ multiplication prés par un
élément de A*) par :

On pose Cont(0) := 0.

Définition 1.79 On dit que f € Klx] est primitif si Cont(f) = 1.
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Définition 1.80 La partie primitive PP(f) d’un polynome f € Klx] est définie
(modulo une multiplication par une unité de A) par

f=Cont(f)PP(f), si f#0,
et PP(0) = 0.
Théoréme 1.81 Le produit de deux polynomes primitifs de Alz]| est primitif.

Démonstration 1.82 Soient f et g deux polynomes primitifs de Alz]. Soit p un
élément irréductible de A. Comme l'idéal pA est premier, 'anneau D = A/pA est
intégre, donc Dlz| est aussi intégre. Dans Dlz], la classe de f et de g modulo p
sont non nulles, donc la classe de fg modulo p est non nulle. Par conséquent, p ne
divise pas Cont(fg). Ce qui est vrai pour tout irréductible p de A. On en déduit que
Cont(fg) = 1.

Corollaire 1.83 (Gauss) Soient A, B € K[X]|. On a
Cont(AB) = Cont(A)Cont(B), (1.20)

et
PP(AB) = PP(A)PP(B). (1.21)

Démonstration 1.84 Si AB =0, le résultat est vérifié. Sinon, on a d’une part
AB = Cont(AB)PP(AB), (1.22)
et d’autre part, en décomposant A et B séparément,
AB = Cont(A)Cont(B)PP(A)PP(B). (1.23)

Les contenus étant non nuls, on déduit de I’égalité Cont(AB) = Cont(A)Cont(B)
que PP(AB) = PP(A)PP(B).
Commengons par un cas particulier : si R € K* et A = Y1_,axz" alors

Cont(AR) = pgcd(aoR, - -+ ,anR) = R.pgcd(ag, - - - ,a,) = Cont(R)Cont(P),
(1.24)
et le résultat est démontré dans ce cas.
Soient maintenant A et B dans K[xz]. On note h = PP(AB) et h* = PP(A).PP(B).
On a l’égalité

AB = Cont(A)PP(B)Cont(B)PP(B) = Cont(A)Cont(B)Cont(h"). (1.25)
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D’ou

Cont(AB) = Cont(C’ont(A)C’ont(B)Cont(h*)) = Cont(A)Cont(B)Cont(h"),
(1.26)
d’apres le cas particulier que nous venons de démontrer. Comme h* est primitif,
on peut conclure.

Théoréme 1.85 Soit A un anneau factoriel, K son corps des fractions. Les élé-
ments irréductibles de A[X]| sont :

1. Les polynomes constants p, p irréductible dans A.

2. Les polyndmes primitifs de degré > 1 de Alx| qui sont irréductible dans K[X].

Démonstration 1.86 Les irréductibles de A[X] de degré O sont clairement les élé-
ments irréductibles p de A.

Si P est un élément de Alz] de deg > 1, alors il est divisible par son contenu, donc
les irrédutibles de A[X] sont primitifs. Un polynome P non constant et primitif qui
est irréductible dans K[X| l'est dans A[X]. En effet, par contraposée, si P € A[X],
P = PP, P, € A[X] avec les degrés de Py et Py >0 . Cette décomposition est donc
aussi une décomposition dans K[X] donc P est réductible dans K[X].
Réciproquement, soit P un polyndme non constant, irréductible dans A[X]. Suppo-
sons qu’il existe Py et Py € K[X]| non constants tels que P = Py Py et dy,ds les ppem
des dénominateurs des coefficients de Py et P respectivement. On a di Py, dy Py €
A[X] alors didaP = dy Pydo Ps.

C’ont(dlng) = COnt(dlpldgpg), (127)

d1d2 = C’ont(dlpl)Cont(dQPg) (128)

Posons P; = Cont(d;P;)~'d;P; pour j = 1,2. Alors P = P,P,. Ce qui est une
contradiction car P est irréductible dans Alzx]. Ainsi, les polynomes irréductibles de
degré > 0 dans A[X] sont primitifs et irréductibles dans K[X].

Théoréme 1.87 Soit A un anneau factoriel. L’anneau A[X] est aussi factoriel.

Démonstration 1.88 [22/

Soit f € Alz] non nul et non inversible. Montrons que f est s’écrit comme un
produit d’éléments irréductibles de Alx]. Soit K le corps des fractions de A.
Dans K [x]
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ou les f; sont des éléments irréductibles de K|z].
En prenant la partie principale du produit précédent, on obtient

PP(f) = [ PP(T).

Les PP(f;), i € {1,---,r}, sont primitifs et irréductibles dans K|z|, donc irré-
ductibles dans Alx]. Comme A est factoriel, on peut aussi décomposer Cont(f) en
produit d’éléments irréductibles de A, donc de Alz]. Ceci montre que f est décom-
posable en un produit d’éléments irréductibles de Alx].

Démontrons maintenant ['unicité de la décomposition. Supposons que

T s t U
[ = Hpini = HQiHQi
=1 =1 =1 =1

ou les p; et les q; sont des éléments irréductibles de A et ou les f; et les g; sont des
éléments irréductibles de degré > 1 de Alz| (donc primitifs). On en déduit que

Cont(f) = [Ipi =[] &
i=1 =1

Donc r =t et il existe une permutation o de S, telle que pour tout i € {1,--- 1},
pi est associé d qy(;). On a également

PP(f):Hfi:ng‘-
i=1 i=1

Puisque les f; et les g; sont primitifs, en regardant cette égalité dans K|x|, il vient
que s = u et qu’il existe une permutation T de Sy telle que pour touti € {1,--- s},
fi et gru) sont associés.

Corollaire 1.89 1. Soit A un anneau factoriel. Alors, pour tout entier n > 1,
Uanneau A[Xq, ..., X,] est factoriel.

2. Soit K un corps commutatif. Alors, pour tout entiern > 1, Uanneau K[ X7, ..., X,,]
est factoriel.

14 Résultant de deux polynémes

Soit K un corps commutatif et soit 'ensemble P; = {p € K|z| : deg(p) < d}, ou
d est un entier positif. L’ensemble P; est un espace vectoriel de dimension d. Soit m
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et n deux entiers naturels et 'application

¢ Py X Py — Py
(s,t) — sf +tg,

ou f et g sont des polynémes de K|z| tels que :

flx) =3 a', (1.29)
et .
g(z) => bix'. (1.30)
i=0
Soient B = {(z"*™, z"*™=1 1)} une base de P, ,, et
B ={(z""",0), (@"%,0)...,(1,0),(0,2™"), (0,2™7),..., (0, 1)}

une base de P, x P,,.
La matrice associée a ¢ pour ces bases est la matrice carrée de taille (n-+m) suivante :

Ay—1 Am, 0 bn—l bn
Qy—1 : bn—l
M = QA b()
aop 0 bo bn
0 Qo ’
0 Cen 0 ag 0 Ce c. 0 bO

La matrice M est appelée matrice de Sylvester et est notée Sylv(f,g). Le
déterminant de M est non nul si, et seulement si, f et g sont premiers entre eux.
Remarquons que les coefficients de f sont reproduits sur m colonnes et ceux de g sur
n colonnes. Le déterminant de M est une expression en fonction des coefficients de f
et g et est appelé Résultant de f et g , noté Res,(f, g) ou simplement Res(f,g). Les
notions de matrice de Sylvester et de résultant se généralisent pour les polynomes a
coefficients dans un anneau commutatif quelconque.
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Propriétés 1.90 Soit A un anneau commutatif. On pose

f(z) = i_n:aixi € Alz], (1.31)
et .
g(x) = szxl € Alx]. (1.32)

1. Res(f,g) € A.

2. Res(f,g9) = (—1)""Res(g, f).

3. Ya € A, Res(af,g) = a™Res(f,q).

4. Ya € A, Res(a,g) = a", ot g est un polynéme non constant de degré n de
Alzx].

Démonstration 1.91 Voir [15] et [12].

Remarque 1.92 Par convention on pose : Res(a,b) =1, Va,b € A.

o™z € Alz], ou les

Soit A un anneau commutatif et f,,(x) = ﬁ (x - a,-) = §

i=1 i=0
a; , 0<i<m, sont les racines de f,,(x). On définit

am =8, =1,

—aﬁ_)lem_lzqurozzwL---Jram,

a5 = Sy = 010 + iz + -+ - + Q1O

(—l)maém) =S50 =0z ... ap.

Les S;, 0 < @ < m sont appelés les polynomes symétriques élémentaires des racines de
fm(z). Ces relations entre les coefficients et les racines d’un polynémes interviennent
dans la preuve du lemme suivant qui nous permet de démontrer des propriétés
importantes des résultants.

Lemme 1.93 Soient A un anneau intégre et g € Alx] tel que deg(g) > 0. Soit m

un entier tel que m > 1. On pose fp(x) = ﬁ (x — ;) et frn1(x) = " m z) , alors
i=1 —
Res(fm, 9) = g(am)Res(fm-1,9)- (1.33)
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Démonstration 1.94 Voir [15], page 177.

Théoréme 1.95 Soit A un anneau intégre. Soient f,g € Alz| tels que f(z) =
am T2, (x — ai) et g(x) = b, [T, (x — 6,), avec oy et B; les racines respectives de
f etg, a, etb, leurs coefficients dominants respectifs, alors

Res(f.q) = (<™ TLF (5. (1.349)
Res(f,g) = ap, HH (1.35)
Res(f,9) = ap ][ 9(n). (1.36)

Démonstration 1.96 Sim =0 oun = 0, les relations sont vraies avec la conven-

I
tion [l (x — ;) =1, pour | < k. Montrons (1.34). On a vu que :
i=k

RGS(f, g) = (_l)nm ) RGS(Q, f)?

alors, d’aprés (1.36), on obtient (1.34).
Maintenant, on prouve (1.36). En calculant le résultant de fi = x — ay et g, on
a

Res(f1,9) = g(on).

On sait que Res(af,g) = a™Res(f,g).
Posons f,, = ﬁ (r — a;) et en appliquant le lemme (1.93) sur les f;, 1 < i < m,

=1
nous aurons

Res(f,g) = ar Res(fm, g),
= ap g(ar)Res(fm-1,9),
= azlg(Oél)g(CKQ)Res(fm—ng)?
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On montre facilement (1.35) :

Remarque 1.97 Si f et g € Alx,y|, on note, Res.(f,g) le résultant dans Aly| par
rapport a x.

Théoréeme 1.98 Soit Kun corps commutatif. Si f,g € K[z| admettent une racine
commune dans K alors Res(f,g) = 0.

Démonstration 1.99 Conséquence immédiate de (1.34).

Les trois théoremes suivants montrent d’autres propriétés des résultants indé-
pendantes des racines des polynomes.

Théoréme 1.100 [15]
Soient A un anneau factoriel, f et g deuz polynomes non nuls de Alz]. alors

pgcd(f,g) ¢ A si, et seulement si, Res(f,g) = 0. (1.37)

Théoréme 1.101 [15]

Soit A un anneau commutatif. Soient f et g deux polynomes dans Alx] de degrés
positifs. Alors, il existe S, T € Alx] tels que

fS+gT = Res(f,9),
avec deg(S) < deg(f) et deg(T) < deg(g).
Théoréme 1.102 [15]

Soit A un anneau intégre et soient f, gy et go des polynomes dans Alx]. Alors

Res(f,g192) = Res(f, g1)Res(f, g2).
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Le théoreme 1.102 nous permet de calculer facilement le résultant de deux polynomes
si on connait la factorisation de I'un d’entre eux. Par exemple,

Res(f,2*g) = Res(f,g) [[ Res(f.x), (1.38)

i=0
et comme Res(f,z) = (—=1)"f(0) = (—1)™ao, alors
Res(f,2"g) = (—=1)"*al Res(f, g). (1.39)

Théoréme 1.103 (Riidiger Loos) Soit A un anneau intégre et soient f, g € Alz]
tels que

x) = anﬁ (ZB — ai),g(a:) =bn f[ (33 - 5j), (1.40)

et deg(f) = n > 0, deg(g) = m > 0, «;, B; leurs racines respectives. Alors, le
polynome
(1') = ( ngambn HH (.ZE — 71])

est de degré nm et admet nm racines, pas nécéssairement distinctes, telles que :

1. r(x) = Resy( (z—9),9),vij =i+ B, Z =1.

<

r(z) = Res,(f(z +y),9(y)),vij = i — B;, Z = 1.
8. r(z) = Resy( " f(x/y),9()), Vi = iy, Z =
4. r(@) = Resy(f(xy), 9()), 75 = i/ B;s 2 = (=1)""gi" [V, 0t go = 1Bz B

Démonstration 1.104 [15]
On démontre les quatre formules en utilisant la relation (1.54).

1.

Res,(f(x —y),g9(y)) = (—1)""by, ﬁf (z — B;)

= (b TTTT (o B — o)
i=1j5=1

= (=1, TT T (= — (ci + 8))-

i=1j5=1
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Lemme 1.105 Soit A un anneau intégre. Soient f,g € Alx] deux polyndmes non
nuls. Soit I un idéal de A. Soit a € A. On note par @ la classe de a modulo I. On
suppose que cd(f) # 0. Alors Res(f,g) =0 < Res(f,g) = 0.

Démonstration 1.106 Soient f = Y7, fix' € Alz] et g = ZJ 0 9;7 € Alx], de

degrés respectifs m et n. - B
Si le degré de [ est nul alors Sylv(f,g) = fI, et Sylv(f,qg) = fI,. Donc Res(f,qg)
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et Res(f, g) sont non nuls et I’équivalence est vérifiée. Supposons alors que le degré
de f est > 1. Si g =0 alors Res(f,§) = 0 et les m derniéres colonnes de Sylv(f,g)
qui contiennent les g; s’annulent modulo I. On a donc Res(f,g) = 0.
S1g #0. Soit i le plus petit indice tel que G,—; # 0, alors
Sylv(f,g) est de la forme

T 0

u v)’

ou T est une matrice carrée de taille i et triangulaire inférieure avec des fr, sur la
diagonale, et V' est une matrice carrée de taille n —i. On en déduit que Res(f,g) =
fi Res(f,g). D’ou le résultat.
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Chapitre 2

Produit composé de polynomes a
coefficients dans un corps fini

Dans ce chapitre, nous définissons le produit composé ¢, appelé aussi produit
losange, de deux polyndmes a coefficients dans I, et ses propriétés. Nous exposons
une démonstration détaillée d'un théoreme établi par Brawley et Carlitz [5] sur
le produit composé de deux polynomes irréductibles. Ce résultat nous permet de
construire des polyndémes irréductibles a partir d’autres polynémes irréductibles.

A la fin du chapitre, nous donnons un algorithme qui permet de calculer ce produit.

1 Le produit losange ¢ et ses propriétés

Soit €2 la cloture algébrique de F,. Soit G un sous-ensemble non vide de 2. Soit
o automorphisme de Frobenius de {2 tel que o(z) = x7,Vx € Q. On supposera que
G vérifie les deux conditions suivantes :

1. G est o invariant, ¢’est-a~dire : Vo € G,0(a) € G.

2. (G est muni d’une loi de composition interne ¢ telle que :
Vo, € G,o(ao ) =a(a)oa(f) € G.
Exemples 2.1 1. G=Q\ {0}, aof =ap.
2. G=Q, a0f=a+pF—c, oucel,

3. G=Q\ {1}, aof=a+—ap.

4. G : Un sous-ensemble c—invariant de 2, oo = f(a, B), ot f(x,y) € F, [z, y]
est un polynome fixé de F, tel que f(o,B) € G, Va, 5 € G.
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Remarquons que I'exemple 4 généralise les trois autres exemples. De plus, (G, ©) est
un groupe abélien dans les exemples 1, 2 et 3. Le théoreme suivant a été introduit

et démontré dans [7].

Théoreme 2.2 Soit G un sous-ensemble fini de € vérifiant les conditions précé-
dentes. Alors, il existe h(z,y) € F,[z,y] tel que h(a, ) = a o B, Vo, B € G.

Démonstration 2.3 Soit G = {ay, o, ...,au} un ensemble de cardinal t. D’aprés
I’interpolation de Lagrange

Si(x) S;(y)
h 5 - i i 5 2.1
(z.) 1g%§t (05 005) %7 W, 21)
ou Si(x) = Il (x —a) et W; = I (o — ).
acG aceG
aFto; aFta;
On a

h(a, B) = ao B,Va, p € G. (2.2)

Montrons que h(z,y) € Fy|x,y]. Comme G est o—invariant, o induit une permuta-
tion des éléments de G, alors comme la somme se fait sur tous les couples (i, j), on
a

(h(z,y)? =" ((%’ Oﬁj) o) Sj(y)>q

(i.5) Wi W
S a0 Boty Se(iy (2) So(j) (y7)
i Wowy  Wog)

ot of = () et B = By(;) et comme o permute les éléments de G, alors
(h(z,y))* = h(z?, y?). (2.3)
Donc, les coefficients de h(z,y) sont dans F,.
Réciproquement. Etant donné un polynéme h(z, y) € F,[x,y], on peut définir une

loi de composition interne ¢ sur un sous-ensemble G adéquat de la cloture algébrique
de F, en utilisant h(x,y).

Théoreme 2.4 Soit h(x,y) € Fylx,y|. Pour tout sous-ensemble S non vide de (2,
il existe un plus petit sous-ensemble G (au sens de l'inclusion) de 2 contenant S tel
que :
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1. G est o-invariant.
2. La loi o définie par oo B = h(a, B) est une loi de composition interne satis-
faisant o(a o B) = o(a) 0 o(B),Va, B € G.
De plus, si S est fini G est fini.

Démonstration 2.5 Voir [7], page 4.

Notons Mg[q, x], 'ensemble de tous les polynémes unitaires f a coefficients dans
IF, tels que deg(f) > 1, dont les racines sont dans G. Il est clair que si f, g € Mglg, z],
le produit fg € Mg|q, z].
Soient f,g € Mg[q, x]. On définit sur M¢|q, 2| une loi de composition interne appe-
lée produit composé et notée ¢ comme suit

fOQZHl;[(x—(Omﬁ))

ou « et [ sont les racines respectives de f et g dans G et a o 5 = h(a, ) € G,
Va, B € G, ou h(z,y) € F,[z,y] est un polyndme fixé.

La loi ¢ est une loi de composition interne. En effet, comme o permute les racines
de n’'importe quel polyoéme de F,[z], donc si h = f ¢ g, alors

q—HH — (%0 %) HH —(@of)) = h(z),

donc h € F,.

Si la loi ¢ est associative (respectivement commutative) dans G, alors la loi ¢ est
associative (respectivement commutative) dans Mg[q, z].

Si e est I’élément neutre de G, alors ace =eoa = «, Va € G. Donc o(a) o o(e) =
o(e) o o(a) = o(a), et comme o est un isomorphisme et o(e) = e, donc e € F,.
Alors, x — e est I’élément neutre de Mg|q, z].

2 Exemples de lois composées induites par le pro-
duit losange

Soient f et g deux polynomes de F,[z], dont les factorisations dans [z] sont les
suivantes : f = [[(x —a) et g = [1(z— ). On définit sur F,[z] les lois de composition
« B
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suivantes :

(:c — (a+ 5)), appelée ’addition composée,

(x — (a— 6)), appelée la soustraction composée,
(ZE — (ozﬂ)), appelée la multiplication composée,
fog=]] (:1: - a),g(()) # 0, appelée le quotient composé.

Théoréme 2.6 Soient f € F [z], ¢ = p®, dont les racines sont dans F,. On suppose
qu’il existe g € F,|x], de degré > 1 tel que g | f. Alors, gog| fof.

Démonstration 2.7 Si 5 est une racine de g alors 3 est aussi une racine de f
car g | f. Donc B; o B;, les racines de g o g, sont aussi des racines de f o f, d’ou

goglfef.
Théoréme 2.8 Soit f € F,[z] un polynéme de degré n > 1. On pose f(x) =

[1(x — i), sa factorisation dans une cloture algébrique de F,, alors

=1

1. f*f:i]jl<x—2ai) 1 (.T—(Oéi+aj)> )

2. feof=2"11 (:BQ—(;&;—@J‘)>}

1<j

3. fof= iljl (ac — oz?) I1 (:L‘ — (Oéiozj)2> 7

L fof= (x—l)nil;[j(ﬁ—(g;—l—z)x—i—l), F(0) #0 .

De plus, tous ces polynomes sont de degré n?.

Démonstration 2.9 1. On a

f=f=1] II (:E—(ai+ozj)): 11 (x—?ai) 11 (x—(ozmtozj) (2.4)

€A a;eA i=a; i Fa;

Donec,

fxf= f[(a:—?ai)n (;17— (ai—l—ozj)>2. (2.5)

1<j
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2. On posery =x — (1 — ag) et rg = x — (g — ), donc

riry = 2% — (g — a)?, (2.6)
alors,
fer= al_Ta (z — (@i — a;)) H '(x — (@i — ay)),
)
i<
3. Ona
fof =TI - aiay).
., (;’—a?)H(ﬂf ;o)
( 1#]
. Ona
for=Te- 0Tl -0
:@-1)%@(#—( j+2‘3) +1)

Théoreme 2.10 Soit f un polynome de degré n > 1, ou n est un entier positif sans
facteur carré, alors

fef=Tl1x=-a),
fef=ﬁf<x+a>,
fof= ;(0)"Hf(m‘1),
fof= f<0>—"ara[ f(za).

Démonstration 2.11 Les résultats sont obtenus en appliquant les définitions des
opérations x,0,6 et @ .

Les produits composés peuvent étre exprimés en fonction du résultant. Ce dernier
nous permet de calculer les produits composés sans avoir a calculer les racines de f

et g.

32



Théoréme 2.12 Soit f,g € F,[z], alors
1. fxg=Res,(g(y), flx—1v))
2. feg=Res,(g(y), [z +y)) ,
3. fog=Res,(g(), f(xy)) ,
4. f@g=Res,(9(v). f(x/y)).

Démonstration 2.13 Voir chapitre 01, théoreme 1.1085.

Dans la suite, on suppose que GG muni de la loi ¢ est un groupe abélien et un
élément de Mglq, z] admettant un symétrique pour la loi ¢ est appelé unité.

Définition 2.14 Soit h € Mglq, x] tel que h n’est pas une unité. Le polynéme h
est dit décomposable par rapport a la loi ¢ s’il existe deux polynomes f et g dans
Mcglq, x], de degrés > 1 tels que h = f o g. Sinon, h est dit indécomposable.

Remarque 2.15 [l ne faut pas confondre le mot "indécomposable” et "irréductible”.
Lirréductibilité est par rapport a la multiplication usuelle. Donc un polynome irré-
ductible peut étre décomposable.

Soit Ig[q, x| le sous-ensemble de Mg[q, x] des polynomes irréductibles sur F,.
Le théoreme suivant, établi par Brawley et Carlitz [5], nous donne une condition
nécessaire et suffisante pour que le produit f ¢ g soit irréductible.

Théoréme 2.16 Soit f,g € Mg|q, x| tels que deg f = m et degg = n. Alors, le
produit fog est irréductible sur I, si, et seulement si, f, g € Ig[q, x| et pged(n,m) =
1.

Démonstration 2.17 Supposons que f o g est irréductible. Alors, f et g sont né-
cessairement irréductibles car on a : ¥ f,g9,h € Mg|q, z]

folgxh)=(fog)x(foh),

ou X est la multiplication usuelle.

Supposons que pged(m,n) = d > 1. Soient r et s deux entiers premiers enlre eu,
tels que : m = dr etn = ds. Soit v = ao 8 ou « est une racine de f et B une racine
de g. Donc vy est une racine de f o g et comme fo g est irréductible de degré mn, le
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plus petit entier positif k tel que fqu =y est k =mn.
On a donc :

drs qd'rs
v = (0406) :
_ aqdrs o /Bqdrs7
ms <> ﬁan’
=aof =7,
et comme drs < mn, on a une contradiction.
Supposons que f et g sont irréductibles avec pged(m,n) = 1. Soient « et B des
racines respectives de f et g. Alors, v = a ¢ 3 est une racine de f ¢ g.
Le polynome f ¢ g est irréductible si, et seulement si, le polynome minimal de v sur
F, est de degré nm. Montrons que le plus petit entier d tel que qu = estd =mn.
Onavy?"" =a?" B =aof=~v=d<nm.
Comme fyqd =7, alors aqdoﬂqd = aof3. En élevant a la puissance g t fois, on obtient

:aq

a? o B9 = a0 B,Vt € N*, (2.7)
Pourt=m, on a
ao B =aop. (2.8)
Comme G est un groupe alors B = B. Par conséquent, n | md = n | d car
pged(m,n) = 1.
De la méme maniere, en prenant t = n, on aura
a6 B =" 6 B =ao B (2.9)

Alors o™ = « et donc m | nd et par conséquent m | d. Comme mn | d, on en déduit
que mn < d, donc d = mn.

Une autre démonstration a été proposée par Munemasa et Nakamura dans [18].
Leur méthode repose sur la notion "d’annulation faible", c’est-a-dire, le produit ¢
peut étre non associatif. Pour plus de détails, voir [18], section 2.

3 Polynémes irréductibles et multiplication com-
posée

On pose G = Q* et Mglg, z] muni de la loi o. Soient f et g deux polynémes de
Mc¢lq, ). Rappelons que

fog= H]ﬁI(w— (aB)), (2.10)
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ou « , [ sont les racines respectives de f et g dans G.

Soit h € Mglg, =] tel que h n’est pas une unité. On dit que h est multiplicativement
décomposable si h = fog, ou f et g € Mg|q, z] et deg(f) > 1, deg(g) > 1.

Dans [5], Brawley et Carlitz ont établi un théoreme pour montrer l'unicité de la
décomposition multiplicative pour les polynoémes dans I¢[q, z].

Par exemple, pour montrer que la décomposition multiplicative d’'un polynome uni-
taire de F [z] n’est pas nécessairement unique. Considérons le polynéme f(z) =
25 + 23 + 1 € Fylz], qui est irréductible sur Fy et soient

gz)=a*+z+1,
g2(x) = ot 1,
g(z) =2 +* + 2P+ +1,
alors
fogl:fog2:fog3:(3:12+x3+1)(3:12+x9—|—1), (2.11)

d’ou le corollaire suivant :

Corollaire 2.18 La décomposition multiplicative des éléments de Mg[2,x], ou G
est le groupe multiplicatif de ), n’est pas unique.

Démonstration 2.19 D’aprés la relation (2.11), le polynéme réductible x** + x* +
2% 4+ 22 + 2% + 23 + 1 admet trois décompositions multiplicatives différentes.

Théoréme 2.20 Soit G le groupe multiplicatif de Q. Soit f € Mg[q, x] un polynome
irréductible de degré n > 1. Si f est multiplicativement décomposable dans M¢|q, x|
comme Suil :

f=fiofso--rofi=g10---0g, (2.12)
ot deg(f;) =deg(g;) =n; ,i=1,...,t, alors
1. Les n; sont deux a deux premiers entre eut.
2. f; et g; sont irréductibles et,

3. Vi, f; et g; sont associés.

Démonstration 2.21 1 et 2 sont vérifiés d’aprés le théoréeme 2.16.
Montrons 3. Soit o; € Fyni, une racine de f; , 1 <i <t. D’aprés 2.12, g admet des
racines [3; € Fyn; telles que :

10 ... O :6152---ﬁt7 (213)
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donc, on a :

w_% A

— = ) 2.14
P Q2 o7 ( )
et (1) €Fymi et gg) €F um,.
Comme pgcd(ny, —) = 1 alors oy = ¢fy ot c € F,. Ceci implique que fi = (x—c)ogy,
ny
donc fi et g1 sont associés.

D’une maniére similaire, on trouve que f; et g; sont associés , 2 <11 < t.

Dans le théoreme 2.20, nous n’avons pas supposé 'indécomposabilté des facteurs
irréductibles du polynéme f. Cependant, nous avons supposé ’égalité des degrés.
Prenons par exemple le polynéme dans Mg[2, x| suivant :

(2 +a' +?+r+Do(@®+22+1) = (@ +ax+1)o (@ +2° +2* + 27 +1) (2.15)

Il est clair que les degrés des facteurs ne satisfont pas la condition du théoreme 2.20.
De plus, les polynomes de degré 6 et 10 sont décomposables. Donc, pour supprimer
la condition d’égalité des degrés, nous allons exiger que les facteurs multiplicatifs
soient indécomposables.

Dans ce qui suit, d(«) désigne le degré du nombre algébrique .

Lemme 2.22 Soit a, 3,7 et o € Q tels que :
1. aff =~o.
2. dla)=a,dB)=0b,dy)=cetd(o)=d
3. pged(a,b) =1 = pged(c,d).

Alors, il existe des entiers m,n,r et s, premiers entre euxr deuxr a deux tels que :
a=mn ,b=rs,c=mr,d=ns, et pour chacune des factorisations, il existe
ag, Bi,vi et oy € Q1= 1,2, tels que : a = ayag, B = B1fa2, ¥ =72 et 0 = 0109, 0U

d(ag) =m,d(as) = n,
d(ﬂl) =T, d(ﬁQ) =S,
d(y1) =m,d(y2) =7
)

Démonstration 2.23 Voir [5], pages 126-127.
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Théoréme 2.24 Soit f € F,[x], un polynome irréductible de degré n > 1. Suppo-
sons que f est multiplicativement décomposable comme suit

f=fiofao--r0ofi=gi0gs0...0g,, (2.16)

avec fi, gi € Fy[z] sont indécomposables pour la loi o. Alors, s =t et les f; et g; sont
associés (en réordonnant les g;) , 1 <i <t.

t
Démonstration 2.25 Posons deg(f;) = n; et deg(g;) = m; tels que : n = [[ n; =
i=1

S
[T m; ot les n; (respectivement m;) sont premiers entre eur deuzr da deut.
i=1
Supposons, sans restreindre la généralité, que t < s. Montrons le résultat par récur-

rence Sur t.

Pourt =1, f est trivialement indécomposable. On suppose donc, t > 1. On réar-

range les f; et les g; tels que 1 <ny <mng < --- < mnpetl <my <mg < --- < my.

Nous affirmons que s =t et n; = my, Vi. Supposons que s >t et qu’il existe n; tel

que n; #mj, 7 = 1,...,s. Choisissons le plus petit des n; et notons le a. Comme
t

t

n = [l n; = [I my, il existe un certain m; qu’on note c tel que pgcd(a,c) # 1 et
i=1 i=1

a# c.

Posons b=~ etd =" alors ab= cd et pgcd(a,b) = pged(c,d) = 1.
a c

Soit f* € F,[z] le polynome f; tel que deg(f; = a et g € F,[z] le polyndéme g; tel que
deg(g;) = c. Alors,

flfoF=4go0G, (2.17)

ot F' ( respectivement G) est le produit des f; restants ( respectivement des g; res-
tants). De plus, F' et G sont des polynomes irréductibles de degré b (repectivement
d). Soit o, B, et o les racines respectives de f', F, ¢' et G. On a donc :

aff = o, (2.18)

car afp est une racine de f' o F' et yo est une racine de g’ o G. De plus, la relation
[2.17] montre que d(o) = a,d(f) =b,d(y) =cetd(oc)=dova>1,b>1,¢c>1
et d > 1, puisque 2 <t < s.

Posons m’ = pged(a,c) > 1 alors a = m'n’ et ¢ = m/v', n/;r" e N, n' > 1 ou
" > 1. Pour n' > 1, en appliquant le lemme 2.22, a = a1 ot d(oy;)) =n' > 1 et
d(ag) =m/ > 1. Donc f = hyohy , ot hy et hy sont les polynomes minimauzx de
oy (respectivement aw), ce qui est une contradiction car f est décomposable. Ainsi
s=tetm;=n;,1<i<t. Alorsles conditions du théoréme 2.20 sont vérifiées et
on en déduit que f; et g; sont associés.

37



3.1 Multiplication composée et polyndmes cyclotomiques

Soit K un corps commutatif de caractéristique p ou p est un nombre premier.
Soit n € N* tel que p 1 n.

Définition 2.26 Le polynome

O, (2) = ﬁ (z-¢&), (2.19)

ou &, est une racine primitive n-ieme de ['unité, est appelé le n-ieme polynome
cyclotomique sur K.

Remarquons que ®,, est de degré p(n), ou p(n) est la fonction d’Euler définie par :
pged(i,n)=1

Voir [14] (Chapitre 2, pages 63-66) pour plus de propriétés.

Dans le suite de cette section, on note K = I, avec ¢ une puissance d’'un nombre
premier. Le théoréeme suivant montre qu'un polynoéme cyclotomique est le produit
composé d’autres polyndémes cyclotomiques.

Théoréme 2.27 Soit n =pi*...p% , n € N. Soit
cbpjl = H fli
q)p? - H faj
J

Dpes = H sk
k

les factorisations des ®; , 1 € {p*,...,pS}, dans Fy[z]. Alors

@n - (Ppil OQ)IO;Q O .- O@Z)gs
:HH...H(flionjo--oofSk) (2.20)
i k

De plus, si les ordres multiplicatifs de ¢ modulo chacun des p;' sont deuzr d deux
premiers entre eux, alors 2.20 est la factorisation compléte de ®,,.
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Démonstration 2.28 Posons F = QDPTI o qu;z o---0®es. En utilisant la définition
de la multiplication composée, on obtient :

F=TI . TI (== &1 Gpues) (2.21)

§pi1 €pes

ot le produit parcourt toutes les racines primitives pi'-iéme de l'unité. I est clair
que §p;~1 ... &pes est une racine de ©,,.

En effet, comme ord(fpfi) =ps* et les p; sont deuzx a deuz premiers entre eux, donc

ord(&en .. G ) = pTH oL ps =

Alors, pr1 ... &§pes est une racine primitive n-ieme de ['unité, donc une racine de ®,,.
De plus, F' et ® sont unitaires et

deg(F H o(p H Py = deg(Pn).

Rappelons que les racines d’un polynome cyclotomique sont toutes distinctes. Si
on montre que les racines de F' sont distinctes alors F' = ®. Posons & = fp;si et
montrons que les racines de I sont distinctes.

On suppose que F' a deuz racines égales, c’est a dire :

Ehi - Gt = ;%1 e (2.22)
741...5745_5]1 . Js

é—ls_ls — é‘ll ]l . .5745 1—Js— 17
ord(&+7") = ord(&r7r LTIt

€s—1

ainsi, ord(&°7") | pft ... pe et ord(El7) | pee, done

pged(p ... pey py) = 1= &7 =1,

et comme p%* > 1 et 0 < iy, js < pS°, alors iy = js.

Par récurrence, on montre que iy = 5 , 1 < k <s, d’ou o, = F.

D’aprés ’associativité de o et le fait que [[fog =T11follg et en appliquant le
théoreme 3.1, on en déduit facilement que les facteurs de 2.20 sont irréductibles.
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Exemple 2.29 Soit Fi; le corps a 11 éléments. Pour n =595 =5 x 7 x 17
On a :ords(11) =1, ord;(11) = 3 et ordi7(11) = 16. Les ordres sont deuz d deuz
premiers entre eux. D’apres le théoréme 2.27, on a

D595 = 1:[1;[1;[ (fz' ©gjo hk) (2.23)

ot fi, g; et hy, sont les facteurs irréductibles de ®5, ®7 et P17 respectivement.

Corollaire 2.30 Soit m,n € N tel que pged(m,n) = 1.
Alors
Dy = By 0 D,y (2.24)

De plus, soient ®,,, =1 fi , ®,, = [1gi, leurs factorisations respectives sur F, , alors
q)mn:HHfiogj7 (225)
(]

et sile pgcd(ordm(q), ordn(q)) =1 alors la relation [2.25] est la factorisation com-
plete de ®,,,, sur F,.

Tuxanidy et Wang [23] ont introduit plusieurs décompositions multiplicatives des
polynomes cyclotomiques de différents degrés. Par exemple, si r est un entier impair,

on a
(PQH,,- = @271 o) (P'I" (226)

Dong, si les factorisations de ®,, et ®,, sont connues telles que ®,, =] f; , ®, = [1 g
et si
pgcd(m,n) = pged(ord,,(q), ord.(q)) = 1,

on pourrait obtenir tous les facteurs irréductibles de ®,,,, en calculant f; o g;.
Cette méthode a été utilisée afin d’obtenir certaines factorisations des polynémes
cyclotomiques. Par exemple, le théoreme 3.3 dans [23] donne une factorisation de
®,,,, avec ¢ une racine primitive mod (m) et

pged(m, n) = pged(p(m), ordn(q)) = 1.

Pour plus de détails, voir [23].
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3.2 Un critere de décomposition multiplicative

Le théoreme suivant donne une condition pour qu’un polynoéme irréductible sur
[F, soit multiplicativement décomposable.

Théoréme 2.31 Soit h € F [z] un polynome irréductible de degré nm et d’ordre e
avec pged(n,m) = 1. Alors h = fog, ou f et g sont irréductibles dans F,|x], de
degrés respectifs n et m si, et seulement si, e | (¢" — 1)(¢™ —1)/(q —1).

Démonstration 2.32 Voir [5], page 125.

Le corollaire suivant donne le nombre de polynémes irréductibles multiplicativement
décomposables.

Corollaire 2.33 Soit n,m € N avec pged(n,m) = 1. Soit E l'ensemble des ordres
des polynomes irréductibles sur Fy[x] de degré nm. Le nombre N de polynomes ir-
réductibles, de degré nm, décomposables comme f o g avec deg f = n et degg = m
est donné par N = ZEgo(e)/nm avec e | (¢" —1)(¢™—1)/(qg—1).

ec

Exemple 2.34 1. Dans Fy[x]. On considére les polyndmes irréductibles de degré
nm = 6 avec n = 2 et m = 3. Les ordres de ces polynomes sont 9,21 et 63.
Donc, les polynomes irréductibles décomposables de degré 6 sont d’ordre 21 et

©(21)

le nombre de ces polynomes est N = == = 2.

2. Dans Fs[x], E = {7,28,52,56,91, 104, 182,364, 728} [’ensemble des ordres des
polynomes irréductibles sur Fs de degré 6. Donc les polynomes irréductibles
décomposables dans Fs[z]| sont ceux d’ordres 52 et 104. Ainsi, le nombre de

polynomes irréductibles décomposables de degré 6 dans Fs3[x] est (90(52) +
(104)) /6 = 12.

4 Polynémes irréductibles et addition composée

Soit G le groupe additif Q et Mg[g,z] muni de la loi *. Soient f et g deux
polynémes de M¢lq, xz]. Rappelons que 'addition composée de f et g est définie

comme suit :
Frg=TIII (= - (o +B)), (2.27)
a g
ol «, 3 sont les racines respectives de f et g dans G.
Soit h € Mglg, z] tel que h n’est pas inversible. On dit que h est additivement
décomposable si h = f x g, ou f et g € Mg|q, z] et deg(f) > 1, deg(g) > 1.

41



Lemme 2.35 Si le pged(m,n) =1 et « € Fyn et 5 € Fym alors

11 1;[ (z—(a+8) =[@"—2) @t @], (2.28)

0l tp () = x+x94- -+ et le produit symbolique ® est défini par (f(z)®g(z)) =
f(g(@)).

Démonstration 2.36 Voir [5], page 130.

Définition 2.37 Soit v € Q tel que d(vy) > 1. L’élément v est dit additivement
indécomposable s il ne peut pas s’écrire sous la forme v = o + 3, ot d(a) > 1,

d(B) > 1 et d(y) = d()d(B).

Lemme 2.38 Soit v € Q avec d(y) = mn et pged(n,m) = 1. Alors v = a + 3, ou
d(a) =m et d(B) = n si, et seulement si, v est une racine du polynome

(27 = 2) @ tm(2) @ ta(2). (2.29)
Démonstration 2.39 Voir [5], page 131.

Théoréme 2.40 Soit v € Q\F,, v peut s’écrire sous la forme vy = oq+- -+, ot
n=d(v), n; =d(a;) > 1, n =niny...ny, les (n;) premiers entre euxr deuz d deux
et les a; additivement indécomposables. De plus, si v = [y + --- + Bs est une autre
décomposition, alors en réordonnant les 3;, on a B; = a; +¢; ,¢; €Fy et 3 ¢; =0.

4.1 Un critere de décomposition additive

Soit L € F,[z]. On dit que L est un g-polynémes si L s’écrit sous la forme
L = Saz? avec a; € F,. Le polynome L est aussi appelé polynome linéarisé.
On appelle associé ordinaire & L le polynéome [ = 3 a;z°. On dit que L; divise
symboliquement L s'il existe un g-polynéme L tel que L1 ® L = Ly. On écrit Ly || Lo
et on note le quotient symbolique L = Ly//L;. On dit qu'un polynéme f € F,[z]
appartient a un polyndéme linéarisé L si, et seulement si, L est le polynéme linéarisé
de plus petit degré divisible par f. Dans ce cas L est unique. On peut donc énoncer
le théoreme suivant :

Théoreme 2.41 Soit h € F,[z]|, un polynome unitaire irréductible de degré nm tel
que pged(n,m) = 1. Soit L le polyndme linéarisé auquel appartient h , | le polyndome
ordinaire associé a L. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :
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1. h est additivement décomposable tel que h = f*g avec deg f = n et degg = m.
2. L) (2" —1)® (7" - 1)//(z? — z).

8. Ll (@ = 1)@ (0" = 1)//(a% - ).

o1 @ = 1)@m= 1)/ — 1),

Démonstration 2.42 Voir [6], page 63.

Le théoreme 2.41 nous permet de tester si un polynéme irréductible est additivement
décomposable. Le résultat suivant nous donne une formule pour évaluer le nombre
de polynomes irréductibles, additivement décomposables dans F[z].

Théoréme 2.43 Soit n > 1 et m > 1 tels que : pged(n,m) = 1. Le nombre de

polynomes unitaires irréductibles, de degré nm, décomposables sous la forme f * g,

avec deg f = n et degg = m, est donné par : > (P(1)/nm) ou la somme parcourt
I

tous les polynomes l d’ordres nm qui divisent (z" — 1)(z™ — 1)/(x — 1), ®(I) étant
le nombre de polynomes unitaires de degrés < deg(l), premiers a l.

Démonstration 2.44 Voir [6], pages 65-64 .

Exemples 2.45 1. Soit h = 2% + 2° + 23 + 2 + 1 € Fylz]. Le polynome h
appartient au polynome linéarisé L = 116+ 28 + 2% + 2. Le polynéme ordinaire
associé 4 L est | = z* + 23 + 2+ 1. Soit Q = (22 — 1)(2® —1)/(x — 1) =
ot + 23 + o+ 1. I est clair que : 1 | Q. D’aprés le théoréme 2.41 , h est
additivement décomposable.

2. Calculons le nombre de polynomes irréductibles de degré 12, additivement dé-
composables dans Folz]. 212 —1 = (z+ 1) (2* +2+1)*. Soit D = (2® —1)(2* —
1)/(x —1). Les diviseurs de D, d’ordre 12 sont : Iy = (x + 1)*(z* + z + 1) et
lo = (x + D)x? + 2+ 1). Alors, le nombre de polynomes décomposables est :
‘P(ll);;q)(l?) = 121+224 = 3. Donc, il existe trois polynomes irréductibles, additive-

ment décomposables, de degré 12.

4.2 Algorithme pour fo g

Dans cette section, on présente un algorithme qui calcule le produit composé
f ¢ g de deux polyndmes irréductibles de Ig[q,x]. Cet algorithme prend en en-
trée deux polyndémes irréductibles f et g de degrés respectifs m et n, et calcul le
polynéme h € F,[z,yl;h = f o g. On construit tout d’abord I'anneau quotient
A=F,z,y]/{f(x),9(y)), ou (f(z),g(y)) est I'idéal engendré par f et g. A contient
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les racines de f(x) et g(y) et Fylx,y]/(f, g) = F,mn. Ensuite, on calcule u; = 27 mod

f(z)avec 0 <i<m—1etv; =y?mod g(y) avec 0 < j < n — 1. Apres, dans I'an-
neau F,[z,y]/(f, g), on calcule h;; = h(u;,v;) avec 0 <i<m—1let0<j<n-—1
n—1m—1
La derniere étape est de calculer dans A[z], le produit ] [I (z — hz-j>.
i=0 j=0

Algorithm 1 fo g

Entrée f, g € F [z] et h € F [z, y].
Sortie f ¢ g.

Début

1. La construction de A = F [z, y]/(f(x), g(v)).

2. On calcule u; = 29 mod f(z) avec 0 <i <m—1 et v; =29 mod g(z) avec
0<i<n—1.

3. Dans A, on calcule h;; = h(u;,v;) avec0<i<n—1et0<j<m-—1L1

n—1m-—1
4. Dans A[z], on évalue et affiche T T[] (z - hij>.
i=0 j=0

Fin

L’algorithme 4.2 a été introduit par Brawley et al. dans [7]. Ils proposent diffé-
rentes méthodes pour calculer f*g et fog et comparent leurs complexités. D’autres
algorithmes basés sur la relation entre les produits composés et les résultants peuvent
étre trouvés dans [3]. Ces algorithmes calculent efficacement les produits f * g et
f o g dans F,[z]. L’algorithme le plus rapide a été introduit par Bostan et al. [3].
Leur algorithme a la meilleure complexité dans toutes les caractéristiques.
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Chapitre 3

Décomposition additive sur un
anneau factoriel

1 Introduction

Soit f, g € F,[x]. Nous rappelons que

f*QZH];[(fC—(OHrﬁ)),

ou « et 3 sont les racines respectives de f et g dans une cloture algébrique de
F, et * une loi de composition interne sur l’ensemble des polynémes unitaires a
coefficients dans F, de degré > 1. Un polynéme h € F,[z] de degré > 1 est dit
additivement décomposable si h = f x g, ou f,g € F [z] et deg(f) > 1, deg(g) > 1.
La décomposition additive des polynomes dans F,[x] a été intensivement étudiée
par Brawely et Carlitz qui ont montré 'unicité de la déomposition additive pour les
polyndémes unitaires irréductibles. En particulier, ils ont montré le résultat suivant :

Théoréme 3.1 Soient f et g deux polyomes a coefficients dans I, tels que deg(f) =
n>1etdeg(g) =m > 1. Alors, f*g est irréductible si, et seulement si, f et g sont
irréductibles et pged(m,n) = 1.

Dans ce chapitre, nous faisons une étude analogue a celle de Brawely et Carlitz sur
un anneau commutatif et en particulier sur un anneau integre et plus généralement
sur un anneau factoriel. Nous donnons les résultats obtenus dans l'article [?].
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2 Groupe des unités de (R[], )

Dans ce qui suit, une unité de (R[x],*) est un élément de R[z] qui admet un
symétrique pour la loi .
Soit f(x) = am [1(z — ;) et g(x) = b, [I(z — B;) deux polyndmes sur un anneau

1= =1

commutatif integre R, ou aq, ..., ay, et B, ..., 8, sont les racines du polynome f et
grespectivement dans une cloture algébrique du corps des fractions de R. Rappelons
le résultant de f et g en x :

m

Res,(f,9) = a2, T g(as) = (—1y™42 T £(5,), (3.1)

i=1 j=1

ou Res,(f,g9) € R et Res,(f,g) =0si f et g ont une racine commune.
Avant de définir I'addition composée sur un anneau commutatif R, commencons par
le cas ou R est un corps fini.
Soit h € Fy[x], un polyndme unitaire qui est additivement décomposable, c’est a
dire,

=fxg.
Soient ay, ..., a,, et Bi,..., B, les racines du polynéme f et g respectivement dans
une cloture algébrique de F,. Remarquons que

(=) fz—t)=(-1)"™"(x—t —a1)...(z —t — ap)
=(t—z+ay)..(t—z+a,)
=t—(r—a))...(t — (z —am))

m
S| (EE)

On déduit alors que f * g est lié au resultant de f et g comme suit

m n

frg=1111( = (i + 5))

i=1j=1

—HH(QU—% - )

i=1j=1

= Res; ((=1)"f(z — 1), g(t)).
Comme on peut calculer le résultant de deux polynémes sur un anneau commutatif,
I'expression Res; ((—1)m flz—t), g(t)) nous permet de définir la composition additive
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de deux polynémes (pas nécessairement unitaires) sur un anneau commutatif R.
Soit h € R[z]. On dit que h est additivement décomposable sur R si on peut écrire
h = fx*xgou f et gsont deux polynéomes de R[x] qui ne sont pas des unités par
rapport a la loi . Dans ce cas, f et g sont appelés les facteurs de la décomposition

additive de h.

Théoréme 3.2 Soit R un anneau commutatif. Le groupe des unités de (R|x], %) est
égal a
U={ax+b:a,be R, a est une unité de R}. (3.2)

Démonstration 3.3 Montrons que U est un groupe. En effet, posons u(x) = z,
alors pour tout f € R[z], on a

(f*u)(x) = (ux f)(@) = Resy((=1)(x — ), f(t)) = Res,((t — 2), f(t)) = f(@).

Ainsi, le polynome x est ’élément neutre qui correspond a la loi *.
Siu €U etvel est son inverse, alors

1 =deg(uxv) = deg(u)deg(v),

et cela implique que u et v sont linéaires. Maintenant, on suppose que u = uix +
Ug, U = V1 + vy € R[z]| avec uy et uy des unités de R, alors

ux v = (uvy)x + (uve + ugvy) (3.3)

est un polynome linéaire. En outre, si uy et v; sont des unités dans R alors ujv, est
aussi une unité dans R. Donc * est une loi de composition interne sur U. Si v est
l"inverse de u, alors

ux v = (uvy)x + (uve + ugvy) = z, (3.4)
donc uiv; = 1 et ujve + usvy = 0. En résolvant ces équations, on aura v, = ul_l et

_ 2
Vg = —usy/uy.
Soient u = u1T + Uz, v = V1T + Vg et w = w1 T +we EU, 0 a

(uxv)*w= (ulle + U9 + u2v1> W = (uv1wy)x + (v we + Usvawy + Ugvwy )

= (w1 + ug) * ((fulwl)x + (vywq + vgw1)> =ux* (v*w).

Donc * est associative.
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3 Décomposition additive

On introduit une proposition qui est une conséquence de la définition du résultant
de deux polynomes.

Proposition 3.4 Soit R un anneau intégre et K son corps des fractions. Soient
f,g et h € R[x] avec f = af;,g = bgy et h = chy, ot a,b et ¢ € R et f1,91 et hy

sont des polynomes unitaires. Alors, h = f % g si, et seulement si, hy = f1 % g1 sur
K et ¢ = qdesl9)pdes(f)

Démonstration 3.5 Soit
f= aH(m—ai) et g = bH(m—Bj).
i=0 i=0
Si hy = f1*x g1 et c=a"b™, alors on peut écrire

h:chlza”bmﬁﬁ@—(ai—i—ﬁj)):f*g.

i=0i=0
Réciproquement, si h = f * g, alors hy = T[T}, (x — (a4 + 6])) = f1*q1.

On présente maintenant quelques classes de polynémes qui ne sont pas additive-
ment décomposables.

Théoréme 3.6 Soit R un anneau intégre. Si le coefficient dominant de h € R[z]
est un élément premier p alors h n’est pas additivement décomposable sur R.

Démonstration 3.7 Supposons que h est additivement décomposable sur R. Alors,
il existe f,g € R|x] avec degf = m > 1 et degg = n > 1 tels que p = a™b™,
ot a,b € R sont les coefficients dominants de f et g respectivement. Comme R est
un anneau inteégre et p est premier alors p est irréductible. D’apres la proposition
précédente, p = a™b™, donc 'un des deux a™ ou D™ est une unité. Supposons que a”
est une unité dans R, alors b™ = a "p, ce qui implique que p | b™, et donc p | b.
Posons b=pa,a € R, on a
a"p=pra",
alors

pm—laman _ 1’

donc m—1 =0, sinon p™ ! serait une unité, ce qui est impossible. D’ott, m =1 et a
est une unité, alors f est une unité dans R|x] par rapport a x. Le méme raisonnement
st 0™ est une unité dans R.
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Le théoreme précédent peut étre modifié pour obtenir un résultat plus général
lorsque R est un anneau factoriel.

Théoréme 3.8 Soit R un anneau factoriel et soit h € R[x] un polynome de degré
supérieur a 1. Si le coefficient dominant de h n’est pas une unité de R et est sans
facteur carré alors h n’est pas additivement décomposable sur R.

Démonstration 3.9 Soit ¢ le coefficient dominant de h. Supposons que h est ad-
ditivement décomposable sur R. Donc, il existe f,g € R[x] avec deg f = m > 1
et degg = n > 1 tels que ¢ = a™b™, ou a,b € R sont les coefficients dominants
respectifs de [ et g.

Comme c est un élément sans facteur carré, on peut [’écrire sous la forme

¢ =upipz..-Pr,

ot p1, P2, ..., Pr Sont des éléments irréductibles de R et u est une unité de R. Alors
a"b™ = upips...p,. (3.5)

On distingue trois cas :

Premier Cas. Sip;|a,Vi € {1,....,r}, alors a = ap1ps...p,, ot a est une unité de
R.

Par conséquent,

nbm’

up1pa...pr = & (p1p2-..0r)

\

d’ou
(p1p2--pr)(u — " (prpa...p,)" ™) =0

avec p1ps...pr # 0.
Comme R est un anneau commutatif intégre, il en résulte que u—a™(pypa...p,)" 0™ =
0, alors

u " (pips..py) O™ = 1.

Sin =1, alors m > 2 et comme deg(h) = mn > 1, alors ulab™ = 1 et cela
implique que b est inversible et g est une unité de (R[x],*), ce qui est impossible.
Sin > 2, alors le produit pips...p, est inversible, ce qui est aussi impossible.
Deuxiéme Cas Méme raisonnement pour p; | b, Vi € {1,....r}.

Troisiéme Cas Si ¢ = upips...py, 0U p1p2...py | a et pi1...pr | b, alors a et b
peuvent s’écrire comme a = apips...p; et b = Bpii1...pr, ot « et [ sont des unités

de R. Alors
pro-pr = a0 = a"(p1...p0)" BT (Pes1--0r)"
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Onan>1m>1mn>1 et

up1pa-..pr = "B (p1-pt) Pes1-0r) (Pr-pe)" (Pegr-pr)™ L

Par conséquent,

(pr-pe)[1 = u™ ™ B™ (propt)" ™ (Pega--p)" ] = 0,
donc
u "B (pr.p)” M pigr.p)™ =1
1. Sin>2 etm > 2, alors les p; sont des unités, ce qui est une contradiction.

2. Sin=1etm>2alors, Vi € {t +1,...,1}, les p; sont des unités, ce qui est
impossible. Méme raisonnement pour n > 2 et m = 1.

On conclut que n =1 et m = 1, mais ce cas est impossible car deg(h) > 1.
Soit ¢ : R — S un homomorphisme d’anneaux integres R et S. Cet homomor-
phisme peut étre naturellement prolongé en ’homomorphisme @ : R[x] — S|x] défini

par ¢,z + ...+ ¢ — o(cy)z" + ... + 0(co). Pour simplifier, on note & par o. Comme
Res,(f,g) est un polynéme en les coefficients de f et g, on a

o(Res:(f,9)) = Resa(a(f), o(g)).

Soit h = f % g et soient a,b,c € R les coefficients dominants respectifs de f, g
et h. Alors ¢ = a™0™ ot m,n > 1. Si dego(h) = degh pour un homomorphisme
d’anneaux integres o, alors o(a)"o(b)™ = o(c) # 0 donc o(a) # 0 et o(b) # 0.

Théoréme 3.10 Soit ¢ : R — S un homomorphisme d’anneauzx integres et soit
h € R[z]. Si dego(h) = deg(h) et h = f*g sur R alors o(h) = o(f) xo(g) sur S.

Démonstration 3.11 On prolonge [’homomorphisme o en un homomorphisme de
R|x,t] dans S[x,t]. Notons que o(t") =t" et o((x —1t)") = (o(x—1))" = (x—t)" car
o est un homomorphisme qui préserve ['unité. Comme o n’envoie pas les coefficients
dominants de f et g vers 0, o fize les degrés de f,g € R[x,t] = R[z][t]. Ainsi
o(h) =o(fxg)
= o(Resy((—1)%°87 f(x —t
= Res,(o((—1)%8/ f(x —t
= Res,((=1)"*/o(f)(z —
=o(f)*aolg)

9(t))

~ — ~—
~— ~—
)
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Le lemme suivant concernant les polynémes linéaires sera utilisé pour prouver
qu'un polynéme peut étre décomposé additivement en un nombre fini de facteurs
additivement indécomposables.

Lemme 3.12 Soit R un anneau factoriel et soit h = ax + b € R[z], ot a nest pas
une unité dans R. Alors h = f1 % ... % f., ot f1,..., [ € R[x] sont des polynomes
linéaires qui ne sont pas additivement décomposables.

Démonstration 3.13 Si h n’est pas additivement décomposable alors le résultat est
vrai en prenant fi = h.

On suppose alors que h est additivement décomposable et on prouve le résultat par
récurrence sur le nombre de diviseurs premiers (définis a un associé pres) de a.

Si le nombre de diviseurs de a est égal a 1 alors a est premier et le résultat est vrai
d’apres le théoréeme 3.8.

Supposons que le résultat est vrai pour un nombre de diviseurs premiers de a inférieur
ou égal a d > 1 et montrons que le résultat est vrai si a admet d+1 diviseurs premiers.
Comme h est additivement décomposable, il existe f1, fo € R|x] tels que h = f1 * fs,
ot aucun des deuxr polynomes fi et fo nest une unité par rapport a *. Ainsi, les
coefficients dominants de fi et fo ne sont pas des unités de R. De plus ils divisent
le coefficient dominant de h. Donc, le nombre de diviseurs premiers du coefficient
dominant de f, est inférieur ou égal a d. Idem pour fo. D’aprés Uhypothése de
récurrence, on peut écrire fi = g1 * ... % g; et fo = Gip1 * ... % g, ou les g;, 1,7, ne
sont pas additivement décomposables. On a par conséquent

deg g; = 1 pour tout g;,i = 1,r. (3.6)

Théoréme 3.14 Soit R un anneau factoriel et soit h € R[z| un polynome qui n’est
pas une unité par rapport a x. Alors

h‘:fl*"'*fry

ot f1,..., fr € R[x] ne sont pas additivement décomposables.

Démonstration 3.15 Le cas ou h n’est pas additivement décomposable est trivial,
alors on suppose que h est additivement décomposable.

Par récurrence sur le degré de h.

Si le degré de h est égal a 1 alors le résultat est vrai d’apres le théoreme 3.12.
Supposons que le théoréme est vrai quand 1 < deg(h) < k et montrons qu’il est vrai
pour deg(h) = k+ 1. Comme h est additivement décomposable, alors h = fi  fo, ot
f1 et fa ne sont pas des unités de R[z] pour la loi x. On considére deuz cas
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— Supposons qu’il existe fi, fo € Rx] tels que deg(f1) < deg(h) et deg(f2) <
deg(h). Par hypothése, on peut écrire,

flzgl*QZ*"'*gt

et
f2 = gt+1 * ... *gT7

ou les g; me sont pas additivement décomposables. Alors, h = gy * ... * g, et
chaque g;,1 = 1,r, n’est pas additivement décomposable.

— Sideg(f1) =1 et deg(f2) = deg(h), on considére le coefficient dominant de f.
Si le coefficient dominant de fy est une unité, alors fo n'est pas additivement
décomposable. En appliquant le lemme 3.12 sur fi, on obtient le résultat. Si le
coefficient dominant de fo nest pas une unité, alors il admet un nombre fini
de diviseurs premiers. Le méme raisonnement utilisé pour prouver le théoreme
3.12 montre que fo = g1*...%xg;, ou tous sauf un des g; devrait étre linéaire car
fa nadmet pas de facteurs dans la décomposition additive de degré strictement
compris entre 1 et deg(f2) = deg(h). En appliquant le lemme 3.12 sur f et
chaque g; on obtient le résultat.

Notons que pour un polynéme irréductible unitaire h sur un corps fini, il a été
démontré dans [5] que deux décompositions additives de h sont équivalentes a une
unité pres par rapport a *, mais ce n’est pas le cas en général, comme on le voit
dans I’exemple suivant.

Exemple 3.16 Soit le polynome irréductible
h=a2%+2°+2° + 2° + 1 € Fya].
D’aprés [5], ce polynome est additivement décomposable comme suit :
(2 +2z+ D@ +2+1)

et
(2 + 2+ 1) * (2> + 22+ 1).

Dans ce cas, on a

P+ l= @ +r+1)*(x+1).
Sur Z, le polynome h = 36x* est additivement décomposable sous la forme (22?%) x
(322) ou (x?*) x (622) ; cependant il n’existe pas un polynome ax + b € Z|x] tel que
(z?)*(ax+b) = (ax+b)? égal a 22* ou 3x*. Donc, deuzx décompositions d’un polynome
réductible non-unitaire sur un anneau R ne sont pas nécéssairement équivalentes a
une unité pres.
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Corollaire 3.17 Soit ¢ : R — S un homomorphisme d’anneaux intégres et soit
h € Rlx] . Si dego(h) = degh et o(h) n'est pas additivement décomposable sur S,
alors h = f %1, ot f € R[z| n'est pas additivement décomposable sur R et | € R|x]
est un polynome linéaire. De plus, si le coefficient dominant de f est une unité
dans R alors | est une unité de R[x] par rapport d *, donc h n'est pas additivement
décomposable.

Démonstration 3.18 D’aprés 3.14, on a

h:fl*"'*fry

ou les f; € R[z] ne sont pas additivement décomposables sur R. Comme o(h) =
o(f1) * ... x o(f,) nest pas additivement décomposable sur S alors un des o(f;)
n’est pas une unité par rapport a x. Supposons, sans restreindre a la généralité,
que o(fa),...,o(f,) sont des unités par rapport a x. Comme deg f; = dego(f;) =1
alors les f; sont des polynomes linéaires pour i = 2,...,r. Posons, | = fo * ... % f,,
alors h = fixl, ou f1 n’est pas additivement décomposable. Si le coefficient dominant
de h est une unité dans R, le coefficient dominant de | devrait étre une unité de R
pour que | soit une unité de R|x] par rapport a x. Donc, h n'est pas additivement
décomposable.

Soit A un polynéme unitaire irréductible sur F, avec degh > 1. Le théoreme 3.1
assure que si h = f x g, alors f et g sont irréductibles et pged(deg f,degg) = 1. La
conclusion sur les degrés de f et g n’est pas toujours vraie pour f et g sur un anneau
R. Par exemple le polynome h = z* — 102% + 1 € Z[z] qui est irréductible sur Z est
décomposable comme suit (2% — 2) x (2% — 3) sur Z. Les polyndmes f(x) = 2% — 2 et
g(z) = 2% — 3 sont irréductibles dans Z[z] et pged(deg f,degg) # 1.

Théoréme 3.19 Soit R un anneau intégre et h € R[x]. On suppose que h = f * g
est additivement décomposable. Alors, si h est un polynome irréductible sur R, les
polynomes f et g sont irréductibles sur R.

Démonstration 3.20 Par contraposée, on montre que si f ou g est réductible sur
R alors h est réductible sur R. Supposons que g est réductibe sur R. Alors, il existe
g1, 92 € R[z] tels que g = g1g2. Donc, d’apres la propriété multiplicative du résultant,
on a

h = f*g=Res((=1)"¢ f(x —t), g1(t)ga(t))
= Res((—=1)%%7 f(x — t), g1 (t)) Resy((—1)%7 f(z — 1), ga(t))
= (fx9)(f * g2).

Par conséquent, h est réductible sur R.
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En général, la réciproque n’est pas vraie. On a
(2 +1) % (2° + 1) = 2*(2* + 4) sur Z.

Soit R un anneau factoriel et f(z) = 37" a;x° € R[z]. Rappelons que le contenu de
f est défini par

Cont(f) = pged(ag, ..., am)-

Si Cont(f) =1, on dit que f est primitif. Le théoréme suivant donne une condition

nécessaire pour que les facteurs de la décomposition additive d'un polyndéme soient
primitifs.

Théoréme 3.21 Soit R un anneau factoriel et soit h € R[z]|. Supposons que h = fx
g est additivement décomposable, on f(x) = S, fix® € R[z] et g(x) = X1 g2’ €
Rz, tels que deg(f) = m et deg(g) = n. De plus, supposons que pged(Cont(g), fm) =
1 et pged(Cont(f),g,) = 1. Alors, si h est primitif dans R[zx], f et g sont primitifs
dans R[z].

Pour prouver le théoreme 3.21, nous aurons besoin du lemme 1.105 du premier
chapitre et du lemme suivant :

Lemme 3.22 Soit R un anneau commutatif. Si
flx) =3 fix' € Rlal,
i=0

alors
m

Fla =1 =3 (1 (fi + finrClpyz + oo+ frnCha™ )

=0
Démonstration 3.23 Par récurrence sur le degré de f.

Pourm =0, on a f(x —t) = f.
Si deg(f) =m, on a

f(0) = 3 fiat € Rla),

d’o
m

fla =)= (=D)'(fi+ finCipz + .. + fuCra™ )t (3.7)

=0
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Sideg(f) =m+1. C’est a dire, si

m+1

=Y fir' € Rlal, (3.8)
i=0
alors
m+1 . ‘
flx—1t)= Z( 1)’ (fz + fH‘lCz-‘,—lx + ot fraC +1Im+1_z)tz- (3.9)
i=0
D’une part, on a
m+1
Z fix' = Zfla: + frmpaz™" (3.10)
=0
et d’autre part
m+1 )
flx=t)= ) filzx—1)
i=0
= Zfz(x — )" + for(z — )™,
i=0
puLs
Fla—1) =Y (=1 (fi + firsClm + o+ fnCipa™ Nt + frrga (@ — )™, (3.11)
i=0
et comme
m+1 Z +1xm+1 % t)z — Z( ) Cz +1me+1fztz+(_1>m+1tm+1, (312>

=0

en substituant 3.12 dans 3.11, on obtient

f(ﬂ?—t) :Z< ) (fl+fz+1 +1.§C—|— +fmCl m—i
=0
+ fmr G, +1xm+1_i)ti + (=)™ frpgat™
m+1 o
_ Z (f 4 fz+1 +1x o+ fmcz m—i + fm+1 _me—i-l—z)tz.

Démonstration 3.24 (Preuve du théoréme 3.21) Par contraposée : Nous al-
lons prouver que si f ou g n’est pas primitif alors f = g n’est pas primitif. Suppo-
sons que g n'est pas primitif, alors il existe un élément irréductible p € R tel que
p | Cont(g). On a

(f * g)(x) = Resy((=1)" f(z — 1), 9(1))- (3.13)
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Posons h,(t) = (=1)"f(x — t). En utilisant le lemme 3.22, on a

h(z,t) = (=1)™> (=1)"(f;C} + fis1Cley + fmCha™ )t (3.14)

o

I
o

(2

Remarquons que h,(t) et g(t) sont dans R[z]|[t].

Soit j : R[z][t] — Rlx][t]/(p), la surjection canonique, ou (p) est l’idéal engendré
par p. Comme p | Cont(g), on a g(t) = 0, et comme pged(Cont(g(t)), fm) = 1,
alors fn," # 0. Notons que f(x) et hy(t) ont le méme coefficient dominant f,,.Donc,
d’aprés le lemme 1.105, on a

(f 9)(@)" = Resi(ha(t), 9(1))" = Resy(ha(8)", 9(1)"), (3.15)
et comme
Resy(ho(t)", g(t)") = Res,(ha(t)",0) = 0, (3.16)
alors
(f+g)(@) =0, (3.17)

ainst, p | Cont(f = g), et donc f *x g n'est pas primitif.

Remarque 3.25 Si f et g sont primitifs, f x g n’est pas nécessairement primitif.
Par exemple 223 + 322 — 11z — 6 et 42* — 132 — 12 sont des polynomes primitifs
dans Z[z| alors que le polynome

f*g=—26722" — 1661022 + 266042> — 37350z + 31500 — 1728z° + 2562°

n'est pas primitif dans Z[x] car Cont(f x g) = 2.
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Conclusion et perspectives

Dans cette these, nous avons étudié la décomposition additive de polynémes sur
un anneau factoriel. Pour cela, nous avons introduit la loi de composition interne
x sur l’ensemble des polynomes a coefficients dans un anneau commutatif et sa
relation avec le résultant de deux polynoémes. Nous avons montré que si un polynéme
h = f % g est irréductible sur un anneau integre A alors f et g sont irréductibles
sur A, un résultat analogue a celui de Brawley et Carlitz sur un corps fini. Nous
avons aussi présenté des classes de polynomes additivement indécomposables sur un
anneau intégre puis sur un anneau factoriel. Nous avons étudié la primitivité des
facteurs d’un polynéme primitif h = f * g a coefficients dans un anneau factoriel. Ce
travail a été motivé par une étude faite par Brawley et Carlitz [5] sur les corps finis.
D’autres lois de composition ont été définies sur I’ensemble des polyndémes unitaires
a coefficients dans un corps fini. L’une des perspectives serait une étude similaire
par rapport a ces lois.

o7



Bibliographie

BeLABAS, K. Résultant de deuzx polynomes. 2012-2013.

BENFERHAT, L., BENOUMHANI, S. M. E., BoumaHuDI, R., AND LARONE,
J. Additive decompositions of polynomials over unique factorization domain.
Journal of Algebra and Its Applications.

BOSTAN, A., FLAJOLET, P., SALVY, B., AND ScHOST, E. Fast computation
of special resultants. Journal of Symbolic Computation 41, 1 (2006), 1-29.

BrAawLEY, J. V., AND BROWN, D. Composed products and module polyno-
mials over finite fields. Discrete mathematics 117, 1-3 (1993), 41-56.

BrAWLEY, J. V., AND CARLITZ, L. Irreducibles and the composed product
for polynomials over a finite field. Discrete Mathematics 65, 2 (1987), 115-139.

BRAWLEY, J. V., AND CARLITZ, L. A test for additive decomposability of
irreducibles over a finite field. Discrete mathematics 76, 1 (1989), 61-65.

BRAWLEY, J. V., GAao, S., AND MiLLs, D. Computing composed products
of polynomials. Contemporary mathematics 225 (1999), 1-16.

CALAIS, J. Eléments de théorie des anneaus : anneaux commutatifs ; niveau
L3. Ellipses Ed. Marketing, 2006.

CHERCHEM, A. Corps Finis. Cours de Master, USTHB, 2012-2013.

DvornNiIcicH, R., AND TRAVERSO, C. Newton symmetric functions and the
arithmetic of algebraically closed fields. In International Conference on Applied
Algebra, Algebraic Algorithms, and Error-Correcting Codes (1987), Springer,
pp- 216-224.

GALLIAN, J. Contemporary abstract algebra. Nelson Education, 2012.

GERHARD, J., AND VON ZUR GATHEN, J. Modern computer algebra. Cam-
bridge University Press, 2013.

GLASBY, S. On the tensor product of polynomials over a ring. Journal of the
Australian Mathematical Society 71, 3 (2001), 307-324.

o8



[14]
[15]
[16]

[17]

[18]

LipL, R., AND NIEDERREITER, H. Introduction to finite fields and their ap-
plications. Cambridge university press, 1994.

Loos, R. Computing in algebraic extensions. In Computer algebra. Springer,
1982, pp. 173-187.

MARQUIS, D. Deterministic factorization of polynomials over finite fields. PhD
thesis, Carleton University, 2015.

MENEZES, A. J., BLAKE, 1. F., Gao, X., MuLLIN, R. C., VANSTONE,
S. A., AND YAGHOOBIAN, T. Applications of finite fields, vol. 199. Springer
Science & Business Media, 2013.

MUNEMASA, A., AND NAKAMURA, H. A note on the brawley-carlitz theorem
on irreducibility of composed products of polynomials over finite fields. In
International Workshop on the Arithmetic of Finite Fields (2016), Springer,
pp- 84-92.

QUERRE, J. Cours d’Algébre. Masson, 1876.

SALvYA, A. B. P. F. B., AND SCHOSTB, E. Fast computation of special
resultants.

STICHTENOTH, H. A note on composed products of polynomials over finite
fields. Designs, codes and cryptography 73, 1 (2014), 27-32.

SZPIRGLAS, A. Mathématiques L3 : cours complet avec 400 tests et exercices
corrigés. Algeébre. Pearson Education France, 2009.

TUXANIDY, A., AND WANG, Q. Composed products and factors of cyclotomic

polynomials over finite fields. Designs, codes and cryptography 69, 2 (2013),
203-231.

29





