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Résume

L’objet principal de notre travail est d’étudier I'existence et unicité de la solution ainsi
que la stabilisation d’une poutre viscoélastique de type Euler-Bernoulli. Une extrémité de
la poutre est fixée a un moteur rotatif dans un plan horizontal et une masse dynamique est
attachée a I'extrémité libre de la poutre.

Par la méthode de Galerkin, nous avons étudié 'existence globale et 'unicité de la solu-

tion faible du probleme.

Ensuite, nous avons utilisé la méthode de Lyapunov pour démontrer la décroissance
optimale de la poutre du systeme considéré sous des conditions raisonnables sur les données.
Mots-clés : Décroissance optimale, poutre de type Euler-Bernoulli, viscoélasticité,

fonction de noyau, Solution globale.
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Abstract

The main object of our work is to study the existence and uniqueness of the solution as
well as the stabilization of a viscoelastic beam of the Euler-Bernoulli type. One end of the
beam is attached to a rotary motor in a horizontal plane and a dynamic mass is attached
to the free end of the beam.

By the method of Galerkin, we studied the global existence and the uniqueness of the
weak solution of the problem.

Then, we used Lyapunov’s method to demonstrate the optimal decay of the beam of the
considered system under reasonable conditions on the data.

Keywords : Optimal decay, Euler-Bernoulli beam, viscoelasticity, kernel function,

Global solution.
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Notations

Dans toute la these, nous utiliserons les conventions suivantes :

ouvert borné de R™ de frontiere réguliere 02 =TI

adhérence de ).

(M1,M2, ..., My ) : le vecteur normal unitaire orienté vers l'extérieur I
espace de Hilbert.

espace des fonctions k fois contintiment différentiables sur Q (k entier positif).
espace des fonctions de C* () & support compact.

espace des fonctions indéfiniment dérivables a support compact.
espace de Lebesgue 1 < p < oc.

espace des distributions.

espace de Sobolev, 1 < p < o0.

adhérence de Cg° (£2) dans W™P (Q).

wWm2(Q).

espace dual de H™ (£2) .

espace dual de E.

domaine de définition de l'opérateur A.

V2?2 + 23 + ...+ 22 norme euclidienne, z = (21, 73, ..., 7,,) € R™
norme de L (2), pour tout p € [1,+00).

produit scalaire de dual.

fonction conjuguée de .

topologie faible définie sur E.

topologie faible* définie sur E'.



Notations

fxg

DO, :

ly =
laplacien.
Viz)=

u = 3—1; =y :
u' = % = Uy :
D> :

EDP :

EDO :

P-p-:

convergence faible.

convergence faible*.

produit de convolution entre les deux fonctions f et g.
somme hilbertienne d’ordre n.

{(O‘n)neN/ Z la,|” < —1—00} A= Zaa—:; ;
i=1

n>0

(aa_:i? e %), gradient de la fonction f en x € R".
dérivée de u par rapport a t.

dérivée d’ordre 2 de u par rapport a t.

dérivée d’ordre av au sens des distributions.
Equations aux Dérivées Partielles.

Equations Différentielles Ordinaires.

Presque partout.



Introduction générale

Le phénomene des vibrations apparait pratiquement dans toutes les structures mécaniques,
qui sont un phénomene scientifique (physique) large et intéressant, ils concernent les mouve-
ments d’oscillation mécanique autour d’une position d’équilibre stable ou d’une trajectoire
moyenne. Lorsque vous entendez le mot 7 vibration 7, il vient a I’esprit, comme quelque
chose de mal et doit étre éliminée, mais en général ce n’est pas vrai. Parfois, les ingénieurs
créent des vibrations pour une tache précise, comme les vibrations de portable, vibreur a
béton, vibreur masseur..., mais certains systemes (qui ne contenant pas de vibreur 1) en fonc-
tionnement normal, génerent des vibrations désagréables, pour l'utilisateur et la machine
elle-méme, ce qui rend leur élimination inévitable.

La Théorie du Controle des Equations aux Dérivées Partielles intervient dans différents
contextes et de plusieurs manieres. Les problemes de contrélabilité, d’observabilité et de
stabilité des équations aux Dérivés Partielles ont fait 1'objet, récemment, de nombreux
travaux.

Le probleme de controlabilité peut se formuler simplement de la maniere suivante :
on considere un systeme d’évolution décrit par les équations aux dérivées partielles et un
intervalle de temps [0,7]. Peut-on amener les solutions d'un état initial (au temps ¢ = 0) a
un état final (au temps ¢t = T') en agissant par un controle approprié appliqué sur le bord
ou dans une partie du domaine dans laquelle I’équation évolue?

Il y a eu d’'importantes recherches sur le sujet durant ces dernieres années. Voir par
exemple J.-L. Lions [85] 86], Lasiecka et Triggiani [77], Fattorini [49], Russell [I16] et Zuazua
[120, 121]....

Dans un cadre fonctionnel approprié, le probleme de controlabilité est équivalent a celui
d’observabilité, qui consiste a analyser si I’énergie totale des solutions peut étre évaluée au

moyen de mesures partielles sur un sous-ensemble du domaine ou du bord. Pour obtenir des
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estimées d’observabilité, il existe diverses méthodes, comme la technique des multipli-
cateurs [69] [85], 1'analyse micro locale [9, [15], les inégalités de Carleman [22, [50, 5], 1]
ou encore les criteres fréquentiels [16, O7], les criteres spectraux [88] [113] ou les inégalités
d’'Ingham [57, 60, [70].

La stabilisation a pour but d’atténuer les vibrations, elle consiste donc a garantir la
décroissance de I'énergie des solutions vers 0 de fagon plus ou moins rapide par un mécanisme
de dissipation. Plus précisément, le probleme de stabilisation auquel nous nous intéressons
revient a déterminer le comportement asymptotique de I’énergie que nous notons par E(t),
a étudier sa limite afin de déterminer si cette derniére est nulle ou pas, et, si cette limite est
nulle, & donner une estimation de la vitesse de décroissance de 1’énergie vers zéro. On peut
noter des différences entre les problemes de controlabilité et ceux de stabilisation. D’une
part, dans les premiers cas le temps varie dans un intervalle fini [0, 7], alors que pour les
problemes de stabilisation le temps ¢ tend vers 'infini.

Malgré cela, les liens entre les problemes de stabilisation et de controlabilité sont étroits
et I'on dé montre certaines implications entre ces deux problemes (voir par exemple [86, 105,
116]). Cependant, la stabilisation ne peut pas toujours étre obtenue comme conséquence de
la controlabilité, et c’est pour cette raison que son étude est souvent faite indépendamment
et directement.

Il existe plusieurs types de stabilité que 1'on peut étudier, le premier type consiste a

analyser simplement la décroissance de I’énergie des solutions vers zéro, c’est-a-dire
E(t) — 0 lorsque t— oo,

c’est ce que l'on appelle la stabilisation forte. Souvent, le calcul direct de la limite de
E (t) lorsque t tend vers l'infini est tres difficile. Une autre méthode pratique, c’est de

majorer F (t) par une fonction ¢ : [0, +00[— [0, +00[, c’est-a-dire
E@M) <¢(t), Vt>0, (0.0.1)

telle que tliin ¢ (t) = 0. Différents types de stabilité sont envisagés selon la fonction ¢ (t).
—+oc0
Nous citons trois types de stabilité, ordonné de la plus forte jusqu'a la plus faible : la

stabilité de type exponentielle, la stabilité de type polynomiale de type logarithmique.



0.1. Notes historiques

i) Stabilité de type exponentielle : C’est le cas pour ¢ (t) = Ae™* ou A et a sont
des constantes positives, la formule (0.0.1]) s’écrit sous la forme suivante :

E(t) < Ae™®, Yt >0,

que I'on peut démontrer par la méthode directe de Lyapunov, dite de I’énergie, qui est basée

sur la recherche d’une fonctionnelle £ (), qui satisfait les propriétés suivantes :
aB(t) < L({t)<PE(t), Yt>0 (0.0.2)

et
L)< —puE({t), Vt>0, (0.0.3)

ou «, [ et u sont des constantes positives.
ii) Stabilité de type polynomiale : Pour ¢ (t) = B/ (1 +t)*, la formule (0.0.1]) s’écrit
sous la forme suivante :

B
V>0,

E(t) < m, =

ou B et a sont des constantes positives.
C’est une stabilité moins rapide que celle du type exponentielle.

iii) Stabilité de type logarithmique : Lorsque ¢ (t) = C/ (log (2 +t))%, la formule

(0.0.1)) devient

V>0,

ou C' et o sont des constantes positives.

C’est une stabilité moins rapide que celle du type polynomiale.

0.1 Notes historiques

Nous allons rappeler d’'une maniere breve quelques phases qu’a connue la notion de stabili-

sation sans vraiment rentrer dans les détails.

0.1.1 Les travaux de C. S. Morawetz

En 1959, en analysant ’expression explicite de la solution obtenue par séparation des vari-

ables de 'équation d’ondes dans un domaine non borné de R* C. Wilcox [119] a réussi
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a montrer que 'énergie locale décroit de maniere exponentielle quand le temps tend vers
I'infini. Avec des hypotheses plus générales que celle de C. Wilcox, en 1961 C. S. Morawetz
[98] a montré que 1'énergie locale décroit comme linverse du temps. En combinant leurs
méthodes, P. D. Lax, C. S. Morawetz et R. S. Phillips [79] ont prouvé en 1963, que 'énergie
locale associée & la solution de I’équation d’ondes dans un domaine de R3, extérieur a un

domaine étoilé décroit de maniere exponentielle quand le temps tend vers I'infini.

0.1.2 Les travaux de G. Chen et J. Lagnese

En se basant sur les travaux C. S. Morawetz [98] sur 1’équation des ondes dans un domaine
extérieur, D. L. Russell [I15] a conjecturé, en 1974 un phénomene analogue pour ’équation
des ondes dans un domaine borné. Le premier résultat positif concernant la conjecture de
Russell, a été obtenu en 1979 par G. Chen [37]. Ensuite, en adaptant la technique des
multiplicateurs utilisée par C. S. Morawetz, W. A. Strauss et J. U. R. Alston, dans les
domaines extérieurs, C. Chen [38]) a amélioré les résultat obtenus dans [37]). Voir aussi

Lagnese [71]).

0.1.3 Les travaux de I. Lasiecka et R. Triggiani

En 1987, utilisant des méthodes différentes de celles de Chen et Lagnese, 1. Lasiecka et R.
Triggiani [75] ont pu redémontrer les résultats de Chen et Lagnese pour ’équation des ondes

avec une condition de Dirichlet non homogene sur tout le bord.

0.1.4 Les travaux de V. Komornik et E. Zuazua

En 1987, V. Komornik et E. Zuazua ont allégé la condition aux bords de G. Chen en la
remplagant par une autre condition, ce qui a parmis, en principe de généraliser les résultats
de Chen et Lagnese au domaine a bords réguliers et connexes, mais au prix de modifier la

condition aux limites.
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0.1.5 Les travaux de J. Lions

En 1986, Lions a élaboré une méthode générale de stabilisation exponentielle pour tous les
systemes linéaires réversibles exactement controlables. Son procédé repose essentiellement
sur la théorie du controle et de la méthode de pénalisation. Mais il ne donne aucune méthode
explicite pour construire 'opérateur de feedback, ni I’estimation sur le taux de décroissance

de I’énergie.

0.1.6 Stabilisation de quelques problemes viscoélastiques

Appleby J. A. D et al. [§] ont étudié 'équation intégro-différentielle linéaire
t
u"—i—Au(t)+/ k(t—s)Au(s)=0 t>0,
ou le symbole ’ désigne la dérivée partielle par rapport au temps (%), et A est un opérateur
positif sur un espace de Hilbert X, avec domaine dense D(A), ils ont établis des résultats
concernant la décroissance exponentielle des solutions fortes dans un espace de Hilbert.
Vittorino Pata [IT1] a étudié les propriétés de décroissance du semi-groupe engendré par

une équation intégro-différentielle linéaire dans un espace de Hilbert, qui est une version

abstraite de 1’équation

u”(t)—Au(t)+/ooop,(s)Au(t—s):O

décrivant la dynamique des corps viscoélastiques linéaires et il a établi les conditions nécessaires
et suffisantes pour avoir la stabilité exponentielle.
Pour le cas de l'histoire finie, Cavalcanti et al. [27] ont étudié le probleme viscoélastique

suivant
(

u’ — Au + f(fg (t—s)Au(s)ds=0 dans Q x (0,00),

w=0 sur Iy x (0,00),
. . (0.1.1)
Bu gx 2 () +h(u) =0 sur I'y x (0, 00),

L u(x,0) =uo (x), (v(x,0)=wu(z), dans(,
ou {2 est un domaine borné dans R™ avec une frontiere réguliere 9§ = I'y UT'; ou I'g, I’y
sont des sous ensembles fermés et disjoints, avec mesure (I'y) > 0 et v représente la normale

unitaire extérieure a 02, g et h sont des fonctions spécifiques. Ils ont montré un résultat
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d’existence globale pour les solutions fortes et faibles. De méme, des résultats sur le taux
de la décroissance uniforme ont été prouvés avec des hypotheses assez restrictives sur le
feedback h et le noyau g.

™t m > 0, et la fonction h

En effet, la fonction g devait se comporter exactement comme e~
avait un comportement polynomiale au voisinage de zéro. Plus tard, Cavalcanti et al. [30]
ont considéré sans imposer une hypothese de croissance sur h et sous des conditions
plus faibles sur g. Ils ont amélioré le résultat obtenu dans l'article [27] et ils ont assuré la
stabilité uniforme. En particulier, ils ont obtenu des taux de décroissance explicites pour

certains cas spéciaux. Ce résultat a été récemment amélioré par Messaoudi et Mustapha

[93]. Voir aussi [48] ou les auteurs ont considéré
¢
u”—Au+/ gt—71)A(r)dr +u' =0, dans Q x (0,00)
0

et ils ont montré que la décroissance exponentielle de la fonction de relaxation est une
condition nécessaire pour avoir la décroissance exponentielle de I’énergie de la solution. La
présence du terme mémoire peut empécher la décroissance exponentielle. Ils ont également
obtenu un résultat similaire pour le cas de la décroissance polynomiale.

Cavalcanti et al. [26], ont considéré
t
u”—Au—i—/ gt—7)A(r)dr +a(z)u' + |u]"u =0, dans Q x (0,00)
0

ou a : 2 — RT est une fonction qui peut s’annuler sur une partie de ). Sous certaines

restrictions géometriques sur w et pour
a(x) > ay>0, Vrew, wC
—6g(t) < g (1) < —=&g(t), t=0.
Les auteurs ont établi un taux de décroissance exponentielle. Berrimi et Messaoudi [11]
ont amélioré le résultat de Cavalcanti en introduisant une fonctionnelle différente qui leur a
permis d’affaiblir les conditions a la fois sur a et sur g. Par ailleurs, Berrimi et al. [I2] ont
considéré .
u” —Au+/ g(t—=7)A(r)dr = |uf""?u, dans Q x (0, 00)

dans un domaine borné et Op > 2. Ils ont établi I'existence locale, et ils ont montré sous

des conditions plus faibles que celles de [20], que la solution locale est globale et décroit

uniformément si les données initiales sont assez petites.
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Cavalcanti et Oquendo [35] ont considéré
¢
u" — koAu + / g(t — s)div[a(x)g(t — s)Vu(s)|ds + b(z)h(u') + f(u) = 0,
0

dans Q x R, ou §2 est un domaine borné de R*(n > 1) et b :  — R, une fonction qui
peut étre nulle sur une partie du domaine €. Sous les conditions b(z) > by > 0 sur w C
et w vérifiant certaines restrictions géometriques, a (z) + b (x) > p > 0, pour tout x € €2, et
g vérifiant

—&1g(t) < g’ (t) < —&g(t), t>0.

IIs ont amélioré le résultat obtenu par M.M. Cavalcanti et al. [34] en établissant la sta-
bilité exponentielle dans le cas ou g décroit exponentiellement avec h linéaire et la stabilité
polynomiale dans le cas ou g décroit polynomialement et h non linéaire.

Pour les équations viscoélastiques quasilinéaires, Cavalcanti et al. [24] ont étudié I'équation

suivante

¢
|u'|pu”—Au—Au"—|—/ g(t—s)Au(s)ds —yAu' =0, p>0,
0

ils ont démontré I'existence globale pour v > 0 et la décroissance exponentielle pour v > 0.
De méme, Messaoudi et Tatar [94], [95] ont prouvé pour v = 0 la décroissance exponentielle
avec ou sans terme source.

Les problemes de stabilisation par des termes mémoires dans {2 et d’autres dissipations
sur une partie du bord I' ont été étudié par Cavalcanti et al. [24, [33]. Aassila, Cavalcanti
et Soriano [I] ont étudié la stabilisation de I’équation des ondes avec des termes mémoires
et une dissipation frictionnelle non linéaire sur le bord.

Plusieurs modeles constitutifs des matériaux viscoélastiques conduisent a des équations
de mouvement, ayant la forme d’'une E. D.P linéaire hyperbolique, perturbée par un terme
intégral dissipatif de type Volterra et ayant un noyau de convolution non négatif, décroissant,
voir par exemple [42], [43].

Pour plus de détails concernant les phénomenes physiques qui sont modélisés par les
équations différentielles avec des termes mémoires, voir [47]. L’existence et 1'unicité des

solutions ont été étudiées par J. Priiss [112].



0.1. Notes historiques

P. Cannarsa et D. Sforza [19] ont étudié la stabilité de I’équation intégro-différentielle

non linéaire suivante

t
W) + Flult), d (1)) + Au(t) — / B(t — s)Au(s)ds = f(£), t>0 (0.1.2)
0
ou A est un opérateur positif sur un espace de Hilbert X, avec domaine dense D(A), F' est
une fonctionnelle définie sur D(A%), 0 < 0 < % Dans ce cas, le noyau [ n’est pas supposé
étre absolument continue mais juste intégrable. Les auteurs ont supposé que
k(t) == ?B(s)ds est un noyau de type positif vérifiant £(0) < 1. Ils ont montré que la
solution (éiécroit exponentiellement a I'infini.
Il est important de mentionner que P. Cannarsa et D. Sforza [20], ont étudié ’équation
intégro-différentielle semilinéaire suivante
t
u"(t) + Au(t) — /g(t — s)Au(s)ds = VF(u(t)), te€ (0,00), (0.1.3)
0
ou A est un opérateur qui vérifit les mémes hypotheses que celle du probleme (0.1.2),
VF représente le gradient de la différentiabilité au sens de Gateaux de la fonctionnelle
F : D(AY?) = R, et g est un noyau qui décroit exponentiellement & l'infini et possédant
des primitives fortement définies positives. Ils ont obtenu la stabilisation exponentielle des
solutions faibles.
F. Alabau-Boussouira, P. Cannarsa et D. Sforza [6] ont prouvé la décroissance exponen-
tielle et polynomiale de I’énergie pour le probleme en affaiblissant les hypotheses sur
g. Ils ont supposé que g : [0,00) — [0, 00) est une fonction localement absolument continue

vérifiant, pour p € (2, 00|,

4(0) > 0, / T o0)de < 1, (1) < —hglt).

Les résultats de décroissance de I'énergie a l'infini de toute solution mild du probleme
(0.1.3), avec des données initiales suffisamment petites, sont obtenus avec le méme taux de

décroissance que g (exponentielle ot polynémiale).

10
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0.1.7 Stabilisation des poutres : Cas rotatif

Au cours des dernieres décennies, le controle d’'une poutre en mouvement rotatif d’Euler-
Bernoulli a attiré une attention considérable de nombreux chercheurs, en raison de ses
nombreuses applications en génie mécanique. De nombreuses méthodes ont été proposées
pour supprimer et / ou réduire les vibrations d’une poutre rotative.

Citons quelques résultats connus liés aux poutres rotatives d’Euler-Bernoulli, Morgiil
[99] a étudié le mouvement d’'un corps rigide avec une poutre flexible fixée dessus. Plus

précisément, il a étudié le systeme suivant

ISy (t) = BT (—bvypey (0,1) + 04, (0,8)) 7 (£),  VE >0,

v (2,1) + ElVppey (2, 8) + p (b + ) Sy (t) — pS? (x,t) =0,
V(z,t) € (0,L) x R,

avec les conditions aux limites suivantes
v(0,t) = v, (0,t) =0, Vit>0,

Elv,, (L,t) = —av, (L, t), Yt>0,
Elvg, (L,t) = —fug (L,t), Vt>0,

ou « et [ sont deux constantes positives. En utilisant la théorie des semi-groupes, 'auteur
a étudié l'existence de la solution et il a montré la décroissance exponentielle de I’énergie

sous le controle
7 (t) = ET (bvges (0,t) — vy (0,8)) — k1S (t), V¢ >0.

Nguyen et Egeland [107] ont étudié la stabilité d’une poutre d’Euler-Bernoulli motorisé

décrite par le modele suivant

I3Sy (1) + Elrgvge, (0,8) — Elvg, (0,t) + (L +10) Fr () =7(t), V>0,

pl(ro+ ) Sy (t) + vy (2, 0)] + Elvgpes (z,t) =0, V(x,t) € (0,L) x R,
(0.1.4)

avec les conditions aux limites

v(0,t) = v, (0,t) = Elv,, (L,t) =0, Yt>0,
Elve. (Lt) = Fy, (t), Yt>0,

(0.1.5)
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0.1. Notes historiques

ol 7 est le rayon du moteur et F(t) est la force de controle au bord générée par I’actionneur
de force a 'extrémité de la poutre. Ils ont établi une stabilité exponentielle, en utilisant la

théorie des semi-groupes sous le controle au bord et les forces suivantes

FL (t) = /{ZdUt (L,t), Vvt Z O,
7 () = Ints Sa (1) + Kak (Sa (t) — S (1)) + K, (Sa (1) — 5 (1))
FEIrg (Vage (0,) — 050 (0,)) + (L +10) Fy (L), ¥t >0,

olt kg, K, et Ky sont des gains positifs de controle et +55,(t), 4 S4(t) et Sq(t) représentent
les trajectoires.

Dans Nguyen et Egeland [107], les mémes auteurs ont amélioré ces résultats en attachant
une masse m a l'extrémité libre de la poutre avec un controle frontiere Fj, appliqué a la

Masse. Ils ont étudié 'existence, I'unicité et la stabilité exponentielle des problemes (0.1.4])
et (0.1.5) avec

Fp (t) = —kquy (L,t), >0,
T(t) = Ing%Sq (t) + Ka (Sa(t) — S () + K, (Sa (t) — S (t)), (0.1.6)

Aussi, lorsque ¢ = 0 (c’est-a-dire en 'absence d’amortissement viscoélastique) dans la

deuxieme équation de (0.2.1]), Guo et Song [53] ont considéré le systeme (0.2.1))-(0.2.3) et

ils ont montré que le systeme est bien posé. De plus, ils ont établi la stabilité du systeme si

I, = 0 sous le controle non linéaire
7 (t) = —aw, (0,t) — f (yut) (1), YVt >0, (0.1.7)

oua > 0 et f € C(R) est une fonction croissante telle que f(0) = 0 et sf(s) > 0 pour
s # 0. De plus, le méme auteur qui est cité en premier dans [52] a amélioré le résultat dans
Guo et Song [53], pour I, # 0, il a établi 'observabilité et la controlabilité du systéme sous

la loi de controle
7 (t) = —aw, (0,t) + Pyt (t) — kvgar (0,8), a>0, B, keR, t>0. (0.1.8)

Pour des problemes similaires traitant de la théorie de la stabilité de la poutre d’Euler-

Bernoulli en rotation avec d’autres types de dissipations, le lecteur est renvoyé a [18] 20} 21].
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0.1. Notes historiques

0.1.8 Stabilisation des poutres : Cas non rotatif

D’autre part, la stabilisation frontiere et le controle frontiere de la poutre d’Euler-Bernoulli
sans rotation (cas non rotatif) en utilisant des limites différentes amortisseurs ont été con-
sidérés par plusieurs auteurs, et de nombreux résultats ont été obtenus a cet égard. Nous
tenons & mentionner ce qui suit [10, 23, 28, 31, B2, 41], 43, [63], 64, 82, 117] et une longue
liste de références.

Pour la stabilisation et le controle des poutres viscoélastiques sans rotation (cas non
rotatif), on peut citer les travaux de [83], 61], 108, 109].

On note également que dans [30], Cavalcanti et al. ont traité le systeme suivant
t
uu—l—AQu—/ q(t —7)AN*u(7)dr =0 dans Q x (0,00),
0

avec les conditions aux limites non linéaires suivantes

( u=2%=0 dans 'y x (0, 00),
Au—fo t—T)Au()dT:() dans T'; x (0, 00),
A“) fo - 8(Au HEwD) g = f(u) 4+ a(t)u, dans Ty x (0,00),

| u(o,0) =t <x>,ut<w,o>:u1 («). vreq,

ol €2 est un domaine borné de R™, n > 1, avec une frontiere lisse I' = 'y U T';.
En plus de lexistence et 'unicité de la solution, il ont établi un taux de décroissance
uniforme de I’énergie en implémentant une rétroaction non linéaire et non locale agissant

sur la frontiere. Le noyau ¢ est de type exponentiel. Plus précisément, ils ont supposé que

o, &1, & >0 —&q(t) < g () < =&k (1),
0<qu(t) <&q(t), Vt=>0.

Dans [26], Cavalcanti et al. ont obtenu un taux de décroissance exponentiel en supposant
que le noyau g décroit de facon exponentielle. Ce travail a ensuite été amélioré par Berrimi
et Messaoudi [I2] en introduisant une autre fonctionnelle qui leur a permis d’affaiblir les
conditions sur q.

Pour une classe plus large de fonctions de relaxation, Messaoudi [91], 92] a considéré

¢
utt—AlH—/ q(t —7)Au(r)dr =blul"u (0.1.9)
0
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0.1. Notes historiques

pour v > 0et b =0 ou b =1 et la fonction de relaxation vérifie

q(t) < —=C(t)aq(t), (0.1.10)

ou ( est une fonction différentiable, positive et décroissante. Ils ont établi un résultat de
décroissance, plus général duquel les résultats la décroissance exponentielle et polynomiale
habituelle ne sont que des cas particuliers. Une telle condition a ensuite été employée dans
une série d’articles, voir par exemple [55] 102, [103], 110].

Récemment, Mustafa et Messaoudi [I01] ont étudié le probléeme avec b = 0 pour

les fonctions de relaxation vérifiant

q(t) < —H(q(t)), (0.1.11)

ou H est une fonction positive, avec H(0) = H'(0) = 0 et H est strictement croissante et
strictement convexe sur |0, k[ pour certains £ > 0. Les auteurs ont montré une relation
générale entre le taux de décroissance de I’énergie et celui de la fonction de relaxation ¢ sans
imposer d’hypotheses sur le comportement de ¢ a l'infini.

D’autre part, une condition de la forme ou H est une fonction convexe satis-
faisante certaines propriétés a été introduit par Alabau-Boussouira et Cannarsa [5] et elle a
été utilisé ensuite par plusieurs auteurs avec des approches différentes. Nous nous référons
a [78] ou le résultat est non seulement général mais aussi optimal a été établi par Lasiecka
et Wang.

En ce qui nous concerne, il y a peu de travaux qui traitent le comportement asymptotique

de la solution du probleme ((0.2.1))-(0.2.3)), et le présent travail semble étre parmi les pionniers

dans I’étude de la stabilité générale du probleme ((0.2.1))-(0.2.3)).
Notre but est d’étudier le systeme (0.2.1])-(0.2.3) pour des fonctions de relaxation ¢ de

type plus général que ceux en ((0.1.10)) et (0.1.11]). Nous considérons la condition

¢(t) < —C()H(q(t)), Vi=0, (0.1.12)

ou H est une fonction croissante et convexe pres de l'origine et ( est une fonction
décroissante avec seulement des hypotheses plus générales sur le comportement de ¢ a I'infini,
nous établissons des résultats optimaux de décroissance d’énergie explicites et générales a

partir desquels nous pouvons récupérer les taux exponentiels et polynomiaux optimaux.
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0.2. But du travail

Pour démontrer les estimations de décroissance, nous utilisons une méthode de I’énergie

et certaines propriétés des fonctions convexes. les parametres de convexité ont été introduits

et développés dans [4], 25] 44, [45] 73], (74, [89].

0.2 But du travail

Dans cette thése, nous considérons une poutre viscoélastique de type Euler-Bernoulli dont

I'une des extrémités est fixée a un moteur rotatif dans un plan horizontal et une masse

dynamique est attachée a l'extrémité libre de la poutre. La dynamique du probléme est

également modélisée comme suit :

LSu(t) + p [ (2 (5 + o(x, £))udz + my LILS(t) + v(L, )y
., (S(t) + va(L, 1)), = 7(t), V>0,
U (t) + ETVgp0r(t) — E1(q * Vpges) (t) = —pxSy(t), V(z,t) € (0,L) x RT,

avec les conditions aux limites

v(0,t) = v,(0,£) =0, ¢>0,
Elvgo(L,t) — EI [} q(t — 8)v40e(L, 8)ds = my, (LS(t) +v(L,t)),,, t >0,
Elvg,(L,t) — EI [y q(t — 8)vge(L, 8)ds = —J, (S(t) + vo(L, 1)), >0,

et les conditions initiales

v(x,0) = vo(z), vi(x,0) =wv1(x), S(0) =Sy, Si(0)=S5;, z€(0,L),

15
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0.2. But du travail

comme le montre la figure suivante :

Figure 4.2 : Une poutre viscoélastique

d’Euler-Bernoulli en mouvement rotatif.

ou S(t) : est 'angle de rotation du moyen,
v(z,t) : est la déflexion de la poutre au point x et au temps ¢,
7(t) : est une force extérieure,
p . est la densité linéaire de la poutre,
L : est la longueur de la poutre,
ET : est la rigidité de flexion de la poutre,
m,, : est la masse attachée a 'extrémité libre,
Jp + est I'inertie rotative du corps rigide a I'extrémité libre de la poutre,
I}, : est le moment d’inertie du moteur

et 'opérateur de convolution (g * f)(t) est défini par
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0.3. Méthodologie

t
(@ O = [ att=5)1(.5)ds
Dans la deuxiéme équation de (0.2.1]), le terme ET(g*Vyy44)(t) représente I'amortissement
viscoélastique. Ce terme apparait dans la relation constitutive entre la contrainte et la
déformation selon le principe de Boltzmann (voir [40,36]). Le noyau ¢ s’appelle la fonction de
relaxation et sera précisé ultérieurement. La premiere équation (différentielle ordinaire) de
représente la dynamique du moteur, et par conséquent, la fonction S(t) est supposée
différent de zéro, et la deuxieme équation (intégro-différentielle) représente la dynamique de

la poutre, et par conséquent, la fonction v(z;t) est supposée petite.

0.3 Meéthodologie

Dans cette these, nous utilisons deux méthodes de travail la premiere pour démontrer
I'existence et 'unicité de la solution et la deuxieme pour démontrer la stabilité générale
de I’énergie associée au probleme:

Méthode de Galerkin : Il s’agit d’'une méthode de compacité. On écrit le probleme
considéré sous forme variationnelle. On choisit des espaces fonctionnels dans lesquels on
introduit un probleme approché en dimension fini, en utilisant des bases dans ces espaces.
On établit des estimations a priori afin d’obtenir la majoration des solutions approchées qui
convergent vers une solution, en utilisant le théoréme de compacité (Abin-Lions).

Méthode de Lyapunov : C’est une méthode qui joue un role important dans la
théorie de la stabilité des équations différentielles, elle est utilisé aussi pour I'étude de la
stabilité des systemes non linéaires. Cette méthode a été étendue pour donner des criteres
pour le comportement asymptotique des systemes d’équations d’évolution lorsque la dissi-
pation physique (perte d’énergie par une friction, un controle aux bords, ou un matériau
viscoélastique) est présent. Ce fait peut étre exprimé du point de vue mathématiques par
I’existence d’un ensemble borné absorbant. Elle permet, sans calculer explicitement une so-
lution de systeme, de tirer des conclusions sur le comportement de la solution d'un systeme

donné.
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0.4. Organisation de la these

Pour la démonstration de la stabilité du systeme, on commence par définir ’énergie
modifiée du systeme, ou la modification de I’énergie du systeme, se fait pour obtenir un
signe négatif de la dérivée de 1’énergie, ce qui signifie que le systeme est dissipatif, puis
en suivant un raisonnement par analogie aux systemes similaires afin de construire une
fonctionnelle de Lyapunov, de fagon que L(t) vérifie et vérifie une variante de la
formule (1.2.3)),

dL
%(t) < —CE(t) + cllgr (u) | + ¢ (hOVu) (1), pour t > ty, (0.3.1)
ou C, c et t; sont des constantes positives. Dans cette étape, on exploite certaines propriétés
des fonctions convexes introduites dans [I0I] pour estimer les deux derniers termes dans

(0.3.1)). Apres quelques manipulations, on obtient le résultat principal de notre travail.

e Le contenu de dernier chapitre a fait 'objet d’une publication internationale parue
dans la revue Communication on pure and applied analysis, intitulée : General
decay for a viscoelastic rotating Euler-Bernoulli beam. Doi: 10.3934/cpaa.2020154.
Juillet 2020, (voir [66]).

0.4 Organisation de la these

La these est composée de quatre chapitres

e Dans le chapitre 1 : on fait des rappels sur la théorie des poutres et les propriétés
des matériaux viscoélastiques et leur role dans l'atténuation des vibrations dans les

systemes mécaniques et on discute I'importance de ces matériaux.

e Dans le chapitre 2 : on rappelle quelques notions d’analyse fonctionnelle qui seront

utilisées dans notre travail.

e Dans le chapitre 3 : on démontre un résultat d’existence globale et I'unicité d'une

solution faible du systeme considéré, en utilisant la méthode de Galerkin.

e Dans le chapitre 4 : on étudie le comportement asymptotique de la solution et on
démontre la décroissance générale de 1’énergie de notre systeme par la méthode de

Lyapunov qui consiste a estimer une fonctionnelle équivalente a 1’énergie.
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On termine cette these avec une conclusion générale et on présentera quelques perspec-

tives de recherche sur la stabilisation des équations d’Euler-Bernoulli.
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Chapitre 1

Rappels sur les matériaux

viscoélastiques

1.1 Problemes viscoélastiques

1.1.1 Elasticité, viscosité

L’¢élasticité est la tendance d’un matériau solide a retrouver sa forme d’origine apres avoir
été déformée. La déformation élastique est une déformation réversible. Un matériau solide
se déforme lorsque des forces lui sont appliquées.

Un matériau élastique retrouve sa forme et sa taille initiale quand ces forces ne s’exercent
plus. Les raisons physiques du comportement élastique peuvent étre quelque peu différentes
d’un matériau a un autre. Pour les métaux, les treillis atomiques changent de taille et de
forme quand des forces leur sont appliquées (ajout d’énergie au systeme). Quand les forces
sont supprimées, le systeme revient a son état initial ou ’énergie est la plus faible. Pour le
caoutchouc et d’autres polymeres, 1’élasticité est due a I’extension des chaines de polymere,
lorsque les forces sont appliquées. L’élasticité linéaire concerne les petites déformations
proportionnelles a la sollicitation.

Dans cette gamme, ’allongement est proportionnel a la force dans le cas d’un étirement,
selon le module de Young, et I’angle est proportionnel au couple dans le cas d’une torsion.

D’autre part, la viscosité est une propriété interne d’un guide qui offre une résistance a
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1.1. Problémes viscoélastiques

I’écoulement. Un liquide visqueux n’a pas de forme définie, il s’écoule de maniere irréversible
sous l'action de forces externes. Cependant, il existe des matériaux dont les propriétés sont

intermédiaires entre 1’élasticité et la viscosité.

1.1.2 Matériau viscoélastique

Un matériau viscoélastique est défini comme ayant un comportement a la fois visqueux et
élastique. Cette derniere propriété se retrouve chez des solides et la premiere quant a elle
est liée aux liquides. Les propriétés mécaniques observées sont généralement dépendantes
du temps et des quantités qui en dérivent, ceci a cause du fait que lorsqu’une déformation
est appliquée a un matériau viscoélastique ce dernier donne comme réponse un couplage
entre la réponse d’un solide élastique et celle d’'un fluide visqueux. La réponse du solide
élastique étant une contrainte qui est proportionnelle a la déformation et celle du fluide
visqueux une contrainte proportionnelle a la vitesse de déformation ; et vice versa, une
contrainte appliquée donne comme réponse une déformation. Ainsi on peut en déduire
que les caractéristiques mécaniques d'un matériau viscoélastique sont fonction du temps et
des différentes sollicitations. Pour pouvoir caractériser le comportement viscoélastique des
matériaux dans le domaine temporel, plusieurs essais sont utilisés ; notamment les essais de
fluage, de relaxation et de recouvrance.

Du point de vue mathématique, ces effets d’amortissement sont modélisés par des opérateurs
intégro-différentiels, par exemple f(f q (t — s) A (s)ds; ou q représente le noyau dans l’expression
du terme mémoire, le terme intégral exprime le fait que les contraintes dépendent a tout mo-
ment, non seulement de la valeur instantanée, mais de toute I’histoire passée des contraintes

que le matériau a subi.

1.1.3 Viscoélasticité linéaire

La viscoélasticité linéaire se caractérise par le comportement élastique et dissipatif d’un
matériau pour les petites déformations. En rhéologie le comportement d’un matériau
viscoélastique linéaire est intermédiaire entre celui d’un solide élastique idéal symbolisé par

un ressort de module E et celui d'un liquide visqueux newtonien symbolisé par un amortis-
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1.2. Théorie des poutres

seur de viscosité. L’élasticité d’un matériau traduit sa capacité a conserver et restituer de
I’énergie apres déformation.

La viscosité d’un matériau traduit sa capacité a dissiper de 'énergie. Les polymeres,
et la plupart des matériaux ont un comportement viscoélastique. La partie viscoélastique
provoque une décroissance de 1’énergie associée. La partie élastique donne une équation
conservatrice par contre la partie viscoélastique produit un mécanisme de dissipation qui
agit sur une partie du domaine pour donner une décroissance de 1’énergie associée a la

solution en vue de ramener le systeme a 1’état d’équilibre.

1.2 Théorie des poutres

La théorie des poutres, ou théorie d’Euler-Bernoulli, est un modele utilisé dans le domaine

de la résistance des matériaux.

1.2.1 Définition d’une poutre

Le terme ” poutre ” désigne un objet dont la longueur est grande par rapport aux dimensions
transverses (section fine). Une poutre est un élément de structure utilisé pour la construction
dans les batiments, les navires et autres véhicules, et dans la fabrication de machines.
Cependant, le modele des poutres peut étre utilisé pour des pieces tres diverses a condition
qu’elles respectent certaines conditions. Il est a noter que ce type d’élément appelé élément

"barre” quand les forces extérieures sont axiales, et il est appelé ”arbre” quand il est soumis
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1.2. Théorie des poutres

a la torsion, ou quand il a un mouvement de rotation.
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Figure 1.1 : Poutre de courbe

moyenne

1.2.2 Cas d’une poutre viscoélastique

La stabilisation d'une poutre viscoélastique de type Euler-Bernoulli a été étudiée par plusieurs
chercheurs. Nous citons ici quelques uns, dans [I09] Park et Kim ont considéré la poutre
de type Euler-Bernoulli avec une dissipation viscoélastique : une extrémité de la poutre est
fixée tandis que 'autre extrémité est soumise a une force du contéle non linéaire f. Ils ont

considéré ’équation suivante :

t
0
avec les conditions aux limites

€<O7t> = gﬂc (07t> = g:m: (Ovt) = f:mc (L7t) = £zzx (Out) = 07 Vi > O,
Evae (Lyt) = [T q(t — 8)Eaaw (L, 5) ds = [ (€ (L, 1)), Vi >0, (1.2.2)
€($,0):§0<£L’), ft(l‘,O):gl(w), 0§$§L,

ou g (&) est une dissipation. Le terme d’intégral dans I’équation de ([1.2.1)) représente le

terme mémoire ou le terme d’amortissement viscoélastique. Il est dérivé de la relation entre
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1.2. Théorie des poutres

la contrainte et ’historique de la déformation selon le principe de Boltzmann. Pour le cas
qg=[f=0¢etg(&) = a(zx)& le systeme (1.2.1)-(1.2.2) a été étudié par Kim dans [68] ol
I'auteur a démontré la stabilité du systeme en présence de la dissipation visqueuse. Pour
q#0,7#0et g(&) # a(x)&, Pauteur a montré un résultat d’existence d’une solution en
utilisant la méthode de Galerkin. De méme, un résultat sur le taux de décroissance uniforme
a été prouvé sous l'action de la dissipation viscoélastique, une dissipation fractionnelle de
la forme g (&) et une force de controle f en utilisant la technique des multiplicateurs sous
certaines hypotheses sur le noyau ¢ et les fonctions g et f. Plus précisément, g et f sont

des fonctions continument différentiables et vérifient :

s),s)— f(s) >0, Vs € R,
(f(s),s) = F(s) 2 (1.2.3)
9(0)=0,(g(r)—g(s),r—s) 2 plr—s[", Vs,reR,
ol p est une constante positive et le noyau ¢ vérifie :
—coq (t) < qi (t) < —c1q(t) YVt €[0,t0],
g0 ()] < c2q (t) vt € [0, 20], (1.2.4)

0<qu <ecsq(t), vt € [0,to],
ol ¢;, ©t =0, ..., 3 sont des constantes strictement positives.

Plus tard, Park et al. dans [108] ont étudié I’équation (|1.2.1]) avec les conditions suivantes

( (0t >=§z(0t)=§m(L,t)=0, Vi >0,
Evon (Lyt) — [ q(t — 8)Epae (Lys)ds = f(t), V>0,
£ (x,0) =& (), ft(flf,o):fl(m), 0<z<IL,
Sout(t) = & (L,1),

ou f(t) est un controle frontiere agissant sur I'exterminé libre de la poutre et &, () représente
le signal mesuré du systeme a l'instant t. En supposant que la fonction g et le noyau ¢
vérifient les hypotheses ((1.2.3)—(1.2.4)), les auteurs ont prouvé 'existence de la solution ainsi

que la stabilité exponentielle avec le controle frontiere f(t) suivant :

f(t)=h(t)& (L,t),
he(t) = r€2 (L,t), h(0)=hy> 0,7 > 0.

Un résultat similaire a été obtenu dans [62] par Kang et al. lorsque l'extrémité libre de la

poutre est controler par une force f(t) avec une perturbation harmonique et une amplitude

24



1.2. Théorie des poutres

0 avec :
F() = h(#)& (L,t) + 0 ()sint, ¢ 20,

he (t) = 1€ (L, t), h(0)=ho>0, r>0, t>0,
Qt (t) :gt <L7t> Sint? 9(O> :007 tZ 0.

Enfin, dans [80] Lazzari et Nibbi ont étudié le probleme suivant :
§tt <x>t)+§xxmc (Qf,t) :O, (l‘,t) 6]0,1[XR+,

avec
5(07t):§m(0ﬂt):§mc(1vt)7 75207

(1.2.5)

(1.2.6)

ou ¢ (t) est une force de contrdle de type viscoélastique appliquée a l'extrémité libre de la

poutre définie par :

o (t) =& (1,t) + /Doo/\(s)ﬁt (1,t — s)ds,

ou 79 € R et A est un noyau non négatif qui vérifie N (t) < 0, A" (t) > 0 et t € RT. Sous

I’action d’un controle frontiere ¢, les auteurs ont obtenu un résultat de stabilité pour le

systeme (L2.5)-(L2).
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Chapitre 2

Rappels et notions générales

d’analyse fonctionnelle

Le but de ce chapitre est de rappeler certaines notions indispensables pour la suite de
notre travail, ainsi, nous définissons quelques notions de topologie, d’analyse fonctionnelle
et d’analyse générale.

On désigne par €2 un ouvert borné de R™ et £ un k—espace vectoriel, k = C ou R.

2.1 Quelques espaces fonctionnels

2.1.1 Espaces réflexif

Définition 2.1.1 Soit E un espace de Banach et soit J l’injection canonique de E dans

E" (le bidual de E'). On dit que E est réflexif si J(E) = E".
Lorsque E est réflexif, on identifie implicitement E et E” (a 1’aide de I'isomorphisme J).

Théoréme 1 (Kakutani) Soit E un espace de Banach, alors E est réflexif si et seulement

si la boule unité de E est compact pour la topologie o (E, E') .
Preuve. Voir [14]. =

Remarque 2.1.1 Les espaces de dimension finie sont réflexifs.
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2.1. Quelques espaces fonctionnels

Proposition 2.1.1 Soit E un espace de Banach réflexif et soit M C E un sous-espace

vectoriel fermé, alors M (muni de la norme induite par E) est réflexif.
Preuve. Voir [14]. =

Corollaire 2.1.1 Soit E un espace de Banach, alors E est réflexif si et seulement si E' est

réflezif.
Preuve. Voir [14]. =

Corollaire 2.1.2 Soit E un espace de Banach réflexif. Soit K C E un sous-ensemble

conveze, fermé et borné, alors K est compact pour la topologie o (E, E') .

Preuve. Voir [14]. =

2.1.2 Espaces séparable

Définition 2.1.2 On dit qu’un espace métrique est séparable sl existe un sous-ensemble

D C E dénombrable et dense dans E.

Proposition 2.1.2 Soit E un espace métrique séparable et soit F' un sous-ensemble de F,

alors F' est séparable.
Preuve. Voir [14]. =
Théoréme 2 Soit E un espace de Banach tel que E’ soit séparable, alors E est séparable.
Preuve. Voir [14]. =

Remarque 2.1.2 La réciproque n’est pas vraie. Il existe des espaces de Banach E séparables

tels que E' me soit pas séparable; par exemple E = L' (Q0).

Corollaire 2.1.3 Soit E un espace de Banach, alors

E est réflexif et séparable si et seulement si E' est réflexif et séparable.

Preuve. Voir [14]. =
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2.1. Quelques espaces fonctionnels

Théoréme 3 Soit E un espace de Banach tel que E' soit séparable et soit (u,)nen une suite

bornée dans E, alors il existe une sous-suite extraite (u,,) qui converge pour la topologie

o(E"E).
Preuve. Voir [14]. =

Théoréme 4 Soit E un espace de Banach réflexif et soit (u,)nen une suite bornée dans F,

alors il existe une sous-suite extraite (u,,) qui converge pour la topologie o (E, E").
Preuve. Voir [14]. =

Remarque 2.1.3 La réciproque du théoréeme est aussi vraie. Plus précisément on a le

théoreme suivant :

Théoréme 5 (Eberlein-émulian) Soit E un espace de Banach tel que toute suite bornée

(Un)nen posséde une sous-suite extraite (u,,) convergente pour la topologie o (E, E'), alors

E est réfiexif.

Preuve. Voir [14]. =

2.1.3 Espaces L (1)

Dans toute la suite £ désigne un ouvert de RY muni de la mesure de Lebesgue dz.

Définition et propriétés élémentaires des espaces LP

Définition 2.1.3 On définit LP(2), (p € [1,+oc]) par
e Sipe[l,+o0]

LP(Q)) = {f :Q — R;  f mesurable et / |f(z)|Pdx < oo}.
Q

On définit sur LP(QQ) la norme :

Il = [ [ o] g
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2.1. Quelques espaces fonctionnels

e Sip=+o00:

L) ={f:(Q) — R: 3C >0, telle que f est mesurable et |f (z)| < C p.psurl.
Cet espace vectoriel est complet pour la norme :

[Pl = Inf {M >0+ |f (2) | < M pp, sur Q).

Théoreme 6 LP(Q2) est un espace vectoriel et |||, est une norme pour tout 1 < p < +o0.
Preuve. Voir [14]. =
Proposition 2.1.3 1. Sip € [1,400|, alors LP(2) est un espace de Banach.

2. L*(Q) est un espace de Hilbert avec le produit scalaire

< ho > [ f@g@ds

Preuve. Voir [14]. =

Théoreme 7 Soient (f,) une suite de LP(2) et f € LP(Q), tels que || f,, — f|;» = 0, alors

il existe une sous-suite extraite (f,,) telle que

® fu(2) = [(2) p.p. sur,

o VE €N, |fy, (z)] < h(z) p.p. surQ avec h € LP.
Preuve. Voir [14]. =

Théoréme 8 (Fubini [1]]) On suppose que F € L' (Qy x Qy), alors pour presque tout
S Ql,
Flay)ely() o [ Paydyeli@),
Q1
De méme, pour presque tout y € €)o,

Floy) e IL(Q) et /Q F(z,y)dz € L} ().

De plus, on a

/ dm/ F(x,y)dy:/ dy/ F(x,y)dx:// F (z,y) dzdy.
Ql Ql QQ Ql leQQ
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2.1. Quelques espaces fonctionnels

Réflexivité. Séparabilité. Dual de LP

Proposition 2.1.4 Pour 1 < p < 400 et pour toute mesure, LP est réflexif et son dual
topologique s’identifie a l’espace L1, ou q est l’exposant conjugué de p.

Le dual de L' est L™ et le dual de L™ contient strictement L.
Preuve. Voir [14]. =
Remarque 2.1.4 L' ([0,1]) n’est le dual d’aucun espace.
Proposition 2.1.5 Sip € [1,400[ alors LP(2)est séparable.
Preuve. Voir [14]. =

Remarque 2.1.5 Soit L'(Q) un espace séparable et soit (u,)nen une suite bornée dans

L>(§2), donc on peut extraire une sous-suite (uy, ) qui converge dans L™ (S2) pour la topologie

faible* o(L>(Q2); LY(Q)).

La convolution

Théoréme 9 Soient f € L'(R™) et g € LP(R™) avec 1 < p < +o0, alors pour presque tout
x € R" la fonction y — f(x —y) g (y) est intégrable sur R™.
On pose
(fxg)(x) = IRwf(fic—y)g(y)dy-
Alors f*g € LP(R") et

Hf*g“LP(]R") < HfHLl(R") |g||LP(R")'

Preuve. Voir [14]. =

Proposition 2.1.6 Dans le cas d’une seule variable, si f et g sont deux fonctions de classe

au moins C1 et que f' et g’ appartiennent a L' alors on a
(f*xg) =frg=Ffx*d.

Plus généralement dans les cas de fonctions de plusieurs variables on a

9 _of g

x g = f %

Preuve. Voir [14]. =
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2.1. Quelques espaces fonctionnels

2.1.4 Espaces de Sobolev

Définition 2.1.4 (Dérivée faible) On dit que f est dérivable au sens faible dans L*(Q),

s’il existe une fonction w € L*(Q), telle que Vv € C§° () on ait

[ 105w =~ [ v @) de

4 (2) = w(z) au sens des distributions.

Cela revient a dire que -
X

Soient 2 un ouvert borné de R, m un entier (m > 2), k € N et p un nombre réel avec

1 <p<+oo.

L’espaces de Sobolev WP (Q)

Définition 2.1.5 On définit I’espace de Sobolev WP (Q) par:

Whe(Q) = {f € LP(Q); tel que : of € LP(Q) pour touti =1, ,n} .

T
ot % est la dérivée au sens des distributions. Dans le cas ot p = 2, on désigne par H' (Q)

au liew de W2 ().

Notation 2.1.1 L’espace WP (Q) est muni de la norme

of
83:1-

Y

Lr(Q)

[ fllwrr) = [Ifllzr@) + Z
=1

1
af ||P P
ox; LP(Q)> )

(ou parfois, si 1 < p < oo, de la norme équivalente (Hinp(Q) +> 0,

L’espace H' est muni du produit scalaire

— /0f dg
<f7 g)Hl(Q) = <f7 g>L2(Q) + Z <8_x’ 8Q;> (9)7
1 v/ L2

i=1
9 2
L2(Q)> ,

Proposition 2.1.7 1. L’espace W1? (Q) est un espace de Banach pour 1 < p < +o0,

la norme associée

af
8%2‘

1 1y = (IIfIIiZ(m +>
=1

est équivalente a la norme de W2 (Q) .
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2.1. Quelques espaces fonctionnels

2. L’espace WHP (Q) est réflexif pour 1 < p < +oo est séparable pour 1 < p < +o0,

3. L’espace H* (Q) est un espace de Hilbert séparable.
Preuve. Voir [14]. =

Proposition 2.1.8 Soient f et g deuzx fonctions de WP (Q) avec 1 < p < +oo, alors
fge WP (Q) et
(f9)' = f'g+ fq"

De plus on a la formule d’intégration par partie
[ 7 @o@is=r@ow - o) - [ red @ wyen
Preuve. Voir [14]. =
Espaces de Sobolev W™? (Q)
Définition 2.1.6 On définit l’espace de Sobolev W™P (Q)) par
wme(Q) = {fe L’ (Q); D'fel’(Q); |kl <m},

o k= (ky,....ky) €N |k| = ki + ... + k, et D*f sont les dérivées d’ordre k de f au sens

de distributions, et on note par
H™(Q) = W™ (Q).
L’espace W™P () est muni de la norme
Il =1y + 5 (1D gy 5510 < 400,

1wty = maxcn [ D4 [y 50 = o0,

et lespace H™ () est muni du produit scalaire

(f, 9>Hm(9) = (/, 9>L2(Q) + Z <Dkf’ Dkg>L2(Q)'

[k|<m
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2.1. Quelques espaces fonctionnels

L’espace de Sobolev W;"" (Q)

En général D () n’est pas dense dans W™P (). On note alors W;"? () 'adhérence de
D (22) dans W™P (Q) .

Notation 2.1.2 Soit Q un ouvert borné de R™ et m € N, alors on note
H' () = W5 ().
H} () est un espace de Hilbert, il désigne l'adhérence de D () dans H' (Q), i.e.
Hy () ={feH (), flr=0},
muni du produit scalaire de H (Q) et de la norme
Ao = IV Fll2 @)

L’espaces dual de (W,"(Q) (1 <p < o0)

Pour p =2, W,?(Q) = HA(Q).
Notation. On désigne par W=19(Q) l'espace dual de W,7(Q) et par H~'(Q) le dual de
Hi(2) tel que g est Pexposant conjugué de p.

Injections de Sobolev

On a les injections continues suivantes
Hy(Q) — L*(Q) — H Q)

et
WP (Q) = L*(Q) — W H(Q), 1<p<oo.

Si €2 n’est pas borné on a seulement
WoP(Q) = L2(Q) — W h(Q), 1<p<2.

Théoreme 10 Soit 2 un ouvert borné de R™, on a les inclusions suivantes.
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2.1. Quelques espaces fonctionnels

1. Si1<p<+oo, WP (Q) C L7(Q) avec

1. injection compacte pour q € [1, p*[,

2. injection continue pour q € [1,p*],

ou

2. Sip=n, W (Q) < L1(Q) avec injection compacte pour q € [1,+0o0].
3. Sip>n, W (Q) — C°(Q) avec injection compacte.

Preuve. Voir [14]. =

L’injection compacte permet de passer de la convergence faible a la convergence forte

comme suit :

Théoréme 11 (Rellich-Kondrachov) Soit (f,), oy une suite convergente faiblement vers

[ dans WP (Q), alors pour une sous-suite (f;), on a :

e 5i1<p<mn, alors

fi = fortement dans L7 (2) avec 1 < ¢q <

n—op
e Sip=n, alors
fi = f fortement dans L? () avec 1 < g < 400,
e Sip>n, alors
fi = [ fortement dans L> ().

Preuve. Voir [14]. =

Proposition 2.1.9 Si Q est borné, on a ainsi H () — L*(Q) avec injection compacte.

Preuve. Voir [14]. =
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2.2. Topologie faible et topologie faible*

2.2 Topologie faible et topologie faible*

Soit E un espace de Banach, soit £’ son dual (muni de la norme dual

| fllzr = sup,ep uy<1 | < fiz >]) et soit E” son bidual, i.e. le dual de £, muni de la norme

1]z = SUD e ||fl1<1 | <& f >

2.2.1 Topologie faible o (E, E')

Soit E un espace de Banach et soit f € E' (£’ I'espace dual de E). On désigne par
¢s : E — R l'application définie par ¢s(x) =< f,z > . Lorsque f parcourt £ on obtient
une famille (¢¢) ;.5 d’applications de E dans R.

Définition 2.2.1 La topologie faible

o(E,E") sur E est la topologie la moins fine sur E rendant continues toutes les applications

(¢f)feE"
Proposition 2.2.1 La topologie faible o(E, E') est séparée.
Preuve. Voir [14]. =

Définition 2.2.2 Soit E un espace de Banach. Une suite (x,)nen € E converge au sens

de la topologie faible (ou converge faiblement) vers x dans E si
VfeFE, < fx,—x>—0.
Proposition 2.2.2 Soit (x,),en une suite de E, on a
(1) [, =z pour o(E,E)| & [< f,x, >>< f,x >V f € F,
(i) Si z,, — x, alors x,, — x pour o(E, E'),
(iii) Six, — x pour o(E, E'), alors ||x,|| est bornée,
(iv) Six, — x pour o(E,E') et si f, — f dans E' (i.e || fn — fllzr — 0), alors

< fryxp >—< fox >
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2.2. Topologie faible et topologie faible*

Preuve. Voir [14]. =

Proposition 2.2.3 Lorsque E est de dimension finie la topologie faible o(E, E') et la
topologie usuelle coincident. En particulier une suite (x,),en converge faiblement si est

seulement si elle converge fortement.
Preuve. Voir [14]. =

Proposition 2.2.4 Soit E un espace de Banach réflexif et soit (x,)nen~ une suite bornée
dans X, alors il est possible d’extraire de (x,,)nen+ une sous-suite de (T, )pen+ qui converge

faiblement dans X, i.e. :
VfEX/, <f7xnk>X/><X —><f7x>X/><X quand k — 4-00.

Preuve. Voir [14]. =

2.2.2 Topologie faible*o(FE’, F)

Définition 2.2.3 Soit E un espace vectoriel normé.

Une suite (fn)nen € E' converge au sens de la topologie faible*versfe E' si :
VeeFE, < f,—fx>=0.
Proposition 2.2.5 Soit (f,)nen une suite sur E', on a
(i) |fo = f pour o(E',E)| & [< fo,x> — < f,x>VrcE,
(i) Si f, — f alors f, — f pour o(E',E"),
si fo — f pour o(E',E") alors f, = f pour o(E, E"),
(iii) Si f, = f pour o(E', E) alors || .| est bornée,
(iv) Sif, = f pour o(E' E) et si x, — x fortement dans E, alors < f,,x, > — < f,x > .

Preuve. Voir [14]. =
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2.2. Topologie faible et topologie faible*

Remarque 2.2.1 Si f,, = f pour o(E', E) (ou méme si f, — f pour o(E', E")) et six, —

x pour o(E, E") on ne peut pas conclure que < fp,x > — < f,x > .

Corollaire 2.2.1 Soit E un espace de Banach séparable et soit (f,)nen une suite bornée

dans E', alors il existe une sous-suite extraite (f,,) qui converge pour la topologie o(E', E).

Théoréme 12 (Bochner)Une fonction mesurable f : [0, T] — V est sommable dans [0,T7],

si et seulement si la fonction réelle t — || f(t)||,, est sommable dans [0,T]. De plus

/0 " b

<u, /OTf(t)dt>V - /OT (u, f(£))y dt, Yu eV (2.2.2)

= | sy e (2.2.1)

et

Preuve. Voir [96]. =

Théoréme 13 (Convergence dominée de Lebesgue)

Soit (fn), ey une suite de fonction de L* (). On suppose que

* fo(x) = f(z), p.p. surQ.

* [l existe une fonction g € L' (Q) tel que pour chaque n
[ (2)] < g(x),  p.p.surQ,

alors

feL () et |fu—fllpq — 0
Preuve. Voir [14]. =

Définition 2.2.4 (Suite de fonctions uniformément bornées)

On dit qu’une suite de fonctions (f,) d’un espace métrique E dans R" est uni-

neN

formément bornée s’il existe une constante positive M telle que

VneN, Yo eE, |f.(x)] <M.
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2.3. Quelques inégalités utiles

Définition 2.2.5 Soient V' un espace de Hilbert séparable et {V,,}, .. une famille d’espace

vectoriels de dimension finie vérifiant les aziomes

1. V, cV, dimV, < 4o,

2. V, =V quand n — +o0.

Au sens suivant : il existe V,, sous-espace dense dans V', tel que pour tout u € V, on
peut trouver une suite {uy}, . vErifiant pour tout n, u, € V, et u, — u dans V lorsque

n — +oo L’espace V,, s’appelle une approrimation de Galerkin d’ordre n.

2.3 Quelques inégalités utiles

Notation 2.3.1 Soit 1 < p < 0o, on désigne par q l’exposant conjugué de p i.e. %—i—é =1.

Inégalité de Holder ([3])

Théoreme 14 Soient f € LP (Q) et g € L1 (Q) avec 1 < p < 400, alors fg € L' (Q) et on
a

fallery < 1 f1e@llgllzo@)- (2.3.1)

Jo lF@g@)] dz < (Jo | f@) ) (Jy lg@)[ dz)7 . sip, q€]L,+oo]
Jo lf@)g(@)dz < llgll (Jo|f(2)]dz),  sip=1, q¢=+oc.

Inégalité de Cauchy-Schwartz

Théoréme 15 Dans le cas ot p = q = 2 l'inégalité est appelée l'inégalité de Cauchy-

Schwartz.

uv]| ) < JJullz2@lv]]L2@)-

Inégalité de Young ([46])

Théoréme 16 Soient p, q € |1,00][ et a, b > 0, alors pour tout € > 0 assez petit, on a :

ab < ea’ 4+ C (e)b? (2.3.2)
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2.3. Quelques inégalités utiles

ot
Cle)= —-

q(ep)e
Remarque 2.3.1 o Sip=q=2, linégalité s’écrit

2

b
ab < ea’® + —.
4e

o Sie= %, [inégalité précédente sera
a? b

b< — + —. 2.3.
a_2+2 (2.3.3)

Inégalité de Poincaré

Théoréme 17 Soit Q2 un ouvert borné de R™, alors il existe une constante C, = C, (€2, p)

telle que:
I fllze) < CpllV flle), pour tout f e Wol’p (Q), 1<p<c.

Autrement dit, sur W, (Q) la quantité |V f||1r(q) est une norme équivalente a la norme

de WP (Q).
Preuve. Voir [14]. =

L’inégalité de Jensen ([114])

Théoréme 18 Soient F' une fonction convexe sur [a,b], f : Q — [a,b] et h une fonction

intégrable sur Q, h(z) >0, et [, h(z)dx =k > 0, alors l'inégalité de Jensen déclare que
1 1
FP/?@MWMJS—/FW@W@@. (2.3.4)
kE Jq k Jq

Formules de Green ([29])

Théoreme 19 Soit 2 un ouvert borné régulier de R™.

Pour tout f € H*(Q) et g € H' () on a la formule suivante:

/Afgdx—/%gda—/Vngdx.
Q r Ov Q

ot n = (N1,M2,..., M) est la normale unitaire extérieure a T
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2.3. Quelques inégalités utiles

Formule de Leibniz

Théoréme 20 Soit f : R? — R", telle que les fonctions f et % sont continues sur R2

et soient ¢ et Y deux fonctions dérivables de R dans R, alors l'intégrale paramétrique

(généralisée) F définit sur R par

est dérivable et

Preuve. Voir [90]. =
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Chapitre 3

Etude de I’existence et ’unicité d’une

solution faible globale

Dans ce chapitre, nous étudions 'existence et 'unicité de la solution faible globale d’une
poutre viscoélastique de type Euler-Bernoulli dont I'une des extrémité est fixée a un moteur
rotatif dans un plan horizontal et l'autre fixée a une masse, en utilisant la méthode de

Galerkin. Pour montrer notre résultat d’existence globale on fait les hypotheses suivantes :

3.1 Hypotheses sur le noyau ¢

Pour montrer notre résultat, nous supposons que le noyau q :]0, +o0o[— R vérifie les hy-

potheses suivantes

(A4) q est une fonction de L'(R™) N C*(R™) vérifiant ¢(0) > 0 et

1—/q(s)ds =1—k>0. (3.1.1)
0
s
Soit t. > 0 et posons [ ¢(s)ds = g. > 0.
0

(A,) Tl existe une fonction H de classe C! tel que H : (0,00) — (0,00) qui est linéaire
ou strictement décroissante et strictement convexe et de classe C? sur [0,7) (r < ¢(0)) avec

H(0) = H'(0) =0 et telle que

¢'(t) < —C(t)H(q(t)), V=0, (3.1.2)



3.1. Hypotheses sur le noyau q

ou ( est une fonction positive, différentiable et décroissante.

Remarque 3.1.1 (1) De (A1)-(A2) on déduittliin q(t) = 0, ceci implique quetligrn (—4'(1))
—r+00 —>+00
ne peut étre égale a un nombre positif. Alors, il est naturel de supposer que, li+m (—¢ (1)) =
—+o0

0.

En consequence, il existe t; > 0 suffisamment grand tel que q(t1) > 0 et
max {q (t), —¢' (1)} <min{r, H (r), Ho (r)}, Vt = ta,

ou Hy(t) = H (D (t)) a condition que D est une fonction positive de classe C' telle que
D (0) =0, pour laquelle Hy est une fonction strictement croissante, strictement convere, de

classe C? sur (0,7] et
I 1C)

o Hy'(=q(s))

(2) En outre, comme q est une fonction décroissante, q (0) >0 et g (t1) > 0, on a

ds < +o0. (3.1.3)

0<q(t) <q(t)<q(0), Vtel[0t].
Une combinaison de cela avec la continuité de la fonction H donne
a< H(q(t) <b, Vtel0,t],

pour deux constantes a, b > 0.

o (1) < =GO H(a(t) < ~ac(t) =~ C(0a(0) < ——=C(0al1)
Donc,
cnaty < -y, viepn) (3.1.4)

Les systemes (3.2.1)-(3.2.3) ont une large application en génie mécanique comme les

liaisons du robot [13] et bras des satellites.
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3.2. Le modéle étudié

3.2 Le modeéele étudié

Notre objectif dans cette these est ’étude de 'existence et I'unicité d'une solution faible

globale et leur comportement asymptotique du probleme suivant :

LuSu(t) + p [ (@ (5 + v(x, 1)) udz + my L(LS(t) + v(L, t))u
+J, (S(t) + vu(L, 1)), =7(t), Vt>0,
U (1) + ETVgppr(t) — E1(q % Vpgas) (t) = —pxSu(t), V(z,t) € (0,L) x RT,

avec les conditions aux limites

v(0,t) = v,(0,¢t) =0, t>0,
Bl (L,t) — EI [} q(t — 8)Vsa(L, 8)ds = m, (LS(t) +v(L,t)),,, t>0,
Elv,,(L,t) — EI [y q(t — $)vee(L, 8)ds = —J, (S(t) + vo(L,1)),,, t>0,

et les conditions initiales

v(x,0) = vo(z), vi(x,0) =v1(x), S(0) =Sy, Si(0)=5S1, ze€(0,L).

3.3 Le probleme équivalent
Pour simplifier notre étude, on utilise le changement de fonction suivant :
E(z,t) =2S(t) +v(x,t), t>0.

Par conséquent, le systeme ((3.2.1)—(3.2.3)) est équivalent :

(

2(0,8) = S(1), &t(0,8) = Se(t), &t (0, 1) = Sie(2),

&z, t) = xSi(t) +v(x,t),  Eulx,t) = xSu(t) + vu(z, t),
oz, t) = S(t) +vp(z,t), Epu(x,t) = Ve, 1),

awa(T,1) = Vuaa(T,),  Lagaa (T, 1) = Vpgaa (2, 1),

| €(2,0) =250 + vo(x) =& (@), &(x,0) =25 +vi(z) = &i(2).
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3.3. Le probléme équivalent

En utilisant (3.3.1)), (3.3.2)) et U'intégration par partie. Par conséquent, le systeme ([3.2.1])—
(3.2.3)) est équivalent a

L
I060:(0,t) + p [ & (x, t)dx + myp L& (L, t) + Jp&un(L,t) = 7(t), >0,
0

P (2, t) + Bl pppn(x,t) — Equ(t — 8)&uan(s)ds =0, V(x,t) € (0,L) x R,
0

(3.3.3)
avec les conditions aux limites
5(0’ t) - 07
El&uu(L,t) — BI [ q(t — 8)€pua(L, 8)ds = mp€u(L,1),
Bl (L,t) — BI [} q(t — 8)&(L, s)ds = —Jp&on(L, 1), Vit € [0,00)
(3.3.4)
et les conditions initiales
§(r,0) = &o(w), &(x,0) =&i(x), =€ (0,L) (3.3.5)

Ensuite, en substituant la deuxiéme équation de (3.3.3) dans la premiere équation de
(3.3.3) et en utilisant une intégration par partie avec les conditions aux limites (3.3.4]),

I’équation du mouvement au point x = 0 devient
t
nen(0,1) — BIE(0,4) + BT / ot — )60 (0, 8)ds = 7(£), ¥t > 0. (3.3.6)
0

Pour stabiliser le probleme (3.3.3)-(13.3.6)), nous proposons la fonction du contréle 7(t) suiv-
ante :

T(t) = —K&u(0,t) — £(0,t), t>0, (3.3.7)

ou K est une constante positive. Plus, nous utiliserons le lemme suivant :
Lemme 3.3.1 (Voir Hardy et al. [58]) Sous les conditions auz limites (3.3.5), on a
Vi(2,t) < Lllvellz, v*(@,t) < LPlluaellz, vi(2,t) < Lllvgll3, Yo €[0,L]  (3.3.8)

et
[oll3 < L2|v]l3 < LY |vsll3 Vo € [0, L), (3.3.9)

ou || . || est la norme de L*(0,L).

44



3.3. Le probléme équivalent

Dans la suite, on note par [J et { les opérateurs binaires définis respectivement, par

t

(¢Cv)(t) := /q(t —5) (v(x,t) —v(x, 3)>2d3, vVt >0

0

et
t

(qOv)(t) == /q(t —5) (v((), t) — v(0, s))zds, YVt > 0.

0

3.3.1 Energie du systeme

On définit 'énergie associée au probleme (3.3.3)-(3.3.6) par

2E(t) = In2(0,0) + pll& I3 + ETEwall} + my€2(L,t) + Jp&,(Lit), ¥t >0.  (33.10)

Lemme 3.3.2 L’énergie E (t) donné par (3.3.10) vérifie

E'(t) = El/gm(t) /q(t — 8)s(8)dsdr + 7 (1) £44(0, ), ¥Vt > 0. (3.3.11)

0

Preuve. En multipliant la deuxieme équation de (3.3.3)) par & (x,t) , en intégrant I’équation
sur (0, L) et en utilisant les conditions aux limites (3.3.4)-(3.3.6]), on obtient (3.3.11]). Ceci

acheve la preuve du lemme (3.3.2). =

Nous définissons ’énergie modifiée associée au probleme (3.3.3))-(3.3.6)) par

t L
1
E(t) = 5§ T€h(0.0) + pll&ll3 + BT | 1 - / a(s)ds | ||€ally + ET / (408 ) dz
0 0
+ my&r(L,t) + Jp&(L,t) ), VE>0. (3.3.12)

Lemme 3.3.3 La dérivée de l’énergie modifiée € (t) est donnée par

L
_EI EI

=5 (¢'Oe)dr — 7q(t)ugmug + 7(t)€2(0,1), Wt > 0. (3.3.13)

0
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3.4. Principe de la méthode de Galerkin

Preuve. En multipliant la deuxiéme équation de ({3.3.3)) par & (z,t) , en intégrant I’équation
sur (0, L) et en utilisant les conditions aux limites (3.3.4)-(3.3.6) et I’égalité suivante

L L t

, d
0 0 0
On obtient (3.3.13)). m

3.4 Principe de la méthode de Galerkin

La méthode de Galerkin est une méthode d’approximative utilisée pour étudier 'existence
et I'unicité des solutions des équations aux dérivées partielles d’évolution.
Soit (P) un probleme, pour lequel on cherche a montrer 'existence d’une solution dans un
espace de Hilbert séparable infinie V.
Le principe de cette méthode est basé sur 'idée de remplacer ’espace V' par un autre V,,
de dimension finie, le probleme approché est posé sur V,, ou 'on s’est ramené a la solution
simple d’'un systeme d’équations différentielles ordinaires non linéaire, par ailleurs on peut
choisir le mode de construction de V,, de maniere a ce que le sous-espace V,,, soit dense dans
V' et que la solution &, du probleme approché (P,,) dans V,, soit un approximation de la
solution exacte £ du probleme exact (P) dans V.

Cette méthode, en plus de son intérét numériquement qu’elle est tres utile du point de
vue théorique, notamment pour I’étude des problemes non linéaires.

Le déroulement d’étude est alors le suivant :
étape 1 On définit la solution &, du probleme (P,,).

étape 2 On établit des estimations sur &, (dites estimation a priori) pour montrer que &,

est uniformément bornée.

étape 3 Par utilisation des résultats que &, est uniformément bornée, il est possible d’extraire
une sous suite ({m, ).y qui a une limite dans la topologie faible des espaces qui inter-

viennent dans les estimations de 1’étape 2.
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3.5. Existence et I'unicité d’une solution faible globale

Soit alors & la limite obtenue.

étape 4 On montre que £ est solution du probléme (P).
étape 5 résultats de convergences fortes.

étape 6 On convient de montrer I'unicité de la solution £ précédente de maniere classique.

Notre objectif est de construire un procédé d’approximation qui nous fournit a la limite
une démonstration de ’existence globale de la solution faible, ce procédé revient a approcher

&, comme combinaison linéaire des fonctions de base w; de V,, telle que

Em(,t) = Zr twi (z,t),  Y(x,t)eQx][0,T].

3.5 Existence et 'unicité d’une solution faible globale

Maintenant, on démontre lexistence de la solution du probleme (3.3.3)-(3.3.6) qui sera
prouvé en utilisant la méthode Galerkin. Pour cela, nous considérons ’espace de Hilbert

suivant :

V ={veH*0,L), v(0)=0}.

Commengcons par donner la définition d’une solution faible du systéme (i3.3.3))-(3.3.6)).
Définition 3.5.1 Une solution faible du systéme (3.5.3)-(3.3.6) est une fonction
g S C([O,T[,V) ) gt eC ([OaT[a L2(07 L)) )

telle que, pour tout v € V' et pour tout t € [0,T[, nous avons

P (& V) + BT €y Vaw) — EI [ gt — 8) (€ (8) , Vaw (1)) ds + Tt (L, 1) vy (L, )
iyl (L, 1) v (L) + Tn€ape (0,8) 0y (0,8) + vy (0,8) (K& (0,8) + &, (0,1)) = 0,

avec les conditions initiales

§(2,0) =& (x), &(2,0) =& ().

Notre résultat d’existence et d’unicité est donné par :
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3.5. Existence et I'unicité d’une solution faible globale

Théoréme 21 Supposons que (£9,&1) € VN HY0,L) x V et les hypothéses (Ay) et (Ay)
sont satisfaites, alors il existe une solution faible unique du probléme (53.5.5 (u telle

que
§e L™ (0,T;VNnHY0,L)), &eL*(0,T;V), & €L*(0,T;L*0,L)),
De plus, nous avons
£eC(0,T;V), &eC(0,T;L*0,L)),
pour tout T' > 0.
Preuve.

1/ Démonstration d’existence globale de la solution La preuve est basée sur la méthode
de Galerkin.

Etape 1 Solution approchée

Soit {v'},~, un systéme orthonormal dans L*(0, L). Pour chaque n € N*, on note par

V,, = span {v', v?initialesdanslesous — espacededimension finieV,, sont

x) :iajvj(x) et &(x Zb’vﬂ
j=1

et vérifient
& — & dans VN HY0,L) et € — &  dans 'V,

ol @/ et b/, j =1,...,n sont des scalaires.

On cherche une fonction £"(x,t) de la forme
)=> Nt (x), ze(0,L), t>0
j=1

une solution approchée dans V,, du probleme suivant

p (&, 07) + EI (€2, vl,) — EI [§ g( )<;Zx(8)7vim(t>ds
+ €%, (L, t) vl (L, t) +mp&l (L, t) w7 (L, t) + &L, (0,1) i (0,1)
+07 (0,1) (K& (0,8) + &, (0,2)) =0, Yo/ eV, j=1n

[ "(2,0) =& (z), & (2,0) =& (2).

\_/\_/

(3.5.1)
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3.5. Existence et I'unicité d’une solution faible globale

L’équation (3 conduit a un systeme d’équations différentielles ordinaires avec

n fonctions, \; inconnues ot j = 1,n. D’apres la théorie standard des équations

différentielles ordinaires on peut prouver 'existence d’une solution locale

)\ji [O,tn)%R, ]:1,_71,

qui vérifie (3.5.1]) pour presque tout ¢t € (0,¢,) tel que 0 < ¢, < T. On obtient

donc une solution locale £" dans un intervalle [0, ¢,,). L’étape qui suit montrer que

t, = T'. Les estimations a priori ci-dessous permettent de prolonger la solution a

I'intervalle |0, T, pour tout 7" > 0 donné.

Etape 2 Premiere estimation a priori

En multipliant I'équation (3.5.1]) par Y () et en sommant la somme par apport l'indice j

U j = 1,n, on trouve

p A& &) + BT (€T, Ernt) E]fo (t — ) €y (), &0 (1)) ds
+p€ae (L 1) &y (Lo 1) +mp&gy (L, 8) & (L, t) + In&gyy (0,7) € (0, 2)
= _K[ ot (O>t)] — & (0>t) 134 (O?t) , Vt=>0.

Soit la fonctionnelle F” (t) définit par :
¢
1
FUO =0+ K [ €09 ds+ (€200
0

ou
¢

1
£n(t) = 5 4 R 0.0 + oI + B | 1~ [ a(o)as | ezl
0
L

+EI [0+ my (LA + Je LA bt 20

En dérivant F" (t) par rapport au temps ¢, on arrive a

T () = EME) + K [€5,(0,4)] + €5,(0,£)7(0, ).

L’équation (3.5.2)) nous donne

&) = oF /< O, e — 2018 3 — K 64,0, — €40, 061 (0.1),

0
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3.5. Existence et I'unicité d’une solution faible globale

D’apres (3.5.4) et (3.5.5)), on trouve

2
0

=5 [0 - el

pour tout ¢ € (0,t,). Ce que signifie
Fl(t) <O0. (3.5.6)

On integre (3.5.6|) sur (0,¢), Vt € (0,t,), on obtient

F(t) < F"(0)
< Ca

tel que C une constante.

16213 + [1€2 115 + f q0gz,)
_'_fot £2(0,8)] dS + fo fo f(

Tenant compte du fait que (&) et (£') pour tout n > 1 sont bornées dans V' et L?

Deuxiéme estimation a priori

En multipliant I’équation (3.5.1)) par Nj(t) et en sommant sur I'indice j ot j = 1,n, on

trouve
p Hftt”z + BI(EE,, En) — BT fo — 8) (€1, (8), & (1)) ds + Jp [34m (Lat)]Q
+my, [§; (L, t)] + I (€3 (O, t)] = & (0,1) (K& (0,8) €7 (0,8)),  t€(0,t,).
(3.5.8)
Il est clair que :
EI( ;Lx’ mmtt> EI:;t< xx) mmt> E] <§xmt7 mmt> 13 € (O7tn> (359)
et .
P [ gt =) (€4 (5). s (1) 05
= o ([ ot =9 (€ 9). €2 0 d5) ~ sO)BT (€2 (). €2 ()
— EI/O gt —s)(&. (s),&,, ()yds, te(0,t,). (3.5.10)

20



3.5. Existence et I'unicité d’une solution faible globale

Remplagant les relations (3.5.9)) et (3.5.10]) dans (3 et en intégrant sur (0,t), vVt € (0,t,),

on obtient :

Pfo &5 (s ||2d5+EI< e o) — BT fo (t —5)(§ne (8) , Eat (1)) ds
+J, fo n( )] ds + I, fo n(0,5)] ds +m, fo [r (L, 5)]* ds
— Jyen( . (0,8) + €0 (0,5)) ds + EI [ |[€2,,(s)]13 ds (3.5.11)
Effo Z—8)<;} (5), & (2)) dsdz
(0)ET [y (€2, (), &0y (5)) ds, € (0, 1),

On estime maintenant les termes de (3.5.11]). En vertu de l'estimation (3.5.7)), le deuxieme
terme du le membre de droite de I'inégalité (3.5.11)) est évalué comme suit :

1
(€oas Eue) S M1IERII5 + 1 €8z < nll€sllz + Cr(Tom), Yt € (0,t), (3.5.12)

ou Cy (T,n) est une constante positive. Pour le troisieme, il est facile de voir que

vt € (0, n).
D’apres (3.5.7)), la relation (3.5.13)) est estimée par
¢
/ 9(t = 5) (€1 (5), €800 (1) ds < |€Eulls + Ca (Tym), Yt € (0,10), (3.5.14)
0

ou Cy (T,n) est une constante positive. Pour les termes dans le membre droite de 'inégalité

- / £, (0,5) (K€ (0,5) + € (0, 5)) ds

gn/o (€7, (0, 5) ds+—/ {K2[er,(0,9)] + [€2(0,5)]*} ds. (3.5.15)

En utilisant (3.5.7)) de nouveau, on arrive a

_ / €, (0, 5) (K€D (0,5) + €7 (0,5)) ds < 7 / €n, (0.8)ds+ Gy (Tn),  (35.16)

pour tout ¢ € (0,t,) ou C5 (T, n) est une constante positive.

t t 1 t
- / (€0 (s) €0y () ds <1 / e (93 ds+ - / l€n (s)|2ds < Ci (), (3.5.17)

ou Cy (n) est une constante positive.
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3.5. Existence et I'unicité d’une solution faible globale

Le terme intégral dans le membre de gauche de 'inégalité (3.5.11)) est estimé par

_/Ot /Ozgl(z_ $) (S (8) . &t (2)) dsdz
<Tl/ €2t (8 ||2d3+—/ (/ I z—s|ds)/ 19'(z = $)| 1€2, (s)|l5 dsdz, vt € [0,T].

(3.5.18)
Et comme
[ 19G=slds == [ gas=g0) - g,
0 0
le dernier terme de (3.5.18)) est estimé comme suit
t z z )
[ ([ =snas) [0 9le. ek
0o \Jo 0
t z )
o [ [l =9l I dsas
<Tg*(0) sup [I€5, (s)ll3, Vit € (0,t,).
0<s<T
En utilisant I'estimation (3.5.7)) et la relation
1
on obtient
t z
— / / g'(z—8) (&, (8),&0., (2))dsdz < Cs (T,n), Vte (0,t,), (3.5.19)
o Jo

pour une certaine constante positive C5(71', 7).

Des relations (3.5.11))-(3.5.17)) et (3.5.19), en tenant compte de 'estimation (3.5.7) et en

choisissant 7 assez petite, nous déduisons

fo 1€5 (s “2 ds + ||§:pxt|l2 + fo € (s ||2 ds + fo it 5)]2 ds

(3.5.20)
"’fo it ( d3+f0 € ( Las)] ds < My, Vte (0,t,),

ou M, est une constante positive.
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3.5. Existence et I'unicité d’une solution faible globale

D’apres les estimations (3.5.7)) et (3.5.20)), nous concluons que

&) est uniformément bornée dans L*> ((0,7),L? (0, L)),
) est uniformément bornée dans L?((0,7), L*(0, L)),
&n. (L,t)) est uniformément bornée dans L? (0,7,
€7 (0,t))  est uniformément bornée dans L2 (0,7, (3.5.21)

€% (0,t))  est uniformément bornée dans L* (0,7,
& (L,t))  est uniformément bornée dans L* (0,7,

£n.(0,t)) est uniformément bornée dans L2 (0,7 .

€™ 115 < 2L (€2 (0,8)]" + 2L* |2, 5 - (3.5.22)

T

Maintenant, d’apres (3.5.21)1, (3.5.21)4 et (3.5.22)) nous déduisons que

(€") est uniformément bornée dans L= ((0,7),V). (3.5.23)

Par conséquent, les assertions (3.5.21)) et (3.5.23) impliquent qu’il existe une sous-suite (£¥)

de (£™) pour tout n > 1 vérifiant :

(

gk =g dans L>((0,T),V),
Ebe = &z dans L ((0,T),L*(0, L)),
&k — &y dans L2 ((0,7),L*(0,L)),
) ko (L,t) = & (L,t) dans  L%(0,7T), (3:5.24)
ER(0,t) — & (0,1) dans L*(0,7),
k(0,8) > & (0,1) dans L*(0,7),
&R (L,t) — &x (L,t)  dans  L2(0,7T),
\ k(0,1) = & (0,t)  dans L2(0,T).
D’apres le théoreme d’Aubin-Lions, pour tout 7' > 0,
¢F — ¢ fortement dans C ([0,T],V). (3.5.25)

Ces résultats suffisent pour passer a la limite dans (3.5.1]), pour obtenir :

P (&us V) + BT (Enn, aa) — ET [ g(t — 5) (€0 (5) , aa (1)) dis
+TpCatt (L t) U (L, t) + v (0) (K&t (0,8) + & (0,1)) (3.5.26)
13 (0,8) vy (0, 1) + mp&y (0,8) v, (0,) = 0,

pour tout v € V.
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3.5. Existence et I'unicité d’une solution faible globale

En utilisant (3.5.1)), (3.5.25]) et I'inégalité

1€ (2, 8) = &o (@)l < NIE = &7y + 11" = € (O)y, + 11€7 (0) = Lolly -

On obtient la premiere condition initiale immédiatement. D’une maniere analogue, nous

montrons la deuxiéme condition initiale.

Soient M) et ) deux solutions du probleme (3.3.3)—(3.3.6)) telles que :
¢Der=((0,7),VnH (0,L), & €L®((0,T).V),
& € L*((0.7),L2(0.1)), i=12
Alors y = €0 — €@ vérifie :
p <ytta U> + E] <y;m7 Uac;r> - EI f(f g<t - 8) <ymac (S) y Uz (t)> dS
+IpYate (L) Vo (L, 1) + 05 (0,8) (Kyat (0,1) + 32 (0, 1)) (3.5.27)
+myyu (L t) v (L, t) + Inyaee (0,1) v, (0,8) =0,
pour v € L*((0,T),V) avec y (z,0) =0 et 1y (x,0)=0.
En remplacant v par y; dans (3.5.27]), on obtient

s [ lyells + EXllyaelly + Tny2 (0,8) + Jpyl, (L, t) +myy? (L, 1)]
—EI f[)t g<t - S) <yzx (S) y Yt (t)> ds = _Kygt (07 t) — Yat (07 t) Yz (Oa t) :

Remarquons que

(3.5.28)

— A g(t — 3) <yx:p (S> y Yzt (t)> ds

zzyu_g@mwxwgw—%A$ws
— (/Otg(s)ds) (Yot (1), Yoz (1) — Yau (1))

- %/0 g(t — s)% (Yawt (8) Yoa (£) = Yaa (s)) ds — % (/0 g(s)ds) % [ Ywa |2
— 55 000 0 = 5 60 0 = 55 ([ 95 )l
+5900) el 5529
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3.5. Existence et I'unicité d’une solution faible globale

On pose

X (1) =7 (1) + 5270.1),

ou

t
27 (t) = p |l + EI (1 -/ g(s)ds) lgsall2 + BT (g0ys0) do
0

+mmpy; (Lo t) + Ty (0,8) + Jpys, (Lo t) +y (0,1)
La différentiation de X par rapport au temps t, nous donne

X' (t)=2Z"(t) + vzt (0,8) y, (0,2) .

D’apres (3.5.28)) et (3.5.29)) la dérivée totale de Y (t) vérifie

_EI

/ !/ L / E[
X0 =20 =5 [ 6o~ o0 sl - K22, 0.0).

D’apres 'hypothese (Az), on déduit que

Z'(t) <0, Vtelo,T).

Ce qui implique que

Z(t) =0, Vtel0,T)

et d’ott 'on tire £ = ¢@). Ceci acheve la démonstration du théoreme.
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Chapitre 4

Stabilisation d’une poutre
viscoélastique d’Euler-Bernoulli en

mouvement rotatif

4.1 Quelques lemmes techniques

Dans ce chapitre nous nous intéressons a 1’étude du comportement asymptotique de la
solution d’une poutre viscoélastique d’Euler-Bernoulli dont 1'une des extrémités est fixée
a un moteur rotatif dans un plan horizontal et I'autre fixée a une masse. Pour une large
classe de noyaux ¢, plus précisément, ¢'(t) < —((t)H (q(t)), Vt >0, ou H est une fonction
croissante et convexe pres de 'origine et ( est une fonction décroissante. Notre objectif est
étude de la stabilisation générale du systeme (3.3.3)-(B3.3.6) par la méthode de Lyapunov
qui est une des méthodes fondamentales pour la stabilité des systémes dynamiques (Voir
[65]). C’est un ensemble de résultats mathématiques basés sur la décroissance de I’énergie
totale d’un systeme donné. Elle est tres largement utilisée pour 1'étude de stabilité de
différentes équations différentielles (EDO et EDP).

La grande difficulté pour cette méthode est de construire une fonctionnelle £, qui vérifiée

les propriétés (0.0.2) et (0.0.3). Généralement, pour construire une telle fonctionnelle, on

suit un raisonnement analogue a d’autre systemes similaires. Pour cela, nous proposons la
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4.1. Quelques lemmes techniques

fonctionnelle de Lyapunov suivante :

(4.1.1)

ou A\;, i = 1,...,4 sont des constantes positives qui seront déterminées par la suite sachant

que \3 = Ay = 1 et ou
L
0 (0) = p [ g+ 1 (0.0 (0.0
0
+mp& (L, t) E(L,t) + Jpbur (L, 1) E(L,t), VE>0,

ba (t) = —p / (1) / 4t — ) (€ (t) — € (s)) dsdz
— I3&u(0,8) | q(t —s) (& (0,t) — &, (0,5)) ds
—my&(Lot) [ qlt— ) (€ (L) — € (L,5)) ds

- Pfxt<L7t) Q(t_8> (é:v (L>t) _éx (L7S))d87 vt Z 07

o\“ O\# O\w

Us(t) =3 (a0) + 3E0.0), Vi >0

et
t

balt) = / 05t — ) (6:(0,8) — £,(0, ) ds, Ve >0,

avec
00

qs(t) = eﬁt/q(s)eﬁsds, vVt > 0,
t
ou 3 une constante positive.

Le premier résultat donne une équivalence entre L(t) et € (t) + 13 (t) + 14 (2).

Proposition 4.1.1 [] existe deux constantes positives o; > 0, 1 = 1,2 telles que

ay (€ (1) + s () +¢a (1)) < L(1) < ag (E(8) + s (1) + P (1)),

pour tout t > 0.
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4.1. Quelques lemmes techniques

Preuve. Commengons par montrer la premiere partie (celle du membre droite) dans

I'inégalité (4.1.5)). Pour la fonctionnelle 1 (¢), on constate que

I 1 m
U1 (8) < Sl + S+ 50,0 + €2(0,8) + TEE(L, 1)
J,

L) +

5 2(L,t) + %éi(L,t), Vi > 0.

D’apres (3.3.2)), on a &(x,t) = xS(t) + v(x,t) = x£,(0,t) + v(z,t). De plus, en utilisant les
deux inégalités (3.3.8)) et (3.3.9), on obtient

2 2
€13 < SL3€2(0,8) + 2[Jul} < SLPE0,0) + 21! o}, V20,

E3(L,t) < 2L2%€2(0,1) 4 20*(L,t) < 2L2%€2(0,1) 4 2L vy, VE>0

et
E(L,t) < 263(0,1) + 202(L,t) < 262(0,8) + 2L vz |2, Vit > 0.

Comme &, (z,t) = vz (2, t), on trouve

L* 1, I
G <Llal+ (25 + 2+ ml? +5,) €0.0+ 28,00
Ip o2 Mp .o 4 3 2
+ b)Y (L) + 7£t (L,t) + (PL +my,L” + JpL) H5mH2 )
Wt > 0. (4.1.6)

Pour la fonctionnelle 45 (¢), on a pour tout ¢ > 0

0
va(0) < &l + ( 8//W—ﬂWW%@ﬂMx

L t

F e 0,0+ 2 gt —5) (£:(0,1) = £(0,9))"d
son 5 ([oon) [ ]

0

q(t = s) (E(L 1) = &(L, )" ds

\ﬁo

+ L1+ / o(s)ds
0

t

J J
+ 222 (L) + 2 / q(s)ds
2 2
0

q(t =) (&a(Lt) = &(Lys)) ds. (4.1.7)

o
~+ O
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4.1. Quelques lemmes techniques

En utilisant de (3.3.8) et de (3.3.9), on trouve pour tout ¢ > 0

//q(t—s)(f(a:,t) — (=, )) dsdr < §L3 (40&) +2L4/ ¢, )d (4.1.8)
[att-9)(en - er.9) s <202606) +28° [t (@19

et Ot LO
/q(t —s) (@(L,t) — &(L, s))gds < 2(¢0&) + QL/(qum)dx. (4.1.10)

0

D’autre part, le fait que &..(z,t) = v (z,t), et en substituant (4.1.8)—(4.1.10) dans (4.1.7)),

on trouve pour tout £ > 0

1
b 1) < @mm+;2mw+@ﬁ+mw%JLn/¢mm
0

3
G L0+ (B 4 T L+ g ) Wa08) + P (L) (L

En utilisant la définition (3.3.12)) de £(¢), (4.1.6) et (4.1.11)), on obtient

£ < (14 24 ha) |G 1615 + €4 0.0+ 322 (L) + 2 (L)

1 3 I
+ 1hy(t) + {§+>\1 <%+ 2h+mpL2+Jp)} £2(0,t)

JpL

t

ETl

# (B 1= [atsias | < (o2 5+ 2E) | el
0

1 pL? Iy 9
+[§+)\2< 3 +2+ myL +J>k}(q<>§x)

El
+ {7 + Ao (pL4 +m,L* + JpL) k] /(qum) dr, Vt>0.
0

Ce qui donne, il existe une constante strictement positive telle que

L(t) < as (€ () + 15 (t) + ¥u (1), V>0,
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4.2. Comportement asymptotique

D’autre part, en tenant compte de (3.3.12)), (4.1.6]) et (4.1.11)) et le fait que

1—f0 s)ds > 1 — k, on aboutit &

2002 (1= A0 = Aa) 6l + €4 0.0) + my€d (L) + € (L1

2pL? 2 2
+204(t) + |1 — Ny 3 + I, +2m,L° 4+ 2J, ) | & (0,1)

El
+ {7 (1—r)— N\ (sz3 + QmpL3 + JpL)} ||§m||§

3
+ [1 — 2 (% + % +m,L* + Jp) k] (q0&)

L
+ [EI —2X; (pL* + mpL® + J,L) / q0&,,) dx, Vit > 0.
0

Ce qui donne, il existe une constante strictement positive telle que

L(t) > a1 (E(t) + 3 (t) +¢al(t)), VE>0.
Par conséquent,
ar (E(t) +¥s () +1a (1) < L(1) < oz (E(8) + 5 (1) +¥u(t), VE=0

ol oy et ap sont des constantes positives, a condition que

1 EI(1— &)
V2L 4 T+ 2my L2+ 2J, 2010 4 2m, L3 +

A1 < min |1

EI 1
(2pL* + 2mpL® + J,) 1 <% + Iy + 2m, L + 2JpL) K

Ay < min 1—>\1,

Et ceci acheéve la démonstration.

4.2 Comportement asymptotique

Dans ce qui suit, nous établissons plusieurs lemmes nécessaires pour prouver le théoreme
qui montre la stabilisation générale de I'énergie d’'une poutre viscoélastique de type

Euler-Bernoulli en mouvement rotatif.
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4.2. Comportement asymptotique

Lemme 4.2.1 En tenant compte des deux conditions (Ay) et (As), la fonctionnelle 11 (t)
définie par , vérifie

El 1
D=0l + (54 5 ) €0

B (1 B K2771) 52 (0 t) + mpftQ (L7t) + prit (L’t)

U () < plléll; —

L
i]fc;/hng dr, Vt>0, (4.2.1)

pour tout 0 < a < 1 et m; >0, ou
2
C, = / (q#ds et h(t) = aq(t) — ¢ (t). (4.2.2)
aq

Preuve. En utilisant (3.3.3)—(3.3.7)) ainsi que I’expression du controle 7(t) défini par (3.3.7)),

la différentiation de la fonctionnelle v (¢) donne

U () = Ti 4 Iy + Jy&0 (L) — K&uy (0,8) & (0,8) + pl|&ll + mp&f (L, 1)
—&2(0,1) +mp&u (L, t) E(Lyt) + Jplure (L, 1) &4 (Lo t) + 1,E7 (0,1)

+ | EI&.,(0,1) EI/q (t — )& (0,8)ds | £ (0,1), (4.2.3)
0

pour tout ¢t > 0 ou
L
]1 - _E]/ggmx:mdl'
0

et
t

L
_ B 0/ £00) [t = 9)ares (5) d

0

On integre deux fois par parties, pour avoir

— Bl (0,1) &, (0,t) — ET||&ll2, ¥t >0. (4.2.4)
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4.2. Comportement asymptotique

D’autre part,
EIth/q $)zx (L, s) ds
0
t
~ BI& (L) [ aft = )6 (L) ds
0
+ EI&,(0,1) /qt—sfm (0,s)ds

+ El/fm(t) /q(t — 5)& (8) dsdz, VYt > 0. (4.2.5)

0

Pour tout ¢ > 0, linjection de (4.2.4) et (4.2.5) dans (4.2.3]), et tenant compte des
conditions aux limites (3.3.4)), on arrive a

W () = pll&lls — BT (1= k) [|€ll3 — €5 (0,2)
+ [hfgt (07 t) + mpth (L? t) + Jp gt (L’ t)

t

T EI / £unlt) / 4t = ) (Exa (5) — Eue (1)) dsdz

— K& (0,1) & (0,). (4.2.6)

Ensuite, en estimant les termes du membre droite de la relation (4 . En commencant

par le septieme terme, on trouve pour tout ¢ > 0

Bl / () / alt — ) (Eea(s) — Et)) s

0
L ¢ 2

0 0
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4.2. Comportement asymptotique

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il est facile de voir que

t 2

/ Gt = 5) (Enn (5) — Ena (1)) s | d

B L qt—s \/aqt—s)—q(t_s) o S 2x
0/( Ty =gy G G|
< O/aq //aqt—s —q¢ (t—s)] %
Ca/ hOE,.) (t) dv, Yt > 0. (4.2.7)

En ce qui concerne le huitieme terme, nous adoptons ’estimation suivante
1
Kgxt«)a t)fﬂC(Oa t) < Egit(a t) + anzfg(()? t)a m > O, Vi > 0.
1

La combinaison de toutes les estimations ci-dessus donne (4.2.1). =

Lemme 4.2.2 Sous les hypothéses (Aq) et (As), la fonctionnelle 1o(t) définie par

satisfait

Uh () < (2 — a) [plI&l)s + mp€l (L,t) + Jpe2, (L, 1))

K
b |5+ n — 0] €4 0.0 4 me 0.0+ mET sl

L

K
+ 1-(906) +Ci [t0g)ds + € 006,), (1238)

0

pour tous t > t, > 0 et ny, n3 > 0, ou

EI
Oy == (JoL +m,L*) (14 C,) + L3+ LCY) + Cy (—C + 1)

T2 M2 2
et
C Kca
Cy = nc(mpL + 1) (Ca+1)+n—'0L2(1+LCa)+ =,
2 2
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4.2. Comportement asymptotique

Preuve. La dérivée de la fonctionnelle ¢ (t), le long de la solution de (3.3.3)-(3.3.6) vérifie
pour tout ¢ > 0

t

v () =+ L ( / q<s>ds) [P+ T2 (0.1) + € (Lt) + J, €2, (L. )]

0

- Kl (gx:c (Oa t) - /Q(t - S)&x:c (Oa S) ds) /Q(t - S) (Sz (07 t) - 59& (07 S)) ds

0 0
t

—p/L&/Q’(t—S)(E(t)—S( )) dsdx

_[hfxtOt/qt_S g:r Ot 51(073))618
0

—mp&u (L, 1) [ q(t —s) ( —&(L,s))ds
/

—mp& (L,t) | ¢'(t—s)( —¢&(L,s))ds
!

t

e (L, 1) / 4t — 8) (&0 (L,1) — & (L, 5)) ds

/qt—s (& (0,t) — &, (0, 5)) ds
0

t

e (L1) / J(t—5) (€ (Lt) — & (L)) ds, (4.2.9)
L= B [ €nalt) [ alt = 5) (¢(0) - () dsda
et

t

I=—EI / / 0t = 5)6susal5)ds [ alt =) (€(0) ~ ¢(5)) dd

0
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4.2. Comportement asymptotique

Une intégration par parties dans I3 et I4, on trouve

t

Iy = Bl (L, 1) / 4(t — 5) (E(L. 1) — E(L, ) ds

0

 BlEL (L) / 4t — 8) (Ea(Lot) — Eo(L,5)) ds
T EIEL(0,1) / (t — ) (€2(0,1) — £:(0,1)) ds

L EI / et / (£ = 8) (€an(t) — ua(s)) dsdz, VE>0 (4.2.10)

et
t

I4 =—FI q<t - S)gxxx(La S)dS/Q(t - 8) (£(L7t) - §<L7 S)) ds

+ Bl Q(t_s)§x$([/7 S)ds Q<t_8) (§$(L7t> _§$(L7S>>d8

o\“ O\JN

EI / 4t — )an(0,8)ds [ q(t — 5) (€:(0,1) — £,(0, 5)) ds

EIO//qt—sfm

En substituant les relations (4.2.10) et (4.2.11) dans (4.2.9) et en tenant compte des
conditions aux limite (3.3.4) et 'expression du controle 7 () définit par (3.3.7) apres avoir

annulé des termes simililaires, on déduit que

q(t — 8) (Exn(t) — Euu(s)) dsdz, VE>0.  (4.2.11)

O\w O\“ c>\FF o

Wby () = — ( / q<s>ds) [P1I€N15 + In€2, (0,8) + my&f (L, t) + Jp&2, (L, t)]

0

+EI< /q )/ﬁm /qt—s (Eaa(t) = Ean(s)) dsda
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4.2. Comportement asymptotique

%szt/qt—s§¢0t — £,(0,5)) ds
0

t

+&mm/w—s@m —£,(0,5)) ds

0
L t

[ & [t =90 - ¢(s) ds

0 0

— 164(0,t) | ¢'(t—8) (£(0,t) — £.(0,8)) ds

o\“

—mp&(L,t) [ ¢'(t—s)( —&(L,s))ds

o\

—Q@ALﬂ/q@—Q@ALﬂ—@@ﬁ»%,tZO. (4.2.12)

Maintenant, nous estimons les termes du membre droite de 'expression (4.2.12)). Nous

commencons par le cinquieme terme

( / )/ SHC / (t = 5) (ax(t) = Euuls)) dsde

< 1o |€ael5 + niCa /(hDém)da:, t>0. (4.2.13)
2
0

Le septieme terme est estimé par

0.0 [ alt = 5)(£(0.6) = £:(0.5))ds < mEH0.0)+ 7-(006.)

0

, m3>0, Vi=0. (4.2.14)

Pour le huitieme terme, il est facile de voir que
t

£qu/p@—g@4qw—@mﬁﬂm

<;ymw+%(/quggﬂaw@mﬁ»w>, Wt > 0, (4.2.15)
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4.2. Comportement asymptotique

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

( [att=9)&0.0 - 0.5) ds)

( N t_z— s)/( Vag(t —s) —q (t —s) (&(0,t) — &0, 5))d8)

< Co(hO&) (t) dx,

IN

)/aq t—S _q t_S)] (fx(O,t)—fx(O,s))st
> 0.

(4.2.16)

En combinant (4.2.15]) et (4.2.16)), on trouve

t

£.4(0,1) /q(t — ) (gx(o,t) —£,(0, s))ds < %5;(0,15) n %(hogx), VE>0.  (4.2.17)

0

Comme &, (7, t) = vy (x, t), en utilisant l'inégalité de Young, on arrive a

(& (2,1) = & (2,8))" = [2(& (0,1) = & (0,9)) + (v(z, 1) — v(z, s))’]
< 22 (6, (0,8) — & (0,8)) + 2 (v(z, t) — v(z, 5))*, (4.2.18)
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4.2. Comportement asymptotique

D’apres la relation (3.3.9)), le neuvieme terme est estimé par

/ft/ (t—5) £(s)) dsdx

t

I
AL
D‘
@4.
I
Cn
|
Iy
—~
VA
~—
~—
I
V2
IS
S
I
O\h
AN
Q
—~
~
|
VA
~—
—~
Iy
—~
~
~—
A
—~
~—
~—
IS
VAl
IS
8

[e=]

cl? cL?

<772||§t||2+n—(1+LO o) (hO&s) +— (1+ LC,) [ (hO&,) (t)dx, Vt>0
2

D\h

et

—&.4(0,1) [ ¢ (t—s) (£(0,¢) — £.(0,8)) ds

S — .

—SxtOt ht—S fth gx(oﬁs))ds

o\

t

~ g (0,1) / ot — 5) (62(0,1) — £,(0, )) ds

0
< €2,(0,8) + 773 (Co+1) (hO&,), Yt >0.
2

De méme, en utilisant (3.3.8)), les relations

(5 (Lvt) - 5 (L’ S))2 = [L (gx (O7t) - Sx (07 S)) + ('U(Lvt) - U(Lv 3))2]
<2L2 (& (0,4) = & (0,9)) + 2 (v(L, ) — v(L,5))*,
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4.2. Comportement asymptotique

et

(€ (Lot) =& (Ly8))" = [L (& (0,8) = & (0,5)) + (vl Ly 1) = va(L, )]
< 2(& (0,1) — £ (0,5)) + 2 (va(L, 1) — v.(L, 5))°. (4.2.22)

De méme (4.2.21)) et (4.2.22) impliquent que

t

(L) / J(t—5) (E(L.1) — E(L,5)) ds

= &(L0) [ Bt 9) (€L 1) ~ (Lo ds — a&(Lt) [ alt = 5) (€(L6) - €(L o) ds

2 3

< ma&F (L, t) + —Cf (14 Ca) (hO&) + —CnL (1+Cy) / (WD) dz, VE>0,  (4.2.23)
2 2
0

et

~&alled) [ 4t =) (L)~ (L) s

L oY~

—fxtLt/ht—s £.(L,1) @(L,s))ds
0

t

~atalLt) [ alt = 9) (L) - &(L.5))ds

0

L
< 1€ (L t) +— (14 Ca) /hng dr, Vt>0. (4.2.24)
0

Enfin, l'assertion (4.2.8)) découle des relations (4.2.13])-(4.2.24). =

Lemme 4.2.3 La dérivé de la fonctionnelle y3(t) définie par , satisfait

Ui(t) < 5(0'0&) + 0583 (0,8) + kna(q0&:) + (ﬁ + 1 ) £ (0,1),
, VE=>0,

(4.2.25)

ou ny et ns sont des constantes positives.
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4.2. Comportement asymptotique

Preuve. La dérivée de 13(t) est donnée par

t

(0 = 5006+ €a(0.0) [ alt = 9) (€00.) - £:(0,9)ds

0

+&(0,1)6:(0,1), vVt >0, (4.2.26)

11 suffit de voir que pour tout ¢ > 0

t

&t(0,1) /(J(t — ) (£&(0,1) = &(0,5)) ds < 4—71M§§t (0,8) + sma(qQ0&:), 1 >0 (4.2.27)
0

et
£.,(0,).(0,1) < 4%755; (0,6) + ns€2 (0,), 5 > 0. (4.2.28)

En substituant les estimations (4.2.27)) et (4.2.28) dans (4.2.26]), (4.2.25)) est établie. =

Lemme 4.2.4 Pour la fonctionnelle 14(t), on a
_ 1

0l G5 = [ €%5q(s)ds et pour ng une constante positive.
0

Preuve. Un calcul direct donne

t

sz—&MO—/ﬂﬁwﬂéﬁﬂ—@@gf@

+2§mt(0,t)/Q5(t—s) (€(0,8) — £,(0,5)) ds, ¥t > 0. (4.2.30)

en utilisant I'inégalité de Young pour estimer le dernier terme du membre droite de

(4.2.30)), on trouve pour tout ¢t > 0
/ 1
284(0,1) / Qp(t — ) (£(0,) — &:(0,5)) ds < 2_776€§t(07t) + 2163 (1),
0

pour toute constante ng > 0, ol
[e.9]

G = /eﬁsq(s)ds.
0
Ceci acheve la démonstration. m
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4.2. Comportement asymptotique

Lemme 4.2.5 Sous les hypotheéses (A1) et (As), la fonctionnelle 15(t) définie par

//f (t—s) s)dsdzx, Yt >0, (4.2.31)

ot f(t) = [ q(s)ds, satisfait Uestimation suivante
t
L
1
(6 <~ [ 0 do 3wl V20 (1.2.32)
0
Preuve. En utilisant I'inégalité de Young ainsi que le fait f’'(t) = —q(t), observons que
L Lot
(0= 10) [ &utds— [ [ at- 92, (s)dsda

ualt) / (= ) (Enu(s) — Eualt)) dsder, ¥t > 0. (4.2.33)

0

/
/

En estimant le troisieme terme du membre droite de la relation (4.2.33)), on arrive a

9 / unlt) / 4t — ) (Enals) — Enalt)) dsd

t

[l
q(s)ds L

0 q(t — ) (Exa(s) — Euu () dsda, Wt > 0.
0/0/

2
< 26 |[eally +

t
Ensuite, en tenant compte de f(t) < f(0) =k et [ ¢(s)ds < &, il est facile

0
de voir (4.2.32). m

Les lemmes précédents sont utilisés pour obtenir la preuve de notre

résultat principal.
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4.2. Comportement asymptotique

Lemme 4.2.6 Pour un choix approprié¢ des scalaires positifs A\1 et Ay et

avec A3 = Ay = 1, la fonctionnelle L(t) défini par vérifie

L'(t) < =a1&3 (0,1) = o5 (p|&l5 + mp&f (Lo t) + J&3, (L,1))
— 03 ||§$z||g - 04&31& (07 t) — 03 <q<>§$) - /\451/)4@)

L
+ 220 [ e de, >0, (4239
0
ot
(0 =X\ (@ —2) (15 — K?m),
oy = 5o,
= Bl )0, (12
o =K (1- ) ¢ e e e
—4r -2
[ 05 = % - % — 5

Preuve. Une utilisation les estimations (3.3.13), (4.2.1)), (4.2.8), (4.2.25) et (4.2.29) et
I'injection de (3.3.7) et en rappelant que ¢'(t) = aq(t) — h(t), il est facile de voir pour tout
t>t.>0

L)<= [A (1= K%m) — Aans — 15] £(0,)
— Ao (g —m2) — M (p ||§t||; + my&} (L, 1)
Gl Am] w2

2
— (B — 2n6g5) Yalt) — {K <1 — %) + Xody (g — 12)

-\ (Ih+i) —L—L—L}fit(oaﬂ

+J,82, (L, t)) — EI {

4m dny - 2n5 216
A
- {1 - [4—2 + +774] n} (40&,)
L
EI MEIC,
0
1 EI /
- (5 - )\202) (hO&) + ozT / (qO¢,,) dx
0



4.2. Comportement asymptotique

On commence maintenant par sélectionner les différents parametres de sorte que tous

les coefficients de (4.2.35)) soient négatifs.

Premierement, prenons € < %, donc g, — e > 0. Ensuite, on choisit A\ = (g. — ) As,

N =5, 13= @, Ny = ﬁ, N5 = ’1\—é et ng = %, on obtient pour tout ¢t > ¢, > 0
/ 11 2 2
L) < —de o —2) (15— Ko ) £(0.9)
3 s
- 5/\2 o €115 + mp&? (L, 1) + J,&2, (L, t)] — 51/14(75)
L
EI aFT
- 7)‘2 [Q* (1 _"{) _5(2_"{)] ||§mx||§+T (qum;) dx
0
/\2) /\QIhé )\2 (q* — 8) 8
—<K[(1—— |+ — —
{ ( 2 2 4m (¢« — &) A
245 4 15 Xk«
Y P S e .
L
EI (¢ —e)EIC,
0

- (% - wz) (h0t,).

Ensuite, on sélectionne Ay assez petit pour avoir
16 qx—€ )

% — A [01 + —(q*ii),il)ca] > 0,

15 Aok o > 0’

On obtient finalement ¢t > ¢, > 0

£ < X~ (35 - Kn) €00
= S IR+ (L,0) + o (1)) — St
L
ET ET
— S hele (1= 1) =2 @ = W) 6ull} + 5= [ (006) da
0
_ _ & /\th&? _ )\2 (q* — 6) _ 8
{K(l 2)+ 2 4m (g —€) A
2, 15 Mk«
—4K — 7} fit (O,t) - <1—6 - E - 5) (qogz>
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4.2. Comportement asymptotique

Ce qui acheve la démonstration. m
Nous sommes maintenant en mesure d’établir et de démontrer notre résultat principal

de stabilisation, qui est donne par le théoreme suivant :

Théoreme 22 Supposons que (A;) et (Ay) sont vérifiées, alors il existe des constantes

strictement positives ky et ko telles que [’énergie du systeme — satisfait

Et) < koH? <k1 /q:(T)C(s)ds) , (4.2.36)

ouky <1 et Hi(t) = [/ ﬁds est une fonction strictement croissante et convexe sur |0, 7]

avec lim Hy(t) = +o0.
t—0
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4.2. Comportement asymptotique

Preuve. On commence par utilisation de la propriété décroissante de ( et des estimations

(3.1.4), (3.3.13)), (4.2.25)) et (4.2.29) pour déduire pour tout ¢t > ¢; >0

t1

L
O/O/q (Eaa(t) = Ena(t — 8))* dsda

n / 0(5) (€0, 8) — £,(0,¢ — ) ds + £, (0,£) £, (0,1)

C(5)q(5) (Eaa(t) — Eult — 5))* dsdx:

00) | 2
o / 26 (E(0.1) — (0.1 — 5))* st (0. D64 (0.1

0
/q / Exa(t) — Epu(t — s ) dsdx + &4 (0,1) & (0,1)
0 0

a0) | o, 15
- / 0(5) (60,) = (0,8 — )" ds + 12 (40

2
+ %(t) + [K 4k — %] 2,(0,t) + E—Iq( t) ezl -

Alors,
t1 L
/ / () — Eanlt — 8))2 dads + Euy (0,8) &0 (0, 1)
0
ty

4 / 1(5) (600, 1) — £,(0, — 5))* ds

< —c(&+ P+ (t), VE>0. (4.2.37)
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4.2. Comportement asymptotique

Maintenant, en ajoutant et retranchant les deux termes 2, (0,t) &, (0,t) et (¢0&,) dans
le deuxieme membre droite de I'inégalité (4.2.34]) et utilisant I'inégalité

1
—€2,(0,1) + €2 (0,), 75 >0, V>0,

§$t(07 t)fx(07 t) S 4775

on obtient

Mo (o —
%} E(0,t) — o (pll& 5 + mp&f (L.1)

Zun(t) — (05 + 1) (406:)

L
4 abl
- (04 - m) it (Oat) + T ! (qufxm) dx

+ (q0&) + 28 (0,1) &, (0,8), ¥t > 0.

L(t) < — [al —

+Jp it (L7t)) — 03 H&L‘x”i -

Utilisant (4.2.35]), on trouve

£ < -Nala. -9 (5 - Kn) €0.0 - o (ol
iy (L) 4 e (L.0) o3 12— D)

S((e{3) 5

29,8
i ) £,(0.6) (05 + 1) (106.)
L
aTEl (qO&,,) dx + (qO&,) + 2&, (0,1) &, (0,1), YVt > 0.

[e=]

Maintenant, en prenant n; = de maniere que

2K2
Ao (g —e) (2 — K%n) > 0.

Ensuite, on choisit le parametre K assez grand de tel sorte que

A Ao ], A2 (gs—¢) 12 2q
K (1= 3) 422 = 28— e — Ak — =7 > 0.
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4.2. Comportement asymptotique

Par conséquent

L
L(t) < —m (€ +1p3 + 1) ( +C[/ q0&) dx + (q0&,)
0

+2801.(0,1) & (0,1)]
< —m (€ 4 b3 4 1ha) (t) — ¢ (E' 4 by + 1y (1)

+e [/tq(S) /L (aa(t) = &t — 5))* duds

+ / Q(S) (gx(oa t) - gx(Oat - 8))2 ds + fzt (O’ t) gaz (07 t)] :

t1

Ensuite, on établit F(t) = L(t) + c(€ + ¢34+ 14) (t) qui est clairement équivalent a

(€ + 15 +1y) (t). Par conséquent, on obtient pour un certain m > 0

F/(t) < =m (€ + s + ) (1)

+c [/t Q(S)/L(Exx(t) — &t — )" duds

t1 0
t

+ / q(s) (:(0,1) — £,(0,t — 5))* ds + £, (0,1) & (0,1) | . (4.2.38)

t1

On considere les deux cas suivant

Cas n°1 La fonction H(t) est linéaire

Grace a , on obtient de
F'(t) < —=m (€ + b3 +4) (t) — c (& + 5 + ) (1) (4.2.39)
En multipliant par ((t), on obtient
CEOF'(t) < =mC(t) (€ + s + ) (1) — C(2) (€' + ¥ + ) (1)
En tenant compte la propriété de la décroissance de ((t), on a pour tout ¢t > t; > 0

[CO)F(t) 4 cC(t) (E + 3 + )] (t) < —mC(t) (€ + ths + 1) () .

7



4.2. Comportement asymptotique

Par conséquent, en utilisant le fait que ((¢) F'(t)+cC(t) (€ 4+ 5 + 1y) (t) ~ (€ + V3 + 1) (1),

il est facile de voir que

(5 + 1/}3 + ¢4) (t) S C/e*m fttl C(S)ds'

Cas n°2 La fonction H(t) est non linéaire Premic¢rement, on utilise (3.3.13)) et (4.2.32)

pour conclure
L(t) = L({)+As595(1),

est positive et il satisfait pour un choix approprié d’une constante positive A5

L
/\ — E]
D) < s okl /qmgm dz — 05 (¢0&) — (03 — 3Ask) [|€xc
0

- O-lgai (07 t) — 02 (p ||£t||2 + mpgf (Lv t) + Jpgzt (L7 t))

— §¢4(t) —048%,(0,t), t>t; >0,

D’autre part, on choisit A5 et « suffisamment petites, on trouve
L'(t) < =b(E+1bs+ 1) (t), Vt2>0,
avec b une constance positive, on obtient

b/t (E+ 13+ 1y) (s)ds < L(ty) — L (t) < L(ty).

t1
Ce qui implique
/ (€ + s+ 1y) (s)ds < o0. (4.2.40)
0

Ensuite, on définit la fonction I(t) par

—u[/ / (Exalt) — Enalt — 5)) dads

/t (6.(0.8) — £,(0,¢ — 5))2ds

ol (4.2.40) permet une constante 0 < p < 1 choisie de sorte que pour tout t > ¢; > 0,

0<I(t) <1. (4.2.41)
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4.2. Comportement asymptotique

Aussi, on définit la fonction A (¢) par

A(t) := / q'(s)/ (Exa(t) = Ena(t — 5))° dads

t1 0

. () (€4(0,8) — £.(0, £ — 5))? ds.

t1

En utilisant (3.3.13)), (4.2.25)) et (4.2.29)), on obtient

L
/ El B
€45+ (02 5 [ (06 + 5(d06) - Sut
0
2q 15
- - 0o 2] 00 - w0
ET
- 5a(t) |€aalls,  VE >t > 0. (4.2.42)
En appuyant sur I'estimation précédente, on arrive
L
p ET
(& + 45 +94) () < - [ (¢Ba)da + 3 (q 0&) <0, (4.2.43)

0
on implique que

A(t) < —c (& + 45+ 4)) ().

Comme H une fonction strictement convexe sur 0, 7] et H(0) = 0, alors

H (Sxz) < SH (x),

a condition de 0 < S < 1 et x €]0,7]. D’apres les deux hypotheses (A;) et (Ag) et
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4.2. Comportement asymptotique

I'inégalité de Jensen conduit a

ey

1 / I(0) (~4/(5)) (00,0) — §x<o,ts>>2ds]

()
\ =~
J‘f‘r
&
8
m
8
8
@4.
|
&
Q.
8
QL
V)

It

1(t)
[ (Q(S)) / (ga:a:(t) - gxx(t - S))2 dxds

1
u

<I_/ ) (€2(0,1) — &(0,t — 5))* ds,
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4.2. Comportement asymptotique

ot H I'extension de la fonction H sachant que H est une fonction de classe C2 (]0, oo|)
strictement croissante et strictement convexe.
Ce qui implique

t

/t /L (Eoa(t) — Eaalt — 3))2 dxds + /q(s) (£:(0,t) — &,(0,t — s))2 ds

t1

()

et d’apres 'estimation (4.2.38]) on peut déduire que

t1

F'(t) < —mE(t) + cH (%(tt))) , Vt>t; >0, (4.2.44)

ou E(t) = (€ + s+ 1a) (t).
Pour un certain ¢y < r on définit la fonction Fi par
— E(t)
F(t):=H (co=—= | Ft) + E (t
)= (2o ) O+ E (),

est équivalente avec la fonctionnelle F (t), on la dérive par rapport a t et grace a

(|4.2.43|) et d4.2.44|) et le fait que H >0 et H > 0, on obtient
: EQt) g (. E@)
i =g (5 7O
E(t
+H €0 E0 ) "(t) + E'(¢)
< -—mE(t)H (505 é)))
E(

_(%Eg (Tl)

+E(b). (4.2.45)

Soit H le conjugué convexe de H dans le sens de Young définit par

—* —n\ 1 — —nN 1

H(s)=s(A) ()~ H [(H) <s>} , (4:2.46)
et elle satisfait I'inégalité de Young suivante

AB < H (A)+ H(B), (4.2.47)
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4.2. Comportement asymptotique

avec A = H (50}3( )> et B=H (M en utilisant (3.3.13)), (4.2.25]), (4.2.29) et

(0) (t)
(4.2.45)-(4.2.47)), on arrive a

)
F/(t) < —mE(t (5 E(t))

et (7 (o)) +<%

+ E'(t)

[e=]

< mE(t)H (60

E(t)— t
O (.. s
£(0) £(0)
pA)
+c——= + E'(1).
cw P
Ensuite, en multipliant l'inégalité précédente par ¢ (t) et on utilise le fait que
50E(()) <r et H (a@é%) =H (50%> :

on aboutit &

+CO

(0 FL) < -me () BOH' (0

)
E() . ( E()
()W (m)

+ cpA(t) + C(8) (€ + ¥4+ ¥y) (t)

< —m( (t) B() I (%)

0 (250

(5'+¢3+¢4)()

-+ CEp

+ 060

Par conséquent, avec la fonction Fy (t) = ¢ (t) F1 (t) + c¢E () qui satisfait pour un
certain Sy, B > 0,
Biba(t) < E(t) < BaFa(t), (4.2.48)

et avec un choix approprié de €y, on obtient pour un certain k£ > 0

< (20 ()
E(t)
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4.2. Comportement asymptotique

avec Hy(t) = tH'(eot).
Comme Hj(t) = H'(eot) + eot H"(ot), ensuite, en utilisant la convexité stricte de H
sur |0, ], on conclure que Hj(t) et Hy(t) > 0 sur ]0, 1].

Par conséquent

BiF>(1)

R(t) =

en tenant compte les deux estimations (4.2.48) et (4.2.49)), on obtient 'équivalence

suivant

R(t) ~ E(1). (4.2.50)

D’apres ce qui précede, on a pour tout k; > 0,

Exemple 1 On considére q(t) = ae™

R(t) < —kiC(t)Hy (R(t)), Yt >t >0.

Ensuite, en integrant sur |¢1,¢], il est facile de voir que

t _R/( eoR(t1) 1 t
ds>l<; )ds = ds>k/ s)ds
. T (R(5)) / W= | o sH 2R )

par conséquent,

1 t
R(t) < E—H;1 </<:1/ g(s)ds> , Yt>t, >0 (4.2.51)
0 t1
oll ky et gy sont deux constantes positives et Hy(t) = [/ SH—%(S)ds. De R(t) ~ E(t) et
(4.2.51)), on a
6<)<k2 <I€1/C ), Vt2t1>0,
o ks > 0. L’estimation (4.2.36)) est obtenu en rappelant les propriétés de H; est une

fonction strictement décroissante sur |0, 7] et liHOI H,(t) = 4+o00. La preuve du théoréme
—>

est achevée.

" et pour 0 < q < 1, supposons que (A;) et (Ay)

sont vérifiées sur (0,r] pour tout 0 < r < a, alors ¢' (t) = —H (q(t)) ou H (t) = #,
In($)]9
depuis que
_ a (1—¢q) |In(%)+2
(1 _1 Q+qln1(t) ot H (1) = [ (il q}
(%)) ()]

En conséquence, on peut directement conclure que E (t) < ke **",
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4.2. Comportement asymptotique

Exemple 2 D’autre part, si q est une autre fonction qui satisfait les hypothéses (Aq) et

(As), alors nous devrions utiliser ot

1 [ S
0= | et | et L e

a
1 /lnt 14
= — ua
q Jine
p

= H;'(t) <ae’

2w (R

1
du < 1/ u%_ldu < [ln 2} !
q 1n% t

q

= E(t) < akye ™",

Considérant la fonction q (t) = m ot p > 1 qui a choisi de sorte que soit

—alln(t+e)+p)

Tre) It peut étre écrit comme

satisfait. Nous pouvons voir que ¢’ (t) =

quzz—ﬂn@+e)+ﬂq@)

(t+e)[ln(t+e)]

In(t+e)+p ds k

= E () < ke " o wromintren
[(t +€) [In (¢ + €)]"]

oy ?
comme ki < 1, il peut également étre écrit comme

g ()= Il ok gy
ar (t+e)

_ ‘n{t+e)+p v k
E(t)Sk‘(l‘f'/o " (t+e)1’1’d> = (t+e)[In(t+e)”

|=

donc
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Conclusion et perspectives

Dans cette these, nous avons établi I'existence et I'unicité de la solution ainsi que la sta-
bilisation d'une poutre viscoélastique d’Euler-Bernoulli. Une extremité de la poutre est
fixée a un moteur rotatif dans un plan horizontal et une masse dynamique est attachée
a l'extremité libre de la poutre. Pour une large classe de noyau ¢, plus précisément,
q(t) < —C(t)H (q(t)), ¥t > 0ou H est une fonction croissante et convexe pres de 'origine
et ( est une fonction décroissante.

Il est intéressant d’étudier la stabilisation générale d’une poutre viscoélastique de type
Euler-Bernoulli fixée a une base en mouvement de translation, le systeme s’écrit sous la

forme :

LSu(t) + p [ (@ (S + v(x, 1)) udz +my L(LS(t) + v(L, t))u
+‘]p (S(t) + Ux(L7t))tt = T(t), t>0,

PV (1) + ETUgppe(t) — EI(q * Vyppe ) (t) = —pxSy(t), VY(x,t) € (0,L) x R,
(4.2.52)

avec les conditions aux limites

v(0,t) =v,(0,t) =0, >0,
Elvg,(L,t) — BI [} q(t — 8)vgee(L, 8)ds = my, (LS(t) + v(L,1)),,, t>0, (42.53)
Elvg,(L,t) — EI [} q(t — $)vee(L, s)ds = —J, (S(t) + va(L, 1)), >0,

et les conditions initiales

v(z,0) = vo(z), ve(z,0) =v1(z), S(0) =Sy, S:(0) =51, x€(0,L), (4.2.54)
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HE O

Figure 4.1 : Poutre viscoélastique de type Euler-Bernoulli fixée a une base en mouvement

de translation.

Il est intéressant aussi d’étudier le comportement asymptotique de I’énergie du systeme de

Timoshenko. Les équations du mouvement dans ce cas s’écrivent sous la forme :

m&u(t) + p1 fy (&ut) + wi(2,1)) dr + mp (§(t) + wn(L, 1) = (#),
o1 (Ex(t) + wy(z,1)) = k (wWaa(x, ) + (. 1)) = 0, (4.2.55)
potbet(,1) — bbua (2, 1) + [y g(t — T)uu(T)dT = —p&u(t),

pour tout x € (0, L) et t > 0 avec les conditions aux bords

w(0,8) = (0,t) =0, t>0,
—k (wo(L,t) + (L, t)) = mp (wie(L, t) + (L, 1)), t>0, (4.2.56)
b, (L, t) fO (t — 7)o (L, 7)dT = —JYu(L,t), t>0,

et les conditions initiales

§(0) = ¢£°, &(0) =& w(x,0) = w'(x), ¥(x,0) = ¢ (x),

(4.2.57)
Wt($a0> :Wl(l“),%(%o) 2@017 VS (O’ L),

ou les fonctions &, w, ¥, ® et g désignent, respectivement, le déplacement de la base en
mouvement, le déplacement transversal au point x et a I'instant ¢ de la poutre par rapport
a la base, I’angle de rotation d’un filament, la force extérieure agissant sur la base et la

fonction de relaxation. Les coefficients p1, p2, b et k sont des constantes positives
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Conclusion et perspectives

caractérisant les propriétés élastiques des matériaux. Physiquement, p; est la densité
linéaire de la masse, po est le moment d’inertie de la masse, b est le coefficient de rigidité
et k est le module d’élasticité de cisaillement. Les constantes L, m et mg représentent la
longueur de la poutre, la masse de la base en mouvement de translation et la masse avec

moment d’inertie J est attachée a I'extremité libre de la poutre, respectivement.

Nous serions intéressant d’étudier le taux de décroissance générale de la solution du

systeme ([4.2.55))-(4.2.57)) sous 'hypothese suivante sur le noyau

q¢'(t) < —C()H (q(t)), Vvt =0,

ou H est une fonction croissante et convexe pres de l'origine et ( est une fonction

décroissante.

Figure 4.2 : Poutre de Timoshenko fixée a

une base en mouvement de translation.
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