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Résumé

L’objectif principal de cette these est d’étudier 'existence, 1'unicité d’une solution faible
globale et le comportement asymptotique de cette solution d'une équation d’ondes dans un
ouvert borné Q2 de R", (n > 2), avec un bord régulier I' = 012, divisé en deux sous-ensembles
ouverts disjoints I'y et T'y.

Sur I'y, on considere une condition de Dirichlet homogene et sur I'y, on considere une condition
aux limites de type Wentzell dynamique. Deux dissipations et deux retards non linéaires sont
localisés a l'intérieur de () et sur la partie I'y de sa frontiere.

Dans un premier temps, on démontre l'existence et 'unicité d’une solution faible, globale du
probleme, en utilisant la méthode standard de Faedo-Galerkin. Ensuite, on analyse 'influence
des amortisseurs et termes de retard sur le taux de décroissance de 1’énergie associée au systeme.
Pour cela, on utilise la méthode de I'énergie perturbée en introduisant une fonctionnelle de
Lyapunov convenable, sous des hypotheses appropriées sur les fonctions des amortisseurs et
termes de retard et en exploitant certaines propriétés des fonctions convexes, on obtient un taux
de décroissance de type général, a partir duquel les décroissances exponentielle et polynomiale
ne sont que des cas particuliers. Enfin pour illustrer cette décroissance, on termine par un

exemple d’application.

Mots-clés : Equation d’ondes, condition de Wentzell dynamique, amortisseurs non linéaires,

termes de retard non linéaires, fonction de Lyapunov, convexité, décroissance générale.
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Abstract

The main objective of this thesis is to study the existence and the uniqueness of a global
weak solution and the asymptotic behavior of a wave equation in a bounded open {2 of R™,
(n > 2), with a smooth boundary I' = 0f, divided into two open disjoint subsets Iy and T';.
On Iy, we consider a homogeneous Dirichlet condition and on I';, we consider a dynamic
Wentzell type boundary condition. Two dissipations and non linears delay terms are localised
in Q and on I';.

In a first step, we prove the existence and uniqueness of a weak, global solution to the problem,
using the standard Faedo-Galerkin method. Next, we analyze the influence of the dampings
and delay terms on the rate of energy decay associated with the system. For this, we use the
disturbed energy method by introducing a suitable Lyapunov functional, under appropriate
assumptions on the functions of the dampings and delay terms and by exploiting certain prop-
erties of the convex functions, we have obtained a general decay rate, from which exponential
and polynomial decays are only special cases. Finally, to illustrate this decay, we end with an

example of application.

Keywords : Wave equation, dynamic Wentzell condition, nonlinear dampings, nonlinear

delay terms, Lyapunov function, convexity, general decay.
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Notations

Dans tout ce qui suit, on utilisera les notations suivantes :

Q2 : un ouvert borné de R™ de frontiere reguliere I' = 0S2.

Iy, T'y : forment une partition de la frontiere I', avec ' =Ty UT; et § = Ty N T}.
v = (v1,va,...,V,) : le vecteur unitaire normal a I', orienté vers 'extérieur de €.

Vu = (3—;, %, s 8‘%“) : le gradient de la fonction wu.

Au=> ", 327? : le Laplacien de la fonction wu.
d,u : est la dérivée normale de la fonction w.

v : est la fonction u sur la frontiere I' (u = v, sur I).

Vv = (gixf, gix;’, e g%:) : le gradient tangentiel de la fonction v.

divpVrv @ est la divergence du champ vectoriel Vv.

Arv : Vopérateur Laplace Beltrami avec Apv = divyp Vv sur T'y.

C* () : espaces des fonctions k fois contintiments différentiables sur Q, (k € N).

Cs° () : espaces des fonctions indéfiniment dérivables a support compact.

LP (Q) : espace de Lebesgue 0 < p < 0.

D' (Q) : espace des distributions.

WP (), H™(Q) : espaces de Sobolev, 0 <p < oo;meN; (H™(Q) := W™ (Q)).
Wy P (), Hi" (Q) : L’adhérance de C§° (2) dans W™ (Q) , respectivement dans H™ (2).
H}, (), H'(T'y) : sont des espaces de Sobolev.

(-,-), (-;-)p, : sont les produits scalaires usuels des espaces L* (Q) et L*(I';), respectivement.
[, Iy, : désignent les normes usuelles des espaces L () et L*(I'y), respectivement.

— : la convergence forte.

— : la convergence faible.

X1 la convergence faible étoile.

— : injection continue.

—. : injection compacte.

& ¢ équivalence.

p.p . presque partout.

V : pour tout.
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Introduction générale

Le fonctionnement des structures mécaniques crée un phénomene de vibrations. Généralement,
ces vibrations sont indésirables, car elles ont une mauvaise influence sur le fonctionnement et la
durée de vie des structures. Elles peuvent engendrer des fractures, de mauvais fonctionnements,
une usure ou meme I’endommagement des structures. De plus, elles peuvent constituer un dan-
ger pour l'utilisateur. Les excitations dynamiques causant ces vibrations sont nombreuses. Elles
proviennent, soit de ’environnement extérieur (sol, atmosphére, eau, contacts ou chocs avec
d’autres structures), soit de dispositifs internes mobiles (machines intégrées a la structure...).
La suppression ou au moins la réduction de ces vibrations est un probleme majeur dans les
domaines de I'ingénierie, notamment la robotique. Au cours des dernieres années, la stabilisa-
tion des équations aux dérivées partielles, modélisant ces phénomenes, a attiré 'attention de
nombreux auteurs et est devenue un domaine de recherche tres actif.

Un probleme d’équations aux dérivées partielles consiste a se donner, en plus des équations
proprement dites, soit des conditions initiales, soit des conditions aux limites, soit les deux,
a voir si une solution existe, si elle est unique, si elle dépend régulierement des données et
a chercher des algorithmes de calculs. On parle alors, suivant les différentes situations, de
probleme de Cauchy bien posé ou de probléeme bien posé au sens de Hadamard.

Dans cette these, on étudie la stabilisation de I’équation d’ondes non linéaire avec une
condition aux limites de type Wentzell dynamique (WBC en abrégé), soumise a un retard non
linéaire dans un feedback (amortisseur) non linéaire. Elle décrit les vibrations dans un corps
flexible avec une fine couche limite de haute rigidité sur sa frontiere. On cherche a déterminer
le comportement asymptotique de I’énergie, notée par E(t), étudier sa limite afin de déterminer

si cette derniere est nulle ou pas et si cette limite est nulle, donner une estimation de la vitesse

viil



Introduction générale

de sa décroissance vers zéro. Il existe plusieurs types de stabilité, le premier type consiste a

analyser simplement la décroissance de 1’énergie des solutions vers zéro, c’est-a-dire :
E(t) -0 lorsque t— 400,

c’est ce qu’on appelle la stabilité asymptotique forte. Cette notion a été utilisée par : C. M.
Dafermos [21], F. Conrad et M. Pierre [20], A. Haraux [32]. Souvent, le calcul direct de la
limite de E(t) lorsque ¢ tend vers l'infini est tres difficile. Une autre méthode pratique, est de

majorer E(t) par une fonction ¢ : [0, +00] — [0, +00], c’est-a-dire :

E(t) < ¢(t) pour tout t >0, (0.1)

telle que . Einooqb(t) = 0. C’est ce qu’on appelle la stabilité¢ uniforme. Différents types de stabilité
sont envisagés selon la fonction ¢(t). Cette notion a été utilisée par V. Komornik [44], J. E.
Lagnese [48], M. Tucsnak [75].
On cite trois types de stabilité, ordonnés de la plus forte jusqu’a la plus faible : la stabilité
de type exponentielle, la stabilité de type polynomiale et la stabilité de type logarithmique.
Guesmia [30] a étudié ces types de stabilité et & montrer quelques inégalités intégrales utiles

pour 'application a la stabilisation des systemes distribués non dissipatifs.
i) Stabilité de type exponentielle : C’est le cas pour ¢(t) = Aexp(—at), ou A et «
sont des constantes positives. La formule (0.1) s’écrit sous la forme suivante :
E(t) < Aexp(—at) pour tout ¢ >0,

que 'on peut démontrer par la méthode directe de Lyapunov, dite de 1’énergie, qui est basée

sur la recherche d’une fonctionnelle £(t), qui satisfait les propriétés suivantes :

ME(t) < L(t) < ME(t)  pour tout t >0, (0.2)

et

L'(t) < —=0E(t) pour tout t >0, (0.3)

1X



Introduction générale

oll A1, Ao et d sont des constantes positives.

ii) Stabilité de type polynomiale : C’est pour ¢(t) = ﬁ, la formule (0.1) s’écrit sous
la forme suivante :
B
E(t) < ——5 pour tout t >0, (0.4)
(141)

ou B et (B sont des constantes positives. C’est une stabilité moins rapide que celle du type

exponentielle. La formule (0.4) est obtenue en considérant (0.2) et la formule suivante :

L'(t) < —0EP(t) pour tout ¢t >0,

ound>0etp>1.

iii) Stabilité de type logarithmique : C’est lorsque ¢(t) = m, la formule (0.1)
devient
C
Ft) < ———— our tout t >0, 0.5
0= garoy P = (0-5)

ou C' et v > 0. C’est une stabilité moins rapide que celle du type polynomiale. La formule

(0.5) est obtenue par la considération de (0.3) et la formule suivante :

L'(t) < —6EP"(t) exp (_EPL(ZS)> pour tout ¢ > 0,

oud,w>0etp>1.

Dans notre travail, on considere des dissipations de type assez général dans lesquelles ces
trois types de stabilité, ne sont que des cas particuliers.

Il est intéressant et important d’explorer les comportements asymptotiques quantitatifs des
solutions pour une équation d’ondes avec la condition aux limites de Wentzell, sous réserve
d’amortissements non linéaires et termes de retard.

On mentionne ici qu’a notre connaissance, il n’y a pas de résultats d’existence et de
décroissance générale concernant ’équation d’ondes avec des conditions aux limites de type

Wentzell dynamiques, en présence de termes de retard non linéaires.



Introduction générale

0.1 Notes historiques

On rappelle d’'une maniere breve quelques phases qu’a connu la notion de stabilisation sans

vraiment rentrer dans les détails, on prétend que cet apercu historique est exhaustif.

0.1.1 Les travaux de C. S. Morawetz

En 1959, en analysant I'expression explicite de la solution obtenue par séparation des variables
de I’équation d’ondes dans un domaine non borné de R?, C. Wilcox [78] a réussi & montrer que
I’énergie locale décroit de maniere exponentielle quand le temps tend vers l'infini. Avec des
hypotheses plus générales que celle de C. Wilcox, en 1961, C. S. Morawetz [63] a montré que
I’énergie locale décroit comme l'inverse du temps. En combinant leurs méthodes, P. D. Lax, C.
S. Morawetz et R. S. Phillips [53] ont prouvé en 1963, que I’énergie locale associée a la solution
de 'équation d’ondes dans un domaine de R?, extérieur & un domaine étoilé décroit de maniere

exponentielle quand le temps tend vers I'infini.

0.1.2 Les travaux de G. Chen et J. Lagnese

En se basant sur les travaux de C. S. Morawetz [63] sur 1’équation d’ondes dans un domaine
extérieur, D. L. Russell [72] a conjecturé, en 1974 un phénomene analogue pour ’équation
d’ondes dans un domaine borné. Le premier résultat positif concernant la conjecture de Russell,
a été obtenu en 1979 par G. Chen [17]. Ensuite, en adaptant la technique des multiplicateurs
utilisée par C. S. Morawetz, W. A. Strauss et J. U. R. Alston, dans les domaines extérieurs, G.

Chen [16] a amélioré les résultats obtenus dans [17]. (Voir aussi Lagnese [47]).

0.1.3 Les travaux de I. Lasiecka et R. Triggiani

En 1987, en utilisant des méthodes différentes de celles de Chen et Lagnese, 1. Lasiecka et R.
Triggiani [51] ont pu redémontrer les résultats de Chen et Lagnese pour I’équation d’ondes avec

une condition de Dirichlet non homogene sur tout le bord.
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Introduction générale

0.1.4 Les travaux de V. Komornik et E. Zuazua

En 1987, V. Komornik et E. Zuazua ont allégé la condition aux bords de G. Chen en la
remplagant par une autre condition, ce qui a permis, en principe de généraliser les résultats
de Chen et Lagnese au domaine a bords réguliers et connexes, mais au prix de modifier la

condition aux limites.

0.1.5 Les travaux de J. Lions

En 1986, Lions a élaboré une méthode générale de stabilisation exponentielle pour tous les
systemes linéaires réversibles exactement controlables. Son procédé repose essentiellement sur
la théorie du controle et de la méthode de pénalisation. Mais il ne donne aucune méthode
explicite pour construire I'opérateur de feedback, ni I’estimation sur le taux de décroissance de

I’énergie.

0.2 Les problemes de Wentzell

Les problemes de Wentzell sont caractérisés par la présence d’opérateurs différentiels de méme
ordre que 'opérateur principal. Ces problemes interviennent dans la modélisation de nombreux

phénomenes :

e Mécaniques comme |’élasticité.

e Physiques comme les processus de diffusion ou la propagation des ondes.

Les conditions de Wentzell sont obtenues par des méthodes asymptotiques a partir de

probleémes de transmission, voir [54]. La condition
ou—Aru=g sur [

pour I’équation

—Au+u=f dans

x1i



Introduction générale

a été introduite par Wentzell (Ventcel) pour des processus de diffusion [77]. Elle fait intervenir
des dérivées tangentielles d’ordre deux. Elle modélise I’échange thermique du corps €2 avec le
milieu ambiant en présence d’une fine pellicule, tres bonne conductrice, sur la surface du corps.

La question de la stabilité des solutions des problemes de Wentzell a beaucoup attiré
I’attention, au cours des trois dernieres décennies. A cet effet, voir par exemple, les travaux
suivants [13, 14, 15, 18, 19, 33, 40, 42, 43, 58, 65, 76, 79, 80] et les références qui figurent pour
les travaux associés.

Le probleme de Wentzell a été étudié par Khemmoudj et Medjden [42]. Dans cet article, les
auteurs ont prouvé la stabilité exponentielle en considérant un feedback linéaire localisé a(x)uy,
agissant dans la premiere équation, en suivant les idées introduites par Zuazua [85] combinées
avec de nouveaux outils.

Les résultats précédents mentionnés ci-dessus, ont été développés par Cavalcanti, Khem-

moudj et Medjden [13], en considérant un probleme de Wentzell avec des coefficients variables

(

ug + Au 4 a(x) g1 (ur) = 0, dans Q x R*,
Uy + 5971; + Arv + ga(vy) = 0, sur 'y x RT,
u="v, sur  I' x RT,
u =0, sur Ty x R,
(u(0),v(0)) = (ug,vo), dans Q xT,
\ (u(0),v,(0)) = (ur,v1), dans Q x T,

ou a € L*(Q), a(z) > ap > 0 p.p dans w, w C £ est un sous-ensemble ouvert non vide de €,

ag est une constante,

AU, = —dZUQ(A<I')vu>a
Aru = —divgr(Arp(z). V), |21, ..., 2],

A = (a;;) est une fonction matricielle, a;; = a;, sont des fonctions C> dans R", 6‘971; =

223:1 aiyja‘%“jui, v=(v1,...,vp)T est la normale unitaire de T, pointant vers l'extérieur de (2, et
v4 = A.v, ils ont supposé que les opérateurs différentiels du second ordre A et A satisfont cer-

taines conditions d’ellipticité uniformes, et ils ont obtenu une stabilisation uniforme en utilisant

xiil



Introduction générale

des méthodes de géométrie riemannienne. Cela a été fait en combinant de nouvelles estimations
d’énergie avec des méthodes géométriques riemanniennes dues a Lasiecka, Triggianai et Yao;
voir, par exemple [82] et [52].

Cavalcanti et al. [11] ont étudié la stabilisation de I’équation d’ondes avec des conditions

aux limites de type Cauchy-Ventcel :

u — Au+ a(z)g(u) =0, dans Q x RT,
% — Aru =0, sur I'; x R,
u =0, sur Do x RT,
u(0,x) = ug, u(0,2) = uy, dans Q,

ou ) est un domaine borné dans R", (n > 2) avec une frontiere réguliere I' = 9€). Soient 'y
et I'y des sous ensembles fermés, non vides et disjoints de I, tels que I' = 'y U I';. Ce modele
décrit les vibrations d’un corps avec une couche mince d’une grande rigidité sur sa frontiere.
Un tel systeme a été d’abord étudié par Lemrabet [55], puis par Lemrabet et Teniou [56].

D’autre part, Cavalcanti, Lasiecka et Toundykov [15] ont étudié

u — Au+ a(z)g(u) =0, dans Q x RT,
%—ATu—l—u:O, sur ' x RT,
u(0,z) = ug, ue(0,x) = uy, dans Q,

oll 2 désigne un domaine borné de classe C? dans R?, avec une frontiere I'; Az est 'opérateur
Laplace-Beltrami sur I'. La fonction de feedback g est monotone croissante continue, g(0) = 0
et a(z) € L>®(Q) est une fonction régularisante non négative restreignant l'effet de g a un
sous-ensemble du domaine et les auteurs ont trouvé un probleme dans un sous-ensemble de la
frontiere statique de Wentzell, parce que la condition uniforme de Lopatinsky n’est pas satisfaite
par un tel systeme.

Dans le cas de la frontiere de Wentzell, la situation est plus difficile, puisque 1’énergie
"naturelle” inclut la norme H! de Sobolev de la solution sur la frontiere pour surmonter la
présence de l'opérateur de la frontiere de Neumann, mais aussi pour établir une estimation de

coercivité de type inverse sur la norme de trace H' de la solution.
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Introduction générale

Dans [58], Li et Xiao ont étudié 'équation d’ondes linéaire avec des conditions aux limites

Wentzell de type dynamique, ou une seule force de retour de vitesse agit sur la limite de

Wentzell, c¢’est-a-dire :

uy — Au = 0, dans
u =0, sur
U + % — alAru~+ u; =0, sur
| w(0,2) =up, uw(0,2) =wuy, dans

Q
FO>
F17

Y t>07

En utilisant la théorie des semi-groupes fortement continus d’opérateurs linéaires, ils ont prouvé

que les énergies des solutions sont fortement stables.

Dans [33], Heminna a montré que le feedback naturel n’est pas suffisant pour garantir la

décroissance exponentielle de I'énergie E(t) dans le cas de I’équation d’ondes aux conditions de

Wentzell.

Plus tard, Kasri et Heminna [39] ont considéré un systéeme couplé ondes/Maxwell avec des

conditions de Wentzell :

uy — Au ~+ Ecurl B = 0, dans  x (0, 400),
eBy — curlH — Ecurlug = 0, dans 2 x (0, 400),
wH; + curlE = 0, dans  x (0,400),
div(eE) = div(uH) = 0, dans 2 x (0, 400),
Hxv+&éuyyxv+ (Exv)xv=0, sur I'x (0,400),
o,u — Aru~+ au + uy = 0, sur T x (0,400),
| u(0) = uo, w(0) =uy, E(0) =Ey, H(0)=Hy, dans Q,
ol Q) est un ouvert borné de R?® avec une fronticre I' = 9Q de classe C?. u, F et H €

R3, représentent respectivement, le vecteur de déplacement, le champ éléctrique et le champ

magnétique. Il ont prouvé que I’énergie du systéme décroit exponentiellement, si 2 est stricte-

ment étoilé par rapport a l’origine. Leur méthode de preuve est basée sur la validité de certaines

estimations de stabilité, qui est obtenue en utilisant la méthode multiplicateur, et en utilisant

les idées de Eller, Lagnese et Nicaise [27].
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Li, Liang et Xiao [57] ont considéré le probleme suivant :

gy — Au+ y(t)a(z)go(uy) + f(u) =0, dans € x (0,4+00),
u=0, sur Ty x (0, +00),

u + O — Apu+ g1 (ug) = 0, sur  I'y x (0, +00).

Ici, © est un domaine borné dans R™, (n > 2), avec une frontiere réguliere I', divisée en deux
sous ensembles fermés et disjoints Iy et 'y, v est le vecteur normal unitaire, exterieur a I', f(u)

représente un terme de force non linéaire et

loc

a(z) € L=(Q), ~(t) € Wy (RY)

sont des coefficients non négatifs du terme d’amortissement go(u;).

Les auteurs ont obtenu des taux de décroissance uniformes de 1’énergie des solutions du
probleme en termes d’exposants, associés a ’amortissement variant dans le temps. Ils ont
montré que la dynamique du comportement des solutions est stable sans aucune bifurca-
tion ni chaos et pour illustrer leurs résultats théoriques, ils ont proposé quelques simulations
numériques. En outre, dans [83], Zhang et Guo ont considéré 1’équation d’onde semi-linéaire
avec un amortissement interne local et des conditions aux limites de Wentzell dynamiques avec

un terme mémoire :

uy — Au~+ f(ug) + p1(u) =0, dans Q x (0,00),
u=0, sur Ty x (0,00),

Uy + Opu — AU+ up + f(f g(t — s)Aqpu(s)ds + pa(u) =0, sur 'y x (0,00).

L’estimation de stabilisation est plus difficile a obtenir car I’énergie physique du systeme con-
tient non seulement la norme H' de Sobolev de la solution mais dépend également du terme
mémoire sur la frontiere. Ils ont obtenu une stabilisation exponentielle, en construisant de
nouvelles fonctionnelles de Lyapunov et en utilisant des méthodes de multiplicateur.

Tout récemment, Khemmoudj et Aries [40] ont aussi étudié la décroissance uniforme de

I’équation d’ondes avec des conditions aux limites de Wentzell dynamiques avec un terme
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mémoire localisé interne et un amortisseur de frottement sur une partie du bord :

Uy — Au + fot g(t — s)div[a(z)Vu(s)]ds = 0, dans ©Q x (0,4+00),
vy + Ou — Apv + v, =0, sur Iy x (0,+00),
u=w, sur  I'x (0,+00),
u =0, sur I x (0, +00),
(u(0),v(0)) = (uo, vo), dans QxT,
(ue(0),v4(0)) = (ur, 1), dans QxT,

olt a : Q — R est une fonction non-négative et a € C! (Q) telle que
ac€L>*(Q), a(z)>a >0, p.pdansw,
w C € est un sous-ensemble ouvert non vide de 2, ag est une constante et
Va(@)]* < of la(z)], V€ w,

pour une constante positive a;. Ils ont montré qu'un terme mémoire localisé agissant dans la
premiere équation combiné avec une dissipation frictionnelle agissant dans la deuxieme équation
sont suffisamment fort, via le processus de transmission (u|r = v), pour assurer la stabilité ex-

ponentielle de I’ensemble du systeme, en construisant une fonctonnelle de Lyapunov convenable.

0.3 Les problemes avec des effets de retard

Le retard est la propriété d’un systeme physique par lequel la réponse a une force appliquée est
retardée dans son effet, (voir Shinskey [73]). Chaque fois que du matériel, des informations ou
de I'énergie sont physiquement transmis d'un endroit a un autre, il y a un retard présent, un
retard dans la loi de feedback modélisant le décalage mécanique au temps. Des retards survi-
ennent si souvent dans de nombreux problemes physiques, phénomenes chimiques, biologiques
et économiques, (voir Hadeler [31]).

Dans de nombreux cas, des retards arbitrairement petits dans le feedback peuvent déstabiliser
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le systeme (voir Nicaise et Pignotti [66], Nicaise et Valein [68], Nicaise et Pignotti [67], Xu et
al. [81]). Dans Nicaise et Pignotti [66], les auteurs ont examiné le probléeme suivant dans la

situation linéaire :

e — Au+ a(z)[prus + pou(t — 7)) =0, dans  Q x (0, +00),

u=0, sur I'p x (0,+00),

du =, sur Iy x (0, +00), (0.6)
u(@,0) = uo(x), u(z,0) = u(z), dans Q,

u(z,t — 1) = go(x,t — 1), dans  Qx (0,7),

ou a € L*>®()) est une fonction telle que

a(x) >0 p.pdans Q,

et

a(x) >ay >0 p.pdans w,

ou w C {2 est un voisinage ouvert de I'y. Ils ont déterminé des relations convenables entre pi;
et uso, pour lesquelles la stabilité ou alternativement l'instabilité a lieu. Plus précisément, ils
ont montré que I'énergie est exponentiellement stable si pg < pq et ils ont trouvé une suite de
retard pour laquelle la solution correspondante de (0.6) sera instable si ps > p1. La principale
approche utilisée est une inégalité d’observabilité obtenue avec une estimation de Carleman.
Les mémes résultats ont été obtenus si a la fois 'amortissement et le retard agissaient dans la
frontiere du domaine.

On rappelle également le résultat de Xu et al. [81], ou les auteurs ont prouvé le méme
résultat que dans Nicaise et Pignotti [66] en dimension 1, en adoptant I'approche d’analyse
spectrale.

Datko et al. [23] ont montré qu'un petit retard dans un controle sur le bord pouvait trans-
former un systeme hyperbolique bien stable en un systeme perturbé et donc, le retard devient
une source d’instabilité. Cependant, il peut parfois également améliorer les performances des

systemes (voir Suh et Bien [74]).
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Tres récemment, il y a eu aussi beaucoup de travaux concernant la stabilité de 1’équation
d’ondes avec des effets de retard linéaires, voir Benaissa et al. [7], Remil et Hakem [70], Feng
[28], Feng et Soufiyane [29], Kafini et Messaoudi [35, 36, 37], Park [69], Barros et al. [5].

Benaissa et Louhibi [9] ont étendu le résultat de Nicaise et Pignotti [66] au cas non linéaire.
Ils ont considéré I'équation d’ondes dans un domaine borné €2 avec un terme de retard dans un

feedback interne :

wy — Au~+ pg(ug) + pog(u(t — 7)) =0, dans  Q x RT,

u =0, sur ' x R*,
< u(0,2) = ug, u(0,2) = uy, dans Q,

u(z,t — 1) = folx, t —7), dans Q x (0,7),

et ils ont prouvé l'existence globale de ses solutions dans des espaces de Sobolev, par moyen
de la méthode de I’énergie combinée avec la procédure de Faedo-Galerkin. De plus, les auteurs
ont étudié le comportement asymptotique des solutions, en utilisant la méthode multiplicateur
et des inégalités intégrales générales a poids.

Un peu plus tard, Benaissa et al. [8] ont considéré 1’'équation suivante :
t
Uy — Au +/ h(t—s)Au(s)ds+ prgr (ug (x,t)) 4+ pogs (uy (x,t — 7)) =0  dans  x |0, +o0[,
0

ol ils ont utilisé la méthode de Faedo-Galerkin pour prouver 'existence globale de la solution
faible et ils ont obtenu une décroissance générale en introduisant une fonctionnelle de Lyapunov
convenable, sous certaines hypotheses sur la fonction de relaxation h et les constantes uq et .

D’autre part, Benaissa et Bahlil [6] ont considéré le systeme de Timoshenko avec un terme

de retard dans la friction interne non linéaire :

pigw — k(. + ), =0, dans ]0,1[ x RT,
+u1gr (Vr) + page (Y (t — 7)) =0, dans ]0,1[ x RT,

ol g1 et go sont des fonctions non-linéaires. Ils ont prouvé un résultat d’existence globale en
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utilisant la méthode de Faedo-Galerkin. De plus, ils ont établit une estimation générale du taux
de décroissance de 1’énergie en introduisant une fonctionnelle de Lyapunov appropriée. Tres
récemment, Bahlil [4] a obtenu ces résultats en ajoutant au systeme (0.7), un terme mémoire
et en variant py et puo par rapport au temps t. En outre, la poutre de Bresse avec des effets
de retard non linéaires a été considérée récemment par Khemmoudj et Khadraoui [41], ou la
poutre de Timoshenko n’est qu’'un cas particulier.

En restant dans les problemes a effets de retard non linéaires, il y a les travaux de Mezouar

et al. [62], concernant les plaques et Liu et Zhung [60] pour les ponts suspendus.

0.4 But du travail

Dans cette these, on considere un systéme couplé ondes/Wentzell, en présence de deux amor-
tisseurs de friction non linéaires et de deux termes de retard non linéaires, localisés a l'intérieur

de ) et sur la partie I'; de sa frontiere :

/

e — Au+ prgr(ug) + poky (u(t — 7)) =0, dans 2 x (0, 00),
u=uv, sur I' x (0, 00),
u =0, sur 'y x (0, 00),
Uy + Opu — Apv + phga(vy) + phke(v(t — 7)) =0,  sur I'y x (0, 00).

Munis des conditions initiales :

(u(0),v(0)) = (ug, vo), dans Q x T,
(ue(0),v¢(0)) = (ur, v1), dans Q x T,
et les termes de retard :
u(x, t — 1) = fo,(x,t —7), dans Q x (0,7),
v(z,t —7) = fo,(x,t —7), sur I’y x (0, 7).
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Pour une explication bien détaillée des termes qui apparaissent dans les équations précédentes,
voir la Section 2.1 du Chapitre 2.

Notre but dans cette these, est d’étudier ’existence et 'unicité d’une solution et de donner
une estimation de la décroissance de cette solution a notre probleme. On analyse I'influence
des termes de retards dans les amortissements frictionnels, sur le taux de décroissance des
solutions, en utilisant la méthode de 1’énergie, dans laquelle on introduit une fonctionnelle de
Lyapunov convenable et en exploitant quelques propriétés des fonctions convexes, sous certaines
hypotheses sur les constantes pi, po, p) et uh, on obtient une décroissance de 1'énergie de type

général.

0.5 Organisation de la these

Cette these se compose d’une introduction générale, de quatres chapitres, d’'une conclusion et

des perspectives :

e Chapitre 0 : on discute sur quelques travaux antérieurs sur les problemes de Wentzell et

a effets de retard, en citant certaines littératures liées a notre probleme.

e Chapitre 1 : est consacré aux définitions et aux rappels de quelques notions de bases

d’analyse fonctionnelle.

e Chapitre 2 : on cite les hypotheses sur notre probleme, puis on présente un résultat
d’existence et d'unicité d'une solution faible globale du systeme considéré et on le démontre

en utilisant la méthode standard de Faedo-Galerkin.

e Chapitre 3 : on étudie le comportement asymptotique de la solution. En premiere étape,
on définit une fonctionnelle de Lyapunov et on vérifie son équivalence avec la fonctionnelle

de I’énergie. En deuxieme étape, on estime la dérivée de la fonctionnelle de Lyapunov.

On termine cette these, en donnant une conclusion générale et en présentant quelques per-
spectives sur la stabilisation de 1’équation d’ondes avec des conditions aux limites de type

Wentzell dynamiques, munies de retards.
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0.6 Méthodologie

Dans cette these, on utilise les deux méthodes suivantes :

Méthode de Faedo-Galerkin :

Il s’agit d’'une méthode de compacité. On écrit le probleme considéré sous une forme varia-
tionnelle. On choisit des espaces fonctionnels dans lesquels on introduit un probleme approché
en dimension finie, en utilisant les théoremes d’existence d’équations différentielles ordinaires,
on démontre l'existence d’une solution en dimension finie. Puis, on établit des estimations a
priori afin d’obtenir une majoration des solutions approchées qui seront convergentes vers une

solution, en utilisant le théoreme de compacité (Aubin-Lions).

Méthode de Lyapunov :

C’est, une méthode qui joue un role important dans la théorie de la stabilité des systemes
d’équations différentielles non linéaires. Cette méthode a été étendue pour donner des criteres
sur le comportement dynamique des systemes d’équations d’évolution lorsque la dissipation
physique (perte d’énergie par une friction, un contréle aux bords, ou un matériau viscoélastique)
est présente. Ce fait peut étre exprimé du point de vue mathématique par l'existence d’un
ensemble borné absorbant. Elle permet, sans calculer explicitement une solution de systeme,
de tirer des conclusions sur le comportement d’un systeme donné.

Pour la démonstration de la stabilité d’un systeme, on commence par définir I’énergie du
systeme afin d’obtenir un signe bien défini (signe négatif) de la dérivée de 'énergie, ce qui
signifie que le systeme est dissipatif. En deuxieme étape, on construit une fonctionnelle de

Lyapunov L(t), d'une fagon qu’elle vérifie (0.2) et vérifie une variante de la formule (0.3),

L) < —dE(t) + & /Q lael? + gn () 2] de

+ 52/ [|Ut|2 + |92(Ut)|2] do, pour tout t > 0, (0.8)
N}

ol d, ¢, et ¢y sont des constantes positives. Dans cette étape, on exploite certaines propriétés
des fonctions convexes introduites et développées par Cavalcanti et Lasiecka [12], Daoulatli et

al. [22], Lasiecka et Toundykov [50], Lasiecka et Tataru [49] et utilisées par Liu et Zuazua
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[61], Eller et al. [26], Alabau-Boussaouira [2] et Mustafa et Messaoudi [64], pour estimer les
derniers termes dans (0.8). Apres un certain nombres d’opérations, on obtient notre résultat
de stabilité.

Le contenu de cette these, a fait 'objet d’une publication internationale parue dans la
revue International Journal of Control, intitulée : General decay for a wave equation with
Wentzell boundary conditions and nonlinear delay terms.

DOI : 10.1080/00207179.2021.1919318. (voir [34]).
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Chapitre 1

Rappel de quelques outils

mathématiques

Pour rendre le contenu de cette these lisible, on présente quelques notions essentielles d’analyse
fonctionnelle, qui seront utiles pour la suite. L’un des procédés le plus fréquent de ’analyse
fonctionnelle est d’associer a chaque espace normé X l'espace dual X’'. Dans ce chapitre, F

désigne un espace de Banach muni de la norme ||.||5 .

1.1 Espace dual

Définition 1.1 On appelle le dual de E, ’ensemble des formes linéaires continues sur E. On

note le dual de E par E'. Soient f € E' et x € E. La forme bilinéaire < .,. > définie par :

<.,.> ExE — R

(fix) — [flx) =<[fx>,

s’appelle le crochet de dualité entre E' et E. Le dual E' sera muni de la norme duale

[fllz = sup |< fix>].
z€eE, ||z||<1
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Définition 1.2 Le dual de E’', s’appelle le bidual de E et est noté E” et est muni de la norme

I€llpr = sup [<& f>].
rer, |fl<t

On peut définir une injection dite canonique

J: E — FE"

r — Jx

comme suit :

On fixe x € F, et 'image de x par 'application J, notée Jx, donnée par la relation suivante

< Jx, f >prp=< f,x >E\E Vf e E'.

1.2 Topologie faible

Le concept de la convergence d’'une suite d’éléments d’un espace est liée a la topologie considérée,
c’est-a-dire : on peut obtenir la convergence ou la divergence pour la méme suite, selon la
topologie considérée. Le procédé de faiblir une topologie est de la rendre moins fine que la
topologie de départ, afin d’obtenir une certaine convergence vers une limite qui sera, en général,

la solution d’un probléeme donné.

Définition 1.3 La topologie faible o(E, E') sur E est la topologie la moins fine sur E rendant

continues toutes les applications
or(x)= < f,x>, fekr.

Au contraire, la topologie de la norme s’appelle la topologie forte.

La topologie faible o(FE, E') est séparée. Par conséquent, la limite faible lorsqu’elle existe

est unique.

Notation 1.1 Soit (z,) une suite de E, on désigne par x, — x la convergence de x,, vers x

2
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pour la topologie faible o(E, E'). On désigne par x, — x la convergence en norme de x,, vers

z, c’est- a-dire ||z, — x|z — O.

La proposition suivante donne une caractéristique de la convergence faible et quelques pro-

priétés.
Proposition 1.1 Soit (x,) une suite de E. On a
(i) [xt, = x pour o(E,E")| < [< f,z, >—=>< f,x >Vf € F].
(ii) Si x, — x fortement, alors x, — x faiblement pour o(E, E").
(11i) Si x, — x faiblement pour o(E, E"), alors ||z,|| est bornée et ||z|| < liminf ||z,]|.

(i) Si x, — x faiblement pour o(E, E'), et si f, — f fortement dans E', alors

< foyxp >—< fix >,

Preuve. Voir [10]. m

1.3 Topologie faible étoile

On peut encore affaiblir la topologie faible o(E’, E”) en une topologie qui est moins fine que

o(E', E") (strictement si E n’est pas réflexif). C’est 'objet de la définition suivante :

Définition 1.4 La topologie faible x sur E' désignée par o(E', E) est la topologie la moins fine

rendant continues toutes les applications
or(x)= < fix>, r € L.

Une suite (f,) qui converge vers f pour la topologie o(E', E) est notée par f, — f.

La topologie faible x o(E’, F) est séparée. Par conséquent, la limite faible % lorsqu’elle existe

est unique. On a la caractéristique de la convergence faible * et les propriétés suivantes :

Proposition 1.2 Soit (f,) une suite de E'. On a
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i) [xn Sox pour o(E' E)| & [< fo,z >—=< f,x>Vr € E].

ii) Si fn, — [ fortement, alors f, — f faiblement pour o(E', E").

iii) Si f, — f pour o(E',E"), alors f, = f pour o(E', E).

w) Si f, = f pour o(E', E), alors || f.|| est bornée et || f|| < liminf || f,].

v) Si f, = f pour o(E' E) et si x, — x fortement dans E, alors < f,, 2, >—=< f,x >.
Preuve. Voir [10]. m

Définition 1.5 Soit E un espace de Banach, on dit que E est séparable s’il existe un sous

ensemble D C E dénombrable et dense.

Lemme 1.1 Soit E un espace de Banach séparable de dimension infinie. Il existe une famille

libre dénombrable {v;} v; € B, telle que les combinaisons linéaires finies des v; sont denses

1€N

dans E.

Proposition 1.3 Soit E un espace de Banach séparable et soit (f,) une suite bornée dans E'.

Alors, il existe une sous-suite extraite (f,,) qui converge pour la topologie o(E', E).
Preuve. Voir [10]. m

Définition 1.6 Soit E un espace de Banach et soit J linjection canonique de E dans E”. On
dit que E est réflexif si J(E) = E". Lorsque E est réflexif on identifie implicitement E et E"

(a Uaide de isomorphisme J).

Théoréme 1.1 Soit E un espace de Banach réflexif et soit (x,) une suite bornée dans E.

Alors, il existe une sous-suite extraite (x,,) qui converge pour la topologie o(E, E').

Preuve. Voir [10]. m
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1.4 Espaces de Lebesgue L7 (())

Définition 1.7 Soit Q un ouvert de R", (n > 1), sip € [0, +0o0[, on désigne par LP (Q) 'espace
vectoriel des (classes de) fonctions u : @ — R mesurables sur §Q et telle que |u|” est intégrable

au sens de Lebesque sur (),
L (Q) = {u : Q — R tel que / |u(z)|P dx < +oo} ,
Q

munt de la norme

=

ol oy = / () P de

Q
Sip = +o0, on note L (2) l’espace vectoriel des (classes de) fonctions u : Q@ — R mesurables

sur ) et essentiellement bornées sur ).
L Q) ={u:Q — R tel que IM € R : |u(x)| < M, p.p sur Q}.
Cet espace est muni de la norme

[wll oo () = sup ess [u(z)| = inf {M >0, tel que |u(z)| < M, p.p sur Q}.

€

Définition 1.8 On note L?

e (82) Uensemble des fonctions f telles que, pour tout compact K

de Q, on a flg € LP(Q), ou 1k est la fonction indicatrice sur K.

La proposition suivante est due a Riesz et Fisher.

Proposition 1.4 Pour tout p € [1,+oc]|, LP(Q)) est un espace de Banach. En particulier,

Uespace L*(Q) muni du produit scalaire
(u,v) = / u(z)v(z)dr, pour tout u, v € L*(1)
Q

est un espace de Hilbert.
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Définition 1.9 On note D(Q2) Uespace des fonctions C®(S2) a support compact dans €.

Les espaces LP(£2) ont les propriétés suivantes :

Proposition 1.5 (Voir [46]) On a
1) Si 1 <p < +o0, alors D(Q) est dense dans LP(S2).
2) 8i1 < p<+oo, alors LP(QY) est réflexif.
3) LY (Q) n’est pas réflexif.
4) Sil<p< 400, alors LP(Q) est séparable.

5) L>=(Q) n'est ni réflexif ni séparable.

Théoréme 1.2 (Théoréme de représentation de Riesz) Soient 1 < p < 400, p/ un réel

tel que é + ]% =1 et e (LP(Q)). Alors, il existe u € LP (Q) unique tel que

<, f>= /Qu(x)f(x)dx, Vfe LP(Q).

De plus, on a

lll o = Nl oy -

Preuve. Voir [10]. m

Remarque 1.1 Par ce théoréeme on définit une application ¢ — u qui est un opérateur

linéaire isométrique et surjectif qui permet d’identifier le dual de LP(Q) avec LP () et on écrit

(LP(2) = LV ().
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Théoréme 1.3 Soit p € (LY(Q)). Alors, il existe u € L>(Q) unique tel que

<, f>= /Qu(x)f(x)dx, Vf e LYQ).

On a, de plus

[l oo = llepll -

Remarque 1.2 De la méme fagon que dans la Remarque 1.1, on identifie (L*(Q)) et L=(Q)

et on écrit

(LH(Q) = L™(Q).

1.5 Espaces de Sobolev

1.5.1 Espaces de Sobolev W™ (Q)

Historiquement, la résolution des équations aux dérivées partielles a rencontrer plusieurs dif-
ficultés, ce qui a conduit de nombreux mathématiciens a chercher un nouveau concept de la
dérivée. La définition suivante est attribuée a Sobolev. Soit a = (ay,...,a,) € N* un multi-
indice, on note

la| = a1 + ... + ay

et
aa1+~--+an

e —al .
Oxi"...0xon

Da

Définition 1.10 Soient f, g € Li,.(Q) et a € N*. On dit que g = D*f au sens faible, si pour

loc

tout ¢ € D(Q)
a _ (_1\lo]
/QfD edr = (—1) /ggodx.

Q

Remarque 1.3 On déduit que :
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1) Si g = D*f au sens classique, alors g = D*f au sens faible.

2) Soit f € L}, .(Q). Pour toute permutation o : {1,...,n} — {1,...,n}, on a
oerttan oort-tan
f_ aji(n) au sens faible.

o an Qo (1)
Ory*...0xfr O 1))...0, )

lloc(Q)y pour tout 1 < P < +o00.

3) On a Uinclusion suivante : LP(Q)) C L

Définition 1.11 Soient m > 1 et 1 < p < +oo. L'espace de Sobolev W™P (Q) est défini par

WmP(Q) ={u € LP(Q) : pour tout |a] <m, D € LP(Q)}.

Cet espace est muni de la norme

=

st 1 < p < +oo,

Z ||D0‘u||ﬁp(9) )

”uHWm,p(Q) =
|| <m

ooy = max Dl sip = oc.

On pose
H™(Q) = W™(Q),

H™(Q) est muni du produit scalaire

(U V) gy = Z /Do‘uDavda:, Yu, ve H™ (Q).
Q

laj<m

Proposition 1.6 Soient m > 1 et 'espace W™P(Q) muni de la norme |||y m.pq) - Alors

1) Pour tout 1 < p < oo, W™P(Q) est un espace de Banach.
2) Pour tout 1 < p < oo, W™P(Q) est réflexif.

3) Pour tout 1 < p < oo, W™P(Q) est séparable.
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En particulier H™ (Q) est un espace de Hilbert séparable.

Définition 1.12 Soient X etY deux espaces vectoriels normés.

1) On dit que X s’injecte continuiment dans Y s’il existe une injection continue i de X dans

Y, c’est-a-dire : une injection i et une constante C' > 0, telle que

Vee X, [i(x)ly <Cllzl-

On note alors

X =Y.

2) On dit que cette injection continue est compacte sii est un opérateur compact, ce qui signifie

qu’elle transforme tout borné de X en un ensemble relativement compact de Y .

On note alors

Remarque 1.4 La notion de l’injection continue est une généralisation de la notion d’inclusion
usuelle qui est le cas pouri(x) = x, ot le sous-espace muni de la norme induite, cette généralisation

se fait afin d’obtenir des liens entre les espaces fonctionnels, ou linclusion est insuffisante. On

a

1) Si X — Y |, alors pour toute suite (x,), convergente dans X pour la topologie forte, la

suite y, = i(x), converge pour la topologie forte de 'Y .

2) Si X <. Y, alors pour toute suite bornée (x,), de X, on peut extraire de la suite (Yn)n

définie par y, = i(x,), une sous-suite qui converge pour la topologie forte de Y .
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Théoréme 1.4 Soit Q un ouvert borné et lipschitzien. Soit mp > N et j = [N/p| + 1. Alors
Wm™P(Q) =, C™ 7 (),
ot

C* () ={ueC*(Q) :Va, |a| <k, D admet un prolongement continu sur 1} .

Remarque 1.5 On note que ce théoréeme est fondamental, parce qu’il donne un sens auzx con-
ditions auz limites pour un probléeme d’équations aux dérivées partielles. Pour une étude plus

profonde de ces théorémes d’injections, on renvoie les lecteurs a [24].

1.5.2 Espaces de Sobolev W;""(Q)

En général, D () n’est pas dense dans W"™P(Q)).

Définition 1.13 Soient m > 1, et 1 < p < 0o. On note Wy (Q) l’espace défini par
W (Q)

W5'(Q) =D(Q) :

c’est-a-dire : l'adhérence de D () dans W™P(2) au sens de la norme ||.[|yympq) - Lespace

W2(Q) est noté Hy" ().

Théoréme 1.5 On suppose que Q) est de classe C*. Soit
u € W(Q)NC(Q) avec 1< p< +oo.

Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :

10
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1) u=0 sur 0.

2) u € Wy ().

Théoreme 1.6 L’application trace

Y: HY(Q) — Hz ([ =0Q)

u — ulp

est linéaire continue et surjective.

Proposition 1.7 L’espace H: (I') est un espace de Hilbert pour la norme
o3 gy = 0 -
ue€H1(Q), vo(u)=v

Définition 1.14 On suppose que Q est un ouvert borné de R™ de frontiére 9 = I' de classe

C' par morceauzr. Alors H} () est le noyauz de vy, application trace sur T' de H' (Q) dans
H2 (1), i.e.,
HE(©) = {ue HY(Q); o(u) =0}

Théoréme 1.7 D () est dense dans Hy ().

Lemme 1.2 (Inégalité de Sobolev-Poincaré, voir [1]) Soit Q un ouvert borné dans une

direction. 1l existe une constante dépendante du diameétre de Q (optimale) : C, > 0, telle que
Yu € Hy () ull 20y < Cp[[Vull 2 - (1.1)

Définition 1.15 On note H~' (Q) le dual de H} (Q), espace de Hilbert pour la norme duale

sutvante :
(f, u>H*1(Q)><H(}(Q)

[l -1y = sup
HEH ) u€HE (), u0 ||U||H1(Q)

Du fait que D(Q) est dense dans H] () . On peut identifier les éléments de H~! (2) & des

distributions. On dit alors que H ' (Q2) est un espace de distributions.

11
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Théoreme 1.8 Soit U un espace défini par :

U={ue H (Q), AuecL*Q)},

alors l’application

I
=
[SIES
—~
—~
~—
N—

o . _1
est linéaire continue, avec H 2 (I")

1.6 Espaces de fonctions a valeurs vectorielles

La majorité des problemes rencontrés dépendent du temps, aussi propose-t-on la résolution
de problemes d’évolution, ce qui nécessite I'introduction des espaces de distributions a valeurs
vectorielles. Dans cette section, on présente brievement quelques résultats utiles sur les espaces

de fonctions a valeurs dans un espace de Banach X.

Soit T' > 0, on définit les espaces suivants :

Définition 1.16 Soit X un espace de Banach, 1 < p < oco. On appelle espace de Lebesque a

valeurs dans X et on note : LP(0,T;X), l'espace des (classes de) fonctions

u: 10,7 — X

t — u(t),

tel que pour 1 < p < o0,
T
LP(0,T; X) = {u 10, T[— X mesurables, telles que / u(t)|5 dt < oo}
0

et

L*>(0,T;X) = {u 10, T[— X mesurables, telles que sup ess ||u(t)||y < oo} :
t€]0,T'|

12
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o

supess |[u(t)||x = inf {M > 0, tel que ||u(t)|y <M, p.pte]0,T[}.
t€]0,T

LP(0,T;X) est muni de la norme

. 1
llor) = | [ IOl dt) . sit<p<o
0
||U||Loo(07T;X) = supess ||u(t)|ly, sip=oc.
t€]0,T']

En particulier, si X est un espace de Hilbert et p =2, L*(0,T; X) muni du produit scalaire

(1) oy = [ (wle) o) .

Proposition 1.8 Soit LP(0,T; X) muni de la norme ||.|| 1o 1.x) - On a les propriétés suivantes
1) LP(0,T; X)) est un espace de Banach pour tout 1 < p < oo.
2) Si X est un espace de Hilbert, alors L*(0,T; X) est un espace de Hilbert.
3) Si X est un Banach, alors LP(0,T; X) est un Banach pour 1 < p < oo.
4) Si X est séparable alors LP(0,T; X) est séparable pour 1 < p < 0.
5) St X est réflexif alors LP(0,T; X) est réflexif pour 1 < p < oc.

6) Si X =Y, alors LP(0,T; X) < L*(0,T;Y).

Remarque 1.6 FEn général, si X —.Y, on a pas forcément LP(0,T; X) <. L*(0,T;Y).

13
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Définition 1.17 Soient X un espace de Banach, u € L}, (0,T; X) et m € N*. Par définition,

loc

v = 2" qu sens faible, si pour tout ¢ € D(]0,T]),

dem
d™e /
u——dxr = (—1)™ | vedz.
/Q darm (=1) 0

On utilise la notation suiwante pour la m'*™¢ dérivée de w par rapport a t de maniére inter-

changeable
o
datm " orm

Le lemme d’Aubin-Lions donne une légitimité a la remarque précédente sous des conditions
supplémentaires, c¢’est un critere de compacité tres utile dans I’étude des équations aux dérivées

partielles évolutives non linéaires.

Lemme 1.3 (Aubin-Lions, voir [59]) Soient Xy, X et X trois espaces de Banach avec
Xo—. X — X;.
On suppose que Xo et Xy sont réflexifs. Pour 1 < p,q < +00, soit
W ={ue LP(0,T;Xy) | uy € L0, T;X;)}.

Alors

W —. LP(0,T; X)

et

W — C([0,T]; X1).

Remarque 1.7 On remarque que :

1) D’apreés la Remarque 1.4, de toute suite bornée (x,), de W, on peut extraire de la suite

(xy,), une sous-suite qui converge pour la topologie forte de L*(0,T; X).

14
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2) Siu € W, Uinjection W — C([0,T]; X1) donne un sens a la condition initiale u (0) = uy,
d’un probleme d’équations aux dérivées partielles. De méme, st uy € W, il y’a un sens

pour la condition initiale u; (0) = uy, car W — C*([0,T); X1).

1.7 Rappels sur la géométrie différentielle pour les sur-

faces
On s’intéresse dans ce paragraphe aux notions fondamentales permettant de calculer la dérivée

d’une fonction, d'un champ de vecteurs, o d’'un endomorphisme défini sur une surface.

1.7.1 Paramétrisaton

Soit I" une surface plongée dans I'espace R? dans lui-méme rapporté & une base orthonormée,

on transforme un ouvert I' du plan (O, &', €2) en la surface I' par une carte réguliere ¢ =

(9017 Y2, @3) .

1.7.2 La normale et le plan tangent

En chaque point m de I', on définit deux vecteurs tangents a I" par :

a (M) = g—g; (¢7"(m)) a=1,2.

Les vecteurs aj (m) et as (m) sont linéairement indépendants. La normale unitaire a I' en

chaque point m est définie par :

al/\(lg
vim)=v=—"—",
a1 A az]

ou A (respectivement ||.||) désigne le produit vectoriel (respectivement la norme euclidienne).

Le plan tangent a I en m engendré par les vecteurs a; (m) et as (m) est noté T, (I') .

15
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1.7.3 Base duale

En général, la base {a® (m)} = {a' (m),a? (m)} du plan tangent T, (T') n’est ni orthogonale, ni
normée. On est donc amené & utiliser la cobase ou base duale notée {a® (m)} = {a' (m),a? (m)}
définie par :

a®(m) .ag (m) = 0%,
ou 45 est le symbole de Kronecker, o, 8 = 1,2. a®(m), a = 1,2 est une forme linéaire sur le

plan tangent, mais on peut l'identifier avec un vecteur du plan tangent.

1.7.4 Tenseur métrique

On définit le tenseur métrique de la surface I' associé a la carte ¢ par :

Gap = (Ga, 8)ps a,f=1,2,

ol (.,.)gs désigne le produit scalaire usuel de R*. On note |g| le déterminant de ce tenseur.

1.7.5 La transposée d’un vecteur

Soit ¢ = ¢*a; + ¢*as un vecteur arbitraire du plan tangent 7}, (') ; on lui associe par le produit

scalaire de R® une forme linéaire (vecteur transposé) :

7= qa' + qad’.

Les g™ sont les composantes contravariantes et les ¢, sont les composantes covariantes.
On a

Go = 9o1q" + go@® a=1,2.

En effet, on a

q.a, = qgaﬁ.aa = qgég = (a,

16
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d’ou

o = (¢, 00)ps
= gaﬁqﬁ

= Ja1q +9a2q® a=1,2,

ol (.,.)gs désigne le produit scalaire usuel de R®.

1.7.6 Dérivation sur une surface

Dérivation d’une fonction scalaire
Soit f une fonction définie sur I' et suffisamment réguliere ; sa dérivée est une forme linéaire

sur l'espace tangent, définie par

2
mf Z 8€a - az_:lfaaa

La transposée de 0, f noté 0,,f est un vecteur appelé gradient tangentiel de f défini par :
2
amf = anaa = VTf
a=1

avec

Z g2 855 Z 9°° fs,

ot g°F est le tenseur métrique dual de g,ps tel que
2
Zgaﬁgﬁu = 55 a, b= 17 2.

1.7.7 Dérivée d’'un champ tangentiel

Soit ¢r un champ régulier de vecteur tangent a I :

m €'+ gr (m) =q“ (m)ay (m) € T, (m).

17
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On définit la dérivée de qr sur I' par :

2

dqr
(3qu = Z —a.aa.
a=1 8§

C’est un endomorphisme qui applique le plan tangent dans R? et non pas dans le plan tangent

lui méme.

1.7.8 Dérivée d’'un champ normal

On note par ¢,v le champ normal, on a par définition :

Om (V) = VOmqy + GOV

1.7.9 Expression de la divergence

Expression de la divergence d’un champ de vecteurs sur une surface I

La divergence du champ de vecteurs tangents a I":
ar = q'ar + ¢°ay
est un champ scalaire défini sur I" par :

/div (qr) zdm = — / Omzqrdm,  pour tout z € D(I"),
r r

ou D (I') désigne 'ensemble des fonctions indéfiniment dérivables sur I' & support compact (le
support d'une fonction est le complémentaire du plus grand ensemble ouvert sur lequel elle est
identiquement nulle).
Expression de la divergence d’un champ d’endomorphisme sur une surface I
On désigne par (7 un champ d’endomorphismes du plan tangent a la surface T'.

Posons :

G = Cg.aﬂaa.

18
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(on a utilisé la convention de sommation par indices répétés).
La divergence tangentielle du champ (; est un champ de formes linéaires sur T, (T') , noté

div(; et défini par :

/dz’vgt.qum = — / try (¢.mOmqr) dm  pour tout gr € D (I, T (")),
r r

ou try désigne la trace d'un endomorphisme du plan tangent dans lui méme et D (I', T (T"))
désigne 'espace des champs tangents a I' dont les composantes dans la base de T, (I') sont

{as} a=1,2 sont dans D (T).

1.8 Quelques lemmes utiles

Lemme 1.4 (Formule de Green) Soient Q un ouvert borné régulier de R™ et u € H?().

Alors

/(Au)vdm = / @vda - / VuVudz  pour tout v € H(Q),
Q a0 OV Q

ot v = (V1,..., V) est la normale unitaire orientée vers l’extérieur de €.
Inégalité de Young

Lemme 1.5 (Voir [10]) Soient p,q € ]1,400] tels que % + é =1 et soient a,b > 0. Alors

a?  b?
ab < — 4+ — .
p q
Pour une autre écriture, on pose a = a(ap)% et b= ( 5)1, avec € > 0, donc
ep)P
af <ea? +C(e) BT  pour tout a, >0, (1.2)

ot C (¢) = ——=~. En particulier, si p = q = 2, l'inégalité (1.2) s’écrit

alep) ¢

2

<ea?+ = 1.3
af < ea +4€ (1.3)
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En outre, on peut généraliser 'inégalité de Young comme suit :

Lemme 1.6 On désigne par ®*, la fonction conjuguée de la fonction convere ® : R, — Ry,
1.e.,

O*(s) = sup (st — D()).

teR+

Alors ®* est la transformée de Legendre de ®, qui est donnée par
P*(s5) = s(®')(s) — ®[(®)'(s)], pour tout s >0 (1.4)
et satisfait l'inégalité suivante (voir [3] p. 61-62; [22, 50], pour plus d’informations) :
sr < ®*(s) + ®(r), pour s, r>0. (1.5)

Lemme 1.7 (L’inégalité de Jensen, voir [71]) Soit F' une fonction conveze sur [a,b],
f:Q —[a,b] et h: Q@ — Ry sont des fonctions intégrables sur Q et [, h(z)dz =k > 0,

alors

F(%Lﬂ@M@M)g%AFU@»M@m.

Lemme 1.8 (L’inégalité de Gronwall, voir [25]) Soient ¢, 1 et w trois fonctions positives

définies sur [0,T] continues par morceauz et vérifiant l'inégalité

w@g¢@+ﬁ¢@mwm

alors

wlt) < olt) + [ vlsyuls)exp (/ () i) ds

20



Chapitre 2

Etude de l’existence et ’unicité d’une

solution faible globale du probleme

Dans ce chapitre, on énonce et on démontre en utilisant la méthode de Faedo-Galerkin,
un résultat d’existence et d’unicité globale d’une solution faible, pour un probleme de type
Wentzell avec des termes de retard non linéaires dans des amortisseurs non linéaires internes

et sur une partie de la frontiere du domaine.

2.1 Le modele étudié

Soit © un ouvert borné de R™, (n > 2), de frontiere réguliere I' = 01, divisée en deux sous

ensembles ouverts disjoints I'y et 'y, tels que
F == FO U Fl,

0 =ToNTy.

On considere le systeme couplé ondes/Wentzell, en présence de deux amortisseurs de friction

non linéaires et de deux termes de retard non linéaires, localisés a 'intérieur de €2 et sur la

21
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partie I'; de sa frontiere :

(

U — Au+ g1 (ug) + poky (ug(t — 7)) =0, dans Q x (0, 00),
u=w, sur T' x (0,00),
(2.1)
u=0, sur Iy x (0, 00),
Vg + Oy — Apv + plga(vy) + phko(ve(t — 7)) =0,  sur T'y x (0,00).
Munis des conditions initiales
(u(0),v(0)) = (ug, vo), dans Q x T, (2.2)
(ut(0),v(0)) = (ug,v1), dans Q x T, (2.3)
et les termes de retard
u(z,t — 1) = fo,(x,t —T), dans  x (0,7), (2.4)
v(z,t — 1) = fo,(x,t —7), sur 'y x (0, 7). (2.5)

1, o, iy et ph sont des nombres réels positifs, g, ga, k1 et ko sont quatres fonctions, 7 > 0
est un retard et les données initiales ug, u1, vo, v1, fo, et fo, appartiennent a des espaces
fonctionnels convenables que 'on définira par la suite.

On désigne par v, le champ unitaire normal a la frontiere I', extérieur a €2, et par 0,
I'opérateur de dérivation dans cette direction. On note par dr la dérivée tangentielle.

On sait que si ¢ : R" — R est une fonction réguliere, le vecteur transposé Oryp, est le

gradient tangentiel de ¢, noté par Vrp. On a

Vo =0,0.v+Vrp, sur I'y (2.6)

et I'opérateur Laplace Beltrami Ay d’une fonction ¢ : I'j — R de classe C? est défini par

A7 = divpVre sur Iy, (2.7)
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ou divyrVrp est la divergence du champ vectoriel V.

Pour tout ¢, ¥ € H'(I';), on définit 'opérateur linéaire continu —Ap : HY(Ty) — (HY(T))

(—AT¢,¢>( = —/ Arpapdo = | Vrp.Vribdo (2.8)
I

HI(Ty)) % H1 () r,

et en particulier

(—Arp,p) = [ |Vl do. (2.9)
Iy

(Hl(Fl))/le(I‘)
On considere 'espace :
p

1 (@) = {ue BYQ)/, uly, =0},

doté de la méme structure de Hilbert induite par H! (£2).
Dans tout ce qui suit, on note par (.,.) et (.,.)r,, les produits scalaires dans L*(Q) et L? ('),

respectivement, et

2 2 2 2
Jul? = / wfde, ol = | Jofdo.

Iy

Ainsi, on considere les normes canoniques de Hp () et H'(T';)
lullfy, @ = 1Vul®, ol = V2ol -
On note par A2 > 0, la plus petite constante positive, qui satisfait I'immersion
lullz, < A3 IVul” Yu € Hy, (Q). (2.10)
Cette constante existe grace a la continuité de 'opérateur trace de Hy, () dans L* (T'y).

2.1.1 Hypotheses sur les amortisseurs g; et termes de retard k;, pour

i=1,2

Pour montrer notre résultat d’existence et d’unicité d’une solution, on pose les hypotheses
suivantes :

(H1) g; : R — R est une fonction croissante de classe C(R), telle qu'il existe €', m;, M; > 0,
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pour 7 = 1,2 et une fonction convexe, croissante H : R, — R, de classe C'(R;)NC?(]0, o)

vérifiant H(0) = 0 et H est linéaire sur [0, €] ou (H'(0) =0 et H” > 0 sur |0, €]), tels que
mi|s| < [gi(s)] < Mils|  si|s| =2 €, (2.11)
s+ g2(s) < H '(sgi(s)) si|s| <€ (2.12)

(H2) k; : R — R est une fonction impaire, croissante de classe C!(R), telle qu’il existe 3,
ay, ag > 0, pour ¢ = 1,2

|ki(s)] < B, (2.13)
agski(s) < Ki(s) < ansg(s), (2.14)

ou

(H3) aopis < aqpiy et agphy < aqpf.
Pour démontrer 'existence et l'unicité du systeme (2.1)-(2.5), écrivant-le sous la forme

équivalante suivante.

2.1.2 Transformation du systeme

Changement de fonctions :
On utilise une technique introduite par Dafermos [21], Nicaise et Pignotti [66] qui consiste

a considérer le changement de fonctions suivantes :

21(x, p,t) = ug(x,t — p1), zreQ, pe(0,1), t>0,

zo(x, p,t) = vy(x, t — pT), xeTly, pe(0,1), t>0,

ou 7 > 0 est un retard.

Il est facile de vérifier que les fonctions z; et zy vérifient :

Tz (z, pt) + z1,(x, p,t) =0, dans Q x (0,1) x (0, 00),

T2o1(x, p, t) + 22p(x, p,t) =0, sur I'y x (0,1) x (0, 00),
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ou 2z = % et 2, = %—if’, pour i =1, 2.

Par conséquent, le probleme (2.1)-(2.5) s’écrit comme :

wy — Au+ pygr(ug) + poky(z1(x, 1,t)) =0, dans Q x (0,00),
vy + Oy — Apv + i go(vy) + phke(22(x, 1,1)) = 0, sur 'y x (0,00),
Tz1e(x, p, t) + z1,(2, p,t) = 0, dans €2 x (0,1) x (0, 00),
Tzoi(x, p, t) + 22p(z, p,t) =0, sur I’y x (0,1) x (0, 00),
=, sur I' x (0, 00),
u=0, sur Ty x (0,00),
(2.15)
21(x,0,t) = w(x, t), dans Q x (0,00),
29(x,0,t) = vy(x, 1), sur Iy x (0,00),
(u(0),v(0)) = (ug, vo), dans QxT,
(u(0),v(0)) = (u, v1), dans QxT,
z1(z, p,0) = fo, (x,—p7), dans Qx(0,1),
| 22(2,p,0) = fo, (z,—pT), sur I'y x (0,1).
On considere € et ¢ deux constantes strictement positives, telles que
JHp(l—an) ¢ < PP 2k (2.16)
aq Qs
T—Mé(l — ) < (< T—'ull — OQM/Z, (2.17)
oy am

ou les oy, pour ¢ = 1,2 sont données dans I'hypothese (H2) et les p;, p) pour ¢ = 1,2 sont

données dans I'hypothese (H3).

2.1.3 L’énergie du systeme

En multipliant la premiére équation du probleme (2.15) par u;, la deuxiéme par v; et en intégrant

sur €2 et I'y, respectivement, on obtient

(uttv ut) - (Aua ut) + Ml(gl(ut)a ut) + MQ(kl(Zl(x’ 17 t))v ut) = O’
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(Utt>Ut)F1 + (al/ua 'Ut)l“l - (ATU, Ut)F1 + M/1(92(Ut)7vt)1“1 + MIQ(IQ(ZQ(% 1775))7 Ut)Fl = 0.

La premiere équation donne, apres une intégration sur {2

/uttutd:ﬁ — / Auutdx+u1/utg1(ut)dx+u2/utkl(zl(a:, 1,t))dz =0 (2.18)
Q Q Q Q

et la deuxieme donne, apres une intégration sur 'y
/ vy Urdo + O, uv,do — / Aqvvdo + / Vg (vy)do + ,u'2/ vika(z2(x, 1,t))do = 0.
Fl Fl Fl Fl Fl

(2.19)

En appliquant la formule de Green, 1’égalité (2.18) devient

/uttutdx—F/VuVutdx — 0Vuvtda—|—,u1/utgl(ut)dx = —ug/utkl(zl(x,l,t))dm,
Q Q I Q Q

ce qui donne

d (1 1
% {5 ||Ut||2 + 5 ||VU||2} - Oyuvido + (1 / Utgl(ut)dx = —H2 / Utkl(zl(xv 1at))dff- (2-20)
Iy Q 0

De méme pour la deuxieme équation (2.19), on obtient

/ VU do + o, uvido +/ VroVrudo + ,u'1/
I I I

'y

vegal(ve)do + / vika(za(, 1,4))do = 0,

I

ce qui donne
d 1 2 1 2 l /
— s llvelly, + 5 (IVrolly, o+ [ Ovuvdo + py | viga(ve)do = —piy [ vika(22(, 1,t))do.
dt | 2 2 r ry N1

(2.21)

En sommant (2.20) et (2.21), on trouve

d (1
{5 ul? 19 s o, 4 192018 o [ wuddo + [ vl
Q Iy

— /Q wiky (21 (1, 1)) — 1 /F k(2 (2, 1, 1)) do (2.22)
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Maintenant, en multipliant la troisieme équation du probleme (2.15) par £ky(21(x, p, 1)), la qua-
trieme équation par Cks(z2(x, p,t)) et en intégrant sur Q2 x (0,1) et I’y x (0, 1), respectivement,

on obtient

1
| trsuto ity + 1o )] e, D)o =
0
1
/ / [TZQt(l'7p7t)+Z2p(‘rap7t)] Ck2(22($7p,t))dpd0' = 07
't JO

c’est-a-dire :

! 1
f/ﬂ/o Tzlt(x,P,t)k1(zl(:v707t))d,0d:c:—5/9/0 z15(2, p, )k (21 (2, p, t))dpda,

! 1
’ T k L dd:_ P ) M k s My dd7
C/r/o 7220(@, P )ka(2 (7, p, 1)) dpdo C/F/O 20y, py D)2, p, 1)) dpdo

qui sont équivalentes aux équations suivantes

1
¢ / | sutep Ohatai(a . 0)dpds. = / / 9 K1 (2, . 1)) dpd
0

= [K1(z1(z, 1,t)) — Ki(ug)] dex,

TQ

</Fl /01th(:v,p,t)krg(zQ(x,p,t))dpda - /F/ 9 Kozs(x, p, t))dpdo
= —= [ [Ka(2(z,1,1)) — Kz(v)] do,

T r

ce qui nous donne

d 1 —_§ i ) § .
55/9/0 Ki(z1(z, p,t))dpdz = T/QKl( (7, 1,1))d +T/QK1( 1)dz, (2.23)

1
C% /H/O Ky (22(, p, t))dpdo = s . Ky (2s(2,1,t))do + ¢ Ko (vy)do. (2.24)

T TJry
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En combinant (2.22), (2.23) et (2.24), on obtient

d (1, .o, 1 O | 2//1
—= = = = K
dt{2HmH~+2HVuH+—2WMH,+2HVTMRI+£ (] Faarlwp.t)dp ) d

+¢ /F1 (/01K2(22($,p, t))dp) da}

=—M/WMMM—M/WMMM—m/mmmmLWM—%/w@@wme
Q I Q

I8

—é / Ki(z1(z,1,t))dz + g/ Ky (ug)dz — g Ks(29(x,1,t))do + ¢ Ks(vy)do. (2.25)
0 Q

Fl T 1_‘1

D’apres la formule (2.25), on déduit que 1’énergie est donnée par :

1 1 1 1
E(t) = 5 el |” + 5 | Vul|® + 3 vell7, + 3 IVrol?,
1 1
—i—§/ </ Ky (z1(z, p, t))dp) dr + ¢ (/ Ks(zo(z, p, t))dp) do. (2.26)
o \Jo . \Jo

2.1.4 Décroissance de I’énergie

Le lemme suivant montre que le systéeme (2.15) est dissipatif.

Lemme 2.1 Soit (u,v,z21,22) une solution du probléme (2.15). Alors, la fonctionnelle de

Uénergie définie par (2.26) satisfait

urgr (uy)dr — (12/ v ge(vy)do

I

2o(x, 1,1))ka(22(x, 1,t))do

/
—a;;/ﬂzl(a:,l,t))k:l(zl(x,l,t))dx
/

< 0 pour tout t > 0, (2.27)

o ar = (1 — Sz — p109) , @y = (py — Sag — phan) , ag = (a1s — pa(1 — ) et
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Preuve. D’apres (2.26), on a

d
EE@) = —ul/utgl(ut)da:—u’l/ vth(vt)da—uQ/utkl(zl(x,l,t))dx—,u'z/ viko(22(x, 1,t))do
Q r Q

I
/K1 z1(z,1,t))dx + = s / Ky (u)dx —£ Ky (z(x,1,t))do + ¢ Ks(vy)do.

Fl T Fl

En utilisant (2.14), on trouve

d
EE(t) < - (,ul — iﬂ) /Qutgl(ut)dx - (;/1 — %) /m v g2 (vy)do — ,LLQ/Qutkl(zl(a:, 1,t))dx

ug/r vika(z2(x, 1,t))do — —/K1 z1(z, 1,t))dx — —/ Ky(zo(x, 1,t))do.
1
De la définition de K; et en utilisant le Lemme 1.6, on trouve pour i = 1,2
K} (s) = s(Kj) ™' (s) = KG[(K7) ()] Vs >0,
par conséquent,

Kz*(k:z(zl(x, 1,t))) = Zi(l', 1,t)k2(21($, 1,t)) — KZ<21(I, 1,t))

< (1 —ag) zi(x, 1, ) ki(2zi(x, 1, 1)). (2.28)

Ensuite, en utilisant (2.14) et (1.5), avec une fois s = ky(21(x, 1,t)), r = us(x, t) et une deuxieme

fois s = ko(22(x, 1,t)), 7 = vy(x,t), on obtient

d

CE) < - (m - %) [ wan e - (//1 - Ci) / ()~ ¢ [ Kt )i
¢
T

Kg(Zg(x,1,t))da—|—,u2/Q(K1(ut)—|—Kik(k’1(zl(x,1,t)))dx
(

+uy | (Ka(vy) + K (ko(z2(x,1,1)))do

I
I,
o
(,Ul - - M2042) / Utgl Ut dﬂU - (Mll - Q - M,2042> / UtQQ(Ut)dU
Q T I
— <a1§—u2 11— ) / (x,1,t)k1(21(x, 1,t))dx
T Q

ozlg — phy (1 — ) ) / o(x, 1, t)ko(22(x, 1,1))do.

I
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Les hypotheses (2.16) et (2.17) impliquent que

(,u ———MQOZQ) <0,

(M1 Caz - ,u2042) <0

(Oélé — U2 (1 — Oél)) < 0,
)

\(oq%—,uQ( oq)<0

Ainsi, on obtient (2.27), donc on déduit que E'(t) < 0, d’ou le systéme (2.15) est dissipatif.

Ce qui termine la preuve du Lemme 2.1. m

2.2 Existence globale

Dans cette section, on présente et on démontre en utilisant la méthode d’approximation de

Faedo-Galerkin, un résultat d’existence et d'unicité de la solution du systeme (2.15).

Théoréme 2.1 Soient (ug,uy, vo,v1) € [H*(Q)NH}, (Q))x Hp, ()< [H? (T'1) xH' ()], fo, €

H{, (9 H'(0,1)) et fo, € H' (I'y; H' (0,1)) , vérifiant la condition de compatibilté suivante

Oyug — Apvg + pyga(v1) =0,  sur Ty,
f01<'7 0) = Uy, dans Q, (229)

f02<., 0) = Uy, sur Fl.

On suppose que (H1)—(H3) sont vérifiées, alors le probleme (2.15) posséde une unique solution

faible globale satisfaisant pour tout T > 0

(w, g, u) € L0, T; [HE, ()] x LA(€)),

(0,0, 00) € L=(0,T; [H (T))]” x L*(Ty)).

Preuve. On suppose que (ug,vg) € (H*(Q) N HE (Q)) x (H*(Ty)NH'(T)), (u,v1) €
Hyy () x HY (), fo, € Hp, (2 H'(0,1)) et fo, € H' (Ti; H' (0, 1))
Pour chaque n € N, on note par U, et V,,, les deux espaces de dimension finie, définis par

Up = (w1, wa, ..., wy] et V,, = [wy, Wy, ..., w,], respectivement, ol {wi}lgign et {f&i}lgign sont
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des bases dans les espaces H*(Q2) N Hf (Q) et H?(I'y) N H' (I'y) , respectivement.

On définit pour 1 < i < n, les suites ¢;(x, p) et ¢;(x, p) comme suit :

¢i(2,0) = w
bi(x,0) = @,

Alors, on prolonge ¢;(z, 0) par ¢;(z, p) sur L* (€ x (0,1)) et ¢;(z, 0) par ¢;(z, p) sur L (I'y x (0,1))
et on note par Z,, ZL, les espaces linéaires générés par {¢1, ¢o, ..., o, } et {qNbl, (ZQ, - (En} , Te-
spectivement.

On définit les suites d’approximations u”, v", 27 et 25 par

n n n
u™(t) = Za Jw;, v Zb Jw;, Z7(t Zc?(t)gbi, 25 (t) = Z d?(t) s,
i=1 i=1 i=1
olt a?, b, ¢ et d? sont de classe C? et déterminées par les équations différentielles suivantes :

(ufy, wi) + (Vu™, Vw;) + pa (g1 (uf), wi) + po(ki (27 (2, 1,1)), wy)

+(vf, Wi)r, + (Vou™, Vowi)r, + w4 (g2(v}), @), (2.30)
+:u/2(k2(23(x717t)>awz)1‘1 :O7 1 SZSTL,
1
| [ csdme =0, 1<i<n (2:31)
QJ0o
et
1 o~
[ [ ee+eaame o, 1<isn, (2.32)
Iy JO

avec les données initiales suivantes :

0) = wp = Y a0w, - ue dams (H2(Q)NHL (),
up(0) = wy = >0 (al)(O)w; — wu dans Hy, (),
) o"(0) = o = YL 00w, — w dans (H*(Iy) N H (), (233
vr(0) = of = YL(00)(0)w; — v dans o (T),
#2(p,0) = 25 = XLic(0)¢;  — fo, dans  Hp (@ H'(0,1)),
| % (0) = =, = 2L di(0 )oi = fo, dans  H'(I'y;H'(0,1)).
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L’existence locale des solutions régulieres du systeme (2.30)-(2.33) est standard par la théorie
des équations différentielles ordinaires, on peut conclure qu’il existe un ¢, > 0, tel que dans
[0,t,], le systeme (2.30)-(2.33) a une unique solution locale, qui peut étre prolonger & un
intervalle maximal [0,7] (avec 0 < T" < o0o) par le lemme de Zorn, des que les termes non
linéaires dans (2.30) sont localement Lipschitz continus.

On peut utiliser un argument de compacité standard, pour limiter la procédure et il suffit

de dériver certaines estimations a priori pour (u™,v", 27, 25).

2.2.1 Estimations a priori
Premiere estimation :

Puisque les suites (ug})n, (U})n, (U3 )n, (V7 )n, (25, )n €t (2,)n convergent, des calculs standars en
utilisant (2.30)-(2.33), similaires a ceux utilisés pour dériver (2.27), donne une constante M

indépendante de n, telle que

t t
t)+a1/ /ufgl(u?)dasds—l—ag/ /z?(:v,l,s)k:l(z{‘(x,1,3))dxds
/ / v ga (V) dads—l—a4/ / zo(x, 1, 8) ko (25 (2,1, 8))dods

Iy I

) < M, (2.34)
ou

1 n n n
Ent) = (Ilutll IVt ® + ot lle, + 1V,

+§/ </ K (21 (z, p, )dp) dz + ¢ 5 (/01 Kg(zg(x,p,t)dp> do.

L’estimation (2.34) implique que la solution (v",v", 2}, 2'), existe globalement dans [0, +00)

et donne pour tout 7' > 0
u™ est bornée dans L™ (0,T; Hy, (€)), (2.35)
v" est bornée dans L™ (0,7 H'(T')), (2.36)
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up est bornée dans L™ (0,T; L*(Q)) , (2.37)

vf est bornée dans L™ (0,T; L*(T'1)), (2.38)
ul'gi(ul) est bornée dans L'(Q x (0,T)), (2.39)

v gy (vl') est bornée dans L*(T'; x (0,T)), (2.40)
Ki(z])) est bornée dans L (0,75 L' (22 x (0,1))) , (2.41)
K5(25)) est bornée dans L (0,T; L' (I x (0,1))), (2.42)
2z, 1,t)k (27 (2, 1,t)) est bornée dans L' (Q x (0,T)), (2.43)
22(x,1,t) ko (25 (2, 1,1)) est bornée dans L'(I'; x (0,7)). (2.44)

Seconde estimation :

On estime u}}(0) et v}(0) dans les normes L?(Q) et L*(T;), respectivement.

En prenant ¢ = 0 et en considérant w; = uj,(0) et w; = vj(0) dans (2.30), on obtient

g ()1 + (Vug, Vugy(0)) + (g1 (uf), gy (0)) + pa (ki (25,), ugy (0))
+ [0 (0)Ig, + (Vrog, Vrog, (0)r, + i (g2(01), 0 (0)r, + Hy(ka(=5,), 073 (0))r,

= 0 (2.45)
On a les égalités suivantes :

(Vug, Vugg(0)) = —(Aug, ui(0)) + (9yug, v (0))r,, (2.46)

(Vrog, Vrug (0))r, = —(Agvg, v (0))r, - (2.47)

En employant 'inégalité de Young (1.3) sur (2.46) et (2.47) et en utilisant le fait que si uf €
(HE, (Q) N H?(Q)), alors d,uy € HY*(I'y) — L*(I'y), par conséquent d,uj € L*(I'y) et donc
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on obtient

(Vug, Vuig(0)) = —(Aug, uz(0)) + (Ooug, v(0))r,
1 n 1 n n n
< — Al + = 10,ug]l7, + € lup (0] + e [Jo (0N, (2.48)
4e 4e
n n 1 n n
—(Arvg, v (0))r, < 1z | Azvg ||1%1 + € [|lvg (0)”12“1 ) (2.49)
2
n n ILL n n
(g1 (uy), uz(0)) < 4—;||91(u1)||2+€||Utt(0)||27 (2.50)
/ n n (:u/l)2 ny 12 n 2
pa(g2(vr), v (0))ry < == llga(oi)llp, + € llvn(O)lfr, (2.51)
2
M2(k1(201)7utt(0)) < 4_2“]“1(201)” +5||U’tt(0)”27 (2.52)
! n n (IMIQ)Q n 2 n 2
Ha(ka(zg, ), v (e < =2 [[F2 (25|, + el (O)]I7, - (2.53)

En substituant (2.48)-(2.53) dans (2.45), avec un bon choix de ¢ et puisque (g1 (u]))n, (F1(25,))n
et (g2(v]))n, (k2(2{))n sont bornées dans L*(Q) et L*(T';), respectivement, par (H1), (H2) et
les données initiales (2.33), on obtient

[z O)I] + [lvg (O)[lp, < M, (2.54)

ou M, est une constante positive indépendante de n et dépend des données initiales.
Ensuite, en dérivant (2.30) par rapport a ¢, en multipliant ’équation résultante par (a?)y(t)

dans Q et par (') (t) sur I'; et sommant sur ¢ de 1 a n, on trouve

1d
2dt
i / it 2 (gn)e(uf )+ i / (), 1, )k )i (2, 1, 6))

iy |l oo+ iy [ NG L) (B3 o, 1,0))do
1N

I

= 0. (2.55)

Ll + 19w 1P + il + IV 7oy, }

En dérivant (2.31) par rapport au temps ¢, en multipliant le résultat par (c"),(t) et en sommant
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sur ¢, de 1 a n, on obtient

Td 1d n
5 1(z1)e (o, t)HiQ(QX(O,l)) + 2dp 1(z1)e (o, t)”i%m(o,n) = 0. (2.56)

De maniére analogue, en dérivant (2.32) par rapport au temps ¢, en multipliant le résultat par

(d?)¢(t) et en sommant sur 4, de 1 & n, on trouve

== 1z2)e (p, t)”i?(rlx(o,l)) + Ed_,o 1(22)¢ (p, t)”i?(rlx(o,n) = 0. (2.57)

En prenant la somme de (2.55), (2.56) et (2.57), on obtient

2dt{ll gl + IV |* + logll, + IVrof i,

n 2 n 2
71D (0D 2oy + 71D (0 ooy §

/|utt| g1)e(ug)dx + 3 /|Z1 $717t| dx

vt [ Wl o)+ 5 [ N1, do

I
1 n n n n
= I e [ DGO e 1 )
1 n n n n
3 IR, = iy [ b L O 1,0 (2.58)

Et en utilisant (2.13) et I'inégalité de Young (1.3), on obtient

" / W (), 1) (k) (2, 1, )

2
S = A (2.59)

i / V() 1, 1) ()2 1, ) do

n (158)% | w
S R s e LA (2.60)
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En substituant (2.59) et (2.60) dans (2.58) et en choisissant ¢ suffisamment petit, on trouve

1d
2dt

n 2 n 2
+7 1 (z1)e (0, Ol 72005 0,1y) T 7 1(22)e (o, t)HLQ(le(O,l))}
b [ i @0+ e [ (D10 do
Q Q

s [ VB e+ [ (e 1,0 do

o R A e AR A

En intégrant cette dérniere inégalité sur (0,t), on obtient

1 n |12 ni2 n|2 nn2
5 {HuttH + [V ||” + ||Utt||rl + (| V7o ||r1
711D (0 ooy + 71 (0D ooy |
//|utt] g1)¢(uy dxds—l—c/ / 2 (1, 5)|* dzds
v [ 16t ottt [ 16509 P doas
0 1N

n n||2
{Hutt WP+ o (O, + [Vup® +HVT7)1||F1

IA

2 n 2
+7 [1(21)s (2, p, 0>||L2(Q><(0,1)) + 7 1(23): (2, p, O)HLZ(le(O,l))}
t t
n 2 n 2
¢ { [ i as+ [, ds} |

En utilisant (2.33), (2.54) et le lemme de Gronwall, il s’ensuit que

n 2
g ll® + I 1 + lolly, + IV zoplie, + 7 11z0)e (0, )l 22 0,1y

712 (0 ) ooy + i / [P antupdods
0

t t
vo [ [l o deds it [ [ bl e dods

0 Q 0 '

t
+c/ |(z2)e(z, 1, 5)| dods

0 I

S M37
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ou Mj est indépendante de n et pour tout t € [0, 7. Par conséquent, on conclut que

uy est bornée dans L™ (0,T; Hy, (Q)) , (2.61)

vf est bornée dans L™ (0,7 H'(T')), (2.62)

uy, est bornée dans L™ (0,7 L*(Q2)), (2.63)

vy est bornée dans L (0,7 L*(I'y)), (2.64)

(2); est bornée dans L™(0,T; L*(Q x (0,1)), (2.65)
(25); est bornée dans L>°(0,T; L*(T'; x (0,1)). (2.66)

Estimation pour (27), et (z%),

En remplacant ¢; par —A¢; dans (2.31), en multipliant I’équation résultante par c?(t) et en

sommant sur 7, de 1 a n, on obtient

1d
2dp

Td

n n 2
2dt V21 (p, t)”i%m(o,l)) + V21 (p, t)HLQ(Qx(O,l)) =0. (2.67)

De méme, en remplacant ¢; par —Ard; dans (2.32), en multipliant I’équation résultante par

d?(t) et en sommant sur i, de 1 a n, il s’ensuit que

Td 1d

n 2 n 2
2 dt VT2 (p, t)“L?(le(O,l)) + §d_,0 VT2 (p, t)||L2(F1><(O,1)) = 0. (2.68)

En combinant (2.67) et (2.68), on trouve

Td

2dt
1

+- {/ V2 (2, 1,1) | do +
2 g

1 n n
= SV + 1V}

n 2 T d n 2
V21 (p, t)||L2(Q><(O,1)) + 2 dt V723 (p, t)”Lz(le(O,l))

|Vrzy(x, 1, 15)|2 da}

I
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En intégrant cette dérniere égalité sur (0,t) et en utilisant le lemme de Gronwall, on obtient

T n 2 T n 2
5 V21 (p, t)HLQ(QX(O,l)) + ) V723 (p, t)“L2(I‘1><(0,1))

IN

c T n 2 T n 2
et 35 Hvzl (iL‘,p, O)HLQ(QX(O,l)) +35 HVTZQ (l’,p, O)HLZ(le(O,l)) ’
2 2

pour tout t € [0,7]. Alors, on conclut que

=3

est bornée dans L (0, T; Hf, (€ L*(0,1))) , (2.69)

zy est bornée dans L™ (O, T H' (Fl; L* (0, 1))) . (2.70)

2.2.2 Le passage a la limite

En appliquant le théoréme de Dunford-Petti, on conclut de (2.35)-(2.44), (2.61)-(2.66), (2.69)
et (2.70) qu’il existe des sous-suites de (u"),,, (v")n, (27)n et (%), qu’on note encore par (u"),,

V"), (27)n et (25),, respectivement, telles que
1 2

(u",uy,upy) —  (u,ug, uy) faible étoile dans L™ (O,T; [H%O(Q)f x L? (Q)) , (2.71)

(v", v, v) — (v, v, vy) faible étoile dans L™ (O,T; [Hl(Fl)]2 x L? (F1)> , (2.72)

g1(ul) — i faible étoile dans L*((0,T) x ), (2.73)

g2(v)  —  xo faible étoile dans L*((0,T) x I'y), (2.74)

z¢ — 2 faible étoile dans L™ (0, T Hy, (€ L? (0,1))), (2.75)

z  — 2 faible étoile dans L™ (0,T; H' (I'y; L (0,1))), (2.76)

(1) — (21); faible étoile dans L>(0,T; L*(2 x (0,1))), (2.77)

(23); — (25 faible étoile dans L>°(0,T; L*(T'; x (0,1))), (2.78)

k(2 (x,1,t)) — W faible étoile dans L*((0,T) x ), (2.79)
ko(z5(x,1,t)) — W, faible étoile dans L*((0,T) x I'y). (2.80)
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Grace au théoreme de Aubin-Lions, (voir Lions [59]), on déduit qu’il existe des sous-suites qu’on

note encore (u"),, (V")n, (21), et (25),, telles que

ut =

u fortement dans L* (0, T; L*(2)),

u; fortement dans L* (0,T; L*(2)) ,
v fortement dans L? (O, T LQ(H)) ;
v; fortement dans L* (0,T; L*(T'y)) ,

21 fortement dans L? (Q x (0,1) x (0,7)),

2 fortement dans L? (T'; x (0,1) x (0,7)).

2.2.3 Analyse des termes non linéaires

On note par Q = Q x (0,7) et X =T x (0,7).

On peut déduire de (2.82) et (2.84) que

et

— 2z fortement dans L? (O,T; L2(Q)) et p.p dans Q,

— 2 fortement dans L* (0,T; L*(T'y)) et p.p sur X.

uy — uy presque partout dans @),

v, — v presque partout sur X,

(2.81)
(2.82)
(2.83)
(2.84)
(2.85)

(2.86)

(2.87)

(2.88)

A présent, on montre que g;(u;), k1(21(.,1,.)) sont bornés dans L*(Q) et que gz(v;), ko(22(., 1,.))

sont bornés dans L'(X). C’est 'objet du lemme suivant :

Lemme 2.2 Pour chaque T > 0, g1(u;), k1(z1(.,1,.)) € LYQ), g2(v), ka(22(,1,.)) € LY(X)

et on a

lgr(ua)llagy » IRz (s 1) gy < A
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et

192(ve)ll La sy s R (22, 1, Dl sy < Ao,

ou Ay et Ay sont des constantes indépendantes de t.

Preuve. Grace a 'hypothese (H1), (2.87) et (2.88), on a

g1 (uy (xz,t)) — g1 (ug (x,t)) presque partout dans @,

g2(vft (z,t)) —  go(vy (x,t)) presque partout sur X,

o
IN

uy (x,t) g1 (uf (z,t)) = u (2,t) g1 (ug (x,t)) presque partout dans @,

< v (w,t) go(vf (z,1)) — ve (x,t) go(vy (x,1)) presque partout sur .
Par conséquent de (2.39), (2.40) et le lemme de Fatou, on a pour tout 7" > 0
T
/ / ug (z,t) g1 (ug (x,t)) dedt < Dy, (2.89)
o Ja
T
/ / v (2, 1) g2 (vy (, ) )dodt < Ds. (2.90)
o Jr,

Maintenant, on peut estimer fOT Jo g1 (wg (,1))| dadt et fOT Jr, lg2(vt (w,))| dodt. Par I'inégalité

de Cauchy-Schwarz et en utilisant (2.89), (2.90), on obtient

/OT/Q el < el (/T/Q“ (2,8) 1 (1 @,t))dmtf

1 1
c|Q|2 D} = Ay,

IN

1
T 1 T 2
/ o0y (2, 8)| dodt < |5 (/ /vt(x,t)gg(vt(x,t))dadt>
0 Fl 0 F1
1 1
c|X|? D3 = As,

IN

ou |Q| et |X| sont les mesures de @ et X, respectivement.
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De méme, on obtient

T 1 1
/ / |ky (21 (z,1,0)|dedt < ¢|Q|? D} = Ay,
o Ja

T 1 1
/ ko (29 (x,1,1))|dodt < ¢|X|2 D = As.
o Jrn,

Ce qui termine la preuve du Lemme 2.2. m

Ensuite, le lemme ci-dessous, montre que g¢i(u}'), ki(z]) convergent vers g;(u;), ki(z1),
respectivement, dans L'(Q) et que go(vl), ko(25) convergent vers go(v;), ko(22), respectivement,

dans L'(X) :

Lemme 2.3 On a les convergences suivantes

g1(u?) — g1(ug) dans L' (2 x (0,7)),
g2(v?) = g2(vy) dans L' (T x (0,T)),

ki(2}) — ky(z1) dans LY(Q x (0,T)),
ko(23) — ko(z2) dans LY(Ty x (0,T)).

Preuve. Soient £ C Q x [0,7], E C I'y x [0,7] et

By = {(l‘,t) eL: |91 (U? (I>t)>| < }’ Ey = E\Eh

- 5-

E, = {(v,t) €E:|g (v} (2,1))| £ ——p, Ey=F\F,

ou |E| et ‘E‘ sont les mesures de F et E, respectivement.

sl
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Si M(r) =1inf{|s| : s € R et |g;(s)] > r, pouri=1,2},0na

[l dode = [ Jor ) dode+ [l ()] dus
E

E1 Es

< ——dxdt + g1 (u})| dxdt
. \/— ! 1 (ug)]

E 1
B

<
\% inf < |uf| : uf € Ret |gq(uf)| > NI

rE|+<M (ﬁ)) /E 2] g ()] dacdt,

i |91 (uf!)] dwdt

IN

De méme, on obtient

[laode = [ lgaton)ldode+ [ g o) dodt
E Ey Es
-1

1
M| = [0 g2 (vi')| dordt.

/’E‘ Ey

c’E

IN

En appliquant (2.39) et (2.40), on trouve que

Sup/ lg1 (u})| dzdt — 0 lorsque |E|— 0,
n JE

SUP/ lgo (vf')| dodt — 0 lorsque ’E‘ 0.
n JE
Grace au théoreme de convergence de Vitali , on déduit que

g (u?) — g1 (w) dans L'(Q2 x (0,7)),

g (VM) — g2 (v,) dans LY(T'y x (0,7)).
De méme, on obtient

ki(20(z,1,t)) — ki (21(2,1,t)) dans L'(Q2 x (0,7)),

ko(23(x,1,t)) — ko(z(x,1,t)) dans LY(I'y x (0,7)).
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Ceci termine la démonstration du Lemme 2.3. =

Par conséquent, le Lemme 2.3 donne

g1 (u?) — x1 = g1 (u¢) faiblement dans L*(Q2 x (0, 7)), (2.91)

go (V1) = X2 = go (v;) faiblement dans L*(T; x (0,7T)),

et

k(20 (z,1,t)) — ¥y = ky (21(w,1,¢)) faiblement dans L*(2 x (0,7)), (2.09)

ko(25(z,1,t)) — Wy = ko (22(x, 1,¢)) faiblement dans L*(T'; x (0,7)).

2.2.4 Vérification que la limite est une solution du probleme

Maintenant, en retournant a (2.30) et en utilisant les arguments standards, on peut montrer

des estimations précédentes que
e — Au+ pgr(ug) + pgki(21(.,1,.)) =0, dans D' (Q x (0,7)). (2.93)
Puisque wuy, g1(ug) et ky(21(.,1,.)) € L*(0,T; L*(€2)) , on obtient de I'identité (2.93)
Au € L (0,T; L*(Q)),
par conséquent (2.93), donne
Uy — Au+ pigi(w) + pokr(21(.,1,.)) =0, dans L* (0,T; L*(2)) . (2.94)
En prenant (2.94) en compte et en utilisant la formule de Green, on trouve
Dy — Aqv = — i, go(v1) — pbka(22(,1,.)) — vy, dams D' (O,T; H 3 (rl))
et des que vy, go(vy) et ka(22(.,1,.)) € L2(0,T; L*(T';)), on déduit que
Oy — Apv = —piga(vs) — poka(22(., 1,.)) — vy, dans L (0,T; L*(Ty)),
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c’est-a-dire :
Uy + 8,,u — ATU + M&gz(’l)t) + ,U,Zk2<22(., 1, )) = O, dans L2 (O, T, LQ(F1>) .

En exploitant les convergences (2.75), (2.76), (2.77), (2.78), (2.85) et (2.86), on passe a la

limite dans (2.31) et (2.32) pour obtenir

/T /1 /(T(Zl)t + (21),)0dxdpdt = 0, VY, € L? (O,T; H%O (Q x (0, 1))) ,
0o Jo Ja

/ T/ 1/ (T(22): + (22)p)adodpdt =0, W, € L* (0,75 H' (T'y x (0,1))) .

2.2.5 Unicité de la solution

Soient (u,v,z1,22) et (u,v, 21, 22) deux solutions du probleme (2.15). Alors, (U,V, 2y, Zs) =

(u,v, 21, 29) — (u, v, 21, 22) vérifies le systeme d’équations suivantes :

¢

Up — AU + pagr(ue) — paga(ue)
+uoky(z1(x, 1,t)) — poky (Z1(z,1,t)) =0, dans Q x (0,00),
Ve + O,U — ArV + py ga(ve) — pyga(0:)
+uhko(zo(x, 1,t)) — phka(Za(xz,1,t)) =0, sur 'y x (0,00),
TZ1(z, p,t) + Z1,(x, p,t) =0, dans € x (0,1) x (0, 00),
TZow(x, p,t) + Zop(z, p,t) =0, sur  I'y x (0,1) x (0, 00),
U=V, sur [' x (0,00),
(2.95)
U=0, sur Lo x (0,00),
Zy(x,0,t) = Uy(x, t), dans Q x (0, 00),
Zo(2,0,t) = Vi(z, 1), sur Iy x (0,00),
(U(0),V(0)) = (0,0), dans QOxT,
(U,(0), Vi(0)) = (0,0), dans QO xT,
Zy(z,p,0) =0, dans Qx(0,1),
Zy(, p,0) =0, sur Iy x (0,1).
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En multipliant la premiere et deuxieme équation dans (2.95) par Uy et V;, respectivement, en

intégrant sur 2 et I'y et en sommant le résultat, on obtient

1d
2dt 2dt 2dt 2dt

(g1 (ue) — g1(Ur), Up) + 1y (g2(ve) — g2(y), Vt)r1

+uo (k1 (z1(x, 1,t)) — k1(Z1(x, 1, 1)), Uy)

Gl + 25 v + ||Vt||r1 IV2VIIE,

ity (ko (22(2,1,1)) — ko(Z2(z, 1,1)), Vt)Fl

= 0. (2.96)

De méme, en multipliant la troisieme et quatrieme équation dans (2.95) par respectivement 7,

et Zy et en intégrant le résultat sur 2 x (0,1) et I'; x (0,1), on obtient

s [ 170 do+ 3 (12 L0 = 10 0P} =0, (2.97)

s [ 1Al o 3 1% @10, — Wm0l =0 (29)

De (2.96), (2.97), (2.98) et en utilisant Cauchy-Schwarz, on trouve

S LN + IR + Vi, + 192V,

br / 12, (2, p, )| dp+ 7 / 12 .0l do

+1(g1(we) — g1(te), Up) + 1y (g2(0r) — 92(0), Vi)r,,
= —pug (k1(z1(x, 1,1)) — k1 (Z1(2, 1, 1)), Uy)

i ol 1,1)) — R Galie, 1,6), V),

1 1
5 0 (@ )7 + 5 1V (@917,

IN

% 1T (2, )1 + k1 (21 (2, 1,8) = ka (Za (2, LO) P (U (=, 8)]?

1 -
+5 IV (2, )lIp, + ka(z2(2, 1, 8)) — Ko (Za(z, L) g, Vi (2, )|, -
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ensuite, de la condition (2.13) et l'inégalité de Young (1.3), on obtient

1d

2 dt
! 2 ! 2

r / 124 (2, 8| dp+ 7 / ||Zz<x,p,t>||rldp}
0 0

< c{lIU (@, 1" + Vi (@, O)llp, + 120 (2, LOI” + 1122 (2, 1,0, }

{IGA* + VU + IVill, + IV V]I,

ou ¢ > 0, donc en intégrant cette derniere sur (0,¢) et en utilisant le lemme de Gronwall, on

conclut que

U+ IVUI + Vil + [V V12,

1 1
r / 12, (2. p )| dp + 7 / 12 (2, p. )% dp
0 0

= 0,

ce qui implique que (U,V, Z;, Z,) = 0.

Ceci acheve la preuve du Théoreme 2.1. m
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Chapitre 3

Comportement asymptotique de la

solution

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on démontre la stabilité d’'une équation d’ondes dans un domaine borné, en
présence d’un terme de retard non linéaire qui agit sur un amortissement interne non linéaire,
avec une condition de type Dirichlet homogene, sur une partie de la frontiere du domaine et
une condition de type Wentzell dynamique, sur 'autre partie de la frontiere, soumise elle aussi
a un amortisseur non linéaire et terme de retard non linéaire. En introduisant la fonctionnelle
d’énergie E(t), une fonctionnelle de Lyapunov L(t) appropriée et en estimant cette derniere,

on obtient

L'(t) < —dE(t) + 51/ [|ut|2 + |g1(ut)|2} dx + 62/ [|vt|2 + |92(Ut)|2} do, pour tout t >0,
Q r

1

ou d, ¢; et ¢y sont des constantes positives. En prenant en considération des hypotheses
adéquates, on établie un résultat de décroissance général a partir duquel la décroissance expo-

nentielle et la décroissance polynomiale ne sont que des cas particuliers, notamment

E(t) < wi H (wat + ws), pour tout t > 0, (3.1)
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ott H; ' est une fonction dans laquelle la formule précédente (3.1) vérifie (0.1), avec H; *(t) =

o(t), ou ¢(t) est une fonction arbitraire.

3.2 Décroissance générale de ’énergie

3.2.1 Fonctionnelle de type Lyapunov L(t)

La méthode de Lyapunov est basée sur la construction d’une fonctionnelle £(t), qui vérife les

propriétés (0.2) et (0.3). On pose
L(t)=NE(t)+ F(t)+ L(t) + Ix(t),

ou

F(t) :/utuda:—l—/ vvdo, (3.2)
Q r

() = /Q ( /0 LR p,t))d,o) iz, (3.3)

L(t) = /F | ( /0 T AP t))dp) do (3.4)

et N est une constante positive appropriée a choisir dans la suite.

3.2.2 Equivalence entre L(t) et ’énergie E(t)

En utilisant l'inégalité (2.10), l'inégalité de Young (1.3) et celle de Sobolev-Poincaré (1.1), on

montre une équivalence entre 'énergie E(t) et la fonctionnelle L£(¢).

Lemme 3.1 Pour N assez grand, il existe deux constantes positives By et Bsy, telles que
B1E(t) < L(t) < BoE(t)  pour tout t > 0. (3.5)

Preuve. On considere la fonctionnelle H définie par :
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H(t) = L(t)— NE(t)

= F(t)+ L(t) + L(t)

et on montre que

~

[H{)| < CEQ),

ou C' est une constante positive.

En utilisant (3.2), (3.3) et (3.4), on obtient

/utudx /vtvda
Q '

1
/ (/ e_QTpKl(zl(:E,p,t)dp> dx
o \Jo

1
[ ([ e Ratiataptids ) do
r, \Jo

Ensuite grace a I'inégalité de Young (1.3), Sobolev-Poincaré (1.1) et (2.10), on obtient

[H()] < +

_|_

_|_

[H(1)]

IA

1
5 Ull® + ColIVull” + [lurlly, + X3 Vul*}

+/Q (/01 Kl(zl(:)s,p,t)dp) d:zc+/r1 (/OlKg(ZQ(x,p,t)dp) do

< CE(t),

ot C = max {1, (Cp+X0)s 25 %} .
C’est-a-dire :

L(t) - NE(t)] < CE(1),

qui s’écrit comme

~ ~

(N —C)E(t) < L(t) < (N + C)E(t).

Par conséquent, en choisissant N suffisamment grand, tel que B; = N —C>0et By =N +C >

0, on déduit (3.5). Ceci acheve la démonstration du Lemme 3.1. m
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3.2.3 Résultats préliminaires

Les trois lemmes suivants nous donnent des estimations de F”(t), I1(t) et I}(t).
Les estimations des dérivées des fonctionnelles F'(t), I;(t) et I5(t), nous permettent d’obtenir

une estimation de la dérivée de la fonctionnelle L(t).

Estimation de la dérivée de F(t):

Lemme 3.2 Soit (u,v, 21, 22) la solution de (2.15). On suppose que (H1) — (H3) sont vérifiées.

Alors, la fonctionnelle F(t) définie par (3.2), vérifie pour tout t > 0, l’estimation suivante :

F'(t) < Jlul? + [vell7, = cIVull* = V7ol 7,
—1—01/ |gl(ut)\2dx—|—61/ |/<:1(zl(x,1,t))|2dx
Q Q

+ ¢y |g2(vt)|2da—|—62/ |k2(z2(:c,1,t))|2 do, (3.6)
I

'

ou ¢, c1, Co, C1 €t Co sont des constantes positives.

Preuve. En dérivant la fonctionnelle F'(t), on obtient

F’(t) = / Uttudl' + HutHQ +/ /UttUdO' + Hthlz—‘l .
Q I'

En remplagant uy et vy par leurs expressions données dans (2.15) et en intégrant par parties,

on obtient 1’égalité suivante :

F'(t) = |lull® + lloelle, = 1Vull* = [Vrolp,
—ul/ugl(ut)dx—/,@/ukl(zl(x,l,t))dx
Q Q
—;/1/ Ugg(vt)da—,ué/ vka(z2(z, 1,t))do. (3.7)
I'1

I

En utilisant les inégalités de Young (1.3) et de Sobolev-Poincaré (1.1), (3.7) est estimée pour
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tout € > 0, par

F'(t) < Jul?+ vz, = IVrollg,
— [1—e(Cplpr + p2) + N(h + 1)) |Vl

/’gl ut‘ dx + 2/|k1<zl(x717t))’2dx
1

+—= ]gQ(vt)] do + —= Ha

1,1)))? .
48 1"1 45 Fl‘kQ(ZQ(‘Z” 7t))| do—? (3 8)

en choisissant 0 < & < (3.8) nous donne (3.6). Ce qui termine la preuve du

1
Cp(p1+p2)+A2(ph+1h)

Lemme 3.2. m

Estimation de la dérivée de I (t):

Lemme 3.3 Soit (u, v, 21, 22) la solution de (2.15). On suppose que (H1) — (H3) sont vérifiées.

Alors, la fonctionnelle I,(t) définie par (3.3), vérifie pour tout t > 0, lestimation suivante :

e < _2/ (/01 TR (2 (2 p, t))dp) da

( ) )) %/S)Kl(ut)dm- (3.9)

Preuve. En dérivant [;(t) et en utilisant la troisieme équation dans (2.15), on obtient

o = /Q < /0 162Tp(zl)t(x,p,t)k1(zl(x,1,t))dp> iz
= 2 [([ et ptmteate )
_ __// *2Tp K (e (. .0

_ ! / / { _ZTpKl(zl(m,p,t))+276_2TpKl(zl(ar,p,t))} dpdz
_ __/Q[ TK (1 (2 1,1)) — Ko ()] d:v—Q// 20 (2, p, 8))dpd,

T

51



Comportement asymptotique de la solution

qui s’écrit comme

I(t) < —2/Q (/01 e P K (z1(x, p, t))dp) dx

—27 1
c /Kl(zl(a:,l,t))dx—l——/Kl(ut)dm.
Q T Ja

T

D’ou (3.9). Ceci acheve la preuve du Lemme 3.3. m

Estimation de la dérivée de Iy(t):

Lemme 3.4 Soit (u,v, 21, 22) la solution de (2.15). On suppose que (H1) — (H3) sont vérifiées.

Alors, la fonctionnelle I5(t) définie par (3.4), vérifie pour tout t > 0, lestimation suivante :

I(t) < —2/F1 (/01 2P Ky (29(2, p, t))dp) do

6—27'

1
KQ(ZQ(Q?, 1, t))dU + — Kg(’l}t)da. (310)
T m T r,

Preuve. Elle s’obtient de la méme maniere que celle du Lemme 3.3. m

Une estimation de la dérivée de la fonctionnelle L(t):

En combinant le lemme 3.2, le lemme 3.3 et le lemme 3.4, on obtient

Lemme 3.5 Soit (u,v, 21, 22) la solution de (2.15). On suppose que (H1) — (H3) sont vérifiées.

Alors, L'(t) vérifie l'estimation suivante :

L'(t) < —dE(t) + 61/ (e * + g1 (ue)[*] dow + 52/ [[ve]” + |g2(v:)*] do,  pour tout t >0
Q I
(3.11)

ot d, ¢1 et ¢y sont des constantes positives.
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Preuve. D’apres (2.27), (3.6), (3.9) et (3.10), on a

L'(t) = NE'(t)+ F'(t)+ I (t) + I5(t)

—Nalfutgl(ut)dx—]\fag/ vigo(vy)do
Q 'y

IN

—Nag/ﬂzl(x,1,t))k1(zl(x,l,t))d:v—Na4/F 2o(x, 1,))ka(20(z, 1,t))do

1

CIVolE = Va4 e / [l? + gn ()] d
Q

+61 |]€1(21($,17t))|2dl’+02/ [|Ut|2+ |92(Ut)|2} do

Fl Fl

5 |k2(22($,1,t))|2d0—2/ﬂ (/1 e 2P K (21 (2, p, ))d;;) d

-2 f | ( / Ry (ol . 1)) )

—27
Ky(z(x,1,t))do + — /K1 ug) dx—l— Ks(vy)do.

e
I

) Y

T I

Ensuite, en utilisant (2.13) et (2.14), on obtient

L'(t) < — (Nal — %) /Qutgl(ut)dac — (Na2 — %) /1“1 vige(vy)do

6—27'
— (Na3+a1 —615) / 21(x, 1,8)) k1 (21 (2, 1,t))dx
T Q
6—27'
- (Na4+a1 _625) / Zz(iE,l,t))k’Q(Zg(l',1,t))d0'
T I

1
_ HVﬂ)H%1 —c||Vul® - 2/ (/ e P Ky (21 (2, p, t))dp> dx
o \Jo

—Q/FI (/01 eQTpKQ(ZQ(x,p,t))dp) da—i—cl/Q leaol? + gn () 2] de
+¢ /F1 [[oi* + g2(ve) |P] do.

En choisissant N suffisamment grand tel que

(Na; — %) >0,
(Naz — 22) >0
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¢

Ceci acheve la démonstration du Lemme 3.5. =

on déduit (3.11), ot d = 2min (17 07 —Tz 6_27) ‘

Il reste & estimer les termes [, [Jus| + |g1(us)[*] do et I, [[ve]” + |g2(v:)P] do. Pour cela,

comme dans [45], on considére les partitions de €2 et I'; suivantes :

QFt={zxeQ : |w|>€}, QO ={zxecQ : |u| <},
{ | t| = } { | t| } (3.12)
If={zel : |u>€}, TT={zely : |y| <€},

ou € est un réel positif, défini dans I'hypothese (H1).
Maintenant, on est en mesure d’énoncer et de démontrer le résultat principal du comporte-

ment asymptotique.

Théoréme 3.1 Supposons que les hypothéses (H1) — (H3) sont vérifiées. Alors, il eziste
des constantes positives wy, we, ws et £g, telles que pour toute solution (u,v,z,z9) de (2.15),

I’énergie correspondante E(t) satisfait :

E(t) < wi H{ ' (wat 4+ ws) , pour tout t >0, (3.13)

Hy(t) = /t f(s)ds, (3.14)

H, est strictement décroissante et convexe sur (0,€] avec thmoHl (t) = 400 et
—

t st H est linéaire sur [0, €],
Hy(t) =

tH'(got) si H'(0)=0 et H" > 0 sur )0, ¢€].

Preuve. De la partition (3.12), en utilisant (2.11) et (2.27), il s’ensuit que

/ [Jue)? + |g1 (w)|?] d < 771/ ugy (ue)de < —m E'(t), (3.15)

Q+ Qt

/+ [0 + |g2(ve)[*] do < g /+ vega(ve)do < —ne B (1), (3.16)
Fl Fl
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ou 7 et 12 sont deux constantes positives.

Cas 1 : H est linéaire sur [0, €.

Dans ce cas, on peut facilement vérifier qu’il existe deux constantes positives 5y et s, telles
que

Bulsl < lgi(s)| < Bols| Vsl < ¢, i=1,2,

par conséquent, en utilisant cette double inégalité, on obtient

/ [luel* + 191 (us)|*] d < 77'1/ urgr (ur)dz < —1y E'(2), (3.17)
0 .

ou 7} est une constante positive.

De la méme maniere, on trouve pour 75 > 0

/ (ol + 1g2(vp)[*] do < 775/ vig2(v)do < —nh E'(). (3.18)

Iy Iy

En réinjectant (3.15), (3.16), (3.17) et (3.18) dans (3.11), on déduit
[L(t) +nE(t))] < —dHy(E(t)) pour tout ¢ >0, (3.19)

oun=_¢ci(n +ny) + é(n+nb) et d est donnée dans la preuve du Lemme 3.5.

Dans tout ce qui suit, on prend Cj, @ et C] des constantes génériques positives Vi = 1, ..., 5.
Cas 2: H'(0)=0 et H” > 0 sur ]0,¢].

Comme H est convexe et croissante, H ' est concave et croissante. En vertue de (2.12),

I'inégalité de Jensen inversée pour une fonction concave et (2.27), il s’ensuit que

| P +latwP)de < [ g,

1
<ioi (g [ wanteotr),

< CLH '(—=CE'(1)). (3.20)
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De méme, on obtient

/F [0l + lga(w)?] do < CH (—CLE'1)). (3.21)

1

Une combinaison de (3.11), (3.15), (3.16), (3.20) et (3.21), donne
[L(t) + s E(t)] < —dE(t) + CsH Y (=CLE'(t)) t >0, (3.22)

ou 13 = ¢1M1 + ¢112.

En rappelant que E'(t) <0, H"(t) > 0 sur |0, €] et en utilisant (3.22), on obtient

[H' (0 B()) {L(t) + 1 E(t)} + C3C3E(t)]
= B () H" (0B (1)) (L(E) +nsE(t))

FH (20 E(8)) {L/(t) + 15E (1)} + C3CLE'(t)

IN

—dH' (0 E(t) B(t) + C3H'(co E(t)) H (—CLE' (1)) + C3CLE' (1),

Ensuite grace au Lemme 1.6 avec

H*(s) = s(H')'(s) — H[(H)"'(s)], pour tout s > 0,

la fonction conjuguée de H dans le sens de Young, on trouve

[H'(c0E(t) {L(t) + 1 B(t)} + C3C3B(t)]

< —dH'(20E(t)E(t) + CsH* (H'(s0E(1))) .

Maintenant, de la relation (1.4) dans le Lemme 1.6 avec H*, le fait que H'(0) = 0 et (H')™},

H sont des fonctions croissantes, cela donne

H*(s) < s(H) '(s), Vs>0, (3.23)
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par conséquent, en utilisant (3.23), on obtient pour gy > 0 assez petit

[H'(c0E(t) {L(t) + 15 B(t)} + C3C3B(t)]

< —dH'(eoE(t))E(t) + CsH' (g E(t))eo E(t)
< —CyH'(0E(t)E(t) = —CyH(E(1)). (3.24)
Soit
E(t) _ L(t) +nE(t), si H est linéaire sur [0, '],

H'(eoE (1)) {L(t) + n3E(t)} + C3CLE(t), st H'(0) =0 et H” > 0 sur |0, €].

Grace a (3.19) et (3.24), il s’ensuit que

L) < —CsHo(E(t)), V>0 (3.25)

D’un autre coté, apres avoir choisis N > 0 suffisamment grand, on peut obsérver du Lemme
3.1 que L(t) est équivalente & E(t). Donc, L(t) est aussi équivalente & E(t).

Par le fait que Hy est croissante, on obtient
L(t) < —CsHy(L(1)), vt > 0. (3.26)

Notant que H| = —HLQ, on déduit de (3.26)

C'(t)H! (E(t)) >Cs, V>0

Une simple intégration sur (0, ), donne

Hi(L(t)) > Hy(L(0)) + Cst, Vit >0,

ensuite, en exploitant le fait que H; ' est décroissante, on trouve

L(t) < H' [H(L(0)) + Cst|, vt >0.
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Par conséquent, 1’équivalence entre L, L et E, donne 'estimation
Et) <w H{ ' (wot +w3), V>0,

Ceci acheve la preuve du Théoreme 3.1. =

3.3 Exemple d’application

Pour illustrer notre résultat de stabilité (Théoreme 3.1), on donne I'exemple suivant :

Soient g; et gs, les fonctions définies dans 'hypothese (H1), données par :

91(8) = ga(s) = sp(—Ins)q,

oup>1etgeRsur (0,€], avec € le réel positif, défini dans ’hypothese (H1).
Alors,

gi(s) = ga(s) = 8" (= Ins)" (p(—Ins) — q),

qui sont des fonctions croissantes dans le voisinage de droite de 0 (si ¢ = 0, on peut prendre

La fonction H est définie dans le voisinage de 0 par
ptl q
H(s)=cs'z (—Iny/s)".
On a
/ p-1 -1 (p+1 q .
H'(s)=cs 2 (— In \/5) 5 (— In \/5) ~3 quand s est dans le voisinage de 0.

Donc

pt1 — 1
Hs(s) = cs'T (— In \/E)q ! (Z% (— In \/5) — g) quand s est dans le voisinage de 0.
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De cette derniere égalité et d’apres la formule (3.14), on obtient que

! 1
Hlt = ¢ ptl -1 1
0 -] E R E D

Vi p—2
= c/l‘f (In 2)71 51%1 nz—9) dz quand t est dans le voisinage de 0. (3.27)

Par conséquent, (3.27) nous donne dans un voisinage de 0 :

-1
(2ot ()

si p>1,
Hi(t) =19 e¢(-Int)' 9 si p=1, ¢<1,

c¢(In(=Int)) si p=1, ¢=1,

ce qui implique que dans un voisinage de +o00, on obtient

__2 —2a
ct"71(Int) 71 si p>1,
1

Hi'(t) =X ce ™ sip=1,qg<]1,

ce si p=1,q¢g=1.

Ainsi, d’apres (3.13), on déduit
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Conclusion et perspectives

Conclusion

Dans cette these, on a stabilisé dans un ouvert borné, une équation d’ondes avec un retard
non linéaire agissant sur un amortisseur interne non linéaire, avec une condition dynamique
de type Wentzell, en présence elle aussi d’amortisseur et retard non linéaires sur une partie
du bord et sur I'autre partie, on a considéré une condition de Dirichlet homogene. Sous des
hypotheses convenables sur les données initiales (déplacements ug et v, les vitesses initiales u,
et vy et historique de la vitesse fy, et fo,), sur les coefficients d’amortissement g1 et p} et les
coefficients de retard po et uj, on a démontré :

(i) L’existence globale et 'unicité d’'une solution faible pour le systeme considéré dans
des espaces fonctionels convenables.

(ii) Une stabilité de type général, en utilisant la méthode de Lyapunov, on a démontré
I'existence de trois constantes positives wy, wy et w3, dépendantes uniquement des données uy,

U1, Vo, V1, fo, €t fo, telles que I'énergie du systeme vérifie ’estimation

E(t) <w H; ' (wot +ws), pour tout t > 0.
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Perspectives
En ce qui concerne les perspectives, de nombreuses questions sont encore ouvertes.

(i) Il serait intéressant de poursuivre cette étude pour le probleme de Wentzell dans le cas

particulier d’'un amortisseur de friction au bord linéaire suivant :

e — Au~+ p1gr(ug) + prage(u(t — 7)) =0, dans © x (0, 00),
vy + Ou — Apv + v, = 0, sur I'; x (0, 00),
u=v, sur ' x (0, 00),
u=0, sur Ty x (0,00), (3.28)
(u(0),v(0)) = (uo, vo), dans QxT,
(u(0), v¢(0)) = (u, 01), dans QT
| w(z,t — 1) = folx, t — 1), dans  Q x (0,1),
avec
fo < fh (3.29)

et les mémes hypotheses sur €2 et sa frontiere I' ainsi que les fonctions g; et go, posées

dans [34].

(ii) On propose d’étudier le systeme couplé ondes/Wentzell avec amortisseurs et termes de
retards non linéaires mais cette fois-ci, en considérant les mémes fonctions pour les amor-

tisseurs et retards, c’est-a-dire :

gy — Au+ pygr(ug) + pegr(u(t — 7)) =0, dans 2 x (0,00),
Uy + Opu — Apv + 1y go(vy) + phge(ve(t — 7)) =0, sur Ty x (0,00),
u=uv, sur T x (0, 00),

< u =0, sur T’y x (0, 00), (3.30)
(u(0),v(0)) = (uo; vo), dans QxT,
(u:(0),v:(0)) = (ur,v1), dans QxT,
up(w,t —7) = fo,(x,t —7), dans Q x (0,1),

| vi(@,t —7) = fo, (2, t —7), sur T’y x (0,1),
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avec

M2 <
(3.31)
py <4
et ) est un ouvert borné de R" de frontiere réguliere I' = 09, [y et I'; forment une

partition de la frontiere I', avec I' = Ty U T et § = Ty N T'; et des hypotheses sur g; pour

i = 1,2, introduites dans [9].

(iii) En plus, on propose d’étudier le comportement asymptotique de la solution (si elle existe)

du systeme :

g — Au~+ pogr (ug) + / w(s)ge (ug (x,t —s))ds+ fi(u) =0 dans Q@ x Ry,

T1

o2
Ui + 2% — Apv 4 Aogr (v) + / A(s) g2 (v (z,t —s))ds+ fo(v) =0 dans I'y x Ry,

o1

u=0 sur 'y x Ry,
u=7v surl xRy,
u(z,0) =ug(z), w(x,0)=wuy(x) dans,
v(z,0) =v9(x), v(x,0)=wv(z) dansTIy,

u (x, —t) = ho (x,t) dans Q x |0, [,

v (z, —t) = hy (x,t) dans T'y x |0, 09],
(3.32)

ou €2 est un ouvert borné de R™, n > 1, avec un bord régulier 02, 0 < 71 < 7, 0 <
01 < 09, [y et Ag sont deux constantes positives, u et A sont deux fonctions bornés. Les
fonctions u; (z), v; (x), h; (x,t), i = 0,1, appartiennent a des espaces convenables. Par
exemple, on peut prendre le cas particulier suivant pour les fonctions f; et fo, globalement
Lipschitziennes, i.e., f; € C*(R), i = 1,2, et il existe des constantes ¢;, ca > 0, p > 1 et

(n —2)p < n, telles que :

pour tout sy, sy € R,
1fi(s1) = fi(s2)] < er(X+ |s1P7" + [sof 1) 51— 82l (3.33)

|fa(s1) = fa(s2)] < (X4 |51/~ + 52" 71) [s1 — 5o
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