
N◦ d’ordre : 109/2021-C/MT
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Décroissance générale de l’énergie pour un problème
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Remerciements
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Résumé

L’objectif principal de cette thèse est d’étudier l’existence, l’unicité d’une solution faible

globale et le comportement asymptotique de cette solution d’une équation d’ondes dans un

ouvert borné Ω de Rn, (n ≥ 2), avec un bord régulier Γ = ∂Ω, divisé en deux sous-ensembles

ouverts disjoints Γ0 et Γ1.

Sur Γ0, on considère une condition de Dirichlet homogène et sur Γ1, on considère une condition

aux limites de type Wentzell dynamique. Deux dissipations et deux retards non linéaires sont

localisés à l’intérieur de Ω et sur la partie Γ1 de sa frontière.

Dans un premier temps, on démontre l’existence et l’unicité d’une solution faible, globale du

problème, en utilisant la méthode standard de Faedo-Galerkin. Ensuite, on analyse l’influence

des amortisseurs et termes de retard sur le taux de décroissance de l’énergie associée au système.

Pour cela, on utilise la méthode de l’énergie perturbée en introduisant une fonctionnelle de

Lyapunov convenable, sous des hypothèses appropriées sur les fonctions des amortisseurs et

termes de retard et en exploitant certaines propriétés des fonctions convexes, on obtient un taux

de décroissance de type général, à partir duquel les décroissances exponentielle et polynomiale

ne sont que des cas particuliers. Enfin pour illustrer cette décroissance, on termine par un

exemple d’application.

Mots-clés : Equation d’ondes, condition de Wentzell dynamique, amortisseurs non linéaires,

termes de retard non linéaires, fonction de Lyapunov, convexité, décroissance générale.
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Abstract

The main objective of this thesis is to study the existence and the uniqueness of a global

weak solution and the asymptotic behavior of a wave equation in a bounded open Ω of Rn,

(n ≥ 2), with a smooth boundary Γ = ∂Ω, divided into two open disjoint subsets Γ0 and Γ1.

On Γ0, we consider a homogeneous Dirichlet condition and on Γ1, we consider a dynamic

Wentzell type boundary condition. Two dissipations and non linears delay terms are localised

in Ω and on Γ1.

In a first step, we prove the existence and uniqueness of a weak, global solution to the problem,

using the standard Faedo-Galerkin method. Next, we analyze the influence of the dampings

and delay terms on the rate of energy decay associated with the system. For this, we use the

disturbed energy method by introducing a suitable Lyapunov functional, under appropriate

assumptions on the functions of the dampings and delay terms and by exploiting certain prop-

erties of the convex functions, we have obtained a general decay rate, from which exponential

and polynomial decays are only special cases. Finally, to illustrate this decay, we end with an

example of application.

Keywords : Wave equation, dynamic Wentzell condition, nonlinear dampings, nonlinear

delay terms, Lyapunov function, convexity, general decay.
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Notations

Dans tout ce qui suit, on utilisera les notations suivantes :

Ω : un ouvert borné de Rn de frontière règulière Γ = ∂Ω.

Γ0, Γ1 : forment une partition de la frontière Γ, avec Γ = Γ0 ∪ Γ1 et ∅ = Γ0 ∩ Γ1.

ν = (ν1, ν2, ..., νn) : le vecteur unitaire normal à Γ, orienté vers l’extérieur de Ω.

∇u =
(
∂u
∂x1
, ∂u
∂x2
, ..., ∂u

∂xn

)
: le gradient de la fonction u.

4u =
∑n

i=1
∂2u
∂x2
i

: le Laplacien de la fonction u.

∂νu : est la dérivée normale de la fonction u.

v : est la fonction u sur la frontière Γ (u = v, sur Γ) .

∇Tv =
(
∂T v
∂x1

, ∂T v
∂x2

, ..., ∂T v
∂xn

)
: le gradient tangentiel de la fonction v.

divT∇Tv : est la divergence du champ vectoriel ∇Tv.

∆Tv : l’opérateur Laplace Beltrami avec ∆Tv = divT∇Tv sur Γ1.

Ck (Ω) : espaces des fonctions k fois continûments différentiables sur Ω, (k ∈ N) .

C∞0 (Ω) : espaces des fonctions indéfiniment dérivables à support compact.

Lp (Ω) : espace de Lebesgue 0 ≤ p ≤ ∞.

D′ (Ω) : espace des distributions.

Wm,p (Ω) , Hm (Ω) : espaces de Sobolev, 0 ≤ p ≤ ∞; m ∈ N; (Hm (Ω) := Wm,2 (Ω)) .

Wm,p
0 (Ω) , Hm

0 (Ω) : L’adhérance de C∞0 (Ω) dans Wm,p (Ω) , respectivement dans Hm (Ω) .

H1
Γ0

(Ω) , H1(Γ1) : sont des espaces de Sobolev.

(., .), (., .)Γ1
: sont les produits scalaires usuels des espaces L2 (Ω) et L2(Γ1), respectivement.

‖.‖, ‖.‖Γ1
: désignent les normes usuelles des espaces L2 (Ω) et L2(Γ1), respectivement.

→ : la convergence forte.

⇀ : la convergence faible.

∗
⇀ : la convergence faible étoile.

↪→ : injection continue.

↪→c : injection compacte.

⇔ : équivalence.

p.p : presque partout.

∀ : pour tout.
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Introduction générale

Le fonctionnement des structures mécaniques crée un phénomène de vibrations. Généralement,

ces vibrations sont indésirables, car elles ont une mauvaise influence sur le fonctionnement et la

durée de vie des structures. Elles peuvent engendrer des fractures, de mauvais fonctionnements,

une usure ou même l’endommagement des structures. De plus, elles peuvent constituer un dan-

ger pour l’utilisateur. Les excitations dynamiques causant ces vibrations sont nombreuses. Elles

proviennent, soit de l’environnement extérieur (sol, atmosphère, eau, contacts ou chocs avec

d’autres structures), soit de dispositifs internes mobiles (machines intégrées à la structure...).

La suppression ou au moins la réduction de ces vibrations est un problème majeur dans les

domaines de l’ingénierie, notamment la robotique. Au cours des dernières années, la stabilisa-

tion des équations aux dérivées partielles, modélisant ces phénomènes, a attiré l’attention de

nombreux auteurs et est devenue un domaine de recherche très actif.

Un problème d’équations aux dérivées partielles consiste à se donner, en plus des équations

proprement dites, soit des conditions initiales, soit des conditions aux limites, soit les deux,

à voir si une solution existe, si elle est unique, si elle dépend régulièrement des données et

à chercher des algorithmes de calculs. On parle alors, suivant les différentes situations, de

problème de Cauchy bien posé ou de problème bien posé au sens de Hadamard.

Dans cette thèse, on étudie la stabilisation de l’équation d’ondes non linéaire avec une

condition aux limites de type Wentzell dynamique (WBC en abrégé), soumise à un retard non

linéaire dans un feedback (amortisseur) non linéaire. Elle décrit les vibrations dans un corps

flexible avec une fine couche limite de haute rigidité sur sa frontière. On cherche à déterminer

le comportement asymptotique de l’énergie, notée par E(t), étudier sa limite afin de déterminer

si cette dernière est nulle ou pas et si cette limite est nulle, donner une estimation de la vitesse

viii



Introduction générale

de sa décroissance vers zéro. Il existe plusieurs types de stabilité, le premier type consiste à

analyser simplement la décroissance de l’énergie des solutions vers zéro, c’est-à-dire :

E(t)→ 0 lorsque t→ +∞,

c’est ce qu’on appelle la stabilité asymptotique forte. Cette notion a été utilisée par : C. M.

Dafermos [21], F. Conrad et M. Pierre [20], A. Haraux [32]. Souvent, le calcul direct de la

limite de E(t) lorsque t tend vers l’infini est très difficile. Une autre méthode pratique, est de

majorer E(t) par une fonction φ : [0,+∞[ −→ [0,+∞[, c’est-à-dire :

E(t) ≤ φ(t) pour tout t ≥ 0, (0.1)

telle que lim
t→+∞

φ(t) = 0. C’est ce qu’on appelle la stabilité uniforme. Différents types de stabilité

sont envisagés selon la fonction φ(t). Cette notion a été utilisée par V. Komornik [44], J. E.

Lagnese [48], M. Tucsnak [75].

On cite trois types de stabilité, ordonnés de la plus forte jusqu’à la plus faible : la stabilité

de type exponentielle, la stabilité de type polynomiale et la stabilité de type logarithmique.

Guesmia [30] a étudié ces types de stabilité et à montrer quelques inégalités intégrales utiles

pour l’application à la stabilisation des systèmes distribués non dissipatifs.

i) Stabilité de type exponentielle : C’est le cas pour φ(t) = A exp(−αt), où A et α

sont des constantes positives. La formule (0.1) s’écrit sous la forme suivante :

E(t) ≤ A exp(−αt) pour tout t ≥ 0,

que l’on peut démontrer par la méthode directe de Lyapunov, dite de l’énergie, qui est basée

sur la recherche d’une fonctionnelle L(t), qui satisfait les propriétés suivantes :

λ1E(t) ≤ L(t) ≤ λ2E(t) pour tout t ≥ 0, (0.2)

et

L′(t) ≤ −δE(t) pour tout t ≥ 0, (0.3)

ix



Introduction générale

où λ1, λ2 et δ sont des constantes positives.

ii) Stabilité de type polynomiale : C’est pour φ(t) = B

(1+t)β
, la formule (0.1) s’écrit sous

la forme suivante :

E(t) ≤ B

(1 + t)β
pour tout t ≥ 0, (0.4)

où B et β sont des constantes positives. C’est une stabilité moins rapide que celle du type

exponentielle. La formule (0.4) est obtenue en considérant (0.2) et la formule suivante :

L′(t) ≤ −δEp(t) pour tout t ≥ 0,

où δ > 0 et p > 1.

iii) Stabilité de type logarithmique : C’est lorsque φ(t) = C
(log(2+t))γ

, la formule (0.1)

devient

E(t) ≤ C

(log(2 + t))γ
pour tout t ≥ 0, (0.5)

où C et γ > 0. C’est une stabilité moins rapide que celle du type polynomiale. La formule

(0.5) est obtenue par la considération de (0.3) et la formule suivante :

L′(t) ≤ −δEp+1(t) exp

(
− ω

Ep(t)

)
pour tout t ≥ 0,

où δ, ω > 0 et p ≥ 1.

Dans notre travail, on considère des dissipations de type assez général dans lesquelles ces

trois types de stabilité, ne sont que des cas particuliers.

Il est intéressant et important d’explorer les comportements asymptotiques quantitatifs des

solutions pour une équation d’ondes avec la condition aux limites de Wentzell, sous réserve

d’amortissements non linéaires et termes de retard.

On mentionne ici qu’à notre connaissance, il n’y a pas de résultats d’existence et de

décroissance générale concernant l’équation d’ondes avec des conditions aux limites de type

Wentzell dynamiques, en présence de termes de retard non linéaires.
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Introduction générale

0.1 Notes historiques

On rappelle d’une manière brève quelques phases qu’a connu la notion de stabilisation sans

vraiment rentrer dans les détails, on prétend que cet aperçu historique est exhaustif.

0.1.1 Les travaux de C. S. Morawetz

En 1959, en analysant l’expression explicite de la solution obtenue par séparation des variables

de l’équation d’ondes dans un domaine non borné de R3, C. Wilcox [78] a réussi à montrer que

l’énergie locale décrôıt de manière exponentielle quand le temps tend vers l’infini. Avec des

hypothèses plus générales que celle de C. Wilcox, en 1961, C. S. Morawetz [63] a montré que

l’énergie locale décrôıt comme l’inverse du temps. En combinant leurs méthodes, P. D. Lax, C.

S. Morawetz et R. S. Phillips [53] ont prouvé en 1963, que l’énergie locale associée à la solution

de l’équation d’ondes dans un domaine de R3, extérieur à un domaine étoilé décrôıt de manière

exponentielle quand le temps tend vers l’infini.

0.1.2 Les travaux de G. Chen et J. Lagnese

En se basant sur les travaux de C. S. Morawetz [63] sur l’équation d’ondes dans un domaine

extérieur, D. L. Russell [72] a conjecturé, en 1974 un phénomène analogue pour l’équation

d’ondes dans un domaine borné. Le premier résultat positif concernant la conjecture de Russell,

a été obtenu en 1979 par G. Chen [17]. Ensuite, en adaptant la technique des multiplicateurs

utilisée par C. S. Morawetz, W. A. Strauss et J. U. R. Alston, dans les domaines extérieurs, G.

Chen [16] a amélioré les résultats obtenus dans [17]. (Voir aussi Lagnese [47]).

0.1.3 Les travaux de I. Lasiecka et R. Triggiani

En 1987, en utilisant des méthodes différentes de celles de Chen et Lagnese, I. Lasiecka et R.

Triggiani [51] ont pu redémontrer les résultats de Chen et Lagnese pour l’équation d’ondes avec

une condition de Dirichlet non homogène sur tout le bord.
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Introduction générale

0.1.4 Les travaux de V. Komornik et E. Zuazua

En 1987, V. Komornik et E. Zuazua ont allégé la condition aux bords de G. Chen en la

remplaçant par une autre condition, ce qui a permis, en principe de généraliser les résultats

de Chen et Lagnese au domaine à bords réguliers et connexes, mais au prix de modifier la

condition aux limites.

0.1.5 Les travaux de J. Lions

En 1986, Lions a élaboré une méthode générale de stabilisation exponentielle pour tous les

systèmes linéaires réversibles exactement contrôlables. Son procédé repose essentiellement sur

la théorie du contrôle et de la méthode de pénalisation. Mais il ne donne aucune méthode

explicite pour construire l’opérateur de feedback, ni l’estimation sur le taux de décroissance de

l’énergie.

0.2 Les problèmes de Wentzell

Les problèmes de Wentzell sont caractérisés par la présence d’opérateurs différentiels de même

ordre que l’opérateur principal. Ces problèmes interviennent dans la modélisation de nombreux

phénomènes :

• Mécaniques comme l’élasticité.

• Physiques comme les processus de diffusion ou la propagation des ondes.

Les conditions de Wentzell sont obtenues par des méthodes asymptotiques à partir de

problèmes de transmission, voir [54]. La condition

∂νu−∆Tu = g sur Γ

pour l’équation

−∆u+ u = f dans Ω

xii



Introduction générale

a été introduite par Wentzell (Ventcel) pour des processus de diffusion [77]. Elle fait intervenir

des dérivées tangentielles d’ordre deux. Elle modélise l’échange thermique du corps Ω avec le

milieu ambiant en présence d’une fine pellicule, très bonne conductrice, sur la surface du corps.

La question de la stabilité des solutions des problèmes de Wentzell a beaucoup attiré

l’attention, au cours des trois dernières décennies. A cet effet, voir par exemple, les travaux

suivants [13, 14, 15, 18, 19, 33, 40, 42, 43, 58, 65, 76, 79, 80] et les références qui figurent pour

les travaux associés.

Le problème de Wentzell a été étudié par Khemmoudj et Medjden [42]. Dans cet article, les

auteurs ont prouvé la stabilité exponentielle en considérant un feedback linéaire localisé a(x)ut,

agissant dans la première équation, en suivant les idées introduites par Zuazua [85] combinées

avec de nouveaux outils.

Les résultats précédents mentionnés ci-dessus, ont été développés par Cavalcanti, Khem-

moudj et Medjden [13], en considérant un problème de Wentzell avec des coefficients variables



utt +Au+ a(x)g1(ut) = 0, dans Ω× R+,

vtt + ∂u
∂νA

+ATv + g2(vt) = 0, sur Γ1 × R+,

u = v, sur Γ× R+,

u = 0, sur Γ0 × R+,

(u(0), v(0)) = (u0, v0), dans Ω× Γ,

(ut(0), vt(0)) = (u1, v1), dans Ω× Γ,

où a ∈ L∞(Ω), a(x) ≥ a0 > 0 p.p dans ω, ω ⊂ Ω est un sous-ensemble ouvert non vide de Ω,

a0 est une constante,

 Au = −div0(A(x).∇u),

ATu = −div0T (AT (x).∇u), [x1, ..., xn],

A = (ai,j) est une fonction matricielle, ai,j = aj,i sont des fonctions C∞ dans Rn, ∂u
∂νA

=∑n
i,j=1 ai,j

∂u
∂xj
νi, ν = (ν1, ..., νn)T est la normale unitaire de Γ, pointant vers l’extérieur de Ω, et

νA = A.ν, ils ont supposé que les opérateurs différentiels du second ordre A et AT satisfont cer-

taines conditions d’ellipticité uniformes, et ils ont obtenu une stabilisation uniforme en utilisant
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des méthodes de géométrie riemannienne. Cela a été fait en combinant de nouvelles estimations

d’énergie avec des méthodes géométriques riemanniennes dues à Lasiecka, Triggianai et Yao;

voir, par exemple [82] et [52].

Cavalcanti et al. [11] ont étudié la stabilisation de l’équation d’ondes avec des conditions

aux limites de type Cauchy-Ventcel :



utt −∆u+ a(x)g(ut) = 0, dans Ω× R+,

∂u
∂ν
−∆Tu = 0, sur Γ1 × R+,

u = 0, sur Γ0 × R+,

u(0, x) = u0, ut(0, x) = u1, dans Ω,

où Ω est un domaine borné dans Rn, (n ≥ 2) avec une frontière régulière Γ = ∂Ω. Soient Γ0

et Γ1 des sous ensembles fermés, non vides et disjoints de Γ, tels que Γ = Γ0 ∪ Γ1. Ce modèle

décrit les vibrations d’un corps avec une couche mince d’une grande rigidité sur sa frontière.

Un tel système a été d’abord étudié par Lemrabet [55], puis par Lemrabet et Teniou [56].

D’autre part, Cavalcanti, Lasiecka et Toundykov [15] ont étudié


utt −∆u+ a(x)g(ut) = 0, dans Ω× R+,

∂u
∂ν
−∆Tu+ u = 0, sur Γ× R+,

u(0, x) = u0, ut(0, x) = u1, dans Ω,

où Ω désigne un domaine borné de classe C2 dans R3, avec une frontière Γ; ∆T est l’opérateur

Laplace-Beltrami sur Γ. La fonction de feedback g est monotone croissante continue, g(0) = 0

et a(x) ∈ L∞(Ω) est une fonction régularisante non négative restreignant l’effet de g à un

sous-ensemble du domaine et les auteurs ont trouvé un problème dans un sous-ensemble de la

frontière statique de Wentzell, parce que la condition uniforme de Lopatinsky n’est pas satisfaite

par un tel système.

Dans le cas de la frontière de Wentzell, la situation est plus difficile, puisque l’énergie

”naturelle” inclut la norme H1 de Sobolev de la solution sur la frontière pour surmonter la

présence de l’opérateur de la frontière de Neumann, mais aussi pour établir une estimation de

coercivité de type inverse sur la norme de trace H1 de la solution.
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Dans [58], Li et Xiao ont étudié l’équation d’ondes linéaire avec des conditions aux limites

Wentzell de type dynamique, où une seule force de retour de vitesse agit sur la limite de

Wentzell, c’est-à-dire :



utt −∆u = 0, dans Ω, t ≥ 0,

u = 0, sur Γ0, t ≥ 0,

utt + ∂u
∂ν
− a∆Tu+ ut = 0, sur Γ1, t ≥ 0,

u(0, x) = u0, ut(0, x) = u1, dans Ω.

En utilisant la théorie des semi-groupes fortement continus d’opérateurs linéaires, ils ont prouvé

que les énergies des solutions sont fortement stables.

Dans [33], Heminna a montré que le feedback naturel n’est pas suffisant pour garantir la

décroissance exponentielle de l’énergie E(t) dans le cas de l’équation d’ondes aux conditions de

Wentzell.

Plus tard, Kasri et Heminna [39] ont considéré un système couplé ondes/Maxwell avec des

conditions de Wentzell :



utt −∆u+ ξcurlE = 0, dans Ω× (0,+∞) ,

εEt − curlH − ξcurlut = 0, dans Ω× (0,+∞) ,

µHt + curlE = 0, dans Ω× (0,+∞) ,

div(εE) = div(µH) = 0, dans Ω× (0,+∞) ,

H × ν + ξut × ν + (E × ν)× ν = 0, sur Γ× (0,+∞) ,

∂νu−∆Tu+ au+ ut = 0, sur Γ× (0,+∞) ,

u(0) = u0, ut(0) = u1, E(0) = E0, H (0) = H0, dans Ω,

où Ω est un ouvert borné de R3 avec une frontière Γ = ∂Ω de classe C2. u, E et H ∈

R3, représentent respectivement, le vecteur de déplacement, le champ éléctrique et le champ

magnétique. Il ont prouvé que l’énergie du système décrôıt exponentiellement, si Ω est stricte-

ment étoilé par rapport à l’origine. Leur méthode de preuve est basée sur la validité de certaines

estimations de stabilité, qui est obtenue en utilisant la méthode multiplicateur, et en utilisant

les idées de Eller, Lagnese et Nicaise [27].
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Li, Liang et Xiao [57] ont considéré le problème suivant :


utt −∆u+ γ(t)a(x)g0(ut) + f(u) = 0, dans Ω× (0,+∞),

u = 0, sur Γ0 × (0,+∞),

utt + ∂νu−∆Tu+ g1(ut) = 0, sur Γ1 × (0,+∞).

Ici, Ω est un domaine borné dans Rn, (n ≥ 2), avec une frontière régulière Γ, divisée en deux

sous ensembles fermés et disjoints Γ0 et Γ1, ν est le vecteur normal unitaire, exterieur à Γ, f(u)

représente un terme de force non linéaire et

a(x) ∈ L∞(Ω), γ(t) ∈ W1,∞
loc

(
R+
)

sont des coefficients non négatifs du terme d’amortissement g0(ut).

Les auteurs ont obtenu des taux de décroissance uniformes de l’énergie des solutions du

problème en termes d’exposants, associés à l’amortissement variant dans le temps. Ils ont

montré que la dynamique du comportement des solutions est stable sans aucune bifurca-

tion ni chaos et pour illustrer leurs résultats théoriques, ils ont proposé quelques simulations

numériques. En outre, dans [83], Zhang et Guo ont considéré l’équation d’onde semi-linéaire

avec un amortissement interne local et des conditions aux limites de Wentzell dynamiques avec

un terme mémoire :
utt −∆u+ f(ut) + ϕ1(u) = 0, dans Ω× (0,∞) ,

u = 0, sur Γ0 × (0,∞) ,

utt + ∂νu− c2∆Tu+ ut +
∫ t

0
g(t− s)∆Tu(s)ds+ ϕ2(u) = 0, sur Γ1 × (0,∞) .

L’estimation de stabilisation est plus difficile à obtenir car l’énergie physique du système con-

tient non seulement la norme H1 de Sobolev de la solution mais dépend également du terme

mémoire sur la frontière. Ils ont obtenu une stabilisation exponentielle, en construisant de

nouvelles fonctionnelles de Lyapunov et en utilisant des méthodes de multiplicateur.

Tout récemment, Khemmoudj et Aries [40] ont aussi étudié la décroissance uniforme de

l’équation d’ondes avec des conditions aux limites de Wentzell dynamiques avec un terme
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mémoire localisé interne et un amortisseur de frottement sur une partie du bord :



utt −∆u+
∫ t

0
g(t− s)div[a(x)∇u(s)]ds = 0, dans Ω× (0,+∞) ,

vtt + ∂νu−∆Tv + vt = 0, sur Γ1 × (0,+∞) ,

u = v, sur Γ× (0,+∞) ,

u = 0, sur Γ0 × (0,+∞) ,

(u(0), v(0)) = (u0, v0) , dans Ω× Γ,

(ut(0), vt(0)) = (u1, v1) , dans Ω× Γ,

où a : Ω −→ R est une fonction non-négative et a ∈ C1 (Ω) telle que

a ∈ L∞ (Ω) , a(x) ≥ a0 > 0, p.p dans ω,

ω ⊂ Ω est un sous-ensemble ouvert non vide de Ω, a0 est une constante et

|∇a(x)|2 ≤ α2
1 |a(x)| , ∀x ∈ ω,

pour une constante positive α1. Ils ont montré qu’un terme mémoire localisé agissant dans la

première équation combiné avec une dissipation frictionnelle agissant dans la deuxième équation

sont suffisamment fort, via le processus de transmission (u|Γ = v), pour assurer la stabilité ex-

ponentielle de l’ensemble du système, en construisant une fonctonnelle de Lyapunov convenable.

0.3 Les problèmes avec des effets de retard

Le retard est la propriété d’un système physique par lequel la réponse à une force appliquée est

retardée dans son effet, (voir Shinskey [73]). Chaque fois que du matériel, des informations ou

de l’énergie sont physiquement transmis d’un endroit à un autre, il y a un retard présent, un

retard dans la loi de feedback modélisant le décalage mécanique au temps. Des retards survi-

ennent si souvent dans de nombreux problèmes physiques, phénomènes chimiques, biologiques

et économiques, (voir Hadeler [31]).

Dans de nombreux cas, des retards arbitrairement petits dans le feedback peuvent déstabiliser
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le système (voir Nicaise et Pignotti [66], Nicaise et Valein [68], Nicaise et Pignotti [67], Xu et

al. [81]). Dans Nicaise et Pignotti [66], les auteurs ont examiné le problème suivant dans la

situation linéaire :



utt −∆u+ a(x)[µ1ut + µ2ut(t− τ)] = 0, dans Ω× (0,+∞),

u = 0, sur ΓD × (0,+∞),

∂u
∂ν

= 0, sur ΓN × (0,+∞),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), dans Ω,

ut(x, t− τ) = g0(x, t− τ), dans Ω× (0, τ) ,

(0.6)

où a ∈ L∞(Ω) est une fonction telle que

a(x) ≥ 0 p.p dans Ω,

et

a(x) > a0 > 0 p.p dans ω,

où ω ⊂ Ω est un voisinage ouvert de ΓN . Ils ont déterminé des relations convenables entre µ1

et µ2, pour lesquelles la stabilité ou alternativement l’instabilité a lieu. Plus précisément, ils

ont montré que l’énergie est exponentiellement stable si µ2 < µ1 et ils ont trouvé une suite de

retard pour laquelle la solution correspondante de (0.6) sera instable si µ2 ≥ µ1. La principale

approche utilisée est une inégalité d’observabilité obtenue avec une estimation de Carleman.

Les mêmes résultats ont été obtenus si à la fois l’amortissement et le retard agissaient dans la

frontière du domaine.

On rappelle également le résultat de Xu et al. [81], où les auteurs ont prouvé le même

résultat que dans Nicaise et Pignotti [66] en dimension 1, en adoptant l’approche d’analyse

spectrale.

Datko et al. [23] ont montré qu’un petit retard dans un contrôle sur le bord pouvait trans-

former un système hyperbolique bien stable en un système perturbé et donc, le retard devient

une source d’instabilité. Cependant, il peut parfois également améliorer les performances des

systèmes (voir Suh et Bien [74]).
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Très récemment, il y a eu aussi beaucoup de travaux concernant la stabilité de l’équation

d’ondes avec des effets de retard linéaires, voir Benaissa et al. [7], Remil et Hakem [70], Feng

[28], Feng et Soufiyane [29], Kafini et Messaoudi [35, 36, 37], Park [69], Barros et al. [5].

Benaissa et Louhibi [9] ont étendu le résultat de Nicaise et Pignotti [66] au cas non linéaire.

Ils ont considéré l’équation d’ondes dans un domaine borné Ω avec un terme de retard dans un

feedback interne :

utt −∆u+ µ1g(ut) + µ2g(ut(t− τ)) = 0, dans Ω× R+,

u = 0, sur Γ× R+,

u(0, x) = u0, ut(0, x) = u1, dans Ω,

ut(x, t− τ) = f0(x, t− τ), dans Ω× (0, τ) ,

et ils ont prouvé l’existence globale de ses solutions dans des espaces de Sobolev, par moyen

de la méthode de l’énergie combinée avec la procédure de Faedo-Galerkin. De plus, les auteurs

ont étudié le comportement asymptotique des solutions, en utilisant la méthode multiplicateur

et des inégalités intégrales générales à poids.

Un peu plus tard, Benaissa et al. [8] ont considéré l’équation suivante :

utt−∆u+

∫ t

0

h (t− s) ∆u (s) ds+ µ1g1 (ut (x, t)) + µ2g2 (ut (x, t− τ)) = 0 dans Ω× ]0,+∞[ ,

où ils ont utilisé la méthode de Faedo-Galerkin pour prouver l’existence globale de la solution

faible et ils ont obtenu une décroissance générale en introduisant une fonctionnelle de Lyapunov

convenable, sous certaines hypothèses sur la fonction de relaxation h et les constantes µ1 et µ2.

D’autre part, Benaissa et Bahlil [6] ont considéré le système de Timoshenko avec un terme

de retard dans la friction interne non linéaire :
ρ1ϕtt − k (ϕx + ψ)x = 0, dans ]0, 1[× R+,

ρ2ψtt − bψxx + k (ϕx + ψ)ψxx

+µ1g1 (ψt) + µ2g2 (ψt (t− τ)) = 0, dans ]0, 1[× R+,

(0.7)

où g1 et g2 sont des fonctions non-linéaires. Ils ont prouvé un résultat d’existence globale en
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utilisant la méthode de Faedo-Galerkin. De plus, ils ont établit une estimation générale du taux

de décroissance de l’énergie en introduisant une fonctionnelle de Lyapunov appropriée. Très

récemment, Bahlil [4] a obtenu ces résultats en ajoutant au système (0.7), un terme mémoire

et en variant µ1 et µ2 par rapport au temps t. En outre, la poutre de Bresse avec des effets

de retard non linéaires a été considérée récemment par Khemmoudj et Khadraoui [41], où la

poutre de Timoshenko n’est qu’un cas particulier.

En restant dans les problèmes à effets de retard non linéaires, il y a les travaux de Mezouar

et al. [62], concernant les plaques et Liu et Zhung [60] pour les ponts suspendus.

0.4 But du travail

Dans cette thèse, on considère un système couplé ondes/Wentzell, en présence de deux amor-

tisseurs de friction non linéaires et de deux termes de retard non linéaires, localisés à l’intérieur

de Ω et sur la partie Γ1 de sa frontière :



utt −∆u+ µ1g1(ut) + µ2k1(ut(t− τ)) = 0, dans Ω× (0,∞),

u = v, sur Γ× (0,∞),

u = 0, sur Γ0 × (0,∞),

vtt + ∂νu−∆Tv + µ′1g2(vt) + µ′2k2(vt(t− τ)) = 0, sur Γ1 × (0,∞).

Munis des conditions initiales :

(u(0), v(0)) = (u0, v0), dans Ω× Γ,

(ut(0), vt(0)) = (u1, v1), dans Ω× Γ,

et les termes de retard :

ut(x, t− τ) = f01(x, t− τ), dans Ω× (0, τ),

vt(x, t− τ) = f02(x, t− τ), sur Γ1 × (0, τ).
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Pour une explication bien détaillée des termes qui apparaissent dans les équations précédentes,

voir la Section 2.1 du Chapitre 2.

Notre but dans cette thèse, est d’étudier l’existence et l’unicité d’une solution et de donner

une estimation de la décroissance de cette solution à notre problème. On analyse l’influence

des termes de retards dans les amortissements frictionnels, sur le taux de décroissance des

solutions, en utilisant la méthode de l’énergie, dans laquelle on introduit une fonctionnelle de

Lyapunov convenable et en exploitant quelques propriétés des fonctions convexes, sous certaines

hypothèses sur les constantes µ1, µ2, µ
′
1 et µ′2, on obtient une décroissance de l’énergie de type

général.

0.5 Organisation de la thèse

Cette thèse se compose d’une introduction générale, de quatres chapitres, d’une conclusion et

des perspectives :

• Chapitre 0 : on discute sur quelques travaux antérieurs sur les problèmes de Wentzell et

à effets de retard, en citant certaines littératures liées à notre problème.

• Chapitre 1 : est consacré aux définitions et aux rappels de quelques notions de bases

d’analyse fonctionnelle.

• Chapitre 2 : on cite les hypothèses sur notre problème, puis on présente un résultat

d’existence et d’unicité d’une solution faible globale du système considéré et on le démontre

en utilisant la méthode standard de Faedo-Galerkin.

• Chapitre 3 : on étudie le comportement asymptotique de la solution. En première étape,

on définit une fonctionnelle de Lyapunov et on vérifie son équivalence avec la fonctionnelle

de l’énergie. En deuxième étape, on estime la dérivée de la fonctionnelle de Lyapunov.

On termine cette thèse, en donnant une conclusion générale et en présentant quelques per-

spectives sur la stabilisation de l’équation d’ondes avec des conditions aux limites de type

Wentzell dynamiques, munies de retards.
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0.6 Méthodologie

Dans cette thèse, on utilise les deux méthodes suivantes :

Méthode de Faedo-Galerkin :

Il s’agit d’une méthode de compacité. On écrit le problème considéré sous une forme varia-

tionnelle. On choisit des espaces fonctionnels dans lesquels on introduit un problème approché

en dimension finie, en utilisant les théorèmes d’existence d’équations différentielles ordinaires,

on démontre l’existence d’une solution en dimension finie. Puis, on établit des estimations à

priori afin d’obtenir une majoration des solutions approchées qui seront convergentes vers une

solution, en utilisant le théorème de compacité (Aubin-Lions).

Méthode de Lyapunov :

C’est une méthode qui joue un rôle important dans la théorie de la stabilité des systèmes

d’équations différentielles non linéaires. Cette méthode a été étendue pour donner des critères

sur le comportement dynamique des systèmes d’équations d’évolution lorsque la dissipation

physique (perte d’énergie par une friction, un contrôle aux bords, ou un matériau viscoélastique)

est présente. Ce fait peut être exprimé du point de vue mathématique par l’existence d’un

ensemble borné absorbant. Elle permet, sans calculer explicitement une solution de système,

de tirer des conclusions sur le comportement d’un système donné.

Pour la démonstration de la stabilité d’un système, on commence par définir l’énergie du

système afin d’obtenir un signe bien défini (signe négatif) de la dérivée de l’énergie, ce qui

signifie que le système est dissipatif. En deuxième étape, on construit une fonctionnelle de

Lyapunov L(t), d’une façon qu’elle vérifie (0.2) et vérifie une variante de la formule (0.3),

L′(t) ≤ −dE(t) + c̃1

∫
Ω

[
|ut|2 + |g1(ut)|2

]
dx

+ c̃2

∫
Γ1

[
|vt|2 + |g2(vt)|2

]
dσ, pour tout t ≥ 0, (0.8)

où d, c̃1 et c̃2 sont des constantes positives. Dans cette étape, on exploite certaines propriétés

des fonctions convexes introduites et développées par Cavalcanti et Lasiecka [12], Daoulatli et

al. [22], Lasiecka et Toundykov [50], Lasiecka et Tataru [49] et utilisées par Liu et Zuazua
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[61], Eller et al. [26], Alabau-Boussaouira [2] et Mustafa et Messaoudi [64], pour estimer les

derniers termes dans (0.8). Après un certain nombres d’opérations, on obtient notre résultat

de stabilité.

Le contenu de cette thèse, a fait l’objet d’une publication internationale parue dans la

revue International Journal of Control, intitulée : General decay for a wave equation with

Wentzell boundary conditions and nonlinear delay terms.

DOI : 10.1080/00207179.2021.1919318. (voir [34]).
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Chapitre 1

Rappel de quelques outils

mathématiques

Pour rendre le contenu de cette thèse lisible, on présente quelques notions essentielles d’analyse

fonctionnelle, qui seront utiles pour la suite. L’un des procédés le plus fréquent de l’analyse

fonctionnelle est d’associer à chaque espace normé X l’espace dual X ′. Dans ce chapitre, E

désigne un espace de Banach muni de la norme ‖.‖E .

1.1 Espace dual

Définition 1.1 On appelle le dual de E, l’ensemble des formes linéaires continues sur E. On

note le dual de E par E ′. Soient f ∈ E ′ et x ∈ E. La forme bilinéaire < ., . > définie par :

< ., . >: E ′ × E −→ R

(f, x) 7−→ f(x) =< f, x >,

s’appelle le crochet de dualité entre E ′ et E. Le dual E ′ sera muni de la norme duale

‖f‖E′ = sup
x∈E, ‖x‖≤1

|< f, x >| .
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Définition 1.2 Le dual de E ′, s’appelle le bidual de E et est noté E ′′ et est muni de la norme

‖ξ‖E′′ = sup
f∈E′, ‖f‖≤1

|< ξ, f >| .

On peut définir une injection dite canonique

J : E −→ E ′′

x 7−→ Jx

comme suit :

On fixe x ∈ E, et l’image de x par l’application J, notée Jx, donnée par la relation suivante

< Jx, f >E′′,E′=< f, x >E′,E ∀f ∈ E ′.

1.2 Topologie faible

Le concept de la convergence d’une suite d’éléments d’un espace est liée à la topologie considérée,

c’est-à-dire : on peut obtenir la convergence ou la divergence pour la même suite, selon la

topologie considérée. Le procédé de faiblir une topologie est de la rendre moins fine que la

topologie de départ, afin d’obtenir une certaine convergence vers une limite qui sera, en général,

la solution d’un problème donné.

Définition 1.3 La topologie faible σ(E,E ′) sur E est la topologie la moins fine sur E rendant

continues toutes les applications

ϕf (x) = < f, x >, f ∈ E ′.

Au contraire, la topologie de la norme s’appelle la topologie forte.

La topologie faible σ(E,E ′) est séparée. Par conséquent, la limite faible lorsqu’elle existe

est unique.

Notation 1.1 Soit (xn) une suite de E, on désigne par xn ⇀ x la convergence de xn vers x

2
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pour la topologie faible σ(E,E ′). On désigne par xn → x la convergence en norme de xn vers

x, c’est- à-dire ‖xn − x‖E → 0.

La proposition suivante donne une caractéristique de la convergence faible et quelques pro-

priétés.

Proposition 1.1 Soit (xn) une suite de E. On a

(i) [xn ⇀ x pour σ(E,E ′)]⇔ [< f, xn >→< f, x > ∀f ∈ E ′] .

(ii) Si xn → x fortement, alors xn ⇀ x faiblement pour σ(E,E ′).

(iii) Si xn ⇀ x faiblement pour σ(E,E ′), alors ‖xn‖ est bornée et ‖x‖ ≤ lim inf ‖xn‖.

(iv) Si xn ⇀ x faiblement pour σ(E,E ′), et si fn → f fortement dans E ′, alors

< fn, xn >→< f, x >.

Preuve. Voir [10].

1.3 Topologie faible étoile

On peut encore affaiblir la topologie faible σ(E ′, E ′′) en une topologie qui est moins fine que

σ(E ′, E ′′) (strictement si E n’est pas réflexif). C’est l’objet de la définition suivante :

Définition 1.4 La topologie faible ∗ sur E ′ désignée par σ(E ′, E) est la topologie la moins fine

rendant continues toutes les applications

ϕf (x) = < f, x >, x ∈ E.

Une suite (fn) qui converge vers f pour la topologie σ(E ′, E) est notée par fn
∗
⇀ f.

La topologie faible ∗ σ(E ′, E) est séparée. Par conséquent, la limite faible ∗ lorsqu’elle existe

est unique. On a la caractéristique de la convergence faible ∗ et les propriétés suivantes :

Proposition 1.2 Soit (fn) une suite de E ′. On a

3
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i)
[
xn

∗
⇀ x pour σ(E ′, E)

]
⇔ [< fn, x >→< f, x > ∀x ∈ E] .

ii) Si fn → f fortement, alors fn ⇀ f faiblement pour σ(E ′, E ′′).

iii) Si fn ⇀ f pour σ(E ′, E ′′), alors fn
∗
⇀ f pour σ(E ′, E).

iv) Si fn
∗
⇀ f pour σ(E ′, E), alors ‖fn‖ est bornée et ‖f‖ ≤ lim inf ‖fn‖.

v) Si fn
∗
⇀ f pour σ(E ′, E) et si xn → x fortement dans E, alors < fn, xn >→< f, x >.

Preuve. Voir [10].

Définition 1.5 Soit E un espace de Banach, on dit que E est séparable s’il existe un sous

ensemble D ⊂ E dénombrable et dense.

Lemme 1.1 Soit E un espace de Banach séparable de dimension infinie. Il existe une famille

libre dénombrable {vi}i∈N , vi ∈ E, telle que les combinaisons linéaires finies des vi sont denses

dans E.

Proposition 1.3 Soit E un espace de Banach séparable et soit (fn) une suite bornée dans E ′.

Alors, il existe une sous-suite extraite (fnk) qui converge pour la topologie σ(E ′, E).

Preuve. Voir [10].

Définition 1.6 Soit E un espace de Banach et soit J l’injection canonique de E dans E ′′. On

dit que E est réflexif si J(E) = E ′′. Lorsque E est réflexif on identifie implicitement E et E ′′

(à l’aide de l’isomorphisme J).

Théorème 1.1 Soit E un espace de Banach réflexif et soit (xn) une suite bornée dans E.

Alors, il existe une sous-suite extraite (xnk) qui converge pour la topologie σ(E,E ′).

Preuve. Voir [10].

4
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1.4 Espaces de Lebesgue Lp (Ω)

Définition 1.7 Soit Ω un ouvert de Rn, (n ≥ 1), si p ∈ [0,+∞[, on désigne par Lp (Ω) l’espace

vectoriel des (classes de) fonctions u : Ω −→ R mesurables sur Ω et telle que |u|p est intégrable

au sens de Lebesgue sur Ω,

Lp (Ω) =

{
u : Ω −→ R tel que

∫
Ω

|u(x)|p dx < +∞
}
,

muni de la norme

‖u‖Lp(Ω) =

∫
Ω

|u(x)|p dx

 1
P

.

Si p = +∞, on note L∞ (Ω) l’espace vectoriel des (classes de) fonctions u : Ω −→ R mesurables

sur Ω et essentiellement bornées sur Ω.

L∞ (Ω) = {u : Ω −→ R tel que ∃M ∈ R : |u(x)| ≤M, p.p sur Ω} .

Cet espace est muni de la norme

‖u‖L∞(Ω) = sup ess
x∈Ω

|u(x)| = inf {M > 0, tel que |u(x)| ≤M, p.p sur Ω} .

Définition 1.8 On note Lploc (Ω) l’ensemble des fonctions f telles que, pour tout compact K

de Ω, on a f1K ∈ Lp(Ω), où 1K est la fonction indicatrice sur K.

La proposition suivante est due à Riesz et Fisher.

Proposition 1.4 Pour tout p ∈ [1,+∞], Lp(Ω) est un espace de Banach. En particulier,

l’espace L2(Ω) muni du produit scalaire

(u, v) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx, pour tout u, v ∈ L2(Ω)

est un espace de Hilbert.

5
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Définition 1.9 On note D(Ω) l’espace des fonctions C∞(Ω) à support compact dans Ω.

Les espaces Lp(Ω) ont les propriétés suivantes :

Proposition 1.5 (Voir [46]) On a

1) Si 1 ≤ p < +∞, alors D(Ω) est dense dans Lp(Ω).

2) Si 1 < p < +∞, alors Lp(Ω) est réflexif.

3) L1(Ω) n’est pas réflexif.

4) Si 1 ≤ p < +∞, alors Lp(Ω) est séparable.

5) L∞(Ω) n’est ni réflexif ni séparable.

Théorème 1.2 (Théorème de représentation de Riesz) Soient 1 < p < +∞, p′ un réel

tel que 1
p

+ 1
p′

= 1 et ϕ ∈ (Lp(Ω))′. Alors, il existe u ∈ Lp′(Ω) unique tel que

< ϕ, f >=

∫
Ω

u(x)f(x)dx, ∀f ∈ Lp(Ω).

De plus, on a

‖u‖Lp′ = ‖ϕ‖(Lp)′ .

Preuve. Voir [10].

Remarque 1.1 Par ce théorème on définit une application ϕ 7−→ u qui est un opérateur

linéaire isométrique et surjectif qui permet d’identifier le dual de Lp(Ω) avec Lp
′
(Ω) et on écrit

(Lp(Ω))′ = Lp
′
(Ω).

6
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Théorème 1.3 Soit ϕ ∈ (L1(Ω))′. Alors, il existe u ∈ L∞(Ω) unique tel que

< ϕ, f >=

∫
Ω

u(x)f(x)dx, ∀f ∈ L1(Ω).

On a, de plus

‖u‖L∞ = ‖ϕ‖(L1)′ .

Remarque 1.2 De la même façon que dans la Remarque 1.1, on identifie (L1(Ω))′ et L∞(Ω)

et on écrit

(L1(Ω))′ = L∞(Ω).

1.5 Espaces de Sobolev

1.5.1 Espaces de Sobolev Wm,p (Ω)

Historiquement, la résolution des équations aux dérivées partielles à rencontrer plusieurs dif-

ficultés, ce qui a conduit de nombreux mathématiciens à chercher un nouveau concept de la

dérivée. La définition suivante est attribuée à Sobolev. Soit α = (α1, ..., αn) ∈ Nn un multi-

indice, on note

|α| = α1 + ...+ αn

et

Dα =
∂α1+...+αn

∂xα1
1 ...∂x

αn
n

.

Définition 1.10 Soient f, g ∈ L1
loc(Ω) et α ∈ Nn. On dit que g = Dαf au sens faible, si pour

tout ϕ ∈ D(Ω) ∫
Ω

fDαϕdx = (−1)|α|
∫

Ω

gϕdx.

Remarque 1.3 On déduit que :

7
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1) Si g = Dαf au sens classique, alors g = Dαf au sens faible.

2) Soit f ∈ L1
loc(Ω). Pour toute permutation σ : {1, ..., n} −→ {1, ..., n} , on a

∂α1+...+αnf

∂xα1
1 ...∂x

αn
n

=
∂α1+...+αnf

∂x
ασ(1)

σ(1) ...∂x
ασ(n)

σ(n)

au sens faible.

3) On a l’inclusion suivante : Lp(Ω) ⊂ L1
loc(Ω), pour tout 1 ≤ p ≤ +∞.

Définition 1.11 Soient m ≥ 1 et 1 ≤ p ≤ +∞. L’espace de Sobolev Wm,p (Ω) est défini par

Wm,p (Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : pour tout |α| ≤ m, Dαu ∈ Lp(Ω)} .

Cet espace est muni de la norme

‖u‖Wm,p(Ω) =

∑
|α|≤m

‖Dαu‖pLp(Ω)

 1
P

, si 1 ≤ p < +∞,

‖u‖Wm,∞(Ω) = max
|α|≤m

‖Dαu‖L∞(Ω) , si p =∞.

On pose

Hm (Ω) = Wm,2(Ω),

Hm (Ω) est muni du produit scalaire

(u, v)Hm(Ω) =
∑
|α|≤m

∫
Ω

DαuDαvdx, ∀u, v ∈ Hm (Ω) .

Proposition 1.6 Soient m ≥ 1 et l’espace Wm,p(Ω) muni de la norme ‖u‖Wm,p(Ω) . Alors

1) Pour tout 1 ≤ p ≤ ∞, Wm,p(Ω) est un espace de Banach.

2) Pour tout 1 ≤ p <∞, Wm,p(Ω) est réflexif.

3) Pour tout 1 ≤ p <∞, Wm,p(Ω) est séparable.

8
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En particulier Hm (Ω) est un espace de Hilbert séparable.

Définition 1.12 Soient X et Y deux espaces vectoriels normés.

1) On dit que X s’injecte continûment dans Y s’il existe une injection continue i de X dans

Y , c’est-à-dire : une injection i et une constante C > 0, telle que

∀x ∈ X, ‖i(x)‖Y ≤ C ‖x‖X .

On note alors

X ↪→ Y.

2) On dit que cette injection continue est compacte si i est un opérateur compact, ce qui signifie

qu’elle transforme tout borné de X en un ensemble relativement compact de Y .

On note alors

X ↪→c Y.

Remarque 1.4 La notion de l’injection continue est une généralisation de la notion d’inclusion

usuelle qui est le cas pour i(x) = x, où le sous-espace muni de la norme induite, cette généralisation

se fait afin d’obtenir des liens entre les espaces fonctionnels, où l’inclusion est insuffisante. On

a

1) Si X ↪→ Y , alors pour toute suite (xn)n convergente dans X pour la topologie forte, la

suite yn = i(x)n converge pour la topologie forte de Y .

2) Si X ↪→c Y , alors pour toute suite bornée (xn)n de X, on peut extraire de la suite (yn)n

définie par yn = i(xn), une sous-suite qui converge pour la topologie forte de Y .

9
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Théorème 1.4 Soit Ω un ouvert borné et lipschitzien. Soit mp > N et j = [N/p] + 1. Alors

Wm,p(Ω) ↪→c C
m−j (Ω̄) ,

où

Ck
(
Ω̄
)

=
{
u ∈ Ck (Ω) : ∀α, |α| ≤ k, Dαu admet un prolongement continu sur Ω̄

}
.

Remarque 1.5 On note que ce théorème est fondamental, parce qu’il donne un sens aux con-

ditions aux limites pour un problème d’équations aux dérivées partielles. Pour une étude plus

profonde de ces théorèmes d’injections, on renvoie les lecteurs à [24].

1.5.2 Espaces de Sobolev Wm,p
0 (Ω)

En général, D (Ω) n’est pas dense dans Wm,p(Ω).

Définition 1.13 Soient m ≥ 1, et 1 ≤ p <∞. On note Wm,p
0 (Ω) l’espace défini par

Wm,p
0 (Ω) = D (Ω)

Wm,p(Ω)
,

c’est-à-dire : l’adhérence de D (Ω) dans Wm,p(Ω) au sens de la norme ‖.‖Wm,p(Ω) . L’espace

Wm,2
0 (Ω) est noté Hm

0 (Ω) .

Théorème 1.5 On suppose que Ω est de classe C1. Soit

u ∈ W 1,p(Ω) ∩ C(Ω̄) avec 1 ≤ p < +∞.

Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :

10
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1) u = 0 sur ∂Ω.

2) u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Théorème 1.6 L’application trace

γ0 : H1 (Ω) −→ H
1
2 (Γ = ∂Ω)

u 7−→ u|Γ

est linéaire continue et surjective.

Proposition 1.7 L’espace H
1
2 (Γ) est un espace de Hilbert pour la norme

‖v‖
H

1
2 (Γ)

= inf ‖u‖H1(Ω) .
u∈H1(Ω), γ0(u)=v

Définition 1.14 On suppose que Ω est un ouvert borné de Rn de frontière ∂Ω = Γ de classe

C1 par morceaux. Alors H1
0 (Ω) est le noyaux de γ0, application trace sur Γ de H1 (Ω) dans

H
1
2 (Γ) , i.e.,

H1
0 (Ω) =

{
u ∈ H1 (Ω) ; γ0(u) = 0

}
.

Théorème 1.7 D (Ω) est dense dans H1
0 (Ω) .

Lemme 1.2 (Inégalité de Sobolev-Poincaré, voir [1]) Soit Ω un ouvert borné dans une

direction. Il existe une constante dépendante du diamètre de Ω (optimale) : Cp > 0, telle que

∀u ∈ H1
0 (Ω) ; ‖u‖L2(Ω) ≤ Cp ‖∇u‖L2(Ω) . (1.1)

Définition 1.15 On note H−1 (Ω) le dual de H1
0 (Ω) , espace de Hilbert pour la norme duale

suivante :

‖f‖H−1(Ω) = sup
u∈H1

0 (Ω), u 6=0

〈f, u〉H−1(Ω)×H1
0 (Ω)

‖u‖H1(Ω)

.

Du fait que D(Ω) est dense dans H1
0 (Ω) . On peut identifier les éléments de H−1 (Ω) à des

distributions. On dit alors que H−1 (Ω) est un espace de distributions.

11
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Théorème 1.8 Soit U un espace défini par :

U =
{
u ∈ H1 (Ω) , ∆u ∈ L2 (Ω)

}
,

alors l’application

γ : U −→ H−
1
2 (Γ)

u 7−→ ∂u.ν

est linéaire continue, avec H−
1
2 (Γ) =

(
H

1
2 (Γ)

)′
.

1.6 Espaces de fonctions à valeurs vectorielles

La majorité des problèmes rencontrés dépendent du temps, aussi propose-t-on la résolution

de problèmes d’évolution, ce qui nécessite l’introduction des espaces de distributions à valeurs

vectorielles. Dans cette section, on présente brièvement quelques résultats utiles sur les espaces

de fonctions à valeurs dans un espace de Banach X.

Soit T > 0, on définit les espaces suivants :

Définition 1.16 Soit X un espace de Banach, 1 ≤ p ≤ ∞. On appelle espace de Lebesgue à

valeurs dans X et on note : Lp(0, T ;X), l’espace des (classes de) fonctions

u : ]0, T [ −→ X

t 7−→ u(t),

tel que pour 1 ≤ p <∞,

Lp(0, T ;X) =

{
u :]0, T [−→ X mesurables, telles que

∫ T

0

‖u(t)‖pX dt <∞
}

et

L∞(0, T ;X) =

{
u :]0, T [−→ X mesurables, telles que sup ess

t∈]0,T [

‖u(t)‖X <∞

}
,

12
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où

sup ess
t∈]0,T [

‖u(t)‖X = inf {M > 0, tel que ‖u(t)‖X ≤M, p.p t ∈ ]0, T [} .

Lp(0, T ;X) est muni de la norme

‖u‖Lp(0,T ;X) =

 T∫
0

‖u(t)‖pX dt


1
p

, si 1 ≤ p <∞,

‖u‖L∞(0,T ;X) = sup ess
t∈]0,T [

‖u(t)‖X , si p =∞.

En particulier, si X est un espace de Hilbert et p = 2, L2(0, T ;X) muni du produit scalaire

(u, v)L2(0,T ;X) =

T∫
0

(u(t), v(t))X dt.

Proposition 1.8 Soit Lp(0, T ;X) muni de la norme ‖.‖Lp(0,T ;X) . On a les propriétés suivantes

1) Lp(0, T ;X) est un espace de Banach pour tout 1 ≤ p ≤ ∞.

2) Si X est un espace de Hilbert, alors L2(0, T ;X) est un espace de Hilbert.

3) Si X est un Banach, alors Lp(0, T ;X) est un Banach pour 1 ≤ p <∞.

4) Si X est séparable alors Lp(0, T ;X) est séparable pour 1 ≤ p <∞.

5) Si X est réflexif alors Lp(0, T ;X) est réflexif pour 1 < p <∞.

6) Si X ↪→ Y, alors Lp(0, T ;X) ↪→ Lp(0, T ;Y ).

Remarque 1.6 En général, si X ↪→c Y, on a pas forcément Lp(0, T ;X) ↪→c L
p(0, T ;Y ).

13
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Définition 1.17 Soient X un espace de Banach, u ∈ L1
loc(0, T ;X) et m ∈ N∗. Par définition,

v = dmu
dtm

au sens faible, si pour tout ϕ ∈ D(]0, T [),

∫
Ω

u
dmϕ

dtm
dx = (−1)m

∫
Ω

vϕdx.

On utilise la notation suivante pour la mième dérivée de u par rapport à t de manière inter-

changeable

dmu

dtm
ou

∂mu

∂tm
.

Le lemme d’Aubin-Lions donne une légitimité à la remarque précédente sous des conditions

supplémentaires, c’est un critère de compacité très utile dans l’étude des équations aux dérivées

partielles évolutives non linéaires.

Lemme 1.3 (Aubin-Lions, voir [59]) Soient X0, X et X1 trois espaces de Banach avec

X0 ↪→c X ↪→ X1.

On suppose que X0 et X1 sont réflexifs. Pour 1 < p, q < +∞, soit

W = {u ∈ Lp(0, T ;X0) | ut ∈ Lq(0, T ;X1)} .

Alors

W ↪→c L
p(0, T ;X)

et

W ↪→ C([0, T ];X1).

Remarque 1.7 On remarque que :

1) D’après la Remarque 1.4, de toute suite bornée (xn)n de W, on peut extraire de la suite

(xn)n une sous-suite qui converge pour la topologie forte de Lp(0, T ;X).

14
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2) Si u ∈ W, l’injection W ↪→ C([0, T ];X1) donne un sens à la condition initiale u (0) = u0,

d’un problème d’équations aux dérivées partielles. De même, si ut ∈ W, il y’a un sens

pour la condition initiale ut (0) = u1, car W ↪→ C1([0, T ];X1).

1.7 Rappels sur la géométrie différentielle pour les sur-

faces

On s’intéresse dans ce paragraphe aux notions fondamentales permettant de calculer la dérivée

d’une fonction, d’un champ de vecteurs, où d’un endomorphisme défini sur une surface.

1.7.1 Paramétrisaton

Soit Γ une surface plongée dans l’espace R3 dans lui-même rapporté à une base orthonormée,

on transforme un ouvert Γ̂ du plan (O, ξ1, ξ2) en la surface Γ par une carte régulière ϕ =

(ϕ1, ϕ2, ϕ3) .

1.7.2 La normale et le plan tangent

En chaque point m de Γ, on définit deux vecteurs tangents à Γ par :

aα (m) =
∂ϕ

∂ξα
(
ϕ−1 (m)

)
α = 1, 2.

Les vecteurs a1 (m) et a2 (m) sont linéairement indépendants. La normale unitaire à Γ en

chaque point m est définie par :

ν (m) = ν =
a1 ∧ a2

‖a1 ∧ a2‖
,

où ∧ (respectivement ‖.‖) désigne le produit vectoriel (respectivement la norme euclidienne).

Le plan tangent à Γ en m engendré par les vecteurs a1 (m) et a2 (m) est noté Tm (Γ) .
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1.7.3 Base duale

En général, la base {aα (m)} = {a1 (m) , a2 (m)} du plan tangent Tm (Γ) n’est ni orthogonale, ni

normée. On est donc amené à utiliser la cobase ou base duale notée {aα (m)} = {a1 (m) , a2 (m)}

définie par :

aα (m) .aβ (m) = δαβ ,

où δαβ est le symbole de Kronecker, α, β = 1, 2. aα (m) , α = 1, 2 est une forme linéaire sur le

plan tangent, mais on peut l’identifier avec un vecteur du plan tangent.

1.7.4 Tenseur métrique

On définit le tenseur métrique de la surface Γ associé à la carte ϕ par :

gαβ = (aα, aβ)R3 α, β = 1, 2,

où (., .)R3 désigne le produit scalaire usuel de R3. On note |g| le déterminant de ce tenseur.

1.7.5 La transposée d’un vecteur

Soit q = q1a1 + q2a2 un vecteur arbitraire du plan tangent Tm (Γ) ; on lui associe par le produit

scalaire de R3 une forme linéaire (vecteur transposé) :

q = q1a
1 + q2a

2.

Les qα sont les composantes contravariantes et les qα sont les composantes covariantes.

On a

qα = gα1q
1 + gα2q

2 α = 1, 2.

En effet, on a

q.aα = qβa
β.aα = qβδ

β
α = qα,
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d’où

qα = (q, aα)R3

= gαβq
β

= gα1q
1 + gα2q

2 α = 1, 2,

où (., .)R3 désigne le produit scalaire usuel de R3.

1.7.6 Dérivation sur une surface

Dérivation d’une fonction scalaire

Soit f une fonction définie sur Γ et suffisamment régulière ; sa dérivée est une forme linéaire

sur l’espace tangent, définie par

∂mf =
2∑

α=1

∂f

∂ξα
aα =

2∑
α=1

fαa
α.

La transposée de ∂mf noté ∂mf est un vecteur appelé gradient tangentiel de f défini par :

∂mf =
2∑

α=1

qαaα = ∇Tf

avec

qα =
2∑

β=1

gαβ
∂f

∂ξβ
=

2∑
β=1

gαβfβ,

où gαβ est le tenseur métrique dual de gαβ tel que

2∑
β=1

gαβgβµ = δαµ α, µ = 1, 2.

1.7.7 Dérivée d’un champ tangentiel

Soit qT un champ régulier de vecteur tangent à Γ :

m ∈ Γ 7−→ qT (m) = qα (m) aα (m) ∈ Tm (m) .
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On définit la dérivée de qT sur Γ par :

∂mqT =
2∑

α=1

∂qT
∂ξα

.aα.

C’est un endomorphisme qui applique le plan tangent dans R3 et non pas dans le plan tangent

lui même.

1.7.8 Dérivée d’un champ normal

On note par qνν le champ normal, on a par définition :

∂m (qνν) = ν∂mqν + qν .∂mν.

1.7.9 Expression de la divergence

Expression de la divergence d’un champ de vecteurs sur une surface Γ

La divergence du champ de vecteurs tangents à Γ :

qT = q1a1 + q2a2

est un champ scalaire défini sur Γ par :

∫
Γ

div (qT ) zdm = −
∫

Γ

∂mzqTdm, pour tout z ∈ D (Γ) ,

où D (Γ) désigne l’ensemble des fonctions indéfiniment dérivables sur Γ à support compact (le

support d’une fonction est le complémentaire du plus grand ensemble ouvert sur lequel elle est

identiquement nulle).

Expression de la divergence d’un champ d’endomorphisme sur une surface Γ

On désigne par ζT un champ d’endomorphismes du plan tangent à la surface Γ.

Posons :

ζt = ζαβ .a
βaα.
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(on a utilisé la convention de sommation par indices répétés).

La divergence tangentielle du champ ζt est un champ de formes linéaires sur Tm (Γ) , noté

divζt et défini par :

∫
Γ

divζt.qTdm = −
∫

Γ

tr2 (ζt.π∂mqT ) dm pour tout qT ∈ D (Γ, T (Γ)) ,

où tr2 désigne la trace d’un endomorphisme du plan tangent dans lui même et D (Γ, T (Γ))

désigne l’espace des champs tangents à Γ dont les composantes dans la base de Tm (Γ) sont

{aα} α = 1, 2 sont dans D (Γ) .

1.8 Quelques lemmes utiles

Lemme 1.4 (Formule de Green) Soient Ω un ouvert borné régulier de Rn et u ∈ H2(Ω).

Alors ∫
Ω

(∆u)vdx =

∫
∂Ω

∂u

∂ν
vdσ −

∫
Ω

∇u∇vdx pour tout v ∈ H1(Ω),

où ν = (ν1, ..., νn) est la normale unitaire orientée vers l’extérieur de Ω.

Inégalité de Young

Lemme 1.5 (Voir [10]) Soient p, q ∈ ]1,+∞[ tels que 1
p

+ 1
q

= 1 et soient a, b ≥ 0. Alors

ab ≤ ap

p
+
b

q

q

.

Pour une autre écriture, on pose a = α(εp)
1
p et b = β

(εp)
1
p

, avec ε > 0, donc

αβ ≤ εαp + C (ε) βq pour tout α, β ≥ 0, (1.2)

où C (ε) = 1
q(εp) q

p
. En particulier, si p = q = 2, l’inégalité (1.2) s’écrit

αβ ≤ εα2 +
β2

4ε
. (1.3)
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En outre, on peut généraliser l’inégalité de Young comme suit :

Lemme 1.6 On désigne par Φ∗, la fonction conjuguée de la fonction convexe Φ : R+ −→ R+,

i.e.,

Φ∗(s) = sup
t∈R+

(st− Φ(t)).

Alors Φ∗ est la transformée de Legendre de Φ, qui est donnée par

Φ∗(s) = s(Φ′)−1(s)− Φ[(Φ′)−1(s)], pour tout s ≥ 0 (1.4)

et satisfait l’inégalité suivante (voir [3] p. 61-62; [22, 50], pour plus d’informations) :

sr ≤ Φ∗(s) + Φ(r), pour s, r ≥ 0. (1.5)

Lemme 1.7 (L’inégalité de Jensen, voir [71]) Soit F une fonction convexe sur [a, b],

f : Ω −→ [a, b] et h : Ω −→ R+ sont des fonctions intégrables sur Ω et
∫

Ω
h(x)dx = k > 0,

alors

F

(
1

k

∫
Ω

f(x)h(x)dx

)
≤ 1

k

∫
Ω

F (f(x))h(x)dx.

Lemme 1.8 (L’inégalité de Gronwall, voir [25]) Soient ϕ, ψ et w trois fonctions positives

définies sur [0, T ] continues par morceaux et vérifiant l’inégalité

w(t) ≤ ϕ(t) +

∫ t

0

ψ(s)w(s)ds,

alors

w(t) ≤ ϕ(t) +

∫ t

0

ψ(s)w(s) exp

(∫ t

s

ψ (τ) dτ

)
ds.
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Chapitre 2

Etude de l’existence et l’unicité d’une

solution faible globale du problème

Dans ce chapitre, on énonce et on démontre en utilisant la méthode de Faedo-Galerkin,

un résultat d’existence et d’unicité globale d’une solution faible, pour un problème de type

Wentzell avec des termes de retard non linéaires dans des amortisseurs non linéaires internes

et sur une partie de la frontière du domaine.

2.1 Le modèle étudié

Soit Ω un ouvert borné de Rn, (n ≥ 2), de frontière régulière Γ = ∂Ω, divisée en deux sous

ensembles ouverts disjoints Γ0 et Γ1, tels que

Γ = Γ0 ∪ Γ1,

∅ = Γ0 ∩ Γ1.

On considère le système couplé ondes/Wentzell, en présence de deux amortisseurs de friction

non linéaires et de deux termes de retard non linéaires, localisés à l’intérieur de Ω et sur la
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partie Γ1 de sa frontière :



utt −∆u+ µ1g1(ut) + µ2k1(ut(t− τ)) = 0, dans Ω× (0,∞),

u = v, sur Γ× (0,∞),

u = 0, sur Γ0 × (0,∞),

vtt + ∂νu−∆Tv + µ′1g2(vt) + µ′2k2(vt(t− τ)) = 0, sur Γ1 × (0,∞).

(2.1)

Munis des conditions initiales

(u(0), v(0)) = (u0, v0), dans Ω× Γ, (2.2)

(ut(0), vt(0)) = (u1, v1), dans Ω× Γ, (2.3)

et les termes de retard

ut(x, t− τ) = f01(x, t− τ), dans Ω× (0, τ), (2.4)

vt(x, t− τ) = f02(x, t− τ), sur Γ1 × (0, τ). (2.5)

µ1, µ2, µ
′
1 et µ′2 sont des nombres réels positifs, g1, g2, k1 et k2 sont quatres fonctions, τ > 0

est un retard et les données initiales u0, u1, v0, v1, f01 et f02 appartiennent à des espaces

fonctionnels convenables que l’on définira par la suite.

On désigne par ν, le champ unitaire normal à la frontière Γ, extérieur à Ω, et par ∂ν

l’opérateur de dérivation dans cette direction. On note par ∂T la dérivée tangentielle.

On sait que si ϕ : Rn → R est une fonction régulière, le vecteur transposé ∂Tϕ, est le

gradient tangentiel de ϕ, noté par ∇Tϕ. On a

∇ϕ = ∂νϕ.ν +∇Tϕ, sur Γ1 (2.6)

et l’opérateur Laplace Beltrami ∆T d’une fonction ϕ : Γ1 → R de classe C2 est défini par

∆Tϕ = divT∇Tϕ sur Γ1, (2.7)
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où divT∇Tϕ est la divergence du champ vectoriel ∇Tϕ.

Pour tout ϕ, ψ ∈ H1(Γ1), on définit l’opérateur linéaire continu −4T : H1(Γ1) −→ (H1(Γ1))′

〈−4Tϕ, ψ〉
(H1(Γ1))′×H1(Γ1)

= −
∫

Γ1

∆Tϕ.ψdσ =

∫
Γ1

∇Tϕ.∇Tψdσ (2.8)

et en particulier

〈−4Tϕ, ϕ〉
(H1(Γ1))′×H1(Γ)

=

∫
Γ1

|∇Tϕ|2 dσ. (2.9)

On considère l’espace :

H1
Γ0

(Ω) =
{
u ∈ H1(Ω) /, u|Γ0

= 0
}
,

doté de la même structure de Hilbert induite par H1 (Ω).

Dans tout ce qui suit, on note par (., .) et (., .)Γ1 , les produits scalaires dans L2 (Ω) et L2 (Γ1) ,

respectivement, et

‖u‖2 =

∫
Ω

|u|2 dx, ‖v‖2
Γ1

=

∫
Γ1

|v|2 dσ.

Ainsi, on considère les normes canoniques de H1
Γ0

(Ω) et H1(Γ1)

‖u‖2
H1

Γ0
(Ω) = ‖∇u‖2 , ‖v‖2

H1(Γ1) = ‖∇Tv‖2
Γ1
.

On note par λ2
0 > 0, la plus petite constante positive, qui satisfait l’immersion

‖u‖2
Γ1
≤ λ2

0 ‖∇u‖
2 , ∀u ∈ H1

Γ0
(Ω) . (2.10)

Cette constante existe grâce à la continuité de l’opérateur trace de H1
Γ0

(Ω) dans L2 (Γ1) .

2.1.1 Hypothèses sur les amortisseurs gi et termes de retard ki, pour

i = 1, 2

Pour montrer notre résultat d’existence et d’unicité d’une solution, on pose les hypothèses

suivantes :

(H1) gi : R −→ R est une fonction croissante de classe C(R), telle qu’il existe ε′, mi, Mi > 0,
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pour i = 1, 2 et une fonction convexe, croissante H : R+ −→ R+, de classe C1(R+)∩C2(]0,∞[)

vérifiant H(0) = 0 et H est linéaire sur [0, ε′] ou (H ′(0) = 0 et H ′′ > 0 sur ]0, ε′]), tels que

mi |s| ≤ |gi(s)| ≤Mi |s| si |s| ≥ ε′, (2.11)

s2 + g2
i (s) ≤ H−1(sgi(s)) si |s| ≤ ε′. (2.12)

(H2) ki : R −→ R est une fonction impaire, croissante de classe C1(R), telle qu’il existe β,

α1, α2 > 0, pour i = 1, 2

|k′i(s)| ≤ β, (2.13)

α1ski(s) ≤ Ki(s) ≤ α2sgi(s), (2.14)

où

Ki(s) =

∫ s

0

ki(r)dr.

(H3) α2µ2 < α1µ1 et α2µ
′
2 < α1µ

′
1.

Pour démontrer l’existence et l’unicité du système (2.1)-(2.5), écrivant-le sous la forme

équivalante suivante.

2.1.2 Transformation du système

Changement de fonctions :

On utilise une technique introduite par Dafermos [21], Nicaise et Pignotti [66] qui consiste

à considérer le changement de fonctions suivantes :

 z1(x, ρ, t) = ut(x, t− ρτ), x ∈ Ω, ρ ∈ (0, 1), t > 0,

z2(x, ρ, t) = vt(x, t− ρτ), x ∈ Γ1, ρ ∈ (0, 1), t > 0,

où τ > 0 est un retard.

Il est facile de vérifier que les fonctions z1 et z2 vérifient :

 τz1t(x, ρ, t) + z1ρ(x, ρ, t) = 0, dans Ω× (0, 1)× (0,∞),

τz2t(x, ρ, t) + z2ρ(x, ρ, t) = 0, sur Γ1 × (0, 1)× (0,∞),
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où zit = ∂zi
∂t

et ziρ = ∂zi
∂ρ

, pour i = 1, 2.

Par conséquent, le problème (2.1)-(2.5) s’écrit comme :



utt −∆u+ µ1g1(ut) + µ2k1(z1(x, 1, t)) = 0, dans Ω × (0,∞),

vtt + ∂νu−∆Tv + µ′1g2(vt) + µ′2k2(z2(x, 1, t)) = 0, sur Γ1 × (0,∞),

τz1t(x, ρ, t) + z1ρ(x, ρ, t) = 0, dans Ω× (0, 1)× (0,∞),

τz2t(x, ρ, t) + z2ρ(x, ρ, t) = 0, sur Γ1 × (0, 1)× (0,∞),

u = v, sur Γ× (0,∞),

u = 0, sur Γ0 × (0,∞),

z1(x, 0, t) = ut(x, t), dans Ω× (0,∞),

z2(x, 0, t) = vt(x, t), sur Γ1 × (0,∞),

(u(0), v(0)) = (u0, v0), dans Ω× Γ,

(ut(0), vt(0)) = (u1, v1), dans Ω× Γ,

z1(x, ρ, 0) = f01 (x,−ρτ) , dans Ω× (0, 1),

z2(x, ρ, 0) = f02 (x,−ρτ) , sur Γ1 × (0, 1).

(2.15)

On considère ξ et ζ deux constantes strictement positives, telles que

τ
µ2(1− α1)

α1

< ξ < τ
µ1 − α2µ2

α2

, (2.16)

τ
µ′2(1− α1)

α1

< ζ < τ
µ′1 − α2µ

′
2

α2

, (2.17)

où les αi, pour i = 1, 2 sont données dans l’hypothèse (H2) et les µi, µ
′
i pour i = 1, 2 sont

données dans l’hypothèse (H3).

2.1.3 L’énergie du système

En multipliant la première équation du problème (2.15) par ut, la deuxième par vt et en intégrant

sur Ω et Γ1, respectivement, on obtient

(utt, ut)− (∆u, ut) + µ1(g1(ut), ut) + µ2(k1(z1(x, 1, t)), ut) = 0,
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(vtt, vt)Γ1 + (∂νu, vt)Γ1 − (∆Tv, vt)Γ1 + µ′1(g2(vt), vt)Γ1 + µ′2(k2(z2(x, 1, t)), vt)Γ1 = 0.

La première équation donne, après une intégration sur Ω

∫
Ω

uttutdx−
∫

Ω

∆uutdx+ µ1

∫
Ω

utg1(ut)dx+ µ2

∫
Ω

utk1(z1(x, 1, t))dx = 0 (2.18)

et la deuxième donne, après une intégration sur Γ1

∫
Γ1

vttvtdσ +

∫
Γ1

∂νuvtdσ −
∫

Γ1

∆Tvvtdσ + µ′1

∫
Γ1

vtg2(vt)dσ + µ′2

∫
Γ1

vtk2(z2(x, 1, t))dσ = 0.

(2.19)

En appliquant la formule de Green, l’égalité (2.18) devient

∫
Ω

uttutdx+

∫
Ω

∇u∇utdx−
∫

Γ1

∂νuvtdσ + µ1

∫
Ω

utg1(ut)dx = −µ2

∫
Ω

utk1(z1(x, 1, t))dx,

ce qui donne

d

dt

{
1

2
‖ut‖2 +

1

2
‖∇u‖2

}
−
∫

Γ1

∂νuvtdσ+µ1

∫
Ω

utg1(ut)dx = −µ2

∫
Ω

utk1(z1(x, 1, t))dx. (2.20)

De même pour la deuxième équation (2.19), on obtient

∫
Γ1

vttvtdσ +

∫
Γ1

∂νuvtdσ +

∫
Γ1

∇Tv∇Tvtdσ + µ′1

∫
Γ1

vtg2(vt)dσ + µ′2

∫
Γ1

vtk2(z2(x, 1, t))dσ = 0,

ce qui donne

d

dt

{
1

2
‖vt‖2

Γ1
+

1

2
‖∇Tv‖2

Γ1

}
+

∫
Γ1

∂νuvtdσ + µ′1

∫
Γ1

vtg2(vt)dσ = −µ′2
∫

Γ1

vtk2(z2(x, 1, t))dσ.

(2.21)

En sommant (2.20) et (2.21), on trouve

d

dt

{
1

2

(
‖ut‖2 + ‖∇u‖2 + ‖vt‖2

Γ1
+ ‖∇Tv‖2

Γ1

)}
+ µ1

∫
Ω

utg1(ut)dx+ µ′1

∫
Γ1

vtg2(vt)dσ

= −µ2

∫
Ω

utk1(z1(x, 1, t))dx− µ′2
∫

Γ1

k2(z2(x, 1, t))dσ. (2.22)
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Maintenant, en multipliant la troisième équation du problème (2.15) par ξk1(z1(x, ρ, t)), la qua-

trième équation par ζk2(z2(x, ρ, t)) et en intégrant sur Ω× (0, 1) et Γ1× (0, 1) , respectivement,

on obtient ∫
Ω

∫ 1

0

[τz1t(x, ρ, t) + z1ρ(x, ρ, t)] ξk1(z1(x, ρ, t))dρdx = 0,

∫
Γ1

∫ 1

0

[τz2t(x, ρ, t) + z2ρ(x, ρ, t)] ζk2(z2(x, ρ, t))dρdσ = 0,

c’est-à-dire :

ξ

∫
Ω

∫ 1

0

τz1t(x, ρ, t)k1(z1(x, ρ, t))dρdx = −ξ
∫

Ω

∫ 1

0

z1ρ(x, ρ, t)k1(z1(x, ρ, t))dρdx,

ζ

∫
Γ1

∫ 1

0

τz2t(x, ρ, t)k2(z2(x, ρ, t))dρdσ = −ζ
∫

Γ1

∫ 1

0

z2ρ(x, ρ, t)k2(z2(x, ρ, t))dρdσ,

qui sont équivalentes aux équations suivantes

ξ

∫
Ω

∫ 1

0

z1t(x, ρ, t)k1(z1(x, ρ, t))dρdx = − ξ
τ

∫
Ω

∫ 1

0

∂

∂ρ
K1(z1(x, ρ, t))dρdx

= − ξ
τ

∫
Ω

[K1(z1(x, 1, t))−K1(ut)] dx,

ζ

∫
Γ1

∫ 1

0

z2t(x, ρ, t)k2(z2(x, ρ, t))dρdσ = −ζ
τ

∫
Γ1

∫ 1

0

∂

∂ρ
K2(z2(x, ρ, t))dρdσ

= −ζ
τ

∫
Γ1

[K2(z2(x, 1, t))−K2(vt)] dσ,

ce qui nous donne

ξ
d

dt

∫
Ω

∫ 1

0

K1(z1(x, ρ, t))dρdx = − ξ
τ

∫
Ω

K1(z1(x, 1, t))dx+
ξ

τ

∫
Ω

K1(ut)dx, (2.23)

ζ
d

dt

∫
Γ1

∫ 1

0

K2(z2(x, ρ, t))dρdσ = −ζ
τ

∫
Γ1

K2(z2(x, 1, t))dσ +
ζ

τ

∫
Γ1

K2(vt)dσ. (2.24)
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En combinant (2.22), (2.23) et (2.24), on obtient

d

dt

{
1

2
‖ut‖2 +

1

2
‖∇u‖2 +

1

2
‖vt‖2

Γ1
+

1

2
‖∇Tv‖2

Γ1
+ ξ

∫
Ω

(∫ 1

0

K1(z1(x, ρ, t))dρ

)
dx

+ζ

∫
Γ1

(∫ 1

0

K2(z2(x, ρ, t))dρ

)
dσ

}
= −µ1

∫
Ω

utg1(ut)dx− µ′1
∫

Γ1

vtg2(vt)dσ − µ2

∫
Ω

utk1(z1(x, 1, t))dx− µ′2
∫

Γ1

vtk2(z2(x, 1, t))dσ

− ξ
τ

∫
Ω

K1(z1(x, 1, t))dx+
ξ

τ

∫
Ω

K1(ut)dx−
ζ

τ

∫
Γ1

K2(z2(x, 1, t))dσ +
ζ

τ

∫
Γ1

K2(vt)dσ. (2.25)

D’après la formule (2.25), on déduit que l’énergie est donnée par :

E(t) =
1

2
‖ut‖2 +

1

2
‖∇u‖2 +

1

2
‖vt‖2

Γ1
+

1

2
‖∇Tv‖2

Γ1

+ ξ

∫
Ω

(∫ 1

0

K1(z1(x, ρ, t))dρ

)
dx+ ζ

∫
Γ1

(∫ 1

0

K2(z2(x, ρ, t))dρ

)
dσ. (2.26)

2.1.4 Décroissance de l’énergie

Le lemme suivant montre que le système (2.15) est dissipatif.

Lemme 2.1 Soit (u, v, z1, z2) une solution du problème (2.15). Alors, la fonctionnelle de

l’énergie définie par (2.26) satisfait

E ′(t) ≤ −a1

∫
Ω

utg1(ut)dx− a2

∫
Γ1

vtg2(vt)dσ

−a3

∫
Ω

z1(x, 1, t))k1(z1(x, 1, t))dx

−a4

∫
Γ1

z2(x, 1, t))k2(z2(x, 1, t))dσ

≤ 0 pour tout t ≥ 0, (2.27)

où a1 =
(
µ1 − ξ

τ
α2 − µ2α2

)
, a2 =

(
µ′1 −

ζ
τ
α2 − µ′2α2

)
, a3 =

(
α1

ξ
τ
− µ2(1− α1)

)
et

a4 =
(
α1

ζ
τ
− µ′2(1− α1)

)
.
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Preuve. D’après (2.26), on a

d

dt
E(t) = −µ1

∫
Ω

utg1(ut)dx− µ′1
∫

Γ1

vtg2(vt)dσ − µ2

∫
Ω

utk1(z1(x, 1, t))dx− µ′2
∫

Γ1

vtk2(z2(x, 1, t))dσ

− ξ
τ

∫
Ω

K1(z1(x, 1, t))dx+
ξ

τ

∫
Ω

K1(ut)dx−
ζ

τ

∫
Γ1

K2(z2(x, 1, t))dσ +
ζ

τ

∫
Γ1

K2(vt)dσ.

En utilisant (2.14), on trouve

d

dt
E(t) ≤ −

(
µ1 −

ξα2

τ

)∫
Ω

utg1(ut)dx−
(
µ′1 −

ζα2

τ

)∫
Γ1

vtg2(vt)dσ − µ2

∫
Ω

utk1(z1(x, 1, t))dx

−µ′2
∫

Γ1

vtk2(z2(x, 1, t))dσ − ξ

τ

∫
Ω

K1(z1(x, 1, t))dx− ζ

τ

∫
Γ1

K2(z2(x, 1, t))dσ.

De la définition de Ki et en utilisant le Lemme 1.6, on trouve pour i = 1, 2

K∗i (s) = s(K ′i)
−1(s)−Ki[(K

′
i)
−1(s)] ∀s ≥ 0,

par conséquent

K∗i (ki(zi(x, 1, t))) = zi(x, 1, t)ki(zi(x, 1, t))−Ki(zi(x, 1, t))

≤ (1− α1) zi(x, 1, t)ki(zi(x, 1, t)). (2.28)

Ensuite, en utilisant (2.14) et (1.5), avec une fois s = k1(z1(x, 1, t)), r = ut(x, t) et une deuxième

fois s = k2(z2(x, 1, t)), r = vt(x, t), on obtient

d

dt
E(t) ≤ −

(
µ1 −

ξα2

τ

)∫
Ω

utg1(ut)dx−
(
µ′1 −

ζα2

τ

)∫
Γ1

vtg2(vt)dσ −
ξ

τ

∫
Ω

K1(z1(x, 1, t))dx

−ζ
τ

∫
Γ1

K2(z2(x, 1, t))dσ + µ2

∫
Ω

(K1(ut) +K∗1(k1(z1(x, 1, t)))dx

+µ′2

∫
Γ1

(K2(vt) +K∗2(k2(z2(x, 1, t)))dσ

≤ −
(
µ1 −

ξα2

τ
− µ2α2

)∫
Ω

utg1(ut)dx−
(
µ′1 −

ζα2

τ
− µ′2α2

)∫
Γ1

vtg2(vt)dσ

−
(
α1
ξ

τ
− µ2 (1− α1)

)∫
Ω

z1(x, 1, t)k1(z1(x, 1, t))dx

−
(
α1
ζ

τ
− µ′2 (1− α1)

)∫
Γ1

z2(x, 1, t)k2(z2(x, 1, t))dσ.
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Les hypothèses (2.16) et (2.17) impliquent que



(
µ1 − ξα2

τ
− µ2α2

)
< 0,(

µ′1 −
ζα2

τ
− µ′2α2

)
< 0,(

α1
ξ
τ
− µ2 (1− α1)

)
< 0,(

α1
ζ
τ
− µ′2 (1− α1)

)
< 0.

Ainsi, on obtient (2.27), donc on déduit que E ′(t) ≤ 0, d’où le système (2.15) est dissipatif.

Ce qui termine la preuve du Lemme 2.1.

2.2 Existence globale

Dans cette section, on présente et on démontre en utilisant la méthode d’approximation de

Faedo-Galerkin, un résultat d’existence et d’unicité de la solution du système (2.15).

Théorème 2.1 Soient (u0, u1, v0, v1) ∈ [H2(Ω)∩H1
Γ0

(Ω))×H1
Γ0

(Ω)]×[H2 (Γ1)×H1 (Γ1)], f01 ∈

H1
Γ0

(Ω;H1 (0, 1)) et f02 ∈ H1 (Γ1;H1 (0, 1)) , vérifiant la condition de compatibilté suivante


∂νu0 −∆Tv0 + µ′1g2(v1) = 0, sur Γ1,

f01(., 0) = ut, dans Ω,

f02(., 0) = vt, sur Γ1.

(2.29)

On suppose que (H1)−(H3) sont vérifiées, alors le problème (2.15) possède une unique solution

faible globale satisfaisant pour tout T > 0

(u, ut, utt) ∈ L∞(0, T ;
[
H1

Γ0
(Ω)
]2 × L2(Ω)),

(v, vt, vtt) ∈ L∞(0, T ;
[
H1 (Γ1)

]2 × L2(Γ1)).

Preuve. On suppose que (u0, v0) ∈ (H2(Ω) ∩ H1
Γ0

(Ω)) × (H2 (Γ1) ∩H1 (Γ1)) , (u1, v1) ∈

H1
Γ0

(Ω)×H1 (Γ1) , f01 ∈ H1
Γ0

(Ω;H1 (0, 1)) et f02 ∈ H1 (Γ1;H1 (0, 1)) .

Pour chaque n ∈ N, on note par Un et Vn, les deux espaces de dimension finie, définis par

Un = [w1, w2, ..., wn] et Vn = [w̃1, w̃2, ..., w̃n], respectivement, où {wi}1≤i≤n et {w̃i}1≤i≤n sont
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des bases dans les espaces H2(Ω) ∩H1
Γ0

(Ω) et H2 (Γ1) ∩H1 (Γ1) , respectivement.

On définit pour 1 ≤ i ≤ n, les suites φi(x, ρ) et φ̃i(x, ρ) comme suit :

 φi(x, 0) = wi,

φ̃i(x, 0) = w̃i.

Alors, on prolonge φi(x, 0) par φi(x, ρ) sur L2 (Ω× (0, 1)) et φ̃i(x, 0) par φ̃i(x, ρ) sur L2 (Γ1 × (0, 1))

et on note par Zn, Z̃n, les espaces linéaires générés par {φ1, φ2, ..., φn} et
{
φ̃1, φ̃2, ..., φ̃n

}
, re-

spectivement.

On définit les suites d’approximations un, vn, zn1 et zn2 par

un(t) =
n∑
i=1

ani (t)wi, v
n(t) =

n∑
i=1

bni (t)w̃i, z
n
1 (t) =

n∑
i=1

cni (t)φi, z
n
2 (t) =

n∑
i=1

dni (t)φ̃i,

où ani , b
n
i , c

n
i et dni sont de classe C2 et déterminées par les équations différentielles suivantes :

(untt, wi) + (∇un,∇wi) + µ1(g1(unt ), wi) + µ2(k1(zn1 (x, 1, t)), wi)

+(vntt, w̃i)Γ1 + (∇Tv
n,∇T w̃i)Γ1 + µ′1(g2(vnt ), w̃i)Γ1

+µ′2(k2(zn2 (x, 1, t)), w̃i)Γ1 = 0, 1 ≤ i ≤ n,

(2.30)

∫
Ω

∫ 1

0

(τ(zn1 )t + (zn1 )ρ)φidρdx = 0, 1 ≤ i ≤ n (2.31)

et ∫
Γ1

∫ 1

0

(τ(zn2 )t + (zn2 )ρ)φ̃idρdσ = 0, 1 ≤ i ≤ n, (2.32)

avec les données initiales suivantes :

un(0) = un0 =
∑n

i=1 a
n
i (0)wi → u0 dans

(
H2 (Ω) ∩H1

Γ0
(Ω)
)
,

unt (0) = un1 =
∑n

i=1(ani )t(0)wi → u1 dans H1
Γ0

(Ω) ,

vn(0) = vn0 =
∑n

i=1 b
n
i (0)w̃i → v0 dans (H2 (Γ1) ∩H1 (Γ1)) ,

vnt (0) = vn1 =
∑n

i=1(bni )t(0)w̃i → v1 dans H1 (Γ1) ,

zn1 (ρ, 0) = zn01
=

∑n
i=1 c

n
i (0)φi → f01 dans H1

Γ0
(Ω;H1 (0, 1)) ,

zn2 (ρ, 0) = zn02
=

∑n
i=1 d

n
i (0)φ̃i → f02 dans H1 (Γ1;H1 (0, 1)) .

(2.33)
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L’existence locale des solutions régulières du système (2.30)-(2.33) est standard par la théorie

des équations différentielles ordinaires, on peut conclure qu’il existe un tn > 0, tel que dans

[0, tn], le système (2.30)-(2.33) a une unique solution locale, qui peut être prolonger à un

intervalle maximal [0, T ] (avec 0 < T ≤ ∞) par le lemme de Zorn, dès que les termes non

linéaires dans (2.30) sont localement Lipschitz continus.

On peut utiliser un argument de compacité standard, pour limiter la procédure et il suffit

de dériver certaines estimations à priori pour (un, vn, zn1 , z
n
2 ).

2.2.1 Estimations à priori

Première estimation :

Puisque les suites (un0 )n, (un1 )n, (vn0 )n, (vn1 )n, (zn01
)n et (zn02

)n convergent, des calculs standars en

utilisant (2.30)-(2.33), similaires à ceux utilisés pour dériver (2.27), donne une constante M1,

indépendante de n, telle que

En(t) + a1

∫ t

0

∫
Ω

unt g1(unt )dxds+ a3

∫ t

0

∫
Ω

zn1 (x, 1, s)k1(zn1 (x, 1, s))dxds

+a2

∫ t

0

∫
Γ1

vnt g2(vnt )dσds+ a4

∫ t

0

∫
Γ1

zn2 (x, 1, s)k2(zn2 (x, 1, s))dσds

≤ En(0) ≤M1, (2.34)

où

En(t) =
1

2

(
‖unt ‖

2 + ‖∇un‖2 + ‖vnt ‖
2
Γ1

+ ‖∇Tv
n‖2

Γ1

)
+ξ

∫
Ω

(∫ 1

0

K1(zn1 (x, ρ, t)dρ

)
dx+ ζ

∫
Γ1

(∫ 1

0

K2(zn2 (x, ρ, t)dρ

)
dσ.

L’estimation (2.34) implique que la solution (vn, vn, zn1 , z
n
2 )n existe globalement dans [0,+∞)

et donne pour tout T > 0

un est bornée dans L∞
(
0, T ;H1

Γ0
(Ω)
)
, (2.35)

vn est bornée dans L∞
(
0, T ;H1(Γ1)

)
, (2.36)
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unt est bornée dans L∞
(
0, T ;L2(Ω)

)
, (2.37)

vnt est bornée dans L∞
(
0, T ;L2(Γ1)

)
, (2.38)

unt g1(unt ) est bornée dans L1(Ω× (0, T )), (2.39)

vnt g2(vnt ) est bornée dans L1(Γ1 × (0, T )), (2.40)

K1(zn1 )) est bornée dans L∞
(
0, T ;L1(Ω× (0, 1))

)
, (2.41)

K2(zn2 )) est bornée dans L∞
(
0, T ;L1(Γ1 × (0, 1))

)
, (2.42)

zn1 (x, 1, t)k1(zn1 (x, 1, t)) est bornée dans L1(Ω× (0, T )), (2.43)

zn2 (x, 1, t)k2(zn2 (x, 1, t)) est bornée dans L1(Γ1 × (0, T )). (2.44)

Seconde estimation :

On estime untt(0) et vntt(0) dans les normes L2(Ω) et L2(Γ1), respectivement.

En prenant t = 0 et en considérant wi = untt(0) et w̃i = vntt(0) dans (2.30), on obtient

‖untt(0)‖2 + (∇un0 ,∇untt(0)) + µ1(g1(un1 ), untt(0)) + µ2(k1(zn01
), untt(0))

+ ‖vntt (0)‖2
Γ1

+ (∇Tv
n
0 ,∇Tv

n
tt (0))Γ1 + µ′1(g2(vn1 ), vntt(0))Γ1 + µ′2(k2(zn02

), vntt(0))Γ1

= 0. (2.45)

On a les égalités suivantes :

(∇un0 ,∇untt(0)) = −(∆un0 , u
n
tt(0)) + (∂νu

n
0 , v

n
tt(0))Γ1 , (2.46)

(∇Tv
n
0 ,∇Tv

n
tt (0))Γ1 = −(∆Tv

n
0 , v

n
tt (0))Γ1 . (2.47)

En employant l’inégalité de Young (1.3) sur (2.46) et (2.47) et en utilisant le fait que si un0 ∈(
H1

Γ0
(Ω) ∩H2 (Ω)

)
, alors ∂νu

n
0 ∈ H1/2(Γ1) ↪→ L2(Γ1), par conséquent ∂νu

n
0 ∈ L2(Γ1) et donc
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on obtient

(∇un0 ,∇untt(0)) = −(∆un0 , u
n
tt(0)) + (∂νu

n
0 , v

n
tt(0))Γ1

≤ 1

4ε
‖∆un0‖

2 +
1

4ε
‖∂νun0‖

2
Γ1

+ ε ‖untt(0)‖2 + ε ‖vntt(0‖
2
Γ1
, (2.48)

−(∆Tv
n
0 , v

n
tt (0))Γ1 ≤

1

4ε
‖∆Tv

n
0 ‖

2
Γ1

+ ε ‖vntt (0)‖2
Γ1
, (2.49)

µ1(g1(un1 ), untt(0)) ≤ µ2
1

4ε
‖g1(un1 )‖2 + ε ‖untt(0)‖2 , (2.50)

µ′1(g2(vn1 ), vntt(0))Γ1 ≤
(µ′1)2

4ε
‖g2(vn1 )‖2

Γ1
+ ε ‖vntt(0)‖2

Γ1
, (2.51)

µ2(k1(zn01
), untt(0)) ≤ µ2

2

4ε

∥∥k1(zn01
)
∥∥2

+ ε ‖untt(0)‖2 , (2.52)

µ′2(k2(zn02
), vntt(0))Γ1 ≤

(µ′2)2

4ε

∥∥k2(zn02
)
∥∥2

Γ1
+ ε ‖vntt(0)‖2

Γ1
. (2.53)

En substituant (2.48)-(2.53) dans (2.45), avec un bon choix de ε et puisque (g1(un1 ))n, (k1(zn01
))n

et (g2(vn1 ))n, (k2(zn02
))n sont bornées dans L2(Ω) et L2(Γ1), respectivement, par (H1), (H2) et

les données initiales (2.33), on obtient

‖untt(0)‖+ ‖vntt (0)‖Γ1
≤M2, (2.54)

où M2 est une constante positive indépendante de n et dépend des données initiales.

Ensuite, en dérivant (2.30) par rapport à t, en multipliant l’équation résultante par (ani )tt(t)

dans Ω et par (bni )tt(t) sur Γ1 et sommant sur i de 1 à n, on trouve

1

2

d

dt

{
‖untt‖

2 + ‖∇unt ‖
2 + ‖vntt‖

2
Γ1

+ ‖∇Tv
n
t ‖

2
Γ1

}
+µ1

∫
Ω

|untt|
2 (g1)t(u

n
t )dx+ µ2

∫
Ω

untt(z
n
1 )t(x, 1, t)(k1)t(z

n
1 (x, 1, t))dx

+µ′1

∫
Γ1

|vntt|
2 (g2)t(v

n
t )dσ + µ′2

∫
Γ1

vntt(z
n
2 )t(x, 1, t)(k2)t(z

n
2 (x, 1, t))dσ

= 0. (2.55)

En dérivant (2.31) par rapport au temps t, en multipliant le résultat par (cni )t(t) et en sommant
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sur i, de 1 à n, on obtient

τ

2

d

dt
‖(zn1 )t (ρ, t)‖2

L2(Ω×(0,1)) +
1

2

d

dρ
‖(zn1 )t (ρ, t)‖2

L2(Ω×(0,1)) = 0. (2.56)

De manière analogue, en dérivant (2.32) par rapport au temps t, en multipliant le résultat par

(dni )t(t) et en sommant sur i, de 1 à n, on trouve

τ

2

d

dt
‖(zn2 )t (ρ, t)‖2

L2(Γ1×(0,1)) +
1

2

d

dρ
‖(zn2 )t (ρ, t)‖2

L2(Γ1×(0,1)) = 0. (2.57)

En prenant la somme de (2.55), (2.56) et (2.57), on obtient

1

2

d

dt

{
‖untt‖

2 + ‖∇unt ‖
2 + ‖vntt‖

2
Γ1

+ ‖∇Tv
n
t ‖

2
Γ1

+τ ‖(zn1 )t (ρ, t)‖2
L2(Ω×(0,1)) + τ ‖(zn2 )t (ρ, t)‖2

L2(Γ1×(0,1))

}
+µ1

∫
Ω

|untt|
2 (g1)t(u

n
t )dx+

1

2

∫
Ω

|(zn1 )t(x, 1, t)|2 dx

+µ′1

∫
Γ1

|vntt|
2 (g2)t(v

n
t )dσ +

1

2

∫
Γ1

|(zn2 )t(x, 1, t)|2 dσ

=
1

2
‖untt‖

2 − µ2

∫
Ω

untt(z
n
1 )t(x, 1, t)(k1)t(z

n
1 (x, 1, t))dx

+
1

2
‖vntt‖

2
Γ1
− µ′2

∫
Γ1

vntt(z
n
2 )t(x, 1, t)(k2)t(z

n
2 (x, 1, t))dσ. (2.58)

Et en utilisant (2.13) et l’inégalité de Young (1.3), on obtient

µ2

∫
Ω

untt(z
n
1 )t(x, 1, t)(k1)t(z

n
1 (x, 1, t))dx

≤ ε

∫
Ω

|(zn1 )t(x, 1, t)|2 dx+
(µ2β)2

4ε
‖untt‖

2 , (2.59)

µ′2

∫
Γ1

vntt(z
n
2 )t(x, 1, t)(k2)t(z

n
2 (x, 1, t))dσ

≤ ε

∫
Γ1

|(zn2 )t(x, 1, t)|2 dσ +
(µ′2β)2

4ε
‖vntt‖

2
Γ1
. (2.60)
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En substituant (2.59) et (2.60) dans (2.58) et en choisissant ε suffisamment petit, on trouve

1

2

d

dt

{
‖untt‖

2 + ‖∇unt ‖
2 + ‖vntt‖

2
Γ1

+ ‖∇Tv
n
t ‖

2
Γ1

+τ ‖(zn1 )t (ρ, t)‖2
L2(Ω×(0,1)) + τ ‖(zn2 )t (ρ, t)‖2

L2(Γ1×(0,1))

}
+µ1

∫
Ω

|untt|
2 (g1)t(u

n
t )dx+ c

∫
Ω

|(zn1 )t(x, 1, t)|2 dx

+µ′1

∫
Γ1

|vntt|
2 (g2)t(v

n
t )dσ + c

∫
Γ1

|(zn2 )t(x, 1, t)|2 dσ

≤ c′
{
‖untt‖

2 + ‖vntt‖
2
Γ1

}
.

En intégrant cette dérnière inégalité sur (0, t), on obtient

1

2

{
‖untt‖

2 + ‖∇unt ‖
2 + ‖vntt‖

2
Γ1

+ ‖∇Tv
n
t ‖

2
Γ1

+τ ‖(zn1 )t (ρ, t)‖2
L2(Ω×(0,1)) + τ ‖(zn2 )t (ρ, t)‖2

L2(Γ1×(0,1))

}
+µ1

∫ t

0

∫
Ω

|untt|
2 (g1)t(u

n
t )dxds+ c

∫ t

0

∫
Ω

(zn1 )t |(x, 1, s)|2 dxds

+µ′1

∫ t

0

∫
Γ1

|vntt|
2 (g2)t(v

n
t )dσds+ c

∫ t

0

∫
Γ1

|(zn2 )t(x, 1, s)|2 dσds

≤ 1

2

{
‖untt(0)‖2 + ‖vntt(0)‖2

Γ1
+ ‖∇un1‖

2 + ‖∇Tv
n
1 ‖

2
Γ1

+τ ‖(zn1 )t (x, ρ, 0)‖2
L2(Ω×(0,1)) + τ ‖(zn2 )t (x, ρ, 0)‖2

L2(Γ1×(0,1))

}
+c′

{∫ t

0

‖untt(s)‖
2 ds+

∫ t

0

‖vntt(s)‖
2
Γ1
ds

}
.

En utilisant (2.33), (2.54) et le lemme de Gronwall, il s’ensuit que

‖untt‖
2 + ‖∇unt ‖

2 + ‖vntt‖
2
Γ1

+ ‖∇Tv
n
t ‖

2
Γ1

+ τ ‖(zn1 )t (ρ, t)‖2
L2(Ω×(0,1))

+τ ‖(zn2 )t (ρ, t)‖2
L2(Γ1×(0,1)) + µ1

∫ t

0

∫
Ω

|untt|
2 (g1)t(u

n
t )dxds

+c

∫ t

0

∫
Ω

(zn1 )t |(x, 1, s)|2 dxds+ µ′1

∫ t

0

∫
Γ1

|vntt|
2 (g2)t(v

n
t )dσds

+c

∫ t

0

∫
Γ1

|(zn2 )t(x, 1, s)|2 dσds

≤ M3,
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où M3 est indépendante de n et pour tout t ∈ [0, T ] . Par conséquent, on conclut que

unt est bornée dans L∞
(
0, T ;H1

Γ0
(Ω)
)
, (2.61)

vnt est bornée dans L∞
(
0, T ;H1(Γ1)

)
, (2.62)

untt est bornée dans L∞
(
0, T ;L2(Ω)

)
, (2.63)

vntt est bornée dans L∞
(
0, T ;L2(Γ1)

)
, (2.64)

(zn1 )t est bornée dans L∞(0, T ;L2(Ω× (0, 1)), (2.65)

(zn2 )t est bornée dans L∞(0, T ;L2(Γ1 × (0, 1)). (2.66)

Estimation pour (zn1 )n et (zn2 )n :

En remplaçant φi par −∆φi dans (2.31), en multipliant l’équation résultante par cni (t) et en

sommant sur i, de 1 à n, on obtient

τ

2

d

dt
‖∇zn1 (ρ, t)‖2

L2(Ω×(0,1)) +
1

2

d

dρ
‖∇zn1 (ρ, t)‖2

L2(Ω×(0,1)) = 0. (2.67)

De même, en remplaçant φ̃i par −∆T φ̃i dans (2.32), en multipliant l’équation résultante par

dni (t) et en sommant sur i, de 1 à n, il s’ensuit que

τ

2

d

dt
‖∇T z

n
2 (ρ, t)‖2

L2(Γ1×(0,1)) +
1

2

d

dρ
‖∇T z

n
2 (ρ, t)‖2

L2(Γ1×(0,1)) = 0. (2.68)

En combinant (2.67) et (2.68), on trouve

τ

2

d

dt
‖∇zn1 (ρ, t)‖2

L2(Ω×(0,1)) +
τ

2

d

dt
‖∇T z

n
2 (ρ, t)‖2

L2(Γ1×(0,1))

+
1

2

{∫
Ω

|∇zn1 (x, 1, t)|2 dx+

∫
Γ1

|∇T z
n
2 (x, 1, t)|2 dσ

}
=

1

2

{
‖∇un‖2 + ‖∇Tv

n‖2
Γ1

}
.
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En intégrant cette dérnière égalité sur (0, t) et en utilisant le lemme de Gronwall, on obtient

τ

2
‖∇zn1 (ρ, t)‖2

L2(Ω×(0,1)) +
τ

2
‖∇T z

n
2 (ρ, t)‖2

L2(Γ1×(0,1))

≤ ecT
{τ

2
‖∇zn1 (x, ρ, 0)‖2

L2(Ω×(0,1)) +
τ

2
‖∇T z

n
2 (x, ρ, 0)‖2

L2(Γ1×(0,1))

}
,

pour tout t ∈ [0, T ]. Alors, on conclut que

zn1 est bornée dans L∞
(
0, T ;H1

Γ0

(
Ω;L2 (0, 1)

))
, (2.69)

zn2 est bornée dans L∞
(
0, T ;H1

(
Γ1;L2 (0, 1)

))
. (2.70)

2.2.2 Le passage à la limite

En appliquant le théorème de Dunford-Petti, on conclut de (2.35)-(2.44), (2.61)-(2.66), (2.69)

et (2.70) qu’il existe des sous-suites de (un)n, (vn)n, (zn1 )n et (zn2 )n qu’on note encore par (un)n,

(vn)n, (zn1 )n et (zn2 )n, respectivement, telles que

(un, unt , u
n
tt) ⇀ (u, ut, utt) faible étoile dans L∞

(
0, T ;

[
H1

Γ0
(Ω)
]2 × L2 (Ω)

)
, (2.71)

(vn, vnt , v
n
tt) ⇀ (v, vt, vtt) faible étoile dans L∞

(
0, T ;

[
H1(Γ1)

]2 × L2 (Γ1)
)
, (2.72)

g1(unt ) ⇀ χ1 faible étoile dans L2((0, T )× Ω), (2.73)

g2(vnt ) ⇀ χ2 faible étoile dans L2((0, T )× Γ1), (2.74)

zn1 ⇀ z1 faible étoile dans L∞
(
0, T ;H1

Γ0

(
Ω;L2 (0, 1)

))
, (2.75)

zn2 ⇀ z2 faible étoile dans L∞
(
0, T ;H1

(
Γ1;L2 (0, 1)

))
, (2.76)

(zn1 )t ⇀ (z1)t faible étoile dans L∞(0, T ;L2(Ω× (0, 1))), (2.77)

(zn2 )t ⇀ (zn2 )t faible étoile dans L∞(0, T ;L2(Γ1 × (0, 1))), (2.78)

k1(zn1 (x, 1, t)) ⇀ Ψ1 faible étoile dans L2((0, T )× Ω), (2.79)

k2(zn2 (x, 1, t)) ⇀ Ψ2 faible étoile dans L2((0, T )× Γ1). (2.80)
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Grâce au théorème de Aubin-Lions, (voir Lions [59]), on déduit qu’il existe des sous-suites qu’on

note encore (un)n, (vn)n, (zn1 )n et (zn2 )n, telles que

un → u fortement dans L2
(
0, T ;L2(Ω)

)
, (2.81)

unt → ut fortement dans L2
(
0, T ;L2(Ω)

)
, (2.82)

vn → v fortement dans L2
(
0, T ;L2(Γ1)

)
, (2.83)

vnt → vt fortement dans L2
(
0, T ;L2(Γ1)

)
, (2.84)

zn1 → z1 fortement dans L2 (Ω× (0, 1)× (0, T )) , (2.85)

zn2 → z2 fortement dans L2 (Γ1 × (0, 1)× (0, T )) . (2.86)

2.2.3 Analyse des termes non linéaires

On note par Q = Ω× (0, T ) et Σ = Γ1 × (0, T ).

On peut déduire de (2.82) et (2.84) que

unt → ut presque partout dans Q, (2.87)

vnt → vt presque partout sur Σ, (2.88)

et

zn1 → z1 fortement dans L2
(
0, T ;L2(Ω)

)
et p.p dans Q,

zn2 → z2 fortement dans L2
(
0, T ;L2(Γ1)

)
et p.p sur Σ.

A présent, on montre que g1(ut), k1(z1(., 1, .)) sont bornés dans L1(Q) et que g2(vt), k2(z2(., 1, .))

sont bornés dans L1(Σ). C’est l’objet du lemme suivant :

Lemme 2.2 Pour chaque T > 0, g1(ut), k1(z1(., 1, .)) ∈ L1(Q), g2(vt), k2(z2(., 1, .)) ∈ L1(Σ)

et on a

‖g1(ut)‖L1(Q) , ‖k1(z1(., 1, .))‖L1(Q) ≤ A1

39
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et

‖g2(vt)‖L1(Σ) , ‖k2(z2(., 1, .))‖L1(Σ) ≤ A2,

où A1 et A2 sont des constantes indépendantes de t.

Preuve. Grâce à l’hypothèse (H1), (2.87) et (2.88), on a

g1 (unt (x, t)) → g1 (ut (x, t)) presque partout dans Q,

g2(vnt (x, t)) → g2(vt (x, t)) presque partout sur Σ,

0 ≤ unt (x, t) g1 (unt (x, t))→ ut (x, t) g1 (ut (x, t)) presque partout dans Q,

0 ≤ vnt (x, t) g2(vnt (x, t))→ vt (x, t) g2(vt (x, t)) presque partout sur Σ.

Par conséquent de (2.39), (2.40) et le lemme de Fatou, on a pour tout T > 0

∫ T

0

∫
Ω

ut (x, t) g1 (ut (x, t)) dxdt ≤ D1, (2.89)∫ T

0

∫
Γ1

vt (x, t) g2(vt (x, t))dσdt ≤ D2. (2.90)

Maintenant, on peut estimer
∫ T

0

∫
Ω
|g1 (ut (x, t))| dxdt et

∫ T
0

∫
Γ1
|g2(vt (x, t))| dσdt. Par l’inégalité

de Cauchy-Schwarz et en utilisant (2.89), (2.90), on obtient

∫ T

0

∫
Ω

|g1 (ut (x, t))| dxdt ≤ c |Q|
1
2

(∫ T

0

∫
Ω

ut (x, t) g1 (ut (x, t)) dxdt

) 1
2

≤ c |Q|
1
2 D

1
2
1 ≡ A1,

∫ T

0

∫
Γ1

|g2(vt (x, t))| dσdt ≤ c |Σ|
1
2

(∫ T

0

∫
Γ1

vt (x, t) g2(vt (x, t))dσdt

) 1
2

≤ c |Σ|
1
2 D

1
2
2 ≡ A2,

où |Q| et |Σ| sont les mesures de Q et Σ, respectivement.
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Etude de l’existence et l’unicité d’une solution faible globale du problème

De même, on obtient

∫ T

0

∫
Ω

|k1 (z1 (x, 1, t))| dxdt ≤ c |Q|
1
2 D

1
2
1 ≡ A1,∫ T

0

∫
Γ1

|k2 (z2 (x, 1, t))| dσdt ≤ c |Σ|
1
2 D

1
2
2 ≡ A2.

Ce qui termine la preuve du Lemme 2.2.

Ensuite, le lemme ci-dessous, montre que g1(unt ), k1(zn1 ) convergent vers g1(ut), k1(z1),

respectivement, dans L1(Q) et que g2(vnt ), k2(zn2 ) convergent vers g2(vt), k2(z2), respectivement,

dans L1(Σ) :

Lemme 2.3 On a les convergences suivantes

 g1(unt )→ g1(ut) dans L1(Ω× (0, T )),

g2(vnt )→ g2(vt) dans L1(Γ1 × (0, T )),

 k1(zn1 )→ k1(z1) dans L1(Ω× (0, T )),

k2(zn2 )→ k2(z2) dans L1(Γ1 × (0, T )).

Preuve. Soient E ⊂ Ω× [0, T ], Ẽ ⊂ Γ1 × [0, T ] et

E1 =

{
(x, t) ∈ E : |g1 (unt (x, t))| ≤ 1√

|E|

}
, E2 = E\E1,

Ẽ1 =

(x, t) ∈ Ẽ : |g2 (vnt (x, t))| ≤ 1√∣∣∣Ẽ∣∣∣
 , Ẽ2 = Ẽ\Ẽ1,

où |E| et
∣∣∣Ẽ∣∣∣ sont les mesures de E et Ẽ, respectivement.
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Si M(r) = inf {|s| : s ∈ R et |gi(s)| ≥ r, pour i = 1, 2} , on a

∫
E

|g1 (unt )| dxdt =

∫
E1

|g1 (unt )| dxdt+

∫
E2

|g1 (unt )| dxdt

≤
∫
E1

1√
|E|

dxdt+

∫
E2

|g1 (unt )| dxdt

≤ |E1|√
|E|

+
1

inf

{
|unt | : unt ∈ R et |g1(unt )| ≥ 1√

|E|

} ∫
E2

|unt | |g1 (unt )| dxdt

≤ c
√
|E|+

(
M

(
1√
|E|

))−1 ∫
E2

|unt | |g1 (unt )| dxdt,

De même, on obtient

∫
Ẽ

|g2 (vnt )| dσdt =

∫
Ẽ1

|g2 (vnt )| dσdt+

∫
Ẽ2

|g2 (vnt )| dσdt

≤ c

√∣∣∣Ẽ∣∣∣+

M
 1√∣∣∣Ẽ∣∣∣



−1 ∫

Ẽ2

|vnt | |g2 (vnt )| dσdt.

En appliquant (2.39) et (2.40), on trouve que

sup
n

∫
E

|g1 (unt )| dxdt → 0 lorsque |E| → 0,

sup
n

∫
Ẽ

|g2 (vnt )| dσdt → 0 lorsque
∣∣∣Ẽ∣∣∣→ 0.

Grâce au théorème de convergence de Vitali , on déduit que

g1 (unt ) → g1 (ut) dans L1(Ω× (0, T )),

g2 (vnt ) → g2 (vt) dans L1(Γ1 × (0, T )).

De même, on obtient

k1(zn1 (x, 1, t)) → k1 (z1(x, 1, t)) dans L1(Ω× (0, T )),

k2(zn2 (x, 1, t)) → k2 (z2(x, 1, t)) dans L1(Γ1 × (0, T )).
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Ceci termine la démonstration du Lemme 2.3.

Par conséquent, le Lemme 2.3 donne

 g1 (unt ) ⇀ χ1 = g1 (ut) faiblement dans L2(Ω× (0, T )),

g2 (vnt ) ⇀ χ2 = g2 (vt) faiblement dans L2(Γ1 × (0, T )),
(2.91)

et  k1(zn1 (x, 1, t)) ⇀ Ψ1 = k1 (z1(x, 1, t)) faiblement dans L2(Ω× (0, T )),

k2(zn2 (x, 1, t)) ⇀ Ψ2 = k2 (z2(x, 1, t)) faiblement dans L2(Γ1 × (0, T )).
(2.92)

2.2.4 Vérification que la limite est une solution du problème

Maintenant, en retournant à (2.30) et en utilisant les arguments standards, on peut montrer

des estimations précédentes que

utt −4u+ µ1g1(ut) + µ2k1(z1(., 1, .)) = 0, dans D′ (Ω× (0, T )) . (2.93)

Puisque utt, g1(ut) et k1(z1(., 1, .)) ∈ L2 (0, T ;L2(Ω)) , on obtient de l’identité (2.93)

4u ∈ L2
(
0, T ;L2(Ω)

)
,

par conséquent (2.93), donne

utt −4u+ µ1g1(ut) + µ2k1(z1(., 1, .)) = 0, dans L2
(
0, T ;L2(Ω)

)
. (2.94)

En prenant (2.94) en compte et en utilisant la formule de Green, on trouve

∂νu−∆Tv = −µ′1g2(vt)− µ′2k2(z2(., 1, .))− vtt, dans D′
(

0, T ;H−
1
2 (Γ1)

)

et dès que vtt, g2(vt) et k2(z2(., 1, .)) ∈ L2 (0, T ;L2(Γ1)) , on déduit que

∂νu−∆Tv = −µ′1g2(vt)− µ′2k2(z2(., 1, .))− vtt, dans L2
(
0, T ;L2(Γ1)

)
,
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c’est-à-dire :

vtt + ∂νu−∆Tv + µ′1g2(vt) + µ′2k2(z2(., 1, .)) = 0, dans L2
(
0, T ;L2(Γ1)

)
.

En exploitant les convergences (2.75), (2.76), (2.77), (2.78), (2.85) et (2.86), on passe à la

limite dans (2.31) et (2.32) pour obtenir

∫ T

0

∫ 1

0

∫
Ω

(τ(z1)t + (z1)ρ)ϑ1dxdρdt = 0, ∀ϑ1 ∈ L2
(
0, T ;H1

Γ0
(Ω× (0, 1))

)
,

∫ T

0

∫ 1

0

∫
Γ1

(τ(z2)t + (z2)ρ)ϑ2dσdρdt = 0, ∀ϑ2 ∈ L2
(
0, T ;H1 (Γ1 × (0, 1))

)
.

2.2.5 Unicité de la solution

Soient (u, v, z1, z2) et (ũ, ṽ, z̃1, z̃2) deux solutions du problème (2.15). Alors, (U, V, Z1, Z2) =

(u, v, z1, z2)− (ũ, ṽ, z̃1, z̃2) vérifies le système d’équations suivantes :



Utt −∆U + µ1g1(ut)− µ1g1(ũt)

+µ2k1(z1(x, 1, t))− µ2k1(z̃1(x, 1, t)) = 0, dans Ω × (0,∞),

Vtt + ∂νU −∆TV + µ′1g2(vt)− µ′1g2(ṽt)

+µ′2k2(z2(x, 1, t))− µ′2k2(z̃2(x, 1, t)) = 0, sur Γ1 × (0,∞),

τZ1t(x, ρ, t) + Z1ρ(x, ρ, t) = 0, dans Ω× (0, 1)× (0,∞),

τZ2t(x, ρ, t) + Z2ρ(x, ρ, t) = 0, sur Γ1 × (0, 1)× (0,∞),

U = V, sur Γ× (0,∞),

U = 0, sur Γ0 × (0,∞),

Z1(x, 0, t) = Ut(x, t), dans Ω× (0,∞),

Z2(x, 0, t) = Vt(x, t), sur Γ1 × (0,∞),

(U(0), V (0)) = (0, 0), dans Ω× Γ,

(Ut(0), Vt(0)) = (0, 0), dans Ω× Γ,

Z1(x, ρ, 0) = 0, dans Ω× (0, 1),

Z2(x, ρ, 0) = 0, sur Γ1 × (0, 1).

(2.95)
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En multipliant la première et deuxième équation dans (2.95) par Ut et Vt, respectivement, en

intégrant sur Ω et Γ1 et en sommant le résultat, on obtient

1

2

d

dt
‖Ut‖2 +

1

2

d

dt
‖∇U‖2 +

1

2

d

dt
‖Vt‖2

Γ1
+

1

2

d

dt
‖∇TV ‖2

Γ1

+µ1(g1(ut)− g1(ũt), Ut) + µ′1 (g2(vt)− g2(ṽt), Vt)Γ1

+µ2 (k1(z1(x, 1, t))− k1(z̃1(x, 1, t)), Ut)

+µ′2 (k2(z2(x, 1, t))− k2(z̃2(x, 1, t)), Vt)Γ1

= 0. (2.96)

De même, en multipliant la troisième et quatrième équation dans (2.95) par respectivement Z1

et Z2 et en intégrant le résultat sur Ω× (0, 1) et Γ1 × (0, 1) , on obtient

τ

2

d

dt

∫ 1

0

‖Z1 (x, ρ, t)‖2 dρ+
1

2

{
‖Z1 (x, 1, t)‖2 − ‖Ut (x, t)‖2} = 0, (2.97)

τ

2

d

dt

∫ 1

0

‖Z2 (x, ρ, t)‖2
Γ1
dρ+

1

2

{
‖Z2 (x, 1, t)‖2

Γ1
− ‖Vt (x, t)‖2

Γ1

}
= 0. (2.98)

De (2.96), (2.97), (2.98) et en utilisant Cauchy-Schwarz, on trouve

1

2

d

dt

{
‖Ut‖2 + ‖∇U‖2 + ‖Vt‖2

Γ1
+ ‖∇TV ‖2

Γ1

+τ

∫ 1

0

‖Z1 (x, ρ, t)‖2 dρ+ τ

∫ 1

0

‖Z2 (x, ρ, t)‖2
Γ1
dρ

}
+µ1(g1(ut)− g1(ũt), Ut) + µ′1 (g2(vt)− g2(ṽt), Vt)Γ1

= −µ2 (k1(z1(x, 1, t))− k1(z̃1(x, 1, t)), Ut)

−µ′2 (k2(z2(x, 1, t))− k2(z̃2(x, 1, t)), Vt)Γ1

+
1

2
‖Ut (x, t)‖2 +

1

2
‖Vt (x, t)‖2

Γ1

≤ 1

2
‖Ut (x, t)‖2 + ‖k1(z1(x, 1, t))− k1(z̃1(x, 1, t))‖2 ‖Ut (x, t)‖2

+
1

2
‖Vt (x, t)‖2

Γ1
+ ‖k2(z2(x, 1, t))− k2(z̃2(x, 1, t))‖2

Γ1
‖Vt (x, t)‖2

Γ1
,
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Etude de l’existence et l’unicité d’une solution faible globale du problème

ensuite, de la condition (2.13) et l’inégalité de Young (1.3), on obtient

1

2

d

dt

{
‖Ut‖2 + ‖∇U‖2 + ‖Vt‖2

Γ1
+ ‖∇TV ‖2

Γ1

+τ

∫ 1

0

‖Z1 (x, ρ, t)‖2 dρ+ τ

∫ 1

0

‖Z2 (x, ρ, t)‖2
Γ1
dρ

}
≤ c

{
‖Ut (x, t)‖2 + ‖Vt (x, t)‖2

Γ1
+ ‖Z1 (x, 1, t)‖2 + ‖Z2 (x, 1, t)‖2

Γ1

}
,

où c > 0, donc en intégrant cette dernière sur (0, t) et en utilisant le lemme de Gronwall, on

conclut que

‖Ut‖2 + ‖∇U‖2 + ‖Vt‖2
Γ1

+ ‖∇TV ‖2
Γ1

+τ

∫ 1

0

‖Z1 (x, ρ, t)‖2 dρ+ τ

∫ 1

0

‖Z2 (x, ρ, t)‖2
Γ1
dρ

= 0,

ce qui implique que (U, V, Z1, Z2) = 0.

Ceci achève la preuve du Théorème 2.1.
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Chapitre 3

Comportement asymptotique de la

solution

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on démontre la stabilité d’une équation d’ondes dans un domaine borné, en

présence d’un terme de retard non linéaire qui agit sur un amortissement interne non linéaire,

avec une condition de type Dirichlet homogène, sur une partie de la frontière du domaine et

une condition de type Wentzell dynamique, sur l’autre partie de la frontière, soumise elle aussi

à un amortisseur non linéaire et terme de retard non linéaire. En introduisant la fonctionnelle

d’énergie E(t), une fonctionnelle de Lyapunov L(t) appropriée et en estimant cette dernière,

on obtient

L′(t) ≤ −dE(t) + c̃1

∫
Ω

[
|ut|2 + |g1(ut)|2

]
dx+ c̃2

∫
Γ1

[
|vt|2 + |g2(vt)|2

]
dσ, pour tout t ≥ 0,

où d, c̃1 et c̃2 sont des constantes positives. En prenant en considération des hypothèses

adéquates, on établie un résultat de décroissance général à partir duquel la décroissance expo-

nentielle et la décroissance polynomiale ne sont que des cas particuliers, notamment

E(t) ≤ ω1H
−1
1 (ω2t+ ω3) , pour tout t ≥ 0, (3.1)
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Comportement asymptotique de la solution

où H−1
1 est une fonction dans laquelle la formule précédente (3.1) vérifie (0.1), avec H−1

1 (t) =

φ(t), où φ(t) est une fonction arbitraire.

3.2 Décroissance générale de l’énergie

3.2.1 Fonctionnelle de type Lyapunov L(t)

La méthode de Lyapunov est basée sur la construction d’une fonctionnelle L(t), qui vérife les

propriétés (0.2) et (0.3). On pose

L(t) = NE(t) + F (t) + I1(t) + I2(t),

où

F (t) =

∫
Ω

utudx+

∫
Γ1

vtvdσ, (3.2)

I1(t) =

∫
Ω

(∫ 1

0

e−2τρK1(z1(x, ρ, t))dρ

)
dx, (3.3)

I2(t) =

∫
Γ1

(∫ 1

0

e−2τρK2(z2(x, ρ, t))dρ

)
dσ (3.4)

et N est une constante positive appropriée à choisir dans la suite.

3.2.2 Equivalence entre L(t) et l’énergie E(t)

En utilisant l’inégalité (2.10), l’inégalité de Young (1.3) et celle de Sobolev-Poincaré (1.1), on

montre une équivalence entre l’énergie E(t) et la fonctionnelle L(t).

Lemme 3.1 Pour N assez grand, il existe deux constantes positives B1 et B2, telles que

B1E(t) ≤ L(t) ≤ B2E(t) pour tout t ≥ 0. (3.5)

Preuve. On considère la fonctionnelle H définie par :
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Comportement asymptotique de la solution

H(t) = L(t)−NE(t)

= F (t) + I1(t) + I2(t)

et on montre que

|H(t)| ≤ ĈE(t),

où Ĉ est une constante positive.

En utilisant (3.2), (3.3) et (3.4), on obtient

|H(t)| ≤
∣∣∣∣∫

Ω

utudx

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
Γ1

vtvdσ

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫
Ω

(∫ 1

0

e−2τρK1(z1(x, ρ, t)dρ

)
dx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫
Γ1

(∫ 1

0

e−2τρK2(z2(x, ρ, t)dρ

)
dσ

∣∣∣∣ .
Ensuite grâce à l’inégalité de Young (1.3), Sobolev-Poincaré (1.1) et (2.10), on obtient

|H(t)| ≤ 1

2

{
‖ut‖2 + Cp ‖∇u‖2 + ‖vt‖2

Γ1
+ λ2

0 ‖∇u‖
2}

+

∫
Ω

(∫ 1

0

K1(z1(x, ρ, t)dρ

)
dx+

∫
Γ1

(∫ 1

0

K2(z2(x, ρ, t)dρ

)
dσ

≤ ĈE(t),

où Ĉ = max
{

1, (Cp + λ2
0), 1

ξ
, 1
ζ

}
.

C’est-à-dire :

|L(t)−NE(t)| ≤ ĈE(t),

qui s’écrit comme

(N − Ĉ)E(t) ≤ L(t) ≤ (N + Ĉ)E(t).

Par conséquent, en choisissant N suffisamment grand, tel que B1 = N−Ĉ > 0 et B2 = N+Ĉ >

0, on déduit (3.5). Ceci achève la démonstration du Lemme 3.1.
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3.2.3 Résultats préliminaires

Les trois lemmes suivants nous donnent des estimations de F ′(t), I ′1(t) et I ′2(t).

Les estimations des dérivées des fonctionnelles F (t), I1(t) et I2(t), nous permettent d’obtenir

une estimation de la dérivée de la fonctionnelle L(t).

Estimation de la dérivée de F (t):

Lemme 3.2 Soit (u, v, z1, z2) la solution de (2.15). On suppose que (H1)− (H3) sont vérifiées.

Alors, la fonctionnelle F (t) définie par (3.2), vérifie pour tout t ≥ 0, l’estimation suivante :

F ′(t) ≤ ‖ut‖2 + ‖vt‖2
Γ1
− c ‖∇u‖2 − ‖∇Tv‖2

Γ1

+ c1

∫
Ω

|g1(ut)|2 dx+ ĉ1

∫
Ω

|k1(z1(x, 1, t))|2 dx

+ c2

∫
Γ1

|g2(vt)|2 dσ + ĉ2

∫
Γ1

|k2(z2(x, 1, t))|2 dσ, (3.6)

où c, c1, c2, ĉ1 et ĉ2 sont des constantes positives.

Preuve. En dérivant la fonctionnelle F (t), on obtient

F ′(t) =

∫
Ω

uttudx+ ‖ut‖2 +

∫
Γ1

vttvdσ + ‖vt‖2
Γ1
.

En remplaçant utt et vtt par leurs expressions données dans (2.15) et en intégrant par parties,

on obtient l’égalité suivante :

F ′(t) = ‖ut‖2 + ‖vt‖2
Γ1
− ‖∇u‖2 − ‖∇Tv‖2

Γ1

−µ1

∫
Ω

ug1(ut)dx− µ2

∫
Ω

uk1(z1(x, 1, t))dx

−µ′1
∫

Γ1

vg2(vt)dσ − µ′2
∫

Γ1

vk2(z2(x, 1, t))dσ. (3.7)

En utilisant les inégalités de Young (1.3) et de Sobolev-Poincaré (1.1), (3.7) est estimée pour
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tout ε > 0, par

F ′(t) ≤ ‖ut‖2 + ‖vt‖2
Γ1
− ‖∇Tv‖2

Γ1

−
[
1− ε(Cp(µ1 + µ2) + λ2

0(µ′1 + µ′2))
]
‖∇u‖2

+
µ1

4ε

∫
Ω

|g1(ut)|2 dx+
µ2

4ε

∫
Ω

|k1(z1(x, 1, t))|2 dx

+
µ′1
4ε

∫
Γ1

|g2(vt)|2 dσ +
µ′2
4ε

∫
Γ1

|k2(z2(x, 1, t))|2 dσ, (3.8)

en choisissant 0 < ε < 1
Cp(µ1+µ2)+λ2

0(µ′1+µ′2)
, (3.8) nous donne (3.6). Ce qui termine la preuve du

Lemme 3.2.

Estimation de la dérivée de I1(t):

Lemme 3.3 Soit (u, v, z1, z2) la solution de (2.15). On suppose que (H1)− (H3) sont vérifiées.

Alors, la fonctionnelle I1(t) définie par (3.3), vérifie pour tout t ≥ 0, l’estimation suivante :

I ′1(t) ≤ −2

∫
Ω

(∫ 1

0

e−2τρK1(z1(x, ρ, t))dρ

)
dx

− e−2τ

τ

∫
Ω

K1(z1(x, 1, t))dx+
1

τ

∫
Ω

K1(ut)dx. (3.9)

Preuve. En dérivant I1(t) et en utilisant la troisième équation dans (2.15), on obtient

I ′1(t) =

∫
Ω

(∫ 1

0

e−2τρ(z1)t(x, ρ, t)k1(z1(x, 1, t))dρ

)
dx

= −1

τ

∫
Ω

(∫ 1

0

e−2τρ(z1)ρ(x, ρ, t)k1(z1(x, 1, t))dρ

)
dx

= −1

τ

∫
Ω

∫ 1

0

e−2τρ ∂

∂ρ
K1(z1(x, ρ, t))dρdx

= −1

τ

∫
Ω

∫ 1

0

[
∂

∂ρ
(e−2τρK1(z1(x, ρ, t)) + 2τe−2τρK1(z1(x, ρ, t))

]
dρdx

= −1

τ

∫
Ω

[
e−2τK1(z1(x, 1, t))−K1(ut)

]
dx− 2

∫
Ω

∫ 1

0

e−2τρK1(z1(x, ρ, t))dρdx,
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qui s’écrit comme

I ′1(t) ≤ −2

∫
Ω

(∫ 1

0

e−2τρK1(z1(x, ρ, t))dρ

)
dx

− e−2τ

τ

∫
Ω

K1(z1(x, 1, t))dx+
1

τ

∫
Ω

K1(ut)dx.

D’où (3.9). Ceci achève la preuve du Lemme 3.3.

Estimation de la dérivée de I2(t):

Lemme 3.4 Soit (u, v, z1, z2) la solution de (2.15). On suppose que (H1)− (H3) sont vérifiées.

Alors, la fonctionnelle I2(t) définie par (3.4), vérifie pour tout t ≥ 0, l’estimation suivante :

I ′2(t) ≤ −2

∫
Γ1

(∫ 1

0

e−2τρK2(z2(x, ρ, t))dρ

)
dσ

− e−2τ

τ

∫
Γ1

K2(z2(x, 1, t))dσ +
1

τ

∫
Γ1

K2(vt)dσ. (3.10)

Preuve. Elle s’obtient de la même manière que celle du Lemme 3.3.

Une estimation de la dérivée de la fonctionnelle L(t):

En combinant le lemme 3.2, le lemme 3.3 et le lemme 3.4, on obtient

Lemme 3.5 Soit (u, v, z1, z2) la solution de (2.15). On suppose que (H1)− (H3) sont vérifiées.

Alors, L′(t) vérifie l’estimation suivante :

L′(t) ≤ −dE(t) + c̃1

∫
Ω

[
|ut|2 + |g1(ut)|2

]
dx+ c̃2

∫
Γ1

[
|vt|2 + |g2(vt)|2

]
dσ, pour tout t ≥ 0

(3.11)

où d, c̃1 et c̃2 sont des constantes positives.
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Preuve. D’après (2.27), (3.6), (3.9) et (3.10), on a

L′(t) = NE ′(t) + F ′(t) + I ′1(t) + I ′2(t)

≤ −Na1

∫
Ω

utg1(ut)dx−Na2

∫
Γ1

vtg2(vt)dσ

−Na3

∫
Ω

z1(x, 1, t))k1(z1(x, 1, t))dx−Na4

∫
Γ1

z2(x, 1, t))k2(z2(x, 1, t))dσ

−‖∇Tv‖2
Γ1
− c ‖∇u‖2 + c1

∫
Ω

[
|ut|2 + |g1(ut)|2

]
dx

+ĉ1

∫
Γ1

|k1(z1(x, 1, t))|2 dx+ c2

∫
Γ1

[
|vt|2 + |g2(vt)|2

]
dσ

+ĉ2

∫
Γ1

|k2(z2(x, 1, t))|2 dσ − 2

∫
Ω

(∫ 1

0

e−2τρK1(z1(x, ρ, t))dρ

)
dx

−2

∫
Γ1

(∫ 1

0

e−2τρK2(z2(x, ρ, t))dρ

)
dσ − e−2τ

τ

∫
Ω

K1(z1(x, 1, t))dx

−e
−2τ

τ

∫
Γ1

K2(z2(x, 1, t))dσ +
1

τ

∫
Ω

K1(ut)dx+
1

τ

∫
Γ1

K2(vt)dσ.

Ensuite, en utilisant (2.13) et (2.14), on obtient

L′(t) ≤ −
(
Na1 −

α2

τ

)∫
Ω

utg1(ut)dx−
(
Na2 −

α2

τ

)∫
Γ1

vtg2(vt)dσ

−
(
Na3 + α1

e−2τ

τ
− ĉ1β

)∫
Ω

z1(x, 1, t))k1(z1(x, 1, t))dx

−
(
Na4 + α1

e−2τ

τ
− ĉ2β

)∫
Γ1

z2(x, 1, t))k2(z2(x, 1, t))dσ

− ‖∇Tv‖2
Γ1
− c ‖∇u‖2 − 2

∫
Ω

(∫ 1

0

e−2τρK1(z1(x, ρ, t))dρ

)
dx

− 2

∫
Γ1

(∫ 1

0

e−2τρK2(z2(x, ρ, t))dρ

)
dσ + c1

∫
Ω

[
|ut|2 + |g1(ut)|2

]
dx

+ c1

∫
Γ1

[
|vt|2 + |g2(vt)|2

]
dσ.

En choisissant N suffisamment grand tel que



(
Na1 − α2

τ

)
> 0,(

Na2 − α2

τ

)
> 0,(

Na3 + α1
e−2τ

τ
− ĉ1β

)
> 0,(

Na4 + α1
e−2τ

τ
− ĉ2β

)
> 0,
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on déduit (3.11), où d = 2 min
(

1, c, e
−2τ

ξ
, e
−2τ

ζ

)
.

Ceci achève la démonstration du Lemme 3.5.

Il reste à estimer les termes
∫

Ω

[
|ut|2 + |g1(ut)|2

]
dx et

∫
Γ1

[
|vt|2 + |g2(vt)|2

]
dσ. Pour cela,

comme dans [45], on considère les partitions de Ω et Γ1 suivantes :

 Ω+ = {x ∈ Ω : |ut| ≥ ε′} , Ω− = {x ∈ Ω : |ut| ≤ ε′} ,

Γ+
1 = {x ∈ Γ1 : |vt| ≥ ε′} , Γ−1 = {x ∈ Γ1 : |vt| ≤ ε′} ,

(3.12)

où ε′ est un réel positif, défini dans l’hypothèse (H1).

Maintenant, on est en mesure d’énoncer et de démontrer le résultat principal du comporte-

ment asymptotique.

Théorème 3.1 Supposons que les hypothèses (H1) − (H3) sont vérifiées. Alors, il existe

des constantes positives ω1, ω2, ω3 et ε0, telles que pour toute solution (u, v, z1, z2) de (2.15),

l’énergie correspondante E(t) satisfait :

E(t) ≤ ω1H
−1
1 (ω2t+ ω3) , pour tout t ≥ 0, (3.13)

où

H1(t) =

∫ 1

t

1

H2(s)
ds, (3.14)

H1 est strictement décroissante et convexe sur (0, ε′] avec lim
t−→0

H1(t) = +∞ et

H2(t) =

 t si H est linéaire sur [0, ε′],

tH ′(ε0t) si H ′(0) = 0 et H ′′ > 0 sur ]0, ε′].

Preuve. De la partition (3.12), en utilisant (2.11) et (2.27), il s’ensuit que

∫
Ω+

[
|ut|2 + |g1(ut)|2

]
dx ≤ η1

∫
Ω+

utg1(ut)dx ≤ −η1E
′(t), (3.15)

∫
Γ+

1

[
|vt|2 + |g2(vt)|2

]
dσ ≤ η2

∫
Γ+

1

vtg2(vt)dσ ≤ −η2E
′(t), (3.16)

54



Comportement asymptotique de la solution

où η1 et η2 sont deux constantes positives.

Cas 1 : H est linéaire sur [0, ε′].

Dans ce cas, on peut facilement vérifier qu’il existe deux constantes positives β1 et β2, telles

que

β1 |s| ≤ |gi(s)| ≤ β2 |s| ,∀ |s| ≤ ε′, i = 1, 2,

par conséquent, en utilisant cette double inégalité, on obtient

∫
Ω−

[
|ut|2 + |g1(ut)|2

]
dx ≤ η′1

∫
Ω−
utg1(ut)dx ≤ −η′1E ′(t), (3.17)

où η′1 est une constante positive.

De la même manière, on trouve pour η′2 > 0

∫
Γ−1

[
|vt|2 + |g2(vt)|2

]
dσ ≤ η′2

∫
Γ−1

vtg2(vt)dσ ≤ −η′2E ′(t). (3.18)

En réinjectant (3.15), (3.16), (3.17) et (3.18) dans (3.11), on déduit

[L(t) + ηE(t)]′ ≤ −dH2(E(t)) pour tout t ≥ 0, (3.19)

où η = c̃1(η1 + η′1) + c̃2(η2 + η′2) et d est donnée dans la preuve du Lemme 3.5.

Dans tout ce qui suit, on prend Ci, C̃i et C ′i des constantes génériques positives ∀i = 1, ..., 5.

Cas 2 : H ′(0)= 0 et H ′′ > 0 sur ]0, ε′].

Comme H est convexe et croissante, H−1 est concave et croissante. En vertue de (2.12),

l’inégalité de Jensen inversée pour une fonction concave et (2.27), il s’ensuit que

∫
Ω−

[
|ut|2 + |g1(ut)|2

]
dx ≤

∫
Ω−
H−1(utg1(ut))dx,

≤ |Ω|H−1

(
1

|Ω|

∫
Ω−
utg1(ut)dx

)
,

≤ C1H
−1(−C ′1E ′(t)). (3.20)
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De même, on obtient

∫
Γ−1

[
|vt|2 + |g2(vt)|2

]
dσ ≤ C2H

−1(−C ′2E ′(t)). (3.21)

Une combinaison de (3.11), (3.15), (3.16), (3.20) et (3.21), donne

[L(t) + η3E(t)]′ ≤ −dE(t) + C3H
−1(−C ′3E ′(t)) t ≥ 0, (3.22)

où η3 = c̃1η1 + c̃1η2.

En rappelant que E ′(t) ≤ 0, H ′′(t) ≥ 0 sur ]0, ε′] et en utilisant (3.22), on obtient

[H ′(ε0E(t)) {L(t) + η3E(t)}+ C3C
′
3E(t)]

′

= ε0E
′(t)H ′′(ε0E(t)) (L(t) + η3E(t))

+H ′(ε0E(t)) {L′(t) + η3E
′(t)}+ C3C

′
3E
′(t)

≤ −dH ′(ε0E(t))E(t) + C3H
′(ε0E(t))H−1(−C ′3E ′(t)) + C3C

′
3E
′(t).

Ensuite grâce au Lemme 1.6 avec

H∗(s) = s(H ′)−1(s)−H[(H ′)−1(s)], pour tout s ≥ 0,

la fonction conjuguée de H dans le sens de Young, on trouve

[H ′(ε0E(t)) {L(t) + η3E(t)}+ C3C
′
3E(t)]

′

≤ −dH ′(ε0E(t))E(t) + C3H
∗ (H ′(ε0E(t))) .

Maintenant, de la relation (1.4) dans le Lemme 1.6 avec H∗, le fait que H ′(0) = 0 et (H ′)−1,

H sont des fonctions croissantes, cela donne

H∗(s) ≤ s(H ′)−1(s), ∀s ≥ 0, (3.23)
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par conséquent, en utilisant (3.23), on obtient pour ε0 > 0 assez petit

[H ′(ε0E(t)) {L(t) + η3E(t)}+ C3C
′
3E(t)]

′

≤ −dH ′(ε0E(t))E(t) + C3H
′(ε0E(t))ε0E(t)

≤ −C4H
′(ε0E(t))E(t) = −C4H2(E(t)). (3.24)

Soit

L̃(t) =

 L(t) + ηE(t), si H est linéaire sur [0, ε′],

H ′(ε0E(t)) {L(t) + η3E(t)}+ C3C
′
3E(t), si H ′(0) = 0 et H ′′ > 0 sur ]0, ε′].

Grâce à (3.19) et (3.24), il s’ensuit que

L̃′(t) ≤ −C5H2(E(t)), ∀t ≥ 0. (3.25)

D’un autre côté, après avoir choisis N > 0 suffisamment grand, on peut obsérver du Lemme

3.1 que L(t) est équivalente à E(t). Donc, L̃(t) est aussi équivalente à E(t).

Par le fait que H2 est croissante, on obtient

L̃′(t) ≤ −C̃5H2(L̃(t)), ∀t ≥ 0. (3.26)

Notant que H ′1 = − 1
H2

, on déduit de (3.26)

L̃′(t)H ′1
(
L̃(t)

)
≥ C̃5, ∀t ≥ 0.

Une simple intégration sur (0, t), donne

H1(L̃(t)) ≥ H1(L̃(0)) + C̃5t, ∀t ≥ 0,

ensuite, en exploitant le fait que H−1
1 est décroissante, on trouve

L̃(t) ≤ H−1
1

[
H1(L̃(0)) + C̃5t

]
, ∀t ≥ 0.
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Comportement asymptotique de la solution

Par conséquent, l’équivalence entre L, L̃ et E, donne l’estimation

E(t) ≤ ω1H
−1
1 (ω2t+ ω3) , ∀t ≥ 0.

Ceci achève la preuve du Théorème 3.1.

3.3 Exemple d’application

Pour illustrer notre résultat de stabilité (Théorème 3.1), on donne l’exemple suivant :

Soient g1 et g2, les fonctions définies dans l’hypothèse (H1), données par :

g1(s) = g2(s) = sp(− ln s)q,

où p ≥ 1 et q ∈ R sur (0, ε′], avec ε′ le réel positif, défini dans l’hypothèse (H1).

Alors,

g′1(s) = g′2(s) = sp−1(− ln s)q−1(p(− ln s)− q),

qui sont des fonctions croissantes dans le voisinage de droite de 0 (si q = 0, on peut prendre

ε′ = 1).

La fonction H est définie dans le voisinage de 0 par

H(s) = cs
p+1

2

(
− ln
√
s
)q
.

On a

H ′(s) = cs
p−1

2

(
− ln
√
s
)q−1

(
p+ 1

2

(
− ln
√
s
)
− q

2

)
quand s est dans le voisinage de 0.

Donc

H2(s) = cs
p+1

2

(
− ln
√
s
)q−1

(
p+ 1

2

(
− ln
√
s
)
− q

2

)
quand s est dans le voisinage de 0.
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Comportement asymptotique de la solution

De cette dernière égalité et d’après la formule (3.14), on obtient que

H1(t) = c

∫ 1

t

1

s
p+1

2 (− ln
√
s)
q−1 (p+1

2
(− ln

√
s)− q

2

)ds
= c

∫ 1√
t

1

zp−2

(ln z)q−1
(
p+1

2
ln z − q

2

)dz quand t est dans le voisinage de 0. (3.27)

Par conséquent, (3.27) nous donne dans un voisinage de 0 :

H1(t) =


1

t
p−1

2 (− ln t)q
si p > 1,

c(− ln t)1−q si p = 1, q < 1,

c(ln(− ln t)) si p = 1, q = 1,

ce qui implique que dans un voisinage de +∞, on obtient

H−1
1 (t) =


ct−

2
p−1 (ln t)−

2q
p−1 si p > 1,

ce−t
1

1−q
si p = 1, q < 1,

ce−e
t

si p = 1, q = 1.

Ainsi, d’après (3.13), on déduit

E(t) ≤


ct−

2
p−1 (ln t)−

2q
p−1 si p > 1,

ce−t
1

1−q
si p = 1, q < 1,

ce−e
t

si p = 1, q = 1.
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Conclusion et perspectives

Conclusion

Dans cette thèse, on a stabilisé dans un ouvert borné, une équation d’ondes avec un retard

non linéaire agissant sur un amortisseur interne non linéaire, avec une condition dynamique

de type Wentzell, en présence elle aussi d’amortisseur et retard non linéaires sur une partie

du bord et sur l’autre partie, on a considéré une condition de Dirichlet homogène. Sous des

hypothèses convenables sur les données initiales (déplacements u0 et v0, les vitesses initiales u1

et v1 et l’historique de la vitesse f01 et f02), sur les coefficients d’amortissement µ1 et µ′1 et les

coefficients de retard µ2 et µ′2, on a démontré :

(i) L’existence globale et l’unicité d’une solution faible pour le système considéré dans

des espaces fonctionels convenables.

(ii) Une stabilité de type général, en utilisant la méthode de Lyapunov, on a démontré

l’existence de trois constantes positives ω1, ω2 et ω3, dépendantes uniquement des données u0,

u1, v0, v1, f01 et f02 telles que l’énergie du système vérifie l’estimation

E(t) ≤ ω1H
−1
1 (ω2t+ ω3) , pour tout t ≥ 0.
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Perspectives

En ce qui concerne les perspectives, de nombreuses questions sont encore ouvertes.

(i) Il serait intéressant de poursuivre cette étude pour le problème de Wentzell dans le cas

particulier d’un amortisseur de friction au bord linéaire suivant :



utt −∆u+ µ1g1(ut) + µ2g2(ut(t− τ)) = 0, dans Ω × (0,∞),

vtt + ∂νu−∆Tv + vt = 0, sur Γ1 × (0,∞),

u = v, sur Γ× (0,∞),

u = 0, sur Γ0 × (0,∞),

(u(0), v(0)) = (u0, v0), dans Ω× Γ,

(ut(0), vt(0)) = (u1, v1), dans Ω× Γ,

ut(x, t− τ) = f0(x, t− τ), dans Ω× (0, 1),

(3.28)

avec

µ2 < µ1 (3.29)

et les mêmes hypothèses sur Ω et sa frontière Γ ainsi que les fonctions g1 et g2, posées

dans [34].

(ii) On propose d’étudier le système couplé ondes/Wentzell avec amortisseurs et termes de

retards non linéaires mais cette fois-ci, en considérant les mêmes fonctions pour les amor-

tisseurs et retards, c’est-à-dire :



utt −∆u+ µ1g1(ut) + µ2g1(ut(t− τ)) = 0, dans Ω × (0,∞),

vtt + ∂νu−∆Tv + µ′1g2(vt) + µ′2g2(vt(t− τ)) = 0, sur Γ1 × (0,∞),

u = v, sur Γ× (0,∞),

u = 0, sur Γ0 × (0,∞),

(u(0), v(0)) = (u0, v0), dans Ω× Γ,

(ut(0), vt(0)) = (u1, v1), dans Ω× Γ,

ut(x, t− τ) = f01(x, t− τ), dans Ω× (0, 1),

vt(x, t− τ) = f02(x, t− τ), sur Γ1 × (0, 1),

(3.30)
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avec  µ2 < µ1

µ′2 < µ′1

(3.31)

et Ω est un ouvert borné de Rn de frontière régulière Γ = ∂Ω, Γ0 et Γ1 forment une

partition de la frontière Γ, avec Γ = Γ0 ∪ Γ1 et ∅ = Γ0 ∩ Γ1 et des hypothèses sur gi pour

i = 1, 2, introduites dans [9].

(iii) En plus, on propose d’étudier le comportement asymptotique de la solution (si elle existe)

du système :



utt −∆u+ µ0g1 (ut) +

∫ τ2

τ1

µ (s) g2 (ut (x, t− s)) ds+ f1 (u) = 0 dans Ω× R+,

vtt + ∂u
∂ν
−∆Tv + λ0g1 (vt) +

∫ σ2

σ1

λ (s) g2 (vt (x, t− s)) ds+ f2 (v) = 0 dans Γ1 × R+,

u = 0 sur Γ0 × R+,

u = v sur Γ× R+,

u (x, 0) = u0 (x) , ut (x, 0) = u1 (x) dans Ω,

v (x, 0) = v0 (x) , vt (x, 0) = v1 (x) dans Γ1,

ut (x,−t) = h0 (x, t) dans Ω× ]0, τ2[ ,

vt (x,−t) = h1 (x, t) dans Γ1 × ]0, σ2[ ,

(3.32)

où Ω est un ouvert borné de Rn, n ≥ 1, avec un bord régulier ∂Ω, 0 ≤ τ1 < τ2, 0 ≤

σ1 < σ2, µ0 et λ0 sont deux constantes positives, µ et λ sont deux fonctions bornés. Les

fonctions ui (x), vi (x), hi (x, t), i = 0, 1, appartiennent à des espaces convenables. Par

exemple, on peut prendre le cas particulier suivant pour les fonctions f1 et f2, globalement

Lipschitziennes, i.e., fi ∈ C1(R), i = 1, 2, et il existe des constantes c1, c2 > 0, p > 1 et

(n− 2)p ≤ n, telles que :


pour tout s1, s2 ∈ R,

|f1(s1)− f1(s2)| ≤ c1(1 + |s1|p−1 + |s2|p−1) |s1 − s2| ,

|f2(s1)− f2(s2)| ≤ c2(1 + |s1|p−1 + |s2|p−1) |s1 − s2| .

(3.33)
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