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Introduction

La majorité des problemes d’optimisation issus du monde réel sont de nature multi-objectifs
et exigent la considération simultanée de plusieurs criteres généralement conflictuels. Chaque
critere correspond a une fonction objectif a optimiser (maximiser ou minimiser), qui releve
de la modélisation du probleme traité ; tels problemes d’optimisation sont réputés pour Etre
particulierement difficiles a résoudre que le probleme mono-objectif.

Lors de la modélisation ou la formulation mathématique d’une expérience ; ou d’un probleme
d’optimisation ; ou de décision qui se ramene a un programme mathématique, on a tendance a
supposer que les données sont déterministes. Cette hypothese est peu réaliste compte tenu du
fait que ces dernieres peuvent étre imprécises avec une imprécision de nature aléatoire, c’est ce
qui a motivé I’introduction de la programmation stochastique. Beaucoup de travaux ont été réa-
lisés en programmation stochastique ([5], [6],[7]). L’ optimisation multi-objectifs stochastique
auxquels cette thése est consacrée, traite le cas de la présence simultanée de plusieurs objectifs,
en présence de variables aléatoires dans les contraintes et les coefficients des fonctions objectifs.

Dans de nombreuses situations pratiques, il est nécessaire d’utiliser des variables discretes
dans la modélisation du probleme. En fait, dans la majorité des applications concretes de pro-
grammation mathématique, la présence des variables entieres est inévitable, on parle alors d’op-
timisation discréte ou programmation en nombres entiers. De ce fait, la programmation mathé-
matique multi-objectifs en nombres entiers représente le cadre général de notre travail dans cette
these.

Dans cette these, nous traiterons principalement de la résolution de problemes multi-objectifs
stochastiques linéaires discrets et non linéaires discrets.

1) Le premier objectif fut de réaliser une étude détaillée sur 1’optimisation multi-objectifs
stochastique linéaire fractionnaire dont les coeflicients des fonctions objectifs sont des inter-
valles et le second membre des contraintes sont des variables aléatoires de distribution log-
Normal. Comme premiere contribution dans le domaine de I’optimisation stochastique non li-
néaire multi-objectifs, cette étude nous a conduits a la résolution d’un probleme stochastique
multi-objectifs fractionnaire avec coefficients intervalle en présence de variables entieres sous
contraintes probabilistes voir (Younsi-Abbaci et Moulai) [8]. En s’appuyant sur des approches
pour transformer le probleme stochastique vers un probleme déterministe et en utilisant la mé-
thode de la somme pondérée en vue d’aboutir a un passage possible de 1’aspect multicritere a
I’aspect unicritere. Ce travail a fait I’objet d’une premiere publication dans la revue " Asian-
European Journal of Mathematics ". L’ensemble efficient d’un probléme multi-objectifs peut
étre généralement tres vaste et méme infini dans le cas continu. Dans certaines situations, les
décideurs n’ont pas besoin de I’ensemble de toutes les solutions efficaces d’un probleme de
programmation multi-objectifs mais uniquement de solutions efficaces qui réalisent I’optimum
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d’un objectif différent des objectifs déja fixés. Ceci, nous mene vers la recherche de solution
optimale d’un critere sur I’ensemble des solutions efficaces, comme un outil pour mesurer les
préférences des décideurs et distinguer parmi les nombreuses solutions efficaces.

2) Le second objectif de cette these consiste a étudier le probleme d’optimisation d’un critere
linéaire sur I’ensemble des points efficaces d’un probleme multi-objectifs stochastique linéaire
en variables entieres (MOSILP). Ce probleme est en principe tres difficile a résoudre, ceci est di
principalement a la non-convexité de son ensemble réalisable et le probleme appartient alors a
la classe des problemes d’optimisation globale ou non convexe. Cependant, nous nous sommes
rendus compte que les publications traitant I’optimisation d’un critere sur I’ensemble des points
efficaces d’un probleme multi-objectifs linéaire en variables entieres (MOILP) sont relativement
trés peu nombreuses et quasi- inexistantes pour le probleme multi-objectifs stochastique discret
(MOSILP). Cet état de choses, bien que source de difficultés potentielles, nous a d’avantage
motivé pour explorer cette classe de problemes.

Le noyau du deuxieme objectif fut de réaliser un algorithme qui consiste a optimiser un cri-
tere stochastique sur le front de Pareto d’un probleme de programmation linéaire stochastique
multi-objectifs en nombres entiers. En utilisant le modele de recours a 2-niveaux pour transfor-
mer le probleme stochastique vers un probleme déterministe, nous a permis de mettre au point
une méthode exacte pour la résolution d’un probleme d’optimisation d’un critere linéaire a co-
efficients aléatoires sur I’ensemble efficient discret d’un probleme stochastique multi-objectifs
linaire (MOSILP) voir [4]. Cette approche est basée principalement sur la théorie de la norme
de Tchebychev et sur la réduction progressive du domaine de recherche. Cette extension a fait
I’objet d’une deuxiéme publication dans la revue " Journal of Computational Technologies "
volume 26, No. 3 (2021) [4].

Cette these est organisée de la facon suivante :

e Dans le premier chapitre, I’essentiel des éléments de 1’optimisation mathématique frac-
tionnaire est relaté en détail et nous nous sommes focalisé plus particulierement sur I’ op-
timisation en nombres entiers.

e Le chapitre 2, pose le contexte multi-objectifs du travail. Pour cela les principales défini-
tions liées a I’optimisation mathématique multi-objectifs sont présentées. Puis, les problé-
matiques spécifiques a ce domaine sont exposées et étudiées. Parmi ces problématiques
nous parlerons en particulier de la structure de I’ensemble des solutions de compromis
(solution Pareto).

e Le chapitre 3, pose le contexte stochastique du travail. Pour cela les principales défini-
tions liées a I’optimisation stochastique sont présentées. Puis, les différents modeles de
prise en compte de I'incertitude sont présentés, a savoir les modeles de recours et les
contraintes probabilistes. La méthode de décomposition de Benders concernant la résolu-
tion des problemes pouvant étre modélisés en tant que modeles de recours en deux étapes
est présentée. Nous présentons aussi I’optimisation avec intevalle arithmétique plus exac-
tement la programmation fractionnaire linéaire a valeurs-intervalle.

e Le quatrieme chapitre est consacré a 1’optimisation d’un critere linéaire sur I’ensemble
efficace, nous étudions les problemes dans le cas continu et le cas discret en exposant
quelques méthodes de résolution.

e Le cinquieme chapitre expose notre premiere contribution qui consiste a la résolution
d’un probléme stochastique multi-objectifs linéaire fractionnaire, ou les coefficients des
fonctions objectifs numérateurs et dénominateurs sont des intervalles et le second membre
des contraintes sont des variables aléatoires de distribution log-Normal.

e Dans le sixieme chapitre, nous abordons notre deuxiéme contribution dans le domaine
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" stochastique multi-objectifs en mettant au point, une méthode exacte de résolution d’un
3 probleme d’optimisation stochastique d’un critere linéaire sur le front de Pareto d’un
§ probleéme stochastique multi-objectifs linéaire discret .
0 e Enfin, la these s’achevera par une conclusion générale et quelques perspectives de re-
) cherche.
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Programmation linéaire fractionnaire

1.1 Introduction

En optimisation mathématique, la programmation linéaire fractionnaire est une généralisa-
tion de la programmation linéaire. Alors que la fonction objectif dans un programme linéaire
est une fonction linéaire, la fonction objectif dans un programme linéaire fractionnaire est un
rapport de deux fonctions linéaires.

Le terme programmation fractionnaire est utilis€ pour désigner un type de problemes d’opti-
misation ou la fonction objectif est un quotient f(x)/g(x), soumis a un ensemble de contraintes.

Différentes versions de ce modele, en variable entieres, en mixtes, en continues ou en va-
riables bivalentes ont plusieurs applications a savoir 1’ingénierie, 1’optimisation combinatoire,
la programmation stochastique, I’informatique et I’économie [9, 10, 11, 12, 13].

1.2 Domaines d’applications des problemes fractionnaires

Comme domaines d’applications des problemes fractionaires soumis a un ensemble de
contraintes, nous pouvons citer par exemple :

e Le domaine des finances ou il est souvent question d’optimiser un rapport de deux fonctions
telles que [dette/ capitaux propres], [rendement/employé], [colt effectif/ colit standard],
[bénéfice/colit], [inventaire/ventes], [risque des actifs/capital].

e [e domaine de I’économie offre une large éventail d’applications. En effet, la mesure de
I’efficacité des systemes étudiés s’exprime sous forme de rapports entre les criteres tech-
niques et/ou économiques. Par exemple, [rendement/risque],[rendement/investissement],
[colit/temps], [dette/capitaux propres], [inventaire/ventes].

e [e domaine de la santé comme la planification dans un hopital [colit/patient], [infirmiere/patient],

[docteur/patient],...etc

o T 4 »w C
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1.3 Programmation linéaire fractionnaire 5

e Les processus de décision de Markov peuvent également mener a la maximisation du rapport
de la moyenne et I’écart type.

e Dans la théorie de I'information, la capacité d’un canal de transmission peut étre définie
comme étant le taux maximal de transmission sur toutes les probabilités.

Programmation stochastique : Dans un programme linéaire, en supposant que les compo-
santes de I’objectif sont non constantes, indépendantes et varient suivant une loi de pro-
babilité donnée. La programmation stochastique se propose de maximiser la probabilité
pour que la valeur de I’objectif soit supérieure a une valeur donnée. Lorsque les com-
posantes des fonctions objectifs considérées comme des variables aléatoires, suivant une
loi de Gauss ; Bereanu [14] a montré que le programme stochastique est équivalent a un
programme déterministe fractionnaire linéaire convexe en variables continues.

1.3 Programmation linéaire fractionnaire

Les programmes fractionnaires consistent a optimiser un objectif mis sous forme d’un rap-
port de deux fonctions linéaires ou non linéaires, soumis a un ensemble de contraintes.
Etant donné f,hetg;pour j€{l,..,m} des fonctions réelles définies sur R" dans R, avec & ne
s’annulant pas sur un sous-ensemble X de R”. Un probleme de programmation fractionnaire est
donc de la forme suivante :

max ou(min) S
P h(x) 1.1
( F){ s.t x €S, (I.D

ouS ={xeXCcR"|gj(x) <0 pourje({l,..m}.
En vérifiant les hypoheses classiques suivantes :

- Les fonctions f, h et g; pour j € {1, ..., m} sont continues sur R" :
- S est un domaine non vide et borné de R" ;
- h(x)>0 VYxes.

Lorsque la fonction f est concave et les fonctions & et g;, j = 1,...,m, sont convexes, (Pr) est
désigné par programme fractionnaire concave-convexe. (Pr) est dit fractionnaire linéaire, ou
encore hyperbolique, lorsque f, het g; j = 1,...,m, sont des fonctions linéaires ou affines de la
variable x € R. Il se modélise alors comme suit :

) px+a
min ou(max) Z(x)=
(PrL) gx+p (1.2)
s.c x €S,

N

ou

e S={x € R" | Ax = b,x > 0}, avec «a et 8 sont des réels, A € R™" b € R", p et g des
vecteurs de R,

e S borné et non vide.

e gx+[#0VxeSs.

o T 4 »w C
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I1 est clair que si g est un vecteur nul avec 8 # 0 alors, (PFL) n’est autre qu’un probleme
de programmation linéaire. Si de plus, les variables sont astreintes a ne prendre que des valeurs
entieres (x € Z"), on parle dans ce cas de probleme de programmation linéaire fractionnaire
en nombre entiers ou encore probleme hyperbolique discret, noté (/LF P), qui fait une partie
d’objet de nos préocupations dans la suite de ce travail.

1.4 Résultats et définitions

Définition 1.4.1. Une fonction f : R" — R est dite concave si et seulement si :
Y(x,y) e R, YA€ [0,1], f(Ax+ (1 = D)y) = Af(x)+ (1 = Df(y)

Définition 1.4.2. Une fonction f : R" — R est dite convexe si et seulement si :
Y(x,y) e R, YA€ [0,1], f(Ax+ (1 = D)y) < Af(x)+ (1 = Df(y)

Définition 1.4.3. Soir f : R" — R une fonction différentiable sur R". Alors, f est dite pseudo-
concave si et seulement si : (x,y) € R" tel que Vf(x)(y —x) <0, 0ona: f(y) < f(x).

Définition 1.4.4. Soir f : R" — R une fonction différentiable sur R". Alors, f est dite pseudo-
convexe si et seulement si : (x,y) € R" tel que Vf(x)(y —x) =0, ona: f(y) > f(x).

Définition 1.4.5. On dit qu’une fonction f : R" — R est quasi-convexe si et seulement si :

Y(x,y) e R", YA € [0,1], f(Ax+ (1 = )y) < max{f(x), f())}

Lemme 1.4.1. Si Ji est une fonction fractionnaire linéaire sur un ensemble D de R" telle que
VxeD:h(x) >0, alors :

e pour chaque couple (x,y) € D, ona :

fx) fo . o )
- < o) St et seulement si V[W](y x>0
[ _ fO) o o f0)
— i < iy Stet seulement si V[551(y — x) > 0

o f/h est simultanément pseudo-concave et pseudo-convexe.

Preuve 1.4.1. Voir [15]

1.5 Geéométrie de la programmation fractionnaire linéaire

Comme I’a noté Steuer[16], les programmes linéaires fractionnaires présentent un intérét
particulier mis en évidence par la linéarité des courbes niveaux de leurs fonctions criteres. En
effet, pour illustrer cet aspect, considérons une Z-courbe niveau quelconque de la fonction cri-
tere :
px+a

gx+p

7=

apres simplification, nous obtenons :

Zgx+p) = (px+a)

Ce qui donne : ZB — « = (p — Zq)x, qui est une expression linéaire de la z-courbe niveau de la
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fonction objectif.

On voit que chaque courbe niveau du critere fractionnaire linéaire est expression linéaire
sur D, avec Z quelconque, a condition que le dénominateur ne soit pas nul sur D. Donc, si un
programme fractionnaire linéaire unicriteére posseéde une solution optimale, alors au moins un
point extréme de D est optimal.

A194E404E | AVINOJE |

En dépit de la linéarité de la courbe niveau de la fonction objectif, les courbes niveaux ne
sont pas paralleles ( lorsque p # 0, g # 0 et p # wq pour tout w € R ) comme ils le sont
en programmation linéaire. L’ ensemble rotation est I’ensemble de tous les points d’intersection
entre la 0-courbe niveau du numérateur et la O-courbe niveau du dénominateur.

L’ensemble rotation est appelé point de rotation dans R? et axe de rotation dans R3. Les
points de cet ensemble sont déterminés par la résolution du systeme suivant :

Exemple illustratif

Considérons le programme fractionnaire linéaire suivant :

X1+x—1
max ="
Sx;p+x—1
(LFP) t.q 3x;+2x,>6
(LFP) X <3 (1.3)
X <3
X1, % >0

dont le graphe est donné par la Figure- 1.1

Donc la courbe de niveau Z est I’ensemble des points x = (x;, x,) satisfaisant I’équation :

A-32)x1+(1-2)x,=1-2Z

Donc pour :

e Z=0,0onaux; +x,=1:courbe de niveau 0.

e Z=1,0onax; =0:courbe de niveau 1.

Les lignes discontinues représentent les O—courbes niveaux du numérateur et du dénomina-
teur dont I’intersection est le point de rotation r = (0, 1). La fleche circulaire dénote le gradient
de la fonction fractionnaire linéaire critere et indique le sens et 1’angle avec lesquels se dé-
placent les courbes de niveaux. p et g représente respectivement les gradients des courbes de

Doctorat Thesis
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1.6 La résolution directe 8

3
* xt=(2,00 zxH=1/g

s =30 z&x)H=1/;

x3=(3,3) 2zZ(x3) =53/
x4=1(0,3) Z(x*) =1

r=1(0,1)

L
I
"

Ficure 1.1 — Graphe de I’exemple.

niveau 0 du numérateur et du dénomenateur respectivement.

Donc, en faisant déplacer la courbe de niveau O autour du point de rotation r suivant le
sens de rotation trigonométrique, nous pouvons voir que le point optimal x* = (0, 3) de valeur
optimale Z* = 1 est I’intersection du domaine S avec la courbe de niveau 1 et il correspond a la
solution optimale du probleme (1.3).

1.6 La résolution directe

Dans cette stratégie de résolution, le programme fractionnaire est traité sous sa forme origi-
nale, c’est a dire sans modifier ni 1’objectif ni I’ensemble des contraintes.
Cette approche est utilisée pour résoudre les programmes fractionnaires hyperboliques en va-
riables continues, en variables enticres, en variables bivalentes 0 — 1 et en variabes mixtes, voir
par exemple (Bitran et al.) [17], (Granot et al.) [18], Grunspan [19], (Cambini et al.) [20], (Ab-
bas et al.) [21, 22]

1.6.1 Résolution d’un programme linéaire fractionnaire continu

Méthode de A. Cambini et al[20] On considere le programme fractionnaire linéaire continu
(LFP : Linear Fractional Programming) :

px+a
max Z =
(Prrp) gx +p
st xef§

Ou S = {x € R"| Ax = b, x > 0} avec a et 3 sont des réels, p et x sont des vecteurs de R'*",
g un vecteur non nul de R", A est une matrice réelle de format (m X n) et b un vecteur de R™.
L’ensemble S est supposé borné non videetgx +5 >0 VxeS.

Doctorat Thesis
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1.6 La résolution directe 9

Définition 1.6.1. Un point réalisable x* est une solution niveau optimale pour le probleme
(Prrp) si x* est une solution optimale pour le programme linéaire suivant :

(Py)ymax {px+a|gx=gx"; xS}

Si de plus x* est un point extréme de S, x* est dit solution niveau optimale de base.

L’algorithme de Cambini et al. génere une séquence finie de solutions niveau optimales dont
la premiere x* est une solution optimale du programme linéaire :

(Po){min gx+pB|x€ S}
- Si x¥ est unique, alors elle aussi est une solution niveau optimale de base pour (P;zp).

- Sinon résoudre le programme linéaire Si (P,-) pour obtenir une solution niveau optimale de
base.

Théoréme 1.6.1. [23] Le point x° de S est une solution optimale du probléme fractionnaire
(Prrp) si et seulement si le vecteur gradient réduit ¥ = pp — aq est tel que ¥; < 0 pour tout
indice hors base j € N;.

Algorithme de (Cambini et al.)

Etape 1 Trouver la solution optimale niveau x'.

+a )
Si une telle solution n’existe pas, alors sup {p y |xeS } = 400, terminer.
Sinon, poser k = 1 et aller a I’étape 2.
Etape 2
SiJ={jeN]|g;>0}=0, terminer, x* est une solution optimale du probléme (LFP).
Sinon, soit s tel que & = max &
qs € g

Siy, > 0, aller a I’étape 3. Sinon, terminer, x* est une solution optimale de (LFP).

Etape 3 La variable hors base x, entre dans la base au moyen d’une opération pivot, poser
k = k + 1 et aller a I’étape 2. Si une telle opération n’est pas possible, terminer : sup

+ D .
{p" “|xeS}:@,
qx+p q;

1.6.2 Résolution d’un programme linéaire fractionnaire en nombres en-
tiers

La programmation en nombres entiers est un probleme d’optimisation mathématique ou un
probléme de faisabilité, dans lequel une partie ou la totalité des variables sont des entiers, ou
certaines d’entre ces dernieres ne peuvent €tre que des entiers.

De nombreux auteurs ont résolu le probleme de la programmation frationnaire linéaire en
nombres entiers par la méthode directe en utilisant différents algorithmes tels par exemple les
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1.6 La résolution directe 10

techniques de séparation et évaluation progressive et les méthodes des coupes [24, 21, 22], nous
en présentons quelques-unes d’entre elles :

Méthode des coupes de Gomory [25]

Le principe de fonctionnement de cette méthode est de commencer par résoudre le pro-
bleme relaxé du probleme original, c-a-d, résoudre un probleéme de programmation frationnaire
linéaire en variables réelles. On cherche une solution de base optimale en utilisant la méthode
du simplexe [26], si elle existe, on choisit une variable de base non entiere et on génere une in-
égalité sur la contrainte associée a cette variable afin de couper la région de faisabilité courante.
Une coupe peut étre ajoutée au programme frationnaire linéaire relaxé. Ce processus est répeté
jusqu’a ce qu’une solution entiere optimale soit trouver.

La contrainte corspondant a x, ("¢ ligne du tableau optimal) s’écrit :

Xr+ZC_li’ij :Bi (14)

JEN

Ou

X,,r € B est une variable de base B et les x; sont les variables non basiques.
a; j est un €élément de la matrice optimale des contraintes A.

N : est ’ensemble des indices hors base.
Etant donné un nombre réel @, on désigne par || : le plus grand entier inférieur ou égal a a.

(@) = a — |a] est appelée la partie fractionnaire de @ et | @] sa partie entiere.
Puisque toutes les variables sont positives ou nulles, on a :

Zl_é_li’j]x]' < Z C_li,j.x]'

JEN JEN

De I’équation (1.4) on a :

X, + ZI_C_Z,'JJXJ' < Z)i
JEN
Comme le membre gauche est entier dans cette inégalité, la partie droite (second membre)
peut étre remplacée par sa partie entiere :

X, + Zl_ai,jJXj > Ll_?lJ (15)

JEN
En soustrayant (1.4) de (1.5) on obtient :

Z(@',j)%‘ < (by)

JEN
En ajoutant une variable d’écart x, a cette dernicre inéquation on obtient la coupe de Go-
mory définie par :

Doctorat Thesis
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1.6 La résolution directe 11

- Z(ai,j>xj +x; = —(by)
JEN
Cette contrainte est introduite dans le tableau simplexe optimal et le nouveau probleme formé
peut étre résolu en utilisant la méthode duale du simplexe. Apreés un nombre fini d’itérations,
ou bien on obtient une solution optimale enti¢re, ou bien le probleme devient irréalisable.

Méthode par séparation et évaluation '"Branch & Bound' : La méthode par séparation
et évaluation "Branch-and-Bound" a été dévelopée par Land et Doig [27], spécialement élabo-
rée pour des problémes en nombres entiers.

Le principe de cette méthode (B&B) consiste a construire noeud par noeud 1’arbre d’énu-
mération de I’ensemble des solutions du probleme ILFP d’une maniere intelligente, tout en fai-
sant usage des bornes inférieure et supérieure afin d’éviter la génération de tous les noeuds de
I’arbre. Il s’agit principalement de diviser récursivement le probléme initial en sous-problemes
plus petits et plus faciles a résoudre : c’est la phase de séparation (branching). Quand a la phase
d’évaluation (bound), elle consiste a identifier les sous-ensembles qui peuvent contenir la solu-
tion optimale et a supprimer ceux qui ne la contiennent pas.

L’algorithme de B&B construit et parcourt I’arbre de recherche. Sa racine est le domaine
réalisable du probleéme initial, le modele IP, tandis que les noeuds représentent les domaines
réalisables des sous-problemes.

A chaque itération, I’algorithme de B&B résout la relaxation du sous-probléme courant. Cette
derniere fournit une borne inférieure sur la valeur optimale du sous-probleme courant. Diffé-
rents cas peuvent étre rencontrés :

Le sous-probleme n’est pas réalisable, cela signifie qu’il n’y a pas de solution dans cette
branche. Elle est exclue.

La borne inférieure du noeud est supérieure a la meilleure solution réalisable obtenue par
I’algorithme de B&B : on peut alors affirmer que la solution optimale globale ne peut pas
étre contenue dans le sous ensemble de solutions représenté par ce noeud. On 1’élague.

La solution de la relaxation continue du noeud devient la meilleure solution réalisable du
probleme initial si elle est entiere, et que sa valeur optimale est inférieure a celle obtenue
par I’algorithme de B&B jusqu’a présent.

Finalement, si la borne inférieure obtenue est meilleure que la derniere valeur obtenue par
I’algorithme de B&B, mais sa solution n’est pas entiere, le probleme sera divisé en sous-
problemes.

La méthode sera appliquée récursivement au reste des noeuds, et elle s’arréte lorsqu’il n’y
a plus de noeud a évaluer.

Méthode de Granot et al[18] L’algorithme de Granot et al. s’applique directement au pr-
gramme (ILFP) suivant :

ULFP)] g +p

xeS=xeR";|]Ax=b,x > 0}. X entier
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1

S2 S3 S4

o
/

\59/3 $D) S S (Sw

FiGure 1.2 — Principe de Branch and Bound

&
&

ou « et S sont des réels, p et x sont des vecteurs de R”, g un vecteur non nul de R", A est
une matrice réelle de format (m X n) et b un vecteur de R”. L’ensemble S est supposé borné non
videetgx+5>0 VxeS

Dans cette methode, la structure originale des contraintes est maintenue et les itérations sont
réalisées dans un tableau du simplexe augmenté qui comprend m + 3 lignes supplémentaires.
Les m premieres lignes correspondent aux contraintes d’origine, les lignes (m + 1), (m + 2)
correspondent au numérateur et dénominateur de la fonction objectif fractionnaire du probleme
(ILFP) et la ligne (m + 3) correspond au vecteur du gradient réduit §; de la fonction objectif ou
y=Bp;— g Vjell, .. mh.

A chaque itération de 1’algoritme, les (m + 2) lignes sont modifiées a travers les opérations or-
dinaires de pivot, par contre la derniere ligne est modifiée selon la formule du gradient réduit
citée ci-dessus.

Une fois les valeurs du gradient réduit pour les variables hors base calculées, on teste :

- Si¥; <0, pour tout indice hors base j, alors la solution obtenue est une solution optimale du
probléme (/LFP).

- Sinon, il existe un indice s,s € N (N étant ’ensemble des indices hors base) pour lequel
¥ > 0. Soit 6, tel que :

by
6, = min{—A? > 0}
Al
l
alors la ligne r sert comme une ligne pivot pour générer une coupe de Gomory de la
forme :

Arj bj
v+ | —=—1x; = =1 v>0.
AT A
JEN r r

Cette coupe est rajoutée au tableau du simplexe pour servir comme ligne pivot, avec la
colonne s comme colonne pivot. Sachant que la valeur du pivot dans ce cas est de 1, les
nouveaux coefficients obtenus apres 1’exécution des opérations pivot usuelles sont tous
des nombres entiers.

Doctorat Thesis
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1.7 La résolution par paramétrisation

Cette méthode a été utilisée pour résoudre les différents type de programmes fractionnaires,
linéaires ou non linéaires, en variables continues ou en variables discretes, sur des domaines
bornés. A I'inverse de la résolution directe, on construit un probleme a objectif simplifié, com-
binaison linéaire du numérateur et du dénominateur par I’intermédiaire d’un parametre, tout en
gardant inchangé 1’ensemble des contraintes. Une séquence de résolutions de ce type de pro-
bleme fournit une solution optimale du programme fractionnaire.

Afin de simplifier I’objectif du programme fractionnaire, un parametre est introduit permet-
tant de ramener un programme hyperbolique en un programme linéaire paramétré, ou bien un
programme non-linéaire fractionnaire en un programme non-linéaire paramétré, tout en gardant
I’ensemble des contraintes inchangées. Ainsi le programme obtenu peut étre résolu "paramé-
triquement"”, une séquence de résolution de tels programmes a objectif simplifi€é engendre une
suite de solutions convergeables vers une solution optimale du programme fractionnaire initial.
Autour de cette approche, plusieurs algorithmes ont été€ proposés, nous citons entre autres : 1’al-
gorithme de Isbell et Marlow [28] en 1956 pour les programmes hyperboliques, 1’algorithme
généralisé de Dinkelbach [11] en 1967 pour les programmes fractionnaires non linéaires et
I’algorithme de Seshan et Tikekar [29] pour les problemes de programmation linéaires fraction-
naires en nombres entiers.

L’algorithme de Dinkelbach
Considérons le probleme de programmation fractionnaire suivant :

max F(x) = ;zﬁ
(PF)Y s 0

xeSs

L’ensemble S est supposé non vide, compact dans R”", les fonctions f et & sont des fonctions
continues a valeurs réelles dans S, h(x) > 0, Vx € §. Le probleme paramétré associé Q(A)
consiste a simplifier I’objectif en combinant linéairement le numérateur et le dénominateur par
I’intermédiare d’un parametre réel A.

max v(1) = f(x) — Ah(x)
Q) st
xes§, 1€eR
En notant A" la valeur optimale de (PF), le resultat fondamental liant le programme fraction-
naire au programme paramétré associé est donné par :

Théoreme 1.7.1. [11] Toute solution optimale A* du probléeme Q(A*) est une solution optimale
du probléeme (PF).

En tant que fonction de la variable 4, la valeur optimale v(1) du programme paramétré véri-
fie quelques propriétés [11] que nous résumons ci-apres :

Proposition 1.7.1. [11] La fonction A — v(Q) est continue, strictement décroissante, convexe
v(0) > 0 et v(A) tend vers —oo quand A tend vers +co.
Si de plus le programme est hyperbolique, alors v est linéaire par morceaux.
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En particulier, I’équation v(1) = 0 admet une solution unique A%, plus précisément :

Proposition 1.7.2. [11]

- D) =0c=A=21
VD) >0 = A< A*
-V D) <0 &= aA> A"

Ainsi la résolution du programme fractionnaire (LFP) revient a trouver la racine de 1’équa-
tion non linéaire a une seule variable, v(1) = 0.

Pour ce faire, un catalogue d’algorithmes de la littérature est présenté dans Nagih et al.
[30]. 11 inclut des algorithmes de résolution itératifs (Newton, interpolation linéaire) et dichoto-
miques (recherche dichotomique, recherche dichotomoque modifiée et interpolation convexe)
ainsi qu’un algorithme g-approchant.

1.8 La résolution d’un programme équivalent a objectif non
fractionnaire

Un changement de variables permet lui aussi de simplifier 1’objectif, mais en transpor-
tant la difficulté sur I’ensemble des contraintes [30]. Par exemple, un programme fractionnaire
concave-convexe est transformé en un programme concave, et un programme hyperbolique en
un programme a objectif linéaire, avec des contraintes additionnelles. La transformation du
programme linéaire fractionnaire en un programme équivalent a objectif non fractionnaire est
obtenu par un changement de variables. A I’inverse de 1’approche paramétrée, ce changement de
variables induit I’ajout d’une contrainte et d’une variable. Plus précisément, cette transforma-
tion, proposée par Charnes et al.[31] s’applique au programme hyperbolique (LFP) en variables
continues et s’effectue en introduisant deux nouvelles variables :

1
Z =
qx+p
pour obtenir un programme linéaire équivalent :

et y =2

max = py+az

s Ay—bz=0
P,
(Fea gy +pz =1
v,2>0

Proposition 1.8.1. [31] Si y*;Z" est une solution optimale de (P,,), alors 7" > 0 et x* = i— est
une solution optimale de (LFP).

1.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les résultats de base de la programmation linéaire
fractionnaire ainsi que les principales approches de résolution d’un probléme de programmation
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Programmation multi-objectifs

2.1 Introduction

L’ optimisation multi-objectifs est un domaine fondamental de 1’aide a la décision multicri-
teres, auquel de nombreux milieux scientifiques et industriels se doivent faire face. Au cours des
dernieres années, un grand nombre de travaux, a la fois théoriques et appliqués, ont été publiés
dans ce domaine.

La résolution d’un probleme d’optimisation multi-objectifs consiste a trouver les solutions
de meilleur compromis entre les critéres a optimiser, connues par les solutions Pareto optimales,
qui correspondent mieux aux préférences du décideur. L’une des questions les plus difficiles est
donc liée a I’identification de ces solutions ou d’une approximation de celles-ci pour des pro-
blemes complexes.

Ce chapitre présente le contexe de I’optimisation multi-objectifs qui sera le cadre de travail
de cette these. Nous introduisons les principales définitions telles que la dominance, la surface
de compromis ainsi les principales approches de résolution.

Enfin, nous présentrons les problemes de programmation multi-objctifs fractionnaire en
nombres entiers.

2.2 Position du probleme

Un probleme d’optimisation multi-objectifs consiste a optimiser p fonctions objectifs si-
multaniment (p > 2). Il est définit sous la forme suivante :

{ ”Minimiser” Z(x) = (7' (x), 22(%), ..., 2’ (x)) @2.1)

s.t xes

Ou p > 2 représente le nombre d’objectifs a optimiser, x représente un vecteur des variables
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2.3 Concepts de base 17

de décision, § = {x € R" | gj(x) < 0,x > 0} est ’ensemble de solutions réalisables associé
a des contraintes d’égalité, d’inégalité et des bornes explicites (espace des décisions) et z(x)
est le vecteur des objectifs a optimiser. Fetg j» des fonctions a valeurs réelles k = 1,2, ..., p,
j=1,2,...,m. Lorsque les objectifs z* et les fonctions g ; sont linéaires, on obtient un probleme
de programmation linéaire multi-objectifs (MOLP) écrit comme suit :

{ ”Minimiser” Z*(x) = C*x, k=1,...,p 2.2)

s.t xeds

C* € R", k = 1,..., p et '’ensemble S est constitué de contraintes (inéquations, équations)
linéaires S = {x € R"/Ax < b,x > 0};A € R™" b € R™. A chaque solution x € S est associé
une image z € Z dite vecteur objectif (voir la figure- 2.1).

a [Espace de décisions Espace des objectits
Y

z2

Ficure 2.1 — L’espace de décisions et I’espace des objectifs d’un probleme de deux fonctions
objectifs

La recherche de la solution optimale pour un probleme d’optimisation multi-objectifs sou-
leve quelques réflexions par rapport a la notion méme de 1’optimalité. En effet, il est irréalisable
de trouver une solution optimale unique pour un probleme multi-objectifs, car il n’y a aucune
combinaison des variables de décisions qui minimise (ou maximise) toutes les composantes du
vecteur Z simultanément. Les problemes multi-objectifs ont en général un ensemble de solu-
tions optimales dont les valeurs des fonctions sont en fait les meilleurs compromis possibles
dans I’espace des fonctions objectifs. Il faut donc utiliser une autre définition de la "meilleure
solution", afin de déterminer exactement quelle solution peut étre considérée meilleure par rap-
port a une autre. Le concept de "I’optimalité de Pareto" (Pareto, 1896)[32] est ainsi utilisé pour
établir une hiérarchie entre les solutions d’un probleme multi-objectifs en vue de déterminer si
une solution appartient réellement a 1’ensemble des meilleurs compromis.

2.3 Concepts de base

Pour mieux comprendre le concept de 1’optimalité de Pareto, nous introduisons d’abord la
notion de "dominance de Pareto". La notion de dominance a été introduite par [Pareto, 1897] et
initialement utilisée en économie. Elle est désormais utilisée dans d’autres domaines a 1’instar
de I’optimisation multi-objectifs. Cette notion exprime une idée assez intuitive : voulant choisir
entre deux vecteurs v; et v,, nous choisirons celui qui est meilleur ou égal sur toutes les com-
posantes tout en étant strictement meilleur sur au moins une d’entre elles. Si un tel choix ne
peut étre fait alors les vecteurs seront considérés non-dominés entre eux. Ainsi, partant d’un en-
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2.3 Concepts de base 18

semble de décisions x, I’objectif est d’introduire un ordre total ! entre les solutions de maniére
a pouvoir faire un choix. Une solution non-dominée est aussi désignée par solution de Pareto
ou bien solution efficace.

2.3.1 Concept de dominance et efficacité

Comme nous I’avons évoqué précédemment, 1’ optimisation multi-objectifs nécessite de dé-
finir la notion d’ensemble de solutions "efficaces". En effet, étant donné que les objectifs sont
généralement conflictuels il n’existe pas forcémént de solution qui serait simultanément opti-
male pour chaque objectif. De ce fait, il n’est pas évident de définir un ordre total entre les
solutions comme c’est le cas en optimisation mono-objectif. Ainsi, une relation d’ordre partiel
est généralement définie, il s’agit de la relation de Pareto dominance.

Définition 2.3.1. Soient deux solutions réalisables x et y pour un probleme multi-objectifs
donné, x = (x1,...,x,) ety = (y1,....,y,) - y est dit dominé par x, ou bien x domine y si et
seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

Z(x) < zl(y), o ZP(x) £ ZP(y) et dk e {1,..., p} tel que ) < zk(y)

Ou de facon alternative x < y.

Ainsi, une solution qui n’est dominée par aucune autre solution est dite Pareto optimale, et
inversement, si une solution est dominée par au moins une seule autre solution, alors elle ne
peut étre considérée Pareto optimale, d’ou la définition suivante :

Définition 2.3.2. Une solution x* € S est dite solution eficace (ou Pareto optimale) si et seule-
ment s’il n’existe pas de solution y € S telle que 7*(y) < Z*(x*), k € {1,...p} et 3j €

{L..p} | () <Z(x).

2.3.2 Degré de dominance

Définition 2.3.3. (Dominance faible de Pareto) Une solution x* € S est faiblement efficace siet
seulement s’il n’existe pas de solution y € S telle que 7*(y) < ZX(x*), Yk € {1, ..., p}.

Soient deux solutions x et y, on dit que x domine faiblement (au sens faible) y, si et seulement
si, Vk € {1,..., p} on a : ZX(x) < Z*(y) tel que Tk € {1, ..., p} tel que *(x) < ZX().

Définition 2.3.4. (Dominance stricte de Pareto) Soient deux solutions x et y, on dit que x
domine strictement (au sens strict) y , si et seulement si, Vk € {1, ..., p} ZX(x) < Z*(y).

Par abus de langage, la dominance stricte est souvent désignée par dominance de Pareto.
L’ensemble de solutions optimales de Pareto est aussi désigné par front de Pareto, on parle de
cone de Pareto si les solutions sont toutes strictement non-dominées.

1. On appelle relation d’ordre total sur un ensemble S toute relation d’ordre telle que tout élément de S soit
comparable avec tout autre élément de S.
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2.3.3 Points de référence

1. Tout d’abord, le point idéal z/¢ est le point qui a comme valeur pour chaque objectif la
valeur optimale de 1’objectif considéré.

7 tel que Yk € {1...p}, Z,id = miSnZk(x)
X€

Ce point ne correspond pas a une solution réalisable car si c’était le cas, cela sous-
entendrait que les objectifs ne sont pas contradictoires et qu’une solution optimisant un
objectif, optimise simultanément tous les autres, ce qui ramenerait le probleme a un
probleme ayant une seule solution Pareto optimale.

A194E404E | AVINOJE |

2. De ce point idéal peut étre défini le point utopique zV de la facon suivante :
U=y

ou € > 0 et U est le vecteur unitaire (U = (1,...,1) € R"). Il est clair, de par sa définition,
que ce point n’est pas réalisable.

3. Le point Nadir Les coordonnées du point Nadir u correspondent aux maximums de
chaque objectif des points du frond Pareto.

,uk = mzlExZi(x)pourk ef{l,...,p}
X€

ou : E est I’ensemble des solutions efficaces 2.2.

Une visualisation de I’ensemble de ces définitions est donnée sur la figure 2.2

2 ¥ X X
¥ X
|
|
| X X . X X
| X
T — A
| i
| X X ! X
| |
| X o
| !
| g X |
| |
| | X
I i
b B .
O
21
X Solution réalisable (] Solution Pareto
O Point Idéal O Point Utopique /\ Point Nadir

Ficure 2.2 — Illustration des différentes définitions

2.3.4 Structure du front Pareto

L’ objectif est donc de fournir aux décideurs un ensemble de solution de Pareto, afin qu’ils
puissent ensuite choisir les solutions qui les intéressent le plus.

Doctorat Thesis
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Représentation du front Pareto

Toutes les représentations de surface de compromis ou front de Pareto ne sont pas équiva-
lentes. En effet, la représentation idéale du front Pareto devra étre constituée de points "solution"
de notre probleme répartis de maniere uniforme sur la surface de compromis (voir figure 2.3).

72

72 72

71 71
(a) Une mauvaise représentation de la (b) Une bonne représentation dela

surface de compromis surface de compromis

Ficure 2.3 — La représentation de la surface de compromis

Solution supportées/ non supportées

Sur le front Pareto, deux types de solutions peuvent étre diftérenciées : les solutions suppor-
tées et les solutions non supportées. Les premieres sont celles situées sur 1I’envellope convexe
(Ie plus petit ensemble convexe contenent S ) de I’'image de I’ensemble des solutions (voir figure
2.4) et peuvent donc étre trouvées a 1I’aide d’une agrégation linéaire des objectifs [33]. Elles sont
donc plus simples a obtenir que les solutions non supportées. D’ailleurs, les premiers travaux
en optimisation multi-objectifs se sont pour la plupart focalisés sur la recherche de ces solutions
supportées en optimisant des combinaisons linéaires des objectifs utilisant différents vecteurs
de poids.

Alors pourquoi ne pas se satisfaire des solutions supportées ? Tout d’abord parce que ces
solutons peuvent ne représenter qu’un petit sous-ensemble des solutions efficaces. De plus, ces
solutions supportées ne sont pas forcément bien réparties le long du front et ne représentent pas
toujours un bon compromis. Donc, si I’on veut obtenir des solutions de bon compromis entre
les objectifs, il est nécessaire de considérer les solutions Pareto non supportées.

2.3.5 Fonctions scalarisantes

Le choix d’une solution efficace parmi toutes les solutions réalisables exige une certaine
connaissance de la structure de préférence. Cette information est obtenue directement ou indi-
rectement et peut parfois se traduire en terme de parametre de préférence. Les plus courantes
sont :

1. Les poids Ay , kK = 1,2, ..., p qui refletent I'importance relative de chaque objectif.

2. Le point de référence qui est défini par des niveaux de réservation (valeurs souhaitables)
sur chaque objectif.

Doctorat Thesis
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72 / Enveloppe convexe
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Solution Pareto supportée * Solution dominée

&) Solution Pareto non supportée

FiGure 2.4 — Représentation des différents types de solutions

3. Le point de réservation qui est défini par des niveaux (valeurs non souhaitables) sur
chaque objectif.

La fonction scalarisante est défine par U(z,1) : R» X A — R; ou A est I’ensemble des
parametres. Les fonctions scalarisantes les plus courantes sont les suivantes :

e Somme pondérée des objectifs (particulierement utilisée dans le cas linéaire) :

14
U(Z,2) = Z 75 A €A,
k=1
ou bien,

P
Us(Z ) = ) 4| 2= 7} |, A e A,
k=1
Ou Zl.kd est la k¢ composante du point idéal
e Norme L, pondérée :

1

)4
Us(Z, A) = [Zmzk—zfd |P]’,AeA,pez*+.
k=1

e Norme L., pondérée de Tchebych_eff :

UiZ, ) = {E%{Ak | ZF -7}, | } AeA.

e Norme composée (Tchebycheft pondérée augmentée) :

P
Us(Z, D) = max (4 | 28 = Z5 V+p " A1 25 = Zf 1, p > 0.
1<k<p =

2.4 Optimisation multi-objectifs et aide a la décision

Cette section a pour but de donner une vue d’ensemble des approches existantes pour la
résolution de problemes d’optimisation multi-objectifs. Pour ce faire, nous allons tout d’abord
présenter une classification des approches de résolution en fonction de la place accordée au
décideur.

Doctorat Thesis
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décideur est sollicité avant le lancement de la méthode, ceci pour définir ses préférences.
Par la suite, le probleme est transformé en un probleme avec un unique objectif. Dans ce
cas, soit une agrégation des criteres est appliquée, sinon, on désigne un unique critere a
minimiser tandis que les autres sont injectés dans le probléme sous forme de contraintes.

wmgeres 2.4 Optimisation multi-objectifs et aide a la décision 22
Lepotpiliily gelel)
USTHB
- 2.4.1 Approches multicriteres
0
2 Les approches multicriteres visent a proposer aux décideurs une ou plusieurs solution Pareto
= optimales. On peut ranger ces approches dans les trois familles suivantes :
>
> s . .
) 1. Les approches a priori : (approches agréger puis comparer) avec ces approches, le
)
|
D

2. Les approches a posteriori : Dans ce type d’approches, on cherche a fournir au décideur
un ensemble de bonnes solutions bien réparties. Il peut ensuite, au regard de 1’ensemble
des solutions, sélectionner celle qui lui semble la plus appropriée. Ainsi, il n’est plus né-
cessaire de modéliser les préférences du décideur (ce qui peut s’avérer étre tres difficile),
ce qui peut également étre difficile et requérir un temps de calcul important (mais ne
nécessite pas la présence du décideur).

3. Les approches interactives : Dans ces approches, il existe une interaction directe et pro-
gressive entre le décideur et la méthode de résolution. Ainsi, a partir des connaissances ac-
quises, le décideur peut définir ses préférences de maniere compréhensible. Les échanges
sont itérés plusieurs fois jusque satisfaction du décideur. Cette approche permet donc de
bien prendre en compte les préférences du décideur, mais nécessite sa présence tout au
long du processus de recherche.

Chacune de ces approches possede des avantages et des inconvénients. En pratique, le choix
du type d’approche utilisé dépend de la nature du probleme.

2.4.2 Meéthodes de résolution

Soit le probleme d’optimisation multi-objectifs défini en (2.2). Nons présentons dans cette
section, une revue de littérature des méthodes de résolution de probleme d’optimisation multi-
objectifs.

Approche e-contrainte

Cette approche est basée sur le théoréme suivant [34]

Théoreme 2.4.1. Toute solution optimale du probléme mono-objectif

min Z¥

S.t
7Z(x) < 0;, Vi#k (2.3)
xes

est aussi faiblement non-dominée pour le probleme multi-objectifs (2.1), et I’ensemble des
solutions optimales de (2.3) contient au moins une solution efficace de (2.1).

Ou Q= (01, ..., Ox-1, Oks15 -5 Qp)'

L objectif z* représente 1’objectif primaire ou 1’objectif préféré. L’ ensemble Pareto optimal
est généré en faisant varier le vecteur Q. Ce résultat permet de définir le probléme minimisant un
unique objectif sous contrainte d’une borne supérieure (cas de minimisation) sur tous les autres
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objectifs. Si la solution résultante n’est pas Pareto optimale pour le probleme multi-objectifs,
alors elle n’est pas optimale pour le probleme mono-objectif.

Afin d’énumérer toutes les solutions de Pareto il suffit d’attribuer aux bornes Q;,i = 1, ..., p,
toutes les valeurs possibles. Cette technique est bien évidemment naive, mais il existe des études
qui proposent des procédures plus efficaces permettant d’obtenir le front total de Pareto en un
minimum d’itérations.

Méthode des sommes pondérées

Cette méthode de résolution d’un probléme d’optimisation multi-objectifs est la plus évi-
dente et, probablement, la plus couramment utilisée en pratique. Elle consiste a transformer
un probleme multi-objectifs en un probleme qui combine les différentes fonctions objectif du
probleme en une seule fonction U de facon linéaire, 1I’'idée de cette méthode est d’associer une
pondération A a chaque objectif z* et de résoudre le probléme P, suivant :

14
min  U(x) = Z L2 (x)
k=1

s.t
(P P (2.4
1) Z A=l )
k=1
xesS
0< A < Wk

ou les poids A; sont compris dans I’intervalle [0, 1]. Différents poids fournissent différentes
solutions. La solution de ce probleme est une solution Pareto optimale. Il a été montré que pour
toute solution supportée x* il existe un vecteur A telle que x* soit une solution de P,. Une solu-
tion supportée étant une solution appartenant a fermeture convexe de I’ensemble des solutions.
En revanche, les solutions non supportées ne peuvent étre trouvées par cette méthode. Ainsi,
pour les problemes pour lesquels le front Pareto est convexe il sera possible de trouver 1’en-
semble du front Pareto avec cette méthode.

Méthode dite '"but programmé ou Goal programming''

Cette méthode, qui releve d’une théorie trés avancée dans le domaine des problemes multi-
objectifs, a été initialement concue par (Charnes et Cooper [35] dans le cas linéaire ; elle a été
extension par des travaux d’Ijiri [36] et d’Ignizio [37] dans le cas non linéaire). Dans cette ap-
proche, le décideur doit définir des buts B, ou préférences qu’il désire atteindre pour chaque
objectif z*. Ces valeurs sont introduites dans la formulation du probléme, le transformant en
un probléme mono-objectif. La nouvelle fonction objectif est modifiée de facon a minimiser
les écarts entre les résultats et les buts a atteindre, le probleme revient a considérer la forme
suivante :

min (X0 1By — 207, avec r> 1
s.c. (2.5)
xes
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La méthode est facile a mettre en oeuvre mais la définition des poids et des objectifs a
atteindre est une question délicate qui détermine 1’efficacité de la méthode.

Autres méthodes de résolution

Au cours des dernieres années, un ensemble de techniques d’optimisation approchantes,
connues sous le nom métaheuristiques. Ces méthodes peuvent étre considérées comme des stra-
tégies de haut niveau qui guident un ensemble de techniques plus simples dans la recherche
d’un optimum [38]. Parmi ces techniques, les techniques évolutives pour résoudre les MOPs
sont trés populaires dans 1’optimisation multi-objectifs, ce qui donne lieu & une grande variété
d’algorithmes, tels que NSGA-II [39] SPEA2 [40] et bien d’autres [41, 42]

2.5 Programmation linéaire multi-objectifs en nombre en-
tiers

Un probléme de programmation linéaire multi-objectifs en nombre entiers (MOILP?) est
constitué d’un espace de décisions discret non convexe défini par un ensemble de contraintes
linéaires sur lequel plusieurs criteres souvent conflictuels sont optimisés.

Mathématiquement, ce probleme peut étre formulé par :

{ ”max”’ Zk(X) = Ckx, k=1, s P (2 6)

s.t xeD

Ou D = S NZ, Z étant I’ensemble des nombres entiers relatifs, S = {x € R" | Ax < 0}, A € R™™,
b € R, C est une matrice de dimension p x n d’éléments réels avec des vecteurs lignes ¢t € R”,
k=1,2,..,p.

2.5.1 Méthodes de résolution des problemes MOILP

De la méme fagon que dans le contexte mono-objectif, les programmes multi-objectifs en
variables entieres ou mixtes nécessitent d’énumérer des solutions admissibles. Le cadre de cette
theése étant les programmes non convexes, nous précisons dés maintenant notre propos aux
problemes dont les variables sont discretes. Dans la suite de ce chapitre, nous nous étendons
plus particulierement sur les deux méthodes de résolution a savoir 1’algorithme multi-objectifs
de Sylva et Crima et la méthode D. Klein et E. Hannan, car ces deux méthodes et la méthode de
Steuer et Choo (méthodes basée sur un point de référence), qui sera présentée dans le dernier
chapitre, sont centrales dans la proposition algorithmique de la these.

Méthode de D. Klein et E. Hannan

La technique proposée par Klein et Hannan [43] peut étre utilisée aussi bien pour identifier
I’ensemble de toutes les solutions efficaces que pour en caractériser une partie seulement. Elle
consiste a résoudre progressivement une séquence de programmes linéaires mono-objectif en
nombres entiers avec des contraintes ajoutées a chaque étape. Les contraintes supplémentaires
éliminent les solutions efficaces déja trouvées, et font en sorte que les nouvelles solutions
générées soient efficaces.

2. MOILP : Multi-Objective Integer Linear Program
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> Algorithme 1: L’algorithme de D. Klein et E. Hannan
v
D
S Etapel : Choisir arbitrairement un critére & , k € {1,2, ..., p} et résoudre le
J probléme unicritere (P;) suivant :
)
) k k
] (Py) :max{Z" = c"x: x € D}
D

Cas 1. Si la solution optimale de (P;), x', est unique alors elle est efficace pour (P).

Cas 2. Sinon, déterminer toutes les solutions alternatives 2 x' et par comparaison deux
a deux des vecteurs criteres associés, garder uniquement celles qui sont efficaces pour
construire I’ensemble Xgz(P;) des solutions efficaces générées a 1’étape 1.

Etape générale j : A I’étape j, soit le probleme (P;) a résoudre, il est défini
comme suit :

max Z; = Crx
(P))y tq xeD (2.7
Nict (V2 o (Cox = CF5i + €))

Avec 0 < €’ < 1 et &; (i=1,...,r) les points efficaces obtenus aux étapes

Lo j—1.

Si Xs5£(P;) est I’ensemble des solutions efficaces obtenues a 1’étape j et Y7
I’ensemble des points efficaces accumulés a la fin de I’étape j, alors
Y/ = Y7 U Xse(P)) pour j > 2 avec Y = Xgz(P)).

Etape finale : La procédure s’arréte lorsque le probleme (P;) est irréalisable.

Méthode de Sylva et Crema (2004)

L’algorithme de Sylva et Crema [44] génere tous les vecteurs non dominées, initialement
I’algorithme sélectionne un vecteur poids positif 4 > 0. I’algorithme s’arréte si le probleme
(MOILP,) (défini dans la proposition 2.5.1) est irréalisable c’est-a-dire le probleéme n’a aucune
solution efficace. Sinon le modele (MOILP,) est mis a jour par 1’ajout de p variables binaires
et (p + 1) contraintes qui réduit le domaine réalisable par la solution non dominée obtenue
par (MOILP,). Si on a [ solutions non dominées, alors on résout le (MOILP,;) pour trouver
(I + 1)*™ solutions non dominées.

Proposition 2.5.1. [44] Soient x', x?, ..., x des solutions efficaces du probleme MOILP. Posons
D, = {x € Z"|C*x < C*x*,¥s = 1,...,1}. Si x* est une solution optimale pour le probléme mono
objectif :

Max Y, .C*x
(MOILP,;)3 tq  x€ (D', Dy
0<a<l, b A =1

pour certaines valeurs du vecteur A € R? A > 0, alors x* est une solution efficace pour le
probleme MOILP.
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Proposition 2.5.2. [44] Soient x', x*, ..., x' des solutions efficaces du probléme MOILP (2.6).
Posons D, = {x € Z"|C*x < C*x*, Vs = 1, ..., 1}. Si x* solution efficace pour le probléme :

Max Cx
(Pz){ g xe®DU., Dy (2.8)
alors x* est une solution efficace pour le probleme MOILP. De plus, si le probleme (2.8) est

irréalisable, alors {(C"xs)ﬂ:l} est I’ensemble de toutes les solutions non dominées du probleme
MOILP.

A la fin, on obtient I’ensemble de toutes les solutions efficaces ou seulement une partie qui
intéresse le décideur.

Pour les problemes de grande taille, la détermination de I’ensemble de toutes les solutions
non dominées devient tres coliteuse en terme du temps de calcul. Pour cela, une étape d’inter-
action avec le décideur peut étre intéressante de I'intégrer a la procédure. Cette étape a pour
objectif d’éliminer des solutions efficaces que le décideur juge insatisfaisantes. Dans ce cas le
probleme (P,) devient :

Max Y7 4Crx
tq xeD
Chx > (C*x* + foyl — My(1 - y)
Pyl yle{0l}poutk=1,..,p, s=1,..,1

(P(l+1))

Ou f; représente I’amélioration minimale dans la i™ fonction objectif fixée par le décideur,
fx > 1 (entier).

Doctorat Thesis
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> Algorithme 2: Algorithme de la méthode de Sylva et Crema
0
D) ,
S Etapel : Apres avoir fix€ le vecteur poids A = (4;, A2, ..., 4,) a des valeurs
0 strictement positives et [ = 1, la premiere €tape de 1’algorithme consiste en la
) résolution du probleme :
)
; :
; (P1) : Max{ ) A C'xlx € D).

k=1

Deux cas se présentent :
Cas 1. Si (P;) n’admet pas de solutions, alors le probleme MOILP n’en admet pas non
plus.

Cas 2. Sinon, une solution x! est trouvée et elle est efficace.

Ensuite, une suite de programmes linéaires en nombres entiers augmentés par certaines
contraintes sont résolus progressivement.

Aprés k étapes du processus :
Cas 1. Si (P)) est irréalisable, alors 1’algorithme prend fin.

Cas 2. Sinon, une nouvelle solution efficace, soit x, est trouvée et le nouveau probleme
(Py41) est défini a partir de (P;) en lui éliminant toutes les solutions vérifiant
Ckx < C*x!,Vk = 1, ..., p. Ceci peut étre traduit par le rajout des contraintes suivantes :

{ Cx = (C*x' + 1)y = My(1 =),

k=1,...,p
Yo v =1y e{0,1}, k=1,..,p
Ou — M, est la borne inférieure pour les valeurs réalisables de la k¢ fonction objectif
(Par exemple, dans le cas ou la matrice des criteres C est positive, M peut €tre fixée

a 0 pour tout k).

Etape générale (/ + 1) : Résoudre le probleme (Py,)

Max YP  4Crx
Pi) tq xeD
(Pro Chx 2 (C*x* + 1)ys — My(1 = %)
=1 y; €{0,1}pour k=1,...p, s=1,..,1

Etape finale n : La procédure continue jusqu’a ce que le probleme (P,) devient irréalisable.

2.6 Programmation linéaire fractionnaire multi-objectifs

2.6.1 Formulation du probleme

Le probléme de la programmation linéaire fractionnaire multi-objectifs (MOLFP :Multiple
Objective Linear Fractional Programming problem) est I’un des modeles les plus populaire

o T 4 »w C



/778

snmsgmenases 2.0 Programmation linéaire fractionnaire multi-objectifs

28

Lepotaililiy sale )

USTHB
7 utilisés dans la prise de décision a criteres multiples. La formule générale de ce probleme peut
5 étre donnée comme suit :
> , c'x+al
= min Z'(x) = —+
) dx + ﬁ 1
> 2 2
) in 2200 = cx+a
; min = ——"
; d*>x + 3
(MOILFP){ . (2.9)
) c’x +a?
min ZP(x) = ———
drx + pp
s.C.
Ax < b, x>0

ol le nombre d’objectifs est p > 2, A € R™" b € R™, et pour chaque fonction objetif Z*, k €
1,2,...,p,onack= (c’l‘, cg, ...,c,’j) e R gk = (dk,dlz‘, ...,dﬁ) e R™ of = (a',a?,...,a") € R?,
B = (B, 3%, ..., ") € R” sont des scalaires réels.

On suppose que la région admissible non vide § = {x € R"/Ax < b, x > 0} est bornée, et la

fonction d*x + ¥ est positif sur S pour chaque k € 1,2, ..., p.
Dans de nombreuses siuation réelles modélisables par la programmation mathématique, les va-
riables intervenant dans la modélisation sont soumises a étre totalement en nombre entiers,
on parle de probleme de programmation multi-objectifs linéaire fractionnaire en nombre en-
tiers(MOILFP : Multiple Objective integer Linear Fractional Programming problem)

min Z'(x) = catoa

B dzlx +,8;

) ,, L CxXta

min Z (X) = m

(MOILFP) (2.10)
) c’x+al
min ZP(x) = ———
drx + pBp
s.c.
xeD

ouD =S NZ,7Zest'’ensemble des entiers relatifs.

Comme pour les problemes de programmation linéaire multi-objectifs, la résolution des
problemes de programmation linéaire fractionnaire multi-objectifs est de déterminer toutes les
solution efficaces.

Considérons le probleme (Pg) :

Doctorat Thesis
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c'x+a!

. Zl —
min (x) T gl Y
min Zz(x) — M
C dPx+ 2

(Pr)
) c’x+af
min ZP(x) = ——
drx + pBp
s.c.
x €S,

Théoreme 2.6.1. [33] Soit le probleme unicritere linéaire suivant :

min  Y7_ 4Z(x)
(P)1 s.c.
x€eSs, et Ay €A, Vkel,..,p

La solution x* est efficace pour le probleme (Pyg) si et seulement si x* est une solution optimale
du probleme paramétrique (P,) (A = {A; : Zle A =1 et 0<A4 <1 Ay > 0,¥k €
1,..., p}).

D’apres ce théoreme, 1’ensemble efficient du probleme (Pg) sans les contraintes d’intégrité
est bien caractérisé par les solutions du probleme paramétrique (P,), 4 € A. Ces solutions se
trouvent sur la frontiere de S, elles sont appelées solutions supportées.

Différemment du cas continu, la difficulté principale rencontrée lorsqu’on traite les pro-
blemes multi-objectifs a variables discretes est 1’existence de solutions efficaces pour (P) qui
ne sont pas optimales pour (P,) et ce en raison de non-convexité du domaine réalisable, ces
solutions efficaces sont dites solutions non supportées (le front Pareto de (P) est I’union de I’en-
semble des solutions non supportées de (P)).

La nature des problemes de programmation linéaire en variables continues et les problemes
de programmation linéaire en variables discretes est différente. Contrairement a la program-
mation linéaire continue ou on s’intéresse seulement aux solutions sommets du polyedre, les
solutions optimales du probleme discret peuvent se trouver a I'intérieur du polyedre et par
conséquent la recherche d’une solution optimale d’un probleme de programmation en nombres
entiers est souvent NP-complet et peut étre méme NP-difficile [45].

Il faut noter cependant que, si un probleme d’optimisation combinatoire est facile a résoudre,
il n’est pas forcément de méme pour sa version multi-objectifs.

2.7 Résolution du probleme (MOILFP)

Le probleme de la programmation multi-objectifs linéaire fractionnaire (MOLFP) a été lar-
gement étudié par plusieurs auteurs. De nombreuses études et applications ont été rapportées
dans la litérature, nous citons entre autre [46, 47]. Cependant, le probleme multi-objectifs li-
néaire fractionnaire a variables entieres (MOILFP) n’a pas recu autant d’attention que le pro-
bleme (MOLFP). On ne trouve que tres peu de méthodes dédiées au probleme (MOILFP), voir
par exemple [1, 2, 48].
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2.7.1 Meéthodes de Abbas et Moulai [1]

La méthode proposée par (Abbas et Moulai) pour résoudre le probleme (MOILFP) est une
généralisation de leur méthode du probleme(MOILP), détaillée dans [49].

Afin de résoudre le probleme (2.10) une approche consistant a résoudre une séquence finie
de problemes de programmation fractionnaire linéaire discrete est presentée [1].
Considérons le probleme de programmation linéaire fractionnaire entier mono-objectif donné
sous la forme suivante.

Iyt g
max Z'(x) = %
x+p @2.11)
s.C.
Ax < b, x>0 entier

Remarque 2.7.1. Notons qu’a la place de Z', on peut de fagon similaire considérer une autre
fonction objectif Z* pour tout k € {2, ..., p}

La recherche des solutions réalisables entieres du probleme (2.11) nécessite I’introduction
des notations suivantes :

o S ={xeR"/Aix < b,A; e R"™ by € R™, x > 0}. S est la région tronquée courante de
S obtenue par des coupes de Gomory successives ;

o x| = (x] ;) est la solution optimale entiere donnant Z! obtenue sur S ;
e Bjestunebasede S ;
° a},j € R™*! sont les vecteurs activités de (x}’j) appropriés a la région tronquée courante S ;
T B N ) NN I :
° y =X, =B) a;ouy ;e R" keRr;
o /| = {j/ai,j € B};et Ny = {j/a},j ¢ B},
e ¢} estla j" composante du vecteurc', d; estla /" composante du vecteur d' ;
1 1,1 1 1l
® ¢y = Dker, OV iy Oty = Diker, Y145
z.
o Z'(x}]) = i ouZ =c'xj+a'etZ,=dx +p;
® ¥, =Zj,(c; — ¢} ) =~ Z},(d} - d} )) le cott réduit relatif a la jizme composante du vecteur
gradient réduit ¥ ;
o I = {j/j € Niety; ; = 0}
Pour /> 2

e S, ={xeR"Ax < b;,A; € R b, € R™ x > 0}. §; est la région tronquée courante de
S obtenue par application de la coupe des coupes 3 jey, \(jy Xj = 1 ot ji-y € Iy et par
des coupes de Gomory successives éventuellement ;

Ji-1}

xl1 = (le,j) est la /" solution optimale entiere du probleme (2.11) obtenue sur S; a I’étape (/) ;

B estune base de S :

a}j € R™*! sont les vecteurs activités de (xl‘j) appropriés a la région tronquée courante S ;

1 _ 1 _ (ply-1,1
yl,j_xl,kj_(Bl) a, ;

o I;={j/a}, € Bl};et N, = {j/a}, & B)}:

S | x1 .
ouy, ;€ R
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- e clestlaje te d teurc!, d! est la je te d teur d' ;
) c; est la jeme composante du vecteurc', d; est la jeme composante du vecteur d' ;
v
3 1 _ 1,1 1 _ 1,1 .
= * 4= kel CY i Ay = Dker, diYiy; s
> 1 11, o1
5 i Z, X c'x +a
;e Z(xy)=rouZ =
- Zz,z d'x; +p
5 e x' = (x*)sontlest — 1 soluti tie djacentes a x!, 1 ell istent, ol #; est
) x; = (x};) sont les 1 solutions entieres adjacentes a x;, lorsqu’elles existent, oll #; est un
: nombre entier et u € {2,3, ..., 1;}

o 7_’11,,,- = Zl{z(c} — c}’j) — le’l(djl. — dl{j) le colit réduit relatif a la jieme composante du vecteur
gradient réduit ¥, ;
o I, ={jeN/y,;=0)

Théoréme 2.7.1. [23] Le point x; de S est une solution optimale du probléme fractionnaire
(2.11) si et seulement si le vecteur gradient réduit y est tel que 7_’11,j < 0 pour tout indice j € N,.

Corollaire 2.7.1. [23] La solution x,l du probleme (2.11) est unique si et seulement si le vecteur
gradient réduit y est tel que )‘/}’j < 0 pour tout indice j € N,.

Définition 2.7.1. Soit xll une solution optimale du probléme (2.11). Supposons que j, € N, une
aréte Ej incidente a la solution x,l est définie par I’ensemble :

X = Xllc - Gﬂyl,kj, Yk € I
Eﬂ: X=x.€8; : xﬂ:0j (212)
x, =0 Vv € N\{jl}

1
N . X . .« . .
on0 < 0; < mlnkell{yi—‘;lykj, > 0}, 0;; est un entier positif et 01y, xj, est un entier pour tout

Jl
k € I, si de telles valeurs de 6, existent.

Remarque 2.7.2. Il peut arriver que la solution optimale x° du probleme (2.11) ne soit pas
unique, dans ce cas , il existe une autre solution réalisable x' # x° avec Z'(x") = Z'(x°). On dit
alors que x' est une solution optimale alternative de x°. La relation (2.12) précédente permet
de déterminer cette solution alternative.

Algorithme de la méthode

Pour résoudre un probleme fractionnaire linéaire en nombres entiers a objectifs multiples
(2.10), une procédure basée sur une technique de coupe plane est présentée dans les étapes sui-
vantes :

Etape(1) : Résoudre le probleme (2.11) par n’importe quelle méthode directe de la program-
mation fractionnaire discrete. Soit x| sa solution optimale entiere sur S ;, construire 1’en-
semble I';.

Etape 2: 1.-Si y}’j < 0 pour tout indice j € Ny, x| est 'unique solution optimale sur
S 1. Enregistrer le premier vecteur efficace (non dominé) par (Z 1(x}), v ZP (x})) pour
construire ’ensemble des points efficaces Ef f;. Tronquer le point x| par la coupe
de Dantzig ey, xj > 1.

Par application de la méthode duale du simplexe relative a la programmation frac-

tionnaire, on obtient une solution réalisable entiére xf = (x; j) dans la région tron-
quée S ,. Rajouter le vecteur correspondant (Z'(x?), ..., Z(x})) a Ef fy s’il n’est pas

Doctorat Thesis

o T 4 »w C



& 2.7 Résolution du probleme (MOILFP) 32

(H3mg gripn Aoalo
LevadaiSaliy sole i)

USTHB

dominé par 1’un des précédents vecteurs criteres efficaces (non dominés). Enregis-
trer I’ensemble E f f;.
é

. -Sinon, il existe un indice j; € N; pour lequel 7_’11,,' = (. Déterminer dans ce cas
toutes les solutions qui lui sont alternatives, éliminer celles qui ne sont pas efficaces
et mettre a jour I'ensemble Ef fo. Appliquer la coupe 3. jen,\(;1) X; = 1 pour tronquer
Iaréte E;;_;.

N91Cl0UE [ UVINOdAE |
[\

Etape (! > 2) : Choisir un indice j;-; € I';_; et explorer I’aréte E;;_; pour déterminer d’éven-
tuelles solutions entieres réalisables xll_l. Augmenter I’ensemble Ef f;_, par les vecteurs
criteres non dominés correspondants pour construire Ef f;_;. Tronquer L’aréte E;;_; par
la coupe ey, \(ju—1y Xj = 1

Etape finale : Le procédure s’arréte lorsque la méthode duale du simplexe est infaisable, in-
diquant ainsi que la région tronquée courante ne contient aucun point réalisable entier et
que I’ensemble des point efficaces est completement déterminé.

2.7.2 Meéthode de Chergui et Moulai [2]

L’approche adoptée dans cette méthode [2] pour générer toutes les solutions efficaces du
probleme (MOIFLP) est basée sur la résolution du programme linéaire fractionnaire (2.13) sui-
vant, a chaque étape (/) de I’algorithme :

clx+a'

max Zl(X) = m

s.C. (2.13)

xes,;

ou Sy =S et sans contraintes d’intégrité des variables.
Soit x; la solution entiere obtenue apres résolution du probleme (2.13), on note B; I’ensemble
des indices des variables de base et N; I’ensemble des indices des variables hors base de x;.

Soit )‘/’]‘. la jéme composante du vecteur gradient réduit ¥* défini pour chaque critére k,
ke{l,.., p}par:
¥k = ek —akd* on &, d*, B et @* sont les valeurs mises 2 jour de ¢, d¥, B¢ et o respectivement.
On définit I’ensemble H; en x; par :

Hy={j € N |3k € {1,....p} 1 7 > 0} U {j € Ny, 174 = 0,k € {1,.... p}}
Ainsi, I’ensemble S, est définit par Sy = {x € §[ X jep, x; 2 1}.

Algorithme de la méthode L’ algorithme de génération de toutes les solutions enteres effi-
caces du programme(MOILFP) est présenté dans les étapes suivantes :

Etape(0) : Initialisation : Créer le prmier noeud avec le programme (2.13) (Eff = 0, Eff
étant I’ensemble des des solutions efficaces du probleme multi-objectifs (MOILFP)).

Etape(l) :Etape génerale : Tant qu’il existe un noeud / non encore sondé qui correspond a la
région S, faire :
Résoudre le programme linéaire fractionnaire correspondant (2.13) par la méthode duale
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du simplexe (la méthode de Cambini et al. [20]), est utilisée juste au début pour la réso-
lution du programme initial (2.13) (c’est a dire pour Sy = S ).

— Si le programme (2.13) n’a pas de solutions réalisables, alors le noeud correspondant
est sondé.

— Sinon, soit X; la solution optimale. Si X; n’est pas entiere, aller a 1’étape (a), sinon aller
a I’étape (b).

N91Cl0UE [ UVINOdAE |

Etape(l.a) : Séparation Choisir une coordonnée non entiere X;; de X; et séparer le
noeud / actuel en deux noueds r, r > [+ 1,eth=r+1;
Dans le tableau courant du simplexe, la contrainte x; < [X;;] est rajoutée et un
nouveau domaine est considéré au noeud r et de facon similaire, la contrainte
x; > | X%, j] + 1 est rajoutée pour obtenir un autre domaine au noeud & = r + 1 (
chaque programme créé doit €tre résolu en utilisant le méme processus jusqu’a ce
qu’une solution entiere réalisable soit trouvée).

Etape(l.b) : Mise a jour de I’ensemble Eff Si le vecteur Z(X;) n’est pas dominé par
le vecteur Z(x) pour toute solution x € Ef f, alors Eff = Eff U {X}.
S’il existe x € Ef f tel que Z(x;) domine Z(x), Ef f = Ef f\{x} U {X;}.
Déterminer les ensembles N, et H; ;

— Si H; = 0, alors le noeud correspondant est sondé. Aller a I’étape (1) ;

— Sinon, rajouter la coupe ey, X; > 1 au programme (2.13). Aller a I’étape (1).

2.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé les concepts fondamentaux de 1’optimisation multi-
objectifs tel que la notion de dominance ; la structure de la surface compromis et la définition
des solutions Pareto optimal, Ensuite, une classification des méthodes de résolution est présen-
tée selon I’intervention du décideur dans le processus de résolution. Nous avons cité quelques
méthodes classiques scalarisantes qui transforment le probleme multi-objectifs en probleme
mono-objectif. Dans une deuxieme partie de ce chapitre, nous avons présenté les méthodes
exactes pour résoudre des programmes multi-objectifs fractionnaires linéaires en nombres en-
tiers.
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Optimisation stochastique

3.1 Introduction

Lors de la formulation mathématique d’un probleme de décision ou d’optimisation qui se
ramene a un programme linéaire mono-objectif ou multi-objectifs, supposer, que les données
sont déterministes ou constantes est une hypotheses peu réaliste compte tenu du fait qu’elles
peuvent étre aléatoires de par leur variabilités et des expériences précédentes, donc représentées
par des variables aléatoires. Ce qui a donné naissance a la programmation stochastique mono-
objectif ou multi-objectifs.

La programmation stochastique est la branche de la programmation mathématique dans la-
quelle on étudie la théorie et les méthodes pour résoudre des problemes d’optimisation qui
dépendent de parametres incertains ayant des distributions de probabilités connues. L’ optimisa-
tion stochastique est parfois appelée optimisation sous incertitude. En raison de la présence de
parametres aléatoires, la théorie de la programmation stochastique combine les concepts d’op-
timisation avec la théorie des probabilités et des statistiques.

3.2 Moments d’une variable aléatoire

Les différents modeles stochastiques existent dans la litérature utilisent quelques concepts
de la théories statistique que nous allons définir dans ce qui suit :

3.2.1 Espérance mathématique

— Variable aléatoire discrete :
Soit X une variable aléatoire réelle prenant un ensemble fini ou dénombrable de valeurs
sur un espace probabilisé (€2, =, Pr).
a; (i € I) est 'ensemble des valeurs prises par X avec les probabilités

pi = Pr(X = o)), iel
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dénombrable de points. L’espérance mathématique de la variable aléatoire X, définie sur
I’espace probabilisé (€2, E, Pr), est donnée par I’intégrale, si elle converge :

E(X):fXaPr:forxdx
Q Q

que I’on peut écrire, si f est la densité de probabilité de X :

snmrgeriass 3.2 Moments d’une variable aléatoire 35
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" L’espérance mathématique de X, notée E(X) est définie par :
0
:
: E(X) = > p (3.1)
J i€l
1 — Variable aléatoire continue :
% Soit X une variable aléatoire continue prenant ses valeurs sur un ensemble infini non
|
D

E(x):fxf(x)dx 3.2)
Q

m Propriétés de I’espérance mathématique
— X et Y sont deux variables aléatoires admettant chacune une espérance mathématique,
E(a) = a
a et b sont deux constantes : E(aX +b) = adEX)+b
EX+Y) = EX)+E®Y)
— une variable aléatoire est dite centrée si son espérance mathématique est nulle :

E(X)=0

3.2.2 Variance d’une variable aléatoire

Définition 3.2.1. La variance est une mesure de dispersion des valeurs d’une variable aléatoire,
notée o> ou Var(x). la variance est calculée comme la moyenne des écarts quadratiques d’une
variable aléatoire par rapport a son espérance.

2 _1 C L 2 _ 2y 2
o= ;(xl E(x))” = E(x") — E(x) (3.3)

Définition 3.2.2. La racine carrée de la variance d’une variable aléatoire x est son écart-type,
noté o,.

O = {072 (3.4

X

m Propriétés de la variance

— Sia et b sont des constantes :
Var(b) =0
Var(aX +b) = a*Var(X)
— V(X) = 0 implique que X est presque slirement égale a une constante.
— Si X est une variable aléatoire de carré intégrable, on définit une variable aléatoire U
centrée réduite, associée a X, par la relation :

X -EX)
o

EWU)=0 Var(U) =1

U =
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— Variance d’une somme algébrique de variables aléatoires

n

Var(z a;X;) = Z aizVar(Xi) +2 Z a;a;Cov(X;, X;)
i=1

i=1 i#ji<j

les coefficients a; €tant des constantes, et Cov(X;, X;) est la covariance de X; et X;.
Si les variables aléatoires X; sont indépendantes, on obtient

N91Cl0UE [ UVINOdAE |

n n
Var(Z a;X;) = Z aiZVar(X,-)
i=1 i=1
la covariance de deux variables aléatoires indépendantes est égale a 0.

3.3 Loide Laplace-Gauss ou loi normale

3.3.1 Densité de probabilité de la loi normale

En théorie des probabilités et en statistique, les lois normales sont parmi les lois de proba-
bilité les plus utilisées pour modéliser des phénomenes naturels issus de plusieurs événements
aléatoires. Elles sont en lien avec de nombreux objets mathématiques dont le mouvement brow-
nien, le bruit blanc gaussien ou d’autres lois de probabilité. Elles sont également appelées lois
gaussiennes, lois de Gauss ou lois de Laplace-Gauss des noms de Laplace (1749-1827) et Gauss
(1777-1855), deux mathématiciens, astronomes et physiciens qui 1’ont étudiée.

Plus formellement, une loi normale est une loi de probabilité absolument continue qui dé-
pend de deux parametres : son espérance, un nombre réel noté u, et son écart type, un nombre
réel positif noté o. La densité de probabilité de la loi normale d’espérance u, et d’écart type o
est donnée par :

1, -p)?
—2(57)

f(x) =

oV
Cette loi est notée, en général N(u, o). On dit indifféremment qu’une variable suivant une

telle loi est une variable normale ou gaussienne.

Fonction de répartition :

1 (x—/l)z)

1 S T
Pr(X <a) = f e’ 02 dx
oVN2m J-oo

Cette intégrale n’ayant pas d’expression mathématique simple, des tables donnent les valeurs
de la fonction de répartition.

Sur la courbe représentant la densité de probabilité d’une variable gaussienne, la valeur de F(a)
est représentée par la partie non hachurée. Cette courbe a un axe de symétrie vertical pour x = u
et du fait de sa forme, elle est souvent appelée «courbe en cloche».

Remarque 3.3.1. Espérance et variance : E(X) = u et Var(X) = o%. Ces résultats justifient le
choix des deux parametres figurant dans [’expression de la densité.
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o(2m)"™

FiGure 3.2 — Fonction de répartition de la loi normale

3.3.2 Loi normale centrée réduite

La loi normale centrée réduite est la loi de probabilité absolument continue dont la densité
de probabilité est donnée par la fonction ¢ : R — R* définie par :

1
Var

Cette loi est dite centrée puisque son espérance vaut O et réduite puisque sa variance vaut
1, tout comme son écart type. Le graphe de la densité f est appelé fonction gaussienne, courbe
de Gauss ou courbe en cloche. Cette loi est notée grace a la premiere lettre de « normal », une
variable aléatoire X qui suit la loi normale centrée réduite est notée :

e 2", pour toute € R. (3.5)

(1) =

X~ N(@O,1)

Remarques et propriétés

1. Si la variable aléatoire X suit la loi normale centrée réduite N(0, 1), alors la variable
aléatoire oX + u suit la loi normale N(u, o*) de moyenne u et de variance 0. Récipro-

quement, si Y suit la loi normale N (u, o?), alors Y= suit la loi normale centrée réduite.

a
Cette premiere propriété permet d’obtenir la formule tres utile
Pr(Y < x) = Pr(E < S8y = Pr(X < =)

2. Plus généralement, si X ~ N(y, o?)alorsaX + b ~ N (au + b, a*o?)
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Si U et V sont deux variables aléatoires indépendantes distribuées normalement, toute
combinaison linéaire des deux de la forme aU + bV est distribuée normalement. Sa
moyenne vaut auy + buy. Sa variance vaut a*o s, + b*oy.

3. Ladensité f est symétrique par rapport a u.

4. Le maximum de la fonction f est atteint en u et vaut

1
oV2r
3.3.3 Loilog-normale

Une variable aléatoire X est dite suivre une loi log-normale de paramétres y et o si la va-
riable ¥ = In(X) suit une loi normale d’espérance u et de variance 0.
La loi log-normale de parametres u et o admet pour densité de probabilité

1 —%(—(lnx_'u)z)
Jr(x) = ﬁe 20 (3.6)
Moments :
L’espérance est :
u+o?
EX)=¢ 2

et la variance est :

Var(X) = (¢ = 1)e** ™

Des relations équivalentes permettent d’obtenir u et s o étant données I’espérance et 1’écart-
type :

i =In(EQX) - 102
Var(X) )

g 11’1(1 + W

Remarque 3.3.2. Quand l’écart-type o est petit, la loi de X est proche d’une loi normale

fix)

exp(m - o) x

FiGure 3.3 — Densité de la loi log-normale.
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3.4 Programmes linéaires stochastiques

Dans la programmation linéaire stochastique, il se peut que I’on connaisse certains aspects
du phénomene aléatoire a travers un historique, ou bien par des lois de probabilités, ou soit
par les moments de la variable aléatoire, ou par des scénarios qui peuvent étre crées a partir
des historiques, ou bien par des experts qui peuvent prévoir le comportement du phénomene
aléatoire. L’ objectif dans les problemes d’optimisations est de prendre la meilleure décision
vis-a-vis des situations qui comportent I’incertitude.

Le modele généralde la programmation stochastique est défini comme suit :

min Z = C(é)x
s.c TE)x = h() 3.7)
xebD

Ou

— x € R", (T(),C(¢) et h(¢) sont des vecteurs aléatoires de dimensions (m; X n), (1 X n) et
(m; X 1) respectivement, définis sur I’espace de probabilités (2, E, Pr).
— D = {Ax < b : x € N} un polyedre convexe des décisions x, A et b sont des vecteurs
déterministes de dimensions (m X n), (m X 1) respectivement.
Les approches qui dominent sur la modélisation et la résolution des problemes de la pro-
grammation stochastique sont les suivantes :

— Modeles avec contraintes probabilistes.

— Modeles de recours.

Les travaux de [50] et [51] présentent I’état de I’art de la programmation stochastique, alors
que [52] se focalise aux méthodes de résolution de programmation stochastique en nombres

entiers. La littérature autour de la programmation stochastique devient de plus en plus riche, les
ouvrages les plus importants dans le domaine étant ceux de [53] et [54].

3.4.1 Programmation stochastique avec recours

La programmation stochastique s’intéresse essentiellement a des problemes ou on doit prendre

une décision sur le champ sous présence d’incertitude, sans attendre la réalisation du certaines
variables al€atoires. On fait souvent appel a ce type de problemes sous le nom de “here and now
problems”. Dans cette famille on est obligé de déterminer au moment 7, certaines valeurs x;, qui
ne peuvent plus changer dans la suite, quoi qu’il arrive aux instants ultérieurs.

Le probleme peut s’étendre en plusieurs étapes suivant le but de I’étude, mais nous considé-
rons le cas de deux étapes seulement dans ce chapitre.

3.4.2 Modeles de recours a 2-niveaux (en 2-étapes) :

Les variables de la premiere étape sont considérées comme étant des variables structurantes,
stratégiques qui ne peuvent plus changer a la seconde étape. La décision a la premiere étape doit
étre prise en respectant des contraintes propres a cette étape. La seconde étape comprend des
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actions (pénalisantes) qui peuvent étre entreprises afin de satisfaire des contraintes qui font in-
tervenir des variables de la premiere étape. La difficulté consiste alors a trouver les valeurs des
variables primaires x qui minimisent I’espérance du coit total du probleme. Cela se modélise
sous la forme générale suivante :

min, Z = C"x + Eg(min,{g(£)"y(€)})

Ax=0>b
T(E)x + Wy(€) = hg), VEeQ (3.8)
x>0 y>0.

Il est possible de réécrire 3.8 sous une forme condensée, appelée forme déterministe équi-
valente :

minZ = CTx+ Q(x)
Ax=D> (3.9)
x>0
La fonction x — Q(x) est applée fonction de recours. Elle représente 1’espérance des
meilleurs recours possibles pour x donné.

avec Q(x) = E(Q(x,6) = ) p'Q(x, )
QUx, ) = miny(g@y | Wy = h@ - T©x, > 0}

ol p' est la probabilité pour & = (¢)", 1a i réalisation de &, W(&) est la matrice de recours
de dimension (m; X ny).
&) = ho+HE = ho+ X hi&i, T(§) = To+ X t:&i et q(&) = qo 2; qi&i et (Q(x, &) représente la va-
leur optimale du recours et E(Q(x, £)) représente I’espérance mathématique du cofit de recours.

(3.10)

Le probleme (3.9) constitue le premier niveau, qui doit étre résolu sans les contraintes aléa-
toires et le probleme (3.10) constitue le probleme du second niveau pour une décision x, déter-
minée et une réalisation de &.

Les différents types de recours

Dans la littérature, il existe plusieurs types de recours. Dans notre these, on citera les recours
les plus utilisés, comme le recours fixe, le recours complet et le recours simple.

1. Recours fixe

Définition 3.4.1. Le recours est considéré comme étant fixe ou déterministe si les valeurs
q et W d’un programme avec recours (3.9) ne dépendent pas de &, leurs valeurs sont donc
a priori connues.

2. Recours complet

Définition 3.4.2. Le recours fixe est complet si x € R" il existe y > 0, tels que Q(x,¢) <
+00, V€ € E.

Doctorat Thesis
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3. Recours relativement complet

Définition 3.4.3. Le recours fixe est relativement complet si x € X C R" il existe y > 0,
tels que Q(x, &) < +o0, V€ € E.

La différence entre les deux types de recours porte sur I’ensemble des x pour lesquels il
existe une solution au second niveau. Si cet ensemble est le domaine de définition de x,
alors a la premiere étape le recours est relativement complet. Cependant si le domaine est
R" alors le recours est complet.

4. Recours simple

Définition 3.4.4. c’est un cas particulier de recours fixe complet, il correspond au cas ou
la matrice de recours W = (I, —I) ou I représente la matrice d’identité d’ordre m,

3.4.3 Meéthode de décomposition L-Shaped

Dans cette section, on décrit la méthode de décomposition L-shaped de Van et Wets [55],
aussi connue sous la forme de la méthode de décomposition de Benders [56]. Le principe de
cette méthode consiste a décomposer le probleme en deux étapes. Les variables du premier
niveau sont les variables dont la valeur doit étre fixée avant la réalisation des variables aléatoires
et ne peut en aucun cas étre modifiée suivant la réalisation de la variable aléatoire. D’autre
part, les variables du second niveau (les variables de recours) sont autorisées a dépendre des
variables aléatoires et des variables du premier niveau. Le principe de la méthode L-Shaped
est que I’on tient compte de toute information disponible afin de prendre des décisions, mais
en méme temps, il est irréaliste de tenir compte des événements inconnus, qui n’existent, au
moment de la décision, que dans un espace probabiliste.

3.4.4 Test de faisabilité

On introduit une autre définition pour la faisabilité. Si on dispose d’une solution du premier
niveau x = x” du probleme (3.9), comment décider si cette solution est réalisable pour le pro-
bleme (3.10) et pour toutes les valeurs possibles de &, dans le cas oll on ne peut pas savoir si le
recours est relativement complet.

Lemme 3.4.1. (lemme de dualité de Farkas [54])

{y/Wy:h yZO}:Q)

si et seulement si

Wi'u>0 impliqgue que h'u>0

En changeant le signe de u, la seconde partie de 1’équivalent peut étre réécrite comme suit :

Wu<0 = hu<0
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Ou de facon équivalente :

h'u>0 quand  t¢€ {u/WTu > O}

Cependant, cela peut étre reformulée comme :

{u/WTu > 0} - {u/uTWy <0, Wy< o}

{u/WTu > 0} - {u/uTh <0, Vhe posW} G.11)

I’expression (3.11) définit le cone polaire de posW :

polposW = {u/uTh <0, Vhe posW}

Dans le cas ol nous ne connaissons pas toutes les valeurs de polposW, et nous ne sommes
pas au courant du recours relativement complet, pour un x” donné et pour tous x° nous devons
vérifier la faisabilité.

Nous aimerions trouver o tel que :

ot<0 VYt € posW

Ceci est équivalent a exiger que les o'W < 0. En d’autres termes, o doit étre dans le
cone polposW, nous devrions en méme temps exiger que o [A(&) — T(£)x°] > 0, car si on
peut rajouter la contrainte o’ [h(€) — T(£)x] < 0 dans le probleme (3.7), nous devons exclure
[h(&)— T (£)x°] sans exclure des solutions réalisables. Ainsi nous résolvons le probléme suivant :

maxg{oj(h(f) T /cTW <0, o] < 1} (3.12)

La derniere contrainte est introduite pour borner o, sinon la valeur maximale sera égale a +co, et
cela ne nous intéresse pas car on cherche une direction bien définie par o-. Si pour un certain &;
on a trouvé que [h;— T;x"]Jo- > 0 alors pour ce &; 1a solution du premier niveau x = x° ne génére
pas le probléme du second niveau réalisable, par conséquent on doit exclure cette solution x°,

en créant alors la coupe d’admissibilité

o'[h;—Tx] <0 (3.13)

3.4.5 Test d’optimalité

En supposant qu’on dispose d’un recours relatif complet ou bien des coupes d’admissibilité,
le probleme de deuxieme étape :

min{a(@" /Wy = h€) - T@x, 20} (3.14)
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est réalisable et son probleme dual est donné par :

max,,{nT(h@ ~ @0/ W < q(f)T} (3.15)

Le probleme (3.9) peut étre réécrit en introduisant une nouvelle variable 6

N91Cl0UE [ UVINOdAE |

min CTx+6
sc Ax=b
ocl'Tx>o"h (3.16)
6> Q(x)

x>0

x° une solution admissible du premier niveau et #° initialement fixé & —oo, la valeur de Q(x")
est calculée a partir du probleme dual (3.15)

N N
QU = > p'QW", &) = > plal ;- Tx°)
J J

Si Q(x") < #°, alors x° est une solution optimale, sinon on exclut la solution x° et on crée la
coupe d’optimalité

N
0> > palh =T (3.17)
J

3.4.6 Programmation sous contrainte en probabilité

Un des outils les plus utilisés pour I’optimisation sous incertitude est la programmation a
base de contraintes en probabilité (CCP ). La CCP s’appuie sur I’hypothése qu’il est possible de
décrire toute incertitude quant a une variable, par une loi de probabilité clairement définie. Sous
ces conditions, la CCP impose qu’une certaine contrainte soit satisfaite avec une probabilité
supérieure a un seuil de confiance 5. Ces modeles sont apparus pour la premiere fois dans les
travaux de Charnes et Cooper [57]. Nous admettons que la fonction de colit ne dépent pas de la
variable aléatoire £. Donc, tout Programme Linéaire (PL) pourrait étre formalisé en CCP ainsi :

min Z=Cx

s.c Pr(Ti(&)x < hi(§)) > p;j (3.18)
x€D

o étant une probabilité réglée par 1’utilisateur qui reflete une tolérance acceptable pour la
violation des contraintes aléatoires.
Soit on impose un seuil de probabilité p; pour chaque contrainte aléatoire, j = 1,...,m, avec
p;j € [0, 1]. Ou bien, un seuil de probabilité global p, pour I’ensemble des contraintes. Le choix
entre les deux modilisations dépendra du fait que les contraintes sont indépendantes les unes des
autres ou non. Ceci est imposé par le probleme lui méme. Essentiellement il y a deux versions
différentes de la programmaton sous contraintes probabilistes : i) Contraintes probabilistes in-
dépendantes et i1) contraintes probabilistes jointes.

1. CCP : Chance-Constrained Programming
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- 3.4.7 Contraintes probabilistes jointes
0
2 Remplace I’ensemble des contraintes par la probabilité (joint) de leurs réalisations simulta-
5 néesau moins égale a un seuil convenablement choisi par le décideur.
g— min Z=Cx
; (TH&)x < hy(©)
; s.C Pr{ P21 m }Zp (3.19)
) x€D

ou p est le seuil de toutes les contraintes simultanément.

La convexité des contraintes jointes n’est pas triviale voir [54], mais elle peut tre assurée
dans certains cas [27] ou la distribution jointe des éléments de la matrice 7" est normale.

3.4.8 Contraintes probabilistes indépendantes

Remplace chaque contrainte par la probabilité de sa réalisation au moins égale a un seuil
choisi par le décideur (les contraintes probabilités sont indépendantes entre elles).

min Z=Cx
sc Pr(Ti&x<hié)z2pjj=1,..m (3.20)
xeD

p; €tant une probabilité réglée par I’utilisateur qui reflete une tolérance acceptable pour la
violation des contraintes aléatoires.

Le probleme qui se pose dans cette approche est que I’ensemble des solutions des problemes
(3.19) et (3.20) généralement n’est pas convexe, de plus ce probleme de convexité des ensembles

D(p) = {x € R", Pr(T(§)x < h(£)) = p}

D(pj) = {x e R, Pr(T()x < hj(£) = pj}

dépend de la nature aléatoire de 7', h et aussi des seuils de probabilité€ p; et p, pour résoudre ce
probléme citons quelques conditions de convexité des ensembles D(p;) ou D(p) voir, ([54]).

Cas 1: T et/ sont des variables aléatoires normales.
Cas 1.1 T et i ne sont pas indépendantes :

Pour ce cas général, on suppose que (7';; h; est un vecteur normalement distribué de
moyenne y; € R"! et de matrices des covariances V. En vertu de la théorie des pro-
babilités, la variable aléatoire #;(x) = T ;x—h; a une distribution normale de moyenne
mj(x) = Y| MjiXi — Ujqe1 €t de variance 0'? = X'V, X avec X = (X1, X2, ..., X, —1) et
0'? >0, Vx car x,,; = —1.

D(p;) x € R"Pr(tj(x) £0) > pj}

(
(r € RYPr(HE < 20y > p))
(

o) T o)

x € RIO(ZE 2 p))

{x € R"m;(x) + @' (p;)o j(x) < 0}
D(p;) est convexe si est seulement si p > %
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Cas 1.2 T et i sont indépendantes :

Soit les distributions des variables T et &

Tji ~ N(ji, vi), hy ~ N(mj, 073)

alors la variable 7'jx — h; a pour distribution :

n

n

2 2 2

N(Z,uﬁxi —mj, Z ViXi +07)
i=1

i=1

D(p]) ={xe R”lZ?zlyﬁxi —m;+ q)—l(pj)1’2?:1 V?i)é + 0'3 <0}

Cas 2 : T est déterministe et / est aléatoire.
Dans ce cas le probleme est simple. Soit F'; 1a fonction de répartition de ;, alors :
D(p) = (x€RIPHTx < hi&) > pj)
{x e R"F(T;x) 2 (1 —pj)}  D(p,) estun ensemble de contraintes linéaires
= {xeRTjx < ijl(l -p))
en x, donc il est convexe.

3.5 Programmation linéaire stochastique multi-objectifs en
nombres entiers

Un probléeme de programmation linéaire stochastique multicritere (MOSILP ; Multiple Ob-
jective Stochastic Integer Linear Programming) est définit, en général, comme suit :

s.c TE)x = h() 3.21)
xeD

Ou p > 2 le nombre de fonctions objectifs, et D=S N Z", avec Cy(&), T (&), h(€) sont des
vecteurs aléatoires de dimensions respectives (1 X n), (m; X n), (m; X 1), définis sur I’espace de
probabilités (QQ, =, Pr), D = {Ax = b : x > 0 entiers}, un polyedre convexe et déterministe des
décisions x, A et b sont des vecteurs déterministes de dimensions (mXxn), (mx 1) respectivement.
La plupart des méthodes de résolution des MOSILP transforment d’abord le probleme (3.21) en
un probleme déterministe et puis le résoudre par une méthode interactive, dans ce contexte, nous
citons la méthode STRANGE [58] et PROMISE [59]. La méthode STRANGE-MOMIX déve-
loppée par Teghem [60] traite le probleme (MOSILP), ce cas a été aussi considéré par Moulai
et Amrouche dans [61] et par Abbas et Bellahcene qui ont proposé dans[62] une méthode basée
sur la méthode des coupes planes [49] et la technique L-Shaped.

{ min Zp = Ci(é)x, k=2,...,p

3.6 Quelques concepts de solutions efficaces

Le concepts de solutions efficaces pour les problemes stochastiques multi-objectifs a été
abordée dans plusieurs travaux, nous citons a titre d’exemple les travaux de Ben Abdelaziz dans
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[63, 64], Caballero et al [65], Slowinski et Teghem [66].

Définition 3.6.1. (Solution efficace en espérence)
x* € D est une solution efficace en moyenne du probleme (3.21), si elle est efficace pour le
probleme multi-objectifs :

min E[C(&)x], k=1,..,p
s.c T(E)x = h(é) (3.22)
xeD

ou E[Ci(é)x] est ’espérence de la k™ fonction objectif.

Définition 3.6.2. (Solution efficace en variance minimum)
x* € D est une solution efficace avec une variance minimum du probléme (3.21), si elle est
efficace pour le probleme :

min o?[Cu(&)x], k=1,..,p
s.c T(E)x=h() (3.23)
x€D

oit 02 [Ci(€)x] est la variance de la k™ fonction objectif.

Définition 3.6.3. (Solution efficace a risque minimum de niveaux pt,,...,/1,)
x* € D est une solution efficace a risque minimum de niveaux pi,,...,\, du probleme (3.21), si
elle est efficace pour le probleme :

max PriCi(&x <], k=1,..,p
sc T(E)x = h(&) (3.24)
x€eD

ou 0 [Ci(€)x] est la variance de la k™ fonction objectif.

Définition 3.6.4. (Solution B-efficace )
x" € D est une solution efficace avec probabilités B,,...,8, (ou une solution B-efficace) du pro-
bléeme (3.21), s’il existe u* = (uy, ..., 1) tel que (x*, u*) est une efficace pour le probléeme :

ming, M, k=1,..,p
s PriCix <l =p, k=1,..,p
T()x = h()
x€eD

(3.25)

ou By,...3, sont les seuils de probabilité qui sont fixés a priori par le décideur.

3.6.1 Probleme déterministe équivalent a MOSILP

Considérons une distribution discrete et finie {(£”, P"),e = 1, ..., R} des données aléatoires
ou S es le nombre de réalisations.

1. Nous associons a chaque scénario &', un critere Z;, une matrice 7" et un vecteur 4, en pre-
nant en considération les scénarios diftérents qui affectent les P objectifs et les contraintes
stochastiques.
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" 2. Le méme principe du recours utilisé dans la programmation stochastique mono-objectif
3 avec la matrice de recours déterministe W, nous supposons que le décideur peut préciser
E les colits des pénalités, g" = g(£"), des variables violées y" des contraintes, tout en préser-
J vant la dimention raisonable du probleme déterministe. Nous ajoutons, a chaque critere
) Z;, la fonction de recours Q(x, £"),

)

}

|

3

Q(x) = ming]y,
s.c Wy '=h"—Tx, y >0

Alors le décideur doit réduire au minimum la valeur d’espérance de tous les cofts :

Zk = E[Zk + Q(X, é:)], k= 1, P

Nous obtenons le probleme déterministe suivant :

"min” Zy = Zi + Q(x), k=1,..,p

s.c Ax=b
x€D . (3.26)
avec Q(x) = E[Q(x,&)] = ) p(Q(x.£")
et , -
Ze=EIZ] =) piCil&)x
= BIC/(&)n].
Faisabilité

Supposons que la matrice du recours W est fixée. Nous clarifions la question "comment
décider si une donnée x = x° est faisable pour la seconde étape du probléme", pour toutes les
réalisations possibles de &. Alors, il est plus simple de travailler avec le dual du programme de
la deuxieéme étape :

max{nlh(&) - TE)x’]: "W <(g") (3.27)

L’ensemble des contraintes ¥ = {r : 7”7W < (¢} est indépendant de x. Soit {x” : T € I}
I’ensemble des points extrémes de Y et {o° : § € A} I’ensemble des arétes extrémes [67].

— (a) Si T = 0 alors Q(x°, &) est illimité (Q(x°, ") = —oo ) ou non réalisable.
— (b) Si T # 0 alors Q(x°, &) est réalisable ou admet une solution optimale.
D’apres le lemme de Farkas :

{e/Wz=h(€)~TE)X":2<0}#0

si et seulement si
WI(Eo, <0 = ol [WE) - TENx’1 <0

Doctorat Thesis

o T 4 »w C

T¢0¢-0¢0¢



(uaaps s Aol

LevadaiSaliy sole i)

USTHB

N91Cl0UE [ UVINOdAE |

3.6 Quelques concepts de solutions efficaces 48

Nous concluons que , Q(x°, £") est non réalisable si et seulement si Y a un rayon extréme
o tel que o [A(&") — T(¢7)x°] > 0; autrement, la valeur optimale de Q(x°,&") est donnée par
al[h(&)—T(£")x"], ol  est un point extréme. Puis nous vérifions la faisabilité pour le probléme
de la deuxieme étape, nous devons trouver une direction o en résolvant le programme suivant :

max,{o  [WE) = TE)x’]: "W <0, ||l < 1) (3.28)

La contrainte ||o]|; < 1 est ajoutée pour borner la valeur de o, sinon la valeur maximale soit
égale a +co.

Si pour un certain &, r € {1, ..., R} oL [h(&") - T(¢Mx"] > 0, alors &, est la solution optimale
de (3.28), nous avons trouvé & pour lequel x° n’est pas une solution réalisable du probleme de
la deuxieme étape. Dans ce cas-ci, nous ajoutons au (3.26) la coupe de faisabilité

GTIhE) -~ T(E) <0 (3.29)

au programme (3.26) et le nouveau programme est résolu en utilisant la méthode duale sim-
plexe.

Efficacité (Optimalité)

Supposons que toutes les coupes de faisabilité déterminées au probleme (3.26), nous pou-
vons le reformulé en présentant une nouvelle variable 6 telle que nous résultons le probleme
suivant :

min Zy=7Z+6, k=1,.,P
s.c 0=Q(x)

xes

X entier.

(3.30)

avec S = {x e R": oI T(&") > ol h(&"), re{l,..,R}} nous traitons un probléme de recherche
de I’ensemble efficace de toutes les solutions entieres de (3.30) qui sont efficaces dans le sens
de la définition suivante :

Définition 3.6.5. Une solution x° € S est une solution efficace pour (3.30) s’il n’existe pas de
solution x' € § tel que Zy(x") < Zy(x°), k € {1, ..., P} et Zy(x") < Zi(x°) pour au moins une
valeur de k € {1, ..., P} et pour toute réalisation &', r = 1, ..., R.

Les solutions optimales (7,,r = 1, ..., R) du dual (3.27) sont utilisées pour calculer 1’espé-
rance de la fonction du recours Q(x”) donnée par :

R
Q) = > Pr(m,) [h) - T(€)x°).
r=1
Si 6° > Q(x°), x° est optimale pour (3.30), sinon la coupe d’optimalité
R
02 Prim)"[W(E") - T(E)x]
r=1

est ajoutée au programme (3.30) et le nouveau programme est résolu en utilisant la méthode
duale simplexe.
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3.7 Optimisation avec intervalle arithmétique

3.7.1 Arithmétique des intervalles réels

Les intervalles sont des sous-ensembles fermés connexes de R. On notera I I’ensemble des
intervalles de R (I € P(R)).

Par exemple, on peut tenir compte d’une erreur de mesure en remplacant une valeur mesurée
a avec une incertitude € par ’'intervalle [a — &, @ + €].
On peut les généraliser en plusieurs dimensions : un vecteur intervalle x € I" est un vecteur
dont les n composantes sont des intervalles et une matrice intervalle A € I"" est une matrice
dont les composantes sont des intervalles.

Une représentation graphique d’un vecteur de I', I? et I est donnée dans la figure- 3.4. Elle
illustre le fait qu’un vecteur intervalle est un ensemble parallélépipédique de vecteurs aux cotés
paralleles aux axes du repere, cela justifie que par la suite on utilisera indifféremment les termes
de vecteur intervalle, de pavé ou de boite ou méme d’intervalle.

Ficure 3.4 — Exemples de vecteurs d’intervalles de dimensions 1, 2 et 3

3.7.2 Notations et Définitions

Soit R I’ensemble des nombres réels et soit I = {[a; b]/(a;b) € R?,a < b}, I’ensemble des
intervalles compacts réels.

Un intervalle A appartenant a I est caractérisé par sa borne inférieure a;, et sa borne supé-
rieure ag : A = [az; ag].

Tout nombre réel x sera confondu avec I’intervalle [x; x] correspondant. Les intervalles
auront pour notation des caracteres majuscules et les caracteres miniscules désigneront des
nombres réels.

On définit un vecteur d’intervalles dans I, comme un n-uplets d’intervalles et une matrice
d’intervalle dans I comme une matrice de taille IM(m X n) dont les composantes sont des inter-
valles.

Définition 3.7.1. ( Centre d’intervalle)
On appelle Centre d’intervalle, noté mid(A), toute fonction définie de 1 dans R, ou dans le cas

o T 4 »w C



(Hrsg grign Ao ais

LevadaiSaliy sole i)

USTHB

A194E404E | AVINOJE |

3.7 Optimisation avec intervalle arithmétique 50

de fonction vectorielles de 1" dans R", tel que :

arp + ag
2 b

mid(A) = Ael

Par extension aux formes vectorielles, nous obtenons :

mid(X) = (mid(X,), ...,mid(X,)), X =(X,...X,) el"

Définition 3.7.2. (Largeur d’un untervalle)
On appelle largeur d’un intervalle, notée w(A), toute fonction de 1 dans R, ou dans le cas de
fonctions vectorielles de 1" dans R", tel que :

w(A) = ag — ay, ael;
Par extension aux formes vectorielles nous obtenons :
w(X) = W(X1), ... w(X,)), X = (X1, ..., w(X,)) € L.

Remarque 3.7.1. X € 1" est un vecteur dont chacune de ses composantes est un intervalle. On

désignera souvent par les termes "pavé" ou boite un élément de 1".

Définition 3.7.3. Soit f : R" — R, f possede une expression explicite si I’expression analy-
tique de f est connue de facon explicite, c’est a dire qu’elle peut s’écrire en n’utilisant que des
variables, des fonctions et des opérateurs élémentaires tels que +, —, X,1g, exp, cos, sin, .... On
dit que f est une fonction explicite.

Définition 3.7.4. Un probleme explicite est un probléme dans lequel toutes les fonctions pos-
sedent des expressions explicites et les contraintes n’utilisent que les relations standards (<, <
>, >, :)

s =

Les opérations sur 1’arithmétique des intervalles sont définies de la fagon suivante :

Pour tout (A,B)el?’, AoB={x,ox,/ x,€A, x,€B)

Le symbole o étant I’une des opérations usuelles :+, —, X, + comme suit :

1. [ar,agr] + [br, br] = [ar + by, ag + D],
2. lap,ag] = [br, br] = [ap — by, ag — bR,

3. Klag, ag] :{ [Kar,Kagl; if K>0

[Kag,Ka;]; if K<0 ou K est un réel.

Définition 3.7.5. Si A = [a;,ar] et B = [by, bg], des intervalles réels bornés, on définit la mul-
tiplication de A et B comme suit :

A X B = [a;,ar] X [br, br] = [min(S), max(S)]
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ou S = {a.by,arbg,arby,arbg}. Par exemple, si A et B sont des intervalles positifs (c-a-d
0<a;, <aget0 < b, < bg) alors nous avons :

AX B = [a;br,agbg]

etsi0 <ar <agetby <0 < bg alors nous avons :

A X B = [arbg, arbg]

Définition 3.7.6. Soient A = [a;,ag] et B = [b;, bg] deux intervalles réels, alors nous définis-
sons :

A/B = lap,ag] + [br,bgl ={t€R| daecA,beB telque, b+0, t= E}

Nous observons que le quotient de deux intervalles est un ensemble qui peut ne pas étre

lui-méme un intervalle. Etant donné la définition 3.7.6, la formule de Ratz [68] est donnée par
le théoréme suivant :

Théoreme 3.7.1. [68] Soient A = [ay,ar] et B = [by, bg] deux intervalles réels bornés non
vides.
Alors si 0 ¢ [by, br] nous avons :

1 1
A/B = [ar, ag][

by br)

Théoreme 3.7.2. [69] Si A et B sont des intervalles réels non vides, bornés, alors il en est de
méme pour A + B, A — B et AB. De plus, si B ne contient pas zéro, alors A/ B est également un
intervalle réel borné non vide.

Une fonction f : R* — I est appelée fonction a valeur intervalle (car pour chaque x € R”,
f(x) est un intervalle fermé dans R). Semblable a la notation d’intervalle, nous désignons la
fonction de valeur d’intervalle f avec :

S = [fr(x), frR(x)]

ou pour chaque x € R”, f;(x), fr(x) sont des valeurs réelles de la fonction et f;(x) < fr(x).

Proposition 3.7.1. [70] Soit f une fonction a valeur intervalle définie sur R". Alors f est conti-
nue en c si et seulement si fi et fg sont continues en c.

Définition 3.7.7. Soit X un ensemble ouvert dans R. Une fonction a valeur intervalle f : X —
[ avec f(x) = [fL(x), fr(x)] est appelée faiblement différentiable en x, si les valeurs réelles de
la fonction, fi et fr sont differntiables (différentiabilité usuelle) a x.

Définition 3.7.8. On définit une fonction linéaire fractionnaire f comme suit :

cx+a

ey

o x = (x1,x2,....,%,) € R", ¢ = (cy,¢2,....,¢,) € R", d = (dy,ds, ...,d,) € R" et a, B sont
scalaires réels.
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Pour plus de détails sur le sujet de 1’analyse d’intervalle, nous renvoyons a Moore [71, 72]
et Alefeld et Herzberger [73].

Remarque 3.7.2. Notez que chaque nombre réel a € R peut étre considéré comme un intervalle
[a,a] € 1

Définition 3.7.9. Pour interpréter la signification de |’optimisation de la fonction a valeur
intervalle, nous introduisons un ordre partiel < sur 1.

Soit A = [ay,ag], B = [b., br] deux intervalles réels fermés, bornés, alors on dit que A < B,
si et seulement si a; < by et ap < bg. On écrit aussi A < B, si et seulement si A < Bet A # B.
En les autres termes, on dit A < B si et seulement si :

ClL<bL ClLSbL ClL<bL
ou ou
CZRSbR aR<bR aR<bR

3.8 Programmation fractionnaire linéaire a valeurs intervalles

Considérez le probleme de programmation fractionnaire linéaire suivant :

) _cxta
min 7 = At p
s.t (3.31)
Ax=0>b
x>0,

Considérons d’abord le probleme de programmation fractionnaire linéaire (3.31). Suppo-
sons que

Cc = (C],Cg, ...,Cn) S Rn, d= (dl,dz, ,dn) eR”

Ouc;, djel,j=1,2,..,nnous dénotons c., et dg; les bornes inférieures des intervalles c;
et d; respectivement (c-a-d ¢, = (cr,, ¢y, .-, Cr,) et aussi dp, = (dp,,dp,, ....dy,)) ou ¢y, et dg,
sont de scalaires réels pour j = 1,2,...,n et x € R", de méme nous pouvons définir ¢, et d;.
Egalement a = [ag,agrl, B = [BL,Br].

On peut donc réécrire (3.31) comme suit :

min  f(x) = @,
q(x)
s.t (3.32)
Ax=b
x>0,

ou p(x) et g(x) sont des fonctions linéaires a valeurs intervalles comme p(x) = [p.(x), pr(x)] =
[cox+ap, crx+ag] et g(x) = [qL(x), gr(x)] = [dLx+BL, drx+Br]. Donc par exemple nous avons
pL = cLx+ay, pr = cgx+agetqy = dpx+ay, qr = dgx+ag. Enfin, a partir de (3.33) nous avons :
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5 , [crx + @, crx + agl
D min f(x) = ,
2 [drx + Br,drx + Br]
= s.t (3.33)
) Ax=D>
3 x>0,
) . . < . . . . s . N .
> Pour introduire un probleme de programmation fractionnaire linéaire a valeurs intervalles,

nous pouvons considérer un autre type de probleme de programmation fractionnaire linéaire
possible comme suit :

min  f(x) = [fL, f&],

s.t
Ax=b (3.34)

x>0,

ou f; et fz sont des fonctions fractionnaires linéaires.

Théoreme 3.8.1. [70] Tout probléme qui s’ecrit sous forme (3.33) sous certaines hypotheéses
peut étre converti en probleme sous la forme (3.34).

Preuve 3.8.1. La fonction objectif dans (3.33) est un quotient de deux fonctions a valeurs in-
tervalles (p(x) et q(x)). Pour convertir (3.33) en la forme (3.34), on suppose que O & q(x) pour
chaque point réalisable x, donc nous devrions avoir :

0 < gr(x) < qr(x). (3.35)

ou

qr(x) < gr(x) < 0. (3.36)
Pour chaque point réalisable x. en utilisant le théoreme 3.7.1 parce que le dénominateur ne
contient pas zéro, nous pouvons réécrire la fonction objectif dans (3.33) comme suit :
1 1
drx + g’ dpx +ﬁL]
Maintenant, nous pouvons considérer deux cas possibles :

f(x) = [erx + @, crx + agll

Cas(1) : Quand 0 < q;(x) < qr(x), on a deux possibilitiés :

1. Quand 0 < p;(x) < pr(x), en utilisant le théoreme 3.7.1 on a :

CLX + Q) CrX+ Qp
= , 3.37
f(X) [dRX +ﬁR dL.X +ﬁL ( )
2. Quand p;(x) < 0 < pr(x), en utilisant le théoreme 3.7.1 on a :
CLX+ a CrX+ Qp
= , 3.38
f(X) de +,8L de +ﬁL ( )
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7 Cas(2) : Quand q;(x) < gr(x) <0, on a deux possibilitiés :
5
5 1. Quand 0 < p;(x) < pr(x), en utilisant le théoreme 3.7.1 on a :
]
.
) CRX + ar CcLX+ ayp,
) - , 3.39
! SO = G+ B dix v -39
2. Quand p;(x) < 0 < pr(x), en utilisant le théoreme 3.7.1 on a :
CRX+ ar CrLX+ ayp,
= , 3.40
f(X) dRX +ﬁR dRX +ﬁR ( )

Remarque 3.8.1. /e sous-cas p;(x) < pr(x) < 0 peut facilement étre dérivé des cas ci-dessus,
car dans ce cas, pr(x) < pr(x) < 0 cela implique que —p;(x) > —pgr(x) > 0.

Maintenant, selon le théoreme 3.7.2, et en considérant les cas ci-dessus, la fonction objectif
dans (3.33) peut étre réécrite comme suit :

min f(.X) = [fL’fR]a

s.t
P (3.41)

x>0,

ou la fonction objectif est une fonction a valeurs intervalles, et f; et fr sont des fonctions
fractionnaires linéaires (selon le cas correspondant ((4.1)-(3.40)) et cela complete la preuve.

Définition 3.8.1. [74] Soit x* une solution réalisable du probleme (3.41). Nous disons que x*
est une solution non-dominée du probleme (3.41), s’il n’existe pas de solution réalisable x telle
que f(x) < f(x*). Dans ce cas on dit que f(x) est la valeur objective non-dominée de f.

3.9 Problemes d’optimisation a valeurs intervalles

Considérons les deux problémes de programmation mathématique suivants M1 et M2 ou,
f:R"—Tetg:R" — R.

min  f(x) = [f.(x), frR(x)] min  g(x) = fru + fr(x)
L] st | st
Ml : Ax=0>b M2: Ax=0>b
x>0, x>0,

En utilisant le théoreme suivant pour résoudre le probleme M1 :

Théoreme 3.9.1. [74] Si x* est la solution optimale du probleme M2, alors x* est la solution
non-dominée du probleme M1.
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Preuve 3.9.1. Nous voyons que les problemes (M1) et ( M2) ont les mémes ensembles réali-
sables. Supposons que x* n’est pas une solution non-dominée pour le probleme ( M1), c’est-a-
dire qu’il existe une solution réalisable x telle que f(x*) < f(X) ce qui signifie que ['une des
conditions suivantes est vérifiée.

Jr(%) < fr(x") Jr(%) < fr(x") fr(x) < Xfr(x")
Dans chaque cas, g(X) < g(x*) ce qui contredit I’optimalité de x* pour (M2). Nous complétons
la preuve.

{ Jr(X) < fu(x") ou{ Ju(X) < fu(x) ou{ Jr(X) < fu(x")

3.10 Exemple numérique

Considérons le probleme d’optimisation suivant :

35 7
[1,2]x; + [3,7]x + [5’ 5])63 + [5,4]
min f(x) = 3 1
[5’ 1]x1 + [Z’ 1]X2 + [%$ 2])(:3 + [Ea 1]
5.t (3.42)
X +2x,—3x3 <56,
=2x1 +3x, + X3 < 8,
X1+ Xy +x3 < 13,
X1, X2, X3, 2 0,
On voit que :
35 7
p(x) = [pL(x)’ pR(x)] = [1’ 2])(,'] + [3’ 7])(2 + [E’ 5])6'3 + [5’4]
et

1 3 7 1
q(x) = [qr(x), gr(x)] = [5, 1x; + [Z, 1x, + [g, 2]x3 + [5, 1]

Alors, parce que xi, X2, x3,> 0on a0 < gz(x) < gr(x) etaussi 0 < p;(x) < pgr(x), donc nous
devrions appliquer le cas (1). Enfin nous aurons le probleme d’optimisation transformé suivant :

3 7 5
X1+3XQ+§X3+§ 2x1+7x2+§x3+4
X1+X2+2X3+1, 1x+§x+1x+l

P R M)

5.t (3.43)
x|+ 2x; — 3X3 <6,
=2x1 +3x, + X3 < 8,
X1 +Xx+x3< 13,
X1, X2, x3,> 0,

min  f(x) =

Nous utilisons le théoreme 3.9.1 et résolvons le probléme d’optimisation suivant :
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0 3+ 3+ 2x 4T+ dxs 44
3 . X1 + )C2+§X3+§ X + X2+§)C3+
= min - g(x) = +x+2x5+1 1 3 1 1
= X1 T X2 X3 3X1 + 7%2 + 303 + 3
J s.t
] X1 +2x —3x3 56, (3.44)
% =2x1 + 3% + x5 <8,
> X1+x2+X3313,
: X1, X2, X3, 2 0,

Enfin une solution non-dominée pour la probleme (3.42) est
X" = (x],x3,x5,) = (1.6667,0,11.3333) avec g(x*) = 4.0454 qui est la solution optimale de
(3.44)

3.11 Conclusion

Ce chapitre avait pour objectif d’introduire dans un premier temps, Les concepts probabi-
listes fondamentaux. Puis, nous avons abordé les principaux modeles dans le cadre de 1’op-
timisation stochastique. Nous sommes concentrés sur 1’optimisation stochastique en nombres
entiers avec recours a deux niveaux et la programmation avec contrainte probabiliste et nous
terminerons avec la programmation fractionnaire a valeurs intervalles.
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Optimisation d’une fonction liné€aire sur
I’ensemble eflicace

4.1 Introduction

Dans certaines situations pratiques, I’énumération de tout I’ensemble des solutions efficaces
d’un probleme multi -objectifs n’est pas toujours recommandée, car il peut s’avérer que cet en-
semble efficient soit tres grand et devient impossible pour le décideur de choisir le meilleur com-
promis en termes de ses préférences. L’ optimisation d’un critere, qui exprime les préférences
du décideur, sur I’ensemble des solutions efficaces constitue, des lors, un sujet de recherche
essentiel dans ce domaine. Ce type de probleme a été étudié la premiere fois en 1972 par Philip
[75] et depuis plusieurs chercheurs, citons en particulier : Benson [76, 77, 78, 79, 80], Isermann
[81], Yamamoto [3], Ecker et Song [82], motivés par de nombreuses applications [76], [83]
se sont intéressés a I’optimisation d’une fonction sur I’ensemble efficient d’un probleme multi
-objectifs linéaires. En 2006, un algorithme évitant 1’énumération explicite de tous 1és points
efficaces dans I’espace des variables de décision, est proposé par Abbas et Chaabane [84], ou
différents types de coupes sont imposées de telle maniere que 1’amélioration de la valeur op-
timale de la fonction objectif soit garantie a chaque itération. En 2008, Jorge [85] développe
un algorithme basé sur I’analyse d’un ordre approprié de problemes linéaires en nombres en-
tiers pour éliminer successivement les solutions moins bonnes sur le critere principal. En 2010,
Chaabane et Pirlot [86] proposent une méthode de résolution dans I’espace des criteres dans
laquelle la valeur de la fonction objectif principal est améliorée en optimisant une somme pon-
dérée des criteres a chaque itération. En 2012, Chaabane et all.[87] proposent une méthode de
résolution dans I’espace des criteres dans laquelle la norme pondérée de Tchebyvhev est optimi-
sée progressivement pour rapprocher du point idéal et améliorer la valeur du critere principale.
D’autre part, le domaine de faisabilité est réduit en éliminant les solutions réalisables moins
bonnes dans le sens de Pareto. Une extension de cette dernieére au cas stochastique, qui est le
noyau de notre these.
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4.2 Optimisation d’une fonction linéaire sur I’ensemble effi-
cace continu

Soit le probleme linéaire multi-objectifs suivant :

maxcx k=1,...p 4.1)

xeS

ouck e R\{0O}L, k=1, ..., p,
S={xeR":Ax < b,x >0}, 4.2)

A est une matrice de dimension m X n et b € R™.

On note par C la n X p matrice, et X 1’ensemble réalisable de probleme (4.1), Notons par S g
I’ensemble des solutions efficaces du probleme 4.1.

L’une des plus importante et intéressante approche en optimisation multicritere est considérée
comme Suit :

Soit le probleme suivant :

max{f(x): x e Sg}, 4.3)

ou f une fonction réelle et Sz est non vide, et supposons que f est une fonction linéaire qui
peut étre définit comme suit f(x) = ¢ = d'x, d € R". Le probléeme (4.3) devient

(Pg) : max{¢p =d'x: x € Sg},

Notons que I’ensemble des solutions efficaces S g est en général non convexe. Le probeme
(Pg) rentre alors dans le cadre de la programmation non convexe.

4.2.1 Notations et résultas théoriques

R” désigne 1’ensemble des vecteurs colonnes réels d’ordre p

R? = {x e R’;x > 0},RY, = {x e R"; x > O};

R, désigne I’ensemble des vecteurs lignes réels d’ordre p

- Ry ={xeR,,x20L R,y ={xeR,, x>0}

e est le vecteur ligne de composantes égales a 1;

— 1 est le vecteur colonne de composantes égales a 1;

— §, désigne I’ensemble des sommets ou point extremes du polyedre S ;
— S, : I’ensemble des solutions faiblement efficaces de (MOLP);

— Y, : ’ensemble des points faiblement non dominés de (MOLP);

Définition 4.2.1.

— Rappelons que I’ensemble Y = CX = {y e R’;y = Cx | x € S} est appelé 'image de S ;

— L’ensemble Y= =Y +R” = {y e RP;y < Cx | x € S} est appelé partie inférieure de Y ;

— L’ensemble Y< = Y +R?_ = {y € RP;y < Cx | x € S} est appelé partie inférieure
strictement de Y ;

Définition 4.2.2. Pour A € R,,, et x € §, la fonction définie par g,(x) = max{ACx|x €
S;Cx > Cx} — ACx est appelée "fonction lacune"
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Remarque 4.2.1. Soit x € S. x € Sy si et seulement si g,(x) = 0, et de plus un point x qui
résout max{ACx'|x € X;Cx > Cx} appartient a Sp.

Lemme 4.2.1. Si Cx = Cx’ alors g,(x) = g.(x').

Le théoréme suivant rappelle quelques caractérisations bien connues de I’ensemble des so-
lutions efficaces S ¢ du probleme linéaire multi-objectifs (MOLP).

Théoreme 4.2.1. /3]

SE:{xlxeS : A1 e R,y tel que /leZ/le’,Vx'eS}

{x|x€S : Ax € R" tel que Cx' > 0,Cx" #0,Ax <b,x. >0 pouriavec x, =0}
{xIxES A, v) € Ry X R, X R,y tel que /lC—,uA+v=0,vx:0}
={x|x€S :IAp) €Rpu XR,, tel que AC — pA < 0; ACx — b = 0}
{x[xeX:gux)=0}

Plusieurs méthodes ont été développées ou plusieurs formulations équivalentes au probleme
(Pg) ont été proposées. 1l existe dans la littérature une diversité d’algorithmes pour résoudre ce
probleme. Yamamoto, 2002 [3] a classifié ces méthodes en différentes catégories a savoir :
les algorithmes de recherche de sommets adjacents ;
les algorithmes de recherche de sommets non adjacents ;
les algorithmes basés sur la méthode de "branch and bound" ;
les algorithmes basés sur la méthode de relaxation Lagrangienne ;
les algorithmes basés sur la méthode duale ;
les algorithmes basés sur la bissection.

4.2.2 La méthode de Yamamoto, 2002[3]

Notons par H = {x € R" | ax = a} I’hyperplan déterminé par les deux demi-espaces H, =
{(xeR"|ax>a}et H. ={x e R"| ax < a}; H,, et H__ sont respectivement leurs intérieures.
Soit S, I’ensemble des points extremes (sommets) du polyedre S. Pour x, x" € §,, [x, x'] dénote
I’aréte qui relie x et x’. Pour x € §, N S g, on note par Ng(x) ’ensemble des sommets liés a x
par une aréte efficace tel que : Ng(x) = {x" | X' € S, N Sg; [x,x'] C Sg}.

Lemme 4.2.2. Si ¢ est quasi-convexe et x € S, N S g. Supposons que
{x" | X' € Ng(x); ¢(x') > ¢(x)} = 0 alors x est un maximum local pour le probleme Prp.

Ce lemme caractérise la solution optimale de Pp si elle existe. Il est utilisé dans 1’algorithme

ci-dessous pour executer le cycle secondaire (Boucle sur k).
L’algorithme de la méthode
Etape (0) (Initialisation)

— Poser p=k=0,5%=S et Chercher xX’ € S, N S .

— Si Ng(x%) # 0 alors x° est optimale pour le probléme P. Sinon aller a I’étape (p).
Etape (1) (Boucle principale (p) )

— (p.1) Si {x| x € Ne(x"); p(x) > ¢p(x”)} # O choisir x**! dans cet ensemble et poser

p=p+ letallera I'étape (p.2).

— (p.2) Sinon. Poser L” = {x | ¢(x) < ¢(x")} et aller A la boucle secondaire (k).

Etape (2) (Boucle secondaire (k) )
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— (k.1) Chercher * € argmax {¢(x) | x € Sk } Si ¢(x”) > ¢(¥) — €, pour une certaine to-
lérance fixée € > 0 arréter avec x” comme une v-approximation de la solution optimale
du probléeme Pg. Sinon, aller a la sous-€tape (k.2).

— (k.2) Chercher un hyperplan H* de L” tel que L” C H* et v € H* .

— (k.3) Si elle existe une aréte efficace [, u”'] telle que [/, ”’ JNH* # 0 et max {p(u), p(u’’)} >

#(xP) poser xP*! = y avec ¢p(u) = max {p(u’), p(u”)} et u € {1’} et poser p = p + 1
et aller la boucle principale (p). Sinon, aller a la sous-€tape (k.4).
— (k.4) Poser S**! = S*N H* k = k + 1 et aller a la boucle secondaire (k)

4.2.3 Optimisation d’une fonction linéaire sur I’ensemble efficace discret

Dans cette section nous nous intéressons a 1’optimisation d’une fonction linéaire sur I’en-
semble des solutions efficaces d’un probleme (MOILP) qui se formule par :

max Cx

S.C x€D. *4)

(MOILP) {

avec D = § NZ, Z étant I’ensemble des nombres entiers relatifs. S est supposé borné et convexe
S={xeR"|Ax < b,}, A € R™", b € R™, C est une matrice de dimension p X n d’éléments
enitiers, et ses vecteurs lignes ¢ € R", k=1,2, ..., p.
Le probleme de I’optimisation d’une fonction linéaire (Pg) sur I’ensemble des solutions effi-
caces S g de (MOILP) est :
max ¢ =d'x
(Pg) { (4.5)
s xeSg
Le probleme relaxé de (Pg) est (Pg) défini par :

max ¢=d'x
(Pr) { (4.6)
s x€D

Soit le probleme mono-critere (Pi(D)) , k € {1, ..., p}

max ckx

(Pk(D)({ <c reD 4.7)

Le probleme (P (D)) peut avoir plusieurs solutions optimales, nous rappelons la notion de
solution alternative dans la définition suivante.

Définition 4.2.3. Soit x* une solution optimale du probléme (Py(D)), une solution réalisable
X € D est dite solution alternative a x* si C*x* = C*x).

Considérons le probleme paramétrique (P,) :

P
max ;= Z/lkckx, k=1,2,..p
k=1

(Po) (4.8)

sc xe9D

Ou A est un vecteur de

P
A={AeR, > 4=1420k=12 .p)
k=1

o T 4 »w C



(uaaps s Aol

LevadaiSaliy sole i)

USTHB

N91Cl0UE [ UVINOdAE |

4.2 Optimisation d’une fonction linéaire sur I’ensemble efficace continu 61

Résultats fondamentaux

Théoreme 4.2.2. Si X est une solution optimale du probléme paramétrique (P,) pour un certain
A > 0, alors x est efficace pour le probleme (MOILP).

Test d’efficacité : Son principe est simple est décrit dans le théoréme suivant.

Théoreme 4.2.3. [88] Soit x* une solution réalisable de D, x* est une solution efficace du
(MOILP) si et seulement si la valeur optimale de la fonction objectif O est nulle dans le
programme linéaire suivant :

max O =37
s.c cfx— Ve cxt, k=1, v P
xeD
U eRL, k=1,.,p

P(x")

Méthode de Jorge, 2009 [85]

Lalgorithme proposé consiste a produire une solution optimale globale de (Pg) sans devoir
énumérer I’ensemble de toutes les solutions efficaces Ey, la procédure commence a résoudre
le probleme relaxé (Pg), sa solution est testée pour I’efficacité, évidemment, seulement dans
un nombre limité de cas spéciaux la solution optimale de (Pg) fournit une solution optimale de
(Pg). Ainsi, si ce n’était pas le cas, une solution efficace qui domine la solution optimale de (Pg)
est alors générée par le programme linéaire de test d’efficacité définit dans le théoréme(4.2.3).
Par suite, dans chaque itération, le critere principal est optimisé sur le domaine restreint D — D
en incluant progressivement des contraintes pour éliminer les solutions dominées par la solution
efficace courante, afin de fournir une solution non dominée par les solutions détectées antérieu-
rement jusqu’a ce qu’une solution optimale et efficace soit finalement trouvée.

L’algorithme de la méthode :
Etape 0 (Initialisation)
— Poser ¢y = =00, gy = +ooetl =1
— Résoudre le PL relaxé (Pg)
— Si (Pg) est irréalisable, terminer le PL (Pg) est aussi irréalisable ;
— Sinon, soit x/ une solution optimale de (Pg)
Etape 1
— Si x est efficace. Terminer x,,, = x' et ¢, = dx’
— Sinon, poser ¢, = dx' et aller a I’étape (2)
Etape 2
Soit & une solution optimale du test d’efficacité dont le vecteur critére domine celui de x'. Dans
I’espace des critéres, plusieurs solutionS peuvent avoir le méme vecteur critere que &/, pour
cela le probleme (7;) = max{dx’ | z(x) = (&),x € D} est résolu pour trouver les solutions
équivalentes a %
Soit ¥ une solution optimale de (77;)
— Sidid > Ping, POSET Gips = dx et Xopt = X
— Ginf = Paup, terminer, x,, est optimale pour (Pg)
Etape 3
Résoudre le probleme (P;) = max{dx | x € D — U§:1 DJouD,={xe?Z"|zx) < z(il)} avec

%1, }2, ey X sont respectivement les solutions de optimales de (77), (73), ..., (7).
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" — Si (P; n’est pas réalisable, terminer x,,, est optimale pour (Pg)
S — Sinon, soit x'*! une solution optimale de (P;)
S — Sidx"*! < ¢y, . terminer x,,,, est optimale pour (Pr)
0 — Sinon, poser [ = [+ 1 et aller a 1’étape (1)
:
i Méthode de Chaabane et al [87]
)
D

La méthode proposée consiste a choisir une solution non dominée la plus proche possible
du point idéal améliorant le critere principal d’une itération a une autre. Une fois une solution
efficace est mise a jour, le domaine de faisabilité est réduit en éliminant les solutions réalisables
moins bonnes dans le sens de Pareto. La norme pondérée augmentée de Tchebycheff est utili-
sée pour minimiser la distance entre la solution réalisable courante et le point idéal. Le résultat
de Bowman (4.10) est appliqué afin d’éviter une minimisation d’une fonction non linéaire (la
norme de Tchebycheff) par la résolution d’un programme linéaire équivalent qui semble comme
une alternative au test d’efficacité, sa résolution nous assure 1’obtention d’une solution efficace
a partir d’une solution réalisable.

La théorie de la norme de Tchebycheff

Soit I’espace des vecteurs de préférences noté A(appelé aussi vecteur poids) tel que :

)4
A= ,BGR"|0<,B,~<1,Z,B,~:1
i=1

Définition 4.2.4. La norme pondérée de Tchebycheff relativement a un point de référence,
le point idéal est donnée par :

id id
I = 2lls = max {Bilz' — zl}
k=1,...p

Définition 4.2.5. La norme pondérée de Tchebycheff dans R? relativement a un point de
référence, le point utopian, est définie comme suit :

U U
e = llg = max {Bilef’ - 2]
=1,...p

Définition 4.2.6. La norme augmentée de Tchebycheff est définit comme suit :

P

id id id

2 =2 llsp= max {Bulsf! = alf+p ) (15~ 2D
S k=1

Définition 4.2.7. La norme augmentée de Tchebycheff relativement a un point de référence,
le point utopian, est définie comme suit :

p
U U U
12 =2 llso= max {Bulzy = ad}+p ) (15 —2 D
o k=1

Avec p est un petit réel positif.
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La norme de Tchebycheff est souvent utilisée pour calculer la distance pondérée entre n’im-
port quel point de Z est le point d’aspiration zV. En effet, il s’agit de trouver les points réalisables
dont la distance est la plus petite du point idéal z¥, pour se faire on doit résoudre les problemes
suivants :

minez{ll 2% =z llp,} (4.9)

Le probleme équivalent a (4.9) appelé programme de la norme pondérée de Tchebycheff
"Weighted Tchebycheff Program"(WTP), noté P(5), proposé par Bowman [89], est donné par :

min w

id .

P@) w2PB(dl-z). 1 <k<ppel
xeD
w > 0.

1 oo
= — § : . V1<k<
Pr Z' ~ [ z! —ZJ P

=1
Les théoremes suivants présentent quelques conditions pour caractériser une solution non
dominée.

Théoreme 4.2.4. [90] Si Z est fini et soit M = {z € Z|(x, z, w) une solution optimale pour P(B)
pour un certain 3 € A}, alors il existe 7 € M tel que 7 est un point Pareto.

Théoreme 4.2.5. [89] Si x* est une solution efficace alors x* est une solution optimale de P(j3)
pour un certain 3 € A

Théoreme 4.2.6. [89] Si ’ensemble des solutions efficaces du probleme (4.4) est fortement
efficace alors toute solution optimale du programme P(f) est une solution efficace du probleme
(4.4) pour certain vecteur 5 € A

Le programme linéaire sous la norme augmentée de tchebycheft est défini par :

min w+p 30 (12~ %)

id .
) w2Bi(z - u). 1<k <p e (4.10)
x € D;
w > 0.

Description de la méthode

La méthode proposée consiste a trouver une solution efficace optimale du probleme princi-
pal, sans passer explicitement par toutes les solutions efficaces du probleme (4.4). L’algorithme
s’articule autour de deux étapes : En premiére partie, un vecteur non dominé est caractérsé par la
résolution du probleme (4.10) pour une valeur de p > O suffisamment petite. En deuxieme par-
tie, la réduction progressive du domaine d’admissibilité est effectuée en ajoutant des contraintes
issues de la définition de solution "Pareto Optimale". Initialement, on détermine le point uto-
pique zY, puis on résout le probleéme relaxé (4.6). Une solution optimale est obtenue et une
borne supérieure du critere principal est mise a jour pour des valeurs tres petites de p. On résout
le probleme (4.10) afin de trouver un vecteur non dominé Z le plus proche possible du vecteur
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utopique zV.

Comme dans I’espace des criteres plusieurs solutions efficaces peuvent avoir le méme vec-
teur Z (solution efficace équivalente), donc un autre programme est résolu pour choisir la meilleure
solution équivalente sur le critere principal. Une nouvelle solution efficace par conséquent est
générée et ajouté a la liste courante, le critere principal ¢ est évalué et la région d’admissibilité
courante est réduite par les contraintes (4.11). L’algorithme prend fin quant la région d’admis-
sibilité courante devient vide ou la borne inférieure du critere principal coincide avec la borne
supérieure.

NotelOge | dVINOdE |

! C'x > (C*X' + Dy, - M (1 -y, k=1,.,p
D-| D =1 2r v =1,y €01}, k=1,..,p (4.11)
s=1 x € D.
ou M, est la borne inférieure du k™ critere, {x*; s = 1, ..., [} sont les solutions obtenues a la
s™¢ itération.

Doctorat Thesis
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- 4.3 DPalgorithme de la méthode
v
D
S Algorithme 3: Chaabane et al [87]
J p
_ 1 Entrées
:r 2 | Aguxny : matrice des contraintes. ;
§+ 3 | bonx1y @ vecteur; | d(ixpy @ vecteur du critere principal. ;
: 4 | C(pxn) : matrice des critreres. ;

5 Sorties

6 T Xop : Solution optimale du probleme (Pg).
7 T ¢op: - valeur optimale du critére principal ¢
8 Initialisation

— pourk=1,---,p, résoudre z; = max{cx, x € D} ; avec zg = z,j + 1 et poser la borne
inférieure M, := min{c*x, x € D).

— Pgup := +00 et ¢;,r 1= —o0 : la borne superieur et inferieure de la fonction ¢ respectivement ;

- i=1,E,:=0;D:=D

— fin = faux

début

Tant que fin = faux Faire
résoudre (P%) = max{dx, x € D};
si (P;e) est irréalisable ou ¢,y > ¢, alors
| X,p €st la solution optimale de (Pg); fin = vrai : ’algorithme prend fin

sinon
soit x' la solution optimale du (Pfe)-
soit @, = dx', calculer le vecteur préférence ' of 7' = Cx'
soit (&', 2") la solution optimale du P,(5’)
si dX = ¢, alors
| Xopt = &, Gopr = Psup s fin = vrai ’algorithme prend fin

sinon

résoudre Q(2) = max{dx | x € D,Cx = '}

soit X' la solution optimale Q(%') ;

si dx' > ¢;,; alors

Xopt 1= X', Qing 1= dX' €t Pop; 1= Pinpis0it By = E; U{X'}, i =1+ 1et
D:=D\U_D,;D;={x€Z'|Cx<C%; ¥ € E;_,}

sinon

Si Ginf = Psup alors

Xop: €st la solution optimale du (Pg) et ¢, est la valeur optimale
de ¢; fin = vrai : ’algorithme prend fin

sinon
Xopt := X', Qi 1= dX' et Py := PipypssOit By = E; U X}, i=i+1
et D := D\ Uf;l] D;D;={xeZ"'Cx<Cx* x’ € E;_1}

fin

fin
fin

fin
fin;

fin’
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- 4.4 Conclusion
0
D
= Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques méthodes de résolution du probleme (Ppg)
5 o les variables de décision sont continues et entidres. Ce type de probleme est en principe tres
; difficile a résoudre, ceci est dii principalement a la non-convexité de son ensemble réalisable
> (Xg) et le probleme appartient alors a la classe des problemes d’optimisation non convexe.
)
:,
D

Doctorat Thesis
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Résolution du probleme de la programmation
stochastique multi-objectifs fractionnaire
lin€aire a valeurs intervalles en nombres
entiers

5.1 Introduction

Dans la programmation mathématique conventionnelle, les coefficients du probleme sont
supposés étre déterministes [91, 74]. Cependant, lors de la modélisation de problemes pratiques
du monde réel, cette hypothese devient irréaliste en raison des environnements incertains, C’est
pourquoi plusieurs approches ont été développées pour résoudre les problemes d’optimisation
incertains. Les approches probabilistes et floues sont fréquemment utilisées pour décrire 1I’élé-
ment incertain et traiter les imprécisions présentes dans une variable de décision [51, 92, 93].
Dans [94], la technique de programmation floue est utilisée pour résoudre un probleme de pro-
grammation linéaire probabiliste impliquant des variables aléatoires normales et log-normales
avec des contraintes conjointes. Hsien- Chung Wu [74] a obtenu et prouvé les conditions de
Karush-Kuhn-Tucker (K.K.T) des problemes d’optimisation avec fonction objectif a valeur
d’intervalle. Effati et Pakdaman [70] ont étudié un probléme de programmation linéaire frac-
tionnaire (LFP) a valeur d’intervalle et ont prouvé que le probleme considéré peut étre converti
en un probleme d’optimisation ayant un objectif a valeur d’intervalle ou ses limites sont des
fonctions fractionnaires linéaires. Les problemes d’optimisation traitant de la PFL et de la pro-
grammation fractionnaire stochastique (PFS) sont également abordés dans [95, 96]. De plus,
Nasseri et Bavandi [97] ont proposé une approche de programmation sous contrainte en proba-
bilité avec des parametres d’intervalles pour le probleme (PFL). Ensuite, ils ont étudié le pro-
bleme de programmation fractionnaire linéaire stochastique floue dans lequel les coefficients de
la fonction objectif, les scalaires et le second membre des contraintes sont des variables aléa-
toires floues [98].

Dans les articles mentionnés ci-dessus et dans la littérature en général, les problemes d’op-
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timisation fractionnelle avec des coefficients intervalles ne considérent qu’un seul objectif.
Dans notre étude, nous nous sommes particulierement intéressé€s aux problemes multi-objectifs
stochastique fractionnaire impliquant des coeflicients intervalles dans les fonctions objectifs,
soumis a des contraintes probabilistes ol les quantités du coté droit des contraintes sont des
variables aléatoires log-normal. Ce qui nous mene a étudier le probleme multi-objectifs sto-
chastique fractionnaire a valeur intervalle a variable discrete (MOSIVLFIP : Multi-Objective
Stochastic Interval-Valued Linear Fractional Integer Programming Problem). La procédure de
résolution proposée consiste a convertir le probleme étudié en un probleme d’optimisation avec
des fonctions objectifs a coeflicients intervalles. Ensuite, la méthode de pondération des dé-
cideurs (DMs) est utilisée pour transformer le probleme d’optimisation en une seule fonction
objectif. Dans cette étape, les poids relatifs sont attribués en fonction de I’importance relative
de la fonction objectif. Enfin, la solution obtenue est un ensemble non dominé.

5.2 Fonction a valeur intervalle

Définition 5.2.1. Une fonction f : R" — [ s appelle une fonction a valeur intervalle (parce que
pour chaque x € R, f(x) est un intervalle fermé dans R). Similaire a la notation d’intervalle,
nous désignons la fonction a valeur d’intervalle f avec f(x) = [f1, fr] ot pour chaque x € R,
fi(x) et fr(x) sont les valeurs réels de la fonction, et fi(x) < fr(x).

Proposition 5.2.1. Soit f une fonction a valeur intervalle définie sur R". Alors, f est continue
en c € R" si et seulement si fi et fg sont continues en c.

Définition 5.2.2. soit X un ensemble ouvert dans R. Une fonction a valeur intervalle f : X — 1
avec f(x) = [fi, fr] est appelée faible différentiable en x, si les valeurs réelles de la fonction,
[ et fr sont differntiables a x.

Définition 5.2.3. Nous définissons une fonction fractionnaire linéaire F(x) comme suit :

ou x = (x1,x2,...., %) € R", ¢ = (¢cy,¢2,...,¢,) € R", d = (dy,ds, ...,d,) € R" et a, B sont des
scalaires réels.

5.3 Programme stochastique multi-objectifs fractionnaires li-
néaires a valeurs intervalles en nombres entiers

Le modele mathématique considéré dans ce chapitre est un probleme stochastique multi-
objectifs fractionnaire linéaire avec des coeflicients a valeurs intervalles (Multi-Objective Sto-
chastic Interval-Valued Linear Fractional Integer Programming (MOSIVLFIP)), ou les seconds
membres des contraintes sont des variables aléatoires de distribution log-normale.
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) "
v}
D Z cixi +a*
; min Zk:i:nl—, k:1’2" 7p
)T Z dl’.‘x,- + ﬁk
> i=1
)
5 (MOSIVLFIP) =] St (5.1)
) Zaﬁxiﬁbj, j: 1,2,...,1’)’[
i=1
Z agix; < e, s=1,2,...,5
i=1
x; >0, entieri =1,...,n,

ou b;, e, sont des variables aléatoires indépendantes suivant une distribution log-normale et
aji, ag sont des scalaires , i = 1,2,...,n,s =1,2,..,S et j=1,2,...,m.

Supposer que c© = (ck,ck, ..., ch), dF = (@8 dL,...dN), ou Kk € I, i = 1,2,..,netk =

e
1,2,...,p

Définir ¥ = (c’[i1 , c’iz, - Cli,,)’ ch = (cﬁ‘?1 , C;{ez’ . cl;e,,) dt = (df1 , d,’;, oy dﬁn), dk = (dfel , dﬁz, vy dfe,)
Egalement, o = [o¥, ak], g* = [BX, %] pour k = 1,2, ..., p. Assumer que ¢, d¥, a*, B* € I* pour

i=1,2,nk=12.pet Y dx+p>0.

i=1
Ensuite, MOSIVLFIP (5.1) peut étre réécrit comme :

k
min Zk:pk(X), k=1,2,...,p
q*(x)
S.t
Pr() apx <bj) = (1-y)) j=12um (5.2)
i=1
Pr(Z agx; > e) > (1-6,) s=1,2,...8
i=1
x; >0, entieri=1,...,n,

ou p(x), g(x) sont des fonctions linéaires a valeurs intervalles données par :

p(x) [pr(x), pr(X)] = [cLx + @, crx + agl,
q(x) = [q(x),qr(x)] = [drx + Br,drx + Br].

Pr indique la probabilité, avec 0 < y; < 1,Viet 0 < 6, < 1,Vs, respectivement, les pro-
babilités données auxquelles la j" et la s™ contraintes soient satisfaites. Nous assumons que b,
(j=12,..,m)eteg, (s =1,2,...,5) sont des variables aléatoires log-normales.

Par conséquent, MOSIVFLIP (5.2) peut €tre réécrit comme :

Doctorat Thesis
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> 0
g Z[clzix,- +ak, cﬁl_x,- + ak]
- min ZF = 121 , k=1,2,...,p
> D1k i+ Bl dl i + B
B L' L>“R;""1 R
§ =1
é‘ s.t ) (5.3)
Pr() apx; <bj) = (1-y)) j=12.um
i=1
Pr() auxi > e)) > (1-6,) s=1,2,..,8
i=1
x; >0, entieri =1, ...,n,

Pour introduire un probleme de programmation fractionnaire linéaire a valeurs intervalles, nous
considérons un autre type de problemes de programmation fractionnaire linéaire comme suit :

n n

k k k k
E cpXi+ap Z CrXi + Qg

i=1 i=1
n ’ n
k k k k
Z de.x,- + Br Z dL,»Xi +B;
i=1 i=1

s.t ) (5.4)
Pr(z ajix; <bj)) > (1 -7y, j=12,...m
i=1

min ZF =

=[f, fol, k=12,...p

Pr(Z agx;>e)>(1-6) s=1,2,....8
i=1

x; >0, entieri=1,...,n,

ou f¥ et f% sont des fonctions linéaires fractionnaires.

Théoreme 5.3.1. [99] Tout probleme MOSIVLFIP qui s’ecrit sous la forme (5.3) sous certaines
hypotheses peut étre converti en un probleme MOSIVLFIP sous la forme (5.4).

5.3.1 Contraintes déterministes équivalentes aux contraintes probabilistes :

A . Seulement b;, (j = 1,2,..,m) sont supposées étre des variables aléatoires log-normale

[8]:

Nous supposons que bj, j = 1,2, ...,m sont des variables aléatoires indépendantes suivant

. . . _ . _ 2
la distribution log-normale avec moyenne u,, = E(In b)) et variance Var(ln b;) = o -
Ces parametres sont supposés €tre connus. Ensuite, nous savons que :

2
O'bj

5 ] j=1,2,.m (5.5)

moyenne de b; = E(b;) = exp (ybj +

variance de b; = Var(b;) = exp (2,ubj + crij) exp((rij -1), j=1,2,...m (5.6)
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La fonction de densité de probabilité de la j* variable aléatoire b »J=1,2,..,mest

1 In b, —pu,
) = 1 (= N2
0 (zﬂ)a,b,exp[ S

,0<bj<oo,0;>0.

n

Comme b;,(j = 1,2, ...,m) est une variable aléatoire log-normale, donc I’équation Pr( Z ajix; <
i=1

A194E404E | AVINOJE |

b;) > (1 —y;) peut s’écrire comme suit :

n

Pr(anajixi <n bj] >(1=y), j=1,2,..,m (5.7)

i=1

Supposons que ., a;:x; et b; sont positifs. Les contraintes ci-dessus peuvent étre expri-
mées comme suit :

Pr[znz;;l a;xi— E(in b)) _In b; - E(n b))

\Var(ln b)) — Var(ln b))

En réarrangeant, on obtient

]2 A=y, j=12,...m

(an?:laﬁxj—E(ln b _ In b~ E(n b))
i

\Var(ln bj) — Var(in b))

In bj— E(In b))

v Var(ln b;)
de variance unitaire et 0, = 4/Var(In bj). Soit ¢(.) représentant la fonction de densité
cumulée (la fonction de répartition de) de la variable aléatoire normale standard, et K,
désignant la valeur de la variable normale standard, alors nous avons y; = ¢(-K, ).

JS’)’j,j: 1,2,...,1’)1

Mais ,

est une variable aléatoire normale standard de moyenne nulle et

Alors, la contrainte (5.7) peut étre énoncée comme :

In ¥y ajixi — pp,
( Diz1 4 '“bf] <¢p(-K,)), j=12,...,m.

\Var(ln b))

Cette inégalité ne sera satisfaite que si.

n
Iny_ ajx; — Hb;

v Var(ln bj)

n

= In ) apx; <, — Ky, [Var(n b)), j=1,2,..,m.

i=1

< —Kyj, j=12,...m.

n

Enfin, la contrainte probabiliste Z ajix; < b; peut étre transformée en contrainte déter-
i=1

ministe de la maniére suivante :

n

Z ajix; < exp (,ubj -K,, v/ Var(ln bj)),j =1,2,..,m. (5.8)

i=1
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B . Seulement ¢, (s = 1,2,..,S) sont supposées étre des variables aléatoires log-normale

)
5 [8]:
>
J Nous supposons que e,, s = 1,2, ...,S sont des variables aléatoires indépendantes suivant
= la distribution log-normale avec moyenne ., = E(In e;), et variance Var(ln e;) = G?S.
% Ces parametres sont supposés €tre connus. Ensuite, nous savons que :
>
o2
moyenne de e; = E(e;) = exp (,uel. + 76), s=1,2,..,8 (5.9)

variance de ¢, = Var(e,) = exp (2., + 02 Jexp(os, — 1), s=1,2,...S  (5.10)

La fonction de densité de probabilité du s variable aléatoire e;, s = 1,2, ..., S est

1. In e;— g

— 1 2
f(es)—mexp[—i T) ,O<es<oo,0'5>0.

N

n
Comme e, (s = 1,2, ..., ) est une variable aléatoire log-normale, donc I’équation Pr( Z AgX; >
i=1
es) = (1 — &) peut s’écrire comme suit :

n

Pr[anas,-xi > In es) >(1-6y), s=1,2,...,8 (5.11)

i=1

Supposons que Y, ayx; et e; sont positifs. Les contraintes ci-dessus peuvent étre expri-
mées comme suit :

Pr(ln Yragx;— E(n ey) - In e, — E(In ey)
\VVar(ln ey) — AVar(ln ey)

En réarrangeant, on obtient

) >(1-905,5s=12,..,8

Pr(ln Yy agxi — E(ln ey) . In e, — E(In ey)

VVar(in ey) — AVar(ln ey)

. In e, —E(ln e . L.
Mais, . ( é)est une variable aléatoire normale standard de moyenne nulle et

VVar(ln ey)

de variance unitaire et o,, = VVar(ln e,). Soit ¢(.) représentant la fonction de densité
cumulée de la variable aléatoire normale standard (la fonction de répartition), et K, dé-
signant la valeur de la variable normale standard, alors nous avons 1 — 6, = ¢(Ks,).

)S (1-05),s=12,..,8

Alors, la contrainte (5.11) peut €tre énoncée comme :

[ "1_ siAi T Me
( n Yizi dsiXi = 1 »v) <o(Ks)), s=1,2,....8.
Var(ln ey)

Cette inégalité ne sera satisfaite que si.
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In Z?:l AsiXi — M,
VVar(ln ey)

n

= anas,-x,- < e, + Ks A/ Var(ln e;), s =1,2,...,S.

i=1

< K(gx, s = 1,2, ,S

n

Enfin, la contrainte probabiliste Z asx; < eg peut étre transformée en contrainte déter-

i=1

N91Cl0UE [ UVINOdAE |

ministe de la maniere suivante :

n

Z ayx; < exp (pe, + Ko, \Var(in e,)).s =1,2,....5. (5.12)

i=1

Enfin, nous avons obtenu le modele déterministe équivalent pour la technique de program-
mation sous contrainte aléatoire du probléme de programmation fractionnaire stochastique multi-
objectifs dans lequel les coeflicients et les scalaires de la fonction objectif sont sous forme d’in-
tervalles fractionnaires représentant :

min Z¢ = [f£, f£1, k=1,2,..p

s.t
n

aix; Sexp(,uj—Kj Var(ln b»)), j=12,...m
2.4 N ! (5.13)

i=1
n

Z agx; < exp (,uex + Ks, v Var(ln es)) , s=1,2,..,S.
i=1
x; >0, entieri =1,...,n,

En utilisant la méthode de la somme pondérée pour résoudre le probleme (5.13). Elle est
a la fois la méthode la plus simple et la plus connue dans le domaine de prise de décision
multicritere. Comme son nom I’indique, la méthode de la somme pondérée consiste a pondérer
les différents criteres du probleme de décision multicriteres avec des nombres réels appelés
poids wy, qui représentent 1I’importance de chaque critere dans le processus de décision. Une
fois I'importance des différents criteres quantifiée, la méthode choisit 1’action qui minimise
ou maximise la somme pondérée des criteres. La méthode de la somme pondérée consiste a
minimiser une fonction U a valeur d’intervalle définie comme suit :

p p
UG = > wizh = > wilff £l (5.14)
k=1 k=1

)4
ou wy, w,..., wi et les valeurs pondérées pour k = 1,2, ..., p, de telle sorte que Z wi = 1.
k=1

En utilisant les expressions (5.8, 5.12, 5.14), le probleme introduit dans la section [5] est
ramené a un probleme d’optimisation mono-objectif a valeur intervalle, défini comme suit :
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p p p
min UGx) =Y wZ' =1 wiff, Y wifil, k=1,2,...p.
=1 =1 =1
S.t
Z ajix; < exp (,u;,j - K, \/Var(ln bj)) , j=12,...m (5.15)
i=1
Z agx; < exp (,uex + K, VVar(in es)) , s=1,2,..,8.
i=1
x; >0, entieri=1,...,n,

Définition 5.3.1. Soit x* une solution réalisable de MOSIVLFIP (5.15). Nous disons que x* est
une solution non dominée de MOSIVLFIP (5.15) s’il n’existe aucune solution réalisable x telle
que U(x) < U(x"). Dans ce cas, nous disons que U(x") est la valeur objective non dominée de
U.

Considérons le probleme d’optimisation suivant correspondant au probleme (5.15) :

P P
min U, (x) = Zwkff+2wkf,§, k=1,2,..,p.
k=1 k=1

S.t

Z ajix; < exp (,ubj - Ky, 4 [Var(in bj)) , j=12,...,m (5.16)

i=1

Z agx; < exp (,uex + Ky, VVar(in es)) , s=1,2,...,S.

i=1

x; >0, entieri =1,...,n,

Afin de résoudre MOSIVLFIP (5.16), nous utilisons le théoréme suivant.

Théoreme 5.3.2. [100] Si x* est une solution optimale du probléme (5.16), alors x* est une
solution non dominée du probleme (5.15).

5.4 Exemple numérique

Considérons le probleme d’optimisation suivant avec des coefficients intervalles dans les
fonctions objectifs et les quantités du c6té droit des contraintes sont des variables aléatoires
log-normales indépendantes avec des moyennes et des variances connues.
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0 . [1,21x; + [3, 71 + (3, 31xs + [2,4]

2 min Z'= 1 3 7 1

= (5, Ly + [, Txa + [5, 210 + [3, 1]

J

;__ . o [3,5]x +[1,4]x + [1,3]x3 + [7, 11]

. min == >

; [5,2]x1 + [1,2]x + [5, 1]x3 + [4,6]

>

s.t (5.17)
X + 2)62 —x3 < bl,

—2x1 +3x2 + x3 < by,
X1+ X2+ X3 Sb3,

—2x1 +4x;3 > ey,

X1+ 2x0 + X3 = ey,

x; >0, entieri=1,2,3

Maintenant, nous supposons que les moyennes et les variances des variables aléatoires log-
normales avec les niveaux de probabilité spécifi€s (niveau de confiance) de b; et e, pour j =
1,2,3 et s = 1,2 sont représentées dans le Tableau-5.1.

TaBLE 5.1 — Moyennes, variances et niveaux de probabilité spécifiés.

o T 4 »w C

Moyennes | Variances | Niveaux de probabilité spécifiés
Eb) =31 | V() =6 v1 = 0.01
E(by) =37 | V(by) =7 v2 = 0.02
E(b;) =40 | V(b3) =8 v3 = 0.03
E(e;) =26 | V(e;) =5 6, =0.07
E(ez) =21 V(ez) =4 52 = 0.06

En utilisant les relations (5.5) et (5.6) des moyennes et des écarts types des variables aléa-
toires log-normales avec des niveaux de probabilit€ spécifiés a la place de b; pour j = 1,2, 3,
et les relations (5.9) et (5.10) des moyennes et des écarts types des variables aléatoires log-
normales avec des niveaux de probabilité spécifiés a la place de e, pour s = 1,2, du Tableau-5.1,
sont représentées dans le Tableau-5.2.

TaBLE 5.2 — Moyennes, variances et niveaux de probabilité spécifiés.

Moyennes Variances Niveaux de probabilité spécifiés
Uy, = 3.430875164 | o, = 0.078892839 v1 =0.01
Wy, = 3.608364907 | o, = 0.07145636 v, =0.02
M, = 3.687631014 | o, = 0.049968792 v3 = 0.03
e, = 3.253678247 | o, = 0.094003094 01 =0.07
He, = 3.044093436 | o, = 0.09502319 0, = 0.06

En utilisant le théoréme 5.3.1, nous pouvons convertir le probléeme (5.17) au probléme sui-



/778

wmgeies 9.4 Exemple numérique 76

Lepotaililiy sale )

USTHB

A194E404E | AVINOJE |

E)C]+3)C2+%X3+% 2)C]+7)C2+%X3+4

: 1
min Z' = ,
[ v tn+20+1 7 Ixn+dn+in+d
. [ 3x; +x0 +x3+7 S5x; +4xy+3x3+ 11
min = ,
[ 2x; +2x + X3+ 6 X1+ X+ x5+ 4
5.t (5.18)

X1+ 2x, — x3 < 25.57287834,
=2x1 + 3x) + x3 < 31.31243425,
X1+ x + x3 < 36.15059581,
—2x1 +4x;3 > 29.805200309,
X1+ 2x0 + x3 > 24.43778598,

x; >0, entieri=1,2,3

Pour construire une fonction objectif unique composite, la méthode de pondération avec des

2

poids wy (j = 1;2), tels que Z wi = 1, sont attachés aux fonctions objectifs afin de faciliter la

k=1

prise de décision avec plus de controle sur le processus de prise de décision.

X1+3XZ+%X3+% 2)C1+7.XQ+%X3+4

min U(x) = w;

b
xi+x+20+ 1 Iy + 30+ fx + 5

3X1+X2+X3+7 5)C1+4)C2+3)C3+11:|

+wy s
|:2X1+2X2+X3+6 %x1+x2+%x3+4

s.t (5.19)

X1+ 2x — x3 < 25.57287834,
=2x1 + 3x + x3 < 31.31243425,
X1+ x + x3 < 36.15059581,
—2x1 + 4x;3 > 29.80520039,
X1+ 2x; + x3 > 24.43778598,

x; >0, entieri=1,2,3

Le théoreme 5.3.2 peut étre appliqué pour résoudre le probleme d’optimisation :

Doctorat Thesis

. Xi+3n+3dn+l 20+ T+ 3x+4
min U, (x) = w; . 3 Z :
X1+ x+2x3+1 X1+ 3xt+ X3+ 5

3)C]+X2+X3+7 5X1+4X2+3X3+11
+wy ] )
2x1+2x +x3+6 §x1+X2+§X3+4

S.t (5.20)

x| +2x; — X3 < 25.57287834,
=2x1 + 3x, + x3 < 31.31243425,
X1 + x + x3 < 36.15059581,
—2x1 + 4x3 > 29.80520039,
X1+ 2x; + x3 > 24.43778598,
x; >0, entieri=1,2,3
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En conséquence, on obtient une solution non dominée, ou x* = (xj, x5, x;) = (1,8,8) avec
U,(x*) = 8,49 et (Z', Z*) = (7,41, 5,85). Cette solution est une solution optimale de (5.20),
avec w; = 0,4etw, =0,6.

Le tableau-5.3 donne I’ensemble des solutions non dominées et les valeurs optimales cor-
respondantes de la fonction objectif. Ces résultats sont obtenus a partir du logiciel Lingo 14 en
faisant varier les poids wy et w,. Les résultats obtenus peuvent donner une certaine flexibilité au
décideur quant au choix des poids de la fonction objectif.

TaBLE 5.3 — Résultats de I’optimisation en faisant varier les poids wy et w,

wi owm | x oxm x| U] (2, 7Y
0 1 1 8 8 5.85 | (7.41, 5.85)
0.1 09 1 8 8 6.51 | (7.41, 5.85)
0.2 0.8 1 8 8 7.17 | (741, 5.85)
0.3 07 1 8 8 7.83 (7.41, 5.85)
0.4 06 1 8 8 8.49 (7.41, 5.85)
0.5 05 1 8 9 9.17 | (7.18, 5.99)
0.6 0410 6 13| 9.69 | (6.03, 6.58)
0.7 0310 6 13 | 10.21 | (6.03, 6.58)
0.8 0210 6 13 | 10.73 | (6.03, 6.58)
0.9 0.1]0 5 15 | 11.23 | (5.54, 7.03)
1 0 0 5 15 | 11.70 | (5.54, 7.03)

5.5 Conclusion

Dans cette étude, en traitant le probleme de programmation stochastique multi-objectifs li-
néaire fractionnaire a valeur intervalle en nombres entiers. Ce dernier combine deux problemes
d’optimisation distincts ; le premier concerne les contraintes stochastiques et le second les fonc-
tions objectifs fractionnaires linéaires a valeur intervalle. A notre connaissance, seuls les pro-
blemes mono-objectifs sont considérés dans la littérature pour de tels problemes d’optimisa-
tion. Cependant, lorsqu’il s’agit de problemes pratiques du monde réel, il est plus important
de considérer les aspects stochastiques dans 1’optimisation multi-objectifs. Afin de résoudre ce
type de problémes d’optimisation, cette étude propose une procédure basée sur la technique
de contrainte probabilité et le concept de la méthode de la somme pondérée. L’efficacité de la
procédure proposée est illustrée par une illustration numérique. Les résultats obtenus semblent
intéressants car ils donnent une certaine flexibilité au décideur quant au choix des poids de la
fonction objectif.
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Optimisation stochastique sur le front de

pareto par la norme augmentée de
Tchebycheft

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous proposons un algorithme pour la résolution du probleme d’optimisa-
tion stochastique sur I’ensemble de solutions efficaces discretes d’un probleme linéaire multi-
objectifs avec recours a deux étapes, qui présente la contribution principale de notre travail [4].

Le probleme principal que nous voulons étudier est formulé par :

min ®(x) = d(€)x

(PE){ st xeE; (6.1)

ou d est un vecteur aléatoire de dimension n et E; est I’ensemble de solutions efficaces

du probleme de programmation linéaire en nombres entiers stochastiques a objectifs multiples
(MOSILP),

min 7y = Cy(é)x, k=1,...p
st Ax=b>b
MON " 1@x=ne €2

x>0, entier.

ol x est le vecteur de la variable de décision de dimension (nx 1). C, T et i sont des matrices
aléatoires de dimensions (p X n), (m; X n) et (m; X 1) respectivement, avec une distribution de
probabilité conjointe définie sur un espace de probabilité (£, E, prob). A et b sont des matrices
déterministes de dimensions (m X n) et (m X 1), respectivement. Soit C(£) une matrice aléatoire
de dimension (p X n).
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La principale difficulté du probleme (Pr) provient de la non-convexité de 1’ensemble Pareto
optimal et au fait que méme dans le cas stochastique. Par conséquent, (Pg) est un probleme
d’optimisation globale.

Les problemes (Pg) ont été largement discutés dans la littérature et une variété de méthodes
ont été€ développées pour sa solution ; voir par exemple Philip en [75] a étudié le probleme et
décrit schématiquement une procédure de coupe plan (cutting plane) pour le résoudre. Plus tard,
Isermann et Steuer [81] ont proposé une procédure similaire pour résoudre le probleme ; ils ont
optimisé un critere parmi les fonctions du programme linéaire multi objectifs. Les conditions
nécessaires et suffisantes pour que ce probleme soit non borné ont été établies par Benson [76].
Dans [82], Ecker et Song ont utilisé I’approche de Philip pour introduire deux algorithmes im-
plémentables qui impliquent une technique de pivotement sur I’ensemble réalisable réduit d’un
programme linéaire en nombres entiers a objectifs multiples. La méthode de Philip a été mise
en ceuvre par Bolintineanu [101] pour le cas ou la fonction objectif du probléme est quasicon-
cave. Sayin dans [102] a formulé le probleme (Pr) comme un programme linéaire avec une
contrainte convexe de réserve supplémentaire et a proposé une méthode de coupe plan pour
résoudre ce dernier probleme. Dans [84], Abbas et Chaabane ont optimisé une fonction linéaire
sur un ensemble entier efficace et Jorge a développé dans [85] une autre approche qui définit
une séquence de problemes entiers mono-objectifs progressivement plus contraints qui élimine
successivement les points indésirables, le travail le plus récent sur ce sujet a été mené par Cha-
baane ef al. dans [87].

La premiere méthode interactive de résolution de problemes (MOSILP) a ét€ le STRANGE-
MOMIX développé par Teghem [60]. Dans [62], Abbas et Bellahcene. (2006) ont proposé un
algorithme qui combine la technique de coupe plan [22] et la méthode de décomposition L-
shaped décrite dans [55]. Les auteurs Amrouche et Moulai (2012) ont développé dans [61] une
approche de détection de toutes les solutions stochastiques entieres efficaces du probleme (MO-
SILP) basée sur la résolution d’un programme linéaire en nombres entiers a objectifs multiples
déterministes. Lorsque les variables de décision sont des nombres entiers, peu de méthodes
existent dans la littérature et les coupes ou les techniques de branchement et de débranchement
sont inévitables.

Dans le présent travail, la méthode que nous proposons pour résoudre (Pg) est basé sur 1’ap-
proche de Jorge [85] avec les concepts de la méthode L-shaped en nombres entiers [103] nous
utiliserons la norme augmentée de Tchebychefl [104] pour générer I’ensemble des vecteurs ob-
jectifs non dominés.

6.1.1 Le probleme déterministe équivalent de MOSILP

Considérons une distribution discrete est finie {(¢", prob”), r = 1,..., R} des données aléa-
toires ou R est le nombre de réalisations. Progressivement, a chaque réalisation &” de & nous
associons p fonctions objectifs Z;, = C(€")x, k = 1, ..., p, ensuite une matrice 7(¢") et enfin un
vecteur A(£") ; en prenant en considération les scénarios différents qui affectent les p objectifs
et les contraintes stochastiques.

Le méme principe du recours utilisé dans la programmation stochastique mono-objectif avec
la matrice de recours déterministe W est utilisée dans le présent document [54, 105]. Evidem-
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ment, nous supposons que le décideur peut indiquer d’une maniere satisfaisante les pénalités
q" = q(&") des variables violées y", r = 1, ..., R, des contraintes.

Contrairement a la méthode STRANGE, ou une fonction objectif supplémentaire est crée
pour pénaliser les contraintes violées, la fonction du recours Q(x, &") est ajoutée a chaque fonc-
tion objectif. Cette pénalité est donnée par :

0(x,¢") = rIl}én{(q’)TylW(é*r)y =h(&") - T(E)x, y =0} (6.3)
Alors le décideur doit réduire au minimum la valeur d’espérance de tous les cofits :

Zk = E[Zk + Q(x,f)], k= 1, ./

Nous obtenons le probleme déterministe suivant :

min Zy =7, + Q(x),k=1,...p
(MO,) st Ax=b (6.4)
x>0, entier;

R R
0() = E[Q(x,§)] = ) prob (Q(x.£") = ) (prob'q")'y'
r=1 r=1

et

P
Z, = E[Z] = ) b'Cu&)x = E[Cué)x], note Cx =E[Cy(&)x]
k=1

sont respectivement les valeurs de la fonction du recours E[Q(x, £)] et d’espérance de Z;. Nous
attendons que lors de la deuxieme étape, le programme Q(x, ") d’étre réalisable pour toute réa-
lisation de &, r = 1, ..., R de £ selon la matrice de recours W(£"). Ceci ne doit pas €tre vrai pour
toute décision x € Sy = {x € R" : Ax = b, x > 0} de la premiere étape.

Le probleme relaxé associé a (Pg) peut s’énoncer comme suit :

min  ®(x) = E(d(&)x) + O(x)
(Pp) st Ax=b (6.5)
x>0, entier;

6.1.2 Faisabilité

Pour vérifier la faisabilité des problemes de la deuxieme étape, nous devons trouver un
vecteur de direction en résolvant le probléme dual du primal (6.3) d’une solution courante x° :

max{o? (h(€) - T&)x") "W <0, |loll; < 1, o € R}, (6.6)

Dans le cas ou, pour certains 7, ¥ = 1,..., R avec 0" est la solution optimale du probleme dual ;
nous avons o [h(&) — T(£)x"] > 0 alors nous ajoutons la coupe de faisabilité

ol [h(€) - T()x"] < 0. (6.7)

Dans le cas contraire, la solution x° est admissible pour certains scénarios r = 1, ..., R.

Doctorat Thesis
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6.1.3 Optimalité

Avant de tester I’optimalité de la solution courante, on doit résoudre le probleme suivant :

max{r’ (h(€) - TEx)| 7' W < (q€))", m € R). (6.8)

et évaluer la fonction Q par :

R R
EQ(".&) = ) prob' Q&) = ), prob'x/ (b, — T,x)
La résolution du probleme (6.9)

min  ®(x) = Esp(d(&)x) + 6
st xeD=Dn N
0> 0(x)

X; entier;

(6.9)

OuD = {x € RMAx = b, o' (T(&) - h(€)) >0, r = 1,..,R } = {x € R'|Ax = b}, est un
polyedre compact non vide dans R".

0 > 0(x), (6.10)

est la coupe d’optimalité.

6.2 Norme Thebycheff

Bowman [89] a utilisé une norme Tchebycheff pondérée pour la scalarisation des problemes
d’optimisation a objectifs multiples. Steuer et Choo [90] ont proposé une méthode interactive,
En résolvant les programmes de la norme pondérée Tchebycheft.

Soit Z*e! dansR? le vecteur de critere idéal tel que Z’;‘M = min{Z,(x)|x dansD}. Un vecteur
strictement meilleur que Z““! est appelé point utopique Z“°P ; Z“or < Zidal oy Zuor = Zidal _ g
ou ¢ > 0 et petit. La norme de Tchebycheff pondérée augmentée de Z consiste 2 mesurer la
distance entre tout vecteur de critere Z et le vecteur utopique 7P est définie comme suit :

121 = ZIt, = max (WIZ"" = Zil) + p Z 2" - Z
""" k=1
ou p est un scalaire positif suffisamment petit et A est un vecteur des poids. Steuer (1986)
a montré que si le p est suffisamment petit, le programme de Tchebycheff pondéré augmenté
garantit non seulement le retour d’un vecteur objectif non dominé, mais génere €galement tout
vecteur objectif non dominé particulier pour une période de temps donnée.

N’importe quel vecteur objectif non dominé pour un A € A. 4; est le poids de 1’objectif de

conception k et satisfait a la condition suivante Z Ac=1l,etA, >0,k=1,2,..., p. Uensemble
k=1

Doctorat Thesis
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p

A = {/l € R7| Z Ar=1et 4 >0, Vk} C R? est I’espace des vecteurs de pondération et tout
k=1

A € A est appelé un vecteur de pondération.

L’idée de cette approche est de trouver un vecteur Z dans I’espace des criteres qui minimise
la distance par rapport au vecteur utopique :

- =i
min ||Z""P — Z
min | I
ou Z est une région réalisable dans 1’espace des criteres.

Proposition 6.2.1. /87]
Soit A € A, pour un p > 0 et suffisamment petit, chaque solution optimale du problem (P,(1))

P
min a+p Z(Z’k‘m” ~Z)

k=1
FO st 0z 4 -7 6.1

xeD
a>0

est non dominée pour le (MO,).

6.3 Description générale de I’algorithme

Initialement, la procédure détermine le vecteur utopique Zvop, puis le probleme relaxé (Pg)
associe a (Pg) est résolu. Dés qu’une solution entiere optimale est obtenue, nous testons si pour
certaines réalisations &, r € 1,..., R, les problemes de la deuxieme étape, générés par cette so-
lution entiere (6.6), ne sont pas réalisables. Ensuite, une coupe de faisabilité (6.7) est introduite
et le probleme principal est a réoptimiser pour obtenir une autre solution entiere réalisable x.
De plus, nous calculons Q(x), afin de tester si 8 < Q(x), dans le cas affirmatif une coupe d’opti-
malité (6.10) est ajoutée au probleme courant.

Pour une valeur suffisamment petite p, on résout le programme de la norme augmentée de
Tchebycheff p,(2) afin de trouver le vecteur non dominé Z qui est le plus proche du point uto-
pique 7P dans la direction déterminée par Z"“°P et Z. On obtient alors la solution optimale
entiere X de p,(4), des coupes de faisabilité (6.7) peuvent étre ajoutées si des infaisabilités de
probleémes de seconde étape apparaissent, et la valeur correspondante de 6.

Etant donné que, dans I’espace de décision, il peut arriver que la solution obtenue ne soit pas
meilleure qu’une solution efficace équivalente sur la fonction objectif principale, le probleme
suivant doit étre résolu pour trouver une solution efficace équivalente qui améliore 1’objectif
principal avant de réduire la région admissible actuelle.

(TH : min{gxlx eD, Cx+6= Z)

Supposons, que tous les coefficients de C sont des entiers. La solution optimale x* de ce
probleéme est considérée comme une premiere solution efficace. Ensuite, a chaque itération /, en
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utilisant I’idée de Sylva et Crema, voir [44], nous ajoutons 2 (P%) de nouvelles contraintes qui
éliminent toutes les solutions dominées par x*. Ainsi, le domaine admissible est réduit. Cette
tache est réalisée par la résolution du probleme suivant P,

Pl = min{dx|x € D - U'_ D} (6.12)

ouD, ={x¢€ Z”lgx > Exs} et {FCVxS}i:1 et{x*;s =1,...,]— 1} sont les solutions obtenues aux
itérations 1,2, ...,/ — 1 respectivement.

NojeJoge ] AVINOdYE |

(C*x* + Dyy + M(1 - y)),
,2,...p,s=1,2,...,1)

P
H=D-U_D;={ > yi>1, 5=12..,1
k

-1
v €{0,1Lk=1,2,..p,s = 1,2,...,1
xeD

oll My est une borne supérieure de la k' fonction objectif.

Doctorat Thesis
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Algorithme [4]

Algorithme 4: Optimisation stochastique sur le front optimal de Pareto

USTHB
- 6.3.1
o
2
> .
J 2
D 3
)7 4
3 5
>
2 6

®w

°

18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29

30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46

47

49
50
51
52
]
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64

65
Doctorat Thgsis fin

67

Entrées

Axny - matrice des contraintes déterministes

bxy : Vecteur de second membre des contraintes déterministes ;

Cpxny - Matrice de critéres aléatoires ;

d(1xn) :Vecteur du critere principal aléatoire ; h(m; X 1) : Vecteur des contraintes
aléatoires ;

Wn xny) : Matrice des contraintes aléatoires ;

T(m; X n) : Matrice des contraintes aléatoires ;

Sorties

Xop - solution optimale du probleme (Pg), 5,,,,, : la valeur optimale du critere principal @
Initialisation;

pouri « 1;
to;
p faire
resoudre Z’;d"“l: min{g"x,x € D}, est le point idéal.
et poser la borne inférieure M) = max{g"x,x € D}.
fin

ot & = 1 donc ZWop = Zideal _ 1
5,,p, = +inf,l:=1,E, =0,
fin := Faux, ;

H:= D,;

6 := —o0;

Tant que fin := Faux Faire

Résoudre Py = min{gxlx cH }. Soit x' est solution optimale de Pg;
Test d’admissibilité et d’optimalité
pour r :=1 fo R faire
faisabilité :=Faux ; Tant que faisabilité :=Faux Faire
&7 une solution optimale du probleme :
max{o” (h(&) - TEx') | o™W <0, |loll; < 1,00 = 0}
coup := 67 (h(€) - T(E)X)
si coup > 0 alors
H=HUG"h©) - TE)x) < 0);
soit x' une solution optimale R/,
sinon
| faisabilité := vrai
fin
fin;
fin
fonction de recours Q :=0;
pour r :=1 fo R faire
Résoudre le probleme {n7 (h(£) — T(€)x") | aW < q(£)}
0(x) := Q(x) + prob’ x Q(x, &)
fin
0 := 0(x),
(x!,6) : solution optimale du Pﬁe (apres les tests de faisabilité et d’optimalité)
fin;
si Terminer := Faux or 5(x’) > 60,,1 alors

Xopt €t 1a solution optimale du Pg, fin =vrai.
sinon
test d’efficacité pour Z' = Cx};
calculer le vecteur préference A' de P,(1) ;
Soit (¥, Z') est la solution optimal du P,(1")
Test d’admissibilité et d’optimalité %’
sidi = 50,,, alors
‘ Xopr = X, 5,,1,, = O(#), fin =vrai
sinon
resoudre T(#) = min{dx + 6lx € D, Cx + 6 = Z!};
soit x* est la solution optimale du T'(¥);
Test d’admissibilité et d’optimalité
si 50,,, < O(x*) alors
|  xop estla solution optimale du Pp, fin =vrai
sinon
Xopt := X", 50,,, = B(x) ; soit Ei4! = EL U x*,
li=I+1etH:= D\uD'\;
fin

fin
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7 Proposition 6.3.1. [4] L’algorithme se termine en un nombre fini d’itérations.
0
) . ye . L . .
= Preuve 6.3.1. [4] Puisqu’il y a un nombre fini de bases réalisables provenant de la matrice
5 derecours W, il n’y a qu’un nombre fini de coupes de faisabilité et d’optimalité. D’autre part,
T a chaque itération de I’algorithme, une nouvelle solution efficace améliorée est générée et la
) région admissible est réduite jusqu’a ce que le domaine devient vide. Toutes ces coupes supplé-
;+ mentaires excluent les points ou les bords une fois analysés, ce qui conduit a la convergence de

la procédure en un nombre fini d’étapes.

6.4 Exemple d’illustration

Le probleme de I’optimisation sur I’ensemble efficace de la MOSILP :
Deux scénarios (R = 2) :

1. Le probleme principal :
d¢') = (4,-10); d(&) = (-6,12);
Nous calculons I’espérance d:
d=Ed(x.9) = gd@l)( . ) + %d(&z)( . )
_ %(4,—10)( 2 )+ L(-6, 12)( X1 )

X2

= =X + Xp.

et nous obtenons alors un probleme d’optimisation de fonction linéaire sur un ensemble
efficace

min DO(x) = —x; + X,
eo{ 0 T 613

2. Probleme stochastique multi-objectifs :
Considérons I’exemple suivant avec une structure similaire a celle du probleme (MO,),
p=2n=4,m =m=n=2.

— Matrice C :
Ci(&") = 4,-9); Ci(&?) = (-6,3);
Cr(€") = (8,5); Co(&%) = (-2,-3);

— Matrice T et vecteur /: :

1 2 1 0
T(é"l):(_2 1); T(§2)=(3 4);
h(§‘>:( ; ); h(‘;ﬂ):( ° );
— Pénalité : . ,
g&H=(106 2);  q&=(53 2 1);

Doctorat Thesis
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> - prob(é") = 3; prob(€*) = 3;

0

D

S — La matrice recours :

J

> oo (=2 -1 2 1.

’)

- Nous calculons 1’espérance de chaque fonction objectif Z; et Z, :

Z =EZi(x8) = %Cl(fl)( . )+ %01@2)( . )
= 1@, —9)( . )+ 1(-6, 3)( . )
= —X1 — 3X2.

7, = B(Zy(x, ) = %CZ@I)( 2 )+ %CZ(SZ)( 2 )

_ X1 X1
= %(8,5)( - )+ %(—2,—3)( . )

2
= 3)61 + X5.
Contraintes déterministes :
—2x1 +5x, £23
8x1 +x, <55
X —x <4
—Xx;— X, < -6

Contraintes stochastiques :

Premier scenario &' :  x; + 2x, = 3; deuxiéme scenario & x| + Ox, = 6;
=2x1+x,=15; 3x1 +4x, = 1;

Nous obtenons le probleme de programmation linéaire en nombres entiers déterministe a
objectifs multiples suivant :

min Z) = —x; = 3x + O(x)
min Z, = 3x; + 2 + O(x)
—2x1 +5x, <23
MO, 8x; +x, <55 (6.14)
st D= X —x <4
—XxX1—x < -6
X1, X > 0, entier

Avec Q(x) = 30(x,€") + 3 0(x, €.

le probléeme du deuxiéme étape associé aux deux scénarios Q(x; &' et Q(x; £%) sont respective-
ment :

min y; + 6y; + 2y,

st =2y1—=ya+2y3+y,=3—x1 —2x,,
3y1+2y2 = 5y; —6y4 =5+ 2x1 — xa,
y=>0

Q(x, & (6.15)

Doctorat Thesis
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) min 5y1 + 3y2 + 2y3 + Y4
> t 2y1 = yr +2y3 +y4 = 6 — X
= ) S. —4iy1 — =6—- R
> , 6.16
5 Q&%) 3y1+ 2y, = Sy3 — 6y, = 1 + 3x; — 4x, ©.16)
) y=>0
2
% L’ensemble des solutions efficaces E; du probleme (M O)) est donné dans la figure- 6.1 :
o E,={(1,5);(2,5);(3,5); (4,6); (6,6)}

~. - Solution efficace

. - .-
" Solution réalisable
entiére pour la premiére
étape

1 2 3 1 5 6 7 1

FIGURE 6.1 — Domaine d’admissibilité D' avec ensemble efficace.
Pour cet exemple, le parametre p a été fixé a 0,001.
Initialisation

— Les bornes inférieures des fonctions objectifs sont : M| = =7.25 , M, = 36.9855.
— D' =D, 0 = —co; Pointidéal Zi*" = —15.765 ; Zi?! = 14; Z\"? = ~16.765 ; Z2'"" = 13.
— Etapel : avec § = —co

On résout le probleme relaxé Pg sous les contraintes déterministes

P}e = {min O(x) = —x1 + x0lx € D}, La solution optimale est x! = (5, 1).

Pour tester la faisabilité des problemes de seconde étape (6.15) et (6.16), nous résolvons
les sous problemes (6.6) (correspondant aux scénarios &' et £2) auxquels on a passé la
solution x' = (5,1) :

h(fl)—T(é’l)xlz(g)_( )( )(1 )
h(fz)—T(fz)xlz(?) (3 4)(?)( 118)

max —40'1 + 140'1
S.t —20'1 + 30‘1 0,
—10'1 + 20'1 <0, le maximim est atteint en

201 = 5071 <0, ol =(o}, o) =31
lai - 6(7% <0,
10-{ + 10'% <1,

Doctorat Thesis
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" max 10‘2 + — 180‘2
g S.t —20‘2 + 302 <0,
2 - 10'2 + 20'2 0, le maximim est atteint en
? 20'2 50'2 <0, ol = (0),0%) =(0,0)
) 10‘2 60'2 <0,
)} lol+102 <1
5 2 2=
y —4
; oTIhEN) = TEH' 1=, & ( 4 )=2>0

oTIME) - T@)x'1=(3. 2 (_18 )=o

0'1T (&Y — T(EYx']> 0; ceci signifie que le probleme de deuxiéme étape n’est pas réali-
sable pour £!. Alors nous créons une coupe de faisabilité suivante ;

1 0 X 6
2 1 1 2 1 - )
(5 3)(3 4)()62)2(33)(1) Szl
Nous rajoutons cette coupe au premier probléme Pp. Nous obtenons une solution optimale

entiere (6, 3) (voir la figure- 6.2).

X2

: Solution non réalisable pour
es problemes de la deuxieme étape

5)62 > 11

FiGure 6.2 — Domaine d’admissibilité pour le deuxieme probleme
Pour tester la faisabilité des problemes de seconde étape (6.15) et (6.16), nous résolvons

les sous problemes (6.6) (correspondant aux scénarios &' et £2) auxquels on a passé la
solution x' = (6,3) :

ME) - TEX6.3)= (ﬁ) ( L f)(
ME) ~ TE)(6.3)= (f °

Doctorat Thesis
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89

max -90 + 1407
tq —20]+307 <0,
~lo} +20% <0,
201 - 502 <0,
lo} — 607 <0,
lol+102 <1,

le maximim est atteint en :
2
ol = (ol,0) = (0,0)

max 0o — 2907
tq —20) +302 <0,
1ol +202 <0,
20} - 502 <0,
lo) — 603 <0,
1o} + 102 < 1,

le maximim est atteint en :
ol = (7h.03) = (0,0)

ol [hEY - T(E')(6,3)1=(0, 0)( Iz ):O

oTTh(E) - TE)(6,3)1=(0,0) ( e )=o

o1 = o, = 0, ceci veut dire que la nouvelle solution x' = (6, 3) obtenue est la solution
réalisable du probleme de la deuxieme étape.

Pour tester I’optimalité de x' = (6, 3) pour le probleme de deuxieme étape, nous résol-
vons les sous problémes (6.8)(correspondant aux scénarios &' et ¢2 auxgels on a intoduit

la solution x! = (6, 3).

max —9m) + 1477
tq —2n+3n <1,
—1n} + 272 <0,
2n; — 511 < 6,
ln} — 677 <2,

le maximim est atteint en
T _ 1 .2y _ 1
7T] _(7T177T1)_(_1,_§

max Omr, — 297;
tq —2m +3m <5,
—1nm) + 213 < 3,
onl - 572 <2,
Irl - 6n2 < 1,

le maximim est atteint en
ng = (ﬂ%,ﬂ%) =(0,-0.17)

Q(x', €N = ] [h(E") - T(EHx'1=(~1,~3)

9
"

0

O(x',&") = al [h(E>) - T(E)x'1=(0, —0.17)( 9 ):4.93

et

Q’(xl):%Q(xl,fl) +3Q(x", EH=2(2 +4.93) = 3.465.

R

0 = —co < Q(x"), nous introduisons la coupe d’optimalité de la forme 6 > Z P —

r=1

T'(¢,)x] : en ajoutant cette coupe 6 > 2.835 + 0.255x; + 1.593x,, et nous réoptimisons le

probleme précédent Pj,.
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" 6 = 15.315, d’ot x! = (6, 3) est une solution réalisable et optimale.

v}

D — _

E Soit Z'(x") = (=15,21) + 3.465 = (-=11.535,24.465), ®(6,3) = =3 + § = —0.465

J

; 6(6, 3) < 50,”. Nous calculons le vecteur de préférence A' associe a VAR

D

. 1 1 1 -
4= Ti6765 —(—11.535)[(—16.765)— (—11.535) ' (13) - (24.465)] '

L 1 1 1 -
T (24.465)[(—16.765) ~(-11535) T (13) = (24.465)] '
A" = (0.686,0.314).

— Etape 2 : On résout le programme TchebychefF généralisé (P,(A")), définit comme suit :

min « + 0.001(=3.7765 — 2x; + 2x,)
st a>0.686(—16.765 + x| + 3x,)
a > 0.313(13 — 3x; — x)
xeD

(P,(1") (6.17)

Alors &' = (2,5) est une solution optimale entiere du probleme (P,(1")).

Pour tester la faisabilité des problemes de la seconde étape (6.15) et (6.16), nous résolvons
les sous problémes (6.6) (correspondant aux scénarios &' et £2) auxquels on a intoduit la
solution X' = (2,5) :

_ 3 1 2
h(gl) - T(é‘:])xl = ( 5 ) - ( -2 1 )(

_ 6 1 0 2
h(fz) - T(‘fz)xl = ( 1 ) - ( 3 4 )( 5

max -907 + 4o
t.q —2(7} + 3(7% <0,
—10'% + 20'% <0, le maximim est atteint en
201 - 502 <0, ol = (o],0%) =(0,0)
lo} - 607 <0,
10'} + loﬁ <1,

max 4o, — 250
tq —20,+ 305 <0,
—10'; + 20‘% <0, le maximim est atteint en
20'5 - 50% <0, 0'2T = (Ué,ag) =1(0,0)
lo) — 603 <0,
lo)+ 103 < 1,
o1 = o, = 0, ceci veut dire que la nouvelle solution X! = (2,5) obtenue est la solution
réalisable de probleme de la deuxieme étape.
Pour tester I’optimalité de X! = (2, 5) pour le probléme de la deuxieme étape, nous résol-
vons les sous problemes (6.8) (correspondant aux scénarios &' et £2 auxgels on a intoduit
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la solution ¥! = (2, 5).

max -9 + 477
1 >
t.q —2m +371; <1,
—1nxl + 272 <0,
2n; — 5171 <6,
L} — 677 <2,

le maximim est atteint en :
T _ 1 .2y _ 1
7T] _(7T177T])_(_1,_§

max 4n, — 257;
tq —2m +3m <5,
—1nm) + 213 < 3,
onl - 52 <2,
1rl — 6n2 < 1,

Q@hérwﬁM@W—néﬁﬂzem—b(jf):7

le maximim est atteint en :
ng = (ﬂ%,ﬂ%) =(0,-0.17)

Q?£U=dM@%—ngﬁﬂ:m;0n%_;):4%

et

0" =10, €Y + 1o, €' = 5.625.
6 = Q(x), alors X' = (2, 5) est une solution optimale entiere du probleme (Pp(/ll)).

La solution Z! (x") = (=17,11)+5.625 = (-11.375, 16.625) est un point non domin¢ avec
une distance pondérée de tchebycheff minimal, nous obtenons X' = (2,5) et ®(2,5) =
3 +5.625 = 8.625.

Etape 3 :

Test d’quivalence :

min ®(x) = —x; +x,+6

st  Xx,x €D
—x1—3x, +6=-11.375
3x;1+ 1xp, + 0 =16.625

(ThH (6.18)

La résolution du probléme donne la solution x*' = x! = (2, 5) avec § = 5.625

D(x*) = 8.625 < D,

Xopt := X, @, 1= dx*!, et soit EL = {(2,5))

On réduit donc le domaine d’admmisibilité en rajoutant les coupes de Sylva et Crema et
on passe a I’étape suivante :
[:=1+1 =2 onrésout le probleme P

Iteration 2 :
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— Etapel:

min 5(x) =—x1+x+0
st x,x€H
(P2) —x1 =31+ 0 < (-11.375 + Iyl = 7.25(1 — y!) (6.19)
3x; +x+ 6 <(16.625 + l)yé + 36.985(1 — yé)
yi+yl =1, ylyle{0,1}

la solution optimale obtenue est x> = (6,4), avec y! = (1,0),

Pour tester la faisabilité des problemes de la seconde étape (6.15) et (6.16), nous résolvons
les sous problémes (6.6) (correspondant aux scénarios &! et £2) auxquels on a intoduit la
solution x> = (6,4) :

w24 3)(5)-(4)
wernere=(3 (1 ) 2)-( 5

max —110'1 + 130‘1
tq —20;+307 <0,
—10% + 20? <0, le maximim est atteint en
20'{ - 50’% <0, 0'1T = (0'%, 0'%) =(0,0)
10'] 60'] <0,
10'1 + la'1 <1,

max 0o, — 330’2
t.q —20‘2 + 30'2 <0,
—lo-2 + 20'2 <0, le maximim est atteint en
20'% 5(72 <0, 0'5 = (Ué,ag) =(0,0)
10'2 60'2 0,
10'2 + 10'2 <1,
o1 = o, = 0, ceci veut dire que la nouvelle solution x! = (6, 3) obtenue est la solution
réalisable du probleme de la deuxieme étape.
Pour tester I’optimalité de x! = (6, 4) pour le probléme de la deuxiéme étape, nous résol-
vons les sous problemes (6.8) (correspondant aux scénarios &' et £ auxqgels on a intoduit
la solution x! = (6, 4).

max —117r1 + 137rl

t.q —2711 + 37r1 <1, .. .
le maximim est atteint en :
—17r1 + 27r1 <0,

T _ I 22y —(_1 _1
271_1 57T1 6 7(1 _(7T197T1)_( 15 )

Il — 672 <2,

max Om, — 3371%

t.q —27r2 + 37r2 <5,
—17r2 + 27T2 <3,
27r2 57r2 <2,
17'(2 67T2 <1,

le maximim est atteint en :
nl = (), 73) = (0,-0.17)
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: Q02,8 = 2T IhE) - TER) = (1, -9( i ) 45

D

> 0

> 02, &) = () - TE)x*] = (0, —0.17)( 33 ) =52

;r et,

: 0(?) = 102, &) + 102, €") = 5.1.

6 = Q(x), alors x*> = (6,4) est une solution réalisable et optimale entiere du probléme

(P3).

soit Z2(x?) = (—18,22) + 5.1 = (=12.9,27.3), (6,4) = -2 + 6 = 3.1
(~D(6, 4) < Eop,. Nous calculons le vecteur de préférence A2 associé a 2%
A2 =(0.782,0.218).

— Etape 2 : On résout le programme Tchebycheff généralisé (P,(4%)), définit comme suit :

min « + 0.001(=3.7765 — 2x; + 2x,)
st a>0.782(-16.765 + x; + 3x»)
a > 0.218(13 —3x; — x)
xeD

(Py(2%)) (6.20)

Alors ¥* = (3, 5) est une solution optimale entieres du probléme (Pp(/lz)).

Pour tester la faisabilité des problemes de la seconde étape (6.15) et (6.16), nous résolvons
les sous problémes (6.6) (correspondant aux scénarios &' et £2) auxquels on a intoduit la
solution ¥*> = (3,5) :

o= (2)- (4 F)(2)-(2)
wernese (31 0))-(

max —100'l + 60‘1
tq —20]+307 <0,
—10'{ + 20'% <0, le maximim est atteint en
201 - 502 <0, ol = (o},0%) =(0,0)
lo} — 607 <0,
10'} + 10'% <1,

max 307 — 280’%
t.q —20'2 + 30'2 <0,
—102 + 202 <0, le maximim est atteint en
20'2 50'2 <0, 0'2T = (0'5,0'%) =(0,0)
10'2 60'2 <0,
10'2 + 10'2 1,
o1 = o, = 0, ceci veut dire que la nouvelle solution ¥* = (3, 5) obtenue est la solution
réalisable du probleme de la deuxieme étape.
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Pour tester I’optimalité de x> = (3, 5) pour le probléme de la deuxiéme étape, nous résol-
vons les sous problemes (6.8) (correspondant aux scénarios &' et £ auxqgels on a intoduit
la solution ¥*> = (3, 5).

max —107] + 677
tq —2m +3n <1,
—1n) + 277 <0,
onl - 57 < 6,
17l - 6n° < 2,

maximum is at :
1 2 1
nl = (7)) =(=1,-3

A194E404E | AVINOJE |

max 37, — 287;
tq —2m +3m <5,
—1n) + 272 < 3,
2ny — 513 < 2,
In) —6m5 < 1,

0.6 = Al [hE) - TE)P] = (-1, —%)( 0 ) =7

maximum is at :
nl = (), 73) = (0,-0.17)

O(F,&") = m[hE) - TE)#] = (0, —0.17)( _328 ) = 4.76

et

O(#) = 10, &) + 102, &) = 5.88.
6 = Q(x), alors X¥* = (3, 5) est une solution optimale entiere du probléme (Pp(/lz)).

La solution Z2(3?) = (~18,14) + 5.88 = (~13.88, 19.88) est un point non dominé avec
une distance pondérée de tchebycheff minimal, nous obtenons ¥*> = (3,5) et ®(3,5) =
2 +5.88 =7.88.

— Etape3:
Test d’équivalence :

min ®(x) = —x; +x,+6

st X1,x €D
—x; —3x,+6=-13.88
3x; + 1x, + 0 =19.88

(T?) (6.21)

La résolution du prbléme donne la solution x*> = x> = (3,5) avec 6 = 5.88

D(x*2) = 7.88 < D,

Xopt 1= X2, @, 1= dx2, et soit E2 = {(2,5),(3,5)}

On réduit donc le domaine d’admmisibilité en rajoutant les coupes de Sylva et Crema et
on passe a I’étape suivante :

[ :=1+2 =3 onrésout le probleme (P5)
Iteration 3 :
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— Etapel:

min 6(x) =-Xx1+x+6
st x,x €H
(P3) —x1 = 3% + 0 < (—13.88 + 1)yl —=7.25(1 — y!) (6.22)
3x; +x,+6 < (19.88 + l)yé +36.985(1 — yé)
yi+yli =1, ylyle{0,1)

la solution optimale obtenue x* = (6, 5), avec y! = (1,0).

Pour tester la faisabilité des problemes de la seconde étape (6.15) et (6.16), nous résolvons
les sous problémes (6.6) (correspondant aux scénarios &' et £2) auxquels on a intoduit la
solution x* = (6,5) :

wernee=(2)( ) 2)-(2)
6 1 0 6 0
wernese=(5)-( 2)[2)-[ &)

max —1lo| + 1307
tq —20]+307 <0,
—10'{ + 20'% <0, le maximim est atteint en

201 - 502 <0, ol = (o],0%) =(0,0)
lo} — 607 <0,
lol + 102 < 1,

max 0o — 3305
tq —20,+303 <0,
—10‘5 + 20% <0, le maximim est atteint en
20'% - 50'% <0, 0'2T = (0'%,0'%) =(0,0)
lo) — 603 <0,
loy + 103 < 1,
o1 = o, = 0, ceci veut dire que la nouvelle solution x* = (6, 5) obtenue est la solution
réalisable du probleme de la deuxieme étape.
Pour tester I’optimalité de x* = (6, 5) pour le probleme de la deuxiéme étape, nous résol-
vons les sous problemes (6.8) (correspondant aux scénarios &' et £2 auxgels on a intoduit
la solution x°* = (6, 5).

max —13m) + 12m;
tq —2m +3m <1,
~1xl + 27 <0,

2n) - 512 < 6,

I} — 677 <2,

le maximim est atteint en :
1
nl = (m), 1) = (=1,-3)
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max Om) — 387;
tq —2m+3m <5,
—1n) + 2% < 3,
2ry = 513 < 2,
Iy —6m5 < 1,

Q(X3’§2) - ﬂ{[h(fl) — T(fl)x?:] — (_1, _%)( —1123 ) _7

le maximim est atteint en :
nl = (n}, 73) = (0,-0.17)

0, ") =l [hE) - TE)x’] = (0, —0.17)( _28 ) = 6.46

et

0(x) = 100E.£) + 1004, = 6.73,

6 = Q(x), alors x> = (6,5) est une solution réalisable et optimale entiere du probleme
(Py) .

soit Z3(x%) = (-21,23) + 6.73 = (-=14.27,29.73), ®(6,5) = -2 + 6 = 4.73
5(6, 5) < 50,),. Nous calculons le vecteur de préférence A° associé a AR
A3 =(0.87,0.13).

Etape 2 : On résout le programme Tchebycheff généralisé (Pp(/l3)), définit comme suit :

min  a + 0.001(=3.7765 — 2x; + 2x»)
st a>0.87(-16.765 + x; + 3x,)
a > 0.13(13 = 3x; — x»)
xeD

(P,(2%)) (6.23)

Alors X° = (4, 6) est une solution optimale entiere du probléme (Pp(/l3)).

Pour tester la faisabilité des problemes de la seconde étape (6.15) et (6.16), nous résolvons
les sous problémes (6.6)(correspondant aux scénarios &' et £2) auxquels on a intoduit la
solution X* = (4,6) :

- 3 1 2
h(fl) - 71(51))63 :( 5 )_( -2 1 )

- 6 1 0
h(§2>—T<§2)x3:(1)—(3 4)(

max —130 + 707
tq —200 +302 <0,
—lo} + 207 <0,
20! — 507 <0,
lo} - 6072 <0,
lol+ 107 < 1,

le maximim est atteint en
ol = (o],0%) =(0,0)
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max 205 — 3507
tq —20,+303 <0,
—10'% + 20'% <0, le maximim est atteint en
200 - 502 <0, ol = (0),0%) =(0,0)
loy — 607 <0,
10'; + 10'% <,
o1 = 0, = 0, ceci veut dire que la nouvelle solution x! = (6, 3) obtenue est la solution
réalisable du probleme de la deuxieme étape.
Pour tester 1’optimalité de x> = (4, 6) pour le probleme de la deuxie¢me étape, nous résol-
vons les sous problemes (6.8) (correspondant aux scénarios &! et ¢2 auxgels on a intoduit
la solution ¥° = (4, 6).

max —137) + 7ny
tq —2n +3n <1,
—1n} + 273 <0,
2nl - 5712 <6,
In} — 677 <2,

le maximim est atteint en :
1
A= (lm) = (-1.-1)

max 2m, — 3573
tq —2m +3m <5,
—1my + 215 < 3,
onl - 572 <2,
1rl - 6n2 < 1,

&#fh=ﬂ%@5—n€ﬁﬂ=vm—b(7?)=95

le maximim est atteint en :
ng = (ﬂ;,ng) =(0,-0.17)

&?f5=£M@5—ﬂfﬁﬂ=wr0W%_é)=5%

et

0(F) =103, €Y + 1o, ¢") = 7.725.
6 = Q(x), alors X* = (4, 6) est une solution optimale entiere du probleme (Pp(/l3)).

La solution Z3(%%) = (=22, 18) + 5.88 = (—14.275,25.725) est un point non dominé avec
une distance pondérée de tchebycheff minimal, nous obtenons ¥* = (4,6) et ®(4,6) =
2+ 7.725 = 9.725.

Etape 3 : Test d’équivalence :

min O(x) =—x;+x,+6

st X1, x €D
—X1 — 3X2 +6 =-14.275
3x1+1x+0 = 25.725

(T%) (6.24)

La résolution du prbléme (7°) donne la solution optimale x** = x* = (4, 6) avec § = 7.725

D(x?) = 9.725 > @, = 7.88.
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" Xopt = x? =(3,5), 5017, = 7.88 est la solution optimale du probléme (Pg).
0
D
S Les itérations restantes (pour / > 2) sont résumées dans le Tableau (6.1) et représentées dans
7 lafigure-(6.3)
> X2
.
sl
’7__
61 O : Solution efficace
e: Solution réalisable entere
sl pour la premiere étape
O» Parcours les
itérations de I’algorithme
4__
3__
2__
1__
2 3 & 5§ & 7 s
FiGure 6.3 — I’ensemble d’itérations
Py, la faisabilité et P,(1) I, T(x")
I’optimalité de x!
l Xl o,0 )_Cl’ 0 x*l’ 0 (xopt)
— ~1 — —
Z! x’T, Vi Z Z D,
1 x'=(5,1) non réalisable / / / /
(6,3) o =(0,0), 6 =3.465 (2,5),06=5.625 | 0| (2,5,0=5.625 | (2,5
Z' = (-15,21) | (6,3),(—11.535,24.461) | (—12.625,16.625) (—12.625,16.625) | 8.625
2 x> =(6,4) o=1(0,0),6=5.2 3,5),0=5.88 0 (3,5),60 =5.88 @3,5)
7% = (-18,22) (6,4),(-12.8,27.2) (—13.88,21.88) (—13.88,21.88) 7.88
3 x’ =(6,5) o =1(0,0),0=5.88 4,6),0=7725 | 0 | (4,6),0="17.725 | (3,5)
73 = (=21,23) | (6,5),(—14.365,29.645) | (=14.365,25.725) (—14.365,25.725) | 7.88

TaBLE 6.1 — Les itérations avec leur résultat obtenu

Cependant, notre algorithme optimise la fonction linéaire ® sans avoir déterminer toutes ces

solutions mais seulement E; = {(2,5),(3,5), (4, 6)}.
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28

26
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16
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12

t t 1 t t 1 t t t t 10
-17--16 -15 -14 -13 -12 -1l -10 -9 -8 -7 -6

! FiGure 6.4 — Espace de décision.

6.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une nouvelle méthode pour le probleme d’optimi-
sation sur I’ensemble efficace entier d’un programme multi-objectifs stochastique basé sur le
programme de Tchebycheff pondéré augmenté. Les données stochastiques sont traitées par ap-
proche de recours pour obtenir un programme déterministe équivalent. Nous atteignons cet
objectif en combinant deux idées : I’une consiste a résoudre le programme de Tchebycheff pon-
déré augmenté dans I’espace des criteres de résultat pour caractériser le vecteur de criteres non
dominés ; puis en ajoutant des coupes successives de Gomory, si nécessaire, nous obtenons une
solution faisable entiere et les coupes de faisabilité éliminent certaines parties de I’ensemble de
décision de la premiere étape. Et la deuxieme idée est de réduire progressivement le domaine
admissible en ajoutant plus de contraintes éliminant tous les points dominés par la solution
courante.
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Conclusion générale et perspectives

Dans la classe des problemes déterministes, toute information est completement définie. Par
contre dans notre travail, I’information comporte des éléments indéterminés c’est-a-dire cer-
tains parametres sont aléatoires mais définis par des caractéristiques probabilistes connues. Ce
qui nous a conduits a I’étude du probleme d’optimisation stochastique a objectifs multiples.

Nous avons considéré premierement I’étude sur un probleéme de programmation fractionnaire
linéaire stochastique a valeur intervalle. Dans ce probleme, les coefficients et les scalaires de la
fonction objectif sont des intervalles fractionnaires, et les quantités du c6té droit des contraintes
sont des variables aléatoires avec une distribution spécifique.

Comme dans beaucoup de cas pratiques, le décideur se trouve face a un grand nombre de
solutions efficaces dont la sélection de ses préférences s’avere difficile, nous avons abordés le
probleme de I’optimisation d’un critere sur le front de Pareto d’un probléme multi-objectifs
stochastique qui s’inscrit dans 1’optique de I’optimisation globale, elle concerne la recherche de
la meilleure solution parmi les solutions efficaces d’un probleme d’optimisation multi-objectifs
stochastique en variable discrete MOSILP. Nous avons pu minimiser une fonction a coefficient
aléatoire sur I’ensemble efficient d’un probleme MOSILP, Ceci a été possible grace a la norme
de Tchebycheff renforcé par une coupe de faisabilité, une coupe d’optimalité, et des tests per-
mettant ainsi de réduire le domaine d’admissibilité. Pour illustrer la pertinence de cette méthode,
nous avons traité un exemple numérique.

Notre these est principalement focalisée sur les problemes stochastiques multi-objectifs en
nombres entiers et le travail s’articule autour de deux volets :

— Le premier volet consiste a résoudre un probléme stochastique multi-objectifs fraction-
naire a valeur intervalle en variables discretes. Dans ce probleme, les coefficients et les
scalaires des fonctions objectifs numérateurs et dénominateurs sont des intervalles, et les
quantités du coté droit des contraintes sont des variables aléatoires avec une distribution
log-normale. Ce travail a fait I’objet d’une premiere publication dans la revue Asian-
European Journal of Mathematics [8]

— Le deuxieme volet consiste a optimiser un critere stochastique sur 1’ensemble des so-
lutions efficaces d’un programme stochastique multi-objectifs en nombres entiers avec
introduction des tests de faisabilité et d’optimalité ainsi que le principe de la norme de
Tchebycheff. Cette méthode a fait I’objet d’une deuxieme publication dans la revue Jour-
nal Computational Technologies [4].
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" Toutefois, nous entrevoyons quelques perspectives intéressantes pour faire avancer les débats
5 dans ce domaine. Il serait intéressant :
E — 1) Lapplication des méthodes proposées sur des problemes réels peut €tre un axe de
>/ recherche pratique intéressant.
; — 2) Le probleme d’optimisation d’un critere fractionnaire stochastique sur I’ensemble ef-
% ficace d’un probléme multi-objectifs a valeurs intervalles est ouvert.
:,
D
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Résumé

Es problemes d’optimisation a objectifs multiples sont tres variés et correspondent a des
L situations de décision difficiles. Lors de la résolution de ces problemes, la notion d’opti-
malité disparait face a la notion d’efficacité. Dans ce travail, nous considérons les problemes
stochastiques multi-objectifs. Les différents travaux présentés dans cette thése concernent les
problemes d’optimisation stochastiques en nombres entiers. Notre premier objectif vise a la ré-
solution des problemes stochastiques multi-objectifs linéaires fractionnaires, ou les coefficients
des fonctions objectifs numérateur et dénominateur sont des intervalles, et le second membre
des contraintes sont des variables aléatoires de distribution log-Normal. Le deuxieme objec-
tif est la mise au point d’un algorithme permettant aux décideurs, lorsque les préférences sont
quantifiables et données explicitement sous forme d’une fonction linéaire a coefficients aléa-
toires, de trouver une solution efficace qui optimise la préférence du décideur, sur le front de
Pareto discret d’un probleme stochastique multi-objectifs linéaire.

Mots clés : Optimisation stochastique multi-objectifs en nombres entiers, norme augmentée de
Tchebycheff, multi-objectifs fractionnaires a valeurs intervalles, les contrante probabiliste, dis-
tribution log-normal.

Abstract

ulti-objective optimization problems are very varied and correspond to difficult decision
M situations. When solving these problems, the notion of optimality disappears in favor
of the notion of efficiency. In this work, we consider stochastic multi-objective problems. The
different works presented in this thesis concern stochastic optimization problems in integers.
Our first objective is to solve fractional linear stochastic multi-objective problems, where the
coeflicients of the numerator and denominator objective functions are intervals, and the second
member of the constraints are random variables of log-Normal distribution. The second objec-
tive is to develop an algorithm that allows decision makers, when preferences are quantifiable
and given explicitly as a linear function with random coefficients, to find an efficient solution
that optimizes the decision maker’s preference, on the discrete Pareto front of a linear multi-
objective stochastic problem..
keywords : multiple objective stochastic Integer, Tchebycheff metrics, Multi-Objective sto-
chastic Interval-Valued Linear Fractional, the probabilistic constraints, log-normal distribution.




