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Résumé

Le sujet de cette thèse concerne l’inférence statistique dans les modèles conditionnels via l’étude
de l’estimation non paramétrique à noyau du mode conditionnel, sous la notion généralisée de dépen-
dance faible établie par Doukhan and Louhichi (1999). Nous étendons le travail effectué par Hwang
and Shin (2016) au cas conditionnel et multivarié.
Dans un premier temps, nous rappelons quelques résultats établis sur le comportement asymptotique
de certains estimateurs à noyau de densité, mode, de densité conditionnelle et mode conditionnel,
dans les cas de données indépendantes et mélangeantes.
Dans un second temps, nous donnons nos résultats en considérant des variables faiblement dépen-
dantes. Nous établissons la convergence et la normalité asymptotique des estimateurs à noyau de
la fonction mode conditionnelle et de la densité conditionnelle. Nous obtenons des intervalles de
confiance asymptotiques. Une étude de simulation est réalisée sur des modèles faiblement dépen-
dants pour valider nos résultats théoriques. Des prévisions sur des données réelles sont également
menées pour montrer l’intérêt de notre étude.
Mots et phrases clés : Faible dépendance, Convergence forte, Estimation non paramétrique, Mode
conditionnel, Normalité asymptotique.
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Abstract

The topic of this thesis concerns statistical inference in conditional models via the study of non para-
metric kernel estimation of the conditional mode, under the generalized notion of weak dependence
established by Doukhan and Louhichi (1999). We extend the work done by Hwang and Shin (2016)
to the conditional and multivariate case.
In the first step, we recall some established results on the asymptotic behavior of some kernel density,
mode, conditional density and conditional mode estimators, in the case of independent and mixing
data.
In a second step, we give our results considering weakly dependent variables. We establish the conver-
gence and the asymptotic normality of the kernel estimators of the conditional mode function and of
the conditional density. We obtain asymptotic confidence intervals. A simulation study is performed
on weakly dependent models to validate our theoretical results. Some forecasting on real data is also
conducted to show the interest of our study.
Key words and phrases : Weak dependence, Asymptotic normality, Conditional mode, Non-
parametric estimation, Strong convergence.
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Abreviations et Notations

◦ i.i.d : indépendantes et identiquement distribuées.
◦ v.a : variable aléatoire.
◦ p.s : presque sûrement.
◦ Lp : la convergence en moyenne d’ordre p.
◦ D−−−→ : converge en distribution.
◦ N (0, 1) : la loi normale centrée réduite.
◦ := : égalité par définition.
◦ =: : égalité par notation.
◦ 1A : fonction indicatrice de l’ensemble A.
◦ ‖.‖∞ : désigne la norme infinie.
◦ resp : respectivement.
◦ Qp : quantile conditionnel d’ordre p.
◦ B(p) : la loi de Bernoulli de paramètre p.
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Chapitre 1
Introduction générale

1.1 Généralités

La statistique inférentielle consiste à déduire d’un échantillon prélevés dans une population, les
caractéristiques de cette population. L’une des principales branches de la statistique inférentielle est
la théorie de l’estimation. Dans la littérature, on pourra distinguer deux types principaux d’esti-
mation : l’estimation paramétrique et l’estimation non paramétrique. Le problème de l’estimation
non paramétrique consiste à estimer à partir des observations une fonction inconnue, appartenant
à une certaine classe fonctionnelle. Rappelons que l’approche non paramétrique contrairement à
l’estimation paramétrique est définie indépendamment de la distribution ou la loi de l’échantillon
d’observations. Plus particulièrement, on parle de méthode d’estimation non paramétrique lorsque
celle-ci ne se ramène pas à l’estimation d’un nombre fini de paramètres réels associés à la loi de
l’échantillon ce qui correspond d’ailleurs souvent à la réalité.

En statistique, étudier les liens entre deux variables aléatoires dépendantes est un problème de
régression. Ce problème, peut-être modélisé comme suit : nous avons deux variables aléatoires dé-
pendantes X (variable explicative ou co-variable) et Y (variable d’intérêt ou réponse), la prévision
de Y sachant X se fait à travers X par une fonction r, dite fonction de régression. Plus précisément,
on veut trouver une bonne approximation de Y selon un critère donné par la fonction r(X). Alors le
problème devient la minimisation de la fonction de risque suivante :

err(r) = E (l(Y − r(X))) ,

où l est une fonction de coût. Si cette fonction de coût est convexe et admet un minimum unique,
alors le meilleur prédicteur r∗(.) conditionnel de Y sachant X de r(.) est

r∗(x) = arg min
q∈R

E (l(Y − q)|X = x) , x ∈ Rd. (1.1)

Par conséquent, on constate qu’en statistique non-paramétrique, les outils naturels de prévision sont
les modèles relatifs à la distribution conditionnelle de ces variables aléatoires. Parmi ces modèles,
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Chapitre 1 Introduction générale

le plus utilisé est le modèle de régression classique. Cependant, il est bien connu que cette dernière
approche n’est pas efficace dans certaines situations. C’est le cas, par exemple, de la fonction de
densité de probabilité (pdf) conditionnelle suivante de Y étant donné X = x.

f (y|x) = 1
2
√

2π

(
exp

{
−1

2 (y − x)2
}

+ exp
{
−1

2 (y + x)2
})

,

pour laquelle la fonction de régression classique disparaît partout (voir Ould-Saïd (1997), Remarque 7,
p. 234) et donc, il n’est pas raisonnable d’utiliser E (Y |X = x) pour la prédiction. D’autres situations
où le mode conditionnel fournit une alternative de prédiction de Y pertinente sont celles où la
distribution visée est asymétrique ou multimodale (voir Collomb et al. (1986), pp. 228-229). Notez
également que la méthode de noyau pour l’estimation de f(y|x) peut être exprimée de manière
équivalente dans un cadre de régression. Afin de s’en convaincre, il suffit d’observer que si F (y|x)
est la fonction de distribution cumulative conditionnelle de Y compte tenu de X = x, alors, lorsque
h→ 0, on obtient les résultats suivants

E
(
1|Y−y|≤h|X = x

)
= F (y + h|x)− F (y − h|x) ≈ 2hf(y|x).

Par définition, le mode conditionnel est la valeur qui maximise la densité conditionnelle. On note par
Θ(.) ce mode :

Θ(x) = arg max
y∈R

f(y|x).

En considérant la fonction de coût non convexe définie par :

l(z) =
{

0 si z = 0,
1 sinon

nous pouvons montrer que la solution de (1.1) est la fonction mode conditionnel.
En effet,

E (l(Y − q)|X = x) =
∫ +∞

−∞
1{y 6=q}f(y|x)dy

=
∫

]−∞,q[
f(y|x)dy +

∫
]q,+∞[

f(y|x)dy

=
∑
n≥1

(∫ q− 1
n

−∞
f(y|x)dy +

∫ +∞

q+ 1
n

f(y|x)dy
)
.

En différentiant par rapport à q au point Θ(x), et égalant à 0 on obtient

∂E {l(Y − q)|X = x}
∂q

|Θ(x)=
∑
n≥1

{
f

(
Θ(x)− 1

n
| x
)
− f

(
Θ(x) + 1

n
| x
)}

= 0.

Un développement de Taylor de f à l’ordre 1 au voisinage de Θ(x) donne∑
n≥1

− 2
n
f (1) (Θ(x)) = 0, (1.2)
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Chapitre 1 Introduction générale

ce qui implique que
f (1) (Θ(x)) = 0.

et cela implique que f possède un extremum en Θ(x). Il ne reste qu’à montrer que f (2) (Θ(x)) < 0
qui se fait en procédant de la même manière que pour (1.2), en utilisant le fait que :

∂2E {l(Y − q)|X = x}
∂q2 |Θ(x)> 0.

L’estimation du mode conditionnel fut traitée pour la première fois par Collomb et al. (1986). Ces au-
teurs ont montré la convergence uniforme de l’estimateur à noyau de ce modèle conditionnel lorsque
les observations sont φ-mélangeantes. Samanta and Thavaneswaran (1990), ont obtenu la même pro-
priété asymptotique pour un estimateur à noyau du mode conditionnel en considérant le cas i.i.d
alors que les conditions de convergence dans le cas de données α-mélangeantes ont été établies par
Ould-Saïd (1993) et dans le cas de données ergodiques par Martins Rosa (1993) et Ould-Saïd (1997).
Quintela-Del-Rio and Vieu (1997) ont considéré le mode conditionnel comme le point qui annule la
dérivée du premier ordre de la densité conditionnelle et ils ont construit un estimateur pour ce même
modèle en utilisant l’estimateur à noyau de la dérivée de la densité conditionnelle. Nous référons à
Berlinet et al. (1998), Louani and Ould-Saïd (1999) pour la convergence en loi de l’estimateur à noyau
du mode conditionnel dans le cas α-mélangeant. Mehra et al. (2000) ont établi la loi du logarithme
itéré, la convergence uniforme presque sûre sur un ensemble compact, et la normalité asymptotique
de l’estimateur du plus proche voisin lissé du mode conditionnel, Ioannides and Matzner-Løber (2002)
ont construit un estimateur pour le mode conditionnel, lorsque les observations sont affectées d’er-
reurs. Dans cet article, les auteurs se sont intéressés à la convergence presque sûre de l’estimateur
proposé. Alors que sa normalité asymptotique a été démontrée par les mêmes auteurs dans Ioannides
and Matzner-Løber (2004). Comme application, Rossi (2004) a utilisé le mode conditionnel dans le
domaine de la haute technologie pour décrire un processus de dépollution biologique. Nous citons
également les travaux de Einbeck and Tutz (2006) pour plus d’informations sur l’estimateur du mode
conditionnel en tant qu’outil de prévision.
Dans le contexte des données fonctionnelles, Ferraty et al. (2005) ont prouvé, sous certaines condi-
tions de régularité de la densité conditionnelle, la convergence presque complète de l’estimateur à
noyau qu’ils ont introduit pour la densité conditionnelle, ainsi que celle du mode conditionnel, et ont
établi la vitesse de convergence. Depuis la parution de cet article, une importante littérature s’est
développée sur l’estimation de la densité conditionnelle et de ses dérivés, en particulier pour l’utiliser
afin d’estimer le mode conditionnel dans le cadre de données fonctionnelles. Nous citons aussi les
travaux de Ezzahrioui and Ould-Saïd (2008), Ezzahrioui (2010), Dabo-Niang and Laksaci (2007),
Dabo-Niang et al. (2012).
D’autres chercheurs se sont intéressés à l’estimation du mode conditionnel pour des données censu-
rées ou tronquées (voir, par exemple, Ould-Saïd and Cai (2005), Ould-Saïd and Tatachak (2007),
(Khardani et al., 2010, 2011, 2012), Ould-Saïd and Tatachak (2011).
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Il est remarquable que l’hypothèse d’indépendance est souvent trop forte pour être réaliste dans de
nombreux problèmes pratiques, c’est le cas lorsque les données sont collectées chronologiquement de
manière consécutive. Il est alors naturel de supposer que l’observation courante dépend dans une cer-
taine mesure des précédentes. Ceci nous a motivé à étudier le problème de l’estimation de la fonction
de mode conditionnelle pour les v.a psi-faiblement dépendantes (ψ-faiblement), ce problème n’a pas
été traité, à notre connaissance, dans la littérature statistique. Le type de ψ-faiblement dépendant
comprend le mélange, l’association, les suites gaussiennes et les décalages de Bernoulli et cette notion
a été introduite par Doukhan and Louhichi (1999). Comme exemples d’applications statistiques sous
ψ-faible dépendance nous citons, les travaux de Doukhan and Louhichi (2001) sur l’estimation de
la densité du noyau, l’inégalité de type Bernstein de Doukhan and Neumann (2007), le théorème
central limite de Lindeberg dépendant de Bardet et al. (2008), entre autres. En outre, (Hwang and
Shin, 2014, 2016) ont établi des inégalités exponentielles et étudié l’estimation de mode simple (sans
covariables) pour des suites de v.a ψ-faiblement dépendantes , respectivement.

1.2 Contribution de la thèse

La contribution principale de cette thèse est d’étudier les propriétés asymptotiques du mode
conditionnel dans le cadre de la statistique non paramétrique sous l’hypothèse de la dépendance
faible au sens de Doukhan and Louhichi (1999). Pour une compréhension approfondie de ce type
de dépendance et de tous les outils probabilistes qui sont liés à cette nouvelle notion introduite par
Doukhan and Louhichi (1999), nous renvoyons à la dernière section de ce chapitre.
Dans notre étude, le mode est estimé par le point qui maximise l’estimateur à noyau de la densité
conditionnelle. D’abord, nous établissons avec précision la vitesse de convergence presque sûre sur
un compact de Rd de la densité conditionnelle sous certaines conditions de régularité du noyau, de
la fonction de densité conjointe et la densité marginale ainsi que des hypothèses adéquates sur les
paramètres de lissage. Les preuves reposent principalement sur des calculs de covariance pour lesquels
nous utiliserons principalement l’inégalité exponentielle proposée par Hwang and Shin (2014). Par la
suite, nous déduisons la convergence du mode conditionnel.
Nous établissons aussi la normalité asymptotique de l’estimateur du mode conditionnel. Ce résultat
est obtenu en utilisant le théorème de Bardet et al. (2008) qui généralise le théorème de Lindberg en
proposant une version qui s’adapte à la fois avec les suites indépendantes et dépendantes. Notez que
cette procédure ne nécessite pas autant de calculs que celle de Bernstein pour les grands blocs et les
petits blocs. La normalité asymptotique de cet estimateur nous permet également de construire des
intervalles de confiance. Des simulations sous Matlab montrent la validité de nos résultats théoriques.
En termes d’application, cette contribution a une grande importance en pratique. En effet, il s’agit
d’adopter dans le cas des variables faiblement dépendantes un outil de prévision alternatives à la
régression classique. Notons que cette méthode de prévision est beaucoup plus robustes que celle de la
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régression classique qui est très sensible aux erreurs d’observations telle que la présence d’observations
aberrantes, l’hétéroscédasticité des données et l’asymétrie.
De plus, cet estimateur offre la possibilité de déterminer des régions prédictives (voir par exemple
De Gooijer and Gannoun (2000)) qui sont beaucoup plus intéressantes que la prévision ponctuelle
en pratique. Ce modèle est par ailleurs utilisé en finance ou en assurance pour modéliser les risques
de valeurs extrêmes.

1.3 Le plan de la thèse

Cette thèse est présentée en quatre chapitres. Dans le reste de ce premier chapitre introductif,
nous donnons la définition de différents types de dépendance faible ainsi que des exemples de pro-
cessus faiblement dépendants. Nous présentons également certains types d’inégalités exponentielles
qui se retrouvent dans la littérature sur les séquences faiblement dépendantes.
Dans le deuxième chapitre, nous rappelons les définitions des estimateurs à noyaux de la fonction
de densité ; mode simple et conditionnel, en présentant les différentes propriétés asymptotiques de
ces estimateurs. Nous présentons également les méthodes qui existent pour la sélection de la fenêtre
optimale qui joue un rôle fondamental pour la qualité de l’estimation à noyau.
Le troisième chapitre constitue la principale contribution de cette thèse. Comme détaillé ci-dessus,
cet apport concerne les propriétés asymptotiques de l’estimateur du mode conditionnel dans le cadre
de la dépendance faible au sens de Doukhan and Louhichi (1999).
Pour illustrer l’utilité de notre étude, un exemple d’application sur des données réelles et une discus-
sion sont présentés au chapitre 4.
Finalement, nous terminons ce document par une conclusion générale qui résume les principaux
résultats obtenus et nous donnons quelques perspectives de recherche.

1.4 Dépendance faible

En statistique, on a deux types de dépendance : la dépendance forte et la dépendance faible. La
différence entre les deux catégories est que : en dépendance faible, les théorèmes limite associés aux
statistiques de Donsker et de Kolmogorv se produisent avec une normalisation en

√
n et la limite est

un processus plutôt irrégulier tandis qu’en dépendance forte, le processus limite est très régulier et
on rencontre diverses normalisations (voir Prieur (2001)). Dans notre étude, nous allons considérer
uniquement le cas de dépendance faible. Commençons par introduire les différents types de cette
dépendance.
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1.4.1 Le mélange

La notion de mélange s’exprime en termes de coefficients de mélange entre des tribus engendrées
par le passé et le futur de la suite (Xn)n∈Z : pour p ∈ Z, Fp−∞ = σ(Xi, i ≤ p) et F+∞

p = σ(Xi, i ≥ p).
Si (Ω,A,P) désigne un espace probabilisé, on mesure la dépendance entre deux tribus U et V grâce
aux coefficients qui suivent :

— α(U ,V) := sup | P(U ∩V )−P(U)P(V ) |, U ∈ U , V ∈ V (α-mélange ou mélange fort, introduit
par Rosenblatt (1956)).

— β(U ,V) := sup 1
2
∑

i∈I
∑

j∈J | P(Ui ∩ Vj)− P(Ui)P(Vj) |, (β-mélange, introduit par Volkonskii
and Rozanov (1959).
Le sup est pris sur toutes les partitions (Ui)i∈I , (Vj)j∈J de Ω avec Ui ∈ U , Vj ∈ V .

— φ(U ,V) := sup | P(V |U)− P(V ), P(U) > 0, U ∈ U , V ∈ V (φ-mélange ou mélange uniforme,
introduit par Ibragimov (1959).

— ρ(U ,V) := sup | Corr(u, v), u ∈ L2(U), v ∈ L2(V) (ρ-mélange, introduit par Kolmogorov and
Rozanov (1960)).

Soit (Xn)n∈Z une suite de variables aléatoires. On dit que cette suite est α-mélangeante si la suite
des coefficients de α-mélange α(n) = sup

p∈Z
(Fp−∞,F+∞

p+n) converge vers 0 lorsque n tend vers +∞. Les

notions de β-mélange, de φ-mélange et de ρ-mélange sont définies de façon similaire.
Parmi toutes ces formes de mélanges, l’α-mélange est la plus faible (voir Doukhan (1994), Rio
(2000)) et donc le moins restrictif. Toute suite de v.a β, φ, ρ mélangeantes sera alors forcement
α-mélangeante. Réciproquement, tout résultat énoncé pour des données α-mélangeantes sera valable
pour des données soumises à une autre forme de mélange. Cela explique donc que l’étude de variables
mélangeantes est généralement consacrée dans la littérature au cas de données α-mélangeantes.
Comme exemples de processus fortement mélangeants, nous citons :

— Les processus linéaire (sous certains conditions voir Gorodestkii (1977)).
— Les processus ARMA : Withers (1981) élargi la classe des processus linéaires fortements mé-

langeants donnée par Gorodestkii (1977).
— Chaine de Markov : voir Athreya and Pantula (1986).

Pour plus de détails sur les conditions de mélange, nous renvoyons le lecteur aux références suivantes :
Doukhan (1994), Bosq (1998), Rio (2000).

1.4.2 L’association

Le concept d’association a été introduit indépendamment par Esary et al. (1967) et Fortuin et al.
(1971)(FKG). Leur but était de trouver des applications dans la fiabilité des systèmes et dans la
statistique mécanique (à travers les inégalités FKG).
Ce concept est une généralisation de la dépendance positive introduite par Lehmann (1966) (plus
précisément la dépendance positive par quadrant, en anglais Positive Quadrant Dependence ou PQD).
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Définition 1.1. (Lehmann (1966))
Deux variables aléatoires X et Y sont dites PQD si pour tous nombres réels x et y

P(X ≥ x, Y ≥ y)− P(X ≥ x)P(Y ≥ y) ≥ 0.

Définition 1.2. (Esary et al. (1967))
Une suite finie de variables aléatoires X1, ..., Xn est dite associée si

Cov(f(X1, ..., Xn), g(X1, ..., Xn)) ≥ 0,

pour toutes fonctions croissantes f , g de Rn → R pour lesquelles la covariance existe. Une suite
infinie de variables aléatoires est associée si toute sous suite finie est associée.

Il y a plusieurs exemples sur les processus associés citons : les variables aléatoires gaussiennes
positivement corrélées (Pitt (1982)), les variables aléatoires binaires, les processus autorégressifs et
les processus linéaires (Doukhan and Louhichi (1999)).
Notons que cette structure de dépendance a plusieurs type appelées associations : positive (ou faible),
négative et quasi-association.

1.4.2.1 Association Positive

Définition 1.3. Burton et al. (1986) Une suite finie de variables aléatoire X1, . . . , Xn est dite posi-
tivement (faiblement) associées si pour tous sous-ensembles disjoints I et J ∈ {1 . . . n}

Cov(f(Xi, i ∈ I), g(Xj, j ∈ J)) ≥ 0,

pour toutes fonctions non décroissantes f : R|I| → R, g : R|J | → R pour lesquelles la covariance
existe.
Une suite infinie de variables aléatoires est positivement associée si toute sous suite finie est positi-
vement associée.

Notons que la définition de l’association positive et l’association sont ressemblantes, mais pas
équivalentes. L’association positive est strictement plus faible que l’association. Ainsi, l’association
implique l’association positive.

1.4.2.2 Association Négative

L’association négative a été introduite par Joag-Dev and Proschan (1983). ils ont donné de nom-
breuses propriétés et proposé plusieurs applications en Statistique.

Définition 1.4. (Joag-Dev and Proschan (1983))
Une suite finie de variables aléatoires X1, ..., Xn est dite négativement associée (NA) si pour tout
sous ensembles disjoints I et J de {1, 2, ..., n}

Cov(f(Xi, i ∈ I), g(Xj, j ∈ J)) ≤ 0,
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pour toutes fonctions croissantes f : R|I| → R, g : R|J | → R pour lesquelles la covariance existe.
Une suite infinie de variables aléatoires est négativement associée si toute sous suite finie est néga-
tivement associée.

Une propriété fondamentale vérifiée par les variables associées et négativement associées est l’équi-
valence entre la non corrélation et l’indépendance. Cette propriété provient de l’inégalité de covariance
suivante :

| Cov(f(Xi, i ∈ I), g(Xj, j ∈ J)) |≤
∑
i∈I

∑
j∈J

∥∥∥∥ ∂f∂xi
∥∥∥∥
∞

∥∥∥∥ ∂g∂xj
∥∥∥∥
∞
|Cov(Xi, Xj)|,

pour I et J ∈ {1 . . . n} et f , g deux fonctions réelles à dérivées bornées.
Cette inégalité de covariance a été établie par Birkel (1988), a donné naissance à une autre notion
de dépendance faible appelée la "quasi-association".

1.4.2.3 Quasi-Association (QA)

Ce concept a été introduit par Bulinski and Suquet (2001). Il permet d’étudier une classe de
variables aléatoires indépendantes par la non corrélation. Rappelons que cette classe contient en plus
des variables gaussiennes, des variables associées et négativement associées et c’est un cas particulier
de dépendance faible introduit par Doukhan and Louhichi (1999).

Définition 1.5. (Bulinski and Shabanovich (1998))
Soit X = {Xn, n ∈ N} une famille de v.a réelles telle que E(X2

j ) < ∞ pour tout j ∈ N. La famille
X est dite quasi-associée si, pour tous sous-ensembles finis disjoints I et J de N et toutes fonctions
lipschitziennes f , g définies respectivement de R|I| → R et R|J | → R, on a

| Cov(f(Xi, i ∈ I), g(Xj, j ∈ J)) |≤
∑
i∈I

∑
j∈J

lipi(f)lipj(g) | Cov(Xi, Xj) | . (1.3)

Les constantes de lipschitz Lipi(f) sont telles que pour x = (xi, i ∈ I), y = (yi, i ∈ I) dans R|I|

|f(x)− f(y)| ≤
∑
i∈I

Lipi(f) | xi − yi |

et

Lipi(f) = sup
xi 6=x′i

| f(x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , x|I|)− f(x1, . . . , xi−1, x
′
i, xi+1, . . . , x|I|)|

|xi − x′i |
,

le sup étant pris pour x1, x2, . . . , x|I|, x
′
i ∈ R.

Bulinski and Shabanovich (1998) ont montré que, toute collection de variables aléatoires positi-
vement ou négativement associées admettant un second moment fini satisfait (1.3). Par conséquent,
l’association positive ou l’association négative impliquent la quasi-association.
Pour plus de détails sur le concept d’association nous renvoyons le lecteur aux monographes de
Bulinski and Shashkin (2007), Oliveira (2012).
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1.4.3 Non mélangeant et non associé

En général, les conditions de mélange sont très difficiles à vérifier et on a même des processus
qui ne sont pas mélangeants et non associés. Citons le célèbre exemple d’Andrews (voir Andrews
(1984)) : si (εn)n>1 est une suite de variables aléatoires i.i.d de marginale B(1/2), alors la solution
stationnaire (Xn)n>0 de l’équation

Xn = 1
2(Xn−1 + εn);X0 indépendante de (εn)n>1,

n’est pas fortement mélangeante.
Le décalage de Bernoulli en anglais Bernoulli shift (voir la section suivante pour plus de détails), c’est
encore un exemple de processus, non mélangeant. La différence entre deux processus indépendants
de ce type constitue un exemple de processus non associé et non-mixte.

1.4.4 Dépendance faible au sens de Doukhan and Louhichi (1999)

Doukhan and Louhichi (1999) ont généralisé le mélange et l’association en introduisant une no-
tion de dépendance faible plus simple couvrant plus de processus en s’appuyant sur le contrôle de la
covariance entre le passé et le futur du processus via des fonctions lipschitziennes g ; h i.e
cov (g (”passé”), h (”futur”)). Sous certaines conditions sur g et h, cette covariance est assez
petite lorsque la distance entre le passé et le futur est suffisamment grande.
Pour définir cette notion de dépendance, nous commençons par introduire certaines classes de fonc-
tions.
Soit L∞ =

∞⋃
n=1

L∞(Rn) l’ensemble des fonctions réelles mesurables et bornées, définies sur Rn, n ∈ N.

On rappelle le module de Lipschitz de la fonction g (qui est définie sur Rn) :

Lip(g) = sup
x6=y

|g(x)− g(y)|
‖x− y‖1

, avec ‖(x1, ..., xn)‖1 = |x1|+ ...+ |xn|).

Soit L =
∞⋃
n=1

Ln avec Ln =
{
g ∈ L∞(Rn), Lip(g) <∞, ‖g‖∞ := sup

x
|g(x)| ≤ 1

}
.

Définition 1.6. (Doukhan and Louhichi (1999))
La suite (Xn)n∈Z est dite (ε,L, ψ)-faiblement dépendante (simplement, ψ-faiblement dépendante), s’il
existe une suite ε = (εr)r∈N décroissante vers 0 à l’infini et une fonction ψ d’arguments (g, h, n,m) ∈
L×L×N2 telles que, pour tous n-uplets (i1, ..., in) et m-uplets (j1, ..., jm) avec i1 ≤ ... ≤ in < in+r ≤
j1 ≤ ... ≤ jm, ∣∣∣Cov (g(Xi1 , ..., Xin), h(Xj1 , ..., Xjm))

∣∣∣ ≤ ψ(g, h, n,m)εr.

pour toutes les fonctions g, h qui sont définies respectivement sur Rn et Rm.

22



Chapitre 1 Introduction générale

Remarque 1.1. — Cette dépendance rend explicite l’indépendance asymptotique entre ”le passé”
et le ”futur”. Cela signifie que le ”passé” est progressivement oublié.

— Dans la définition précédente, r désigne l’écart dans le temps entre le ” passé” et le ” futur ”.
— En pratique, la classe L sera remplacée par la plus petite classe L1 qui définit par L1 =
{g ∈ L, ‖g‖∞ := supx |g(x)| ≤ 1} (voir Doukhan and Louhichi (1999)).

— Notez que la suite ε dépend à la fonction ψ. Selon le choix de cette fonction on obtient les
différents coeficients de dépendance.

Citons maintenant quelques exemples sur les différents coefficients de dépendance :
Pour g, h ∈ Ln × Lm :

— Si ψ(g, h, n,m) = n‖h‖∞Lip(g) + m‖g‖∞Lip(h), alors nous disons que la suite Xn est η-
faiblement dépendante.

— Si ψ(g, h, n,m) = n‖h‖∞Lip(g) +m‖g‖∞Lip(h) + nmLip(g)Lip(h), alors nous disons que la
suite Xn est λ-faiblement dépendante.

— Si ψ(g, h, n,m) = m‖g‖∞Lip(h), alors nous disons que la suite Xn est λ-faiblement dépen-
dante. Pour la définition des coefficients ζ et κ, on a besoin de la classe de fonctions Lipschi-
tiziennes non nécessairement bornées, dans ce cas, on suppose que les variables (Xn)n∈Z sont
L1 intégrables.

— Si ψ(g, h, n,m) = min(n,m)Lip(g)Lip(h), alors nous disons que la suite Xn est ζ-faiblement
dépendante.

— Si ψ(g, h, n,m) = nmLip(g)Lip(h), alors nous disons que la suite Xn est κ-faiblement dépen-
dante.

1.4.4.1 Propriétés de base

Les variables ψ-faiblement dépendantes ont une propriété d’hérédité, c’est-à-dire les propriétés
de faible dépendance restent toujours valables à travers des images par des fonctions Lipschitziennes
bornées.

— Supposons que (Xn)n∈Z est un processus stationnaire à valeurs dans Rd qui est (εr,L1, ψ)-
faiblement dépendant. Alors, pour toute fonction continue lipschitzienne G : Rd → R avec
‖ G ‖∞= M ≤ 1 et Lip(G) ≤ 1, le processus Yn = G(Xn) est à valeur réelle, stationnaire, et
‖ Yn ‖∞≤M . De plus, il est aussi (εr,L1, ψ)-faiblement dépendant.

— Dans le cas plus général où Lip(G) > 1, la dépendance faible tient toujours, mais il suffit de
remplacer ψ(g, h, n,m) par ψY (g, h, n,m) = (Lip(g)Lip(G), Lip(h)Lip(G), n,m).

1.4.4.2 Exemples de processus faiblement dépendants

Voir Doukhan and Louhichi (1999), Doukhan and Louhichi (2001).
a-Les variables fortement mélangeantes :
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Si une suite (Xn)n∈Z est fortement mélangeantes elle est (ε,L, ψ)-faiblement dépendante avec L = L∞,
εr = αr et ψ(g, h, n,m) = 4‖g‖∞‖h‖∞.
b-Les variables associées :

— Les processus associés (resp les processus gaussiens) sont (ε,L1, ψ)-faiblement dépendants
avec : ψ(g, h, n,m) = min(n,m)Lip(g)Lip(h) et
εr = sup

k≥r

∑
|i−j|≥k

cov(Xi, Xj) (resp εr = sup
k≥r

∑
|i−j|≥k

| cov(Xi, Xj) |).

— Si (Xn)n∈Z est une suite stationnaire de variables aléatoires réelles associées et centrées, alors
elle est λr-faiblement dépendante avec λr = O(sup

t≥r
| cov(X0, Xt) |).

c-Le décalage de Bernoulli :

Définition 1.7. Soit (ξi)i∈Z une suite stationnaire de variables aléatoires réelles i.i.d et R : RZ → R
une fonction mesurable. La suite (Xi)i∈Z définie par :

Xi = R(ξi, ξi−1, ξi−2, . . .) (1.4)

est appelée décalage de Bernoulli (schéma de Bernoulli avec des innovations indépendantes (ξi)i∈Z).

Proposition 1.1. Soit (δk)k∈N une suite positive décroissante vers zéro. Si la suite des innovations
indépendantes (ξi)i∈Z vérifie :

sup
i∈Z

E | R(ξi−j, j ∈ Z)−R(ξi−j1|j|<k, j ∈ Z) |≤ δk, (1.5)

alors le décalage de Bernoulli est (εr,L1, ψ)-faiblement dépendant avec ψ = 4(n+m) min(Lip(g), Lip(h))
et εr = δ r

2
.

L’un des principaux intérêts de ces séquences est qu’elles fournissent des exemples de processus très
utilisés en statistiques qui sont faiblement dépendantes, mais ne sont pas mélangeantes. Nous nous
donnons ici quelques exemples de tels processus :

1. Processus de Markov stationnaire : Soit (Xi)i∈Z un processus de Markov stationnaire
défini récursivement par

Xi = m(Xi−1, ξi),

où (ξi)i∈Z est une suite stationnaire de variables aléatoires réelles i.i.d. Alors la fonction R

définie dans (1.4) est :

R(x) = m(R(x′), x0) avec x = (x0, x1, x2, . . .) et x
′ = (x1, x2, x3, . . .).

2. Le processus autorégressif d’ordre p (AR(p)) : est défini par l’équation suivante

Xi = c+ ϕ1Xi−1 + ϕ2Xi−2 + . . .+ ϕpXi−p + ξi,

où ϕ1, . . . , ϕp sont les paramètres du modèle, c est une constante et (ξi)i∈Z est une suite de
variables indépendantes.
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3. Le processus bilinéaire stationnaire : est défini par la relation

Xi = ξi

(
a+

∑
j≥1

ajXi−j + b+
∑
j≥1

bjXi−j

)
.

avec (aj)j∈N et (bj)j∈N sont deux suites de nombres réels, a, b ∈ R, et (ξi)i∈Z est une suite de
v.a i.i.d, satisfaisant à (E(| ξi |p))

1
p <∞, p > 0.

d-Processus Autorégressif Conditionnellement Hétéroscédastique (ARCH) et GARCH(p,q)
(Modèle ARCH Généralisé)

Définition 1.8. Soit (ξi)i∈Z une suite de v.a i.i.d et (Xi)i∈Z un processus GARCH(p,q) donné par
les relations suivantes :

Xi = ρiξi avec ρ
2
i = a0 +

p∑
j=1

ajX
2
i−j +

q∑
j=1

bjρ
2
i−j, (1.6)

où (p, q) ∈ N2, a0 > 0, aj ≥ 0 et bj ≥ 0 pour j ≥ 1.

Définition 1.9. Soit (ξi)i∈Z une suite de variables aléatoires i.i.d et (Xi)i∈Z un processus ARCH(1)
défini par :

Xi = ρiξi avec ρ
2
i = b0 +

∞∑
j=1

bjX
2
i−j, (1.7)

où bj ≥ 0.

On suppose qu’il existe m > 2 tel que E(| ξ0 |m) < ∞ et que la condition de stationnarité

|ξ0|2m
∞∑
k=1

| bk |< 1 est vérifiée.

1. S’il existe C > 0 et µ ∈]0, 1[ tels que ∀j ∈ N, 0 ≤ bj ≤ Cµ−j, alors le processus (1.6) est
λr-faiblement dépendant avec λr = O(exp(−c

√
r)), c > 0 (voir Doukhan et al. (2006)).

2. S’il existe C > 0 et ν > 1 tels que ∀k ∈ N, 0 ≤ bk ≤ Ck−ν , alors le processus (1.7) est
λr-faiblement dépendant avec λr = O(r−ν+1).

Nous renvoyons à Dedecker et al. (2007) pour une liste plus exhaustive.

1.4.4.3 Inégalités exponentielles, le théorème central limite de Lindeberg dépendant

Des travaux portant sur les inégalités exponentielles dans un modèle de données faiblement dé-
pendantes existent et sont relativement récents, nous citons les inégalités du type Bennett (Dedecker
and Prieur (2004a)), Fuk-Nagaev (Dedecker and Prieur (2004b)), inégalités du type exponentiel.
Nous citons ici deux inégalités exponentielles parmi les plus employées.

Théorème 1.1. (Doukhan and Neumann (2007))
Soient X1, . . . , Xn des v.a réelles de moyenne nulle définies sur un espace de probabilité (Ω,A,P) et
Ψ : N2 → N définie par l’une des fonctions suivantes :
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(i) Ψ(u, v) = 2v,

(ii) Ψ(u, v) = u+ v,

(iii) Ψ(u, v) = uv,

(iv) Ψ(u, v) = a(u+ v) + (1− a)uv,∀a ∈ (0, 1).

Soient les constantes K,M,L1, L2 <∞, µ, ν ≥ 0 et u, v ≥ 0. On suppose une suite non décroissante
de coefficients réels (Φ(n))n≥0 telle que pour tous u-uplets (s1, . . . , su) et v-uplets (t1, . . . , tv) avec
1 ≤ s1 ≤ . . . ≤ su ≤ t1 ≤ . . . ≤ tv ≤ n, l’inégalité suivante est vérifiée :

|Cov (Xs1 · · ·Xsu , Xt1 · · ·Xtv)| ≤ K2Mu+v−2((u+ v)!)νΨ(u, v)Φ(t1 − su),

avec
∞∑
s=0

(s+ 1)k (Φ(s)) ≤ L1L
k
2(k!)µ; ∀k ≥ 0,

et
E
(
|Xt|k

)
≤Mk(k!)ν ,∀k ≥ 0.

Alors, ∀t ≥ 0,

P

(
n∑
i=1

Xi ≥ t

)
≤ exp

(
− t2/2
An +B

1/(µ+ν+2)
n t(2µ+2ν+3)/(µ+ν+2)

)
,

où An ≥ σ2
n avec σ2

n := V ar

(
n∑
i=1

Xi

)
et Bn = 2(K ∨M)L2

(
24+µ+νnK2L1

An
∨ 1
)
.

Hwang and Shin (2014) ont établi une inégalité exponentielle pour les sommes partielles de
variables aléatoires ψ-dépendantes ayant un coefficient de dépendance d’ordre o(r−2) et une norme
asymptotique finie du processus. Ces conditions sont plus simples que celles du résultat des travaux
de Doukhan and Neumann (2007).

Théorème 1.2. (Hwang and Shin (2014), Théorème 2, p. 247)
Soit (Xi)i∈N une suite stationnaire de v.a faiblement dépendante de moyenne nulle et de coefficient

de dépendance εr. Soit Sn =
n∑
i=1

Xi et σ2
n = V ar(Sn). Si εr = o(r−2) tel que

lim
n→∞

‖Xi‖γ = lim
(
E(|Xi|γ)

) 1
γ
<∞, avec γ ∼

√
n,

alors pour tout t > 0 et pour n suffisamment grand, on a

P (|Sn| ≥ t) ≤ C log n exp
(
− t2

An + tρBn

)
,

où An peut être choisi comme tout nombre supérieur ou égal à σ2
n et Bn = n

3
4 logn
An

pour une constante
C > 0 et pour tout 0 < ρ ≤ 1.
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Le résultat suivant représente le théorème central limite de Lindeberg pour les processus dépen-
dants. Il convient de noter que ce résultat a été appliqué aux processus faiblement dépendants afin
d’établir la normalité asymptotique de l’estimateur à noyau de la densité pour deux cas particuliers
de processus faiblement dépendants.

Théorème 1.3. (Bardet et al. (2008), Théorème 1, p. 157)
Supposons que (Xn,k)k∈N, n ∈ N, soit un schéma triangulaire de vecteurs aléatoires de moyenne nulle
ayant des valeurs dans Rd. On considère qu’il existe une matrice définie positive Σ telle que

n∑
k=1

Cov(Xn,k)→ Σ,

et pour chaque 0 < δ ≤ 1,

An =
n∑
k=1

E‖Xn,k‖2+δ → 0,

où ‖.‖ désigne la norme euclidienne. De plus, on suppose que :

T (n) =
n∑
k=2

∣∣∣Cov( exp
(
i < t, (Xn,1 + ...+Xn,k−1) >

)
, exp(i < t,Xn,k >)

)∣∣∣→ 0,

où < ·, · > représente le produit scalaire. Alors

Sn =
n∑
k=1

Xn,k
D→ Nd (0d,Σ) .
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Chapitre 2
Estimation à noyau de la fonction densité et du
mode

2.1 Introduction

En statistique, l’estimation par noyau (ou encore méthode de Parzen-Rosenblatt ; en anglais, ker-
nel density estimation) est une méthode non paramétrique d’estimation de la densité de probabilité
d’une variable aléatoire. Elle se base sur un échantillon d’une population statistique et permet d’es-
timer la densité en tout point du support.
Dans ce chapitre, nous présentons un aperçu sur les estimateurs à noyau des fonctions de densité ;
des modes et leurs importances. Nous étudions le mode de Parzen et sa généralisation, en donnant
quelques résultats théoriques établis dans le cas de variables aléatoires i.i.d et α-mélangeantes. Nous
examinons également le comportement asymptotique du mode conditionnel.

2.2 Estimateur à noyau de la densité

L’estimateur à noyau de la densité a été inventé par Rosenblatt (1956) basé sur l’idée de "dériver"
la fonction de distribution empirique. Soit un n-échantillon d’une variable aléatoire réelleX de densité
f . Soient X1, X2, ..., Xn des v.a i.i.d de densité f par rapport à la mesure de Lebesgue sur R et de
fonction de répartition (f.d.r) F (x) =

∫ x
−∞ f(t)dt. Un estimateur naturel de la f.d.r F est l’estimateur

empirique défini pour tout x ∈ R par :

Fn(x) = 1
n

n∑
i=1

1{Xi≤x}.

Pour h > 0 assez petit on a :

f(x) = F (x+ h)− F (x− h)
2h ,

28
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en remplaçant F par son estimateur Fn, nous obtenons l’estimateur suivant de f :

f̂(x) =
1
n

∑n
i=1 1{|x−Xi|≤h}

2h ,

= 1
nh

n∑
i=1

1
21{|x−Xi|≤h}.

Ce dernier est appelé un estimateur de Rosenblatt (1956). Nous pouvons aussi l’écrire sous cette
forme :

f̂(x) = 1
nh

n∑
i=1

K0

(
x−Xi

h

)
avec K0(u) = 1

21{|u|≤1}. Cet estimateur est en fait un histogramme à fenêtre mobile. Parzen (1962) a
proposé de remplacer K0 par un noyau plus général :

f̂PR(x) = 1
nhn

n∑
i=1

K

(
x−Xi

hn

)
, (2.1)

c’est l’estimateur à noyau de la densité ou l’estimateur de Parzen-Rosenblatt. La fonction K est dite
noyau et hn est une suite de réels positifs tendant vers 0, appelée fenêtre.
La fonction noyau K : R → R sera supposée mesurable et satisfaisant certaines hypothèses de base
parmi lesquelles les suivantes :

— K est bornée, i.e. sup
u∈R
|K(u)| <∞,

— lim
|u|→1

|u|K(u) = 0

—
∫
R
|K(u)|du <∞,

—
∫
R
K(u)du = 1.

L’estimateur f̂PR, de la fonction densité a été largement étudié dans la littérature. Rosenblatt (1956)
donna dans son article l’erreur quadratique moyenne relative à l’estimation de la densité dans le cas
d’observations univariées i.i.d en considérant un noyau uniforme. Parzen (1962) généralisa ce résultat
en considérant une classe très vaste de noyaux et établit aussi la normalité asymptotique. Par la suite,
le cas multivarié fut traité par Cacoullos (1964). Deheuvels (1974) a étudié les convergences ponctuelle
et uniforme presque sûre.
De nombreux auteurs, parmi lesquels nous citons Roussas (1969), Tran (1990) et Pham and Tran
(1991), ont par la suite traité le cas où les variables sont dépendantes. Nous renvoyons à Bosq (1998)
pour une présentation détaillées des résultats dans ce contexte.

2.2.1 Optimalité de l’estimateur de la densité

La vitesse de convergence d’un estimateur à noyau est étroitement liée au choix de sa fenêtre.
Comme l’indique la figure 2.1 : un paramètre trop petit fait apparaître des détails artificiels sur le
graphique de l’estimateur. Contrairement, lorsque hn est trop grand la majorité des caractéristiques
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sont effacées. La sélection d’une "bonne" ou d’une fenêtre optimale (courbe rouge) est donc soumise
à un compromis entre sur-lissage et sous-lissage, qui peut se traduire par un compromis entre biais
et variance : l’estimateur rouge a une variance trop élevée, l’estimateur vert est trop biaisé.

-3 -2 -1 0 1 2 3
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5
True curve
Estimated curve, h=0.05
Estimated curve, h=0.35
Estimated curve, h=0.99

Figure 2.1 – Estimation par la méthode du noyau d’un échantillon de taille 500 issue d’une loi
normale pour différentes valeurs de la fenêtre.

Le critère d’optimalité le plus couramment utilisé pour sélectionner ce paramètre est le critère de l’
erreur quadratique moyenne intégrée :

MISE(f̂PR, hn) = E
(∫

(f̂PR(x)− f(x))2dx

)

Sous des hypothèses faibles sur f et K, Rosenblatt (1956) et Parzen (1962) ont montré que :

MISE(f̂PR, hn) = R(K)
nhn

+ 1
4m2(K)2h4

nR(f ′′) + o

(
1
nhn

+ h4
n

)
,

où R(g) =
∫
g(x)2dx pour une fonction g, m2(K) =

∫
x2K(x)dx et f ′′ est la seconde dérivée de f .

D’où la fenêtre optimale est de la forme :

hopt = R(K)1/5

m2(K) 2
5R(f ′′) 1

5n
1
5
.

Ce choix théorique ne peut pas être utilisé en pratique puisqu’il dépend de deux quantités inconnues :
la fonction de densité f et sa dérivée seconde f ′′, c’est pourquoi une variété de méthodes alternatives
basées sur les données ont été développées pour sélectionner la fenêtre optimale. Dans la section
suivante, nous présentons les méthodes de sélection les plus couramment utilisées.
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2.2.2 Quelques méthodes de sélection du paramètre de lissage

2.2.2.1 Approximation gaussienne (Silverman)

Lorsque les données suivent la loi normale de variance σ2, la fenêtre optimale obtenue à partir de
celle établie par Parzen (1962) est de la forme,

hopt ≈ 1.06σ2
nn
−1
5 ,

où σ2
n est l’estimateur empirique de σ2.

2.2.2.2 Méthode de la validation croisée

Cette méthode a été introduite par Rudemo (1982) et Bowman (1984). Pour l’estimateur à noyau
f̂PR de la fonction de densité f , l’erreur quadratique intégrée ISE est définie par :

ISE(f̂PR, hn) =
∫
f̂ 2
PR(x)dx+

∫
f̂PR(x)f(x)dx+

∫
f 2(x)dx.

Le paramètre de lissage théorique optimal au sens de ISE est donné par

hopt = arg min
hn

ISE(f̂PR, hn).

Minimiser ISE(f̂PR, hn) par rapport à hn revient à minimiser la quantité
∫
f̂ 2
PR(x)dx+

∫
f̂PR(x)f(x)dx.

L’idée de la méthode de validation croisée est de construire un estimateur de cette dernière quantité.
Cet estimateur, construit à partir des données (Xi)1≤i≤n, est donné par le critère de validation croisée
suivant :

UCV(f̂PR, hn) =
∫
f̂ 2
PR(x)dx− 2

n

n∑
i=1

fhn,i(Xi).

où
fhn,i(Xi) = 1

(n− 1)hn

∑
j 6=i,1≤j≤n

K

(
x−Xj

hn

)
.

Cet estimateur est un estimateur sans biais de MISE(f̂PR, hn)−R(f).
On a :

MISE(f̂PR, hn)−R(f) = E

(∫
f̂ 2
PR(x)dx− 2

∫
f̂PR(x)f(x)dx+

∫
f 2(x)dx)

)
−R(f)

= E
(∫

f̂ 2
PR(x)dx

)
− 2E

(∫
f̂PR(x)f(x)dx

)
.

Montrons que
∫
f̂ 2
PR(x)dx et 1

n

n∑
i=1

fhn,i(Xi) sont des estimateurs sans biais de E
(∫

f̂ 2
PR(x)dx

)
et E

(∫
f̂PR(x)f(x)dx

)
respectivement. Or E

(∫
f̂ 2
PR(x)dx

)
admet l’estimateur sans biais trivial∫

f̂ 2
PR(x)dx.
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Il reste donc à montrer que E

(
1
n

n∑
i=1

fhn,i(Xi)
)

= E
(∫

f̂PR(x)f(x)dx
)
.

D’une part, nous avons :

E

(
1
n

n∑
i=1

fhn,i(Xi)
)

= E(fhn,1(X1))

= E

(
1

(n− 1)hn

n∑
j 6=1

∫
K

(
z −Xj

hn

)
f(z)dz

)

= 1
hn

∫
f(x)K

(
z − x
hn

)
f(z)dzdx.

D’autre part,

E
(∫

f̂PRf
)

= E

(
1
nhn

n∑
j=1

∫
K

(
z −Xj

hn

)
f(z)dz

)

= 1
hn

∫
f(x)K

(
z − x
hn

)
f(z)dzdx.

Donc 1
n

n∑
i=1

fhn,i(Xi) est un estimateur sans biais de E
(∫

f̂PR(x)f(x)dx
)
.

Nous constatons que minimiser le MISE, par rapport à hn est équivalent à minimiser le critère de
validation croisée UCV par rapport à hn. La règle de sélection est donnée par

hopt = arg min
hn

UCV(f̂PR, hn).

2.2.2.3 Méthode Plug in

En remarquant que ∫
(f ′′)2(x)dx =

∫
f (4)f(x)dx = E

(
f (4)(X)

)
,

Sheather and Jones (1991) proposent alors d’estimer le terme inconnu R(f ′′) =
∫

(f ′′)2(x)dx dans
l’expression de l’erreur moyenne quadratique intégrée par l’estimateur S(a) suivant :

S(a) = 1
n(n− 1)a5

n∑
i=1

n∑
j=1

K(4)
(
xi − xj
a

)
,

où K(4) désigne la dérivée quatrième du noyau K et où a est un nouveau paramètre de lissage appelé
paramètre pilote.

hSJ := arg min
hn

R(K)
nhn

+ 1
4m2(K)2h4

nS(a).

Cette fenêtre de lissage vérifie (Sheather and Jones (1991)) :
hSJ
hopt

= 1 +OP (n−5
14 ).
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2.3 Estimateur à noyau du mode simple

Le mode est l’une des mesures de tendance centrale, qui est utilisée pour trouver les valeurs les
plus répétées. Pour une densité de probabilité f , c’est la valeur pour laquelle f admet un maximum
(global ou local). Il est important de se référer à la relation entre la moyenne, la médiane et le mode.
Ces mesures sont les mesures de localisation les plus utilisées par les enquêteurs, car elles sont faciles à
interpréter. On a pour des distributions continues, la relation empirique de Pearson (1895) suivante :
moyenne − mode ' 3(moyenne − médiane).
Notez que ces trois mesures sont égales lorsque la courbe est unimodale et symétrique.
Exemple 1 : Si X suit une loi gaussienne X → N (µ, σ2), sa densité f est

f(x) = 1
σ
√

2π
e−

1
2

(x−µ)2

σ2 ,

alors f admet le mode θ = µ.

Exemple 2 : Si X suit une loi exponentielle de paramètre λ > 0, sa densité f est

f(x) =
{
λe−λx si x > 0

0 si x < 0

alors f admet le mode θ = 0.
Exemple 3 : Si X suit une loi Gamma de paramètres k et ρ (strictement positifs), X ∼ Γ(k, ρ), sa
fonction de densité de probabilité est donnée par :

f(x; k, ρ) = xk−1e−
x
ρ

Γ(k)ρk ,

où x > 0 et Γ désigne la fonction Gamma d’Euler. Alors f admet le mode θ = (k − 1)ρ, pour k ≥ 1 .
Le problème de l’estimation du mode, qui est souvent une conséquence directe de l’estimation de la
densité, a été largement abordé dans la littérature. Il existe plusieurs estimateurs du mode, le plus
connu étant l’estimateur de Parzen (1962).
Dans la section suivante, nous présentons cet estimateur et sa généralisation ainsi que certains théo-
rèmes fondamentaux concernant les propriétés asymptotiques de ce dernier pour des données indé-
pendantes.

2.3.1 L’estimateur de Parzen

Soit X1, X2, ..., Xn un échantillon de v.a de même distribution qu’une variable aléatoire X ayant
une densité de probabilité f uniformément continue avec un mode unique. L’estimateur du mode de
Parzen, noté θn,P est défini comme la variable aléatoire qui maximise l’estimateur à noyau f̂PR de la
densité f définie dans (2.1). En d’autres termes :

θn,P = arg sup
x∈R

f̂PR(x).

33



Chapitre 2 Estimation à noyau de la fonction densité et du mode

Rappelons que

f̂PR(x) = 1
nhn

n∑
i=1

K

(
x−Xi

hn

)
.

Théorème 2.1. Parzen (1962)
Supposons que K et hn vérifient les conditions suivantes :

limn→+∞hn = 0,

nh2
n →∞

sup
−∞<t<+∞

|K(t)| <∞,

∫ +∞

−∞
|K(t)|dt <∞,

lim
t→+∞

|tK(t)| = 0,

alors pour tout ε > 0, on a
P(|θn,P − θ| < ε)→ 1,

quand n→ +∞.

Par la suite, nous donnons le théorème de Parzen (1962) sur la normalité asymptotique du mode.
Pour énoncer ce théorème, nous avons besoin des hypothèses suivantes :

H1 f est de classe C2 au voisinage de θ, avec f 2(θ) < 0.

H2 ∃ δ, 0 < δ < 1 tel que k vérifie ∫ +∞

−∞
u2+δ|k(u)|du <∞,

avec k la transformée de Fourier de K définie par
∫ +∞

−∞
k(u) = exp(−iuy)K(y)dy.

H3 lim
n→∞

nh6
n =∞, lim

n→∞
nh5+2δ

n = 0.

H4 La fonction caractéristique φ qui est égale à n−1
n∑
k=1

exp(iuXk) vérifie

∫ +∞

−∞
u2+δ|φ(u)|du <∞.

H5 Supposons que K est de classe C1 telle que
∫ +∞

−∞
K
′2(y)dy <∞.

Théorème 2.2. Parzen (1962)
Sous les conditions H1-H5 on a

E
(

sup
−∞<x<∞

|f̂ ′′PR(x)− E(f̂ ′′PR(x))|2
)
→ 0,
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f̂
′′

PR(θ∗) P−−−→ f
′′(θ),√

nh3
n(θn,P − θ)

D−−−→ N
(

0, f(θ)
f ′′(θ)2J

)
,

avec J =
∫ +∞

−∞
K
′2(u)du = (2π)−1

∫ +∞

−∞
u2k2(u)du et θ∗ ∈ [θ, θn,P ].

2.3.2 Généralisation de l’estimation du mode de Parzen.

Samanta (1973) et Konakov (1974) parmi les premiers auteurs qui ont donné des versions multi-
variées des résultats de Parzen.
Soit Xj = (X1j, X2j, ..., Xdj), j = 1, 2, . . . , n une famille de variables aléatoires à valeurs dans Rd ad-
mettant une fonction de distribution commune inconnue F qui est supposée être absolument continue
et une fonction de densité f . Soient K1,K2,. . . ,Kd sont des fonctions de densité de probabilité uni-
variées et hn une séquence de nombres positifs convergeant vers zéro. L’estimateur fn de la fonction
f est défini comme suit :

fn(x) = 1
n

n∑
j=1

h−dn

d∏
i=1

Ki

(
xi −Xij

hn

)
, x = (x1, . . . , xd)

=
∫ +∞

−∞
. . .

∫ +∞

−∞
h−dn

d∏
i=1

Ki

(
xi − ui
hn

)
dFn(u),

où u = (u1, u2, . . . , ud), et Fn est l’estimateur de la fonction de répartition définie par

Fn(u) = 1
n

n∑
j=1

d∏
i=1

1(
ui−Xij
hn

).
On note par :

f (j1,j2,...,jd)(x) = ∂f (j1+j2+...+jd)f(x)
∂(x1)j1∂(x2)j2 . . . ∂(xd)jd

,

et

f (j1,j2,...,jd)
n (x) = ∂(j1+j2+...+jd)fn(x)

∂(x1)j1∂(x2)j2 . . . ∂(xd)jd

= 1
n

d∑
j=1

h−(d+j1+j2+...+jd)
n

d∏
i=1

Kji
i

(
xi −Xij

hn

)
,

où Kji désigne la dérivée d’ordre ji de K.
Supposons que f soit uniformément continue, alors il existe un vecteur θ = (θ1, θ2, . . . , θd) tel que
f(θ) = max

x∈Rd
f(x) dont nous admettons qu’il est unique. Par ailleurs, supposons que pour chaque i,

Ki est continu en t et que Ki(t) s’approche de zéro lorsque t tend vers l’infini. Il existe donc une
variable aléatoire de dimension d, θn = (θ1n, θ2n, . . . , θdn) telle que

fn(θn) = max
x∈Rd

fn(x).
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Si pour chaque i, Ki est deux fois différentiable, alors :

f (1,0,0,...,0)
n (θn) = f (0,1,0,...,0)

n (θn) = . . . = f (0,0,0,...,1)
n (θn) = 0.

Samanta (1973) a établi sous les conditions décrites ci-dessous la convergence en probabilité et la
normalité asymptotique de θn.

H6 f (j1,j2,...,jd)(x) sont uniformément continues pour j1 + j2 + . . .+ jd ≤ 2.

H7 K
(i)
j sont des fonctions à variations bornées pour j = 1, 2, . . . , d et i = {0, 1, 2}.

H8 hn = n−δ, 0 < δ < 1
2d+4 .

Théorème 2.3. Samanta (1973)
Sous les conditions H6-H8,

θn
P−−−→ θ.

Théorème 2.4. Samanta (1973)
Sous les conditions H6-H8, on a√

nhd+2
n (θn − θ)

D−−−→ N
(
0, C−1ΛC−1) ,

où Λ = (λrs) et C = (crs) avec :

crs = ∂2f(x)
∂xr∂xs

|x=θ,

λrs ≤

 f(θ)
∫ +∞
−∞

(
K

(1)
r (t)

)2
dt
(∏k

j=1,j 6=r
∫ +∞
−∞ K2

j (t)dt
)

si r = s,

f(θ)
∫ +∞
−∞ Kr(t)K(1)

r (t)dt
∫ +∞
−∞ Ks(t)K(1)

s (t)dt
(∏d

j=1,j 6=r,s
∫ +∞
−∞ K2

j (t)dt
)

si r 6= s.
(2.2)

Nous notons que pour d = 1, le théorème (2.4) se réduit au théorème de Parzen (2.2).
De nombreux autres auteurs se sont intéressés à l’estimateur de Parzen du mode, notamment :
Nadaraya (1964) et Van Ryzin (1969) qui ont établi des résultats de convergence presque sûre en
R et Rd, respectivement. D’autres études ont affaibli les conditions suffisantes pour la normalité
asymptotique ((Eddy, 1980, 1982), Romano (1988)), Grund and Hall (1995) ont étudié la convergence
en norme Lp. Vieu (1996) a obtenu une vitesse de convergence quasi complète de (θn − θ). Leclerc
and Pierre-Loti-Viaud (2000) ont donné un majorant de la vitesse de convergence quasi certaine de
θn, en utilisant des résultats log itérés. Abraham et al. (2004) ont étudié la normalité asymptotique
du mode dans le cas multivarié et Mokkadem and Pelletier (2005) ont étudié sa déviation modérée.
Shi et al. (2009) améliorent le taux de convergence de l’estimateur du mode, exprimé en fonction
de la fenêtre hn. D’autres auteurs ont traité le sujet pour des données incomplètes, parmi lesquels
nous nous référons à (Ould-Saïd and Tatachak, 2009b,a, 2011), Benrabah et al. (2015), Ferrani et al.
(2016). Récemment, Hwang and Shin (2016) ont étudié la convergence presque sûre de l’estimateur
à noyau du mode pour des données faiblement dépendantes.
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2.4 Estimateur à noyau du mode conditionnel

Soit (X, Y ) un couple de variables aléatoires à valeurs dans Rd × R et (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) n
copies de ce couple. On suppose que le couple (X, Y ) possède une densité jointe f et que la variable
aléatoire X admet une densité marginale v (v(x) =

∫
R f(x, y)dy). La densité conditionnelle de Y

sachant X = x est définie par :
f(y|x) = f(x, y)

v(x) 1{v(x)6=0}.

Cette fonction joue un rôle clé dans l’analyse statistique appliquée, et son estimation a donc de
nombreuses applications pratiques : en météorologie (Hyndman et al. (1996), Jeon and Taylor (2012)),
en économie (Hall et al. (2004)), en actuariat (Efromovich (2010)), en médecine (Takeuchi et al.
(2009), Wen and Wu (2017)), dans le domaine de l’énergie nous citons les travaux récents de Arora
and Taylor (2016), en astronomie (Izbicki and Lee (2016)). Elle permet aussi d’extraire plusieurs
quantités d’intérêt, notamment l’espérance, les modes et les intervalles de prédiction (Holmes et al.
(2012)). . .
Plusieurs méthodes non paramétriques ont été examinées pour estimer la densité conditionnelle : la
première méthode d’estimation a été introduite à la fin des années 60 par Rosenblatt (1969). L’idée
était de remplacer le numérateur et le dénominateur de ce rapport par des estimateurs à noyau. Nous
nous référons à Youndje (1993), Hyndman et al. (1996) et Laksaci and Yousfate (2002) pour une
étude de ses propriétés asymptotiques. Une autre démarche a été proposée par Faugeras (2009), il
a présenté des résultats asymptotiques pour son estimateur basé sur la copule sous des hypothèses
de lissage de la densité marginale de Y et de la fonction copule. Nous citons aussi les estimateurs
par projection (Efromovich (1999, 2007)), estimateurs constants par morceaux (Gyorfi and Kohler
(2007), Sart (2017)), l’estimateur de Otneim and Tjøstheim (2018). . . .
Nous nous intéressons à l’estimation non paramétrique de la fonction de densité conditionnelle f(.|x)
par la méthode du noyau.
L’estimateur à noyau de la fonction de densité conditionnelle f est donné par

fn(y|x) = fn(x, y)
vn(x) 1{vn(x)6=0},

où
fn(x, y) = 1

nhdn,Khn,H

n∑
i=1

Kd

(
x−Xi

hn,K

)
H

(
y − Yi
hn,H

)
,

et
vn(x) = 1

nhdn,K

n∑
i=1

Kd

(
x−Xi

hn,K

)
.

Kd et H, sont des noyaux et hK = hK,n (resp hH = hH,n) est une suite de nombres réels positifs.
L’estimateur à noyau de Θ(.) est défini comme le maximum de fn :

Θn(x) = arg max
y∈R

fn(y|x), x ∈ Rd.
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Dans ce qui suit, nous rappelons quelques résultats de convergence de cet estimateur dans les deux
cas d’indépendance et de dépendance.

2.4.1 Cas des données indépendantes

Sous les hypothèses suivantes, Samanta and Thavaneswaran (1990) ont établi la convergence et
la normalité asymptotique de l’estimateur à noyau du mode conditionnel dans le cas univarié (i.e
d = 1) et i.i.d. Notez que dans cet article, les auteurs ont choisi que hK = hH = hn et Kd = K = H.
Les hypothèses de Samanta and Thavaneswaran (1990) :
Nous supposons que (X1, Y1), (X2, Y2), ..., (Xn, Yn) sont des variables aléatoires i.i.d.

(H1) La fonction de densité de probabilité marginale de X, v(x) est uniformément continue.

(H2) f (i,j)(x, y) := ∂i+jf(x,y)
∂xi∂yj

existe et est bornée pour 1 < i+ j < 3.

(H3) K et ses deux premières dérivées sont des fonctions de variation bornées.

(H4) lim|u|→∞ |u2K(i)(u)| = 0, i = 0, 1.

(H5)
∫ +∞

−∞
uiK(u)du =

{
1 si i = 0,
0 si i = 1, 2

(H6)
∫ +∞

−∞
|u3|K(u)du <∞.

(H7) hn = n−δ avec 1
10 < δ < 1

8 .

Théorème 2.1. (Samanta and Thavaneswaran (1990))
Sous les conditions (H1-H3) et (H7), si v(x) > 0, alors l’estimateur Θn converge presque sûrement
vers Θ lorsque n tend vers l’infini.

Théorème 2.2. (Samanta and Thavaneswaran (1990))
Sous les conditions (H1-H7) et si v(x) > 0, on a

nh4
n

V (x,Θ(x))f
(0,2) (x,Θ(x)) (Θn(x)−Θ(x))→ N (0, 1),

avec V (x,Θ(x)) = f (x,Θ(x))
∫
R2
K(u)K(1)(v)2dudv.

2.4.2 Cas des données mélangeantes

Théorème 2.3. (Collomb et al. (1986))
Soit (Xi, Yi){1≤i≤n} un processus à valeurs dans Rd × R, strictement stationnaire et φ-mélangeant.
Sous des hypothèses classiques sur la densité f , les noyaux et si la suite hn (hn = hK = hH) vérifie
conjointement avec la suite mn, la condition

mn log n
nhd+1

n

→ 0, n→∞,
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où mn est une suite d’entiers tendant vers l’infini telle que :

∃A <∞, nφmn
mn

≤ A, 1 ≤ mn ≤ n, n ∈ N.

Alors,
sup

x∈S⊂Rd

∣∣∣Θn(x)−Θ(x)
∣∣∣→ 0, p.s.

Théorème 2.4. (Louani and Ould-Saïd (1999))
Soit (Xi, Yi){1≤i≤n} un processus à valeurs dans Rd × R, strictement stationnaire et α-mélangeant.
Sous des hypothèses standard sur la densité, les deux noyaux Kd, H et si de plus la suite hn (hn =
hK = hH) vérifie les conditions suivantes lorsque n→∞ :

— nhd+7
n → c2 ; où c est une constante positive,

— mnh
d+1
n → 0 où mn est une suite d’entiers tendant vers l’infini telle que :

1 ≤ mn ≤ n et
1

h
(d+1)δ
n

∞∑
l=mn

(αl)δ, avec δ ∈ (0, 1);

— Il existe des suites (pn) et (qn) tendant vers l’infini telles que pn + qn ≤ n et µn vérifiant les
conditions suivantes, où µn, est le plus grand entier positif tel que µn(pn + qn) ≤ n :

1. µnqn
n
→ 0,

2. pnhn →∞,

3. (nhd+3
n )

1
2

pn
→∞,

4. µnαqn → 0,

5. Il existe une constante positive A telle que pour tout p > 1 :

nh
(d+1)(1− 1

p
)

n

p4
n

pn∑
i=1

α
1
p

i + n

p2
n

α
2pn
3n
pn ≤ A,

6. lim
n→∞

h−Jn exp(−Cnhd+3
n p−2

n ) = 0, où C est une constante positive et J > q+ d+ 4 (q est un
nombre réel tel que q > d+ 3).

— hn = n−ρ avec 1
(d+7) < ρ < 1

(d+5+ (d+1)
p ) où p est un nombre réel tel que p > (d+1)

2 .
On a : √

nhd+3
n

(
Θn(x)−Θ(x)

)
D−−−→ N (0, V (x)) ,

où

V (x) := V (x,Θ(x))(
f (0,2)(x,Θ(x))

)2 =
f(x,Θ(x))

∫
Rd
∫
R

(
Kd(u)H(1)(v)

)2
dudv(

f (0,2)(x,Θ(x))
)2 .
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Chapitre 3
Propriétés asymptotiques de l’estimateur du mode
conditionnel pour les données ψ-faiblement
dépendantes

Dans ce chapitre, nous présentons un article publié dans la revue Communications in Statistics-
Theory and Methods Rih and Tatachak (2021). Nous établissons la convergence uniforme presque
sûre sur un compact avec vitesse et la normalité asymptotique de l’estimateur à noyau du mode
conditionnel dans le cadre de ψ-faiblement dépendance. Les principales étapes dans la preuve de
nos résultats sont l’utilisation de l’inégalité exponentielle de Hwang and Shin (2014) et le théorème
de Bardet et al. (2008) (Linderberg pour des données dépendantes). Nous illustrons nos résultats
théoriques par des simulations.
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3.1 Préliminaires

Avant d’énoncer les résultats, nous avons besoin de quelques éléments préliminaires. Dans ce qui
suit, toutes les relations de limites sont exprimées en n→∞. En effet, pour deux fonctions positives
a(n) et b(n), on note a(n) = o(b(n)) si lim a(n)/b(n) = 0 et a(n) = O(b(n)) si lim sup a(n)/b(n) <∞.
En outre, l’ensemble I désignera un sous-ensemble compact de R où Θ(x) ∈ Io (Io représente
l’intérieur de I), et S désignera un sous-ensemble compact de Ω := {x ∈ Rd, inf

x
v(x) > 0}. De plus,

la lettre C sera utilisée sans distinction comme une constante positive générique.
Soit Zi = (Xi, Yi)i∈N un échantillon d’observations ψ−faiblement dépendantes. Notez que la classe
de fonctions ψ que nous allons utiliser est définie par les fonctions suivantes :

ψ1(g, h, n,m) = min(n,m)Lip(g)Lip(h),

ψ2(g, h, n,m) = 4(n+m) min (Lip(g), Lip(h)) .

On rappelle que f(.|x) = f(x,.)
v(x) 1{v(x)6=0} représente la fonction de densité conditionnelle de Y sachant

que X = x. Les fonctions f(., .) et v(.) sont la fonction de densité de probabilité conjointe du couple
(X, Y ) et la densité marginale de X, respectivement.
Nous rappelons également que si Θ(x) désigne le mode unique de f(.|x), alors

Θ(x) = arg max
y∈R

f(y|x).

L’estimateur à noyau du mode conditionnel Θ(x) est défini comme la variable aléatoire Θn(x) qui
maximise l’estimateur à noyau fn(y|x) de f(y|x) (voir Collomb et al. (1986)), soit

Θn(x) = arg max
y∈R

fn(y|x).

Ici
fn(y|x) = fn(x, y)

vn(x) 1{vn(x)6=0}, (3.1)

avec
fn(x, y) = 1

nhdn,Khn,H

n∑
i=1

Kd

(
x−Xi

hn,K

)
H

(
y − Yi
hn,H

)
et

vn(x) = 1
nhdn,K

n∑
i=1

Kd

(
x−Xi

hn,K

)
.

Les fonctions Kd et H sont des noyaux de probabilité définis sur Rd et R respectivement, et hn,K =:
hK(hn,H =: hH) sont des suites positives décroissantes vers zéro, appelées fenêtres.

3.2 Hypothèses

B. Pour tout d ≥ 1, les fenêtres hK et hH satisfont :
(i) hK → 0 ;
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(ii) hH → 0 ;
(iii) logn

nhdKhH
→ 0 ;

(iv) hK = O(n−α) et hH = O(n−β) avec 1− 3β ≤ α < 1− β, 0 < β < 1
3 ;

(v) nhdKh7
H → 0.

M1. La suite Zi = (Xi, Yi)1≤i≤n est strictement stationnaire et ψ`-faiblement dépendante (` = 1 ou
2) ;

M2. Le coefficient de dépendance satisfait la condition suivante : εr = o(r−2) et U(r) :=
∑∞

i=r εi =
O(r−4) pour ` = 1 (resp U(r) = O(r−3) pour ` = 2 ).

D1. f(y | x) est deux fois différentiable, uniformément continue et possède une dérivée seconde
continue f (2)(. | x) qui ne s’annule pas au voisinage de Θ(x).

D2. Le mode conditionnel satisfait : pour tout ε > 0 et η(x), il existe un τ > 0 tel que

sup
x∈S
|Θ(x)− η(x)| ≥ ε⇒ sup |f(Θ(x)|x)− f(η(x)|x)| ≥ τ ;

D3. La densité conjointe f(., .) de (Xi, Yi) est de classe C3, et bornée telle que sup
x,y
|f (r,s)(x, y)| <∞

pour r + s ≤ 3 ;

D4. La densité conjointe f1,j(., ., ., .) de ((X1, Y1), (Xj, Yj)) existe et satisfait :

sup
(u,v,s,t)

∣∣∣f1,j(u, v, s, t)− f(u, v)f(s, t)
∣∣∣ <∞;

D5. La densité de probabilité v(.) est deux fois continûment différentiable ;

D6. La densité conjointe v1,j(., .) de (X1, Xj) existe et satisfait : sup(u,r)

∣∣∣v1,j(u, r)− v(u)v(r)
∣∣∣ <∞;

K1. Kd est une densité lipschitzienne, vérifiant ‖Kd‖∞ ≤ 1 ;

K2. (i)
∫
Rd
siKd(s)ds = 0, i = 1, . . . , d, s = (s1, s2, . . . , sd)> et

∫
R
tH(t)dt = 0 ;

(ii)
∫
Rd×R

∣∣∣si11 × ...× sidd tj∣∣∣Kd(s)H(t)dsdt <∞ avec i1 + ...+ id + j ≤ 2.

K3. Le noyau H est de classe C2 et sa dérivée H(2) est lipschitzienne, vérifiant ‖H‖∞ ≤ 1 et
‖H(2)‖∞ ≤ 1.

K4.
∫
R
| H(1)(t)dt |2+δ<∞, 0 < δ ≤ 1.

Remarque 3.1. (Commentaires sur les hypothèses) Les hypothèses D1-D6 sont standard
dans l’estimation à noyau de la densité conditionnelle et du mode conditionnel. Les hypothèses sur
les noyaux ne sont pas très restrictives et celles qui imposent ‖Kd‖∞ ≤ 1, ‖H‖∞ ≤ 1 et ‖H(2)‖∞ ≤ 1
sont nécessaires pour calculer les covariances sous la ψ−faiblement dépendance (le noyau gaussien
satisfait à ces conditions). Les hypothèses B(i)-B(iii) sont utilisées pour énoncer le théorème 3.1.
Notez que sous B(iii), nous avons nhdKhH → ∞ qui est une hypothèse classique en estimation
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à noyau. Les hypothèses B(v) et B(iv) sont nécessaires pour établir la normalité asymptotique de
Θn(x). Enfin, l’hypothèse M1 caractérise le modèle étudié et M2 est utilisée pour prouver les Lemmes
3.2, 3.3 et 3.7.

3.3 Consistance

3.3.1 La vitesse de convergence presque sûre pour fn(·|x)

Théorème 3.1. Sous les hypothèses B(i-iii), M1-M2, D3-D6, K1, K2(i) et K3 et pour n
suffisamment grand, on a

sup
x∈S

sup
y∈I

∣∣∣fn(y|x)− f(y|x)
∣∣∣ = O

{√
log n
nhdKhH

+ h2
K + h2

H

}
, p.s.

3.3.2 La vitesse de convergence presque sûre pour Θn(·)

Comme application du Thèorème 3.1 nous obtenons le taux de convergence presque sûre de Θn(.).

Corollaire 3.1. Si les hypothèses du Théorème 3.1 et D2 sont satisfaites, alors pour n assez grand
nous avons

sup
x∈S

∣∣∣Θn(x)−Θ(x)
∣∣∣ = o(1), p.s.

De plus, si l’hypothèse D1 est vérifiée, alors pour n assez grand, on a

sup
x∈S

∣∣∣Θn(x)−Θ(x)
∣∣∣ = O

{(
log n
nhdKhH

) 1
4

+ hK + hH

}
, p.s.

3.4 Normalité asymptotique et intervalles de confiance

Nous nous intéressons maintenant à la distribution asymptotique de Θn(x). Pour ce faire, suppo-
sons que f(.|x) possède un mode unique Θ(x). Donc, par l’hypothèse D1 nous avons

f (1)(Θ(x)|x) = 0 et f (2)(Θ(x)|x) < 0,

de même, il s’ensuit que
f (1)
n (Θn(x)|x) = 0 et f (2)

n (Θn(x)|x) < 0.

Notez que f (j)
n (y|x) représente l’estimateur à noyau de la dérivée d’ordre j (j ≥ 1) de la densité

conditionnelle fn(y|x) par rapport à y, défini par :

f (j)
n (y|x) = f

(0,j)
n (x, y)
vn(x) ,
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et
f (0,j)
n (x, y) = 1

nhdKh
j+1
H

n∑
i=1

Kd

(
x−Xi

hK

)
H(j)

(
y − Yi
hH

)
.

Ensuite, un développement de Taylor de f (1)
n (.|x) dans le voisinage de Θ(x) nous donne

0 = f (1)
n (Θn(x)|x) = f (1)

n (Θ(x)|x) + (Θn(x)−Θ(x)) f (2)
n (Θ∗n(x)|x),

où Θ∗n(x) est compris entre Θn(x) et Θ(x). Par conséquent,

Θn(x)−Θ(x) = − f
(1)
n (Θ(x)|x)

f
(2)
n (Θ∗n(x)|x)

.

Et, en utilisant (3.1) il résulte que

Θn(x)−Θ(x) = − f
(0,1)
n (x,Θ(x))

f
(0,2)
n (x,Θ∗n(x))

, (3.2)

lorsque le dénominateur est non nul.
La distribution asymptotique de Θn(x) est représentée par le résultat suivant.

3.4.1 Normalité asymptotique de Θn(·)

Théorème 3.2. Si les hypothèses B, M1-M2, D3-D4 et K1-K4 sont vérifiées, alors√
nhdKh

3
H

(
Θn(x)−Θ(x)

)
D−−−→ N

(
0, σ2(x)

)
,

où

σ2(x) := V (x,Θ(x))(
f (0,2)(x,Θ(x))

)2 :=
f(x,Θ(x))

∫
Rd
∫
R

(
Kd(u)H(1)(v)

)2
dudv(

f (0,2)(x,Θ(x))
)2 .

Un estimateur convergent de type plug-in pour la variance σ2(x) est obtenu en utilisant les
estimateurs Θn(x) et Vn(x,Θn(x)), c’est-à-dire

σ2
n(x) :=

fn(x,Θn(x))
∫
Rd
∫
R

(
Kd(u)H(1)(v)

)2
dudv(

f
(0,2)
n (x,Θn(x))

)2 .

3.4.2 Intervalles de confiance pour Θ(·)

Comme application immédiate du Théorème 3.2, nous obtenons le résultat ci-après.

Corollaire 3.2. Sous les hypothèses du Théorème 3.2 et pour chaque valeur fixe de ζ ∈ (0, 1),
l’intervalle de confiance de niveau (1− ζ) pour Θ(x) est :

Θn(x)± t1− ζ2
σn(x)√
nhdKh

3
H

,

où t1− ζ2 dénote le quantile d’ordre (1− ζ
2) de la loi normale centrée réduite.
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3.5 Etude de simulation

3.5.1 Cas unidimensionnel

Nous avons mené une étude de simulation pour examiner la performance de l’estimateur du
mode conditionnel Θn(x) dans le cas d’une covariable unidimensionnelle X (c’est-à-dire d = 1). Pour
calculer Θn(x), nous avons utilisé un noyau gaussien et les fenêtres optimales globales (glob) qui
minimisent l’erreur quadratique moyenne globale (GMSE). Les résultats obtenus illustrent à la fois
la consistance et la normalité asymptotique.

3.5.1.1 Consistance

Tout d’abord, nous générons une suite ψ-faiblement dépendante {W`; ` ≥ 1} comme suit :

W` = 1
2W`−1 + ε`; W0 = 0 et ε` ∼ N (0, 1). (3.3)

Nous obtenons alors la suite ψ-faiblement dépendante {(Xi, Yi); 1 ≤ i ≤ n} par

Xi = Wi et Yi = Wi+1.

Notez que selon ce modèle, on a Θ(x) = x/2, puisque la v.a (Yi|Xi = x) a une distribution N (x/2, 1).
Ensuite, nous calculons l’estimateur Θn(x) et nous évaluons le GMSE comme suit :

Étape 1 sous le modèle linéaire présenté dans (3.3), nous simulons (Xi, Yi){1≤i≤n} pour différentes
tailles n = 50, 100 et 500 et calculons l’estimateur Θn(x) en utilisant des fenêtre (hK , hH) ∈
[0.1, 0.9]× [0.1, 0.9].

Étape 2 pour chaque taille n, nous répétons M = 300 exécutions de simulation comme décrit à
l’étape 1.

Étape 3 nous évaluons le GMSE correspondant.

Dans la figure 3.1, pour x ∈ [−2, 2] nous traçons Θn(x) et Θ(x) pour n = 50, 100 et 500. Comme
nous le voyons, l’estimateur est uniformément performant en x et l’ajustement devient meilleur pour
les valeurs élevées de n.
Dans la figure 3.2, pour y ∈ [−2, 2] nous fixons x de manière arbitraire (x = 0) et nous traçons f(y|0)
par rapport à fn(y|0).
Maintenant, afin d’évaluer quantitativement la performance de nos estimateurs, nous calculons le
GMSE qui représente la moyenne du MSE comme indiqué dans le tableau ci-dessous 3.1.
Avant cela, rappelons que pour une fonction g donnée et son estimation gn,hK ,hH ,k, la valeur du
GMSE calculée le long de M essais de Monte Carlo et d’une grille de fenêtres hK et hH est définie
comme suit

GMSE(hK , hH) = 1
Mm

M∑
k=1

m∑
`=1

(
gn,hK ,hH ,k(x`)− g(x`)

)2
,
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Figure 3.1 – Les courbes de Θn(.) par rapport à Θ(.) pour n = 50, 100 et 500 de gauche à droite.
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Figure 3.2 – Les courbes de fn(.|0) par rapport à f(.|0) pour n = 50, 100 et 500 de gauche à droite.

où m est le nombre de points équidistants x` appartenant à un ensemble donné et gn,hK ,hH ,k(x`) est
la valeur de gn,hK ,hH ,k(x`) calculée à l’itération k.
Les différentes valeurs de GMSE := min

(hK ,hH)∈[0.1,0.9]2
GMSE(hK , hH) et MSE calculées pour Θn(·) et

fn(.|0) respectivement, en utilisant les fenêtres optimales (hKglob, hHglob), sont récapitulées dans le
tableau 3.1.

Table 3.1 – Valeurs du MSE, GMSE pour fn(.|0) et Θn(.) (resp) avec (hKglob, hHglob)

fn(.|0) Θn(.)
n MSE hKglob hHglob GMSE hKglob hHglob

50 0.0030 0.55 0.75 0.2277 0.50 0.80
100 0.0024 0.50 0.65 0.1266 0.40 0.80
500 0.0005 0.20 0.50 0.0146 0.30 0.70

3.5.1.2 Normalité asymptotique

Dans cette partie, sous le modèle (3.3), nous examinerons la normalité asymptotique de notre
estimateur dans le cas unidimensionnel et pour des échantillons de tailles finies. Le mode conditionnel
est estimé de la même façon que pour la partie consistance. Pour cela, nous allons comparer la forme
de la densité normale centrée réduite à celle de l’écart normalisé entre notre estimateur et le mode
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conditionnel théorique pour x = 1/2, soit

Θ̄(n) :=
√
nhKh3

H(Θn(1/2)−Θ(1/2))σn(1/2).

La densité de probabilité de cet écart normalisé est estimée par la méthode du noyau.

Pour ce faire, nous tirons B = 300 échantillons indépendants (Θ̄1(n), Θ̄2(n), . . . , Θ̄300(n)) de
Θ̄(n), (n = 50 et n = 500). Pour calculer la fonction de densité estimée de Θ̄k(n), 1 ≤ k ≤ 300, nous
utilisons la fenêtre de Silverman et le noyau gaussien. Nous traçons les deux densités ensemble, ainsi
que les QQ-plot correspondants (Figures 3.3, 3.4). Les graphiques montrent que la distribution Θ̄(n)
correspond assez bien à la distribution normale et que la qualité de l’ajustement s’améliore lorsque
la taille de l’échantillon n augmente.
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Figure 3.3 – La densité de Θ̄(n) par rapport à N (0, 1) et QQ-plot pour n=50.
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Figure 3.4 – La densité de Θ̄(n) par rapport à N (0, 1) et QQ-plot pour n=500.

Nous nous construisons des intervalles de confiance à 95% pour le mode conditionnel pour différentes
valeurs de n (50, 500) et considérons B = 300, nous retenons x = 1/2.

Θn(x)± t1− ζ2
σn(x)√
nhKh3

H

,

Dans le même graphique, nous traçons l’estimateur du mode conditionnel, le mode conditionnel
théorique ainsi que les bornes inférieure et supérieure de l’intervalle de confiance approximé à 95%.
Les graphiques obtenus montrent une diminution de la largeur de l’intervalle lorsque la taille de
l’échantillon augmente.
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Figure 3.5 – Les intervalles de confiance de niveau asymptotique de 95% pour n = 50 et n = 500.

3.5.2 Cas bidimensionnel

Dans cette section, nous étudions la performance de l’estimateur du mode conditionnel Θn(x1, x2)
dans le cas d’une covariable bidimensionnelle X = (X1, X2). Nous suivons pour cela les mêmes étapes
que pour le cas unidimensionnel. Nous générons une suite ψ-faiblement dépendante {W`; ` ≥ 2}
comme suit :

W` = 0.4W`−1 + 0.5W`−2 + ε`; W1 = 0,W0 = 0 ; ε` ∼ N (0, 1).

On obtient alors la suite stationnaire ψ-faiblement dépendante
{(

(X1
i , X

2
i ), Yi

)
; 1 ≤ i ≤ n

}
par

(X1
i , X

2
i ) = (Wi+1,Wi+2) et Yi = Wi+3.

Notez que pour ce modèle, on a Θ(x1, x2) = 0, 5x1 +0, 4x2, car la v.a (Yi|(X1
i , X

2
i ) = (x1, x2)) possède

une distributionN (0, 5x1+0, 4x2, 1). Pour calculer l’estimateur Θn(x1, x2), nous avons utilisé le noyau
normal bivarié (d=2) K2 défini par : K2(x) = 1

2π|Σ|
1
2

exp
(1

2(X − x)tΣ−1(X − x)
)
avec

Σ =
(

1 0.25
0.25 1

)
.

Les figures suivantes (Figures 3.6, 3.7) présentent la fonction de mode conditionnel théorique et les
surfaces estimées pour n = 50, n = 100, n = 500, respectivement. Dans le tableau 3.2, nous avons
relevé les valeurs GMSE de Θn(x1, x2), (x1, x2) ∈ [−4, 4]× [−4, 4] pour n = 50, 100 et 500.

Table 3.2 – Valeurs du GMSE pour Θn(·, ·) avec (hKglob, hHglob)

n GMSE hKglob hHglob

50 0.228 0.45 0.8
100 0.128 0.40 0.75
500 0.0588 0.30 0.75
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Figure 3.7 – Surface du mode conditionnel Θn(., .) pour n = 50, 100 et 500 de gauche à droite

Les résultats indiquent que l’estimateur est très performant dans le cas bidimensionnel. Dans la figure
3.8, nous traçons l’estimation de la densité du noyau de ¯̄Θ(n) par rapport à la fonction de densité
N (0, 1) où

¯̄Θ(n) :=
√
nhKh3

H(Θn(0, 0)−Θ(0, 0))σn(0, 0).

Les graphiques montrent que, pour des valeurs suffisamment grandes de n, la distribution d’échan-
tillonnage de ¯̄Θ(n) correspond bien à la distribution normale standard.
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Figure 3.8 – La densité de ¯̄Θ(n) par rapport à N (0, 1) pour n = 50 et n = 500 de gauche à droite
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3.6 Résultats auxiliaires et preuves

Les preuves de nos résultats sont basées sur les Théorèmes 1.2 et 1.3.
Afin de prouver le Théorème 3.1, nous énonçons d’abord les résultats des lemmes 3.1-3.3 présentés
ci-après.

Lemme 3.1. Sous les hypothèses B(i-ii), D3 et K1-K2, nous avons

sup
x∈S

sup
y∈I

∣∣∣E (fn(x, y))− f(x, y)
∣∣∣ = O

( (
h2
K + h2

H

) )
.

Preuve du Lemme 3.1 Le terme du biais ne dépend pas de la structure de dépendances et ainsi,
selon les arguments standards et sous les conditions B(i-ii), D3 et K1-K2, nous avons

sup
x∈S

sup
y∈I

∣∣∣E (fn(x, y))− f(x, y)
∣∣∣ = O

( (
h2
K + h2

H

) )
.

Lemme 3.2. Sous les hypothèses B(i-iii), M1-M2, D3-D4, K1, K2(i) et K3, on obtient pour
n assez grand

sup
x∈S

sup
y∈I

∣∣∣fn(x, y)− E
(
fn(x, y)

)∣∣∣ = O

(√
log n
nhdKhH

)
, p.s

Preuve du Lemme 3.2
Comme S et I sont des ensembles compacts, S peut être recouvert par un nombre fini pn de

boules Bk(xk, an) centrées en xk ∈ Rd et I est divisé en qn sous-intervalles Il de longueurs bn, centrés
en yl. Pour tous x ∈ S , y ∈ I, il existe des entiers k ∈ {1, . . . , pn} et l ∈ {1, . . . , qn} tels que :

max
1≤k≤pn

‖x− xk‖ ≤ n
−1
2 h

d
2 +1
K h

1
2
H =: an

et
max

1≤l≤qn
‖y − yl‖ ≤ (nhdK)−1

2 h
3
2
H =: bn,

Alors, puisque S et I sont bornés, il existe deux constantesM etM ′ telles que, pnan ≤M , qnbn ≤M
′

et MM
′ ≤ C. Par conséquent, nous avons la décomposition suivante

sup
x∈S

sup
y∈I

∣∣∣fn(x, y)− E
(
fn(x, y)

)∣∣∣ ≤ C1,n + C ′1,n + C2,n + C ′2,n + C3,n, (3.4)

sachant que
C1,n := max

1≤k≤pn
sup
x∈Bk

sup
y∈I

∣∣∣fn(x, y)− fn(xk, y)
∣∣∣

C ′1,n := max
1≤k≤pn

sup
x∈Bk

sup
y∈I

∣∣∣E(fn(x, y)
)
− E

(
fn(xk, y)

)∣∣∣
C2,n := max

1≤k≤pn
max

1≤l≤qn
sup
y∈Il

∣∣∣fn(xk, yl)− fn(xk, y)
∣∣∣
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C ′2,n := max
1≤k≤pn

max
1≤l≤qn

sup
y∈Il

∣∣∣E(fn(xk, yl)
)
− E

(
fn(xk, y)

)∣∣∣
et

C3,n := max
1≤k≤pn

max
1≤l≤qn

∣∣∣fn(xk, yl)− E
(
fn(xk, yl)

)∣∣∣.
Concernant tout d’abord C1,n et C ′1,n : puisque Kd est lipschitzien et ‖H‖∞ ≤ 1, on a

∣∣∣fn(x, y)− fn(xk, y)
∣∣∣ ≤ C‖x− xk‖

nhd+1
K hH

n∑
i=1

H

(
y − Yi
hH

)
≤ Can

hd+1
K hH

= O

(
1√

nhdKhH

)
. (3.5)

De la même manière, sous K3 et le Lemme 3.3 nous obtenons les bornes pour C2,n et C ′2,n. En effet,

∣∣∣fn(xk, yl)− fn(xk, y)
∣∣∣ ≤ C|y − yl|

hH

1
nhdKhH

n∑
i=1

Kd

(
xk −Xi

hK

)
≤ Cbn

h2
H

vn(xk)

= O

(
1√

nhdKhH

)
. (3.6)

Nous utilisons ensuite une inégalité exponentielle (voir, Théorème 1.2) pour majorer le terme C3,n.
Pour ce faire, nous définissons d’abord

∆i(x, y) = Kd

(
x−Xi

hK

)
H

(
y − Yi
hH

)
− E

(
Kd

(
x−Xi

hK

)
H

(
y − Yi
hH

))
=: ∆i.

Il est clair que

fn(x, y)− E
(
fn(x, y)

)
= 1
nhdKhH

n∑
i=1

∆i.

Remarque 3.2. Notez que le processus ∆i est ψ`-faiblement dépendant compte tenu de la remarque
7 de Doukhan and Neumann (2007), les hypothèses K1 et K3, et le fait que Zi = (Xi, Yi) est
ψ`-faiblement dépendant (` = 1 ou ` = 2).

Maintenant, on est en mesure d’appliquer le Théorème 1.2, pour cela on évalue d’abord σ2
n où

σ2
n = V ar

(
n∑
i=1

∆i

)
. Nous avons

σ2
n = nV ar (∆1) +

n∑
i=1

n∑
j=1

j 6=i

Cov (∆i,∆j)

=: V + COV .
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D’une part, on a

V = n

[
E

(
K2
d

(
x−X1

hK

)
H2
(
y − Y1

hH

))
− E2

(
Kd

(
x−X1

hK

)
H

(
y − Y1

hH

))]
=: n(V1 − V2).

Donc, sous les conditions B(i-ii), D3, K1, K3, par un changement de variable et un développement
de Taylor au voisinage de (x, y), nous obtenons

V1 =
∫
Rd

∫
R
K2
d

(
x− u
hK

)
H2
(
y − v
hH

)
f(u, v)dudv

= hdKhH

∫
Rd

∫
R
K2
d(s)H2(t)f(x− shK , y − thH)dsdt

= O(hdKhH).

De même, sous B(i-ii), D3, K2(i) on obtient

V2 = O(h2d
Kh

2
H).

Par conséquent,
V = O(nhdKhH). (3.7)

D’un autre côté, nous avons

COV =
n∑
i=1

n∑
j=1

j 6=i

Cov (∆i,∆j)

=
n−1∑
r=1

(n− r)Cov (∆1,∆r+1) .

Soit R = R(n) ≤ n− 1, ;n→∞, d’où

COV ≤ n
∑
r<R

Cov (∆1,∆r+1) + n
∑
r≥R

Cov (∆1,∆r+1) . (3.8)

Puis pour i < j, remarquez que

Cov(∆i,∆j) =
∫
Rd

∫
R

∫
Rd

∫
R
Kd

(
x− u
hK

)
H

(
y − v
hH

)
Kd

(
x− s
hK

)
H

(
y − t
hH

)
×f1,j−i+1(u, v, s, t)dudvdsdt−

∫
Rd

∫
R
Kd

(
x− u
hK

)
H

(
y − v
hH

)
f(u, v)dudv

×
∫
Rd

∫
R
Kd

(
x− s
hK

)
H

(
y − t
hH

)
f(s, t)dsdt.

Alors, par un changement de variables, on obtient

Cov(∆i,∆j) = h2d
Kh

2
H

∫
Rd

∫
R

∫
Rd

∫
R

(
f1,j−i+1(x− s1hK , y − t1hH , x− s2hK , y − t2hH)

−f(x− s1hK , y − t1hH)f(x− s2hK , y − t2hH)
)

×Kd(s1)H(t1)Kd(s2)H(t2)ds1dt1ds2dt2.
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Ainsi, en utilisant les hypothèses K1, K3 et D4, il en découle que

Cov(∆i,∆j) = O(h2d
Kh

2
H). (3.9)

Le second terme du côté droit de (3.8) est borné en utilisant la dépendance faible du processus. Nous
avons

Cov(∆1,∆r+1) = Cov

(
Kd

(
x−X1

hK

)
H

(
y − Y1

hH

)
, Kd

(
x−Xr+1

hK

)
H

(
y − Yr+1

hH

))
=: Cov

(
g(Z1), g(Zr+1)

)
,

avec ‖g‖∞ ≤ ‖Kd‖∞‖H‖∞ ≤ 1 (sous les conditions K1 et K3).
De ce fait, l’hypothèse M1 nous amène à obtenir∣∣∣Cov(g(Z1), g(Zr+1)

)∣∣∣ ≤ { Lip(g)2εr pour ψ1-faiblement dépendent,
8Lip(g)εr pour ψ2-faiblement dépendent.

En outre, nous avons

Lip(g) ≤
(
‖Kd‖∞Lip(H) + ‖H‖∞Lip(Kd)

)(
hH
−1 + hK

−1
)
.

Alors ∣∣∣Cov(g(Z1), g(Zr+1)
)∣∣∣ ≤ { C

(
hH
−1 + hK

−1)2
εr pour ψ1-faiblement dépendent,

C
(
hH
−1 + hK

−1) εr pour ψ2-faiblement dépendent,

et ensuite

∑
r≥R

Cov(∆1,∆r+1)| ≤
{
C
(
hH
−1 + hK

−1)2
U(R) pour ψ1-faiblement dépendent,

C
(
hH
−1 + hK

−1)U(R) pour ψ2-faiblement dépendent.
(3.10)

En combinant (3.8), (3.9) et (3.10), on trouve que

COV ≤

 Cn
(
Rh2d

Kh
2
H +

(
hH
−1 + hK

−1)2
U(R)

)
pour ψ1-faiblement dépendent ,

Cn
(
Rh2d

Kh
2
H +

(
hH
−1 + hK

−1)U(R)
)

pour ψ2-faiblement dépendent .
(3.11)

Choisissant maintenant

R =
{
h−v1
K h−v2

H avec d+2
4 < v1 < d et 3

4 < v2 < 1 pour ψ1-faiblement dépendent
h−v1
K h−v2

H avec d+1
3 < v1 < d et 2

3 < v2 < 1 pour ψ2-faiblement dépendent
(3.12)

et sous M2, (3.11) est égal à
COV = o(nhdKhH). (3.13)

Enfin, en combinant les résultats (3.7) et (3.13), on obtient

σ2
n = O(nhdKhH).
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Désormais, nous sommes en mesure de déterminer la borne supérieure du terme C3,n. Pour cela, nous
employons le Théorème 1.2 et nous écrivons, pour tout ε0 > 0, ce qui suit

P

(
C3,n ≥ ε0

√
log n
nhdKhH

)
= P

(
max

1≤k≤pn
max

1≤l≤qn

1
nhdKhH

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∆i(xk, yl)

∣∣∣∣∣ ≥ ε0

√
log n
nhdKhH

)

≤ 2pnqnP
(∣∣∣∣∣

n∑
i=1

∆i(xk, yl)

∣∣∣∣∣ ≥ ε0

√
nhdKhH log n

)

≤ 2Cpnqn log n exp

− ε2
0nh

d
KhH log n

CnhdKhH + n
3
4 lognε0

√
nhdKhH logn

An

 .

Alors, par un calcul algébrique élémentaire, on arrive à

exp

− ε2
0nh

d
KhH log n

CnhdKhH + n
3
4 lognε0

√
nhdKhH logn

An

 ≤ exp

− ε2
0 log n

C + ε0(logn)
3
2

n
3
4 (hdKhH)

3
2



≤ exp

− ε2
0 log n

n
3
4

(
C

n
3
4

+ ε0(logn)
3
2

(nhdKhH)
3
2

)
 .

En conséuence, sous l’hypothèse B(iii)

P

(
C3,n ≥ ε0

√
log n
nhdKhH

)
≤ Ca−1

n b−1
n n−Cε

2
0 log n

≤ (n2hKh
2
H)−1n3−Cε2

0 log n

= (nhKhH)−1(nhH)−1O(n3−Cε2
0) log n. (3.14)

Ainsi sous B(i-iii) et pour un choix convenable de ε0, le terme dans (3.14) est bien le terme général
d’une série de Bertrand convergente. Par conséquent, grâce aux expressions (3.4), (3.5) et (3.6), il en
résulte que∑
n≥1

P

(
sup
x∈S

sup
y∈I

∣∣∣fn(x, y)− E
(
fn(x, y)

) ∣∣∣ ≥ ε0

√
log n
nhdKhH

)
≤

∑
n≥1

P

(
C3,n ≥ ε0

√
log n
nhdKhH

)
<∞.

Enfin, en utilisant le lemme de Borel-Cantelli, nous obtenons

sup
x∈S

sup
y∈I

∣∣∣fn(x, y)− E
(
fn(x, y)

)∣∣∣ = O

(√
log n
nhdKhH

)
, p.s,

ce qui achève la preuve. 2

Lemme 3.3. Sous les hypothèses B(i-iii), M1-M2, D5-D6, K1 et K2(i), pour n suffisamment
grand on a

sup
x∈S

∣∣∣vn(x)− v(x)
∣∣∣ = O

{
max

(√
log n
nhdK

, h2
K

)}
, p.s
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Preuve du Lemme 3.3 On a

sup
x∈S

∣∣∣vn(x)− v(x)
∣∣∣ ≤ sup

x∈S

∣∣∣vn(x)− E(vn(x))
∣∣∣+ sup

x∈S

∣∣∣E(vn(x))− v(x)
∣∣∣ =: J1 + J2.

Afin d’obtenir une borne supérieure pour le terme de biais J2, on constate facilement que sous B(i),
D5, K1 et K2(i) on a,

sup
x∈S

∣∣∣E(vn(x))− v(x)
∣∣∣ = O(h2

K).

Pour le terme J1 , nous effectuons les mêmes étapes que dans la preuve du Lemme 3.2. Pour cela,
pour recouvrer le compact S nous prenons an = n−

1
2h

d
2 +1
K et nous remplaçons ∆i(x, y) par

Γi(x) = Kd

(
x−Xi

hK

)
− E

(
Kd

(
x−Xi

hK

))
.

Donc en vertu de B(iii), D6 et M1-M2, nous obtenons

J1 = O

(√
log n
nhdK

)
.

La preuve du Lemme 3.3 est donc terminée. 2

Preuve du théorème 3.1 Considérons la décomposition classique suivante

sup
x∈S

sup
y∈I

∣∣∣fn(y|x)− f(y|x)
∣∣∣ ≤ 1

inf
x∈S

vn(x)

(
sup
x∈S

sup
y∈I

∣∣∣fn(x, y)− f(x, y)
∣∣∣

+κ sup
x∈S

∣∣∣vn(x)− v(x)
∣∣∣),

où κ est la borne supérieure de f(y|x). Alors la preuve du théorème 3.1 découle en appliquant le
Lemme 3.1, le Lemme 3.2 et le Lemme 3.3. 2

Preuve du corollaire 3.1 Par définition du mode conditionnel, on peut facilement vérifier que

sup
x∈S

∣∣∣f(Θn(x)|x)− f(Θ(x)|x)
∣∣∣ ≤ 2 sup

x∈S
sup
y∈I

∣∣∣fn(y|x)− f(y|x)
∣∣∣. (3.15)

Donc, en utilisant le développement de Taylor de f(.|x) au voisinage de Θ(x) et sous D1 nous avons

f(Θn(x)|x)− f(Θ(x)|x) = 1
2 (Θn(x)−Θ(x))2 f (2)(Θ∗n(x)|x),

où Θ∗n(x) est compris entre Θn(x) et Θ(x). Dans ce cas, par (3.15), on trouve

(Θn(x)−Θ(x))2 ∣∣f (2)(Θ∗n(x)|x)
∣∣ ≤ 4 sup

x∈S
sup
y∈I

∣∣∣fn(y|x)− f(y|x)
∣∣∣.

Ainsi, le théorème 3.1, D1 et D2 achèvent la preuve. 2

Lemme 3.4. Sous les hypothèses B(i-iv), M1-M2, D3-D4, K1 et K3-K4 nous avons

limnhdKh
3
HV ar

(
f 0,1
n (x, y)

)
= f(x, y)

∫
Rd

∫
R

(
Kd(u)H(1)(v)

)2
dudv.
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Preuve du Lemme 3.4 Notons que

Λi(x, y,Xi, Yi) = Kd

(
x−Xi

hK

)
H(1)

(
y − Yi
hH

)
− E

(
Kd

(
x−Xi

hK

)
H(1)

(
y − Yi
hH

))
=: Λi, (3.16)

il est évident que

1
nhdKh

2
H

n∑
i=1

Λi = f (0,1)
n (x, y)− E(f (0,1)

n (x, y)).

Alors

V ar
(
f 0,1
n (x, y)

)
= 1

(nhdKh2
H)2V ar

(
n∑
i=1

Λi

)

puis

nhdKh
3
HV ar

(
f 0,1
n (x, y)

)
= 1

hdKhH
V ar (Λ1) + 1

nhdKhH

n∑
i=1

n∑
j=1

j 6=i

Cov (Λi,Λj)

=: I1,n + I2,n.

Nous calculons d’abord lim I1,n, sous les hypothèses B(i-ii), D3, K1 et K3-K4. On a

lim I1,n = lim 1
hdKhH

[∫
Rd

∫
R

(
Kd

(
x− s
hK

)
H(1)

(
y − t
hH

))2

f(s, t)dsdt

−

(∫
Rd

∫
R
Kd

(
x− s
hK

)
H(1)

(
y − t
hH

)
f(s, t)dsdt

)2]
= lim

∫
Rd

∫
R

(
Kd(u)H(1)(v)

)2
f(x− uhK , y − vhH)dudv

−hdKhH

(∫
Rd

∫
R
Kd(u)H(1)(v)f(x− uhK , y − vhH)dudv

)2

= f(x, y)
∫
Rd

∫
R

(
Kd(u)H(1)(v)

)2
dudv.

Il reste à montrer que I2,n tend vers 0 lorsque n → ∞. Nous suivons la même procédure que celle
utilisée pour évaluer le terme COV (voir (3.13)).

I2,n = 1
nhdKhH

n−1∑
r=1

(n− r)Cov(Λ1,Λr+1)

≤ n

nhdKhH

∑
r<R

Cov(Λ1,Λr+1) + n

nhdKhH

∑
r≥R

Cov(Λ1,Λr+1)

=: I21,n + I22,n.

56



Chapitre 3 L’estimateur à noyau du mode conditionnel pour les données ψ-faiblement dépendantes

D’une part, sous D4, K1 et K3-K4 pour tous les i < j

I21,n ≤
R

hdKhH

[∫
Rd

∫
R

∫
Rd

∫
R
Kd

(
x− u
hK

)
H(1)

(
y − v
hH

)
Kd

(
x− s
hK

)
H(1)

(
y − t
hH

)
×f1,j−i+1(u, v, s, t)dudvdsdt−

∫
Rd

∫
R
Kd

(
x− u
hK

)
H(1)

(
y − v
hH

)
f(u, v)dudv

×
∫
Rd

∫
R
Kd

(
x− s
hK

)
H(1)

(
y − t
hH

)
f(s, t)dsdt

]
= O(RhdKhH). (3.17)

D’autre part, on a

I22,n = n
∑
r≥R

Cov

(
1√

nhdKhH
Λ1,

1√
nhdKhH

Λr+1

)
.

En outre,

Cov

(
1√

nhdKhH
Λ1,

1√
nhdKhH

Λr+1

)
= Cov

(
1√

nhdKhH
Kd

(
x−X1

hK

)
H(1)

(
y − Y1

hH

)
,

1√
nhdKhH

Kd

(
x−Xr+1

hK

)
H(1)

(
y − Yr+1

hH

))
=: Cov

(
g1(Z1), g1(Zr+1)

)
,

avec ‖g1‖∞ ≤ 1√
nhKhH

‖Kd‖∞‖H(1)‖∞ < 1.
Il en résulte que, sous les hypothèses M1, K1 et K3, on a,∣∣∣Cov(g1(Z1), g1(Zr+1)

)∣∣∣ ≤ { Lip(g1)2εr pour ψ1-faiblement dépendent,
8Lip(g1)εr pour ψ2-faiblement dépendent.

Par ailleurs, nous avons

Lip(g1) ≤ C√
nhdKhH

(hH−1 + hK
−1) où C = ‖Kd‖∞Lip(H(1)) + ‖H(1)‖∞Lip(Kd).

Par conséquent,∣∣∣Cov(g1(Z1), g1(Zr+1)
)∣∣∣ ≤


C

nhdKhH

(
hH
−1 + hK

−1)2
εr pour ψ1-faiblement dépendent,

C√
nhdKhH

(
hH
−1 + hK

−1) εr pour ψ2-faiblement dépendent,

donc

I22,n ≤


C

hdKhH

(
hH
−1 + hK

−1)2
U(R) pour ψ1-faiblement dépendent,

√
nC√
hdKhH

(
hH
−1 + hK

−1)U(R) pour ψ2-faiblement dépendent,
(3.18)

en combinant (3.17) et (3.18), on obtient

I2,n ≤

 CRhdKhH + C
hdKhH

(
hH
−1 + hK

−1)2
U(R) pour ψ1-faiblement dépendent,

CRhdKhH +
√
nC√
hdKhH

(
hH
−1 + hK

−1)U(R) pour ψ2-faiblement dépendent,
(3.19)

où R est le même que dans (3.12).Donc, sous M2, B(iv) : le terme (3.19) devient un o(1). 2
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Lemme 3.5. Sous les hypothèses B(i-iv), D3-D4, M1-M2, K1 et K3-K4 nous avons√
nhdKh

3
H

(
f (0,1)
n (x, y)− E

(
f (0,1)
n (x, y)

) ) D−−−→ N (0, V (x, y)) ,

avec V (x, y) = f(x, y)
∫
Rd
∫
R(Kd(u)H(1)(v))2dudv <∞.

Preuve du Lemme 3.5 La preuve est principalement basée sur le Théorème 1 de Bardet et al.
(2008) (voir Théorème 1.3).
Selon (3.16) √

nhdKh
3
H

(
f (0,1)
n (x, y)− E

(
f (0,1)
n (x, y)

) )
=

√
nhdKh

3
H

1
nhdKh

2
H

n∑
k=1

Λk

= 1√
nhdKhH

n∑
k=1

Λk

=
n∑
k=1

U(Zk) =:
n∑
k=1

Uk.

Alors, pour tout 0 < δ ≤ 1, soit

An =
n∑
k=1

E
(
|Uk|2+δ

)
.

Nous avons donc

An = n
(
nhdKhH

)−(2+δ)
2 E

(
|Λk|2+δ

)
=

(
nhdKhH

)−δ
2 (hdKhH)−1E

(
|Λk|2+δ

)
=

(
nhdKhH

)−δ
2 (hdKhH)−1

[
E
(
|Λk|2+δ

) 1
2+δ

]2+δ

.

Par l’inégalité de Minkowski, on obtient

E
(
|Λk|2+δ

) 1
2+δ ≤

E(∣∣∣∣∣Kd

(
x−Xk

hK

)
H(1)

(
y − Yk
hH

)∣∣∣∣∣
2+δ) 1

2+δ

+

E(∣∣∣∣∣E
[
Kd

(
x−Xk

hK

)
H(1)

(
y − Yk
hH

)]∣∣∣∣∣
2+δ) 1

2+δ

≤ 2

E(∣∣∣∣∣Kd

(
x−Xk

hK

)
H(1)

(
y − Yk
hH

)∣∣∣∣∣
2+δ) 1

2+δ

et alors

An ≤ 22+δ (nhdKhH)−δ2 (hdKhH)−1E

(∣∣∣∣∣Kd

(
x−Xk

hK

)
H(1)

(
y − Yk
hH

)∣∣∣∣∣
2+δ)

≤ 22+δ (nhdKhH)−δ2 ‖f‖∞ ∫
Rd

∫
R

∣∣∣Kd(s)H(1)(t)
∣∣∣2+δ

dsdt,
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ce qui, sous les hypothèses B(iii), D3, K1 et K3-K4 donne An = o(1).
Posons maintenant

T (n) =
n∑
k=2

∣∣∣Cov( exp
(
it(U1 + ...+ Uk−1)

)
, exp(itUk)

)∣∣∣.
Pour déterminer la borne supérieure de T (n), on note

exp
(
it(U1 + ...+ Uk−1)

)
=

k−1∑
j=1

(
exp(itSj)− exp(itSj−1)

)
+ 1 avec Sj = U1 + ...+ Uj et S0 = 0.

Ainsi,

Cov
(

exp
(
it(U1 + ...+ Uk−1)

)
, exp(itUk)

)
=

k−1∑
j=1

Cov
(

exp(itSj)− exp(itSj−1), exp(itUk)
)
. (3.20)

Soit U∗k une variable aléatoire indépendante de (U1, ..., Uj) et identiquement distribuée comme Uk.
On écrit ∣∣∣Cov( exp(itSj)− exp(itSj−1), exp(itUk)

)∣∣∣ =
∣∣∣Cov( exp(itSj)− exp(itSj−1),

exp(itUk)− exp(itU∗k )
)∣∣∣

et en utilisant | exp(ia)− exp(ib)| ≤ i|b− a|, on obtient∣∣∣Cov( exp(itSj)− exp(itSj−1), exp(itUk)
)∣∣∣ = E

(
|tUj|(|Uk|+ |U∗k |)

)
= |t|E

(
|UjUk|+ |UjU∗k |

)
.

De plus, pour tout i ≥ 1 et j ≥ 1 on a

E
(
|UiUj|

)
≤ 1

nhdkhH
E

(∣∣∣∣∣Kd

(
x−Xi

hK

)
H(1)

(
y − Yi
hH

)
Kd

(
x−Xj

hK

)
H(1)

(
y − Yj
hH

) ∣∣∣∣∣
)

+ C

nhdkhH

[
E

(∣∣∣∣∣Kd

(
x−Xi

hK

)
H(1)

(
y − Yi
hH

) ∣∣∣∣∣
)]2

.

Ensuite, on raisonne comme dans (3.17) et, sous D3-D4, K1 et K3 on obtient

E
(
|UiUj|

)
≤ 1
nhdkhH

Ch2d
k h

2
H ,

ce qui implique ∣∣∣Cov( exp(itSj)− exp(itSj−1), exp(itUk)
)∣∣∣ ≤ ChdkhH

n
. (3.21)

D’autre part

Cov
(

exp(itSj)− exp(itSj−1), exp(itUk)
)

=: Cov
(
g1(Z1, ..., Zj), g2(Zk)

)
,
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avec ‖g1‖∞ ≤ |t|‖U‖∞ ≤ 2|t|√
nhKhH

‖Kd‖∞‖H(1)‖∞ < 1 et ‖g2‖∞ = 1 sous B(iii), K1 et K3.

Alors, comme Lip(U) ≤ C
(h−1
H +h−1

K )√
nhdKhH

et Lip(g2) = C
(h−1
H +h−1

K )√
nhdKhH

, sous M1

∣∣∣Cov( exp(itSj)− exp(itSj−1), exp(itUk)
)∣∣∣ ≤

 C
(h−1
H +h−1

K )2

nhdKhH
εr pour ψ1-faiblement dépendent,

C
(h−1
H +h−1

K )√
nhdKhH

εr pour ψ2-faiblement dépendent,
(3.22)

où r = (k − j) ∈ {2, ..., k}.
Tout d’abord, concernant le cas ψ1-faiblement dépendant, nous avons par (3.20), (3.21) et (3.22)

T (n) ≤ C

n∑
k=2

k∑
r=2

(hdKhH
n
∧ (h−1

H + h−1
K )2

nhdKhH
εr

)
≤ Cn

n∑
r=2

(hdKhH
n
∧ (h−1

H + h−1
K )2

nhdKhH
εr

)
≤

∞∑
r=2

(
hdKhH ∧

(h−1
H + h−1

K )2

hdKhH
εr

)
≤

∑
r<R

(
hdKhH ∧

(h−1
H + h−1

K )2

hdKhH
εr

)
+
∑
r≥R

(
hdKhH ∧

(h−1
H + h−1

K )2

hdKhH
εr

)
≤

∑
r<R

hdKhH +
∑
r≥R

(h−1
H + h−1

K )2

hdKhH
εr

≤ RhdKhH + (h−1
H + h−1

K )2

hdKhH
U(R).

Ensuite, en choisissant R comme dans (3.12) et sous M2, nous obtenons T (n) = o(1).
En second lieu, pour le cas ψ2-faiblement dépendant, en procédant de la même manière que ci-dessus,
nous arrivons à

T (n) ≤ RhdKhH +
√
n

(h−1
H + h−1

K )√
hdKhH

U(R).

Donc en choisissant R comme dans (3.12) et sous M2, B(iv) nous obtenons T (n) = o(1).
Ensuite, en utilisant le Lemme 3.4, toutes les conditions du Théorème de Bardet et al. (2008) (Théo-
rème 1.3) sont satisfaites, ce qui aboutit au résultat. 2

Lemme 3.6. Sous les hypothèses B(v), D3 et K1-K3, nous avons√
nhdKh

3
HE
(
f (0.1)(x,Θ(x))

)
= o(1).

Preuve du Lemme 3.6 On a

E
(
f (0.1)(x,Θ(x))

)
= 1
hdKh

2
H

∫
Rd

∫
R
Kd

(
x− u
hK

)
H(1)

(
Θ(x)− v

hH

)
f(u, v)dudv.

En intégrant par parties par rapport à v, on a

E
(
f (0.1)(x,Θ(x))

)
= 1

hdKhH

∫
Rd

∫
R
Kd

(
x− u
hK

)
H

(
Θ(x)− v

hH

)
f (0,1)(u, v)dudv

=
∫
Rd

∫
R
Kd(s)H(t)f (0,1) (x− shK ,Θ(x)− thH) dsdt.
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Le développement de Taylor de f (0,1) au voisinage de (x,Θ(x)) à l’ordre 2 et sous D3, K1-K2 donne

E
(
f (0.1)(x,Θ(x))

)
= O(h2

K + h2
H).

Par B(v), on arrive au résultat. 2

Lemme 3.7. Sous les hypothèses B(i-iii), M1-M2, D3 et K1-K3, pour n suffisamment grand
nous avons

sup
x∈S

∣∣∣f (0,2)
n (x,Θ∗n(x))− f (0,2) (x,Θ(x))

∣∣∣ = o(1), en probabilité.

Preuve du Lemme 3.7 Nous mettons

sup
x∈S

sup
y∈I

∣∣∣f (0,2)
n (x, y)− f (0,2) (x, y)

∣∣∣ = sup
x∈S

sup
y∈I

∣∣∣f (0,2)
n (x, y)− E

(
f (0,2)
n (x, y)

)∣∣∣
+ sup

x∈S
sup
y∈I

∣∣∣E(f (0,2)
n (x, y)

)
− f (0,2) (x, y)

∣∣∣
=: J1 + J2.

Donc, en intégrant deux fois par parties et en effectuant le même procédé que pour la preuve du
Lemme 3.6, on obtient

J2 ≤
∫
Rd

∫
R

∣∣∣Kd(s)H(t)
(
f (0,2) (x− shK , y − thH)− f (0,2)(x, y)

)∣∣∣dsdt.
Ensuite, le développement de Taylor de f (0,2) (x− shK , y − thH) au voisinage de (x, y) donne

J2 ≤ hK

∫
Rd

∫
R

∣∣∣Kd(s)H(t)
(
s1
∂f (0,2)

∂x1
(x∗, y∗) + ...+ sd

∂f (0,2)

∂xd
(x∗, y∗)

)∣∣∣dsdt
+hH

∫
Rd

∫
R

∣∣∣Kd(s)H(t)t∂f
(0,2)

∂y
(x∗, y∗)

∣∣∣dsdt,
où (x∗, y∗) est compris entre (x, y) et (x − shK , y − thH). Donc, sous D3, K1 et K2(ii), il s’ensuit
que

J2 = O(hK + hH). (3.23)

D’autre part, pour déterminer la borne du terme J1, nous procédons comme pour la preuve du Lemme
(3.2). En effet, on recouvre le compact S par un nombre fini pn de boules Bk centrées en xk dansRd

telles que
max

1≤k≤pn
‖x− xk‖ ≤ n

−1
2 h

d
2 +1
k h

5
2
H =: an

et I est divisé en qn intervalles Il centrés en yl vérifiant

max
1≤l≤qn

‖y − yl‖ ≤ (nhdK)−1
2 h

7
2
H =: bn.

Comme S et I sont bornés, il existe deux constantes M et M ′ telles que, pnan ≤ M , qnbn ≤ M
′ et

MM
′ ≤ C. Par conséquent, nous avons

J1 ≤ G1,n + G ′1,n + G2,n + G ′2,n + G3,n, (3.24)
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où
G1,n := max

1≤k≤pn
sup
x∈Bk

sup
y∈I

∣∣f (0,2)
n (x, y)− f (0,2)

n (xk, y)
∣∣

G ′1,n := max
1≤k≤pn

sup
x∈Bk

sup
y∈I

∣∣E (f (0,2)
n (x, y)

)
− E

(
f (0,2)
n (xk, y)

)∣∣
G2,n := max

1≤k≤pn
max

1≤l≤qn
sup
y∈Il

∣∣f (0,2)
n (xk, yl)− f (0,2)

n (xk, y)
∣∣

G ′2,n := max
1≤k≤pn

max
1≤l≤qn

sup
y∈Il

∣∣E (f (0,2)
n (xk, yl)

)
− E

(
f (0,2)
n (xk, y)

)∣∣
et

G3,n := max
1≤k≤pn

max
1≤l≤qn

∣∣f (0,2)
n (xk, yl)− E

(
f (0,2)
n (xk, yl)

)∣∣ .
Donc, sous K1, K3 et par un raisonnement similaire à celui de la preuve du Lemme 3.2 (voir (3.5),
(3.6)) nous obtenons

G1,n = O

(
1√

nhdKhH

)
et G ′1,n = O

(
1√

nhdKhH

)
. (3.25)

De la même façon

G2,n = O

(
1√

nhdKhH

)
et G ′2,n = O

(
1√

nhdKhH

)
. (3.26)

Maintenant, afin de limiter G3,n nous devons d’abord poser

Ψ(x, y) = Kd

(
x−Xi

hK

)
H(2)

(
y − Yi
hH

)
− E

(
Kd

(
x−Xi

hK

)
H(2)

(
y − Yi
hH

))
=: Ψi.

Appliquons ensuite le Théorème 1.2 sur les variables Ψi. Pour cela, nous calculons d’abord σ2
n =

V ar
( n∑
i=1

Ψi

)
. Nous avons

σ2
n = nV ar

(
Kd

(
x−X1

hK

)
H

(
y − Y1

hH

))
+

n∑
i=1

n∑
j=1

j 6=i

Cov

(
Kd

(
x−Xi

hK

)
H

(
y − Yi
hH

)
, Kd

(
x−Xj

hK

)
H

(
y − Yj
hH

))

=: S1 + S2.

En utilisant la même démarche que pour calculer V (voir (3.7)) et COV (voir (3.13)), on arrive à
σ2
n = O(nhdKhH).

Ensuite, en appliquant l’inégalité exponentielle de Hwang and Shin (2014) et en procédant de la
même manière que pour le résultat de ((3.14), il en déduit que

P

(
G3,n ≥ ε0

√
log n
nhdKh

5
H

)
= P

{
max

1≤k≤pn
max

1≤l≤qn

1
nhdKh

3
H

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

Ψi(xk, yl)

∣∣∣∣∣ ≥ ε0

√
log n
nhdKh

5
H

}
= (nhKhH)−1(nhH)−9

2 O(n 13
2 −Cε

2
0) log n. (3.27)
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En conséquence, par les suppositions B(i-iii) et pour un choix approprié de ε2
0, le terme dans (3.27)

est la terme général d’une série de Bertrand convergente. Ainsi, le Lemme de Borel Cantelli nous
donne les résultats suivants

G3,n = O

(√
log n
nhdKh

5
H

)
,

ce qui donne avec (3.24)-(3.26)

J1 = O

(√
log n
nhdKh

5
H

)
. (3.28)

Ainsi, grâce aux expressions (3.23), (3.28) et sous B(v), il s’ensuit que

sup
x∈S

sup
y∈I

∣∣∣f (0,2)
n (x, y)− f (0,2) (x, y)

∣∣∣ = o(1), p.s (3.29)

Enfin, la continuité de f (0,2)(., .), le Corollaire 3.1 et (3.29) impliquent la convergence en probabilité
de f (0,2)

n (x,Θ∗n(x)) vers f (0,2) (x,Θ(x)) . 2

Preuve du Théorème 3.2 D’après (3.2) nous avons

√
nhdKh

3
H

(
Θn(x)−Θ(x)

)
= −

√
nhdKh

3
H

(
f

(0,1)
n (x,Θ(x))− E

(
f

(0,1)
n (x,Θ(x))

))
f

(0,2)
n (x,Θ∗n(x))

−
√
nhdKh

3
HE
(
f (0.1)(x,Θ(x))

)
f

(0,2)
n (x,Θ∗n(x))

.

Donc, en utilisant les Lemmes 3.5–3.7 et le Théorème de Slutsky, nous achevons la preuve du Théo-
rème 3.2.
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Chapitre 4
Application sur des données réelles

4.1 Introduction

Ce chapitre est une application réelle de notre étude à l’aide des logiciels Eviews10 et Matlab,
afin de :

— Illustrer l’efficacité de l’estimateur du mode conditionnel dans le cas d’une analyse prévision-
nelle non paramétrique de données réelles ψ-faiblement dépendantes.

— Montrer la supériorité de notre estimateur par rapport à l’estimateur à noyau de la régression

classique rNW,n(.) en présence d’hétéroscédasticité où : rNW,n(x) =

∑n
i=1 YiK

(
x−Xi
hn

)
∑n

i=1K
(
x−Xi
hn

) , x ∈ R

Avant de commencer cette analyse, nous étudions la série de données et nous nous assurons que ces
dernières vérifient les hypothèses de notre modèle (la stationnarité et la ψ-dépendance).

4.2 Les données

4.2.1 Description de la base de données

L’ensemble de données est constitué du taux de change quotidien de l’euro par rapport au dollar
américain (USD/EUR). Ces données sont obtenues à partir du site web : https://fr.investing.

com/currencies/usd-eur-historical-data.
L’ensemble des données porte sur la période du 01 janvier 2015 au 01 janvier 2020, soit un total de
1305 observations.
La base contient 6 variables tel que : la date, le taux d’ouverture, taux le plus haut, taux le plus bas,
le cours de clôture et le pourcentage de variation.
On s’intéresse particulièrement à la variable de clôture (”Dernie”) qui correspond au dernier taux de
change calculé chaque jour, dont le graphique est présenté dans la figure 4.1.
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Figure 4.1 – L’évolution quotidienne du taux de change USD/EURO (01/01/2015 - 01/01/2020).

4.2.2 Etude de la stationnarité

La forme du graphique 4.1 illustre la non-stationnarité du fait qu’il semble présenter :
— La présence de tendances.
— Une volatilité qui change dans le temps.

La non-stationnarité du processus est confirmée par le test suivant :
Test de Dickey-Fuller augmenté (ADF) :
Le critère de Dickey-Fuller augmenté ou le test ADF est un test statistique permettant de déterminer
la stationnarité d’une série chronologique.

La p-value étant supérieure au seuil de 5% (0.0510 > 0.05). Nous acceptons l’hypothèse de base :
la série n’est pas stationnaire. Pour la rendre stationnaire, les taux de change des devises sont
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transformés en rendements logarithmiques en utilisant la formule de rendement suivante :

Rt = log
(

Vt
Vt−1

)
× 100,

où Vt est la valeur de clôture quotidienne du taux de change USD/EURO au temps t.

Remarque 4.1. L’application de log vise à lisser et à réduire la tendance tandis que la différenciation
stabilise le processus.
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Figure 4.2 – Rendements logarithmiques quotidiens des taux de change USD/EURO

La figure de la courbe de différenciation logarithmiques montre une alternance autour du zéro,
ce qui montre sa stationnarité. Ce résultat est également confirmé par le test ADF.
Test de Dickey-Fuller augmenté (ADF) :

La p-value étant nulle (< 0.05). Nous rejetons l’hypothèse de base : la série de rendements logarith-
miques est stationnaire.
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4.2.3 Les statistiques descriptives

Un résumé des statistiques pour l’ensemble des données sur les rendements est présenté au gra-
phique suivant. La moyenne est positive, ce qui indique que les rendements des transactions aug-
mentent légèrement au fil du temps. Le coefficient d’asymétrie indique que les rendements ont une
distribution asymétrique, et sont décalés vers la gauche. La valeur de l’aplatissement des rendements
est de 5.634294, ce qui est supérieur à trois, indiquant que la distribution des rendements suit une dis-
tribution à queue lourde, présentant ainsi l’une des caractéristiques importantes des données de séries
chronologiques financières, notamment le leptokurtosis. La condition de non-normalité est confirmée
par un test de Jarque-Bera qui montre que l’hypothèse nulle de normalité est rejetée au niveau de
signification de 5%.
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Figure 4.3 – Test de normalité sur les rendements
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Figure 4.4 – Représentation du corrélogramme
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Tous ces résultats indiquent que le modèle de prix de rendement que nous venons d’étudier possède
des propriétés d’hétéroscédasticité (variabilité de la volatilité ou non-linéarité de la variance) et de
non-normalité qui justifient l’utilisation d’une modélisation du type ARCH. Ce type de processus
est capable de capter le comportement de la volatilité au cours du temps. Afin de confirmer cette
hypothèse, c’est-à-dire la présence d’hétéroscédasticité, nous effectuons le test suivant.

4.2.3.1 Hetéroscédasticité conditionnelle

— Les deux statistiques Fisher et khi-deux donnent deux p-valeurs inférieures au seuil (5%) : on
rejette donc l’hypothèse nulle d’homoscédasticité en faveur de l’alternative d’hétéroscédasticité
conditionnelle.

Sur EViews nous pouvons estimer le modèle ARCH approprié (voir la figure 4.5), voici le résultat
obtenu qui semble être très significatif.

Figure 4.5 – Estimation du modèle ARCH

Nous constatons que les données peuvent être modélisées par un processus ARCH ou GARCH, qui
sont des cas particuliers de processus ψ−faiblement dépendants.
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4.3 Prévision

Nous considérons la relation entre le rendement au temps t (la variable d’intérêt) et le rendement
au temps t− 1 (la variable explicative ou covariable).{

Xt = Rt−1

Yt = r(Rt) + εt, R0 = 0, εt ∼ N (0, 1) i.i.d, t ≥ 1.

Pour évaluer les performances du prédicteur Θn et rNW,n nous avons divisé notre échantillon en
deux sous-ensembles. L’échantillon d’apprentissage, de taille n = 1270, désigné par (Xi, Yi){i=1,...,1270}

pour lequel les estimateurs sont calculés. Ensuite, pour chaque nouvelle covariable (Xi){i=1271,...,1301},
nous calculons les valeurs prédites, par les estimateurs Θn et rNW,n, correspondant à (Ŷi){i=1271,...,1301}

(les valeurs de rendements pendant le dernier mois) considéré comme l’échantillon test. Dans les cal-
culs des estimateurs, pour les deux noyaux Kd et H, nous avons pris un noyau gaussien, et les fenêtres
sont égales à hK = hH = 0.231.
Nous comparons dans la figure 4.6 les valeurs réelles de (Yi){i=1271,...,1301} et les prédictions de l’esti-
mateur du mode conditionnel et de l’estimateur de régression.
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Valeur prédictive via le mode conditionnel.
Valeur prédictive via la régression.

Figure 4.6 – Prédiction de rendement par le mode conditionnel et la régression

Pour mesurer aussi la performance de chaque méthode de prédiction, nous examinons la moyenne
des erreurs carrées (MSE). Après avoir effectué les calculs, nous trouvons une MSE = 0.45 pour
notre estimateur, et une MSE = 0.7 pour celui de la régression. Nous pouvons donc conclure que
notre modèle présente une bonne précision d’estimation et de prédiction par rapport à la régression
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et ce résultat est justifié par la présence d’hétéroscédasticité.
Dans la figure suivante, nous traçons l’estimateur de la densité conditionnelle du rendement au temps
t sachant le prix du rendement au temps t− 1 (fn(y | x)).
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Figure 4.7 – L’estimateur de la densité conditionnelle fn(y | x)

70



Conclusion et perspectives

Conclusion

Bien que la régression classique soit le sujet le plus répandu en statistique non-paramétrique,
notamment pour les problèmes de prédiction, elle reste très limitée pour certaines situations. Dans
ce travail, nous nous intéressons au problème de l’estimateur du mode conditionnel qui est un outil de
prédiction alternative à la régression. Un aperçu des estimateurs non paramétriques a été présenté,
en particulier l’estimateur à noyau du mode conditionnel dans un cadre dépendant et indépendant.
La principale contribution de notre étude est le type de dépendance le plus général, soit celui de
Doukhan and Louhichi (1999).
Dans ce modèle, nous avons déterminé la vitesse de convergence uniforme presque sûre de l’esti-

mateur à noyau du mode conditionnel de l’ordre de O
{(

logn
nhdKhH

) 1
4 + hK + hH

}
. Cette dernière est

étroitement liée aux fenêtres et elle est la même que celle obtenue dans les cas i.i.d. Notons que
le résultat obtenu nécessite des conditions plus restrictives sur les coefficients de dépendance par
rapport aux autres types de dépendance.
Dans ce travail, il est par ailleurs question d’établir la normalité asymptotique de notre estimateur par
le noyau de résultats récents en théorie des probabilités pour des données ψ-faiblement dépendantes.
Ce résultat nous a permis d’obtenir des intervalles de confiance asymptotiques. Des simulations ont
été effectuées pour illustrer la performance de notre estimateur et sa normalité asymptotique pour le
cas unidimensionnel et bidimensionnel. Nous avons en outre sélectionné dans ces études les fenêtres
optimales pour les deux noyaux. Enfin, l’étude proposée est appliquée aux rendements logarithmiques
du taux de change de l’euro par rapport au dollar américain. Une analyse prévisionnelle nous a permis
de montre l’efficacité de notre estimateur et son intérêt.
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Perspectives

Le travail réalisé dans cette thèse ouvre le champ à de nombreuses perspectives intéressantes :
— Afin d’obtenir de meilleurs résultats, il serait important d’appliquer la méthode de validation

croisée et de plugin pour trouver la fenêtre optimale théorique pour notre estimateur. Une
étude comparative pourrait être envisagée.

— Généraliser nos résultats au cas de covariable fonctionnelle. Le cas du mélange est traité dans
Ferraty et al. (2005), on peut donc également traiter une adaptation au cas plus général au
sens de Doukhan and Louhichi (1999).

— Nous pouvons également envisager d’étendre nos résultats au mode conditionnel dans le cas
spatial. Étant donné un processus spatial multidimensionnel stationnaire Zi = (Xi, Yi) ∈ Rd×
R, i ∈ NN où N ∈ N∗, nous étudions l’estimateur à noyau de la fonction mode conditionnelle
spatiale de la variable réponse Yi étant donné la variable explicative Xi. Le cas du mélange a
été traiter dans Dabo-Niang et al. (2014).

— On peut également envisager d’étendre nos résultats au mode conditionnel pour des données
incomplètes.

— Dans ce travail, nous nous sommes limités aux estimateurs à noyau. Récemment Benkhaled
et al. (2020) ont proposé un estimateur local linéaire de la densité conditionnelle lorsque la
variable réponse est censurée tandis que la variable explicative est fonctionnelle. Ils ont établi
dans le cas α-mélangeant, la convergence presque complète de l’estimateur construit et ont
appliqué leur résultat à l’estimation du mode conditionnel. Il serait alors intéressant d’adapter
cette méthode d’estimation et d’étudier ses propriétés pour le cas de données faiblement
dépendantes.
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