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Je dédie cette these
a ma trés chére mere, ce réve n‘aurait pas pu se réaliser sans elle,

a l’esprit de mon pére.



Résumé

Le sujet de cette these concerne I'inférence statistique dans les modeles conditionnels via I’étude
de I'estimation non paramétrique a noyau du mode conditionnel, sous la notion généralisée de dépen-
dance faible établie par Doukhan and Louhichi (1999). Nous étendons le travail effectué par Hwang
and Shin (2016) au cas conditionnel et multivarié.

Dans un premier temps, nous rappelons quelques résultats établis sur le comportement asymptotique
de certains estimateurs a noyau de densité, mode, de densité conditionnelle et mode conditionnel,
dans les cas de données indépendantes et mélangeantes.

Dans un second temps, nous donnons nos résultats en considérant des variables faiblement dépen-
dantes. Nous établissons la convergence et la normalité asymptotique des estimateurs a noyau de
la fonction mode conditionnelle et de la densité conditionnelle. Nous obtenons des intervalles de
confiance asymptotiques. Une étude de simulation est réalisée sur des modeles faiblement dépen-
dants pour valider nos résultats théoriques. Des prévisions sur des données réelles sont également
menées pour montrer I'intérét de notre étude.

Mots et phrases clés : Faible dépendance, Convergence forte, Estimation non paramétrique, Mode

conditionnel, Normalité asymptotique.



Abstract

The topic of this thesis concerns statistical inference in conditional models via the study of non para-
metric kernel estimation of the conditional mode, under the generalized notion of weak dependence
established by Doukhan and Louhichi (1999). We extend the work done by Hwang and Shin (2016)
to the conditional and multivariate case.

In the first step, we recall some established results on the asymptotic behavior of some kernel density,
mode, conditional density and conditional mode estimators, in the case of independent and mixing
data.

In a second step, we give our results considering weakly dependent variables. We establish the conver-
gence and the asymptotic normality of the kernel estimators of the conditional mode function and of
the conditional density. We obtain asymptotic confidence intervals. A simulation study is performed
on weakly dependent models to validate our theoretical results. Some forecasting on real data is also
conducted to show the interest of our study.

Key words and phrases : Weak dependence, Asymptotic normality, Conditional mode, Non-

parametric estimation, Strong convergence.
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Abreviations et Notations

o i.i.d : indépendantes et identiquement distribuées.
o v.a : variable aléatoire.

o p.s : presque stirement.

o IL? : la convergence en moyenne d’ordre p.
o 2. converge en distribution.

o N (0,1) : la loi normale centrée réduite.

o :=: égalité par définition.

o =: : égalité par notation.

o 14 : fonction indicatrice de ’ensemble A.
o |||l : désigne la norme infinie.

o resp : respectivement.

o ), : quantile conditionnel d’ordre p.

o B(p) : la loi de Bernoulli de parametre p.
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Chapitre

Introduction générale

1.1 Généralités

La statistique inférentielle consiste a déduire d’un échantillon prélevés dans une population, les
caractéristiques de cette population. L'une des principales branches de la statistique inférentielle est
la théorie de l'estimation. Dans la littérature, on pourra distinguer deux types principaux d’esti-
mation : 'estimation paramétrique et ’estimation non paramétrique. Le probléeme de l’estimation
non paramétrique consiste a estimer a partir des observations une fonction inconnue, appartenant
a une certaine classe fonctionnelle. Rappelons que I'approche non paramétrique contrairement a
Iestimation paramétrique est définie indépendamment de la distribution ou la loi de I’échantillon
d’observations. Plus particulierement, on parle de méthode d’estimation non paramétrique lorsque
celle-ci ne se ramene pas a ’estimation d’un nombre fini de parametres réels associés a la loi de

I’échantillon ce qui correspond d’ailleurs souvent a la réalité.

En statistique, étudier les liens entre deux variables aléatoires dépendantes est un probléeme de
régression. Ce probleme, peut-étre modélisé comme suit : nous avons deux variables aléatoires dé-
pendantes X (variable explicative ou co-variable) et Y (variable d’intérét ou réponse), la prévision
de Y sachant X se fait a travers X par une fonction r, dite fonction de régression. Plus précisément,
on veut trouver une bonne approximation de Y selon un critére donné par la fonction 7(X). Alors le

probleme devient la minimisation de la fonction de risque suivante :
err(r) =E(I(Y —r(X))),

ou [ est une fonction de cotit. Si cette fonction de colit est convexe et admet un minimum unique,

alors le meilleur prédicteur r*(.) conditionnel de Y sachant X de r(.) est

r*(z) = argminE (I(Y — ¢)|X =2), z € R% (1.1)

geR

Par conséquent, on constate qu’en statistique non-paramétrique, les outils naturels de prévision sont

les modeles relatifs a la distribution conditionnelle de ces variables aléatoires. Parmi ces modéles,

14



Chapitre 1 Introduction générale

le plus utilisé est le modele de régression classique. Cependant, il est bien connu que cette derniere
approche n’est pas efficace dans certaines situations. C’est le cas, par exemple, de la fonction de

densité de probabilité (pdf) conditionnelle suivante de Y étant donné X = x.

f(yle) = ﬁ (exp{—% (y —:v)z} +exp{—% (y+$)2}> :
pour laquelle la fonction de régression classique disparait partout (voir Ould-Said (1997), Remarque 7,
p. 234) et donc, il n’est pas raisonnable d’utiliser E (Y| X = z) pour la prédiction. D’autres situations
ou le mode conditionnel fournit une alternative de prédiction de Y pertinente sont celles ou la
distribution visée est asymétrique ou multimodale (voir Collomb et al. (1986), pp. 228-229). Notez
également que la méthode de noyau pour lestimation de f(y|r) peut étre exprimée de maniere
équivalente dans un cadre de régression. Afin de s’en convaincre, il suffit d’observer que si F(y|z)
est la fonction de distribution cumulative conditionnelle de Y compte tenu de X = z, alors, lorsque

h — 0, on obtient les résultats suivants
E (Ly—y<nlX = 2) = F(y + hlz) — F(y — hlz) = 2hf(y|z).

Par définition, le mode conditionnel est la valeur qui maximise la densité conditionnelle. On note par
©(.) ce mode :

O(x) = argmax f(y|x).
yeR
En considérant la fonction de cofit non convexe définie par :

l(z):{ 0 siz=0,

1 sinon

nous pouvons montrer que la solution de (1.1) est la fonction mode conditionnel.
En effet,

BUY -0IX =0) = [ Lyl

- / f(ylz)dy + / F(yla)dy
]7007(1[ ]q,JrOO[
a— +00
_ Z( |ttty + lf(y|x)dy).
n>1 —00 aty

En différentiant par rapport & ¢ au point ©(x), et égalant a 0 on obtient

AT EH IS {f (0~ L12) ~ s (001 + L 12) } “o

n>1

Un développement de Taylor de f & l'ordre 1 au voisinage de ©(z) donne

S -2 @) =0, (12)

n>1

15



Chapitre 1 Introduction générale

ce qui implique que

() = 0.
et cela implique que f possede un extremum en O(z). Il ne reste qu’a montrer que £ (6(x)) <0
qui se fait en procédant de la méme maniere que pour (1.2), en utilisant le fait que :

PEA{UY —q)|X =
U g =a

L’estimation du mode conditionnel fut traitée pour la premiere fois par Collomb et al. (1986). Ces au-
teurs ont montré la convergence uniforme de 'estimateur a noyau de ce modele conditionnel lorsque
les observations sont ¢-mélangeantes. Samanta and Thavaneswaran (1990), ont obtenu la méme pro-
priété asymptotique pour un estimateur a noyau du mode conditionnel en considérant le cas i.i.d
alors que les conditions de convergence dans le cas de données a-mélangeantes ont été établies par
Ould-Said (1993) et dans le cas de données ergodiques par Martins Rosa (1993) et Ould-Said (1997).
Quintela-Del-Rio and Vieu (1997) ont considéré le mode conditionnel comme le point qui annule la
dérivée du premier ordre de la densité conditionnelle et ils ont construit un estimateur pour ce méme
modele en utilisant 'estimateur a noyau de la dérivée de la densité conditionnelle. Nous référons a
Berlinet et al. (1998), Louani and Ould-Said (1999) pour la convergence en loi de I'estimateur & noyau
du mode conditionnel dans le cas a-mélangeant. Mehra et al. (2000) ont établi la loi du logarithme
itéré, la convergence uniforme presque siire sur un ensemble compact, et la normalité asymptotique
de l'estimateur du plus proche voisin lissé du mode conditionnel, Toannides and Matzner-Lgber (2002)
ont construit un estimateur pour le mode conditionnel, lorsque les observations sont affectées d’er-
reurs. Dans cet article, les auteurs se sont intéressés a la convergence presque stire de I'estimateur
proposé. Alors que sa normalité asymptotique a été démontrée par les mémes auteurs dans loannides
and Matzner-Lgber (2004). Comme application, Rossi (2004) a utilisé le mode conditionnel dans le
domaine de la haute technologie pour décrire un processus de dépollution biologique. Nous citons
également les travaux de Einbeck and Tutz (2006) pour plus d’informations sur 'estimateur du mode
conditionnel en tant qu’outil de prévision.

Dans le contexte des données fonctionnelles, Ferraty et al. (2005) ont prouvé, sous certaines condi-
tions de régularité de la densité conditionnelle, la convergence presque compléte de I'estimateur a
noyau qu’ils ont introduit pour la densité conditionnelle, ainsi que celle du mode conditionnel, et ont
établi la vitesse de convergence. Depuis la parution de cet article, une importante littérature s’est
développée sur 'estimation de la densité conditionnelle et de ses dérivés, en particulier pour I'utiliser
afin d’estimer le mode conditionnel dans le cadre de données fonctionnelles. Nous citons aussi les
travaux de Ezzahrioui and Ould-Said (2008), Ezzahrioui (2010), Dabo-Niang and Laksaci (2007),
Dabo-Niang et al. (2012).

D’autres chercheurs se sont intéressés a 'estimation du mode conditionnel pour des données censu-
rées ou tronquées (voir, par exemple, Ould-Said and Cai (2005), Ould-Said and Tatachak (2007),
(Khardani et al., 2010, 2011, 2012), Ould-Said and Tatachak (2011).

16



Chapitre 1 Introduction générale

Il est remarquable que ’hypothese d’indépendance est souvent trop forte pour étre réaliste dans de
nombreux problemes pratiques, c’est le cas lorsque les données sont collectées chronologiquement de
maniere consécutive. Il est alors naturel de supposer que ’observation courante dépend dans une cer-
taine mesure des précédentes. Ceci nous a motivé a étudier le probleme de 'estimation de la fonction
de mode conditionnelle pour les v.a psi-faiblement dépendantes ()-faiblement), ce probléeme n’a pas
été traité, a notre connaissance, dans la littérature statistique. Le type de i-faiblement dépendant
comprend le mélange, 1’association, les suites gaussiennes et les décalages de Bernoulli et cette notion
a été introduite par Doukhan and Louhichi (1999). Comme exemples d’applications statistiques sous
y-faible dépendance nous citons, les travaux de Doukhan and Louhichi (2001) sur 'estimation de
la densité du noyau, l'inégalité de type Bernstein de Doukhan and Neumann (2007), le théoréme
central limite de Lindeberg dépendant de Bardet et al. (2008), entre autres. En outre, (Hwang and
Shin, 2014, 2016) ont établi des inégalités exponentielles et étudié I'estimation de mode simple (sans

covariables) pour des suites de v.a -faiblement dépendantes , respectivement.

1.2 Contribution de la these

La contribution principale de cette these est d’étudier les propriétés asymptotiques du mode
conditionnel dans le cadre de la statistique non paramétrique sous I’hypothese de la dépendance
faible au sens de Doukhan and Louhichi (1999). Pour une compréhension approfondie de ce type
de dépendance et de tous les outils probabilistes qui sont liés a cette nouvelle notion introduite par
Doukhan and Louhichi (1999), nous renvoyons a la derniere section de ce chapitre.

Dans notre étude, le mode est estimé par le point qui maximise ’estimateur a noyau de la densité
conditionnelle. D’abord, nous établissons avec précision la vitesse de convergence presque siire sur
un compact de R? de la densité conditionnelle sous certaines conditions de régularité du noyau, de
la fonction de densité conjointe et la densité marginale ainsi que des hypotheses adéquates sur les
parametres de lissage. Les preuves reposent principalement sur des calculs de covariance pour lesquels
nous utiliserons principalement 1'inégalité exponentielle proposée par Hwang and Shin (2014). Par la
suite, nous déduisons la convergence du mode conditionnel.

Nous établissons aussi la normalité asymptotique de 'estimateur du mode conditionnel. Ce résultat
est obtenu en utilisant le théoreme de Bardet et al. (2008) qui généralise le théoréme de Lindberg en
proposant une version qui s’adapte a la fois avec les suites indépendantes et dépendantes. Notez que
cette procédure ne nécessite pas autant de calculs que celle de Bernstein pour les grands blocs et les
petits blocs. La normalité asymptotique de cet estimateur nous permet également de construire des
intervalles de confiance. Des simulations sous Matlab montrent la validité de nos résultats théoriques.
En termes d’application, cette contribution a une grande importance en pratique. En effet, il s’agit
d’adopter dans le cas des variables faiblement dépendantes un outil de prévision alternatives a la

régression classique. Notons que cette méthode de prévision est beaucoup plus robustes que celle de la
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régression classique qui est tres sensible aux erreurs d’observations telle que la présence d’observations
aberrantes, I’hétéroscédasticité des données et l'asymétrie.

De plus, cet estimateur offre la possibilité de déterminer des régions prédictives (voir par exemple
De Gooijer and Gannoun (2000)) qui sont beaucoup plus intéressantes que la prévision ponctuelle
en pratique. Ce modele est par ailleurs utilisé en finance ou en assurance pour modéliser les risques

de valeurs extrémes.

1.3 Le plan de la these

Cette these est présentée en quatre chapitres. Dans le reste de ce premier chapitre introductif,
nous donnons la définition de différents types de dépendance faible ainsi que des exemples de pro-
cessus faiblement dépendants. Nous présentons également certains types d’inégalités exponentielles
qui se retrouvent dans la littérature sur les séquences faiblement dépendantes.

Dans le deuxiéme chapitre, nous rappelons les définitions des estimateurs a noyaux de la fonction
de densité; mode simple et conditionnel, en présentant les différentes propriétés asymptotiques de
ces estimateurs. Nous présentons également les méthodes qui existent pour la sélection de la fenétre
optimale qui joue un role fondamental pour la qualité de 'estimation a noyau.

Le troisieme chapitre constitue la principale contribution de cette these. Comme détaillé ci-dessus,
cet apport concerne les propriétés asymptotiques de I'estimateur du mode conditionnel dans le cadre
de la dépendance faible au sens de Doukhan and Louhichi (1999).

Pour illustrer 'utilité de notre étude, un exemple d’application sur des données réelles et une discus-
sion sont présentés au chapitre 4.

Finalement, nous terminons ce document par une conclusion générale qui résume les principaux

résultats obtenus et nous donnons quelques perspectives de recherche.

1.4 Dépendance faible

En statistique, on a deux types de dépendance : la dépendance forte et la dépendance faible. La
différence entre les deux catégories est que : en dépendance faible, les théoremes limite associés aux
statistiques de Donsker et de Kolmogorv se produisent avec une normalisation en \/n et la limite est
un processus plutot irrégulier tandis qu’en dépendance forte, le processus limite est tres régulier et
on rencontre diverses normalisations (voir Prieur (2001)). Dans notre étude, nous allons considérer
uniquement le cas de dépendance faible. Commencons par introduire les différents types de cette

dépendance.
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1.4.1 Le mélange

La notion de mélange s’exprime en termes de coefficients de mélange entre des tribus engendrées
par le passé et le futur de la suite (X, )nez : pour p € Z, FX = o(X;, i <p) et Ff>* =o(X;, i > p).
Si (€2, A, P) désigne un espace probabilisé, on mesure la dépendance entre deux tribus U et )V grice
aux coefficients qui suivent :

— aU,V) =sup | P(UNV)=PU)P(V) |,U €U,V € V (a-mélange ou mélange fort, introduit

par Rosenblatt (1956)).
— BU,V) =supi> ., Yjes | PUiNV;) = P(U;)P(V;) |, (B-mélange, introduit par Volkonskii
and Rozanov (1959).
Le sup est pris sur toutes les partitions (U;)er, (V})jes de Q avec U; e U, V; € V.
— o(U,V) :=sup | P(V|U)-P(V),P(U) >0,U eUd, V €V (¢-mélange ou mélange uniforme,
introduit par Ibragimov (1959).
— pU,V) :=sup | Corr(u,v), u € L2U), v € L*(V) (p-mélange, introduit par Kolmogorov and
Rozanov (1960)).
Soit (X, )nez une suite de variables aléatoires. On dit que cette suite est a-mélangeante si la suite
des coefficients de a-mélange a(n) = sup(F” ., F, ) converge vers 0 lorsque n tend vers +oo. Les
notions de -mélange, de ¢-mélange eieje p-mélange sont définies de fagon similaire.
Parmi toutes ces formes de mélanges, 'a-mélange est la plus faible (voir Doukhan (1994), Rio
(2000)) et donc le moins restrictif. Toute suite de v.a 3, ¢, p mélangeantes sera alors forcement
a-mélangeante. Réciproquement, tout résultat énoncé pour des données a-mélangeantes sera valable
pour des données soumises a une autre forme de mélange. Cela explique donc que 1’étude de variables
mélangeantes est généralement consacrée dans la littérature au cas de données a-mélangeantes.
Comme exemples de processus fortement mélangeants, nous citons :
— Les processus linéaire (sous certains conditions voir Gorodestkii (1977)).
— Les processus ARMA : Withers (1981) élargi la classe des processus linéaires fortements mé-
langeants donnée par Gorodestkii (1977).

— Chaine de Markov : voir Athreya and Pantula (1986).

Pour plus de détails sur les conditions de mélange, nous renvoyons le lecteur aux références suivantes :
Doukhan (1994), Bosq (1998), Rio (2000).

1.4.2 L’association

Le concept d’association a été introduit indépendamment par Esary et al. (1967) et Fortuin et al.
(1971)(FKG). Leur but était de trouver des applications dans la fiabilité des systémes et dans la
statistique mécanique (& travers les inégalités FKG).

Ce concept est une généralisation de la dépendance positive introduite par Lehmann (1966) (plus

précisément la dépendance positive par quadrant, en anglais Positive Quadrant Dependence ou PQD).
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Définition 1.1. (Lehmann (1966))

Deuz variables aléatoires X et'Y sont dites PQD si pour tous nombres réels x et y
P(X 22,V 2y) —P(X 2 2)P(Y 2 y) =2 0.

Définition 1.2. (Esary et al. (1967))

Une suite finie de variables aléatoires X1, ..., X,, est dite associée si
Cov(f(X1,.... Xn),9(Xq,..., X,)) >0,

pour toutes fonctions croissantes f, g de R™ — R pour lesquelles la covariance existe. Une suite

infinie de variables aléatoires est associée si toute sous suite finie est associée.

Il y a plusieurs exemples sur les processus associés citons : les variables aléatoires gaussiennes
positivement corrélées (Pitt (1982)), les variables aléatoires binaires, les processus autorégressifs et
les processus linéaires (Doukhan and Louhichi (1999)).

Notons que cette structure de dépendance a plusieurs type appelées associations : positive (ou faible),

négative et quasi-association.

1.4.2.1 Association Positive

Définition 1.3. Burton et al. (1986) Une suite finie de variables aléatoire Xy, ..., X, est dite posi-

tivement (faiblement) associées si pour tous sous-ensembles disjoints I et J € {1...n}
Cou(f(Xiiel),g(X;,jeJ) >0,

pour toutes fonctions non décroissantes f : Rl - R, ¢ : Rl — R pour lesquelles la covariance
existe.
Une suite infinie de variables aléatoires est positivement associée si toute sous suite finie est positi-

vement associée.

Notons que la définition de ’association positive et 1’association sont ressemblantes, mais pas
équivalentes. L’association positive est strictement plus faible que I'association. Ainsi, I'association

implique ’association positive.

1.4.2.2 Association Négative

L’association négative a été introduite par Joag-Dev and Proschan (1983). ils ont donné de nom-

breuses propriétés et proposé plusieurs applications en Statistique.

Définition 1.4. (Joag-Dev and Proschan (1983))
Une suite finie de variables aléatoires X, ..., X, est dite négativement associée (NA) si pour tout

sous ensembles disjoints I et J de {1,2,...,n}
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pour toutes fonctions croissantes f : R - R, g : RV — R pour lesquelles la covariance existe.
Une suite infinie de variables aléatoires est négativement associée si toute sous suite finie est néga-

tivement associée.

Une propriété fondamentale vérifiée par les variables associées et négativement associées est 1’équi-
valence entre la non corrélation et I'indépendance. Cette propriété provient de I'inégalité de covariance

suivante :

dg

| Cou(f(Xi,ie D), g(X;,5€J)) KZZ oz
J

el jeJ

‘OO{U(XZ'? Xj)‘a

[e.9] ‘

pour I et J € {1...n} et f, g deux fonctions réelles a dérivées bornées.
Cette inégalité de covariance a été établie par Birkel (1988), a donné naissance a une autre notion

de dépendance faible appelée la "quasi-association”.

1.4.2.3 Quasi-Association (QA)

Ce concept a été introduit par Bulinski and Suquet (2001). II permet d’étudier une classe de
variables aléatoires indépendantes par la non corrélation. Rappelons que cette classe contient en plus
des variables gaussiennes, des variables associées et négativement associées et ¢’est un cas particulier
de dépendance faible introduit par Doukhan and Louhichi (1999).

Définition 1.5. (Bulinski and Shabanovich (1998))
Soit X = {X,,n € N} une famille de v.a réelles telle que E(X?) < oo pour tout j € N. La famille
X est dite quasi-associée si, pour tous sous-ensembles finis disjoints I et J de N et toutes fonctions
lipschitziennes f, g définies respectivement de Rl — R et RVl - R, on a
| Cou(f(Xiiel), g(X;,j€])) Z:z:lzpZ Nipi(g) | Cov(X;, X;) | . (1.3)
i€l jed

Les constantes de lipschitz Lip;(f) sont telles que pour x = (x;,i € I), y = (y;,i € I) dans R

|f(x) |<Zsz, )| @i — s |
iel
et
Lipi(f) = sup | f(z1, .. @1, @i, Tigas - -, 24 —f(xl,...,xi_l,x;,xiﬂ,...,xm)|’
x; £ ‘xl ’.|
le sup étant pris pour x1,Ts, ..., 21, v; € R.

Bulinski and Shabanovich (1998) ont montré que, toute collection de variables aléatoires positi-
vement ou négativement associées admettant un second moment fini satisfait (1.3). Par conséquent,
I’association positive ou 'association négative impliquent la quasi-association.

Pour plus de détails sur le concept d’association nous renvoyons le lecteur aux monographes de
Bulinski and Shashkin (2007), Oliveira (2012).
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1.4.3 Non mélangeant et non associé

En général, les conditions de mélange sont tres difficiles a vérifier et on a méme des processus
qui ne sont pas mélangeants et non associés. Citons le célebre exemple d’Andrews (voir Andrews
(1984)) : si (€,)n>1 est une suite de variables aléatoires i.i.d de marginale B(1/2), alors la solution

stationnaire (X,,),>0 de I"équation
1 o,
X, = §(Xn_1 +¢en); Xo indépendante de (g,)n>1,

n’est pas fortement mélangeante.
Le décalage de Bernoulli en anglais Bernoulli shift (voir la section suivante pour plus de détails), c’est
encore un exemple de processus, non mélangeant. La différence entre deux processus indépendants

de ce type constitue un exemple de processus non associé et non-mixte.

1.4.4 Dépendance faible au sens de Doukhan and Louhichi (1999)

Doukhan and Louhichi (1999) ont généralisé le mélange et 1'association en introduisant une no-
tion de dépendance faible plus simple couvrant plus de processus en s’appuyant sur le controle de la
covariance entre le passé et le futur du processus via des fonctions lipschitziennes g; h i.e
cov (g ("passé”), h (”futur”)). Sous certaines conditions sur g et h, cette covariance est assez
petite lorsque la distance entre le passé et le futur est suffisamment grande.

Pour définir cette notion de dépendance, nous commencons par introduire certaines classes de fonc-
tions.

Soit L = U L°°(R™) 'ensemble des fonctions réelles mesurables et bornées, définies sur R”, n € N.

n=1
On rappelle le module de Lipschitz de la fonction g (qui est définie sur R") :

Lip(g) = sup l9(z) — 9(y)|

, avee |[(xy, .., xn)ll = |21 + ..+ |z0])-
w2y 7=yl ! !

Soit L = U L, avec L, = {g e L>=(R"), Lip(g) < 00, ||g]|cc :=sup|g(z)| < 1}.

n=1
Définition 1.6. (Doukhan and Louhichi (1999))
La suite (X, )nez est dite (e, L, 1)-faiblement dépendante (simplement, 1 -faiblement dépendante), s’il
existe une suite € = (€. )ren décroissante vers 0 a l'infini et une fonction ¢ d’arguments (g, h,n,m) €
L x LxN? telles que, pour tous n-uplets (i1, ...,1,) et m-uplets (41, ..., jm) aveciy < ... < ip < ip+r <
NS < Jm,
Cov (g(Xiy, -y Xin)y M( Xy, s X5 ) | < W(g, hym,m)e,.

pour toutes les fonctions g, h qui sont définies respectivement sur R™ et R™.

22



Chapitre 1 Introduction générale

Remarque 1.1. — C(ette dépendance rend explicite l'indépendance asymptotique entre "le passé”
et le “futur” Cela signifie que le "passé” est progressivement oublié.
— Dans la définition précédente, r désigne [’écart dans le temps entre le ” passé” et le 7 futur .
— FEn pratique, la classe L sera remplacée par la plus petite classe L1 qui définit par L, =
{9 € L, ||9]loo :=sup, |g(x)| < 1} (voir Doukhan and Louhichi (1999)).
— Notez que la suite € dépend a la fonction 1. Selon le choix de cette fonction on obtient les

différents coeficients de dépendance.

Citons maintenant quelques exemples sur les différents coefficients de dépendance :
Pour g, he L, x L, :

— St (g, h,n,m) = n||hlleLip(g) + ml||gllcLip(h), alors nous disons que la suite X, est n-
faiblement dépendante.

— Si (g, h,n,m) = n||hl|lLip(g) + m||g|le Lip(h) + nmLip(g)Lip(h), alors nous disons que la
suite X,, est \-faiblement dépendante.

— St (g, h,n,m) = m||g|lLip(h), alors nous disons que la suite X,, est A-faiblement dépen-
dante. Pour la définition des coefficients ( et k, on a besoin de la classe de fonctions Lipschi-
tiziennes non nécessairement bornées, dans ce cas, on suppose que les variables (X, )nez sont
L' intégrables.

— Si (g, hy,n,m) = min(n,m)Lip(g)Lip(h), alors nous disons que la suite X,, est (-faiblement
dépendante.

— Si (g, h,n,m) =nmLip(g)Lip(h), alors nous disons que la suite X,, est k-faiblement dépen-

dante.

1.4.4.1 Propriétés de base

Les variables 1/-faiblement dépendantes ont une propriété d’hérédité, c’est-a-dire les propriétés
de faible dépendance restent toujours valables a travers des images par des fonctions Lipschitziennes
bornées.

— Supposons que (X, )nez est un processus stationnaire & valeurs dans R? qui est (e, £1,)-
faiblement dépendant. Alors, pour toute fonction continue lipschitzienne G : R? — R avec
| G |loo= M <1 et Lip(G) < 1, le processus Y,, = G(X,,) est a valeur réelle, stationnaire, et
| Yo [|oo< M. De plus, il est aussi (€., L1, 1))-faiblement dépendant.

— Dans le cas plus général ou Lip(G) > 1, la dépendance faible tient toujours, mais il suffit de
remplacer ¥(g, h,n,m) par ¥¥ (g, h,n,m) = (Lip(g)Lip(Q), Lip(h) Lip(G),n, m).

1.4.4.2 Exemples de processus faiblement dépendants

Voir Doukhan and Louhichi (1999), Doukhan and Louhichi (2001).

a-Les variables fortement mélangeantes :
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Si une suite (X, )nez est fortement mélangeantes elle est (¢, £, ¢)-faiblement dépendante avec £ = L™,
& = ap et (g, h,n,m) = 4|gl[co[| 2|
b-Les variables associées :
— Les processus associés (resp les processus gaussiens) sont (e, L1, 1)-faiblement dépendants
avec : (g, h,n,m) = min(n, m)Lip(g)Lip(h) et
€, = Sup Z cov(X;, X;) (resp €, = sup Z | cov(X;, X;) ).

Ty B2 i lzk

— Si (X,,)nez est une suite stationnaire de variables aléatoires réelles associées et centrées, alors

elle est A\,-faiblement dépendante avec A, = O(sup | cov(Xy, X3) |).
t>r

c-Le décalage de Bernoulli :

Définition 1.7. Soit (&;);cz une suite stationnaire de variables aléatoires réelles i.i.d et R : RZ -+ R

une fonction mesurable. La suite (X;);ez définie par :

Xi = R(§i7£i—17€i—27"') (14)
est appelée décalage de Bernoulli (schéma de Bernoulli avec des innovations indépendantes (&;)icz).

Proposition 1.1. Soit (0x)ren une suite positive décroissante vers zéro. Si la suite des innovations
indépendantes (&;)icz vérifie :
SUEE ‘ R(fz’—j,j € Z) - R(&i—jﬂ\jklmj € Z) |§ Ok, (1-5)
1€
alors le décalage de Bernoulli est (€., L1,1)-faiblement dépendant avec 1 = 4(n+m) min(Lip(g), Lip(h))

et €, = Or.
2

L’un des principaux intéréts de ces séquences est qu’elles fournissent des exemples de processus tres
utilisés en statistiques qui sont faiblement dépendantes, mais ne sont pas mélangeantes. Nous nous

donnons ici quelques exemples de tels processus :

1. Processus de Markov stationnaire : Soit (X;);cz un processus de Markov stationnaire
défini récursivement par

XZ' = m(Xifh 5@)7

ou (& )iez est une suite stationnaire de variables aléatoires réelles i.i.d. Alors la fonction R
définie dans (1.4) est :

R(z) = m(R(z'),z0) avec x = (xg,x1,%,...) et & = (1,9, T3,...).
2. Le processus autorégressif d’ordre p (AR(p)) : est défini par ’équation suivante

Xi=c+piXioi+@Xi o+ ...+ Xip + &,

ol @1, ...,p, sont les parametres du modele, ¢ est une constante et (§;);cz est une suite de

variables indépendantes.
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3. Le processus bilinéaire stationnaire : est défini par la relation

Xi = & (a + Z Clei_j + b+ Z iji—j) .

i>1 i>1
avec (a;)jen et (b;)jen sont deux suites de nombres réels, a, b € R, et (&;);ez est une suite de
v.a i.i.d, satisfaisant a (E(| &; ]p))% < o0, p>0.

d-Processus Autorégressif Conditionnellement Hétéroscédastique (ARCH) et GARCH(p,q)
(Modéle ARCH Généralisé)

Définition 1.8. Soit (&), une suite de v.a i.i.d et (X;)iez un processus GARCH(p,q) donné par
les relations suivantes :
p q
Xi = pi&; avec p; = ag + Z a; X7+ Z bipi_js (1.6)
j=1 j=1

ot (p,q) € N?, ag >0, a; > 0 et b; > 0 pour j > 1.

Définition 1.9. Soit (&;),., une suite de variables aléatoires i.i.d et (X;),., un processus ARCH(1)
défini par :

X; = pi&; avec p? = by + Z ijffj, (1.7)

j=1
ou bj Z 0.

On suppose qu’il existe m > 2 tel que E(| & |™) < oo et que la condition de stationnarité

|€o|znz | by |< 1 est vérifiée.
k=1
1. S'il existe C' > 0 et pu €]0,1] tels que Vj € N, 0 < b; < Cp™7, alors le processus (1.6) est

A-faiblement dépendant avec A, = O(exp(—cy/7)), ¢ > 0 (voir Doukhan et al. (2006)).
2. S’il existe C' > 0 et v > 1 tels que Yk € N, 0 < b, < Ck™”, alors le processus (1.7) est

A\-faiblement dépendant avec A, = O(r=**1).

Nous renvoyons a Dedecker et al. (2007) pour une liste plus exhaustive.

1.4.4.3 Inégalités exponentielles, le théoréme central limite de Lindeberg dépendant

Des travaux portant sur les inégalités exponentielles dans un modele de données faiblement dé-
pendantes existent et sont relativement récents, nous citons les inégalités du type Bennett (Dedecker
and Prieur (2004a)), Fuk-Nagaev (Dedecker and Prieur (2004b)), inégalités du type exponentiel.

Nous citons ici deux inégalités exponentielles parmi les plus employées.

Théoréme 1.1. (Doukhan and Neumann (2007))
Soient X1, ..., X, des v.a réelles de moyenne nulle définies sur un espace de probabilité (2, A, P) et

U : N2 — N définie par l'une des fonctions suivantes :
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(i) Y(u,v) = 2v,

(ii) Y(u,v) =u+wv,

(i) W(u,v) = uv,

(iv) Y(u,v) =a(u+v)+ (1 —a)uv,Va € (0,1).

Soient les constantes K, M, Ly, Ly < 0o, pu,v >0 et u,v > 0. On suppose une suite non décroissante
de coefficients réels (P(n))n>o telle que pour tous u-uplets (sy,...,s,) et v-uplets (ti,...,t,) avec

1< <...<s, <ty <... <t, <n, linégalité suivante est vérifiée :
1Cov (Xs, - Xy, Xoy -+ Xy, )| < K2M P72 ((u + 0))" U (u, v)P(t — 54),

avec

D (s + )M (B(s)) < LiLE(k!)";VE > 0,
s=0
et
E (|X:|*) < M*(k!)”,Vk > 0.
Alors, ¥Vt > 0,

n t2/2
P X, >t] < - ’
(Z - ) =T ( A, + By outu3) W”“’)

i=1
n
4 v
ou A, > o2 avec o2 :=Var <Z Xi> et B, =2(KV M)L, (% V 1) )
i=1
Hwang and Shin (2014) ont établi une inégalité exponentielle pour les sommes partielles de
variables aléatoires -dépendantes ayant un coefficient de dépendance d’ordre o(r~2) et une norme

asymptotique finie du processus. Ces conditions sont plus simples que celles du résultat des travaux
de Doukhan and Neumann (2007).

Théoréme 1.2. (Hwang and Shin (2014), Théoréme 2, p. 247)

Soit (X;),ey une suite stationnaire de v.a faiblement dépendante de moyenne nulle et de coefficient

de dépendance e,. Soit S, = ZX" et 02 =Var(S,). Si e, = o(r2) tel que

i=1
1
lim || X;]|, = lim <]E(]Xm)> T < 00, avecy ~ v/,
n—oo
alors pour tout t > 0 et pour n suffisamment grand, on a

t2
P (|Sn| > t) < Clognexp (—m) ;

3
\ A .. s . - \ 1]

oti A, peut étre choisi comme tout nombre supérieur ou égal d o et B, = "% pour une constante

n

C >0 et pour tout 0 < p < 1.

26



Chapitre 1 Introduction générale

Le résultat suivant représente le théoreme central limite de Lindeberg pour les processus dépen-
dants. Il convient de noter que ce résultat a été appliqué aux processus faiblement dépendants afin
d’établir la normalité asymptotique de I'estimateur a noyau de la densité pour deux cas particuliers

de processus faiblement dépendants.

Théoréme 1.3. (Bardet et al. (2008), Théoréme 1, p. 157)
Supposons que (X, ;)ren, n € N, soit un schéma triangulaire de vecteurs aléatoires de moyenne nulle

ayant des valeurs dans R®. On considére qu’il existe une matrice définie positive Y telle que
ZCOU(ka) — X,
k=1

et pour chaque 0 < 6 <1,
Ay =) E[X]* =0,

k=1

ou ||.| désigne la norme euclidienne. De plus, on suppose que :

T(n) = Z ’C’ov(exp <z <t,(Xp1+ .. + Xpgo1) > ),exp(i <t, Xnk >))’ — 0,

k=2

ou < -,- > représente le produit scalaire. Alors

Su = X 2 Na(04,5).
k=1
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Chapitre

Estimation a noyau de la fonction densité et du

mode

2.1 Introduction

En statistique, I'estimation par noyau (ou encore méthode de Parzen-Rosenblatt ; en anglais, ker-
nel density estimation) est une méthode non paramétrique d’estimation de la densité de probabilité
d’une variable aléatoire. Elle se base sur un échantillon d’'une population statistique et permet d’es-
timer la densité en tout point du support.

Dans ce chapitre, nous présentons un apercu sur les estimateurs a noyau des fonctions de densité;
des modes et leurs importances. Nous étudions le mode de Parzen et sa généralisation, en donnant
quelques résultats théoriques établis dans le cas de variables aléatoires i.i.d et a-mélangeantes. Nous

examinons également le comportement asymptotique du mode conditionnel.

2.2 Estimateur a noyau de la densité

L’estimateur a noyau de la densité a été inventé par Rosenblatt (1956) basé sur I'idée de "dériver'
la fonction de distribution empirique. Soit un n-échantillon d’une variable aléatoire réelle X de densité
f. Soient X, Xo, ..., X, des v.a i.i.d de densité f par rapport a la mesure de Lebesgue sur R et de
fonction de répartition (f.d.r) F(z) = [*_ f(t)dt. Un estimateur naturel de la f.d.r F' est I'estimateur

empirique défini pour tout z € R par :

1 n
=1

Pour h > 0 assez petit on a :

F(x+h)— F(x —h)

fla) = = ,
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en remplacant F' par son estimateur F},, nous obtenons ’estimateur suivant de f :

1 2:” 1
P n = {|]z—X;|<h}

1 «— 1
= EZQI{Iw—XiISh}'
=1

Ce dernier est appelé un estimateur de Rosenblatt (1956). Nous pouvons aussi ’écrire sous cette

o) =5 Sk ()

avec Ko(u) = 31 <1y. Cet estimateur est en fait un histogramme a fenétre mobile. Parzen (1962) a

forme :

proposé de remplacer Ky par un noyau plus général :
A~ 1 - xr — X,L
= K 2.1
foato) = >0 (). 1)

c’est 'estimateur a noyau de la densité ou I'estimateur de Parzen-Rosenblatt. La fonction K est dite

noyau et h, est une suite de réels positifs tendant vers 0, appelée fenétre.
La fonction noyau K : R — R sera supposée mesurable et satisfaisant certaines hypotheses de base
parmi lesquelles les suivantes :

— K est bornée, i.e. sup | K (u)| < oo,

u€R
— lim |u|K(u) =0
|ul—1
— /|K(u)|du< 00,
R
— /K(u)du =1
R

L'estimateur fpg, de la fonction densité a été largement étudié dans la littérature. Rosenblatt (1956)
donna dans son article 'erreur quadratique moyenne relative a I'estimation de la densité dans le cas
d’observations univariées i.i.d en considérant un noyau uniforme. Parzen (1962) généralisa ce résultat
en considérant une classe tres vaste de noyaux et établit aussi la normalité asymptotique. Par la suite,
le cas multivarié fut traité par Cacoullos (1964). Deheuvels (1974) a étudié les convergences ponctuelle
et uniforme presque stire.

De nombreux auteurs, parmi lesquels nous citons Roussas (1969), Tran (1990) et Pham and Tran
(1991), ont par la suite traité le cas ou les variables sont dépendantes. Nous renvoyons a Bosq (1998)

pour une présentation détaillées des résultats dans ce contexte.

2.2.1 Optimalité de I’estimateur de la densité

La vitesse de convergence d'un estimateur a noyau est étroitement liée au choix de sa fenétre.
Comme l'indique la figure 2.1 : un parametre trop petit fait apparaitre des détails artificiels sur le

graphique de I'estimateur. Contrairement, lorsque h,, est trop grand la majorité des caractéristiques
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sont effacées. La sélection d’'une "bonne' ou d’une fenétre optimale (courbe rouge) est donc soumise
a un compromis entre sur-lissage et sous-lissage, qui peut se traduire par un compromis entre biais

et variance : ’estimateur rouge a une variance trop élevée, 'estimateur vert est trop biaisé.

0.5

True curve

Estimated curve, h=0.05
0.45 [

Estimated curve, h=0.35
Estimated curve, h=0.99

0.4

FIGURE 2.1 — Estimation par la méthode du noyau d’un échantillon de taille 500 issue d’une loi

normale pour différentes valeurs de la fenétre.

Le critere d’optimalité le plus couramment utilisé pour sélectionner ce parametre est le critere de I’

erreur quadratique moyenne intégrée :

MISE(frn, ) = 8 ( [ (frn(o) - f(0)c )

Sous des hypotheses faibles sur f et K, Rosenblatt (1956) et Parzen (1962) ont montré que :

BUE) L (PR + 0 (nllz i hi) ’

MISE(fpg, h,) = g

ot R(g) = [ g(z)*dz pour une fonction g, myo(K) = [ 22K (x)dx et f” est la seconde dérivée de f.

D’ou la fenétre optimale est de la forme :

R(K)1/5
ma(K)3R(f")5ns

hopt -

Ce choix théorique ne peut pas étre utilisé en pratique puisqu’il dépend de deux quantités inconnues :
la fonction de densité f et sa dérivée seconde f”, ¢’est pourquoi une variété de méthodes alternatives
basées sur les données ont été développées pour sélectionner la fenétre optimale. Dans la section

suivante, nous présentons les méthodes de sélection les plus couramment utilisées.
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2.2.2 Quelques méthodes de sélection du parametre de lissage

2.2.2.1 Approximation gaussienne (Silverman)

Lorsque les données suivent la loi normale de variance o2, la fenétre optimale obtenue a partir de

celle établie par Parzen (1962) est de la forme,
hopt = 1.0602n%1,

ol 02 est lestimateur empirique de o

2.2.2.2 Meéthode de la validation croisée

Cette méthode a été introduite par Rudemo (1982) et Bowman (1984). Pour Iestimateur a noyau

pr de la fonction de densité f, I'erreur quadratique intégrée ISE est définie par :

ISE(fpr, hn / f2 5 (x)dx + / frr(z)f(z)dz + / Az

Le parametre de lissage théorique optimal au sens de ISE est donné par
hopt = arg H}%in ISE(pr, hy).

Minimiser ISE( fpg, h,,) par rapport & h,, revient & minimiser la quantité [ f25(z)dz+ [ fer(z)f(z)dz.
L’idée de la méthode de validation croisée est de construire un estimateur de cette derniere quantité.
Cet estimateur, construit a partir des données (X;)1<i<n, est donné par le critere de validation croisée

suivant :

UCV fPR7 /fPR dx__thnl

ou

Frui(X0) = ﬁ Z K (I ;an) .

" j#i1<j<n
Cet estimateur est un estimateur sans biais de MISE(fpg, hn) — R(f).
On a:

MISE(fop, hn) — R(f) = E( / f2n(z)de —2 / Fon(@) f(@)de + / f2(fv>dfv)> ~R(f)

= ([ frala)ds) - 28 ( [ fonto) (a1 )

. 1 & .
Montrons que /fI%R(x)dx et — g fn,i(X;) sont des estimateurs sans biais de E (f fI%R(x)dx>
n
-1

et E <f pr(x)f(x)dx> respectivement. Or E (f f]%R(x)dx> admet 'estimateur sans biais trivial
J f pr(z)dx
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Il reste donc & montrer que E (% i fhnZ(XZ)> =E (/ pr(x)f(x)dx>.

D’une part, nous avons :

E(%thnz(Xz)> = E(fhn,l(Xl))
1 " z—X;
B E((n—l)hnZ/K( hn )f(z)dz)

J7#1

_ hin/f(x)K (Zh_nx> F(2)d=da.

5( [ font) = E(h > [r(52) f@dz)
_ hin/f(x)f( (i;’”) f(2)dzdz.

1 O R
Donc — g fn,,i(X;) est un estimateur sans biais de E (f pr(x)f(x)dx>.
n
i=1

D’autre part,

Nous constatons que minimiser le MISE, par rapport a h,, est équivalent a minimiser le critere de

validation croisée UCV par rapport a h,. La régle de sélection est donnée par

hopt = arg mhin UCV(fpr, hy).

2.2.2.3 Meéthode Plug in

En remarquant que
[P = [ £05)de =B (1900))

Sheather and Jones (1991) proposent alors d’estimer le terme inconnu R(f") = J(f "2(2)dz dans

I'expression de l'erreur moyenne quadratique intégrée par I'estimateur S(a) suivant :
1 L Ti— T
S(q) = ——— KW (=2 1),
(a) n(n—l)a5;; a

ott K désigne la dérivée quatrieme du noyau K et ot a est un nouveau parametre de lissage appelé

parametre pilote.

R(X) + 17712(_1()2h45’(a).

n

hgj = i
sai=emgnin S g

Cette fenétre de lissage vérifie (Sheather and Jones (1991)) :

hsy
hopt

— 1+ Op(nT).
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2.3 Estimateur a noyau du mode simple

Le mode est I'une des mesures de tendance centrale, qui est utilisée pour trouver les valeurs les
plus répétées. Pour une densité de probabilité f, c’est la valeur pour laquelle f admet un maximum
(global ou local). Il est important de se référer a la relation entre la moyenne, la médiane et le mode.
Ces mesures sont les mesures de localisation les plus utilisées par les enquéteurs, car elles sont faciles a
interpréter. On a pour des distributions continues, la relation empirique de Pearson (1895) suivante :
moyenne — mode ~ 3(moyenne — médiane).

Notez que ces trois mesures sont égales lorsque la courbe est unimodale et symétrique.

Exemple 1 : Si X suit une loi gaussienne X — N (i, 0?), sa densité f est

1 _1@-w?
e 2 o2 |

fz) =

oV 21

alors f admet le mode 6 = p.

Exemple 2 : Si X suit une loi exponentielle de parametre A\ > 0, sa densité f est

flz) = {)\e’\”” siz>=0

0 siz <0

alors f admet le mode 6 = 0.
Exemple 3 : Si X suit une loi Gamma de parametres k et p (strictement positifs), X ~ I'(k, p), sa
fonction de densité de probabilité est donnée par :

xk*le—;

f(x;kap):W,

ou z > 0 et I" désigne la fonction Gamma d’Euler. Alors f admet le mode 6 = (k — 1)p, pour k > 1.
Le probleme de I'estimation du mode, qui est souvent une conséquence directe de I'estimation de la
densité, a été largement abordé dans la littérature. Il existe plusieurs estimateurs du mode, le plus
connu étant Uestimateur de Parzen (1962).

Dans la section suivante, nous présentons cet estimateur et sa généralisation ainsi que certains théo-
remes fondamentaux concernant les propriétés asymptotiques de ce dernier pour des données indé-

pendantes.

2.3.1 L’estimateur de Parzen

Soit X1, X, ..., X,, un échantillon de v.a de méme distribution qu'une variable aléatoire X ayant
une densité de probabilité f uniformément continue avec un mode unique. L’estimateur du mode de
Parzen, noté 0, p est défini comme la variable aléatoire qui maximise I'estimateur a noyau fp r de la
densité f définie dans (2.1). En d’autres termes :

0,.p = argsup fpr().
zeR
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Rappelons que

A 1 <« r—X;
= K ‘).
frr(z) nh,, ZZI ( hy, )
Théoréme 2.1. Parzen (1962)

Supposons que K et h, vérifient les conditions suivantes :
l'lmn—H—oohn =0,

2
nh; — 00

sup | K(t)]| < oo,
—oo<t<+00

+oo
/ K (8)|dt < oo,
alors pour tout € > 0, on a
P(0p — 0] <€) = 1,

quand n — —+00.

Par la suite, nous donnons le théoréme de Parzen (1962) sur la normalité asymptotique du mode.

Pour énoncer ce théoréme, nous avons besoin des hypotheses suivantes :
H1 f est de classe C? au voisinage de 6, avec f2(6) < 0.

H2 36, 0<d <1 tel que k vérifie
+oo
/ w0k (u)|du < oo,

+oo
avec k la transformée de Fourier de K définie par / k(u) = exp(—iuy) K (y)dy.

—0o0

H3 lim nhl = oo, lim nh>™ = 0.
n—oo n—oo
n

H4 La fonction caractéristique ¢ qui est égale a n™?! Z exp(iuXy) vérifie

k=1
+oo
/ w0 (u)|du < oo.
+oo ,
H5 Supposons que K est de classe C! telle que K2(y)dy < oo.

Théoreme 2.2. Parzen (1962)
Sous les conditions H1-H5 on a

B(_swp_1Falo) - BUfiaa) ) o

—oo<r<o0
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frr(0) = f"(9),

Vb3 (0,.p — 0) —2— N (o, ffﬂJ) ,

o0 “+00
awee J= | K (u)du = (2m)"! / R (u)du et 6% € (0,6, p].

—00 [e.9]

2.3.2 Généralisation de ’estimation du mode de Parzen.

Samanta (1973) et Konakov (1974) parmi les premiers auteurs qui ont donné des versions multi-

variées des résultats de Parzen.

Soit X; = (X1, Xj, ..., X4j), 7 = 1,2,...,n une famille de variables aléatoires & valeurs dans R? ad-

mettant une fonction de distribution commune inconnue F' qui est supposée étre absolument continue

et une fonction de densité f. Soient Ki,Ks,...,K  sont des fonctions de densité de probabilité uni-

variées et h, une séquence de nombres positifs convergeant vers zéro. L’estimateur f,

f est défini comme suit :

n d

1 T — Xij
- — _§ h_d”K,; ) =
P " it < hn ),x (@2 50)

+oo +o0o 4 d Ti — W
= R K —— ) dFE, (),

ot u = (ug,us, ..., uq), et F, est Pestimateur de la fonction de répartition définie par
1 n d
Fou)==> Tt uxu
g (%)

On note par :

O flrtizttia) f ()

(91:325++53d) —
! @) = S 0laa . 0(eap

et

a(j1+j2+...+jd)fn(x)
8($1)j18(x2)j2 .. 8(xd)jd
d

d
1 . , s — X
- = E h—(d+31+12+---+3d) | |K.J’ i ij
n n o A h )

j=1 "

fT(le,jzywjd)(x) —

ot K7 désigne la dérivée d’ordre j; de K.

Supposons que f soit uniformément continue, alors il existe un vecteur 6 = (0, 6,, .

de la fonction

.., 04q) tel que

f(o) = max f(z) dont nous admettons qu’il est unique. Par ailleurs, supposons que pour chaque 1,
z€eR

K; est continu en t et que K;(t) s’approche de zéro lorsque t tend vers U'infini. Il existe donc une

variable aléatoire de dimension d, 0,, = (01, 02n, . . ., 04,) telle que

fu(0,) = max f,(z).

z€R4
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Si pour chaque i, K; est deux fois différentiable, alors :
fél,0,0,...,O)(en) — fT(LO,l,O,...,O)(Qn) e fT(LO,O,O,...,l)(en) = 0.

Samanta (1973) a établi sous les conditions décrites ci-dessous la convergence en probabilité et la

normalité asymptotique de 6,,.

H6 fU1d2:J4)(z) sont uniformément continues pour ji + jo + ... 4+ jg < 2.
H7 KJ@ sont des fonctions a variations bornées pour j = 1,2,...,d et : = {0,1,2}.

H8 h, =n" 0<6< 555

Théoréme 2.3. Samanta (1973)
Sous les conditions H6-HS,

Théoréme 2.4. Samanta (1973)
Sous les conditions H6-HS8, on a

Vnhd*2(, — 6) —2— N (0,C7'ACTY),
ou A = (N\s) et C = (cp5) avec :
_ Pf@)

Crs = —0
TS al’rams ’az )

fo) [+ ( )2 < - 1]7érf+°°K2 )dt) sirT=s,
£(0) f+°°K )K) )t [T KL (1)K ()dt(H f+O°O°K]2(t)dt) siT# s

As < (2.2)

Jj=1,j#r,s
Nous notons que pour d = 1, le théoreme (2.4) se réduit au théoréme de Parzen (2.2).

De nombreux autres auteurs se sont intéressés a l’estimateur de Parzen du mode, notamment :
Nadaraya (1964) et Van Ryzin (1969) qui ont établi des résultats de convergence presque sire en
R et RY, respectivement. D’autres études ont affaibli les conditions suffisantes pour la normalité
asymptotique ((Eddy, 1980, 1982), Romano (1988)), Grund and Hall (1995) ont étudié la convergence
en norme ILP. Vieu (1996) a obtenu une vitesse de convergence quasi complete de (6, — ). Leclerc
and Pierre-Loti-Viaud (2000) ont donné un majorant de la vitesse de convergence quasi certaine de
0., en utilisant des résultats log itérés. Abraham et al. (2004) ont étudié la normalité asymptotique
du mode dans le cas multivarié et Mokkadem and Pelletier (2005) ont étudié sa déviation modérée.
Shi et al. (2009) améliorent le taux de convergence de 'estimateur du mode, exprimé en fonction
de la fenétre h,. D’autres auteurs ont traité le sujet pour des données incompleétes, parmi lesquels
nous nous référons a (Ould-Said and Tatachak, 2009b,a, 2011), Benrabah et al. (2015), Ferrani et al.
(2016). Récemment, Hwang and Shin (2016) ont étudié la convergence presque siire de 1’estimateur

a noyau du mode pour des données faiblement dépendantes.
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2.4 Estimateur a noyau du mode conditionnel

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires a valeurs dans R? x R et (X1,Y7),...,(X,,Y,) n
copies de ce couple. On suppose que le couple (X Y) possede une densité jointe f et que la variable
aléatoire X admet une densité marginale v (v( fR z,y)dy). La densité conditionnelle de Y

sachant X = x est définie par :

flylz) = fiiéi)ﬂ{vugfoy

Cette fonction joue un role clé dans 'analyse statistique appliquée, et son estimation a donc de
nombreuses applications pratiques : en météorologie (Hyndman et al. (1996), Jeon and Taylor (2012)),
en économie (Hall et al. (2004)), en actuariat (Efromovich (2010)), en médecine (Takeuchi et al.
(2009), Wen and Wu (2017)), dans le domaine de I’énergie nous citons les travaux récents de Arora
and Taylor (2016), en astronomie (Izbicki and Lee (2016)). Elle permet aussi d’extraire plusieurs
quantités d’intérét, notamment 'espérance, les modes et les intervalles de prédiction (Holmes et al.
(2012))...

Plusieurs méthodes non paramétriques ont été examinées pour estimer la densité conditionnelle : la
premiere méthode d’estimation a été introduite a la fin des années 60 par Rosenblatt (1969). L’idée
était de remplacer le numérateur et le dénominateur de ce rapport par des estimateurs a noyau. Nous
nous référons a Youndje (1993), Hyndman et al. (1996) et Laksaci and Yousfate (2002) pour une
étude de ses propriétés asymptotiques. Une autre démarche a été proposée par Faugeras (2009), il
a présenté des résultats asymptotiques pour son estimateur basé sur la copule sous des hypotheses
de lissage de la densité marginale de Y et de la fonction copule. Nous citons aussi les estimateurs
par projection (Efromovich (1999, 2007)), estimateurs constants par morceaux (Gyorfi and Kohler
(2007), Sart (2017)), Pestimateur de Otneim and Tjgstheim (2018). .. .

Nous nous intéressons a I'estimation non paramétrique de la fonction de densité conditionnelle f(.|x)
par la méthode du noyau.

L’estimateur a noyau de la fonction de densité conditionnelle f est donné par

falz,y)

(y| ) Un( ) ]l{vn(ac)7£0}7
fn(may) ’I’Lhd ZKd (

2 ()
n,K nH hn,H ’

0= 2K )

i=1

ou

et

K4 et H, sont des noyaux et hx = hy, (resp hyg = hg,) est une suite de nombres réels positifs.

L’estimateur a noyau de O(.) est défini comme le maximum de f,, :

O, (z) = argmax f,(y|lz), = € R%
yeR
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Dans ce qui suit, nous rappelons quelques résultats de convergence de cet estimateur dans les deux

cas d’indépendance et de dépendance.

2.4.1 Cas des données indépendantes

Sous les hypotheses suivantes, Samanta and Thavaneswaran (1990) ont établi la convergence et
la normalité asymptotique de lestimateur a noyau du mode conditionnel dans le cas univarié (i.e
d =1) et i.i.d. Notez que dans cet article, les auteurs ont choisi que hxy = hy = h, et Kg=K = H.
Les hypothéses de Samanta and Thavaneswaran (1990) :

Nous supposons que (X1,Y7), (X2, Y3), ..., (X,, Y,) sont des variables aléatoires i.i.d.

(H1) La fonction de densité de probabilité marginale de X, v(x) est uniformément continue.
(H2) f0)(z,y) = %{;Z” existe et est bornée pour 1 < i+ j < 3.

(H3) K et ses deux premieres dérivées sont des fonctions de variation bornées.

(H4) limp, o0 [u? K9 (u)| =0, i=0,1.

oo 1 sit=0
H5 / K (u)du = ’
H5) [ wEW {0 sii=12

+oo
(H6) / |u| K (u)du < oo.
(H7) h, =n"° avec 1 <0 < 1.

Théoréme 2.1. (Samanta and Thavaneswaran (1990))
Sous les conditions (H1-H3) et (H7), siv(x) > 0, alors l’estimateur ©,, converge presque sirement

vers © lorsque n tend vers l'infini.

Théoréme 2.2. (Samanta and Thavaneswaran (1990))
Sous les conditions (H1-H7) et siv(zx) >0, on a
nh}

P £(0,2) z T ) — .
V(x,@(x))f (,0(x)) (On(x) — O(x)) = N(0,1),

avec V (2,0(x)) = f (z,0(z)) | K(u)KY(v)*dudv.

RQ

2.4.2 Cas des données mélangeantes

Théoréeme 2.3. (Collomb et al. (1986))

Soit (Xi,}/i){lgign} un processus @ valeurs dans R? x R, strictement stationnaire et ¢p-mélangeant.
Sous des hypotheéses classiques sur la densité f, les noyauzx et si la suite hy, (h, = hx = hyg) vérifie
conjointement avec la suite m,, la condition

my, logn

Tt — 0, n — oo,
n
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ou m, est une suite d’entiers tendant vers 'infini telle que :

dA < oo, n¢m”§A, 1<m,<n, neN.

n

Alors,
sup |O,(z) —O(x)| = 0, p.s.

z€SCR?
Théoréme 2.4. (Louani and Ould-Said (1999))
Soit (Xi,Y;){1<i<ny un processus a valeurs dans R? x R, strictement stationnaire et a-mélangeant.
Sous des hypothéses standard sur la densité, les deux noyaux Ky, H et si de plus la suite h, (h, =
hx = hy) vérifie les conditions suivantes lorsque n — 0o :
— nhd*tT — ¢ o1 ¢ est une constante positive,

— mnhfrl — 0 ou m,, est une suite d’entiers tendant vers l’infini telle que :

1 =,
1<m, <net oy Z(al) , avec 0 € (0,1);
n l=my
— 11 existe des suites (p,) et (q,) tendant vers l'infini telles que p, + g, < n et p, vérifiant les

conditions suivantes, ou [i,, est le plus grand entier positif tel que pin,(pp + qn) <1 :

1., im0,
n

2. pnhy, — 00,
3. ("hi—f)% — 00,
4. pnoyg, — 0,
5.

Il existe une constante positive A telle que pour tout p > 1 :

d+1)(1-1) pn
nhy N
o Zai + S, < A,
n i=1 n

6. lim h,” exp(—Cnhi™p-2) =0, ou C est une constante positive et J > q+d-+4 (q est un
n—o0
nombre réel tel que ¢ > d+ 3).

— h, =n"" avec ﬁ <p< W ot p est un nombre réel tel que p > (d;rl),
On a:
v nhit (@n(x) - @(a:)) —2 N0,V (),
ol .
Vi) e V0 @O fa e (Ka(w)HO(0)) dudv
) .= = '

(102, 0()) (02, 0))
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Chapitre 3

Propriétés asymptotiques de l'estimateur du mode

conditionnel pour les données -faiblement

dépendantes

Dans ce chapitre, nous présentons un article publié dans la revue Communications in Statistics-
Theory and Methods Rih and Tatachak (2021). Nous établissons la convergence uniforme presque
slire sur un compact avec vitesse et la normalité asymptotique de l'estimateur a noyau du mode
conditionnel dans le cadre de v-faiblement dépendance. Les principales étapes dans la preuve de
nos résultats sont 'utilisation de 'inégalité exponentielle de Hwang and Shin (2014) et le théoreme
de Bardet et al. (2008) (Linderberg pour des données dépendantes). Nous illustrons nos résultats

théoriques par des simulations.
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3.1 Préliminaires

Avant d’énoncer les résultats, nous avons besoin de quelques éléments préliminaires. Dans ce qui
suit, toutes les relations de limites sont exprimées en n — co. En effet, pour deux fonctions positives
a(n) et b(n), on note a(n) = o(b(n)) si lima(n)/b(n) = 0 et a(n) = O(b(n)) si limsup a(n)/b(n) < co.
En outre, 'ensemble [ désignera un sous-ensemble compact de R ou O(z) € I° (I° représente
I'intérieur de I), et S désignera un sous-ensemble compact de Q := {z € R infv(x) > 0}. De plus,
la lettre C' sera utilisée sans distinction comme une constante positive génériqfle.

Soit Z; = (X, Yi)ien un échantillon d’observations 1)—faiblement dépendantes. Notez que la classe

de fonctions ¥ que nous allons utiliser est définie par les fonctions suivantes :

1(g, h,n,m) = min(n, m)Lip(g)Lip(h),
(g, hyn,m) = 4(n + m)min (Lip(g), Lip(h)) .

On rappelle que f(.|z) = ’; ((Zj)]l{v(x)#o} représente la fonction de densité conditionnelle de Y sachant

que X = z. Les fonctions f(.,.) et v(.) sont la fonction de densité de probabilité conjointe du couple
(X,Y) et la densité marginale de X, respectivement.

Nous rappelons également que si O(z) désigne le mode unique de f(.|x), alors
O(x) = argmaxf(y|z).
yeR

L’estimateur a noyau du mode conditionnel ©(x) est défini comme la variable aléatoire O, (z) qui

maximise l'estimateur a noyau f,(y|z) de f(y|z) (voir Collomb et al. (1986)), soit

O,(x) = arg I;lgﬁ(fn(y]x)

Ici

fn($;y>
n = T, (e ) 3.1
fa(ylz) o) Lonl@)20) (3.1)
avec
1 - r—X; y—-Y
n\4, = = K H
Julz:9) nhz,Khn,H; d( o i ) (hn,H )
et

o) = e ().
n,K

hn,K
Les fonctions Ky et H sont des noyaux de probabilité définis sur R? et R respectivement, et h,, r =:

hg (hnm =: hg) sont des suites positives décroissantes vers zéro, appelées fenétres.

3.2 Hypotheses

B. Pour tout d > 1, les fenétres hy et hy satisfont :
(i) hK — O;
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M1.

M2.

D1.

D2.

D3.

D4.

D5.
Deé.
K1.

K2.

K3.

K4

(ii) hyg — 0;
(iii) n};}ng —0;

(iv) hg =O0(n ) et hy =O(n~P)avec 1 =3 <a<1—-3,0<f<3;
(v) nh&-hl — 0.

La suite Z; = (X;,Y;)1<i<n est strictement stationnaire et v,-faiblement dépendante (¢ =1 ou
2);

)
1=r

Le coefficient de dépendance satisfait la condition suivante : €, = o(r=2) et U(r) := Y
O(r=*) pour £ =1 (resp U(r) = O(r=2) pour £ =2 ).

€ =

f(y | x) est deux fois différentiable, uniformément continue et posséde une dérivée seconde

continue £ (. | z) qui ne s’annule pas au voisinage de O(z).

Le mode conditionnel satisfait : pour tout £ > 0 et n(x), il existe un 7 > 0 tel que

sup |0(z) —n(z)| > € = sup [f(O(x)|z) — f(n(z)|z)| = 7

z€eSs

La densité conjointe f(.,.) de (X;,Y;) est de classe C?, et bornée telle que sup | £ (z,y)| < oo
Y
pour r +s < 3;

La densité conjointe fi;(.,.,.,.) de ((X1, Y1), (X}, Y])) existe et satisfait :

sup | fi(u,v,s,t) — f(u, 'U)f(s,t)) < o0

(u,v,8,t)

La densité de probabilité v(.) est deux fois contintiment différentiable;

La densité conjointe vy ;(.,.) de (X1, X;) existe et satisfait : sup, . |v1,;(u, 1) —v(u)v(r)| < oo;
K4 est une densité lipschitzienne, vérifiant || Kyl < 1;

(i) siKq(s)ds=0,i=1,...,d, s=(s1,82,...,84)" et / tH(t)dt =0;
Rd R
(ii)

Le noyau H est de classe C? et sa dérivée H
IH® ] < 1.

I X o x S5 | Ky(s)H (t)dsdt < 0o avec iy + ... +ig+j < 2.

R xR

(2) est lipschitzienne, vérifiant ||H|[o < 1 et

/ | HO(t)dt [PH< 00, 0 < § < 1.
R

Remarque 3.1. (Commentaires sur les hypothéses) Les hypothéses D1-D6 sont standard

dans l’estimation a noyau de la densité conditionnelle et du mode conditionnel. Les hypotheses sur

les noyaur ne sont pas trés restrictives et celles qui imposent || Kglloo < 1, |H|loo <1 et ||[H?|| < 1

sont nécessaires pour calculer les covariances sous la 1¥— faiblement dépendance (le noyau gaussien

satisfait a ces conditions). Les hypotheses B(i)-B(iit) sont utilisées pour énoncer le théoréeme 3.1.

Notez que sous B(ii), nous avons nhihy — oo qui est une hypothése classique en estimation
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d noyau. Les hypothéses B(v) et B(iv) sont nécessaires pour établir la normalité asymptotique de
On(x). Enfin, Uhypothése M1 caractérise le modéle étudié et M2 est utilisée pour prouver les Lemmes
3.2, 3.3 et 3.7.

3.3 Consistance

3.3.1 La vitesse de convergence presque siire pour f,(-|z)

Théoréme 3.1. Sous les hypothéses B(i-iii), M1-M2, D3-D6, K1, K2(i) et K3 et pour n

suffisamment grand, on a

logn

supsup| fu(s12) = f(yla)| = O {

z€eS yel

+h§(+h%{}, p.s.

3.3.2 La vitesse de convergence presque siire pour O,(-)

Comme application du Theoréme 3.1 nous obtenons le taux de convergence presque stire de 6,,(.).

Corollaire 3.1. Si les hypotheses du Théoreme 3.1 et D2 sont satisfaites, alors pour n assez grand

nous avons

sup |0, (z) — @(x)’ =o(1), p.s.

z€S

De plus, si I’hypotheése D1 est vérifiée, alors pour n assez grand, on a

1 i
sup @n(a:)—@(:v)‘ :O{( 08T ) —I—hK+hH}, p.S.

zes nh?(hH

3.4 Normalité asymptotique et intervalles de confiance

Nous nous intéressons maintenant a la distribution asymptotique de ©,,(x). Pour ce faire, suppo-

sons que f(.|x) possede un mode unique O(z). Donc, par 'hypothése D1 nous avons
fPO@))r) =0 et fA(O(x)|r) <0,

de méme, il s’ensuit que

f(O,(2)|z) =0 et fP(O,(z)|z) < 0.

Notez que f (y|x) représente I'estimateur a noyau de la dérivée d’ordre j (j > 1) de la densité

conditionnelle f,(y|x) par rapport a y, défini par :

@ (ylz) = ™ (z,y)
[ (ylx) o)

)
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et

n

: 1 x— X; (Y=Y
O (z,y) = ——7 > K ( > HY ( ) .

i=1 K i

Ensuite, un développement de Taylor de fi"(.|z) dans le voisinage de ©(z) nous donne
0= iV (On(2)r) = £V (O(2)[2) + (Ou(z) — O(2)) £(6),(x)l2),
ou OF(z) est compris entre 0, (x) et O(z). Par conséquent,

fT(LI) O(x)|x
On(z) — O(z) = _#.
fn (O3 (x)])
Et, en utilisant (3.1) il résulte que

_ @ e@)
2 (2,05 (x))

(3.2)

lorsque le dénominateur est non nul.

La distribution asymptotique de ©,,(z) est représentée par le résultat suivant.

3.4.1 Normalité asymptotique de O,(-)

Théoreme 3.2. 5% les hypothéses B, M1-M2, D3-D/4 et K1-K/ sont vérifiées, alors

\/nhd-h3, <@n(x) — @(x)) PN (0,0%(z)),

o

2
" Vi(r.0(z)) [, 0(2)) fya o (Kalw) HO (0) ) duudo
o*(z) = 5 = 5 :

(02 (2, 6(2)) (0, 0()))
Un estimateur convergent de type plug-in pour la variance o?(z) est obtenu en utilisant les
estimateurs O,,(z) et V,,(z, 0,(z)), c’est-a-dire

ful@,00(2)) [ra Jg (Kd(u)H(l)(v)>2dudv
(509 @, 0u(a)))

3.4.2 Intervalles de confiance pour O(-)

Comme application immédiate du Théoreme 3.2, nous obtenons le résultat ci-apres.
Corollaire 3.2. Sous les hypothéses du Théoréme 3.2 et pour chaque valeur fixre de ( € (0,1),
Uintervalle de confiance de niveau (1 — ¢) pour ©(z) est :
on(7)
T
2 \/nhd.h3,

out, ¢ dénote le quantile d’ordre (1 — %) de la loi normale centrée réduite.
2

On(z) £ t,
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3.5 Etude de simulation

3.5.1 Cas unidimensionnel

Nous avons mené une étude de simulation pour examiner la performance de l'estimateur du
mode conditionnel O, (x) dans le cas d'une covariable unidimensionnelle X (c’est-a-dire d = 1). Pour
calculer ©,,(z), nous avons utilisé un noyau gaussien et les fenétres optimales globales (glob) qui
minimisent l'erreur quadratique moyenne globale (GMSE). Les résultats obtenus illustrent a la fois

la consistance et la normalité asymptotique.

3.5.1.1 Consistance

Tout d’abord, nous générons une suite ¢-faiblement dépendante {W;;¢ > 1} comme suit :
W, = %WH bep Wo = 0 et g ~ A0, 1). (3.3)
Nous obtenons alors la suite i-faiblement dépendante {(X;,Y;);1 <i <n} par
Xy =WietY; = Wiy,

Notez que selon ce modele, on a O(x) = /2, puisque la v.a (Y;|X; = x) a une distribution N (z/2, 1).

Ensuite, nous calculons l'estimateur ©,,(x) et nous évaluons le GMSE comme suit :

Etape 1 sous le modele linéaire présenté dans (3.3), nous simulons (X;,Y;)1<i<ny pour différentes
tailles n = 50, 100 et 500 et calculons I'estimateur ©,(x) en utilisant des fenétre (hg,hy) €
[0.1,0.9] x [0.1,0.9].

Etape 2 pour chaque taille n, nous répétons M = 300 exécutions de simulation comme décrit &
I’étape 1.

Etape 3 nous évaluons le GMSE correspondant.

Dans la figure 3.1, pour € [—2,2] nous tracons ©,(z) et O(x) pour n = 50, 100 et 500. Comme

nous le voyons, 'estimateur est uniformément performant en x et 'ajustement devient meilleur pour
les valeurs élevées de n.

Dans la figure 3.2, pour y € [—2, 2] nous fixons x de maniére arbitraire (z = 0) et nous tracons f(y|0)
par rapport a f,(y|0).

Maintenant, afin d’évaluer quantitativement la performance de nos estimateurs, nous calculons le
GMSFE qui représente la moyenne du MSE comme indiqué dans le tableau ci-dessous 3.1.

Avant cela, rappelons que pour une fonction g donnée et son estimation g, p, ny.k, 1a valeur du
GMSE calculée le long de M essais de Monte Carlo et d'une grille de fenétres hx et hy est définie

comme suit

M m
GMSE(h,hy) = ML >N (gn,hK,hH,k(:ce) - g(w))g,
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FIGURE 3.2 — Les courbes de f,(.|0) par rapport a f(.|0) pour n = 50, 100 et 500 de gauche a droite.

ou m est le nombre de points équidistants x, appartenant & un ensemble donné et gy, . ny.k(2e) st

la valeur de g, ny k() calculée a litération k.

Les différentes valeurs de GMSE = min GMSE(hi, hir) et MSE calculées pour ©,,(-) et
(hic,hir)€[0.1,0.9]2

fn(.|0) respectivement, en utilisant les fenétres optimales (hx giob, Rrgiob), sont récapitulées dans le
tableau 3.1.

TABLE 3.1 — Valeurs du MSE, GMSE pour f,(.|0) et ©,(.) (resp) avec (R giobs Prgiob)

fa(10) On(.)
n MSE thlob hHglob GMSE thlob hHglob
50 | 0.0030 | 0.55 0.75 0.2277 | 0.50 0.80
100 | 0.0024 | 0.50 0.65 0.1266 | 0.40 0.80
500 | 0.0005 | 0.20 0.50 0.0146 | 0.30 0.70

3.5.1.2 Normalité asymptotique

Dans cette partie, sous le modele (3.3), nous examinerons la normalité asymptotique de notre
estimateur dans le cas unidimensionnel et pour des échantillons de tailles finies. Le mode conditionnel
est estimé de la méme fagon que pour la partie consistance. Pour cela, nous allons comparer la forme

de la densité normale centrée réduite a celle de ’écart normalisé entre notre estimateur et le mode
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conditionnel théorique pour z = 1/2; soit

O(n) := /nhich (0,(1/2) — O(1/2))aa(1/2).

La densité de probabilité de cet écart normalisé est estimée par la méthode du noyau.

Pour ce faire, nous tirons B = 300 échantillons indépendants (©(n), ©4(n), ..., Os(n)) de
O(n), (n = 50 et n = 500). Pour calculer la fonction de densité estimée de O (n),1 < k < 300, nous
utilisons la fenétre de Silverman et le noyau gaussien. Nous tracons les deux densités ensemble, ainsi
que les QQ-plot correspondants (Figures 3.3, 3.4). Les graphiques montrent que la distribution @(n)
correspond assez bien a la distribution normale et que la qualité de 'ajustement s’améliore lorsque

la taille de I’échantillon n augmente.

QQ Plot of Sample Data versus Standard Normal

+
+

+

et

Quantiles of Input Sample

A b b A o e N w s o«

&

2 1 0 1 2 3
Standard Normal Quantiles

FIGURE 3.3 — La densité de ©(n) par rapport & A'(0,1) et QQ-plot pour n=>50.

QQ Plot of Sample Data versus Standard Normal

T
T

Quantiles of Input Sample

o

1 o 1
Standard Normal Quantiles

FIGURE 3.4 — La densité de ©(n) par rapport a A'(0,1) et QQ-plot pour n=500.

Nous nous construisons des intervalles de confiance a 95% pour le mode conditionnel pour différentes

valeurs de n (50, 500) et considérons B = 300, nous retenons z = 1/2.

Un(x)

Dans le méme graphique, nous tracons l’estimateur du mode conditionnel, le mode conditionnel

On(z) £t

théorique ainsi que les bornes inférieure et supérieure de l'intervalle de confiance approximé a 95%.
Les graphiques obtenus montrent une diminution de la largeur de l'intervalle lorsque la taille de

I’échantillon augmente.
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15 T T T T T 15
True curve

True curve
— — — Estimated
- 1F | == = Upper band 7
————— Lower band S F ZA

— — — Estimated
— — — Upper band .-
————— Lower band g

[N

FIGURE 3.5 — Les intervalles de confiance de niveau asymptotique de 95% pour n = 50 et n = 500.

3.5.2 Cas bidimensionnel

Dans cette section, nous étudions la performance de 'estimateur du mode conditionnel ©,,(z1, x2)
dans le cas d’une covariable bidimensionnelle X = (X!, X?). Nous suivons pour cela les mémes étapes
que pour le cas unidimensionnel. Nous générons une suite -faiblement dépendante {W,;¢ > 2}
comme suit :

Wy =0.4W,_1 +0.5W,_9 + £v; Wi = 0, Wo=0 3 EL N(O, 1).
On obtient alors la suite stationnaire v)-faiblement dépendante {((Xil, X2, Y;); 1< < n} par
(X7, X7) = (Wigr, Wisa) et ¥; = Wigs.

Notez que pour ce modele, on a O(zy, x5) = 0,5x1 +0, 4zo, car la v.a (V|(X}, X?) = (x1,12)) possede
une distribution N (0, 52140, 475, 1). Pour calculer I'estimateur ©,,(z1, z2), nous avons utilisé le noyau
normal bivarié (d=2) K défini par : Ky(z) = —r exp (3(X — 2)'S71(X — 2)) avec

2m|2|2
1 025
Y= .
< 025 1 )

Les figures suivantes (Figures 3.6, 3.7) présentent la fonction de mode conditionnel théorique et les

surfaces estimées pour n = 50, n = 100, n = 500, respectivement. Dans le tableau 3.2, nous avons
relevé les valeurs GMSE de ©,,(x1, 23), (z1,22) € [—4,4] X [—4,4] pour n = 50, 100 et 500.

TABLE 3.2 — Valeurs du GMSE pour ©,,(-,-) avec (hxgiob, Rrgiob)

n GMSE thlob hHglob
50 | 0.228 0.45 0.8
100 | 0.128 0.40 0.75
500 | 0.0588 | 0.30 0.75
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%
SIS
S22
SIS

<>
<>
S

thetha

FIGURE 3.6 — Le mode conditionnel théorique ©O(., .)

thethan
thethan

FIGURE 3.7 — Surface du mode conditionnel ©,(.,.) pour n = 50, 100 et 500 de gauche a droite

Les résultats indiquent que I'estimateur est tres performant dans le cas bidimensionnel. Dans la figure

3.8, nous tracons 'estimation de la densité du noyau de C:)(n) par rapport a la fonction de densité

N(0,1) ou
O(n) = /nhih?(0,(0,0) — ©(0,0))a,(0,0).

Les graphiques montrent que, pour des valeurs suffisamment grandes de n, la distribution d’échan-

tillonnage de ©(n) correspond bien a la distribution normale standard.

True curve.
- - - Estimated curve

True curve
- - - Estimated curve

FIGURE 3.8 — La densité de é(n) par rapport a N (0,1) pour n = 50 et n = 500 de gauche a droite
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3.6 Résultats auxiliaires et preuves

Les preuves de nos résultats sont basées sur les Théoremes 1.2 et 1.3.
Afin de prouver le Théoreme 3.1, nous énoncons d’abord les résultats des lemmes 3.1-3.3 présentés

ci-apres.

Lemme 3.1. Sous les hypothéses B(i-ii), D3 et K1-K2, nous avons

supsup [E (fu(w,) = f(w,y)| = O( (W + %) ).

zeS yel

Preuve du Lemme 3.1 Le terme du biais ne dépend pas de la structure de dépendances et ainsi,

selon les arguments standards et sous les conditions B(i-ii), D3 et K1-K2, nous avons

supsup [E (fu(w,) = f(w,y)| = O( (W + %) ).

zeS yel

Lemme 3.2. Sous les hypothéses B(i-iii), M1-M2, D3-D/4, K1, K2(i) et K3, on obtient pour

n assez grand
logn
—E = —_—
fula,y) (fn(x,y))‘ O (y/nh%h}) , DS

Comme S et I sont des ensembles compacts, S peut étre recouvert par un nombre fini p, de

sup sup
zeS yel

Preuve du Lemme 3.2

boules By(zy, a,,) centrées en xy € R? et I est divisé en ¢, sous-intervalles I; de longueurs b,,, centrés
en y;. Pour tous x € S, y € I, il existe des entiers k € {1,...,p,} et L € {1,...,¢,} tels que :

max (| — el < 07 byl =
19&;};” T — x| <nzhg hi=:a,

et

-1 3
max fly — yll < (nhi) = by =: bn,

Alors, puisque S et I sont bornés, il existe deux constantes M et M telles que, ppan, < M, gob, < M’

/ ’ Ve . . .
et MM < C. Par conséquent, nous avons la décomposition suivante

supsup | fn(x,y) — E(fn(a:, y)) ‘ <Cin+ C;m +Cop + C;’n + Cs 1, (3.4)
zeS yel
sachant que
Ci,:= max sup sup |fu(z,y) — fulzk, ’
1, 1§k§pngﬂ€£€ yeg? fa(z,y) = fulr,y)

i

Ci, = max sup sup E(fn(%y)) —E(fn(xk,y))‘
1<k<pn geB, yel
Con = max max sup fa(@rsyi) = falwy, y)’
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/
C,, = max max sup
’ 1<k<pn 1<I<qn yer,

(fn(xk, yl)) - E(fn(xku y)) ‘

et
Jn(@r, 1) — (fn(a:k,yl)N.

Concernant tout d’abord Cy,, et Cl,n : puisque K, est lipschitzien et ||H||o < 1, on a

C
fn(:v,y)—fn(ff?k’y)‘ = ’Lil+1;§‘|; ( )

< Ca,
= R hy

Cs, = max max
1<k<pn 1<I<qn

- O(wnhil hH> ' (35)

De la méme maniere, sous K3 et le Lemme 3.3 nous obtenons les bornes pour Cs, et C;m. En effet,

Cly—wl 1 N~ (m—X
n ) —Jn ’ = "
falzr, ) — folxk y)‘ hy nhil(hH ; ‘ hx
Ch,

< ——vp(xg)
h

=0 (x/n}jd hH) ' 3)

Nous utilisons ensuite une inégalité exponentielle (voir, Théoreme 1.2) pour majorer le terme Cs,.

Pour ce faire, nous définissons d’abord

st (52 (1) -2 (e (50 (15,7)) =

Il est clair que

Remarque 3.2. Notez que le processus A\; est ,-faiblement dépendant compte tenu de la remarque
7 de Doukhan and Neumann (2007), les hypothéses K1 et K3, et le fait que Z; = (X;,Y;) est
Ye-faiblement dépendant (0 =1 ou l =2).

Maintenant, on est en mesure d’appliquer le Théoréme 1.2, pour cela on évalue d’abord o2 ot

o2 =Var (Z Ai>. Nous avons
i=1

o2 = nVar(A)+ Z ZOOU (A, A;)

i=1 j=1
i#i
= V+COV.
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D’une part, on a

= n(V1 - VQ)

Dong, sous les conditions B(i-ii), D3, K1, K3, par un changement de variable et un développement

de Taylor au voisinage de (z,y), nous obtenons

Vo= /Rd/KQ( - )H2( h_H )f(u,v)dudv

= h;l(hH/ /Kd(s)Hz(t)f(m—shK,y—thH)dsdt
R4 JR
= O(h%hy).

De méme, sous B(i-ii), D3, K2(i) on obtient
Vy = O(h3h3,).

Par conséquent,
V = O(nh%hy). (3.7)

D’un autre co6té, nous avons

n

cov = Zicov(ai,Aj)
n—1

— Z(n —7)Cov (A1, Apir) .

r=1

Soit R=R(n) <n-—1, ;n — oo, d’ou

COy < nz Cov (A1, Avyq1) + nz Cov (A1, Aryq) . (3.8)

r<R r>R

Puis pour 7 < 7, remarquez que
T —u Yy—v T —3s y—t
oo = [ L) n(5) (5 (5
Rd Rd 4 R T\ hy hy
X f1j—it1(u, v, s, t)dudvdsdt —/ /Kd (m — u) H (u) f(u,v)dudv
R JR hi Iy

X /Rd/RKd (xh;s) H (yh—;t) (s, t)dsdt.

Alors, par un changement de variables, on obtient

Cov(A;,Aj) = h%gh?{/ // /(fl,j—i—i—l(x_SlhK,y_tthyx_SZhKay_tQhH>
rd JR JRZ JR

—f(z — s1hg,y — tihu) f(x — sahk,y — chH)>
XKd(Sl)H(tl)Kd(SQ)H(tQ)dSldtldSthQ.
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Ainsi, en utilisant les hypotheses K1, K3 et D4, il en découle que
Cov(A;, Aj) = O(h34h3%). (3.9)

Le second terme du c6té droit de (3.8) est borné en utilisant la dépendance faible du processus. Nous

avons

COU(ADArJrl) = Cov Kd x_Xl H y_ifl 7Kd x_Xr—H H y—Y}H

=: Cov(g(Zﬂ,g(ZrH))a

avec ||g]loo < || Kallool|H|loo < 1 (sous les conditions K1 et K3).

De ce fait, 'hypothese M1 nous ameéne a obtenir

Lip(g)*¢, pour 1;-faiblement dépendent,

‘COU <9(Zl)’ Q(Zr+1)> ‘ < {

8Lip(g)e, pour ihy-faiblement dépendent.

En outre, nous avons

Lip(g) < (KullowLip(H) + | HlowLip(Ka) ) (he ™ + hic™).

Alors
C(hy '+ hg™? 2 €. pour Y-faiblement dépendent,
‘COU<9(Z1)79(ZT+1)>‘ < ( ;) 1) . ,
C (hH + hg ) €.  pour o-faiblement dépendent,
et ensuite
C(hy ' +hx ) UR ~faiblement dépendent
ZCOU(AbArH)\ < ( H_1 + K_l) (R) pour v a% emen ?pen ent, (3.10)
Sk C (hH + hg ) U(R)  pour y-faiblement dépendent.
En combinant (3.8), (3.9) et (3.10), on trouve que
Cn (Rthh2 + (hy t+ he DU R> our ;-faiblement dépendent ,
cov < 213 + (ha k) U(R)) pour i p (3.11)
Cn (Rh%?h%{ + (hH_1 -+ hK_l) U(R)) pour ¥p-faiblement dépendent .
Choisissant maintenant
B hPhiy”  avec % <vy <det % < wy <1 pour v-faiblement dépendent (3.12)
h ' hiy”  avec % <wv <det % < vy <1 pour yy-faiblement dépendent .
et sous M2, (3.11) est égal a
COV = o(nh%hy). (3.13)

Enfin, en combinant les résultats (3.7) et (3.13), on obtient

02 = O(nh%hg).

n
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Chapitre 3  L’estimateur a noyau du mode conditionnel pour les données 1-faiblement dépendantes
p Y p

Désormais, nous sommes en mesure de déterminer la borne supérieure du terme Cs ,,. Pour cela, nous
employons le Théoreme 1.2 et nous écrivons, pour tout 9 > 0, ce qui suit
logn logn
PlC3,>c¢ = P | max max A(x
( 3 = =0 nhgl(hH> <1<k<pn 1<1<qn nhd 4 hy Z; k)| = 20 nh$hy
2pnn P ( > Az w)

> g0/ nhd-hy log n)
i=1
< 2Cppgnlognexp | —

IN

e2nh-hg logn

3
n4 lognegy/nh% hy logn
Cnhf(hH + =

An
Alors, par un calcul algébrique élémentaire, on arrive a
exp [ - 58nh}}hH logn : < e | - e2logn 3
d n4 lognegy/nh% hy logn eo(logn)2
CnhKhH + A, LS C + n%(h?{h}[)%
< exp| e2logn
= 3
nd (% n 50(108:”)?‘;)
1 (nhd.hpr)2
En conséuence, sous I'hypothese B (iii)
logn
P|Cs, >c¢ < Ca, b n~%% log n
( B = €0 nhg(hH> = &
< ( 2h h2) 1 3 Ceologn
= (nhihy) " (nhg)~'O(n*~%)logn. (3.14)

Ainsi sous B(i-iii) et pour un choix convenable de &g, le terme dans (3.14) est bien le terme général
d’une série de Bertrand convergente. Par conséquent, grace aux expressions (3.4), (3.5) et (3.6), il en

résulte que

logn logn
P n,—En,\z < Sele, > < o0,
e (gl - 8{ste) [ ) < Top ez ) <o

Enfin, en utilisant le lemme de Borel-Cantelli, nous obtenons

logn
sup sup | fn(x, —E(nx, )‘:O —— |, ps,
Sup sup falz,y) fulz,y) (”m;@hH) p
ce qui acheve la preuve. O

Lemme 3.3. Sous les hypothéses B(i-iii), M1-M2, D5-D6, K1 et K2(i), pour n suffisamment

grand on a
1
ilelg vp () — v(x)‘ =0 {max (1 / %, h%) } , p-s
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Chapitre 3  L’estimateur a noyau du mode conditionnel pour les données 1-faiblement dépendantes
p Y p

Preuve du Lemme 3.3 On a

vp () — ]E(vn(x))‘ + sup |E(v,(z)) —v(z)| = J1 + Jo.

sup |vn (7) — U(ﬂf)‘ < sup
z€S

z€eS z€eS

Afin d’obtenir une borne supérieure pour le terme de biais 72, on constate facilement que sous B(i),
D5, K1 et K2(i) on a,
sup [E(va(2)) - v(w)| = O(h%).

z€S

Pour le terme J; , nous effectuons les mémes étapes que dans la preuve du Lemme 3.2. Pour cela,

1,441
pour recouvrer le compact S nous prenons a, =n"2h} = et nous remplagons A;(x,y) par

o= (52 -2 (s ()

Donc en vertu de B(iii), D6 et M1-M2, nous obtenons

B logn
Ji=0 (\/ nhf() ’

La preuve du Lemme 3.3 est donc terminée. O

Preuve du théoréme 3.1 Considérons la décomposition classique suivante

Sup sup fulylo) —f(ylfff)‘ < m@gg%? falz,y) — f(2,9)
resup [vn (@) = o(a)|),
zeS

ou k est la borne supérieure de f(y|x). Alors la preuve du théoreme 3.1 découle en appliquant le
Lemme 3.1, le Lemme 3.2 et le Lemme 3.3. O

Preuve du corollaire 3.1 Par définition du mode conditionnel, on peut facilement vérifier que

sup | f(On(2)|z) — f(O(x)[x)| < 2supsup | fn(ylx) — f(ylz)|. (3.15)

T€S zeS yel

Donc, en utilisant le développement de Taylor de f(.|z) au voisinage de O(x) et sous D1 nous avons

1

f(©n(@)lz) = f(O()[z) = 5 (Onlx) — O(x))* FA(O}()]x),

ou OF(z) est compris entre ©,(x) et O(z). Dans ce cas, par (3.15), on trouve

(Ou(z) — O(2))" | fP(O}(2)|2)] < 4supsup | fu(ylz) — f(ylz)|.

zeS yel

Ainsi, le théoreme 3.1, D1 et D2 acheévent la preuve. O

Lemme 3.4. Sous les hypothéses B(i-iv), M1-M2, D3-Dj, K1 et K3-KJ nous avons

limnh§ by Var (fo'(z,y) = f(z,y) /Rd/R(Kd(u)H(l)(v))2dudv.
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Preuve du Lemme 3.4 Notons que

- X -, - X, -
Az, y, X0, V) = Ky (x - )H“> (yh ) ~E (Kd (xh )H“) (yh )) = A;, (3.16)
K H K H

il est évident que

KV =
Alors
Vv 0,1 = V A;
ar( Y (x,y)) CIEAE ar (; >
puis
1 1 n n
hdh3 v 0.1 = Var (A Cov (A, A,
NN g ar(fn (xvy)) h?(hH CLT( 1)+nh?(hHZZIJZI 0U< ) ])
j#i
= Il,n _'_IQ,n-

Nous calculons d’abord lim 7 ,,, sous les hypotheses B(i-ii), D3, K1 et K3-K4. On a

limZ,, = lim ﬁjm [ /R d /R (Kd (mh;s) jr (yh_;t) >2f(5,t)dsdt
(/Rd/[(d< >H<l>( th) f(s,t)dsdt>2]

= lim /Rd/ (Kd(u)H(l)(U))Qf(x — uhg,y — vhy)dudv

2
_pd hH</ /Kd YHO (v )f(x—uhK,y—vhH)dudv>
Rd

= xy//Kd )dudv
Rd

Il reste a montrer que Z,,, tend vers 0 lorsque n — oo. Nous suivons la méme procédure que celle

utilisée pour évaluer le terme COV (voir (3.13)).

1 n—1

Loy = i ;(n —1r)Cov(Ay, Aysy)

Cov(A1, Ariq) +
nhd-hy ; -

=1 Loy +Toop.

n
Cov(Ay, A,
nh%(hH TZZR OU( 1, +1>
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D’une part, sous D4, K1 et K3-K4 pour tous les i < j

— —t
K HD o[PS\ go (Y
h4 hH /Rd//Rd/ d( ) (hH> d(hK hy
X f1,j—it1(u, v, s, t)dudvdsdt — / / Ky (m — u) HY (y — U) f(u, v)dudv
Rd JR hx hy

/Rd/Kd (x—s) <>(yh_;t) f(s,t)dsdt]

= O(Rh:hy). (3.17)

Loy, <

D’autre part, on a

Looym =n Z Cov

1 1
Ay, Avyr ).
= (Mnh;@hf] /b i “)

En outre,

1 1 1 T — Xl) y—Y;
ov Aq, A, = Cov K, HY ( ) ,
(«/nh%hH Uk hy “) (N/nh;@h}[ ’ ( g hi
1d K, (35 - Xr+1) HO (y - Yr+1)
Vnhihy hk hi

=: CO’U(Ql(Zl)agl(Zr-i-l))?

avec [|g1lloo < T 1K alloo [ HW [l < 1.
Il en résulte que, sous les hypotheses M1, K1 et K3, on a,

Lip(g1)%e,  pour v-faiblement dépendent,
)COU <91(Zl) gl(Zr—i-l))‘ < .(91) v . ,
8Lip(gy1)e, pour o-faiblement dépendent.

Par ailleurs, nous avons

Lip(g1) < (ha "+ hx ™) ot C = || Kylloo Lip(HD) + ||HY|| o Lip(K).

C
\/ nh?(hH

Par conséquent,

nhd (hH + h;{l)2 €.  pour Y-faiblement dépendent,
‘COU <91(Z1)> gl(ZrJrl)) ’

IN

\/m (hH_l + hg™ ) €, pour Yy-faiblement dépendent,

donc
(hH_l +h _1) U(R)  pour t-faiblement dépendent,

hd I
Toom < 3.18
= \/hd_ (he ™'+ hix ") U(R)  pour ¢p-faiblement dépendent, (3.18)
en combinant (3.17) et (3.18), on obtient

CRIfchi + 5 (hi ™ + hi 1) U(R)  pour t;-faiblement dépendent, _
I2,n S _ _ . , 3.19

CRhS-hy + \/‘% (hH Ly 1) U(R) pour ¢,-faiblement dépendent,
ou R est le méme que dans (3.12).Donc, sous M2, B(iv) : le terme (3.19) devient un o(1). O
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Lemme 3.5. Sous les hypothéses B(i-iv), D3-D4, M1-M2, K1 et K3-KJ nous avons

Vbl (00 (,y) =B (£ (@) ) == N (0,V (1),
avec V(z,y) = f(2,Y) [pa [p(Ka(w) HY (v))?dudv < oo.

Preuve du Lemme 3.5 La preuve est principalement basée sur le Théoreme 1 de Bardet et al.
(2008) (voir Théoréme 1.3).

Selon (3.16)
- 1 y
g (5900 ~E GO )) = g A

n

1
— ) A
nhihy ="
k=1 k=1

Alors, pour tout 0 < § < 1, soit

Nous avons donc
Ay = n(nhkhy)”? ]E<|Ak]2+‘5>

= (nhikha)® (chur) B(|A2)

- e 2+4
= (nhhg)? (Bchy) ™ E({AkP”)M] .

Par 'inégalité de Minkowski, on obtient

() = [o{f (50 (45)
K H
- X -Y
P o (57)
- X —-Y
() ()

T — Xi y— Yy
K H

2

IN

et alors

-5
A, < 2% (nhfhy)? (h;l(hH)l]E<

+5
dsdt,

;5
< 29 (i) ¥ 7 [ [ Kt
Rd JR
58
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ce qui, sous les hypotheses B(iii), D3, K1 et K3-K4 donne A,, = o(1).

Posons maintenant

T(n) = z": )C’ov(exp (it(Ul +..+ Uk_l)),exp(z’tUk)> ‘

k=2

Pour déterminer la borne supérieure de 7'(n), on note

k—1
exp (it(Ul + ...+ Uk_1)> = <exp(it5’j) — exp(z’tSj_l)) +1lavec S; =Ui+...+Uj et Syp=0.
j=1
Alinsi,
k—1
Cov(exp (z’t(Ul + ..+ Uk_1)> : exp(itUk)> = Z Cov(exp(itSj) — exp(itS;_1), exp(itUk)>. (3.20)
j=1

Soit U} une variable aléatoire indépendante de (Uy, ..., U;) et identiquement distribuée comme U.

On écrit
‘C’ov(exp(itsj) —exp(itS;_1), exp(itUQ) ‘ = ‘COU(eXp(itSj) — exp(itS;_1),
exp(itUy) — exp(itU,j)) ‘
et en utilisant | exp(ia) — exp(ib)| < i|b — a|, on obtient

‘COU(GXp(itSj) - exp(itSj,l),eXp(itUk))’ - E(|tUj](]Uk] + yU,:y))
= [HE(JUU + U;071).

De plus, pour tout ¢ > 1 et j > 1on a

1 r—X; y—Y; x—X; y—Y;
E(|UU|) < E| |K, HW K Iy g (2
(’ ]‘> - nhzh}[ <| d( hK ) ( hH ) d( hK ) hH
2
C xr—X; y—Y;
E| |K L) gm !

Ensuite, on raisonne comme dans (3.17) et, sous D3-D4, K1 et K3 on obtient

_|_

1
TT. < 2d 1.2

ce qui implique
Chih
‘Cov(exp(itSj) — exp(itS;_1), exp(itUk)> ‘ < 7'; i (3.21)

D’autre part
Cov(exp(itSj) - exp(z’tSj_l),eXp(itUk)> =: Cov (gl(Zl, o Zj),gg(Zk)>7
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avee [|g1lloe < [0 ]|oe < %Hmo@uﬂ oo < 1 et [|lg2]loo = 1 sous B(iii), K1 et K3.

Alors, comme Lip(U) < C Ly thuc) +h ) et Lip(g2) = C’(h;h, sous M1

C %er pour ;-faiblement dépendent,
C’ov(ex 1tS;) — exp(itS;_1), exp(itU, >‘§ ) e
‘ p(itS;) p(itSy-1) exp(itl) C%er pour o-faiblement dépendent,
\/nhiyhg
(3.22)

our=(k—j)e{2, ..., k}
Tout d’abord, concernant le cas 1;-faiblement dépendant, nous avons par (3.20), (3.21) et (3.22)

n_k he h hfl hfl 2
T < o33 ()

k=2 r=2

ann: (h%hH A (h;ll + h;{1>26r>

< 1

o0 h—l + h_1)2
< d (hy K
< ZQ (hKhH/\ T er>

(hi' + hi')? (hi' + hi')?

< d d H K
S p Ry ) BTy ) + 3 (Wi T )

r<R r>R

(hy" + hi'

< RS -h + €r

LN T

h_1 h

< RhLhy+ (Hd—l——K)U(R).

Ensuite, en choisissant R comme dans (3.12) et sous M2, nous obtenons 7'(n) = o(1).
En second lieu, pour le cas i»-faiblement dépendant, en procédant de la méme maniere que ci-dessus,

nous arrivons a

(hyg' + hi)

NG U(R).

Donc en choisissant R comme dans (3.12) et sous M2, B(iv) nous obtenons 7'(n) = o(1).

Ensuite, en utilisant le Lemme 3.4, toutes les conditions du Théoréme de Bardet et al. (2008) (Théo-

T(n) < Rh%h[{ +/n

reme 1.3) sont satisfaites, ce qui aboutit au résultat. O

Lemme 3.6. Sous les hypothéses B(v), D3 et K1-K3, nous avons

\/nh&h4E (FOD(z, O(x))) = o(1).
e (o0 =g [ [ (5

O(zr) —
) HWY <%) f(u,v)dudv.
H
En intégrant par parties par rapport a v, on a

E (/0 0() = hH /R d / Kd<‘”_“> (%};”) FON (4, v)dudy

_ / / Kals)H(E) O (2 — shic, O(x) — thy) dsdt.

Preuve du Lemme 3.6 On a
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Le développement de Taylor de £V au voisinage de (x, ©(x)) a I'ordre 2 et sous D3, K1-K2 donne
E (f*V(z,0(x))) = O(hi + h).
Par B(v), on arrive au résultat. O

Lemme 3.7. Sous les hypothéses B(i-iii), M1-M2, D3 et K1-K38, pour n suffisamment grand
nous avons

sup
€S

02 (2, 0% (x)) — fO? (z,0(x)) ‘ = o(1), en probabilité.
Preuve du Lemme 3.7 Nous mettons

FOD (2,y) — fOD (2,y)| = supsup|f®? (z,y) —E(féo’” (x,y))‘
z€eS yel

+ sup sup E(fé“’g) (x,y)) — f©2 (ft,y))
zeS yel

= Jl + JQ.

sup sup
zeS yel

Donc, en intégrant deux fois par parties et en effectuant le méme procédé que pour la preuve du

Lemme 3.6, on obtient
Js < /d / ’Kd(S)H (t) <f(0’2) (x — shx,y — thg) - f(O’Q)(wa y)) ’dsdt_
Rd JR

Ensuite, le développement de Taylor de f(®? (x — shx,y — thy) au voisinage de (x,%) donne

o £(0:2) o£(0:2)
< * * * *
1= i [ R0 (32— ) 5 )

2f(02)
thy / / ‘Kd(s)H(t)t (%, y")|dsdt,
Rd JR dy

dsdt

ou (x*,y*) est compris entre (z,y) et (z — shyg,y — thy). Donc, sous D3, K1 et K2(ii), il s’ensuit
que
Jy = O(hs + ha). (3.23)

D’autre part, pour déterminer la borne du terme J;, nous procédons comme pour la preuve du Lemme
(3.2). En effet, on recouvre le compact S par un nombre fini p,, de boules By, centrées en x;, dansR?
telles que

max ||z — x| < n TR =
1<k<pn H= B

et I est divisé en ¢, intervalles I; centrés en y; vérifiant

7
— < d\572 _.
max fly —yill < (nhic)= hiy =: bn.

Comme S et I sont bornés, il existe deux constantes M et M telles que, ppan < M, gobn < M’ et

MM < C. Par conséquent, nous avons
J1 € G+ G+ Gon + G + Gam, (3.24)
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ol
Gi,:= max sup sup |f£0’2) (z,y) — f02 (xk,y)|
’ 1<k<pn zeB, yel
A (0,2) _ (0,2)
G éﬁ%’;fﬁ;iﬁ?m(ﬁ (z,y)) — E (£ (z1,y))]
_ (0,2) _ 02)
Gon 1= 0, 2 Sep L o) = o)
o (0.2) R (£02)
Gom : @gn@gﬂzgm(h (@) — E (f27 (ze, )|
et

_ 02) _m (02
Gam : lg}fgnlfgﬂlfgn‘fn (k1) — E (£ (2, ) |-

Dong, sous K1, K3 et par un raisonnement similaire a celui de la preuve du Lemme 3.2 (voir (3.5),

(3.6)) nous obtenons

1 , 1
Gin=0—oee| et g =0 —nu]. 3.25
L ( nh%hH> L (m) (3:25)

De la méme fagon

1 / 1

Maintenant, afin de limiter Gs,, nous devons d’abord poser

r—X; y-Y r— X, y—-Y
_ @ (Y1) o (V=YY Ly
o) =R (S5 ) 1 () E<Kd( ) (U >> o

Appliquons ensuite le Théoréme 1.2 sur les variables ;. Pour cela, nous calculons d’abord o2 =

Var ( Z \I/Z> . Nous avons
i=1

- X - Y,
o2 = nVar | Ky ’ g (2 !
hi hu

- r—X; y—Y; r—X; y—Y;

K H K L) H ]

+ZZ_;;OOU< d( hi > ( hu >’ d( hik ) ( hi ))
j#i

= 81+82.

En utilisant la méme démarche que pour calculer V (voir (3.7)) et COV (voir (3.13)), on arrive a
02 = O(nh%hy).

Ensuite, en appliquant I'inégalité exponentielle de Hwang and Shin (2014) et en procédant de la
méme maniere que pour le résultat de ((3.14), il en déduit que

| logn 1 - | logn
<g3, > €0 nh?(h‘r}{> {1132; 212, nhd-h, ; S nhcjl{h%}

= (nhKhH)’l(nhH)%gO(n§’cgg)logn. (3.27)
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p Y p

En conséquence, par les suppositions B(i-iii) et pour un choix approprié¢ de €3, le terme dans (3.27)

est la terme général d’une série de Bertrand convergente. Ainsi, le Lemme de Borel Cantelli nous

logn
n — O INYETCEE
Gs, <\/ nh%h%)
logn
Ji=0 — . (3.28)
(\/ nh%h%)

Ainsi, grace aux expressions (3.23), (3.28) et sous B(v), il s’ensuit que

donne les résultats suivants

ce qui donne avec (3.24)-(3.26)

supsup| £102) (z,5) = 1O (2,) | = o(1), ps (3.29)

zeS yel

Enfin, la continuité de f(®2)(.,.), le Corollaire 3.1 et (3.29) impliquent la convergence en probabilité
de £%? (2,07 (z)) vers 02 (z,0(z)). O

Preuve du Théoréme 3.2 D’aprés (3.2) nous avons

nhh3 ( OV (2, 0(z)) — O O(x
oty (0,(0) - 0(@) = VR (1 6) B (11 6) )

N O (2, 03(x))
B \/nh%h%E (f(o'l)(ac, @(m))) .

R CNCHED)

Donc, en utilisant les Lemmes 3.5-3.7 et le Théoréeme de Slutsky, nous achevons la preuve du Théo-

reme 3.2.
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Chapitre

Application sur des données réelles

4.1 Introduction

Ce chapitre est une application réelle de notre étude a 'aide des logiciels Eviews10 et Matlab,
afin de :
— Illustrer Pefficacité de I'estimateur du mode conditionnel dans le cas d’une analyse prévision-
nelle non paramétrique de données réelles y-faiblement dépendantes.

— Montrer la supériorité de notre estimateur par rapport a ’estimateur a noyau de la régression
S Yk (52)

YK (52)

Avant de commencer cette analyse, nous étudions la série de données et nous nous assurons que ces

classique 7w, (.) en présence d’hétéroscédasticité ol : ryw., () ,x€R

dernieres vérifient les hypotheses de notre modele (la stationnarité et la ¢-dépendance).

4.2 Les données

4.2.1 Description de la base de données

L’ensemble de données est constitué du taux de change quotidien de 1’euro par rapport au dollar

américain (USD/EUR). Ces données sont obtenues a partir du site web :

L’ensemble des données porte sur la période du 01 janvier 2015 au 01 janvier 2020, soit un total de
1305 observations.

La base contient 6 variables tel que : la date, le taux d’ouverture, taux le plus haut, taux le plus bas,
le cours de cloture et le pourcentage de variation.

On s’intéresse particulierement a la variable de cloture ("Dernie”) qui correspond au dernier taux de

change calculé chaque jour, dont le graphique est présenté dans la figure 4.1.
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Taux de change USD-EURO
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FIGURE 4.1 — L’évolution quotidienne du taux de change USD/EURO (01/01/2015 - 01/01/2020).

4.2.2 Etude de la stationnarité

La forme du graphique 4.1 illustre la non-stationnarité du fait qu’il semble présenter :
— La présence de tendances.
— Une volatilité qui change dans le temps.
La non-stationnarité du processus est confirmée par le test suivant :
Test de Dickey-Fuller augmenté (ADF) :
Le critere de Dickey-Fuller augmenté ou le test ADF est un test statistique permettant de déterminer
la stationnarité d’une série chronologique.

Mull Hypothesis: SERIES01 has a unit root
Exogenous: Constant
Lag Length: 0 (Automatic - based on SIC, maxlag=22)

t-Statistic Prop.*

Augmented Dickey-Fuller test statistic -2.865355 rﬂ—._%m
Test critical values: 1% level -3.435153

5% level -2.8635449

10% level -2.567889

*MacKinnon (1996) one-sided p-values.

Augmented Dickey-Fuller Test Equation
Dependent Variable: D(SERIES01)

Method: Least Squares

Date: 10M16/21 Time: 14:57

Sample (adjusted). 2 1305

Included observations: 1304 after adjustments

La p-value étant supérieure au seuil de 5% (0.0510 > 0.05). Nous acceptons I'hypothése de base :

la série n’est pas stationnaire. Pour la rendre stationnaire, les taux de change des devises sont
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transformés en rendements logarithmiques en utilisant la formule de rendement suivante :

Rt = IOg (V‘/t ) X ]_00,

t—1

ou V; est la valeur de cléture quotidienne du taux de change USD/EURO au temps t.

Remarque 4.1. L’application de log vise a lisser et a réduire la tendance tandis que la différenciation

stabilise le processus.

@at————————

250 500 750 1000 1250

FIGURE 4.2 — Rendements logarithmiques quotidiens des taux de change USD/EURO

La figure de la courbe de différenciation logarithmiques montre une alternance autour du zéro,
ce qui montre sa stationnarité. Ce résultat est également confirmé par le test ADF.
Test de Dickey-Fuller augmenté (ADF) :

Mull Hypothesis: SERIES02 has a unit root
Exog@nous: Constant
Lag Cength: 4 (Fixed)

t-Statistic Prob.*

Augmented Dickey-Fuller test statistic -16.26570 f EI.DDDEI;
Test critical values: 1% level 3435173 e
5% level -2 863557
10% level -2 567894

*MacKinnon (1996) one-sided p-values.

Augmented Dickey-Fuller Test Equation
Dependent Variable: DISERIES02)

Method: Least Squares

Date: 10/M16/21 Time: 15:42

Sample (adjusted): 7 1305

Included observations: 1299 after adjustments

La p-value étant nulle (< 0.05). Nous rejetons ’hypothése de base : la série de rendements logarith-

miques est stationnaire.
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4.2.3 Les statistiques descriptives

Un résumé des statistiques pour I'ensemble des données sur les rendements est présenté au gra-
phique suivant. La moyenne est positive, ce qui indique que les rendements des transactions aug-
mentent légerement au fil du temps. Le coefficient d’asymétrie indique que les rendements ont une
distribution asymétrique, et sont décalés vers la gauche. La valeur de I’aplatissement des rendements
est de 5.634294, ce qui est supérieur a trois, indiquant que la distribution des rendements suit une dis-
tribution a queue lourde, présentant ainsi I'une des caractéristiques importantes des données de séries
chronologiques financiéres, notamment le leptokurtosis. La condition de non-normalité est confirmée
par un test de Jarque-Bera qui montre que ’hypothése nulle de normalité est rejetée au niveau de

signification de 5%.

300

T Series: SERIES02
Sample 1 1305
2507 Observations 1305

200 - ] Mean 0.005855
Median 0.000000
Maximum 2.430363
Minimum -2.995268

150

Std. Dev. 0.518625
100 Skewness  -0.104135
Kurtosis 5.634294

50 -
Jarque-Bera  379.6941
Probability 0.000000

FIGURE 4.3 — Test de normalité sur les rendements
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FIGURE 4.4 — Représentation du corrélogramme
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Tous ces résultats indiquent que le modele de prix de rendement que nous venons d’étudier possede
des propriétés d’hétéroscédasticité (variabilité de la volatilité ou non-linéarité de la variance) et de
non-normalité qui justifient 'utilisation d’une modélisation du type ARCH. Ce type de processus
est capable de capter le comportement de la volatilité au cours du temps. Afin de confirmer cette

hypothese, c’est-a-dire la présence d’hétéroscédasticité, nous effectuons le test suivant.

4.2.3.1 Hetéroscédasticité conditionnelle

Heteroskedasticity Test: ARCH

F-statistic 22.28200 Prob. F{1,1300) 0.0000
Obs*R-squared 21.94022 Prob. Chi-Square(1) 0.0000
Test Equation:

Dependent Variable: RESID"2

Method: Least Squares

Date: 10M16/21 Time: 18:31

Sample (adjusted). 4 1305

Included observations: 1302 after adjustments

— Les deux statistiques Fisher et khi-deux donnent deux p-valeurs inférieures au seuil (5%) : on
rejette donc ’hypothese nulle d’homoscédasticité en faveur de I'alternative d 'hétéroscédasticité
conditionnelle.

Sur EViews nous pouvons estimer le modele ARCH approprié (voir la figure 4.5), voici le résultat

obtenu qui semble étre tres significatif.

Dependent Variable: SERIESD

Method: ML ARCH - Mormal distribution (Marquardt / EViews legacy)
Date: 01/05/22 Time: 2332

Sample: 11305

Included observations: 1305

Convergence achieved after 7 iterations

Presample variance: unconditional

GARCH = C(1) + C(2)*RESID(-1)"2 + C(3"RESID{-2)"2

Variable Coeflicient Std. Error z-Statistic Prab.

Variance Equation

C 0.202983 0.009307 2048816 0.0000
RESID(-1y"2 0.104746 0.027114 3.863216 0.0001
RESID(-2y"2 0.144639 0.032157 4.497931 0.0000

R-zquared -0.000128 Mean dependent var 0.005855
Adjusted R-squared 0.0006329 S.0. dependent var 0.518625
S E. of regression 0518460 Akaike info criterion 1.487397
Sum squared resid 3507847 Schwarz criterion 1.499291
Log likelinood -967.5263 Hannan-CQuinn criter. 1.491859
Durbin-Watson stat 2.024566

FIGURE 4.5 — Estimation du modéle ARCH

Nous constatons que les données peuvent étre modélisées par un processus ARCH ou GARCH, qui

sont des cas particuliers de processus y—faiblement dépendants.
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4.3 Prévision

Nous considérons la relation entre le rendement au temps ¢ (la variable d’intérét) et le rendement

au temps t — 1 (la variable explicative ou covariable).

Xy =Ry
Y;=r(R) +e, Roy=0, &, ~N(0,1) ii.d, t > 1.

Pour évaluer les performances du prédicteur ©,, et 7w, nous avons divisé notre échantillon en
deux sous-ensembles. L’échantillon d’apprentissage, de taille n = 1270, désigné par (X, K){i:17,,,71270}
pour lequel les estimateurs sont calculés. Ensuite, pour chaque nouvelle covariable (X;)g—1271,...,1301}
nous calculons les valeurs prédites, par les estimateurs ©,, et ryw,,,, correspondant a (ﬁ){i:12717m71301}
(les valeurs de rendements pendant le dernier mois) considéré comme I’échantillon test. Dans les cal-
culs des estimateurs, pour les deux noyaux K, et H, nous avons pris un noyau gaussien, et les fenétres
sont égales a hx = hy = 0.231.

Nous comparons dans la figure 4.6 les valeurs réelles de (}/Z‘){i:1271’m’1301} et les prédictions de I'esti-

mateur du mode conditionnel et de ’estimateur de régression.

0.6 T T
+ Lerendement réel.
O  Vvaleur prédictive via le mode conditionnel.
0.4 H Valeur prédictive via la régression.
4+
0.2 @ (0 0]
}+d$ .
0 @ 8o :
0.2 pﬂi @ .
&o
+
04 (o] 4
o
-0.6 (o] + b
+
'08 1 1 1 1 1
-0.8 -0.6 -04 -0.2 0 0.2 0.4

FIGURE 4.6 — Prédiction de rendement par le mode conditionnel et la régression

Pour mesurer aussi la performance de chaque méthode de prédiction, nous examinons la moyenne
des erreurs carrées (MSE). Apres avoir effectué les calculs, nous trouvons une MSE = 0.45 pour
notre estimateur, et une MSE = 0.7 pour celui de la régression. Nous pouvons donc conclure que

notre modele présente une bonne précision d’estimation et de prédiction par rapport a la régression
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et ce résultat est justifié par la présence d’hétéroscédasticité.
Dans la figure suivante, nous tragons ’estimateur de la densité conditionnelle du rendement au temps

t sachant le prix du rendement au temps ¢t — 1 (f,(y | z)).

FIGURE 4.7 — L’estimateur de la densité conditionnelle f,(y | x)
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Conclusion

Bien que la régression classique soit le sujet le plus répandu en statistique non-paramétrique,
notamment pour les problemes de prédiction, elle reste tres limitée pour certaines situations. Dans
ce travail, nous nous intéressons au probleme de ’estimateur du mode conditionnel qui est un outil de
prédiction alternative a la régression. Un apercu des estimateurs non paramétriques a été présenté,
en particulier I'estimateur a noyau du mode conditionnel dans un cadre dépendant et indépendant.
La principale contribution de notre étude est le type de dépendance le plus général, soit celui de
Doukhan and Louhichi (1999).

Dans ce modele, nous avons déterminé la vitesse de convergence uniforme presque stire de ’esti-

mateur a noyau du mode conditionnel de I'ordre de O <HL‘L§ZH>Z + hyx + hg . Cette derniere est
étroitement liée aux fenétres et elle est la méme que celle obtenue dans les cas i.i.d. Notons que
le résultat obtenu nécessite des conditions plus restrictives sur les coefficients de dépendance par
rapport aux autres types de dépendance.

Dans ce travail, il est par ailleurs question d’établir la normalité asymptotique de notre estimateur par
le noyau de résultats récents en théorie des probabilités pour des données 1-faiblement dépendantes.
Ce résultat nous a permis d’obtenir des intervalles de confiance asymptotiques. Des simulations ont
été effectuées pour illustrer la performance de notre estimateur et sa normalité asymptotique pour le
cas unidimensionnel et bidimensionnel. Nous avons en outre sélectionné dans ces études les fenétres
optimales pour les deux noyaux. Enfin, I’étude proposée est appliquée aux rendements logarithmiques

du taux de change de I’euro par rapport au dollar américain. Une analyse prévisionnelle nous a permis

de montre 'efficacité de notre estimateur et son intérét.
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Perspectives

Le travail réalisé dans cette theése ouvre le champ a de nombreuses perspectives intéressantes :

— Afin d’obtenir de meilleurs résultats, il serait important d’appliquer la méthode de validation
croisée et de plugin pour trouver la fenétre optimale théorique pour notre estimateur. Une
étude comparative pourrait étre envisagée.

— Généraliser nos résultats au cas de covariable fonctionnelle. Le cas du mélange est traité dans
Ferraty et al. (2005), on peut donc également traiter une adaptation au cas plus général au
sens de Doukhan and Louhichi (1999).

— Nous pouvons également envisager d’étendre nos résultats au mode conditionnel dans le cas
spatial. Etant donné un processus spatial multidimensionnel stationnaire Z; = (X:,Y;) € REx
R, i € N¥ ou N € N*, nous étudions l'estimateur & noyau de la fonction mode conditionnelle
spatiale de la variable réponse Y; étant donné la variable explicative X;. Le cas du mélange a
été traiter dans Dabo-Niang et al. (2014).

— On peut également envisager d’étendre nos résultats au mode conditionnel pour des données
incompletes.

— Dans ce travail, nous nous sommes limités aux estimateurs a noyau. Récemment Benkhaled
et al. (2020) ont proposé un estimateur local linéaire de la densité conditionnelle lorsque la
variable réponse est censurée tandis que la variable explicative est fonctionnelle. Ils ont établi
dans le cas a-mélangeant, la convergence presque complete de 'estimateur construit et ont
appliqué leur résultat a ’estimation du mode conditionnel. Il serait alors intéressant d’adapter
cette méthode d’estimation et d’étudier ses propriétés pour le cas de données faiblement

dépendantes.
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