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Résumé

Dans ce travail nous revisitons les plus importantes formules de récurrences concernant
les nombres de Bernoulli d’ordres supérieurs B(r)

n . En utilisant les nombres de Stirling non si-
gnés, nous leurs donnons un aspect plus clair. La partie essentielle de notre travail consiste à
généraliser les propriétés arithmétiques satisfaites par les nombres de Bernoulli classiques aux
nombres B(r)

n . Entre autres, nous établissons des congruences de Kummer pour les nombres
B

(r)
n

r(nr)
et nous construisons une nouvelle famille de séries d’Eisenstein dont le terme constant

est (−1)r
2

B
(r)
k

r(kr)
et qui vérifie des congruences de Kummer. Nous donnons des formules explicites

pour les dénominateurs des nombres (r − 1)!B
(r)
n , ainsi qu’une formule analogue à celle de

Clausen-von Staudt. Nous terminons notre travail par la construction de plusieurs multiples
des numérateurs des nombres B

(r)
n

r(nr)
et (r − 1)!B

(r)
n .
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Introduction

Soit r ≥ 1 un entier naturel. Les nombres de Bernoulli B(r)
n d’ordre r sont définis par la

série génératrice (
t

et − 1

)r
=

+∞∑
n=0

B
(r)
n

n!
tn, |t| < 2π (1)

cf. [11, p. 127], [12, p. 298], [13, p. 151], [14, p. 178], [18, p. 63], [28, p. 316], [45, p. 145],
[46, p. 641], [50, p. 549]. Ces nombres ont été d’abord définis et étudiés par N.E. Nörlund
[45] dans les années 1920, puis ils ont fait l’objet de nombreux articles, on citera L. Carlitz
[11, 12, 13, 14], F.R. Olson [46] et F.T. Howard [29] par la suite.
Le tableau suivant contient quelques valeurs des nombres B(r)

n .
HH

HHHHr
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 1 −1
2

1
6

0 − 1
30

0 1
42

0 − 1
30

0 5
66

0 − 691
2730

2 1 -1 5
6
−1

2
1
10

1
6
− 5

42
−1

6
7
30

3
10

−15
22
−5

6
7601
2730

3 1 −3
2

2 −9
4

19
10

−3
4
−16

21
5
4

19
30

−63
20
− 3

11
45
4
−2141

546

Le cas r = 1 correspond aux nombres de Bernoulli classiques Bn [10, p. 429]. Ces nombres
sont nuls pour les entiers impairs n > 3 [17, p. 4]. Pour les entiers n pairs, ce sont des nombres
rationnels [52, p. 171] et jouissent de plusieurs propriétés arithmétiques remarquables. Parmi
ces propriétés nous rappelons les plus importantes dues principalement à Clausen-von Staudt,
Kummer et N. Nielsen. Ils ont démontré que si p est un nombre premier et n un entier
strictement positif et pair alors :

i) si p− 1 - n alors Bn et
Bn

n
sont p-entiers [30, Proposition 5.2.4],

ii) si p− 1|n alors on a les congruences de Clausen-von Staudt [37, Theorem 7(3)]

pBn ≡ −1 (mod p),

ainsi pBn est p-entier,
iii) on a la formule de Clausen-von Staudt [56, pp. 373–374]

Bn +
∑
p−1|n

1

p
∈ Z,
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iv) si m est un entier strictement positif et pair et N ∈ N tels que n ≡ m (mod pN(p− 1)),
alors on a les congruences de Kummer [30, Theorem 5](

1− pn−1
) Bn

n
≡
(
1− pm−1

) Bm

m
(mod pN+1), (2)

en particulier pour m,n > N + 2, on retrouve le résultat précis suivant :

si n ≡ m (mod pN(p− 1)) alors on a
Bn

n
≡ Bm

m
(mod pN+1) [4, Theorem 3.2],

v) le dénominateur du nombre Bn est donné par la relation [47, p. 10]

dn =
∏
p−1|n

p, (3)

vi) si a ∈ N∗, alors les nombres

(n+ 1)!Bn, a(a
n − 1)Bn, a

n(an − 1)
Bn

n
et a

n
2
+1(an − 1)

Bn

n

sont des entiers relatifs, cf. [42, pp. 246–250] et [44, p. 173].
Les résultats ci-dessus ont été revus et utilisés dans plusieurs travaux importants de théo-

rie des nombres. On peut consulter : T. Agoh [1, p. 1], T. Arakawa [4, p. 10–13, pp. 41–43,
p. 198], Z.I. Borevich [10, pp. 429–433], Cohen [17, pp. 4–7, pp. 63–69], I. Dibag [21, p.
332], M. Eie [22, p. 149], R.L. Graham [25, p. 285], G.H. Hardy [26, p. 115], K. Ireland [30,
pp. 230–239], W. Johnson [31, pp. 254–255], J. Jordan [32, p. 258], S. Kanemitsu [33, p. 3],
N.M. Katz [35, p. 1– 2], N. Koblitz [37, p. 44], E.E. Kummer [38, p. 368], N. Nielsen [42, p.
244–246, p. 250], H. Rademacher [47, pp. 7–21], A.M. Robert [49, pp. 270–274], J. Sandor
[50, pp. 525–526, pp. 539–541, pp. 548–549], W. Schikhof [52, pp. 171–172, p. 188], B.A. Ven-
kov [55, p. 13], K.C.G. von Staudt [56, p. 373] et L.C. Washington [57, p. 6, pp. 55–61, p. 241].

Le but de notre travail est de généraliser ces résultats aux nombres de Bernoulli d’ordres
supérieurs B(r)

n .

Nous avons structuré cette thèse en cinq chapitres :
Le premier chapitre de cette thèse est consacré à l’étude de quelques formules de récurrences
satisfaites par les nombres de Bernoulli d’ordres supérieurs B(r)

n . Nous exposons d’abord une
preuve simple des résultats de Norlund, puis nous les revisitons pour obtenir de nouvelles
formules de récurrences que nous exploiterons dans les chapitres suivants.
Dans le deuxième chapitre, nous établissons la p-intégralité et les congruences de Kummer
d’ordre quelconque pour les nombres B

(r)
n

r(nr)
, ainsi qu’une généralisation pour l’ordre un d’une

congruence modulo le nombre premier p de ces nombres. Nous construisons une nouvelle
famille de séries d’Eisenstein E

(r)
k (z) dont les termes constants sont les nombres (−1)r

2

B
(r)
k

r(kr)
.

Puis nous prouvons des congruences satisfaites par ces nouvelles séries. Ces congruences gé-
néralisent celles obtenues par Clausen-von Staudt pour les nombres de Bernoulli et celles de

2



Kummer pour les séries d’Eisenstein classiques.
Le troisième chapitre est consacré à l’étude des dénominateurs et coefficients de Clausen-von
Staudt des nombres (r − 1)!B

(r)
n . Nous donnons une expression explicite des dénominateurs

de ces nombres, ainsi qu’une formule analogue à celle de Clausen-von Staudt. Pour prouver
ces résultats nous avons établi quelques congruences particulières pour les nombres de Stir-
ling de première espèce.
Dans le quatrième chapitre, nous donnons d’abord les formules explicites des dénominateurs
et les coefficients de Clausen-von Staudt des nombres (r − 1)!B

(r)
n dans les cas particuliers

r = 1, 2, 3, 4, et dans le cas génénal 6 6 r 6 n 6 2r. Ensuite nous précisons les dénomina-
teurs des nombres p!B(p+1)

p+2k où p est un nombre premier impair et k un entier naturel non
nul.
Dans le cinquième et dernier chapitre de cette thèse, nous commençons d’abord par donner
plusieurs multiples des numérateurs des nombres B

(r)
n

r(nr)
. Puis, nous exploitons les résultats

obtenus au chapitre quatre pour expliciter d’autres multiples des numérateurs des nombres
(r − 1)!B

(r)
n .

Les résultats des chapitres un et deux, ainsi que la première partie du chapitre cinq, sont
publiés dans l’article [36].
Les résultats des chapitres trois et quatre, ainsi que la deuxième partie du chapitre cinq, font
l’objet d’une autre publication qui est en cours de finalisation.
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Chapitre 1

Formules de récurrences et formules
explicites pour les nombres B(r)

n

Dans ce chapitre nous revisitons les formules de récurrences et les formules explicites des
nombres de Bernoulli d’ordres supérieurs B(r)

n . Ces formules font intervenir les nombres de
Stirling de première espèce non signés |s(n, k)|.

1.1 Les nombres de Stirling de première espèce non si-
gnés

Les nombres de Stirling de première espèce non signés sont étudiés par plusieurs auteurs :
M. Aiger [2, p. 25], T. Arakawa [4, p. 27], A.T. Benjamin [7, p. 96], M. Bóna [8, p. 113] et
[9, p. 85], L. Comtet [18, p. 47], M. DeFranco [19, p. 1101], P. Flajolet et R. Sedgewick [23,
p. 739], R.L. Graham [25, p. 259], F.T. Howard [28, p. 29], J. Katriel [34, p. 273], N. Nielsen
[43, p. 287], J. Sandor [50, p. 462], R.P. Stanley [54, p. 18],... etc. Nous nous restreignons
dans les rappels aux propriétés qui nous intéressent dans notre travail.

Définition 1.1. Soient n et k deux entiers naturels tels que n > 1 et 0 6 k 6 n. Les nombres
de Stirling de première espèce non signés |s(n, k)| sont définis par

n∑
k=0

|s(n, k)|xk = x(x+ 1)...(x+ n− 1).

Proposition 1.1. Soient n et k deux entiers naturels tels que n > 1 et 0 6 k 6 n. On a :
1) |s(n, 0)| = 0, |s(n, n)| = 1, |s(n, 1)| = (n− 1)! et |s(n, n− 1)| = n(n−1)

2
,

2) si p est un nombre premier alors |s(p, k)| (mod p) ≡
{

0 si 2 6 k 6 p− 1
−1 si k = 1

,

3) pour n > 2 et 1 6 k 6 n− 1 on a |s(n, k)| = |s(n− 1, k − 1)|+ (n− k)|s(n− 1, k)|.

4



Il est à noter que |s(n, k)| représente le nombre de permutations de n objets avec k cycles
disjoints. On l’appelle aussi cycle-nombre de Stirling et on le prononce n cycle k.
Diverses notations sont utilisées pour les nombres de Stirling de première espèce non signés,

parmi lesquelles |s(n, k)| = c(n, k) =

[
n
k

]
. Ces nombres sont liés aux nombres de Stirling de

première espèce signés s(n, k) par s(n, k) = (−1)n+k|s(n, k)|.

1.2 Formules de récurrences et formules explicites pour
les nombres B(r)

n

Nous démontrons par une nouvelle méthode, des formules de récurrences et des formules
explicites pour les nombres B(r)

n qui ont été déjà établies sous des formes équivalentes pour
la première fois par N.E. Nörlund [45, pp. 145–148]. Elles ont été exploitées par : L. Carlitz
[11, pp. 127–130], [14, p. 178], L. Comtet [18, p. 63], F.T. Howard [29, pp. 316–319], D.S.
Mitrinović [41, p. 5], F.R. Olson [46, pp. 641–642],... etc.

Théorème 1.1. Soient n et r des entiers naturels. On a

rB(r+1)
n = −(n− r)B(r)

n − rnB
(r)
n−1, pour n, r > 1. (1.1)

De plus, pour 0 6 n 6 r − 1 on a la formule explicite

B(r)
n = (−1)n |s(r, r − n)|(

r−1
n

) · (1.2)

Pour prouver ce théorème, nous établissons le lemme suivant :

Lemme 1.1. Soit r un entier naturel non nul. Alors La fonction fr à variable réelle t définie
par fr(t) =

(
t

et−1

)r vérifie l’équation fonctionnelle

rfr+1(t) = rfr(t)− rtfr(t)− tf
′

r(t)· (1.3)

Preuve. Par passage au logarithme de la fonction

fr(t) =

(
t

et − 1

)r
on a

ln |fr(t)| = r ln |t| − rln|et − 1|·

En dérivant les deux termes

f
′
r(t)

fr(t)
=
r

t
− re

t − 1 + 1

et − 1
=
r

t
− r

(
1 +

1

et − 1

)
=
r

t
− r − r

et − 1
.
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D’où l’égalité
f
′

r(t) =
r

t
fr(t)− rfr(t)−

r

et − 1
fr(t)·

En multipliant par t, on obtient

tf
′

r(t) = rfr(t)− rtfr(t)−
rt

et − 1
fr(t) = rfr(t)− rtfr(t)− rfr+1(t)·

D’où le résultat attendu

rfr+1(t) = rfr(t)− rtfr(t)− tf
′

r(t)·

Preuve du Théorème 1.1.
D’après le Lemme 1.1, on a les développements en séries entières suivants :

rfr+1(t) =
∑
n>0

rB
(r+1)
n

n!
tn, (1.4)

rfr(t) =
∑
n>0

rB
(r)
n

n!
tn, (1.5)

rtfr(t) =
∑
n>0

rB
(r)
n

n!
tn+1 =

∑
n>1

rB
(r)
n−1

(n− 1)!
tn en posant n′ = n+ 1, (1.6)

tf
′
r(t) =

∑
n>1

n
B

(r)
n

n!
tn =

∑
n>1

rB
(r)
n

(n− 1)!
tn. (1.7)

En remplaçant les développements trouvés dans la relation (1.3), on arrive à l’égalité

rB
(r+1)
0 +

∑
n>1

rB
(r+1)
n

n!
tn = rB

(r)
0 +

∑
n>1

(
rB

(r)
n

n!
−

rB
(r)
n−1

(n− 1)!
− B

(r)
n

(n− 1)!

)
tn.

Par identification, rB(r)
0 = rB

(r+1)
0 et pour tout n > 1 on a

rB
(r+1)
n

n!
=
rB

(r)
n

n!
−

rB
(r)
n−1

(n− 1)!
− rB

(r)
n

(n− 1)!
·

Par suite, on obtient la relation (1.1).
On démontre la relation (1.2) par récurrence sur l’entier naturel non nul r.

Pour r = 1, n = 0, on a B(r)
n = B0 = 1 et (−1)n |s(r, r − n)|(

r−1
n

) = |s(1, 1)| = 1. Donc la relation

(1.2) est vérifiée pour r = 1.
On suppose que la relation (1.2) est vérifiée pour 0 6 n 6 r − 1. Puis, on considère le cas
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r + 1, qui nécessite la discussion n = r et 0 6 n 6 r − 1.
(i) Si n = r, grâce à la relation (1.1) on obtient

B(r+1)
n = −nB(r)

n−1 = −n(−1)n−1
|s(r, r − n+ 1)|(

r−1
n−1

) = −r(−1)r−1 |s(r, r − r + 1)|(
r−1
r−1

)
= (−1)rr |s(r, 1)|

1
= (−1)rr! = (−1)r |s(r + 1, 1)|(

r
r

) = (−1)n |s(r + 1, r + 1− n)|(
r
n

) ·

(ii) Si n 6 r − 1, par l’hypothèse de récurrence on trouve

B(r+1)
n = −(n− r)

r

[
(−1)n |s(r, r − n)|(

r−1
n

) ]
− n

[
(−1)n−1 |s(r, r − n+ 1)|(

r−1
n−1

) ]

= −(n− r)
r

[
(−1)n |s(r, r − n)|

(r−1)!
n!(r−1−n)!

]
− n

[
(−1)n−1 |s(r, r − n+ 1)|

(r−1)!
(r−1)!(r−n)!

]

= (−1)n |s(r, r − n)|
r!

n!(r−n)!
+ r(−1)n |s(r, r − n+ 1)|

r(r−1)!
n(n−1)!(r−n)!

=
(−1)n(

r
n

) [|s(r, r − n) + r|s(r, r − n+ 1)|]

=
(−1)n(

r
n

) |s(r + 1, r − n+ 1)|·

Par conséquent on a

B(r)
n = (−1)n |s(r, r − n)|(

r−1
n

) , pour tout n 6 r − 1.

Les nombres de Bernoulli B(r)
n sont liés aux nombres de Bernoulli classiques. De manière

précise on a le théorème suivant :

Théorème 1.2 (Formules explicites). Soient n et r deux entiers strictement positifs tels que
n > r. On a

B
(r)
n

r
(
n
r

) = (−1)r−1
r−1∑
l=0

|s(r, r − l)|Bn−l

n− l
· (1.8)

De manière équivalente, on a

B
(r)
n

r
(
n
r

) = (−1)r−1
r−1∑
l=0

(−1)l
(
r − 1

l

)
B

(r)
l

Bn−l

n− l
· (1.9)
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Preuve. On démontre la relation (1.8) par récurrence sur l’entier naturel non nul r.
Pour r = 1, n > 1 on a
B

(r)
n

r
(
n
r

) =
B

(1)
n

1
(
n
1

) =
Bn

n
et (−1)r−1

r−1∑
l=0

|s(r, r − l)|Bn−l

n− l
= |s(1, 1)|Bn

n
=
Bn

n
·

Donc la relation (1.8) est vérifiée.
Pour n > r + 1, d’après la relation (1.1) on déduit que

rB
(r+1)
n

n(n− r)
= −B

(r)
n

n
−
rB

(r)
n−1

n− r
.

En multipliant les deux termes par
(r − 1)!

(n− 1)(n− 2)...(n− r + 1)
, il vient

r!B
(r+1)
n

n(n− 1)...(n− r)
= −

(
(r − 1)!B

(r)
n

n(n− 1)...(n− r + 1)
+

r(r − 1)!B
(r)
n−1

(n− 1)(n− 2)...(n− r)

)
.

Soit

B
(r+1)
n

(r + 1)
(
n
r+1

) = −

(
B

(r)
n

r
(
n
r

) + r
B

(r)
n−1

r
(
n−1
r

))

= (−1)r
(
r−1∑
l=0

|s(r, r − l)|Bn−l

n− l
+ r

r−1∑
l=0

|s(r, r − l)| Bn−1−l

n− 1− l

)

= (−1)r
(
Bn

n
+

r−1∑
l=1

|s(r, r − l)|Bn−l

n− l
+ r

r−2∑
l=0

|s(r, r − l)| Bn−1−l

n− 1− l
+ r!

Bn−r

n− r

)

= (−1)r
(
Bn

n
+

r−1∑
l=1

(|s(r, r − l) + r|s(r, r + 1− l)|)Bn−l

n− l
+ r!

Bn−r

n− r

)

= (−1)r
(
Bn

n
+

r−1∑
l=1

|s(r + 1, r + 1− l)|Bn−l

n− l
+ r!

Bn−r

n− r

)

= (−1)r
r∑
l=0

|s(r + 1, r + 1− l)|Bn−l

n− l
.

Ce qui complète la preuve de la relation (1.8). La relation (1.9) découle des relations (1.2)
et (1.8).

1.3 Formules explicites améliorées pour les nombres B(r)
n

Dans ce qui suit, nous introduisons les ensembles M(n, r) et M∗(n, r). Ces ensembles
sont de nature arithmétique. Ils jouent un rôle crucial dans notre étude.
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Définition 1.2. Soient n et r deux entiers naturels non nuls tels que n > r. On définit les
ensembles d’entiers l :
1) M(n, r) = {l : 0 6 l 6 r − 1, n− l pair ou n− l = 1},
2) M∗(n, r) = {l : 0 6 l 6 r − 1, n− l pair }.

Proposition 1.2 (Propriétés de M(n, r) et M∗(n, r) ).
1) Pour r = 1 on a

(a) si n = 1 : M(1, 1) = {0} , M∗(1, 1) = ∅,

(b) si n > 2 : M(n, 1) =M∗(n, 1) =

{
∅ si n est impair
{0} si n est pair .

2) Pour r > 2, on a M(n, r) 6= ∅ et M∗(n, r) 6= ∅. En outre,
(a) si n = r on a M(n, r) =M∗(n, r) ∪ {r − 1},
(b) si n > r + 1 on a M(n, r) =M∗(n, r).

3) Pour n et r fixés, on a Bn−l 6= 0 équivaut à l ∈M(n, r), et si M(n, r) = ∅ alors B(r)
n = 0.

4) M∗(n, r) est l’ensemble des entiers l, 0 6 l 6 r − 1 qui ont la même parité que n, en
d’autres termes :
(a) si n est pair alors

M∗(n, r) = {l pair : 0 6 l 6 r − 1} =
{
l = 2k : 0 6 k 6

[
r − 1

2

]}
,

(b) si n est impair alors

M∗(n, r) = {l impair : 0 6 l 6 r − 1} = {l = 2k + 1 : 0 6 k 6 [
r − 2

2
]}.

De plus, on a

#M∗(n, r) =

{
[ r+1

2
] si n est pair ,

[ r
2
] si n est impair ,

c’est-à-dire :
(a) si r est pair #M∗(n, r) = r

2
,

(b) si r est impair

#M∗(n, r) =

{
r+1
2

si n est pair ,
r−1
2

si n est impair .

5) On a

{n− l : l ∈M∗(n, r)} =
{
{2[n

2
] = n, 2[n

2
]− 2, ..., 2[n

2
]− 2[ r−1

2
]} , si n est pair,

{2[n
2
] = n− 1, 2[n

2
]− 2, ..., 2[n

2
]− 2[ r−2

2
]} , si n est impair .

6) Si n et m sont de même parité alors M∗(n, r) =M∗(m, r).
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Dans ce qui suit nous revisitons les formules explicites des nombres B(r)
n , en termes des

ensembles M(n, r) et M∗(n, r).

Théorème 1.3 (Formules explicites améliorées).
Soient n et r deux entiers strictement positifs tels que n > r. On a

B
(r)
n

r
(
n
r

) = (−1)r−1
∑

l∈M(n,r)

|s(r, r − l)|Bn−l

n− l
(1.10)

et
B

(r)
n

r
(
n
r

) = (−1)r−1
∑

l∈M(n,r)

(−1)l
(
r − 1

l

)
B

(r)
l

Bn−l

n− l
. (1.11)

Si de plus n > r + 1, alors on a

B
(r)
n

r
(
n
r

) = (−1)r−1
∑

l∈M∗(n,r)

|s(r, r − l)|Bn−l

n− l
(1.12)

et
B

(r)
n

r
(
n
r

) = (−1)r−1
∑

l∈M∗(n,r)

(−1)l
(
r − 1

l

)
B

(r)
l

Bn−l

n− l
· (1.13)

Preuve. Preuve de la relation(1.10). D’après la Proposition 1.2, pour r = 1 et n impair > 3

on a B(r)
n = Bn = 0. Dans les autres cas on a M(n, r) 6= ∅. De plus pour l 6∈ M(n, r) on a

Bn−l = 0 et grâce à la relation (1.8) on en déduit que

B
(r)
n

r
(
n
r

) = (−1)r−1
r−1∑
l=0

|s(r, r − l)|Bn−l

n− l

= (−1)r−1
 ∑
l∈M(n,r)

|s(r, r − l)|Bn−l

n− l
+

∑
l 6∈M(n,r)

|s(r, r − l)|Bn−l

n− l


= (−1)r−1

∑
l∈M(n,r)

|s(r, r − l)|Bn−l

n− l
+ 0.

D’où la relation (1.10).
La relation (1.11) découle des formules (1.10) et (1.9). Pour la preuve des formules (1.12) et
(1.13) il suffit de remarquer que M(n, r) =M∗(n, r) pour tout n > r + 1.
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Chapitre 2

Congruences de Kummer et séries
d’Eisenstein pour les nombres de
Bernoulli d’ordres supérieurs

Ce chapitre est divisé en deux parties, dans la première partie nous étudions les congruences
de Kummer pour les nombres B

(r)
n

r(nr)
. Dans la seconde, nous nous intéressons aux séries d’Ei-

senstein associées aux nombres de Bernoulli d’ordres supérieurs.

2.1 Congruences de Kummer pour les nombres B
(r)
n

r(nr)

Dans cette partie nous établissons la p-intégralité et les congruences de Kummer pour les
nombres B

(r)
n

r(nr)
pour tout ordre r.

2.1.1 p-intégralité et congruences (mod pnZ(p))

Nous rappelons les définitions suivantes :

Définition 2.1. Soit p un nombre premier et u un nombre rationnel. On dit que u est
p-entier si son dénominateur n’est pas divisible par p. L’ensemble des nombres rationnels
p-entiers est Z(p) = {ab , a ∈ Z, b ∈ N∗, pgcd(ap, b) = 1} [49, p. 432].

On remarque que pour p un nombre premier et Zp l’anneau des entiers p-adiques on a
Z(p) = Zp ∩Q [24, p. 60].

Définition 2.2. Soient p un nombre premier et n un entier naturel non nul. Pour a et b
deux éléments de Z(p), on dit que a ≡ b (mod pnZ(p)) ou simplement a ≡ b (mod pn)
si a− b ∈ pnZ(p). C’est-à-dire a = b+ pnu où u ∈ Z(p) cf. [4, p. 43] et [50, p. 539].
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D’autre part, les congruences suivant la Définition 2.2 jouissent des propriétés classiques
des congruences sur Z [50, p. 539]. Elles sont la restriction des congruences (mod pnZp) [17,
p. 52].
De plus, si nous supposons dans la Définition 2.2 que a et b sont des nombres rationnels,
alors les propriétés des congruences classiques pour le produit ne sont plus vérifiées, mais
elles restent valables pour la somme et la multiplication par un p-entier.

2.1.2 p-intégralité et congruences de Kummer de niveau 1

Dans ce qui suit nous étudions la p-intégralité et les congruences de Kummer de niveau
1 pour les nombres B

(r)
n

r(nr)
·

Théorème 2.1. Soient n et r deux entiers strictement positifs et p un nombre premier tels
que n > r, M(n, r) 6= ∅ et p− 1 - n− l pour tout l ∈M(n, r). On a :
1) p > r + 2,

2)
B

(r)
n

r
(
n
r

) est p-entier,

3) si de plus n et m sont des entiers tels que n,m > r + 1 et m ≡ n (mod p− 1) alors

B
(r)
m

r
(
m
r

) ≡ B
(r)
n

r
(
n
r

) (mod p).

Preuve. Soit p un nombre premier qui satisfait les hypothèses du Théorème 2.1.
1) Supposons par l’absurde que p 6 r + 1.

Si p = 2 alors p− 1 = 1|n− l, pour tout l ∈M(n, r). Ce qui est exclu.

Si p > 3 alors p− 1 est pair. On a p− 1 6 r, donc il existe un entier l, 0 6 l 6 r − 1 tel
que n− l ≡ 0 (mod p− 1). La parité de p− 1 entraine l ∈M(n, r). Ce qui est aussi exclu.
En conclusion on doit avoir p > r + 2.

2) On a p− 1 - n− l pour tout l ∈M(n, r), donc Bn−l
n−l est p-entier pour tout l ∈M(n, r).

D’autre part les |s(r, r − l)| sont des entiers.
Par suite la relation (1.10) nous permet de conclure.

3) Pour n,m > r + 1 et n ≡ m (mod p − 1) on a M(n, r) = M∗(n, r) = M∗(m, r) =
M(m, r) et n− l ≡ m− l (mod p− 1) pour tout l ∈M∗(n, r).
D’où, d’après les congruences de Kummer on a Bn−l

n−l ≡
Bm−l
m−l (mod p), pour tout l ∈M∗(n, r).

Par suite la relation (1.12) implique

B
(r)
m

r
(
m
r

) ≡ B
(r)
n

r
(
n
r

) (mod p)·
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Corollaire 2.1. Soient n et r deux entiers strictement positifs et p un nombre premier tels
que n > r, M(n, r) 6= ∅ et p − 1 - n − l pour tout l ∈ M(n, r). Alors le nombre B(r)

n est
p-entier.

Preuve. D’après le Théorème 2.1, on sait que
B

(r)
n

r
(
n
r

) est p-entier. Donc en multipliant par

l’entier r
(
n

r

)
, il vient que B(r)

n est aussi p-entier (comme produit de p-entiers ).

Ce qui achève la preuve.

Corollaire 2.2. Soient n, r et α des entiers strictement positifs et p un nombre premier tels
que n > r, M(n, r) 6= ∅ et p− 1 - n− l pour tout l ∈M(n, r).
Si pα divise Arn alors pα divise le numérateur de B(r)

n , où Arn = n(n− 1)...(n− r + 1).

Preuve. On pose B(r)
n =

N

D
, avec N ∈ Z, N ∈ N∗ et pgcd(N,D) = 1. Soit p un nombre

premier tel que pα|Arn.

D’après le Théorème 2.1, le nombre
B

(r)
n

r
(
n
r

) =
(r − 1)!N

ArnD
est p entier et p > r + 2. Donc

(r − 1)!N

ArnD
=
a

b
, avec a ∈ Z, b ∈ N, p - b

et
b(r − 1)!N = ArnDa.

On a alors 
pα|b(r − 1)!N
et
pgcd(pα, b(r − 1)!) = 1.

Par le lemme de Gauss on a
pα|N.

Ce qui achève la preuve.

Nous pouvons étendre les congruences de Kummer. Pour cela nous introduisons les en-
sembles Mp(n, r) et M∗

p (n, r).

Définition 2.3. Soient n et r deux entiers strictement positifs tels que n > r et p un nombre
premier. On définit les ensembles d’entiers l :
1) Mp(n, r) = {l : l ∈M(n, r) et p− 1|n− l},
2) M∗

p (n, r) = {l : l ∈M∗(n, r) et p− 1|n− l}.

Proposition 2.1 (Propriétés de Mp(n, r) et M∗
p (n, r) ).
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1) Si p est impair ou n > r + 1 alors Mp(n, r) =M∗
p (n, r).

2) M2(n, r) =M(n, r) et M∗
2 (n, r) =M∗(n, r).

3) M3(n, r) =M∗(n, r).
4) Si l ∈Mp(n, r) alors vp(Bn−l) = −1.

5) Si l ∈M(n, r) \Mp(n, r) alors
Bn−l

n− l
est p-entier.

Nous montrons le résultat suivant :

Théorème 2.2. Soient n et r deux entiers strictement positifs tels que n > r et p un nombre
premier impair. On a :

1) le nombre β(r)
n =

B
(r)
n

r
(
n
r

) + (−1)r−1(1
p
− 1)

∑
l∈Mp(n,r)

|s(r, r − l)|
n− l

est p-entier,

2) si p > 5 et n,m des entiers > r + 1 tels que m ≡ n (mod p− 1), alors on a

β(r)
m ≡ β(r)

n (mod p).

Pour la preuve de ce théorème nous utilisons le lemme suivant :

Lemme 2.1. Soient p un nombre premier impair et k un entier strictement positif pair ou
égal à 1. On pose

βk =

{
Bk
k

si p− 1 - k,
Bk+

1
p
−1

k
si p− 1|k.

On a
1) le nombre βk est p-entier,
2) si p > 5 et n,m deux entiers strictement positifs pairs tels que n ≡ m (mod p− 1), alors

on a
βn ≡ βm (mod p).

Preuve. Cf. [31, pp. 253–255].

Preuve du Théorème 2.2.
1) Par la formule (1.10), on trouve

β(r)
n = (−1)r−1

∑
l∈M(n,r)

|s(r, r − l)|Bn−l

n− l
+ (−1)r−1(1

p
− 1)

∑
l∈Mp(n,r)

|s(r, r − l)|
n− l

= (−1)r−1
∑

l∈M(n,r)rMp(n,r)

|s(r, r − l)|Bn−l

n− l
+ (−1)r−1

∑
l∈Mp(n,r)

|s(r, r − l)|
1
p
− 1 +Bn−l

n− l

= (−1)r−1
∑

l∈M(n,r)

|s(r, r − l)|βn−l. (2.1)
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D’autre part, les nombres |s(r, r− l)| sont des entiers et le Lemme 2.1 implique que βn−l est
p-entier pour tout l ∈M(n, r). D’où d’après la relation (2.1), le nombre β(r)

n un p-entier.
2) Pour n,m > r + 1 et n ≡ m (mod p − 1), par le Lemme 2.1 on a βn−l ≡ βm−l (mod p)
pour tout l ∈ M∗(n, r). Des relations 2) (b), 6) de la Proposition 1.2 et l’identité (2.1), on
déduit que

β(r)
n = (−1)r−1

∑
l∈M∗(n,r)

|s(r, r − l)|βn−l

≡ (−1)r−1
∑

l∈M∗(m,r)

|s(r, r − l)|βm−l (mod p)

≡ β(r)
m (mod p).

2.1.3 Congruences de Kummer de niveau quelconque pour les nombres
B

(r)
n

r(nr)

Dans cette partie nous généralisons les congruences de Kummer (2) aux nombres B
(r)
n

r(nr)
pour tout niveau. Le niveau sera noté par N + 1.

Théorème 2.3. Soient n,m deux entiers positifs, N un entier naturel et p un nombre
premier tels que n,m > r+1 et p−1 - n−l, pour tout l ∈M∗(n, r). Si m ≡ n (mod pN(p−1))
alors on a

B
(r)
m

r
(
m
r

) − (−1)r−1pm−r
 ∑
l∈M∗(m,r)

pr−l−1|s(r, r − l)|Bm−l

m− l


≡ B

(r)
n

r
(
n
r

) − (−1)r−1pn−r
 ∑
l∈M∗(n,r)

pr−l−1|s(r, r − l)|Bn−l

n− l

 (mod pN+1). (2.2)

Preuve. Par la Proposition 1.2 6), on a M∗(n, r) =M∗(m, r).

1. SiM∗(n, r) = ∅ alors les deux termes de la relation (2.2) sont nuls. Donc la congruence
(2.2) est vérifiée.
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2. Si M∗(n, r) 6= ∅ alors la formule (1.12) donne

B
(r)
n

r
(
n
r

) − (−1)r−1pn−r
 ∑
l∈M∗(n,r)

pr−l−1|s(r, r − l)|Bn−l

n− l


= (−1)r−1

 ∑
l∈M∗(n,r)

|s(r, r − l)|Bn−l

n− l

− (−1)r−1
 ∑
l∈M∗(n,r)

pn−l−1|s(r, r − l)|Bn−l

n− l


= (−1)r−1

 ∑
l∈M∗(n,r)

(1− pn−l−1)|s(r, r − l)|Bn−l

n− l

 .
Commem ≡ n (mod pN(p−1)), alorsm−l ≡ n−l (mod (pN(p−1)) pour tout l ∈M∗(n, r).
Par les congruences de Kummer on a

(1− pm−l−1)Bm−l

m− l
≡ (1− pn−l−1)Bn−l

n− l
(mod pN+1), pour tout l ∈M∗(n, r).

En multipliant par les entiers |s(r, r − l)| et en faisant la somme sur les l ∈ M∗(n, r), on
obtient

(−1)r−1
 ∑
l∈M∗(m,r)

(1− pm−l−1)|s(r, r − l)|Bm−l

m− l


≡ (−1)r−1

 ∑
l∈M∗(n,r)

(1− pn−l−1)|s(r, r − l)|Bn−l

n− l

 (mod pN+1),

ou encore :

B
(r)
m

r
(
m
r

) − (−1)r−1pm−r
 ∑
l∈M∗(m,r)

pr−l−1|s(r, r − l)|Bm−l

m− l


≡ B

(r)
n

r
(
n
r

) − (−1)r−1pn−r
 ∑
l∈M∗(n,r)

pr−l−1|s(r, r − l)|Bn−l

n− l

 (mod pN+1).

Ce qui achève la preuve du Théorème 2.3.

Corollaire 2.3. Soient n,m deux entiers positifs, N un entier naturel et p un nombre
premier tels que n,m > N + r + 1 et p − 1 - n − l, pour tout l ∈ M∗(n, r). Si m ≡ n
(mod pN(p− 1)) alors on a

B
(r)
m

r
(
m
r

) ≡ B
(r)
n

r
(
n
r

) (mod pN+1).

.
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Preuve. Pour n,m > N + r + 1 on a n− r,m− r > N + 1.
De plus, les nombres Bn−l

n−l ,
Bm−l
m−l sont p-entiers et r − l − 1 > 0, pour tout l ∈M∗(n, r).

Donc

pm−r

 ∑
l∈M∗(m,r)

pr−l−1|s(r, r − l)|Bm−l

m− l

 ≡ 0 (mod pN+1),

pn−r

 ∑
l∈M∗(n,r)

pr−l−1|s(r, r − l)|Bn−l

n− l

 ≡ 0 (mod pN+1).

(2.3)

Par suite, les relations (2.2) et (2.3) nous donnent le résultat attendu.

2.2 Séries d’Eisenstein associées aux nombres de Ber-
noulli généralisés B(r)

k

Dans cette partie nous construisons de nouvelles séries d’Eisenstein associées aux nombres
de Bernoulli généralisés B(r)

k et nous établissons leurs congruences de Kummer.
Soient k et r deux entiers strictement positifs tels que k > r. On désigne par

E
(r)
k (z) :=

(−1)r

2

B
(r)
k

r
(
k
r

) +∑
n>1

σ
(r)
k−1(n)q

n

où
Im(z) > 0; q := e2πiz, σ

(r)
k−1(n) :=

1

2

∑
d|n

[
< d >r +(−1)k(d)r

]
dk−r−1

avec
< d >r= d(d+ 1) · · · (d+ r − 1) et (d)r = d(d− 1) · · · (d− r + 1),

les séries d’Eisenstein d’ordres r associées aux nombres de Bernoulli généralisés B(r)
k .

En particulier pour r = 1, on a

σ
(1)
k−1(n) =

 σk−1(n) =
∑
d|n

dk−1 si k est pair

0 sinon ,

et

E
(1)
k (z) =


Ek(z) = −Bk

2k
+
∑
n>1

σk−1(n)q
n si k est pair

0 sinon.
Ek est la k-ième série d’Eisenstein classique. Notons que pour k > 4, Ek est une forme
modulaire sur SL2(Z) de poids k. Cependant, pour r > 2, E(r)

k n’est pas une forme modulaire
au sens classique. Dans [51], J-P. Serre note par Gk la forme modulaire Ek.
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2.2.1 Résultats sur les séries d’Eisenstein E
(r)
k (z)

Dans ce qui suit nous exprimons la série d’Eisenstein E
(r)
k (z), en fonction des séries

d’Eisenstein classiques Ek−l pour l ∈ M∗(k, r). Nous établissons également des congruences
de Kummer pour ces séries. En outre nous formulons l’expression de E(r)

k (z) en fonction des
valeurs spéciales de la fonction zêta d’ordre r.

Théorème 2.4. Soient k et r des entiers strictement positifs, avec k > r + 1. On a

E
(r)
k (z) =

∑
l∈M∗(k,r)

|s(r, r − l)|Ek−l(z), (2.4)

où Ek(z) = (−1)k
2
ζ(1 − k) +

∑
n>1

σk−1(n)q
n est la kème série d’Eisenstein de poids k, et ζ(s)

est la fonction zêta de Riemann donnée par ζ(s) =
∑
n>1

n−s, pour <(s) > 1.

Remarque 2.1. Si k > r + 3 et l ∈ M∗(k, r), alors on a k − l > 4 et Ek−l est une forme
modulaire sur SL2(Z) de poids k − l.

On pose M (r)
k =

⊕
l∈M∗(k,r)

Mk−l, où Mk−l est l’ensemble des formes modulaires de poids

k − l, de la forme
∑
n>0

anq
n où les coefficients an sont des nombres rationnels p-entiers.

Corollaire 2.4. Soient k et r deux entiers strictement positifs tels que k > r + 3. On a

E
(r)
k ∈M

(r)
k .

Théorème 2.5. Soient k, k′ deux entiers positifs, N un entier naturel et p un nombre premier
tels que k, k′ > N + r+1 et p− 1 - n− l, pour tout l ∈M∗(k, r). Si k ≡ k′ (mod pN(p− 1))
alors on a

E
(r)
k ≡ E

(r)

k′
(mod pN+1).

Le terme constant dans E(r)
k (z), s’exprime en fonction des valeurs spéciales aux entiers

négatifs de la fonction zêta de Riemann de dimension r définie par

ζr(s, x) =
∑

n1,n2,··· ,nr>0

1

(x+ n1 + n2 + · · ·+ nr)s
, pour <(s) > r et x > 0.

Proposition 2.2. Soient r et k deux entiers strictement positifs. On a :
(i) La fonction s 7→ ζr(s, x) a un prolongement analytique sur tout le plan complexe, avec

un pôle simple en s = r. De plus, pour k > r on a

ζr(r − k, r) = (−1)r−k (k − r)!
k!

B
(r)
k .
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(ii) Pour k > r + 1 on a

E
(r)
k (z) =

(−1)k(r − 1)!

2
ζr(r − k, r) +

∑
l∈M∗(k,r)

|s(r, r − l)|
∑
n>1

σk−l−1(n)q
n.

Remarque 2.2. En suivant la théorie de J-P. Serre des formes modulaires p-adiques, telle
que présentée dans [51], nous pouvons construire la version p-adique de E(r)

k . Ceci n’est pas
l’objectif de notre travail.

2.2.2 Preuves des principaux résultats de la partie 2.2.1

Pour prouver les principaux résultats de la partie 2.2.1, nous utilisons les lemmes suivants :

Lemme 2.2. Soient k, r et n des entiers strictement positifs tels que k > r. On a

σ
(r)
k−1(n) =

∑
l∈M∗(k,r)

|s(r, r − l)|σk−l−1(n).

Preuve. Soit d un diviseur de n. On a

< d >r= d(d+ 1) · · · (d+ r − 1) =
r∑
l=0

|s(r, l)|dl.

Comme |s(r, 0)| = 0, on obtient alors

< d >r=
r−1∑
l=0

|s(r, r − l)|dr−l.

D’autre part, avec les nombres de Stirling s(r, l) de premìre espèce on a aussi

(d)r =
r∑
l=0

s(r, l)dl =
r∑
l=0

(−1)r+l|s(r, l)|dl

=
r−1∑
l=0

(−1)l|s(r, r − l)|dr−l,

cf [18, pp. 47–48]. Par consq́uent, on trouve

< d >r +(−1)k(d)r =
r−1∑
l=0

[
1 + (−1)k−l

]
|s(r, r − l)|dr−l

= 2
∑

l∈M∗(k,r)

|s(r, r − l)|dr−l

19



et

σ
(r)
k−1(n) =

1

2

∑
d|n

2 ∑
l∈M∗(k,r)

|s(r, r − l)|dr−l
 dk−r−1

=
∑

l∈M∗(k,r)

|s(r, r − l)|
∑
d|n

dk−l−1

=
∑

l∈M∗(k,r)

|s(r, r − l)|σk−l−1(n).

On obtient ainsi le Lemme 2.2.

Lemme 2.3. Soient k, k′, n des entiers positifs et N un entier naturel avec
k, k′ > N + r + 1. Si p est un nombre premier tel que k ≡ k′ (mod pN(p− 1)) alors on a

σ
(r)
k−1(n) ≡ σ

(r)
k′−1(n) (mod pN+1).

Preuve. Par le Lemme 2.2, on a

σ
(r)
k−1(n) =

∑
l∈M∗(k,r)

|s(r, r − l)|
∑
d|n

dk−l−1.

Pour établir le Lemme 2.3, il suffit de prouver que

dk−l−1 ≡ dk
′−l−1 (mod pN+1) (2.5)

pour tout diviseur d de n et pour tout l dans M∗(k, r).
Si d est non divisible par p on a dpN (p−1) ≡ 1 (mod pN+1). Par contre si p divise d on a
k − l − 1, k′ − l − 1 > N + 1 et donc on obtient dk−l−1 ≡ dk

′−l−1 ≡ 0 (mod pN+1).
Ce qui assure la relation (2.5).

Preuve du Théorème 2.4.
Du Lemme 2.2 et la relation (1.12), on a

E
(r)
k (z) =

(−1)2r−1

2

∑
l∈M∗(k,r)

|s(r, r − l)|Bk−l

k − l

+
∑
n>1

∑
l∈M∗(k,r)

|s(r, r − l)|σk−l−1(n)qn.

Par suite, on obtient

E
(r)
k (z) =

∑
l∈M∗(k,r)

|s(r, r − l)|

(
− Bk−l

2(k − l)
+
∑
n>1

σk−l−1(n)q
n

)
.
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Par conséquent, on trouve la formule souhaitée

E
(r)
k (z) =

∑
l∈M∗(k,r)

|s(r, r − l)|Ek−l(z).

Ceci termine la preuve du Théorème 2.4.

De plus, de la formule (2.4) on déduit que E(r)
k ∈

⊕
l∈M∗(k,r)Mk−l, car Ek−l(z) sont

des formes modulaires pour SL2(Z) de poids k − l pour tout l ∈ M∗(k, r). Cala prouve le
Corollaire 2.4.
Le Théorème 2.5 peut être déduit du Corollaire 2.3 et du Lemme 2.3. Ce résultat donne une
généralisation des congruences de Kummer classiques sur la série d’Eisenstein Ek.

Preuve de la proposition 2.2.
La première partie de la Proposition 2.2 est prouvée dans [6] (voir la formule (10)) et [16,
pp. 668–669]. De plus, on obtient

(−1)rB(r)
k

2r
(
k
r

) =
(−1)k(r − 1)!

2
ζr(r − k, r). (2.6)

De la relation (2.6) et du Lemme 2.2, on trouve

E
(r)
k (z) =

(−1)k(r − 1)!

2
ζr(r − k, r) +

∑
l∈M∗(k,r)

|s(r, r − l)|
∑
n>1

σk−l−1(n)q
n.

Ceci termine la preuve de la Proposition 2.2.
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Chapitre 3

Dénominateurs et coefficients de
Clausen-von Staudt des nombres
(r − 1)!B

(r)
n

Dans ce chapitre, nous donnons une expression explicite des dénominateurs des nombres
(r − 1)!B

(r)
n , et un analogue de la formule de Clausen-von Staudt pour ces nombres.

3.1 Rappels sur la valuation p-adique d’un rationnel
La notion de valuation p-adique d’un nombre rationnel est un cas particulier de la théorie

des valuations sur un corps. Cette notion est traitée par plusieurs auteurs, nous citons à titre
d’exemples : Y. Amice [3, p. 22–28], E. Artin [5, p. 28], Z.I. Borevich [10, p. 195, p. 198–200],
R. Descombes [20, p. 16], F.Q. Gouvêa [24, p. 25], H. Hasse [27, p. 119], R.L. Long [39, p.
15], M.P. Malliavin [40, p. 198], R. Ribenboim [48, p. 76], O.F. Schilling [53, p. 4].

Proposition 3.1. Soit p un nombre premier et u un nombre rationnel non nul. Alors il
existe un unique entier relatif n tel que

u = pn
a

b
(3.1)

où a ∈ Z∗ et b ∈ N∗ avec pgcd(ab, p) = 1.

Définition 3.1. Soit p un nombre premier et u un nombre rationnel. La valuation p-adique

de u est le nombre vp(u) = ordp(u) =

{
+∞ si u = 0
n si u 6= 0

,

où n est l’exposant de p défini dans la relation (3.1).

Proposition 3.2. Avec les mêmes notations de la Définition 3.1, on a

u 6= 0 si et seulement si vp(u) < +∞.
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Proposition 3.3. Soient m un entier strictement positif, u1, u2, ..., um des nombres ration-
nels, α1, α2, ..., αm des entiers relatifs non nuls et p un nombre premier. On a :
1) vp(u1 + u2 + ...+ um) > min(vp(u1), vp(u2), ..., vp(um)),
2) s’il existe i0 ∈ {1, ...,m} tel que pour tout i ∈ {1, ...,m}r {i0}, vp(ui) > vp(ui0), alors

on a

vp(u1 + u2 + ...+ um) = min(vp(u1), vp(u2), ..., vp(um)) = vp(ui0) < +∞

et u1 + u2 + ...+ um 6= 0,
3) si les nombres u1, u2, ..., um sont non nuls alors on obtient

vp(u
α1
1 .u

α2
2 ...u

αm
m ) = α1vp(u1) + α2vp(u2) + ...+ αmvp(um).

Proposition 3.4. [30, p. 233] Soit p un nombre premier, n un entier strictement positif, s
et t deux p-entiers de Z(p) et u un nombre rationnel. On a :
1) u est p-entier si et seulement si vp(u) > 0,
2) s ≡ t (mod pn) si et seulement si vp(s− t) > n.

3.2 Dénominateurs et formule de Clausen-von Staudt
D’après la relation (1.2), on a (r − 1)!B

(r)
n = (−1)nn!(r − 1 − n)!|s(r, r − n)| pour tout

0 6 n 6 r − 1. Ce qui montre que ces nombres sont des entiers relatifs de dénominateurs 1.
Nous nous intéressons désormais au cas n > r. Avant d’énoncer le théorème principal de ce
chapitre, nous introduisons les ensembles S1(n, r), S2(l, n, r) et les coefficients de Clausen-von
Staudt.

3.2.1 Les ensembles S1(n, r), S2(l, n, r), S2(n, r) et les coefficients de
Clausen-von Staudt

Définition 3.2 (Les ensembles S1(n, r), S2(l, n, r) et S2(n, r)).
Soient l, n et r des entiers naturels tels que n > r > l + 1. On définit les ensembles :
1) S1(n, r) = {p premier : [ r

2
] + 1 6 p 6 r − 1, p− 1|n et p|n+ 1},

2) pour l ∈M∗(n, r) :
(a) S2(0, n, r) = {p premier : r + 1 6 p 6 n− r, p− 1|n et p - A

r
n

n
},

(b) S2(l, n, r) = {p premier : r + 1 6 p 6 n + 1, p− 1|n− l, p - Arn
n−l et p - |s(r, r − l)|}

si l > 1, où Arn = n(n− 1)...(n− r + 1),

3) S2(n, r) =
⋃

l∈M∗(n,r)

S2(l, n, r).
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Notation 3.1. Soient n et l deux entiers naturels tels que 0 6 l 6 n et a0, a1, . . . , an des
nombres rationnels. On désigne par a0a1...

∨
al...an, le nombre obtenu en remplaçant al par 1

dans le produit
n∏
i=1

ai.

Définition 3.3 (Coefficients de Clausen-von Staudt).
Soient k, l, n et r des entiers naturels tels que n > r > l + 1 et p un nombre premier. On
définit les coefficients de Clausen-von Staudt δk, γr(n), αr(n), λ(n, r) et cp(n, r, l) associées
aux nombres (r − 1)!B

(r)
n par :

1)

δk =

{
1 si k est premier
0 sinon ,

2)

γr(n) =

{
1 si rest premier tel que r − 1|n et r|n(n+ 1)
0 sinon ,

3)

αr(n) =

{
0 si r|n
1 si r|n+ 1

,

4)

λ(n, r) =

{
1 si (r, n) = (1, 2)
0 sinon ,

5) et pour tout n ≡ a (mod p), a ∈ {l} ∪ {r, r + 1, ..., p− 1} et r + 1 6 p 6 n+ 1,

cp(n, r, l) = (−1)ra(a− 1)...
∨

(a− l)...(a− r + 1).

Proposition 3.5 (Propriétés des ensembles S1(n, r)).
Soient n et r deux entiers strictement positifs tels que n > r. On a :
1) si S1(n, r) 6= ∅ alors r > 3, de plus pour tout p ∈ S1(n, r) on a 2p > r + 1,
2) si n est pair alors 2 6∈ S1(n, r),

3) si n est impair alors S1(n, r) =

{
{2} si r = 3
∅ si r 6= 3

,

4) si p ∈ S1(n, r) alors p − 1 ∈ M∗(n, r), de plus les trois propriétés suivantes sont équiva-
lentes :
(a) p− 1|n et p|n+ 1,

(b) p− 1|n et
n

p− 1
≡ 1 (mod p),

(c) Il existe un entier naturel h non nul tel que n = p− 1 + hp(p− 1).
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Pour la preuve de cette proposition on utilise le lemme suivant :

Lemme 3.1. Soient n, l, k des entiers relatifs et p un nombre premier. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes :
1) p− 1|n− l et p|n− k,
2) n− l ≡ (p− 1)(l − k) (mod p(p− 1)),

3) p− 1|n− l et n− l
p− 1

≡ l − k (mod p),

4) n = l + (p− 1)(l − k) + hp(p− 1), où h ∈ Z.

Preuve.
1) est équivalente à 2).
On a p− 1|n− l est équivalent à p− 1|n− l+ (p− 1)(k− l). De même p|n− k est équivalent
à p|n− k + p(k − l) = n− l + (p− 1)(k − l).
Comme pgcd(p, p− 1) = 1 alors on a : (p− 1|n− l et p|n− k) équivaut à

p(p− 1)|n− l + (p− 1)(k − l).

Ce qui est équivalent en terme de congruences à n − l + (p − 1)(k − l) ≡ 0 (mod p(p − 1))
ou encore à n− l ≡ (l − k)(p− 1) (mod p(p− 1)).
D’où le résultat.
2) est équivalente à 3).
Si n− l ≡ (l − k)(p− 1) (mod p(p− 1)) alors n− l est divisible par p− 1, donc en divisant
tous les termes de cette congruence par p− 1, on obtient l’équivalence demandée.
L’équivalence entre (2) et (4) est triviale.

Preuve de la proposition 3.5.
1) Supposons que S1(n, r) 6= ∅. Pour tout p ∈ S1(n, r) on a [ r

2
] + 1 6 p 6 r − 1.

Comme p > 2 donc la condition p 6 r − 1 implique r > 3.
D’autre part : p > [

r

2
]+ 1 équivaut à p− 1 > [ r

2
] ou à p− 1 > r

2
− 1. D’où 2p > r et par suite

2p > r + 1.
2) Supposons que n est pair et soit p ∈ S1(n, r). On a 2 - n + 1 qui est impair et p|n + 1.
Donc p 6= 2 pour tout p ∈ S1(n, r) et par suite 2 6∈ S1(n, r).
3) Supposons que n est impair et S1(n, r) 6= ∅. Pour tout p ∈ S1(n, r) on a p− 1|n. Comme
n est impair alors p− 1 l’est aussi. Par suite p est à la fois pair et premier, d’où p = 2.
Par conséquent on a [ r

2
] + 1 6 2 et r > 3, ce qui donne r = 3.

D’où l’on conclut que S1(n, r) =

{
{2} si r = 3
∅ si r 6= 3

.

4) Si p ∈ S1(n, r) alors p(p− 1)|n− p+ 1 et donc p− 1 ∈M∗(n, r).
D’autre part en posant l = 0 et k = −1 dans le Lemme 3.1, on déduit l’equivalence entre
(a), (b) et (c) avec h ∈ Z. De plus on a n > r > p + 1 donc p − 1 + hp(p − 1) > p + 1. Ce
qui implique hp(p− 1) > 2 et h ∈ N∗.
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Proposition 3.6 (Propriétés des ensembles S2(l, n, r)).
Soient n, r, l, l1 et l2 des entiers naturels tels que n > r > 1 et l, l1, l2 ∈M∗(n, r). On a :
1) si l1 6= l2 alors S2(l1, n, r) ∩ S2(l2, n, r) = ∅,
2) si p ∈ S2(l, n, r) alors les cinq propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) p− 1|n− l et p - Arn
n− l

,

(b) p− 1|n− l et n 6∈ {0, ...,
∨
l , ..., r − 1} (mod p),

(c) p− 1|n− l et n ∈ {l} ∪ {r, r + 1, ..., p− 1} (mod p),

(d) p− 1|n− l et n− l
p− 1

6∈ {l, l − 1, ...,
∨
0, ..., l − r + 1} (mod p),

(e) p− 1|n− l et n− l
p− 1

∈ {0} ∪ {l + 1, ..., p+ l − r} (mod p),

3) si S2(l, n, r) 6= ∅ alors on a :
(a) l = 0 implique n > 2r + 1,
(b) l > 1 et p ∈ S2(l, n, r) impliquent p 6 n+1− l(r+1) 6 n−r et n > (l+1)(r+1)−1,
(c) M(n, r) =M∗(n, r).

4) si r + 1 6 p 6 n+ 1 alors on a :
(a) p ∈ S2(l, n, r) si et seulement si p - |s(r, r − l)| et il existe un couple (u, h) d’entiers

tel que n = l + u(p − 1) + hp(p − 1) avec u ∈ {0} ∪ {l + 1, ..., p + l − r}, h ∈ N et{
(u, h) 6= (0, 0) et (l, u, h) 6= (0, 1, 0) si p > 3
u = 0 et h > 2 si p = 2

,

(b) p− 1|n− l et p 6∈ S2(l, n, r) impliquent p 6∈ S2(j, n, r) pour tout j ∈M∗(n, r).

Pour la preuve de cette proposition on utilise les trois lemmes suivants :

Lemme 3.2. Soient n, r, l, i des entiers naturels et p un nombre premier tels que n > r > 1,
0 6 i, l 6 r − 1 et r + 1 6 p 6 n+ 1. Si p− 1|pgcd(n− l, n− i) alors l = i.

Preuve. Supposons que p− 1|n− l et p− 1|n− i, 0 6 l, i 6 r − 1.
Donc

p− 1 | (n− l)− (n− i) = i− l.

D’où
i− l = k(p− 1), k ∈ Z.

Comme 0 6 i, l 6 r − 1 on a −(r − 1) 6 i − l 6 (r − 1) et −(r − 1) 6 k(p − 1) 6 (r − 1).

Par suite on obtient −1 < −(r−1)
p−1 6 k 6 (r−1)

p−1 < 1. Ce qui donne k = 0, i = l.
D’où la preuve du Lemme 3.2.

Lemme 3.3. Soient n, r, l des entiers naturels et p un nombre premier tels que n > r > 1,
r + 1 6 p 6 n+ 1 et l ∈M(n, r). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
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1) p− 1|n− l et p - Arn
n− l

,

2) p− 1|n− l et n 6∈ {0, ...,
∨
l , ..., r − 1} (mod p),

3) p− 1|n− l et n ∈ {l} ∪ {r, r + 1, ..., p− 1} (mod p),

4) p− 1|n− l et n− l
p− 1

6∈ {l, l − 1, ...,
∨
0, ..., l − r + 1} (mod p),

5) p− 1|n− l et n− l
p− 1

∈ {0} ∪ {l + 1, ..., p+ l − r} (mod p),

6) n = l + u(p− 1) + hp(p− 1) où u ∈ {0} ∪ {l + 1, ..., p+ l − r}, h ∈ N

et
{

(u, h) 6= (0, 0) si p > 3
(u, h) ∈ {(1, 0)} ∪ {0} × N∗ si p = 2

.

Preuve.
1) est équivalente à 2).
On a p| A

r
n

n−l =
n(n−1)...(n−r+1)

n−l si et seulement s’il existe k ∈ N, k 6= l, 0 6 k 6 r − 1 tel que
p|n− k.
Donc p - Arn

n−l est équivalente à p - n− k, pour tout k ∈ N, 0 6 k 6 r − 1, k 6= l.
Ou encore en terme de congruences, on a n 6≡ k (mod p), pour tout k ∈ N, 0 6 k 6 r−1, k 6=
l. Ce qui s’écrit aussi n 6∈ {0, ...,

∨
l , ..., r − 1} (mod p).

2) est équivalente à 3).

Cette équivalence découle du fait que les ensembles {0, ...,
∨
l , ..., r−1} et {l}∪{r, r+1, ..., p−1}

sont complémentaires modulo p.
1) est équivalente à 4).
D’après le Lemme 3.1, on a

(p− 1|n− l et p|n− k) si et seulement si (p− 1|n− l et n− l
p− 1

≡ l − k (mod p)).

D’où, (p−1|n− l et p| A
r
n

n−l =
n(n−1)...(n−r+1)

n−l ) est équivalente à (p−1|n− l et n− l
p− 1

(mod p) ∈

{l, l − 1, ...,
∨
0, ..., l − r + 1}).

Par conséquent, on a (p − 1|n − l et p - Arn
n−l) si et seulement si (p − 1|n − l et

n− l
p− 1

(mod p) 6∈ {l, l − 1, ...,
∨
0, ..., l − r + 1}).

4) est équivalente à 5).

Comme d’une part, les ensembles {l, l − 1, ...,
∨
0, ..., l − r + 1} et {0} ∪ {l − r, ..., l − p + 1}

sont complémentaires modulo p et d’autre part on a {0} ∪ {l − r, ..., l − p + 1} (mod p) =
{0} ∪ {p + l − r, ..., l + 1} (mod p) = {0} ∪ {l + 1, ..., p + l − r} (mod p). On déduit alors
l’équivalence entre 4) et 5).
5) est équivalente à 6).

Comme
n− l
p− 1

∈ N∗ et l ∈ M(n, r) alors p − 1|n − l etn− l
p− 1

∈ {0} ∪ {l + 1, ..., p + l − r}
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(mod p) si et seulement si p−1|n−l et n− l
p− 1

= u+hp, où u ∈ {0}∪{l+1, ..., p+l−r}, h ∈ N,

avec (u, h) 6= (0, 0) et l ∈M(n, r). Ce qui est équivalente à

n = l+u(p−1)+hp(p−1) avec u ∈ {0}∪{l+1, ..., p+l−r}, h ∈ N, (u, h) 6= (0, 0) et l ∈M(n, r).

Remarquons que si p > 3 alors p− 1 est pair et donc l ∈M∗(n, r). Par contre si p = 2 alors
r = 1, l = 0 et la condition l ∈M(n, r) est équivalente alors à n pair ou n = 1.
D’où l’équivalence entre 5) et 6).

Lemme 3.4. Soient n, r, l des entiers naturels et p un nombre premier tels que n > r > 1,
r+1 6 p 6 n+1 et l ∈M(n, r). Si l’une des propriétés du Lemme 3.3 est vérifiée, alors on
a
(a) pour l > 1 on a p 6 n+ 1− l(r + 1) 6 n− r,
(b) pour l = 0 on a trois cas :

(i) si (u, h) = (1, 0) alors p = n+ 1,
(ii) si (u, h, p) = (0, 1, 2) alors p = n− r + 1 et r = 1,
(iii) si (u, h) 6= (1, 0) et (u, h, p) 6= (0, 1, 2) alors p 6 n− r.

Preuve. Supposons que l’une des propriétés équivalentes du Lemme 3.3 soit vraiée.

(a) D’après la propriété 6) du Lemme 3.3, on a
n− l
p− 1

= m = u+ hp > l+1, avec p > r+1.

Donc n− l = m(p− 1) = (m− 1)(p− 1) + p− 1.
D’où l’on déduit que p = n+ 1− l − (m− 1)(p− 1) 6 n+ 1− l − lr = n+ 1− l(r + 1).
Comme l > 1 alors n+ 1− l(r + 1) 6 n+ 1− (r + 1) = n− r.
(b) Supposons que l = 0.
(i) Si (u, h) = (1, 0) alors la propriété 6) du Lemme 3.3 implique n = p−1, et donc p = n+1.
(ii) Si (u, h, p) = (0, 1, 2) alors d’après la propriété 6) du Lemme 3.3 on a n = p = 2.
Comme p > r + 1 alors r = 1 et p = n− r + 1.
(iii) Supposons que (u, h) 6= (1, 0) et (u, h, p) 6= (0, 1, 2).
Si (u, h) = (2, 0), la propriété 6) du Lemme 3.3 implique 2 ∈ {1, ..., p− r}, et donc p > r+2.
Comme n = 2(p− 1) = p+ p− 2 alors p = n− p+ 2 6 n− (r + 2) + 2 = n− r.
Si ( u = 0, h > 2 ) ou ( u ∈ {1, 2} et h 6= 0 ) ou u > 3, alors

n

p− 1
= u+ hp = m > 3 .

Comme n = m(p−1) = p−1+(m−1)(p−1) alors p = n+1− (m−1)(p−1) 6 n+1−2r 6
n− r.

Preuve de la proposition 3.6.
Les propriétés 1) et 2) découlent des lemmes 3.2 et 3.3 respectivement.
3) (a) Si l = 0 alors la condition r + 1 6 p 6 n− r entraine n− r > r + 1, d’où n > 2r + 1.
(b) Si l > 1 et p ∈ S2(l, n, r) alors la propriété (a) du Lemme 3.4 implique r + 1 6 p 6
n+ 1− l(r + 1). D’où n+ 1− l(r + 1) > r + 1, et donc n > (l + 1)(r + 1)− 1.
(c) De (a) et (b) on déduit que n > r + 1, donc M(n, r) =M∗(n, r).
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4) (a) découle de la propriété 6) du Lemme 3.3 et de la propriété (b) du Lemme 3.4.
(b) Comme p− 1|n− l alors d’après le Lemme 3.2 on a :
p−1 - n− j, pour tout j ∈M∗(n, r)r{l} et donc p 6∈ S2(j, n, r), de plus on a p 6∈ S2(l, n, r),
ce qui permet de conclure.

Remarque 3.1.
1) La condition r+1 6 p 6 n+1 de la Définition 3.2, la Proposition 3.6 et les lemmes 3.2,

3.3 et 3.4, peut être remplacée par la condition p > r + 1. Car si p|n− l pour un certain
l compris entre 0 et r − 1 alors p− 1 6 n− l 6 n et p 6 n+ 1.

2) D’après la propriété 4)(a) de la Proposition 3.6, on a
2 ∈ S2(0, n, 1) si et seulement si n = 2h avec h > 2.

Proposition 3.7 (Propriétés des ensembles S2(n, r)).
Soient n et r deux entiers strictement positifs et p un nombre premier tels que n > r et
r + 1 6 p 6 n+ 1. On a :
1) les ensembles S2(l, n, r), l ∈M∗(n, r) forment une partition de S2(n, r),
2) si p ∈ S2(n, r) alors r + 1 6 p 6 n− r,
3) S2(n, r) 6= ∅ implique n > 2r + 1,
4) si p− 1 - n− l pour tout l ∈M∗(n, r), alors p 6∈ S2(n, r),
5) s’il existe l ∈M∗(n, r) tel que p− 1|n− l, alors p ∈ S2(l, n, r) ou p 6∈ S2(n, r).

Preuve. La preuve de cette proposition découle de la Définition 3.2 et de la Proposition
3.6.

Proposition 3.8 (Propriétés des coefficients γr(n)).
Soient n un entier strictement positif et r un nombre premier tels que n > r. Alors les trois
propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) r − 1|n et r|n(n+ 1),

(ii) r − 1|n et
n

r − 1
∈ {0, 1} (mod r),

(iii) Il existe un couple d’entiers (u, h), u ∈ {0, 1}, h ∈ N∗ tel que n = u(r− 1) + hr(r− 1).

Pour la preuve de cette proposition nous utilisons les deux lemmes suivants :

Lemme 3.5. Soit n un entier strictement positif et r un nombre premier tels que n > r.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) r − 1|n et r|n,

(b) r − 1|n et
n

r − 1
≡ 0 (mod r),

(c) n = hr(r − 1), où h ∈ N∗.

Preuve. On prend l = 0 , k = 0 et p = r dans le Lemme 3.1. De plus n > r > 2 donne
h ∈ N∗.
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Lemme 3.6. Soit n un entier naturel non nul et r un nombre premier tels que n > r. Alors
les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) r − 1|n et r|n+ 1,

(b) r − 1|n et
n

r − 1
≡ 1 (mod r),

(c) n = r − 1 + hr(r − 1), où h ∈ N∗.

Preuve. On prend l = 0, k = −1 et p = r dans le Lemme 3.1. De plus n > r > 2 donne
h ∈ N∗.

Preuve de la proposition 3.8.
Comme on a (r− 1|n et r|n(n+1) si et seulement si, (r− 1|n et r|n) ou (r− 1|n et r|n+1).
On conclut alors grâce aux lemmes 3.5 et 3.6.

Proposition 3.9 (Propriétés des coefficients αr(n)).
Soient n un entier strictement positif et r un nombre premier tels que n > r. On a :
1) les trois assertions du Lemme 3.5 sont équivalentes à γr(n).(1− αr(n)) = 1,
2) les trois assertions du Lemme 3.6 sont équivalentes à γr(n).αr(n) = 1.

Preuve. La preuve découle de la Définition 3.3 des coefficients αr(n).

Proposition 3.10 (Propriétés des coefficients cp(n, r, l)).
Soient n, r, l des entiers naturels et p un nombre premier tels que l + 1 6 r 6 n et
r + 1 6 p 6 n+ 1. On a :

1) cp(n, r, l) =

 (−1)l+1l!(r − 1− l)! si n ≡ l (mod p)

(−1)r Ara
a− l

si n ≡ a (mod p), a ∈ {r, r + 1, ..., p− 1},

2) pour tout n ∈ N∗, on a cp(n, 1, 0) = −1.

Preuve. D’après la Définition 3.3, on a

cp(n, r, l) = (−1)ra(a− 1)...
∨

(a− l)...(a− r + 1),

pour tout n ≡ a (mod p) où a ∈ {l} ∪ {r, r + 1, ..., p− 1}. D’où,
1) si n ≡ l (mod p) alors on a

cp(n, r, l) = (−1)rl(l − 1)...(1).(−1)...(l − r + 1)
= (−1)rl!(−1)r−1−l(r − 1− l)!
= (−1)l+1l!(r − 1− l)! (mod p),

si n ≡ a (mod p), r 6 a 6 p− 1 alors on a

cp(n, r, l) = (−1)ra(a− 1)...(a− l + 1)(a− l − 1)...(a− r + 1)

= (−1)r A
r
a

a−l .

2) De plus pour n ∈ N∗, on a cp(n, 1, 0) = (−1)1∨a = −1.
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Proposition 3.11 (Propriétés des coefficients δn+1 et λ(n, r)).
Soient n et r deux entiers strictement positifs tels que n > r.
On pose S∗2(0, n, r) = {p premier : r + 1 6 p 6 n+ 1, p− 1|n et p - A

r
n

n
}.

On a :
1) δn+1 = 1 si et seulement si n+ 1 ∈ S∗2(0, n, r),
2) λ(n, r) = 1 si et seulement si n− r + 1 ∈ S∗2(0, n, r).

Preuve. La preuve de cette proposition découle des lemmes 3.3 et 3.4.

Proposition 3.12. Soient n et r deux entiers strictement positifs tels que n > r et p un
nombre premier. On a :
1) S∗2(0, n, r) = {(n+ 1)δn+1 , (n− r + 1)λ(n,r)} ∪ S2(0, n, r),
2) p ∈ S∗2(0, n, r) équivaut à p > r + 1 et n = u(p− 1) + hp(p− 1),

où u ∈ {0, 1, ..., p− r}, h ∈ N et
{

(u, h) 6= (0, 0) si p > 3
(u, h) ∈ {(1, 0)} ∪ {0} × N∗ si p = 2

.

De plus, on a :
(i) 2 ∈ S∗2(0, n, 1) équivaut à n = 1 ou n = 2h avec h ∈ N∗,
(ii) (u, h) = (1, 0) implique δn+1 = 1 et p = n+ 1,
(iii) (u, h, p) = (0, 1, 2) implique λ(n, r) = 1 et p = n− r + 1,
(iv) (u, h) 6= (1, 0) et (u, h, p) 6= (0, 1, 2) implique p ∈ S2(0, n, r).

Preuve. La preuve découle de la Remarque 3.1 et des lemmes 3.3 et 3.4.

3.2.2 Le théorème principal

On adopte les notations suivantes pour les produits et les sommes. Soit f une application
de N dans Q et A un sous ensemble fini de N. On note :

1)
∗∏

a∈A

f(a) =

 1 si A = ∅∏
a∈A

f(a) si A 6= ∅ , 2)
∗∑

a∈A

f(a) =

 0 si A = ∅∑
a∈A

f(a) si A 6= ∅ .

Avec les mêmes notations précédentes nous montrons le résultat suivant :

Théorème 3.1 (Le théorème principal).
Soient n et r deux entiers strictement positifs tels que n > r. Alors le dénominateur d
du nombre (r − 1)!B

(r)
n est donné par :

d = (n+ 1)δn+1rγr(n)(n− r + 1)λ(n,r)
∗∏

p∈S1(n,r)

p×
∏

l∈M∗(n,r)

(
∗∏

p∈S2(l,n,r)

p)· (3.2)

De plus, on a la formule de Clausen-von Staudt :

(r − 1)!B(r)
n +

∗∑
p∈S1(n,r)

(r − p)!
p

− (−1)αr(n)

r
γr(n) +

r!

n+ 1
δn+1 +

1

n− r + 1
λ(n, r)
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−
∗∑

l∈M∗(n,r)

|s(r, r − l)|
∗∑

p∈S2(l,n,r)

cp(n, r, l)

p
∈ Z· (3.3)

Corollaire 3.1. Sous les hypothèses du Théorème 3.1 on a

d = (n+ 1)δn+1rγr(n)(n− r + 1)λ(n,r)
∗∏

p∈S1(n,r)

p

∗∏
p∈S2(n,r)

p· (3.4)

Nous constatons que le dénominateur d est sans facteur carré et que ses diviseurs pre-
miers sont les éléments de l’ensemble S1(n, r)∪S2(n, r)∪{(n+1)δn+1 , (n−r+1)λ(n,r), rγr(n)}.

Pour établir le Théorème 3.1, nous déterminerons pour n > r fixés les nombres premiers
p tels que vp((r − 1)!B

(r)
n ) = −1 et les coefficients ap de Clausen-von Staudt associés à ces

nombres. Nous étudions les cinq cas suivants :
1) p > n+ 1, 2) p 6 [ r

2
], 3) p = r, 4) r + 1 6 p 6 n+ 1, 5) [ r

2
] + 1 6 p 6 r − 1.

3.3 Lemmes préliminaires
Les lemmes de ce paragraphe donnent les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un

nombre premier p divise le dénominateur d du nombre (r − 1)!B
(r)
n et permettent aussi de

préciser sa valuation et son coefficient de Clausen-von Staudt.

On désigne par P l’ensemble des nombres premiers.

Lemme 3.7. Soit B ∈ Q de dénominateur strictement supérieur à 1. On définit l’ensemble

A = {p ∈ P : vp(B) < 0}.
Alors, pour tout p ∈ A, il existe un unique ap (mod p−vp(B)) tel que ap ∈ Z\pZ et p−vp(B)B ≡
ap (mod p−vp(B)). De plus, on obtient

B −
∑
p∈A

app
vp(B) ∈ Z.

Preuve. Écrivons B =
N

D
, avec N ∈ Z∗, D ∈ N\{0, 1} et pgcd(N,D) = 1. Alors on a

D =
∏
p∈A

p−vp(B).

Pour p ∈ A, on pose Dp = Dpvp(B). Par l’identité de Bezout, il existe mp, np ∈ Z tel
que mpDp + npp

−vp(B) = 1 .

Soit ap = Nmp, donc p−vp(B)B − ap =
N

Dp

− Nmp =
N

Dp

(1 − mpDp) =
N

Dp

npp
−vp(B) est
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p-entier. De plus, on a p−vp(B)B ≡ ap (mod p−vp(B)). Comme pgcd(mp, p
−vp(B)) = 1 on a

ap 6≡ 0 (mod p).
Reste à montrer que le nombre a = B −

∑
p∈A app

vp(B) est un entier relatif. On discute deux
cas.
(i) Si p0 ∈ P \ A alors

∑
p∈A

app
vp(B) et B sont p0-entiers, et donc a est un p0-entier.

(ii) Si p0 ∈ A alors p0−vp0 (B)B ≡ ap0 (mod p0
−vp0 (B)). En d’autres termes on a p−vp0 (B)

0 B =

ap0 + p
−v0p(B)
0

u
v
avec u ∈ Z, v ∈ N∗ et pgcd(v, p0) = 1.

Donc B − ap0pvp0 (B) = u
v
est un p0-entier. D’où a = B − ap0pvp0 (B) −

∑
p∈Ar{p0}

app
vp(B) est un

p0-entier.
En conclusion a est p0-entier pour tout p0 ∈ P . D’où a ∈ Z.

Lemme 3.8. Soient n et r deux entiers strictement positifs tels que n > r et p un nombre
premier. On a :
1) si p− 1 - n− l pour tout l ∈M(n, r) ou si M(n, r) = ∅ alors

p(r − 1)!B(r)
n ≡ 0 (mod p),

2) s’il existe l ∈M(n, r) tel que p− 1|n− l alors p 6 n+ 1 et

p(r − 1)!B(r)
n ≡ (−1)r

∑
l∈Mp(n,r)

|s(r, r − l)| A
r
n

n− l
(mod p). (3.5)

Preuve. 1) Si p−1 - n− l pour tout l ∈M(n, r) ou siM(n, r) = ∅ alors d’après le Corollaire
2.1, le nombre B(r)

n est p-entier. Donc on a

B(r)
n =

a

b
avec a ∈ Z, b ∈ N∗ et pgcd(b, p) = 1.

D’où
p(r − 1)!B(r)

n =
(r − 1)!a

b
p ≡ 0 (mod p).

2) S’il existe l ∈M(n, r) tel que p− 1|n− l alors d’après la Remarque 3.1, on a p 6 n+ 1.

Grâce à la relation (1.10) et le fait que r
(
n

r

)
=

Arn
(r − 1)!

on a :

(r − 1)!B(r)
n = (−1)r−1

∑
l∈M(n,r)

Arn
n− l

|s(r, r − l)|Bn−l. (3.6)
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D’où

p(r − 1)!B(r)
n = (−1)r−1

∑
l∈M(n,r)

Arn
n− l

|s(r, r − l)|pBn−l

= (−1)r−1
 ∑
l∈Mp(n,r)

Arn
n− l

|s(r, r − l)|pBn−l

+
∑

l∈M(n,r)rMp(n,r)

Arn
n− l

|s(r, r − l)|pBn−l

 .

D’autre part

pBn−l (mod p) ≡
{

0 si p− 1 - n− l
−1 si p− 1|n− l .

Par suite

p(r − 1)!B(r)
n ≡ (−1)r−1

 ∑
l∈Mp(n,r)

Arn
n− l

|s(r, r − l)|(−1) + 0

 (mod p)

≡ (−1)r
∑

l∈Mp(n,r)

Arn
n− l

|s(r, r − l)| (mod p)·

Lemme 3.9. Soient n et r deux entiers strictement positifs tels que n > r et p un nombre
premier. On a :
1) si p(r − 1)!B

(r)
n ≡ 0 (mod p) alors vp((r − 1)!B

(r)
n ) > 0,

2) si p(r − 1)!B
(r)
n 6≡ 0 (mod p) alors vp((r − 1)!B

(r)
n ) = −1.

Preuve. 1) Si p(r − 1)!B
(r)
n ≡ 0 (mod p) alors 1 + vp((r − 1)!B

(r)
n ) ≥ 1, et donc vp((r −

1)!B
(r)
n ) ≥ 0.

2) Si p(r − 1)!B
(r)
n 6≡ 0 (mod p) alors le Lemme 3.8 implique

p(r − 1)!B(r)
n ≡ u (mod p), où u = (−1)r

∑
l∈Mp(n,r)

|s(r, r − l)| A
r
n

n− l
∈ Z r pZ.

Donc
p(r − 1)!B(r)

n = u+
a

b
p, avec a ∈ Z, b ∈ N∗ et pgcd(b, p) = 1,

et par suite on a
(r − 1)!B(r)

n =
u+ ap

bp
.

Comme pgcd(u+ ap, bp) = 1 alors on obtient vp((r − 1)!B
(r)
n ) = −1.
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Remarque 3.2. Si p − 1 - n − l pour tout l ∈ M(n, r), d’après les lemmes 3.8 et 3.9 on
déduit que vp((r − 1)!B

(r)
n ) > 0.

Lemme 3.10. Soient n et r deux entiers strictement positifs tels que n > r. On a
1) le dénominateur du nombre (r − 1)!B

(r)
n est donné par

d =
∗∏

p premier

vp((r−1)!B
(r)
n )=−1

p,

2) pour tout nombre premier p qui divise d, il existe un unique ap (mod p) tel que ap ∈ Z\pZ
et p(r − 1)!B

(r)
n ≡ ap (mod p), de plus

(r − 1)!B(r)
n −

∗∑
p premier

vp((r−1)B
(r)
n )=−1

ap
p
∈ Z.

Preuve. La preuve découle des lemmes 3.7 et 3.9.

3.4 Preuve du théorème principal

3.4.1 Étude du cas p > n+ 1

Dans ce cas nous montrons le résultat suivant :

Proposition 3.13. Soient n et r deux entiers strictement strictement positifs et p un nombre
premier tels que n > r et p > n+ 1. On a

vp((r − 1)!B(r)
n ) > 0·

Preuve. Supposons que p > n+ 1.
Par la partie 2) du Lemme 3.8 on a

p− 1 - n− l, pour tout l ∈M(n, r)

et par la parie 1) du Lemme 3.8 on a

p(r − 1)!B(r)
n ≡ 0 (mod p).

Par suite on conclut grâce au Lemme 3.9.
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3.4.2 Étude du cas p 6 [r2 ]

Dans ce cas on a le résultat suivant :

Proposition 3.14. Soient n et r deux entiers strictement positifs et p un nombre premier
tels que n > r et p 6 [ r

2
]. On a

vp((r − 1)!B(r)
n ) > 0.

Avant de démontrer cette proposition on établit le lemme suivant :

Lemme 3.11. Soient n, r et l des entiers naturels tels que n > r > l + 1 et p un nombre
premier. On a

[
r

2
]!| A

r
n

n− l
(3.7)

et
vp((r − 1)!B(r)

n ) > vp([
r

2
]!)− 1. (3.8)

Preuve. On a

Arn
n− l

= n(n− 1)...(n− (l − 1))(n− (l + 1))(n− (l + 2))...(n− r + 1)

= Aln.A
r−l−1
n−l−1 = l!(r − 1− l)!

(
n

l

)(
n− l − 1

r − l − 1

)
. (3.9)

Si l >
r

2
alors l > [ r

2
].

Si l <
r

2
alors r − l > r

2
et on a r − l > [ r

2
] + 1 et r − 1− l > [ r

2
].

D’où l’on déduit l > [ r
2
] ou r − l − 1 > [ r

2
], la relation (3.9) implique alors

[
r

2
]!| A

r
n

n− l
.

Aussi, la relation (3.7) implique vp( A
r
n

n−l) > vp([
r
2
]!).

Par suite on a

vp(|s(r, r − l)|
Arn
n− l

Bn−l) > vp([
r

2
]!)− 1, pour tout l ∈M(n, r).

Par conséquent la relation (3.6) entraine

vp((r − 1)!B(r)
n ) > vp([

r

2
]!)− 1.

ce qui achève la preuve du Lemme 3.11.

Preuve de la proposition 3.14.
Si p 6 [ r

2
] alors p|[ r

2
]!, et donc vp([ r2 ]!) > 1. Par suite on conclut grâce à la relation (3.8).
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3.4.3 Étude du cas p = r

Dans ce cas nous montrons le résultat suivant :

Proposition 3.15. Soit n un entier strictement strictement positif et r un nombre premier
tels que n > r. On a :
1) si r− 1|n et r|n(n+ 1) alors vr((r− 1)!B

(r)
n ) = −1 et r(r− 1)!B

(r)
n ≡ (−1)αr(n) (mod r),

où αr(n) est donné par la Définition 3.3,

2) sinon, vr((r − 1)!B
(r)
n ) > 0.

Avant de démontrer cette proposition on établit les deux lemmes suivants :

Lemme 3.12. Soient n un entier strictement positif et r un nombre premier tels que n > r.
On a :
1) si r − 1|n et r|n− l où l ∈ {0, r − 1} alors r(r − 1)!B

(r)
n ≡ (−1)r|s(r, r − l)| A

r
n

n−l (mod r)

et (−1)r|s(r, r − l)| A
r
n

n−l (mod r) =

{
1 si l = 0
−1 si l = r − 1

,

2) sinon r(r − 1)!B
(r)
n ≡ 0 (mod r).

Preuve. 1) a) Supposons r = 2.
Si n = 2 alors M(2, 2) = {0, 1} et d’après la relation (3.5) on a

2B
(2)
2 ≡ (−1)2

(
|s(2, 2)|A

2
2

2
+ |s(2, 1)|A

2
2

1

)
(mod 2) avec |s(2, 1)|A

2
2

1
= 2 ≡ 0 (mod 2).

Donc 2B
(2)
2 ≡ (−1)2|s(2, 2)|A

2
2

2
(mod 2) ≡ 1 (mod 2).

Si n est pair et n > 3 alors M(n, 2) = {0}. D’après la relation (3.5) on a

2B(2)
n ≡ (−1)2|s(2, 2)|A

2
n

n
(mod 2) ≡ n− 1 (mod 2) ≡ 1 (mod 2).

Si n est impair alors M(n, 2) = {1}. La relation (3.5) donne

2B(2)
n ≡ (−1)2|s(2, 1)| A

2
n

n− 1
(mod 2) ≡ n (mod 2) ≡ −1 (mod 2).

b) Supposons r > 3 tel que r − 1|n et r|n− l où l ∈ {0, r − 1}.
Donc r − 1 pair, n pair, n− r + 1 pair, r − 1|n− r + 1 et r − 1 - n− l, 1 6 l 6 r − 2·
En utilisant la relation (3.5), on obtient

r(r − 1)!B(r)
n ≡ (−1)r

(
|s(r, r)|A

r
n

n
+ |s(r, 1)| Arn

n− r + 1

)
(mod r). (3.10)

La condition r|n donne |s(r, 1)| Arn
n−r+1

= (r − 1)!n(n− 1)...(n− r + 2) ≡ 0 (mod r) et

r(r − 1)!B(r)
n ≡ (−1)r|s(r, r)|A

r
n

n
(mod r)

≡ −(n− 1)(n− 2)...(n− r + 1) (mod r)

≡ −(−1)r−1(r − 1)! (mod r)

≡ 1 (mod r).
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De même la condition r|n − r + 1 donne |s(r, r)|A
r
n

n
= (n − 1)...(n − r + 1) ≡ 0 (mod r),

n ≡ −1 (mod r) et

r(r − 1)!B(r)
n ≡ (−1)r|s(r, 1)| Arn

n− r + 1
(mod r)

≡ −(r − 1)!n(n− 1)...(n− r + 2) (mod r)

≡ −(r − 1)!(−1)(−2)...(−r + 1) (mod r)

≡ −(−1)r−1[(r − 1)!]2 (mod r)

≡ −1 (mod r).

Dans tous les cas la proposition 1) du Lemme 3.12 est vérifiée.
2) Supposons que les hypothèses de la proposition 1) du Lemme 3.12 ne sont pas vérifiées.
On distingue deux cas :
Premier cas r − 1 - n.
Dans ce cas on a r > 3 et il existe un seul l, 1 6 l 6 r − 2, tel que r − 1|n− l·
La relation (3.5) implique

r(r − 1)!B(r)
n ≡ (−1)r Arn

n− l
|s(r, r − l)| (mod r)·

D’autre part, pour 1 6 l 6 r − 2 on a |s(r, r − l)| ≡ 0 (mod r)·
Donc

r(r − 1)!B(r)
n ≡ 0 (mod r).

Deuxième cas r − 1|n et r - n− l, l ∈ {0, r − 1}.
Dans ce cas on a r > 3 et la relation (3.10) est vérifiée comme pour le cas 1) b) de cette
preuve.
D’autre part r|Arn = n(n− 1)...(n− r + 1), donc on a Arn

n−l ≡ 0 (mod r) pour l ∈ {0, r − 1}
et la relation (3.10) implique r(r − 1)!B

(r)
n ≡ 0 (mod r).

Preuve de la proposition 3.15.
Supposons r − 1|n et r|n(n+ 1).
On a r|n(n+ 1) est équivalent à r|n ou r|n− r + 1. Par suite le Lemme 3.12 implique

r(r − 1)!B(r)
n (mod r) =

{
1 si l = 0
−1 si l = r − 1

≡ (−1)αr(n) (mod r), 6≡ 0 (mod r)

et le Lemme 3.9 entraine alors vr((r − 1)!B
(r)
n ) = −1.

Si la condition r− 1|n et r|n(n+1) n’est pas vérifiée alors les lemmes 3.12 et 3.9 impliquent
r(r − 1)!B

(r)
n ≡ 0 (mod r) et vr((r − 1)!B

(r)
n ) > 0.

3.4.4 Étude du cas r + 1 6 p 6 n+ 1

On commence l’étude de ce cas par les lemmes préparatoires suivants, et on détaillera
par la suite quatre sous cas : 1) p = n+ 1, 2) n− r + 2 6 p 6 n, 3) p = n− r + 1,
4) r + 1 6 p 6 n− r.
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3.4.4.1 Lemmes préparatoires

Lemme 3.13. Soient n et r deux entiers strictement positifs et p un nombre premier tels
que
r + 1 6 p 6 n+ 1. Alors :
1) s’il existe un entier naturel l ∈M(n, r) tel que p− 1|n− l, alors l est unique et

p(r − 1)!B(r)
n ≡ (−1)r Arn

n− l
|s(r, r − l)| (mod p),

2) si pour tout l ∈M(n, r), p− 1 - n− l alors p(r − 1)!B
(r)
n ≡ 0 (mod p),

3) si r > 2 ou ( r = 1 et p 6= 2 ) alors p− 1|n− l, 0 6 l 6 r − 1, implique l ∈M∗(n, r).

Preuve.
1) S’il existe l ∈ M(n, r) tel que p− 1|n− l, alors d’après le Lemme 3.2, l est unique. On a
donc d’après la formule (3.5) :

p(r − 1)!B(r)
n ≡ (−1)r Arn

n− l
|s(r, r − l)| (mod p).

2) Si pour tout l ∈M(n, r), p− 1 - n− l, alors d’après le Lemme 3.8 on a :

p(r − 1)!B(r)
n ≡ 0 (mod p).

3) Si r > 2 ou ( r = 1 et p 6= 2), alors p > 3 et p− 1 est pair. Comme p− 1|n− l donc n− l
est pair et par suite l ∈M∗(n, r).

Notation 3.2. Dans toute la suite de ce chapitre on désigne par (C1) la condition :

Il existe l ∈M(n, r) tel que p− 1|n− l, p - |s(r, r − l)| et p - Arn
n− l

.

Remarque 3.3. La condition (C1) n’est pas vérifiée si et seulement si on est dans l’un des
deux cas suivant :
1) p− 1 - n− l pour tout l ∈M(n, r),

2) Il existe l ∈M(n, r) tel que p− 1|n− l et (p||s(r, r − l)| ou p| A
r
n

n− l
).

Lemme 3.14. Soient n et r deux entiers strictement positifs et p un nombre premier tels
que r + 1 6 p 6 n+ 1. On a :
1) si la condition (C1) est vérifiée, alors

vp((r − 1)!B
(r)
n ) = −1 et p(r − 1)!B

(r)
n ≡ cp(n, r, l)|s(r, r − l)| (mod p),

où cp(n, r, l) est introduit dans la Définition 3.3.

2) sinon, vp((r − 1)!B
(r)
n ) > 0.
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Preuve. 1) Supposons que la condition (C1) est vérifiée. Alors il existe l ∈ M(n, r) tel que

p− 1|n− l, p - Arn
n− l

et p - |s(r, r − l)|. Donc d’après les lemmes 3.13 et 3.9 on a

p(r − 1)!B(r)
n ≡ (−1)r Arn

n− l
|s(r, r − l)| (mod p) (3.11)

et
vp((r − 1)!B(r)

n = −1.
Reste a prouver les congruences pour ce cas.

Grâce au Lemme 3.3, on a n ≡ a (mod p) avec a ∈ {l} ∪ {r, r + 1, ..., p− 1}.
Par suite la relation (3.11) implique

p(r − 1)!B
(r)
n ≡ (−1)rn(n− 1)...

∨
(n− l)...(n− r + 1)|s(r, r − l)| (mod p)

≡ (−1)ra(a− 1)...
∨

(a− l)...(a− r + 1)|s(r, r − l)| (mod p)
≡ cp(n, r, l)|s(r, r − l)| (mod p).

2) Supposons que la condition (C1) n’est pas vérifiée.
Alors on a deux cas :

Soit il existe l ∈ M(n, l) tel que p − 1|n − l et (p| A
r
n

n− l
ou p||s(r, r − l)|). Dans ce cas,

la relation (3.11) implique p(r − 1)!B
(r)
n ≡ 0 (mod p). Par la suite, le Lemme 3.9 donne

vp((r − 1)!B
(r)
n ) > 0.

Soit p − 1 - n − l pour tout l ∈ M(n, r). Dans ce cas aussi, les lemmes 3.13 et 3.9 nous
conduisent aux mêmes conclusions.

3.4.4.2 Le cas p = n+ 1

Dans ce cas nous montrons le résultat suivant :

Proposition 3.16. Soient n et r deux entiers strictement positifs tels que n > r.
Si n+ 1 est premier alors on a

vn+1((r − 1)!B(r)
n ) = −1 et (n+ 1)(r − 1)!B(r)

n ≡ −r! (mod n+ 1).

Preuve. Supposons que n+1 = p est premier, et montrons que la condition (C1) est vérifiée
pour l = 0.

Puisque n = p− 1 alors n est pair ou n = 1. Donc l = 0 ∈M(n, r).
Or |s(r, r)| = 1 et

Arn
n

=

{
1 si r = 1
(n− 1)(n− 2)...(n− r + 1) si r ≥ 2

.

Comme p = n+ 1 > n− 1, n− 2, ..., n− r + 1 alors on a p -
Arn
n

.
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Donc la condition (C1) est vérifiée. D’autre part le Lemme 3.14 implique

vp((r − 1)!B(r)
n ) = −1,

(n+ 1)(r − 1)!B(r)
n ≡ cn+1(n, r, 0) (mod n+ 1)

avec
cn+1(n, r, 0) (mod n+ 1) =

{
−1 si r = 1
−r! si r ≥ 2

.

Ce qui termine la preuve de la Proposition 3.16.

3.4.4.3 Le cas n− r + 2 6 p 6 n

Dans ce cas nous montrons le résultat suivant :

Proposition 3.17. Soient n et r deux entiers positifs et p un nombre premier tels que
n > r > 2 et n− r + 2 6 p 6 n. On a

vp((r − 1)!B(r)
n ) > 0.

Preuve. On pose p−1 = n− l où l ∈ {1, 2, ..., r−1}. Le Lemme 3.13 implique l ∈M∗(n, r).
De plus, comme n− r + 2 6 p 6 n et p 6= n− l alors

p
∣∣∣n(n− 1)...(n− r + 1)

n− l
=

Arn
n− l

.

Donc la condition (C1) n’est pas vérifiée et le Lemme 3.14 implique vp((r− 1)!B
(r)
n ) > 0.

3.4.4.4 Le cas p = n− r + 1

Dans ce cas on a le résultat suivant :

Proposition 3.18. Soient n et r deux entiers strictement positifs et p un nombre premier
tels que n > r et p = n− r + 1. On a :
1) Si r = 1 et n = 2 alors vp((r − 1)!B

(r)
n = −1 et p(r − 1)!B

(r)
n ≡ −1 (mod p).

2) Sinon, vp((r − 1)!B
(r)
n > 0.

Preuve. 1) Si r = 1 et n = 2 alors on a : M(2, 1) = {0}, p = n = 2, p - |s(1, 1)| = 1 et

p -
A1

2

2
= 1. Par suite la condition (C1) est vérifiée et le Lemme 3.14 entraine

vp((r − 1)!B(r)
n ) = −1 et p(r − 1)!B(r)

n ≡ −1 (mod p).

2) Si r = 1 et n 6= 2 alors n = p > 3 est impair et M(n, 1) = ∅. Dans ce cas la condition
(C1) n’est pas vérifiée, et le Lemme 3.14 donne alors vp((r − 1)!B

(r)
n ) > 0.

Si r > 2, on distingue deux cas :
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Premier cas p− 1 = r. Dans ce cas n = 2(p− 1) est pair. Donc 0 ∈M(n, r) et
A

(r)
n

n
= (n − 1)...(n − r + 1) = (2p − 3)...p. Comme p|A

(r)
n

n
par conséquent la condition (C1)

n’est pas vérifiée, et le lemme 3.14 donne vp((r − 1)!B
(r)
n ) > 0.

Deuxième cas p−1 > r. Dans ce cas on a n > 2r. Comme p−1 = n−r < n−r+1, ..., n <
2(p − 1) on a alors p − 1 - n, n − 1, ..., n − r + 1. Par suite la condition (C1) n’est donc pas
vérifiée et le Lemme 3.14 implique alors vp((r − 1)!B

(r)
n ) > 0.

3.4.4.5 Le cas r + 1 6 p 6 n− r

Dans ce cas nous montrons le résultat suivant :

Proposition 3.19. Soient n et r deux entiers strictement positifs et p un nombre premier
tels que r + 1 6 p 6 n− r. On a :
1) s’il existe un entier l ∈M∗(n, r) tel que p ∈ S2(l, n, r) alors

vp((r − 1)!B
(r)
n ) = −1 et p(r − 1)!B

(r)
n ≡ cp(n, r, l)|s(r, r − l)| (mod p),

2) sinon, vp((r − 1)!B
(r)
n ) > 0.

Preuve. On a r+1 6 p 6 n− r alors n > 2r+1 > r+1 et d’après la Proposition 1.2 on a
M(n, r) =M∗(n, r).
Donc la condition (C1) se reformule comme suit : il existe l ∈M∗(n, r) tel que p ∈ S2(l, n, r)
cf. Définition 3.2. Le Lemme 3.14 nous permet alors de conclure.

Corollaire 3.2. Soient n et r deux entiers strictement positifs et p un nombre premier tels
que r + 1 6 p 6 n− r. Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :
1) vp((r − 1)!B

(r)
n ) = −1,

2) p ∈ S2(n, r).

Preuve. La preuve découle du Lemme 3.14 et de la Définition de S2(n, r).

3.4.5 Étude du cas [r2 ] + 1 6 p 6 r − 1

Avant d’étudier ce cas, on établit des congruences spécifiques aux nombres de Stirling
classiques, en introduisant les r-nombres de Stirling de première espèce.

3.4.5.1 Les r-nombres de Stirling de première espèce et congruences pour les
nombres de Stirling classiques

Définition 3.4. Soient r, α et k des entiers naturels tels que r > α > 1 et 0 6 k 6 α.
Les r-nombres de Stirling de première espèce sr(α + 1, α+ 1− k) sont définis par :

α∑
k=0

sr(α + 1, α+ 1− k)uα+1−k = u(u+ r − 1)(u+ r − 2)...(u+ r − α)·
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Proposition 3.20 (Propriétés des nombres sr(α + 1, α+ 1− k)).
Soient r, α et k des entiers naturels tels que r > α > 1 et 0 6 k 6 α. On a :

1)


sr(α + 1, α+ 1) = 1

sr(α + 1, α+ 1− k) =
∑

16i1<i2<...<ik6α

(r − i1)(r − i2)...(r − ik), 1 6 k 6 α,

2) pour 1 6 k 6 α, on a

sr(α + 2, α+ 2− k) = sr(α + 1, α+ 1− k) + (r − α− 1)sr(α + 1, α+ 2− k). (3.12)

Preuve. 1) On a

α∑
k=0

sr(α + 1, α+ 1− k)uα+1−k = u(u+ r − 1)(u+ r − 2)...(u+ r − α)

= uα+1 + (
α∑

i1=1

(r − i1))uα + (
∑

16i1<i26α

(r − i1)(r − i2))uα−1 + ...+ (
α∏
k=1

(r − ik))u

= uα+1 +
α∑
k=1

(
∑

16i1<i2<...<ik6α

(r − i1)(r − i2)...(r − ik))uα+1−k.

Par identification des deux extrémités, on obtient
sr(α + 1, α+ 1) = 1 et
sr(α + 1, α+ 1− k) =

∑
16i1<i2<...<ik6α

(r − i1)(r − i2)...(r − ik), 1 6 k 6 α.

2) On a

sr(α + 2, α+ 1) = (r − 1) + (r − 2) + ...+ (r − α)︸ ︷︷ ︸+(r − α− 1)× 1

= sr(α + 1, α) + (r − α− 1)sr(α + 1, α+ 1)

et pour 2 6 k 6 α, on a
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sr(α + 2, α+ 2− k) =
∑

16i1<i2<...<ik6α+1

(r − i1)(r − i2)...(r − ik)

=
∑

16i1<i2<...<ik6α+1
ik 6=α+1

(r − i1)(r − i2)...(r − ik)

+
∑

16i1<i2<...<ik6α+1
ik=α+1

(r − i1)(r − i2)...(r − ik)

=
∑

16i1<i2<...<ik6α

(r − i1)(r − i2)...(r − ik)

+ (r − α− 1)
∑

16i1<i2<...<ik−16α

(r − i1)(r − i2)...(r − ik)

= sr(α + 1, α+ 1− k) + (r − α− 1)sr(α + 1, α+ 1− (k − 1))

= sr(α + 1, α+ 1− k) + (r − α− 1)sr(α + 1, α+ 2− k).

Donc pour 1 6 k 6 α, on obtient

sr(α + 2, α+ 2− k) = sr(α + 1, α+ 1− k) + (r − α− 1)sr(α + 1, α+ 2− k).

Le but de cette partie est d’établir la proposition suivante :

Proposition 3.21. Soient n et r deux entiers strictement positifs et p un nombre premier
tels que n > r et [ r

2
] + 1 6 p 6 r − 1. On a :

1) si r − p 6 l 6 p− 2, alors |s(r, r − l)| ≡ 0 (mod p),
2) |s(r, r − p+ 1)| ≡ −1 (mod p).

Avant de démontrer cette proposition on établit le lemme suivant :

Lemme 3.15. Soient r et α deux entiers strictement positifs tels que r > α. On a :
1) sr(α + 1, α+ 1− k) ≡ |s(α, α− k)| (mod r − α), pour 0 6 k 6 α,

2) |s(r, r − l)| =
α∑
k=0

sr(α + 1, α+ 1− k)|s(r − α, r − l − α + k)|, pour r > α + l,

3) |s(r, r − l)| ≡
α−1∑
k=0

|s(α, α− k)||s(r − α, r − l − α + k)| (mod r − α), pour r > α + l.
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Preuve. 1) a) On a sr(α + 1, α+ 1) = 1 = |s(α, α)|.
b) Si 1 6 k 6 α− 1, alors on a

sr(α + 1, α+ 1− k) = sr(α, α− k) + (r − α)sr(α, α + 1− k)
≡ sr(α, α− k) (mod r − α)

≡
∑

16i1<i2<...<ik6α−1

(r − i1)(r − i2)...(r − ik) (mod r − α)

≡
∑

16i1<i2<...<ik6α−1

(r − α + α− i1)(r − α + α− i2)..

..(r − α + α− ik) (mod r − α)

≡
∑

16i1<i2<...<ik6α−1

(α− i1)(α− i2)...(α− ik) (mod r − α)

≡
∑

α−1>α−i1>α−i2>...>α−ik>1

(α− i1)...(α− ik) (mod r − α)

≡
∑

16j1<j2<...<jk6α−1

j1j2...jk (mod r − α)

≡ |s(α, α− k)| (mod r − α).

où jh = α− ih, 1 6 h 6 k.
c) D’autre part, on a

sr(α + 1, 1) = (r − 1)(r − 2)...(r − α)
≡ 0 (mod r − α)
≡ s(α, 0) (mod r − α).

De a), b) et c) on déduit que

sr(α + 1, α+ 1− k) ≡ |s(α, α− k)| (mod r − α), pour 0 6 k 6 α.

2) On a r > l + α implique r > α et r − l > α.
Montrons par récurrence sur α ∈ N∗ que la propriété

P (α) : |s(r, r − l)| =
α∑
k=0

sr(α + 1, α+ 1− k)|s(r − α, r − l − α + k)|, r > α + l

est vraie.
On a

|s(r, r − l)| = 1× |s(r − 1, r − l − 1)|+ (r − 1)|s(r − 1, r − l)|
= sr(2, 2)|s(r − 1, r − l − 1)|+ sr(2, 1)|s(r − 1, r − l)|

=
1∑

k=0

sr(2, 2− k)|s(r − 1, r − l − 1 + k)|.
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Donc P (1) est vraie.
Supposons que l’on a

|s(r, r − l)| =
α∑
k=0

sr(α + 1, α+ 1− k)|s(r − α, r − l − α + k)|, r > α + l,

et montrons que,P (α + 1) est vraie. C’est-à-dire que

|s(r, r − l)| =
α+1∑
k=0

sr(α + 2, α+ 2− k)|s(r − α− 1, r − l − α− 1 + k)|, r > α + 1 + l.

On a : r > l + α + 1 implique r > α + 1,
et r − l > α + 1 implique r − α > 1 et r − l − α > 1.
Donc
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|s(r, r − l)| =
α∑
k=0

sr(α + 1, α+ 1− k)|s(r − α, r − l − α + k)|

=
α∑
k=0

sr(α + 1, α+ 1− k)

× [|s(r − α− 1, r − l − α− 1 + k)|+ (r − α− 1)|s(r − α− 1, r − l − α + k)|]

=
α∑
k=0

sr(α + 1, α+ 1− k)|s(r − α− 1, r − l − α− 1 + k)|

+
α∑
k=0

sr(α + 1, α+ 1− k)(r − α− 1)|s(r − α− 1, r − l − α + k)|

=
α∑
k=0

sr(α + 1, α+ 1− k)|s(r − α− 1, r − l − α− 1 + k)|

+
α+1∑
k=1

sr(α + 1, α+ 2− k)(r − α− 1)|s(r − α− 1, r − l − α− 1 + k)|

= sr(α + 1, α+ 1)|s(r − α− 1, r − l − α− 1)|

+
α∑
k=1

[sr(α + 1, α+ 1− k) + (r − α− 1)sr(α + 1, α+ 2− k)]

× |s(r − α− 1, r − l − α− 1 + k)|+ sr(α + 1, 1)(r − α− 1)|s(r − α− 1, r − l)|
= sr(α + 2, α+ 2)|s(r − α− 1, r − l − α− 1)|

+
α∑
k=1

sr(α + 2, α+ 2− k)|s(r − α− 1, r − l − α− 1 + k)|

+ (α + 2, 1)|s(r − α− 1, r − l)| ( d’après la relation (3.12) )

=
α+1∑
k=0

sr(α + 2, α+ 2− k)|s(r − α− 1, r − l − α− 1 + k)|.

Donc P (α + 1) est vraie.
En conclusion, pour tout α ∈ N∗, P (α) est vraie. Donc,

|s(r, r − l)| =
α∑
k=0

sr(α + 1, α+ 1− k)|s(r − α, r − l − α + k)|, r > α + l.

3) La preuve découle de 1) et 2) et du fait que |s(α, 0)| = 0.

Preuve de la proposition 3.21.
On pose p = r − α, donc α = r − p ∈ N∗ et on a
r > α + l équivaut à r > r − p+ l ou a l 6 p. Ce qui est vrai pour l 6 p− 1.
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Le lemme 3.15 implique

|s(r, r − l)| ≡
r−p−1∑
k=0

s(r − p, r − p− k)|s(p, p− l + k)| (mod p). (3.13)

1) Si 0 6 k 6 r − p− 1 et r − p 6 l 6 p− 2 alors 2 6 p− l + k 6 p− 1,
et par suite |s(p, p− l + k)| ≡ 0 (mod p).
Donc la relation (3.13) donne

|s(r, r − l)| ≡ 0 (mod p), r − p 6 l 6 p− 2.

2) Pour l = p− 1, la relation (3.13) donne

|s(r, r − p+ 1)| ≡
r−p−1∑
k=0

|s(r − p, r − p− k)||s(p, 1 + k)| (mod p)

≡ |s(r − p, r − p)||s(p, 1)|+
r−p−1∑
k=1

|s(r − p, r − p− k)||s(p, 1 + k)| (mod p)

≡ 1× (p− 1)! +

r−p−1∑
k=1

|s(r − p, r − p− k)||s(p, 1 + k)| (mod p), (3.14)

avec
(p− 1)! ≡ −1 (mod p). (3.15)

D’autre part, si 1 6 k 6 r − p− 1 alors 2 6 1 + k 6 r − p,
et p > [ r

2
] + 1 implique 2p > r + 1, et donc r − p 6 p− 1.

Par transitivié on obtient 2 6 1 + k 6 p− 1. D’où,

|s(p, 1 + k)| ≡ 0 (mod p), 1 6 k 6 r − p− 1. (3.16)

De (3.14), (3.15) et (3.16) on déduit |s(r, r − p+ 1)| ≡ −1 (mod p).

3.4.5.2 Étude du cas [ r
2
] + 1 6 p 6 r − 1

Dans ce cas nous montrons le résultat suivant :

Proposition 3.22. Soient n et r deux entiers strictement positifs et p un nombre premier
tels que n > r et [ r

2
] + 1 6 p 6 r − 1. On a :

1) si p ∈ S1(n, r) alors

vp((r − 1)!B(r)
n ) = −1 et p(r − 1)!B(r)

n ≡ −(r − p)! (mod p),

2) sinon, vp((r − 1)!B
(r)
n ) > 0.
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Pour démontrer cette proposition, on utilise la Proposition 3.21, ainsi que les lemmes
suivants :

Lemme 3.16. Soient n et r deux entiers strictement positifs et p un nombre premier tels

que n > r > 3 et [ r
2
] + 1 6 p 6 r − 1. Si l ∈ {0, ..., r − p+ 1} ∪ {p, ..., r − 1} alors p| A

r
n

n− l
.

Preuve. D’après la relation (3.9) on a

Arn
n− l

= l!(r − 1− l)!
(
n

l

)(
n− l − 1

r − l − 1

)
.

D’autre part on a :


0 6 l 6 r − p− 1 implique p 6 r − l − 1 et p|(r − l − 1)!
et
p 6 l 6 r − 1 implique p|l!

.

Par suite p| A
r
n

n−l .

Lemme 3.17. Soient n et r deux entiers strictement positifs et p un nombre premier tels
que n > r et [ r

2
] + 1 6 p 6 r − 1. On a

p(r − 1)!B(r)
n (mod p) ≡

{
(−1)r−1 Arn

n−p+1
si p− 1|n et p− 1 ∈M∗(n, r)

0 sinon
.

Preuve. D’après la Proposition 3.21 et le Lemme 3.16 on a

|s(r, r − l)| A
r
n

n− l
≡ 0 (mod p) pour tout l ∈ {0, ..., r − 1}r {p− 1},

et
|s(r, r − p+ 1)| ≡ −1 (mod p).

On appliquant la relation (3.5) on a les résultats suivants :
Premier cas : p− 1|n et p− 1 ∈M∗(n, r). Dans ce cas on a p− 1 ∈Mp(n, r) et

p(r − 1)!B(r)
n ≡ (−1)r Arn

n− p+ 1
(−1) (mod p)

≡ (−1)r−1 Arn
n− p+ 1

(mod p).

Deuxième cas : p− 1 - n ou p− 1 6∈M∗(n, r).
Comme p 6 r − 1 alors on a n− p+ 1 > n− r + 2 > 2. D’où

p− 1 6∈M∗(n, r) implique p− 1 6∈M(n, r)

et
p− 1 6∈Mp(n, r).

Par conséquent

p(r − 1)!B(r)
n ≡ 0 (mod p).
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Lemme 3.18. Soient n et r deux entiers strictement positifs et p un nombre premier tels
que n > r et [ r

2
] + 1 6 p 6 r − 1. Alors on a l’équivalence :

p - (−1)r−1 Arn
n− p+ 1

si et seulement si p|n+ 1.

Preuve. Si p|n+ 1 et [ r
2
] + 1 6 p 6 r − 1 alors

n− 2p+ 1 6 n− r < n− p+ 1 < n < n+ 1

et
p|n− 2p+ 1, n− p+ 1, n+ 1 ( sont des multiples consécutifs de p).

Par suite
p - n− k, pour tout k ∈ {0, ...r − 1}r {p− 1}.

Donc p - (−1)r−1n(n− 1)...(n− r + 1)

n− p+ 1
= (−1)r−1 Arn

n− p+ 1
·

Inversement, on suppose que p - (−1)r−1 Arn
n−p+1

.
Comme p 6 r − 1 on a p|Arn = n(n− 1)...(n− p+ 1)...(n− r + 1).
Par le lemme de Gauss on a p|n− p+1. D’où p|n+1. Ce qui termine la démonstration.

Preuve de la proposition 3.22.
1) Supposons que p ∈ S1(n, r). D’après la Définition 3.2 et la Proposition 3.5 relatives aux
ensembles S1(n, r) on a

p− 1|n, p|n+ 1 et p− 1 ∈M∗(n, r).

D’après le Lemme 3.17, les conditions p− 1|n et p− 1 ∈M∗(n, r) impliquent

p(r − 1)!B(r)
n ≡ (−1)r−1 Arn

n− p+ 1
(mod p). (3.17)

Comme p|n+ 1, donc le Lemme 3.18 implique

p(r − 1)!B(r)
n 6≡ 0 (mod p).

Par suite, le Lemme 3.9 entraine

vp((r − 1)!B(r)
n ) = −1.

De plus la relation (3.17) et le fait que n ≡ −1 (mod p) impliquent

p(r − 1)!B(r)
n ≡ (−1)r−1n(n− 1)...(n− p+ 2)(n− p)...(n− r + 1) (mod p),
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avec

n(n− 1)...(n− p+ 2) ≡ (−1)(−2)...(−p+ 1) (mod p)

≡ (−1)p−1(p− 1)! (mod p)

≡ (−1)p (mod p)

et

(n− p)...(n− r + 1) ≡ (p− 1− p)(p− 1− p− 1)...(p− 1− r + 1) (mod p)

≡ (−1)(−2)...(p− r) (mod p)

≡ (−1)r−p(r − p)! (mod p).

Donc

p(r − 1)!B(r)
n ≡ (−1)r−1(−1)p(−1)r−p(r − p)! (mod p)

≡ −(r − p)! (mod p).

2) Supposons que p 6∈ S1(n, r). On a deux possibilités : soit p− 1 - n, soit p - n+ 1.
De plus, par le Lemme 3.18 on a

p - n+ 1 équivaut à p|(−1)r−1 Arn
n− p+ 1

.

Donc dans les deux cas, le Lemme 3.17 implique

p(r − 1)!B(r)
n ≡ 0 (mod p).

Ce qui termine la preuve.

3.4.6 Fin de la preuve du théorème principal

L’étude détaillée des cas disjoints des nombres premiers : p > n + 1, p 6 [ r
2
], p = r,

r + 1 6 p 6 n + 1, [ r
2
] + 1 6 p 6 r − 1 et le Lemme 3.10 nous permettent d’obtenir le

théorème principal.

Cette même étude ainsi que les propriétés établies dans la partie 3.2 nous permettent
aussi de faire les deux remarques suivantes.

Remarque 3.4. Soient n et r deux entiers strictement positifs tels que n > r et p un nombre
premier. Alors p divise le dénominateur du nombre (r − 1)!B

(r)
n si et seulement s’il existe

l ∈M(n, r) tel que p− 1|n− l et p - |s(r, r − l)| A
r
n

n−l . L’entier l est unique, et de plus on a :

1) p(r − 1)!B
(r)
n ≡ (−1)r A

r
n

n−l |s(r, r − l)| (mod p),
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2) l =


0 si p ∈ {n+ 1, n− r + 1}
0 ou r − 1 si p = r
p− 1 si p ∈ S1(n, r)
j si p ∈ S2(j, n, r),

3) si n 6= 1 alors l ∈M∗(n, r),
4) si p ∈ {r, n− r + 1} ∪ S1(n, r) alors p(p− 1)|n− l.

Remarque 3.5. Soient n et r deux entiers strictement positifs tels que n > r et p un nombre
premier. Alors p divise le dénominateur d du nombre (r−1)!B

(r)
n si et seulement si on a l’un

des trois cas suivants :
Premier cas : [ r

2
] + 1 6 p 6 r − 1 et n = p− 1 + hp(p− 1), h ∈ N∗.

Ce cas correspond à p ∈ S1(n, r).
Deuxième cas : p = r et n = u(r − 1) + hr(r − 1), u ∈ {0, 1} et h ∈ N∗.
Ce cas correspond à p = rγr(n).
Troisième cas : p > r+1, p - |s(r, r− l)| et n = l+u(p− 1)+hp(p− 1), avec l ∈M(n, r),

u ∈ {0} ∪ {l + 1, ..., p+ l − r}, h ∈ N et
{

(u, h) 6= (0, 0) si p > 3
(u, h) ∈ {(1, 0)} ∪ {0} × N∗ si p = 2

.

Dans ce cas on a :
1) si l > 1 alors p ∈ S2(l, n, r),
2) si l = 0 alors l ∈ S∗2(0, n, r), et on a

(a) (u, h) = (1, 0) implique δn+1 = 1 et p = n+ 1,
(b) (u, h, p) = (0, 1, 2) implique λ(n, r) = 1 et p = n− r + 1,
(c) (u, h) 6= (1, 0) et (u, h, p) 6= (0, 1, 2) implique p ∈ S2(0, n, r).

Le troisième cas correspond à p > r + 1 telle que la condition (C1) est vérifiée.

De plus :


p|d
et
p− 1|n

équivaut à p ∈ {(n+ 1)δn+1 , (n− r + 1)λ(n,r), rγr(n)} ∪ S1(n, r).

Notons que


p > r + 1
et
(C1) est vérifiée

implique r + 1 6 p 6 n+ 1.
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Chapitre 4

Calcul explicite des dénominateurs et
formule de Clausen-von Staudt pour
certains nombres (r − 1)!B

(r)
n

Dans ce chapitre nous déterminons les dénominateurs et les coefficients de Clausen-von
Staudt des nombres (r − 1)!B

(r)
n dans les cas r = 1, 2, 3, 4 et 6 6 r 6 n 6 2r, ainsi que

pour les nombres de la forme p!B(p+1)
p+2k où p est un nombre premier impair et k un entier

strictement positif.

4.1 Dénominateurs et formule de Clausen-von Staudt
des nombres (r − 1)!B

(r)
n de niveaux r = 1, 2, 3 et 4

En appliquant le Théorème 3.1, on obtient les résultats précis suivants :

4.1.1 Le niveau r = 1

On a S1(n, 1) = ∅, γ1(n) = 0, λ(n, 1) =
{

1 si n = 2
0 sinon

et M∗(n, 1) =

{
∅ si n est impair
{0} si n est pair .

a) Si n est impair alors :

d = (n+ 1)δn+1 =

{
2 si n = 1,
1 si n > 3.

b) Si n est pair, on a A1
n

n
= 1, S2(0, n, 1) = {p : 2 6 p 6 n− 1, p− 1|n},
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cp(n, 1, 0) = −1. Donc

d = (n+ 1)δn+1nλ(n,1)
∗∏

p∈S2(0,n,1)

p,

et

Bn +
1

n+ 1
δn+1 +

1

n
λ(n, 1) +

∗∑
p∈S2(0,n,1)

1

p
∈ Z.

Des propositions 3.11 et 3.12, on obtient :
Théorème 4.1. (Clausen von-Staudt classique)
Soit n un entier strictement positif pair et d le dénominateur du nombre de Bernoulli Bn.
On a

d =
∏
p−1|n

p et Bn +
∑
p−1|n

1

p
∈ Z.

4.1.2 Le niveau r = 2

On a S1(n, 2) = ∅, γ2(n) = 1, λ(n, 2) = 0 et M∗(n, 2) =

{
{0} si n est pair
{1} si n est impair .

Par suite, on a

d = 2(n+ 1)δn+1

∏
l∈M∗(n,2)

 ∗∏
p∈S2(l,n,2)

p

 .

a) Si n est pair, on a l = 0, |s(2, 2)| = 1, S2(0, n, 2) = {p : p − 1|n, 3 6 p 6 n − 2, n 6≡ 1
(mod p)} et cp(n, 2, 0) = a− 1, n ≡ a (mod p). On obtient :
Théorème 4.2. Soient n un entier strictement positif pair et d le dénominateur du nombre
B

(2)
n . On a

d = 2(n+ 1)δn+1

∗∏
p∈S2(0,n,2)

p

et

B(2)
n +

1

2
+

2

n+ 1
δn+1 −

∗∑
p∈S2(0,n,2)
n≡a (mod p)

a− 1

p
∈ Z.

b) Si n est impair, on a δn+1 = 0, l = 1, |s(2, 1)| = 1, S2(1, n, 2) = {p : p− 1|n− 1, 3 6 p 6
n− 2, n 6≡ 0 (mod p)} et cp(n, 2, 1) = a, n ≡ a (mod p). Donc pour n impair, on obtient :
Théorème 4.3. Soient n un entier naturel impair > 2 et d le dénominateur du nombre
B

(2)
n . On a

d = 2
∗∏

p∈S2(1,n,2)

p et B(2)
n +

1

2
−

∗∑
p∈S2(1,n,2)
n≡a (mod p)

a

p
∈ Z.
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4.1.3 Le niveau r = 3

On a S1(n, 3) =

{
∅ si n est pair
{2} si n est impair , γ3(n) =

{
1 si n ≡ 0, 2 (mod 6)
0 sinon ,

λ(n, 3) = 0 et M∗(n, 3) =

{
{0, 2} si n est pair
{1} si n est impair .

Alors, on a

d = 3γ3(n)2
1−(−1)n

2 (n+ 1)δn+1 ×
∏

l∈M∗(n,3)

 ∗∏
p∈S2(l,n,3)

p

 .

Dans ce qui suit, on donne les S2(l, n, r) et les résultats à la Clausen-von Staudt pour r = 3,
qui en découlent.

a) Si n est pair, on a l = 0 ou 2, |s(3, 3)| = 1, |s(3, 1)| = 2, S2(0, n, 3) = {p : p−1|n, 5 6 p 6
n− 3, n 6≡ 1, 2 (mod p)} et S2(2, n, 3) = {p : p− 1|n− 2, 5 6 p 6 n− 7, n 6≡ 0, 1 (mod p)}.
De plus pour n ≡ a (mod p), on a cp(n, 3, 0) = −(a − 1)(a − 2) et cp(n, 3, 2) = −a(a − 1).
On obtient :

Théorème 4.4. Soient n un entier naturel pair > 3 et d le dénominateur du nombre 2B
(3)
n .

On a

d = 3γ3(n)(n+ 1)δn+1

∗∏
p∈S2(0,n,3)∪S2(2,n,3)

p

et

2B(3)
n −

(−1)α3(n)

3
γ3(n) +

6

n+ 1
δn+1 +

∗∑
p∈S2(0,n,3)
n≡a (mod p)

(a− 1)(a− 2)

p
+ 2

∗∑
p∈S2(2,n,3)
n≡a (mod p)

a(a− 1)

p
∈ Z.

avec γ3(n) =
{

0 si n ≡ 1 (mod 3)
1 sinon .

b) Si n est impair, on a δn+1 = 0, l = 1, |s(3, 2)| = 3 et S2(1, n, 3) = {p : p − 1|n − 1, 5 6
p 6 n− 3, n 6≡ 0, 2 (mod p)}. Pour n ≡ a (mod p) on a cp(n, 3, 1) ≡ −a(a− 2).
On obtient :

Théorème 4.5. Soient n un entier naturel impair > 3 et d le dénominateur du nombre
2B

(3)
n . On a

d = 2
∗∏

p∈S2(1,n,3)

p

et

2B(3)
n +

1

2
+ 3

∗∑
p∈S2(1,n,3)
n≡a (mod p)

a(a− 2)

p
∈ Z.
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4.1.4 Le niveau r = 4

On a S1(n, 4) =

{
{3} si n ≡ 2 (mod 6)
∅ sion , γ4(n) = λ(n, 4) = 0

et M∗(n, 4) =

{
{0, 2} si n est pair
{1, 3} si n est impair .

Ce qui donne

d = 3s(n)(n+ 1)δn+1 ×
∏

l∈M∗(n,4)

 ∗∏
p∈S2(l,n,4)

p


où s(n) =

{
1 si n ≡ 2 (mod 6)
0 sinon .

Reste à préciser les S2(l, n, 4).

a) Si n est pair, on a l = 0 ou 2, |s(4, 4)| = 1, |s(4, 2)| = 11, S2(0, n, 4) = {p : p − 1|n, 5 6
p 6 n − 4, n 6≡ 1, 2, 3 (mod p)} et S2(2, n, 4) = {p : p − 1|n − 2, 5 6 p 6 n − 9, n 6≡ 0, 1, 3
(mod p)}. De plus, pour n ≡ a (mod p), on a cp(n, 4, 0) = (a−1)(a−2)(a−3) et cp(n, 4, 2) =
a(a− 1)(a− 3). On obtient :

Théorème 4.6. Soient n un entier naturel pair > 4 et d le dénominateur du nombre 6B
(4)
n .

On a

d = 3s(n)(n+ 1)δn+1

∗∏
p∈S2(0,n,4)∪S2(2,n,4)

p

et

6B(4)
n +

1

3
s(n) +

24

n+ 1
δn+1 −

∗∑
p∈S2(0,n,4)
n≡a (mod p)

(a− 1)(a− 2)(a− 3)

p

−11
∗∑

p∈S2(2,n,4)
n≡a (mod p)

a(a− 1)(a− 3)

p
∈ Z.

b) Si n est impair, on a δn+1 = 0, l = 1 ou 2, |s(4, 3)| = 6, |s(4, 1)| = 6, S2(1, n, 4) =
{p : p− 1|n− 1, 5 6 p 6 n− 4, n 6≡ 0, 2, 3 (mod p)} et S2(3, n, 4) = {p : p− 1|n− 3, 5 6 p 6
n− 14, n 6≡ 0, 1, 2 (mod p)}. De plus pour n ≡ a (mod p), on a cp(n, 4, 1) = a(a− 2)(a− 3)
et cp(n, 4, 3) = a(a− 1)(a− 2). Par suite, on a :

Théorème 4.7. Soient n un entier naturel impair > 4 et d le dénominateur du nombre
6B

(3)
n . On a

d =
∗∏

p∈S2(1,n,4)∪S2(3,n,4)

p
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et

6B(4)
n − 6

∗∑
p∈S2(1,n,4)
n≡a (mod p)

a(a− 2)(a− 3)

p
− 6

∗∑
p∈S2(3,n,4)
n≡a (mod p)

a(a− 1)(a− 2)

p
∈ Z.

Voici à présent les 20 premières valeurs du nombre d pour r = 1, 2, 3, 4.

H
HHH

HHn
r 1 2 3 4

1 2 1 1 1
2 (2)(3) (2)(3) 1 1
3 1 2 2 1
4 (2)(3)(5) (2)(5) 5 5
5 1 (2)(3) 2 1
6 (2)(3)(7) (2)(3)(7) (3)(7) 7
7 1 (2)(3) 2 1
8 (2)(3)(5) (2)(3)(5) (3)(5) 3
9 1 (2)(5) (2)(5) 5
10 (2)(3)(11) (2)(11) 11 11
11 1 (2)(3) 2 1
12 (2)(3)(5)(7)(13) (2)(3)(5)(7)(13) (3)(7)(13) (7)(13)
13 1 (2)(3)(5)(7) (2)(5)(7) 7
14 (2)(3) (2)(3) (3)(5) (3)(5)
15 1 2 2 1
16 (2)(3)(5)(17) (2)(17) 17 17
17 1 (2)(3)(5) 2 1
18 (2)(3)(7)(19) (2)(3)(7)(19) (3)(5)(7)(19) (7)(19)
19 1 (2)(3)(7) (2)(7) (5)(7)
20 (2)(3)(5)(11) (2)(3)(5)(11) (3)(5)(7)(11) (3)(5)(7)(11)

4.2 Dénominateurs et formule de Clausen-von Staudt
des nombres (r − 1)!B

(r)
n dans le cas 6 6 r 6 n 6 2r

Dans cette partie nous explicitons les dénominateurs et les coefficients de Clausen-von
Staudt des nombres (r − 1)!B

(r)
n dans le cas 6 6 r 6 n 6 2r.

On a λ(n, r) = γr(n) = 0 et S1(n, r) = S2(n, r) = ∅. En effet, si p est un nombre premier,
on a p ∈ S2(n, r) implique n > 2r + 1. Ce qui est exclu.

De même, on a p ∈ S1(n, r) équivaut à

{
[
r

2
] + 1 6 p 6 r − 1

n = p− 1 + hp(p− 1), h ∈ N∗
.

Alors, on a n+ 1 = kp ∈
[
k([ r

2
] + 1), k(r − 1)

]
∩ [r + 1, 2r + 1], où k = 1 + h(p− 1).

Comme p > [ r
2
] + 1 donc p > 5 et par suite k > 5.
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Ce qui implique k([ r
2
] + 1) > 5([ r

2
] + 1) > 5( r

2
) > 2r + 1 et S1(n, r) = ∅.

On a aussi γr(n) =
{

1 si r premier et n ≡ 0, r − 1 (mod r(r − 1))
0 sinon .

Alors, pour γr(n) = 1 on a :
Si n ≡ 0 (mod r(r − 1)) alors n = hr(r − 1), h ∈ N∗, avec r 6 n = hr(r − 1) 6 2r.
On a h > 1 et r premier > 7 donc n > 6r. Ce qui est impossible.
Si n ≡ r − 1 (mod r(r − 1)) alors n = r − 1 + hr(r − 1), h ∈ N∗,
avec r 6 n = r − 1 + hr(r − 1) 6 2r.
On a h > 1 et r premier > 7 donc n > 6 + 6r. Ce qui est impossible aussi.
Donc dans tous les cas on a γr(n) = 0.
Par le Théorème 3.1 et le Corollaire 3.1, on obtient :

Théorème 4.8. Soient n et r deux entiers naturels tels que 6 6 r 6 n 6 2r et d le
dénominateur du nombre (r − 1)!B

(r)
n . On a

d = (n+ 1)δn+1

et
(r − 1)!B(r)

n +
r!

n+ 1
δn+1 ∈ Z.

En particulier, si r = n > 6 et δn+1 = 1 alors r! ≡ −1 (mod n+ 1) et on a :

Corollaire 4.1 (Nombres de Cauchy). Soit n un entier naturel > 6. On a :

1) si n+ 1 est premier alors (n− 1)!B
(n)
n − 1

n+1
∈ Z,

2) si n+ 1 n’est pas premier alors (n− 1)!B
(n)
n ∈ Z.

4.3 Dénominateurs des nombres p!B(p+1)
p+2k où k ∈ N∗ et p

premier

Dans cette section nous explicitons les dénominateurs des nombres p!B(p+1)
p+2k où k ∈ N∗

et p premier. Pour p = 2 on obtient 2B(3)
2k , ces nombres sont traités dans le Théorème 4.4.

Pour la suite on suppose p > 3, dans ce cas on a :

Théorème 4.9. Soient k un entier strictement positif et p un nombre premier impair. On
a :

1) si k <
p+ 3

2
, alors le nombre p!B(p+1)

p+2k est un entier relatif,

2) si k >
p+ 3

2
, alors le dénominateur du nombre p!B(p+1)

p+2k est donné par

d =
∏

l impair
16l6p

(
∗∏

q∈S2(l,p+2k,p+1)

q).
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Preuve. Le nombre p!B(p+1)
p+2k correspond à (r − 1)!B

(r)
n , avec n = p+ 2k et r = p+ 1.

Par suite, on a n + 1 = p + 2k + 1 est un nombre pair > 4, donc il n’est pas premier et
δn+1 = 0.
De même r = p+ 1 est un nombre pair > 4, donc λ(n, r) = γr(n) = 0.

On a aussi q premier ∈ S1(n, r) équivaut à


p+3
2

6 q 6 p
q − 1|p+ 2k
q|p+ 2k + 1

.

Donc q > p+3
2

> 3 et par suite q − 1 est pair .
D’autre part q − 1|p+ 2k et p+ 2k impair.
Ce qui conduit à une contradiction et donc S1(n, r) = ∅.

Reste à étudier les ensembles S2(n, r).
On a S2(n, r) 6= ∅ implique n > 2r + 1. Ce qui donne k > p+3

2
ou encore p 6 2k − 3.

On distingue deux cas :

Le cas k <
p+ 3

2
. Dans ce cas on a S2(n, r) = ∅. Donc le Corollaire 3.1 implique que d = 1.

Le cas k >
p+ 3

2
. Comme n = p+ 2k est impair alors M∗(p+ 2k, p+ 1) = {l impair : 1 6

l 6 p}. Par le Théorème 3.1 on a

d =
∏

l impair
16l6p

(
∗∏

q∈S2(l,p+2k,p+1)

q).

Ce qui achève la preuve du théoème.

4.3.1 Les dénominateurs non triviaux des nombres p!B(p+1)
p+2k , p > 3

Dans cette partie, pour k ou p nombre premier impair fixé, nous déterminons les déno-
minateurs des nombres p!B(p+1)

p+2k .
D’après le Théorème 4.9, si le dénominateur du nombre p!B(p+1)

p+2k est supérieur ou égal à 2
on a alors 3 6 p 6 2k − 3. Dans ce cas les diviseurs premiers q éventuels du dénominateur
vérifient p + 2 6 q 6 2k − 1 car se sont des éléments de S2(n, r). On en déduit que pour k
fixé il n’y a qu’un nombre fini de dénominateurs non triviaux.
Dans le tableau suivant, on précise les dénominateurs de ses nombres pour k ∈ {3, 4, 5, 6, 7} :

HHH
HHHp

k 3 4 5 6 7

3 5 1 7 1 1
5 7 1 1 1
7 1 1 11
11 13

Pour p fixé, on a
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Proposition 4.1. Soit p un nombre premier impair. On a :
1) il y a une infinité d’entiers strictement positifs k pour lesquels les dénominateurs des

nombres p!B(p+1)
p+2k sont différents de 1,

2) de plus, pour tout entier strictement positif m, il existe un entier strictement positif k, et
des nombres premiers q1, q2, ..., qm divisant le dénominateur de p!B(p+1)

p+2k .

Preuve. Le nombre p!B(p+1)
p+2k correspond à (r − 1)!B

(r)
n , avec n = p+ 2k et r = p+ 1.

Soit q un diviseur du dénominateur de p!B(p+1)
p+2k . D’après le Théorème 4.9, il existe un unique

l ∈M∗(n, r) tel que q ∈ S2(l, n, r).
Ce qui donne

k =
l − p
2

+ u
q − 1

2
+ hq

q − 1

2
, u ∈ {0} ∪ {l + 1, ..., q + l − p− 1}, h ∈ N,

(u, h) 6= (0, 0), (l, u, h) 6= (0, 1, 0), q - |s(p+ 1, p+ 1− l)| et q > p+ 2.

En particulier pour u = 0, si m ∈ N∗ et q1, q2, ..., qm des nombres premiers > p + 2 qui ne
divisent pas |s(p+ 1, p+ 1− l)|, on prend

k =
l − p
2

+
h

2
ϕ(q21)...ϕ(q

2
m), l impair ∈ {1, ..., p}

où ϕ(q2i ) = qi(qi − 1), pour tout entier i entre 1 et m. Alors on a q1, q2, ..., qm ∈ S2(l, p +

2k, p + 1). Donc les nombres q1, q2, ..., qm divisent le énominateur du nombre p!B(p+1)
p+2k . Par

exemple, si on prend u = 0, l = p, h ∈ N∗ le dénominateur du nombre p!B(p+1)
p+2k est divisible

par q1, q2, ...qm.
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Chapitre 5

Multiples des numérateurs des nombres
de Bernoulli d’ordres supérieurs

Ce chapitre est constitué de deux parties, dans la première nous donnons plusieurs mul-
tiples des numérateurs des nombres B

(r)
n

r(nr)
, et dans la seconde nous explicitons d’autres mul-

tiples des numérateurs des nombres (r − 1)!B
(r)
n .

5.1 Multiples des numérateurs des nombres B
(r)
n

r(nr)

Le résultat principal de ce cette partie est le théorème suivant :

Théorème 5.1. Soient n et r deux entiers strictement positifs tels que n > r et (ai)i∈M(n,r)

une suite d’entiers supérieurs ou égaux à 2. On a :
1) le nombre

tn
∗∏

i∈M(n,r)

(an−ii − 1)
B

(r)
n

r
(
n
r

) (5.1)

est un entier relatif, où t = ppcm(ai)i∈M(n,r),
2) si n > r + 1 alors le nombre

t[
n
2
]+1

∏
i∈M∗(n,r)

(an−ii − 1)
B

(r)
n

r
(
n
r

) (5.2)

est un entier relatif.

Pour démontrer ce théorème, on établit les deux lemmes suivants :

Lemme 5.1. Soient a et n deux entiers strictement positifs et p un nombre premier tel que
a > 2, p - a et p− 1|n. On a

an − 1

n
≡ 0 (mod p).
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Preuve. Le nombre a est premier avec p, donc d’après le petit théorème de Fermat cf. [25,
p. 131] et [26, p. 78] on a ap−1 ≡ 1 (mod p) et ap−1 = 1 + wp avec w ∈ N∗.
Soit α = vp(n) donc n = pα(p− 1)u où u ∈ N∗.
On a an = (ap−1)p

αu = (1 + wp)p
αu = 1 +

∑pαu
k=1

(
pαu
k

)
.(wp)k.

C’est-à-dire

an − 1 =

pαu∑
k=1

pαu(pαu− 1)...(pαu− k + 1)

k!
wkpk.

D’autre part, d’après la formule de Legendre vp(k!) =
∑

i>1[
k
pi
] = k−sp(k)

p−1 < k
p−1 où sp(k) est

la somme des chiffres de k en base p cf. [24, p. 114], [49, p. 241] et [50, p.371].
Donc

vp

(
pαu(pαu− 1)...(pαu− k + 1)

k!
wkpk

)
> α+ k − k

p− 1
> α

et
vp

(
pαu(pαu− 1)...(pαu− k + 1)

k!
wkpk

)
> α + 1.

On obtient alors

vp(a
n − 1) > α + 1 et vp(

an − 1

n
= vp(a

n − 1)− vp(n) > α + 1− α = 1.

Par suite
an − 1

n
≡ 0 (mod p).

Lemme 5.2. Soient a et n deux entiers strictement positifs et p un nombre premier tels que
a > 2 et p|a. On a

an

n
≡ 0 (mod p).

Preuve. Soient α = vp(a) > 1 et β = vp(n) > 0. Alors a = pαb et n = pβm avec
pgcd(bm, p) = 1.
On a

pn = (1 + p− 1)n = 1 + n(p− 1) +
n∑
k=2

(
n

k

)
(p− 1)k > 1 + n(p− 1).

Alors on obtient
pn

n
>

1

n
+ p− 1 > p− 1,

et
pn−β

m
> p− 1 et pn−β > m(p− 1) > p− 1,

pn−β > p et n− β > 1.
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Par suite on a

vp

(
an

n

)
= vp

(
pαnbn

pβm

)
= αn− β > n− β > 1 et

an

n
≡ 0 (mod p).

Preuve du Théorème 5.1.
1) En utilisant la formule (1.10), on obtient

tn
∗∏

i∈M(n,r)

(an−ii − 1)
B

(r)
n

r
(
n
r

) =
∑

l∈M(n,r)

(−1)r−1
(
t

al

)n
(al)

l

∗∏
i∈M(n,r)r{l}

(an−ii − 1)|s(r, r − l)|

×an−ll (an−ll − 1)
Bn−l

n− l
. (5.3)

Il suffit donc de montrer que an−ll (an−ll − 1)Bn−l
n−l est un entier pour tout l ∈M(n, r).

Soit p un nombre premier et l ∈M(n, r).

Si p− 1 - n− l alors Bn−l
n−l est p-entier. Donc an−l(an−l − 1)Bn−l

n−l est p-entier.

Supposons que p− 1|n− l. Alors on distingue deux cas : soit p|al, soit p est premier avec
al.
Si p|al alors le lemme 5.2 implique an−ll

n−l ≡ 0 (mod p). D’ou an−ll (an−ll −1)Bn−l
n−l est un p-entier.

Si al est premier avec p alors le Lemme 5.1 implique an−ll −1
n−l ≡ 0 (mod p). Par suite

an−ll (an−ll − 1)Bn−l
n−l est un p-entier.

Dans tous les cas, le nombre an−ll (an−ll − 1)Bn−l
n−l est un p-entier. Donc c’est un entier et

la relation (5.3) permet de conclure.
2) On a

t[
n
2
]+1

∏
i∈M∗(n,r)

(an−ii − 1)
B

(r)
n

r
(
n
r

) =
∑

l∈M∗(n,r)

(−1)r−1
(
t

al

)[n
2
]+1

(al)
[n
2
]−n−l

2

×
∗∏

i∈M∗(n,r)r{l}

(an−ii − 1)|s(r, r − l)|a
n−l
2

+1

l (an−ll − 1)
Bn−l

n− l

(5.4)

et d’après la Proposition 1.2 5), on a

n− l 6 2[
n

2
], pour tout l ∈M∗(n, r).

Il suffit donc de montrer que a
n−l
2

+1

l (an−ll − 1)Bn−i
n−l est un entier pour tout l ∈M(n, r).

Soit p un nombre premier et l ∈M∗(n, r).
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les cas p− 1 - n− l et p− 1|n− l où al premier avec p sont traités dans la partie 1) de cette
preuve. Supposons donc p− 1|n− l et p|al.
On a

a
n−l
2

+1

l (an−ll − 1)
Bn−l

n− l
=
al
2

a
n−l
2

l
al−l
2

(an−ll − 1)Bn−l.

Si p = 2 alors le nombre al
2
est un entier, sinon c’est un p-entier.

D’autre part, le Lemme 5.2 implique que a
n−l
2

l
al−l
2

≡ 0 (mod p).

D’où a
n−l
2

+1

l (an−ll − 1)Bn−l
n−l est un p-entier .

Dans tous les cas, le nombre a
n−l
2

+1

l (an−ll − 1)Bn−l
n−l est un p-entier. Donc c’est un entier et on

conclut grace a la relation (5.4).

Le Théorème 5.1 nous conduit aux corollaires et remarques suivantes.

Corollaire 5.1. Soient n et r deux entiers strictement positifs avec n > r et M(n, r) 6= ∅.

Si p est un nombre premier tel que p− 1 - n− l pour tout l ∈M(n, r), alors le nombre
B

(r)
n

r
(
n
r

)
est p-entier.

Preuve. D’après le Théorème 2.1, on a p > r + 2. On prend ai = g pour tout i ∈ M(n, r)

dans la relation (5.1), où g est une racine primitive de p. Donc le nombre gn
∏

i∈M(n,r)

(gn−i−1)

est premier avec p, et le nombre gn
∏

i∈M(n,r)

(gn−i − 1)
B

(r)
n

r
(
n
r

) est p-entier. Par suite le nombre

B
(r)
n

r
(
n
r

) est p-entier.

Remarque 5.1. Le Corollaire 5.1 affirme la p-intégralité du nombre B
(r)
n

r(nr)
. Ce même résultat

a été déjà établi dans le Théorème 2.1, à l’aide d’une autre méthode.

Corollaire 5.2. Soient n et r deux entiers strictement positifs tels que n > r, p un nombre
premier et (ai)i∈M(n,r) une suite d’entiers supérieurs ou égaux à 2. On a :
1) Si les nombres ai sont premiers avec p pour tout i ∈M(n, r), alors le nombre

∗∏
i∈M(n,r)

(an−ii − 1)
B

(r)
n

r
(
n
r

) (5.5)

est p-entier.
Si de plus n > r + 1, alors le nombre∏

i∈M∗(n,r)

(an−ii − 1)
B

(r)
n

r
(
n
r

)
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est p-entier.
2) Si a est entier strictement positif multiple de p, alors le nombre

an
B

(r)
n

r
(
n
r

)
est p-entier.
Si de plus n > r + 1, alors le nombre

a[
n
2
]+1B

(r)
n

r
(
n
r

)
est p-entier.

Preuve. Soit (ai)i∈M(n,r) une suite d’entiers supérieurs ou égaux à 2.
1) Si les ai sont premiers avec p pour tout i ∈ M(n, r) alors le nombre t = ppcm(ai)i∈M(n,r)

est premier avec p. Par suite les relations (5.1) et (5.2) nous permettent de conclure.
2) Dans les relations (5.1) et (5.2), on remplace ai par ai = a pour tout i ∈ M(n, r). Le

résultat découle alors du fait que
∗∏

i∈M(n,r)

(an−ii − 1) est p-entier et t = a.

Remarque 5.2.

1) Si on pose r = 1 et ai = a dans les relations (5.1) et (5.2), on obtient les entiers relatifs

an(an − 1)
Bn

n
et a

n
2
+1(an − 1)

Bn

n

étudiés par J.J. Sylvester, J. Glaisher et L. Nielsen cf. [42, p. 250] et [50, p. 549].
2) Si on pose ai = a pour tout i ∈M(n, r) dans la relation (5.5), on obtient le p-entier

∗∏
i∈M(n,r)

(an−i − 1)
B

(r)
n

r
(
n
r

) . (5.6)

Ce qui implique la p-intégralité du nombre

r−1∏
i=0

(an−i − 1)
B

(r)
n

Arn
. (5.7)

La relation (5.7) a été établie par L. Carlitz par une autre méthode cf. [15, p. 608].
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5.2 Multiples des numérateurs des nombres (r − 1)!B
(r)
n

Dans ce qui suit nous nous intéressons à l’étude des multiples des numérateurs des
nombres (r − 1)!B

(r)
n . Les résultats obtenus sont exposés dans les propositions 5.1, 5.2, 5.3

et 5.4, ainsi que dans le Corollaire 5.3.

Proposition 5.1. Soient n et r deux entiers strictement positifs tels que r 6 n 6 2r. On
a :
1) les nombres

(n+ 1)(n− r + 1)λ(n,r)rγn(r)(r − 1)!B(r)
n et n(n+ 1)(r − 1)!B(r)

n

sont des entiers relatifs,
2) pour r > 6, le nombre

(n+ 1)δn+1(r − 1)!B(r)
n

est un entier relatif,
3) pour n impair, le nombre

2ω(n,r)rγr(n)(r − 1)!B(r)
n , où ω(n, r) =

{
1 si n = 1 ou r = 3
0 sinon ,

est un entier relatif.

Avant de démontrer cette proposition on établit le lemme suivant :

Lemme 5.3. Soient n, r et h des entiers strictement positifs tels que n > r et d le dénomi-
nateur du nombre (r − 1)!B

(r)
n . On a :

d|h implique h(r − 1)!B(r)
n est un entier.

Preuve. Comme d est le dénominateur du nombre (r − 1)!B
(r)
n , donc d(r − 1)!B

(r)
n est un

entier.
Si d|h alors

h

d
est un entier, donc h(r − 1)!B(r)

n =
h

d
× d(r − 1)!B(r)

n est un entier comme
produit de deux entiers.

Preuve de la Proposition 5.1.
1) D’après la Remarque 3.1, pour r 6 n 6 2r on a S2(n, r) = ∅ et le dénominateur d du
nombre (r − 1)!B

(r)
n se reduit à

d = (n+ 1)δn+1rγr(n)(n− r + 1)λ(n,r)
∗∏

p∈S1(n,r)

p. (5.8)

D’autre part, d est sans facteur carré et si p ∈ S1(n, r) alors p|n+ 1 et

d|(n+ 1)(n− r + 1)λ(n,r)rγr(n). (5.9)
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De plus on a (n− r + 1)λ(n,r)|n, rγr(n)|n(n+ 1) et

d|n(n+ 1). (5.10)

Le Lemme 5.3 et les relations (5.9) et (5.10) nous permettent de conclure.
2) Si r > 6 alors d’après l’étude faite au paragraphe 4.2, le dénominateur du nombre (r −
1)!B

(r)
n est (n+ 1)δn+1 .Donc le nombre (n+ 1)δn+1(r − 1)!B

(r)
n est un entier.

3) Si n est impair alors λ(n, r) = 0, (n+ 1)δn+1 =

{
2 si n = 1
1 sinon ,

et d’après la Proposition 3.5 on a S1(n, r) =

{
{2} si r = 3
∅ sinon .

D’après la relation (5.8), le dénominateur du nombre (r − 1)!B
(r)
n vaut d = 2ω(n,r)rγr(n).

D’où le nombre 2ω(n,r)rγr(n)(r − 1)!B
(r)
n est un entier relatif.

Corollaire 5.3. Si n et r sont deux entiers strictement positifs tels que 6 6 r 6 n 6 2r et
n impair, alors le nombre (r − 1)!B

(r)
n est un entier relatif.

Démonstration. On a n est impair > 6, donc δn+1 = 0. L’affirmation 2) de la Proposition
5.1 permet alors de conclure.

Proposition 5.2. Soient n et r deux entiers strictement positifs tels que n > 2r+1. On a :
1) les nombres

(n+ 1)rγr(n)−1(n− r)!B(r)
n et n(n+ 1)

(n− r)!
r

B(r)
n ,

sont des entiers relatifs.
2) si n est impair alors le nombre

2σ(n,r)rγr(n)−1(n− r)!B(r)
n , où σ(n, r) =

{
1 si r = 3
0 sinon ,

est un entier relatif.

Preuve. 1) Pour n > 2r+1 on a λ(n, r) = 0, donc d’après la formule (3.4), le dénominateur
d du nombre (r − 1)!B

(r)
n s’écrit

d = (n+ 1)δn+1rγr(n)
∗∏

p∈S1(n,r)

p×
∗∏

p∈S2(n,r)

p. (5.11)

Soit p un nombre premier qui divise d :
(i) si p ∈ S1(n, r) alors p|n+ 1,
(ii) si p ∈ S2(n, r) alors r + 1 6 p 6 n− r et

p|(r + 1)(r + 2)...(n− r) = (n− r)!
r!

. (5.12)
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Comme d est sans facteur carré alors d|(n+ 1)rγr(n) · (n−r)!
r!

.
De plus rγr(n)|n(n+ 1), et donc d|n(n+ 1) · (n−r)!

r!
.

D’autre part on a
(n+ 1)rγr(n) · (n−r)!

r!
(r − 1)!B

(r)
n = (n+ 1)rγr(n)−1(n− r)!B(r)

n et
n(n+ 1) · (n−r)!

r!
(r − 1)!B

(r)
n = n(n+ 1) (n−r)!

r
B

(r)
n .

Le Lemme 5.3, nous permet alors de conclure.

2) Si n est impair alors δn+1 = 0 et S1(n, r) =

{
{2} si r = 3
∅ si r 6= 3

, donc la relation (5.11)

donne

d = 2σ(n,r)rγr(n)
∗∏

p∈S2(n,r)

p. (5.13)

Des relations (5.12) et (5.13), on a

d|2σ(n,r)rγr(n) · (n− r)!
r!

.

Par ailleurs, on a

2σ(n,r)rγr(n) · (n− r)!
r!

(r − 1)!B(r)
n = 2σ(n,r)rγr(n)−1(n− r)!B(r)

n .

On conclut grâce au Lemme 5.3.

Proposition 5.3. Soient n, r et a des entiers strictement positifs tels que r 6 n 6 2r et
a > 2. Alors le nombre a(an − 1)(r − 1)!B

(r)
n est un entier relatif.

Avant de démontrer cette proposition on établit le lemme suivant :

Lemme 5.4. Soient a et n deux entiers strictement positifs et p un nombre premier tels que
a > 2 et p− 1|n. Alors a(an − 1) ≡ 0 (mod p).

Preuve. Si p|a alors p|a(an − 1).
Si p - a alors d’aprés le petit théorème de Fermat cf. [25, p. 131] et [26, p. 78], on a p|an − 1
et par suite p|a(an − 1).
Donc dans tous les cas a(an − 1) ≡ 0 (mod p).

Preuve de la proposition 5.3.
Soit p un nombre premier qui divise le dénominateur d du nombre (r − 1)!B

(r)
n .

D’après la relation (5.8) et la Remarque 3.5, on a p ∈ {n+1, n−r+1, r}∪S1(n, r) et p−1|n.
D’où, le Lemme 5.4 implique a(an − 1) ≡ 0 (mod p).
Comme d est sans facteur carré, alors a(an − 1) ≡ 0 (mod d).
Par suite, le Lemme 5.3 permet de conclure.

Proposition 5.4. Soient n et r deux entiers strictement positifs tels que n > r et (ai)i∈M(n,r)

une suite d’entiers supérieurs ou égaux à 2. Alors :
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1) le nombre

t
∗∏

i∈M(n,r)

(an−ii − 1)(r − 1)!B(r)
n , où t = ppcm(ai)i∈M(n,r),

est un entier relatif,
2) si de plus n 6= 1, le nombre

t

∗∏
i∈M∗(n,r)

(an−ii − 1)(r − 1)!B(r)
n , où t = ppcm(ai)i∈M∗(n,r),

est un entier relatif.

Preuve. Soit p un nombre premier qui divise le dénominateur d du nombre
(r − 1)!B

(r)
n .

D’après la Remarque 3.4, il existe l ∈M(n, r) tel que p− 1|n− l avec l ∈M∗(n, r) si n 6= 1 .
Le Lemme 5.4 implique p|a(an−l − 1).

Donc p| t
a
a(an−l − 1)×

∗∏
i∈M(n,r)\{l}

(an−ii − 1) = t
∏

i∈M(n,r)

(an−ii − 1).

Comme d est sans facteur carré, alors d|t
∏

i∈M(n,r)

(an−ii − 1).

Par suite, le Lemme 5.3 nous permet de conclure.
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