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Résumé

Dans ce travail nous revisitons les plus importantes formules de récurrences concernant
les nombres de Bernoulli d’ordres supérieurs B, En utilisant les nombres de Stirling non si-
gnés, nous leurs donnons un aspect plus clair. La partie essentielle de notre travail consiste a
généraliser les propriétés arithmétiques satisfaites par les nombres de Bernoulli classiques aux
nombres BY. Entre autres, nous établissons des con de K 1 b

n . , gruences de Kummer pour les nombres
() ) . .. : .
% et nous construisons une nouvelle famille de séries d’Eisenstein dont le terme constant
T

r

(r)
-1)" B P ..
est u% et qui vérifie des congruences de Kummer. Nous donnons des formules explicites
T

2
pour les dénominateurs des nombres (r — 1)!B7(f), ainsi qu'une formule analogue a celle de

Clausen-von Staudt. Nous terminons notre travail par la construction de plusieurs multiples

(r) ,
des numérateurs des nombres f(’;) et (r — 1)!B7(L ),
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Introduction

Soit r > 1 un entier naturel. Les nombres de Bernoulli Bg) d’ordre r sont définis par la

série génératrice
r 400 (r)
t By,
<€t — 1) = g o t", |t| <27 (1)

n=0

cf. 11, p. 127|, [12, p. 298], [13, p. 151], [14, p. 178], [18, p. 63], [28, p. 316], [45, p. 145],
[46, p. 641], [50, p. 549]. Ces nombres ont été d’abord définis et étudiés par N.E. Norlund
[45] dans les années 1920, puis ils ont fait 'objet de nombreux articles, on citera L. Carlitz

[11, 12, 13, 14], F.R. Olson [46] et F.T. Howard [29] par la suite.

Le tableau suivant contient quelques valeurs des nombres B,

n
O 1 /2|3 | 4 |56 7| 8| 9 |10|11] 12
r

1 1 1 1 1 5 691
1 1 2 6 0 30 0 42 0 30 0 66 0 2730

5 113 (21X L [T [_5[ L[ & [ & [_5[_35 mot

6 2 10 6 42 6 30 10 22 6 2730
3 T8[9 [0 [ 18 [3[ I8 5 | 19 [_6[_3 | & [ _2I

2 4 10 4 21 4 30 20 11 4 546

Le cas r = 1 correspond aux nombres de Bernoulli classiques B,, [10, p. 429]. Ces nombres
sont nuls pour les entiers impairs n > 3 [17, p. 4]. Pour les entiers n pairs, ce sont des nombres
rationnels [52, p. 171] et jouissent de plusieurs propriétés arithmétiques remarquables. Parmi
ces propriétés nous rappelons les plus importantes dues principalement & Clausen-von Staudt,
Kummer et N. Nielsen. Ils ont démontré que si p est un nombre premier et n un entier
strictement positif et pair alors :

B
i) si p—1¢n alors B, et — sont p-entiers |30, Proposition 5.2.4],
n
ii) si p — 1|n alors on a les congruences de Clausen-von Staudt [37, Theorem 7(3)]

pB, = -1 (mod p),

ainsi pB,, est p-entier,
iii) on a la formule de Clausen-von Staudt [56, pp. 373-374]

Bn—i—Z%eZ,

p—1|n



iv) si m est un entier strictement positif et pair et N € N tels que n = m (mod p"(p —1)),
alors on a les congruences de Kummer [30, Theorem 5|

R - () E T P} @)

en particulier pour m,n > N + 2, on retrouve le résultat précis suivant :

n Bm
sin =m (mod p(p— 1)) alors on a — = == (mod p" ) [4, Theorem 3.2],
n o m

v) le dénominateur du nombre B, est donné par la relation [47, p. 10|

a.= ] » (3)

p—1in

vi) si a € N*, alors les nombres

B, n B,
(n+1!B,, a(a" —1)B,, a"(a” —1)— et a2t (a" — 1)—
n n

sont des entiers relatifs, cf. [42, pp. 246-250] et [44, p. 173].

Les résultats ci-dessus ont été revus et utilisés dans plusieurs travaux importants de théo-
rie des nombres. On peut consulter : T. Agoh [1, p. 1|, T. Arakawa [4, p. 10-13, pp. 4143,
p. 198], Z.I1. Borevich [10, pp. 429-433|, Cohen [17, pp. 4-7, pp. 63-69], I. Dibag |21, p.
332], M. Eie |22, p. 149], R.L. Graham [25, p. 285], G.H. Hardy [26, p. 115|, K. Ireland |30,
pp. 230-239|, W. Johnson [31, pp. 254-255], J. Jordan [32, p. 258], S. Kanemitsu |33, p. 3|,
N.M. Katz [35, p. 1- 2], N. Koblitz 37, p. 44|, E.E. Kummer |38, p. 368|, N. Nielsen [42, p.
244-246, p. 250|, H. Rademacher [47, pp. 7-21|, A.M. Robert [49, pp. 270-274], J. Sandor
[50, pp. 525526, pp. 539541, pp. 548 549], W. Schikhof [52, pp. 171172, p. 188|, B.A. Ven-
kov [55, p. 13], K.C.G. von Staudt [56, p. 373| et L.C. Washington [57, p. 6, pp. 55-61, p. 241].

Le but de notre travail est de généraliser ces résultats aux nombres de Bernoulli d’ordres
supérieurs B

Nous avons structuré cette thése en cinq chapitres :
Le premier chapitre de cette thése est consacré a 1’étude de quelques formules de récurrences
satisfaites par les nombres de Bernoulli d’ordres supérieurs B,(f). Nous exposons d’abord une
preuve simple des résultats de Norlund, puis nous les revisitons pour obtenir de nouvelles
formules de récurrences que nous exploiterons dans les chapitres suivants.
Dans le deuxiéme chapitre, nous établi(ss)ons la p-intégralité et les congruences de Kummer
.

d’ordre quelconque pour les nombres %, ainsi qu'une généralisation pour 'ordre un d’une
T

r

congruence modulo le nombre premier p de ces nombres. Nous construisons une nouvelle

r g™
famille de séries d’Eisenstein E,gr)(z) dont les termes constants sont les nombres %%

Puis nous prouvons des congruences satisfaites par ces nouvelles séries. Ces congruences gé-
néralisent celles obtenues par Clausen-von Staudt pour les nombres de Bernoulli et celles de

2



Kummer pour les séries d’Eisenstein classiques.

Le troisiéme chapitre est consacré a I’étude des dénominateurs et coefficients de Clausen-von
Staudt des nombres (r — 1)!B7(f). Nous donnons une expression explicite des dénominateurs
de ces nombres, ainsi qu’une formule analogue a celle de Clausen-von Staudt. Pour prouver
ces résultats nous avons établi quelques congruences particuliéres pour les nombres de Stir-
ling de premiére espéce.

Dans le quatriéme chapitre, nous donnons d’abord les formules explicites des dénominateurs
et les coefficients de Clausen-von Staudt des nombres (r — 1)!B7(f) dans les cas particuliers
r=1,2,3,4, et dans le cas génénal 6 < r < n < 2r. Ensuite nous précisons les dénomina-
teurs des nombres p!B}(f:;? ou p est un nombre premier impair et £ un entier naturel non
nul.

Dans le cinquiéme et dernier chapitre de cette thése, nous commencons d’abord par donner
(r)
By,

n

plusieurs multiples des numérateurs des nombres . Puis, nous exploitons les résultats

obtenus au chapitre quatre pour expliciter d’autres IITlultipleS des numérateurs des nombres
(r—1)!B{.

Les résultats des chapitres un et deux, ainsi que la premiére partie du chapitre cing, sont
publiés dans l'article [36].
Les résultats des chapitres trois et quatre, ainsi que la deuxiéme partie du chapitre cing, font
I’objet d'une autre publication qui est en cours de finalisation.



Chapitre 1

Formules de récurrences et formules
o o T
explicites pour les nombres B,

Dans ce chapitre nous revisitons les formules de récurrences et les formules explicites des
nombres de Bernoulli d’ordres supérieurs B,(f). Ces formules font intervenir les nombres de
Stirling de premiére espéce non signés |s(n, k)|.

1.1 Les nombres de Stirling de premiére espéce non si-
gnés

Les nombres de Stirling de premiére espéce non signés sont étudiés par plusieurs auteurs :
M. Aiger |2, p. 25|, T. Arakawa [4, p. 27|, A.T. Benjamin |7, p. 96|, M. Bona [8, p. 113] et
[9, p. 85|, L. Comtet [18, p. 47|, M. DeFranco [19, p. 1101], P. Flajolet et R. Sedgewick |23,
p. 739], R.L. Graham [25, p. 259], F.T. Howard [28, p. 29|, J. Katriel [34, p. 273], N. Nielsen
[43, p. 287], J. Sandor [50, p. 462|, R.P. Stanley [54, p. 18|,... etc. Nous nous restreignons
dans les rappels aux propriétés qui nous intéressent dans notre travail.

Définition 1.1. Soient n et k deux entiers naturels tels quen > 1 et 0 < k < n. Les nombres
de Stirling de premiére espéce non signés |s(n, k)| sont définis par

Z |s(n, k)|z" = z(z +1)...(x +n — 1).

Proposition 1.1. Soient n et k deux entiers naturels tels quen > 1 et 0 < k< n. Ona :

1) |s(n,0)] = 0, |s(n,n)| =1, [s(n, 1)| = (n — 1)! et |s(n,n — 1)| = 2=

si2<k<p—1
stk=1 ’
3) pourn>=2etl<k<n—1onals(nk)=|s(n—1k—1)4+ (n—Fk)s(n—1,k)|.

2) sip est un nombre premier alors |s(p, k)| (mod p) = { (11



Il est & noter que |s(n, k)| représente le nombre de permutations de n objets avec k cycles
disjoints. On I’appelle aussi cycle-nombre de Stirling et on le prononce n cycle k.
Diverses notations sont utilisées pour les nombres de Stirling de premiére espéce non signés,

parmi lesquelles |s(n, k)| = ¢(n, k) = {n . Ces nombres sont liés aux nombres de Stirling de

k

premiére espéce signés s(n, k) par s(n, k) = (—=1)"**|s(n, k)|.

1.2 Formules de récurrences et formules explicites pour

les nombres Bff)

Nous démontrons par une nouvelle méthode, des formules de récurrences et des formules
explicites pour les nombres B,(f) qui ont été déja établies sous des formes équivalentes pour
la premiére fois par N.E. Norlund [45, pp. 145-148|. Elles ont été exploitées par : L. Carlitz
[11, pp. 127-130], [14, p. 178], L. Comtet [18, p. 63|, F.T. Howard |29, pp. 316-319|, D.S.
Mitrinovié¢ [41, p. 5, F.R. Olson [46, pp. 641-642],... etc.

Théoréme 1.1. Soient n et v des entiers naturels. On a

rBU+Y = —(n —r)BY) — rnB,(Ql, pour n,r > 1. (1.1)
De plus, pour 0 < n <r—1 on a la formule explicite
Br(zr) _ (_1)n|s(r,r—n)\. (1.2)

r—1
(")
Pour prouver ce théoréme, nous établissons le lemme suivant :

Lemme 1.1. Soit r un entier naturel non nul. Alors La fonction f,. a variable réelle t définie
N iy . .
par f.(t) = (ﬁ) vérifie I’équation fonctionnelle

rfea(t) = () — rtfo(t) — tfi(t): (1.3)

Preuve. Par passage au logarithme de la fonction

o= ()

In|f.(t)] = rIn|t| — rinle’ —1|-

on a

En dérivant les deux termes

fit) r  e—1+1 7 1 r r
r _ e - _ 1 _
o1 a1 T Ut "




D’ou l'égalité
’ T T

f.(t) = Zfr(t) —rfe(t) — et — 1

.f r (t)
En multipliant par ¢, on obtient

rt
et —1

L (t) = rfp(t) = rtfo(t) -

fo(t) =1fr(t) —rtfe(t) — 1 fria(t)-
D’ou le résultat attendu

v (t) = rfo () — rtfo(t) — tfi(t)-

]
Preuve du Théoréme 1.1.
D’aprés le Lemme 1.1, on a les développements en séries entiéres suivants :
(r+1)
rBy N
rfra(t) = — " (1.4)
n!
n=0
rBY)
rft)= Y " (1.5)
n>=0
rB” 1 T’B(T)l
tf,.(t) = — gt = nlgn t n = 1, 1.6
rtf(t) ;0 oy ;(n—l)! en posant n' =n + (1.6)

/ B7(1T) B7(7,r)
thity= S n =3 T2y (1.7)

En remplagant les développements trouvés dans la relation (1.3), on arrive a I’égalité

(r+1) (r) r) (r)
(r41) ’I“Bn n_ (r) TBn _ Tanl _ Bn n
rBy Y4y “—t" =B +Z< il e Al s b A
n=1 n=1

Par identification, rB{"” = rB{"™ et pour tout n > 1 on a

rBYYY  rBY rBY, rBY
n!  nl (mn—1! (n—1)!

Par suite, on obtient la relation (1.1).
On démontre la relation (1.2) par récurrence sur l’entier naturel non nul r.
. s(ryr—mn
Pour r =1,n=0,0na B = By =1 et (—1)"%
(1.2) est vérifice pour r = 1. !

On suppose que la relation (1.2) est vérifiée pour 0 < n < r — 1. Puis, on considére le cas

= |s(1,1)] = 1. Donc la relation

6



r + 1, qui nécessite la discussion n =r et 0 < n

(i) Si n = r, grace a la relation (1.1) on obtient

BT(LT+1)

(i) Sin <

BT(LT+1)

Par conséquent on a

Les nombres de Bernoulli By(l

,n/BfL ) — _n<_1)n—1 |S(T7

r—mn+1)]

= (-1rl = (-1y

)
()

<r—1

[s(r+1,1)]

— _T(_l)r—l |S(7“,

r—r+1)]

r — 1, par I’hypothése de récurrence on trouve

—(-1y"

)

|s(r+1,r+1—n)|

()

(n—r) s(rr —n)] o lstrr —n+1)]]
—— |1 ey | (=" )
L n | L n—1
(n—r) L |s(ryr —n)| atls(r,r —n+1)]
| e | YT T e
L nl(r—1-n)! | L (r—=1)!(r—n)!
s(ryr—n nls(r,r—n+1
<_1>n|(r—')| +T<_1) | ( r(r—1)! )|
nl(r—n)! n(n—1)!(r—n)!
_1)n
%&[wmr—m+wme—n+nu
_1)m
( (r)) |s(r+1,r —n+1)|
B\ = (—1)"M , pour tout n < r — 1.

r)

précise on a le théoréme suivant :

(")

]

sont liés aux nombres de Bernoulli classiques. De maniére

Théoréme 1.2 (Formules explicites). Soient n et r deux entiers strictement positifs tels que

n=r. On a

B(T)

()

De maniere équivalente, on a

B

NG) = (-1

r

r—1

rlz

=

r—1
_ r—1 anfl
1 (_1)1( l )Bl()n—z'
1=0

l

(1.8)

(1.9)



Preuve. On démontre la relation (1.8) par récurrence sur 'entier naturel non nul r.
Pourr=1,n>1ona

By BY B, = By B, B
-/t =t _Tr —1)~ — M e(1.1) = = 2.
T’(n) 1(n) " et (—1) ;—0 |s(r,7 l)|n y |s(1,1)] n

n
r 1

Donc la relation (1.8) est vérifiée.

Pour n > r 4+ 1, d’aprés la relation (1.1) on déduit que

rBi Y B rB",

nin—r)  n n—r’

(r—1)!
(n—1)(n-2)...(n—r+1)

PBUTY ( (r —1)!1BY r(r — 1)1B), )

En multipliant les deux termes par , 1l vient

nin—1)..(n—7r) nn—1)..(n—r+1) (n-1)mn-2)...(n—r)
Soit

B7(LT’+1) B (Bnr) B(T)
<T + ]') (rzl)

_l_

_(—1y (B” S (s(rr —8) +rls(rr 41— D2t 4 g Bror )

n—I ‘n—r
=1

r—1
BTL Bn— Bn—r
:<_1)r< +Z|s(r+1,7’+1—l)| Lyl )

n—I ‘n—r
=1

By,
= (-1 3 [s(r+ L+ 1= )]~

o~

Ce qui compléte la preuve de la relation (1.8). La relation (1.9) découle des relations (1.2)
et (L8). O

1.3 Formules explicites améliorées pour les nombres BT(LN

Dans ce qui suit, nous introduisons les ensembles M (n,r) et M*(n,r). Ces ensembles
sont de nature arithmétique. Ils jouent un role crucial dans notre étude.

8



Définition 1.2. Soient n et r deux entiers naturels non nuls tels que n = r. On définit les
ensembles d’entiers [ :

1) M(n,r)={l:0<1l<r—1,n—1pair oun—1=1},
2) M*(n,r)={l:0<I<r—1,n—1 pair }.

Proposition 1.2 (Propriétés de M(n,r) et M*(n,r) ).
1) Pourr =1 ona
(a) sin=1:M(1,1) = {0} , M*(1,1) =0,
W) sinz 2 0 = w(n) = { o S e
2) Pourr >2, on a M(n,r) # 0 et M*(n,r) # 0. En outre,
(a) sin=r onaM(n,r)=M(nr)U{r—1},
(b) sin>=r+1onaM(n,r)=M(n,r).
3) Pourn etr fixés, on a B,_; # 0 équivaut a 1 € M(n,r), et si M(n,r) =0 alors BY) =o.

4) M*(n,r) est l'ensemble des entiers I, 0 < I < r—1 qui ont la méme parité que n, en
d’autres termes :

(a) sin est pair alors

M*(n,r) ={l pair :O<l<r—1}:{l:2k;:0<k<

/
1
=
N |
—_
| IS
——

(b) sin est impair alors

M*(n,r) ={limpair :0<I<r—1}={l=2k+1:0<k<]| 5 1}

De plus, on a

3 st est pair ,
] st n est impair |

#arnn) =1 |

c’est-a-dire :
(a) sir est pair #M*(n,r) =%,
(b) sir est impair

“ _ ) = st n est pair ,
#M(n,7) { % st n est impair .

5) On a

{n—1:1eM(nr)}= { {2[? o : 2[%7] —2[5]} . sin est pain,

1}, sin est impair .



Dans ce qui suit nous revisitons les formules explicites des nombres B,(f), en termes des

ensembles M (n,r) et M*(n,r).

Théoréme 1.3 (Formules explicites améliorées).
Soient n et r deux entiers strictement positifs tels que n > r. On a

BY B,
— = (-1 |s(ryr — 1) —
) 3y -

et

B . r—1\ By
_:(_1) 1 Z (_1)1( l )Bl() l.

T(T) leM(n,r)
St de plus n > r+ 1, alors on a

BSLT) r—1 Bn*l
T‘(n) =(-1) Z ‘S(T,T—Z)‘n_l

leM*(n,r)

et

T(Z) leM*(n,r)

B . r—1\ () By
:(_1) 1 Z (_1>l< l )Bl() _l.

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

Preuve. Preuve de la relation(1.10). D’aprés la Proposition 1.2, pour r = 1 et n impair > 3

(r)

on a By’ = B, = 0. Dans les autres cas on a M(n,r) # (. De plus pour | € M(n,r) on a

B, =0 et grace a la relation (1.8) on en déduit que

B — By
S = Y Jstrr = D)
r(r) lz:; n—1

= (-1 Z |s(r,r —1)] B + Z |s(r,r —1)|

) n —l )
leM (n,r) IgM(n,r)
_ (_1\r—1 o n—l|
= (Y Istrr = DI 4o
leM(n,r)

D’ou la relation (1.10).

La relation (1.11) découle des formules (1.10) et (1.9). Pour la preuve des formules (1.12) et

(1.13) il suffit de remarquer que M (n,r) = M*(n,r) pour tout n > r + 1.

10
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Chapitre 2

Congruences de Kummer et séries
d’Eisenstein pour les nombres de
Bernoulli d’ordres supérieurs

Ce chapitre est divisé en deux parties, dans la premiére partie nous étudions les congruences
B

n

de Kummer pour les nombres . Dans la seconde, nous nous intéressons aux séries d’Ei-

s
senstein associées aux nombres de Bernoulli d’ordres supérieurs.

B\
()

Dans cette partie nous établissons la p-intégralité et les congruences de Kummer pour les
(r)

nombres ;B(L) pour tout ordre r.

n
r

2.1 Congruences de Kummer pour les nombres

2.1.1 p-intégralité et congruences (mod p"Z,))

Nous rappelons les définitions suivantes :

Définition 2.1. Soit p un nombre premier et u un nombre rationnel. On dit que u est
p-entier si son dénominateur n’est pas divisible par p. L’ensemble des nombres rationnels
p-entiers est Z,y = {%, a € Z, b € N*, pged(ap,b) = 1} [49, p. 452].

On remarque que pour p un nombre premier et Z, l’anneau des entiers p-adiques on a
L) = Zp N Q [24, p. 60].

Définition 2.2. Soient p un nombre premier et n un entier naturel non nul. Pour a et b
deuz éléments de Zy, on dit que a = b (mod p"Zy) ou simplement a = b (mod p™)
sia—0be€p'Lyy. Clest-a-dire a = b+ p™u ot u € Ly cf. [4, p. 43] et [50, p. 539].

11



D’autre part, les congruences suivant la Définition 2.2 jouissent des propriétés classiques
des congruences sur Z [50, p. 539]. Elles sont la restriction des congruences (mod p"Z,) [17,
p. 52|.

De plus, si nous supposons dans la Définition 2.2 que a et b sont des nombres rationnels,
alors les propriétés des congruences classiques pour le produit ne sont plus vérifiées, mais
elles restent valables pour la somme et la multiplication par un p-entier.

2.1.2 p-intégralité et congruences de Kummer de niveau 1

Dans ce qui suit nous étudions la p-intégralité et les congruences de Kummer de niveau

()
1 pour les nombres f( o)

Théoréme 2.1. Soient n et r deux entiers strictement positifs et p un nombre premier tels
quen=r, M(n,r)#0 et p—14n—1 pour tout L € M(n,r). On a :

1)p=>r+2,
(r)
2) —— est p-entier,
r(7)

r

3) si de plus n et m sont des entiers tels que n,m > r+1 et m =n (mod p — 1) alors

BY _ BY

r(7) ()
Preuve. Soit p un nombre premier qui satisfait les hypothéses du Théoréme 2.1.
1) Supposons par I’absurde que p < r + 1.

(mod p).

Sip=2alors p—1=1|n — [, pour tout [ € M(n,r). Ce qui est exclu.

Sip > 3 alors p— 1 est pair. On a p — 1 < r, donc il existe un entier [, 0 < I < r — 1 tel
que n — [ =0 (mod p — 1). La parité de p — 1 entraine [ € M (n,r). Ce qui est aussi exclu.
En conclusion on doit avoir p > r + 2.

2) Onap—11n—1pourtout! e M(n,r), donc L est p-entier pour tout [ € M(n,r).
D’autre part les |s(r,r — [)| sont des entiers.

Par suite la relation (1.10) nous permet de conclure.

3) Pournym >2r+1letn=m (modp—1) ona M(n,r) = M*(n,r) = M*(m,r) =

M(m,r) et n —1l=m—1 (mod p — 1) pour tout [ € M*(n,r).
D’oti, d’aprés les congruences de Kummer on a ~"5' = % (mod p), pour tout [ € M*(n,r).

Par suite la relation (1.12) implique

By  BY

(mod p)-



[]

Corollaire 2.1. Soient n et r deux entiers strictement positifs et p un nombre premier tels
quen =1, M(n,r) # 0 et p— 11 n—1 pour tout | € M(n,r). Alors le nombre B\ est
p-entier.

B
()

n
I’entier 7“( ), il vient que BT(:) est aussi p-entier (comme produit de p-entiers ).
r

Preuve. D’aprés le Théoréme 2.1, on sait que est p-entier. Donc en multipliant par

Ce qui achéve la preuve. n
Corollaire 2.2. Soient n, r et « des entiers strictement positifs et p un nombre premier tels
quen =1, M(n,r) %0 et p—1+tn—1 pour tout I € M(n,r).

Si p® divise A;, alors p® divise le numérateur de BY, ou Al =n(n—1)..(n—7r+1).

N
Preuve. On pose B{") = o avec N € Z, N € N* et pged(N, D) = 1. Soit p un nombre
premier tel que p*|A”.
BY (r=1)IN

D’apres le Théoréme 2.1, le nombre ——~ = est p entier et p > r + 2. Donc
r(r) ArD
- IN
% = %, avec a € Z,b e N,p1b

et

b(r —1)IN = A Da.
On a alors

p|b(r — 1)IN

et

pged(p®, b(r — 1)) = 1.
Par le lemme de Gauss on a
p%|N.
Ce qui achéve la preuve. O

Nous pouvons étendre les congruences de Kummer. Pour cela nous introduisons les en-
*
sembles My (n,r) et My (n,7).

Définition 2.3. Soient n et r deux entiers strictement positifs tels que n = r et p un nombre
premier. On définit les ensembles d’entiers [ :

1) My(n,r)={l:1€ M(n,r) et p—1|n — 1},
2) My(n,r)={l:1€ M*(n,r) et p—1n —I}.

Proposition 2.1 (Propriétés de My(n,r) et My (n,7) ).
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1) Sip est impair oun = r+ 1 alors My(n,r) = M (n,r).
2) My(n,r) = M(n,r) et Mj(n,r) = M*(n,r).

3) Ms(n,r) = M*(n,r).

4) Sil € My(n,r) alors v,(B,—;) = —1.

Bn—l
n —

5) Sile M(n,r)\ My(n,r) alors

est p-entier.

Nous montrons le résultat suivant :

Théoréme 2.2. Soient n et r deux entiers strictement positifs tels que n > r et p un nombre
premier impair. On a :

B 1 —1
1) le nombre B = = 4+ (1" (= — 1) Z Jstrir = DI est p-entier,
r<7") p leMy(n,r) n—1

2) sip =5 etn,m des entiers = r + 1 tels que m =n (mod p — 1), alors on a
By =B (mod p).
Pour la preuve de ce théoréme nous utilisons le lemme suivant :

Lemme 2.1. Soient p un nombre premier impair et k un entier strictement positif pair ou

égal a 1. On pose
By sip— 11k,
/Bk‘ - { .Bkk,-‘r%—l

k sip—1|k.

On a
1) le nombre By, est p-entier,

2) sip>=5 etn,m deux entiers strictement positifs pairs tels que n = m (mod p— 1), alors
on a

Bn = Pm  (mod p).
Preuve. Cf. [31, pp. 253-255]. ]

Preuve du Théoréme 2.2.
1) Par la formule (1.10), on trouve

r r— B 1,1 |s(r,r —1)|
B = (=1 D st ==+ (D)= — 1) Y —
n—1 P n—1
leM(n,r) leMy(n,r)
1
B, =—14 B,
_ (_1\r—1 _ n—l _1\r—1 _ p
ST D D MU LR GV e S O At
leM (n,r)~Mp(n,r) leMp(n,r)
= (=" D st =DlBa (2.1)

leM(n,r)

14



D’autre part, les nombres |s(r,7 — )| sont des entiers et le Lemme 2.1 implique que (3,,_; est
p-entier pour tout [ € M(n,r). D’oit d’aprés la relation (2.1), le nombre @@ un p-entier.

2) Pour n,m > r+1etn=m (mod p— 1), par le Lemme 2.1 on a 3,_; = S,,,—; (mod p)
pour tout [ € M*(n,r). Des relations 2) (b), 6) de la Proposition 1.2 et l'identité (2.1), on
déduit que

BY = (—1 Y [s(rr— D)8

leM*(n,r)

= (-1 Z |s(r,r = 1)|Bm— (mod p)
leM*(m,r)

=65 (mod p).

]

2.1.3 Congruences de Kummer de niveau quelconque pour les nombres
By

r(7)
(r)

Dans cette partie nous généralisons les congruences de Kummer (2) aux nombres 2z

()

<

pour tout niveau. Le niveau sera noté par N + 1.

Théoréme 2.3. Soient n,m deux entiers positifs, N un entier naturel et p un nombre
premier tels quen,m > r+1 et p—14n—1, pour toutl € M*(n,r). Sim =n (mod p~ (p—1))
alors on a

B Bon_i

— - (_1)r—1pm—r pr—l—l‘s(r7 r— Z)‘

@ P ey
— B7(1T) 1 r—1, n—r r—{—1 l Bn*l d N+1 29
:7@5—(—) p > P st =Dl (mod MY (22)

leM*(n,r)

Preuve. Par la Proposition 1.2 6), on a M*(n,r) = M*(m,r).

1. Si M*(n,r) = 0 alors les deux termes de la relation (2.2) sont nuls. Donc la congruence
(2.2) est vérifice.
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2. Si M*(n,r) # 0 alors la formule (1.12) donne

B7(7'r) -1, n—r r—l— By
el B Sl N
"\ leM*(n,r)
r— B r— n— B
=0 DD st =) — (=1 P s = 1)
n—1 n—I
leM*(n,r) leM*(n,r)

= (=0t > = Ys(r =)

leM*(n,r)

B,
n—1

Comme m = n (mod pY(p—1)), alors m—I =n—1 (mod (p"(p—1)) pour tout I € M*(n,r).
Par les congruences de Kummer on a

Bm—l

. B,
=(1-phH—=

1— m—Il—1
(I—-p ) p—

(mod p™*Y), pour tout I € M*(n,r).

o~

En multipliant par les entiers |s(r,7 — [)| et en faisant la somme sur les [ € M*(n,r), on
obtient

B,
_1 r—1 1 m—I—1 _ m—l
e I S R [
leM~*(m,r)
_ r—1 n—Il—1 By N+1
= (-1) (1= strr = DI | (mod p¥,
leM*(n,r)
ou encore
B”(7:) T m—r (a m—
NG (—1)""'p P s(r,r = 1) ll
r leM*(m,r)
B B,_
=~ — (-0 L YD P st = DI | (mod pNY.
) o
r leM*(n,r)
Ce qui achéve la preuve du Théoréme 2.3. n

Corollaire 2.3. Soient n,m deux entiers positifs, N un entier naturel et p un nombre
premier tels que nym > N +r+1 et p—11n—1, pour tout | € M*(n,r). Si m = n
(mod p™(p — 1)) alors on a

B&Y _ BY

r(7) Q)

(mod p™Nt1h).
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Preuve. Pour n,m > N+r+10nan—rm—r N +1.

i_l , Sm —=L sont p-entiers et r — [ — 1 > 0, pour tout [ € M*(n,r).

Donc
Y st = D =0 (mod 5,
leM*(m,r) m—1
’ - (2.3)
" Z P s( r—l)\B_l =0 (mod p"N™).
l
leM*(n,r) ]
Par suite, les relations (2.2) et (2.3) nous donnent le résultat attendu. O

2.2 Séries d’Eisenstein associées aux nombres de Ber-

noulli généralisés B ,g")

Dans cette partie nous construisons de nouvelles séries d’Eisenstein associées aux nombres
de Bernoulli généralisés B,(:) et nous établissons leurs congruences de Kummer.
Soient k et r deux entiers strictement positifs tels que k£ > r. On désigne par

(r) B(r
Ey(2) = +Z
n=1

ol X

Im(z) > 0;q = e*™, o, (n) == =) [< d >, +(~1)"(d),] d*
2 dn
avec
<d>=dd+1)---(d+r—1) et (d)y=dd—1)---(d—r+1),

les séries d’Eisenstein d’ordres r associées aux nombres de Bernoulli généralisés B,(;).

En particulier pour r =1, on a

op-1(n) = de_l si k est pair

1
oM (n) = din
0 sinon ,
et
Ex(z) = —% + Z or—1(n)g" sik est pair
E(2) = !
0 sinon.

E} est la k-iéme série d’Eisenstein classique. Notons que pour k > 4, Ej est une forme
modulaire sur SLy(Z) de poids k. Cependant, pour r > 2, E,gr) n’est pas une forme modulaire
au sens classique. Dans [51], J-P. Serre note par Gy, la forme modulaire FE.

17



2.2.1 Résultats sur les séries d’Eisenstein E,(f)(z)

Dans ce qui suit nous exprimons la série d’Eisenstein E,(f)(z), en fonction des séries
d’Eisenstein classiques Ej_; pour [ € M*(k,r). Nous établissons également des congruences

de Kummer pour ces séries. En outre nous formulons ’expression de E,(f)(z) en fonction des
valeurs spéciales de la fonction zéta d’ordre r.

Théoréme 2.4. Soient k et r des entiers strictement positifs, avec k = r+1. On a

ED(z)= > s(ror = D] Eea(z), (2.4)

leM*(k,r)

ot E(z) = (_é)kC(l — k) + Zak_l(n)q” est la k*™¢ série d’Eisenstein de poids k, et ((s)
n>1
est la fonction zéta de Riemann donnée par ((s) = Zn_s, pour R(s) > 1.
n=1
Remarque 2.1. Sik >r+3 etl e M*(k,r), alors on a k —1 > 4 et Eyx_; est une forme
modulaire sur SLy(Z) de poids k — 1.

On pose M,gr) = @ M.y, ot My_; est I'ensemble des formes modulaires de poids
leM*(k,r)
k — [, de la forme Z a,q" ou les coefficients a,, sont des nombres rationnels p-entiers.

n=0

Corollaire 2.4. Soient k et r deux entiers strictement positifs tels que k > r + 3. On a
E e M.

Théoréme 2.5. Soient k, k' deux entiers positifs, N un entier naturel et p un nombre premier
tels que k, k' > N +r+1 et p—14n—1, pour tout | € M*(k,r). Si k = k" (mod p"(p—1))
alors on a

E" = Elg) (mod p™NT).

Le terme constant dans E™ z), s’exprime en fonction des valeurs spéciales aux entiers
k )
négatifs de la fonction zéta de Riemann de dimension r définie par

1
r\S, = s R > t x> 0.
G (s, x) Z G mimt Ty pour R(s) > r etz

ni,ne, Ny =0

Proposition 2.2. Soient r et k deux entiers strictement positifs. On a :

(i) La fonction s — (.(s,x) a un prolongement analytique sur tout le plan complexe, avec
un pole simple en s = r. De plus, pour k > r on a

k=) .
Gl — ko) = (-1,

18



(ii)) Pourk >r+1 ona

E,(f)(z) = W G(r—k,r)+ Z |s(r,r —1)| Zak_l_l(n)q”.

1eM*(k,r) n>1

Remarque 2.2. En suiwvant la théorie de J-P. Serre des formes modulaires p-adiques, telle
que présentée dans [51], nous pouvons construire la version p-adique de E,gr). Ceci n’est pas
l’objectif de notre travail.

2.2.2 Preuves des principaux résultats de la partie 2.2.1

Pour prouver les principaux résultats de la partie 2.2.1, nous utilisons les lemmes suivants :
Lemme 2.2. Soient k, r et n des entiers strictement positifs tels que k > r. On a
01@1(”’) = Z |s(r,r = 1)|og—1—1(n).
leM*(k,r)

Preuve. Soit d un diviseur de n. On a

<d>=dd+1)--(d+r—1) =3 |s(r)|d.
=0

Comme |s(r,0)| = 0, on obtient alors

r—1
<d>=> |s(r,r=1)d".
=0

D’autre part, avec les nombres de Stirling s(r,[) de premiie espéce on a aussi

s T

(d)r = s(r.)d = (=1)"|s(r,1)|d

=0 =0
r—1

= > (1 fstrr =Dl
=0

cf [18, pp. 47-48|. Par consquent, on trouve

—_

r—

<d >, +(—=1)*(d),

[1 + (—1)k_l] |s(r,r —1)|d"™

2 Z s(r,r —1)|d"

leM*(k,r)

o
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et

r 1 T— —r—
a,gjl(n):§z 2 Y s(ror =D | dhrt

din leM~(k,r)
ST Sy
leM~(k,r) dn
= > Is(rr = Dlok-ia(n).
leM*(k,r)
On obtient ainsi le Lemme 2.2. O

Lemme 2.3. Soient k, k', n des entiers positifs et N un entier naturel avec
k,k' > N +r+1. Sip est un nombre premier tel que k = k' (mod p™(p — 1)) alors on a

(r)

J,(Ql(n) =0, ,(n) (mod pN ).

Preuve. Par le Lemme 2.2, on a

oilin) = D7 lstror =Dl

leM*(k,r) dln
Pour établir le Lemme 2.3, il suffit de prouver que

1 = ¥ (mod pMN ) (2.5)
pour tout diviseur d de n et pour tout | dans M*(k,r).

Si d est non divisible par p on a d?" @Y = 1 (mod pN*!). Par contre si p divise d on a
k—1—1,k—1—1> N+1 et donc on obtient d*~=1 = d* =1 = 0 (mod p™+1).

Ce qui assure la relation (2.5). O

Preuve du Théoréeme 2.4.
Du Lemme 2.2 et la relation (1.12), on a

R D

k—1
leM*(k,r)

+Z Z |s(r,r — D)|og—1-1(n)q".

nzl leM*(k,r)

Par suite, on obtient

r B n
E’(c )(Z) = Z |s(r,r —1)] (_Q(k;— 0 +n20k_l_1(n)q ) )

leM~*(k,r)




Par conséquent, on trouve la formule souhaitée

ED ()= > s(rr — D Eea(2).

leM* (k,r)
Ceci termine la preuve du Théoréme 2.4. O

De plus, de la formule (2.4) on déduit que E,ET) € Dicar-kry M1, car Ex_i(z) sont
des formes modulaires pour SLs(Z) de poids k — [ pour tout | € M*(k,r). Cala prouve le
Corollaire 2.4.

Le Théoréme 2.5 peut étre déduit du Corollaire 2.3 et du Lemme 2.3. Ce résultat donne une
généralisation des congruences de Kummer classiques sur la série d’Eisenstein Fj,.

Preuve de la proposition 2.2.
La premiére partie de la Proposition 2.2 est prouvée dans [6] (voir la formule (10)) et [16,
pp. 668-669|. De plus, on obtient

(-1)7BY _ (~1)F(r —1)!
2r(f) 2

G (r—k,r). (2.6)
De la relation (2.6) et du Lemme 2.2, on trouve

E,(;)(z) = EUrer =1 G(r—k,r)+ Z |s(r,r —1)] Zak_l_l(n)q”.

2
leM~(k,r) nzl

Ceci termine la preuve de la Proposition 2.2. O
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Chapitre 3

Dénominateurs et coefficients de

Clausen-von Staudt des nombres
(r — 1)!Bq<f)

Dans ce chapitre, nous donnons une expression explicite des dénominateurs des nombres
(r — 1)!B7(f), et un analogue de la formule de Clausen-von Staudt pour ces nombres.

3.1 Rappels sur la valuation p-adique d’un rationnel

La notion de valuation p-adique d’'un nombre rationnel est un cas particulier de la théorie
des valuations sur un corps. Cette notion est traitée par plusieurs auteurs, nous citons a titre
d’exemples : Y. Amice [3, p. 22-28|, E. Artin [5, p. 28], Z.1. Borevich [10, p. 195, p. 198-200],
R. Descombes [20, p. 16|, F.Q. Gouvéa [24, p. 25|, H. Hasse |27, p. 119], R.L. Long [39, p.
15], M.P. Malliavin [40, p. 198], R. Ribenboim [48, p. 76], O.F. Schilling [53, p. 4].

Proposition 3.1. Soit p un nombre premier et u un nombre rationnel non nul. Alors il
existe un unique entier relatif n tel que

(3.1)

S e

ot a € Z* et b € N* avec pgcd(ab, p) = 1.

Définition 3.1. Soit p un nombre premier et u un nombre rationnel. La valuation p-adique
+o00 stu=0

n stu#0 "’

ou n est l'exposant de p défini dans la relation (3.1).

de u est le nombre vy(u) = ord,(u) =

Proposition 3.2. Avec les mémes notations de la Définition 3.1, on a

u # 0 si et seulement si v,(u) < +00.
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Proposition 3.3. Soient m un entier strictement positif, uy, us, ..., Uy, des nombres ration-
nels, aq, o, ..., oy, des entiers relatifs non nuls et p un nombre premier. On a :

1) vp(ug + ug + ... + wp,) = min(v,(ug), vy(u2), ..., vp(um)),
2) s’il existe ip € {1,...,m} tel que pour tout i € {1,...,m} ~{io}, vp(u;) > vy(uy,), alors
on a

Vp(Uy + U + oo+ Upy) = min(v,(ug), vp(Ua), ooy Up(Um)) = vp(us,) < +00

et u1~|—u2—|—...—|—um7é0,

3) si les nombres uy, us, ..., Uy, sont non nuls alors on obtient

Am

Up(uftug?.upm) = arvp(ur) + aovp(uz) + ..o+ AUy (Un,).

Proposition 3.4. [30, p. 233/ Soit p un nombre premier, n un entier strictement positif, s
et t deux p-entiers de Zy et u un nombre rationnel. On a :

1) u est p-entier si et seulement si vy(u) > 0,

2) s =t (mod p") si et seulement si vy(s —t) = n.

3.2 Dénominateurs et formule de Clausen-von Staudt

D’aprés la relation (1.2), on a (r — 1)!By) = (=1)"n!(r — 1 —n)!|s(r,7 — n)| pour tout
0 < n <r—1.Ce qui montre que ces nombres sont des entiers relatifs de dénominateurs 1.
Nous nous intéressons désormais au cas n > r. Avant d’énoncer le théoréme principal de ce
chapitre, nous introduisons les ensembles S;(n, r), So(l, n, ) et les coefficients de Clausen-von
Staudt.

3.2.1 Les ensembles Si(n,r), Sa(l,n,r), Sa(n,r) et les coefficients de
Clausen-von Staudt

Définition 3.2 (Les ensembles S(n,r), So(l,n,r) et Sa(n,r)).

Soient I, n et r des entiers naturels tels que n > r > 1+ 1. On définit les ensembles :

1) Si(n,r) = {p premier : 5] +1<p<r—1,p—1n et pjn+ 1},

2) pourl € M*(n,r) :
(a) S2(0,n,r) = {p premier :r+1<
(b) So(l,m,r) = {p premier :r+1<

sil>1, ou Al =n(n—1)...(n—r+1),

3) Sa(n,r) =) Sallin,r).

leM*(n,r)

<n—r,p—1lnetptar},
<n+17p_1|n_lap+ a 6tp+|5(7“,7“—l)|}

n—I
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Notation 3.1. Soient n et | deux entiers naturels tels que 0 < | < n et ag,aq,...,a, des
nombres rationnels. On désigne par aoal...cgl...an, le nombre obtenu en remplacant a; par 1

dans le produit H a;.

=1

Définition 3.3 (Coefficients de Clausen-von Staudt).

Soient k, I, n et r des entiers naturels tels quen > r > 1+ 1 et p un nombre premier. On
définit les coefficients de Clausen-von Staudt 0y, v-(n), a.(n), A(n,r) et c,(n,r,1) associées
auzx nombres (r — 1)!B7(f) par :

1)
{ 1 si k est premier
(Sk - . )
0 sinon
2)
(n) = 1 sirest premier tel que r — 1|n et r|n(n + 1)
=00 sinon ’
3)
an(n) = 0 sirln
Yl osirn 410
4)

1 si(r,n)=1(1,2)
0 sinon

Y

An,r) = {

5) et pour tout n =a (mod p),a € {{}U{r,r+1,...,p—1}etr+1<p<n+1,
\%

cp(n,rl) =(—1)"ala—1)..(a—1)...(a —r+1).

Proposition 3.5 (Propriétés des ensembles Sy (n,7)).
Soient n et r deux entiers strictement positifs tels que n > r. On a :

1) si Si(n,r) # 0 alors r > 3, de plus pour tout p € S1(n,r) on a2p =1r+1,
2) sin est pair alors 2 & Si(n,r),

3) sin est impair alors Si(n,r) = { é2} zi :: ; g ,

4) sip € Si(n,r) alors p—1 € M*(n,r), de plus les trois propriétés suivantes sont équiva-
lentes :
(a) p—1|n et pln+1,
(b) p—1ln et n 7= 1 (mod p),

(c¢) Il existe un entier naturel h non nul tel que n =p — 1+ hp(p — 1).
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Pour la preuve de cette proposition on utilise le lemme suivant :

Lemme 3.1. Soient n,l, k des entiers relatifs et p un nombre premier. Alors les assertions
sutvantes sont équivalentes :

1) p—1ln—1 et pn —k,
2)n—1=(p—=1)(~=k) (modp(p—1)),

n—1

3) p—1n—1et 1El—k(modp),

4)n=Il+p-10)1—-k)+hp(p—1), ot h€Z.

Preuve.

1) est équivalente a 2).

On ap—1|n—1 est équivalent & p—1|n — I+ (p— 1)(k — ). De méme p|n — k est équivalent
apn—k+pk=0D=n—-1+{p-1)(k-1.

Comme pged(p,p— 1) =1 alorson a: (p — 1|n — [ et p|n — k) équivaut a

plp—1n—1+(p—-1)k-1).

Ce qui est équivalent en terme de congruences a n — I+ (p— 1)(k — 1) =0 (mod p(p — 1))
ouencore an—I=(—-k)(p—1) (mod p(p —1)).

D’ou le résultat.

2) est équivalente a 3).

Sin—Il=(—-k)(p—1) (mod p(p— 1)) alors n — [ est divisible par p — 1, donc en divisant
tous les termes de cette congruence par p — 1, on obtient 1’équivalence demandée.
L’équivalence entre (2) et (4) est triviale. O

Preuve de la proposition 3.5.

1) Supposons que Si(n,r) # 0. Pour tout p € Si(n,r) ona [5]+1<p<r— 1.

Comme p > 2 donc la condition p < r — 1 implique r > 3.

D’autre part : p > [g] + 1 équivaut ap—12> [fJouap—1> 5 —1. Dot 2p > r et par suite
2p > r+ 1.

2) Supposons que n est pair et soit p € Si(n,r). On a 24 n+ 1 qui est impair et p|n + 1.
Donc p # 2 pour tout p € Si(n,r) et par suite 2 € Sy(n,r).

3) Supposons que n est impair et Si(n,r) # (). Pour tout p € Si(n,r) on a p — 1jn. Comme
n est impair alors p — 1 l'est aussi. Par suite p est a la fois pair et premier, d’ot p = 2.

Par conséquent on a [§] +1 < 2 et r > 3, ce qui donne r = 3.

D’ou l'on conclut que Sy(n,r) = { %2} 21 :: ; g :

4) Sip € Si(n,r) alors p(p —1)|n —p+1 et donc p — 1 € M*(n,r).

D’autre part en posant [ = 0 et £ = —1 dans le Lemme 3.1, on déduit I'equivalence entre
(a), (b) et (c) avec h € Z. De plusonan >r >p+1doncp—1+hp(p—1) = p+1. Ce
qui implique hp(p — 1) > 2 et h € N*. O
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Proposition 3.6 (Propriétés des ensembles Sy(l, n,7)).
Soient n, r, [, Iy et ly des entiers naturels tels quen > r > 1 et l,l;,lo € M*(n,r). On a :
1) sily # Iy alors So(ly,n,7) N Sa(ly,n,r) =0,
2) sip € Sy(l,n,r) alors les cing propriétés suivantes sont équivalentes :
—1ln—1cet z
() p— A~ et pt 222,
Y
(b) p—1n—1etng{0,..,1,...,r—1} (mod p),
(c) p—1n—1letne{l}Uu{r,r+1,...,p—1} (mod p),
[ v
1 Z{l,l—-1,..,0,....0 —r+1} (mod p),
p_

—1
Z—l e{0}u{l+1,...,p+1—r} (mod p),

3) si So(l,n,r) # 0 alors on a :
(a) 1 =0 implique n > 2r + 1,
(b) 1 =1 etpe Sy(l,n,r) impliqguentp < n+1—Il(r+1) <n—retn> (I+1)(r+1)—1,
(¢) M(n,r) = M*(n,r).

4) sir+1<p<n+1alorsona:

n —

(d) p—1n—1 et

(e) p—1n—1 et

(a) p € Sa(l,n,r) si et seulement sip1 |s(r,r —1)| et il existe un couple (u, h) d’entiers
tel quen =1l+ulp—1)+hp(p—1) avecu € {0} U{l+1,...,p+1—7r}, he N et
(u,h) #(0,0) et (I,u,h) # (0,1,0) sip=>3
{U—Oeth>2 sip=2"~

(b) p—1n—1 et p & Sy(l,n,r) impliquent p & Ss(j,n,r) pour tout j € M*(n,r).
Pour la preuve de cette proposition on utilise les trois lemmes suivants :

Lemme 3.2. Soientn, r, [, i des entiers naturels et p un nombre premier tels quen > r > 1,
O0<il<r—letr+1<p<n+1. Sip—1|pgedin—1,n—1i) alorsl=1.

Preuve. Supposons que p—1jn—letp—1ln—i, 0<,i <r— 1.
Donc
p—1|(n—=10)—(n—i)=1i—1
D’ou
i—l=k(p—1), keZ.
Comme 0 < l<r—lona—(r—1)<i—I<(r—1et—-(r—1)<klpp—1) < (r—1).

Par suite on obtient —1 < % <k< (;%1) < 1. Ce qui donne £ =0, i = (.

D’ou la preuve du Lemme 3.2. O

Lemme 3.3. Soient n, r, | des entiers naturels et p un nombre premier tels que n > r > 1,
r+1<p<n+1letle Mn,r). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
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AT
1)p—1n—1letpf——
)p=lln—letpf——,
v
2)p—1n—1etn &{0,..,1,..7—1} (mod p),
3)p—1n—1letne{l}U{r,r+1,..,p—1} (mod p),

— \
4)p—1|n—letn iQ{l,l—l,...,O,...,l—r+1} (mod p),
p—
—1
5)p—1|n—letn 16{0}U{l+1,...,p+l—r} (mod p),
D—
6) n=I0l+ulp—1)+hp(p—1) ovue {0} U{l+1,...,p+1—r}, heN
) # (0,0 ip>3
(u,h) € {(1,0)} U{0} x N* sip=2"~

Preuve.

1) est équivalente a 2).
On a p‘% _ n(nfl)ﬁ.f?f?drl)
pln — k.

Donc p { % est équivalente & ptn — k, pour tout k e NNO< bk <r—1,k#1L

Ou encore en terme de congruences, on an # k (mod p), pour tout k e N O < k<r—1,k #

si et seulement s’il existe k € Nk # [,0 < k < r — 1 tel que

\
[. Ce qui s’écrit aussi n & {0,...,[,....,7 — 1} (mod p).
2) est équivalente a 3).

Cette équivalence découle du fait que les ensembles {0, ..., \l/, wor=1}et {{}U{r,r+1,...,p—1}
sont complémentaires modulo p.

1) est équivalente a 4).

D’aprés le Lemme 3.1, on a

—1
(p—1ln—1 et p|n — k) si et seulement si (p — 1|n — [ et n 7= [ —k (mod p)).
Dot 1 l Ar n(n—1)..(n—r+1) soival N 1 I —1 d
o, (p—1n—let p[;= = ==—r7—) est équivalente a (p—1{n—l et — ] (mod p) €
\
U0 —1,00,0, 0 L — 7 4+ 1)),
n—I

Aill) si et seulement si (p — 1jn — [ et

n—

Par conséquent, on a (p — 1jn — [ et p ¢t .

p_
\%

(mod p) ¢ {l,l —1,...,0,..,l —r+1}).

4) est équivalente a 5).

Comme d’une part, les ensembles {l,1 — 1, ...,6, wnl—r+1yet {0U{l—r,...l —p+1}
sont complémentaires modulo p et d’autre part on a {0} U{l —r,....0 — p+ 1} (mod p) =
{oyu{p+i—r,..,l+1} (modp) ={0}U{l+1,...,p+1—7r} (mod p). On déduit alors
I'équivalence entre 4) et 5).

5) est équivalente a 6).

— e N etle Mn,r) alorsp—1|n—letn_
p—1 p—1

Comme e{0ju{l+1,..p+l—r}
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(mod p) si et seulement si p—1|n—1 et n-

l
1= uthp,onu € {0}U{l+1,...,p+l—r}, h €N,
avec (u,h) # (0,0) et [ € M(n,r). Ce qui est équivalente &

n = l+u(p—1)+hp(p—1) avec u € {0}U{i+1,...,p+l—r},h € N, (u, h) # (0,0) et [ € M(n,r).

Remarquons que si p > 3 alors p — 1 est pair et donc [ € M*(n,r). Par contre si p = 2 alors
r=1,1=0 et la condition [ € M(n,r) est équivalente alors a n pair ou n = 1.
D’ou I’équivalence entre 5) et 6). O

Lemme 3.4. Soient n, r, | des entiers naturels et p un nombre premier tels quen > r > 1,
r+l1<p<n+1letle M(n,r). Sil’une des propriétés du Lemme 3.3 est vérifiée, alors on
a

(a) pourl>1onap<n+l1—-Ir+1)<n-—r,
(b) pour 1 =0 on a trois cas :
(i) si (u,h)=(1,0) alorsp=mn+1,
(ii) si (u,h,p)=(0,1,2) alorsp=n—r+1etr=1,
(iii) si (u,h) # (1,0) et (u,h,p) # (0,1,2) alors p < n —r.

Preuve. Supposons que 'une des propriétés équivalentes du Lemme 3.3 soit vraiée.

-1

(a) D’aprés la propriété 6) du Lemme 3.3, on a n =m=u+hp>l+1 avecp>r+1.

Doncn—Il=m(p—1) = (m—l)(p—1)+p—110
D'ou l'on déduit quep=n+1—-Il—(m—-1)p—-1)<n+1—-1l—-lr=n+1-1r+1).
Comme ! >lalorsn+1—Il(r+1)<n+1—-(r+1)=n—r.

(b) Supposons que [ = 0.

(i) Si (u, h) = (1,0) alors la propriété 6) du Lemme 3.3 implique n = p—1, et donc p = n+1.
(ii) Si (u, h,p) = (0,1, 2) alors d’apreés la propriété 6) du Lemme 3.3 on an =p = 2.
Commep>r+lalorsr=1letp=n—r+1.

(iii) Supposons que (u, h) # (1,0) et (u, h,p) # (0,1,2).

Si (u, h) = (2,0), la propriété 6) du Lemme 3.3 implique 2 € {1,...,p—r}, et donc p > r+2.
Commen=2(p—1)=p+p—2alorsp=n—p+2<n—(r+2)+2=n—r.
Si(u=0,h>2)ou(ue{l,2} et h#0)ouu >3, alors nl =u+hp=m2=3.

Commen =m(p—1)=p—1+(m—1)(p—1)alorsp=n+1—(m—-1)(p—1) <n+1-2r <
n—r. [

Preuve de la proposition 3.6.

Les propriétés 1) et 2) découlent des lemmes 3.2 et 3.3 respectivement.

3) (a) Sil =0 alors la condition r +1 < p <n—rentrainen —r >r+1,doun > 2r+ 1.
(b) Sil > 1 et p € Sy(l,n,r) alors la propriété (a) du Lemme 3.4 implique r + 1 < p <
n+1—l(7‘+1) Doun+1—I(r+1)>r+1,etdoncn > ((+1)(r+1)—1.

(c) De (a) et (b) on déduit que n > r + 1, donc M(n,r) = M*(n,r).
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4) (a) découle de la propriété 6) du Lemme 3.3 et de la propriété (b) du Lemme 3.4.

(b) Comme p — 1|n — [ alors d’aprés le Lemme 3.2 on a :

p—14n—j, pour tout j € M*(n,r)~{l} et donc p & Sa(j,n,r), de plus on a p & Sa(l,n,r),
ce qui permet de conclure. O

Remarque 3.1.

1) La condition r+1 < p < n+1 de la Définition 3.2, la Proposition 3.6 et les lemmes 3.2,
3.3 et 3.4, peut étre remplacée par la condition p = r + 1. Car si p|n — | pour un certain
[ compris entre 0 et r —1 alorsp—1<n—I<netp<n+l.

2) D’aprés la propriété 4)(a) de la Proposition 3.6, on a
2 € S5(0,m,1) si et seulement si n = 2h avec h > 2.

Proposition 3.7 (Propriétés des ensembles Sy(n,7)).
Soient n et r deux entiers strictement positifs et p un nombre premier tels que n > r et
r+1<p<n+1. 0Ona:

1) les ensembles Ss(l,n,r), | € M*(n,r) forment une partition de Sa(n,r),

2) sip € So(n,r) alorsr+1<p<n—r,

3) Sa(n,r) # 0 implique n > 2r + 1,

4) sip—14n—10 pour toutl € M*(n,r), alors p & Sa(n,r),

5) sl existe | € M*(n,r) tel que p— 1|n — 1, alors p € Sy(l,n,r) oup & Ss(n,r).

Preuve. La preuve de cette proposition découle de la Définition 3.2 et de la Proposition
3.6. [

Proposition 3.8 (Propriétés des coefficients v, (n)).
Soient n un entier strictement positif et r un nombre premier tels que n > r. Alors les trois
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) r—1n et rin(n+ 1),

(i) r—1|n et rﬁl € {0,1} (mod r),

(i1i) 1l existe un couple d’entiers (u,h), u € {0,1}, h € N* tel que n = u(r — 1) + hr(r —1).

Pour la preuve de cette proposition nous utilisons les deux lemmes suivants :

Lemme 3.5. Soit n un entier strictement positif et r un nombre premier tels que n > r.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) r—1|n et r|n,
(b) r—1|n et n
r_

(c) n=hr(r—1), ou h € N*.

= 0 (mod 7),

Preuve. On prend [l = 0, £k = 0 et p = r dans le Lemme 3.1. De plus n > r > 2 donne
h € N*. O
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Lemme 3.6. Soit n un entier naturel non nul et r un nombre premier tels que n > r. Alors
les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) r—1n et rin+1,
(b) r—1|n et nl =1 (mod r),
r —
(c) n=r—1+hr(r—1), oo h € N*.

Preuve. On prend [ = 0, k = —1 et p = r dans le Lemme 3.1. De plus n > r > 2 donne
h € N*. O

Preuve de la proposition 3.8.
Comme on a (r — 1|n et r|n(n+ 1) si et seulement si, (r —1|n et r|n) ou (r —1|n et r|n+1).
On conclut alors grace aux lemmes 3.5 et 3.6. ]

Proposition 3.9 (Propriétés des coefficients a,.(n)).
Soient n un entier strictement positif et r un nombre premier tels que n > r. On a :
1) les trois assertions du Lemme 3.5 sont équivalentes a 7,.(n).(1 — a,.(n)) =1,

2) les trois assertions du Lemme 3.6 sont équivalentes a v.(n).a,.(n) = 1.
Preuve. La preuve découle de la Définition 3.3 des coefficients a,.(n). O

Proposition 3.10 (Propriétés des coefficients c¢,(n,,1)).
Soient n, r, | des entiers naturels et p un nombre premier tels que [ +1 < r < n et
r+1<p<n+1. 0Ona:

(=) (r —1=10)! sin=1 (mod p)
1 ) = A"

) el ) (—1)r—al sin=a (mod p),a € {r,r+1,..,p—1},
a/ —

2) pour tout n € N*, on a c,(n,1,0) = —1.

Preuve. D’aprés la Définition 3.3, on a

ey 1) = (—1)ala — 1)o@ —1).(a —r + 1),

pour tout n = a (mod p) oua € {I}U{r,r+1,...,p— 1}. D'ou,
1) sin =1 (mod p) alors on a

cp(n,r,l) (=)l —=1)...(1).(=1)...(l —r+1)
= (=)= (r—1=1)!

= (=) (r—1-10)! (mod p),

sin=a (mod p), r<a<p-—1alorson a
cp(n,ml) =(=1)ala—1)...(a—l+1)(a—1—-1)...(a—7+1)
- (1

a—l"

2) De plus pour n € N*, on a ¢y(n, 1,0) = (—1)1cv1 =—1. O
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Proposition 3.11 (Propriétés des coefficients 9,41 et A(n,7)).

Soient n et r deux entiers strictement positifs tels que n > r.

On pose S5(0,n,7r) = {p premier:r+1<p<n+1l,p—1netpt %}
On a :

1) 0ps1 =1 si et seulement sin+1 € S5(0,n,r),

2) XMn,r) =1 si et seulement sin —r+1¢€ S5(0,n,r).
Preuve. La preuve de cette proposition découle des lemmes 3.3 et 3.4. O

Proposition 3.12. Soient n et r deux entiers strictement positifs tels que n > r et p un
nombre premier. On a :

1) S3(0,n,7) = {(n+ 1)+ (n —r+ 1)} U S, (0,n,7),
2) pe S;(0,n,r) équivaut ap>r+1etn=u(lp—1)+ hp(p—1),

. (u,h) # (0,0) sip>=3
oqu{O,l,...,p—r},hENet{ () € {(1,0 U0} x N* sip—2 "

De plus, on a :

(1) 2 € S5(0,n,1) équivaut an =1 oun = 2h avec h € N*,

(ii) (u,h) = (1,0) implique 6,41 =1 et p=n+1,
(11i) (u,h,p) = (0,1,2) implique A(n,r) =1 et p=n—r+1,
(v) (u,h) # (1,0) et (u, h,p) # (0,1,2) implique p € S2(0,n, 7).

Preuve. La preuve découle de la Remarque 3.1 et des lemmes 3.3 et 3.4. ]

3.2.2 Le théoréme principal

On adopte les notations suivantes pour les produits et les sommes. Soit f une application
de N dans Q et A un sous ensemble fini de N. On note :

« 1 siA=10 * 0 siA=1(
D@ =9 T[r@ siaz0. 23 f@=1 3 fa) siA#0 -
acA acA acA acA

Avec les mémes notations précédentes nous montrons le résultat suivant :

Théoréme 3.1 (Le théoréme principal).
Soient n et r deux entzers strictement positifs tels que n > r. Alors le dénominateur d
du nombre (r — 1)!B( est donné par :

d= (n+ 1)1 (n —p 4 1) H px I C TI »- (3.2)

p€eS1(n,r) leM*(n,r) peSa(l,n,r)

De plus, on a la formule de Clausen-von Staudt :

(=1 rl 1
—1)IBU — i1+ ———A(n,
(r +€SZ) (1) G+ A7)

p 1nr



* *

=Y serr-n Y @mnleg (33)

leM*(n,r) pES2(l,n,r) b

Corollaire 3.1. Sous les hypothéses du Théoréme 3.1 on a

d — (n + 1)6n+1r"/r(n) (n —r + 1))\(71,7‘) H p p (34)

pESl(n,T’) pESQ(nvr)
Nous constatons que le dénominateur d est sans facteur carré et que ses diviseurs pre-

miers sont les éléments de I'ensemble S (n, ) U Sy(n, ) U{(n+1)%+1 (n—r+ 1))y}

Pour établir le Théoréme 3.1, nous déterminerons pour n > r fixés les nombres premiers

p tels que v,((r — 1)!B7(f) ) = —1 et les coefficients a, de Clausen-von Staudt associés & ces

nombres. Nous étudions les cing cas suivants :
Dp>n+1, 2)p<[5], 3)p=r, 4)r+1<p<n+1, 5)[f]+1<p<r—1

3.3 Lemmes préliminaires

Les lemmes de ce paragraphe donnent les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’'un
nombre premier p divise le dénominateur d du nombre (r — 1)!B7(f) et permettent aussi de
préciser sa valuation et son coefficient de Clausen-von Staudt.

On désigne par P '’ensemble des nombres premiers.
Lemme 3.7. Soit B € Q de dénominateur strictement supérieur a 1. On définit [’ensemble

A={peP:v,(B) <0}

Alors, pour tout p € A, il existe un unique a, (mod p_“P(B)) tel que a, € Z\pZ et p~ BB =
a, (mod p~*B)). De plus, on obtient

B — Zapp””(B) € 7.

pEA
. N
Preuve. Ecrivons B = 7 avec N € Z*,D € N\{0,1} et pged(N,D) = 1. Alors on a
D= Hp—vp(B)'
peEA

Pour p € A, on pose D, = Dp*B) Par l'identité de Bezout, il existe My, Ny, € 7 tel
que m,D, +n,p~rB =1

N
Soit a, = Nm,, donc p~*PB —q, = o Nmy, = 3(1 —mpD,) = anp—vp
p p p

(B) st
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p-entier. De plus, on a p~»B) B = a, (mod p~**¥)). Comme pged(m,,p~**F)) =1 on a
a, 0 (mod p).

Reste a montrer que le nombre a = B — Zpe A app”P(B) est un entier relatif. On discute deux
cas.

i) Sipy € P\ A alors a,p’*'P) et B sont pp-entiers, et donc a est un pg-entier.

P pD p p
peEA
ii) Si py € A alors py BB = q, (mod py v (5)). En d’autres termes on a pf%(B)B =
Po 0
Ao +pg”°”(B)% avec u € Z, v € N* et pged (v, pg) = 1.
Donc B — apop”PO(B) = 2 est un pep-entier. D'ot a = B — apopvpo(B) — Z app”"(B) est un
peAN{po}

po-entier.

En conclusion a est pg-entier pour tout py € P. D’ou a € Z. O

Lemme 3.8. Soient n et r deuzr entiers strictement positifs tels que n = r et p un nombre
premier. On a :

1) sip—14n—1 pour toutl € M(n,r) ou si M(n,r) =10 alors
p(r—=1)!BM =0 (mod p),
2) sl existe | € M(n,r) tel que p—1|n—1 alorsp < n+1 et

A
n—1

p(r —1)!BM = (=1)" Z |s(r,r —1)] (mod p). (3.5)

leMy(n,r)

Preuve. 1) Sip—11n—Ipour tout ! € M(n,r) ousi M(n,r) = () alors d’apres le Corollaire
2.1, le nombre BY"” est p-entier. Donc on a

B\ = 2 aveca € Z, b € N* et pged(b,p) = 1.

b
D’ou N
p(r —1)IB") = Wp =0 (mod p).
2) S’il existe [ € M (n,r) tel que p — 1|n — [ alors d’aprés la Remarque 3.1, on a p < n + 1.
A’f‘
Gréace a la relation (1.10) et le fait que r ") = " ona:
r (r—1)!
(r=BI = (=) > A |s(r,7 — 1)| By_i. (3.6)
" n—1"""
leM(n,r)
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D’ou
p(r— DIB = (—1)r! Z A |s(r,r — 1)|pBn—i
" n—1"""

leM(n,r)

r

- A
= (=1t Z p— l|3(7“,r — )|pBn—i

ZEMP(TL,T’)

AT
+ n_”l|s(r,7“ — D)|pBn_i
leM(n,r)~Mp(n,r)

D’autre part
[0 sip—14n—1
pBny (mod p) = { —1 sip—1n—1

Par suite

p(r—1)!B" = (—1)"! Z An |s(r,r = 0)|(=1)+0 (mod p)

n—1
leMy(n,r)
: A
= (=17 D>, —lstr=1)| (mod p)
leMp(n,r)

]

Lemme 3.9. Soient n et r deux entiers strictement positifs tels que n > r et p un nombre
premier. On a :

1) sip(r —1)IBY =0 (mod p) alors v,((r — 1)!1BY) >0,

2) siplr — DB #0 (mod p) alors v,((r — IB)) = —1.

Preuve. 1) Si p(r — 1)!B,(Lr) = 0 (mod p) alors 1 + v,((r — 1)!B,(f)) > 1, et donc v,((r —
HIBYY > 0.

2) Si p(r — 1)!B§LT) # 0 (mod p) alors le Lemme 3.8 implique

A’I‘
p(r—1D!B" =u  (mod p), ouu=(-1)" Z |s(r,r — l)|n _"l € 7\ pZ.
leMy(n,r)

Donc a
p(r—1)!BY) = u + 7P, aveca € Z,b € N* et pged(b, p) =1,

et par suite on a

+ap
B = L
(=118 = 1
Comme pged(u + ap, bp) = 1 alors on obtient v,((r — 1)!B7(f)) = —1. O
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Remarque 3.2. Sip— 11 n—1 pour tout | € M(n,r), d’aprés les lemmes 3.8 et 3.9 on
déduit que vy((r — 1)!B") > 0.

Lemme 3.10. Soient n et r deux entiers strictement positifs tels que n = r. On a
1) le dénominateur du nombre (r — 1)!B,(f) est donné par

*

d= [ »

p premier

1fp((r—1)137([">):—1

2) pour tout nombre premier p qui divise d, il existe un unique a, (mod p) tel que a, € Z\pZ
et p(r — 1)IBY) = a, (mod p), de plus

*

a
(r —1)!B") — L eZ
/2 p;'mie'r p
vp((r—l)Bgr)):—l
Preuve. La preuve découle des lemmes 3.7 et 3.9. O]

3.4 Preuve du théoréme principal

3.4.1 Etude ducasp>n+1

Dans ce cas nous montrons le résultat suivant :

Proposition 3.13. Soient n et r deux entiers strictement strictement positifs et p un nombre
premier tels quen =21 etp>n+1. On a

upl(r = DIBY) > 0.

Preuve. Supposons que p > n + 1.
Par la partie 2) du Lemme 3.8 on a

p—14n—1, pour tout [ € M(n,r)
et par la parie 1) du Lemme 3.8 on a
p(r—1!B" =0 (mod p).

Par suite on conclut grace au Lemme 3.9. O]
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3.4.2 Etude du cas p < 5]

Dans ce cas on a le résultat suivant :

Proposition 3.14. Soient n et r deux entiers strictement positifs et p un nombre premier
tels quen =1 et p < [5]. On a
v, ((r —1)!B") > 0.

Avant de démontrer cette proposition on établit le lemme suivant :

Lemme 3.11. Soient n, r et | des entiers naturels tels quen > r > [+ 1 et p un nombre
premier. On a

A’I“

—n (3.7)

H!

et
u((r = DIBY) = wy([5]1) — 1. (3.8)

Preuve. On a

"l =nn—1)..n—0=1)n—->0+1)(n—(1+2))..(n—7+1)

e n\/n—101-—1
LA = l(r — 1 - m(l) (r_ - 1). (3.9)

r

Sil> - alors! > [g]

(N}

Sil<§alorsr—l>getonar—l> H+letr—1-12>15]
>

D’ou I'on déduit [ > [5] our — 1 —1 > [7], la relation (3.9) implique alors

Aussi, la relation (3.7) implique v,( AZZ) > vp([5]!).
Par suite on a

T

A
oy(ls(ryr = )| === B,) > v,,([g]!) — 1, pour tout [ € M(n,r).

Par conséquent la relation (3.6) entraine

op((r — DIB) = w,([5]1) — 1.

2
ce qui acheve la preuve du Lemme 3.11. O]
Preuve de la proposition 3.14.
Si p < [5] alors pl[5]!, et donc v,([5]!) > 1. Par suite on conclut grace a la relation (3.8). [
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3.4.3 Etudeducasp=r

Dans ce cas nous montrons le résultat suivant :

Proposition 3.15. Soit n un entier strictement strictement positif et r un nombre premier

tels quen >1r. On a :

1) sir—1|n et rln(n+1) alors v.((r — 1)!B£f)) =—letr(r— 1)!B7(f) = (=1 (mod r),
ot a,.(n) est donné par la Définition 3.3,

2) sinon, v, ((r — 1)!B,(f)) > 0.
Avant de démontrer cette proposition on établit les deux lemmes suivants :

Lemme 3.12. Soient n un entier strictement positif et r un nombre premier tels que n > r.

On a:
1) sir—=1n etrin—1oul € {0,r— 1} alors r(r — 1)!37(17") = (=1)"|s(r,r — l)|% (mod )

et (—1)T|S(7’,T_l)|% (mod T):{ 1 sil=r—1"

2) sinon r(r — 1)!BY”) =0 (mod r).

Preuve. 1) a) Supposons r = 2.
Sin =2 alors M(2,2) ={0,1} et d’aprés la relation (3.5) on a
A2 A2 2
2B = (—1)? <|s(2, 2)|72 +|s(2, 1)|T2) (mod 2) avec [s(2,1)]52 =2 =0 (mod 2).
A2
Donc 2352) = (—1)2|5(2,2)|72 (mod 2) =1 (mod 2).
Si n est pair et n > 3 alors M(n,2) = {0}. D’aprés la relation (3.5) on a
2

2BY = (—1)2|s(2,2)|% (mod 2) =n—1 (mod 2) =1 (mod 2).

Si n est impair alors M (n,2) = {1}. La relation (3.5) donne
A2
2B@ = (—1)2|s(2,1)| ”1 (mod 2) =n (mod 2) = —1 (mod 2).
n JR—
b) Supposons r > 3 tel que r — 1jn et rln —lou l € {0,r — 1}.
Donc r — 1 pair, n pair, n —r + 1 pair, r = ljn —r+letr—1tn—-101<I<r—2

En utilisant la relation (3.5), on obtient

rr = 1)BY = (1) (]s(r, DI 4 st 1>yn_A—f+1) (mod 7). (3.10)

La condition r|n donne |s(r, 1)|nf;f+1 =(r—Dnn—-1)..(n—r+2)=0 (mod r) et

r(r —1)!BW = (=1)"|s(r, r)|% (mod 7)
—(n—1)(n—-2)...(n—r+1) (mod r)
—(=1)"Yr—1)! (mod r)

1 (mod r).
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De méme la condition r|n — r + 1 donne |s(r, r)|% =mn—-1..n—r+1) =0 (mod r),
n=—1 (mod r) et
A'f’
n—r+1
—(r—1nn—-1)..(n—7r+2) (mod r)
—(r=D=1)(=2)-.(=r+1) (modr)
=—(=1D)"(r—-11* (modr)
=—-1 (modr).

r(r —1)!B")

(=1)"|s(r, 1)] (mod 7)

Dans tous les cas la proposition 1) du Lemme 3.12 est vérifiée.

2) Supposons que les hypothéses de la proposition 1) du Lemme 3.12 ne sont pas vérifiées.
On distingue deux cas :

Premier cas r — 1t n.

Dans ce cas on a r > 3 et il existe un seul [, 1 <1 < r — 2, tel que r — 1|jn —[-

La relation (3.5) implique

r(r— 1)!B,(L’") = (-1)

" —1 dr)-
Saf(rr D) (mod 1)
D’autre part, pour 1 <I<r—2ona |s(r,r —1)| =0 (mod r)-
Donc
r(r—1)!B" =0 (mod 7).
Deuxiéme cas r — 1jnet rfn—1,1 € {0,r — 1}.
Dans ce cas on a r > 3 et la relation (3.10) est vérifiée comme pour le cas 1) b) de cette
preuve.
D’autre part r|A], = n(n —1)...(n —r+1), donc on a = =0 (mod r) pour [ € {0,r — 1}
et la relation (3.10) implique 7(r — 1)!BY” = 0 (mod r). O

Preuve de la proposition 3.15.
Supposons r — 1|n et r|n(n + 1).
On a r|n(n + 1) est équivalent a r|n ou r|n — r 4+ 1. Par suite le Lemme 3.12 implique

r(r —1)!B™  (mod r) = 1 > =0 = (=)™  (modr),#0 (mod r)
" -1 sil=r—-1
et le Lemme 3.9 entraine alors v, ((r — 1)!Bq(f)) =—1.
Si la condition r — 1|n et r|n(n + 1) n’est pas vérifiée alors les lemmes 3.12 et 3.9 impliquent
r(r— DIBY) =0 (mod r) et v, ((r — )IBY)) > 0. O

3.4.4 Etude du cas r+1<p<n+1

On commence 1’étude de ce cas par les lemmes préparatoires suivants, et on détaillera
par la suite quatre sous cas : 1) p=n+1, 2)n—r+2<p<n, 3)p=n—r+1,
Hhr+l1<p<n—r.

38



3.4.4.1 Lemmes préparatoires

Lemme 3.13. Soient n et r deux entiers strictement positifs et p un nombre premier tels
que
r+1<p<n+1. Alors:

1) s’il existe un entier naturel | € M(n,r) tel que p — 1in — 1, alors | est unique et

p(r—1)!BM = (=1) A"l]s(r,'r’ —1)| (mod p),
n—

2) si pour tout 1 € M(n,r), p—14n—1 alors p(r — 1)!B7(f) =0 (mod p),
3)sir=2ou(r=1etp#2 )alorsp—1n—1,0<1<r—1, implique l € M*(n,r).

Preuve.

1) S’il existe [ € M (n,r) tel que p — 1|n — [, alors d’aprés le Lemme 3.2, [ est unique. On a
donc d’aprés la formule (3.5) :

r

A |s(r,7 —1)| (mod p).

—1)IB = (=1)"
p(r — B = ( )n—l

2) Si pour tout I € M(n,r),p—14n —1[, alors d’aprés le Lemme 3.8 on a :
p(r—1)!B" =0 (mod p).

3)Sir>2ou(r=1etp+#2),alorsp>3et p—1est pair. Comme p — 1|n — [ donc n — [
est pair et par suite [ € M*(n, ). O

Notation 3.2. Dans toute la suite de ce chapitre on désigne par (Cy) la condition :

A
Il existe | € M(n,r) tel quep—1in—1, pt|s(r,r —1)] et p1 "l.
n_

Remarque 3.3. La condition (Cy) n'est pas vérifiée si et seulement si on est dans l'un des
deux cas suivant :

1) p—11n—1 pour toutl € M(n,r),
AT
2) Il existe | € M(n,r) tel que p— 1in —1 et (p||s(r,r —1)| ou p| "l).
n_

Lemme 3.14. Soient n et r deux entiers strictement positifs et p un nombre premier tels
quer+1<p<n+1. 0Ona:

1) sila condition (CY) est vérifiée, alors
v ((r — 1)!B,(Lr)) =—-1 et p(r—1)BY = cp(n,r, 0)|s(r,r —1)| (mod p),
ot cy(n,r, 1) est introduit dans la Définition 3.3.

2) sinon, v,((r — 1)!B7(f)) > 0.
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Preuve. 1) Supposons que la condition (C}) est vérifice. Alors il existe [ € M (n,r) tel que

n—1

p—1n—1, pt et pt|s(r,r —1)|. Donc d’apres les lemmes 3.13 et 3.9 on a

T

A |s(r,r —1)] (mod p) (3.11)

n—I

p(r — 1)!BT(LT) =(-1)"
et
v((r — DB = —1,

Reste a prouver les congruences pour ce cas.
Gréace au Lemme 3.3, on an = a (mod p) avec a € {I}U{r,r+1,...,p —1}.
Par suite la relation (3.11) implique

(—=D)™n(n—1)...(n . D)....n—=r+1)|s(r,r —1)| (mod p)
a(

(=1)" a—1)...(av—l)...(a—7“+1)]3(7",?“—1)] (mod p)
cp(nyr,D)|s(ryr = 1) (mod p).

p(r — 1)!BT(LT)

-1
-1

2) Supposons que la condition (C}) n’est pas vérifiée.

Alors on a deux cas : .

A
Soit il existe [ € M(n,l) tel que p — 1|n — [ et (p| "l ou p||s(r,r —1)]). Dans ce cas,
n_

la relation (3.11) implique p(r — 1)!BY? = 0 (mod p). Par la suite, le Lemme 3.9 donne
v, ((r = IBTY > 0.

Soit p — 1+ n — [ pour tout | € M(n,r). Dans ce cas aussi, les lemmes 3.13 et 3.9 nous
conduisent aux mémes conclusions. O

3.4.4.2 Lecasp=n+1
Dans ce cas nous montrons le résultat suivant :

Proposition 3.16. Soient n et r deux entiers strictement positifs tels que n > r.
Sin+ 1 est premier alors on a

Upy1((r = 1)!BDYy = 1 et (n4 1)(r — !B = —r!  (mod n + 1).

Preuve. Supposons que n+1 = p est premier, et montrons que la condition (C}) est vérifiée
pour [ = 0.

Puisque n = p — 1 alors n est pair ou n = 1. Donc | =0 € M(n,r).
Or |s(r,7)] =1 et

A, 1 sir=1
n | mn—1)mn-2)..n—r+1) sir>2"

T

Commep=n+1>n—1n—-2,..,n—r+1alorsonapt—=.
n
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Donc la condition (C}) est vérifiée. D’autre part le Lemme 3.14 implique

u((r =B = —1,
(n+1)(r —1)!B") = ¢,41(n,7,0)  (mod n+ 1)
avec

-1 sir=1

Cny1(n,r,0) (modn—i—l):{ ol sir>9

Ce qui termine la preuve de la Proposition 3.16. O

3.4.4.3 Lecasn—r+2<p<n
Dans ce cas nous montrons le résultat suivant :

Proposition 3.17. Soient n et r deux entiers positifs et p un nombre premier tels que
nzr>22etn—r+2<p<n. Ona

v((r — DIBM) > 0.

Preuve. Onpose p—1=n—1loul € {1,2,...,r—1}. Le Lemme 3.13 implique [ € M*(n,r).
De plus, comme n —r+2 <p<netp#n—1alors
n(n—1)..(n—r+1) Ar

p n—I -1

Donc la condition (C4) n’est pas vérifiée et le Lemme 3.14 implique v, ((r — 1)!B7(f)) >0. O

3.4.44 Lecasp=n—r+1

Dans ce cas on a le résultat suivant :

Proposition 3.18. Soient n et r deux entiers strictement positifs et p un nombre premier
tels quen>2retp=n—r+1. Ona :

1) Sir=1etn=2 alors v,((r — B = —1 et p(r — 1)IBY’ = —1 (mod p).
2) Sinon, vy,((r — HIBY > 0.
Preuve. 1) Sir =1etn =2alorsona: M(2,1) ={0}, p=n=2,p1[s(1,1)] =1 et

1

p{ =2 = 1. Par suite la condition (C}) est vérifiée et le Lemme 3.14 entraine

2
v((r—1D!B)y=—1 et p(r—1)B" =—-1 (mod p).

2)Sir=1etn#2alorsn=p > 3 est impair et M(n,1) = (). Dans ce cas la condition

(C4) n’est pas vérifiée, et le Lemme 3.14 donne alors v, ((r — 1)IBY) > 0.
Si r > 2, on distingue deux cas :
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Premier cas p — 1 =r. Dans ce cas n = 2(p — 1) est pair. Donc 0 € M(n,r) et

A A
=mn—-1)..(n—r+1)=(2p—3)..p. Comme p|=2

2 par conséquent la condition (Ch)

n’est pas vérifiée, et le lemme 3.14 donne v, ((r — 1)!B7(f)) > 0.

Deuxiéme cas p—1 > r. Danscecasonan > 2r. Comme p—1l=n—r<n—-r+1,...n <
2(p—1)onaalors p—14n,n—1,..,n—r+ 1. Par suite la condition (C}) n’est donc pas
vérifiée et le Lemme 3.14 implique alors v, ((r — 1)!B7(f)) > 0. m

3.4.4.5 Lecasr+1<p<n-—r
Dans ce cas nous montrons le résultat suivant :
Proposition 3.19. Soient n et r deux entiers strictement positifs et p un nombre premier
tels quer+1<p<n—r. Ona:
1) s’il existe un entier | € M*(n,r) tel que p € Ss(l,n,r) alors
vp((r — 1)!B,(lr)) =—1 et p(r— 1)!B7(f) = cp(n,r,1)|s(r,r —1)| (mod p),
2) sinon, v,((r — 1)!B,(Lr)) > 0.
Preuve. Onar+1<p<n—ralorsn>2r+12>r+1 et daprés la Proposition 1.2 on a
M(n,r) = M*(n,r).
Donc la condition (C7) se reformule comme suit : il existe [ € M*(n,r) tel que p € Sy(I,n,r)

cf. Définition 3.2. Le Lemme 3.14 nous permet alors de conclure. O

Corollaire 3.2. Soient n et r deux entiers strictement positifs et p un nombre premier tels
quer +1<p<n—r. Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1) vy((r — IBY)) = —1,
2) p € Sy(n,r).

Preuve. La preuve découle du Lemme 3.14 et de la Définition de Sy(n, 7). O

3.4.5 Etudeducas[f]+1<p<r—1

Avant d’étudier ce cas, on établit des congruences spécifiques aux nombres de Stirling
classiques, en introduisant les r-nombres de Stirling de premiére espéce.

3.4.5.1 Les r-nombres de Stirling de premiére espéce et congruences pour les
nombres de Stirling classiques

Définition 3.4. Soient r,«a et k des entiers naturels tels que r >a > 1 et 0 < k < .
Les r-nombres de Stirling de premiére espéce s.(a+ 1, + 1 — k) sont définis par :

Y osla+Latl—ku ™  =ulu+r—1)(utr—2)..(utr—a)
k=0
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Proposition 3.20 (Propriétés des nombres s,.(a+ 1,a+ 1 —k)).
Soient r,« et k des entiers naturels tels quer >a>1et0< k< a. Ona :
ssla+1l,a+1)=1
1) 4§ spla+1,a+1—Fk) = Z (r—i)(r—ig)..(r —ix), 1 <k < a
1<i1 <ig<...<ip<a

2) pour 1 <k<a, ona

sr(a+2,a+2—-k)=s(a+l,a+1—-k)+(r—a—-1)s(a+1l,a+2—k). (3.12)

Preuve. 1) On a

«

Zsr(a +lha+1 -k F =uutr—1)(ut+r—2)..(utr—a)
k=0

=u T Qo+ (Y i) =) e ([[ = i)

i1=1 1< <io<a k=1

=Y N (r i) — i) (r — i) )ut T

k=1 1<i1<i2<...<ip <

Par identification des deux extrémités, on obtient

sr(a+1l,a+1)=1et
ss(a+1,a+1—Fk) = Yo (r—i)(r—ig).(r—ix), 1<k <

1< <io<... <<

2) On a

ssfa+2,a+)=0r-1)+0r—-2)+..+(r—a)+(r—a—-1)x1

J

-~

= spla+ 1, a) +(r—a—1)s.(a+1,a+1)

et pour 2< k< a,ona
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sr(a+2,a+2—k)= Z (r—d1)(r —da)..(r —iy)

1< <9< .. <ip<a+1

= Z (T—il)(T—iz)--~<7’_ik)

1<d <ig<...<ip<a+l
ik;éoH»l

+ > (r — i) (r — ia)...(r — iy,

1< <ig<...<ip<a+l
ik:oH»I

— Z (r —iy)(r —ig)...(r — ig)

1<i1<i9<...<ip <

+(r—a-1) > (r — i) (r — ig)...r — iy,

1<i1<i2<... <11 <@
=s(a+lL,a+l—-k)+(r—a—-Ds(a+l,a+1—(k—1))
=s(a+lLa+l1—-k)+(r—a—-1s(a+1l,a+2—k).

Donc pour 1 < k < «, on obtient

ss(a+2,a+2—k)=s(a+l,a+1—-k)+(r—a—-1)s(a+1,a+2—k).

Le but de cette partie est d’établir la proposition suivante :
Proposition 3.21. Soient n et r deux entiers strictement positifs et p un nombre premier
tels quen>ret (5] +1<p<r—1. Ona:
1) sir—p<1l<p-—2,alors|s(r,r —1)] =0 (mod p),
2) Is(r,r —p+1)] = —1 (mod p).

Avant de démontrer cette proposition on établit le lemme suivant :

Lemme 3.15. Soient r et a deux entiers strictement positifs tels que r > . On a :

1) sy(a+1l,a+1—k)=|s(a,a— k)| (mod r —«), pour 0 <k < a,

2) |s(r,r —1)| :Zsr(oz—l—l,a—l—l—k)|s(7’—a,r—l—oz+k)|, pour T = o+ 1,
k=0

a—1
3) |s(ryr —1)| EZ]s(a,a—k)]]s(r—a,r—l—oz—i—k)\ (mod 7 — «), pourr > a+I.
k=0
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Preuve. 1) a) Ona s, (a+1,a+1)=1=|s(o, ).
b)Sil< k< a—1,alorson a

ssfa+1l,a+1—k)=s(a,a—k)+ (r—a)s,(a,a+1—k)
= s (o, — k) (mod r — «)

= Z (r—i1)(r —ig)...(r —ix) (mod r — «)

1< <io<..<ip<a—1

Z (r—a+a—i)(r—a+a—i)..

1<ii<io<...<ip<a—1

~(r—a+a—ig) (modr—a)

Z (v —i1)(a —i3)...(a« — i) (mod r — «)

1< <io<..<ip<a—1

Z (—1iq)...(a—1ix) (mod r — )

a—1>2a—i1>a—iz>...>a—i>1

Z Jije--Jr  (mod r — )

1<j1<ja <. <jp<a—1

= [s(a,a — k)| (mod r — «).

Oﬂjh:a—ih, 1<h<l{3
c) D’autre part, on a

ss(a+1,1)=(r—1)(r—2)...(r —a)

=0 (modr—«)

= s(o,0) (mod r — ).
De a), b) et ¢) on déduit que
sr(a+1La+1—k)=|s(e,a — k)| (mod r—a), pour 0 < k < a.

2)Onar>l+a«aimpliquer > aetr—1> .

Montrons par récurrence sur a € N* que la propriété
«

P(a): \s(r,r—l)|=§ ss(a+La+1—k)|s(r—a,r—1l—a+k)|,r>a+l
k=0
est vraie.

On a

ls(r,r =0 =1x|s(r—1,r =1 —=1)]+ (r—1)|s(r —1,r = 1)
=5.(2,2)|s(r —L,r =1 —1)| +s,.(2,1)|s(r — 1,7 = 1)|

1
= 5 (2.2=k)|s(r—1,r—1—1+k)].
k=0
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Donc P(1) est vraie.
Supposons que 1’on a

|S(7’,7’—l)| :ZST(OZ‘FLO&—Fl—k)|8(7’—04,7“—l—04—|—k)|, T>a+l7
k=0

et montrons que,P(« + 1) est vraie. C’est-a-dire que

a+1
]s(r,r—l)]:Zsr(a+2,a+2—k)]s(r—a—1,7‘—[—04—1+k)|,r}oc—l—l—i—l.
k=0
Ona:r>!l+a+1impliquer > a+1,
etr—I0l>a+1impliquer—a>letr—I[I—a>1.
Donc
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Q

|s(r,r —1)] = ss(ao+1La+1—k)|s(r—a,r—1—a+k)

il
o

MQ

sr(a+1,a+1—k)

il

0
s(r—a—1r—l—a—-14k)|+(r—a—-1)s(r—a—1,r—101—a+ k)]

X

Q

ss(a+La+1—k)|s(r—a—-1,r—=l—a—1+k)|

£
Il
o

sr(a+l,a+1—=k)(r—a—-1)|s(r—a—-1,r—1—a+k)|

Mp

=
Il

0

sr(a+l,a+1—=Fk)ls(r—a—-1,r—l—a—-1+k)

M@

9 o
i

sr(a+la+2—k)(r—a—1|s(r—a—1,r—1l—a—1+k)|
k=1
sr(a+La+D|s(r—a—-1,r—1—a—1)]

+

+» [srla+lLa+l1—k) +(r—a—-1s(a+1l,a+2—k)

=1
s(r—a—1Lr—Il—a—-14+k)|+s(a+1,1)(r—a—-1)|s(r—a—1,r—=1)]
=s.(a+2,a+2)|s(r—a—1,r—I0—a—1)

+Zsr(a+2,a+2—k)|s(r—a—1,r—l—a—1+k)|

Eod

X

k=1
+ (a+2,1)|s(r —a—1,7 —1)| ( dapres la relation (3.12) )
a+1
:ZST(a+2,a+2—k)|s(r—a—1,r—l—a—1+/€)|.
k=0

Donc P(a+ 1) est vraie.

En conclusion, pour tout a € N*, P(«) est vraie. Donc,
(8%

|s(r,r —1)] :Zsr(a—l—1,a+1—k‘)|s(r—a,r—l—a+k)‘a r>a+l.
k=0
3) La preuve découle de 1) et 2) et du fait que |s(a,0)| = 0. O

Preuve de la proposition 3.21.
Onposep=r—a,donca=r—pe N etona
r>za+léquivaut ar >r—p+1loual < p. Ce quiest vrai pour [ < p — 1.
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Le lemme 3.15 implique

r—p—1

|s(r,r —1)| = Zsr—p,r—p—k)|s(p,p—l+k)| (mod p). (3.13)
k=0

1)Sio<k<r—p—letr—p<li<p—2alors2<p—I+k<p—
et par suite |s(p,p — [+ k)| =0 (mod p).
Donc la relation (3.13) donne

|s(r,r —1)|=0 (mod p), r—p<l<p-—2.

2) Pour [ = p — 1, la relation (3.13) donne

r—p—1
s(ror—p+ D= Y [s(r—p,r—p—k)lls(p,1 + k)| (mod p)
k=0
r—p—1
= |s(r—p,r =p)lls(p, D+ Y Is(r—p,r —p—k)[|s(p, 1+ k)| (mod p)
k=1
r—p—1
=1x(p—D'+ Y Is(r—pr—p—k)lls(p,1+k)| (modp),  (3.14)
k=1
avec
(p—1)!=-1 (mod p). (3.15)
D’autre part,sil <k<r—p—1lalors2<14+k<r—p,
etp>[]+11mphque2p r+1, et doncr —p< —1
Par transitivié on obtient 2 < 1+ k < p— 1. Do,
ls(p,1+k)=0 (modp),l1<k<r—p—1. (3.16)
De (3.14), (3.15) et (3.16) on déduit |s(r,r —p+1)| = —1 (mod p). O

3.4.5.2 Etude du cas ]l +1<p<r—1

Dans ce cas nous montrons le résultat suivant :

Proposition 3.22. Soient n et r deux entiers strictement positifs et p un nombre premier
tels quen =271 et [g]+1<p<r—1. Ona:

1) sip € Si(n,r) alors
v((r=1)!BY)=—1 et p(r—1)BY =—(r—p)! (mod p),

2) sinon, v,((r — B > 0.
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Pour démontrer cette proposition, on utilise la Proposition 3.21, ainsi que les lemmes
suivants :

Lemme 3.16. Soient n et r deux entiers strictement positifs et p un nombre premier tels

quenz=zr>3et[s]+1<p<r—1.91e€{0,...r—p+1}U{p,...,m — 1} alors p| ”l.
n_

Preuve. D’apreés la relation (3.9) on a

AT n\ (n—1—-1
n_ 7 — 1 —=7\!
A1 ”'(z)<7~_1_1>'

0<I<r—p—1limpliquep<r—1I1—1etp|(r—101-1)!
D’autre part on a : < et
p <1 <r—1implique p|l!

Par suite p[%. O
Lemme 3.17. Sotent n et r deux entiers strictement positifs et p un nombre premier tels
quenz=ret[z]+1<p<r—1. Ona

_1)r—1_An . o *
p(r—1)!B!"” (mod p) = { = P lln etp—1€ M*(n,r)
0 sinon

Preuve. D’aprés la Proposition 3.21 et le Lemme 3.16 on a
A

|s(r,r —1)] ;= 0 (mod p) pour tout I € {0,....,r — 1} ~ {p — 1},

et
|s(r,r —p+1)|= -1 (mod p).

On appliquant la relation (3.5) on a les résultats suivants :
Premier cas : p—1jnetp—1¢€ M*(n,r). Dans ce casonap—1¢€ M,(n,r) et

AT
~IMBY = (1) — (1
pr = DB = (<17 2 (-1 (mod p)
AT
— (_1\r—1 n
=(—-1) p— (mod p).

Deuxiéme cas : p—1tnoup—1¢& M*(n,r).
Comme p<r—1lalorsonan—p+12>2n—r+22>2 Dou

p—1¢& M*(n,r) implique p — 1 € M(n,r)

et
p— 1 € Mp(nv T)'

Par conséquent

p(r—1)!B" =0 (mod p).



Lemme 3.18. Soient n et r deux entiers strictement positifs et p un nombre premier tels
quen =1 et [5] +1<p<r—1. Alors on a l’équivalence :
AL

p1 (—1)T_1n_—w

si et seulement si  pln + 1.

Preuve. Sipn+1let [5]+1<p<r—1alors

n—2p+1l<n—r<n—p+l<n<n+l1

et
pln—2p+1,n—p+1,n+1 (sont des multiples consécutifs de p).
Par suite
pfn—k, pour tout k € {0,..r — 1} N~ {p—1}.
nn—=1..n—r+1) _ AT
D —1)! — (=1l —n
one p (1y DI D gy S

r—1_ A}
n—p+1°
Comme p<r—1lonaplAl =n(n—1)..n—p+1)..(n—r+1).

Par le lemme de Gauss on a p|n —p+ 1. Dot p|n + 1. Ce qui termine la démonstration. [

Inversement, on suppose que p{ (—1)

Preuve de la proposition 3.22.
1) Supposons que p € Si(n,r). D’aprés la Définition 3.2 et la Proposition 3.5 relatives aux
ensembles Si(n,r) on a

p—1n,pln+1letp—1¢€ M*(n,r).
D’aprés le Lemme 3.17, les conditions p — 1jn et p — 1 € M*(n,r) impliquent

A,

~1)IBM = (-1 —
p(r = IBY) = (1)

(mod p). (3.17)

Comme p|n + 1, donc le Lemme 3.18 implique
p(r—1IBM £0  (mod p).
Par suite, le Lemme 3.9 entraine
vp((r — 1)!B) = —1.
De plus la relation (3.17) et le fait que n = —1 (mod p) impliquent

pir —DIBY = (1) n(n —1)...(n —p+2)(n —p)...(n — 7+ 1) (mod p),
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avec

nnm—1..(n—p+2)=(-1)(-2)...(—p+1) (mod p)
PHp—1)! (mod p)

et
m—p).n—r+1)=p-1-pp—-1—-p—1)...(p—1—r+1) (modp)
=(—1)(-2)...(p —r) (mod p)
— (=1 ?(r—p)! (mod p).
Donc

b~ IBY) = (1) (C1P(-1) = p)! (mod p)
=—(r—p)! (mod p).

2) Supposons que p & S1(n,r). On a deux possibilités : soit p — 11 n, soit p{n + 1.

De plus, par le Lemme 3.18 on a

fn+1 équivaut a p|(—1)" 1—2
.

p q p n 1

Donc dans les deux cas, le Lemme 3.17 implique
p(r— 1B =0 (mod p).

Ce qui termine la preuve. O

3.4.6 Fin de la preuve du théoréme principal

L’é¢tude détaillée des cas disjoints des nombres premiers : p > n+ 1, p < [5], p = 7,
r+1<p<n+1 [5]+1<p<r—1ectle Lemme 3.10 nous permettent d’obtenir le
théoréme principal.

Cette méme étude ainsi que les propriétés établies dans la partie 3.2 nous permettent
aussi de faire les deux remarques suivantes.

Remarque 3.4. Soient n et r deux entiers strictement positifs tels que n > r et p un nombre
premier. Alors p divise le dénominateur du nombre (r — 1)137([) si et seulement s’il existe
le M(n,r) tel quep—1in—1 et p1|s(r,r — l)|%. L’entier 1 est unique, et de plus on a :

1) p(r— 1)!B,(f) = (—1)T£ s(r,r —1)| (mod p),

n—I
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0 sipe{n+1,n—r+1}
Oour—1 sip=r

p—1 sip € Si(n,r)

j ‘%p € SZ(j7n7T)7

3) sin #1 alorsl € M*(n,r),

4) sipe{r,n—r+1}USi(n,r) alors p(p — 1)|n — (.

2) 1=

Remarque 3.5. Soient n et r deux entiers strictement positifs tels que n = r et p un nombre
premier. Alors p divise le dénominateur d du nombre (r — 1)!Bq(f) si et seulement st on a l'un
des trois cas suivants :
Premier cas : [5]+1<p<r—1letn=p—1+hp(p—1), hc N
Ce cas correspond a p € Si(n,r).
Deuziéme cas :p=1r etn=u(r—1)+hr(r—1), u e {0,1} et h € N*.
Ce cas correspond a p = 7™,
Troisiéme cas :p>r+1,pt|s(r,r=10)| etn=1014+ulp—1)+hp(p—1), avecl € M(n,r),
) (u.h) £ (0,0) sip>3
we{0tu{l+1,..p+l—r}, heN et{ (wh) € {(1,0)}U{0} x N sip—2
Dans ce cas on a :
1) sil>1 alorsp € So(l,n, ),
2) sil =0 alorsl € S5(0,n,7), et on a
(a) (u,h) = (1,0) implique 0p,41 =1 et p=n+1,
(b) (u,h,p) =(0,1,2) implique A\(n,r) =1etp=n—r+1,
(c) (u,h) # (1,0) et (u, h,p) # (0,1,2) implique p € Sa(0,n, 7).

Le troisiéme cas correspond a p > r + 1 telle que la condition (C4) est vérifiée.

pld
De plus : et équivaut a p € {(n 4+ 1)+ (n —r 4+ 1A MYy S (n, 7).
p—1ln
pzr+1
Notons que et implique r +1 < p<n+1.

(CY) est vérifiée
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Chapitre 4

Calcul explicite des dénominateurs et
formule de Clausen-von Staudt pour

(7)

certains nombres (r — 1)! By,

Dans ce chapitre nous déterminons les dénominateurs et les coefficients de Clausen-von
Staudt des nombres (r — 1)!87(1” dans les cas r = 1,2,3,4 et 6 < r < n < 2r, ainsi que
pour les nombres de la forme p!BIgﬁZ? ou p est un nombre premier impair et £ un entier

strictement positif.

4.1 Dénominateurs et formule de Clausen-von Staudt

des nombres (r — 1)!B7<f) de niveaux r = 1,2, 3 et 4

En appliquant le Théoréme 3.1, on obtient les résultats précis suivants :

4.1.1 Le niveaur =1
1 sin=2
0 sinon

On a Si(n,1) =0, 11(n) =0, A(n,1) = {

. 0 si n est impair
et M(n, 1) = { {0} sin est pair

a) Si n est impair alors :

2 sin=1,

d=W+U%H:{1 sin>3.

b) Si n est pair, ona‘%zl, S2(0,n, 1) ={p:2<p<n—1,p—1|n},
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¢y(n,1,0) = —1. Donc

d = (n+ 1)o+1p D H P,
peS2(0,n,1)
et

*

1 1 1
By + ——0ni1 + —A(n,1) + Y -ez

+ 1 pGSQ(O,n,l) p
Des propositions 3.11 et 3.12, on obtient :

Théoréme 4.1. (Clausen von-Staudt classique)
Soit n un entier strictement positif pair et d le dénominateur du nombre de Bernoulli B,,.

On a .
d:Hp et Bn-I—Z—EZ-

4.1.2 Le niveau r =2

B B B . | {0} sinest pair
On a Si1(n,2) =0, y2(n) =1, A(n,2) =0 et M*(n,2) = { {1} sin est impair

Par suite, on a

*

d = 2(n+ 1)+ H H P

leM*(n,2) \peSa2(ln,2)

a) Sin est pair,onal =0, [s(2,2)] =1, S2(0,n,2) ={p:p—1n,3<p<n—-2n#1l
(mod p)} et ¢y(n,2,0) =a —1, n =a (mod p). On obtient :

T%l)éoréme 4.2. Soient n un entier strictement positif pair et d le dénominateur du nombre
B, On a

d = 2(n + 1)6n+l H P

pESQ(O,TL,Q)
et
1 2 - a—1
BO4ly 25— % ez
2 n + 1 p€S2(0,n,2) p

n=a (mod p)

b) Si n est impair, on a §,41 =0, 1 =1, |s(2,1)| =1, Sa(1,n,2) ={p:p—1n—1,3<p <
n—2,n%#0 (mod p)} et cy(n,2,1) =a, n=a (mod p). Donc pour n impair, on obtient :

Théoréme 4.3. Soient n un entier naturel impair > 2 et d le dénominateur du nombre
Bq(f). On a

*

d=2 ﬁ P et B,@—k%— Z

pES2(1,n,2) n;azeuSQ((;Zf;)

Yem
P
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4.1.3 Le niveau r =3

0 si n est pair (n) = 1 sin=0,2 (mod 6)
{2} sinest impair * Y " | 0 sinon

Y

On a $;(n,3) = {

o . | {0,2} sin est pair
Aln,8) = 0 et M*(n, 3) = { {1} si n est impair

Alors, on a

*

(n+ 1)< T IT »

leM*(n,3) \peSz2(l,n,3)

1-(=n"

d =373

Dans ce qui suit, on donne les Sy(l, n,7) et les résultats a la Clausen-von Staudt pour r = 3,
qut en découlent.

a) Sin est pair, on al =0 ou?2, |s(3,3)| =1, |s(3,1)] =2, S2(0,n,3) ={p:p—1n,5 < p <
n—3,n%#1,2 (modp)} et S2(2,n,3)={p:p—1n—-2,5<p<n—-7n#0,1 (mod p)}.
De plus pour n = a (mod p), on a cy(n,3,0) = —(a — 1)(a — 2) et ¢p(n,3,2) = —a(a — 1).
On obtient :

Théoréme 4.4. Soient n un entier naturel pair > 3 et d le dénominateur du nombre 237(13).
On a

*

d = 373 (n+ 1)5n+1 H »
pGSz(O,n,B)USz(2,n,3)
et
—1)os(®) 6 - a—1)(a—2 ~  ala—1
2B%) — %73(71) + 0+ > lazble=2) _, > aa=l) g
n + pGSQ((O,n,B)) p pGSQ((2,n,3)) p
n=a mod p n=a mod p

0 sin=1 (mod 3)
avec Y3(n) = 1 sinon

b) Sin est impair, on a 0p11 = 0,1 =1, |s(3,2)| =3 et S5(1,n,3) ={p:p—1n—-1,5<
p<n—3,n%#0,2 (mod p)}. Pour n =a (mod p) on a c,(n,3,1) = —ala —2).
On obtient :

Théoréme 4.5. Soient n un entier naturel impair > 3 et d le dénominateur du nombre

237(13). On a
d=2 H P

p652(17n’3)
et

*

1 -2
2BY +-+3 ) MGZ.
2 p
pESy(1,n,3)
n=a (mod p)

95



4.1.4 Le niveaur =4
sin =2 (mod 6)

sion
et M*(n, 4) {0, 2} sin est par
{1,3} sin est impair
Ce qui donne

On a S1(n,4) = { 53} , Ya(n) = A(n,4) =0

d = 3" (n +1)%+ x H P
leM*(n,4) \peSa(l,nd)
1 sin=2 (mod 6)
0 sinon '
Reste a préciser les Sa(l,n,4).

ot s(n) =

a) Sin est pair, on al =0 ou 2, |s(4,4)] =1, |s(4,2)] = 11, S9(0,n,4) = {p:p—1|n,5 <
p<n—4,n#1,2,3 (mod p)} et 55(2,n,4) ={p:p—1n—-25<p<n—-9n#0,1,3
(mod p)}. De plus, pourn = a (mod p), on ac,(n,4,0) = (a—1)(a—2)(a—3) et c,(n,4,2) =
a(a —1)(a —3). On obtient :

Théoréme 4.6. Soient n un entier naturel pair > 4 et d le dénominateur du nombre 637(14).

On a

*

d =3 (n + 1)+ 11 p

PES (0,”,4)U52 (2,”,4)

6B§L4) + 18(71) 1 24 5n+1 _ i (a — 1)(@ — 2)(@ — 3)

pES2(0,n,4) p
n=a (mod p)

*

T Z a(a —1)(a —3) c7

p

PES3(2,m,4)
n=a (mod p)

b) Sin est impair, on a 6,41 = 0,1 =1 ou 2, |s(4,3)] =6, |s(4,1)] = 6, S2(1,n,4) =
{p:p—1n—-1,5<p<n—-4,n#0,2,3 (mod p)} et S2(3,n,4)={p:p—1n—-3,5<p<
n—14,n#0,1,2 (mod p)}. De plus pour n = a (mod p), on a c,(n,4,1) = a(a —2)(a — 3)
et cy(n,4,3) = ala —1)(a —2). Par suite, on a :

Th(é;)réme 4.7. Soient n un entier naturel impair > 4 et d le dénominateur du nombre
6Bn3 . On a

*

d= H P

pES2 (1,n,4)USQ (3,77,,4)
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et

6B _ 6 z*: a(a —2)(a—3) 6 Z*: a(a—1)(a—2) c7

pES2(1,n,4) p pES2(3,m,4) p
n=a (mod p) n=a (mod p)

Voici a présent les 20 premiéres valeurs du nombre d pour r = 1,2, 3, 4.

r

. 1 2 3 4
1 2 1 1 1
2 (2)(3) (2)(3) 1 1
3 1 2 2 1
4 (2)(3)(5) (2)(5) 5 5
5 1 (2)(3) 2 1
6 (2)(3)(7) (2)(3)(7) (3)(7) 7
7 1 (2)(3) 2 1
8 (2)(3)(5) (2)(3)(5) (3)(5) 3
9 1 (2)(5) (2)(5) 5
10 (2)(3)(11) (2)(11) 11 11
11 1 (2)(3) 2 1
12 | (R)(3)(5)(1)(13) | (2)(3)(5)(7)(15) | (3)(7)(15) (7)(13)
13 1 (2)(3)(5)(7) (2)(5)(7) 7
Y (2)(3) (2)(3) (3)(5) (3)(5)
15 1 2 2 1
16 (2)(3)(5)(17) (2)(17) 17 17
17 i (2)(3)(5) 2 i
18 (2)(3)(7)(19) | (2)(3)(7)(19) | (3)(5)(7)(19) |  (7)(19)
19 1 (2)(3)(7) (2)(7) (5)(7)

20 (2)(3)(5)(11) | (2)(3)(5)(11) | (3)(5)(7)(11) | (3)(5)(7)(11)

4.2 Dénominateurs et formule de Clausen-von Staudt

des nombres (r — 1)!B7(f) danslecas 6 <r<n<2r

Dans cette partie nous explicitons les dénominateurs et les coefficients de Clausen-von
Staudt des nombres (r — 1)!B7(f) dans le cas 6 <r <n < 2r.
On a A(n,r) = v.(n) =0 et Si(n,r) = Sa(n,r) = 0. En effet, si p est un nombre premier,
on ap € Sy(n,r) implique n = 2r + 1. Ce qui est exclu.

.
sl+Htl<p<r—1

De méme, on a p € Si(n,r) équivaut a [2] + P=T )
n=p—1+hp(p—1), h e N*

Alors, onan+1=kpe k(5] +1),k(r—1)]N[r+1,2r+1], od k=1+h(p—1).

Comme p > [5] + 1 doncp =5 et par suite k > 5.
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Ce qui implique k([5] +1) > 5([5] +1) > 5(5) > 2r + 1 et Si(n,r) = 0.

1 sir premier et n=0,r —1 (mod r(r — 1))

0 sinon )

Alors, pour v.(n) =1 on a :

Sin=0 (mod r(r —1)) alorsn =hr(r —1), h € N*, avec r <n = hr(r—1) < 2r.
Onah>1etr premier > 7 doncn > 6r. Ce qui est impossible.

Sin=r—1 (mod r(r —1)) alorsn=r —1+ hr(r —1), h € N¥,

avecr <n=r—1+hr(r—1)<2r

On ah >1 etr premier 27 doncn =6+ 6r. Ce qui est impossible aussi.

Donc dans tous les cas on a 7,.(n) = 0.

Par le Théoréeme 3.1 et le Corollaire 3.1, on obtient :

On a aussi vy,(n) =

Théoréme 4.8. Soient n et r deux entiers naturels tels que 6 < r < n < 2r et d le
dénominateur du nombre (r — 1)!B7(f). On a

d=(n+ 1)+

et
!
(r—1)!B") + L(Snﬂ cZ.

En particulier, sir =n > 6 et 0,01 =1 alorsr! = —1 (mod n+ 1) et on a :

Corollaire 4.1 (Nombres de Cauchy). Soit n un entier naturel > 6. On a :
1) sin+1 est premier alors (n — 1)!B(n) - €Z,
2) sin+1 n'est pas premier alors (n — 1)'B € Z.

(p

4.3 Dénominateurs des nombres p!B +2k) ou k € N* et p

premler

Dans cette section nous explicitons les dénominateurs des nombres p‘B(+2k ou k € N*

et p premier. Pour p = 2 on obtient QBék), ces nombres sont traités dans le Théoréeme 4.4.

Pour la suite on suppose p = 3, dans ce cas on a :

Théoréme 4.9. Soient k un entier strictement positif et p un nombre premier impair. On
a:

1) sik<? 1B#+Y

; alors le nombre p!B; 5, est un entier relalif,

, alors le dénominateur du nombre p'B(JrQL) est donné par

9) sik >3

*

=11 ¢ 1 o

l
f;”lf;“” qeSa(l,p+2k,p+1)
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Preuve. Le nombre p‘B(JrQ,c correspond a (r — 1)'B,(f), avecn=p+2ketr=p+1.
Par suite, on a n+ 1 = p + 2k + 1 est un nombre pair > 4, donc il n’est pas premier et
Ont1 = 0.
De méme r = p+ 1 est un nombre pair > 4, donc A(n,r) = v,.(n) = 0.
P Cq<p
On a aussi ¢ premier € Sy(n,r) équivaut & ¢ ¢ — 1p + 2k
qlp +2k +1
Donc q > p+3 > 3 et par suite ¢ — 1 est pair .
D’autre part q — 1|p + 2k et p + 2k impair.
Ce qui conduit a une contradiction et donc Sy (n,r) = 0.

Reste a étudier les ensembles Sy(n, r).
On a Sy(n,r) # 0 implique n > 2r + 1. Ce qui donne k > EI= ou encore p < 2k — 3.

On distingue deux cas :

3
Le cas k < ]% Dans ce cas on a Sy(n,r) = (). Donc le Corollaire 3.1 implique que d = 1.

3
Le cas k > Z% Comme n = p + 2k est impair alors M*(p + 2k, p+ 1) = {l impair : 1 <
[ < p}. Par le Théoréme 3.1 on a

*

d= 11 JI o

lllgllpm qeSa(l,p+2k,p+1)

Ce qui achéve la preuve du théoéme. n

4.3.1 Les dénominateurs non triviaux des nombres p'B]giJ;k), p=3

Dans cette partie, pour k ou p nombre premier impair fixé, nous déterminons les déno-
)
1
minateurs des nombres p'B(T;k)

D’apres le Théoreme 4.9, si le dénominateur du nombre p!BZ(f:;? est supérieur ou égal a 2

on a alors 3 < p < 2k — 3. Dans ce cas les diviseurs premiers q éventuels du dénominateur
vérifient p+ 2 < q < 2k — 1 car se sont des éléments de Sy(n,r). On en déduit que pour k
fixé il n’y a qu’'un nombre fini de dénominateurs non triviaux.

Dans le tableau suivant, on précise les dénominateurs de ses nombres pour k € {3,4,5,6,7} :

k
» Sl 415161 7
3 51171 1
5 71111 1
7 1|11 11
11 13

Pour p fixé, on a
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Proposition 4.1. Soit p un nombre premier impair. On a :

1) il y a une infinité d’entiers strictement positifs k pour lesquels les dénominateurs des
nombres p!Bng? sont différents de 1,

2) de plus, pour tout entier strictement positif m, il existe un entier strictement positif k, et

des nombres premiers qi, qa, ..., ¢m divisant le dénominateur de p!B](f:;?.
Preuve. Le nombre p!BI(JTQ? correspond a (r — 1)!B,(f), avecn=p+2ketr=p+1.
Soit ¢ un diviseur du dénominateur de p!Bg:;?. D’aprés le Théoreme 4.9, il existe un unique

l € M*(n,r) tel que g € Sy(l,n,r).
Ce qui donne

- —1 —1
p+uq2 +hqq2 yu€{0pU{l+1, g +l-—p—1}heN,

k=
(u, h) 72£ (0,0), (l,u,h) #(0,1,0),qg1 |[s(p+ 1L,p+1—1)| et ¢ = p+ 2.

En particulier pour u = 0, si m € N* et ¢, o, ..., ¢, des nombres premiers > p + 2 qui ne
divisent pas |s(p+ 1,p+ 1 — )|, on prend

[ — h . .
L — Tp + ?p(qf)...gp(qg@),l impair € {1,...,p}

ot ¢(¢?) = qi(q; — 1), pour tout entier 7 entre 1 et m. Alors on a qi,q2, ..., ¢m € So(l,p +
2k,p + 1). Donc les nombres ¢, qo, ..., ¢, divisent le énominateur du nombre p!BIngi). Par
exemple, si on prend u =0, [ = p, h € N* le dénominateur du nombre p!BI()T;? est divisible

par qi,q2, ...Qm- O
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Chapitre 5

Multiples des numérateurs des nombres
de Bernoulli d’ordres supérieurs

Ce chapitre est constitué de deux parties, dans la premiére nous donnons plusieurs mul-

. . (r) ..
tiples des numérateurs des nombres B(;), et dans la seconde nous explicitons d’autres mul-
'

T

tiples des numérateurs des nombres (r — 1)IBY.

(r)
5.1  Multiples des numérateurs des nombres f(Ln)

r

Le résultat principal de ce cette partie est le théoréeme suivant :

Théoréme 5.1. Soient n et r deux entiers strictement positifs tels que n = 1 et (a;)icy(n,r)
une suite d’entiers supérieurs ou égaux a 2. On a :

1) le nombre

est un entier relatif, ou t = ppcm(ai)ieM(n,,«),

2) sin =1+ 1 alors le nombre

el T (e = 1)5(’;) (5.2)

i€M*(n,r)
est un entier relatif.
Pour démontrer ce théoréeme, on établit les deux lemmes suivants :

Lemme 5.1. Soient a et n deux entiers strictement positifs et p un nombre premier tel que
a>2,ptaetp—1n. Ona
a—1

n

=0 (mod p).
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Preuve. Le nombre a est premier avec p, donc d’aprés le petit théoréme de Fermat cf. 25,
p. 131] et [26, p. 78] on a a?”! =1 (mod p) et a?~! = 1 + wp avec w € N*.

Soit a = v,(n) donc n = p*(p — 1)u ot u € N*.

On aa® = (e’ 1)P" = (1 +wp)’"* =1+ 0% (7.").(wp)*.

C’est-a-dire

pu
n N Pruptu— 1) (ptu—k+ 1)
a'—1= E I .

w*p
k=1

D’autre part, d’aprés la formule de Legendre v, (k!) = > . [f] b psP(k) < pkl ol s,(k) est
la somme des chiffres de k en base p cf. [24, p. 114], [49, p. 241] et [50, p.371].
Donc . . N 1 L

v, pru(pu —1)..(p%u — k + )wkpk Sadtk— >a

k! p—1

et

a u—1)...(p*u—k+1
o (P u(p*u )k‘(pu + )wkpk) >a+l.

On obtient alors

n

vp(a" —1) > a+1 et vp(a =v,(a"—1)—v,(n) >2a+1—a=1
n

Par suite
a” —1

=0 d p).
- (mod p)

]

Lemme 5.2. Sotent a et n deux entiers strictement positifs et p un nombre premier tels que
a>2 etpla. On a

an

— =0 d

p (mod p)
Preuve. Soient @ = vy(a) > 1 et B = v,(n) = 0. Alors a = p*b et n = p’m avec
pged(bm,p) = 1.
On a

pPr=04+p—-1)"=1+nlp-1)+ (Z)(p—l)k>1+n(p—1).

Alors on obtient " ]
n n

¢
(§] pn—ﬁ
>p—1let p" " >mp-1)=p-1,

PP zpet n—p21
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Par suite on a

n oznbn n
vp(a—):vp(p ):an_ﬁgn—ﬁ21 et %EO (mod p).

n pPm
[l
Preuve du Théoréme 5.1.
1) En utilisant la formule (1.10), on obtient
- B N, . T .
p ] @ enZs= S e (0) @ T @ - it -0
€M (n,r) r leM(n,r) ! €M (n,r)~{l}
B,
n—l/_n—l n—l
X -1 5.3
o a1t (5.3
11 suffit donc de montrer que ay' " (a]"™ 1)% est un entier pour tout [ € M(n,r).
Soit p un nombre premier et [ € M(n,r).
Sip entier. Donc a"~!(a"~! — 1)% est p-entier.

Supposons que p — 1|n — [. Alors on distingue deux cas : soit p|a;, soit p est premier avec
ag.

—1
Si p|a; alors le lemme 5.2 1mphque +— =0 (mod p). D ou a;' — 1) L est un p-entier.

“(a”
Si a; est premler avec p alors le Lemme 5.1 implique % =0 (mod p). Par suite

apHap ™t — 1) entier.

U o B,
Dans tous les cas, le nombre a)'*(a " — 1)=2=!

la relation (5.3) permet de conclure.

est un p-entier. Donc c’est un entier et

2) On a
" . B/ E\ET
e I @ -0t = X co (L) @
i~ r(7) - a
eM*(n,r) r leM*(n,r)
* n—l1 B
X | —Da,* apt = 1=
[T @ = Dlstrr = Dlay™ eyt 12
1eM* (n,r)N{l}
(5.4)
et d’aprés la Proposition 1.2 5), on a
n—1< 2[%], pour tout [ € M*(n,r).
n—l
Il suffit donc de montrer que g, 2 H(a?_l — 1)% est un entier pour tout [ € M(n,r).

Soit p un nombre premier et [ € M*(n,r).
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lescasp—11n—1let p—1jn—1 ou q; premier avec p sont traités dans la partie 1) de cette
preuve. Supposons donc p — 1|n — 1 et p|a;.
On a

n—l1

B, a a; 2

T-‘rl n—l

(CL;Z_Z - 1)Bn—l'

Si p = 2 alors le nombre % est un entier, sinon c’est un p-entier.
n—I
a

2
D’autre part, le Lemme 5.2 implique que .= =0 (mod p).
2

) nT_l‘H n—I B,_; .
D’ou g, (a; ™" —1)="5" est un p-entier .
n—1
LR B,_ : .
Dans tous les cas, le nombre a, 2 (a" — 1)="5' est un p-entier. Donc c’est un entier et on
conclut grace a la relation (5.4). O

Le Théoréme 5.1 nous conduit aux corollaires et remarques suivantes.

Corollaire 5.1. Soient n et r deuz entiers strictement positifs avec n = r et M(n,r) # (.
B(T)

n
r(7)
Preuve. D’aprés le Théoréme 2.1, on a p > r + 2. On prend a; = g pour tout i € M(n,r)

dans la relation (5.1), ot g est une racine primitive de p. Donc le nombre g" H (" " —1)
€M (n,r)

Si p est un nombre premier tel que p— 14 n —1 pour tout Il € M(n,r), alors le nombre

est p-entier.

est premier avec p, et le nombre g" H (g" " — 1)% est p-entier. Par suite le nombre
r

€M (n,r)
B

r(7)

)
Remarque 5.1. Le Corollaire 5.1 affirme la p-intégralité du nombre T],B(Ln). Ce méme résultat

a été déja établi dans le Théoreme 2.1, a l’aide d’une autre méthode.

est p-entier. ]

Corollaire 5.2. Soient n et r deux entiers strictement positifs tels que n = r, p un nombre
premier et (a;)icy(n,r) une suite d’entiers supérieurs ou égauz a 2. On a :

1) Si les nombres a; sont premiers avec p pour tout i € M(n,r), alors le nombre
. B
(™" = 1)—5 (5.5)
1 0

est p-entier.
Si de plus n > r + 1, alors le nombre




est p-entier.

2) Si a est entier strictement positif multiple de p, alors le nombre

B

n

est p-entier.
Si de plus n > r + 1, alors le nombre

wi B
a[§]+1_

r(7)
est p-entier.

Preuve. Soit (a;)icm(n,) une suite d’entiers supérieurs ou égaux a 2.

1) Si les a; sont premiers avec p pour tout ¢ € M(n,r) alors le nombre t = ppem(a;)icyn,r)
est premier avec p. Par suite les relations (5.1) et (5.2) nous permettent de conclure.

2) Dans les relations (5.1) et (5.2), on remplace a; par a; = a pour tout i € M(n,r). Le

résultat découle alors du fait que H (al" — 1) est p-entier et t = a. ]
€M (n,r)

Remarque 5.2.

1) Si on poser =1 et a; =a dans les relations (5.1) et (5.2), on obtient les entiers relatifs

B n B
gt — 1 n ¢ 5+1 n_1 n
a"(a )_n et a2z (a )—n

étudiés par J.J. Sylvester, J. Glaisher et L. Nielsen cf. [42, p. 250] et [50, p. 549].

2) Si on pose a; = a pour tout i € M(n,r) dans la relation (5.5), on obtient le p-entier

. BY
H (a”_l — 1)@ (56)
€M (n,r) "\
Ce qui implique la p-intégralité du nombre

r—1 (r)
n—i Bn
| |(a —1) T (5.7)

=0

La relation (5.7) a été établie par L. Carlitz par une autre méthode cf. [15, p. 608].
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5.2  Multiples des numérateurs des nombres (r — 1)!B7(f)

Dans ce qui suit nous nous intéressons a [’étude des multiples des numérateurs des
nombres (r — 1)!B7(f). Les résultats obtenus sont exposés dans les propositions 5.1, 5.2, 5.3
et 5.4, ainsi que dans le Corollaire 5.3.

Proposition 5.1. Soient n et r deux entiers strictement positifs tels que r < n < 2r. On
a:

1) les nombres
(n+1)(n —r+ D)0 —INBY et n(n+ 1)(r — 1)!B

sont des entiers relatifs,

2) pour r > 6, le nombre
(n+ 1)%+ (r — 1)!B")

est un entier relatif,

3) pour n impair, le nombre

2w(n,r)r"/r(n)<r _ 1>‘B7(’LT)7 ot w(ﬂ7 T) _ { SZ' n our 3
0 sinon

est un entier relatif.

Avant de démontrer cette proposition on établit le lemme suivant :

Lemme 5.3. Soient n, r et h des entiers strictement positifs tels que n > r et d le dénomi-
nateur du nombre (r — 1)!B§LT). Ona :

d|h implique h(r — 1)!B\") est un entier.

Preuve. Comme d est le dénominateur du nombre (r — 1)!BY”, donc d(r — 1)!B{” est un
entier.

Si d|h alors g est un entier, donc h(r — 1)!B{") = % x d(r — 1)!B{") est un entier comme
produit de deux entiers. O

Preuve de la Proposition 5.1.
1) D’aprés la Remarque 3.1, pour r < n < 2r on a Se(n,r) = () et le dénominateur d du

nombre (r — B se reduit &

d = (n+ 1)1 (p — 4 1)A0T) H p. (5.8)
pESl(n,r)

D’autre part, d est sans facteur carré et si p € Si(n,r) alors p|n + 1 et

d|(n 4+ 1)(n — r 4 1)), (5.9)
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De plus on a (n — 7+ 1) |n, r7™|n(n + 1) et
dn(n +1). (5.10)

Le Lemme 5.3 et les relations (5.9) et (5.10) nous permettent de conclure.
2) Sir > 6 alors d’aprés I'étude faite au paragraphe 4.2, le dénominateur du nombre (r —
1)!B7(f) est (n + 1)%+1.Donc le nombre (n + 1)%+ (r — 1)!B7(f) est un entier.

3) Si n est impair alors A(n,r) =0, (n 4 1)+ = 2 sin=1

1 sinon ’
et d’aprés la Proposition 3.5 on a Si(n,r) = { 52} :;nro: ’ '

D’aprés la relation (5.8), le dénominateur du nombre (r — 1)!37({") vaut d = 2¢(r)pr(n),
D’ott le nombre 29077 (r — 1)1 BY) est un entier relatif, O

Corollaire 5.3. Sin et r sont deux entiers strictement positifs tels que 6 < r < n < 2r et
n impair, alors le nombre (r — 1)!B,(f) est un entier relatif.

Démonstration. On a n est impair > 6, donc 0,7 = 0. L’affirmation 2) de la Proposition
5.1 permet alors de conclure. O
Proposition 5.2. Soient n et r deux entiers strictement positifs tels quen > 2r+1. On a :

1) les nombres
(n—r)!

(n4 D)r ™= (n — r)IBY et n(n+1) B,
r
sont des entiers relatifs.
2) sin est impair alors le nombre
oo, swotut={ ) =5

est un entier relatif.

Preuve. 1) Pour n > 2r+1ona A(n,r) = 0, donc d’aprés la formule (3.4), le dénominateur
d du nombre (r — 1)!B,(f) s’écrit

d=(m+1r® JT px [ » (5.11)
peS1(n,r) p€ESa(n,r)

Soit p un nombre premier qui divise d :
(i) sip € Si(n,r) alors p|n + 1,
(i) sip € Se(n,r) alorsr+1<p<n—ret

(n—r)!'

pl(r+1)(r+2)...(n—r)= I

(5.12)
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(n—r)!

Comme d est sans facteur carré alors d|(n + 1)r7(™ .
|

De plus 77"™|n(n + 1), et donc d[n(n + 1) - —(n:,r)'-

D’autre part on a
|

(n+ 1) ot B = (o 1) ™= (0 — r)IBY et
!

n(n+1)- 2 —1)1BY = n(n + 1) B,

Le Lemme 5.3, nous permet alors de conclure.
2) Si n est impair alors 6,11 = 0 et Sy(n,r) = { 52} 21 : ;g , donc la relation (5.11)

donne

d =20 T p. (5.13)

peSZ (n,r)

Des relations (5.12) et (5.13), on a

(n—r)!'

d|2o ) ()
rl

Par ailleurs, on a

9o (n,r) e(n) | M(r —)IB) = 90—y 1B,
T

On conclut grace au Lemme 5.3. [

Proposition 5.3. Soient n, r et a des entiers strictement positifs tels que r < n < 2r et
a > 2. Alors le nombre a(a™ — 1)(r — 1)!BT(LT) est un entier relatif.

Avant de démontrer cette proposition on établit le lemme suivant :

Lemme 5.4. Soient a et n deux entiers strictement positifs et p un nombre premier tels que
a>2etp—1n. Alors a(a™ —1) =0 (mod p).

Preuve. Si pla alors pla(a™ — 1).

Si p 1 a alors d’aprés le petit théoréme de Fermat cf. [25, p. 131] et |26, p. 78], on a p|a™ — 1
et par suite pla(a™ — 1).

Donc dans tous les cas a(a™ —1) =0 (mod p). O

Preuve de la proposition 5.3.

Soit p un nombre premier qui divise le dénominateur d du nombre (r — 1)!B,(f).

D’apreés la relation (5.8) et la Remarque 3.5, onap € {n+1,n—r+1,7}USi(n,r) et p—1|n.
Do, le Lemme 5.4 implique a(a™ — 1) =0 (mod p).

Comme d est sans facteur carré, alors a(a™ — 1) =0 (mod d).

Par suite, le Lemme 5.3 permet de conclure. O

Proposition 5.4. Soient n et r deux entiers strictement positifs tels que n = 1 et (a;)icy(n,r)
une suite d’entiers supérieurs ou égaux a 2. Alors :
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1) le nombre

t H (a?*i o 1)(70 - 1)|BT(17"), ou t = ppcm(ai)iGM(n,T)a
ieM(n,r)

est un entier relatif,

2) si de plus n # 1, le nombre

*

t H (a?_i —1)(r — 1)!Br(zr)7 ot t = ppem(a;)ierr (),
teM*(n,r)

est un entier relatif.

Preuve. Soit p un nombre premier qui divise le dénominateur d du nombre

(r — 1)!B7(f).

D’apreés la Remarque 3.4, il existe [ € M (n,r) tel que p—1|jn—1 avec l € M*(n,r)sin # 1.
Le Lemme 5.4 implique p|a(a™! — 1).

t * . )
Donc p|—a(a™ " — 1) = 1),
plra@ =0 I @ ==t [ @ -1
€M (n,mr)\{l} i€M(n,r)
Comme d est sans facteur carré, alors d|t H (af™"—1).
€M (n,r)
Par suite, le Lemme 5.3 nous permet de conclure. O
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