N d’ordre : 13/2022—D/MTI

MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE LA
RECHERCHE SCIENTIFIQUE
UNIVERSITE DES SCIENCE ET DE LA TECHNOLOGIE
HOUARI BOUMEDIENNE
FACULTE DES MATHEMATIQUES

THESE DE DOCTORAT EN SCIENCES

Présentée pour I’obtention du grade de docteur.
en : Mathématiques
Spécialité : Analyse : Equations aux dérivées partielles
Par
KECHICHE Naouel
Théme

Décroissance polynomiale d’un systéme
de Timoshenko avec des conditions aux limites dynamiques
et terme mémoire

Soutenu publiquement a le :29/09/2022 devant le jury composé de :

M. MEDJDEN Mohammed Professeur al’U. S. T. H. B. Président

M. KHEMMOUDJ Ammar Professeur al’U.S. T. H. B. Directeur de these.
M. BENAISSA Abbes Professeur a ’'UDL-Sidi.Bel Abbes Examinateur

M. CHOUTRI Abdelaziz Professeur a I’E.N.S. Kouba Examinateur

M. HAKEM Ali Professeur a1’ UDL-Sidi.Bel Abbes. Examinateur

M. TOUZALINE Arezki Professeur a1’U. S. T. H. B. Examinateur







REMERCIEMENTS |

Je me permets dans ces quelques lignes du manuscrit qui sont de loin les plus agréables a
- - K - - \ \ K - . s N
écrire, d’adresser mes remerciements sincéres a l’ensemble des personnes qui ont contribué a

la réalisation de ce travail.

Je tiens a exprimer toute ma reconnaissance a mon directeur de thése
Ammar KHEMMOUDJ, Professeur a I’Universié des Sciences et de la Technologie Houari
Boumdienne, Alger. Je le remercie de m’avoir encadré, orienté, aidé et conseillé.

Je suis particulierement flatté que le professeur Mr.Mohammed. MEDJDEN ait accepté
d’étre le président du jury, je le remercie sincerement.

Un grand merci aussi auzx professeurs Abbes BENAISSA, Abdelaziz CHOUTRI, Ali
HAKEM et Arezki TOUZALINE pour avoir accepté de siéger dans mon jury de thése.

J’ar également une pensée particuliere a tous mes amis, ou qu’ils soient, leurs encourage-
ments et leur aide furent précieu.

Enfin, je destine ce dernier propos a toute ma famille, son soutien fut indispensable pour

moi, qu’elle puisse trouver ici l’expression de ma profonde reconnaissance.



DEDICACES]

O
a mes
trés chers parents,
a mes cheéres soeurs, & mes fréres
Sami , Salah, Anass , Dounia, Siham
tous mes amies, et a tous mes proches,
a mes enseignants tout ou
long de mes

études.

¢



Résumeé

Dans cette theése nous étudions I'existence, ['unicité et la stabilité polynomiale
des solutions du systéeme de Timoshenko avec des conditions dynamiques sur le
bord. Le contenu de la thése est divisé en trois parties. La premiére partie est
consacrée a l'étude de l'existence et de 'unicité de la solution du systéme de
Timoshenko avec terme mémoire et des conditions aux limites dynamiques, en
utilisant la théorie de semi groupe (Théoréme Lumer-Phillips. Dans la deuxiéme
partie, nous considérons le méme systéme et nous montrons que I'énergie de la so-
lution associée au systéme décroit de maniére polynomiale en utilisant la méthode
d’une approche de fréquence de domaine dans le cas ot les vitesses de propagation
sont différente. Dans la troisieme partie, nous allons démontrer la stabilité expo-
nentielle dans le cas ou les vitesses de propagation sont égales, ceci en utilisant la
méthode des multiplicateurs.

mots-clés Systéme de Timoshenko ; Stabilisation polynomiale exponentielle ;
Conditions aux limites dynamiques, terme mémoire, théorie de semi-groupe, mé-

thodes d’une approche de fréquence de domaine, fonctionnelle de lyapounov .



Abst'ractl

In this thesis, we show that the solution of Timoshenko system with past history
and dynamical boundary decays polynomial in the case that the wave speeds of
eqautions are diffrent, our method is based on the semi groupe technique and the
contraction argument of frequency demain method.

Keywords : Timoshenko system, Polynomial rate of decay, Dynamic boundary

condition, Semigroup theory, Frequency domain method.
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Notations I

Dans tout ce qui suit, nous utiliserons les notations suivantes.

N ensemble des entiers naturels.

N* ensemble des entiers naturels non nuls.

R ensemble des réels.

R, ensemble des réels positifs.

R droite réelle achevée, R = R U {—o0, +-00}.
R"” espace euclidien de dimension n.

7 ensemble des nombres entiers .

7 ensemble des nombres entiers non nuls.

Q ensemble des nombres rationnels .

Q4 ensemble des rationnels non négatifs .

Q* ensemble des nombres rationnels non nuls.
C ensemble des nombres rationnels .

I'unité imaginaire.

.

R la partie réelle .

& la partie imaginaire.

x vecteur de R", x = (21,22, ..., 2,), 2, € R, 1 <i <n.
|| norme euclidienne de , |z| = (23 + 23 + - - + 22)2.

Q ouvert borné de R".



['=00Q

C>(9)
LO(Q)
Lr(©2)
L>(9Q)

D(Q)
()

Hg(€2)
D(A)
EDP

frontiére de 2.

le vecteur unitaire normal & la frontiére I' extérieur a 2.

Ju  Ou ou )

0x1? Oxy? Y Oxy,

gradient de u, Vu = (
divergence du vecteur v, dive = g—;’l + 83—;2 + -+ a%'

laplacien de u, Au:%—l—%—k-u—k%.

la dérivée normale de wu.

espace des fonctions continues sur 2.

espace des fonctions continues sur {2 dont les dérivées partielles.

d’ordre < k sont continues sur {2, k entier positif

I'espace C*(2) = ﬁ CH(Q).
k=0

ensemble des fonctions mesurables sur €2.

LP(Q) = {u: Q — Rmesurable; [, |ul’dz < oo} (1 < p < oo, constant).
L>*(Q) = {u: 2 — Rmesurable; 3¢ > 0 tell que |u(x)| <c¢ pp z€Q}.
conjugé de Holder de p, p’ = 1% sip>letp =c0sip=1.

espace des fonctions indéfiniment dérivables dans €2, & support compact dans )
espace des distributions dans 2.

espace de Sobolev , 1 < p < o0

'adhérence C3°(2) dans W™P(Q)

espace de Sobolev des fonctions de L*(€2) dont les dérivées

partielles au sens des distributions d’ordre < m sont également dans LP(€).
la fermeture de D(2) dans W™P(Q).

domain de définition de I'opérateur .

équations aux Dérivées Partielles.



EDO équations Différentielles Ordinaires.
p.-p. presque partout.

<..> le crochet de dualité.

(.,.) le produit scalaire.

.||z la norme dans l'espace F.

— symbole de convergence forte.
— symbole de convergence faible.
— symbole d’injection.

—* convergence faible étoile.



Chapitre 1
Introduction générale

La stabilisation a pour but d’atténuer les vibrations par rétro-action (feed-
back). Elle consiste donc a garantir la décroissance de I’énergie des solutions vers
0 de fagon plus ou moins rapide par un mécanisme de dissipation. Plus préci-
sement, le probléme de stabilisation auquel on s’intéresse revient a déterminer le
comportement asymptotique de 'énergie que 'on note E(t) (c’est la norme des
solutions dans 'espace d’état), ainsi qu’a étudier sa limite afin de déterminer si
cette limite est nulle ou pas, a donner une estimation sur sa vitesse de décroissance
vers zéro. Il existe plusieurs degrés de stabilité que 'on peut étudier. Le premier
degré consiste a analyser simplement la décroissance de I’énergie des solutions vers

7€ro, 1.e. :
E(t) — 0 lorsque t— 400 (1.1)

C’est ce qu’on appelle la stabilisation forte. Pour le second, on & s’intéresse une
décroissance de 1'énergie plus rapide, c’est-a-dire lorsque celle-ci tend vers 0 de

maniere exponentielle, i.e.

E(t) < Ce™®,  Vt>0, (1.2)

6



chapitre 1 introduction générale

ou C' et ¢ sont des constantes positives avec C' qui dépend des données initiales.
Quant au troisieme, on étudie des situations intermédiaires, dans lesquelles la
décroissance de 1’énergie n’est pas exponentielle, mais de type polynémiale ou

logarithmique par exemple :

C
E(t) < o Vit > 0, (1.3)
ou bien
Cl
E(t - Yt >0 1.4
0 < e O (1.4)

ou C, C', a et k sont des constantes positives avec C' et C' qui dépendent des
données initiales. Le systéme de Timoshenko est généralement considéré comme
décrivant la vibration transversale d’une poutre en ignorant les effets d’amor-
tissement . Il existe plusieurs travaux concernant la stabilisation du systéeme de
Timoshenko avec différents types d’amortissement, nous citons par exemple (voir
191, [70], [21], [26], [49], [17], [20], [68], [36], [2]).

Dans [66], Soufyane et Wehbe ont prouvé que si les vitesses de propagation des

ondes sont égales (i.e., % = 2

k2) le systéme de Thimoshenko avec une dissipation

interne est exponentiallement stable. En effet, Rivera et Racke dans [55] ont amé-
lioré les résultats précédents et ont montré une décroissance exponentielle de la
solution du systéme de Timoshenko lorsque le coefficient de la rétroaction admet
un signe indéfini.

Dans [70], Wehbe et Youssef ont amélioré les résultats de [10], ou ils ont étudié le
taux de la décroissance polynomiale et la stabilité non uniforme de I’énergie du
systeme de Timoshenko avec un seul terme de dissipation a la frontiére.

D’autre part, de nombreux auteurs ont traité le systéme de Timoshenko avec

7



chapitre 1 introduction générale

un terme de dissipation non linéaire a l'intérieur du domaine ou sur la frontiére
(voir [54],[4],[47], [11], [14], [36]). Le modéle de Timoshenko avec mémoire de
dissipation a été étudié par plusieurs auteurs ces derniéres années, et de nombreux
résultats concernant 1’existence et le comportement asymptotique ont été établit
(voir [9],]23],122],[74],[49],)

Dans le cas du modéle de Timoshenko avec une dissipation sur le bord et
une force établie sur un seul coté, nous pouvons citer [23] ou les auteurs ont
prouvé que pour obtenir la stabilité exponentielle du semi-groupe de contraction
associé, 1'égalité de la propagation des ondes ne suffit pas, il faut des conditions
supplémentaires sur le coefficient du systéme.

Dans [57]| les auteurs ont prouvé que le semi-groupe associée au modeéle de
Timoshenko avec une masse a l'extrémité tend vers zéro comme ¢z lorsque le
mécanisme d’amortissement n’est efficace que sur le bord de 'angle de rotation
Lorsque les vitesses de propagation sont différentes, ils ont prouvé que la solution
décroit de maniére polynomiale comme t2. D’autre part, la solution décroit comme
t3 si les conditions initiales sont dans le demain D(A).

Dans [62], Raposo et al. ont prouvé une décroissance exponentielle de la solution
pour le systéeme de poutre de Timoshenko avec un terme de dissipation linéaire
de friction.

Dans [4], Alabau-Boussouira a étudié le comportement asymptotique du sys-
teme de Timoshenko avec amortissement non linéaire. De plus, ils ont démontré
en génaral la formule semi-explicite pour le taux de décroissance de I'énergie dans
le cas ou les vitesses de propagation du systéme sont égales.

Le but de notre thése est de montrer 'existence et 'unicité de la solution du
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modele de Timoshenko avec un terme mémoire, et donner une estimation pour la

décroissance de I'énergie de solutions du probléme (1.12).

1.1 Systéme de Timoshenko

Le systeme de Timoshenko est introduit par le mathématicien Ukrainien Ste-
phen Timoshenko né le 22 décembre 1878 en Ukraine et mort le 29 Mai 1972
en Allemagne. Il a développé la théorie de 'élasticité des plaques et des coques.
En 1921, dans [69], un modéle simple décrivant les vibrations transversales d'une
poutre a été développé. Ce modeéle est donné en conformité avec les équations

suivantes
pApw(z,t) = Sy(z,t),
plpy(x,t) = My(z,t) — S(x,t),

(1.5)

ou t désigne la variable temporelle, et x est la distance au long de la ligne
moyenne de la poutre. La fonction ¢ représente le déplacement transversal de la
poutre et ¢ I'angle de rotation du filament de la poutre. Nous utilisons p pour la
densité, M pour le moment de flexion, .S pour la force de cisaillement, A pour 'aire
de la section transversale et I pour le second moment de la section transversale de
la poutre. Les relations entre déformations et contraintes pour le comportement

élastique de la poutre en flexion sont données par

M(z,t) = El,(x,t),
S(x,t) = kAG(p, + ¢)(, 1),
ou FE représente le module de Young, G' le module de rigidité, et k le facteur de

forme. Timoshenko [69] établit les équations aux dérivées partielles suivantes pour



chapitre 1 introduction générale

les vibrations mécaniques dans les poutres planes sans la présence de mécanismes
dissipatifs
p1 — K(pz +19)r =0,

p2¢tt - wax + H(pr + w)x = 0.
en posant p1 = pA, p1 = pl, Kk = kAG et b = EI. La stabilité du systéme de type

Timoshenko (dans des domaines bornés) a requ beaucoup d’attention ces derniéres
années, et plusieurs résultats concernant I'existence et le comportement asympto-
tique de I'énergie ont été établit. Fondamentalement, trois types de mécanismes

dissipatifs (ou des combinaisons de ceux-ci) ont été envisagés :

1. La dissipation par frottement obtenu en introduisant un amortissement (feed-

back) par frottement qui peut agir soit sur le bord soit au voisinage du bord.

2. La dissipation thermique qui est obtenue par la conduction de la chaleur

compte tenu de la loi de fourier ou la loi de Cattaneo.

3. La dissipation viscoélastique donnée par les effets de mémoire.

Kim et Renardy [39] ont considéré [1.5] avec deux contrdles au bord de la forme

K(QO(L, ) - @Da?(L? )) = O“/)t(L7 ')7 vVt >0
Elou(L,.) = —Byi(L,.), Vit > 0. |

Ammar-khodja et al. [10] ont considéré le systéme

awy = (B(1: +w)),, on (0,1) x RT.

You = (0¢)e + K(y + W)z, on (0,1) X RT,

(1.6)

10
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sous les conditions aux limites suivantes

( w(0,t) =w(1,t) =0
q ©:(0,1) = ay(0,t), VE>0 - (1.7)
0. (1,1) = —dipy(1,t), YVt > 0.

\

oll o, 3,7 et § sont des fonctions positives de classe C' et ont prouvé que la stabi-
lité uniforme de (1.6-1.7) est obtenue si et seulement si les vitesses de propagation
sont égales (g = %) Munoz Rivera et Fernadez Sare [22] ont considéré un systéme
de type Timoshenko avec terme mémoire agissant dans une seule équation. Ils ont

examiné le probléme suivant :

P11 — K(r + ) =
P2t — b + K(Pz +)e f $)Wpr(,t — 5)ds = 0,

avec des conditions aux limites homogénes dans un domaine borné, et ont montré

(1.8)

que la dissipation donnée par le terme mémoire est suffisamment forte pour stabi-
liser le systéme (1.8) de fagon exponentielle si seulement si pﬁl = p% et la fonction de
relaxation g décroit exponentiellement. Concernant les systémes de Timoshenko

pour les matériaux & mémoire finie, Ammar-khodja et al.[9] ont étudié le systéme

linéaire de la forme

prow — Koz + Py =
,02¢tt - b¢xaz (pr + ¢ + fo w;rx( - )dS - Oa

avec des conditions aux limites homogeénes. Ils ont montré, en utilisant la méthode

(1.9)

des multiplicateurs, que le systéme (1.9) est exponentiellement stable si et seule-
ment si y = 0 (avec x = ﬁl — p—bQ) et g décroit exponentiellement. Précisément,
sous certaines techniques supplémentaires sur ¢’ et ¢”, ils ont établi un résultat

de décroissance exponentielle (respectivement polynomiale) pourvu que g décroit

11
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de fagon exponentielle (respectivement polynomiale). Ce dernier résultat a en-
suite été obtenu par Guesmia et Messaoudi [75] avec des conditions plus faibles
que celles qui sont considérées dans [9]. En outre, Messaoudi et Mustafa [76] ont

discuté (1.9), pour les fonctions de relaxation satisfaisant
g'(t) < —=€(t)g(t), vt > 0, (1.10)

ou £ : Ry — R, est une fonction différentiable non croissante, et ils ont donné
un résultat de décroissance plus générale, a partir duquel, les résultats habituels
de décroissance exponentielle et polynomiale ne sont que des cas particuliers. La
stabilité de (1.9), dans le cas ot les vitesses des ondes sont différentes, a été étudiée

par Guesmia et Messaoudi [29] sous la condition
g'(t) < =¢(t)g"(t), vt = 0,

ol p > 0, et une estimation de décroissance générale pour I'énergie des solutions

réguliéres a été prouvée. Dans 30|, Guesmia et Messaoudi ont considéré le systéme

p1ow — k(pz + 1), =0,

(1.11)
le/}tt - b’@/}:m + K(SOJC + ¢) + f0+00 9(3)¢xx($,t - S)dS - 07

ol la fonction de relaxation g satisfait la relation (1.10). Sous la méme hypothése
sur g et & imposée pour le cas de mémoire finie, ils ont établi des résultats de
décroissance générale dans le cas ou les vitesses de propagation sont égales et
différentes. Ces résultats ont permis d’améliorer certains taux de décroissance
connus. Guesmia [30] a considéré un systéme de type Timoshenko avec un terme

mémoire et un amortissement par frottement agissant seulement dans 1’équation

12
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de 'angle de rotation. Il a examiné le probléme suivant

prew — K1(pe +¢)s =

p2tbit — Kaee + K1(pr + ) + b(2) (i) + f (@) Yo (t = 5))ads = 0.
Il a montré que la dissipation donnée par ces controles complémentaires est assez
forte pour garantir la stabilité du systéme, ceci pour le cas de vitesses de propaga-
tion égales, ainsi que dans le cas contraire. Un résultat similaire a celui trouvé par
Gusemia et Messaoudi [30] dans le cas ou le terme mémoire et ’amortissement
par frottement agissant dans I’équation du déplacement transversal.

Dans [28], Guesmia a étudié le systéme de Timoshenko avec une mémoire infinie
et un retard distribué (distributed time delay) a la fois agissant sur I’équation de

I’angle de rotation

prow — K1(pe + ) =

patbit — Koee + Ki(pr + 1) + f (8)Vua(t — s)ds + f (5)Us(t — s)ds
Il a donné des estimations de décroissance pour les deux cas de vitesses. Les taux
de décroissance obtenus dépendent des noyaux de la mémoire et le retard a 'infini.
Dans le cas d’inégalité de vitesses, le taux de décroissance dépend également de la
régularité des données initiales. La constante y est un nombre qui caractérise le
comportement asymptotique des solutions du systéme de Timoshenko. Cela a été
prouvé pour le comportement viscoélastique dans [7], [9], [23], [32], [51], [76], pour
le comportement thermopélastique avec la loi de Fourier et aussi a la dissipation
thermoélastique de type III dans [51] , [51], [54], et le systéme de Timoshenko avec
dissipation aux limites [10], [53|. Plusieurs résultats de décroissance exponentielle
pour les deux cas linéaires et non linéaires ont été établit sans I’hypothése p—“l = p%.

Par ailleurs, il existe une vaste litérature pour le systéme de Timoshenko (c’est-

13
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a~dire sans condition de chaleur) dans le domaine borné. Le lecteur intéressé
est appelé a consulter [4], [50], [56], [55], [67], pour les systémes de Timoshenko
avec amortissement par frottement, ainsi que [9], [26], [49] pour les systémes de

Timoshenko avec amortissement viscoélastique.

1.2 Notes historiques

Nous allons rappeler d'une maniére bréve quelques phases qu’a connue la notion

de stabilisation sans vraiment rentrer dans les détails.

1.2.1 Les travaux de C. S. Morawetz

En 1959, en analysant I'expression explicite de la solution obtenue par sépa-
ration des variables de '’équation d’ondes dans un domaine non borné de R?, C.
Wilcox [71] a réussi & montrer que I'énergie locale décroit de maniére exponentielle
quand le temps tend vers I'infini. Avec des hypothéses plus générales que celle de
C.Wilcox, en 1961 C. S. Morawetz 58 a montré que I’énergie locale décroit comme
I'inverse du temps. En combinant leurs méthodes, P. D. Lax, C. S. Morawetz et
R. S. Phillips [44] ont prouvé en 1963, que I'énergie locale associée a la solution de
I’équation d’ondes dans un domaine de R3, extérieur a un domaine étoilé décroit

de maniére exponentielle quand le temps tend vers I'infini.

1.2.2 Les travaux de G. Chen et J. Lagnese

En se basant sur les travaux C. S. Morawetz 58 sur I’équation des ondes dans
un domaine extérieur, D. L. Russell [65] a conjoncturé, en 1974 un phénomeéne

analogue pour ’équation des ondes dans un domaine borné. Le premier résultat

14
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positif concernant la conjecture de Russell, a été obtenu en 1979 par G. Chen [34].
Ensuite, en adaptant la technique des multiplicateurs utilisée par C. S. Morawetz,
W. A. Strauss et J. U. R. Alston, dans les domaines extérieurs, C. Chen [33] a

amélioré les résultats obtenus dans [34]. Voir aussi Lagnese [46].

1.2.3 Les travaux de I. Lasiecka et R. Triggiani

En 1987, utilisant des méthodes différentes de celles de Chen et Lagnese, I.
Lasiecka et R. Triggiani [45] ont pu redémontrer les résultats de Chen et Lagnese

pour I’équation des ondes avec une condition de Dirichlet non homogéne sur tout

le bord.

1.2.4 Les travaux de V. Komornik et E. Zuazua

En 1987, V. Komornik et E. Zuazua ont allégé la condition aux bords de G.
Chen en la remplacant par une autre condition, ce qui a permis, en principe
de généraliser les résultats de Chen et Lagnese au domaine & bords réguliers et

connexes, mais ceci au prix de modifer la condition aux limites.

1.2.5 Les travaux de J. Lions

En 1986, Lions a élaboré une méthode générale de stabilisation exponentielle
pour tous les systémes linéaires réversibles exactement controlables. Son procédé
repose essentiellement sur la théorie du controle et de la méthode de pénalisation.
Cependant, il ne donne aucune méthode explicite pour construire I'opérateur de

feedback, ni 'estimation sur le taux de décroissance de 1’énergie.

15



chapitre 1 introduction générale

1.3 But du travail

Dans ce travail, on consideére le systéeme de Timoshenko avec terme mémoire

donné par
(
pwy(x,t) — K [p(x,t) + we(z, )], =0, dans (0,L) x R,
8 Low(,t) — o, t) + [ 9(8)pua(x,t — 5)ds
+K [p + w,] (z,1) =0, dans(0,L) x Ry
\

(1.12)

avec les conditions initiales suivantes

w(z,0) = wo(x), wi(z,0) = wi(x), p(z,0) = @o(@), p1(7,0) = @u(x).  (1.13)

et les conditions aux limites

(

w(0) = ¢(0) =0, dans (0,L)
{ Mwu(L,t) = ko +w.] (L, 1) =0, dans R,  (1.14)
\ Jou(L,t) — (L, t) + fOOO g(8)pe(L,t —s)ds =0, dans Ry

Dans (1.12), ¢, x désigne respectivement la variable temporelle et la distance
le long de la ligne moyenne de la poutre L dans sa configuration d’équilibre,
S = k(w, + ¢) et M = ¢, désigne la force de cisaillement, respectivement. On
désigne par w = w(x,t) le déplacement transversal de la poutre et ¢ = p(x,t) est
'angle de rotation du filement de la poutre; avec p = pA, I, = pI, k = KAG,b =
E1I, ou p désigne la densité, A est 'aire de la section transversale, I est le second
moment pour la section transversale de la poutre, E est le module de 1’élasticité,

K le facteur de forme et G est le module de rigidité.

16
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1.3.1 Hypothéses

1.3.1.1 Hypothéses sur le noyau g :

On suppose que le noyau g(t) est de classe C1(R,, R, ) et vérifie les hypothéses

suivantes :
5:1—/ g(s)ds =1— g =1>0. (1.15)
0

On suppose aussi
g(t) > 0,3ko, k1 > 01 —kog(t) < g'(t) < —kig(?),

1.3.1.2 hypothéses sur les vitesses de propagation :

K 1
—# — (1.16)
p " 1

Dans le but de prouver 'existence et 'unicité de la solution de notre probléme

en uitlisant la théorie des semi-groupes on donne quelques espaces fonctionnels.

On désigne par H l'espace de 'énergie associée au systéme (1.12)-(1.14) par
2
2 — (Hgo)(o, L) x LQ(O,L)) x €2 x L,(0, L),

tel que
Hip(0,1) = {(w,9) € (H'(0,L))? : w(0) = (0) =0},

et
L poo
L,= {v Ry — H(lo)(O, L), / / g(s)vidsdr < +oo} :
0 Jo

L’ensemble L, est 'espace de Hilbert engendré par le produit scalaire
L 00
(v, 1), = / / g(8)vg (s) wy (8) dsdzx.
0 Jo

17
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L’ensemble H est aussi l'espace engendré par le produit scalaire suivant , U =

T
(Ul,UQ,U3,U4,U5,U6,'U7) 3 W — (wl,wQ,wg,T,U4,'lU5,'lU6,U)7) c Ha par
AN L ~
<U, U>H = / [b@gxng + puowsy + [pv4w4} dx
0

L
+ <U7, w7>Lg + /f/ (le + Ug) (wm + wg) da;
0

+Muvsws + Jvgws.
Alors, la norme correspondante est

2 7 2 2 2
Ul = 0lloselly + o llvzlly + I [loall

+ vzl + & [|0p1 + sl + M |vs|* + T Jug|*

ot ||.]|2 est la norme usuelle dans L?(0, L), et

L o0
o2 = / / o(s)u2, dsd.
0 0

18



Chapitre 2
Rappels et définitions

Ce chapitre comporte les définitions et les propriétés essentielles, qui seront

utilisées dans les chapitres ultérieurs.

2.1 Définitions et propriétés élémentaires

L’objectif de cette section est de rappeler quelques notions et résultats préli-

minaires, qui nous seront utiles dans les chapitres ultérieurs.

2.2 Définitions et propriétés élémentaires des espaces LP((2)
2.2.0.3 Espaces LP(Q)

Soit © un ouvert de RY. Pour 1 < p < oo, l'espace de Lebesgue LP(Q) est

défini par :
PQ)={f: Q=R mesurable,/ |f(2)|P dz < oo }
0
muni de la norme (parfois notée ||.||)

1l ooy = (/Q\f(g;)wx);
19
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et pour p = 0o, on note
L>*(Q) :={f: Q — R; f mesurable et 3C € R, telle que |f(z)| < C p.p.surQl}

de norme
[f1 ey := Inf{C, [ f(z)| < C p.p.sur 2}
Pour tout 1 < p < oo, on note p’ le conjugué de p, c’est a dire le réel p’ tel que
St =1
Proposition 2.2.1 (Inégalité de Hélder) Pour tout f € LP(Q) et g € LV (Q)

avec 1 < p < oo. Alors f.g € LY(Q) et on a l'inégalité

[ @@l de < 1 ol
Lorsque p = p/ = 2, on retrouve 'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Proposition 2.2.2 (Inégalité d’interpolation) Soient 1 < p < q < o0,
fe LP(Q) NLYS2). Alors f € L"(2) pour tout r € [p,q], et

1

0 1-6 1—40
@ S o) 19y, €€[0,1], —=

I/

0
rop g
Théoréme 2.2.1 ( convergence dominée de Lebesque)

Soit (f,)n une suite de fonctions de L*(Q).
On suppose que f, — [ p.p. sur Q, et qu’il existe une fonction g € LY(Q)
telle que pour tout n € N, |fuo(x)| < g(x) p.p. sur Q . Alors f € LY(Q) et

Lim [ fu(2) = f(2) 1) = 0.

Définition 2.2.1 Une fonction a valeurs réelles est absolument continue sur un

mtervalle I st

Ve >0, 30 > 0 tel que Z |f(br) — flar)| < e.
k=1
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Lorsque a1 < by < as < by < ... < a,, < b, sont des points de I tels que
> et (bp —ax) <.

Inégalité de Gronwall
(1) Soit 7(.) une fonction positive, absolument continue sur [0, 7] et satisfaisant

pour presque tout ¢t € [0, 7] 'inégalité

() < o()n(t) + ¥(t)
ou ¢(t) et ¥(t) sont des fonctions positives, intégrables sur [0, 7] alors

n(t) < eof(b(s)ds[ n(0) + /w(s)ds] pour tout 0 <t < T.

(i) En particulier, si n'(t) < ¢(t)n(t) sur [0,7] et n(0) =0, alors :

n=0 sur [0,7].

Preuve 2.2.1 On a

L (s)eli -0y = e 00 () — o(s)n(s)) < e A(s) (2.)

pour presque tout < s < T,

En intégrant sur [0,t], on obtient

n(E)ehs 00 < o) /fo Niry(s)ds < (0 /1/1 2.2

pour tout 0 <t <T.

D’ou on déduit
n(t) < eh 2O n(0) + [ v(s)ds

21
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Inégalité de Gronwall (forme intégrale)
(i) Soit ¢(.) une fonction positive, intégrable sur [0,7] et satisfaisant pour

presque tout ¢ € [0, T] I'inégalité

t
<€ [ oy +C:
0
ou C et Cy sont des constantes positives. Alors
C(t) < Co[ 1+ C’lteclt] pour presque tout 0 <t < T.

En particulier si :

t

C(t)gC&/C(s)ds, 0<t<T.

0

C(t)=0 sur[0,T].

Inégalité de Cauchy généralisée :

b2
Va,b € R, Vs>0:ab§sa2—l—4—€.

Inégalité de Young généralisée : Soit 1 < p,q < 0o, tels que %—i—é =1, et
soit € > 0.
Alors
ab < ea” + ¢(e)b?

(ep)
q

ESIS]

ou c(e) =

22
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2.2.1 Espaces de Holder

Soient X := (X, d) un espace métrique, £ := (E, ||.|p) un espace de Banach,
et soit 0 < 6 < 1.

L’application u : X — FE est dite uniformément /—Holder continue, si

) @) —u@)]l,
[ulg = [ulp.x = T d(w, y))?

u est I—HOSlder continue, si chaque point de X a un voisinage Y tel que u\y

< 0. (2.3)

est uniformément ¢—Holder continue.

On pose CY(X,E) := {u : X — E; u est 6—Hélder continue}, 0 < 0 < 1,
et CY%(X,E) := C(X, E) est I'ensemble de toutes les fonctions continues de X
dans E. Pour 8 = 1, la 1- Holder continuité est continue et Lipschitienne , et on
note C'=(X,E) := {u : X — E ;u est continue et Lipschitienne }, (au
lieu de C1(X, E)) Pour k € N*, O%(X, E) est 'espace des fonctions u € EX, k
fois continfiment différentiable sur X. C*~ (X, E) est le sous espace des fonctions
u € C*YX, E), telles que D' u € C' (X, E) , o D*! désigne la dérivée(de
Fréchet) d’ordre k-1. Soit k € N, on notera C*(2) le sous-ensemble des fonctions
fOf:QCR*— R)de C*Q) telles que pour chaque multi-indice |a| < k,

'application z € Q + D®f(z) se prolonge continfiment & € . On pose

1fllor = max sup|Df(z)[, fe€CHQ). (2.4)

0<|a|<kreQ

Alors || f[|cr () est une norme sur I'espace vectoriel C*(Q), et muni de cette

norme C*(€2), est un espace de Banach.
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2.3 Espaces de Sobolev

2.3.1 Espaces W"P(() :

Soit 2 un ouvert de R", m € Net 1 < p < oo on définit WP(£2) comme suit

WmP(Q) = {u € LP(2) tel que D%u € LP(2); Ya e N" 0<|a|<m}

o |af =30 iy =k, et D= xa—“m dérivée au sens des distributions.

Muni de la norme

||UHWW(Q) = ( Z HDO[UHZEP(Q))E'

al<m

W™P(£)) est un espace de Banach.

W,"" () est 'adhérence de 'ensemble D(€2) des fonctions indéfiniment diffé-
rentiables et a support compact dans 2, dans W™P(2). Rappelons que sip > 2 et
Q est borné, U'injection de Wy""(2) dans LP(2) est compacte. Dans le cas p = 2,
on pose H™(Q)) = W™3(Q).

2.3.1.1 Inégalité de Gagliardo Nirenberg Sobolev

Soient 1 < ¢ < p < 00. Alors

0 6
[l o) < C HUH}LQ(Q) ull g1 »

| |13
(Sl ps

N IE
<3

Yu e HY(Q)N LY (Q) avec p(n —2) < 2n et 8:1

S

Théoréme 2.3.1 (Injection continue) Soient Q@ C R"™ un domaine borné de fron-
tiere lipschitzienne, m € N* et p € (1,00).
Alors l'injection suivante est continue :

WmP(Q) C L*(Q2) si mp > n.
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Théoréme 2.3.2 (Généralisation du théoréme de trace) Soient Q) un domaine
de frontiere bornée de classe C™ 11 de R", m € N* et p € (1,00). Alors il existe
un unique opérateur linéaire continu Ypy,—1 : W"P(Q) — sz)lwm_k_%’p (092),
appelé opérateur de trace, satisfaisant vy, 1 f = (f, ouf, ..., 8;”*1]‘) \aq pour toute
fonction f € C®(Q) ot f \aq désigne la restriction de la fonction f & I'ensemble

o0.

2.3.1.2 Formule d’intégration par parties

Soit u et v deux fonctions de H'(€). Pour tout 1 <i < n, on a

ou ov
8xivda: = —/axiudx—F/quido (2.5)
0

Q o0

ou v;(x) = cos(v;x;) est le cosinus directeur de l'angle compris entre la nor-
male extérieure & 0€2 au point x et I'axe des x; .
Formule de Green
Soit € un ouvert borné de R”, de frontiére réguliere 0f) et v(z) la normale exté-
rieure au point x. Soient u une fonction de H?(Q) et v une fonction de H1(£).

Alors la formule de Green sécrit :

/(Au)vdx = %vda — /Vu.Vvd:c
%
Q

Q [)9)

ol % =>", fyo(%)yi, et yo(u) est la trace de u sur 9Q, v = (vy,..,1,)" et

do est la mesure superficielle sur 0f).

Les espaces de Slobodckii
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Soient k € Net 1 < p < 0o, on pose

3=

)P
[ulsp @ = / [ux n+8p‘ d(x,y) | pour 0<s<1
ey = = H-wa ()

1
-y, |qu + Z [0%ufg )7 pour s € RT\N

ol =]
ou [s] désigne la partie enticre de s. Alors les espaces de Slobodeckii sont les

espaces de Banach définis par :

W, = W;(Q,KN) ({u e Wb P flully, < ook, llls,) 1 <p<oo,sé€ RT\N.

Pour s € RT et 1 <p < oo, W, est appelé espace de Sobolev-Slobodeckii.
Proposition 2.3.1 Soient sg,s1 € R, et po,p1 € (1,00). Alors

WS W s

De plus pour s € R, et p € (1,00)

d n n n
W, — C? sis—]—gzpz(). (avecp#s—;sis—;EN).

2.3.2 Notions de base sur les distributions :

On appelle support d’une fonction ¢ : 2 — R le plus petit fermé K, C )
en dehors duquel la fonction ¢ est nulle presque partout. Une fonction ¢ : €2 —
R est dite a support compact dans €2 si son support est un compact contenu
dans €. On notera par D (2) l'espace des fonctions ¢ définies et indéfiniment

dérivables sur € et a support compact contenu dans Q. On désigne par D()
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Iespace des restrictions & Q des fonctions de D(R"). La longueur d’un multi-
indice & = (aq, ..., 4, ...,a,) € N" est Uentier noté || et défini par : |a| =
o+ ..o+ ap A+ .

;) € N on définit I'opérateur de

Pour tout multi-indice o = (o, ..., ;

dérivation 0% : D (Q2) — D (Q2) par :

o o 0% o a|a|€0
o= (gz) - () - () ©) - st

Proposition Vp > 1, I'ensemble D (£2) est dense dans L” (£2) .

Preuve 2.3.1 Voir Vo-kHAC KHOAN, page 148.

2.3.2.1 Convergence dans D({2)

Définition 2.3.1 : On dit qu’une suite {¢,,n € N} C D (£2) converge vers une
fonction ¢ € D () s’il existe un compact K contenu dans Q) tel que :
i) supp (v,) C K, Vn € N

ii) 0% () converge uniformément vers 0%p,, Ya = (aq, ..., a;, ..., a,,) € N™.

2.3.2.2 Espaces des distributions D'(Q)

Définition 2.3.2 Espace des distributions D' () :
On appelle espace des distributions sur €, 'ensemble D'(2) des formes li-

néaires continues T : D (2) - R

On notera (T, p) = T (¢) la dualité entre D'(Q2) et D(£2). En outre, on dira, que
deux distributions 77 et T5 sur €2 sont égales si elles le sont en tant qu’application
de D(Q2) dans R :

(T1,) = (I3, ),V € D (Q)
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Les distributions généralisent la notion de fonction puisque a toute classe de fonc-
tions f € L2(Q) on peut associer de facon canonique et biunivoque une distribu-

tion notée T’ et définie par :
(T5, ) ey by = (T, ) 120 / f (@) (2)duvp € D () et Vf = [ p.psur

On dira qu’une distribution 7' € D’ () appartient & L* (Q) s’il existe une classe

de fonction f € L?(Q) telle que

(T, 90>D’(Q)7D(Q) = /Qf(x)go(:r) dx , Vo € D () | f e L’ (2)

On les appelle distribution réguliére.

2.3.2.3 Continuité dans D’ (Q2)

Définition 2.3.3 : On dit qu’une application linéaire A : D'(Q2) — D' (Q) est
continue si pour toute suite de distributions {T,,,n € N} C D' (Q) limplication

sutvante est vérifiée :

(Ty)n converge dans D'(Q) vers T = (A(T},))n converge dans D'(Q) vers A(T).

2.3.2.4 La convergence dans D’'((2)

Définition 2.3.4 : On dit qu’une suite de distributions (T),)nen C D' () converge
vers T dans D'(S2) si

Vo € D(Q): lim [(T,, ) = (T, )| =0

Définition 2.3.5 On peut identifier L? (Q) a son dual et comme D () est dense

dans L? (), on a les inclusions suivantes
D(Q) c L*(Q) = (L*(Q)) ¢ D'(Q)
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2.3.2.5 Dérivation dans D’'(2)

Définition 2.3.6 : Pour toute distribution T € D' (2), on définit pour tout in-
dice i € {1,...,n} lopérateur de dérivation

0 . D'(Q) — D'(Q) par :

alEi
oT B Oy

et pour tout multi-indice Voo = (g, ...,y ..., ) € N on définit 'opérateur de

dérivation
9% : D'(Q) = D'(Q) par : o — (0°T, ) = (=1)I(T,8%¢) Vp € D(Q) i.e

. N 3Ia|¢
<a Ta §0> = (_1)| | <T’axa1 O axan> 7v90 €D (Q)
1 e i oo n

Proposition 2.3.2 Pour toute distribution T € D'(Q2) et pour tout multi-indice

a= (a1, .., q,....a) € N" Uopérateur de dérivation
0*: D'(Q) — D'(Q)
est continu au sens de la définition précédente et on a

T e D'(Q) VT € D' (Q)

2.4 Théoréme de Lax-Milgram

Le théoreme de Lax-Milgram est un outil simple et efficace pour la résolution

d’équations aux dérivées partielles linéaires elliptiques.

Définition 2.4.1 Soit H un espace de Hilbert muni de la norme |.|. On dit qu’une
forme bilinéaire a(u,v) : H x H — R est
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1. continue s’il existe une constante C' telle que
la(u,v)| < Clu||v], Yu,v € H,
2. coecrive s’il existe une constante a > 0 telle que
a(v,v) > alv)? Yo € H.

Théoréme 2.4.1 :(voir [4]) Soit H un espace de Hilbert et H' son dual. Soit a
une forme bilinéaire, continue et coecrive. Par conséquent, pour tout ¢ € H', il

existe u € H unique tel que
a(u,v) = (p,v) , Vv € H.

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisée par la propriété

1 1
ue H et —CL(’U,,U) - <307u> - min{_a(u7U) - <SD7U>}7
2 veH "2

ot < .,. > désigne les crochets de dualité entre H' et H.

2.5 Rappels sur la théorie des semi-groupes

2.5.1 Opérateurs linéaires bornés et non bornés

Comme la méthode utilisée dans cette thése est basée sur la théorie des semi-
groupes, nous rappelons, dans ce chapitre, quelques définitions et théorémes de
base qui seront utilisés dans les chapitres suivants, en se référant a [77], [5.22],
[13], [15], [16], [18], [24], [25], [35], [37], [38], [40], [42], 43|, [60], [61], [63], [64].
Nous commencons ce chapitre en donnant quelques résultats bien connus sur les

opérateurs bornés et non bornés. Nous n’essayons pas de donner un développement
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complet, mais plutot de revoir les définitions et théorémes de base, le plus souvent
sans preuve. Soient (E,||.|g), (F,|.]|z) deux espaces de Banach sur C, et on
désigne par H l'espace de Hilbert associé au produit scalaire (.,.) et ||.||5 la
norme correspondante.

L’opérateur linéaire T : © — F' est 'application linéaire de E dans F', elle
vérifie

T(au+ pv) =T (u) + BT (v).Vu,v € E et o, 5 € C.

Définition 2.5.1 L’opérateur linéaire T' : EE — F est dit borné s’il existe une

constante C' > 0 tel que
[Tullp < Cllullp Yue £

L’ensemble de tous les opérateurs linéaires bornés de E dans F' est noté par
L(E,F). De plus, l’ensemble de tous les opérateurs linéaires bornés de E dans E

est noté par L(E).

Définition 2.5.2 L opérateur borné T € L(E, F') est dit compact si pour chaque
suite (Tp)neny € E avec ||x,||g = 1 pour chaque n € N, la suite (T'x,)nen et les
sous suites convergent dans F'. Tous les opérateurs compacts de E dans F' sont

notés par K(E, F). Pour simplifier on écrit K(E) = K(E, E).

Définition 2.5.3 Soit T' € L(E, F), on définit

1- Le rang de T" par
R(T)={Tu:uwe E} CF
2- Le noyau de T par
ker(T)={ue E:Tu=0} C E.
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Théoréme 2.5.1 (alternative de Fredholm ) SiT € K(E), alors
1- ker(I —T) est de dimension finie, (I est l'opérateur identité dans E ).
2-R(I —T) est fermé.
$ker(I -T)=0&R(I-T)=E.
Définition 2.5.4 L’opérateur linéaire non borné T de E dans F est le couple
(T, D(T)), constitué d’un sous-espace D(T) C E (appelé le domaine de T') et la

transformation linéaire :

T:D(T)C E—F.

Dans le case ou E = F alors on dit que (T, D(T)) est un opérateur linéaire non

borné en E.

Si D(T) = FE alors T € L(E, F).

Définition 2.5.5 Soit T : D(T) C E — F un opérateur linéaire non borné.

1- Le rang de T est defini par
R(T)={Tu:uwe DT} CF.
2- Le noyau (kernel) de T est défini par
ker(T) ={u e D(T) : Tu=0} C F.
3- Le graphe de T est défini par
G(T) ={(u,Tu) :ue D(T)} C E X F.

Définition 2.5.6 : L’application T est dite fermée si G(T') est fermé dans Ex F.

La fermeture de 'opérateur linéaire non borné T est caractérisée comme suit

si u, € D(T) tel que u, — u dans E
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et

Tu, — v dans F'

alors

ue D(T) et Tu =v.

Définition 2.5.7 Soit T : D(T) C E — F wun opérateur linéaire non borné
fermeé.

1- L’ensemble résolvant de T est défini par
p(T) ={Ae€ C: A =T est bijective de D(T) dans F'}.
2- Le résolvant de T est défini par
R\T)={(A-T)"': X e p(T)}.

3- L’ensemble spectre T est le complément de [’ensemble résolvant dans C, noté

par

o(T) = C\p(T)

Définition 2.5.8 Soit T : D(T) C E — F un opérateur linéaire non borné
fermé. le spectre o(T') de T est composé de trois ensembles disjoints, donné par

1- Le spectre ponctuel de T est défini par
op(T) ={A € C:ker(\] -T) # {0}}

dans ce case A est appelée valeur propre de T'.

2- Le spectre continu de T est défint par
o.(T)={A € C:ker(M-T) =0, RO —T) =F et (\[=T)"" n'est pas borné}.
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3- Le spectre résident de T est défini par
o (T)={Ae€C:ker(A\] =T) =0, et RO\ —T) est dense dans F'}.

Définition 2.5.9 Soit T : D(T) C E — F un opérateur linéaire non borné
fermé et soit X\ la valeur propre de A. L’élément non nul e € E est appelé un

élément nilpotent de T associée a la valeur propre X\, s’il existe n € N* tel que
M —=T)"e=0 et (M —T)"te#0.
et stm =1, alors e est appelé vecteur propre.

Définition 2.5.10 :Soit T : D(T) C E — F un opérateur linéaire non borné
fermé. On dit que T a une résolvante compacte, s’il existe \g € p(T) tel que

(Aol —T)7 ! est compact.

Théoréme 2.5.2 : Soit (T, D(T)) un opérateur linéaire non borné fermé sur H
alors Vespace (D(T), |l pgry) 0 Il pgry = ITully + llully Yo € D(T) est un

’espace de Banach.

Théoréme 2.5.3 : Soit (T, D(T)) un opérateur linéaire non borné fermé sur

H alors, p(T) est un ensemble ouvert de C.

2.5.2 Semi-groupes, Existence et Unicité de la solution

Nous commencons par introduire quelques concepts de base concernant les
semi-groupes.

On considére 1’équation d’évolution

U, = AU, t > 0,
(2.6)

U(0) = U,
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ou A est un générateur infinitésimal d'un C -semi-groupe S(¢) dans l'espace de
Hilbert H. Soit (X, ||.||y) I'espace de Banach, et H I'espace de Hilbert associé au

produit scalaire (.,.) .

Définition 2.5.11 La famille (S(t))i>o d’opérateurs linéaires bornés dans un es-
pace de Banach X est appelée semi-groupe fortement continu (ou Cy-semi-group)
51

1- S(0) = I (I est lopérateur identité dans X ).

2-S(t+s)=95(t)+ S(s), Vt,s > 0.

3- Pour chaque u € H, S(t)u est continue en t sur [0, c0[.i.e

lim [|S(t)u — ul|z = 0.

t—0+

On note aussi S(t) par 4.

Définition 2.5.12 On appelle générateur infinitésimal d’un semi-groupe (S(t))s>o0,

Vopérateur linéaire (non-borné) A : D(A) — X défini par

t —
D(A) = {u € X, lim M, eziste dans X}
t—0t
Au = lim —S(t)u —4
t—0+ t

Exemple 2.5.1 On considére Iespace L*(]0, +o0[), 1 < p < +o0.

L’espace L*(]0, +oc[) muni de la norme

I = ([ 1)

est un espace de Hilbert. On définit :

(St)f)(z) = ft+x),¥t >0 et Vx € (]0, +o0).
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S(t) est un opérateur linéaire et en plus, on a

IS5 = | e opa = |

t

+00

+00 5
)Py < / )Py = 1711

Donc S(t) est un opérateur linéaire continu.
Il est facile de vérifier que S(0) = Iy et S(t +s) = S(t) + S(s), Vt,s > 0, et

d’autre part,on a

lim ||S(t)u — ul|, = lim (/O+OO 1t + ) — f(x)2dx>; ~ 0.

t—0+ t—0+

Par conséquent (S(t))i>0 est un Cy semi-groupe de 'opérateur linéaire borné sur

L*(]0, +o00]). Soit
D(A) c L*(]0, +o0]) — L*(]0, +o0])

le générateur infinitésimal du Cy semi-groupe (S(t))i>0. Si f € D(A), alors on

Af(e) = tim HEFDZTD gy,

t—0+

uniformément par rapport a x. Par conséquent
D(A) C {f € L*(J0,+o0|) : f € L*(]0,+oc[) } .

Si L*(]0, +o00]) tel que f' € L*(]0, +oc]), alors

HS(t)th—f_f, z B /O+°° S(tmi—S(x) . o
= [ e - s d
_ /0 +°O % / " s)ds — ()| do o,

uniformément par rapport a x quand t — 0. Donc

{f € L*(]0,+oc]) : f € L*(]0,+oc[)} C D(A).

36



chapitre 1 Rappels générauz et définitions

Par conséquent
Af = f" et D(A) C {f € L*(]0,+o0]) : f" € L*(]0,+o0]) }

Définition 2.5.13 :Soit A un opérateur linéaire a domaine dense dans H,i.e

A:D(A)C H— H. On dit que A est dissipatif si pour tout u € D(A)
R(Au,u) <O0.

Proposition 2.5.1 : Soit (S(t))i>0 un Cy-semi-groupe dans X, Alors il existe

une constante M > 1 et w > 1 telle que
IS(E)ln) < Me, vt 2 0.

St w = 0 alors le semi-groupe associé est uniformément borné, conséquemment,

si M =1, alors (S(t))i=0 est appelé semi-groupe de contractions.

Définition 2.5.14 L’ opérateur non borné (A, D(A)) dans H, est appelé m-dissipatif
st A est un opérateur dissipatif , ¢’est a dire

INg > 0 tel que R(AI — A) = X.

Définition 2.5.15 :Soit A un opérateur m-dissipative, alors

RM — A) =X, A >0.]0,00[C p(A).

Théoréme 2.5.4 : (Hille -Yosida) L’opérteur linéaire non borné (A, D(A))
dans X est un générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contractions (S(t))i>o

si et seulement si

1- A est fermé et D(A) = X.

2- L’ensemble résolvant p(A) de A contient R et pour tout A > 0,
|(A— A7 <a ™
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Théoréme 2.5.5 (Lummer-Phillips) Soit (A, D(A)) lopérateur linéaire non
borné en X, avec D(A) domaine dense dans X. A est un générateur infinitésimal

d’un Cy-semigroup de contractions (S(t))i>o si et seulement si A est m-dissipatif.

Théoréme 2.5.6 : Soit (A, D(A)) Uopérateur linéaire non borné en X. Si A est

dissipatif avec R(M — A) = X, et X est reflexive alors D(A) = X.

Corollaire 2.5.1 Soit (A, D(A)) Uopérateur linéaire non borné en H. A est un
générateur infinitésimal d’un Cy-semigroup de contractions (S(t))i>o si seulement

st A est m-dissipatif

Théoréme 2.5.7 : Soit A un opérateur linéaire avec domaine dense D(A) dans
'espace de Hilbert H. Si A est disspatif et 0 € p(A), alors A est générateur infi-
nitésimal d’un Cy-semi-group de contractions si et seulment si A est m-dissipatif

dans H.

Théoréme 2.5.8 : (Hille-Yosida) Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non
borné dans H. On suppose que A est un générateur d’un Cy-semi-groupe infini-
tésimal de contractions (S(t))io
1-Pour Uy € D(A), le probleme (2.6) admet une unique solution forte

U(t) = St)Uy € CO(RT, D(A)) N CHRY, H)
2-Pour Uy € H, le probleme (2.6) admet une unique solution faible

U(t) € C°(RT, H).

2.5.3 Stabilité de semi-groupe

Dans cette section, nous commencons par introduire une définition de la sta-

bilité forte, exponentielle et polynomiale d’un Cyp-semi-groupe. ensuite, nous don-
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nons quelques résultats sur la stabilité du Cy-semi-groupe.
Soit (X, |.]x) esapce Banach, et H l'espace de Hilbert equippé d'un produit

sacalire (.,.)m et de a norme correspandante ||.|| .

Définition 2.5.16 On suppose que A est un générateur de semi-groupe fortement
continue de contractions (S(t))=0 on dit qu’il est
1-Fortement satble st

I Dl = X.
lim [[S(t)ully = 0,Vu €

2-Uniformément stable si

lim 1S ()] ) = 0.

t—07t

3-Exponentiellement stable s’il existe deux constantes positives M et e telles que
1SHully < Me " |jully, Vt>0, VYuelX.

4-Polynomialement stable s’il existe deux constantes positives C' et a telles que
1SH)ully < Mt~ ||ully, VE>0, VuelX.

Proposition 2.5.2 : On suppose que A est un générateur fortement continue
de semi-groupe de contractions (S(t))>0 en X. les propositions suivantes sont
équivalentes

1-(S(t))e0 est uniformément stable.

2-(S(t))i=0 est exponentiellement stable.

Premiérement, on cherche les conditions nécéssaires pour une stabilité forte de Cy

semi-groupe. le résultat est obtainu par Arendt et Batty.

Théoréme 2.5.9 : (Arendt et Batty) On suppose que A est un générateur

fortement continu de semi-groupe de contractions (S(t))i>o et X un espace de
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Banach reflexife. Alors on a

1- A n’a pas de valeur propre imaginaire pure.
2- 0(A) NiR est dénombrable.

Donc S(T) est fortement stable.

Remarque 2.5.1 Si le resolvant (I —T)~t de T est compact,
alors o(T) = o,(T).

Ainsi, I’énoncé du Théoréme Arendt et Batty se réduit a o,(T) NiR = ¢

Par la suite, lorsque un Cy-semigroup est fortement stable, on cherche les condi-
tions nécessaires et suffiantes en vue d’avoir une stabilité exponentielle de Cy-semi-
groupe. En fait, les résultats de stabilié expontentielle ont été obtenue a l'aide de
différentes méthodes : méthode de multiplicteur, une approche de fréquence de
domaine, 'approche du base de Riesz , analyse de Fourier ou une combinaision

des méthodes obtenues par Huang-Pruss.

Théoréme 2.5.10 : (Huang -Pruss) On suppose que A est un générateur
fortement continu de semi-groupe de contractions (S(t))i>0 dans H.

Alors S(t) est uniformément stable si et seulemnt si

1- iR C p(A).

2- sup || (i1 — A < +00.
BER

)_IHE(H)

Dans le cas ou le Cy-semi-groupe n’est pas exponentiellement stable on cherche
la stabilité polynomiale. En général, les resultats de stabilité polynomiale ainsi

trouvés en utilisant des méthodes différentes comme : méthode de multiplicateur,
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la méthode d’approche de frequance de domain, ’approche de base de Riesz ,
analyse de Fourier , dans cette thése on utilise la méthode d’approche de fréquence

de domain obtainue par A.Borichev and Y.Tomilov.

Théoréme 2.5.11 : ( A. Borichev and Y.Tomilov) On suppose que A est
un générateur fortement continu de semi-groupes de contractions (S(t))i>o en H.
Si iR C p(A), alors pour l > 0 les conditions suivantes sont équivalentes

1-

: 1
|A|li>rfrloo SUp AL = Al px) < +o0.

C
1S()Uoll g < e [Uollpay:  VE>0, VU € D(A), pour C > 0.
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Chapitre 3

Existence et unicité de la solution d’un

systéme de Timoshenko

Introduction

Dans ce chapitre, nous allons démontrer l'existence et l'unicité du systéme
(1.12-1.14) en utilsant la méthode d’approche de semi-groupe. Dans ce but ,

comme dans [19], on introduit le changement de variable suivant

77(% t, S) - 90(377 t) - Qo(xat - 5)7

pour n(x,t,s) € (0,L) x Ry x Ry. (n dépend de ¢), cette fonction satisfait les
conditions suivantes

n(0,t,s) =0, dans R, x R,

n(z,t,0) =0, dans (0, L) x R,

I’equation

n+mns — @ =0dans (0, L) x Ry x R,.
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Donc le systéme (1.12) devient comme suit

pwir(z,t) — k[p(x,t) + wy(z, 1)), = 0,
Lou(x,t) — by (T, 1) + /0 9($)Nez(x,t, 8)ds + K[ + w,](x,t) =
Muwy(L,t) — ke + wg](L,t) =

Jcptt(L,t)—l;cpx(L,t)—l—/ g(s)n:(L,t,s)ds = 0,
0

=

=

Yo ~/ /N /
w [\)

S~— S—— S~—— S—

Soit
770(% S) - 77(557 0, S) - 900(567 O) - 900(557 s).pour(x, S) = [07 L] X Ry.

Pour définir ’approche de semi-groupe associé au systéme (5.3)-(5.6), on considére

les conditions aux limites suivantes
u(t) = w(L,t),v(t) = vi(L,t), fort > 0,
ol u, v sont solutions du systéme
Mu(L,t) — k[ + w,](L,t) = 0,dans R.. (3.5)
Jvi(L,t) — boy(L,t) + /Ooog(s)nx(L,t, s)ds = 0,dansR,.
Sous les conditions initiales
u(0) = wq(L), v(0) = ¢1(L), pour t > 0. (3.6)

Maintenant, pour U = (v, va, v3, U, U5, vg, v7)T et Uy = (wo, w1, po, ©1, U, Vo, 7o),
ou
u(t) = ve(L,t), v(t) =v4(L,t), pourt > 0,
le systéme est équivalent au probléme linéaire abstrait de Cauchy
U= AU
U0)=0

, (3.7)
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ol A est I'opérateur linéaire défini par

( 0 I 0 000 0 \
B0vs 20, 0 0 00 0
p p
0 0 0 I; 00 0
A= =40, 0 L0 —41s 0 0 0 =5 [¥g(5)0;.ds -
£Ty 0 LT 00 0 0
0 0 LTy 0 00 =24 [%g(s)Tuds
\ 0 0 I 0 00 — 9, )

ou Id désigne l'operateur identité et 7T;, + = 0,1 sont les opérateurs de trace

donnés par
Ti(w) = we(L,t), Ta(p) = p(L,1),
Ts(¢) = boo(L,t), Tu(n) =n.(L, ).
D(A) _ V — (vla U2, U3, U4, U57U67/U7)T € H? AV € H? ,

U7($7t70) - 07 u(t) - U?(Lut)7 V(t) - U4(L7t)'
on remarque que A est dissipative, parce que pour tout U € D(A)\ {0}

L
(AU U)y = / [bv3xw_3a:+,002w_2+]pv4w_4] dx
0

L
+ (vr, wr)p, + Ii/ (V12 + v3) (w1 + w3)dx
0
+Musws + Jugwg.
De méme

L
0

L

+ <w7,v_7>Lg + /ﬂ/ (w1e + w3) (V1 + v3)de
0

+Muwsvs + Jwevg.
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Ensuite par un calcul direct on aura

L poo
e (AU,U) / / s) [vra|* dsda < —5/ / g(s) [vrg|* dsdz < 0.
o Jo

(3.8)
A présent, on considére
AU - AU = F
ou U = (v1,v2,v3,04,05,06,07)" € D(A) et F = (f1, fo, f3, fa, 5. fo, J7)"
En reécrivant 1’équation résolvante en termes de composantes, on obtient
Ay —v2 = fi, (3.9

Apv2 — K [v1p +v3], = pfa,
Mg —vg = fs,

Myvy — <ngm — / g(s)wmds) + Kk viy +vs] = L fa,
0

M)\U5 — K [le + Ug] = Mf5,

J)\’UG— (6U3x—/ g(S)UZde) = Jf67
0

ANU7 + U7y — Uy = f7.

Théoréme 3.0.12 : L'opérateur A est un Cy semi-groupe infinitesimal de contrac-

tions.

Preuve 3.0.1 On va démontrer que 0 € p(A). En prenant A\ = 0 dans (3.9-3.15)
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on obtient
—K [le + U3]m -

— (ZN)U&W: - / g(s)wmds) Tk [Ulﬂ? + Ug] -
0

—K U1 + 3] =

-—Gwm—lmﬂﬁwﬂa =

U7s — U4 =
A partir (3.16), (3.18) et (3.22), on trouve
—v1 = fi1, —v4 = f3.
La derniére équation (3.22) implique

Vis— U4 = fr=>vs=fr—f3

= unl(s) = / (1 — f)(r)dr.

S,
P2,
f3,
Iy fa,
M fs,
J fo,
fr.

(3.24)

En substituant (3.24) dans la deuziéme équation de (3.17) et (3.21) nous obtenons

—k (U1 + 3],

~ (B [ 9 ([ (= pirrar) ) is) + nlons +

—K [v1z + v3)

~ (bt ["ato) ([ - srrar) as)

En multipliant (3.17) et (3.19) par we et wy, et en utilisant (3.16)

en intégrant par partie sur (0, L), on obtient

L L
—K [[v1z + v3] w2}§ — /1/ (V12 + V3] wodr = p/ fowadz,
0 0
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| (e [Tat ([ - fs)(T)dT>xds> w] (3.26)
. ’ (et "ot ([ 5= o) as) wia

L
—|—/€/ (V12 + v3] wydx
0

L
= Ip/ farwadz,
0

En multipliant (3.20) et (3.21) par wy et wy, on obtient

—k [v1p +v3]we = M frwe

= (b= [t ([ U= merar) as) o = g

En additionnant (3.25) et (3.26), et en utilisant les conditions aux limites, on

obtient
a((vh U3) ) (UQ7 04)) — b(w27 ’UJ4). (327>
avec
L
a((vy,v3), (we,wy)) = /i/ (U3 4 v12] [wy + we,| dx
0
L
+b/ V3Wydr,
0
et
L L
b(wg, wy) = /)/ Jowadxr — M fsws + Ip/ Jawgdr — J fow,
0

0
L 00 s
+ / g(s) / (fr — f)(Pwsedrdsda.

Il est facile de vérifier que la forme bilinéaire a((vy,v3), (wa, wy)) est coercive et
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bornée,

la((v1, v3), (wa, wy))| = /6/0 (U3 4+ V1] [wy + wo,|dx

Y

L
—i—b/ V3Wypdx
0

en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient

IA

|a(vy, v3), (w2, wy))| k|| 4 vig]| 2 lwa + war |l 2 + b |vs]| 2 Jwae | e

IA

max(r, b) [[vs + Vil s [1ws + waull gz + 03]l gy llwall

< O (Ilos + viall gy + sl ) (s + waell gy + nll gy )

2) Coercivité de a((vy,v3), (we, wy))

L L
a((vy,v3), (w1, ws)) = Ii/ [v3 + le]Q dx + b/ v3V3.d,
0 0

de la méme maniére on peut montrer que b(ws, wy) est linéaire continue. Ainsi,
d’apres le Théoréme de Laz—Milgram [60], on déduit que (3.27) a une unique
solution. Par conséequent, en utilisant (3.23), (3.24) et les arguments de la ré-
gularité classique, on conclut que AU = F admet une unique solution. Donc,
R(M — A) = H. Finallement, & l'aide du Théoréeme Lumer—Phillips 60,42, on

déduit que A est un générateur de Cy -semi-groupe de contractions dans H.

48



Chapitre 4

La décroissance polynomiale avec des

vitesses de propagations différentes

(54 1)

Introduction

Dans ce chapitre, nous allons utiliser la méthode d’approche de fréquence de

domaine (voir [13]) pour prouver la stabilité polynomiale de (e');>o associée au

systéme de Timoshenko (1.12 -1.14).

Théoréme 4.0.13 : Soit S(t) un Cy-semi-groupe borné dans l’espace de Hilbert
H avec le générateur A tel que iR C p(A). alors

C

Lo - A zc Mere|smA < e (4.1)

A

On introduit les notations suivantes

L
,52:/
0

dx

o 2
pvs + 1,05 + <b1)3x — / g(s) ]v7w|> + K[z + v1g)?
0

L(B) = —pq [va(B)|* = g [v12(B) + vs(B)[’
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2

1a(8) = ~La i)~ ¢ (Dloa(B) = [ 4(5) ens()] s )
0
Lemme 4.0.1 : On suppose que vy, va, v3, V4 sont des solutions fortes du systéme

(1.12), alors il existe une constante ¢ positive telle que
L? < o(IL(B) + Ia(B) + || F|I3)-
On a

~ 2
it dyet ot (o= [ gls) )+ nlon o] do
0

/

< o (pala(B)P + ax ou(B) + (B + | I

+ Lqlos(B) + ¢ (6 [v32(B)| — / " 4() [ora(B) d)) ,
et
I (B) + Ia(B) < (L% + || F|[3)-
C’est a dire
pq v2(B)[* + gk |via(B) + v3(B)|* + Iq [va(B)[?

+q <5|v3a:(3)\ - /OOO 9(s) [vra(B)] d8>2

< (/

Pour B=0, L.

[e'e) 2
pv3 + I3 + (bvax - / g(s) |U7z|> + K [v3 4 V1)
0

dr + ||F\2> .

Dans ce qui suit, on va prouver les inégalités pour B = L. Le cas B = 0 est

similaire. Soit A € iR et ¢ € C*(0, L) tel que q(0) =0 et g, > ¢.

Preuve 4.0.2 Pour majorer les termes ||[vs + vi.||” et ||va||*, en multipliant I’équa-

tion (3.10) par q[vs + v1,], on obtient
L - L - L
p/ Avoqlvs + vi,]dr — Iﬁ)/ (V3 + v14], qlvs + vig]de = p/ faqlus + vy, ]de.
0 0 0
(4.2)
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En utilisant (3.9) et (3.11), on trouve

V13: - (U2x + flx)7 (43>

et

)\’Ug = (’04 + fg) (44)

On a
L —_—
I = ,0/ Avoqlus + vi,]dx
0

L L
= —p / Vag N2 — p / vagAOda
0 0

En substutiant (4.4)-(4.3) dans cette derniére équation, on trouve
L L
I = —p/ v2q(var + fra)dw — p/ v2q(vs + f3)dzx
0 0

L L L
= —p / VaqUzpdx — p / VaqUsdT — p / veq1(f3 + fiz)dz
0 0 0

Par une intégration par parties, on obtient
L _—

I = p/ Avoqlvs + vig]dx
0

L d L L
— | agtmdo—p [ wgde—p [ ealh fod
0 X 0 0

1Y 1L p L 2 L L T
= — [—Q\Uﬂ } + —/ Qe |v2|” dx — p/ VoqUsdx — p/ voq(f3 + fiz)d.
2 0 2 0 0 0

Alors, en prenant la partie réele, on trouve
Re [F pA de = =L [V gL |y dz — Re [ pvoquad
efo PAV2q[vs + vi]dr = —§ fo q- |v2|” dv — efo PU2qULA L

—p fOL v2q(f3 + fiz)dx

et

L — L
Re [, pAvaglvs + vip]dz = —£[q oo + £ Iy @ vo|” d (45)

—Re [’ praqiide + Ry,
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ot Ry contient f3 et f1 et vérifie

L e —
p [ vl s = || < Ul | Pl
0
En utilisant (3.17), on déduit que

_ S
) fOL Avoqlvz + vig]de — K fOL %q[vg + 1] dx
= pfOL foqlvs + vi,]de.

Par une intégration par parties, on trouve

o fOL Avaqlus + vig|de — 5q ‘(’(}3 - le)2’0L + K fOL qz|v3 + vig]dx (46)
=p fOL faqlvs + vig]do.

La combinaision des équations (4.5) et (4.6), donne

1
—[5lpalval* + kg fvs + vial )

1 L
+§/ (00 [v2] + Kge |vg + v1a]]da
0
L
—Re/ PU2qUsdx
0

= P/OL f2Qde + R;.
=3 [pq [2]* + g fvs + leﬂg
+% foL (P%; \U2|2 + Kq1z [v3 + le\2> dx (4.7)
—Re foL pu2qUsdr = Ry,

ol Ry contient le terme fy avec
|Ro| < c||Ully | Fll5 -

De facon similaire, supposons que q € C? (0, L) tel que q (0) = 0.

. 2
Pour trouver des majorants des termes Hbvgx — fooog(s)vmdsu et HU4H2 en maul-
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tipliant [’équation (3.12) par q ([31)33; fo vmds) on obtient

L 00
/ M, (bUgm — / g(s)vmds) dx
0 0
L ~ 00 ~ o0
—/ q <b1)3x—/ g(s)vmds) (bvgx—/ g(s)wxds) dx
0 0 0
L ~ 00
—l—/ K [vs + 1] q <b?}3$ — / g(s)vmds) dx
0 0
L N o0
= Ip/ faq (bvgaj —/ g(s)vmds) dx. (4.8)
0 0

En considérant le premier terme et en utilisant (3.11) et (3.15) avec

U3, = (U4x + fgx), (49)
et
Avr = fr 4+ vg — vrg, (410)
on obtient
L ~ 00
J = Re/ M yv4q | bus, —/ g(s)vreds | dx
0 0
L
= —Re/ I bqv4)\vgxdx+736/ I v4q/ /\U7z dsdzx.
0

Maintenant, en utilisant (4.9)-(4.10), on obtient

L _—
J = —Re/ Ipv4bq(v4x+f3x)d:v+736/ pv4q/ $)(fr.a + Vaz — V7zs)dsdx
0
= —Re/ Ipv4bqv4xdx+7%e/ pv4q/ $)Ugpdsdx
0
—Re/ / 1,v4q9(s)U7zsdsdx
0o Jo

L 00 L
—I—Re/ / Liqq(s) fredsdx — Re/ Lv4q f3.dx
o Jo 0
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1
J = ——Re/ pq |v4\ dx+726/ pq/ S)vyUgpdsdx
0

—Re/ pq/ $)V4U7psdsdx —Re/ pv4qf3$dx
0

+Re/ pq/ v4f7mdsd:c

En utilisant [intégration par parties,

1 L 1 L
J = -5 {Ipq\m\?} —|——Re/ Ipqx\m\?dx

+R6/ pq/ v4v4xd$da7—7€e/ pq/ $) V4 U7psdsdx
—Re/ pqv4f33«dx+736/ pq/ )4 fradsdz.
0

On suppose que

L 00 00
Jo = —/ q (bUSx_/ 9(3)U7xd3> <bv3x—/ 9(3)U7xd3> dx
0 0 0
L d N o0 2
= _/O 3074 bvgx—/o g(s)vrds | dx

En utilisant [intégration par parties, on trouve

L
2 — 9 q 9 0 dx
0
A présent, avec 'intégration par parties du troixieme terme et en utilisant (3.10),
L ~ 00
J3 = / K U3 + V1] q | buse — / g(s)vr.ds | dx
0 0
_ L
K (v3 + v1z) q (5@3 — / g(s)wds)]
0 0
L ~ 0
—/ K [(vs 4+ viz) ¢l, | bvs — / g(s)vrds | dx. (4.11)
0 0

o4

2

ngx—/ g(s)vrds| dx.
0

ngx—/ g(s)vr.ds
0

on obtient
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En utilisant (3.10) et (3.11), on déduit

et

et

ol

— k(3 + V1z)e = pfa — Apvg, (4.12)
1
3 = X<U4+f3)’ (4.13)
1
V7 = X (f7 + Vg4 — ’U7s), (414)

L 9
Js = / klvs + vizq (bU:}w —/ g(s)vmds) dx
0 0

= [k(v3 + v12)q (ng — /000 g(s)wds) 1

- /OL"@[(U?) + v12)qls (51)3 - /OOO 9(3)U7d3> dx
K(v3 + V12 (5713 - /OOO 9(5)U7d8) ] OL

— /OL K(V3 + V1g)2q (31)3 — /Ooog(s)wds) dx
_ /OL k(U3 + V1z) s (51}3 — /OOO g(s)wds) dx
k(v3 + V12)q (51}3 — /Ooog(s)wds) )

L L
Jy = — / K(v3 + v14)bqUsdx — / K(v3 4 v1,)bg, V3d, (4.15)
0 0

+ J5+ Jf
0

L 00 L 00
= / k(v + le)xq/ g(s)v7dsdx + / K (v3 + v1g) qx/ g(s)vrdsdzx.
0 0 0 0

(4.16)
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En substitutiant (4.12) et (4.13) dans (5.20), on trouve

L L
Jy = — / K (V3 + v1y), bgUsdx — / K (V3 4 vig) bg,Tsda
0 0

L L
~ 1
= / (pfa — Apva) bqw (V4 + f3)dx — / K (V3 + Vig) beW (va + f3)dx
0 0
L —
= [ praba - o / pfobqlon T F)da
0 0
1 /L o L
+W/ K (v3 + v1z) bge (Vg + f3)dx +/ puobq fadx. (4.17)
0 0
En utilisant (4.12) et (4.14), J§ devient
L 00 L 00
Jy = / H(Ug—l—’l}lx)xQ/ g(s)v_7dsdx—|—/ K (v3 + V1) qx/ g(s)v7dsdx
0
OL 0Oo : 0
= / (Apv2 = pf2) Q/ g(S)W (f7 + va — vr)dsdx
0 0

L 00
+/ K (U3 + V1) Qs / 9(s )|i\| (f7 + vy — v75)dsdx

= / p’UQQ/ f7 + V4 — 'U?s)de.ZU

‘/\’ / ,szq/ $)(fr + vg — vrs)dsdx

k(U3 + V12) @o /0 9(8)(fr + vy — v7s)dsdex. (4.18)

W
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En substitutiant (4.17) et (4.18) dans (5.19), on trouve

- - L
J3 = |k(vs+v1)q b — / g(s)vrds + J5+ J§
\ 0 J 1o
_ - L
= |k (vs+viz)q | bug — / g(s)vrds
0
oL 1 L —_0
—I—/ pUobqUzdx — m pfabq(vy + f3)dx
0 0

1 (L - L
+W/ K (v3 + v1z) bgy(vy + f3)dx —|—/ pUabq f3dx
0

/ pvzq/ s)(fr + vy — vr5)dsdx

|>\| / prQ/ f7—i_v4_1}75)de3j

Kk (V3 + Viz) @r /0 g(s)(fr + vy — v7)dsdx.

IM

J3 = / pvgqudx—/ pv2q/ s)vgdsdx
0

/ pvgq/ s)sdsdx + Ry + P(L).

Ot
L

k(vs + viz)q (51}3 + /OOO g(s)wds)] ,

0

P(L) =

o7
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et
Y R
Ry = N, fabq(vy + f3)dzx

1 L 0

+W/0 f2q 0 9(8)(fr + vy — v75)dsdx
1 L

+W i k(v3 + V12)q(vy + fadx
1 L

_W K(v3 + v12) Qe / g(s)(fr + vg — v75)dsdzx.
0 0

L L 00
+/ PU26]f3d33—/ pvzq/ g(s) frdsdz.
0 0 0

En appliquant l'inégalité de Young, on obtient

IN

1 L _ C 2
W ; k(v3 + V15) g Uzdx W U5, -

1 L 00 - c .
‘)\‘/0 r(vg + Ulm)Qr/O g(s)(fr +v4 —v7s)dsdx < W HUHH HFHH + W HUH?_[ .

En combinant (4.19) et (4.20), on trouve

C C
10l IE e+ o U3, -

|Ry| <
RY
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T

0
ngx g(s)vr.ds

L’addition de Jq, Jo et J3, donne

bl)gx—/ g(s)vrds
0

[ ‘04’ + = 9
I L 1 [*
+§pRe/0 qm|v4|2d$—|—2/ G
—Re/ pv4qf3xdx+7€e/ pv4q/ $)Urpdsdx
0
—|—Re/ </ g(s )ds) 1,v4qUsdx
0 0
L 5 L 00
+Re/ pvgqudx—Re/ </ g(s)ds) PU2qUsdx
0 0
+Re/ pq/ v4f7xdsdx
—Re/ pvgq/ s)vdsdx

= —Re[Rs+ P(L)] + Re / Lyvaq fapda

2
dx

—Re/ pq/ s)vy frodsdz. (4.21)

L
—Re[R, + P(L)] + Re/ Lv4q f3.dx

—Re/ pq/ )4 fradsdz

— ||U F — U5, -
S 10 N+ 75 10,

IA

Awvec q satisfaisant

> C, (4.22)

et C est une constante positive, l’addition des égalités, (4.7) et (4.21), en déduit
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que

2
dx

bU3x—/ g(8)vr.ds
0

—/ qx\wl\ dr + = /qx

k
+—/ Qo |vo) dz + = / G |vs + vig) do
2 Jo 2 Jo
~ o0 2
-I-g b?)gx—/ g(s)vrpds
2 0

I
= Lalul (1) (L)
1
+§Pq \v2|2 (L) + kq |vs + U1x|2 (L) + Rs, (4.23)

ot Rs5 est tel que
c
| Bs| < [Ra| < Ul £l + B 1013

En prenant la partie réelle de (4.22) et en utilisant (4.23), on trouve

]p L 5 1 L B 00 2
—+Re Qe |v4|" dx + = Gz |bU3, — g(s)vreds| dx
2 0 2 )y 0
L L
k
+£/ Qx\712|2d$+—/ Qs U3 + vig| do
2 Jo 2 Jo
B [p L ) 1 L B 00 2
> (O |+tRe lvog|"dx 4+ = bus, — g(8)vrds| dx
2 0 2 Jo 0

0 L k L B
—|——/ |v2\2dx—|——/ |v3—|—le|2dx] = CL2
2 Jy 2 Jo

On note par

L
oo
0

dx,

0 2
pv3 + Ipvi + (bvgx — / g(s)vmds) + Kk [vg + le]z
0
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donc
L L 00 2
]p 9 1 ~
—Re/ |v4] dx+—/ bl)gx—/ g(s)vrds| dx
2 0 2 Jo 0
L L
k
+B/ qx|1)2|2d$—|——/ qx\vg+le|2dx]
2 Jo 2 Jo
00 2\ ©
< & g I, vl + (bvgx/ g(s)vrzds )
0 0
q 2 o]t c 2
3 [P 1eal” = oles + wual?] [+ €Ul N+ o5 10
~ C
— o (T0(B) + () + 0L 1FThe + 35 1018 ).
on a aussi
I11(B) + a(B) < & (U113 + 10l I1Flly) -
ol
I (B) = —pq|va(B)|° — qr [v12(B) + v3(B)|*.
00 2
M(B) = - pq|¢t|2<B>—q|b%<B>— | stompys . oL

En prenant \ assez grand, notre conclusion s’ensuit.

Théoréme 4.0.14 : La solution du systeme de Timoshenko décroit de maniére

polynomiale comme

1
1@l < 7 1Uollpa) -

Preuve 4.0.3 Premiérement on prouve que iR C o(A). En effet, a partir de : A
est un opérateur fermé et linjection D(A) — H est compacte, on déduit que le
spectre o(A) est discret. Alors on prouve qu’il n’eziste pas de valeur propre ima-

ginaire. Par contradiction, on suppose qu’il existe une valeur propre imaginaire
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alors i\ € o(A). Donc il existe U # 0 qui satisfait
AU=i\U. (4.24)
En prenant le produit de(4.24) avec U et en utilisant (3.8), on trouve
Re(iM |U(#)|3,) = Re(AU, U)y = 0.
il s’ensuit que w, @, satisfait

e

— K[y + Wez] + pN2w =0 (A)
Y —EI (b Jy7 (), 5)ds ) + lip +wi) + [N2p =0 (B)
w(L) = p(L) = w,(L) = @u(L) = 0.

\

On peut écrire les trois premiéres équations dans (4.0.3) comme suit

X'=MX, dans(0,L)
X(L)=0.
avec X = (w, w,, ¢, cpw)T et

/ 0 I; 0 0 \
—L2X2 0 Iy 0

M = " :
0 0 1, 0
\ 0 - 0 )

En utilisant la théorie des équations différentielles ordinaires, on déduit que le
systeme (4.0.3) admet une unique solution triviale X = 0 dans (0, L). Cela im-
plique que w = ¢, p = 0, dans (0,L). Parce que w(0) = 0, nous concluons que

w =0 dans (0, L). Donc U =0, ce qui est une contradiction. Alors, iR C p(A).
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Finalement, en utilisant (3.8) et le lemme 4.0.1 on déduit que pour \ grand

IUI1* < e(pgloa(D)* + ar [oia (L) + v3(L)[")

re (qu D)+ bl = [ o) (Bl ds) + HFH%)

20 12 2, 12 2
A os|” + ¢ | Al Jus]” + ¢ || ]l

IA

2 2
< AU 1Ny + e [1F'1l5, -
Pour la constante C' > 0, on déduit que

1
WHUHSC-

Finalement, en appliquant le Théoréeme 4.0.13 notre résultat est obtenu.

63



Chapitre 5

La décroissance exponentielle avec des

vitesses de propagations égales (% = %)

Introduction

Notre but, dans ce chapitre, est de montrer la décroissance exponentielle du

systéme de Timoshenko avec terme mémoire et des conditions aux limites dy-
. < . . L P _ K

namiques dans le cas ou les vitesses de propagations sont égales (I—p = ﬁ> . En

utilisant la méthode de multiplicateurs , le systéme est défini par

)
pwi(z,t) — klp(z,t) + we(x,t)], =0, dans (0,L) x R,
N Lou(x,t) — Elpy(x,t) + ET [ g(8)pea(z,t — s)ds
+rlp +w,](z, 1) =0, dans(0,L) x R
.
(5.1)

avec les conditions initiales suivantes

w(a:,O) - wo(x), wt(x,()) - wl(x)7 gO(.T,O) - 900(37)’ got(x,O) - 901(1')'
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p

et les conditions aux limites

(

w(0) = ¢(0) =0, dans (0,L),
§ Muwy(L,t) — k[ +w,|(L, t) =0, dans R,

Jou(L,t) — Elo,(L,t) + EI [;° g(s)¢a(L,t —s)ds =0, dans R,
\
(5.2)

Ou p, I,, M, J, EI, k sont des constantes positives et g : R, — R, une fonction
données.
Pour démontrer la décroissance exponentielle on introduit la nouvelle variable
(voir [19])

n(x,t,8) = p(a,t) — p(z,t = s),
pour n(z,t,s) € (0,L) x Ry x R,. (n is the relation history of ¢), cette fonction

satisfait les conditions suivantes
n(0,t,s) =0, dans R, x R,
et
n(z,t,0) =0, dans (0,L) x R,

et I'equation

e +ns —pr = 0dans (0,L) x Ry xRy,

Donc le systéme (5.1)-(5.2) devient comme suit

pwy(x,t) — klp(x,t) + w,(z,t)], = 0,
Lou(x,t) — Egom(x, t) — /0 9($)Nex(x,t, 8)ds + k[ + w,|(x,t) =
Muwy (L, t) — k[p + w| (L, t) =

Jou(Lt) — bou(L ) — / g(s)np (Lot s)ds = 0,
0

\'CD
o
N

o
ot
ot
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p

Soit
no(x,s) =n(x,0,s) = o(z,0) — po(x,s). pour(x,s) € [0, L] x R;.

Premierement, on définit 1’énergie par :

1 L
B) = 5 [ owt + Lyefldo+ (L) + L)

+% (1 - /Ooog(S)dS> /OL ¢§+S/OL[¢+wx]2de-
(

La dérivée par rapport au temps de F/(t) est donnée par :

%E(t) = —% /OL </OOO 9(8)n§d$> dx.

On consideére la fonction

K -1, | o ( / "ot s)ds) o= JadLt) [ " gl t,s)ds.

Lemme 5.0.2 Pour tout 01 > 0 il existe une constante Cs, > 0, telle que

d I

ax < ([T [
—61 (/OO ()ds) (L, t)+(51/L widx
-|—(51/0 goxdx—FC’(;l/ / s)n2(z,t, s)dsda.

Preuve 5.0.4 En multipliant Uéquation (5.4) par ([;° g(s)n(z,t, s)ds) dz, on

obtient
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El

Ip

)

En utilisant

- 5 L
EIb _gpx/O g(s)n(x,t, s)ds}O
+E1 :(/Ooog(s)nx(:z:,s)ds) (/Ooog(s)n(:c,t, s)ds)]OL
= I5eLd) [ gLt s)ds = Jed L) [ atshndL.t,s)ds

Ip% OL% ( /0 ) g(s)n(w,t,s)ds) da
L[ ([ st o) ar

+EIb [% /0 N g(s)n(z,t, s)ds]OL

ver| ([ amtesias) ( wg@)n(x,t,s)ds)ﬁ
5 [ ([ st tisyas)

Rl /OL (/OOO g(5)na (. s)ds>2dx

[ ot ([ oomte.t9as ) ar

les conditions aux limites (5.5) et (5.6), on trouve
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p

En substituant l’équation ci-dessus dans (5.8), on trouve

% {Ip /0 C ( /0 gt s)ds) dz — Jipi(L, 1) /0 " g(s)n(L 1, 5)ds
= 1

p/OL ©t (/000 Q(S)Ut(l’)tas)ds) dx

—Joi(L, 1) /Ooog(s)nt(l},t, s)ds

—EIb /OL Ou (/Ooo g(s)ne(z,t, s)ds) dx
o [ st s)ds)2d:c

[ Clp+wd ( / "ot s)ds) dz. (5.9

On a
/OL (/Otg(S)%(x,t, s)ds> dr < bO/ (/Ooog s)n?(x, t s)ds> dr,

L’estimation du premier terme dans le membre de droite de (5.9), nous donne

L[ ([ atomnsas)ar = 1, ([Tatas) [

dx
0
L 00
+1p/ O (/ 9(8)775(33,t,5)d8> dx
0 0
dx
0
(

IA

00 L
_Ip< . Q(S)d )/ 90%
L 00
_]p/ 1 / q S)n§d8> dz,
0 0
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p

L’estimation du deuxiéme terme dans le membre de droite de (5.9), nous donne
—Jsot(L,t)/ g(s)m(L,t,s)ds = J (/ 9(8)d8> i (L,t)
0 0

—J oy (/ g(S)US(L,t,S)dS> di
0
< ([ gters) etz
0
_‘]Spt (/ gl(s)nz(Lat73)d3) )
0
D’aprés ces derniéres estimations, l’équation (5.9) devient comme suit
d o0 L L o0
—K(t) < -1, (/ g(s)ds)/ cp?dx—i—[p/ O </ g (s)n*(x,t, s)ds) dx
dt 0 0 0 0
v ([ ot ) ety = g ([ ot sas)
0 0
N L %)
—EIb/ O </ g(s)n.(z, ¢, s)ds) dx
0 0
L 00
—E[bo/ (/ g(s)n*(x,t, s)ds) dx
0 0
L 00
_K,/ [ + w,] (/ g(s)n(m,t,s)ds) dx.
0 0
En utilisant inégalité de Poincaré, on trouve
d I 00 L
—K(t) < =2 2
i) < 2 ([Taas) [
o0 L
—0 (/ g(s )ds> ©?(L,t) + (51/ widx
—|—(51/ 2dx + 6’51/ / s)n2(z,t, s)dsd.
0

Maintenant, nous introduisons le multiplicateur @ donné par la solution du
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p

probléme suivant

Yoz = — P,
X ¥(0) =0, , (5.10)

et nous introduisons la fonctionnelle

L L
R0 =1, | orpds = T LOA(L0) +p [ duds = Mo(L (L),
(5.11)

Lemme 5.0.3 Pour tout 62 > 0, il existe une positive Cs, > 0 positive telle que,
pour t > 0,

d
—Fi(t) (5.12)

L
I [ e = JPL0) ~ Gawd(Lt) - Coi(L.)
0

L L EI. L
+(52/ w?dx + 52/ Yidr — —b/ O2da
0 0 2 Jo

¢, /0 " ( /O N g(s)ng(x,t,s)ds) da.

Preuve 5.0.5 En multipliant I’équation (5.4) par ¢(x,t).

IA

d L
%Ip/o orpdx (5.13)
L L L / poo
= Ip/ Ordx — EI/ bp’dx — EI/ (/ g(s)n.(x,t, s)ds) prdz
0 0 0 0

L

L L 00
—/1/ o’ dr — /{/ wypdr + E1 lggox + </ g(s)n.(z, ¢, s)ds) 90] :
0 0 0 0
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Maintenant, en multipliant I’équation (5.6) par p(L,t), on trouve

51 fio.+ ([ atelun(L.nas) 4 (514
= Jou(L,t)e(L,1)

d

La substitution de l’équation (5.14) dans l’équation (5.13), nous donne

210 [ evee = saun. ot (5,19

L
= fp/ prdr — Jo* (L, 1)
0

L L 00
—Elb/ gpida:—E[/ (/ g(s)nx(x,t,s)ds> prdx
0 0 0
L L
—m/ gozdx—ﬁ;/ Wy pd.
0 0

Maintenant, en multipliant I'équation (5.3) par ¢(xz,t) , on obtient

d L
o /0 wibdz

L L L
= /@'/ Y, Ydx + /4:/ W dx + p/ wrdx
0 0 0

L L L
= —m/ g/}mxzpd:z:—/f/ wxwmdaﬂrp/ whd. (5.16)
0 0 0
En multipliant ’équation (5.5) par (L, t), on trouve
d
M (L6 (L, 1) = Muo(L, (L) (5.17)

= —rp(L, )Y(L,t) + kw, (L, t)(L,t),

= 5 [tu(L,t) + wo(L, )] (L, 1),
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L’addition de l’équation (5.16) et l’éqaution (5.17), nous donne
d
dt

L
= KJ/ wppdr — Mwi (L, t), (L, t)
0

[,0 /O bz — Muy(L. 1) 0(L, t)] (5.18)

L L
—/@/0 Yrpdr — Mwy (L, t)y (L, t) + p/o wyhdex.

A laide de l'équation (5.15) et (5.18) la dérivée par rapport au temps de Fi(t)

est donnée par

d L
— () = I, / ©ldr — Jp*(L,t) — Mw (L, t)(L,t) (5.19)
0

dt

L L L

+p/ wtwtd:ch/i/ Yide — /{/ o’dx
O~ L r e

—Elb/ gpid:c—El/ (/ g(s)nx(:z:,t,s)ds) Q.

0 0 0
On introduit la fonctionnelle £(t)

E(t) =N1E(t) + Fi(t) + NoK(t).

Alors

720 < - (Fra-xa) [[([Caonias)
- (B ) [ e
() ([ o) 0

L
—Gw?(L,t) + NQE/ widr
0

L L
+Nyb102 (L, t) + 6 / Yidr + 0y / widz.
0 0
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On introduit la fonctionnelle Fy(t) défini par

Fy(t)

L
-1, / oo+ wa)dz — Jou( L ) ( L, )
0

El L B 00
=L wy (bgom +/ g(s)nﬂx,t,s)ds) dx. (5.21)
K Jo 0
Pour majorer le terme — fOL (¢ + w,) dx

d [* d
E/o Lypr (¢ + wy) dw — J oL, 1) (L. 1)

+CZ [E,fp (5% /w()ﬁx(x,t,S)d)]da:

L
:]p/ dx—JgptLt—i—EI(/ b, + / nxa:ts)ds>
0 0
EI
p/ wt/ nmdsdaj—/ﬁ/ [go—l—wx] dx
0
+1,04(L, t)wi (L, t). (5.22)

Preuve 5.0.6 En multipliant [’éqaution (5.4) par (¢ + w,), et en utilisant [’in-

tegration par parties, on obtient

d L
IP%IP/O e (9 + wy) da

L L
= Ip/ dst:+[ / Prwgrdx
+EI (/ b, + / $)na (@, ¢, S)d«S) (¢ + w,)
0
—FEI (/ b, + / s)nz(x,t s)ds) (o +w,), dx

—Ii/o (¢ +w,)* dz. (5.23)

L

73



chapitre 5 La décroissance exponentielle avec des vitesses de propagations égales (% = %)
p

Maintenant, en utilisant ['équation (5.3), on trouve

—EI /OL (5% + /OOO g(s)n.(z,t, S)d8> (v +wa), dz

E] L ~ o0

N (bgpx—}—/ g(s)nx(a:,t,s)ds> wydx
K Jo 0
Elpd [t (- >

— __Pd_ (b% / g(s)n.(x, t,s)ds) dx
K

E]p
p (wtdt/ bgox / S)Ny x,t,s)ds) dx

= —%i <bsox / g(s )nx(x,tﬁ)dé’) dx

/@'dt

E]
— bwtgotm + —/ wt/ Sz (x,t, s)dsdx.  (5.24)
K Jo

En utilisant les conditions aux limites (5.6), on obtient

L
d
B ([Thocs [ oomintons) of = el 06(m.0 - 10
0
(5.25)
La substitution de (5.24) et (5.25)dans (5.23), nous donne
d [* d
Ip% pr (o +wy) doe — J%@t([h t)o(L, 1) (5.26)
0
Elpd [* /(- >
+—L2 wy (bgox +/ g(s)nﬁx,t,s)ds) dx
Kk dt 0 0

=1 /L 2do — Joi(L,t) — /L[go+wx]2dx

+ EI </ b, + / $)Ny x,t,s)ds)
EI
'0/ wt/ $)Ne (2, t, s)dsdx

+[/ %thdﬂﬁ—i-—pb/ WPtz
0 K 0

L

0
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D’autre part, on a

T/zt(xyta S) - prt(xyt) - nxs(xata S):

/0 i /0 () dsds — / w / ) [pur — ] dsda (5.27)
_ ( /O ()d5> /0 Wipd — / w / ) usdsda
= (/Ooog(s)ds>/0 wtgpztdas—/ wt/ s)nzdsdz.

El o
p/ wt/ ()N, t, s)dsdx (5.28)
0
Elp- L
+ (pr — [p) / gol.twtdx + Ip@t(L, t)wt(L, t)
0

_ Elp ( / °° o(s )d3> / Lwt%d:c+1p¢t(L,t)wt(L,t)

_EI EI o0 L
,0/ wt/ s)n.dsdr + —— P (1 —/ g(s)ds — 1) / O widx
0 0

Bl
= ,0/ wt/ s)ngdsdx + L (L, t)wi(L, ).
En Substitiant 'équation (5.28) dans (5.26) , on trouve
d
—J— (L, t)p(L, 1)

d [* EI . >
—/ [ngot(go +w,) + wy (bgpx +/ g($)n.(z, ¢, S)ds)] dx
0
dt

dt Jo
L
_EI
= Ip/ 2da — Jp2(L,t) p/ wt/ s)ndsdx
0

L
—K/ [+ wm]2 dx + 1o (L, t)w (L, t)

+ EI (/ b, + / $)1y a:,t,s)ds)

d’ou le résultat cherchée.

0
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Lemme 5.0.4 La dérivée par rapport au temps de Fy(t) peut étre récrite comme

suit

d L L L
—Fy(t) < Ip/ gpfda: Cepy (L t) — / [ +wx]2dx +z—:3/ wtda: + ewf(L,t)
0

dt
+053/0L</0 ()2ds>da:+El</ bgpx/ nfxts)ds>

Lemme 5.0.5 Soit g € CY([0, L]) vérifie (0) = —q(L) = 27y > 0. Alors il existe

0

trois constantes C; >0 6 >0 et C5; >0 telles que pour tout t > 0, on a

pdt/ qet (/ bﬁpm / s)n.(x,t 3)d5) dx (5.29)
< —7EI |bey(L,t) + / g(s)n.(L,t,s)ds
oOO 2 .
B b, 0.0+ [ glom0.ts)s| +3 [ uda
. L " L Ooo
+0 [/0 (0} +¥7) do + @?(Lat)] + Cg/o (/0 g(s)nicLs) dx.

d L
%/ Lipwqpsdr < —yk [wi(L,t) + w2(0,t)] (5.30)
0

i)

L
+C / (wf + w2 + ¢2) de — Crw; (L, t).
0

Preuve 5.0.7 En multipliant [’équation (5.4) par q (fo b, + fo ($)ns(x,t s)ds>

et en integrant, on obtient

L [t ([ [ oot -
[k ([ [ smint o) i
B aw) ([ooeet [ somateton) ([ oot [ stomte.tsas) as
_k/OQ (¢ + w,) U b, + / nxxts)ds]dx
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On a

d L B 00
St [ e (o [ ateimton s ) o - (531
0 0
L~ L 00
Ip/ bq(x)sotsotﬁIp/ Q(x)sot/ 9(8)nae(, t, s)dsdx
0 0 0

2

2 Lq(x)% (Esoxnt/ooog(S)m(:r,t,S)dS) dx
[ sargetir =k [ awe ([ omtetsgis)

—k UOL w, (E% + /OOO g(8)n.(, t, S)ds>] dz.

o
q(x (Pt/ 9(8)Net(,t, s)dsdx
0

J
L o0
= Ip/ q (pt/ g (th nxs de.I'
0
!

0

(@) /0009(8 Patdsdr — 1, /OL q(z) e /Ooo 9(8)nzsdsda
(s)d )/OLQ( )prpadr — I /OLQ(:v)sOt /Ooog’(s)nzdsd:c. (5.32)

I
b'\'
N
ﬁ
Q
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En substitiant (27) dans (5.51), on trouve

Zfl /L q(x)er (5% + /Ooog(s)nx(as,t,s)ds> dr
= —/ w?dw

_IP/ Q(x)%/ g (s)n.dsdu.
(/ bo + / nfxts)d)zlL

—% O q (x )(b% /0 g(s )nw(%t,S)dS)QdI
k-

—k UOL w, (EQOI + /OOO g(8)n.(z,t, s)ds)} dz. (5.33)
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d L B o0
%Ip/ q(x)py <b¢x+/ g(S)Ux(ﬂc,t,S)dS) dx
0 0

IP 27L [P L / 2
= 5 la(x)ei], — 5 | d@)g/de
0

—Ip/Lq( ) /OO "(s)nedsda

5 |al@ (/ b, + / s)n.(x,t, 5)ds >2r

0

—% OLq () (5% +/0 g(s)na(,t 8)d5>2d1‘
—gé [a(x)¢?], + g /OL bq'(x)p*dx

—k/OL q(x)p (/OOO g(s)na(z,t, S)d5> dx
b [ (ot [ ottt onas) | e

pour prouver (ii) on utilise l'équation (5.3), comme suit

d L

pa i q(x)wiw,dx

Pour p > 0 et N3 > 1, soit

L(t) = F5(t)+ N3 /OL Lq(z)es (i)gox + /Ooog(s)nx(a:,t, s)ds) dx+n /OL Lq(z)waw,dz.
(5.34)

On observe que

ko [* 2 ko[* 2 L 2
——/ |+ w, | dx < ——/ |w,| dx+C/ || dx,
2 Jo 4 /o 0
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Alors, la dérivée par rapport au temps de L(t) est donnée par

d K L 2
—L(t) < ——= . d
G0 < =5 [ vl

+(N3C: + C.,) /OL (/Ooog(s)nids> dzx

L L
—I-N3€/ ©2dx + (N3¢ +1n) / p2da
0 0

—(cc—EN)QH(L, 1) = e+ nCy ) wh(L, 1)

L L
+ (7701 + 83) / w?dx + (Ng + 7701) / widx,
0 0

iL(t) < —K/L [p + w,]” dx (5.35)

dt 0
L 00
—|-C'T/ (/ g(s)nids) dx
0 0
L
+C; [ / (¢f +z) do — @(L, t)]
0
L
Cot [/ wdr + w? — wf(L,t)] :
0
Finalement, nous introduisons la fonctionnelle
L
Fy(t) = / pwwdzr — Jw (L, t)w(L,t)
0
L
+/ pprpdr — Moy(L, t)p(L, t).
0
Pour trouver les termes négatives — fOL wid et — fOL oidx.

Lemme 5.0.6 La dérivée par rapport au temps de Fy(t) est estimée par

d L L
——Fy(t) < —p/ wfdx+Mw§(L,t)—Jp/ pidr + Joi(L,t) (5.36)
0 0

dt
L L B 00
wn [ rwparso [ <b¢i+ / g<s>n§<x,t,s>ds) dz.
0 0 0
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Preuve 5.0.8 En multipliant I’équation (5.4) par p, on trouve

d [E L L
I,— | oipde = ]p/ gpgdx—/i/ (p + w,) pdz (5.37)
0 0

Pdt J,
L s 00
—EI/ (bapIJr/ g(s)nx(x,t,s)ds) ppdx
0 0

L

v1 | (bt [ oomtanois) o]

0

et en multipliant [’équation (5.4) par (L, t) on trouve

L

d - o0
e Lt)p(L,t) — J}(L,t) = EI | <b<px +/O g(S)m(x,t,S)dS> @
0

(5.38)
Uaddition de (5.87) et (5.38) nous donne

d L

L L
d
[p%/ @t@dx—EJSOt(Lat)QO(L,t) = Ip/ @?dﬂ?—ﬁ/ (o + wy) pdx
0 0 0

L 00
_EI/ <Bgoz+/ g(s)nx(a:,t,s)ds> Y dx
0 0

En multipliant ’équation (5.3) par w(x,t), on trouve
d [ L,
pE/O wywdr = p/o widx
+ [ + wa] wlg

L
—/ﬁi/ [ + w,| wedz.
0

En utilisant l’équation (5.4), on obtient

d

L L L
— p/ wywdr — Mwy (L, t)yw(L,t)| = p/ widx — /4;/ pw,dr
dt 1" Jo 0 0

L
—/4;/ wdz.
0
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Alors
d L d L
P Ip/ orpdr — Joi (L, t)p(L,t) | + — p/ wywdr — Mwy(L, t)w(L,t)
dt 0 dt 0
L L
— 1, [ ehr - L~k [ (o) ds
’ L B 00 !
_El/ (bgoxwL/ g(s)nx(:r,t,s)ds) o d
0 0
L
,0/ widr — Mw?(L,t).
0

On conclut que —LFy(t) est estimé comme suit

d L L
——Fy(t) < —p/ widr + Mw?(L,t) — ]p/ prdr + Joi (L, t)
0 0

dt
L L s 00
+/€/ (¢+wx)2dx+0/ <bsoi+/ g(S)Ui(x,t,S)d8> dx.
0 0 0

On choisit 7 assez petit, et obtient

-2

/OL (¢ + w,)* dx (5.39)

[ ([ o)

+C., [/OL (0} + ¢2) do — }(L, t)]

F4(75)} < -

==

+

[e

L
—Cyt [/ widz + wa(L,t)] :
0
Théoréme 5.0.15 Supposons que les données initiales vérifient
Wo, Lo € Hl(ou L)7 w1, @1 S L2(07 L)a

et que les vitesses de propagation du systéme (5.1)-(5.2) vérifient

k  EI
=7
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De plus, supposons que g est de type exponentielle et les hyothéses (1.15) sont
verifiées. Alors l'energie E(t) décroit expoentiellement quand le temps tend vers
['infine, c’est-a-dire qu’il existe des constantes positives C' et U, indépendantes

des données initiales, telles que pourt > 0 :

E(t) < CE(0)e . (5.40)

Preuve 5.0.9 Soit la fonctionnelle de Lyapunov défini par

L(t) = E(t) + <L(t) - 2CPQTF4(t)> .

Avec (5.20) et (29), on trouve

d Nl L 0 5
—L(t) < — | —=——uC:+ (Cs — Na2Cy,) g(s)nids | dx
di 2 .\
L
_Ey (1 _ gl 2“01) / p2dz
2 EIb EIb) Jo
00 L
_ <N2Ip 1y ”CT> </ Q(S)ds> / ldx
2 bo  bo 0 0

L
s / o+ wa]? de — (uCyrM + 6) (L, 1)
0

L
— (uCr — Nag) @2 (L, t) — (uCot — &3) / w?dz.
0
On conclut, pour do suffisamment petit et By > 0 que
d
Eﬁ(t) < —BoE(t). (5.41)

ol pour toute By constante positive, on trouve

%E(t) < —al(t). (5.42)

Pour a = 1/ 05, notre résultat est obtenu.
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Ip
Conclusionl

Dans cette thése, nous avons étudiél’existence des solutions et la stabilisation
de systéeme de Timoshenko dans deux cas dans le cas ot les vitesses de propagation
sont différentes et dans le cas ou les vitesses de propagation sont égales.

La premiére partie a été consacrée a 1’étude de 'existence et l'unicité ainsi
que la stabilisation du modeéle de Timoshenko avec des conditions aux limites
dynamique et avec un terme de mémoire.

— Un résultat d’existence et d’unicité de la solution a été démontré la méthode

utilisée est la méthode la théories de semi-groupe .
— Un résultat de stabilité polynomiale a été obtenu dans le cas ou les vitesses
de propagation du systéme de Timoshenko sont déffirentes (% =+ I_,,)'
— Un résultat de stabilité exponentielle été obtenu dans le cas ou les vitesses

de propagation de systéme de Timoshenko sont égales (% ==

I,
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perspectivesl

I serait souhaitable d’étudier
- Le méme probléme avec des noyaux définis positifes et avec les hypotheses

sur g suivantes

g'(t) < —=&(t)g"(t), Yt>0

avec des vitesses de propagation égales et dans le cas ol les viteeses propagation
sont différentes
-Le probléme de Bresse avec des conditions aux limites et un terme de mémoire.

Avec les hypotheéses sur g suivantes
g'(t) < =E(t)g"(t), vt =0

avec des vitesses de propagation égales et dans le cas ot les viteses de propagation

sont différentes
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