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Résumé

Dans cette thèse nous étudions l’existence, l’unicité et la stabilité polynomiale

des solutions du système de Timoshenko avec des conditions dynamiques sur le

bord. Le contenu de la thèse est divisé en trois parties. La première partie est

consacrée à l’étude de l’existence et de l’unicité de la solution du système de

Timoshenko avec terme mémoire et des conditions aux limites dynamiques, en

utilisant la théorie de semi groupe (Théorème Lumer-Phillips. Dans la deuxième

partie, nous considérons le même système et nous montrons que l’énergie de la so-

lution associée au système décroit de manière polynomiale en utilisant la méthode

d’une approche de fréquence de domaine dans le cas où les vitesses de propagation

sont différente. Dans la troisième partie, nous allons démontrer la stabilité expo-

nentielle dans le cas où les vitesses de propagation sont égales, ceci en utilisant la

méthode des multiplicateurs.

mots-clés Système de Timoshenko ; Stabilisation polynomiale exponentielle ;

Conditions aux limites dynamiques, terme mémoire, théorie de semi-groupe, mé-

thodes d’une approche de fréquence de domaine, fonctionnelle de lyapounov .



Abstract

In this thesis, we show that the solution of Timoshenko system with past history

and dynamical boundary decays polynomial in the case that the wave speeds of

eqautions are diffrent, our method is based on the semi groupe technique and the

contraction argument of frequency demain method.

Keywords : Timoshenko system, Polynomial rate of decay, Dynamic boundary

condition, Semigroup theory, Frequency domain method.
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Notations
Dans tout ce qui suit, nous utiliserons les notations suivantes.

N ensemble des entiers naturels.

N∗ ensemble des entiers naturels non nuls.

R ensemble des réels.

R+ ensemble des réels positifs.

R droite réelle achevée, R = R ∪ {−∞,+∞}.

Rn espace euclidien de dimension n.

Z ensemble des nombres entiers .

Z∗ ensemble des nombres entiers non nuls.

Q ensemble des nombres rationnels .

Q+ ensemble des rationnels non négatifs .

Q∗ ensemble des nombres rationnels non nuls.

C ensemble des nombres rationnels .

i l’unité imaginaire.

< la partie réelle .

= la partie imaginaire.

x vecteur de Rn, x = (x1, x2, . . . , xn), xi ∈ R, 1 ≤ i ≤ n.

|x| norme euclidienne de x, |x| = (x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n)

1
2 .

Ω ouvert borné de Rn.



Γ = ∂Ω frontière de Ω.

ν le vecteur unitaire normal à la frontière Γ extérieur à Ω.

∇u gradient de u,∇u = ( ∂u∂x1 ,
∂u
∂x2
, · · · , ∂u∂xn ).

div v divergence du vecteur v, divv = ∂v
∂x1

+ ∂v
∂x2

+ · · ·+ ∂v
∂xn

.

4u laplacien de u, 4u = ∂2u
∂x21

+ ∂2u
∂x22

+ · · ·+ ∂2u
∂x2n

.

∂νu =
∂u

∂ν
la dérivée normale de u.

C0(Ω) espace des fonctions continues sur Ω.

Ck(Ω) espace des fonctions continues sur Ω dont les dérivées partielles.

d’ordre ≤ k sont continues sur Ω, k entier positif

C∞(Ω) l’espace C∞(Ω) =
∞⋂
k=0

Ck(Ω).

L0(Ω) ensemble des fonctions mesurables sur Ω.

Lp(Ω) Lp(Ω) = {u : Ω→ Rmesurable;
∫

Ω |u|
p dx <∞} (1 ≤ p <∞, constant).

L∞(Ω) L∞(Ω) = {u : Ω→ Rmesurable; ∃c ≥ 0 tell que |u(x)| ≤ c p.p x ∈ Ω}.

p′ conjugé de Hölder de p, p′ = p
p−1 si p > 1 et p′ =∞ si p = 1.

D(Ω) espace des fonctions indéfiniment dérivables dans Ω, à support compact dans Ω.

D′(Ω) espace des distributions dans Ω.

Wm,p(Ω) espace de Sobolev , 1 ≤ p <∞

Wm,p
0 (Ω) l’adhérence C∞0 (Ω) dans Wm,p(Ω)

Hm(Ω) espace de Sobolev des fonctions de L2(Ω) dont les dérivées

partielles au sens des distributions d’ordre ≤ m sont également dans Lp(Ω).

Hm
0 (Ω) la fermeture de D(Ω) dans Wm,p(Ω).

D(A) domain de définition de l’opérateur .

EDP équations aux Dérivées Partielles.



EDO équations Différentielles Ordinaires.

p.p. presque partout.

< ., . > le crochet de dualité.

(., .) le produit scalaire.

||.||E la norme dans l’espace E.

→ symbole de convergence forte.

⇀ symbole de convergence faîble.

↪→ symbole d’injection.

⇀∗ convergence faible étoile.



Chapitre 1

Introduction générale

La stabilisation a pour but d’atténuer les vibrations par rétro-action (feed-

back). Elle consiste donc à garantir la décroissance de l’énergie des solutions vers

0 de façon plus ou moins rapide par un mécanisme de dissipation. Plus préci-

sèment, le problème de stabilisation auquel on s’intéresse revient à déterminer le

comportement asymptotique de l’énergie que l’on note E(t) (c’est la norme des

solutions dans l’espace d’état), ainsi qu’à étudier sa limite afin de déterminer si

cette limite est nulle ou pas, à donner une estimation sur sa vitesse de décroissance

vers zéro. Il existe plusieurs degrés de stabilité que l’on peut étudier. Le premier

degré consiste à analyser simplement la décroissance de l’énergie des solutions vers

zéro, i.e. :

E(t) −→ 0 lorsque t −→ +∞ (1.1)

C’est ce qu’on appelle la stabilisation forte. Pour le second, on à s’intéresse une

décroissance de l’énergie plus rapide, c’est-à-dire lorsque celle-ci tend vers 0 de

manière exponentielle, i.e.

E(t) ≤ Ce−δt, ∀t > 0, (1.2)
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chapitre 1 introduction générale

où C et δ sont des constantes positives avec C qui dépend des données initiales.

Quant au troisième, on étudie des situations intermédiaires, dans lesquelles la

décroissance de l’énergie n’est pas exponentielle, mais de type polynômiale ou

logarithmique par exemple :

E(t) ≤ C

tα
, ∀t > 0, (1.3)

ou bien

E(t) ≤ C ′

log(1 + t)k
, ∀t > 0, (1.4)

où C, C ′, α et k sont des constantes positives avec C et C ′ qui dépendent des

données initiales. Le système de Timoshenko est généralement considéré comme

décrivant la vibration transversale d’une poutre en ignorant les effets d’amor-

tissement . Il existe plusieurs travaux concernant la stabilisation du système de

Timoshenko avec différents types d’amortissement, nous citons par exemple (voir

[9], [70], [21], [26], [49], [17], [20], [68], [36], [2]).

Dans [66], Soufyane et Wehbe ont prouvé que si les vitesses de propagation des

ondes sont égales (i.e., k1ρ1 = ρ2
k2
) le système de Thimoshenko avec une dissipation

interne est exponentiallement stable. En effet, Rivera et Racke dans [55] ont amé-

lioré les résultats précédents et ont montré une décroissance exponentielle de la

solution du système de Timoshenko lorsque le coefficient de la rétroaction admet

un signe indéfini.

Dans [70], Wehbe et Youssef ont amélioré les résultats de [10], où ils ont étudié le

taux de la décroissance polynomiale et la stabilité non uniforme de l’énergie du

système de Timoshenko avec un seul terme de dissipation à la frontière.

D’autre part, de nombreux auteurs ont traité le système de Timoshenko avec
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chapitre 1 introduction générale

un terme de dissipation non linéaire à l’intérieur du domaine ou sur la frontière

(voir [54],[4],[47], [11], [14], [36]). Le modèle de Timoshenko avec mémoire de

dissipation a été étudié par plusieurs auteurs ces dernières années, et de nombreux

résultats concernant l’existence et le comportement asymptotique ont été établit

(voir [9],[23],[22],[74],[49],)

Dans le cas du modèle de Timoshenko avec une dissipation sur le bord et

une force établie sur un seul coté, nous pouvons citer [23] où les auteurs ont

prouvé que pour obtenir la stabilité exponentielle du semi-groupe de contraction

associé, l’égalité de la propagation des ondes ne suffit pas, il faut des conditions

supplémentaires sur le coefficient du système.

Dans [57] les auteurs ont prouvé que le semi-groupe associée au modèle de

Timoshenko avec une masse à l’extrémité tend vers zéro comme t
1
2 lorsque le

mécanisme d’amortissement n’est efficace que sur le bord de l’angle de rotation

Lorsque les vitesses de propagation sont différentes, ils ont prouvé que la solution

décroit de manière polynomiale comme t
1
2 . D’autre part, la solution décroit comme

t
1
4 si les conditions initiales sont dans le demain D(A).

Dans [62], Raposo et al. ont prouvé une décroissance exponentielle de la solution

pour le système de poutre de Timoshenko avec un terme de dissipation linéaire

de friction.

Dans [4], Alabau-Boussouira a étudié le comportement asymptotique du sys-

tème de Timoshenko avec amortissement non linéaire. De plus, ils ont démontré

en génaral la formule semi-explicite pour le taux de décroissance de l’énergie dans

le cas où les vitesses de propagation du système sont égales.

Le but de notre thèse est de montrer l’existence et l’unicité de la solution du
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chapitre 1 introduction générale

modèle de Timoshenko avec un terme mémoire, et donner une estimation pour la

décroissance de l’énergie de solutions du problème (1.12).

1.1 Système de Timoshenko

Le système de Timoshenko est introduit par le mathématicien Ukrainien Ste-

phen Timoshenko né le 22 décembre 1878 en Ukraine et mort le 29 Mai 1972

en Allemagne. Il a développé la théorie de l’élasticité des plaques et des coques.

En 1921, dans [69], un modèle simple décrivant les vibrations transversales d’une

poutre a été développé. Ce modèle est donné en conformité avec les équations

suivantes  ρAϕtt(x, t) = Sx(x, t),

ρIψtt(x, t) = Mx(x, t)− S(x, t),
(1.5)

où t désigne la variable temporelle, et x est la distance au long de la ligne

moyenne de la poutre. La fonction ϕ représente le déplacement transversal de la

poutre et ψ l’angle de rotation du filament de la poutre. Nous utilisons ρ pour la

densité,M pour le moment de flexion, S pour la force de cisaillement, A pour l’aire

de la section transversale et I pour le second moment de la section transversale de

la poutre. Les relations entre déformations et contraintes pour le comportement

élastique de la poutre en flexion sont données par

 M(x, t) = EIψx(x, t),

S(x, t) = kAG(ϕx + ψ)(x, t),

où E représente le module de Young, G le module de rigidité, et k le facteur de

forme. Timoshenko [69] établit les équations aux dérivées partielles suivantes pour

9



chapitre 1 introduction générale

les vibrations mécaniques dans les poutres planes sans la présence de mécanismes

dissipatifs  ρ1ϕtt − κ(ϕx + ψ)x = 0,

ρ2ψtt − bψxx + κ(ϕx + ψ)x = 0.

en posant ρ1 = ρA, ρ1 = ρI, κ = kAG et b = EI. La stabilité du système de type

Timoshenko (dans des domaines bornés) a reçu beaucoup d’attention ces dernières

années, et plusieurs résultats concernant l’existence et le comportement asympto-

tique de l’énergie ont été établit. Fondamentalement, trois types de mécanismes

dissipatifs (ou des combinaisons de ceux-ci) ont été envisagés :

1. La dissipation par frottement obtenu en introduisant un amortissement (feed-

back) par frottement qui peut agir soit sur le bord soit au voisinage du bord.

2. La dissipation thermique qui est obtenue par la conduction de la chaleur

compte tenu de la loi de fourier ou la loi de Cattaneo.

3. La dissipation viscoélastique donnée par les effets de mémoire.

Kim et Renardy [39] ont considéré [1.5] avec deux contrôles au bord de la forme

 K (ϕ(L, .)− ψx(L, .)) = αψt(L, .), ∀t ≥ 0

EIϕx(L, .) = −βϕt(L, .), ∀t ≥ 0.
.

Ammar-khodja et al. [10] ont considéré le système αwtt = (β(ψx + w))x, on (0, 1)× R+.

γϕtt = (δϕx)x + κ(ψx + w)x, on (0, 1)× R+,
(1.6)

10



chapitre 1 introduction générale

sous les conditions aux limites suivantes
w(0, t) = w(1, t) = 0

ϕx(0, t) = αϕt(0, t), ∀t ≥ 0

ϕx(1, t) = −dϕt(1, t), ∀t ≥ 0.

. (1.7)

où α, β, γ et δ sont des fonctions positives de classe C1 et ont prouvé que la stabi-

lité uniforme de (1.6-1.7) est obtenue si et seulement si les vitesses de propagation

sont égales (βα = δ
γ ). Muñoz Rivera et Fernàdez Sare [22] ont considéré un système

de type Timoshenko avec terme mémoire agissant dans une seule équation. Ils ont

examiné le problème suivant : ρ1ϕtt − κ(ϕx + ψ)x = 0,

ρ2ψtt − bψxx + κ(ϕx + ψ)x +
∫ +∞

0 g(s)ψxx(x, t− s)ds = 0,
(1.8)

avec des conditions aux limites homogènes dans un domaine borné, et ont montré

que la dissipation donnée par le terme mémoire est suffisamment forte pour stabi-

liser le système (1.8) de façon exponentielle si seulement si κ
ρ1

= b
ρ2

et la fonction de

relaxation g décroit exponentiellement. Concernant les systèmes de Timoshenko

pour les matériaux à mémoire finie, Ammar-khodja et al.[9] ont étudié le système

linéaire de la forme ρ1ϕtt − κ(ϕx + ψ)x = 0,

ρ2ψtt − bψxx + κ(ϕx + ψ)x +
∫ t

0 g(s)ψxx(x, t− s)ds = 0,
. (1.9)

avec des conditions aux limites homogènes. Ils ont montré, en utilisant la méthode

des multiplicateurs, que le système (1.9) est exponentiellement stable si et seule-

ment si χ = 0 (avec χ = κ
ρ1
− b

ρ2
) et g décroit exponentiellement. Précisément,

sous certaines techniques supplémentaires sur g′ et g′′, ils ont établi un résultat

de décroissance exponentielle (respectivement polynomiale) pourvu que g décroit
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chapitre 1 introduction générale

de façon exponentielle (respectivement polynomiale). Ce dernier résultat a en-

suite été obtenu par Guesmia et Messaoudi [75] avec des conditions plus faibles

que celles qui sont considérées dans [9]. En outre, Messaoudi et Mustafa [76] ont

discuté (1.9), pour les fonctions de relaxation satisfaisant

g′(t) ≤ −ξ(t)g(t),∀t ≥ 0, (1.10)

où ξ : R+ → R+ est une fonction différentiable non croissante, et ils ont donné

un résultat de décroissance plus générale, à partir duquel, les résultats habituels

de décroissance exponentielle et polynomiale ne sont que des cas particuliers. La

stabilité de (1.9), dans le cas où les vitesses des ondes sont différentes, a été étudiée

par Guesmia et Messaoudi [29] sous la condition

g′(t) ≤ −ξ(t)gp(t),∀t ≥ 0,

où p > 0, et une estimation de décroissance générale pour l’énergie des solutions

régulières a été prouvée. Dans [30], Guesmia et Messaoudi ont considéré le système ρ1ϕtt − κ(ϕx + ψ)x = 0,

ρ2ψtt − bψxx + κ(ϕx + ψ) +
∫ +∞

0 g(s)ψxx(x, t− s)ds = 0,
(1.11)

où la fonction de relaxation g satisfait la relation (1.10). Sous la même hypothèse

sur g et ξ imposée pour le cas de mémoire finie, ils ont établi des résultats de

décroissance générale dans le cas où les vitesses de propagation sont égales et

différentes. Ces résultats ont permis d’améliorer certains taux de décroissance

connus. Guesmia [30] a considéré un système de type Timoshenko avec un terme

mémoire et un amortissement par frottement agissant seulement dans l’équation

12



chapitre 1 introduction générale

de l’angle de rotation. Il a examiné le problème suivant ρ1ϕtt − κ1(ϕx + ψ)x = 0,

ρ2ψtt − κ2ψxx + κ1(ϕx + ψ) + b(x)h(ψt) +
∫ +∞

0 g(s)(a(x)ψx(t− s))xds = 0.

Il a montré que la dissipation donnée par ces contrôles complémentaires est assez

forte pour garantir la stabilité du système, ceci pour le cas de vitesses de propaga-

tion égales, ainsi que dans le cas contraire. Un résultat similaire à celui trouvé par

Gusemia et Messaoudi [30] dans le cas où le terme mémoire et l’amortissement

par frottement agissant dans l’équation du déplacement transversal.

Dans [28], Guesmia a étudié le système de Timoshenko avec une mémoire infinie

et un retard distribué (distributed time delay) à la fois agissant sur l’équation de

l’angle de rotation ρ1ϕtt − κ1(ϕx + ψ)x = 0,

ρ2ψtt − κ2ψxx + κ1(ϕx + ψ) +
∫ +∞

0 g(s)ψxx(t− s)ds+
∫ +∞

0 f(s)ψt(t− s)ds = 0,

Il a donné des estimations de décroissance pour les deux cas de vitesses. Les taux

de décroissance obtenus dépendent des noyaux de la mémoire et le retard à l’infini.

Dans le cas d’inégalité de vitesses, le taux de décroissance dépend également de la

régularité des données initiales. La constante χ est un nombre qui caractérise le

comportement asymptotique des solutions du système de Timoshenko. Cela a été

prouvé pour le comportement viscoélastique dans [7], [9], [23], [32], [51], [76], pour

le comportement thermopélastique avec la loi de Fourier et aussi à la dissipation

thermoélastique de type III dans [51] , [51], [54], et le système de Timoshenko avec

dissipation aux limites [10], [53]. Plusieurs résultats de décroissance exponentielle

pour les deux cas linéaires et non linéaires ont été établit sans l’hypothèse κ
ρ1

= b
ρ2
.

Par ailleurs, il existe une vaste litérature pour le système de Timoshenko (c’est-

13



chapitre 1 introduction générale

à-dire sans condition de chaleur) dans le domaine borné. Le lecteur intéressé

est appelé à consulter [4], [50], [56], [55], [67], pour les systèmes de Timoshenko

avec amortissement par frottement, ainsi que [9], [26], [49] pour les systèmes de

Timoshenko avec amortissement viscoélastique.

1.2 Notes historiques

Nous allons rappeler d’une manière brève quelques phases qu’a connue la notion

de stabilisation sans vraiment rentrer dans les détails.

1.2.1 Les travaux de C. S. Morawetz

En 1959, en analysant l’expression explicite de la solution obtenue par sépa-

ration des variables de l’équation d’ondes dans un domaine non borné de R3, C.

Wilcox [71] a réussi à montrer que l’énergie locale décroit de manière exponentielle

quand le temps tend vers l’infini. Avec des hypothèses plus générales que celle de

C.Wilcox, en 1961 C. S. Morawetz 58 a montré que l’énergie locale décroit comme

l’inverse du temps. En combinant leurs méthodes, P. D. Lax, C. S. Morawetz et

R. S. Phillips [44] ont prouvé en 1963, que l’énergie locale associée à la solution de

l’équation d’ondes dans un domaine de R3, extérieur à un domaine étoilé décroit

de manière exponentielle quand le temps tend vers l’infini.

1.2.2 Les travaux de G. Chen et J. Lagnese

En se basant sur les travaux C. S. Morawetz 58 sur l’équation des ondes dans

un domaine extérieur, D. L. Russell [65] a conjoncturé, en 1974 un phénomène

analogue pour l’équation des ondes dans un domaine borné. Le premier résultat

14



chapitre 1 introduction générale

positif concernant la conjecture de Russell, a été obtenu en 1979 par G. Chen [34].

Ensuite, en adaptant la technique des multiplicateurs utilisée par C. S. Morawetz,

W. A. Strauss et J. U. R. Alston, dans les domaines extérieurs, C. Chen [33] a

amélioré les résultats obtenus dans [34]. Voir aussi Lagnese [46].

1.2.3 Les travaux de I. Lasiecka et R. Triggiani

En 1987, utilisant des méthodes différentes de celles de Chen et Lagnese, I.

Lasiecka et R. Triggiani [45] ont pu redémontrer les résultats de Chen et Lagnese

pour l’équation des ondes avec une condition de Dirichlet non homogène sur tout

le bord.

1.2.4 Les travaux de V. Komornik et E. Zuazua

En 1987, V. Komornik et E. Zuazua ont allégé la condition aux bords de G.

Chen en la remplaçant par une autre condition, ce qui a permis, en principe

de généraliser les résultats de Chen et Lagnese au domaine à bords réguliers et

connexes, mais ceci au prix de modifer la condition aux limites.

1.2.5 Les travaux de J. Lions

En 1986, Lions a élaboré une méthode générale de stabilisation exponentielle

pour tous les systèmes linéaires réversibles exactement contrôlables. Son procédé

repose essentiellement sur la théorie du contrôle et de la méthode de pénalisation.

Cependant, il ne donne aucune méthode explicite pour construire l’opérateur de

feedback, ni l’estimation sur le taux de décroissance de l’énergie.
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1.3 But du travail

Dans ce travail, on considère le système de Timoshenko avec terme mémoire

donné par
ρwtt(x, t)− κ [ϕ(x, t) + wx(x, t)]x = 0, dans (0, L)× R+

Iρϕtt(x, t)− ϕxx(x, t) +
∫∞

0 g(s)ϕxx(x, t− s)ds

+κ [ϕ+ wx] (x, t) = 0, dans(0, L)× R+

(1.12)

avec les conditions initiales suivantes

w(x, 0) = w0(x), wt(x, 0) = w1(x), ϕ(x, 0) = ϕ0(x), ϕt(x, 0) = ϕ1(x). (1.13)

et les conditions aux limites
w(0) = ϕ(0) = 0, dans (0, L)

Mwtt(L, t)− κ [ϕ+ wx] (L, t) = 0, dans R+

Jϕtt(L, t)− ϕx(L, t) +
∫∞

0 g(s)ϕx(L, t− s)ds = 0, dans R+

(1.14)

Dans (1.12), t, x désigne respectivement la variable temporelle et la distance

le long de la ligne moyenne de la poutre L dans sa configuration d’équilibre,

S = k(wx + ϕ) et M = ϕx désigne la force de cisaillement, respectivement. On

désigne par w = w(x, t) le déplacement transversal de la poutre et ϕ = ϕ(x, t) est

l’angle de rotation du filement de la poutre ; avec ρ = ρ̃A, Iρ = ρ̃I, κ = KAG,b =

EI, où ρ̃ désigne la densité, A est l’aire de la section transversale, I est le second

moment pour la section transversale de la poutre, E est le module de l’élasticité,

K le facteur de forme et G est le module de rigidité.

16



chapitre 1 introduction générale

1.3.1 Hypothèses

1.3.1.1 Hypothèses sur le noyau g :

On suppose que le noyau g(t) est de classe C1(R+,R+) et vérifie les hypothèses

suivantes :

b̃ = 1−
∫ ∞

0

g(s)ds = 1− g∞ = l > 0. (1.15)

On suppose aussi

g(t) > 0,∃k0, k1 > 0 : −k0g(t) ≤ g′(t) ≤ −k1g(t),

1.3.1.2 hypothèses sur les vitesses de propagation :

κ

ρ
6= 1

Iρ
(1.16)

Dans le but de prouver l’existence et l’unicité de la solution de notre problème

en uitlisant la théorie des semi-groupes on donne quelques espaces fonctionnels.

On désigne par H l’espace de l’énergie associée au système (1.12)-(1.14) par

H =
(
H1

(0)(0, L)× L2(0, L)
)2

× C2 × Lg(0, L),

tel que

H1
(0)(0, L) = {(w,ϕ) ∈ (H1(0, L))2 : w(0) = ϕ(0) = 0},

et

Lg =

{
v : R+ → H1

(0)(0, L),

∫ L

0

∫ ∞
0

g(s)v2
xdsdx < +∞

}
.

L’ensemble Lg est l’espace de Hilbert engendré par le produit scalaire

〈v, v〉Lg =

∫ L

0

∫ ∞
0

g(s)vx (s)wx (s) dsdx.

17
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L’ensemble H est aussi l’espace engendré par le produit scalaire suivant , U =

(v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7)
T , W = (w1, w2, w3, w4, w5, w6, w7) ∈ H, par〈

U, Û
〉
H

=

∫ L

0

[
b̃v3xw3x + ρv2w2 + Iρv4w4

]
dx

+ 〈v7, w7〉Lg + κ

∫ L

0

(v1x + v3) (w1x + w3) dx

+Mv5w5 + Jv6w6.

Alors, la norme correspondante est

‖U‖2
H = b̃ ‖v3x‖2

2 + ρ ‖v2‖2
2 + Iρ ‖v4‖2

2

+ ‖v7‖2
∗ + κ ‖∂xv1 + v3‖2

2 +M |v5|2 + J |v6|2

où ‖.‖2
2 est la norme usuelle dans L2(0, L), et

‖v7‖2
∗ =

∫ L

0

∫ ∞
0

g(s)v2
7xdsdx.
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Chapitre 2

Rappels et définitions

Ce chapitre comporte les définitions et les propriétés essentielles, qui seront

utilisées dans les chapitres ultérieurs.

2.1 Définitions et propriétés élémentaires

L’objectif de cette section est de rappeler quelques notions et résultats préli-

minaires, qui nous seront utiles dans les chapitres ultérieurs.

2.2 Définitions et propriétés élémentaires des espaces Lp(Ω)

2.2.0.3 Espaces Lp(Ω)

Soit Ω un ouvert de RN . Pour 1 ≤ p < ∞, l’espace de Lebesgue Lp(Ω) est

défini par :

Lp(Ω) := { f : Ω→ R mesurable,
∫

Ω

|f(x)|p dx <∞ }

muni de la norme (parfois notée ‖.‖p)

‖f‖Lp(Ω) := (

∫
Ω

|f(x)|p dx)
1
p
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et pour p =∞, on note

L∞(Ω) := {f : Ω→ R; f mesurable et ∃C ∈ R+ telle que |f(x)| ≤ C p.p.surΩ}

de norme

‖f‖L∞(Ω) := inf{C, |f(x)| ≤ C p.p.sur Ω}

Pour tout 1 ≤ p ≤ ∞, on note p′ le conjugué de p, c’est à dire le réel p′ tel que
1
p + 1

p′ = 1.

Proposition 2.2.1 (Inégalité de Hölder) Pour tout f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lp′(Ω)

avec 1 ≤ p ≤ ∞. Alors f.g ∈ L1(Ω) et on a l’inégalité∫
Ω

|f(x)g(x)| dx ≤ ‖f‖Lp(Ω) ‖g‖Lp′(Ω) .

Lorsque p = p′ = 2, on retrouve l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

Proposition 2.2.2 (Inégalité d’interpolation) Soient 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞,

f ∈ Lp(Ω) ∩Lq(Ω). Alors f ∈ Lr(Ω) pour tout r ∈ [p, q], et

‖f‖Lr(Ω) ≤ ‖f‖
θ
Lp(Ω) ‖g‖

1−θ
Lq(Ω) , θ ∈ [0, 1],

1

r
=
θ

p
+

1− θ
q

.

Théorème 2.2.1 ( convergence dominée de Lebesgue)

Soit (fn)n une suite de fonctions de L1(Ω).

On suppose que fn → f p.p. sur Ω, et qu’il existe une fonction g ∈ L1(Ω)

telle que pour tout n ∈ N, |fn(x)| ≤ g(x) p.p. sur Ω . Alors f ∈ L1(Ω) et

lim
n→∞
‖fn(x)− f(x)‖L1(Ω) = 0.

Définition 2.2.1 Une fonction à valeurs réelles est absolument continue sur un

intervalle I si

∀ε > 0, ∃δ > 0 tel que
m∑
k=1

|f(bk)− f(ak)| < ε.
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Lorsque a1 < b1 ≤ a2 < b2 ≤ ...... ≤ am < bm sont des points de I tels que∑m
k=1 (bk − ak) < δ.

Inégalité de Gronwall

(i) Soit η(.) une fonction positive, absolument continue sur [0, T ] et satisfaisant

pour presque tout t ∈ [0, T ] l’inégalité

η′(t) ≤ φ(t)η(t) + ψ(t)

où φ(t) et ψ(t) sont des fonctions positives, intégrables sur [0, T ] alors

η(t) ≤ e

t∫
0

φ(s)ds
[ η(0) +

t∫
0

ψ(s)ds] pour tout 0 ≤ t ≤ T.

(ii) En particulier, si η′(t) ≤ φ(t)η(t) sur [0, T ] et η(0) = 0, alors :

η ≡ 0 sur [0, T ].

Preuve 2.2.1 On a

d

ds
(η(s)e

∫ s
0
−φ(r)dr) = e

∫ s
0
−φ(r)dr(η′(s)− φ(s)η(s)) ≤ e

∫ s
0
−φ(r)drψ(s). (2.1)

pour presque tout ≤ s ≤ T .

En intégrant sur [0, t], on obtient

η(t)e
∫ t
0
−φ(r)dr ≤ η(0) +

∫ t

0

e
∫ s
0
−φ(r)drψ(s)ds ≤ η(0) +

∫ t

0

ψ(s)ds, (2.2)

pour tout 0 ≤ t ≤ T.

D’où on déduit

η(t) ≤ e
∫ t
0
φ(s)ds[η(0) +

∫ t
0 ψ(s)ds].
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Inégalité de Gronwall (forme intégrale)

(i) Soit ζ(.) une fonction positive, intégrable sur [0, T ] et satisfaisant pour

presque tout t ∈ [0, T ] l’inégalité

ζ(t) ≤ C1

t∫
0

ζ(s)ds+ C2

où C1 et C2 sont des constantes positives. Alors

ζ(t) ≤ C2[ 1 + C1te
C1t] pour presque tout 0 ≤ t ≤ T.

En particulier si :

ζ(t) ≤ C1

t∫
0

ζ(s)ds, 0 ≤ t ≤ T.

On a

ζ (t) = 0 sur [0, T ].

Inégalité de Cauchy généralisée :

∀a, b ∈ R+, ∀ε > 0 : ab ≤ εa2 +
b2

4ε
.

Inégalité de Young généralisée : Soit 1 < p, q <∞, tels que 1
p + 1

q = 1, et

soit ε > 0.

Alors

ab ≤ εap + c(ε)bq

où c(ε) = (εp)−
p
q

q .
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2.2.1 Espaces de Hölder

Soient X := (X, d) un espace métrique, E := (E, ‖.‖E) un espace de Banach,

et soit 0 < θ ≤ 1.

L’application u : X → E est dite uniformément θ−Hölder continue, si

[u]θ = [u]θ,X := sup
x 6=y

‖u(x)− u(y)‖E
[d(x, y)]θ

<∞. (2.3)

u est θ−Hölder continue, si chaque point de X a un voisinage Y tel que u\Y

est uniformément θ−Hölder continue.

On pose Cθ(X,E) := {u : X → E; u est θ−Hölder continue}, 0 < θ < 1,

et C0(X,E) := C(X,E) est l’ensemble de toutes les fonctions continues de X

dans E. Pour θ = 1, la 1- Hölder continuité est continue et Lipschitienne , et on

note C1−(X,E) := {u : X → E ;u est continue et Lipschitienne }, (au

lieu de C1(X,E)) Pour k ∈ N∗, Ck(X,E) est l’espace des fonctions u ∈ EX , k

fois continûment différentiable sur X. Ck−(X,E) est le sous espace des fonctions

u ∈ Ck−1(X,E), telles que Dk−1 u ∈ C1−(X,E) , où Dk−1 désigne la dérivée(de

Fréchet) d’ordre k-1. Soit k ∈ N, on notera Ck(Ω) le sous-ensemble des fonctions

f ( f : Ω ⊂ Rn → R) de Ck(Ω) telles que pour chaque multi-indice |α| ≤ k,

l’application x ∈ Ω 7→ Dαf(x) se prolonge continûment à Ω . On pose

‖f‖Ck(Ω) = max
0≤|α|≤k

sup
x∈Ω
|Dαf(x)| , f ∈ Ck(Ω). (2.4)

Alors ‖f‖Ck(Ω) est une norme sur l’espace vectoriel Ck(Ω), et muni de cette

norme Ck(Ω), est un espace de Banach.
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2.3 Espaces de Sobolev

2.3.1 Espaces Wm,p(Ω) :

Soit Ω un ouvert de Rn, m ∈ N et 1 ≤ p ≤ ∞ on définitWm,p(Ω) comme suit

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) tel que Dαu ∈ Lp(Ω); ∀α ∈ Nn, 0 ≤ |α| ≤ m }

où |α| =
∑n

i=1 αi = k, et Dαu = ∂ku
∂x

α1
1 .........∂xαnn

, dérivée au sens des distributions.

Muni de la norme

‖u‖Wm,p(Ω) := (
∑
|α|≤m

‖Dαu‖pLp(Ω))
1
p .

Wm,p(Ω) est un espace de Banach.

Wm,p
0 (Ω) est l’adhérence de l’ensemble D(Ω) des fonctions indéfiniment diffé-

rentiables et à support compact dans Ω, dansWm,p(Ω). Rappelons que si p > 2 et

Ω est borné, l’injection de Wm,p
0 (Ω) dans Lp(Ω) est compacte. Dans le cas p = 2,

on pose Hm(Ω) = Wm,2(Ω).

2.3.1.1 Inégalité de Gagliardo Nirenberg Sobolev

Soient 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞. Alors

‖u‖Lp(Ω) ≤ C ‖u‖1−θ
Lq(Ω) ‖u‖

θ
H1(Ω) ,

∀u ∈ H1(Ω) ∩ Lq (Ω) avec p(n− 2) < 2n et θ =

n
q −

n
p

1− n
2 + n

q

.

Théorème 2.3.1 (Injection continue) Soient Ω ⊂ Rn un domaine borné de fron-

tière lipschitzienne, m ∈ N∗ et p ∈ (1,∞).

Alors l’injection suivante est continue :

Wm,p(Ω) ⊂ L∞(Ω) si mp > n.
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Théorème 2.3.2 (Généralisation du théorème de trace) Soient Ω un domaine

de frontière bornée de classe Cm−1,1 de Rn, m ∈ N∗ et p ∈ (1,∞). Alors il existe

un unique opérateur linéaire continu γm−1 : Wm,p(Ω) → Πm−1
k=0 W

m−k− 1
p ,p(∂Ω),

appelé opérateur de trace, satisfaisant γm−1f =
(
f, ∂νf, ..., ∂

m−1
ν f

)
\∂Ω pour toute

fonction f ∈ C∞(Ω) où f \∂Ω désigne la restriction de la fonction f à l’ensemble

∂Ω.

2.3.1.2 Formule d’intégration par parties

Soit u et v deux fonctions de H1(Ω). Pour tout 1 ≤ i ≤ n, on a∫
Ω

∂u

∂xi
vdx = −

∫
Ω

∂v

∂xi
udx+

∫
∂Ω

uvνidσ (2.5)

où νi(x) = cos(ν;xi) est le cosinus directeur de l’angle compris entre la nor-

male extèrieure à ∂Ω au point x et l’axe des xi .

Formule de Green

Soit Ω un ouvert borné de Rn, de frontière régulière ∂Ω et ν(x) la normale exté-

rieure au point x. Soient u une fonction de H2(Ω) et v une fonction de H1(Ω).

Alors la formule de Green sécrit :

∫
Ω

(∆u)vdx =

∫
∂Ω

∂u

∂ν
vdσ −

∫
Ω

∇u.∇vdx

où ∂u
∂ν =

∑n
i=1 γ0(

∂u
∂xi

)νi, et γ0(u) est la trace de u sur ∂Ω, ν = (ν1, .., νn)
t et

dσ est la mesure superficielle sur ∂Ω.

Les espaces de Slobodckii
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Soient k ∈ N et 1 ≤ p <∞, on pose

[u]s,p : =

 ∫
Ω×Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+sp d(x, y)

 1
p

pour 0 < s < 1

‖.‖k,p : = ‖.‖W k,p(Ω)

‖.‖s,p : = (‖u‖p[s],p +
∑
|α|=[s]

[∂αu]ps−[s],p)
1
p pour s ∈ R+\N

où [s] désigne la partie entière de s. Alors les espaces de Slobodeckii sont les

espaces de Banach définis par :

W s
p := W s

p (Ω,KN) := ({u ∈ W [s], p; ‖u‖s,p <∞}, ‖.‖s,p), 1 ≤ p <∞, s ∈ R+\N.

Pour s ∈ R+ et 1 ≤ p <∞,W s
p est appelé espace de Sobolev-Slobodeckii.

Proposition 2.3.1 Soient s0, s1 ∈ R, et p0, p1 ∈ (1,∞). Alors

W s1
p1

d
↪→ W s0

p0
si

1

p1
≥ 1

p0
≥ 1

p1
− (s1−s0)

1

n
.

De plus pour s ∈ R, et p ∈ (1,∞)

W s
p

d
↪→ Cρ si s− n

p
≥ ρ ≥ 0. (avec ρ 6= s− n

p
si s− n

p
∈ N).

2.3.2 Notions de base sur les distributions :

On appelle support d’une fonction ϕ : Ω → R le plus petit fermé Kϕ ⊂ Ω

en dehors duquel la fonction ϕ est nulle presque partout. Une fonction ϕ : Ω →

R est dite à support compact dans Ω si son support est un compact contenu

dans Ω. On notera par D (Ω) l’espace des fonctions ϕ définies et indéfiniment

dérivables sur Ω et à support compact contenu dans Ω. On désigne par D(Ω̄)
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l’espace des restrictions à Ω̄ des fonctions de D(Rn). La longueur d’un multi-

indice α = (α1, ..., αi, ..., αn) ∈ Nn est l’entier noté |α| et défini par : |α| =

α1 + ...+ αi + ...+ αn.

Pour tout multi-indice α = (α1, ..., αi, ..., αn) ∈ Nn, on définit l’opérateur de

dérivation ∂α : D (Ω)→ D (Ω) par :

ϕ→ ∂αϕ =

(
∂α1

∂xα1
1

)
...

(
∂αi

∂xαii

)
...

(
∂αn

∂xαnn

)
(ϕ) =

∂|α|ϕ

∂xα1
1 ...∂x

αi
i ...∂x

αn
n

Proposition ∀p ≥ 1, l’ensemble D (Ω) est dense dans Lp (Ω) .

Preuve 2.3.1 Voir Vo-kHAC KHOAN, page 148.

2.3.2.1 Convergence dans D(Ω)

Définition 2.3.1 : On dit qu’une suite {ϕn, n ∈ N} ⊂ D (Ω) converge vers une

fonction ϕ ∈ D (Ω) s’il existe un compact K contenu dans Ω tel que :

i) supp (ϕn) ⊂ K, ∀n ∈ N

ii) ∂α (ϕn) converge uniformément vers ∂αϕn, ∀α = (α1, ..., αi, ..., αn) ∈ Nn.

2.3.2.2 Espaces des distributions D′
(Ω)

Définition 2.3.2 Espace des distributions D′(Ω) :

On appelle espace des distributions sur Ω, l’ensemble D′(Ω) des formes li-

néaires continues T : D (Ω)→ R

On notera 〈T, ϕ〉 = T (ϕ) la dualité entre D′(Ω) et D(Ω). En outre, on dira, que

deux distributions T1 et T2 sur Ω sont égales si elles le sont en tant qu’application

de D(Ω) dans R :

〈T1, ϕ〉 = 〈T2, ϕ〉,∀ϕ ∈ D (Ω)

27



chapitre 1 Rappels généraux et définitions

Les distributions généralisent la notion de fonction puisque à toute classe de fonc-

tions f̃ ∈ L2(Ω) on peut associer de façon canonique et biunivoque une distribu-

tion notée Tf̃ et définie par :

〈Tf̃ , ϕ〉D′(Ω),D(Ω) = 〈Tf , ϕ〉L2(Ω) =

∫
Ω

f (x)ϕ (x) dx ∀ϕ ∈ D (Ω) et ∀f = f̃ p.p sur Ω.

On dira qu’une distribution T ∈ D′ (Ω) appartient à L2 (Ω) s’il existe une classe

de fonction f̃ ∈ L2 (Ω) telle que

〈T, ϕ〉D′(Ω),D(Ω) =

∫
Ω

f̃ (x)ϕ (x) dx , ∀ϕ ∈ D (Ω) , f̃ ∈ L2 (Ω)

On les appelle distribution régulière.

2.3.2.3 Continuité dans D′ (Ω)

Définition 2.3.3 : On dit qu’une application linéaire A : D′(Ω) → D′ (Ω) est

continue si pour toute suite de distributions {Tn, n ∈ N} ⊂ D′ (Ω) l’implication

suivante est vérifiée :

(Tn)n converge dans D′(Ω) vers T =⇒ (A(Tn))n converge dans D′(Ω) vers A(T ).

2.3.2.4 La convergence dans D′(Ω)

Définition 2.3.4 : On dit qu’une suite de distributions (Tn)n∈N ⊂ D′(Ω)converge

vers T dans D′(Ω) si :

∀ϕ ∈ D (Ω) : lim
n→∞
|〈Tn, ϕ〉 − 〈T, ϕ〉|= 0

Définition 2.3.5 On peut identifier L2 (Ω) à son dual et comme D (Ω) est dense

dans L2 (Ω) , on a les inclusions suivantes

D (Ω) ⊂ L2 (Ω) =
(
L2 (Ω)

)′ ⊂ D′ (Ω)
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2.3.2.5 Dérivation dans D′(Ω)

Définition 2.3.6 : Pour toute distribution T ∈ D′ (Ω), on définit pour tout in-

dice i ∈ {1, ..., n} l’opérateur de dérivation
∂
∂xi

: D′(Ω)→ D′(Ω) par :

∀ϕ ∈ D (Ω) ,

〈
∂T

∂xi
, ϕ

〉
= (−1)

〈
T,
∂ϕ

∂xi

〉
,

et pour tout multi-indice ∀α = (α1, ..., αi, ..., αn) ∈ Nn, on définit l’opérateur de

dérivation

∂α : D′(Ω)→ D′(Ω) par : ϕ 7→ 〈∂αT, ϕ〉 = (−1)|α| 〈T, ∂αϕ〉 ∀ϕ ∈ D (Ω) i.e

〈∂αT, ϕ〉= (−1)|α|
〈
T,

∂|α|ϕ

∂xα1
1 ...∂x

αi
i ...∂x

αn
n

〉
,∀ϕ ∈ D (Ω)

Proposition 2.3.2 Pour toute distribution T ∈ D′(Ω) et pour tout multi-indice

α = (α1, ..., αi, ..., αn) ∈ Nn l’opérateur de dérivation

∂α : D′(Ω)→ D′(Ω)

est continu au sens de la définition précédente et on a

∂αT ∈ D′ (Ω) ∀T ∈ D′ (Ω)

2.4 Théorème de Lax-Milgram

Le théorème de Lax-Milgram est un outil simple et efficace pour la résolution

d’équations aux dérivées partielles linéaires elliptiques.

Définition 2.4.1 Soit H un espace de Hilbert muni de la norme |.|. On dit qu’une

forme bilinéaire a(u, v) : H ×H → R est
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1. continue s’il existe une constante C telle que

|a(u, v)| ≤ C|u||v|, ∀u, v ∈ H,

2. coecrive s’il existe une constante α > 0 telle que

a(v, v) ≥ α|v|2 ∀v ∈ H.

Théorème 2.4.1 :(voir [4]) Soit H un espace de Hilbert et H ′ son dual. Soit a

une forme bilinéaire, continue et coecrive. Par conséquent, pour tout ϕ ∈ H ′, il

existe u ∈ H unique tel que

a(u, v) = 〈ϕ, v〉 , ∀v ∈ H.

De plus, si a est symétrique, alors u est caractèrisée par la propriété

u ∈ H et
1

2
a(u, u)− 〈ϕ, u〉 = min

v∈H
{1

2
a(u, v)− 〈ϕ, v〉},

où < ., . > désigne les crochets de dualité entre H ′ et H.

2.5 Rappels sur la théorie des semi-groupes

2.5.1 Opérateurs linéaires bornés et non bornés

Comme la méthode utilisée dans cette thèse est basée sur la théorie des semi-

groupes, nous rappelons, dans ce chapitre, quelques définitions et théorèmes de

base qui seront utilisés dans les chapitres suivants, en se référant à [77], [5.22],

[13], [15], [16], [18], [24], [25], [35], [37], [38], [40], [42], [43], [60], [61], [63], [64].

Nous commençons ce chapitre en donnant quelques résultats bien connus sur les

opérateurs bornés et non bornés. Nous n’essayons pas de donner un développement
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complet, mais plutôt de revoir les définitions et théorèmes de base, le plus souvent

sans preuve. Soient (E, ‖.‖E), (F, ‖.‖F ) deux espaces de Banach sur C, et on

désigne par H l’espace de Hilbert associé au produit scalaire 〈., .〉 et ‖.‖H la

norme correspondante.

L’opérateur linéaire T : E → F est l’application linéaire de E dans F , elle

vérifie

T (αu+ βv) = αT (u) + βT (v).∀u, v ∈ E et α, β ∈ C.

Définition 2.5.1 L’opérateur linéaire T : E → F est dit borné s’il existe une

constante C ≥ 0 tel que

‖Tu‖F ≤ C ‖u‖E ∀u ∈ E

L’ensemble de tous les opérateurs linéaires bornés de E dans F est noté par

L(E,F ). De plus, l’ensemble de tous les opérateurs linéaires bornés de E dans E

est noté par L(E).

Définition 2.5.2 L’opérateur borné T ∈ L(E,F ) est dit compact si pour chaque

suite (xn)n∈N ∈ E avec ‖xn‖E = 1 pour chaque n ∈ N, la suite (Txn)n∈N et les

sous suites convergent dans F . Tous les opérateurs compacts de E dans F sont

notés par K(E,F ). Pour simplifier on écrit K(E) = K(E,E).

Définition 2.5.3 Soit T ∈ L(E,F ), on définit

1- Le rang de T par

R(T ) = {Tu : u ∈ E} ⊂ F.

2- Le noyau de T par

ker(T ) = {u ∈ E : Tu = 0} ⊂ E.
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Théorème 2.5.1 (alternative de Fredholm ) Si T ∈ K(E), alors

1- ker(I − T ) est de dimension finie, (I est l’opérateur identité dans E ).

2- R(I − T ) est fermé.

3- ker(I − T ) = 0⇔ R(I − T ) = E.

Définition 2.5.4 L’opérateur linéaire non borné T de E dans F est le couple

(T,D(T )), constitué d’un sous-espace D(T ) ⊂ E (appelé le domaine de T ) et la

transformation linéaire :

T : D(T ) ⊂ E → F.

Dans le case où E = F alors on dit que (T,D(T )) est un opérateur linéaire non

borné en E.

Si D(T ) = E alors T ∈ L(E,F ).

Définition 2.5.5 Soit T : D(T ) ⊂ E → F un opérateur linéaire non borné.

1- Le rang de T est defini par

R(T ) = {Tu : u ∈ D(T )} ⊂ F.

2- Le noyau (kernel) de T est défini par

ker(T ) = {u ∈ D(T ) : Tu = 0} ⊂ E.

3- Le graphe de T est défini par

G(T ) = {(u, Tu) : u ∈ D(T )} ⊂ E × F.

Définition 2.5.6 : L’application T est dite fermée si G(T ) est fermé dans E×F .

La fermeture de l’opérateur linéaire non borné T est caractérisée comme suit

si un ∈ D(T ) tel que un → u dans E
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et

Tun → v dans F

alors

u ∈ D(T ) et Tu = v.

Définition 2.5.7 Soit T : D(T ) ⊂ E → F un opérateur linéaire non borné

fermé.

1- L’ensemble résolvant de T est défini par

ρ(T ) = {λ ∈ C : λI − T est bijective de D(T ) dans F}.

2- Le résolvant de T est défini par

R(λ, T ) = {(λI − T )−1 : λ ∈ ρ(T )}.

3- L’ensemble spectre T est le complément de l’ensemble résolvant dans C, noté

par

σ(T ) = C\ρ(T )

Définition 2.5.8 Soit T : D(T ) ⊂ E → F un opérateur linéaire non borné

fermé. le spectre σ(T ) de T est composé de trois ensembles disjoints, donné par

1- Le spectre ponctuel de T est défini par

σp(T ) = {λ ∈ C : ker(λI − T ) 6= {0}}

dans ce case λ est appelée valeur propre de T .

2- Le spectre continu de T est défini par

σc(T ) = {λ ∈ C : ker(λI−T ) = 0, R(λI − T ) = F et (λI−T )−1 n’est pas borné}.
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3- Le spectre résident de T est défini par

σr(T ) = {λ ∈ C : ker(λI − T ) = 0, et R(λI − T ) est dense dans F}.

Définition 2.5.9 Soit T : D(T ) ⊂ E → F un opérateur linéaire non borné

fermé et soit λ la valeur propre de A. L’élément non nul e ∈ E est appelé un

élément nilpotent de T associée à la valeur propre λ, s’il existe n ∈ N∗ tel que

(λI − T )ne = 0 et (λI − T )n−1e 6= 0.

et si n = 1, alors e est appelé vecteur propre.

Définition 2.5.10 :Soit T : D(T ) ⊂ E → F un opérateur linéaire non borné

fermé. On dit que T a une résolvante compacte, s’il existe λ0 ∈ ρ(T ) tel que

(λ0I − T )−1 est compact.

Théorème 2.5.2 : Soit (T,D(T )) un opérateur linéaire non borné fermé sur H

alors l’espace (D(T ), ‖.‖D(T )) où ‖u‖D(T ) = ‖Tu‖H + ‖u‖H ∀u ∈ D(T ) est un

l’espace de Banach.

Théorème 2.5.3 : Soit (T,D(T )) un opérateur linéaire non borné fermé sur

H alors, ρ(T ) est un ensemble ouvert de C.

2.5.2 Semi-groupes, Existence et Unicité de la solution

Nous commençons par introduire quelques concepts de base concernant les

semi-groupes.

On considère l’équation d’évolution Ut = AU, t > 0,

U(0) = U0,
(2.6)
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où A est un générateur infinitésimal d’un C0 -semi-groupe S(t) dans l’espace de

Hilbert H. Soit (X, ‖.‖X) l’espace de Banach, et H l’espace de Hilbert associé au

produit scalaire 〈., .〉H .

Définition 2.5.11 La famille (S(t))t≥0 d’opérateurs linéaires bornés dans un es-

pace de Banach X est appelée semi-groupe fortement continu (où C0-semi-group)

si

1- S(0) = I (I est l’opérateur identité dans X).

2- S(t+ s) = S(t) + S(s), ∀t, s ≥ 0.

3- Pour chaque u ∈ H, S(t)u est continue en t sur [0,∞[.i.e

lim
t→0+
‖S(t)u− u‖H = 0.

On note aussi S(t) par etA.

Définition 2.5.12 On appelle générateur infinitésimal d’un semi-groupe (S(t))t≥0,

l’opérateur linéaire (non-borné) A : D(A)→ X défini par

D(A) =

{
u ∈ X, lim

t→0+

S(t)u− u
t

, existe dans X
}

Au : = lim
t→0+

S(t)u− u
t

.

Exemple 2.5.1 On considère l’espace L2(]0,+∞[), 1 ≤ p ≤ +∞.

L’espace L2(]0,+∞[) muni de la norme

‖f‖2 =

(∫ +∞

0

|f(x)|2dx
) 1

2

,

est un espace de Hilbert. On définit :

(S(t)f)(x) = f(t+ x),∀t ≥ 0 et ∀x ∈ (]0,+∞[).
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S(t) est un opérateur linéaire et en plus, on a

‖S(t)f‖2
2 =

∫ +∞

0

|f(t+ x)|2dx =

∫ +∞

t

|f(y)|2dy ≤
∫ +∞

0

|f(y)|2dy = ‖f‖2
2 .

Donc S(t) est un opérateur linéaire continu.

Il est facile de vérifier que S(0) = Id et S(t + s) = S(t) + S(s), ∀t, s ≥ 0, et

d’autre part,on a

lim
t→0+
‖S(t)u− u‖2 = lim

t→0+

(∫ +∞

0

|f(t+ x)− f(x)|2dx
) 1

2

= 0.

Par conséquent (S(t))t≥0 est un C0 semi-groupe de l’opérateur linéaire borné sur

L2(]0,+∞[). Soit

D(A) ⊂ L2(]0,+∞[)→ L2(]0,+∞[)

le générateur infinitésimal du C0 semi-groupe (S(t))t≥0. Si f ∈ D(A), alors on

a

Af(x) = lim
t→0+

f(t+ x)− f(x)

t
= f ′(x),

uniformément par rapport à x. Par conséquent

D(A) ⊂
{
f ∈ L2(]0,+∞[) : f ′ ∈ L2(]0,+∞[)

}
.

Si L2(]0,+∞[) tel que f ′ ∈ L2(]0,+∞[), alors∥∥∥∥S(t)f − f
t

− f ′
∥∥∥∥2

2

=

∫ +∞

0

∣∣∣∣S(t+ x)− S(x)

t
− f ′(x)

∣∣∣∣2 dx
=

∫ +∞

0

∣∣∣∣1t [f(s)]t+xx − 1

t
[f ′(x)s]t+xx

∣∣∣∣2 dx
=

∫ +∞

0

∣∣∣∣1t
∫ t+x

x

f ′(s)ds− f ′(x)

∣∣∣∣2 dx→ 0,

uniformément par rapport à x quand t→ 0+. Donc{
f ∈ L2(]0,+∞[) : f ′ ∈ L2(]0,+∞[)

}
⊂ D(A).
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Par conséquent

Af = f ′ et D(A) ⊂
{
f ∈ L2(]0,+∞[) : f ′ ∈ L2(]0,+∞[)

}
Définition 2.5.13 :Soit A un opérateur linéaire à domaine dense dans H,i.e

A : D(A) ⊆ H → H. On dit que A est dissipatif si pour tout u ∈ D(A)

R(Au, u) ≤ 0.

Proposition 2.5.1 : Soit (S(t))t≥0 un C0-semi-groupe dans X, Alors il existe

une constante M ≥ 1 et w ≥ 1 telle que

‖S(t)‖L(X) ≤Mewt,∀t ≥ 0.

Si w = 0 alors le semi-groupe associé est uniformément borné, conséquemment,

si M = 1, alors (S(t))t≥0 est appelé semi-groupe de contractions.

Définition 2.5.14 L’opérateur non borné (A,D(A)) dans H, est appelé m-dissipatif

si A est un opérateur dissipatif , c’est à dire

∃λ0 > 0 tel que R(λ0I − A) = X.

Définition 2.5.15 :Soit A un opérateur m-dissipative, alors

R(λI − A) = X, λ > 0 .]0,∞[⊆ ρ(A).

Théorème 2.5.4 : (Hille -Yosida) L’opérteur linéaire non borné (A,D(A))

dans X est un générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe de contractions (S(t))t≥0

si et seulement si

1- A est fermé et D(A) = X.

2- L’ensemble résolvant ρ(A) de A contient R+ et pour tout λ > 0,∥∥(λI − A)−1
∥∥ ≤ λ−1.
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Théorème 2.5.5 (Lummer-Phillips) Soit (A,D(A)) l’opérateur linéaire non

borné en X, avec D(A) domaine dense dans X. A est un générateur infinitésimal

d’un C0-semigroup de contractions (S(t))t≥0 si et seulement si A est m-dissipatif.

Théorème 2.5.6 : Soit (A,D(A)) l’opérateur linéaire non borné en X. Si A est

dissipatif avec R(λI − A) = X, et X est reflexive alors D(A) = X.

Corollaire 2.5.1 Soit (A,D(A)) l’opérateur linéaire non borné en H. A est un

générateur infinitésimal d’un C0-semigroup de contractions (S(t))t≥0 si seulement

si A est m-dissipatif

Théorème 2.5.7 : Soit A un opérateur linéaire avec domaine dense D(A) dans

l’espace de Hilbert H. Si A est disspatif et 0 ∈ ρ(A), alors A est générateur infi-

nitésimal d’un C0-semi-group de contractions si et seulment si A est m-dissipatif

dans H.

Théorème 2.5.8 : (Hille-Yosida) Soit (A,D(A)) un opérateur linéaire non

borné dans H. On suppose que A est un générateur d’un C0-semi-groupe infini-

tésimal de contractions (S(t))t≥0

1-Pour U0 ∈ D(A), le problème (2.6) admet une unique solution forte

U(t) = S(t)U0 ∈ C0(R+, D(A)) ∩ C1(R+, H)

2-Pour U0 ∈ H, le problème (2.6) admet une unique solution faible

U(t) ∈ C0(R+, H).

2.5.3 Stabilité de semi-groupe

Dans cette section, nous commençons par introduire une définition de la sta-

bilité forte, exponentielle et polynomiale d’un C0-semi-groupe. ensuite, nous don-
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nons quelques résultats sur la stabilité du C0-semi-groupe.

Soit (X, ‖.‖X) l’esapce Banach, et H l’espace de Hilbert equippé d’un produit

sacalire 〈., .〉H et de a norme correspandante ‖.‖H .

Définition 2.5.16 On suppose que A est un générateur de semi-groupe fortement

continue de contractions (S(t))t≥0 on dit qu’il est

1-Fortement satble si

lim
t→0+
‖S(t)u‖X = 0,∀u ∈ X.

2-Uniformément stable si

lim
t→0+
‖S(t)‖L(X) = 0.

3-Exponentiellement stable s’il existe deux constantes positives M et ε telles que

‖S(t)u‖X ≤Me−εt ‖u‖X , ∀t > 0, ∀u ∈ X.

4-Polynomialement stable s’il existe deux constantes positives C et α telles que

‖S(t)u‖X ≤Mt−α ‖u‖X , ∀t > 0, ∀u ∈ X.

Proposition 2.5.2 : On suppose que A est un générateur fortement continue

de semi-groupe de contractions (S(t))t≥0 en X. les propositions suivantes sont

équivalentes

1-(S(t))t≥0 est uniformément stable.

2-(S(t))t≥0 est exponentiellement stable.

Premièrement, on cherche les conditions nécéssaires pour une stabilité forte de C0

semi-groupe. le résultat est obtainu par Arendt et Batty.

Théorème 2.5.9 : (Arendt et Batty) On suppose que A est un générateur

fortement continu de semi-groupe de contractions (S(t))t≥0 et X un espace de
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Banach reflexife. Alors on a

1- A n’a pas de valeur propre imaginaire pure.

2- σ(A) ∩ iR est dénombrable.

Donc S(T ) est fortement stable.

Remarque 2.5.1 Si le resolvant (I − T )−1 de T est compact,

alors σ(T ) = σp(T ).

Ainsi, l’énoncé du Théorème Arendt et Batty se réduit à σp(T ) ∩ iR = φ

Par la suite, lorsque un C0-semigroup est fortement stable, on cherche les condi-

tions nécessaires et suffiantes en vue d’avoir une stabilité exponentielle de C0-semi-

groupe. En fait, les résultats de stabilié expontentielle ont été obtenue à l’aide de

différentes méthodes : méthode de multiplicteur, une approche de fréquence de

domaine, l’approche du base de Riesz , analyse de Fourier ou une combinaision

des méthodes obtenues par Huang-Pruss.

Théorème 2.5.10 : (Huang -Pruss) On suppose que A est un générateur

fortement continu de semi-groupe de contractions (S(t))t≥0 dans H.

Alors S(t) est uniformément stable si et seulemnt si

1- iR ⊂ ρ(A).

2- sup
β∈R

∥∥(iβI − A)−1
∥∥
L(H)

< +∞.

Dans le cas où le C0-semi-groupe n’est pas exponentiellement stable on cherche

la stabilité polynomiale. En général, les resultats de stabilité polynomiale ainsi

trouvés en utilisant des méthodes différentes comme : méthode de multiplicateur,
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la méthode d’approche de frequance de domain, l’approche de base de Riesz ,

analyse de Fourier , dans cette thèse on utilise la méthode d’approche de fréquence

de domain obtainue par A.Borichev and Y.Tomilov.

Théorème 2.5.11 : ( A. Borichev and Y.Tomilov) On suppose que A est

un générateur fortement continu de semi-groupes de contractions (S(t))t≥0 en H.

Si iR ⊂ ρ(A), alors pour l > 0 les conditions suivantes sont équivalentes

1-

lim
|λ|→+∞

sup
1

λl
‖(λI − A)‖L(X) < +∞.

2-

‖S(t)U0‖H ≤
C

tl−1
‖U0‖D(A) , ∀t > 0, ∀U0 ∈ D(A), pour C > 0.
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Chapitre 3

Existence et unicité de la solution d’un

système de Timoshenko

Introduction

Dans ce chapitre, nous allons démontrer l’existence et l’unicité du système

(1.12-1.14) en utilsant la méthode d’approche de semi-groupe. Dans ce but ,

comme dans [19], on introduit le changement de variable suivant

η(x, t, s) = ϕ(x, t)− ϕ(x, t− s),

pour η(x, t, s) ∈ (0, L) × R+ × R+. (η dépend de ϕ), cette fonction satisfait les

conditions suivantes

η(0, t, s) = 0, dans R+ × R+

η(x, t, 0) = 0, dans (0, L)× R+,

l’equation

ηt + ηs − ϕt = 0 dans (0, L)× R+ × R+.
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Donc le système (1.12) devient comme suit

ρwtt(x, t)− κ[ϕ(x, t) + wx(x, t)]x = 0,(3.1)

Iρϕtt(x, t)− b̃ϕxx(x, t) +

∫ ∞
0

g(s)ηxx(x, t, s)ds+ κ[ϕ+ wx](x, t) = 0,(3.2)

Mwtt(L, t)− κ[ϕ+ wx](L, t) = 0,(3.3)

Jϕtt(L, t)− b̃ϕx(L, t) +

∫ ∞
0

g(s)ηx(L, t, s)ds = 0,(3.4)

Soit

η0(x, s) = η(x, 0, s) = ϕ0(x, 0)− ϕ0(x, s).pour(x, s) ∈ [0, L]× R+.

Pour définir l’approche de semi-groupe associé au système (5.3)-(5.6), on considère

les conditions aux limites suivantes

u(t) = wt(L, t),v(t) = ϕt(L, t), fort > 0,

où u,v sont solutions du système

Mut(L, t)− κ[ϕ+ wx](L, t) = 0, dans R+. (3.5)

Jvt(L, t)− b̃ϕx(L, t) +

∫ ∞
0

g(s)ηx(L, t, s)ds = 0, dansR+.

Sous les conditions initiales

u(0) = w1(L), v(0) = ϕ1(L), pour t > 0. (3.6)

Maintenant, pour U = (v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7)
T et U0 = (w0, w1, ϕ0, ϕ1,u0,v0, η0)

T ,

où

u(t) = v2(L, t), v(t) = v4(L, t), pour t > 0,

le système est équivalent au problème linéaire abstrait de Cauchy Ut = AU

U(0) = 0
, (3.7)
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où A est l’opérateur linéaire défini par

A =



0 Id 0 0 0 0 0

κ
ρ∂xx

κ
ρ∂x 0 0 0 0 0

0 0 0 Id 0 0 0

− κ
Iρ
∂x 0 b̃

Iρ
∂xx − κ

Iρ
Id 0 0 0 −EI

Iρ

∫∞
0 g(s)∂xxds

k
MT1 0 k

MT2 0 0 0 0

0 0 b
JT3 0 0 0 − b

J

∫∞
0 g(s)T4ds

0 0 Id 0 0 0 −∂s

,


où Id désigne l’operateur identité et Ti, i = 0, 1 sont les opérateurs de trace

donnés par

T1(w) = wx(L, t), T2(ϕ) = ϕ(L, t),

T3(ϕ) = b̃ϕx(L, t), T4(η) = ηx(L, t).

D(A) =

 V = (v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7)
T ∈ H,AV ∈ H,

v7(x, t, 0) = 0, u(t) = v2(L, t), v(t) = v4(L, t).

 ,

on remarque que A est dissipative, parce que pour tout U ∈ D(A)\ {0}

(AU,U)H =

∫ L

0

[
b̃v3xw3x + ρv2w2 + Iρv4w4

]
dx

+ 〈v7, w7〉Lg + κ

∫ L

0

(v1x + v3)(w1x + w3)dx

+Mv5w5 + Jv6w6.

De même

(U,AU)H =

∫ L

0

[
b̃w3xv3x + ρw2v2 + Iρw4v4

]
dx

+ 〈w7, v7〉Lg + κ

∫ L

0

(w1x + w3) (v1x + v3)dx

+Mw5v5 + Jw6v6.
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Ensuite par un calcul direct on aura

Re (AU,U) =
1

2

∫ L

0

∫ ∞
0

g′(s) |v7x|2 dsdx ≤ −
κ

2

∫ L

0

∫ ∞
0

g(s) |v7x|2 dsdx < 0.

(3.8)

A présent, on considère

λU −AU = F

où U = (v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7)
T ∈ D(A) et F = (f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7)

T ∈ H.

En reécrivant l’équation résolvante en termes de composantes, on obtient

λv1 − v2 = f1, (3.9)

λρv2 − κ [v1x + v3]x = ρf2, (3.10)

λv3 − v4 = f3, (3.11)

λIρv4 −
(
b̃v3xx −

∫ ∞
0

g(s)v7xxds

)
+ κ [v1x + v3] = Iρf4, (3.12)

Mλv5 − κ [v1x + v3] = Mf5, (3.13)

Jλv6 −
(
b̃v3x −

∫ ∞
0

g(s)v7xds

)
= Jf6, (3.14)

λv7 + v7s − v4 = f7. (3.15)

Théorème 3.0.12 : L’opérateur A est un C0 semi-groupe infinitesimal de contrac-

tions.

Preuve 3.0.1 On va démontrer que 0 ∈ ρ(A). En prenant λ = 0 dans (3.9-3.15)
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on obtient

−v2 = f1, (3.16)

−κ [v1x + v3]x = ρf2, (3.17)

−v4 = f3, (3.18)

−
(
b̃v3xx −

∫ ∞
0

g(s)v7xxds

)
+ κ [v1x + v3] = Iρf4, (3.19)

−κ [v1x + v3] = Mf5, (3.20)

−
(
b̃v3x −

∫ ∞
0

g(s)v7xds

)
= Jf6, (3.21)

v7s − v4 = f7. (3.22)

A partir (3.16), (3.18) et (3.22), on trouve

−v1 = f1,−v4 = f3. (3.23)

La dernière èquation (3.22) implique

v7s − v4 = f7 ⇒ v7s = f7 − f3 (3.24)

⇒ v7(s) =

∫ s

0

(f7 − f3)(τ)dτ.

En substituant (3.24) dans la deuxième équation de (3.17) et (3.21) nous obtenons

−κ [v1x + v3]x = ρf2

−
(
b̃v3xx +

∫ ∞
0

g(s)

(∫ s

0

(f7 − f3)(τ)dτ

)
xx

ds

)
+ κ [v1x + v3] = Iρf4,

−κ [v1x + v3] = Mf5

−
(
b̃v3x +

∫ ∞
0

g(s)

(∫ s

0

(f7 − f3)(τ)dτ

)
x

ds

)
= Jf6,

En multipliant (3.17) et (3.19) par w2 et w4, et en utilisant (3.16) et (3.18), et

en intègrant par partie sur (0, L), on obtient

−κ [[v1x + v3]w2]
L
0 + κ

∫ L

0

[v1x + v3]w2xdx = ρ

∫ L

0

f2w2dx, (3.25)
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−
[(
b̃v3x +

∫ ∞
0

g(s)

(∫ s

0

(f7 − f3)(τ)dτ

)
x

ds

)
w4

]L
0

(3.26)

+

∫ L

0

(
b̃v3x +

∫ ∞
0

g(s)

(∫ s

0

(f7 − f3)(τ)dτ

)
x

ds

)
w4xdx

+κ

∫ L

0

[v1x + v3]w4dx

= Iρ

∫ L

0

f4w4dx,

En multipliant (3.20) et (3.21) par w2 et w4, on obtient

−κ [v1x + v3]w2 = Mf5w2

−
(
b̃v3x −

∫ ∞
0

g(s)

(∫ s

0

(f7 − f3)(τ)dτ

)
x

ds

)
w4 = Jf6w4

En additionnant (3.25) et (3.26), et en utilisant les conditions aux limites, on

obtient

a((v1, v3) , (v2, v4)) = b(w2, w4). (3.27)

avec

a((v1, v3) , (w2, w4)) = κ

∫ L

0

[v3 + v1x] [w4 + w2x] dx

+b̃

∫ L

0

v3w4xdx,

et

b(w2, w4) = ρ

∫ L

0

f2w2dx−Mf5w2 + Iρ

∫ L

0

f4w4dx− Jf6w4

+

∫ L

0

∫ ∞
0

g(s)

∫ s

0

(f7 − f3)(τ)w4xdτdsdx.

Il est facile de vérifier que la forme bilinéaire a((v1, v3) , (w2, w4)) est coercive et
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bornée,

|a((v1, v3), (w2, w4))| =

∣∣∣∣κ∫ L

0

[v3 + v1x][w4 + w2x]dx

+b̃

∫ L

0

v3w4xdx

∣∣∣∣ ,
en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient

|a(v1, v3), (w2, w4))| ≤ κ ‖v3 + v1x‖L2 ‖w4 + w2x‖L2 + b̃ ‖v3‖L2 ‖w4x‖L2 ,

≤ max(κ, b̃) ‖v3 + v1x‖H1
0
‖w4 + w2x‖H1

0
+ ‖v3‖H1

0
‖w4‖H1

0
,

≤ C
(
‖v3 + v1x‖H1

0
+ ‖v3‖H1

0

)(
‖w4 + w2x‖H1

0
+ ‖w4‖H1

0

)
.

2) Coercivité de a((v1, v3) , (w2, w4))

a((v1, v3) , (w1, w3)) = κ

∫ L

0

[v3 + v1x]
2 dx+ b̃

∫ L

0

v3v3xdx,

de la même manière on peut montrer que b(w2, w4) est linéaire continue. Ainsi,

d’après le Théorème de Lax–Milgram [60], on déduit que (3.27) a une unique

solution. Par conséequent, en utilisant (3.23), (3.24) et les arguments de la ré-

gularité classique, on conclut que AU = F admet une unique solution. Donc,

R(λI − A) = H. Finallement, à l’aide du Théorème Lumer–Phillips 60,42, on

déduit que A est un générateur de C0 -semi-groupe de contractions dans H.
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Chapitre 4

La décroissance polynomiale avec des

vitesses de propagations différentes

(κρ 6=
1
Iρ

)

Introduction

Dans ce chapitre, nous allons utiliser la méthode d’approche de fréquence de

domaine (voir [13]) pour prouver la stabilité polynomiale de (eAt)t≥0 associée au

système de Timoshenko (1.12 -1.14).

Théorème 4.0.13 : Soit S(t) un C0-semi-groupe borné dans l’espace de Hilbert

H avec le générateur A tel que iR ⊂ ρ(A). alors

1

|λ|α
∥∥∥(λI −A)−1

∥∥∥ ≤ C, ∀λ ∈ R ⇔
∥∥S(t)A−1

∥∥ ≤ C

t
1
α

. (4.1)

On introduit les notations suivantes

L2 =

∫ L

0

[
ρv2

2 + Iρv
2
4 +

(
b̃v3x −

∫ ∞
0

g(s) |v7x|
)2

+ κ[v3 + v1x]
2

]
dx

Π1(B) = −ρq |v2(B)|2 − qκ |v1x(B) + v3(B)|2
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)

Π2(B) = −Iρq |v4(B)|2 − q
(
b̃ |v3x(B)| −

∫ ∞
0

g(s) |v7x(B)| ds
)2

Lemme 4.0.1 : On suppose que v1, v2, v3, v4 sont des solutions fortes du système

(1.12), alors il existe une constante c positive telle que

L2 ≤ c(Π1(B) + Π2(B) + ‖F‖2
H).

On a ∫ L

0

[
ρv2

2 + Iρv
2
4 +

(
b̃v3x −

∫ ∞
0

g(s) |v7x|
)2

+ κ [v3 + v1x]
2

]
dx

≤ c
(
ρq |v2(B)|2 + qκ |v1x(B) + v3(B)|2 + ‖F‖2

H

+ Iρq |v4(B)|2 + q

(
b̃ |v3x(B)| −

∫ ∞
0

g(s) |v7x(B)| ds
)2
)
,

et

Π1(B) + Π2(B) ≤ c(L2 + ‖F‖2
H).

C’est à dire

ρq |v2(B)|2 + qκ |v1x(B) + v3(B)|2 + Iρq |v4(B)|2

+q

(
b̃ |v3x(B)| −

∫ ∞

0
g(s) |v7x(B)| ds

)2

≤ c

(∫ L

0

[
ρv22 + Iρv

2
4 +

(
b̃v3x −

∫ ∞

0
g(s) |v7x|

)2

+ κ [v3 + v1x]2
]
dx+ ‖F‖2

)
.

Pour B = 0, L.

Dans ce qui suit, on va prouver les inégalités pour B = L. Le cas B = 0 est

similaire. Soit λ ∈ iR et q ∈ C2(0, L) tel que q(0) = 0 et qx ≥ c̃.

Preuve 4.0.2 Pour majorer les termes ‖v3 + v1x‖2 et ‖v2‖2 , en multipliant l’équa-

tion (3.10) par q[v3 + v1x], on obtient

ρ

∫ L

0

λv2q[v3 + v1x]dx− κ
∫ L

0

[v3 + v1x]x q[v3 + v1x]dx = ρ

∫ L

0

f2q[v3 + v1x]dx.

(4.2)
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En utilisant (3.9) et (3.11), on trouve

λv1x = (v2x + f1x), (4.3)

et

λv3 = (v4 + f3). (4.4)

On a

I = ρ

∫ L

0

λv2q[v3 + v1x]dx

= −ρ
∫ L

0

v2qλv1xdx− ρ
∫ L

0

v2qλv3dx

En substutiant (4.4)-(4.3) dans cette dernière équation, on trouve

I = −ρ
∫ L

0

v2q(v2x + f1x)dx− ρ
∫ L

0

v2q(v4 + f3)dx

= −ρ
∫ L

0

v2qv2xdx− ρ
∫ L

0

v2qv4dx− ρ
∫ L

0

v2q1(f3 + f1x)dx

Par une intègration par parties, on obtient

I = ρ

∫ L

0

λv2q[v3 + v1x]dx

= −ρ
∫ L

0

q
d

dx
v2xdx− ρ

∫ L

0

v2qv4dx− ρ
∫ L

0

v2q1(f3 + f1x)dx

= −
[ρ

2
q |v2|2

]L
0

+
ρ

2

∫ L

0

qx |v2|2 dx− ρ
∫ L

0

v2qv4dx− ρ
∫ L

0

v2q(f3 + f1x)dx.

Alors, en prenant la partie réele, on trouve

Re
∫ L

0 ρλv2q[v3 + v1x]dx = −ρ
2

∫ L
0 q d

dx |v2|2 dx−Re
∫ L

0 ρv2qv4dx

−ρ
∫ L

0 v2q(f3 + f1x)dx

et
Re
∫ L

0 ρλv2q[v3 + v1x]dx = −ρ
2 [q |v2|2]L0 + ρ

2

∫ L
0 qx |v2|2 dx

−Re
∫ L

0 ρv2qv4dx+R1,
(4.5)
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où R1 contient f3 et f1 et vérifie

ρ

∫ L

0

v2q(f3 + f1x)dx = |R1| ≤ c ‖U‖H ‖F‖H .

En utilisant (3.17), on déduit que

ρ
∫ L

0 λv2q[v3 + v1x]dx− κ
∫ L

0
d

2dxq[v3 + v1x]
2
dx

= ρ
∫ L

0 f2q[v3 + v1x]dx.

Par une intègration par parties, on trouve

ρ
∫ L

0 λv2q[v3 + v1x]dx− κ
2q
∣∣(v3 + v1x)

2
∣∣L
0

+ κ
∫ L

0 qx[v3 + v1x]dx

= ρ
∫ L

0 f2q[v3 + v1x]dx.
(4.6)

La combinaision des équations (4.5) et (4.6), donne

−[
1

2
[ρq |v2|2 + κq |v3 + v1x|2]L0 ]

+
1

2

∫ L

0

[ρqx |v2|2 + κqx |v3 + v1x|2]dx

−Re
∫ L

0

ρv2qv4dx

= ρ

∫ L

0

f2q[v3 + v1x]dx+R1.

−1
2

[
ρq |v2|2 + κq |v3 + v1x|2

]L
0

+1
2

∫ L
0

(
ρqx |v2|2 + κq1x |v3 + v1x|2

)
dx

−Re
∫ L

0 ρv2qv4dx = R2,

(4.7)

où R2 contient le terme f2 avec

|R2| ≤ c ‖U‖H ‖F‖H .

De façon similaire, supposons que q ∈ C2 (0, L) tel que q (0) = 0.

Pour trouver des majorants des termes
∥∥∥b̃v3x −

∫∞
0 g(s)v7xds

∥∥∥2

et ‖v4‖2 en mul-
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tipliant l’équation (3.12) par q
(
b̃v3x −

∫∞
0 g(s)v7xds

)
,on obtient∫ L

0

λIρϕtq

(
b̃v3x −

∫ ∞
0

g(s)v7xds

)
dx

−
∫ L

0

q

(
b̃v3x −

∫ ∞
0

g(s)v7xds

)
x

(
b̃v3x −

∫ ∞
0

g(s)v7xds

)
dx

+

∫ L

0

κ [v3 + v1x] q

(
b̃v3x −

∫ ∞
0

g(s)v7xds

)
dx

= Iρ

∫ L

0

f4q

(
b̃v3x −

∫ ∞
0

g(s)v7xds

)
dx. (4.8)

En considérant le premier terme et en utilisant (3.11) et (3.15) avec

λv3x = (v4x + f3x), (4.9)

et

λv7 = f7 + v4 − v7s, (4.10)

on obtient

J1 = Re
∫ L

0

λIρv4q

(
b̃v3x −

∫ ∞
0

g(s)v7xds

)
dx

= −Re
∫ L

0

Iρb̃qv4λv3xdx+Re
∫ L

0

Iρv4q

∫ ∞
0

g(s) λv7x dsdx.

Maintenant, en utilisant (4.9)-(4.10), on obtient

J1 = −Re
∫ L

0

Iρv4b̃q(v4x + f3x)dx+Re
∫ L

0

Iρv4q

∫ ∞
0

g(s)(f7,x + v4x − v7xs)dsdx

= −Re
∫ L

0

Iρv4b̃qv4xdx+Re
∫ L

0

Iρv4q

∫ ∞
0

g(s)v4xdsdx

−Re
∫ L

0

∫ ∞
0

Iρv4qg(s)v7xsdsdx

+Re
∫ L

0

∫ ∞
0

Iρv4qg(s)f7xdsdx−Re
∫ L

0

Iρv4qf3xdx
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J1 = −1

2
Re
∫ L

0

Iρq
d

dx
|v4|2 dx+Re

∫ L

0

Iρq

∫ ∞
0

g(s)v4v4xdsdx

−Re
∫ L

0

Iρq

∫ ∞
0

g(s)v4v7xsdsdx−Re
∫ L

0

Iρv4qf3xdx

+Re
∫ L

0

Iρq

∫ ∞
0

g(s)v4f7xdsdx.

En utilisant l’intégration par parties,

J1 = −1

2

[
Iρq |v4|2

]L
0

+
1

2
Re
∫ L

0

Iρqx |v4|2 dx

+Re
∫ L

0

Iρq

∫ ∞
0

g(s)v4v4xdsdx−Re
∫ L

0

Iρq

∫ ∞
0

g(s)v4v7xsdsdx

−Re
∫ L

0

Iρqv4f3xdx+Re
∫ L

0

Iρq

∫ ∞
0

g(s)v4f7xdsdx.

On suppose que

J2 = −
∫ L

0

q

(
b̃v3x −

∫ ∞
0

g(s)v7xds

)
x

(
b̃v3x −

∫ ∞
0

g(s)v7xds

)
dx

= −
∫ L

0

d

2dx
q

(
b̃v3x −

∫ ∞
0

g(s)v7xds

)2

dx

En utilisant l’intégration par parties, on trouve

J2 = −1

2

(
q

∣∣∣∣b̃v3x −
∫ ∞

0

g(s)v7xds

∣∣∣∣2
)L

0

+
1

2

∫ L

0

qx

∣∣∣∣b̃v3x −
∫ ∞

0

g(s)v7xds

∣∣∣∣2 dx.
A présent, avec l’intégration par parties du troixième terme et en utilisant (3.10),

on obtient

J3 =

∫ L

0

κ [v3 + v1x] q

(
b̃v3x −

∫ ∞
0

g(s)v7xds

)
dx

=

[
κ (v3 + v1x) q

(
b̃v3 −

∫ ∞
0

g(s)v7ds

)]L
0

−
∫ L

0

κ [(v3 + v1x) q]x

(
b̃v3 −

∫ ∞
0

g(s)v7ds

)
dx. (4.11)
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En utilisant (3.10) et (3.11), on déduit

−κ(v3 + v1x)x = ρf2 − λρv2, (4.12)

et

v3 =
1

λ
(v4 + f3), (4.13)

et

v7 =
1

λ
(f7 + v4 − v7s), (4.14)

J3 =

∫ L

0

κ[v3 + v1x]q

(
b̃v3x −

∫ ∞
0

g(s)v7xds

)
dx

= [κ(v3 + v1x)q

(
b̃v3 −

∫ ∞
0

g(s)v7ds

)
]L0

−
∫ L

0

κ[(v3 + v1x)q]x

(
b̃v3 −

∫ ∞
0

g(s)v7ds

)
dx

=

[
κ(v3 + v1xq

(
b̃v3 −

∫ ∞
0

g(s)v7ds

)]L
0

−
∫ L

0

κ(v3 + v1x)xq

(
b̃v3 −

∫ ∞
0

g(s)v7ds

)
dx

−
∫ L

0

κ(v3 + v1x)qx

(
b̃v3 −

∫ ∞
0

g(s)v7ds

)
dx

=

[
κ(v3 + v1x)q

(
b̃v3 −

∫ ∞
0

g(s)v7ds

)]L
0

+ J ′3 + J ′′3

où

J ′3 = −
∫ L

0

κ(v3 + v1x)xb̃qv3dx−
∫ L

0

κ(v3 + v1x)b̃qxv3dx, (4.15)

et

J ′′3 =

∫ L

0

κ(v3 + v1x)xq

∫ ∞
0

g(s)v7dsdx+

∫ L

0

κ (v3 + v1x) qx

∫ ∞
0

g(s)v7dsdx.

(4.16)
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En substitutiant (4.12) et (4.13) dans (5.20), on trouve

J ′3 = −
∫ L

0

κ (v3 + v1x)x b̃qv3dx−
∫ L

0

κ (v3 + v1x) b̃qxv3dx

=

∫ L

0

(ρf2 − λρv2) b̃q
1

|λ|
(v4 + f3)dx−

∫ L

0

κ (v3 + v1x) b̃qx
1

|λ|
(v4 + f3)dx

=

∫ L

0

ρv2b̃qv4dx−
1

|λ|

∫ L

0

ρf2b̃q(v4 + f3)dx

+
1

|λ|

∫ L

0

κ (v3 + v1x) b̃qx(v4 + f3)dx+

∫ L

0

ρv2b̃qf3dx. (4.17)

En utilisant (4.12) et (4.14), J ′′3 devient

J ′′3 =

∫ L

0

κ (v3 + v1x)x q

∫ ∞
0

g(s)v7dsdx+

∫ L

0

κ (v3 + v1x) qx

∫ ∞
0

g(s)v7dsdx

=

∫ L

0

(λρv2 − ρf2) q

∫ ∞
0

g(s)
1

|λ|
(f7 + v4 − v7s)dsdx

+

∫ L

0

κ (v3 + v1x) qx

∫ ∞
0

g(s)
1

|λ|
(f7 + v4 − v7s)dsdx

= −
∫ L

0

ρv2q

∫ ∞
0

g(s)(f7 + v4 − v7s)dsdx

+
1

|λ|

∫ L

0

ρf2q

∫ ∞
0

g(s)(f7 + v4 − v7s)dsdx

− 1

|λ|

∫ L

0

κ (v3 + v1x) qx

∫ ∞
0

g(s)(f7 + v4 − v7s)dsdx. (4.18)
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En substitutiant (4.17) et (4.18) dans (5.19), on trouve

J3 =

[
κ (v3 + v1x) q

(
b̃v3 −

∫ ∞
0

g(s)v7ds

)]L
0

+ J ′3 + J ′′3

=

[
κ (v3 + v1x) q

(
b̃v3 −

∫ ∞
0

g(s)v7ds

)]L
0

+

∫ L

0

ρv2b̃qv4dx−
1

|λ|

∫ L

0

ρf2b̃q(v4 + f3)dx

+
1

|λ|

∫ L

0

κ (v3 + v1x) b̃qx(v4 + f3)dx+

∫ L

0

ρv2b̃qf3dx

−
∫ L

0

ρv2q

∫ ∞
0

g(s)(f7 + v4 − v7s)dsdx

+
1

|λ|

∫ L

0

ρf2q

∫ ∞
0

g(s)(f7 + v4 − v7s)dsdx

− 1

|λ|

∫ L

0

κ (v3 + v1x) qx

∫ ∞
0

g(s)(f7 + v4 − v7s)dsdx.

J3 =

∫ L

0

ρv2b̃qv4dx−
∫ L

0

ρv2q

∫ ∞
0

g(s)v4dsdx

+

∫ L

0

ρv2q

∫ ∞
0

g(s)ηsdsdx+R4 + P (L).

Où

P (L) =

[
k(v3 + v1x)q

(
b̃v3 +

∫ ∞
0

g(s)v7ds

)]L
0

,
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et

R4 = − 1

|λ|

∫ L

0

f2b̃q(v4 + f3)dx

+
1

|λ|

∫ L

0

f2q

∫ ∞
0

g(s)(f7 + v4 − v7s)dsdx

+
1

|λ|

∫ L

0

κ(v3 + v1x)qx(v4 + f3dx

− 1

|λ|

∫ L

0

κ(v3 + v1x)qx

∫ ∞
0

g(s)(f7 + v4 − v7s)dsdx.

+

∫ L

0

ρv2qf3dx−
∫ L

0

ρv2q

∫ ∞
0

g(s)f7dsdx.

En appliquant l’inégalité de Young, on obtient

1

|λ|

∫ L

0
κ(v3 + v1x)qxv4dx ≤ c

|λ|
‖U‖2H . (4.19)

1

|λ|

∫ L

0
κ(v3 + v1x)qx

∫ ∞

0
g(s)(f7 + v4 − v7s)dsdx ≤ c

|λ|
‖U‖H ‖F‖H +

c

|λ|
‖U‖2H . (4.20)

En combinant (4.19) et (4.20), on trouve

|R4| ≤
c

|λ|
‖U‖H ‖F‖H +

c

|λ|
‖U‖2

H .
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L’addition de J1, J2 et J3, donne

−

[
Iρ
2
q |v4|2 +

q

2

∣∣∣∣b̃v3x −
∫ ∞

0

g(s)v7xds

∣∣∣∣2
]L

0

+
Iρ
2
Re
∫ L

0

qx |v4|2 dx+
1

2

∫ L

0

qx

∣∣∣∣b̃v3x −
∫ ∞

0

g(s)v7xds

∣∣∣∣2 dx
−Re

∫ L

0

Iρv4qf3xdx+Re
∫ L

0

Iρv4q

∫ ∞
0

g′(s)v7xdsdx

+Re
∫ L

0

(∫ ∞
0

g(s)ds

)
Iρv4qv4xdx

+Re
∫ L

0

ρv2b̃qv4dx−Re
∫ L

0

(∫ ∞
0

g(s)ds

)
ρv2qv4dx

+Re
∫ L

0

Iρq

∫ ∞
0

g(s)v4f7xdsdx

−Re
∫ L

0

ρv2q

∫ ∞
0

g′(s)vdsdx

= −Re [R4 + P (L)] +Re
∫ L

0

Iρv4qf3xdx

−Re
∫ L

0

Iρq

∫ ∞
0

g(s)v4f7xdsdx. (4.21)

−Re[R4 + P (L)] +Re
∫ L

0

Iρv4qf3xdx

−Re
∫ L

0

Iρq

∫ ∞
0

g(s)v4f7xdsdx

≤ c

|λ|
‖U‖H ‖F‖H +

c

|λ|
‖U‖2

H .

Avec q satisfaisant

qx ≥ C̃, (4.22)

et C̃ est une constante positive, l’addition des égalités, (4.7) et (4.21), en déduit
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que

Iρ
2

∫ L

0

qx |v4|2 dx+
1

2

∫ L

0

qx

∣∣∣∣b̃v3x −
∫ ∞

0

g(s)v7xds

∣∣∣∣2 dx
+
ρ

2

∫ L

0

qx |v2|2 dx+
k

2

∫ L

0

qx |v3 + v1x|2 dx

=
Iρ
2
q |v4|2 (L) +

q

2

∣∣∣∣b̃v3x −
∫ ∞

0

g(s)v7xds

∣∣∣∣2 (L)

+
1

2
ρq |v2|2 (L) + kq |v3 + v1x|2 (L) +R5, (4.23)

où R5 est tel que

|R5| ≤ |R4| ≤ ‖U‖H ‖F‖H +
c

|λ|
‖U‖2

H .

En prenant la partie réelle de (4.22) et en utilisant (4.23), on trouve

Iρ
2
Re
∫ L

0

qx |v4|2 dx+
1

2

∫ L

0

qx

∣∣∣∣b̃v3x −
∫ ∞

0

g(s)v7xds

∣∣∣∣2 dx
+
ρ

2

∫ L

0

qx |v2|2 dx+
k

2

∫ L

0

qx |v3 + v1x|2 dx

≥ C̃

[
Iρ
2
Re
∫ L

0

|v4|2 dx+
1

2

∫ L

0

∣∣∣∣b̃v3x −
∫ ∞

0

g(s)v7xds

∣∣∣∣2 dx
+
ρ

2

∫ L

0

|v2|2 dx+
k

2

∫ L

0

|v3 + v1x|2 dx
]

= C̃L2.

On note par

L2 =

∫ L

0

[
ρv2

2 + Iρv
2
4 +

(
b̃v3x −

∫ ∞
0

g(s)v7xds

)2

+ κ [v3 + v1x]
2

]
dx,
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donc [
Iρ
2
Re
∫ L

0

|v4|2 dx+
1

2

∫ L

0

∣∣∣∣b̃v3x −
∫ ∞

0

g(s)v7xds

∣∣∣∣2 dx
+
ρ

2

∫ L

0

qx |v2|2 dx+
k

2

∫ L

0

qx |v3 + v1x|2 dx
]

≤ c̃0

q
2

Iρ |v4|2 +

(∣∣∣∣b̃v3x −
∫ ∞

0

g(s)v7xds

∣∣∣∣2
)L

0


q

2

[
ρ |v2|2 + k |v3 + v1x|2

]L
0

+ c ‖U‖H ‖F‖H +
c

|λ|
‖U‖2

H

)
= c̃0

(
Π1(B) + Π2(B) + c ‖U‖H ‖F‖H +

c

|λ|
‖U‖2

H

)
,

on a aussi

Π1(B) + Π2(B) ≤ c̃
(
‖U‖2

H + ‖U‖H ‖F‖H
)
.

où

Π1(B) = −ρq |v2(B)|2 − qκ |v1x(B) + v3(B)|2 .

Π2(B) = −Iρq |ϕt|2 (B)− q
∣∣∣∣b̃ϕx(B)−

∫ ∞
0

g(s)ηx(B)ds

∣∣∣∣2 . B = 0, L.

En prenant λ assez grand, notre conclusion s’ensuit.

Théorème 4.0.14 : La solution du système de Timoshenko décroit de manière

polynomiale comme

‖U(t)‖ ≤ 1√
t
‖U0‖D(A) .

Preuve 4.0.3 Premièrement on prouve que iR ⊂ %(A). En effet, à partir de : A

est un opérateur fermé et l’injection D(A) ↪→ H est compacte, on déduit que le

spectre σ(A) est discret. Alors on prouve qu’il n’existe pas de valeur propre ima-

ginaire. Par contradiction, on suppose qu’il existe une valeur propre imaginaire
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alors iλ ∈ σ(A). Donc il existe U 6= 0 qui satisfait

AU=iλU. (4.24)

En prenant le produit de(4.24) avec U et en utilisant (3.8), on trouve

Re(iλ ‖U(t)‖2
H) = Re(AU,U)H = 0.

il s’ensuit que w, ϕ, satisfait
−κ[ϕx + wxx] + ρλ2w = 0 (A)

−EI
(
b̃ϕxx +

∫∞
0 g(s)ηxx(x, s)ds

)
+ κ[ϕ+ wx] + Iρλ

2ϕ = 0 (B)

w(L) = ϕ(L) = wx(L) = ϕx(L) = 0.

On peut écrire les trois premières équations dans (4.0.3) comme suit X ′ = MX, dans (0, L)

X(L) = 0.

avec X = (w,wx, ϕ, ϕx)
T et

M =


0 Id 0 0

−ρ
κλ

2 0 Id 0

0 0 Id 0

0 − κ
EIb̃

0 −κ+Iρλ
2

EIb̃


,

En utilisant la théorie des équations différentielles ordinaires, on déduit que le

système (4.0.3) admet une unique solution triviale X = 0 dans (0, L). Cela im-

plique que w = c, ϕ = 0, dans (0, L). Parce que w(0) = 0, nous concluons que

w = 0 dans (0, L). Donc U = 0, ce qui est une contradiction. Alors, iR ⊂ ρ(A).
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Finalement, en utilisant (3.8) et le lemme 4.0.1 on déduit que pour λ grand

‖U‖2 ≤ c(ρq |v2(L)|2 + qκ |v1x(L) + v3(L)|2)

+c

(
Iρq |v4(L)|2 +

1

2
q(b̃ |v3x(L)| −

∫ ∞
0

g(s) |v7x(B)| ds)2 + c ‖F‖2
H

)
≤ c |λ|2 |v5|2 + c |λ|2 |v6|2 + c ‖F‖2

H

≤ c |λ|2 ‖U‖H ‖F‖H + c ‖F‖2
H .

Pour la constante C > 0, on déduit que

1

|λ|2
‖U‖ ≤ C.

Finalement, en appliquant le Théorème 4.0.13 notre résultat est obtenu.
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Chapitre 5

La décroissance exponentielle avec des

vitesses de propagations égales (κρ = EI
Iρ
)

Introduction

Notre but, dans ce chapitre, est de montrer la décroissance exponentielle du

système de Timoshenko avec terme mémoire et des conditions aux limites dy-

namiques dans le cas où les vitesses de propagations sont égales
(
ρ
Iρ

= κ
EI

)
. En

utilisant la méthode de multiplicateurs , le système est défini par
ρwtt(x, t)− κ[ϕ(x, t) + wx(x, t)]x = 0, dans (0, L)× R+

Iρϕtt(x, t)− EIϕxx(x, t) + EI
∫∞

0 g(s)ϕxx(x, t− s)ds

+κ[ϕ+ wx](x, t) = 0, dans(0, L)× R+

(5.1)

avec les conditions initiales suivantes

w(x, 0) = w0(x), wt(x, 0) = w1(x), ϕ(x, 0) = ϕ0(x), ϕt(x, 0) = ϕ1(x).
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et les conditions aux limites
w(0) = ϕ(0) = 0, dans (0, L),

Mwtt(L, t)− κ[ϕ+ wx](L, t) = 0, dans R+

Jϕtt(L, t)− EIϕx(L, t) + EI
∫∞

0 g(s)ϕx(L, t− s)ds = 0, dans R+

(5.2)

Où ρ, Iρ, M, J, EI, κ sont des constantes positives et g : R+ → R+ une fonction

données.

Pour démontrer la décroissance exponentielle on introduit la nouvelle variable

(voir [19])

η(x, t, s) = ϕ(x, t)− ϕ(x, t− s),

pour η(x, t, s) ∈ (0, L)×R+×R+. (η is the relation history of ϕ), cette fonction

satisfait les conditions suivantes

η(0, t, s) = 0, dans R+ × R+

et

η(x, t, 0) = 0, dans (0, L)× R+,

et l’equation

ηt + ηs − ϕt = 0 dans (0, L)× R+ × R+.

Donc le système (5.1)-(5.2) devient comme suit

ρwtt(x, t)− κ[ϕ(x, t) + wx(x, t)]x = 0,(5.3)

Iρϕtt(x, t)− b̃ϕxx(x, t)−
∫ ∞

0

g(s)ηxx(x, t, s)ds+ κ[ϕ+ wx](x, t) = 0,(5.4)

Mwtt(L, t)− κ[ϕ+ wx](L, t) = 0,(5.5)

Jϕtt(L, t)− b̃ϕx(L, t)−
∫ ∞

0

g(s)ηx(L, t, s)ds = 0,(5.6)
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Soit

η0(x, s) = η(x, 0, s) = ϕ0(x, 0)− ϕ0(x, s). pour(x, s) ∈ [0, L]× R+.

Premièrement, on définit l’énergie par :

E(t) =
1

2

∫ L

0

[ρw2
t + Iρϕ

2
t ]dx+ w2

t (L, t) + ϕ2
t (L, t). (5.7)

+
EI

2

(
1−

∫ ∞
0

g(s)ds

)∫ L

0

ϕ2
x +

κ

2

∫ L

0

[ϕ+ wx]
2dx.

La dérivée par rapport au temps de E(t) est donnée par :

d

dt
E(t) = −1

2

∫ L

0

(∫ ∞
0

g(s)η2
xds

)
dx.

On considère la fonction

K(t) = Iρ

∫ L

0

ϕt

(∫ ∞
0

g(s)η(x, t, s)ds

)
dx− Jϕt(L, t)

∫ ∞
0

g(s)η(x, t, s)ds.

Lemme 5.0.2 Pour tout δ1 > 0 il existe une constante Cδ1 > 0, telle que

d

dt
K(t) ≤ −Iρ

2

(∫ ∞
0

g(s)ds

)∫ L

0

ϕ2
tdx

−δ1

(∫ ∞
0

g(s)ds

)
ϕ2
t (L, t) + δ1

∫ L

0

w2
xdx

+δ1

∫ L

0

ϕ2
xdx+ Cδ1

∫ L

0

∫ ∞
0

g(s)η2
x(x, t, s)dsdx.

Preuve 5.0.4 En multipliant l’équation (5.4) par
(∫∞

0 g(s)η(x, t, s)ds
)
dx, on

obtient
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Iρ
d

dt

∫ L

0

ϕt

(∫ ∞
0

g(s)η(x, t, s)ds

)
dx

= Iρ

∫ L

0

ϕt

(∫ ∞
0

g(s)ηt(x, t, s)ds

)
dx

+EIb̃

[
ϕx

∫ ∞
0

g(s)η(x, t, s)ds

]L
0

+EI

[(∫ ∞
0

g(s)ηx(x, s)ds

)(∫ ∞
0

g(s)η(x, t, s)ds

)]L
0

−EIb̃
∫ L

0

ϕx

(∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)
dx

−EI
∫ L

0

(∫ ∞
0

g(s)ηx(x, s)ds

)2

dx

−κ
∫ L

0

[ϕ+ wx]

(∫ ∞
0

g(s)η(x, t, s)ds

)
dx. (5.8)

En utilisant les conditions aux limites (5.5) et (5.6), on trouve

EIb̃

[
ϕx

∫ ∞
0

g(s)η(x, t, s)ds

]L
0

+EI

[(∫ ∞
0

g(s)ηx(x, s)ds

)(∫ ∞
0

g(s)η(x, t, s)ds

)]L
0

= J
d

dt
ϕt(L, t)

∫ ∞
0

g(s)η(L, t, s)ds− Jϕt(L, t)
∫ ∞

0

g(s)ηt(L, t, s)ds.
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En substituant l’équation ci-dessus dans (5.8), on trouve

d

dt

[
Iρ

∫ L

0

ϕt

(∫ ∞
0

g(s)η(x, t, s)ds

)
dx− Jϕt(L, t)

∫ ∞
0

g(s)η(L, t, s)ds

]
= Iρ

∫ L

0

ϕt

(∫ ∞
0

g(s)ηt(x, t, s)ds

)
dx

−Jϕt(L, t)
∫ ∞

0

g(s)ηt(L, t, s)ds

−EIb̃
∫ L

0

ϕx

(∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)
dx

−EI
∫ L

0

(∫ ∞
0

g(s)ηx(x, s)ds

)2

dx

−κ
∫ L

0

[ϕ+ wx]

(∫ ∞
0

g(s)η(x, t, s)ds

)
dx. (5.9)

On a ∫ L

0

(∫ t

0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)2

dx ≤ b0

∫ L

0

(∫ ∞
0

g(s)η2
x(x, t, s)ds

)
dx,

L’estimation du premier terme dans le membre de droite de (5.9), nous donne

Iρ

∫ L

0

ϕt

(∫ ∞
0

g(s)ηt(x, t, s)ds

)
dx = −Iρ

(∫ ∞
0

g(s)ds

)∫ L

0

ϕ2
tdx

+Iρ

∫ L

0

ϕt

(∫ ∞
0

g(s)ηs(x, t, s)ds

)
dx

≤ −Iρ
(∫ ∞

0

g(s)ds

)∫ L

0

ϕ2
tdx

−Iρ
∫ L

0

ϕt

(∫ ∞
0

g′(s)η2
sds

)
dx,
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L’estimation du deuxième terme dans le membre de droite de (5.9), nous donne

−Jϕt(L, t)
∫ ∞

0

g(s)ηt(L, t, s)ds = J

(∫ ∞
0

g(s)ds

)
ϕ2
t (L, t)

−Jϕt
(∫ ∞

0

g(s)ηs(L, t, s)ds

)
dx

≤ J

(∫ ∞
0

g(s)ds

)
ϕ2
t (L, t)

−Jϕt
(∫ ∞

0

g′(s)η2
s(L, t, s)ds

)
,

D’aprés ces dernières estimations, l’équation (5.9) devient comme suit

d

dt
K(t) ≤ −Iρ

(∫ ∞
0

g(s)ds

)∫ L

0

ϕ2
tdx+ Iρ

∫ L

0

ϕt

(∫ ∞
0

g′(s)η2
s(x, t, s)ds

)
dx

+J

(∫ ∞
0

g(s)ds

)
ϕ2
t (L, t)− Jϕt

(∫ ∞
0

g′(s)η2
s(L, t, s)ds

)
−EIb̃

∫ L

0

ϕx

(∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)
dx

−EIb0

∫ L

0

(∫ ∞
0

g(s)η2
x(x, t, s)ds

)
dx

−κ
∫ L

0

[ϕ+ wx]

(∫ ∞
0

g(s)η(x, t, s)ds

)
dx.

En utilisant inégalité de Poincaré, on trouve

d

dt
K(t) ≤ −Iρ

2

(∫ ∞
0

g(s)ds

)∫ L

0

ϕ2
tdx

−δ1

(∫ ∞
0

g(s)ds

)
ϕ2
t (L, t) + δ1

∫ L

0

w2
xdx

+δ1

∫ L

0

ϕ2
xdx+ Cδ1

∫ L

0

∫ ∞
0

g(s)η2
x(x, t, s)dsdx.

Maintenant, nous introduisons le multiplicateur ψ donné par la solution du
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problème suivant
ψxx = −ϕx,

ψ(0) = 0,

Jϕtt(L, t) + EIg ∗ ψx(L, t) = EIψx(L, t),

, (5.10)

et nous introduisons la fonctionnelle

F1(t) = Iρ

∫ L

0

ϕtϕdx− Jϕt(L, t)ϕ(L, t) + ρ

∫ L

0

ψwtdx−Mψ(L, t)wt(L, t),

(5.11)

Lemme 5.0.3 Pour tout δ2 > 0, il existe une positive Cδ2 > 0 positive telle que,

pour t ≥ 0,

d

dt
F1(t) (5.12)

≤ Iρ

∫ L

0

ϕ2
tdx− Jϕ2(L, t)− δ2w

2
t (L, t)− Cδ2ψ2

t (L, t)

+δ2

∫ L

0

w2
t dx+ δ2

∫ L

0

ψ2
t dx−

EI

2
b̃

∫ L

0

ϕ2
xdx

−Cδ2
∫ L

0

(∫ ∞
0

g(s)η2
x(x, t, s)ds

)
dx.

Preuve 5.0.5 En multipliant l’équation (5.4) par ϕ(x, t).

d

dt
Iρ

∫ L

0

ϕtϕdx (5.13)

= Iρ

∫ L

0

ϕ2
tdx− EI

∫ L

0

b̃ϕ2
xdx− EI

∫ L

0

(∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)
ϕxdx

−κ
∫ L

0

ϕ2dx− κ
∫ L

0

wxϕdx+ EI

[
b̃ϕx +

(∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)
ϕ

]L
0

.
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Maintenant, en multipliant l’équation (5.6) par ϕ(L, t), on trouve

EI

[
b̃ϕx +

(∫ ∞
0

g(s)ηx(L, t)ds

)
ϕ

]L
0

(5.14)

= Jϕtt(L, t)ϕ(L, t)

=
d

dt
Jϕt(L, t)ϕ(L, t)− Jϕ2

t (L, t).

La substitution de l’équation (5.14) dans l’équation (5.13), nous donne

d

dt

[
Iρ

∫ L

0

ϕtϕdx− Jϕt(L, t)ϕ(L, t)

]
(5.15)

= Iρ

∫ L

0

ϕ2
tdx− Jϕ2(L, t)

−EIb̃
∫ L

0

ϕ2
xdx− EI

∫ L

0

(∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)
ϕxdx

−κ
∫ L

0

ϕ2dx− κ
∫ L

0

wxϕdx.

Maintenant, en multipliant l’équation (5.3) par ψ(x, t) , on obtient

d

dt
ρ

∫ L

0

wtψdx

= κ

∫ L

0

ϕxψdx+ κ

∫ L

0

wxxψdx+ ρ

∫ L

0

wtψtdx

= −κ
∫ L

0

ψxxψdx− κ
∫ L

0

wxψxdx+ ρ

∫ L

0

wtψtdx. (5.16)

En multipliant l’équation (5.5) par ψ(L, t), on trouve

d

dt
Mwt(L, t)ψ(L, t)−Mwt(L, t)ψt(L, t) (5.17)

= −κϕ(L, t)ψ(L, t) + κwx(L, t)ψ(L, t),

= κ [ψx(L, t) + wx(L, t)]ψ(L, t).
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L’addition de l’équation (5.16) et l’éqaution (5.17), nous donne

d

dt

[
ρ

∫ L

0

wtψdx−Mwt(L, t)ψ(L, t)

]
(5.18)

= κ

∫ L

0

wxψxdx−Mwt(L, t)ψx(L, t)

−κ
∫ L

0

ψxϕdx−Mwt(L, t)ψt(L, t) + ρ

∫ L

0

wtψtdx.

A l’aide de l’équation (5.15) et (5.18) la dérivée par rapport au temps de F1(t)

est donnée par

d

dt
F1(t) = Iρ

∫ L

0

ϕ2
tdx− Jϕ2(L, t)−Mwt(L, t)ψt(L, t) (5.19)

+ρ

∫ L

0

wtψtdx+ κ

∫ L

0

ψ2
xdx− κ

∫ L

0

ϕ2dx

−EIb̃
∫ L

0

ϕ2
xdx− EI

∫ L

0

(∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)
ϕxdx.

On introduit la fonctionnelle E(t)

E(t) =N1E(t) + F1(t) +N2K(t).

Alors

d

dt
E(t) ≤ −

(
N1

2
+ Cδ −N2Cδ1

)∫ L

0

(∫ ∞
0

g(s)η2
xds

)
dx (5.20)

−
(
EI

2
b̃−N2δ1

)∫ L

0

ϕ2
xdx

−
(
N2Iρ

2
− Iρ

)(∫ ∞
0

g(s)ds

)∫ L

0

ϕ2
tdx

−δ2w
2
t (L, t) +N2ε

∫ L

0

w2
xdx

+N2δ1ϕ
2
t (L, t) + δ2

∫ L

0

ψ2
t dx+ δ2

∫ L

0

w2
t dx.
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On introduit la fonctionnelle F2(t) défini par

F2(t)

= Iρ

∫ L

0

ϕt(ϕ+ wx)dx− Jϕt(L, t)ϕ(L, t)

+
EIρ

K

∫ L

0

wt

(
b̃ϕx +

∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)
dx. (5.21)

Pour majorer le terme −
∫ L

0 (ϕ+ wx)
2 dx

d

dt

∫ L

0

Iρϕt (ϕ+ wx) dx− J
d

dt
ϕt(L, t)ϕ(L, t)

+
d

dt

∫ L

0

[
EIρ

κ
wt

(
b̃ϕx +

∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)]
dx

= Iρ

∫ L

0

ϕ2
tdx− Jϕ2

t (L, t) + EI

(∫ L

0

b̃ϕx +

∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)
wx

∣∣∣∣L
0

−EIρ
κ

∫ L

0

wt

∫ ∞
0

g′(s)ηxdsdx− κ
∫ L

0

[ϕ+ wx]
2 dx

+Iρϕt(L, t)wt(L, t). (5.22)

Preuve 5.0.6 En multipliant l’éqaution (5.4) par (ϕ+ wx), et en utilisant l’in-

tegration par parties, on obtient

Iρ
d

dt
Iρ

∫ L

0

ϕt (ϕ+ wx) dx

= Iρ

∫ L

0

ϕ2
tdx+ Iρ

∫ L

0

ϕtwxtdx

+ EI

(∫ L

0

b̃ϕx +

∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)
(ϕ+ wx)

∣∣∣∣L
0

−EI
(∫ L

0

b̃ϕx +

∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)
(ϕ+ wx)x dx

−κ
∫ L

0

(ϕ+ wx)
2 dx. (5.23)
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Maintenant, en utilisant l’équation (5.3), on trouve

−EI
∫ L

0

(
b̃ϕx +

∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)
(ϕ+ wx)x dx

= −EIρ
κ

∫ L

0

(
b̃ϕx +

∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)
wttdx

= −EIρ
κ

d

dt

∫ L

0

wt

(
b̃ϕx +

∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)
dx

+
EIρ

κ

(
wt
d

dt

∫ L

0

b̃ϕx +

∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)
dx

= −EIρ
κ

d

dt

∫ L

0

wt

(
b̃ϕx +

∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)
dx

+
EIρ

κ

∫ L

0

b̃wtϕtx +
EIρ

κ

∫ L

0

wt

∫ ∞
0

g(s)ηtx(x, t, s)dsdx. (5.24)

En utilisant les conditions aux limites (5.6), on obtient

EI

(∫ L

0

b̃ϕx +

∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)
ϕ

∣∣∣∣L
0

= J
d

dt
ϕt(L, t)ϕ(L, t)− Jϕ2

t (L, t)

(5.25)

La substitution de (5.24) et (5.25)dans (5.23), nous donne

Iρ
d

dt

∫ L

0

ϕt (ϕ+ wx) dx− J
d

dt
ϕt(L, t)ϕ(L, t) (5.26)

+
EIρ

κ

d

dt

∫ L

0

wt

(
b̃ϕx +

∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)
dx

= Iρ

∫ L

0

ϕ2
tdx− Jϕ2

t (L, t)− κ
∫ L

0

[ϕ+ wx]
2dx

+ EI

(∫ L

0

b̃ϕx +

∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)
wx

∣∣∣∣L
0

+
EIρ

κ

∫ L

0

wt

∫ ∞
0

g(s)ηtx(x, t, s)dsdx

+Iρ

∫ L

0

ϕtwxtdx+
EIρ

κ
b̃

∫ L

0

wtϕtx.
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D’autre part, on a

ηxt(x, t, s) = ϕxt(x, t)− ηxs(x, t, s),

∫ L

0

wt

∫ ∞
0

g(s)ηtxdsdx =

∫ L

0

wt

∫ ∞
0

g(s) [ϕxt − ηxs] dsdx (5.27)

=

(∫ ∞
0

g(s)ds

)∫ L

0

wtϕxtdx−
∫ L

0

wt

∫ ∞
0

g(s)ηxsdsdx

=

(∫ ∞
0

g(s)ds

)∫ L

0

wtϕxtdx−
∫ L

0

wt

∫ ∞
0

g′(s)ηxdsdx.

EIρ

κ

∫ L

0

wt

∫ ∞
0

g(s)ηtx(x, t, s)dsdx (5.28)

+

(
EIρ

κ
b̃− Iρ

)∫ L

0

ϕxtwtdx+ Iρϕt(L, t)wt(L, t)

=
EIρ

κ

(∫ ∞
0

g(s)ds

)∫ L

0

wtϕxtdx+ Iρϕt(L, t)wt(L, t)

−EIρ
κ

∫ L

0

wt

∫ ∞
0

g′(s)ηxdsdx+
EIρ

κ

(
1−

∫ ∞
0

g(s)ds− 1

)∫ L

0

ϕxtwtdx

= −EIρ
κ

∫ L

0

wt

∫ ∞
0

g′(s)ηxdsdx+ Iρϕt(L, t)wt(L, t).

En Substitiant l’équation (5.28) dans (5.26) , on trouve

d

dt

∫ L

0

[
Iρϕt(ϕ+ wx) +

EIρ

κ
wt

(
b̃ϕx +

∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)]
dx

−J d
dt
ϕt(L, t)ϕ(L, t)

= Iρ

∫ L

0

ϕ2
tdx− Jϕ2

t (L, t)−
EIρ

κ

∫ L

0

wt

∫ ∞
0

g′(s)ηxdsdx

−κ
∫ L

0

[ϕ+ wx]
2 dx+ Iρϕt(L, t)wt(L, t)

+ EI

(∫ L

0

b̃ϕx +

∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)
wx

∣∣∣∣L
0

.

d’où le résultat cherché.
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Lemme 5.0.4 La dérivée par rapport au temps de F2(t) peut être récrite comme

suit

d

dt
F2(t) ≤ Iρ

∫ L

0

ϕ2
tdx− cεϕ2

t (L, t)− κ
∫ L

0

[ϕ+ wx]
2dx+ ε3

∫ L

0

w2
t dx+ εw2

t (L, t)

+Cε3

∫ L

0

(∫ ∞
0

g(s)η2
xds

)
dx+ EI

(∫ L

0

b̃ϕx +

∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)
wx

∣∣∣∣L
0

.

Lemme 5.0.5 Soit q ∈ C1([0, L]) vérifie q(0) = −q(L) = 2γ > 0. Alors il existe

trois constantes C1 > 0 δ̃ > 0 et Cδ̃ > 0 telles que pour tout t ≥ 0, on a

Iρ
d

dt

∫ L

0

qϕt

(∫ L

0

b̃ϕx +

∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)
dx (5.29)

≤ −γEI
∣∣∣∣b̃ϕx(L, t) +

∫ ∞
0

g(s)ηx(L, t, s)ds

∣∣∣∣2
−γEI

∣∣∣∣b̃ϕx(0, t) +

∫ ∞
0

g(s)ηx(0, t, s)ds

∣∣∣∣2 + δ̃

∫ L

0

w2
xdx

+δ̃

[∫ L

0

(
ϕ2
t + ϕ2

x

)
dx+ ϕ2

t (L, t)

]
+ Cδ̃

∫ L

0

(∫ ∞
0

g(s)η2
xds

)
dx.

ii)

d

dt

∫ L

0

Iρϕtqϕxdx ≤ −γκ
[
w2
x(L, t) + w2

x(0, t)
]

(5.30)

+C1

∫ L

0

(
w2
t + w2

x + ϕ2
x

)
dx− C̃1w

2
t (L, t).

Preuve 5.0.7 En multipliant l’équation (5.4) par q
(∫ L

0 b̃ϕx +
∫∞

0 g(s)ηx(x, t, s)ds
)
,

et en integrant, on obtient

d

dt
Iρ

∫ L

0

q(x)ϕt

(∫ L

0

b̃ϕx +

∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)
dx =

+Iρ

∫ L

0

q(x)ϕt
d

dt

(∫ L

0

b̃ϕx +

∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)
dx

EI

2

∫ L

0

q(x)

(∫ L

0

b̃ϕxx +

∫ ∞
0

g(s)ηxx(x, t, s)

)(∫ L

0

b̃ϕx +

∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)
dx

−k
∫ L

0

q(x) (ϕ+ wx)

[∫ L

0

b̃ϕx +

∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

]
dx.
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d

dt
Iρ

∫ L

0

q(x)ϕt

(
b̃ϕx +

∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)
dx = (5.31)

Iρ

∫ L

0

b̃q(x)ϕtϕtx + Iρ

∫ L

0

q(x)ϕt

∫ ∞
0

g(s)ηxt(x, t, s)dsdx

+
EI

2

∫ L

0

q(x)
d

dx

(
b̃ϕx +

∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)2

dx

−k
2

∫ L

0

b̃q(x)
d

dx
ϕ2dx− k

∫ L

0

q(x)ϕ

(∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)
dx

−k
[∫ L

0

wx

(
b̃ϕx +

∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)]
dx.

On a

Iρ

∫ L

0
q(x)ϕt

∫ ∞

0
g(s)ηxt(x, t, s)dsdx

= Iρ

∫ L

0
q(x)ϕt

∫ ∞

0
g(s) [ϕxt − ηxs] dsdx

= Iρ

∫ L

0
q(x)ϕt

∫ ∞

0
g(s)ϕxtdsdx− Iρ

∫ L

0
q(x)ϕt

∫ ∞

0
g(s)ηxsdsdx

= Iρ

(∫ ∞

0
g(s)ds

)∫ L

0
q(x)ϕtϕxtdx− Iρ

∫ L

0
q(x)ϕt

∫ ∞

0
g′(s)ηxdsdx. (5.32)
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En substitiant (27) dans (5.31), on trouve

d

dt
Iρ

∫ L

0

q(x)ϕt

(
b̃ϕx +

∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)
dx

=
Iρ
2

∫ L

0

q(x)
d

dx
ϕ2
tdx

−Iρ
∫ L

0

q(x)ϕt

∫ ∞
0

g′(s)ηxdsdx.

+
EI

2

[
q(x)

(∫ L

0

b̃ϕx +

∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)2
]L

0

−EI
2

∫ L

0

q′(x)

(
b̃ϕx +

∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)2

dx

−k
2
b̃
[
q(x)ϕ2

]L
0

+
k

2

∫ L

0

b̃q′(x)ϕ2dx

−k
∫ L

0

q(x)ϕ

(∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)
dx

−k
[∫ L

0

wx

(
b̃ϕx +

∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)]
dx. (5.33)
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d

dt
Iρ

∫ L

0

q(x)ϕt

(
b̃ϕx +

∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)
dx

=
Iρ
2

[
q(x)ϕ2

t

]L
0
− Iρ

2

∫ L

0

q′(x)ϕ2
tdx

−Iρ
∫ L

0

q(x)ϕt

∫ ∞
0

g′(s)ηxdsdx

+
EI

2

[
q(x)

(∫ L

0

b̃ϕx +

∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)2
]L

0

−EI
2

∫ L

0

q′(x)

(
b̃ϕx +

∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)2

dx

−k
2
b̃
[
q(x)ϕ2

]L
0

+
k

2

∫ L

0

b̃q′(x)ϕ2dx

−k
∫ L

0

q(x)ϕ

(∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)
dx

−k
[∫ L

0

wx

(
b̃ϕx +

∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)]
dx,

pour prouver (ii) on utilise l’équation (5.3), comme suit

ρ
d

dt

∫ L

0

q(x)wtwxdx

= κ

∫ L

0

q(x)wxϕxdx+ κ
[
q(x)w2

x

]L
0
− κ

∫ L

0

q′(x)w2
xdx

+
ρ

2
q
[
|wt|2

]L
0
− ρ

2

∫ L

0

q′ |wt|2 dx.

Pour ρ > 0 et N3 > 1, soit

L(t) = F2(t)+N3

∫ L

0

Iρq(x)ϕt

(
b̃ϕx +

∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)
dx+η

∫ L

0

Iρq(x)wtwxdx.

(5.34)

On observe que

−κ
2

∫ L

0

|ϕ+ wx|2 dx ≤ −
κ

4

∫ L

0

|wx|2 dx+ C

∫ L

0

|ϕx|2 dx,
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Alors, la dérivée par rapport au temps de L(t) est donnée par

d

dt
L(t) ≤ −κ

2

∫ L

0

[ϕ+ wx]
2 dx

+(N3Cε̃ + Cε3)

∫ L

0

(∫ ∞
0

g(s)η2
xds

)
dx

+N3ε̃

∫ L

0

ϕ2
tdx+ (N3ε̃+ η)

∫ L

0

ϕ2
xdx

− (cε − ε̃N)ϕ2
t (L, t)−

(
ε+ ηC̃1

)
w2
t (L, t).

+ (ηC1 + ε3)

∫ L

0

w2
t dx+ (N3 + ηC1)

∫ L

0

w2
xdx,

d

dt
L(t) ≤ −κ

∫ L

0

[ϕ+ wx]
2 dx (5.35)

+Cτ

∫ L

0

(∫ ∞
0

g(s)η2
xds

)
dx

+Cτ

[∫ L

0

(
ϕ2
t + ϕ2

x

)
dx− ϕ2

t (L, t)

]
C2τ

[∫ L

0

w2
t dx+ w2

x − w2
t (L, t)

]
.

Finalement, nous introduisons la fonctionnelle

F4(t) =

∫ L

0

ρwtwdx− Jwt(L, t)w(L, t)

+

∫ L

0

ρϕtϕdx−Mϕt(L, t)ϕ(L, t).

Pour trouver les termes négatives −
∫ L

0 w2
t dx et −

∫ L
0 ϕ2

tdx.

Lemme 5.0.6 La dérivée par rapport au temps de F4(t) est estimée par

− d
dt
F4(t) ≤ −ρ

∫ L

0

w2
t dx+Mw2

t (L, t)− Iρ
∫ L

0

ϕ2
tdx+ Jϕ2

t (L, t) (5.36)

+κ

∫ L

0

(ϕ+ wx)
2 dx+ C

∫ L

0

(
b̃ϕ2

x +

∫ ∞
0

g(s)η2
x(x, t, s)ds

)
dx.
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Preuve 5.0.8 En multipliant l’équation (5.4) par ϕ, on trouve

Iρ
d

dt

∫ L

0

ϕtϕdx = Iρ

∫ L

0

ϕ2
tdx− κ

∫ L

0

(ϕ+ wx)ϕdx (5.37)

−EI
∫ L

0

(
b̃ϕx +

∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)
ϕxdx

+EI

[(
b̃ϕx +

∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)
ϕ

]L
0

,

et en multipliant l’équation (5.4) par ϕ(L, t) on trouve

d

dt
Jϕt(L, t)ϕ(L, t)− Jϕ2

t (L, t) = EI

∣∣∣∣(b̃ϕx +

∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)
ϕ

∣∣∣∣L
0

.

(5.38)

l’addition de (5.37) et (5.38) nous donne

Iρ
d

dt

∫ L

0

ϕtϕdx−
d

dt
Jϕt(L, t)ϕ(L, t) = Iρ

∫ L

0

ϕ2
tdx− κ

∫ L

0

(ϕ+ wx)ϕdx

−EI
∫ L

0

(
b̃ϕx +

∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)
ϕxdx

−Jϕ2
t (L, t).

En multipliant l’équation (5.3) par w(x, t), on trouve

ρ
d

dt

∫ L

0

wtwdx = ρ

∫ L

0

w2
t dx

+κ [ϕ+ wx]w|L0

−κ
∫ L

0

[ϕ+ wx]wxdx.

En utilisant l’équation (5.4), on obtient

d

dt

[
ρ

∫ L

0

wtwdx−Mwt(L, t)w(L, t)

]
= ρ

∫ L

0

w2
t dx− κ

∫ L

0

ϕwxdx

−κ
∫ L

0

w2
xdx.
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Alors

d

dt

[
Iρ

∫ L

0

ϕtϕdx− Jϕt(L, t)ϕ(L, t)

]
+
d

dt

[
ρ

∫ L

0

wtwdx−Mwt(L, t)w(L, t)

]
= Iρ

∫ L

0

ϕ2
tdx− Jϕ2

t (L, t)− κ
∫ L

0

(ϕ+ wx)
2 dx

−EI
∫ L

0

(
b̃ϕx +

∫ ∞
0

g(s)ηx(x, t, s)ds

)
ϕxdx

ρ

∫ L

0

w2
t dx−Mw2

t (L, t).

On conclut que − d
dtF4(t) est estimé comme suit

− d
dt
F4(t) ≤ −ρ

∫ L

0

w2
t dx+Mw2

t (L, t)− Iρ
∫ L

0

ϕ2
tdx+ Jϕ2

t (L, t)

+κ

∫ L

0

(ϕ+ wx)
2 dx+ C

∫ L

0

(
b̃ϕ2

x +

∫ ∞
0

g(s)η2
x(x, t, s)ds

)
dx.

On choisit τ assez petit, et obtient{
L(t)− 2C2τ

ρ
F4(t)

}
≤ −κ

4

∫ L

0

(ϕ+ wx)
2 dx (5.39)

+Cτ

∫ L

0

(∫ ∞
0

g(s)η2
xds

)
dx

+Cτ

[∫ L

0

(
ϕ2
t + ϕ2

x

)
dx− ϕ2

t (L, t)

]
−C2τ

[∫ L

0

w2
t dx+Mw2

t (L, t)

]
.

Théorème 5.0.15 Supposons que les données initiales vérifient

w0, ϕ0 ∈ H1(0, L), w1, ϕ1 ∈ L2(0, L),

et que les vitesses de propagation du système (5.1)-(5.2) vérifient

k

ρ
=
EI

Iρ
.
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De plus, supposons que g est de type exponentielle et les hyothèses (1.15) sont

verifiées. Alors l’energie E(t) décroit expoentiellement quand le temps tend vers

l’infini, c’est-à-dire qu’il existe des constantes positives C et U , indépendantes

des données initiales, telles que pour t ≥ 0 :

E(t) ≤ CE(0)e−αt. (5.40)

Preuve 5.0.9 Soit la fonctionnelle de Lyapunov défini par

L(t) = E(t) + µ

(
L(t)− 2C2τ

ρ
F4(t)

)
.

Avec (5.20) et (29), on trouve

d

dt
L(t) ≤ −

(
N1

2
− µCτ + (Cδ −N2Cδ1)

)∫ L

0

(∫ ∞
0

g(s)η2
xds

)
dx

−EI
2
b̃

(
1− 2

N2ε

EIb̃
− 2

µCτ

EIb̃

)∫ L

0

ϕ2
xdx

−
(
N2Iρ

2
− Iρ
b0
− µCτ

b0

)(∫ ∞
0

g(s)ds

)∫ L

0

ϕ2
tdx

−µδ
κ

2

∫ L

0

[ϕ+ wx]
2 dx− (µC2τM + δ2)w

2
t (L, t)

− (µCτ −N2ε)ϕ
2
t (L, t)− (µC2τ − δ2)

∫ L

0

w2
t dx.

On conclut, pour δ2 suffisamment petit et β0 > 0 que

d

dt
L(t) ≤ −β0E(t). (5.41)

où pour toute β0 constante positive, on trouve

d

dt
L(t) ≤ −αL(t). (5.42)

Pour α = β1/β2, notre résultat est obtenu.
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Conclusion

Dans cette thèse, nous avons étudiél’existence des solutions et la stabilisation

de système de Timoshenko dans deux cas dans le cas où les vitesses de propagation

sont différentes et dans le cas où les vitesses de propagation sont égales.

La première partie a été consacrée à l’étude de l’existence et l’unicité ainsi

que la stabilisation du modèle de Timoshenko avec des conditions aux limites

dynamique et avec un terme de mémoire.

– Un résultat d’existence et d’unicité de la solution a été démontré la méthode

utilisée est la méthode la théories de semi-groupe .

– Un résultat de stabilité polynomiale a été obtenu dans le cas où les vitesses

de propagation du système de Timoshenko sont déffirentes (κρ 6=
1
Iρ
).

– Un résultat de stabilité exponentielle été obtenu dans le cas où les vitesses

de propagation de système de Timoshenko sont égales (κρ = EI
Iρ
).
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perspectives

Il serait souhaitable d’étudier

- Le même problème avec des noyaux définis positifes et avec les hypothèses

sur g suivantes

g′(t) ≤ −ξ(t)gp(t), ∀t ≥ 0

avec des vitesses de propagation égales et dans le cas où les viteeses propagation

sont différentes

-Le problème de Bresse avec des conditions aux limites et un terme de mémoire.

Avec les hypothèses sur g suivantes

g′(t) ≤ −ξ(t)gp(t), ∀t ≥ 0

avec des vitesses de propagation égales et dans le cas où les viteses de propagation

sont différentes
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