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: anneau des entiers rationnels et corps des nombres rationnels.
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: groupes de Galois du trinome f(X).
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: degré de l'extension E/F.

: premiers respectifs d'une extension galoisienne E/F.

: indice de ramification de p; au dessus de .

: degré résiduel de p; au dessus de g.

: corps résiduels respectivement des corps K et L.

: groupes d’inertie et de décomposition de 'idéal premier p.
: le complété de K pour la valuation p-adique.

: différente de l'extension de corps locaux E/F.

: discriminant du trinéme f(X).

: discriminant du corps K.

: le corps obtenu en adjoignant « au corps Q des nombres rationnels.
: norme dans F' de 'élément § de E.

: trace dans F' de I’élément 5 de F.

: le groupe alterné et le groupe symétrique de degré n.

: le groupe général linéaire.






Résumé

Soit p un nombre premier impair, n > 2 un entier rationnel. Dans cette thése, on
étudie le groupe de Galois absolu G' d’un trinome f(X) = X?" +aX +a € Z[X] supposé
étre un trinome d’Eisenstein en p. Nous commencerons par présenter quelques résultats
connus sur la ramification dans les extensions de corps de nombres.

Ensuite, nous exposerons quelques résultats sur le groupe de Galois d’un polynoéme, en
particulier ceux de K. Komatsu [18], [19] et A. Movahhedi [28] sur le groupe de Galois de
XP+aX +a.

Finalement, on montre que le groupe de Galois G de f(X) est soit le groupe symétrique
Spn, ou AGL (1,p") < G < AGL (n,p). De plus, nous verrons que G est le groupe

symétrique Sy» dans chacun des cas suivants :
(1) p#£Z1 mod 8
(it) p=1 mod 8, et il existe un diviseur premier ¢ de p" 1 +p"2 + ... + p+ 1 tel que

(3) =1

Mots clés : Trinomes d’Eisenstein ; ramification ; Polygones de Newton ; groupes dou-

blement transitifs; groupe de Galois
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abstract

Let p be an odd prime, n > 2 a rational integer. In this thesis, we study the absolute
Galois group G of a trinomial f(X) = X?" +aX +a € Z[X] assumed to be an Eisenstein
trinomial with respect to p. We will start by presenting some known results on ramification
in number field extensions.

Then, we will expose some results on the Galois group of a polynomial, in particular those
of K. Komatsu [18], [19] and A. Movahhedi [28] on the Galois group of X? + aX + a.

Finally, we show that the Galois group G of f(X) is either the symmetric group Sy», or
AGL (1,p") < G < AGL (n,p). Moreover, we will see that G is the symmetric group Sy

in each of the following cases :
(1) p£1 mod 8
(i) p=1 mod 8, and there is a prime divisor q of p"~! + p" 2 + ... + p + 1 such that

(3) =

Key words : Fisenstein trinomials; Ramification ; Newton polygons; doubly transitive

groups ; Galois group
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Introduction

La thése que nous présentons traite du groupe de Galois des trindmes, a coefficients
dans 'anneau des entiers relatifs, sur le corps @Q des nombres rationnels. Les trindomes
X™ 4+ aX?® 4+ b sont, sous la condition que les exposants m et s soient premiers entre
eux, généralement dits « sans affect », est que leur groupe de Galois est isomorphe a un
sous-groupe du groupe symétrique S, et dont 'avantage est d’avoir une forme simple qui

permet, d’obtenir assez aisément des renseignements sur le groupe de Galois.

De nombreux travaux donnent des conditions suffisantes pour qu’un trindéme donné
ait un groupe de Galois isomorphe au groupe alterné. Plus récemment, & 1’exception
d’une liste trés limitée d’entre eux, des résultats ont été obtenus dans le sens que les
autres groupes de permutation,, ne peuvent se réaliser comme groupes de Galois que d'un
nombre fini de trindmes.

En fait, on se propose dans cette thése de déterminer le groupe G des Q-automorphismes,
agissant sur les différentes racines d’'un trinome f(X) = 2" + aX + a € Z[X], d’Eisen-
stein en le nombre premier p, appelé groupe de Galois de f sur Q. Pour cela, notons
par « 1= a,..., o les différentes racines de f(X) dans une cloture algébrique de Q,
K =Q(a)et N=Q(ay,...,am) sont respectivement les corps de rupture et de décom-
position de f(X) sur Q. Ainsi, le groupe de Galois de ce trindme n’est autre que le groupe
de Galois de I'extension N/Q. Ce trindme étant irréductible, puisqu’il est d’Eisenstein
en le nombre premier p, son groupe de Galois est un groupe de permutations transitif de

degré m = p", ce qui nous suggére d’utiliser la classification des sous-groupes transitifs

de S,,.

D’autre part, la ramification d’'un nombre premier p dans K nous renseigne sur les
cycles contenus dans les sous-groupes de décomposition et d’inertie de p dans N/Q, ce qui
nous permet d’affiner la classification des groupes de permutations ayant cette propriété.

La ramification des idéaux premiers de K est liée aux diviseurs diviseurs premiers de son

15



discriminant dg , qui est lié au discriminant D du trindme f(X)
D = (—1)"m=1/2 gm-1 [mm (D)™ = 1) a}

par la relation
D =i(a)’dg

ol i (av) désigne I'indice du groupe Z [a] dans le groupe additif de 'anneau Ok des entiers
de K.

La méthode d’Ore [31], donnant la décomposition, en produit d’idéaux premiers, d'un
nombre premier dans K sera utilisée, car elle reflete la factorisation d’un polynéme dans
un corps local [voir aussi [11]] et interpréte la décomposition d’un nombre premier dans
une extension en lien avec la notion de polynéme associé au polynome considéré et relatif
a un coté du polygone de Newton. Elle permet, en combinaison avec le Lemme d’Abhyan-
kar [30, p.229]|, d’identifier la structure du groupe d’inertie dans l'extension N/Q d’un
idéal premier p de N au dessus d'un nombre premier p ramifié dans K . La détermination
du groupe d’inertie d’un nombre premier p dans 'extension N/Q, et la classification des
groupes multi-transitifs finis simples, voir S. Abhyankar [1], sont des outils permettant
de s’informer sur la possible réalisation d’un groupe de permutation comme groupe de

Galois du trindme considéré.

La thése présentée contient des résultats nouveaux; elle compte 4 chapitres, dont le
dernier expose les contributions originales traitant des trinomes de degré une puissance

d’un nombre premier p.

Dans les trois premiers chapitres, nous exposerons les notions de base fondamentales
a ’étude des travaux et les résultats concernant la détermination des groupes de Galois
de trindbmes, Nous mettrons I'accent sur les diverses techniques et les outils utilisés a cet
effet. Nous traiterons des notions de ramification et de polygones de Newton, un exposé
que nous retrouvons en détail dans l'article intitulé " The factorization of polynomials
over local fields" [11]. Nous exposerons dans des situations concrétes leur utilisation pour
la recherche du groupe de Galois d'un trinéme irréductible sur @Q. Nous aborderons les
classifications des groupes simples finis qui nous seront utiles pour décider si un groupe

de permutations est susceptible de se réaliser comme groupe de Galois d’un tel trinome.
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Au chapitre 4, nous exposerons nos résultats sur le groupe de Galois du trinome XP 4
aX +a et nous montrons que c’est le groupe symétrique S,> dans sous diverses hypotheéses.

En particulier, dans chacun des cas suivants :
(1) p#£Z1 mod 8
(77) p=1 mod 8, et il existe un diviseur premier ¢ de p + 1 tel que ¢ = —1 mod 4.

De facon générale, on montre que s’il existe un diviseur premier ¢ # p de a tel que
pged(vg(a),p) = 1, alors le groupe de Galois absolu G de f est le groupe symétrique

complet Spe.

Aussi, nous généralisons ce résultat en montrant que le groupe de Galois du trindme

XP" 4aX +a est tout le symétrique Spr dés que I'une des conditions suivantes est réalisée :

(1) p#£Z1 mod 8
(it) p =1 mod 8, et il existe un diviseur premier ¢ de p" 1 +p" 2 + ... + p+ 1 tel que

(3) =1

En fait, lorsque les conditions précédentes ne sont pas réalisées, nous montrons que le
groupe de Galois absolu G de f(X) est soit le groupe symétrique Syn, ou AGL (1,p") <
G < AGL (n,p).
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Chapitre 1

Arithmétique dans les corps de nombres

Tous les corps considérés dans cette thése sont commutatifs.

1.1 Notion d’extensions

Soit K un corps .

Définition 1.1. On appelle extension de K un corps L le contenant.

Notation une extension L d’un corps K sera notée L/K ou K C L.

Une extension L d'un corps K est munie d’une structure de K-espace vectoriel.

La dimension de L comme K-espace vectoriel est appelléé degré de Iextension L/K,
qu’on note [L : K].

On dit que Pextension L/K est finie si [L : K| < 400.

Proposition 1.2. Soit K C L C M wune suite d’extensions. Alors M/K est de degré fini si

et seulement si M est de degré fini sur L et L est de degré fini sur K. Dans ce cas, on a

M :K]=[M:L]x[L:K]

Démonstration. Soient (e;);er une K —base de L et (f;);es une L—base de M comme espaces
vectoriels. On vérifie alors que (e;f;) (i jjerx.s est une K—base de M .

O
Remarque 1.3. La proposition précédente peut étre généralisée & une tour de n extensions
K=K CcKyCc ---CK,=M
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1. ARITHMETIQUE DANS LES CORPS DE NOMBRES

et on a :

Proposition 1.4. ['extension K, /K est finie si et seulement si , Vi;1 <i < n—1, l'extension

Kii1/K; est finie et on a

n—1

(K K] :H [Kiq1 : K]

1.2 Elément algébrique et polynéme minimal

Définition 1.5. Soit L /K une extension de corps. Un élément v € L est dit algébrique sur

K il existe un polynome non nul de K[X] , de degré n ayant oz comme racine.

Considérons 'extension K (a) de K engendrée sur K par un élément o € L, appelée
extension de K obtenue par adjonction de a a K, et soit ¢ le morphisme d’anneaux défini
par :

¢: K[X] — Kl
X — «

Dire que « est algébrique sur K équivaut a dire que le noyau Ker(¢) de ¢ est non nul,

ou encore que les éléments o', 1 < ¢ < n, sont linéairement dépendants sur K.

Théoréme 1.6. Soient L/ K une extension et a € L un élément algébrique sur K.

1. 1l existe un unique polyndme irréductible et unitaire M,(X) € K[X] vérifiant
M, (X) = 0.

2. Tout polynome P(X) € K[X] tel que P(a) = 0 est divisible par M, (X).

3. Le corps K(«) est isomorphe & K[X|/(M,(X)) et [K(«a) : K| est égal au degré
du polynome My (X). En posant ce degré égal a n, les éléments 1, a,a?, ..., a" "}
forment une base du K-espace vectoriel K ().

Démonstration. Par construction on a I'm(¢) ~ K[X]|/Ker(¢). Comme lanneau K[X] est
intégre et principal, alors I'idéal Ker(¢) est premier et principal et est engendré par un

polyndme irréductible, qui est unique si on le suppose unitaire..
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1.2. Elément algébrique et polynéme minimal

Soit M, (X) ce polynome, alors 'idéal Ker(¢) est maximal, ce qui entraine que Im(¢)

est un corps, contenant K et a, c’est donc le corps K (). Ainsi, on aura
dimg (K[X]/(Ma(X))) = deg(Ma (X))

et I'isomorphisme K[X]/(M,(X)) — K(«) envoie une base {1, X, ..., W} de K[X]/(M,(X))

sur une base {1 a, o o 1}
O]

Définition 1.7. Avec les notations ci-dessus, le polynome M, (X) est appelé polynome mi-

nimal de a sur K.

L’entier deg(M,(X)) = [K(«) : K] est appelé le degré de a sur K.

Définition 1.8. On dit qu’une extension L/K est algébrique si tout élément de L est algé-

brique sur K.

Proposition 1.9. Soit L une extension d’un corps K et a € L un élément algébrique sur
K, alors Uextension K («) est algébrique sur K.

Démonstration. Soit o € L algébrique sur K de degré n, alors K («) est un K-espace vectoriel
de dimension n dont une base est {1 a,a? .o 1}

Soit x € L, alors la famille {1, T, 2%, ..., } est hee, ce qui montre que d\; € K, 0 <1 <
n, non tous nuls tels que A\g + Az + ... + A2 =0

Ainsi, = est un zéro du polynome P(X) = Ao+ M X + ... + A, X" # 0 et montre que x
est algébrique sur K . Par conséquent, tout élément de L est algébrique sur K et donc

que L est algébrique sur K
O

Proposition 1.10. Toute extension L de degré fini sur K est algébrique sur K.

Démonstration. Soient L /K une extension finie et a € L. Comme dimp (K («)) < dimg (L),
alors il existe un entier n tel que la famille {1, q,...,a"} soit lice. Ainsi, il existe des
éléments ag, ..., a, de K tels que ag + a;a” + ... + a,a" = 0, ce qui prouve qu’il existe un
polynome P(X) € K[X] tel que P(a) = 0.

]
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1. ARITHMETIQUE DANS LES CORPS DE NOMBRES

Proposition 1.11. Soient L/ K une extension et ay, ag, ..., o, € L des éléments algébriques
sur K. Alors le corps K(aq, s, ..., ), obtenu par adjonction a K des oy, i = 1,...,n,

est une extension finie, donc algébrique, de K.

Démonstration. On procéde par récurrence sur ’entier n.

L’extension K C K (o) est bien finie, ce qui prouve I'hypothése de récurrence.
Supposons que K (aq, g, ..., &y, —1) S0it une extension finie de K . Comme K (ay, ..., ay,) =
K(aq,...,an-1)(aq), alors K(aq,ag,...,a;) est une extension finie de K(aq, ..., a,-1),

donc de K.
O

Théoréme 1.12. Soient L/ K et M /L des extensions, alors L’extension M /K est algébrique
si et seulement si L/ K et M/L le sont.

Démonstration. 11 est clair que si M /K est une extension algébrique, alors L/K et M/L le

sont.

Supposons que M /L et L/K sont des extensions algébriques, alors pour tout o € M,
il existe des éléments ay, ..., a,, de L tels que ag + a1a + ... + a,a” = 0.

Considérons Ly = K(ayg, ..., a,); puisque les a; sont dans L et sont algébriques sur
K, alors l'extension Lg/K est finie (Proposition 1.11), ce qui est le cas de I'extension

Lo(a)/ K, d’ott « est algébrique sur K.
O

Les extensions algébriques possédant la propriété suivante

Proposition 1.13. Si L/K est une extension algébrique, tout K-endomorphisme de L est

un K -automorphisme.

Démonstration. Pour tout polynome P(X) € K[X], on note Rp I'ensemble des racines de

P(X) dans L. L’extension L/K étant algébrique, alors L = U Rp.
P(X)eK[X]

Pour un K-endomorphisme f de L, sa restriction a R, est une application injective de

Rp dans Rp, étant morphisme de corps, qui de plus est surjective puisque le cardinal de

Rp est fini. On en déduit que f : L — L est bijective, ¢’est donc un automorphisme.
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1.2. Elément algébrique et polynéme minimal

O

Définition 1.14. Soient k& un corps et f(X) un polyndéme non constant a coefficients dans
k. Un corps de rupture K de f est une extension K/k telle que K = k(«), ou a € K est

une racine de f(X).

Quitte & remplacer f(X) par I'un des ses facteurs irréductibles, on supposera dans

toute la suite que le polynome f(X) est irréductible dans k[X].

Proposition 1.15. Soit k un corps, alors tout polynome f(X) de k[X] admet un corps de

rupture.

Démonstration. On pose K = k[X]/(f(X)). Puisque f(X) est irréductible, I'idéal (f(X))

est maximal, d’ou K est un corps.

En considérant lapplication k < k[X] — K, ce qui permet d’identifier k£ & un sous-
corps de K et donc de considérer extension K /k, on note « la classe de X dans K, alors

f(a) =0, i.e. a est une racine de f. D’aprés (Théoreme 1.6), K = k(«).
O

Exemple 1.16. ) Soit K =Q et f(X) = X2 —2, alors L = Q(+/2) est un corps de rupture
du polynome f.
b) K =R, f(X) = X?+1, alors L = C est un corps de rupture du polynéme f.

Proposition 1.17. (prolongement des isomorphismes). Soient k et k' deux corps,
sk — k' un isomorphisme de corps et

5 k[X] — K'[X]

lisomorphisme d’anneaux prolongeant s : 5(>_; a; X") = >_. s(a;)X". Alors

(i) Pour tout polynome irréductible f(X) € k[X], le polynéme S(f)(X) est irréductible
dans k' X].

(ii) Soient K (resp. K') une extension de k (resp. k') et a (resp. o) une racine de
f(X) (resp. 5(f)(X)) dans K (resp. K'). Il existe un unique isomorphisme de corps
o k(o) — k' () prolongeant s et tel que o(a) = /.

23



1. ARITHMETIQUE DANS LES CORPS DE NOMBRES

Démonstration. L’assertion (i) est évidente.
Pour l'assertion (ii), montrons d’abord l'unicité : un élément y de k() s’écrit y =
Qo + ... + ap_1a"7 1, ot n est le degré de f. Donc

o(y) = o(a,) + ... + o(an_1)o(a)" ' = s(a,) + ... + s(an_1)a™!
, d’ont I'unicité.

Pour montrer ’existence, considérons le diagramme suivant :

k(o) RN K (o)
e |l 1e
I/ (F(X) — KX/ (S()(X))

ou O et @ sont les isomorphismes établis au (théoréme 1.6), § est obtenu & partir de §

J

par passage au quotient et en posant 0 = @1 o5086.
[

Proposition 1.18. Soient k un corps et f(X) un polynome irréductible de k[X]. Deuz corps
de rupture de f(X) sont k-isomorphes.

Démonstration. On applique la proposition 1.17 pour k = k' et s = id;,.
O]

Corollaire 1.19. Soient K/k une extension et « et o deux éléments de K algébriques sur
k. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Les polynomes minimaux respectifs de o et o/ sont égaux

(ii) 11 existe un (unique) k-isomorphisme de k(o) sur k(a') appliquant o sur o/.

Démonstration. L’assertion (1) implique (11) car :
ko) = K[X]/(Ma(X)) = k[X]/(Ma (X)) 2 k().

D’autre part, en notant o le k-isomorphisme dont 'assertion (ii) suppose I’existence, pour
tout polyndome P(X) € k[X] on a o(P(a)) = P(o(a)) = P(d/). D’ou P(a) = 0 si et
seulement si P(o/) = 0. On en déduit que M,(X) = My (X). ce qui l'assertion (ii)
implique (i)

]

24



1.2. Elément algébrique et polynéme minimal

Définition 1.20. Lorsque les conditions équivalentes du Théoreme précédent sont vérifiées,

on dira que les éléments a et o/ sont conjugués.

Définition 1.21. Soient k& un corps, f(X) un polynéme non constant de k[X] et K/k une

extension. Le polynoéme f(X) se décompose complétement, ou est scindé, dans K si
f(X)=c(X —aq)..(X —ay), ot ¢,aq, ..., a,, sont dans K.

Autrement dit, le polynome f(X) s’écrit dans K[X]| comme produit de facteurs de
degré 1.

Exemple 1.22. (i) Le polynome X3 — 1 de Q[X] est scindé dans C.
(ii) Le polynome X* — X2 —2 de Q[X] est scindé dans Q(4,v/2) car X4 — X2 -2 =
(X —i)(X 4+ i)(X —+v2)(X + +/2), par contre il ne I'est pas dans Q(i), puisque
XV X2 2= (X — i) (X +i)(X2—2)

Définition 1.23. Soient K un corps et f(X) un polynéme non constant de K[ X]. On appelle
corps de décomposition de f(X) sur K, une extension (algébrique) N/ K telle que f(X)
est scindé dans N, de racines oy, ag, ..., et N = K(aq, g, ..., ay).

Théoréme 1.24. Soient k un corps etf(X) un polynome non constant de k[ X].
(1) Il existe un corps de décomposition de f(X) sur k.
(1i) Deuz corps de décomposition de f(X) sur k sont k-isomorphes.

Démonstration. (1). On fait un raisonnement par récurrence sur le degré de f.

- Sid°f =1, le résultat est évident.

— Supposons le résultat vrai pour tout corps k et tout polynome de k[X] de degré
inférieur ou égal a n — 1(n > 1). Soit f(X) € k[X] de degré n. Si f(X) n’est pas scindé
dans k, il posséde un facteur irréductible g(X) avec 1 < degg < n. Soit k(ay) un corps
de rupture de ¢g(X). Dans k(aq)[X], on a f(X) = (X — ag)h(X) et d°h =n — 1. Donc
h(X) admet un corps de décomposition k(ay)(as, ..., a,) = K, qui est donc un corps de

décomposition de f(X) sur k.
O

(ii). plus généralement, on a le résultat suivant :
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Lemme 1.25. Soient s : k — k' un isomorphisme de corps, f(X) un polynome de k[X],
K (resp. K') un corps de décomposition de f(X) (resp. 5(f)(X)). Alors, il existe un
isomorphisme de corps o : K — K’ qui prolonge s.

Démonstration. — S1 d°f = 1, ¢’est évident.
— Supposons le résultat vrai pour tout corps et tout polynéme de degré inférieur ou
égal a n — 1 et soit f un polynome de degré n.
On considére
K =k(aq, ..., ap), K' =K(af,..,a)

n

et
f(X) =c(X —a1)... (X —ap), S(HX)=d(X —a))..(X —a).

Soit. g(X) un facteur irréductible de f(X) admettant a; comme racine dans K. En
renumérotant les o , on peut supposer que 5(g)(X) admet o} comme racine dans K.
D’aprés la proposition 1.17, il existe s; : k(o) — k'(a)), isomorphisme de corps qui
prolonge s. D’ot1, par hypothése de récurrence, il existe

o: K =k(ar)(ag,...,a) — K' =FK(a))(a, ...,al)

n

qui prolonge s, donc aussi s.
Pour démontrer I'assertion (ii) du théoréme 1.24, on applique ce lemme avec k = k' et
S = idk.

Proposition 1.26. Soit k un corps. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) Tout polyndéme non constant de k[X] se décompose, dans k[X], en un produit
de polynémes du premier degré
(11) Tout polynome irréductible de k| X] est du premier degré
(111) Tout polyndme non constant de k[X]| a au moins une racine dans k

(iv) Toute extension algébrique de k est triviale (i.e. égale a k).

Démonstration. 11 est évident que (i) implique (ii).

Montrons que (ii) implique (iii) : puisque k[X] est principal, tout polynome f(X)
s’écrit comme produit de polynomes irréductibles, donc du premier degré. Un polyndme
du premier degré a une racine dans k. Pour montrer que (iii) implique (i), on procéde par
récurrence sur le degré de f :

— le résultat est vrai si deg f =1,
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— supposons le résultat vrai si deg f = n — 1 et soit f un polynome de degré n; il
existe a € k tel que f(a) =0, dou f(X) = (X — a)g(X) et le résultat en découle par
hypothése de récurrence.

Montrons que (ii) implique (iv) : soit « un élément algébrique sur k. Le polyndme
minimal de « est de degré 1, donc dimipk(a) = 1, i.e. « appartient a k.

Montrons que (iv) implique (ii) : soit f(X) € k[X] un polynéme irréductible. Alors
k[X]/(f) est un corps qui est une extension finie, donc algébrique, de k. D’ou k[X]/(f) =

ket dimpk[X]/(f) =1=deg f.
O

Définition 1.27. Un corps k qui vérifie les conditions équivalentes ci-dessus est dit algébri-

quement clos.

Théoréme 1.28. Le corps C des nombres complexes est algébriguement clos.

Démonstration. (Cf. [35, p. 53]).

Notation

Définition 1.29. Une extension L/K est une cloture algébrique de K si ¢’est une extension

algébrique et si le corps L est algébriquement clos.

Théoréme 1.30. Tout corps admet une cloture algébrique.

Démonstration. (Cf [36, théoréme 32, §14 p106])
O

Définition 1.31. Soient L/K et M /K deux extensions. On dit que L/ K et M /K sont conju-
guées dans une extension algébriquement close €2 de K ¢’il existe un K-automorphisme
o de Q tel que o(L) = M.

Deux éléments a et 5 de 2 sont conjugués sur K s’il existe un K-automorphisme o
de Q tel que o(a) = p.
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Définition 1.32. Soit K un corps, on dit qu'un polynome f € K[X] de degré n est séparable

sur K s’il admet exactement n racines distinctes dans une cloture algébrique de K

Exemple 1.33. Le polynome X? — 2 € Q[X] admet trois racines distinctes dans son corps
des racines Q(a;j), ot a = v/2 et j = # . 11 est donc séparable sur Q.

Les polynomes séparables sont caractérisés par

Proposition 1.34. Soit K un corps etf € K[X]| un polynome de tel que d°f > 2. f est
séparable sur K si, et seulement si f(X) et sa dérivée formelle f'(X) sont premiers entre

eur.

Démonstration. Si f a une racine multiple o dans une cloture algébrique K de K, alors
(X — «)? divise f(X) dans K[X]; donc il existe un polynéme non nul g(X) € K[X] tel

que

d’ou
f1(X) =2(X = a)g(X) + (X — a)’d'(X).

Par suite (X — a) est un diviseur commun a f et f’, donc, dans anneau K[X], f et f’
ont un pged de degré strictement positif, d’ou pged(f, f/) # 1.

Réciproquement, supposons pged(f, f') # 1 et posons d = pged(f, f’). On a deg
d > 1, donc il existe a € K tel que, dans K[X], on ait (X —a) | d, dott (X —a) | f et
(X —a) | f. On en déduit 'existence de g non nul dans K[X], tel que

f(X) = (X —a)g(X)
d’oll
=9+ (X —-a)d;

or par hypothése, (X — «) divise f’; par suite, (X — «) divise aussi g, d’ott (X —a)? | f.

Ainsi 'hypothese pged(f, f/) # 1 entraine que f a au moins une racine multiple.
]
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Corollaire 1.35. Soit K un corps et f € K[X]| un polynéme non constant. f n'a que des

racines simples si et seulement si pged(f, f') = 1.

Nous donnons aussi une caractérisation de la séparabilité d'un polyndéme sur un corps

K liée a la caractéristique de ce dernier.

Théoréme 1.36. K etant un corps et f(X) € K[X] un polynome irréductible de degré
deg f > 1.

— 81 K est de caractéristique 0, alors f est séparable sur K.

— st K est de caractéristigue un nombre premier p, f est inséparable sur K si et

seulement si 3g(X) € K[X] tel que f(X) = g(XP).
Démonstration. (cf. |26, Proposition 4.6 | ).
O

Le critére d’Eisenstein permet de décider, dans une large mesure, de l'irréductibilité
d’un polyndéme

Critere d’Eisenstein : Soit P(X) = a, X" + a1 X" P+ -+ a1 X + ag € Z[X] un
polynéme et soit p un nombre premier.
Sipla,0<i<n—1,pfta, et p*{ag alors P(X) est irréductible sur Q.
On dit alors que le polynome P(X) est d’Eisenstein en p.

Exemple 1.37. Soit le polynome X° +6X +6 € Q[X]. Par le critére d’Eisenstein en p = 3,
le polynome ci-dessus est irréductible alors il est séparable sur Q.

Définition 1.38. Soit L /K une extension et a € L un élément algébrique sur K. On dit

que « est séparable sur K si son polyndéme minimal M, (X) est séparable sur K.

Nous donnons dans ce qui suit quelques propriétés relatives aux extensions de corps.

Définition 1.39. On dit qu’une extension L/K est séparable sur K si tout élément de L
est séparable sur K.

Théoréme 1.40. (Théoréme de élément primitif)
Soit K un corps et L une extension de K de degré fini. Si L est séparable sur K
alors il existe 0 € L tel que L = K(0). Dans ce cas 0 est appelé élément primitif de L.
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Définition 1.41. Une extension algébrique K de k est dite normale sur £ si
(i) K est algébrique sur k
(ii) Tout polyndme irréductible de k[X] ayant une racine dans K est scindé dans K.

Exemple 1.42. a) Un corps de décomposition d’un polynome irréductible de k[X] est une
extension normale de k. Par exemple, une cloture algébrique k de k est une extension
normale de k.

b) Q(v/2, j) est une extension normale de Q, car le corps de décomposition sur Q du
polynome X? — 2 est Q(v/2, 7).

¢) Q(v/2) n’est pas une extension normale de Q, car le polynome minimal de v/2 n’est

pas scindé dans Q(v/2) .

Remarque 1.43. a) Une extension K/k est normale si et seulement si K s’idntifie & tous ses
conjuguées sur k.

b) Si K/k est normale et o € K, tous les conjugués de a appartiennent a K.

Définition 1.44. On dit qu’une extension L/K est galoisienne si elle est a la fois algébrique,
normale et séparable sur K.

Exemple 1.45. On a les exemples suivants :

1. Les extensions quadratiques Q(\/c_l) sur Q, d entier sans facteur carré, sont galoi-
siennes.

AN

2. Les extensions cyclotomiques Q((¢), ¢ = exp (T) sont galoisiennes sur Q.

Définition 1.46. Soit L /K une extension galoisienne. L’ensemble des K-automorphismes

de L est un groupe, appelé groupe de Galois de 'extension galoisienne L/K, on le note

Gal(L/K).

Proposition 1.47. Si L/K est une extension galoisienne de degré n, alors le groupe de
Galois Gal(L/K) est d’ordre n.

Proposition 1.48. Soit L/K une extnsion galoisienne, alors les K-atomorphismes de L

sont exaxtement tous les K-plongements de L dans une cloture algébrique € de K.
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Démonstration. Tout plongement o de L dans €2 , laissant fixe K, réalise une bijection de L
dans o (L), donc de L dans L = o (L), puisque L est galoisienne sur K. Ainsi, o est un

automorphisme de L.
[

1.3 Arithmétique dans les corps de nombres

Définition 1.49. On appelle corps de nombres, toute extension de degré fini sur Q.

Définition 1.50. Soient A un anneau commutatif et M un A-module libre de rang n. Soient
w un endomorphisme de M {ey, ..., e, } une base de M et (a;;)1<i<j<n la matrice de u dans
cette base. La trace, le déterminant et le polyndme caractéristique de I'endomorphisme
u sont :

Tr(u) = Z @i det(u) = det(a;;) et Py(X) =det(X Iy —u). (1.3.1)

Ces quantités sont indépendantes du choix de la base.

Les formules (1.3.1) impliquent

Tr(u+vu) =Tr(u)+Tr(u)
det(u.u') = det(u).det(u') (1.3.2)
det(XIy —u) = X" — (Tr(uw) X" 1+ ...+ (=1)"det(u))

Soient B un anneau et A un sous anneau de B tel que B soit un A-module libre de
rang n. Pour tout = € B, on définit 'endomorphisme m, de A-module B (multiplication
par x) par

m, B — B
Yy —yx

Définition 1.51. On appelle trace ( respectivement norme, polynome caractéristique) de x €
B, relativement a B et A, la trace (respectivement déterminant, polynome caractéristique)

de 'endomorphisme m,. la trace et la norme de = relativement a B et A sont notées

Trp/a(x) et Npa(x).
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Remarquons que A peut étre un corps et B une extension de A de degré n.
Pourz,2' € Beta € Aonam,+my = My et myomy = my . et my, = am, . De
plus , la matrice de m, par rapport a toute base de B sur A est la matrice diagonale dont

tous les éléments diagonaux sont a . A partir des formules (1.3.1) et (1.3.2) on obtient :
Remarquons que A peut étre un corps et B une extension de A de degré n.

Proposition 1.52. Pour tout x; 2’ € B et pour tout élément X € A on a
TTB/A(:UJrsC') = TTB/A(QZ')+TTB/A(.CEI) , Trga(Ax) = XTrgja(xz) et Trga(A) =nA
et

NB/A(f.iU/) = NB/A<ZE>.NB/A($/) , NB/A()\JJ> = )\nNB/A(SE) et NB/A<)\) =\"

Proposition 1.53. Sion a K C L C M, trois corps de nombres, alors pour tout o € M, on
a :
Tryyx () = Trp e (Trayp(a))
NM/K(OZ) = NL/K(NM/L(CV )

Démonstration. 11 s’agit d’étendre les plongements de L dans C a M , et on trouve le résultat.
O

Définition 1.54. Soient B un anneau et A un sous-anneau de B tel que B soit un A-
module libre de rang fini n. Pour (z1,...,x,) € B", on appelle discriminant du systéme

(x1,...,x,) 'élément de A défini par

D (xla s 73371) = det (TTB/A (.’,szlf]))

Théoréme 1.55. Soit K un corps de nombres de degré n sur Q. Soient x1,...,x, € K, et
01, ...,0, les n plongements de K dans C.

On a
D(x1, ..., x,) = [det(oi(z;))] .
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Démonstration. Ceci est la conséquence immédiate de 1'égalité matricielle :

[0j(x:)] X [oi(z;)] = [o1(wiz)) + - - - + on(@iz))] = [Trx/g(Tiz))]

Proposition 1.56. Si [x;] = M X [y;] avec M matrice n X n a coefficents dans Q , alors :

D(x1, ..., ) = det(M)2D(y1, ..., yn)

Démonstration. On a

Vi, loj(@i)]i = M x [o(yi)]s
On en déduit donc que

(o (@:)]ij = M X [o(xi)]

Théoréme 1.57. D(x1,...,x,) = 0 & 21, ..., x, sont linéairement dépendants sur Q.

Démonstration. S1 1, ..., T, sont linéairement dépendants, alors les colonnes de la matrice
[oi(x;)] aussi, et donc D(z1, ..., x,) = 0.

Inversement, si D(x1,...,x,) = 0, alors les lignes R; de la matrice [Ty q(z;x;)] sont
liées. Supposons que les 1, ..., x,, sont linéairement indépendants sur Q. Soient aq, ..., a, €
Q non tous nuls tels que a1 Ry +---+a, R, = 0. Soit x = ajx1+---+a,x,. Nécessairement,
x # 0. De plus, en regardant les coordonnées de chaque ligne, on obtient : Trg q(zx;) =
0, pour chaque j. Comme x # 0, et les x1,...,x, sont linéairement indépendant, ils
forment donc une base de K sur Q, et de méme pour les zxq, ..., xx,. Mais alors, Vy €

Trgg(y) = 0, ce qui est une contradiction car Trg (1) = n.
O

Définition 1.58. Soient K un corps de nombres, x un élément d’une cloture algébrique de
K de degré n sur K et de polynome minimal F' (X).
Le discriminant du polynoéme F' noté D (F') est le discriminant de la base {1, Zz,..., x”_l}.
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Proposition 1.59. Soient L/ K une extension de corps de nombres, o un élément de L de

degré n sur K et de polynome minimal P, alors

n(n—1)

D(lLa,...,a" ) =(=1) = Ny (P (), (1.3.3)

ou P désigne le polynome dérivé de P.

Démonstration. Notons aq, . . ., a, les racines de P dans C, ce sont exactement les conjugués

de «, alor
D (1, Q... ,oz"_l) = det (ai (ozj))z,

ou les 0, 1 < i < n, sont les n plongement de K («) dans C. Plus précisément, on a

D(l,oz,...,oz”_l):det<ozg>2: H (ozi—ozj)Z

1<i<j<n

otl le terme de droite représente le déterminant de la matrice de Van der Monde. D’autre
part, on a

det (02- (&j)) = (—1)"(%1)/2 H P' (o) = (—1)n(nfl)/2 Ni(a)/x (P (@)

Exemple 1.60. Examinons les exemples suivants

1. Considérons le polynome P = X2+aX +b € K [X], ot K est un corps de nombres.
On suppose que P n’admettant pas de racine multiple et soita une des racines dans

C. On pose L = K («), c’est une extension de degré 2 sur K.

Le discriminant de P est

DP _ (_1)2(271)/2 NL/K (P/(Oé))
= _NL/K (204 -+ CL)
=—(2a+a)(20(a)+a)
= — (4040 (@) +2a(a+o(a))+ a2) .
oll ¢ est I'unique plongement non trivial de L dans C.

34



1.3. Arithmétique dans les corps de nombres

Sachant que
P=X?’+aX+b=(X—a)(X —0(a))

alors on aura
a+o(a)=—aetac(a) =10
ce qui entraine la valeur suivante du discriminant du polynoéme P

Dp = — (4b—a*) = a® — 4b,

une formule bien connue!

2. Soit K un corps de nombres, P = X3 + pX + ¢ € K [X] un polynéme irréductible
sur K, et soit L = K (a), ot v est une racine de P dans C, alors le discriminant de
P est

Dp = =Nk (P'(a))
avec P’ (o) = 3a? + p et tel que o® + pa + ¢ = 0.
On sait que Nz i (P'(«)) est le déterminant de la matrice de I’endomorphisme m pr(q)
, multiplication par P’ («), de L dans la base {1, a, oa2} du K-espace vectoriel L.

On a alors
mpia) (1) = p+ 3a?, Mpi(q) (@) = —3q — 2pa et mpi(y) (OéQ) = 3a — 2pa’”

ce qui permet d’avoir la matrice M de 'endomorphisme mp:(q)

p —3qg 0
M=10 —2p —3q
3 0 —2p

dont le déterminant est 4p® + 27¢2, ce qui entraine que

Dp = — (4p* +27¢%) .

Définition 1.61. Un nombre algébrique est dit entier algébrique s’il est racine d’un polynome
unitaire a coefficients entiers. On note O, I'’ensemble des entiers algébriques.

L’anneau des entiers d’un corps de nombre K est O N K. On le note Ok.
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Dans le cas des extensions de corps on a :

Théoréme 1.62. Soit K un corps de nombres de degré n sur Q et Ok "anneau des entiers

de K. Alors le Z-module Oy est libre de rang n.

Démonstration. (Cf [30, théoréme 210])

Proposition 1.63. L’anncau des entiers de Q est Z

Démonstration. Montrons que O@ =7 .
Il est évident que Og contient Z. Soit a dans Og, et écrivons a = /m, avec n et m > 0
des entiers premiers entre eux. Prenons f dans Z [X] unitaire tel que f (a) = 0. Posons

alors :
1
f=2"+a_12"" +---+ap.
cela donne :
n"+a,_n" " tmA4 -4 aem” = 0.

Supposons qu’un nombre premier p divise m, alors p divise a,_in""'m + -+ + agm”, ce
qui sera le cas pour n"et donc de n. ce qui est absurde, puisque n et m sont premiers

entre eux. Il en résulte que m = £1 . ce qui entraine que a est dans Z.
O

Nous allons montrer dans la suite que Oj est en fait un sous-anneau de k, contenant
7.

Proposition 1.64. Soit K un corps de nombres, alors pour tout élément v de Ok on a

Ni g (o) et Trgjq (o) sont dans Z .
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Démonstration. Soit P, le polynome minimal de «;, alors pour tout morphisme de conjugaison
o, P,(c(a)) =0 (P,(a)) = P, (o) = 0. Ainsi, o () est un entier de K.
Etant produit et somme d’entiers de K, Ny (a) et Trg g () sont des entiers et

qu’ils sont dans @, ce qui montrent qu’ils sont dans Z

]
Définition 1.65. Soient K un corps de nombres de degré n sur Q et o, ..., «a, des entiers
de K.
On dit que (o, ..., ay,) est une base intégrale si O = Zag @ ... @ Za,,. Autrement
dit, (av, ..., ay,) est une base de Ok comme Z-module.

Théoréme 1.66. Soit K = Q (\/Zl) un corps quadratique, avec d un entier rationnel sans

facteur carré. Alors :

[\/c_i} sid=2,3 (mod 4)
[H\/ﬂ sid=1 (mod4)

Démonstration. Un élément o = a + bv/d € Q (\/3) est entier algébrique si, et seulement
si il est racine d’'une équation a coefficients dans Z.
Ainsi, o est racine de X? — 2aX + (a2 — bzd) € Z|[X], ce qui entraine que la trce et

la norme de « sont dans Z. On en tire que

20 € Z (1)
et
a?—-bvdeZ (2)

La propriété (2) entraine :
4 (a* — db?) = (2a)” — d (2b)* € 4Z C Z,

ce qu montre que d (262) € 7, et comme d est sans facteur carré, alors 2b € 7Z.

Posons alors @’ = 2a et b’ = 2b, alors a’®> — db? € 4Z.
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Sid=1 (mod 4), alors a’?> = b? (mod 4) ce qui veut dire que a’ et ¥’ sont de méme
parité.

Si d = 2,3 (mod 4), sachant que db> = 0,2 ou 3 (mod 4) et que a? = Ooul
(mod 4), alors @ = 0 (mod 4) et db* = 0 (mod 4) ce qui entraine que a”? = V/? = 0
(mod 4) et donc o', b’ € 2Z.

En résumé,

— Sid=1 (mod 4), alors a = 1(a’ + V'/d) avec a’ et b de méme parite,

— Sid=2,3 (mod 4), alors « = a +bVd € Z [\/c_i}

Proposition 1.67. Si (21, ...,%,) €t (y1,...,Yyn) sont deux bases intégrales de Ok alors

D(l’l’...,l'n):D<y1>--'7yn)

Démonstration. On note par (a;;) et ' (a;;) les matrices de passage de la base (z1,...,x,) ala
base (y1,...,yn) et delabase (y1,...,y,) alabase (x1,...,z,), alors (d’aprés proposition
1.56)

2

D (y1,...,yn) = det(aij) D (x1,...,2,),

avecc det(a;;) € Z, ce qui donne
det ((aij) t (aij))z :det (taij)z d@t (aij)Q =1

puisque det (taz-j)2 € Z* est inversible, en d’autres termes det (taij)2 = det (a;;)> = 1 ou

—1, ce qui montre det (‘a;;)” = det (a;)* =1, d’on

D(l’l,...,xn):D<y1>--'7yn)

Définition 1.68. Soient K un corps de nombres d’anneau d’entiers O, le discriminant

d’une base intégrale de Ok est appelé discriminant du corps K, qu’on notera dg.
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1.3. Arithmétique dans les corps de nombres

Exemple 1.69. Déterminons le discriminant du corps de nombres K dans chacun de cas
suivant
1. Soit m € Z un entier sans facteur carré, on pose K = Q (y/m).
D’apres le (Théoréme 1.66) , alors O = Z [0] o 0 est donné par

9{ vm sim=23 (mod4)

H;/m sim=1 (mod 4)

Ainsi, le discriminant Dy du corps K est

{ disc (1,4/m) sim=2,3 (mod 4)
Dg =

disc (1, Hﬁ) sim=1 (mod 4)

ce qui donne
{ dm sim=2,3 (mod 4)
Dy =

m sim=1 (mod4)
2. Soit K = Q ({75), une base intégrale de I’'anneau Oy des entiers de K est {1, V/2, W}

Sachant que le discriminant de la base {1, V2,v/22 } est celui du polynéme minimal,
X3 — 2, du générateur a = /2 de K sur Q, alors

disc (1, V2, \/?) — 3% 22— _108
Ainsi, le discriminant Dg du corps K est

Dy = disc (1, NG \/?) — 108

Proposition 1.70. Si [K : Q] = n et les nombres aq, ..., a, de Ok sont linéairement indé-

pendant sur Q, alors

D(ay, ...a,) = m?dj

o m est lindice dans Ok du Z-module M engendré par les a;.
Démonstration. (Cf . [30, proposition 213])
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1. ARITHMETIQUE DANS LES CORPS DE NOMBRES

1.4 Ramification Dans un corps de nombres

Dans cette partie, K et L seront des corps de nombres, avec K C L . De plus Ok et
O, désigneront les anneaux des entiers de K et L. Le terme idéal premier désignera un

idéal premier non nul.

Théoréme 1.71. [25, Théoréme 19] Soit p un idéal premier de O et B un idéal premier
de Oy, alors on a les équivalences suivantes :

V| pOLr < POpO, < POpePNOk=p=PNK=p

Définition 1.72. Quand les conditions équivalentes du théoréeme sont remplies, on dit que
B est au-dessus de p

Remarque 1.73. Les idéaux premiers au-dessus de p sont les diviseurs de pOrp.

Théoréme 1.74. Tout idéal premier B de Oy est au-dessus d’un unique idéal premier p de
Ok . Tout idéal premier p est en-dessous d’au moins un idéal premier B de O

Démonstration. Montrons que B N Ok est un idéal premier non nul. Il est non nul car il
contient la norme de chacun des éléments de B. De plus, il est premier, car si a et b sont
dans Ok et ab € PN Ok, alors a € PN Ok, ou b € PN Og. Enfin il ne contient pas 1,
et est donc différent de Ok.

Pour la seconde partie, les idéaux premiers au-dessus de p sont les diviseurs de POy.
Montrons que pOr # Or, et a donc au moins un diviseur. De maniére équivalente, nous
devons montrer que 1 & pOp. D’apres|25, lemme 2 du théoréme 15| , 3y € K — Ok tel
que vp C Og. Ainsi 9O, C OO = Op. Si 1 € pOyp, alors v € Oy, et est donc un

entier algébrique, ce qui contredit le choix de 7.
O

Soit p un idéal premier de Q. comme L’ensemble des idéaux premiers P de Op
qui contiennent pOy, est fini il existe donc une décomposition, unique a 'ordre prés des

facteurs,

g
pOL =] [ B3y
1=1

ot g > 1 est un entier Py, ...,B, sont des idéaux premiers de Op, , distincts deux a

deux.
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1.4. Ramification Dans un corps de nombres

Définition 1.75. On appelle indice de ramification de B sur p, la puissance exacte ¢ de

B qui divise pOp, noté e(*P | p).

Proposition 1.76. Soit B un idéal premier au-dessus de p, alors O /P et Ok /p sont des

corps finis, et Ok /p s’injecte canoniquement dans Or/B. On appelle degré résiduel de
B et on note f(B | p) Uentier [On/B : Ok /p,].

Démonstration. P et P sont maximaux, donc Ok /p et Op /P sont des corps. Ils sont finis,
|25, preuve de théoréme 14]. On a donc le diagramme suivant :
Ok —— 0O
o
OL/B

Le noyau de mo i est O NP = p, d’apres le théoréme 1.74 . Il se factorise donc en :

Ox - 0O
] Lo
Ok /p — OL/PB

Or 7' est un morphisme d’anneaux entre corps et est donc injective.

Proposition 1.77. Si on a trois corps de nombres K C L C M, d’anneauz d’entiers res-

pectifs O C Op C Oy, et des idéaux premiers p C q C ¢, alors :

e(v|p)=e(cla)e(alp) et f(c|p)=f(cla)falp)

Démonstration. On a
pOL = q“WPgy gy
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1. ARITHMETIQUE DANS LES CORPS DE NOMBRES

De méme :

qOy = vy v,

donc
POy = (q@M)e(qlp)(q2@M)_._(qk@M) _ te(qlp)e(th)tfm.._t;mk’

avec t; j au-dessus de q;, et donc différents de v. D’ou la premiere égalité par unicité de
la décomposition. La deuxiéme vient du diagramme suivant et de la formule de multipli-
cativité des degrés

Ok — O — Oy

1 ! 1
OK/]J — OL/C[ — OM/'C

Théoréme 1.78. Soit n = [L : K] et soient P, ..., B, les idéauz premiers de Or, au-dessus
d’un idéal premier p de O . Soient e1,...,e4 et f1,..., fg leurs degrés de ramification et

résiduel respectifs. Alors :
g

Zeifi =n

1=1

Nous allons démontrer ce théoréme en méme temps que le suivant. Pour un idéal i de

Ok, on rappelle que |Of /i| est fini et se note ||i]] .

Théoréme 1.79. Soit n = [L : K|. Alors :

1. Pour les idéaux i etj de Ok, on a :

A1 = 1]

2. Soit i un idéal de O, alors :iOp = ||i||"

Démonstration. Nous allons montrer 1 dans le cas ou i et j sont premiers entre eux, puis que

Ip™ |l = ||p||"™ pour tout idéal premier p. Ce qui impliquera que

my

= [pal|™ ... |

o
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1.4. Ramification Dans un corps de nombres

En factorisant i et j en idéaux premiers et en appliquant la formule ci-dessus.

Supposons que i et j sont premiers entre eux. Alors d’aprés [25, théoréme 17]
i+j=0getinNj=1ij
. D’aprés le théoréme des restes chinois, on a donc un isomorphisme :
Ok /ij — Ok /i x Ok/j.
On a donc

151 = W31

Soit p un idéal premier de Og. On a une chaine d’idéaux :
O DpD---Dp™.

Il suffit donc de montrer que ||p|| = ‘pk/pk“‘, pour tout k, ot les p* sont considérés
comme des groupes additifs. Soit o € p* \ pF*L.

On a un isomorphisme clair :
Ok /p — aOk/ap

Or on a l'inclusion aOgx C p*, ce qui induit :

k+1

aOx — p*/p

Le noyau de ce morphisme est (aOx) N p*TL, et Vimage ((aOf) + p*tt)/phtt.

p* est Pexacte puissance de p qui divise aOg, d’'ott (aOg) + p*t = p*, car clest le
plus grand commun diviseur. (O ) +p*! = ap car c’est le plus petit commun multiple
de aOg = pFqy - - - g, et pF.

O

Nous allons ensuite démontrer un cas particulier du théoréme 1.78; dans le cas ou

K = Q et p = pZ, pour un nombre premier p.

Démonstration. On a : .
_ €
pOL —H B

=1

Donc :
T

=TT "

1=1

IOz =11 I
i=1
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1. ARITHMETIQUE DANS LES CORPS DE NOMBRES

On sait de plus que : pOr, = p", ce qui établit le résultat.

Pour démontrer le 2 du théoréeme 1.79, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 1.80. Soient a et b deux idéaur non nuls d’un anneau de Dedekind R, tels que

bCaeta#R. Alors il existe un v € K, l'anneau des fractions de R, tel que vb C R
et vb < a.

Démonstration. Par [25, théoreme 15|, il existe un idéal non nul ¢ tel que bc = («). Alors
bc Z aa, soit B € ¢ tel que b € aa.
Alors v = 8/« convient,.

Nous pouvons démontrer le 2 du théoréme 1.79

Démonstration. 11 suffit de le démontrer pour p idéal premier, et d’appliquer le 1, et le
théoréme de décomposition en idéaux premiers. Remarquons que Or/pOp, est un espace
vectoriel sur le corps O /p, car ¢’est un anneau qui contient O /p. Il faut démontrer que
sa dimension est n. Elle est au plus n : en effet, si aq, ..., a,11 € O, ils sont linéairement

dépendants sur K, et donc sur Og.

Donc il existe i, ..., Bnr1 € Ok non tous nuls tels que %1 Bia; = 0. 1l faut réduire
I’équation modulo p. Mais si tous les [3; sont dans p, alors ZiTlfaut appliquer le lemme &
a=p, et b =(01,...,Bns1), et on obtient alors le résultat.

Il faut montrer qu’'on a bien 1'égalité. Soit p N Z = pZ, et considérons les idéaux
premiers p; de Ok au-dessus de p.

Soit n; = Dime, sp,(Or/piOL) < n.

Nous allons montrer 'égalité pour tout i. Soit e; = e(p;|p) et f; = f(p;|p). Alors
Yoeifi = [K : Q] = m, d’aprés le cas particulier du théoreme 1.78. On a pOx = [[p7",

i

donc pOrp = [[(p;Or)¢, d’aprés le 1, on a

"= H pi

]

ni€; _ H(pfi)niei _ pmn.

i

POl = 1] lIriOr
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1.5. Ramification dans un extension normale

Donc mn = e; fn;. Comme pour tout ¢, n; < n, et > e;f; = m, on a ’égalité pour tout 1.
i

O

Démonstration. (cas général du théoréme 1.78)

On a
pOL = [ [ B
d’ou :
IOl = T LIl = T [ IpOLll ™ = [IplI"

D’aprés le théoreme 1.79 1 et 2; et la définition des f;. D’ou le résultat..

O

Définition 1.81. Suivant les notations ci-dessus :

— On dit que PB; est ramifié au dessus de p si l'indice de ramification e(B; | p) est
> 2.

— On dit que p est ramifié dans L si I'un des *B; est ramifié.

— On dit que p est totalement ramifie si e(P | p) = n. (et doncg=1et fF(P |p) =1).

— On dit que p est totalement décomposé dans K si g =n et doncon ae; = f; =1,
1< <n.

— On dit que p est inerte si g = e; = 1 (c-a-d. pOy, est premier).

1.5 Ramification dans un extension normale

Dans cette partie , L/ K est une extension normale des corps des nombres . G sera le
groupe de Galois Gal(L/K); son ordre est n = [L : K|. On fixe p un idéal premier de

Oy . alors on a :

Théoréme 1.82. Soit L une extension normale de K, Yy et Vo, deux idéauxr premiers

au-dessus de p, idéal premier de Ok . Alors il existe 0 € Gal(L/K) tel que o(B1) = Po.
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1. ARITHMETIQUE DANS LES CORPS DE NOMBRES

Démonstration. Supposons que o(P1) # Py pour tout ¢ € Gal(L/K) . Alors, d’aprés le

théoréme des restes chinois, on a une solution du systéme de congruences :

r=0 mod Py
r=1 mod o(*PB;) pour tout o € Gal(L/K)

Soit a € Op, une telle solution, nous avons Ny k(o) € Ok (B2 = p. D'un autre coté,
ona o & o(Py), ainsi 0~ (a) € Pi. CommeN, k(a) est le produit des o~ (a), et aucun

n’est dans l'idéal premier Py, alors Nk (a) € P, ce qui est une contradiction.
]

Corollaire 1.83. St L est normale sur K, et *B1, Po sont deux idéaux premiers au-dessus

de p, idéal premier de Ok ; alors e(P1 | p) = e(Pa | p) = e et f(Pilp) = fF(Balp) = f.

De plus, si g est le nombre d’idéaux premier distincts de O, au-dessus de p, alors

gef =[L: K].

Théoréme 1.84. Soit p un nombre premier de Z, on suppose que p est ramifié dans un
anneau d’entiers Ok, alors p|d.

Démonstration. Soit p un idéal premier de O tel que e(p|p) > 1. pOx = pi, ou i est un idéal
divisible par tous les idéaux premiers au-dessus de p. Soient o4, ..., 0, les plongements
de K dans C, étendus en automorphismes de L, une cloture normale de de K . Soit
{ag, ..., a, } une base intégrale de Og. Soit « € i\ pOg # 0 que l'on écrit o = > m;ay;,
avec m; € Z. Comme a & pQOy, alors il y a au moins un des m; qui n’est pas divisible par
p. On peut supposer que p { my. Soit dg = D(aq, ..., ay,) ; alors il est facile de voir que
D(a, ag, ..., o) = midg. 1l suffit donc de montrer que p | D(a, s, ..., o). Comme « est
dans tous les idéaux premiers de Ok au-dessus de p, il est dans tous les idéaux premiers
de Or au-dessus de p. Soit P un idéal premier de O au-dessus de p. Alors o1 (B)est
aussi un idéal premier au-dessus de p, et donc o(«) € B, pour tout o. Donc B contient
D(a, g, ..., ar,). Comme le déterminant est dans Z, il est donc dans Z NP = pZ..

]
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1.5. Ramification dans un extension normale

Corollaire 1.85. Il n'y a qu’un nombre fini de nombres premiers ramifiés dans Q.

Corollaire 1.86. 1] n’y a qu’un nombre fini d’idéaur premiers de Ok qui se ramifient dans

Or.

Démonstration. S1 P est un idéal premier qui se ramifie dans Oy, alors Z Np = pZ donc p
est un nombre premier qui se ramifie dans Oy, or ils sont en nombre fini, et il n’y a qu'un

nombre fini d’idéaux premiers dans O au-dessus de chacun d’eux.
[

Définition 1.87. On définit deux sous-groupes de G importants pour la suite :
Le groupe de décomposition D = D(B | p) = {0 € G, 0P =B}
Le groupe d’inertie I = I(P | p) = {0 € G,0(a) = a mod B, Va € Or}.

Il est clair que D et I sont des sous-groupes de G, et que I C D. (La condition o} = B
peut étre exprimée comme o(«) = 0(modP) < a = 0(mod®P); évidemment la condition

pour [ implique ceci.)

Proposition 1.88. Soit 0 € D, nous avons alors le diagramme commutatif suivant :

o, - 0
Tl o
Or/PB — OL/%B

avec & € Gal(Or/B/Ok/p) = G.
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1. ARITHMETIQUE DANS LES CORPS DE NOMBRES

Démonstration. o o est un morphisme d’anneau de noyau o~ () = B, donc il se factorise
en un morphisme ¢ de O /B dans lui-méme. Ce sont des corps car B est premier donc
maximal, donc le morphisme est injectif, et comme ils sont finis [25, preuve de théoréme

14|, ¢’est un automorphisme.
O]

De plus o fixe point par point Ok, et B[ Ok = p, donc 7 fixe Ok /p point par point

donc par définition de I , on a

Corollaire 1.89. On a un morphisme de groupe :
D— G
o—>0

Son noyau est I et donc :
-1 D
~Im(¥) ~ D/I.

Si H est un sous-groupe de G, nous noterons L le sous-corps de L des invariant par
H.Si X est une partie de L , alors X7sera X N L# | donc OHsera I'anneau des entiers de
LH et PH | unique idéal premier de O en dessous de . De plus P est au-dessus
de p, et donc OF /B est un corps intermédiaire entre Op /B et Ok /p.

Théoréme 1.90. nous avons alors le diagramme commutatif suivant :

degré L ‘B Indices de ramification Degréd inertie

e | | e 1
LI 51;]

fo 0 1 f
LD ;BD

g | | 1 1
K p

LP s’appelle le corps de décomposition, et L', le corps d’inertie.
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1.5. Ramification dans un extension normale

Démonstration. Commencons par montrer que [L? : K] = g. D’aprés la théorie de Galois,
on sait que [L” : K| =[G : D]. Or chaque classe & droite D envoie B sur %53, et il est
clair que 0D = 7D < o P = 7. Nous avons donc une bijection entre les classes a droite
de D et les 0*B. D’aprés le théoreme 1.82, cela inclut tout ceux de la décomposition de
pOp, et il ne peux y avoir que ceux-la. Comme il y en a g, on a bien le résultat. Montrons
que e(BY | p) = F(BP | p) = 1. Comme L est une extension normale de L, et que
son groupe de Galois est D, B est le seul idéal premier de Of au-dessus de PP, car ils
sont necessairement permutés de maniére transitive par D. D’apres le théoréme 1.78 :
(L 2 LP] = e(BIPP)F(B | BP). Le nombre de gauche est ef, car on a déja vu que
[LP : K] = g et gef = n. D’aprés la multiplicativité de e et f (cf proposition 1.77), donc
on a bien le résultat souhaité.

Montrons que f(B | B) = 1, ce qui équivaut & montrer que O, /B = OL /P!, 1l suffit
donc de montrer que Gal((Or/R)/(OL/B)) est trivial. Soit § € Or /P, il faut montrer
que 6 € O1 /B!

Nous allons montrer pour cela que le polynoéme (X —6)™ est a coeflicients dans (’)i /B
pour un certain m > 0. Dans ce cas le groupe de Galois envoie 6 sur un de ses conjugués
qui ne pourra étre que #, et on aura le résultat souhaité. Soit o« € O, correspondant a

6 € O /B, par la projection canonique. Alors

P(X) = [[(X = a(a))
oel
est a coefficients dans OF ; en réduisant modulo 93, on trouve P € (O /B)[X], qui a ses
coefficients dans OL /B!, Mais tous les o(a) se réduisent en 6, par définition de I. Donc
P(X) = (X -0l

Ainsi, VO € O/, Vo € Gal((Or/B)/(OL/B)), 0(8) = 0 c-a-d. o = id, ce qui
prouve (3 | %) = 1.

Avec f(BP | p) =1, ona f(PL | PP) = f(B | p) = f. Donc, d’aprés le théoréme 1.78,
(L. LP] > f. Mais nous avons vu que I < D, et que D/I se plonge dans G, de cardinal
f. Donc LP C L! est normale, de groupe de Galois D/I, et donc [L! : LP] = |D/I| < f,
donc on a I’égalité. Donc on en déduit que e(PB! | PP) = 1. Finalement, on en déduit

facilement que [L : L] = e, et que e(P | P!) = e.
U
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1. ARITHMETIQUE DANS LES CORPS DE NOMBRES

Corollaire 1.91. D /I est cyclique d’ordre f.

Démonstration. On a déja vu que D/I se plonge dans G qui est cyclique d’ordre f. De plus,
les deux groupes ont méme cardinal f car |D/I| = [L! : LP], d’ott le résultat..

O

Soit K’, un corps intermédiaire entre K et L . Il existe H un sous-groupe de G tel que

K' = L. L’anneau des entiers de K’ est O . Soit p’ = P N Ok, I'unique idéal premier

de Ok en dessous de B, alors p’ est au-dessus de p. L est une extension normale de K,

et on a :

DB |p)=DNHet [(P|p)=INH

On en déduit, de par la théorie de Galois, que LP K’ et L' K’ sont les corps de décompo-

sition et d’inertie pour 3 sur p’. De plus, on a les caractérisations :

Théoréme 1.92. Avec les notations ci-dessus

LP est le plus grand corps intermédiaire K' tel que e(p’ | p) = f(p' | p) =1

LP est le plus petit corps intermédiaire K' tel que B est le seul idéal premier de Oy,
au-dessus de p’.

LY est le plus grand corps intermédiaire K' tel que e(p’|p) = 1 et f(p'|p) =
fBIp) =1

LT est le plus petit corps intermédiaire K' tel que ' est totalement ramifié dans L

(c-i-d. (B | p') = [L: K7).

Démonstration. (Cf [25, théoréme 29] )
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Chapitre 2

Corps de nombres p—adiques

2.1 Définitions et notations

Définition 2.1. Soit K un corps. Une valeur absolue sur K est une application z — ||
de K dans R vérifiant les trois propriétés suivantes :

i) |z|=0<2=0Vzr € K;

(i) [zy| = |2| |ly| Vo, y € K

(iil) |z +y| < |z| + |y| Vo, y € K.

Une valeur absolue sur K est dite non archimédienne, si elle vérifie la condition

(i) o+ y] < max(|z], y))Va, y € K

sinon, on dira que la valeur absolue est archimédienne.

Si K est un corps muni d’une valeur absolue ||, et z, y sont deux éléments de K, on
pose d(z,y) = |x — y|. Les propriétés (i) et (iii) de la valeur absolue assurent que d est

une distance sur K et donc définit une topologie sur K.

Lemme 2.2. Si || est non archimédienne et |x| # |y|, alors |x + y| = mas(|x|,|y|) Vx,y €
K.

Démonstration. — Quitte & permuter z et y, on peut supposer |z| > |y|. On a alors
[z 4 y| < z] = |(z +y) —yl < max(|z+yl,[y])

et comme |y| < |z|, on en déduit I'égalité max(|z + y|, |y|) = |x + y|, ce qui permet de

conclure.
]
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2. CORPS DE NOMBRES p—ADIQUES

Définition 2.3. Si K est un corps, une valuation v sur K est une application z — v(z)
de K dans R U +oo vérifiant les trois conditions suivantes :

(i) v(z) = 400 & x = 0.

(ii) v(zy) = v(x) + v(y) Vo,y € K

(iii) v(z +y) > min(v(x), v(y))Vr,y € K .

Remarque 2.4. (1) Si K est un corps muni d’une valeur absolue non archimédienne || et si
A <0, alors v : K — R" U +00 défini par v(z) = Alog|z| est une valuation sur K.
(ii) Réciproquement, si v est une valuation sur K et 0 < a < 1, alors |z| = a”(®) est
une valeur absolue non archimédienne sur K.
(iii) II résulte du lemme 2.2 que 'on a v(z + y) = min(v(x), v(y)), si v(z) # v(y).
On dit que la valuation est discréte si v(K™*) est un sous-groupe discret de R (il est
alors de la forme aZ) . Pour ce type de valuation, il existe donc m € K tel que v(m) soit

un générateur de v(K*). Un tel élément 7 est appelé une uniformisante de v

Tout nombre o € Q s’écrit
K

b

ol a et b sont premiers entre eux, p un nombre premier et k£ € Z.

a=7p

Définition 2.5. On appelle valuation p-adique de o € Q, I'entier k noté v, (a).
Le nombre p~* est appelé valeur absolue p-adique de « et est noté |a b

On écrit alors

vp (@) =k et |af, = p "

De cette définition on obtient que
vp (0) = +o0 et [0[, = 0.
Ce qui induit les applications suivantes
vp 1 Q—ZU{+oo} et ||, : Q — R,
vérifiant

vp (ab) = vp (@) + vy (b) et |ab], = [al,.|b],

vp (@ +b) > min {v, (a),v, (b)} et [a+ b, < max {|a\p : |b\p}
vp(a) =+oo s a=0c¢t |af,=0&a=0
La valeur absolue p-adique |.| , Induit une métrique p-adique noté d, définie par
dy (a,b) =la—0bl,.
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2.1. Deéfinitions et notations

Théoréme 2.6. (Ostrowski). — Une valeur absolue non triviale sur Q est équivalente a

la valeur absolue usuelle || ou a la valeur absolue p-adique pour un nombre premier p.

Démonstration. (Cf[15, théoréme 314])

O
Lemme 2.7. (formule du produit)
Soit a € Q, alors
[lal,=1
v
ot v € {+00,2,3,5,...} et ou |a|, représente la valeur absolu || réelle.
Démonstration. 11 suffit de montrer la propriété pour « entier positif.
Soit donc a de la forme
« :ptll....pgg
alors
1 sl v # p;
laf, = ph sl v =p;
pﬁl Py sl v =400
On en déduit que
g
ITlal, =]l IT lel,- TI ol
v 1=1 v=-+00 v 7& 400,
v 7& Di, Vi
= (pl_tl. . .p;tg) : (ptf. . .pgg) d=1.
O

Les nombres premiers, y compris celui & I'infini, sont appelés places de Q.
L’ensemble des places de Q noté Mg est

Mg ={+0,2,3,5,...}.

Définition 2.8. Soit K un corps et soit |[une valeur absolue sur K.

(1) Une suite d’éléments wu,, € K est appelée une suite de Cauchy si pour tout € > 0
on peut trouver une borne M telle que 'on ait |u, — up4p| < €V,n > M et pe N .

(ii) Le corps K est dit complet par rapport a || si toute suite de Cauchy d’éléments de

K a une limite dans K.
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2. CORPS DE NOMBRES p—ADIQUES

(iii) Un sous-ensemble S C K est dit dense en K si chaque boule ouverte autour de
chaque élément de K contient un élément de S ; en symboles, si pour tout x € K et tout

e >0ona

B(z,e) NS # 0.

Soit K un corps et soit ||une valeur absolue sur K, on note {2 'ensemble des suites de
Cauchy a valeurs dans K.

Soit J C {2 '’ensemble des suites tendant vers 0, i.e

2

n—-+00

= {(Un) € (2; tels que lim wu, = 0}

Lemme 2.9. (i) Si (ap)nen € 2, alors la suite de terme général |a,| converge dans Ry.
(11) Si on suppose de plus que || est non archimédienne et que (an)nen € J , alors la
suite de terme général |a,| est constante a partir d’un certain rang.
(111) Si (an)nen et (bp)nen sont deux éléments de (2 différant par un élément de J,
alors

lim |a,| = lim |b,].
n—-+00 n——+00

Démonstration. L'inégalité triangulaire implique que 'on a ||an1p| — |an|| < |ansp — an
quels que soient n et p et donc que la suite de terme général |a,| est de Cauchy. On
en déduit le (i).

D’autre part, si (a,)neny € 2—T il existe § > 0 tel que on ait |a,| > ¢ pour une infinité
de n et la limite de la suite |a,| est donc supérieure ou égale & 9. 1l existe donc N € N
tel que si n > N, alors |a,| > %5 et |anyp — an| < g quel que soit p € N. Ceci implique
|antp — an| < |an| et donc, comme || est supposée non archimédienne, |an,| = |a,| quel
que soit p € N; d’ou le (ii).

On a ||a,| — |bn|| < |a, — by| et Phypothése implique que cette derniére suite tend vers
0 d'ott le (iii).

0

Lemme 2.10. {2 est un anneau et J est un idéal mazimal de (2.
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2.1. Deéfinitions et notations

Démonstration. Le fait que 2 est un anneau et J un idéal est immédiat. L’élément unité de
(2 est la suite constante 1 dont tous les termes sont égaux a 1.

Sia = (an)nen € 2 — 7T, d’apres ce qui précede, il existe 6 > 0 et N € N tels que l'on
ait |a,| > d si n > N. La suite b = (b,)nen définie par b, = 0sin < N et b, = a, " si

n > N est de Cauchy et ab — 1 est élément de J, ce qui montre que a est inversible dans

2/3 et permet de conclure au fait que J est maximal.
O

Il résulte du lemme précédent que K = 2/3 est un corps et du lemme 2.9, que || s’étend
a K.

Proposition 2.11. || est une valeur absolue sur K et K est complet pour cette valeur absolue

et contient K comme sous-corps dense.

Démonstration. La multiplicativité de la valeur absolue et I'inégalité triangulaire (resp. ul-
tramétrique) passent a la limite.

D’autre part, |a| = 0 < lilr£1r la,| =0 < a € J et donce || est une valeur absolue sur
n—--+0oo

K qui est non archimédienne si || est non archimédienne sur K.
Maintenant, si a = (an)nen € §2, alors [a — an| > sup,>q @,y — ay,| tend vers 0 quand

n tend vers +oo puisque la suite (a,)nen est de Cauchy. On a donc a = hrﬂ a,, dans
n—-+0o0

K et donc que K est dense dans K.

Finalement, si (a,)nen est une suite de Cauchy dans K, comme K est dense dans K,
on peut trouver pour chaque n un élément b, de K tel que 'on ait |a, — b,| < 27" et la
suite b, est de Cauchy dans K donc converge dans K vers une limite qui est aussi celle

de la suite (a,)nen; ce qui prouve que K est complet.
]

~

Définition 2.12. Le corps K (muni de la valeur absolue ||) s’appelle le complété de K pour

la valeur absolue ||.

Exemple 2.13. (i) R est le complété de Q pour la valeur absolue || .
(ii) C est le complété de Q(7) pour la valeur absolue |a + ib| = va? + b2.
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2. CORPS DE NOMBRES p—ADIQUES

(iii) De maniére générale, si K est un corps complet pour une valeur absolue ||, et L est

un sous-corps dense de K, alors K est le complété de L pour la valeur absolue induite..

Définition 2.14. On note Q,, corps des nombres p—adiques, le complété de Q pour la valeur

absolue || .

Proposition 2.15. 51 K est un corps muni d’une valuation v, alors O = {x € K | v(x) > 0}

est un anneau local d’idéal mazximal myx = {x € K | v(x) > 0}.

Démonstration. Le fait que O soit un anneau et mg un idéal est une conséquence immédiate
des propriétés d'une valuation. D’autre part, si x est un élément de Ok n’appartenant
pas & mg, alors v(z) = 0 et donc 271 est un élément de K de valuation 0 donc appartient
a Ok, ce qui prouve que Og — mg n’est autre que le groupe des unités Oy de Ok, et

permet de conclure.
O

Définition 2.16. L’anneau O s’appelle 'anneau des entiers de K associé a v et le corps

kx = Ok /my est le corps résiduel de K.

Définition 2.17. Soit K un corps et || une valeur absolue non archimédienne sur K.

Le sous-anneau
O={zreK: |jz|<1}CK
est appelé Panneau de valuation de ||.
L’idéal
PL={zeK:|z|<1}CO
est appelé I'idéal de valuation de ||.

Le quotient
k=0/B

est appelé le corps résiduel de ||.

Exemple 2.18. Soit K = Q et soit || = ||, la valeur absolue p—adique. Alors :

i) 'anneau de valuation associé est O = Z,) = {a/b € Q: p{b};
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2.2. Extensions finies de Q,

i) I'idéal de valuation est B = pZ,) = {a/b € Q: p{bet pla};

iii) le corps résiduel est k =F), .

Définition 2.19. L’anneau des entiers p—adiques est I’anneau de valuation

zp:{xe@p;|x|pg1}:{xe@p\v@)z()}

Les unités p—adiques sont les éléments inversibles de Z,. Nous noterons ’ensemble de
tous ces éléments par Z*, .
Puisque z € Z, implique que |z, < 1 et r!

|x|;1 <1, on voit que Z*, = {:1: €Qy:zf, = 1}.

€ 7Z, ce qui implique que ‘:z:_llp =

Proposition 2.20. (Critére d’irréductibilité d’Eisenstein)

Soit f(X) = a, X"+ -+ a1 X + ap € Zy[X] un polynome vérifiant les conditions
i) lag| =1,

i) |a;] <1 pour 0 <i<mn,et

iii) |ag| = 1/p. Alors f(X) est irréductible sur Q,,.

Théoréme 2.21. Soit K/Q, une extension finie de degré n. La fonction

2| = ¢/

est une valeur absolue non archimédienne sur K qui étend la valeur absolue p—adique

sur Q.

| : K — R défini par

Nk o, (@)],

Démonstration. (Cf. [15, théoréeme 6.3.5])

2.2 Extensions finies de Q,

Définition 2.22. Soit K une extension finie de @y, et soit || la valeur absolue p—adique
sur K. Pour tout € K,z # 0, on définit la valuation p—adique v,(x) est le nombre
rationnel unique satisfaisant |z| = p=v»(®),

Nous étendons formellement la définition en posant v,(0) = +oo. Il est facile de voir

que v, est une valuation, au sens que nous avons défini :
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2. CORPS DE NOMBRES p—ADIQUES

i) vp(z +y) > minv, {(x),v,(y)}, et
ii) vy(xy) = vy(x) + v(Y).

Il est utile de remarquer que puisque nous savons exactement comment calculer la
valeur absolue p—adique d'un élément de K, nous savons aussi comment calculer v,.

Voici la formule : pour tout x € K*,

() = ~uy (N (7).

Proposition 2.23. La valuation p—adique v, est un homomorphisme du groupe multiplicatit
K vers le groupe additif Q. Son image est de la forme %Z, oll e est un diviseur de

n=[K:Qy.

Démonstration. U, est un homomorphisme est juste la propriété (ii) ci-dessus; son image est
donc un sous-groupe additif de Q. On sait déja que 'image est contenue dans %Z . On
salt aussi que I'image contient tout Z, puisque I'image de v, sur Q) le fait .

Choisissons x € K avec vy(zr) = g avec d et e premiers entre eux, de sorte que le
dénominateur e soit le plus grand possible. Maintenant, puisque d et e sont premiers
entre eux, il doit y avoir un multiple de d congru a 1 modulo e, c¢’est-a-dire que nous

pouvons trouver des entiers r et s tels que rd = 1 + se. Mais alors

d 1+se 1
r— = =—-+S
e e e

est dans l'image; puisque s € Z est dans l'image, il s’ensuit que % est dans l'image.
Puisque e a été choisi pour étre le plus grand dénominateur possible dans 'image, il

s’ensuit que I'image doit étre exactement %Z.
O

Définition 2.24. Soit K/Q, une extension finie, et soit e = e(K/Qy) l'unique entier positif
(divisant n = [K : Q,]) défini par v,(K*) = %mathbe. On appelle e l'indice de ramifi-
cation de K sur Q,. On dit que lextension K/Q, est non ramifiée si e = 1. On dit que
[extension est ramifiée si e > 1, et totalement ramifiée si e = n. Enfin, nous écrivons

[ = f(K/Qp,) =n/e et appelons cela le degré résiduel de K sur Q,.

Définition 2.25. Soit K/Q), une extension finie, et soit e = (K /Q,). On dit qu'un élément

7 € K est une uniformisante si v,(m) = <.
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2.2. Extensions finies de Q,

Ceci posé, nous pouvons décrire la structure algébrique de K.

Tout d’abord, rappelons que nous avons défini 'anneau de valuation :

O={reK:|z|<1}={re K :vyx)>0}

et son idéal maximal

m={re K:|z|<1}={re K:vylx)>0}.

et le corps résiduel est le quotient £ = O/m.

Proposition 2.26. [30, théoréme 5.11] Soient K un corps de nombres , p un idéal premier
non nul de Ok, et K, la complété de K, correspondant & p. De plus, soit L/K une
extension de degré n, B un idéal premier de Or au-dessus de p, et Ly la complété
correspondante. Enfin, soit R et S les anneaux d’entiers dans K, et Ly, respectivement.
Alors nous avons :

(i) (L 5] = e1)5c() fu i (),

(ii) le corps Ly est le composé de L et K,

(iii) L’anneau S est la fermeture intégrale de R dans Ly,

(iv) Sip et P sont les idéauz premiers de R et S, respectivement, alors B est au-dessus

de p et ery/k,(B) = ek (B), fry/x,(B) = fr/x(B).

Proposition 2.27. Soit les notations comme ci-dessus, et fivons une uniformisante ™ dans
K. Alors :
i) L’idéal m est principal, et m est un générateur de m.

@) og u € OF est une

i) Tout élément x € K peut s’écrire sous la forme x = um
unité, et vérifie donc vy(u) = 0. En particulier, K = O[%].

ii) Le corps résiduel k est une extension finie de I, dont le degré est inférieur ou égal
au degré [K : Q,).

w ) Tout élément de O est une racine d’un polynome unitaire & coefficients dans Z,.

v ) Inversement, si x € K est une racine d’un polynome unitaire o coefficients dans

Ly, alors v € O.
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2. CORPS DE NOMBRES p—ADIQUES

Démonstration. (Cf[15, Proposition 645])

Théoréme 2.28. (Lemme de HENSEL)

Soit le polynome f(X) = X4+ a; XL+ + ag € Z,[X]. On suppose qu’il existe
deuz polynomes g(X) et h(X) dans F,[X] tels que

g(X) et unitaire |

g(X) et h(X) premiers entre eux dans F,[X] .

J(X) = g(X).n(X)

Alors il eziste deux polynomes G(X) et H(X) dans Z,[X] tels que G(X) = g(X) et
H(X) = hX) vérifiant f(X) = G(X).H(X).

2.3 Ramification dans une extension de Q,

Soit p un nombre premier et £/ un corps de nombres p—adiques , clairement E est une
extension finie de Q,. On note O I'anneau des entiers de F, c’est un anneau local, de

valuation discréte d’idéal maximal 901, et on a
pOp = M°

otl e est 'indice de ramifiaction de l'extension E/Q,. Le degré résiduel f est donné par

Op
Nk

et on a [F:Q,] = ef.
De facon plus générale, si K C L deux corps de nombres p—adiques d’idéaux maxi-
maux p et P respectivement des anneaux d’entiers Ok et O avec p = O NP alors

[L: K] =ef ot eet fsont respectivement l'indice de ramification et le degré résiduel
de l'extension L/K :

=/

pOr =B et [OL : %]

P op

Définition 2.29. Soit L /K une extension de corps p—adiques.
On dit que l'extension L/K est non ramifiée si e = 1,

On dit que l'extension L/K est totalement ramifiée si e = n,
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2.3. Ramification dans une extension de Q,

On dit que 'extension L/K est sauvagement ramifiée si p divise e, sinon on dit que
I'extension est modérément ramifiée.

Les résultats suivats permettront de caractériser les différentes d’extensions ci-dessus.

Théoréme 2.30. On suppose que L = K(«), ot « est une uniformisante de L. Alors,
Vextension L/ K est totalement ramifiée si, et seulement si a est racine d’un polynéme

d’Eisenstein.

Démonstration. (Cf [8, Théoreme 1, Chap. 1, p. 23] )

Corollaire 2.31. I] existe une unique extension totalement ramifiée de degré donné.

Démonstration. le corps engendré sur K par une racine du polynéome z + 7" est totalement

ramifié sur K.
]

Les extension non ramifiées sont caractérisées par

Théoréme 2.32. Soit L/K une extension de corps locaur d’anneaur d’entiers Op O Ok
respectivement. Soit p ['unique tdéal maximal de ["anneau des entiers de K

Si L/ K est non ramifiée, alors il existe un élément a de Or avec kp = k(a@). De plus,
si g(X) est le polynome minimal de a sur K, alors L = K(a) et g(X), la réduction de
g(X) mod p de ses coefficients, est irréductible et séparable sur k.

Soit g(X) un polynéme unitaire dans Ok |[X], tel que G(X) est irréductible et séparable
sur k. Si a est une racine de g(X), alors Uextension L = K(a)/K est non ramifiée et
kp = k(a).

Démonstration. 1) Comme kj, est séparable sur k alors, il existe a € O, tel que k; = k(a)

et ol le polynome minimal G(X) de a sur k est séparable. De plus on a
L2 K] > dg(X) > d°G(X) = [ky ] = [L : K]

Par suite, G(X) = g(X), i.e.g(X) est irréductible, et L = K(a).
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2. CORPS DE NOMBRES p—ADIQUES

(2) On a
[L:K]=dg(X)=[k(a): k] <[kp: k] <[L:K]

D'une part on a [L: K] = f(L/K), i.e. e(L/K) = 1, et d’autre part on a k;, = k(a), i.e.

kr, est séparable sur k..
O

Corollaire 2.33. Si L/ F' est non ramifiée et K/Q, est finie alors, LK/F K est non ramifiée.

Démonstration. Par le théoréme 2.32, il existe a tel que L = F(a), donc LK = KF(a) ou
I'image de a dans le corps résiduel de LK est une racine simple d’un polynome (X)),
minimal pour 'image de a dans ’extension du corps résiduel de L sur celui de F'. Par le

théoréme 2.32 précédent, LK /F K est donc non ramifiée.
]

Corollaire 2.34. Si L/K et F/K sont non ramifiées, il en est de méme de LF /K.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer la propriété multiplicative des indices de ramification et

utiliser le corollaire précédent..

O
Corollaire 2.35. I| existe une unique extension non ramifiée de degré donné.
Démonstration. 11 y a exactement une extension d’un degré donné du corps fini kg.

O
Corollaire 2.36. Si L/ K est non ramifié, alors son groupe de Galois est cyclique.
Démonstration. Toute extension finie d’un corps fini est cyclique.

O

Les extensions modérément ramifiées sont caractérisées par :
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2.4. Groupe de Galois et interprétation de la localisation

Proposition 2.37. Une extension L/K de degré n € N* est totalement et modérément
ramifiée si, et seulement si, L est engendré sur K par une racine d’un binéme X™ — b,

ot b est de valeur absolue p—adique égale a 1.
Démonstration. (Cf. [30, Theorem 5.11, p. 234]).

Lemme 2.38. (Lemme d ’Abhyankar)

Soient L et M deux extensions d’un corps p—adique K telles que M /K soit modéré-
ment ramifiée. Si e(M/K) divise e(L/K), alors LM /L est non ramifiée.

Démonstration. (Cf [30, COI"OHELI‘y 4, p. 229])
O

Proposition 2.39. Soient T'/k et N/k deuz extensions finies d’un corps local k telles que
T/k soit totalement ramifiée et N/k soit non ramifiée. Alors T et N sont linéairement

disjointes sur k..

2.4 Groupe de Galois et interprétation de la localisation

Soit L /K une extension normale de corps p—adiques, de groupe de Galois G. Soit P

I'idéal premier non nul de 'anneau Oy, des entiers de L sur K.

Définition 2.40. On appelle groupe d’inertie de 3 dans L, le sous groupe G du groupe de

Galois GG donné par :
Go={o€eG,o(x)=2 modP,Vzre O}
Pour tout ¢ > 1, le sous groupe G; du groupe d’inertie donné par
G;={o€G;o(x) =z mod P Vv € O}

est appelé 1—eéme groupe de ramification.

Par la théorie de Galois, a chaque sous groupe G;, ¢ > 0, correpond un sous-corps L;

laissé fixé par G; qui est le groupe de Galois de 'extension galoisienne L/L;.
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2. CORPS DE NOMBRES p—ADIQUES

Théoréme 2.41. Sous les hypotheses ci dessous on a :

1. L’extension mazximale non ramifiée Lo/ K contenue dans L correspond a Gy. Gy
est normal dans G et est d’ordre e(L/K) et le groupe quotient G /G, est cyclique d’ordre
F(L/K) = kL : k]|

2. L’extension mazximale modérément ramifiée L1/ K contenue dans L correspond au
premier groupe de ramification G1. Le groupe G est normal dans Gy ; ¢’est un p— groupe

et le groupe quotient Gy/G1 est cyclique d’ordre non divisible par p.

Démonstration. (Cf [30, COI"OHELI‘y 0.34, p. 233])

Théoréme 2.42. (Critére de van der Waerden-Dedekind)

Soit K un corps de nombres algébrique et L la cloture normale de K sur Q de groupe
de Galois G. Soit*B un idéal premier de L au dessus d’un nombre premier p.On considére
D et I les deux sous groupes de G' que sont respectivement le groupe de décomposition et
le groupe d’inertie de Y3 dans L.

On suppose que la décomposition de pOg est de la forme

Ok 7Z

Ok = p$..p%:; avec N D=pl = P —
POk = pi'..py K/Pi) =p"; f [ 0 pZ}
On considére 'action de G sur K = Homq(K; L) par composition a gauche, alors K se
décompose en g D—orbites de longueurs respectives e; f; et chacune d’elles se décompose

en f; I— orbites de longueur e;.

Proposition 2.43. Soient K, K' deux corps et 0 € Homg(K, K'). On considére p et p’
deux idéaur premiers de K et K' respectivement, Hp et ||p, les valeurs absolues définies

sur K et K' respectivement. Alors o préserve les valeurs absolues si, et seulement si,

o (p') = p.
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2.4. Groupe de Galois et interprétation de la localisation

En particulier, si on considére L un corps de nombres galoisien, et si on applique la

proposition précédente & K = K’ = L, on obtient ce que l'on voulait, ¢’est-a-dire :

Corollaire 2.44. Soit L un corps de nombres galoisien. Pour tout premier Y3 de L, le sous-
groupe de Gal(L/Q) qui préserve la valeur absolue ||y associée a P n'est rien d’autre

que le groupe de décomposition de B, noté Dy.

Corollaire 2.45. .So0it L/Q une extension galoisienne, P un idéal premier de L au dessus
de p alors, l'extension Ly/Q, est galoisienne de groupe de Galois Gal(Ly/Q,) = Dy,
le groupe de décomposition de P dans L/Q.

Nous donnerons dans ce qui suit une déclinaison d’un dictionnaire qui interprete des
situations locales au niveau global. On considére un corps de nombre L, galoisien sur
Q et de groupe de Galois G, et K/Q une extension de degré n contenue dans L. Soit
p € Z, p un nombre premier, et ¥ un idéal premier de L au dessus de p. On considére la

factorisation de p dans K

pOr = pi'..py’; avec Nijg(pi) = p’

On pose K; = K,,, 1 <1i < g, et on note K; I'ensemble formé par les n; Q,—morphismes
K; — Ly ou n; = e; f;.

ChaqueK; est isomorphe canoniquement a l'orbite de K sous l'action de D associé a
Pi-

On note par Kigal le composé des 0(K;), 0 € K;, c’est une extension galoisienne de
Q,. Connaissant les groupes d’inertie des extensions locales Kigal/(@p, 1 <1< g, on
en déduit des précisions sur I. Nous sommes en mesure de déduire quelques résultats
de l'aritmétique des corps au niveau local et global. Commencons par 1'isomorphisme

sulvant.
g
K ®0Q, :H K,
i=1
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2. CORPS DE NOMBRES p—ADIQUES

Du point de vue des dimension, on aura

n = dimgK = dimg, (K ®q Q,)
q g
=dimg, [ K; =) dimg, K;
i=1 i—1

g g
:Z n; :Z ei fi
i=1

i=1

Du point de vue des anneaux des entiers on a,
g
Ok X 7, ZH OK”
i=1

ainsi les discriminants de K et des K; sont liés par la relation

g
dK SH dKi
i=1
par suite
g
vp(di) =Y vy(dx,)
i=1

ce qui assure le passage du local au global.

Un invariant, la différente, est défini au niveau local par :

Définition 2.46. Soit L/F une extension de corps de locaux, O et O sont respectivement
les anneaux d’entiers de F' et L. On appelle différente de l'extension L/F, qu'on note
D(L/F), I'idéal fractionnaire de L défini par

O(L/F)=({z €L/ Typ(zp) C OF})_I

ol p est un l'idéal maximal de L.

La différente vérifie entre autre la propriété de la transitivité appliquée & une tour
d’extension ¥ C F' C L,
D(L/E) =D(L/F)D(F/E)

Théoréme 2.47. La différente ©(L/F) est donnée par

S (#Gi—1)
D(L/F) = p=
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2.4. Groupe de Galois et interprétation de la localisation

ot G; est le i—eme groupe de ramification, et Gy le dernier groupe de ramification.

Démonstration. (Cf [30, théoréme 5.36, p. 236])

Remarque 2.48. notons quelques conséquences du théoréme précédent :
Sipte, alors L/F est modérément ramifiée et G est d’ordre 1 et il en sera de mémes

de tous les i-émes groupes de ramification G;, ¢ > 2 Par conséquent, on aura
D(L/F) =p"

Si p | e, alors extension L/F est sauvagement ramifice, Ainsi ©(L/F') est divisible
par p¢ et donc on a D(L/F) = p? avec d > e.
Dans notre situation de Q,—extensions, on a [K, : Q,] = ef.
En posant m = v,(di) et d = v, (D(K,/Qp)), on a la relation suivante : m = fd
ou
d=e—1 sipfe

d>e sip|e
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Chapitre 3

Groupe de Galois d’un polynéme

3.1 Introduction

Soit f(X) = X"+ a1 X" ' + ... + a,_1X + a, un polynéme séparable a coefficients
dans un corps parfait K et de degré n, et soit 2 = (a1, ag, ..., ;) un n-uplet formé des
n racines (distinctes) de f (avec n > 0). Le corps K (£2) est son corps de décomposition.

Soit K [X7, Xo, ..., X,] désignent 'anneau des polynome en n indéterminées a coethi-

cients dans K .
Définition 3.1. Un polynome P € K [X1, Xo, ..., X,,] est appelé une (2-relation si P({2) = 0.

Définition 3.2. L'idéal I de K [Xl, Xo, ..., Xn] défini par
Io= {0 € K[X),Xs, ... X,] | 6(£2) = 0}

est connu sous le nom d’idéal des (2-relations.

Définition 3.3. Le groupe de Galois de (2 est sous-groupe G, de S,, défini par
Go={oc€sS,| (Vo elp) o®cly}.

On appelle G, le Groupe de Galois de f sur K et on le note Galx (f, K) ou Gal(f, K).
C’est la définition concréte originale de Galois.

Selon la définition abstraite moderne, le groupe de Galois d'une extension normale L
d’un corps K est défini comme étant le groupe de tous les K —automorphismes de L et
est noté Gal(L, K). Notez qu’ une extension normale L d’un corps K est un corps obtenu

en adjoignant a K toutes les racines d’un famille de polynémes univariés a coefficients
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3. GROUPE DE GALOIS D’UN POLYNOME

dans K. Pour relier les deux définitions, soit L = K({2) et notons que on obtient un
isomorphisme de Gal(L, K) sur Gal(f, K) en envoyant tout 7 € Gal(L, K) a cela o €
Gal(f, K) pour lequel 7(;) = a,(;) pour 1 <i < n.

Notons que si K est un corps de P € K [X] un polynome irréductible sur K de degré
n de groupe de Galois G, alors pour tout ¢ € G et pour toute racine o de P , I’élément
o (a) est aussi racine de P. En d’autres termes, si «, § sont deux racines de P, il existe
o € G tel que o (a) = B. On dira alors que o agit sur les racines du polyndéme P par

permutation de celles-ci et cette action est dite transitive.

3.2 Groupe de permutation

La définition concréte ci-dessus fait ressortir le lien étroit entre la théorie des groupes
et la théorie des équations.

A savoir, le groupe de Galois Gal(f, K) est maintenant un sous-groupe de S, o1,
comme d’habitude, S,, désigne le groupe symétrique de degré n, c’est-a-dire le groupe de
toutes les permutations de n symboles ; notez que 'ordre de .S, est n!. Assez généralement,

un sous-groupe de S, est appelé groupe (de permutation) de degré n.

Définition 3.4. On dit qu'un sous-groupe G de permutation du groupe symétrique S, est

transitif si, pour tout i # j, 1 <1i,j <mn, il existe o € G tel que o (i) = j.

Pour faire ressortir davantage le parallélisme entre la théorie des groupes et la théorie

des équations, on remarque que.

Théoréme 3.5. Soit K un corps, P € K [X] un polynome de degré n et de groupe de Galois
G, alors

si P est irréductible, alors n divise |G| et G est isomorphe a un sous-groupe transitif

de S,,.

Démonstration. Notons par a := aq, ..., qa, les différentes racines de P dans un corps de

décomposition L de celui-ci, deg P > n > 1.
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3.3. Les groupes finis doublement transitifs

Si P est irréductible, alors pour toute racine v de P, dans une cloture algébrique de K,
[K () : K] = n = deg P. Sachant que K (o) C L, ou L est le corps de décomposition
de P, on en déduit que n divise |G| = [L : K]. D’autre part, pour pour 1 <i,7 < n, avec
i # 7, il existe un K-isomorphisme o : K (o) — K (a;) donné par o (a;) = a; qui se
prolonge en un K-automorphisme de L, ce qui montre que G est transitif isomorphe a

un sous-groupe transitif de S,,.

De méme,
on dit que G est 2-transitif (ou doublement transitif) si pour tout ¢ # i’ etj # j’ dans
(2, il existe 0 € G tel que o(i) = j et o(if) = jI. Assez généralement, G est [-transitif
pour un entier positif [ < n, si pour tout élément deux a deux distinct i1, 29, ...,7; en {2 et
des éléments deux a deux distincts ji, jo, ..., 7; dans (2, il existe o € G tel que o(ix) = ji
pour 1 < k < [.

Par analogie avec le concept de transitivité , on dit que G est k-antitransitif pour un
entier positif £ < n, si pour tout éléments deux a deux distinctiy, is, ...,7; dans 2 on a
que l'identité est le seul élément de G qui les maintient fixes. De plus, pour des entiers
positifs [ < k < n, on dit que G est (I, k)-transitif si G est [-transitif et k-antitransitif;
nous pouvons exprimer cela en disant simplement que G est (I, k).

En particulier G est (1,1) est équivalent & G est régulier. Or si G est [-transitif, avec
[ > 1, alors le stabilisateur en un point de G est évidemment (I — 1)-transitif en tant
que groupe de permutation de degré n — 1, agissant sur les n — 1 éléments restants;
inversement, si G est transitif et que son stabilisateur en un point est (I — 1)-transitif
alors G est [-transitif. De méme, si G est k-antitransitif, avec k > 1, alors le stabilisateur
en un point de G est (k — 1)-antitransitif en tant que groupe de permutation de degré
n — 1, agissant sur les n — 1 éléments restants ; inversement, si GG est transitif et que son

stabilisateur en un point est (k — 1)-antitransitif alors G est k-antitransitif.

3.3 Les groupes finis doublement transitifs

La classification des groupes simples finis est un outil permettant de décider sur le choix

de la réalisation d’un groupe de permutations comme groupe de Galois d'un trinéme.
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3. GROUPE DE GALOIS D’UN POLYNOME

Plusieurs auteurs ont décrit la liste de réalisations possibles des groupes de permuta-
tions en tant que groupes de permutations des racines d'un trindéme irréductible. Cette
liste est établie selon la nature de la transitivité des groupes de permutations|1|. La liste

complete des groupes simples finis est :

1. Le groupe cyclique d’ordre p, p premier
2. Le groupe alterné A,,n > 5
3. Les 16 groupes simples de type de lie

4. Les 26 groupes sporadiques comprenant les 5 groupes de Mathieu.

Le théoréme suivant de Burnside a été la clé pour la classification des groupes de permu-

tations doublement transitifs :

Théoréme 3.6. (Burnside)
Un groupe de permutation doublement transitif admet un unique sousgroupe normal
manimal. Un tel sous-groupe est, soit un groupe abélien élémentaire, soit un groupe simple

non-abélien.

Démonstration. (Cf. [1, pP; 22] )

Lemme 3.7. Le degré d’un groupe de permutations, doublement transitif , ayant un sous-
groupe normal minimal abélien est nécessairement de la forme p™, m > 1. Son sous-
groupe normal minimal est isomorphe a (Z/pZ)™ et le stabilisateur d’un point par le

groupe G est lui méme isomorphe a un sous groupe de GL(m,p).

Démonstration. (Cf. [12, Theorem 4.7A. | p132]).
O
En particulier, il s’ensuit que (& isomorphisme prés) le groupe affine AGL(m,p) est
I'unique groupe doublement transitif maximal de degré p™ & sous-groupe normal minimal

abélien.
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3.3. Les groupes finis doublement transitifs

Comme conséquence de la classification des groupes finis simples, Abhyankar [1, page
20] dresse la liste compléte des groupes de permutations triplement transitifs que nous

reprenons ici rapidement sans trop de détail :.

1. Tout groupe G tel que PGL(2,q) C G C PI'L(2,q), de degré ¢+ 1, pour tout entier

g puissance d’un nombre premier.

2. tout groupe G tel que PML(2,q) C G C PT'L(2, q), de degré ¢+ 1, pour tout entier

q puissance d’un nombre premier impair.
3. Le groupe AGL(m,?2), pour tout entier m > 1, de degré 2.
4. Le sous-groupe de AGL(4,2) de degré 2* et d’ordre 24.7!.

5. Les groupes de mathieu Myy, Myo, Moy , Moset Moy, de degrés respectifs 11,12, 22
, 23 et 24.

6. Le groupe a(My1), image de My; par un automorphisme d’ordre 2 de Mo, de degré
12, ainsi que Aut(Mys) de degré 22.

7. Le groupe alterné A,,, n > 5 et le groupe symétrique .S,,, n > 3.

On y donne aussi une liste de 9 groupes de permutation doublement transitif et non

triplement transitif ayant un sous-groupe normal minimal non abélien.

1. Tout groupe G tel que PSL(m,q) C G C PI'L(m,q) de degré (¢™ —1)/(q — 1),
m > 1 et q un entier puissance d’un nombre premier.

2. Le groupe S,(2M,2), m > 2, de degré 22"~ 4+ 2™~1 et d’ordre 221 — 2m~1,

3. Pour ¢ = p¥ > 2 ou p est premier, tout groupe compris entre les groupes PSU (3, q)
et AutPSU(3,q) de degré ¢® + 1.

4. Pour toute puissance propre impaire ¢ = 2" de 2, tout groupe compris entre le groupe

de Suzuki Sz(q) et son groupe d’automorphisme AutSz(q) de degré ¢* + 1.

5. Pour toute puissance impaire ¢ = 3” de 3, tout groupe compris entre le groupe de

Ree Ri(q) et son groupe d’automorphisme AutR;(q) de degré ¢® + 1.
6. Les deux représentations de degré 11 du groupe PSL(2,11).
7. Les deux représentations de degré 15 du groupe alternéAs;.

8. Les deux représentations de degré 176 du groupe sporadique "Higman- Sims"
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3. GROUPE DE GALOIS D’UN POLYNOME

9. Le troisiéme groupe sporadique de Conway de degré 276.

Comme le groupe de Galois d’un tel trinéme contient une involution fixant au plus trois

points. La classification des groupes de permutations permet d’énoncer le résultat suivant :

Lemme 3.8. [10, Sec. 2, Lemma 2.5] Le groupe de Matieu Moz ne se réalise pas comme
groupe de Galois d’un Q—trindme, car il ne contient pas une involution fizant au plus

trois points.
De plus on montre :

Proposition 3.9. [10, Sec. 2, Proposition 2.4] Soit q une puissance d’un nombre premier
p et d > 3. Pour que le groupe PT'L(d, q) contienne une involution fixant au plus trois
points, il est nécessaire et suffisant que (d,q) soit l'un des cas suivants

1.g=2cetd=3 oud.

2. q est impair et d est pair ..

3.4 Q-—trindmes et ramification

Soit f(X) = X" 4+ aX® + b un trinéme de degré n,n > 3, irréductible sur Q et a
coefficients dans 7Z

oul <s<n.

Soit a une racine de f(X) dans une cloture algébrique de Q. On note par K = Q(«)
le corps obtenu en adjoignant la racine o au corps QQ des nombres rationnels.

On pose 7 = pged(n, ), n = rnl et s = rst. Par [41, Théoréme 2|, le discriminant.

D(f) du trindome f(X) est :

n(n—1)

D(f) — (_I)Trnbs—l [(n/)n/bn/—s + (_1)n/—1(n/ o S)n/—s(sl)s/an/]r
Le discriminant dy de K est li¢ au discriminant D(f) du trindme f(X) par la relation :
D(f) = i(a)*dx

ou i(«r) désigne I'indice de Z[a] dans 'anneau des entiers du corps de nombres K.

74



3.5. Polygones de Newton et Ramification

Alors, les nombres premiers ¢ qui se ramifient dans K sont ceux qui divisent dg, donc
sont parmi les diviseurs premiers du discriminant D(f) du trindme f(X). Dans [23], P.
Llorente, E. Nart et N. Villa ont étudié la ramification d’un nombre premier dans K. De

plus ils montrent :

Théoréme 3.10. [23, Theorem 2/

Avec les notations précédentes, soit q un nombre premier tel que q t abr, alors,

0 si vg(D(f))/r est pair

dr) —
vl ) r st vg(D(f))/r est impair

Dans le cas o a = b et n = p", p premier divise a un seule fois , nous déterminons

la ramification du nombre premier p. Nous considérons pour cela le trindme rréductible
n . . . L

sur Q, f(X) = X? +aX + a, de discriminant donné par :

D(f) = (=1)= p"v" ' D,

ou

Dy=p" (= 1)

Pour déterminer la ramification d’un nombre premier ¢ dans K, nous étudierons séparé-
ment lescas g =pet g #p.

Dans les deux cas nous utilisons La méthode d’Ore .

La méthode d’Ore a été évoquée a cet effet dans [11] pour déterminer la valuation
g—adique du discriminant du corps de nombre K ainsi que la détermination de la rami-
fication d’un nombre premier ¢ dans K, a travers le polygone de Newton associé a un

polyndme et relatif & un nombre premier q.

3.5 Polygones de Newton et Ramification

On se donne un polynome {(X) € Q,[X]; de degré n, et ¢(X) un polynéme unitaire
de degré m a coefficients entiers p—adiques. Le développement de fsuivant les puissances

de ¢(X), donné par la division euclidienne, est
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3. GROUPE DE GALOIS D’UN POLYNOME

FX) =D Q) (X)0(X) (3:5.)

ott les polynomes Q;(X) € Z[X] sont de degrés degQ;(X) < m pour tout j, et ¢ le plus

)
grand entier vérifiant ¢ < -
Dans I'égalité (3.5.1), les coeflicients de @;(X) ne divisent pas tous le nombre premier
p , sauf si (); = 0 et dans ce cas le terme correspondant est omis de la somme.
Si f(X) est unitaire, on a o = 0.
Le développement donné dans (3.5.1) est appelé décomposition canonique de f(X).

Le (p, »)— polygone de f(X) est défini par :

Définition 3.11. Le (p, ¢)— polygone de f(X) est la fronticre de ’enveloppe convexe su-
périeur de I'ensemble des points (7, «;), sans la partie verticale. La partie du (p, ¢)—

polygone diminuée de la partie horizontale (s'il y a lieu) est appelée partie principale du

(p, ¢)— polygone.

Soient S, ..., Sk les cotés de la partie principale du (p, ¢)— polygone de f(X') de pentes
croissantes.

On définit :

lp := longueur du coté horizontal

[; := longueur de la projection de .5; sur I'axe des x.

h; := longueur de la projection de .S; sur I’axe des y.

On pose
e; = pged(li, i)
et
N
€ €

Par rapport au coté S;, considérons la somme des termes p*Q;(X)p(X)"™ dans la
décomposition canonique de f(X) correspondant aux points (j, ;) € S;. Cette somme

fait apparaitre un facteur commun
gb(X)t—lo—...—liph1+...+hi_1
de I'expression

Rio(X)p(X)' + Ry 1 (X)pPp( X)) + Rio(X)p™ (X)) + o+ Ry, (X)p

Y
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3.5. Polygones de Newton et Ramification

oll les polynomes R; j(X) sont de degré < m. En particulier, R;o(X) est premier avec
¢(X), dans F,[X], il existe alors un polynome A;(X) € Z [X] tel que
Rio(X)Ai(X) =1 mod (p, ¢(X))
On définit alors le polynome S; ;(X) donné par :
§1(X) = Ai(X). Ry (X)

Définition 3.12. On appelle polyndme associ¢ a f(X) et relatif au coté S;, le polynome
F;(X;Y) donné par

F(X,)Y)=Y5+ S (X)Y5 4+ 8. (X)

Par construction, le polynome F;(X;Y) dépend du choix deA;(X), ce qui n’est pas le
cas de sa classe modulo I'idéal (p; ¢(X)). La relation entre (p, ¢)—polygone et ramification

est donnée par :

Théoréme 3.13. [11, Theoreme 1.5/
Soit f(X) € Z[X] un polynoéme unitaire irréductible tel que f(X) mod p n’est pas ir-
réductible, et soit 6 une racine de f(X) dans une cloture algébrique de Q fizée. On

considere la factorisation modulo p de f(X)

FOX) = 61(X)™..65(X)™  mod p

ot ¢, (X) € Z de degré degp,(X) = m,,.
Alors,

P = ap...a;

ot les a, sont des idéaur de K = Q(0) tels que Nijg(a;) = p™™ ( Ngjq désigne la

norme absolue du corps K ).

A chaque idéal a = a,, correspond un facteur irréductible ¢(X) = ¢,(X). On détermine
ainsi le (Q,, ¢)— polygone de f(X). Pour chaque au coté S; de la partie principale de ce

polygone, on consideére la factorisation modulo (p, ¢) du polynome associé¢ F;(X,Y)
i ot i al®
F(X,Y) = F(X,Y)" L F(X,Y)™ mod (p,é(X)
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3. GROUPE DE GALOIS D’UN POLYNOME

Alors

t;

J=1

k Y
a :H [cy)}
i—1
(4)

ou \; = [;/€; est le paramétre défini au dessus et les ¢

5 sont des idéaux de K premiers

entre eux. De plus
i m.mPa'd i i
Nijo(el) = pmmiia” ml) = degy F (X, Y)

J
En outre, si a;’ = 1, alors I'idéal céi)

Notons que dans [24], par 'utilisation des polygones de Newton et selon la terminologie

Q est premier.
d’Ore, les auteurs donnent une description détaillée de la décomposition d'un nombre
premier dans le corps de rupture du trinéme X" + AX + B.

Dans [5] les auteurs ont utilisé les polygones de Newton pour la détermination de la
ramification des nombre premier dans le corps K engendré par une racine du trindme
f(X) = XP +aX®+ a € Z[X], irréductible sur Q. Dans le cas ot a = bp™(@ | ils

montrent au résultats suivants :

Proposition 3.14. Soient a un entier, p un nombre premier divisant a et f(X) = XP +
aX®+a un trinéme irréductible sur Q. Alors, le nombre premier p est totalement ramifié
dans K dans chacun des cas suivants

1. p divise vy(a) et v, (P~ — (=1)*p**b* — 1) =1, ot k = vy(a)/p

2. p ne divise pas vy(a) et dans ces cas on a p = pP.

Proposition 3.15. Soient a un entier, p un diviseur premier de a, et f(X) = XP+aX*+a un
trinome irréductible sur Q. On suppose que vy(a) = kp et que v, (P~ —(=1)*p*b*—1) >
1, k> 1, alors

B p]f_lpz siks>1ouks=1letptb+1
" 1311)_211 Sinon
ot a est un idéal de K tel que
p3 si vp(BP1 4+ pb— 1) < 20,(b+ 1)+ 1 et v,(BP~ 1 + pb — 1) paire
P2p3 si vy (0P~ 4 pb — 1) > 2u,(b+ 1) + 1
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3.5. Polygones de Newton et Ramification

o P1, Po et p3 sont des idéauzr premiers de K, distincts.

La preuve repose sur la détermination du (Q,, X')—polygone du trinome

-1
1 k S —1
9X) = Rl WX =B) = X!+ 3 X!+ ay
ou
(f) —b)! sil<i<p—s—1
ai =4 ()(=0) = (o )P0t sip—s <i<p—1
\ —bP + (—1)5pFps T + b sii=p

Exemple 3.16. Soit & déterminer la ramification de p dans I'extension K/Q engendrée par
une racine o du trindome irréductibe p(X) = XP + pP X + pP. Pour cela, considérons le
polynome g(X) suivant :

-1
1 L .
_ _ 1) — xP P
g(X) = pp(p(p(X 1) = XP+ ; a; X" + a,
ou )
(1)) sil<i<p-—2
a; = 9 2p sii=p—1
| P sit=0p
Le polygone de Newton associé
1
au polynome g(X) est formé d’un g

seul coté reliant les points (0, 0) et

(p7 1) (') p g

Figure 1. Le (Qp, X)-polygon of g(X)

Le polynome associé G a g est
GY)=Y+1

Alors, par [31, Sect. 2, Theorem 5|, p = pP, ol p est un idéal premier de K. Le nombre

premier p est donc totalement ramifié dans K/Q(«).
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3. GROUPE DE GALOIS D’UN POLYNOME

3.6 Groupe de Galois de p(X) = X?+aX +a

En [18], |19] , K. Komatsu a étudié le groupe de Galois G d’un trindme de la forme
©(X) = X?+aX + a, ol a est un entier rationnel et p un nombre premier.Il montre les

résultats suivants :

Théoréme 3.17. Soit a un entier rationnel, et soit p un nombre premier avec les propriétés
suivantes :

I.p=3oubouT (mod8) p+#3;

2. pged(p,a) =1

3. p(X) = aP + ax + a est irréductible sur Q.

Alors le groupe de Galois de p(X) = 0 sur Q est le groupe symétrique S,.

on a besoin du lemme suivant de van der Waerden :

Lemme 3.18. Soit K un corps de nombres algébriques de degré m, et soit K la fermeture
galoisienne de K sur Q. Si le discriminant di de K est exactement divisible par un
nombre premier q (i.e. qldx, ¢°,1 dx ), alors le groupe de Galois de K /Q contient une

transposition (en tant que groupe de permutation sur {1,2,--- ,n})..

Démonstration. (preuve de théoreme 3.17)

Soit a une racine de ¢(X), et soit K = Q(«a), alors le discriminant de fdonné par

D =a""'D,
ou
Dy=(p—1)F"a+p’

Alors | Dg| ne peut pas étre un carré. En fait, si |Dy| = m?

avec un entier m, alors
Dy = p? = p = +m?*(mods).

Cela implique que p = 7(mod8), et Dy = —m? .

puisque
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3.6. Groupe de Galois de p(X) = XP +aX +a

il existe au moins un facteur premier py de (p — 1)/2 tel que py = 3(mod4). Maintenant
—m? = Dy = p¥ = 1(modpy)

depuis p = 1(modpy). On voit que —1 est un résidu quadratique modpy. Cependant, cela
est impossible, puisque py = 3(mod4). Une contradiction montre que |Dy| n’est pas un
carré. Il existe donc un nombre premier ¢ tel que v,(Dp) soit un entier impair. Puisque

pged(p,a) =1, on a
q #pa pgcd(q,a) - 17 (CLP - 1) =1

Soit dy le discriminant de K. Alors dg est divisible par ¢ une seule fois , puisque
v,(D) est impair. Il découle du (lemme 3.18) que le groupe de Galois G de p(X) = 0 sur

Q contient une transposition. Puisque p est premier, G' est primitif. D'ou G = .5, .
O

Remarque 3.19. Si p = 3 | le groupe de Galois de p(X) = 0 n’est pas toujours symétrique.
Par exemple, le groupe de Galois de 23 — T2 — 7 = 0 est cyclique, puisque son discri-

minant est

—4(=T7)® = 27(=7)* = 7%

Théoréme 3.20. Soit p = 1(mod8) un nombre premier et soit a un entier rationnel avec
pged(p, a) = 1 tel que p(X) = 2P +ax+a est irréductible sur Q. Alors le groupe de Galois
G de (X) = 0 sur Q est le groupe symétrique S, si et seulement si (p — 1)P~ta + p?
n’est pas un carré. Si (p — 1)P"ra + pP est un carré, alors G est un groupe simple non
cyclique, et le corps de décomposition de (X) = 0 n’est pas ramifié (par rapport aux

places premiers finis) sur Q(a), ot v désigne un racine arbitraire de p(X).

Démonstration. Puisque p? = p = 1(mod8), (p — 1)?"ta + p? = —m? est impossible.

Dés lors, si (p — 1)?71a + pP n’est pas un carré, il existe un nombre premier ¢ tel que
le discriminant dg de K = Q(«) est exactement divisible par ¢, et donc G = S, (Voir la
démonstration du théoréme 3.17).

La seconde moitié du Théoréme 2 est démontrée dans [17]
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Remarque 3.21. il est prouvé dans [17] (Théoréme 5 et sa démonstration) que, pour tout
nombre premier p = 1(mod8), il existe une infinité d’entiers a avec les propriétés sui-
vantes :

1. p(X) = 2P + azx + a est irréductible sur Q;

2. pged(p, a) = 1;
3. (p—1)P"ta + p? est un carré.

en [19] il est prouvé aussi.

Théoréme 3.22. Soit p un nombre premier impair, et soit t et b des entiers rationnels tels
que 0 < t < p, pged(p,b) = 1. Supposer que |(p—1)P71b+pP~t| n’est pas un carré. Alors
le groupe de Galois de

o +p'b(z +1) =0

sur Q est le groupe symétrique S,.

Démonstration. (cf. [19, théoréme 2|), .
U

Théoréme 3.23. Soit p un nombre premier, et k un entier rationnel tel que pged(p, k) = 1

. Alors le groupe de Galois de
o + pk*(z +1) =0

sur Q est le groupe symétrique S,.
Démonstration. (Cf.[lg, théoréeme 3])
Comme cas particulier (kK = 1) du théoréme précédent , on obtient.

Théoréme 3.24. Pour tout nombre premier p, le groupe de Galois de
24+pr+p=20

sur Q est le groupe symétrique S,.
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Théoréme 3.25. Soit p, (p > 3) un nombre premier et soit b et m des entiers rationnels
tels que

0 < 2m < p, pged(p,b) = 1

Soit G le groupe de Galois de I’équation
a2 + p*"b(xr +1) =0

sur Q.

1. Sip=3oub ouT (mod8), alors G est le groupe symétrique S,.

2. Supposons que p = 1(mod8). Alors G = S, si et seulement si (p — 1)P~1b + pP=2™
n’est pas un carré.

Si (p— 1P~ 1o+ pP=2™ est un carré, alors G est contenu dans le groupe alterné A, .

Démonstration. NOUS avons

2 = p(mod8). (3.6.1)

Aussi, pour tout facteur premier g de p — 1 ,

PP = 1(modq) (3.6.2)

Si p =3 ou 5 ou 7(mod8), alors

[(p — 1)P~b+ pP ™|

n’est pas un carré ([18], la preuve du théoréme 1), donc G = S, (Théoréme 3.22). Suppo-
sons maintenant que p = 1 (mod8). Il découle de (3.6.1) que —{(p—1)P"tb+p’~2"} n’est
pas un carré. Donc, si (p — 1)P71b + pP~2™ n’est pas un carré, alors G = S, (Théoréme
3.22). Supposons en outre que (p — 1)P71b + pP~2™ soit un carré. Soit oy, ag, -, o les
racines de f(z) = o + p*"b(x + 1) = 0, et soit 6 = f'(a1), D =Ng(a,),0(6). Ensuite,
par [19, (2.1)] on voit que D est aussi un carré.

Soit maintenant A la matrice suivante :
A = (ay),a;; = Oég_l(l <i<p;1<j<p).

Alors nous avons

(det A)? = (=1)P=Y2p = D.
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Donc det A est un entier rationnel. Si g € G est une permutation impaire, alors (det A)9 =

—(det A) , ce qui est impossible. Donc G' est contenu dans A,,.
O

A. Movahhedi dans [28] est d’étudier le groupe de Galois absolu G de un tel trindme

©(X) . lorsqu’il est de type Eisenstein par rapport a p .Il a commencé par ce lemme.

Lemme 3.26. Soit E£/Q, une extension non galoisienne de degré p, et soit F' la cloture
galoisienne de E/Q,. Supposons que le discriminant absolu de E soit égal a p*. Alors F

est une extension totalement ramifiée de Q, avec groupe de Galois isomorphe au groupe

affine Aff(F,).

Démonstration. En choisissant un élément primitif o de £/Q,, et en prenant son polynéme
minimal f(X) , le groupe de Galois Gal(F/Q,) peut étre identifié & un groupe de per-
mutation de degré p, agissant sur les racines de f(X) .

Puisque Gal(F/Q,) est aussi résoluble en tant que groupe de Galois local, il est iso-
morphe & un sous-groupe de Aff(F,). Il suffit donc de montrer que 'extension F'/E est
totalement ramifiée de degré égal a p — 1.

Soit D(F/Q,) la différent de 'extension locale F'/Q,. Par la transitivité du différent,
on a

D(F/Q,) = D(F/E)D(E/Q,).
Soit (G;)i>o les groupes de ramification de I'extension galoisienne F'/Q,. Nous avons alors
o(F/Q) =y

= p€_1+)\(p—1)

ol p est I'idéal maximal de F', l'entier e est I'indice de ramification de l'extension F'/Q),,
et G est le dernier groupe de ramification non trivial.

D’autre part, comme F'/E est modérément ramifiée

D(F/E) = prt

et, par hypothése, on a
D(E/Qy) = (pr) = p°
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En tenant compte de toutes ces derniéres égalités, on obtient e = Ap(p — 1) . On a donc

nécessairement A = 1 et e = p(p — 1).
0

par 'utilisation du lemme précédent et les polygones de Newton, 'auteur a déterminé
les groupes d’inertie de tous les nombres premiers qui divisent a.

Si on note par K et N les corps de rupture et de décomposition de ¢(X) sur Q.on a :

Lemme 3.27. Le groupe d’inertie (défini a conjugaison prés) de p dans N/Q est isomorphe
au groupe affine Aff(F,).

Lemme 3.28. [28, lemme 1.3] Sous 'hypotheése [pP~! + 2(p— 1)p_1’est un carré, un nombre

premier rationnel est soit non ramaifié, soit totalement ramifié dans le corps de nombres

K.

Ce dernier lemme combiné au lemme d’Abhyankar [30, p; 229], donnent immédiate-

ment :

Proposition 3.29. le groupe d’inertie de chaque idéal premier ramifié de N, qui n’est pas

au-dessus de p, est cyclique d’ordre p.

Aprés la détermination des groups d’inertie A. Movahhedi donne une condition néces-
saire et suffisante, sur le corps de décomposition N, pour que le groupe de Galois G soit

résoluble.

Théoréme 3.30. [28, théoréme 2.2] Soit (X ) = XP +aX +a un trinome d’Eisenstein par
rapport a p > 3. Le groupe de Galois absolu G de o(X) est résoluble si et seulement si le
corps de décomposition N de o(X) est obtenu en adjoignant o Q une racine = de p(X)
et une racine primitive p—iéme d’unité C,. En particulier, si G' est résoluble alors G est

isomorphe au groupe affine Aff(F,).
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fin il a prouvé le résultat que nous généraliser dans notre article pour une puissance

quelconque d’un premier impaire

Théoréme 3.31. [28, théoréme 3.3[Soit o(X) = XP 4+ aX + a un trindme d’Eisenstein par
rapport a p. Le groupe de Galois absolu G de o(X) est soit le groupe symétrique S, , soit

le groupe affine Aff(IF,).
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Chapitre 4

Groupe de Galois de X*" +aX +a

4.1 Groupe de Galois de XV +aX +a
4.1.1 groupe d’ inertie

Soit p un nombre premier impair et a un entier rational tel que v, (a) = 1. On note par
Q= 0,00, ..., e les racines distinctes du trinome f(X) = XV +aX + a, qui est de type
d’Eisenstein dans une cloture algébrique de Q. Soient K = Q(a) et N = Q(av, g, ..., vy2)
les corps de rupture et de décomposition de f(X) sur Q.

Le groupe de Galois G def(X), qui est le groupe de Galois de I'extension N/Q, est
un groupe de permutation transitif agissant sur les p? racines distinctes de f(X). Le

discriminant D du trinome f(X) est :
2 2_1
D =p" V" Dy

oub==%et Dy = Pl 4 b(p? — 1)1
Nous allons maintenant déterminer, les groupes d’inertie en les déférentes places de
N.

Proposition 4.1. Le groupe d’inertie (défini a conjugaison prés) de p dans N/Q est iso-

morphe au groupe affine AGL(1,p*) de dimension 1 sur le corps fini Fp.

Démonstration. Fixons un premier p—adique B de N au dessus de p et soit p =P N K un
idéal premier de K au dessus de p. Notons par Ny et K, les complété de N et K pour
les valuations PB-adique et p-adique respectivement. Comme le trindme f est d’Eisenstein

en p sur Q, alors 'extension K,/Q, est totalement ramifiée.
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On considére le polyndéme

p°—1
o) = 12O _ 0t S 0 x1 € o) [].
=1

ot les coefficients a; sont donnés par

( 2
D

ifl <i<p?—2
a; = 4 )

<p2 + aozl_p2>

Soient 7 une uniformisante de K, et v, la valuations m—adiques normalisé, de K, alors

ifi=p?—1

\

vr(a) = v, (a) = 1 et v(\) = p*v, (A\) pour tout A € Q,, puisque I’ extension K,/Q,
est totalement ramifié. Alors v.(a;) > p* pour tout i = 1,...,p* — 2, et v(ape_;) = 1.
Ainsi, le (K, X) - polygone de ¢(X) est formé d’un seul coté S joignant les points (0, 0)
et (p®> — 1,1). Par conséquent, et d’aprés |11, Theorem 1.5] I'indice de ramification de
extension locale Ky(as)/K, est égal a p* — 1.

Notons par Iy le groupe d'inertie de 1 'extension Ny /Qy, et par Iy = IpNGal(Ny/K,)
le groupe d’inertie de 1 "extension Ny /Ky, Iy est un stabilisateur d'un point de Iy. Par le
Lemme d’Abhyankar [30, p. 229], I'extension Ny/K, () est non ramifiée, alors I'exten-
sion Ny /K, est modérément ramifiée, ce qui entraine, dans ce cas, que le groupe d’inertie
1;33 est cyclique engendré par un cycle d’ordre p? — 1. Introduisons le corps d’inertie Ly
dans Ny /Q,, alors L’extension totalement ramifiée K,/Q, est linéairement disjointe de
l'extension non ramifiée Ly/Q,, ce qui entraine que le polynéome f(X) reste irréductible
sur L. Par conséquent, Iy = Gal(Ny/Ly) agit transitivement sur les racines de f(X). D’
autre part, I'extension totalement ramifiée K,(ay)/K, est linéairement disjointe de l'ex-
tension non ramifiée Lo(av)/ Ky, ce qui entraine que le polynéme ¢(X) reste irréductible
sur Lo(a). Par suite, Iy = Gal(Ng/Lo(«)) agit transitivement sur les racines de ¢(X) et
donc 1,33 est un sous-groupe transitif et régulier de Iyz. Par conséquent, Iy est 2-transitif et
2-antitransitif [1, § 15| de degré p? et d’ordre p?(p® — 1), dont les stabilisateurs d'un point
sont abéliens, ce qui montre que le groupe Iy est isomorphe & AGL(1,p?) [12, Corollair

7.6A (i), p 239 |.
O

Lemme 4.2. Soit ¢ # p un diviseur premier de a.

(i) Sip? divise v, (a), alors le nombre premier q est non ramifié dans K = Q(«).
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(i3) Si pged(p?; v, (a)) < p, alors le nombre premier q est modérément ramifié dans
K = Q(«). De plus si pged(p*;v,(a)) = 1, alors le nombre premier q est totalement
ramifié dans K = Q(a).

Démonstration. .
Le (Qg, X)- polygone de f(X) est formé ‘
d’un seul coté S reliant les point(0,0) et vq(a)
(P, vy (a)).
Le polynome associé a f(X) et relatif au coté S est le
binome S

GY)=Y"+a, 0 e
Figure 2. Le (Qq, X)-polygon of f(X)
oit m = pged(p?; v, (a)) et a, = ¢/quat@,
Ainsi d’apres [31, Sect. 2, Théorem 5|, ¢ = 2[102/’”, avec 2 un idéal de K.
En outre, G(Y') est séparable modulo ¢, alors 2 est un produit des idéaux premiers

de K, distincts. [31, Sect. 2, Théorém 6].
L]

Ce dernier Lemme combiné au Lemme d’Abhyankar [30, p.229|, donnent immédiate-

ment :

Proposition 4.3. Soit ¢ # p un diviseur premier de a, ramifié dans N. Le groupe d’inertie
(défini & conjugaison pres) de q dans N/Q est cyclique d’ordre p* ou p suivant que
pged(p*;vg (a)) = Lou p .

4.1.2 Groupe de Galois

Noter que si | Dg| n” est pas un carré, alors le groupe de Galois G de f(X) est le groupe
symétrique Sp2. En effet, si un nombre premier ¢ divise |Dy| en une puissance impaire,
alors [ divise le discriminant absolu du corps K = Q(«) une seule fois |23, Théorem 2|.
Ce qui implique que le groupe de Galois G de f(X) contiendrait une transposition [18,
Lemme 1], et comme il est doublement transitive (Proposition 4.1), ¢’est donc, d” aprés
|12, Théorem 3.3A , p 77], tout le groupe symétrique Spe.

Maintenant, il est naturel de seposer la question suivante : « pour quelles valeurs de

p, la valeur absolue de Dy n’est pas un carré? »
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Lemme 4.4. Soit p un nombre premier impair, et le trinome f(X) = X7 +aX +a €
Z [ X]qui est de type d’Eisenstein relatif o p. Alors I’ entier rationnel |Dy| n'est pas un

carré dans chacun des cas suivants :

(1) p£1 mod 8

(77) p=1 mod 8, et il existe un diviseur premier q de p+ 1 tel que g = —1 mod 4.

Démonstration. Supposons que |Dg| = k? pour un entier rationnel &, alors on a
2
Dy=p* t=p=4k®> mod 8.

Sip#1 mod 8, alors p=—1 mod 8 et Dy = —k?2.

Ainsi, 21 = —1 mod 4 et il existe alors diviseur premier ¢ de p%l tel que ¢ = —1

7
mod 4. Comme p = 1 mod ¢, alors —k% = p?*~1 =

p = 1 mod ¢, ce qui entraine
que —1 est un résidu quadratique modulo ¢, et ceci est contradictoire avec la congruence
g =—1 mod 4.

Si (ii) est vérifice, alors Dy = p* ' = p = 1 mod &, et D'égalite Dy = —k? est

impossible. Par conséquent, Dy = k2 et dans ce cas k2 = p2’ 1 =

p=—1 mod g, ce qui
entraine que —lest un résidu quadratique modulo ¢, qui est une contradiction puisque

g = —1 mod 4. Par conséquent, 'entier |Dy| n’est pas un carré.
]

La discussion ci-dessus et le dernier lemme entraine immédiatement le résultat suivant :

Théoréme 4.5. Soit p un nombre premier impair, et le trinome f(X) = X +aX +a €
Z [ X]qui est de type d’Eisenstein relatif a p. Alors le groupe de Galois G du trinome

f(X) = X 4 aX +a cest le groupe symétrique Sy dans chacun des cas suivants :

(1) p#£1 mod 8
(1) p=1 mod 8, et il existe un diviseur premier q de p + 1 tel que
g=—1 mod 4.

D’apres le (Proposition 4.1), le groupe de de Galois G du trinome f(X) = X +aX+a

est doublement transitive. Les groupes doublement transitifs ont listés dans [1, CTT | et
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weak CDT | et [12, Theorem 4.7 A|, ce qui nous permet de donner la liste suivante de

réalisations possibles du groupe de Galois G du trinome f

1. G~ Sy ;ou
2. G~ Ap;ou
3. (Z)g <G < AGL (2,p), ou (Z,) est le groupe cyclique d’ordre p; ou

4. PSL(m,q) < G < PT'L(m, q). pour un entier m > 1 et une puissance d’un nombre

premier impair ¢ telle que (¢"-1)/(g-1) = p?.

Théoréme 4.6. Soit p un nombre premier impair, et le trinome f(X) = XV +aX +ae
Z [ X]qui est de type d’Eisenstein relatif a p. Alors le groupe de Galois absolu G de f(X)
est soit le groupe symétrique Sy, ou AGL (1,p2) <G < AGL(2,p).

Démonstration. On remarque d’abord que D n’est pas un carré, donc GG n’est pas contenu
dans le groupe alterné A..
Supposons maintenant que PSL(m,q) < G < PT'L(m,q). pour un entier m > 1 et

une puissance d’un nombre premier impair ¢, alors
p2:E:qm—1+qm—2+m+q+1.

Si ¢ est impair, alors m doit étre un nombre impair, ce qui implique que GG ne contient pas
d’involution fixant au plus trois points [10, Proposition 2.4]; cela contredit I'hypothése
que G est un groupe de Galois de trindme.
Si ¢ est pair, en utilisant |1, lemme numérique, p. 23| et [10, Proposition 2.4], le seul
cas restant est (m,q) = (2,8) et (n,p) = (2,3) ce qui est impossible par (Théorem 4.5).
Sachant par la (Proposition 4.1) que le groupe linéaire affine AGL(1,p?) < G, ce qui

compléte la preuve.
]

Maintenant, nous supposerons que le nombre premier p = 1 mod 8 tel que chaque
diviseur premier g de p + 1 vérifie ¢ # —1 mod 4. Il convient de noter que Dy est un
carré pour une infinité d’entiers rationnels b. En effet, nous avons ]92702_1 =1 mod 8§, et

pour tout diviseurs premiers impairs [ de p — 1l et gde p+ 1 on a p2p2_1 =1 mod [ et
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p2p2*1 = —1 mod ¢. Sachant que ¢ = 1 mod 4, alors p2p2*1 est un résidu quadratique

modulo ¢g. Donc la congruence
X? = p2p2_1 mod (p2 — 1)p2_1

est résoluble. Soit maintenant « une solution de la congruence ci-dessus et on peut sup-
poser que « n'est pas divisible par p, puisque o + (p* — 1)1’2_1 est aussi une solution de

cette congruence. Alors il existe un entier 5 qui n’est pas divisible par p tel que
2 2p°—1 2 1 p?—1
o’ —p? T =pp 1)

Pour tout r € Z, soit
b= B+ 2rpa + r’p*(p* — 1)p2_1,

alors Dy est un carré.

En résumé, nous avons établi

Théoréme 4.7. Soit p un nombre premier impair, et f(X) = X? +aX +a € Z[X] un
trinome qui est de type d’FEisenstein relatif a p. S’il existe un diviseur premier q # p
de a tel que pged(vy(a),p) = 1, alors le groupe de Galois absolu G de f est le groupe

symétrique Sy:.

Démonstration. On peut supposer que |Dy| est un carré, car sinon G serait le groupe symé-
trique Sp2. On fixe un idéal premier Q de N au-dessus de ¢. Soit ¢ = QN K. Notons par
Ngq le complété de N en 9 et K le complété de K engq. Le corps local K est obtenu par
adjonction a Q, d’une racine de f c’est une extension totalement ramifiée de Q, (Lemme
4.2). Notons par Iq le groupe d’inertie de 9 au dessus de q dans N/Q. Introduisons le
corps d’inertie Ly dans Nq/Q,. L’extension totalement ramifiée K,/Q, est linéairement
disjointe de 'extension non ramifiée Ly/Q,, ce qui entraine que le polynome f(X) reste
irréductible sur Lg. Par conséquent, Iq = Gal(Ngq/Lg) agit transitivement sur les racines
de f(X). Comme le groupe d’inertie I est cyclique, il contient un cycle d’ordre p? (Pro-

position 4.3). Par[22, Proposition 1.1] , et (Théorem 4.6) nous concluons que le groupe

G est Spe.
O
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4.2 Groupe de Galois de X?" +aX +a , avec n > 3

Soit p un nombre premier impair, n > 3 un entier rationnel, et soit f(X) = X?" +
aX + a un trind6me qui est de type d’Eisenstein relatif a p. Nous prouvons que le groupe
de Galois G de f(X) sur le corps Q des nombres rationnels, est soit le groupe symétrique
Spn, soit AGL(1,p") < G < AGL(n,p). On montre aussi que G = Sy, sauf peut-étre
quand [p"?" 1 + %(p" — 1)P"~1| est un carré, et pour chaque diviseur premier [ de a/p, p
divise la valuation [-adique v;(a) de l'entier a.

4.2.1 groupe d’ inertie

Soient p un nombre premier impair, n un entier positif et @ un entier rationnel tel
que v, (a) = 1. On note par a = aq,qq, ..., a,n les racines distinctes du trinome f(X) =
XP" + aX + a, qui est de type d’Eisenstein dans une cloture algébrique de Q. Soient
K =Q(a) et N = Q(ay, s, ...,apn) les corps de rupture et de décomposition de f(X)
sur Q. Le groupe de Galois G def(X), qui est le groupe de Galois de I'extension N/Q est
un groupe de permutation transitif agissant sur les p™ racines distinctes de f(X). Nous

allons maintenant déterminer, les groupes d’inertie en les déffirents places de V.

Lemme 4.8. Le groupe d’inertie (défini o conjugaison prés) de p dans N/Q est isomorphe
au groupe AGL(1,p"), le groupe affine de dimension 1 sur le corps fini Fpn.

Démonstration. Fixons un idéal premier 3 de N au-dessus de p. Soit p = P N K. Notons
par Ny le complété de N en B et K, le complété de de K en p. Comme le trindme f est
d’Eisenstein sur Q,, donc 'extension K,/Q, est totalement ramifiée.

On considére le polynéme

p"—1
o(X) = 11%?;{%}92 = X" N a X7 e Qla) [X].
=1

ot les coefficients a; sont donnés par

p
n

p . .
ifl < <p'—2

if i =p" — 1
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Soient 7 une uniformisante de K, et v, la valuations m—adiques normalisé, de K, alors
Ur(a) = vp(a) = 1 et v (N) = p"v,(X) pour tout A € Q,, puisque I" extension K,/Q,

est totalement ramifié. Alors v;(a;) > p™ pour tout i = 1,...,p" — 2, et v (apy_1) = 1.

Ainsi le polynome ¢(X) est de type d’Eisenstein sur le corps local K,. Remarquons
que ¢ = ag/a — 1 est une racine de p(X). Ainsi Ky(a2) = Ky(¢). Ainsi d’apres |30,
Théoreéme 5.27], Pextension locale Ky(aa)/ K, est totalement ramifiée et son indice de ra-
mification est égal & p™ —1. Notons par Iy le groupe d’inertie de 1 'extension Nz /Q),, et par
I = Iy N Gal(Nyp/Ky) le groupe d’inertie de | "extension Ny/ Ky, Ipest un stabilisateur
d’ un point de Iy. Par le Lemme d’Abhyankar [30, p. 229], 'extension Ny /K, (c2) est non
ramifiée, alors 'extension Ny/K), est modérément ramifiée, ce qui entraine, dans ce cas,
que le groupe d’inertie [;33 est cyclique; il est engendré par un cycle d’ordre p"—1. Introdui-
sons le corps d’inertie Ly dans Ny /Q,, alors L'extension totalement ramifice K,/Q), est
linéairement disjointe de 'extension non ramifiée Ly/Q,, ce qui entraine que le polynome
f(X) reste irréductible sur Lg. Par conséquent, Iy = Gal(Ng/Lo) agit transitivement
sur les racines de f(X). D’ autre part L’extension totalement ramifice Kp(a2)/K, est
linéairement disjointe de I'extension non ramifiée Ly(a)/K,, ce qui entraine que le po-
lynome ¢(X) reste irréductible sur Lo(«). Par conséquent, Iy = Gal(Ny/Lo()) agit
transitivement sur les racines de ¢(X), alors L’ﬁ est un sous-groupe transitif de Iy , donc
régulier . Par conséquent, Iy est 2-transitif et 2-antitransitif |1, § 15] de degré p” et d’ordre
p"(p" — 1), et ces stabilisateurs d’un point sont abileans. Par [12, Corollair 7.6A (ii), p
239] le groupe Iy est isomorphe & AGL(1,p").

Lemme 4.9. Soit ¢ # p un diviseur premier de a.
(i) Sip" divise v, (a), alors le nombre premier q est non ramifié dans K = Q(«).

(1) Sip™ ne divise pas vy (a), alors tout idéal premier de K au-dessus de q est modé-
rément ramifié dans K = Q(«). De plus si pged(p™; vy (a)) = 1, alors le nombre premier
q est totalement ramifié dans K = Q(«).

Démonstration. .
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Le (Qg, X)- polygon de f(X) est formé 1

d’un seul coté S reliant les points (0,0) et vg(a)
(p", v, (a)). Le polynome associé a f(X) et
relatif au coté S est un bindme de la forme f
G(Y) - Ym + a’q 0 ];n "

ol m = ngd(pn, ,Uq (CL)) et aq — a/qvq(a)_ Figure 3. Le (Qq, X)-polygon of f(X)

De plus, G(Y) est séparable modulo ¢ , donc d’aprés [11, Théoreme 1.5] U'indice de

ramification de Q,(a)/Q, est égal & - .
0

Ce dernier Lemme combiné au Lemme d’Abhyankar [30, p.229], donnent immédiate-

ment :

Proposition 4.10. Soit ¢ # p un diviseur premier de a, ramifié dans N. Le groupe d’inertie

(défini a conjugaison prés) de q dans N/Q est cyclique d’ordre thq(a)).

4.2.2 Groupe de Galois
Dans le reste de la section, nous supposerons que n > 3. Le discriminant D du trindme
f(X) = X?" + aX + a est donné par
D= (—1)= "Dy
onb=*%et Dy = Pt b(pt — 1)L

Lemme 4.11. Soit p un nombre premier impair, et n > 3 un entier rational pair. Soit le
trinome f(X) = X?" +aX +a € Z[X] qui est de type d’Bisenstein relatif a p. Alors I’
entier rationnel |Dy| n’est pas un carré dans chacun des cas suivants :

(1) p£1 mod 8

(ii) p = 1 mod 8, et il existe un diviseur premier q de p" 1+ p" 2+ ... +p+ 1 tel
que (% = —1.

Démonstration. Supposons que |Dg| = k? pour un entier rationnel &, alors on a
Dy=p™" 1=p=+4k* modS.
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Sip#1 mod 8, alors p=—1 mod 8 et Dy = —k?.

Ainsi, p%l = —1 mod 4 et il existe alors diviseur premier g de p%l tel que ¢ = —1

mod 4. Comme p =1 mod g, alors
—B=p"l=p=1 modyg,

ce qui entraine que —1 est un résidu quadratique modulo g, et ceci est contradictoire avec
la congruence ¢ = —1 mod 4.

Si (7i) est vérifiée, alors

Do=p"" l'=p=1 modS§,

et I'égalité Dy = —k? est impossible. Par conséquent, Dy = k? et dans ce cas k? = p™" !

mod ¢, ce qui entraine que p doit étre un résidu quadratique modulo ¢; cependant, c¢’est
une contradiction, puisque p =1 mod 4 et <%) = —1 Par conséquent, 'entier |Dy| n’est

pas un carreé.
O

Théoréme 4.12. Soit p un nombre premier impair, et n > 3 un entier rational pair. Soit
le trinome f(X) = X?" 4+ aX + a € Z[X] qui est de type d’Eisenstein relatif a p. Alors
le groupe de Galois G du trinome f(X) = X?" +aX +a c’est tout le groupe symétrique

Spn dans chacun des cas suivants :

(')p;‘él mod 8

) p
q
que (p)

Démonstration. Soit [ un nombre premier qui divise| Dy| en une puissance impaire Théorem

=1 mod 8, et il existe un diviseur premier ¢ de p" ' +p" 2+ ... +p+1 tel

4.11, alors [ divise le discriminant absolu du corps K = Q(«) une seule fois [23, Théoreme
2]. Ceci implique que le groupe de Galois G contient une transposition |18, Lemme 1]. Or
G est un groupe de permutation doublement transitif (voir la preuve de la (Proposition
4.8)) et contient une transposition, alors d’aprés [12, Théoreme 3.3A, p. 77| G est tout le

groupe symétrique Spn
O

Maintenant, nous supposerons que |Dy| est un carré pour voir a quel groupe le groupe

de Galois G peut étre isomorphe, autre que Sp.. Il est important de noter que si n
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est pair et p = 1 mod 8 tel que (%) = 1 pour chaque diviseur premier impair ¢ de

p" 4+ p" 2+ . 4 p+ 1, alors Pexpression
Do =p"™ " +b(p" = 1)

est un carré pour une infinité d’entiers rationnels b avec p t b. En effet, nous avons
p™" =1 =1 mod 8, et pour tout diviseur premier impair [ de p — 1 on a p™®" ! =1
mod [ , aussi pour chaque ¢ de p" ! +p" 2+ ... +p+1lona <2%> = 1. Ce qui implique

que p™"~1 est un résidu quadratique modulo ¢. Donc la congruence
X2 =p"""1 mod (p" — 1)pn*1

est résoluble. Soit maintenant o une solution de la congruence ci-dessus et on peut sup-
poser que a n’est pas divisible par p, puisque a + (p™ — 1)?" 1 est aussi une solution de

cette congruence. Alors il existe un entier 5 qui n’est pas divisible par p tel que
042 . pnp”—l — B(pn . 1)p”—1

Pour tout r € Z, soit
b=+ 2rpa +r?p*(p" — 1)F" !
alors Dy = (o + rp(p" — 1)P"~1)2.

L’exemple suivant montre qu’il est possible que p = 1 mod 8 et pour tout facteur
premier impair ¢ de p™ — 1 on ait (%) = 1, et aussi que b puisse étre choisi tel que Dy

soit un carré.

Exemple 4.13. soit n = 6, on a p = 193 est le premier nombre premier tel que 193 = 1
mod 8, et pour tout facteur premier impair q de p” — 1, on a (%) = 1.

En effet, la factorisation premiére est (193% — 1) = 27 x 3% x 7 x 97 x 1783 x 37057.
Maintenant nous pouvons voir que pour tout facteur premier impair g de (1936 — 1)1936*1,
nous avons (%) = (%) = (&) = 1, ce qui implique que I'équation
12 = 1930x193°~1 4 2 (1930 — 1)1936*1 est résoluble [28, 27, p. 3]. Enfin, il suffit de prendre
Dy = 2% and b = x5.

Le second nombre premier qui satisfait p = 1 (mod 8) et pour tout facteur premier
impair g de p® —1 on a (%) = 1 est 337, puisque la factorisation premiére de (337%—1) =

20 x 3% x T x 137 x 43 x 883 x 113233, ¢t (55-) = (5%) = (32) = GG) = (52) =
(113233) -1

337
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Il convient également de noter que si n est impair alors pour chaque nombre premier
impair p, Dy est un carré pour une infinité d’entiers rationnels b. En effet, si

npn—l

b=ri(p" =1 T +2p e

tel que p ne divise pas l'entier r, alors Dy est un carré.
D’apres la preuve de la (Proposition 4.8), nous voyons que le groupe de Galois G est
doublement transitif. Ainsi par |7, Théoreme 1] nous concluons que le groupe de Galois

G du trinome f(X) doit étre 'un des suivants :

—_

(Z2); £ G < AGL (n,p), ou (Z,) est le groupe cyclique d’ordre p; ou
2. G >~ Syn; ou

3. G ~ Ay ou

e

. PSL(m,q) < G < PT'L(m,q). pour un entier m > 1 et une puissance d’un nombre

premier impair ¢ telle que (¢"~1)/(g-1) = p".

Théoréme 4.14. Soit p un nombre premier impair, n > 3 un entier rationnel, et soit
f(X) = X" +aX +a un trindme qui est de type d’Eisenstein relatif a p. Alors le groupe
de Galois absolu G de f(X) est soit le groupe symétrique Spyn, ou AGL (1,p") < G <
AGL (n,p).

Démonstration. On remarque d’abord que D n’est pas un carré, donc GG n’est pas contenu
dans le groupe alterné A,». Supposons maintenant que PSL(m,q) < G < PI'L(m,q).

pour un entier m > 1 et une puissance d’un nombre premier impair g, alors
m_1 -1 —2
pnzquzqm +q¢"*+ . +qg+ 1.

Si g est impair, alors m doit étre un nombre impair, ce qui implique que G ne contient pas
d’involution fixant au plus trois points [10, Proposition 2.4]; cela contredit ’hypothése
que G est un groupe de Galois de trinéme.

Si ¢ est pair, le cas m > 3 est exclu par [10, Proposition 2.4|. Alors il existe un
entier positif u tel que p™ = 2% + 1. D’apres [1, lemme numérique, p. 89|, on voit que u
= 3 et p” = 9; cela contredit 'hypothése que n > 3. Comme le groupe linéaire affine
AGL(1,p") < G est un sous-groupe de G (voir (Proposition 4.8)), la preuve est compléte.

]
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Théoréme 4.15. Soit p un nombre premier impair, n > 3 un entier rationnel, et soit
f(X)=X" +aX +a € Z[X] un trindme qui est de type d Eisenstein relatif a p. S’il
existe un diviseur premier ¢ # p de a tel que pged(v,(a), p) = 1, alors le groupe de Galois

absolu G de f est le groupe symétrique Spyn.

Démonstration. On peut supposer que |Dg| est un carré, car sinon G serait le groupe symé-
trique Sp». On fixe un idéal premier Q de N au-dessus de ¢. Soit ¢ = Q N K. Notons
par Ng le complété de N en Q et K le complété de K dans q. Le corps local K, est
obtenu par adjonction & @, d'une racine de f c’est une extension totalement ramifiée
de Q, (Lemme 4.9). Notons par Iq le groupe d’inertie de Q dans N/Q. Introduisons le
corps d’inertie Ly dans Nq/Q,. L’extension totalement ramifiée K,/Q, est linéairement
disjointe de l'extension non ramifiée Ly/Q,, ce qui entraine que le polynéme f(X) reste
irréductible sur L. Par conséquent, Iq = Gal(Ng/Ly) agit transitivement sur les racines
de f(X). Comme le groupe d’inertie Iq est cyclique d’ordre p™ (Proposition 4.10), d’aprés

21, corollaire 1.2], et (Théorem 4.14) nous concluons que le groupe G est Spyn.
L]
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