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Notations

N ={0,1,2,...} : ensemble des entiers naturels.

s(n, k) : nombre de Stirling de premiére espéce signé.

S(n, k) : nombre de Stirling de deuxiéme espéce.

End C [z] : algeébre des endomorphismes du C-espace vectoriel C [z].
D : opérateur de dérivation de C[z].

¢ : algebre des opérateurs de composition du C-espace vectoriel C [z].
2 : groupe des opérateurs d’Appell du C-espace vectoriel C [z].

® : ensemble des delta opérateurs du C-espace vectoriel C [z].

© 00 N s N

(), :=x(x—1)...(x —n+1) pour n > 1 et (x),:=1.

—
e

—
8

B

: partie entiére de z.
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<.

S

. symbole de Kronecker valant 1 si ¢ = j et 0 autrement.
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au point sa "Note G". Elle a imaginé "informatique, elle l’a tirée du néant en un
temps ou il N’y avait pas encore la moindre trace de modernité. Toute seule, avec
sa plume d’oie, devant son écritoire rapé, Ada a réussi a marquer notre civilisation
autant que Pasteur, Finstein ou Fleming. Elle a bricolé une lampe qui s’est levée
comme un soleil sur la seconde moitié du XXiéme siécle et qui illumine le troisiéme
millénaire, modifiant la forme et le devenir de toute activité humaine".

Catherine Dufour

"Ada Lovelace ou la beauté des nombres, la pionniére de l'informatique”

Ada Lovelace (1815-1852) : Comtesse anglaise surnommée "the countess of computing”.
Elle est la premiére personne a avoir écrit le tout premier programme informatique, en 1843.
La "Note G" est un algorithme permettant de générer des nombres de Bernoulli. (cf : T. J.
Misa, "Charles Babbage, Ada Lovelace, and the Bernoulli numbers.” Ada’s Legacy : Cultures
of Computing from the Victorian to the Digital Age (2016) : 11-31).



Introduction

Cette thése est consacrée a une étude approfondie de I'algebre commutative € des opérateurs
de composition (définis dans C [z]). Ce travail nous a permis d’obtenir de nouvelles identités
pour les polynémes de Bernoulli et d’Euler classiques ou généralisés. Cette thése comporte
cinq chapitres.

Au premier chapitre, nous précisons les définitions d’une A-suite, d’une suite d’Appell, d’un
opérateur de composition, d'un opérateur d’Appell et d'un delta opérateur. Nous établissons
aussi des résultats originaux concernant les suites de polynémes d’Appell.

Au deuxiéme chapitre, nous précisons les définitions et de nombreuses propriétés des nombres
et polyndémes de Bernoulli, d’Euler et de Genocchi classiques ou généralisés. Ainsi les poly-
nomes de Bernoulli généralisés B\ (), les polynomes d’Euler généralisés ES (z) sont définis,
pour a € C, par :

By () = Q3 (a") et E (x) = Qg ("),

n

ou % et Q)% sont les opérateurs unitaires d’Appell définis par :

O = (eD— 1) et Qf = <—€D+1) ,

D étant Popérateur de dérivation. B, (z) = B (z) et E, (z) = % (x) sont alors les poly-

nomes classiques respectivement de Bernoulli et d’Euler. Les nombres de Bernoulli généralisés
et d’Euler généralisés sont respectivement définis par : B*) = B (0) et E = 2n B (2).
Les nombres de Bernoulli classiques et d’Euler classiques sont respectivement définis par :
B, = B,(0) et E, = 2"E, (%) Dans ce chapitre, nous prouvons de nombreuses propriétés
classiques de ces polyndémes par ’emploi des opérateurs de composition. Nous démontrons
aussi de nouvelles identités. Ainsi, nous prouvons la relation de récurrence suivante vérifiée
par les polyndémes d’Euler généralisés :

n—2

B0 @) = (o= 5) B @+ 5 0 (M) ) B 05 @),
k=0

Au troisiéme chapitre, nous établissons de nouvelles formules explicites pour les polynomes
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d’Euler classiques :

En(x):(m+1)§:((_k—1j1)(?)i:<§) (x—%+2j2_k)n pour 2m 4+ 1 > n,

1 — 1)! 2Z 1

on £ ok Zzl k—1(
LR () (k1) 41
E,(z)==x + o <€+)1 ( o )< I )S(nk+€2x—1)n>0
/=1 k=0
T(—1)F & 2k n
Ba(@) =Yk Z(—1)E<e>(2x—1+k—£)",mzbJ,nzo.
k=1 /=1

Dans ces relations, S (n,k,z) désigne le polynome (appelé nombre généralisé de Stirling de
deuxieéme espéce) défini par :

S (n,k,x) i (,)(erj)”.

J=

Nous établissons aussi la formule explicite suivante pour polynémes d’Euler généralisés.

Zm; ik ((Hk_l);(—l) (ik) 2z —a—k+j)", m> [g},nzo.

Ces formules permettent de retrouver comme cas particulier des identités établies en 2015 par
Wei Qi et Guo [60] et en 2017 par Qi et Guo [43].

Le quatriéme chapitre est entiérement consacré a un examen d’un article d’Alzer et Yaku-
bovich [2, Theorem 3.1] publié en 2018. Nous établissons 'identité nouvelle suivante :

[/2] 2% 2%k
n\1*+---m 1
B, 2 E ———B,_ =— =B, ((2 )z — )
o 1 <2k> (2n + 1)*F ! 2 (2) (2m +1) (@m+ 1)z —m)

Cette identité généralise un de leurs théorémes. Nous donnons aussi une preuve directe des
deux identités suivantes établies par ces auteurs :

- 2n
Z22k1<2k_1>32k 1 Zm%( >E2k 1 (),
=1

et

n

2n+1

Z 92k <2" i 1) Boy () = 3 (2k + 1) 2% (Qk B 1) B (2).

k=0
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Nous redémontrons aussi les Théorémes établis par ces auteurs de maniere originale par
I’emploi des opérateurs de composition. Les démonstrations ainsi obtenues sont le plus souvent
simples et courtes.

Au cinquiéme chapitre, nous prouvons que si {2 est un opérateur d’Appell unitaire et si
pour tout a € C, (A,(f) (m)) désigne la suite de polynomes d’Appell associée a 'opérateur
n>0
d’Appell Q¢ alors pour a, A € C , [ € Z, m, n € N, on a l'identité suivante :

vérifice pour m > n et aussi pour m > [2] si A = Q(z)|,_,.

L’identité (1) a fait 'objet d’une récente publication (2022) [7]. Elle permet de retrouver
de nombreuses formules explicites parmi lesquelles : la formule explicite de Jordan,(1950)
[27] et Gould (1972) [21], la formule explicite de Todorov (1985) [56], la formule explicite
de Boutiche, Rahmani et Strivastava [11] (2017) et l'identité de Bencherif, Benzaghou et
Zerroukhat (2017) [5]. Cette identité permet aussi de retrouver comme cas particulier I'identité
suivante concernant les nombres d’Euler généralisés due a Luo (2005) [36] :

(=) n+a\ fa+k—-1 "k
g~ 20 k—25)", n>0. 2
A GO O TSR
k=0 7=0
Signalons que c’est le fait que l'identité établie par Bencherif, Benzaghou et Zerroukhat en

2017 [5] ne permettait pas d’obtenir la relation (2) comme cas particulier qui nous a motivé
a rechercher et a trouver l'identité (1) qui généralise aussi (2).



Premiére partie

Notions préliminaires et Compléments
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Dans cette partie

Cette premiére partie est composée par les Chapitres 1 et 2.

Au Chapitre 1, nous revisitons la notion d’opérateur de composition ainsi que la notion de
suite de polyndémes d’Appell.

Au Chapitre 2, nous étudions certaines propriétés des polynéomes et nombres de Bernoulli,
d’Euler et de Genocchi classiques ou généralisés a I’aide des opérateurs de composition.



Chapitre 1

A-suites et opérateurs de C [z]

1.1 Introduction

Le terme "opérateur" désigne tout élément de 'algébre End (C [z]) des endomorphismes du
C-espace ectoriel C [z]. L'unité de cette algebre est noté 1. L’opérateur de dérivation noté D
est défini par :

D (xo) =0 et D(2") = nz" ! pour n > 1.

Nous notons indifféremment uv ou uowv le composé de deux opérateurs u et v. Nous appelons
A-suite toute suite A := (4, (x))
"propriété d’Appell" :

»en de polynomes de C [z] vérifiant la propriété suivante dite

DAy(x)=0 et D(A,(x)) =nA,_1(z) pour n > 1. (1.1)

Il est facile de constater que le terme A,, () d’une A-suite est toujours un polynome de degré
inférieur ou égal a n et que de plus, A, () est de degré n si et seulement si Ag (x) n’est pas le
polynéme nul. Nous appelons suite d’Appell toute A-suite (A, (z)), oy dont le terme A, ()
est un polyndéme de degré n. Cette dénomination est en ’honneur du mathématicien frangais
Paul Emile Appell (1855-1930) qui introduisit dans un article [1] intitulé "Sur une classe de
polynémes" ces suites de polynémes en écrivant des les toutes premiéres lignes de cet article :

"Je m’occupe dans ce Mémoire, de certains polynomes en x formant une suite

AO; Al: s )An—lyAnr R

dont le terme A, est un polynome de degré n et dans laquelle deux termes consécutifs sont

liés par la relation
dA,

dx

= TLAn,1 .

14
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Les polynomes les plus simples de cette espéce sont les puissances consécutives mémes de la

variable,
n—1 n
]‘7 x? N 7x ) 'ZU ) Y
car on a .
dz" .,
— =nz" .
dx

Les suites de polyndémes de Bernoulli, d’Euler et de Genocchi classiques ou généralisés sont
des exemples importants de A-suites.

Dans ce chapitre, nous montrons que la donnée d’une A-suite équivaut & la donnée d’un
opérateur de composition. Un opérateur de composition étant un opérateur commutant avec
Iopérateur de dérivation. Nous montrons que I’ensemble € des opérateurs de composition est
une sous-algebre commutative de 'algébre End (C [z]). En exploitant alors de remarquables
propriétés des opérateurs de cette algebre, nous arrivons a obtenir aisément de nombreuses
identités vérifiées par toute A-suite.

1.2 Suite de polyndmes associée a un opérateur

Définir un opérateur 2 de C [x] revient a définir les images des vecteurs d'une base de C [z] par
nen de Clz] telle que I'on ait dege, (7) = n,
pour tout entier n > 0, constitue une base de C [z]. Ainsi la base canonique de C [z] est la
ou (z), est défini par (z), :=

cet opérateur. Toute suite de polynomes (e, (z))

suite de polynomes (z"),, oy La suite de polynomes ((x),), .y
Z;l (x — k) pour tout n > 0 est aussi une base de C [z]. Dans ce qui suit, nous avons privilégié
la base canonique pour définir certains opérateurs. Ainsi Papplication F' de I'ensemble (C [2])"
des suites de polyndomes de C[z] sur I'ensemble End (C[z]) des endomorphismes de C [z]
définie par :
F: (C[z])" — End (C [z])

(A () ey = O,
ou 24 est 'opérateur défini par :
Qa(z") = A, (z), neN,
est bijective. L’application réciproque de F' étant :
F~':End (C[z]) — (C[z])"
Q= (Q(z"))nen -
Pour toute suite de polynomes A := (A, (z)) € (C[z])", Q4 est appelé "opérateur associé a

A". De méme, pour tout opérateur €2, la suite de polynomes (£2(2")), .y est dite associée &
cet opérateur.
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Proposition 1 Soit A = (A, (x)),cy € (C ()" et Q4 Uopérateur associé a la suite A. Alors
A est une A-suite si et seulement si 4 commute avec l'opérateur de dérivation.

A est une A-suite <= D oQy =Q40D.

Preuve. Il suffit de constater que la propriété (1.1) peut s’énoncer comme suit :

DQ4 (2°) = QuD (2°) et DQy (2") = QuD (2") pour n > 1.

O
Proposition 2 Pour toute A-suite A := (A, ()),en> 0N @ :
- n n—k
Ap (z+y) = )T A () (1.2)
k=0
Preuve. (4, (1)),cy étant uneA-suite, on a :
l)k
FA,Z (x) = (Z) Ap g (x) pour 0 <k <n. (1.3)
En particulier, on a :
Dn
Ap (x) étant un polynome constant, on a :
l)k
FA" (x) = 0 pour pour k > n. (1.4)

Compte tenu des relations (1.3) et (1.4), la formule de Taylor nous fournit la relation suivante :

n n n

Aue ) =) T =3 (A =Y (Dawet s

k=0 k=0
]
Remarquons que pour toute A-suite A := (4, ()),cy, o0 & en appliquant (1.2) pour y = 0

A, (z) = i (Z) apz" " (1.6)

k=0

et en posant ay = Ay (0)

Il en résulte que le degré du polynéme A, (z) est inférieur ou égal & n et que de plus le
polynome A, (x) est de degré n si et seulement si ag # 0, c’est a dire si et seulement si A est
une suite d’Appell.

Ay () = 3 A (0) 2 (7). (L.7)
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Du fait que % (z™) = 0 pour tout entier £ > n + 1, on a alors aussi pour tous entiers m et n

- (z A.(0) %) (@").

Nous constatons ainsi la possibilité de définir >~ Ay (0) Dk—f comme étant 'opérateur 24.

Nous allons clarifier cette définition au paragraphe suivant. Quelques précisions concernant

tels que 0 < n <m

'algebre des séries formelles C [[z]] nous seront utiles.

1.3 Séries formelles

Un élément de C[[z]], appelé série formelle & une indéterminée z & coefficients dans C, est
une expression de la forme :

ol a, € C telles que deux séries formelles Y 7 a,z" et > b,2" sont égales si et seulement
si a, = b, pour tout n € N. Sur C [[z]], on définit une addition, une multiplication ainsi qu'une
opération externe de C x C[[z]] dans C[[#]] :

Zanz —|—sz = i(an—kbn)z"
n=0 n=0
(i anz”> (i bnz”> = f: 2": akbn_k> 2",
n=0 n=0 n=0 \k=0
A Z a2t = Z Aa,z", A e C.

3
Il
=)
3
Il
=)

Muni de ces trois lois, C[[z]] est alors une algébre commutative intégre sur C.

P o) n o0 2z 2 . P P .
Les série formelles ) " ja,2™ et " a,%; sont appelées respectivement série génératrice
ordinaire et série génératrice exponentielle de la suite (ay),, cy-

L’ordre d’une série formelle S (z) = > 7 a,2" noté ord S (z) est le plus petit entier naturel
n tel que a, # 0 si S(z) # 0. On définit ord S (z) = +oo si S(z) = 0. Il est facile de voir
qu’on a les propriétés suivantes :

ord (5 (2) T'(2)
ord (S (2) + T (2)
ord (S (2) T (z)
ord S™ (z

= ordS (z)+ordT (2),

min (ord S (z),ord 7T (2)),

0<=ord(S(z)) =ord (T (2)) =0,

nord (S (z)), n > 0. (1.8)

v

)
)
)
)
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La série formelle S (z) € C[[z]] est inversible si et seulement si elle est d’ordre zéro. On
note S7! (2) ou % cet inverse. Le coefficient ay d'une serie S (z) = > 2 a,2" € C[[2]] est
souvent désigné par S (0). La série formelle S (z) est donc inversible si seulement si .S (0) # 0.
L’ensemble des séries formelles inversibles constituent un groupe commutatif.

Si S(z) et T'(2) sont deux séries formelles de C[[z]] telles que ord S (z) > ord T (z), alors
il existe une unique série formelle U (z) telle que S (2) = U (2) T'(z). U (2) est le quotient de

S (z) par T (z) et on le note ;8

Si T'(z) est une série formelle telle que ord7 (z) > 1, on peut définir la série formelle
composée (SoT)(z) =5 (T (2)).

(SoT)(2) =8 (T(2)) =Y _ axT*(z)
Dans ce cas, on a :
ord ((SoT)) =ord(S)ord (T).

SiordT (z) = 1, on dit que T'(z) est une delta série. Toute delta série T' (z) admet une unique
delta série réciproque notée T¢1 (2) :

T (T (2) =T (T (2)) = 2.

Ainsi, en définissant les séries formelles e* et In (1 + z) par :

[e.9]

—Z—etln 1+z::Z %

k=1
les séries formelles e* — 1 et In (1 + 2) sont des delta séries réciproques 'une de 'autre.

On définit aussi la dérivée d’une série formelle S (z) = > °°  a,2" comme étant la série

S’ (z) définie par :
= Z na,z""1.
n=1

Il est facile de prouver les propriétés suivantes :

1
1+2
Le lemme suivant nous sera d’une grande utilité au chapitre suivant.

(In(142)) =
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Lemme 3 Soit Sp (2) := =*5. On a alors

S5 (2) = (1 - 2) Sp (2) — 255 (=) (1.9)

Preuve. On a :
(e —1)Sp(2) = z.

On en déduit par dérivation que :

e*Sp(z)+ (e —1) S (2) = 1. (1.10)
En multipliant par Sg (z) = =1 chacun des membres de (1.10), on a alors :

e*S% (2) + 285 (2) = Sp (2).
On en déduit que :

e*S% (2) — 285 (2) = (1 — 2) Sp (2) — 255 (2).

La relation (1.9) en résulte en remarquant que l'on a :

ef —1

z

N <ez - z( )) 2 (2) = 52 (2).

g

Pour a € C, on définit la série S*(z) pour toute série formelle S(z) telle que S(0) = 1 par :

o) @ 0 ) J
Q
S¥(z) = (1 + anz”> =1+ < ) ( anz"> :
Pour «, 5 € C, on a alors pour toute série formelle S(z) telle que S(0) =1 :
S°(2) = §(2)57(2) et (57 (2) = S*(2)

et
(e*)* =e*, a e C.

Nous pouvons maintenant donner une caractérisation des A-suites.

Proposition 4 Soit A := (A, (1)), oy une suite de polynomes de C [z], alors A est une A-

suite st et seulement st sa série génératrice s’écrit :
(o9} Zn’
E A, (2) — =5 (2)e™, (1.11)
n!
n=0

ou S (z) € Cl[z]].
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Preuve. En effet, on peut remarquer que d’apres la relation (1.6), on a :

A, (7) "L a2
=N 2 a>
nl Mn—my "=

ot ar, = Ay (0). On en déduit la relation (1.11) avec

1.4 Nombres de Stirling

Les nombres de Stirling de premiére et seconde espéce sont des nombres entiers qui ont été
introduits par le mathématicien écossais James Stirling (1692-1770) en 1730 ([54]). Depuis
cette date, 1’étude des propriétés de ces nombres a fait 'objet de nombreux articles : [58, 42,
27, 41].

Les nombres de Stirling s (n, k) de premiére espéce sont définis par :1

n"(1+2) & z
—_— = k) —, k e N. 1.12
Ssn k)i ke (112)
Les nombres de Stirling S (n, k) de deuxiéme espéce sont définis par :

x":ZS(n,k)(x)k ,n > 0.

k=0

Les nombres de Stirling deuxiéme espéce sont des entiers naturels. Ils vérifient la relation

suivante :
e — 1
ZS n,k) =, keN. (1.13)
Les nombres de Stirling de deuxiéme espéce généralisés S(n, k,x) ([12], p. 152 (3.9)) sont
définis par :
> 2" 1
ZS(n, k,x)m Pk (e —1)", ke N. (1.14)
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Il est facile d’en déduire que :

S(n,k,x) =

Mw

ki ( )(x+j)” (1.15)

:0
et

S(n, k) = S(n, k,0) = kli ( ) " (1.16)

1.5 Opérateurs ponctuellement nilpotents

On dit qu'un opérateur €2 est ponctuellement nilpotent si chaque fois qu’on se donne un
entier naturel n, il existe un entier naturel r tel que Q" () = 0. On alors Q™ (z") = 0 pour
tout entier m > r. Ainsi 'opérateur de dérivation D défini par :

D (2°) =0 et D(2") =nz"" pour n > 1,

est un opérateur ponctuellement nilpotent. En effet, pour tout entier n > 0, on a : Q"™ (27) =
0. Considérons un opérateur ponctuellement nilpotent ¥, pour lequel on a ¥" (z") = 0 pour
un certain entier naturel r. Alors pour tout entier naturel n et pour toute suite de nombres
complexes (ay),,, la suite de polynomes (a; ¥ (2")), .y ne possede qu'un nombre fini de termes
non nuls. En effet, on a ;¥ (2") = 0 pour k& > r. On peut donc définir ;- ¥ (z")
comme étant la somme de tous les termes non nuls de la suite (o ¥ (2)),oy- On associe ainsi
a toute série formelle S (2) = > 77, ay2” € C[[z]] Vopérateur noté indifféremment S (¥) ou
Y peo 0P défini par :

) (z") = Z apV (z") = Zak\lf (x
k=0 k=0
Désignons par C [[¥]] Pensemble des opérateurs {2 pouvant s’écrire comme une série en U :
CllY]] :=={5(¥) / 5(2) € C[l=]]}-
Proposition 5 Soit ¥ un opérateur ponctuellement nilpotent. Alors :

1. C[[V]] est une sous-algébre commutative de l’algébre des endomorphismes de C [z],

2. Uapplication Fy : C[[z]] — C[[¥]] qui a toute série formelle S (z) € C|[z]] fait corres-
pondre lopérateur S (V) est un morphisme surjectif d’algébres.

Preuve. Pour toutes séries formelles S (2) et Sy (z) et pour tout A € C, on a :
S1(¥)+ 52 (V) = (514 5)(¥),
ASL (W) = (AS) (¥),
S1(¥) 82 (¥) = (515) (V) = S2 (V) S (V)
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g

Dans ce qui suit, nous allons étudier tout particuliérement le cas ot I’on choisit pour opéra-
teur ponctuellement nilpotent ¥ = D.

1.6 Algébre ¢ des opérateurs de composition

Définition 6 On appelle opérateur de composition tout opérateur ) pour lequel il existe une
suite de nombres compleves (ar),cy telle que :

On désigne par € := C|[[D]] ’ensemble des opérateurs de composition. On peut préciser
davantage la proposition 5 dans le cas ou ¥ = D.

La proposition suivante établit clairement que la donnée d’une A-suite équivaut a la donnée
d’un opérateur de composition.

Proposition 7 Soit A := (A, (v)),cy une suite de polynomes de C [x].

1. A est une A-suite si et seulement ['opérateur Q2 associé a cette suite est un opérateur
de composition.
A est une A-suite < Q4 € C[[D]]

Preuve. Prouvons les deux implications.

1. A est une A-suite = Q4 € C[[D]]

Si on suppose que A est une A-suite, alors on sait, d’aprés la relation (1.7), que 'opé-
rateur ()4 associé a la suite A est >~ A (0) Dk—;c et donc Q4 € C[[D]].

2. Q4 € C[[D]] = A est une A-suite

Si on suppose que Q4 € C[[D]], alors Popérateur D commute avec 4. On sait d’apres
la proposition 1 que dans ce cas, A est une A-suite.

g

Proposition 8

1. € est une sous-algébre commutative de l'algébre End (C [z]).

2. L’application Fy : C|[z]] — € qui a toute série formelle S (z) € C|[z]] fait correspondre
Uopérateur de composition S (D) est un isomorphisme d’algébres.
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Preuve. On sait déja par le proposition 5 que € est une sous-algébre commutative de 1’algébre
End (C [z]) et que de plus 'application Fj est un morphisme surjectif d’algebres. F est aussi
une application injective car ’écriture d’un opérateur de composition €2 sous la forme d’une
série en D est unique. En effet si Q@ = > 77 aka—f, alors on a a,, = Q (2")|,_, pour tout n € N.
O

Définition 9 On appelle ordre d’un opérateur de composition §), l'ordre de 'unique série en
D telle que Q = S (D) :
ord S(D) = ord S(z).

Ainsi 'ordre d’un opérateur de composition §2 est égal & +oo si 2 = 0 sinon l'ordre de €2
est un entier naturel. La notion d’ordre va nous permettre de préciser ce qu’on entend par
quotient de deux opérateurs et quand ce quotient est possible. On sait qu’on peut considérer
dans I'anneau C [[2]] le quotient de deux séries formelles S1(z) et Sa(z) pourvu que 'on ait :
ord S1(z) > ord Sa(z). En effet, dans ce cas, il existe une unique série formelle S3(z) telle que
S1(2) = S5(2)Ss(z). La série formelle S5(z) est désignée par 2-2)

Sa(z) "
peut considérer le quotient de deux opérateurs de composition €2 := S;(D) et Qq := Sa(D)

De la méme maniére, on

pourvu que l'ordre de §2; soit supérieur ou égal a I’ordre de €25. Si tel est le cas, on définit g—;

_ Si(2)
T Sa2(2)

Les définitions qui suivent reposent sur la notion d’ordre d’un opérateur.

comme étant 'opérateur de composition par 3—; := S3(D) ou S3(z)

Définition 10 On appelle opérateur d’Appell tout opérateur de composition d’ordre 0.

On désigne par 2 I'ensemble des opérateurs d’Appell,
A={S (D) / S(2) € C[z]] et ord S (z) =0}.

2l est I'image par 'isomorphisme F; (proposition 8) du groupe commutatif des unités de C [[z]]
(constitué par les séries formelles d’ordre 0), 2 est donc un groupe commutatif. Ce groupe
est appelé groupe des opérateurs d’Appell.

Définition 11 On appelle opérateur d’Appell unitaire tout opérateur d’Appell telle que 2 (1) =
1.

On désigne par 2, 'ensemble des opérateurs unitaires d’Appell
A,={S(D) / S(z) € Cl[z]] et ordS(z) =0et S(0)=1}.

On constate aisément que 2, est un sous-groupe du groupe 2 des opérateurs d’Appell. De
plus si a € C et si 2 € A, on peut définir Q% comme étant 'opérateur S (D) du fait qu’on
sait définir alors S® (2).
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Définition 12 On appelle delta opérateur tout opérateur de composition d’ordre 1.

On désigne par ® ’ensemble des delta opérateur :

D={5(D) /S(z) e C[z]] et ordS(z) =1}.

Proposition 13 Soit Q un opérateur de composition non nul d’ordre m. Soit (A, (7))o la
A-suite associe a §Q.

1. Sim =0, alors ) est un opérateur d’Appell et (A, (1)),,cy est une suite d’Appell. Si
de plus Q (1) = 1, alors Q2 est un opérateur d’Appell unitaire et pour tout entier n > 0,
A, (z) est un polynome unitaire de degré n.

2. Sim > 1, alors A, () =0 pour 0 <n <m—1 et deg A, () =n —m pour n > m.

. _ 0o Dk 00 DFk p .
Preuve. Soit Q =~ jar 77 = > _,_,, k7 avec m # 0. On a alors en convenant de définir
une somme vide comme étant égale a zéro :

A, (z) = Q(a") = i (Z) arz"*, n > 0.

k=m
Sim =0, A, (z) est un polyndéme de degré n de coefficient dominant ag = Q2 (1). Si m > 1,
on a alors A, () = 0pour 0 <n < m—1.8in > m,on a alors deg A, (z) = n —m, le
coefficient de "~ étant a,, # 0. O

1.7 Opérateurs de Bernoulli, d’Euler et de Genocchi

En considérant les séries formelles suivantes de C [[2]] :

S8(2) = ez—1:(1+z(k+1)!) ’

k=1
2 =N AN
z
S g = 1 — _
p(2) = 5o ( +2;k!)
2z
t S = =z
et Sg(2) 12 E(2),
on définit les opérateurs de composition suivants :
D
QB . :SB(D>:eD_1’
Q Sp(z) = —>
N = 2] =
E E eD —I'— 1 bl
2D
et QG . = SG (Z) =
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Les opérateurs €2, Qf et Qg sont appelés respectivement : opérateur de Bernoulli, opérateur
d’Euler et opérateur de Genocchi. Remarquons que 'on a

ordQdg =ordQg =0 et ordQg = 1.

De plus Q5 (1) = Qg (1) = 1. Les opérateurs de Qp et Qg sont donc des opérateurs d’Appell
unitaires. (0 est un delta opérateur. Pour o € C et m € N, on définit les opérateurs Q (),
Qp@ et QG(m) par :

QB(Q) = Q%, QE(a) = Q% et QG(m) = Qg

Les opérateurs g, Qg et Qqm) sont appelés respectivement : opérateur de Bernoulli gé-
néralisé d’ordre «a, opérateur d’Euler généralisé d’ordre a et opérateur de Genocchi généralisé
d’ordre m.

A chacun de ces opérateurs est associée une suite de polynémes. Les suites des polynomes de
Bernoulli (B, (z)) d’Euler (E, (x)),,cy et de Genocchi (G, (x)),,cy classiques sont définies

neNy
par :
B, (x):=Qp(z"), E, (z) := QE (") et Gy (x) := Qg (2™), n > 0.
Les suites des polynomes de Bernoulli ( () , d’Euler (Efla) (a:)) et de Genocchi
ne N neN

(Gf{n) (x)) . généralisés sont définies par [40], [52] :
ne

B () := Qpe (), E@) () := Qg (z) et ngm) () == Qagem ("), n > 0.

n

Les relations suivantes sont immeédiates

BW (z) =B, (z), EV (z) = E, (z) et GV (z) =G, (z).

n

1.8 Groupe 2 des opérateurs d’Appell

On appelle opérateur de translation défini par o I’endomorphisme 7, défini par :
Ty (2")=(x+a)", n>0.

En constatant que 'on a :

k=0

on en déduit que pour tout o € C :

e

. . D
K — P 1.1
=D o' (1.17)

k=0
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Les opérateurs de translation possédent de nombreuses propriétés. L’application o« — T}, est
un morphisme du groupe additif (C,+) dans le groupe d’Appell 2. Pour tout couple («, [3)
d’éléments de C?, on a :

o = 1,

;b = T,
Torp = ToTp =TpTh,
TP = T,p.

Les combinaisons linéaires des opérateurs de translation sont appelés des opérateurs au
différences finies. Ces opérateurs constituent une sous-algebre de ’algébre des opérateurs de
composition €. En particulier 'opérateur A défini par

AI:Tl—TOZ %l

k=1

est un opérateur aux différences finies et aussi un delta-opérateur. On peut constater que
A" =(x+1)"=2", n>0.

Plus généralement, comme les opérateurs T et 1 commutent, on peut appliquer la formule
du binome a la somme (T} — 1)*, on obtient alors :

M»

AF = (T} — 1 ( >TJ, k> 0.
]:0
Ainsi, on a, en utilisant la relation (1.15) :
Ak (z 1 & b .
y :k;_z (x+7)" =8S(n,k,z),n>0,k>0.

1.9 Ensemble ®© des delta opérateurs

1.9.1 Image et noyau d’un opérateur de composition

Pour tout entier naturel m, désignons par C,, [z] le C-espace vectoriel constitué par les
polynoémes de C [z] de degré inférieur ou égal & m.

Proposition 14 Soit () un opérateur de composition

1. §iQ2 =0, alors ImQ = {0} et ker Q = C|[x].
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2. SiQY#0 etordQ =0, alors ImQ = Cz] et ker Q2 = {0} .
3. 85iQ#0 etordQ =71 avecr > 1, alors ImQ = C|z] et kerQ = C,_ [z].

Dans tous les cas, on a :
dim ker 2 = ord €).

et ) est surjectif si 2 # 0.

Preuve.
1. si Q2 =0, alors dimker Q = dim C [z] = 400 = ord 2.
2. i Q2 #0, alors ord Q2 = r avec r € N et (2 = D"}y avec (); € 2. Deux cas se présentent :
r=0etr>1.
(a) Sir =0, alors On a alors ker Q2 = {0} et dimker 2 = 0 = ord Q.
(b) Sinon r > 1, ker Q = ker D" = C,_; [z] et dimker Q = r = ord .
3. Remarquons enfin que d’aprés ce qui préceéde, on a bien dans tous les cas : dimker () =
ord €2. De plus, tout opérateur de composition non nul est surjectif. En effet dans ce cas
ordQ) = r avec r € N, Q) peut s’écrire : {2 = ;D" ou €21 est un opérateur d’Appell. On

a alors degQ (z"*") = n pour tout entier n > 0. (Q(2""")), oy est alors une base de
C [z]. I en résulte que € est surjectif.

g

Les delta opérateurs ont des propriétés similaires a 'opérateur de dérivation. Si § est un
delta opérateur, on a les propriétés suivantes vérifiées pour tout polynome P (z) de C[z] :

(deg P (z) =netn>1)=degd(P(x)) =n—1,

S (™) =0,n >0,

(P (z) est un polynéome constant) <= § (P (z)) = 0.

Proposition 15 Soient «, 5 € C. Pour tout delta-opérateur § et pour tout polynéme Q () €
C [z], il existe un unique polynome P (z) € C[x] tel que :

6(P(z))=Q(x) et P(a)=7.
De plus si deg Q (x) = n, alors deg P (x) =n + 1.
Preuve. Pour tout delta opérateur §, on a dimkerd = 1 Imd = C[z], il en résulte que pour

tout polynéme Q(z), il existe un unique polynéme P(z) tel que 6 (P(z)) = Q(z) et P(a) = p.
0
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1.9.2 Base associée a un delta opérateur

Définition 16 /48, p. 207/On dit qu’une suite de polynomes (S, (1)),cy €st une suite de
Sheffer relativement au delta opérateur § si elle vérifie les deux conditions suivantes :

1. deg S, () = n pour tout n > 0,
2. §(S, (x)) =nS,_1 (x) pour tout n > 1.

Ainsi toute suite de polynome d’Appell est une suite de Sheffer relativement a ’opérateur
de dérivation. Toute suite de Sheffer relativement & un delta opérateur ¢ est une base de
C [z]. La proposition 15 nous permet de construire de proche en proche des bases de Sheffer
relativement a un delta opérateur donné. Ainsi, la définition suivante trouve sa justification
grace a la proposition 15.

Définition 17 [48, p. 208/Soit § un delta opérateur. La base de C x| associée a ce delta-
opérateur est la suite de polynomes (py, (x)), oy vérifiant les conditions suivantes :

Lo deg pu(a)=n (n>0),

2.0 (pn (l‘)) = NPn-1 ((L’) (n > 1)?
3 po(x)=1,p,(0)=0 (n>1).

L’existence et 1'unicité de la suite de polynomes (p, (x)),,o Se prouvent aisément a 1’aide d'un
raisonnement par récurrence. On a pg (z) = 1 par hypothése. Si on suppose p,, (z) déterminé
pour un entier n > 0, alors p,41 () doit vérifier I’équation :

0 (P41 () = (n+1)pn () et pots (0) = 0.

On sait que cette derniére équation admet une solution unique. Le polynéme p,, . (x) est donc
aussi parfaitement déterminé.

En constatant que :
A((x),) =n(x),_, pourn > 1et A((x)y) =0,

on peut donc affirmer que la suite ((x) est la suite de polynémes associée au delta-

n)nEN
opérateur A.

Proposition 18 Soit § un delta opérateur et (p, (x)), oy Sa base associée. Alors on a :

1. Tout opérateur de composition peut s’écrire comme une série en ¢ :

¢ =CI[o]]
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2. Pour tout opérateur de composition ), ’écriture de €2 sous forme d’une série § est
unique. On a :

0= E Gy AVEC ap = Q (pr (2))],—0 (1.18)
k=0

3. Pour tout opérateur de composition Q tel que Q@ = S (J) avec S (z) € Cl[z]], on a :
ord (2) = ord (5) .

Preuve.
1. 11 suffit de prouver que l'on a l'égalité C[[d]] = C[[D]]. Pour cela, on exploite le fait
que toute delta série de C[[z]] admet une série inverse pour la composition des séries
formelles. Ainsi 0 étant un delta opérateur, § s'écrit 6 = S; (D) ou S (z) est une

delta série formelle. Désignons par Ss (z) la série inverse de S (z) pour la composition
(S2(2) = Sl (2)). On a alors les égalités
S1(82(2)) = 52 (51 (2)) = 2.
On en déduit que :
D =55(0).
Prouvons que C|[0]] € C[[D]]. Soit 2 = S(6) € C[[d]]. Alors comme 6 = S; (D), on
en déduit que Q = S (51 (D)) = (S0 51) (D) et donc © € C[[D]]. L’inclusion est donc
prouvée.
Prouvons que C[[D]] € C[[d]]. Soit Q@ = S (D) € C|[[4]]. Alors comme D = S;(§), on
en déduit que Q = 5 (S2(0)) = (S 0.5;) () et donc ©Q € C|[[d]]. L'inclusion inverse est
donc aussi prouvée.
2.51Q=>7, ak‘sk—’?, alors on a :

o

o) = Yoy (o)

k

= D <I;)pkj ().

j=0
On a donc :
"k
Q(pr ()]0 = Z%‘( -)5&3' = ay.
=0
La relation (1.18) est ainsi prouvée.
3. Enfin si Q = S (J) avec S (z) € C|[[z]], alors on a :

ord () = ord (9).

En effet, on a avec les notations précédentes ord (S1) = 1 et donc avec 2 = S (J) =

(S051) (D), onaord(2) =ord(SoS;)=ord(S)ord (S;) = ord (5).
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Ainsi comme D et A sont des delta opérateurs, on a a la fois D € C[[A]] et A € C[[D]]. On
a d’ailleurs :
&

k=1

ORI Sy
k=1

Plus généralement, en exploitant les relations (1.12) et (1.13), on a, pour tour entier naturel
k:

A=cP—1=

et

DF In(1+A)) > A’”
k'_<n + :ank

et

AF (eD—l)lC > D"
= oS s

1.9.3 Formules de Taylor

Soit 0 un delta opérateur et (p, (x)),,oy sa base associée. On a :

b 00 @) = ()pre (o) powro <k <a

et
5k

o (pn (z)) =0 pour k > n.

Proposition 19 [47, p. 197]Soit § un delta opérateur et (p, (x))
ciée. Alors, pour tout polynéme P (x) € C[z|, on a :

nen la base qui lui est asso-

P(x+y)=25 P ).

k!
k=0

Preuve. Soit @ (z) € C[z], (pn (7)),,cy étant une base de C [z], il existe une famille (A,)
de coefficients tels que :

neN

o0

Q@) =3 Aupa ().

On a alors :

5k€}?€!(x) _ i A, (Z)pnk (2) .

n=~k
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On en déduit que :

Ainsi, on a :

Qz) =Y 700, (@). (1.19)

Soit alors P (x) € C[z] et a € C. Choisissons @ (x) = P (x + «). On a alors :

k T ko
)

T, 35’“
= 2% (p i)
§F P (x +a)
k! '

L’application de la formule (1.19) donne :

P(x+a)zzép—@pn(x).

k!
n=0
On a donc dans C [z, y] :
= 5P (y
Pty =3 T W @),
n=0 )

En échangeant le role de x et y, on en déduit qu’on a aussi :

Plr+y) =) ’ Z!<$)pk (y) .-

n=0

Pour P (z) =p, (z),onapour 0 < k <n:

0P (x) _ pu(z) (") o (x).

B i

L’application de la formule de Taylor précédente (proposition (?7) relative & un delta opé-
rateur § de base associée (p, (7)), oy au cas particulier ou le polynéme P (x) = p, () nous
fournit la proposition alors suivante :

Proposition 20 Pour tout entier naturel n, on a :

i) =3 () @me).

k=0
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1.10 Caractérisation des opérateurs de composition

Proposition 21 Soit ) un opérateur et & un opérateur de composition. Alors €2 est un opé-
rateur de composition si et seulement si €} commute avec 6.

V€D, V2 €End(Cla]), Q€€ Qf =40

Preuve. Soit {2 un opérateur et § un opérateur de composition.
1. I’implication : 2 € € = Q0 = 62 est évidente car dans ce cas § et ) commutent car
ils sont tous deux éléments de 1’algébre commutative € = C [[d]].
2. Prouvons I'implication réciproque : Q4 = 0 = Q € €.

Posons
A, () :=Q(pn (2)) et ay, :== A, (0), n > 0.

Prouvons tout d’abord que A, (x) est un polynéome de degré inférieur ou égal a n.
Comme deg p, () = n et que de plus ker 0" = C,, [z], on a §""'p, (z) = 0. Par hypothése, Q
commute avec ¢, il en résulte que © commute avec 6*pour tout entier naturel k. En particulier,
on a

" A, (2) = 6" (pn () = Q (6"'p, (z)) = Q(0) = 0.
Il en résulte que A, (x) € ker "' et donc que deg A, (z) < n.

La formule de Taylor appliquée au polynome A,, (z) nous fournit alors la relation suivante :

A (x) = Z %n!(o)pk (x).

Pour 0 < k£ < n, on a alors :

5’“14;!(:6) _ 502 (Za'm (z)) _ 0 (5kp2!(x)) =Q ((Z)pnk (x)) = (Z) An—k (2)

Il en résulte que :

Ainsi, on a :
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On en déduit que :

et par conséquent :

I’implication réciproque est prouvée. Il

Proposition 22 Soit ) un opérateur et & un opérateur de composition. Alors §) est un opé-
rateur de composition si et seulement si €} commute avec tout opérateur de translation T,.

VQ € End(Clz]), Q€€ «=VacC, QI,=T,0

Preuve.
1. Prouvons 'implication 2 € € =Va € C, QT, =T,
2. Prouvons l'implication réciproque Voo € C, T, =T, —=Q € €

Proposition 23 Soit Q2 un opérateur, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. Q commute avec 'opérateur de dérivation D.
2. Q commute avec tout opérateur de translation T,
3. Q commute avec l'opérateur de translation Ti

4. Q commute avec l'opérateur de différence A

1.11 Quelques propriétés des A-suites
Soient A := (A, (2)),oy une suite de polynémes de C[z] et S(2) := Yo7 a,%; avec
a, = A, (0) pour n > 0. Le diagramme suivant synthétise les propriétés pour que A soit une

A-suite.

A est une A-suite — A, (x)=S(D)(x"),n>0
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Proposition 24 Une suite de polynomes A := (A, (x)) de Clz] est une suite de poly-

neN
nomes d’Appell si et seulement si l'opérateur Q4 de C|x] associé a cette suite appartient a

CI[D]] et est bijectif.

Preuve Si A est une suite d’Appell, alors Q4 = >~ , A (0) Dk—f € C[[D]]. De plus Q4 (z") =
A, (z) = >0 0( ) "=k A, (0) est un polynome de degré n et conséquent Q4 est bijectif.

Réciproquement, si 4 € C[[D]] est bijectif, la suite de polynémes (A, (x)), oy vérifie la
propriété d’Appell. De plus ker Q4={0} et on a donc Ay (z) = Q4 (z°) # 0 car 2° ¢ ker Q4
et A est une suite d’Appell. O

Remarque 25 Si Q4 est un opérateur d’Appell unitaire, alors pour tout entier naturel n,
A, (x) est un polynéome unitaire de degré n.

Proposition 26 Soit (A, (z)), une A-suite. Alors pour tous entiers naturels n,m et q et
pour tout nombre complexe A\, on a :

m—+q n+q
m + n+q+k\ oo niat [T+ m+q+k
Z( k‘l)( 4 >)\ AL @) = 3 (1) *”( kq)< ‘ )AM(HA).
k=0 q k=0 q
(1.20)

Preuve. Soit Q4 I'opérateur associée a la A-suite (A, (x)),. Q4 est un opérateur de compo-
sition. On a :

m—+q
RV o (N PR
q! q

k=0

+
_ Z <m—|—q) (n—i_q—i_k’))\m&qkwn—i—k'
— q

On a aussi :

D4 D1
" (AT = q_ (z+ X" ((x+ X)) =\

ql
n+q
— Z n+qfk <n ‘]: Q) (w i /\)m+q+k

= ni (=) (" _Af q) (m ot k) (z+ A"

k=0 q
On a donc l'identité polynomiale suivante :

m-4q n-+q
m+q\ (n+q+k\ migk nik ntg—k (P q\ (Mm+q+k mak
=3 (-1 :
S () (7 Y amakgree 3R o (M) (MY

k=0 k=0
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On en déduit :

nf:q (m; q> (n . k> ARG (3 = "if (—1yrta <n —]: q) (m +(;1 + k) Qa ((:r + A)m+k> .

k=0 q k=0
(1.21)
On obtient alors (1.20) en remarquant que ’on a :

QA (anrk) = An+k (1‘)
et
04 ((z + )\)m+k> = Qe (xm““) =Py (l‘erk) =eMAn (2) = Apgr (T 4+ N).

g

Proposition 27 Soit (A, (x)), une A-suite associée & un opérateur de composition S (D) ow
S (z) € Cl[z]]. Alors pour tout nombre compleze non nul A\, on a :

1.
Apyr () — 2A, () = (S (D)) ("), n >0, (1.22)
2.
A, (Az) = \"S <%> ("), n>0, (1.23)
3.
(—1)"A, (A —2)=e S (=D)(z"), n>0. (1.24)
Preuve.

1. En dérivant dans C [[2]] la relation

on obtient :
z
S = Tz E A — + G_xz E An+1 —'

On en déduit que A, 11 () — 24, (m)

Z nt1 () — A, (7)) % = 5" (z) ™.
n=0 ’

La relation (1.22) en résulte.
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2. On a: -
Y A () % = S (2)e™. (1.25)
n=0 ’

En remplagant = par Az et z par § dans (1.25), on obtient la relation :

A s (7).

n=0

La relation (1.23) en résulte.

3. En exploitant la relation (1.23), on a alors :

()" A, (A —z) = e (=1)" A, ()
— ¢S (=D) ("),

U
L’opérateur M, de multiplication par x est défini par :
M, (z") = 2" sin >0.
Le Corollaire suivant est un résultat bien connu [47, Lemma p. 205].
Corollaire 28 Pour toute série S (z) € C|[z]], on a :
S(D)M, — M,S (D)= 5"(D). (1.26)

Preuve. Soit (A, (z)), la A-suite associée a l'opérateur de composition S (D). D’apres la
proposition (27), on a pour tout entier n > 0 :

(S"(D)) (2") = Anti(z) — vA, (2)
(S (D)) (z"*') — xS (D) (=)

La relation (1.26) en résulte. O

Proposition 29 Pour tout entier n > 1, on a :
BY (x) =) (Z) BiyBp_i () = (1 —n) B, (z) + n(x — 1) By_y (z) (1.27)

Preuve.
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1. D’une part, on a :

n

B (x) = Qf(«")

= Qp (B, (2))
= Qp <k_0 Z kank>

D’autre part, on sait d’apres la relation (1.9) du lemme 3 que :
Sh(2) = (1 - 2) Sp (2) — 285 (2)

On en déduit que :

0% = (1-D)Qp — DSy (D) (1.29)
D’apres la propriété (1.22) de la proposition 27, on a :
U
(Sty (D)) (5") = By () — 5Bu () 1> 0.
On a donc en utilisant la relation (1.29) :
B (x) = Qf(a") = (1~ D)By(x) = D(Bus1 (x) — 2B, (x))
= (1-n)B,(z)+n(x—1)B,_1 () (1.30)
La relation (1.27) résulte alors de (1.30) et (1.28).
Proposition 30 Pour tout entiern > 1, on a :
B ()= (x—1)(z —2)...(x —n). (1.31)

Preuve. Pour n = 1, la propriété (1.31) est bien vérifiée. En effet, on a : B§2) () =z —1,
d’apres la relation (1.27) de la proposition 29.

Pour n > 2, prouvons que 'on a :
(¢ —n) B, () = BI*Y (x), (1.32)

la propriété (1.31) en résultera alors par un simple raisonnement par récurrence.
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Dans ce qui suit, on note S (z) la série formelle Sp (2) et 2 Popérateur de Bernoulli. En

exploitant la relation 1.9 du Lemme 3, on a, par un simple calcul la relation suivante :

(5" (2) = 2 (8" (2) — 5™ (2))

2
de laquelle on déduit : .
(S (D) = ) (Qr — Pt
En exploitant (1.26) et (1.33), on obtient la relation suivante :

D D D
P = (M~ (87 (D)) = QML - @ P
n n n

On a alors :

(@ —n)B{ () = (z—n)Q" (a"7")
= 20" (2"') = Q"D (2").

D
= <:L'Q”— — Q”D) (™)
n

D

= <Q”Mm— — Q" POt Q”D) (™)
n
D

- <Q"Mm— - Q") (z") + (e”Q*™ — Q"D) (2™
n N Y

A\ - %g
Eq
On peut alors constater que :
B . = (Q”ng - Q”) (")
n
= Q") -Q"(z")=0
et
Ey : = (ePQ"" —Q"D) (2"
eP D
= " - D ny _ Qn—&—l ny
(525 - P) @) =2 @

11 résulte de (1.34), (1.35) et (1.36) que l'on a :

(x —n) B™

n—1

(2) = Q" (@) = B (a").

La propriété (1.32) est ainsi prouvée.

(1.33)

(1.34)

(1.35)

(1.36)

i

La relation (1.31) est bien connue [48, p. 96]. On peut en déduire des expressions explicites

pour les polyndmes be’"‘)k (x) pour n > k.



Corollaire 31 Pour tous entiers naturels n et k tels que n >k, on a :

. _ 1 —1 n-—1 . .
Bé_)k (x) = (Z B 1) (k i 1)s(n,j + 1)zd TF,
—k—1

]=

Preuve. D’apres (1.31), on a :

Dk:—l (n) Dk—l

(k_l)! n_l(x):(k_l)!(m_l)(w—Q)...(x—n+1)

La suite <B,(ff ) (:1:)) étant une suite de polynémes d’Appell, on a :
meN

D’autre part, on a :

et par conséquent :

i S W
(k,_l)!(x—l)(x—Q)...(x—n—i—l):A§1<k_1>s(njj+1>x+ '

j=k—

La relation (1.37) résulte alors des relations (1.38), (1.39) et (1.40).

39

(1.37)

(1.38)

(1.39)

(1.40)

g

La relation (1.37) est bien connue [48, (4.2.8), p. 96]. Elle a aussi été prouvée par Choi [15,

(2.10)] en 1996.

Remarquons que si une suite de polynémes (A, (z)), vérifie la relation :
Ay (2)=(-1)"A, A—2), n=>0

alors en posant :

On en déduit que le polynome Py, (x) est pair et que le polynome Py, 1 (z) est impair.
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Propriétés des polyndomes d’Appell généralisés

Pour toute suite (A, (x)), . d’Appell associée a un opérateur d’Appell Q 4, on définit pour

neN
m € Z la suite de polyndémes d’ Appell généralisés (A%m) (x)) comme étant la suite d’Appell

n
associée a l'opérateur d’Appel Q). Dans le cas ou l'opérateur d’Appell €24 est unitaire, on

définit pour o € C la suite de polynomes d’Appell généralisés (A%a) (:t:)) comme étant la
neN
suite d’Appell associée a l'opérateur d’Appel Q2%.

Les propositions qui suivent établissent des relations vérifiées par ces suites de polynomes
d’Appell généralisés.

Proposition 32 Pour toute suite (A, (x)), - de polynomes d’Appell de C [z] telle que Ay (x) =

neN
ag , on a pour tous entiers m et n tels que m > n :

1.
AD (z4y) = (1) g™ (Z‘+ . ) AR (2 — ky) . (1.41)
k=0
2. -~
+1
AD (z+y) = (-1)F ag" Y (ZL X ) AR (y — k). (1.42)
k=0
Preuve.

1. Comme (1.42) se déduit de (1.41) en échangeant les roles de z et y, il suffit de prouver
seulement (1.41). On peut constater que (1.41) équivaut a :

m 1
7 (—1)F gt (m N >Aw> (z—ky) =0

= k+1
ou encore
m—+1 m + 1
> (=1)F afﬁ’“( " >A§L(“)’“” (z+y—ky) =0.
k=0

En changeant x en x — y, on constate que prouver (1.41) revient a prouver que 'on a :

m+1 m -+ 1
S o (" A o =

k=0

Pour cela, il suffit de prouver que pour tout 5 € C, on a :

m—+1 + 1
> (-1 agf (m A )Aw% (z — Bk) = 0. (1.43)

k=0
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En considérant les opérateurs de translations T'_g, = e #*P | la relation (1.43) s’écrit :
m+1
1
> (-1 agf (mz )T_Bk (AS =19 (1)) = 0. (1.44)
k=0

Désignons par 2 'opérateur associé a la suite de polynomes (A, (z)), . Alors €2 est
un opérateur d’Appell et pour tout entier ¢, 27 est 'opérateur associé a la suite de
polynomes (A%q) (x)) . La relation (1.44) équivaut alors a :

neN

m—+1 m —+ 1
> (—1)ka€k( A )TMQU“V (z") = 0. (1.45)

k=0

En constatant que :
T,ng_(k_l)Z _ Qée—BkDQ—ké’

la relation (1.45) équivaut encore & :

0 {mi <mk+ 1) (—age—ﬂDQ—f)’“} (") = 0.

k=0

Cette derniére relation s’écrit :
O (1—abe PP 2™ = 0. (1.46)

Ainsi prouver la relation (1.41) revient a prouver la relation (1.46). Pour cela encore, il
suffit de prouver que :

ord Q° (1- aﬁe’ﬁDQ’Z)MH >m+ 1.
Comme ord Qf = 1, il suffit de prouver que :
ord (1 — e_ﬂDaéQ_g)mJrl >m+ 1. (1.47)

Ce qui est assez immédiat. En effet, on a du fait que Ag () = ao :

a2t =1+ 7, avec ord U, > 1. 1.48
0
On a aussi : .
= D
e PP = Z (—B)" o 1+ @5 avec ord &g > 1. (1.49)
k=0 )

De (1.48) et (1.49), on déduit que 'on a :
ord (1 — e "PagQ") > 1. (1.50)

La relation (1.47) résulte alors de (1.50). La preuve de notre proposition est compléte.
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2. 11 suffit d’échanger le role de x et y dans (1.41) pour obtenir (1.42).

O
Corollaire 33 Pour toute suite (A, (x)), oy de polynomes d’Appell de C [z] telle que Ay () =
ag , on a pour tous entiers m et n tels que m > n :
1.
- 1
A0 @) =30 08 (7T A @ (151
k=0
2. .
+1
A0 _ 1 k 0(k+1) (m >A(M) k). 1.52
O =3t () A (ko (152)
Corollaire 34 Pour toute suite (A, (x)), oy de polynomes d’Appell de C [z] telle que Ay (x) =
ag , on a pour tous entiers m et n tels que m > n :
An(2) =3 (=1)F gkt (m >A("“) 1.53
0=t ()4 @ (153)
A (@)=Y (=R af (T ) ACE (k). 1.54
(@)= Y 0tal () A0 (k) (154



Chapitre 2

Polynémes et nombres de Bernoulli,
d’Euler et de Genocchi

2.1 Introduction

Soit a € C et m € N. Rappelons que 'on a défini au Chapitre 1 'opérateur de Bernoulli
Qp, Vopérateur d’Euler g, Popérateur de Genocchi 2 ainsi que les opérateurs g, Qg
et Qgom) comme suit :

QB = SB (D), QE == SE (D) et QG = SG’ (D),

on z 2 2z
Sp(2) == T Sk (2) == 1 et Sg (2) :== 1

Qpwy = Qp, Qpo) == Qe et Qgo) = Q.

Qp, O, Qg, Qp), Q5@ et Qam) sont des opérateurs de composition. Plus précisément les
opérateurs g, O, Qpw),2pe sont des opérateurs d’Appell unitaires alors que 2¢ est un
delta opérateur et (2m) un opérateur de composition d’ordre m.

Nous avons aussi défini les suites de polynémes de Bernoulli classiques (B, (x)) les suites

neN’
de polynomes d’Euler classiques (£, (x)),,cy et les suites de polynémes de Genocchi classiques

(G (%)),,cn comme étant les suites de polynomes respectivement associées aux opérateurs 2,

Qg, Q¢ ainsi que les suites de polynémes de Bernoulli généralisés (B,(La) (m)) , les suites
neN

de polynémes d’Euler généralisés (ETS@) (x)) et les polynomes de Gencocchi généralisés
neN

43
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m 2 . A . *z 2
<G£L ) (x)) comme étant les suites de polyndmes respectivement associées aux opérateurs

Qp), Qg et Qe (voir [40], [52]). Par conséquent, nous avons pour tout entier n > 0 :
B, (z) :=Qp(2"), Sg(2) := Qg (2"), S¢ (z) :== Qg ("),

Bfla) (z) == Qg ("), E@ () == Qg (") et Gf{”) () == Qg ().

n

Les nombres de Bernoulli B,,, d’Euler E,, et de Genocchi G,, classiques sont définis par les

relations :

1
B,:=B,(0), E,:=2"E, (5) et G,:=G,(0).

Les nombres de Bernoulli généralisés B,(«La), les nombres d’Euler généralisés EY) et les nombres
de Genocchi généralisés G (x) sont définis par les relations :

B@ .= B@ (0), E® .= 2"E®) <%) et G = G (0), n e N.
Remarquons qu’on a :

B,:=BY, E,:=EY et G, =GP, neN.

n

L’origine de la définition des polynémes et nombres de Bernoulli, d’Euler et de Genocchi
classiques repose sur I’étude des sommes S, (n) et T,,, (n) définies pour tous entiers naturels
n>1letm>1par:

Sm(n):=Y k" et T,(n):=Y (-1)"k™

Sy (n) est la somme des puissances m-iémes des n premiers nombres entiers naturels non nuls.
T, (n) est la somme alternée des puissances m-iémes des n premiers nombres entiers naturels
non nuls. En effet, en remarquant que 'on a :

By (x4 1) = Byyg (2) = AQp (2™) = (n+1) 2",

E,(x+1)+E,(z) = (e” + 1) Qp (") = 22",
et Gpi1 (z+1) 4+ Goyr (2) = (e” +1) Q¢ (") = (n+ 1) 2",

on en déduit aisément les formules de sommation suivantes :

m

- 1
Z k™ = (Bm+1(n+1) = Bria (1)),
— +1

S (DK = S (1) B (n 1) — B (1),
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et 3 (-1 = e (F1)" G (04 1) = G (1),

On constate ainsi que les sommes S,, (n) et T, (n) s’expriment a l'aide des polynémes de
Bernoulli et d’Euler et de Genocchi. C’est en 'honneur du mathématicien suisse Jacques Ber-
noulli (1654-1705) [8] qui a été I'un des premiers & mettre en évidence la suite des nombres
rationnels By, By, - - dans expression de la somme Y ;_, & par un polynome en n que ces
nombres portent aujourd’hui son nom. Ces nombres apparaissent dans son traité de proba-
bilités [8] intitulé "Ars Conjectandi" publié en 1713, huit années aprés sa mort. La formule
qu’il obtient et qui permet d’exprimer S, (n) de maniére générale comme un polynéme en n
de degré m + 1 porte le nom de Formule de Faulhaber.

Le mathématicien suisse Euler (1707-1783) a été 1'un des premiers mathématiciens & s’étre
intéressé a la détermination de la somme alternée T, (n) et plus généralement a la détermi-
nation des polynomes >, z¥k™ [20]. Euler a obtenu les formules suivantes [20, 19)] :

- (=" , n+1 - 2m \ Gog_opopi1
> (—DFET = (1) 2ol > 1, n>1, (2.1)
£ 2 £ \2k —1) 4k

et

- —l)n - 2m +1 ng _ G4 12
_1 k k2m+l — ( 2m+1 _1 n+1 2k 2m—2k+2 m . 22
2. (=1 DT (G ) Tmty 22
k=1 k=1
Ainsi, la suite des nombres G, a été introduite par Euler. Elle est cependant connue aujour-
d’hui sous le nom de suite des nombres de Genocchi du nom du mathématicien italien Angelo

Genocchi (1817-1889) qui les a aussi étudié plus particulierement [22] (voir aussi [34, p. 251]).

Dans ce chapitre, nous exploitons certaines propriétés des opérateurs de composition pour,
d’une part prouver de maniére simple de nombreuses identités connues mais aussi, pour d’autre
part, découvrir de nouvelles identités concernant les polynémes et nombres de Bernoulli,
d’Euler et de Genocchi classiques ou généralisés.

2.2 Polynémes et nombres de Bernoulli, d’Euler et de
Genocchi classiques

2.2.1 Définitions équivalentes

Il en résulte que les séries génératrices des suites de polynémes de Bernoulli, d’Euler et de
Genocchi sont :

Z%Bn(x)m:SB(z)e ,ZOEn(a:)m:SE(z)e et ;Gn(x)H:SG(Z)e . (2.3)



46

Comme Qp et Qg sont des opérateurs d’Appell, 25 et Qp sont des automorphismes de C [z].
Les opérateurs réciproques Q5" et Q' sont définis par :

b1 b1
Q;:QD et Q;lee;

On peut exprimer Q3" & I'aide de 1'opérateur de primitivation Int défini par :

(13”+1 T
Int (") := = / t"dt =, n>0.
n+1 0
En effet, la relation immédiate
DInt =1

montre que Int est un inverse & droite de 'opérateur de dérivation. On en déduit que :

e —1

Q' = 75— Dnt = Alnt.

En utilisant la linéarité de 'opérateur Int, on constate que pour tout polynéme P (), on a :

Int (P (z)) = /0 Py (2.4)

On en déduit que pour tout entier n > 0, on a :

2" = Q51 (B, (2)) = (Alnt) (B, (z)) = / CBL ().

On a aussi :

o= 05! (B (o) = (S ) (B o) =

On peut donc énoncer la proposition suivante :

Proposition 35 Soit n un entier naturel.

1. Le n-iéme polynéome de Bernoulli est l'unique polynéme de C [z]| vérifiant la relation

41
/ B, (t)dt = z".

2. Le n-iéme polynome d’Euler est l'unique polynéme de C [x] vérifiant la relation

% (Bw(z+ 1)+ By () = 2™

La proposition suivante donne une autre caractérisation des polynémes de Bernoulli :
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Proposition 36 La suite des polynomes de Bernoulli est l'unique A-suite (B, ()),cn qui

vérifie la relation
B,(x+1)—B,(x)=D(z"), neN. (2.5)

Preuve. En effet, d'une part B := (B, ()),,cy est une A-suite qui vérifie bien la relation
(2.5) du fait que l'on a :

A(B,(x))=AQp (2") =A— (") =D (2"), n e N.

D’autre part, si on considere une A-suite P := (P, (x)),, oy vérifiant la relation (2.5), on a, en
désignant par (2p 'opérateur associée a cette suite :

AQp =D = AQp.
Qp étant aussi un opérateur de composition. L’algeébre € étant intégre, on en déduit que
Qp =Qp et donc P = B. O
2.2.2 Relations entre polynétmes

Proposition 37 Pour tout entiern € N, on a :

1.
B,(1—2)=(-1)"B,(z), (2.6)

2.
E,(1—2)=(-1)"E, (), (2.7)

3.
G,(1—2z)=(-1)""a, (z), (2.8)

4.
Gpi1 () = (n+1) E, (x). (2.9)

Preuve. En utilisant la propriété (1.24) de la proposition 27, on a pour tout entier n > 0 :
1.

B,(1-1z) = e PB,(~2)
= ((-1)"e7"Sp (=D)) (=")
= (=1)"Sp(D)(z") = (=1)" By (z).
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2.
E,(1—2) = ePE,(~x)
= ((=1)"e" 7Sk (-D)) (a")
= (=1)"Se (D) (") = (=1)" Ey (x).
3.
G,(1—2) = PG, (~2)
= ((-1)"e"Se(=D)) (=")
= (=1)"" 86 (D) (@) = (=1)"" Gy ().
4.

Guy1(v) = (DSp (D)) (")

g

Les identités de la proposition suivante sont bien connues [55, Corollary 2.1 and Corollary
3.1]. Nous les prouvons ici par 'emploi des opérateurs de composition.

Proposition 38 Pour tout entiern € N, on a :

on+l x+1 x
En<x) = ntl (Bn+1( 5 > — Bn1 (§>)>

2 T

Bu(2) = — (B,H1 (z) — 2" By (§>) . (2.10)

Preuve. En utilisant la propriété (1.23) de la proposition 27, on a pour tout entier n > 0 :

1.

ontl rz+1 €T gn+1 T
b (59) 500 () = 0 (Zrm 3
n+1< “( 2 ) “2) (e+)(n+1 112
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2.
2 x 2 on+2 x
b1 2000 (2)) = e~ Zo (2
n+1( +1(2) 3 prilm @) = g B (5
2 D 2 2D
— n+1) _ n+1
n—{—leD—l(ZE ) n—l—lew—l(x )
2D 4D i
= eD_loInt(:r)—mInt(x)

O
2.2.3 Formules de récurrence
Proposition 39 Pour tout entier naturel, on a :
n—1
1 n+1
B, =" — B , 2.11
@ = (") 2.11)
k=0
. 1 n—1 n
k=0
13 /n
Go(x)=0 et G,(x )—nx”_l—é (k)Gk(x)’ n> 1. (2.13)
k=0
Preuve. Soit n un entier naturel.
1. On a: )
n-+1 n— 1
= A2 ”+ o, (2.14)
n+1 n+1
k=0
En appliquant 'opérateur Q0 = Z a chacun des membres de lidentité (2.14) et en

tenant compte du fait que QpA = D, on obtient la relation de récurrence (2.11).

2. On .
eP+1\ , . 1= /n\ .
( 5 )x =z +§§<k)x. (2.15)

a chacun des membres de l'identité (2.14), on

En appliquant l'opérateur QQp = eDL—&-l
obtient la relation de récurrence (2.12).
3. 1l suffit d’appliquer l'opérateur de dérivation D & chacun des membres de l'identité

(2.12) pour obtenir la relation de récurrence (2.13).



Les expressions des premiers polynémes de Bernoulli classiques sont :

By (x)
B (7)

B2 (CL’)

1
1
x 5
+1
T —x+ =,
6
x ——x2—|—1x
2 27

Les expressions des premiers polynomes d’Fuler classiques sont :

oy

0

SIS

4

T

T
T

(
(
2 (7
(
(

T

)
)
)
)
)

L,

1
[L'__

27
x2—m,

3 1
3 2.2, +
x Qx +4,

2t — 223 + 1.

Les expressions des premiers polynomes de Genocchi classiques sont :

2.2.4 Nombres de Bernoulli,

)

0

S8

(
(
(
(
(

Q

4

T

T

T

T

T

~— — — ~— ~—

0,

L

20 — 1,

322 — 3z,

42° — 6% + 1.

d’Euler et de Genocchi

20

A T'aide de la relation (2.3), on obtient les séries génératrices de ces suites de nombres :

o n
z
Y B, =
n!
n=0

Proposition 40 On a :

z
er —1

o0

z

n=0

n

2 [e. o] zn
— et Gn,— =
e? +e~? nZ:o "n!

Gn=2(1-2") B, pourn > 0.

2z
es+1

(2.16)
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Preuve. Pour n = 0, on a bien Gy = 0 = 2(1 —2°) By. Pour n > 1, on a d’aprés (2.9) et

(2.10) :
Gn,=nE, 1(0)=2(B,—2"B,) =2(1—-2")B,.
OJ
Proposition 41 Pour tout entier naturel n, on a :
1
B, = —3 et Baui1 =0 pourn > 1, (2.17)
FEop,i1 =0 pourn >0, (2.18)
Gi=1 et Gopy1 =0 pourn > 1. (2.19)
Preuve.
1. On avuque By (z) =z — % On en déduit que B, = —%. Pour tout entier naturel

n > 1, la propriété (2.5) de la proposition 36 écrite pour x = 0 et avec 2n + 1 au lieu
de n fournit la relation fournit la relation By, (1) = Ba,41. D’autre part la propriété
(2.6) de la proposition 37 écrite pour x = 0 et avec 2n + 1 au lieu de n fournit la
relation By, 11 (1) = —Bay,11. Il en résulte que 'on a By, 11 = —Bs,, 11 et par conséquent
By, =0.

2. Pour n > 0, la propriété (2.7) de la proposition 37 écrite pour x = % et avec 2n + 1 au

lieu de n fournit la relation Es, 1 (%) = —Fo, 11 (%) On en déduit que Fs, .1 = 0.

3. Pour n > 0, la propriété (2.16) écrite avec 2n + 1 au lieu de n fournit la relation
Gony1 =2 (1 —2%"1) By, 1 q. Il en résulte que G; = —2B; =1 et G, = 0 pour n > 1
car Bo, 1 =0 pour n > 1.

g

Le Lemme suivant nous sera utile pour préciser le signe des nombres d’Euler. Nous le prou-
vons en exploitant certaines propriétés des séries formelles de C [[z]]

Lemme 42 Pour tout entiern > 1, on a :

- 2n
By, =y 4F1 Gor Eon-—ar,. 2.20
ntip ; (Zkr) 2k Eon—ok ( )
Preuve. On a :
> 22" 2
By, — : 2.21
Z 2 (2n)!  e*+e* (221)

n=0
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e 2n 9 / 9 -2 oz
D By = - (W> o) (2.22)
— ! (e* 4+ e72)
> 22" 4z F—e*
22" G = — 2y =27 2.23
; 2 (2n)!  e?*+1 7 ZeZ—Fe z’ ( )

En remarquant que le double du membre de droite de (2.22) est égal au produit des membres
de droite de (2.21) et (2.23), on en déduit que :

2n

2 Z QnEgn Z Egn ol Z 22 (3 (2.24)
En identifiant les coefficients de 2*" dans (2.24), on obtient (2.20). 0

Proposition 43 Pour tout entier naturel n, on a :

n—1
1 1 2n
By=1, By == et By, = — By Bs,, > 2, 2.25
0 » D2 66 2 2n+1;<2k> 2k D2n—2k pOUT N = ( )
2 /2on
— Z ( )Egk, pour n > 1, (2.26)
2k
k=0
" /n
Ga, = — (k) Gop_r, pour n > 0. (2.27)
k=1
Preuve.
1. Les relations By = 1 et By, = é sont immédiates compte tenu des expressions des

polynomes By () et By (x). Pour = 0, on déduit de la relation (1.27) de la proposition
29 l'identité suivante vérifiée pour n > 1:

2n
2n
Z ( L )BkB2n—k = (1 - Qn) Bgn + 2n (—1) Bgn_l.
k=0

Pour n > 2, on a By, 1 = 0 et ByBs,_; = 0 pour k impair, 1 < k < 2n — 1. On en
déduit que

2By, + Z ( )szan ok = (1 — 2n) By,.

La relation (2.25) en résulte.

2. On a pour tout entier n > 0 :

(P +1) (22 1a™) = y @Z) 2% (x + %)Qk . (2.28)
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En appliquant 'opérateur Qg = a chacun des membres de (2.28), on obtient la

_2

el +1

o2n_2n —~ (2n 2%k 1

221 . :Z ol 22k B 3] (2.29)
k=0

Pour z = 0, on déduit alors de (2.29) :

" /2n
Z <2k> Fop = dnp.

k=0

relation suivante :

La relation (2.26) en résulte.

. L'identité (1.20) de la proposition 26 écrite pour la A-suite G = (G, (7)),,oy avec m = n,
g = 0 et A\ =1 fournit la relation suivante :

kio (Z) G (z) =Y _(=1)"* (Z) G (z+1).

Or d’apres la propriété (2.8), on a :
Gk (1—2) = (=)™ G (2),

on en déduit que :
n

> (Z) {Gnsn (2) + Gk (—2)} = 0.

k=0

Pour x = 0, on obtient la relation :
(Z) Goro = 0. (2.30)

La relation (2.27) en résulte.

O
La relation (2.30) est di & Seidel.
Proposition 44 Pour tout entier naturel n, on a :
(=)' By, >0, n > 1, (2.31)
(—1)"Fy, €2N+1, n >0, (2.32)
(—1)" Gy, €2N+1; n> 1. (2.33)

Preuve.
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1. Posons
Uy = (—1)""" By,. (2.34)

On déduit de (2.25) les relations suivantes :

u — et uy, U Up— our n . .
1 6 £ 2]{) k Y

2n+1

On constate ainsi, a l'aide de (2.35) qu’on a l'implication suivante pour tout entier
n>2:
(up >0pour 1 <k <n-1)= u, >0.

Comme de plus on a u; > 0, on en déduit & 'aide d’un raisonnement par recurrence
que l'on a u, > 0 pour tout entier n > 1.

2. Posons
Up = (_1)71 E2n-

et
wy, = (—=1)" Gay.

Avec (2.16) et (2.34), on a :
Wy, = 2 (22” — 1) u, pour n > 0.

Comme on a déja prouvé que u, > 0 pour n > 1, on en déduit qu’on a aussi w, > 0
pour n > 1. De plus, la relation (2.20) du Lemme 42 s’écrit :

" (2n
n, = Z 4* 1(2k) Wi VUn—k

k=1

On a l'implication suivante :
(vpy >0pour 1 <k<n-1)= v, >0.

Comme vy = v; = 1 > 0, on obtient a ’aide d’un raisonnement par récurrence immédiat
que v, > 0 pour tout entier n > 0.

3. I nous reste a prouver que (—1)" Ey, € 2N+ 1 pour n > 0 et (—1)" Gy, € 2N + 1
pour n > 1. En exploitant les relations Fy = 1, £y = —1 et Es, = — Z;é @Z)Egk,
pour n > 1 (relation (2.26)), on constate aisément a 1’aide d’un raisonnement par
récurrence que Fs, € Z pour tout entier n > 0. De méme, en exploitant la relation de
Seidel ZZ:O (Z) Gpnir = 0 vérifiée pour n > 0 et la relation et les relations G; = 1 et
Gon+1 =0 pour n > 1 (relation (2.19)), on montre aisément a ’aide d’un raisonnement,

par récurrence que G,, € Z.
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En constatant qu’on a I'implication suivante :

FEy = 1(mod2) pour 1 <k<n-1
n—1 m n—1 m
= En:_g Eo = — —1-2"1t=1 d2

vérifiee pour n > 2, avec Fg = 1 = 1(mod2), on montre aisément a 1’aide d’'un
raisonnement par récurrence que FEp, = 1(mod2) pour n > 0. Il en résulte que
(—1)" F3, € 2N+ 1 pour n > 0.

Compte tenu de la propriété (2.17) de la proposition 41, on déduit de (2.27) de la

proposition 43 la relation suivante :

5]
n
GZn = - Z (2]{) G?n—2k7 pour n > 2.

k=1

On a alors 'implication suivante :

Gor = 1(mod2) pour1 <k<n-1
5]

]
n
= Gop=— E (Qk) Gopor = —

w3

L (”) —1-2""1=1(mod2)

2k
k=1 k=1
vérifie pour n > 2 avec G = 1 = 1(mod?2), on montre aisément & 'aide d’un
raisonnement par récurrence que Gs, = 1(mod2) pour n > 0. Il en résulte que

(—1)" G, € 2N+ 1 pour n > 1.
U

Signalons que Genocchi [22] a prouvé en 1852 que tous les termes de la suite (Ga,,),,- 00t
des nombres entiers. On a :

11 1 1 5 691 7
1" By, — (. = = = = 2= ...
((=1) ? )”21 (6’30’42’30’66’2730’6 )’
((=1)" Ean),50 = (1,1, 5,61, 1385,50521, 2702765, 199360981, .. .) ,
((=1)" Gan),s; = (1,1,3,17,155,2073,38227,...).

2.2.5 Formules explicites

Depuis la mise en évidence des nombres de Bernoulli par J. Bernoulli en 1713, de trés
nombreuses formules dites explicites pour les nombres de Bernoulli sont apparues. En 1972,
Gould a établi une synthese des travaux et surtout des méthodes qui ont permis la découverte
de ces formules. Dans [21], Gould cite la formule explicite suivante :
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k
1 i (kY.
— _— — " > .
B, I E (—1) <j)j , n>0, (2.36)

k=0 §=0
Gould affirme que cette formule explicite est trés ancienne et qu’il serait difficile d’en attribuer
la priorité de cette découverte a I'un des nombreux auteurs qui ’ont prouvé. Signalons qu’on
trouve dans la littérature d’aujourd’hui de nombreuses autres formules explicites pour les
nombres ainsi que pour les polynémes de Bernoulli ou d’Euler classiques. Les articles [28, 2021]
de Khaldi, Bencherif et Mihoubi et [29, 2022] de Khaldi, Bencherif et Mihoubi contiennent
de nombreuses et intéressantes formules explicites pour les polynémes de Bernoulli et d’Euler
obtenues grace a l'utilisation des opérateurs de composition. Dans la proposition suivante,
nous présentons trois formules explicites. Les deux premiéres sont classiques, la troisiéme est
originale. Ces trois formules sont obtenues grace a 'utilisation des opérateurs de composition.

Proposition 45 Pour tous entiers naturels n et m tels que m >n, on a :

Bue) =Y (k_j)lj (j) (x+ )", (2.37)

B, (z) = é i} %})j (j) (z+7)", (2.38)
rE, (x ; 1> - Zm: ;‘2_1 cos <M> S (n,k, ). (2.39)

. 12 , .. D .
Preuve. Considérons les opérateurs de composition 25, Qg et Qp« 1= ﬁﬁ On peut expri-
mer ces opérateurs comme des séries en A. On a :

In(1+A) - i1 AF
Op = — —1 _— 2.40
It (2.40)
2 &, e A
Qp=——= E -1 — 2.41
2¢P 2+ 2A =1 : k+1\ Ak
Qp- = = =—) — -1 A
E e2D +1 1+ (1 + A)2 ; ok Re ((Z ) >
=1 E—1
T (u) AF, (2.42)
o V2 4

Il suffit d’appliquer ces opérateurs a x™ :

By (2) = Q5 (2"), By (2) = p (") et Q- (") = 2B, (x_;) ,
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en tenant compte des expressions des opérateurs exprimés comme des séries en A et de
remarquer ensuite que A™ (z) = 0 pour m > n pour obtenir les relations (2.37), (2.38) et
(2.39). U

En 2018, Bounebirat, Laissaoui et Rahmani [9] ont prouvé la formule explicite suivante pour
le n-iéme nombre d’Euler :

"L k! , f

En=- 5 Re ((2—1) +1)S(n,k:),n20. (2.43)
k=1

La relation (2.39) est une généralisation aux polyndomes d’Euler de cette formule explicite

pour les nombres d’Euler.

2.2.6 Formules de sommation

Proposition 46 Pour tous entiers m > 1 etn>1, on a :

3]
1 1 1 1
P A = L <m i )sznm“—%, (2.44)

— m—+1 2 m—+1 — 2k

,_
w[3

]

(_1)1: Em — ( ) nm_— ( ) <m‘|‘ )Ganm-f—l—Qk_(_l)m ( ( ) > Gm+1 ‘
k=1 2 2(m+1) —~\ 2k 2 m+1
(2.45)
Preuve.
1. On a:
Zn: km — Zn: Bm+1 (k + 1) - Bm+1 (l{?)
1 P m—+1
1
= 7 B (0 +1) = B (1))
1 & 1
()
m+ 1=
Or on a By, (1) = (—1)" By, on en déduit que :
3 1 — (m+1 k _
e —1)" Bk, 2.46
— m+1§0< k )( )" Bin (2.46)

En développant le second membre de (2.46) et en tenant compte du fait que By = 0
pour tout entier k impair supérieur ou égal & 3, on obtient la formule de Faulhaber

(2.44).
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2. Ona:
2 (—1)" k™ = 2mt D) (=1)" Gmr (n+1) = Gaa (1))
1 ntm m
= —2 ( (1" G (=) = (=) Gt

_ in: m + n+l kG m+1—k
2(m+1

k=0
( ) 1— ( 1)71 m+1
2 m+1
En tenant compte du fait que Gy = 0, G; = 1 et GG, = 0 pour k > 3 impair, on en
déduit la relation (2.45).

g

La formule (2.44) est en termes modernes, la formule obtenue par J. Bernoulli [8, 23, p. 301].
Johann Faulhaber (1580-1635) est un mathématicien allemand qui a donné des expressions
polynomiales de S,, (n) pour m < 17 [31] avant J. Bernoulli. En son hommage, la formule
(2.44) est connue aujourd’hui sous le nom de Formule de Faulhaber.

2.2.7 Formules de multiplication

Proposition 47 Pour tous entiers m > 1 etn >0, on a :

1 —1 1
B,(zx)+B,le+— | +---+ B, :1:+m = — B, (mx), 2.47
1
m m mm
m—1 ]{7 1
(-D*E, (x + —) = —FE, (mx), m impair, (2.48)
=0 m m"
m—1
k 1
2 (—1)" Boit <£U + E) = —T;T—;n E, (mz), m impair, (2.49)
= k 1
k . .
kz—o (-1)" G, (:C + E) = G, (mx), m impair, (2.50)
- k 1
2 (_1>k B, (37 + E) = _WGH’ (mx), m pair. (2.51)

Nous allons prouver cette proposition en exploitant les propriétés des opérateurs de compo-
sition.

Preuve. Pour tous entiers naturels n et m tels que m > 1, on a :



1. Nous avons

3
S8
3
A~
8
_l_
| =
N—
I
o)
]
=

ol
Il
o

avec

D’apreés la proposition 27, on a alors :

Q(z") =m— = B, (mz).

La propriété (2.47) résulte alors des relations (2.52) et (2.53).

2. Pour m impair, on a :

3. Pour m pair, on a en appliquant la proposition 27 :

mz_:l (—=1)* Buy <x + %) = (Trf (-eﬁ)kQB> (")

k=0 k=0

e -1 D n
— _€§_1eD—11nt((n+1)x)
1 n
= —5——((n+1)")
—em — 1

29

(2.52)

(2.53)
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4. Les preuves de (2.50) et(2.51) sont similaires aux preuves précédentes.

g

La formule de multiplication (2.47) porte de nom de "formule de Raabe" en I'honneur du
mathématicien suisse Joseph Ludwig Raabe (1801-1859). Ce mathématicien est connu pour
ses travaux sur les polynomes de Bernoulli. II a en effet écrit deux articles majeurs sur ce
sujet, 'un de 52 pages en 1848 et l'autre de 30 pages en 1851[46] dans lequel il a introduit
le terme de "polynémes de Bernoulli". Dans son premier article [45, p.20 relation (16)], on
trouve lexpression (2.47).

Signalons I'importante application de la formule de Raabe a ’évaluation des nombres B, (r)

1111
pourre{i,g,z,g.

Corollaire 48 Pour tout entier naturel n, on a :

B,(1)=B,, n#1. (2.54)
1 L , 1 o
B, 5) = (2'=" —1) By, n pair B, 5) = 0, n impair. (2.55)
1 2 1
B.,(z]|=B.,(z)==03B"-1)B 7. 2.
2 (3) =8 (3) =56 =) B i (2.50)
1 _ 3 _ 1 1-n 1-n :
B, <Z> =B, (4> =3 (4 2'"") By, n pair. (2.57)
1 i) 1 1-n 1-n 1-n ;
B, 5= B, i) =3 (6" — 37" — 2"+ 1) B, n pair. (2.58)

Preuve. (2.54) s’obtient a I’aide de la relation (2.5) écrite pour x = 0 et n > 1, (2.55), (2.56)
et (2.57) et (2.58) résultent de la relation (2.47) écrite pour x = 0 et respectivement pour
n=23,4c¢et6. Il

Le Corollaire ?? exprime B,, (1) pour r = aavecq € {2,3,4,6}et 1 <a<qg—1let(a,q) =1.
On ne sait toujours pas si B, (r) a une "forme close" aussi simple pour tout autre nombre
rationnel r = ¢ avec 1 <a < ¢—1, (a,q) = 1et qg ¢ {2,3,4,6}.Ce probléeme, considéré comme
une question intéressante posée par Emma Lehmer en 1938 dans [33], n’a toujours pas eu de
réponse satisfaisante. Seuls, Granville et Sun [24] ont apporté en 1996 une premiére avancée
sur cette question.
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2.3 Polynémes et nombres de Bernoulli, d’Euler et de

Genocchi généralisés

2.3.1 Définitions des polynémes et nombres de Bernoulli, d’Euler

et de Genocchi généralisés

Il en résulte que les séries génératrices des suites de polynéomes de Bernoulli, d’Euler et de

Genocchi sont :

o0

(@ () 2 _

n=0

Z B ( _:(ezz_1> e,

> m Z" 2z m s
@ pore - (F) -
n=0 '

2.3.2 Relations entre polyndmes

Proposition 49 Pour o € C, m € N, on a pour tout entier n € N :

By (o —x) = (=1)" By (),

n

E (o —a) = (-1)" B (),

G (m — ) = (=) G (2),

Gﬁm( ):M

Preuve. En exploitant la relation (1.23) (1.24) de la proposition 27, on a :

A, (Az) = A"S (?) @"), n>0,

Ay(A—2)=(=1)"e S (=D)(z"), n>0.

Bfla) (@ —2)=(-1)"e*PSpw (=D) (z").

En remarquant que :

—az —az —Z “ Z “
g () = () = () = Swe a)

(2.63)

(2.64)
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on en déduit que :

By (a —2) = (=1)" Spw (2) (a") = (=1)" B (x).

Les preuves des relations (2.60) et (2.61) sont analogues a celle de (2.59).
2. On a:

O
6t (0) = () (@) = Dl (o) = P e )
Proposition 50 Pour a € C etn €N, on a :
B (24 1) — B® (z) = nBV (2), (2.65)
E@ (2 +1)+ B (z) = 2BV (2). (2.66)
Preuve.
1. On a
By (x+1) = B (x) = AQpe (")
@)
a—1
off) e
= DB Y (v)
= 0B (@)
2. On a
EW (z+1)+ EXM () = QE<a>
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2.3.3 Formules de récurrence

Les deux formules de récurrence classiques suivantes sont bien connues (voir [48, p.96 et
p.103)) :

B+ (1) = (1 _ ﬁ) B (2) —n (f _ 1) Bffi)l (), (2.67)
a a
et
B ) = aB (1) =SB (04 1), (268

Dans la proposition suivante, nous prouvons deux autres formules de récurrences. La pre-
miére formule (2.69) est une relation de récurrence vérifiée par les polynomes de Bernoulli
généralisés. Elle a été énoncée en 2015 par Dimitry V. Kruchinin et Vladimir V. Kruchinin
[32] . La seconde est une relation de récurrence analogue vérifiée par les polynémes d’Euler
généralisés (2.70).

Proposition 51 Pour a € C et pour tout entiern > 1, on a :

o a a a nk [T a
B @) = (- §) B2 @0 - 2 0 () B B0 @) o)
k=0
a a2 n—1
B (@) = (= - 5) ED (@) +5 ) ()" ( B )Enk (0) B (x) . (2.70)
k=0
Preuve.
1. Pour v € C donné, posons :
z

On a alors :

S'(z) ¢ =(a+1) (ez'z_1>a—aez (ezz_1>““
= (a+1)Spw (2) — aeSperm (2).

D’apres le Corollaire 28, pour tout entier n > 1, on a :
S'(D) (a") = (S (D) My — M S (D)) (2).
Cette derniére relation se traduit par 'identité suivante :

(a+1) B9 (z) — aB@™ (z + 1) = (n + 1) B (z) — naB'), (2). (2.71)
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En remarquant que l'on a :

Bt (z4+1) = Q%Qp(z+1)"
Q“( ( +1))
(

= Y (- (Z) B, B\ (z). (2.72)

En remplagant dans (2.71) Bty (x + 1) par son expression donnée en (2.72), on déduit
aisément la relation (2.69).

. On procede de maniére analogue pour prouver la relation (2.70) en considérant la série
formelle S (2) = (Z%5)". On a:

a 2 ot
IE(a) (2) = —526 <€Z n 1) .

D’apres le Corollaire 28, pour tout entier n > 1, on a :

e*+1

b (D) (2") = (Sg (D) My — MySge (D)) (27) .

Cette derniére relation se traduit par 'identité suivante :

1 « o [e]

éaET(L D (z+1)= B () — 2B (). (2.73)
En constatant que 'on a :

E7(la+1) (fL‘—|— 1) — QaQa ( )n

QpEy (x+1)
= (=D)" Q% (B, (-2))

— o ((—1)” > (Z) Eyi (0) (—x)’“>

n

= S (-t (Z) Ep_i (0) B (). (2.74)

k=0

En remplagant dans (2.73) ELtY (x + 1) par son expression donnée en (2.74), on déduit
aisément la relation (2.70).
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g

Remarquons qu’en exploitant les relations (2.71) et (2.65), on montre facilement que les

relations (2.69) et (2.67) sont équivalentes. De méme, en exploitant les relations (2.73) et

(2.66), on montre aussi facilement que les relations (2.70) et (2.68) sont équivalentes.

Les premiers polynomes de Bernoulli généralisés B (x) sont :

1

Y

.T—§Oz,

1
7 —ar — —a(3a —1),

12
3

1 1
* — Zar® + ~a(3a — 1)z — goz?(oz - 1),

2 4

1 1 1
7t — 2a2° — gon(oz —1)a? — 5042(04 — 1)z + ——a(15a® — 30a® + 5a + 2),

240

Les premiers polynomes d’Euler généralisés E\ (z) sont :

1,
1
r— -«
2 )
r? — oz + Za(a - 1),
3 3 1
x — 5041:2 + Z—la(a — 1)z — §a2(a - 3),

3 1 1
r* — 2aa® + §a(oz —1)2? - 5042(04 —3)r + —a(a —1)(a? - 5a —2).

16

A T’aide de (2.62), on en déduit aussi les premiers polynémes de Genocchi généralisés Gg,? Jzn(:v) :

Gi(z) = ml,

G = (1) (2= ).

!
G, () = (m ‘; 2): (332 — ma + Jm(m - 1)) :
(m) (m +3)! 3 3 o5 3 1 Ly
G, is(@) 3 z” — gma” + 4m(m )z g (m—23) |,
!
G£T£4(J:) = @ (x4 —2ma® + gm(m —1)z? — %mz(m —3)x
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Proposition 52 Soient a € C, k € N. Pour tous entiers naturels n et m tels que m > n, on

a
-1
BT(L_k)(J;) = (n;—k) S(TL—{—k,k,x),
n . —1
B () = (3 N ’“) (”) S(k + j, k)",
j=0 J
PR <Y AN . .
Bn (‘T) _Z ]{3 S(l{?—f—j,k’)S(n,j,fL‘),
§=0
k
B 1 k .
B =53 () e,
=0 \J
m o 1V\E L _
B0 @ =3 S (M) T sk
k=0
Preuve.
1. On a:

On en déduit que :
Dk n+k 1 k n+k
QB( k) 75 Il (LIZ‘ ) = EA (LIZ‘ ),

k
Qpr ((nz >l’n> =S(n+kk, ),

(n + k) BEM (z) = S(n + k, k, z).

ce qui peut s’écrire

ou encore

k
La relation (2.75) en résulte.

2. On a, en exploitant la relation (1.13) :

DI
Qpiry = k'S k) —
B(—F) ( D > - (] )]'

j=

= Z( ) B k—i—j,k)%j.

=0

(2.75)

(2.76)

(2.77)

(2.78)

(2.79)

(2.80)
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k
BW() = Q= (ln(l +A))
A
NSRS A A
_ Z(Jk ) s+ j. k) = (2.81)
— J!
J
e+ 1\ 1 &R
QE<_k)_( 5 ) _?Z(j)e]' (2.82)
7=0
1\ S (-D)'fa+k—1\,,
Qpey = (14=A) = AF, 2.
B <+2> ;Qk( i ) (2.83)

En évaluant Qg (™), Qpcr (™) et Qg (™) par les expressions données respecti-
vement en (2.80),(2.81), (2.82) et (2.83) on obtient les relations (2.76), (2.77),(2.78) et
(2.79).

U



Deuxiéme partie

Applications
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Dans cette partie

Cette seconde partie est composée par les Chapitres 3, 4 et 5.

Au Chapitre 3, nous généralisons aux polynémes d’Euler des identités pour les nombres
d’Euler dues & Wei, Qi [60, 2015] et Guo [25, 2015].

Au Chapitre 4, nous donnons de nouvelles preuves pour des identités concernant les po-
lynomes de Bernoulli dues a Alzer et Yakubovitch [2, 2018]. Nous généralisons un de leurs
Théorémes et nous donnons aussi une courte preuve pour un autre Théoréme.

Au Chapitre 5, nous généralisons une identité pour les polynémes d’Appell due & Bencherif,
Benzaghou et Zerroukhat [5, 2017]. Cette généralisation a fait 'objet d’une publication [7,
2022].



Chapitre 3

Identités de Wei, Qi et Guo

3.1 Introduction

En 2015, Wei et Qi, dans un article [60] intitulé "Several closed expressions for the Euler
numbers" ont établi quatre théorémes donnant des expressions explicites des nombres d’Euler.
Le premier de ces théorémes fournit une expression du nombre d’Euler F,, a I'aide d’un
déterminant et s’énonce comme suit :

(jil)cos<(i—j+1)g>

d’ordre m a coefficients c;;.

By = (—1)"

(2n)x(2n)

ou |cijl, ... désigne le déterminant de la matrice [c;;]

Les trois autres théorémes de ces deux auteurs fournissent les expressions explicites de Fy,
et E, al’aide de double sommes suivantes :

By = (2n+ 1) ;(—1)km (2;) ; (f) (27 — k)* (Theorem 1.2 de [60] ), (3.1)

& (k1) 4 ;20 (41
E,=1+ 2y S (n, k);( 1) it (Theorem 1.3 de [60]), (3.2)
n n—_
1 1)! 1
B =145 (=1)f ket CE DY EH D 60 k1 ) (Theorem 1.3 de [60]), (3.3)
(+1 ok k
(=1 k=0
2n 1 2k 2%k
k 0 2n
By, = ; (1" ; (-1) ( / ) (k —¢)*" (Theorem 1.4 de [60]). (3.4)

Ces théoremes sont obtenus a ’aide d’une exploitation subtile de remarquables propriétés
des polynomes partiels de Bell B,, ;, (x1, %2, . .., &n,_k+1) ainsi que par 'emploi de la formule de

70
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Faa di Bruno. Ces polynémes appelés aussi polynomes de Bell de seconde espece ( [17, p.134,
Theorem A]) sont définis par :

’I?,' n—k+1 T Ly
B (21,22, ..., Znopy1) = Z ——et H <—q> ,n>k>0.

1<q<n,lyeN H g q=1
> g=1 dlq=n

n_y lg=k

La formule de Faa di Bruno (voir [17, Theorem C]) étant la formule suivante :

T Zf B (o (2).9" (@), "0 (@), m > 1,

donnant la n-iéme dérivée de la fonction composée fog. Dans ce chapitre, nous nous proposons
de généraliser I’ensemble de ces trois théorémes aux polynéomes d’Euler.

3.2 Lemmes

Rappelons que d’aprés la proposition 27, pour tout nombre complexe ¢ # 0 et pour toute
nen de polynomes d’Appell, la suite de polynomes (qinAn (gx) est aussi une

suite (4, (7))
neN
suite de polynomes d’Appell. De plus si Q4 = S (D) est I'opérateur d’Appell associé a la

suite de polynémes d’Appell (A, (x))

nens alors S <%> est I'opérateur d’Appell €247 associé

a la suite de polynomes d’Appell ( A, (qx)) . En appliquant cette proposition au cas
neN’

particulier de la suite des polynomes classiques d’Euler (E, (x)), - dont Popérateur d’Appell

neN

associé est Sg (D) = on peut affirmer que pour tout nombre complexe ¢ # 0, la suite

D+17

de polyndémes <anEn (q:z:)) est une suite de polyndémes d’Appell qui a pour opérateur
neN

d’Appell assossié 'opérateur Sg Autrement dit, on a :

D/q+1

Bnlan) = (et ) @),

En particulier pour ¢ = %, on a :

i) ()

Les deux lemmes qui suivent vont nous permettre de prouver aisément les généralisations
des Théorémes de Wei, Qi et Guo.
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Lemme 53 On a :

2
24+2z+z —
avec L
k+1 o 20 [(1+1
= —1 3.5
=t 0 () 9
Preuve. On a :
2422 Lo,
2422422 4140 z+1—1

o0
= E akzk.
k=0

144 k+1 1—3 k+1

Or, on sait que pour tout entier naturel n > 1, on a l’identité bien connue suivante, qu’on

avec

peut aussi retouver facilement en exploitant la définition et les propriétés des polyndémes de
Dickson de premiére espéce :

v =3 (M) e (3.7

~
o

De (3.6) et (3.7), on déduit que 'on a :

E+1 [k+1—¢ _14
pan k+1—¢ ¢ 2

En changeant ¢ en k — ¢, on obtient alors :

() ()

oum = k— | 51|, Comme (it;) =0 pour 0 < k < m, on en déduit la relation (3.5) O

w‘+

Lemme 54 La suite de polynomes (Q"E ( )) est une suite de polynomes d’Appell.
Cette suite est associée a l'opérateur eP Sy (2D). On a:

o <x—|— 1)
2

_ (%) (2").
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De plus, on a aussi :

2eP 2+ 2A -
= - AF
24+ €20 24 2A 4+ AZ z_:a’“

avec
k

k+1 o 20 (141
= ~1 .
o = ) )€+1(k—£)

Preuve. On a :

o (75Y) - n ()

= (eDSE (2D)) (™)

2¢eP n
- (2+€2D) (z").
On a e? = 1+ A. On en déduit I’expression de 'opérateur de composition 5 + =% a l’aide de
I'opérateur A = e? — 1, on obtient :
2P 2(1+A) 2427

24e2P 24 (1+A)? 2420+ A%

En exploitant le Lemme 53, on a alors :

24 2A .
2+2A + A2 Za"A

avec

k
k+1 o 20 (141
= ~1 .
o = ) )€+1(k—£)

3.3 Enoncés des théorémes

Théoréme 55 Généralisation du Théoréme, 1.2 de [60]. Pour tous entiers naturels m et n
tels que m > [%J, on a :

e SR (327) o

.
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Preuve. La formule précédente a été obtenue par des essais avec Maple. Nous allons mainte-
nant la prouver en utilisant des opérateurs de composition adéquats. Pour cela, on commence
par remarquer que la relation (3.8) équivaut a la relation suivante :

nm (T+1 (=% fm+ 1\ o [k o
ZE”( 2 >:Z 7\ 1) 2 ;) (2] = k)" pour 2m 41> n.

m
k=0 =0

On a alors :

on (551) - 1 e (3)

ou ® est 'opérateur d’Appell définie par :

eP +e P <. D?*
db=—""—=1 )
2 > 25)!
k=1
Considérons 'opérateur :
OO D2k
\le—@zz(%)!.

k=1

(3.9)

U est un opérateur d’ordre 2. Par conséquent, U™ est un opérateur d’ordre 2m +2 et on a :
U (z") = 0

et
(1 _ \I/m+1) (xn) —
deés que 2m + 2 > n, c’est-a-dire pour m > L%J

Ainsi pour m > L%J, ona:

ME, (x;Ll) = o1 (a")
— (1Y) (o).

L’opérateur de composition ®~! (1 — ¥™!) peut s’exprimer comme un polynéme en ®. En
effet, on a d’apres (3.9) :

O (1—-vm) = o' (1-(1—@)")
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On a donc pour m > L%J :

E, <“” . 1) _ zm: (Z‘:) (—1)F &* (7). (3.10)

On a aussi :

et donc :

<k) (z 425 — k)" (3.11)

De (3.10) et (3.11), on déduit que 'on a pour m > | %]

o () =R () F R (e

La preuve du Théoréme est compléte. ]

Théoréme 56 Généralisation du Théoréme, 1.3 (1.5) de [60] Pour tout entier n > 0, on a :

_ Ikl b e 20 [0+1
En(x)—Q—nZ o n,k,2x — 1) ; il e) (3.12)

k=0

Dans ce théoreme, S (n, k, ) désigne les nombres de Stirling généralisés définis par :
k
1 k n
Snkx—k—z <) (x4+4)".
La formule (3.12) équivaut a la relation :

2”En($;1)_z(k;1 Ezk: 1)’ 2 (?ﬁt) (3.13)

k=0

Or on sait d’apres le lemme 54 que :

re () = (Sivar)
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ou

k+1 o 20 [(1+1
=52 (=) £+1(k—€)'
On en déduit que :
2En< 5 ) = ZO%A (x
k=0
= Zakk!S(n,k,x)
1 & .20 (041
-1y —— .
> (st

Nous avons ainsi prouvé la relation (3.13). La preuve du Théoréme est compléte.

n

_ Z(k—i—

k=0

Théoréme 57 Généralisation du Théoréme, 1.3 (1.6) de [60] Pour tout entier n >0, on a :

1 s (—1)f X (& e /041
E,(z) = Z — i (Z )S(n,k+£,2x—1). (3.14)
— k=0

Preuve. La relation (3.14) est équivalente a la relation suivante

z+1 P (1) (k1) 041
! E - . 1
( : ) ;Hl’; oF L )S(k+ L) (3.15)

On sait d’apres le lemme 54 que :

z+1 2 4+ 2A >
o E = ———"= ) (2" = AF
”( 2 ) (2+2A+A2>(x) ;a’“ (z

k+1 o 28 (041
= —1)f = .
AT Z_:( )€+1(k—€)

De méme, le second membre de (3.15) peut s’écrire en tenant compte du fait que S (n, k + ¢, x) =

avec

(k+€ AIH—Z( )
1”414:61 (41 L (—1)f S (+1 (041
T <+ )S(n,k‘JrE,a:) - ! Ands <+ )AJ“’( o
=0 + k=0 K =0 t+1 j=0 J

= BkAk (z")
£=0

o0

= (Z ﬁkA’“) («").

=0
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avec

Br =
k
B z’“:(—l)‘k+1 (+1
B 0+1 26t \k—/
k41 o ;20 (041
- 1 .
o 2 ()

On constate ainsi que o = (3, pour tout entier k£ > 0. Les deux membres de (3.15) sont donc

j+€+1(€+1>
J

égaux et le Théoréme est bien prouvé. O

Théoréme 58 Généralisation du Théoréme, 1.4 de [60] Pour tout entier m > ng, on a :

m . kL k .
E, (z) = Z (Qn}r)k Z(_l)j (Zk) 2z —1+k—3)".

Nous allons prouver dans le paragraphe suivant un théoréme encore plus général que ce
théoréme. Le corollaire suivant est immédiat.

Corollaire 59 Pour tous entiers m > [g] ,ona:

p= CUS ' (%) -y

k= 7=0

o

et

3
N

k

k
\2n
k=0 ]:O

3.4 Généralisation d’une identité de Qi et Guo (2017)

La formule (3.4) a été de nouveau prouvée en 2017 par Qi et Guo [43] . Dans ce paragraphe,
nous généralisons cette formule aux polynémes d’Euler généralisés.

Théoréme 60 Pour tous entiers m > [g} ,ona:

E® (z i — (0‘ tk- 1) Z (—1) <2]k> (22 —a—k+j)" (3.16)

k=0 Jj=0
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Preuve. La relation (3.16) est équivalente a la relation suivante :

on () (93*0‘) i 5 <O‘+’“_1)Z(_1)j (QJ”“) (x—k+5)". (3.17)

=0

On remarque alors que :

s )
2 2

- )
_ <£> (z") (3.18)

e?D +1

ou V¥, est 'opérateur de composition défini par :

2¢P \“
w, = (22
e2D 4+ 1
2z B 1
241 (z=1)2’
Z5 1_+ 2z

En remarquant que 'on a :

on constate que :

U,=(1+4""“
. 0= le_DAQ
5 )

Remarquons que d est un opérateur de composition d’ordre 2 et on peut donc écrire :

U, = i (_ko‘) 5 = i (~1)* (O‘ +Z - 1)5k.

k=0 k=0

De plus, du fait que l'ordre de § est égal a 2, on a, pour tout entier m > ng :

- -1
U, (z") = (=1)* (O‘ H]j )5k (z™). (3.19)
k=0
Calculons 6% (). On a :
1
k _
sk — e o—kD A2

1

= EEYL (YH——l)



On a donc :

De (3.19) et (3.20), il résulte que 'on a

m

=0

De 3.18) et (3.21), il résulte que 'on a (3.17). Le Théoréme est ainsi prouvé.

=3t (“k_l);(—l)j(zf)<m—k+j>”.
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(3.20)

(3.21)



Chapitre 4

Identités d’Alzer et Yakubovich

4.1 Introduction

En 2018, Alzer et Yakubovitch [2, Theorem 3.1], dans un article intitulé "Identities invol-
ving Bernoulli and Euler polynomials" ont établi de nombreuses identités comportant les
polynémes de Bernoulli et d’Euler classiques. Ces identités sont obtenues par le moyen de
séries formelles (propriétés des séries formelles, série génératrice des suites de polynomes re-
marquables) et par 'emploi d’identités combinatoires. Dans ce chapitre, nous prouvons les
résultats principaux de ces auteurs par 1'utilisation d’opérateurs de composition. Nous géné-
ralisons aussi certains résultats et nous donnons une preuve plus courte que leur preuve pour
un autre résultat. Signalons les propriétés suivantes qui nous seront utiles dans ce chapitre :

B =3 (1) B =3 (1) Bt (41

k=0 k=0

Burty) =Y (Z) B () =3 (Z) Bi () 2", (42)
1 D/ "

B lan) = 5 ), (43)
1 2 .

q—nEn (qz) = eDld 1+ 1 (z"). (4.4)

Les relations (4.1) et (4.2) résultent de la propriété (1.2) de la proposition 2. Les relations
(4.3) et (4.4) résultent de la propriété (1.23) de la proposition 27.
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4.2 Les principaux théorémes

Théoréme 61 [2, Theorem 2.1] Pour tout entier n >0, on a :

1.
(/2] N
D (2 k) B_op (x) = 2"B, (22 — 1/2).
k=0

2. .

2B, (20— 1/2) = > (~1)" *2* <Z) By (22).
k=0
Preuve.

1. On commence par constater que :

[n/2] n [n/2] n
n—2k o n—2k n—2k
Y 4 (%) By () = Qp | 3 4 <2k>x

k=0 k=0

On remarque ensuite que :

[n/2] n
Z 4n—2k (272) xn—?k _ Z4n—k¢ (Z) (1 + (2—1)k> :L‘n_k

k=0 k=0

_ %k; <Z> (1 + (—1)’“) ()™

= % (4 +1)" + (4o — 1)")

Ainsi, on a :

[n/2]
Z 4n- 2k (Qk) — 22n—1 (GD/4 + G_D/4) (l,n) )

De (4.7) et (4.8), zl resulte que l'on a :

[n/2] [n/2]
E n—2k o E n— 2k

_ 22717193 (€D/4 D/4 33”)

€D —
DefD/4 .
D1 (eD/2+1) (z™)

D/2
2n ,—D/4 n
2%"e —eD/Q—l(x ).

22n—1

— 92—l D : (GD/4+€—D/4) ()
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(4.6)
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Or on sait d’apres (4.3) que :

D2 .1

27’l
On déduit alors de (4.9) et (4.10) que l'on a :

[n/2]
n—2k [ T _ o —pa L
%4 <2k>3n2k<g;) = 2% (QHBH(2I)>

1
— 2B, (20— > ).
On a ainsi prouvé (4.5).

2. La propriété (4.6) résulte de lapplication de la relation (4.1) :

"B, (2x - %) - 2“Zn: (Z) By (22) (—%)H

k=0
n

= S (1) Rk (Z) By (22).

k=0

Théoréme 62 [2, Theorem 2.2] Pour tout entier n >0, on a :

1.
(/2] ok
4 n n
1 (2k> Bn_o (x) =2"E, (20 — 1/2).
k=0
2. .
(~1)" 2k (Z) Ey (22) = 2"E, (2x — 1/2).
k=0
Preuve.
1. On a:

/2] ok /2] ok

4 n 4 n

— B, =0 — no2k
k; 2% + 1 (%) 2 (@) = s ZO 2k + 1 (2/@)35

On peut alors remarquer que :

[nféln_% n\ a2k _ A (14 (=D Lk
2k +1\2k a k+1\Fk
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(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)
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Ainsi :
/2] ok n+1
- n — - 1 _ _1 j) 4 n ]
2k+1(2k)x 2(n+1)2( j ) (=1)) (4e)
k=0 7=0
n+1 n+1
92n+1 1 n+1 1 n+1
i (“z) - (“’—z) -
On en déduit que :
[n/2] n— n
4n—2k <n>xn2k — 92n+l (eD/4 . efD/4) a" !
—~ 2k + 1\ 2k n+1

En appliquant 25 & chacun des

(4.14)

92n+1 ((eD/4 _ efD/4) Tnt) (z") .

deux menbres de (4.14) et en tenant de (4.13), on a

alors :
[n/2] 4nf2k n
Tl (2k> Buoa(x) = 2710y (2" = e721) Int (a7)
k=0
2n+1 D/4 —D/4 n
= 2%t eD—l(e e /)Int(x ).
Comme % et eP/* — e~ P/ commutent et qu’on a D Int = 1, on en déduit que :
[n/2] n—2k
4 n 2n+1 (_D/4 —-D/4 D n
2 5571 <2k> Buae () = 270 (M = P 5 Tt a”)
D/4 _ ,—D/4
. 2n+1 € € n
Ainsi :
m/2 _
4 2 n B ($) — 22n+1 € b/ (eD/2 — 1) (l,n)
2%k +1\2k) " (eP/2 —1) (P2 +1)

Or on sait d’apres (4.4) que :

eb/2 41

2

_ 2n _—D/4 n
2 1
(") = 5 Fa (20). (4.16)



On déduit de (4.15) et (4.16) que :

/2 ok
4" n 1
- Bn— — 22n _D/4_En 2
kz_; % + 1 <2k> 2% () ¢ En (20)

1
= g, (22— = ).
(>-3)

La relation (4.11) est ainsi prouvée.

2. En appliquant la propriété (4.2), on a :

ME, (20 —1/2) = 2”5]: (Z) <—%)nk By (27)

La relation (4.12) est ainsi prouvée.

Théoréme 63 [2, Theorem 2.3] Pour tout entier n > 0, on a :

1.
2"B, (x+1/4) = Z 9%k—n <Z> By (z) .

2. .

2"B, (x +1/4) = (Z) Bn1(1/2) By, (21).

k=0

3. .

2"B, (x+1/4) = (Z) B, (1/2) Ey (22) .

Preuve.

1. En appliquant la propriété (4.1), on obtient :

2B, (;c + i) = 2”]; (Z) By (2) (i)n_k

n

= S o (Z) By (2).

k=0

La relation (4.17) est prouvée.
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2. On sait d’apres la propriété (4.3) que :

On en déduit que :

> (1)ecar

k=0

B,(2x)  D/2

2n  ePl2 1

(2z) = % <k:0 (Z) By (1/2) (2@’“) .

Or, on sait d’apres (4.2) que :

k
k=0

)Enk (1/2) (20)" =

E, (2:U +

On sait aussi, en exploitant la propriété (4.4) que :

N

11 résulte de (4.21), (4.22) et

i(DE"’“(l/Q)Bk (22) = 2

1
2x + —) = e7 (E,

(22))

La relation (4.18) est ainsi prouvée.

3. On sait d’apres la propriété (4.4) que :

On en déduit que :

> (1)eue

k=0

2
n L 2 n
= 2 64m(l’ )
(4.23) que :
D/2  2et
eP/2 —1eDP/2 41
D
— 2% D1 (™)
= 2"%B, (z)
1
= 2"B, - .
<x+4)
E, (2x) 2 "
o ZGD/2+1($).

(21) = ﬁ (;O (Z) By (1/2) (2@’?) .

Or, on sait d’apres (4.1) que :

B, (23: +

2

1).

(")
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(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)



On sait aussi, en exploitant la propriété (4.3) que :

n

1
B, |2 —
(x—i—Q)

Il résulte de (4.24), (4.25) et

(4.26) que :

La relation (4.19) est prouvée.

Théoréme 64 [2, Theorem 2.4] Pour tout entier n >0, on a :

1.

Preuve.
1. On a:

z (1)

+22

[n/2] o (2) 1
<2k> e

n—2k ($) _

32k+1

On peut alors remarquer que :

[n/2]

m"+2z
k=

- (1)

n—2k

32k+1

%(Z)Bn_m/z)m(zx) = 2t @)

_ 1 "+ :IU—i-1 ”+ :zc—1
3 3 3
e

-D/3

_ (1 + eD/3 + €2D/3) (fL‘n)

3
o—D/3

m (GD — 1) (LC”) .
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(4.27)

(4.28)

(4.29)
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Il résulte de (4.29) et (4.30) que :

[n/2] -D/3
n—2k ) o D € D n
) +2 Z (2/{:) 32k+1 T D _13(eD3 1) (e” = 1) (a")

D/3
_ —-D/3 "
= e eD/3—1( ). (4.31)
On sait d’aprés la propriété (4.3) que :
D/3 .. B, (32)
On déduit de (4.31) et (4.32) que :
[n/2]
n— 2k ) o 7D/3Bn (3$>
)+ ZZ (2k> 32k+1 = € T3
1
La relation (4.27) est ainsi prouvée.
2. La propriété (4.28) résulte de l'application de la relation (4.1) :
Lp, Gr—1) = =30 -0 (V) B3
—B, T — = — — xZ) .
3n 3n k)"
k=0
U

Théoréme 65 [2, Theorem 2.5] Pour tout entier n > 0 et pour nombre complexe a # 0, on

1.
a” 2 (Z) BIZTk(lx) = % (E, (ax) + E, (ax + 1)) (4.33)
2. .
% (B, (ax) + B, (ax + 1)) = E, (ax) + % <Z) E, i (ax) (4.34)
k=1
Preuve.
1. On a:

" /n\ Bu_, () D "L (n a7k
n - n . 4.35
¢ :1(k) k1 eD—1<a (k)k+1 (4:35)
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On peut alors constater que :
n n—k n n
n n\ x a n+1\ ,_ &
a = z
;<k)k—|—1 n+1 kg(kle)
n+1
a” n+ 1 n+1—j
= E z
an

= e

+1 n+1
e (2)
(

" (e” — 1) Int (2™). (4.36)

I
S

= a

On déduit de (4.35) et (4.35) que :

n - n Bn*k(x> _ D n D n
a ;(k) i (e 1) Int (z™)

= a"DInt (2")
= a"a".
En exploitant la propriété (4.4), on a :
n,n __ D/a n n
a'z" = - (e +1)a—€D/a+1(x)

(eP/* +1) E, (az)

(E, (ax) + E, (az + 1)) .

N RN~ N~

La relation (4.33) est prouvée.

2. En exploitant la propriété (4.2), on a :

(E, (az) + B, (ax +1)) = %En (a:z:)—l—% (” By (az)

N | —

La relation (4.34) est ainsi prouvée.

Théoréme 66 [2, Theorem 2.6] Pour tout entier n >0, on a :

S () B L LSy I (Y )

k=0 k=0 (1+72)




Preuve. On a de maniére évidente :

k=0

On remarque ensuite que :

k=0

ou

On constate aisément que :

AR

On en déduit que :

S oy (1) Bele)

[n/4] AT [n/4] n
_ - 4k n—4k
>0 () e = ()

{ 1 si 4 divise k,

0 sinon.

& p(n\a" 1 k| 2k 3ky (T k
k=0 k=0
1 n 2 \n 3 \n
= Z—l(ac—kv (z+7)" + (z4+9)" + (z+i%y)")
1
= 3 (P +eP e P 4P (7).
En remarquant que :
, 1
Vo= b%
on a:
e'yD _ ei'yDeD/2 et e—i'yD _ e—'yDeD/Q'

On peut alors écrire :

(P 4+ +e P e Py =

>~ =

Ainsi :

S ()
4k ) 26k

4

(ei’yD _i_ef'yD +€i7D€D/2 +677D€D/2)

N e

(1 + €D/2> (ei'yD + e—’yD) )

! (eD/2 + 1) (e”D + eﬂD) (™).
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On en déduit que :

[n/4]
S 1 () P = G0n (1) (4 ) o)

_ 1 D 1 (eD/2+1) (ei'yD_i_ef’yD) (z")

4D
1 iyD —~vD D/2 n
= 5(6” +67)€D/2_1(x).

Or on sait, dapres (4.3), que :

D/2 n B (27)
o1 @)=

On en déduit que :

[n/4]
k(17 Bnoak (7) L D _py Bn (22)
S0 () P = e P
k=0
1
= uri (B, (2x + 2i7y) + B, (2 — 2v)) . (4.38)
Or d’apres la propriété (4.1), on a :
B, 2z +2i7) = Y (2i7)" (Z) By (2) (4.39)
k=0
et "
B (2o =) = Y (-2 () Buoa 20), (1.40)
k=0

On déduit (4.38), (4.39) et (4.40) que :

n

[f 0 () P = i X (@) (20 () B 200

k=0

Il suffit alors d’observer que :

e 1k

(2i7)" + (=27)" = (=1) TG

pour obtenir (4.37). O
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4.3 Généralisation d’un théoréme

Théoréme 67 Pour tous entiers naturels n >0 etm > 1, on a :

an() (M) g )= — B (@ma)e—m),  (441)
2k) (2m + 1 G ) S

ou

Preuve. On a :
$2m+1 _ 1

1+Z(xj+x_j):m.

On en déduit 1’égalité suivante entre opérateurs :

N . b_1.
D/(2m+1 —jD/(2m+1)\ _ _—mD/(2m+1) €
1+ E (eJ / ) e ) =e (cD/@m) 1) (4.42)

=1

En composant chacun des deux membres de (4.42) avec on obtient alors :

2m+1 eD 1

1 D (1 +Y (eprem +€jD/(2m+1>)) e LA Gl Y

om+1el — 1 — oD/@m+1) _ |
N A Y
=0
On a alors
1 m ] n ] n
O (2" = Q n —
o B(zmH(H;((HZmH) (-522)))
[”/2 Qk
= QO "+ 2 g . 4.44
(e () @ a9

En intervertissant les sommations dans le second membre de (4.44) on obtient :

1 n/2] m 2k
Q(2") = Qp e —I—QZZ< >—x”_2k

Yo =1 2m+1)

n/2]
_ o (M) o
= s 2m + " t2 Z (2/{:) om + 12

2m + 1)*

[n/2]
Uzk ) n—2k
= 0 2
|l a"+ g (2]{:) P +1)2k+1x
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Ainsi :

2n +1

[n/2]
0 (5%) = By (2] + 22(%) on )21+13n_2k(x). (4.45)

On a aussi, en exploitant la propriété (4.3) :
—mD/(2m+1 D/ (2m+ 1) (ZL‘ )
eD/mt1) _

—mD/(2m+1 D/ (2m+ 1) ( )
oD/@mil) — 1 ¥

QQ (CL’n)

1
_  _—mD/(2m+1) B ((2 1
‘ Gyl (2m 1))
1

— mBn (2m+1)x—m). (4.46)

La relation (4.41) résulte alors des relations (4.43), (4.45) et (4.46). O

Pour m = 1, la relation (4.41 permet de retrouver la relation 4.27. Ainsi la relation (4.41)
généralise le théoreme 2.4 d’Alzer et Yakubovitch [2].

4.4 Courte preuve d’un théoréme

Dans larticle d’Alzer et Yakubovitch [2, Theorem 3.1], on trouve aussi les deux identités

suivantes :
zn:?k—l " \p Zkz% B (@) (4.47)
Qk— 1 2k— 1 2k—1 .
k=1
et
- on+ 1 - 2n+1
92k B = 2k + 1) 22%¢ E . 4.4
S (M) = Sy (T ) o (4.49

La preuve que donnent ces deux auteurs est longue et laborieuse. Dans ce qui suit, nous allons
donner une preuve beaucoup plus simple et courte basée essentiellement sur des propriétés
des opérateurs de composition.

Prouver les relations (4.47) et (4.48) équivaut & prouver les égalités suivantes :

- 2n " 2n
Q 22]671 2k—1 — Q k22k 2k—1 4.4
B <; (Zk: - 1)37 ) B (; 2% ) * (4.49)

0, (Z o2k (2n + 1> 2k> =Qp (i (2k + 1) 2% (;ZI D x%) : (4.50)

k=0



On peut alors remarquer que 1’on a :

- 2n
22k—1 2k—1
; <2k - 1) v

On a aussi :

) %,; (7)) (=) oy
~ 5 ((290 + 1)2” — (22 — 1)2n)

(e )

= <6% — 6_%> (22n—1$2n> ‘

DO | =
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De méme, on a :

222k<2n+1) % _ N <2n2;r 1) (20

k=1

_ Z (277,]:— 1) (22)"

0<k<2n et k=1mod 2

— % ((2z + 1)*™ — (20 — 1)*"*)

Jon N 1\ 2t 1\ 27t
_= €T — —_ T — —
2 2
_ <6§ _ e—%) (22n520+1)
Enfin, on a :

- on+1 D [<~/2n+1
k 1 22k 2k - = 2 2k+1
> (2k+1) <2k+1)x 2 \ & \2k+1 (22)

k=0 k=

_ g Z (2”]: 1) (Qx)k)

0<k<2n et k=1mod2

> (2"; 1) (1- 1) <2x>’“>

k=0

((2z +1)*"* 4 (22 — 1))

— =D <€g +€—2> (22n 2n+1)
Ainsi les égalités a prouver (4.49) et (4.50) s’écrivent :

1
(62 —e 3 22" ! 2” QE§D (e

Nie]
+
ml

Sl

N———
—~
[}
€
7
—_
S
N
S
~
—~
=~

(@
o

~—

et
1
Op (e —e %) (22274) = QoD (ef +e7F) (20™). (4.52)
Or les relations (4.51) et (4.52) équivalent & affirmer que :

D D

1
QB (67 — 67?> = §QED (6% +e

Nlis]

) . (4.53)

On vérifie alors que (4.53) est bien vérifiée du fait que l'on a :
1
Qp (e% — 6_%> — De™ 7 et §QED (e% + e_%> — De 7.

Ainsin on a prouvé (4.49) et (4.50) et par conséquent, on a bien prouvé (4.47) et (4.48).



Chapitre 5

Généralisation d’une identité pour des
polynémes d’Appell

5.1 Introduction

Qi et Chapman [44] précisent ce que 'on entend par formule explicite ou "forme close" :

"In mathematics, a closed form is a mathematical expression that can be evaluated in a
finite number of operations. It may contain constants, variables, four arithmetic operations,
and elementary functions, but usually no limat."

La détermination de formules explicites pour les nombres et polynémes de Bernoulli et
d’Euler aussi bien classiques que généralisés a fait et continue de faire 'objet d’une intense
recherche. De trés nombreuses publications portent essentiellement sur ce théme. Sans que
la liste suivante soit exhaustive, on peut citer [2], [5], [9], [11], [21], [25], [26], [28], [29], [35],
[36], [37], [38], [43], [49], [52], [52], [53], [56], [57], [60]. L’article de Gould [21] de 1972 est
une intéressante et riche rétrospective des formules explicites pour les nombres de Bernoulli
apparues depuis la mise en évidence de ces nombres jusqu’a 1972. Les méthodes utilisées pour
parvenir & ces formules sont trés variées. Des références plus anciennes & certaines de ces
formules explicites accompagnées de preuves et de commentaires se trouvent dans la thése de
doctorat de Zerroukhat [62].

Il est évident qu’il est plus avantageux de connaitre des formules explicites pour les polynomes
de Bernoulli et d’Euler (classiques ou généralisés) que seulement des formules pour les nombres
de Bernoulli et d’Euler (classiques ou généralisés). En effet, les relations B,, = B, (0), E,
=2"FE, (%), BY = B{ (0), EY = o gl (%) montrent clairement que toute identité sur des
polyndmes de Bernoulli ou d’Euler (classiques ou généralisés) permet d’obtenir une identité
sur les nombres de Bernoulli ou d’Euler (classiques ou généralisés). Généraliser aux polynomes
Bernoulli une simple identité obtenue pour des nombres de Bernoulli s’avére étre souvent un
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probléme loin d’étre évident ou méme d’étre toujours possible.

Nous avons constaté que les polynomes de Bernoulli et d’Euler (classiques ou généralisés)
étaient des suites de polyndémes d’Appell. Trouver une identité pour des polynémes d’Appell
présente donc un intérét considérable du fait qu’en particularisant cette fois-ci les polynomes
d’Appell, on obtient des identités pour les polyndémes d’Appell particularisés. Ces polynomes
particularisés peuvent ainsi étre des polynémes de Bernoulli ou d’Euler.

Dans ce chapitre, nous commencons par établir un historique concernant certaines formules
explicites pour les polynémes de Bernoulli et d’Euler généralisés ou classiques qui ont été suc-
cessivement améliorées. Nous prouvons certaines d’entre elles comme applications de certains
résultats prouvés dans les chapitres précédents. Nous énoncerons ensuite le théoréme de Ben-
cherif, Benzaghou et Zerroukhat [5] qui concerne une identité pour des polynémes d’Appell.
Nous prouverons ensuite une généralisation de ce théoréme qui a fait I'objet d’une récente
publication [7].

5.2 Historique de certaines formules explicites

5.2.1 Formule explicite de Jordan

La formule suivante :

B, - k; (—1)" (ZE) (”Z’“) TSk, (5.1)

apparait en page 219 dans l'ouvrage de C. Jordan [27] publié en 1950. Elle figure naturellement
dans Darticle de Gould [21] paru en 1972 (qui est une rétrospective des formules explicites
des nombres de Bernoulli classiques), plus précisément en page 48 (formule [11]) et en page
49 (formule [17]). La preuve de (5.1) donnée par Gould est basée sur le fait que :

anD”( ”7 >
et — 1

et sur I'exploitation de la formule suivante :

p () S (20

Jj=0

)

=0

L’identité (5.1) a aussi été retrouvée et prouvée par de nombreux autres auteurs. Citons
quelques un de ces auteurs. L’identité (5.1) a été prouvée par Shirai et Sato [49, p. 140] en
2001. Ces auteurs ont obtenu cette relation comme cas particulier d’'une identité comportant
les nombres de Bernoulli et les nombres de Stirling de premiére et seconde espéce. L’identité
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(5.1) a aussi été prouvée par Jeong, Kim et Son [26, p. 59] en 2005. Dans leur article, ces
auteurs ont exploité les propriétés de Popérateur H™ = % nommeé dérivée d’ordre n de
Hasse-Teichmiiller pour obtenir plus généralement des preuves simples de formules explicites
connues pour les nombres de Bernoulli. L’identité (5.1) a aussi été prouvée par Guo et Qi [25,
relation (6)] en 2015 et par Qi et Chapman [44, relation 1.3] en 2016. Ces auteurs ont exploité
certaines propriétés des polynomes de Bell B, . (21, ..., Z,—rt1) ainsi que la formule de Faa

di Bruno.

Grace aux relations établies dans les chapitres précédents, nous pouvons prouver trés sim-
plement la relation (5.1). En effet, la relation (1.54) du Corollaire 34 appliquée a la suite des
polynoémes de Bernoulli pour m = n, x = 0 laquelle on a ag = 1 permet d’obtenir la relation

B, — zn: (—1)F (” i 1) B, (5.2)

k=0

suivante :

L’identité (5.1) est alors obtenue en remplagant dans (5.2) B par 'expression suivante
qui n’est rien d’autre que la relation (2.75) de la proposition 52 écrite pour = =0 :

k —1
Bh — (”Z > S(n+k, k).

5.2.2 Formule explicite de Todorov (1985)

En 1985, dans une courte note écrite en francais, présentée par Jean-Pierre Serre aux
Comptes Rendus de I’Académie des Sciences et intitulée "Une formule simple explicite des
nombres de Bernoulli généralisés, Pavel G. Todorov [56] commence par citer ’ancienne formule
(5.1) et présente ensuite la généralisation suivante de (5.1) :

B — i: (—1)* (Zf;‘) (O‘ Zf; 1) (”Zk)lmm ko k). (5.3)

k=0
C’est une formule explicite pour les nombres de Bernoulli généralisés. La méthode d’obtention
de cette nouvelle identité est essentiellement basée sur des propriétés simples de la dérivation
ainsi que sur 'identité combinatoire suivante :

— g (—r—v\ _[(r+n
x (M) =65
5.2.3 Formule explicite de Strivastava et Todorov (1988)

En 1988. Strivastava et Todorov [52] ont obtenu la formule explicite suivante pour BT(La)m) :
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s - £ 03T N (e

k=0
XF[k—n,k—a,2k+LJ/(%’H)], (5.4)

ou F'[a, b, c; z] désigne la fonction hypergéométrique gaussienne [23] définie par :

Fla,b;c; 2] :ZM.

= (c), k!

En 1996, Choi et Seo ont obtenu de nouvelles formules explicites pour les polynémes de
Bernoulli et d’Euler généralisés.

5.2.4 Formule explicite de Choi (1996)

En 1996, Choi [15] ont obtenu la formule suivante par application de l’analyse complexe :

1 n—1
) y_ (NTk Bk+j+1 (z) ¢ -
Buve () = ( )Z Ftjtl ; j)s e

=0

ot les s (n, ¢ + 1) désignent les nombres de Stirling de premiére espéce.

5.2.5 Formules explicites de Choi et Seo (1996)

En 1996, Choi et Seo [16] ont obtenu les formules explicites suivantes pour les polynomes de
Bernoulli et d’Euler généralisés vérifiées pour tout nombre entiers n et ¢ :

@ =3y (Y () e 2 Z ()it 63

§=0 =0
et '
- in+1 o (1 ; I q]
EW () =Y (-1) ( , 1)2% > (£> (—5) a"> (k)k” (5.6)
§=0 J+ =0 k=0
Leur preuve trés technique repose sur ’emploi de la régle de dérivation de Leibniz et certaines
identités combinatoires. Ces deux formules peuvent se déduire aisément des résultats qu’on

a établit aux chapitres précédents. En effet, la formule (5.5) peut s’écrire grace a la relation
(1.16) :

BO (1) =Y (-1 (?ii) 3 (”) (=) a* (“*q"f - 5)15(%@ —t,qj).

=0 =0 \J 4
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Or d’apres la relation (2.75) de la proposition 52 écrite pour x = 0, on a :

(n—i—qj—ﬁ

—1
qj ) S(n+aj — ,qj) = BEY) (0).

La relation (5.5) est donc équivalente a la relation suiante :

n

B (z) =Y (~1) (?i i) Z (Z) (—jz)" B9 (0).

j=0 =0

(B,(qu ) (x)) étant une suite de polynomes d’Appell, on sait aussi que :

> () (i) B 0 = B ().

=0
Par suite, la relation (5.5) est encore équivalente a la relation suivante :

BO (1) = 3 (~1) (” N 1) B9 (—ja). (5.7)

s J+1
Enfin, on sait que cette derniére relation (5.7) est bien vérifice d’aprés la relation (1.52) du
Corollaire 33 appliquée a la suite des polyndémes de Bernoulli avec ag = 1,/ = q et m = n.

De méme, on peut constater que d’apres la relation (2.78) de la proposition 52, on a :
. 4 qj .
2D ( ; ) et =BT (0).

k=0

La relation (5.6) est donc équivalente a la relation suivante :
E@ _ - j(n+1\ (0 )¢ p-a)
W)=Y (=1 (. > (—jz) B, 2" (0)
: J+1 l

<E,(L_qj ) (m)) étant une suite de polynomes d’Appell, on sait aussi que :

n

{=0

La relation (5.6) est ainsi équivalente & la relation suivante :

B () =3 (1) (1)) B (o). 55)

par j+1

Enfin, on sait que cette derniére relation (5.8) est bien vérifiée d’aprés la relation (1.52) du
Corollaire 33 appliquée a la suite des polyndémes d’Euler avec ag = 1,¢ = q et m = n.
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5.2.6 L’identité de Luo (2004)

En 2004, Luo présente dans une note [35] la formule explicite suivante pour le n-iéme
polynéme d’Euler généralisé d’ordre o pour o € C :

E® (z) = i (Z) 7 Z <_122f i <O‘ H; N 1)5 (s.k),n > 0. (5.9)

s=0 k=0
La méthode d’obtention par Luo de cette identité repose sur la formule de Taylor et la regle
de dérivation de Leibniz. Il est facile de prouver (5.9) en observant que du fait que la suite de

polynoémes (Eff) (1:)) est une suite de polynémes d’Appell, on a :

neN

E@ (z) = Zn: (”) 2" B (0),n > 0. (5.10)

S

D’autre part, on sait que :

—_

I
N N 2
)

‘w
>
~_

o

I
(]
— T +
> 4
N———
?rl’_‘
L

B
Il
o

Il
(]2
ol |
| =

=

NN
o
_l_
S
|
—
N——
>
=

B
Il
=)

Il en résulte que :

On en déduit que :

£ (0) = 3 (LK <O‘ TR 1)5 (5, k). (5.11)

I
(5.9) résulte alors de (5.10) et(5.11).
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5.2.7 L’identité de Luo (2005)

En 2005, Luo [36] prouve la formule explicite suivante pour les nombres d’Euler généralisés :

E@ — En: (_2]13]6 (Zt‘;) (O‘ Zf; 1) Ek: (j) (k —25)", n>0. (5.12)

k=0 Jj=0

Luo déduit de (5.12) le résultat suivant :

PSP S (e

k=0

Nous verrons que cette formule peut s’obtenir comme un cas particulier de notre théoréme
69.

5.2.8 L’identité de Luo (2009)

En 2009, Luo ([38, Theorem 2.1]) ont prouvé la formule explicite suivante pour EY (x)
faisant intervenir la fonction gaussienne hypergéométrique :

B9 - Y 2—1(2) <O‘+,’j_1)§kj(—1>j (I;)j%m""“

k=0 §=0

xF[k—n,k;k+1; J }
T+

5.2.9 Formule explicite de Boutiche, Rahmani et Strivastava (2017)

En 2017, Boutiche, Rahmani et Strivastava [11] ont généralisé aux polynoémes de Bernoulli
généralisés la formule explicite (5.3) pour les nombres généralisés de Bernoulli BY que To-

dorov avait établi en 1985. Ils prouvent la formule explicite pour BY” (x) suivante :

B (1) = 3 (-1)" (Zf;‘) (O‘ ']:f; 1) <" ' k)_ls ik k), (513)

k=0

La démonstration de leur formule repose sur I’exploitation de la preuve de la formule explicite
(5.4) pour BY (x) établie par Strivastava et Todorov ([52]) en 1988.
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5.2.10 L’identité de Bencherif, Benzaghou et Zerroukhat (2017)

Théoréme 68 (Bencherif, Benzaghou et Zerroukhat [5]) Soit S(z) = Yo7 a,%; une série

formelle de C[[z]] de terme constant égal a 1, o un nombre compleze et (Aﬁf“) (£)> la suite
n>0

de polynomes d’Appell de C [x] de série génératrice exponentielle :

(e 9]

Z (a) = S5%(2)e* ™.

=0
Alors, pour tous entiers naturels m et n tels que m > n >0, on a :

(@) Zm: (O‘ + m> <O‘ +Z - 1) ACR (), (5.14)

=0

Cette identité a de nombreuses applications. Elle généralise aussi de nombreuses identités
connues sur les nombres et polynomes de Bernoulli ([62], [5]). Cependant une situation parti-
culiere a attiré notre attention et nous a motivé a rechercher une nouvelle identité pour les po-

lynomes d’Appell encore plus générale que I'identité (5.14).En effet, en choisissant S(z) = ﬁ

et m = n dans le Théoréme 68, on obtient :

E@(z) = zn:(—nk (Z f Z) (O‘ “; - 1) ECR (),

k=0

En tenant compte de la relation (2.78) de la proposition 52 qui affirme que :

Ef QkZ()vaJ 7

on obtient alors I'identité suivante pour les polynomes d’Euler généralisés :

o= SO (Y Z (5) . (5.15)

k=0

Comme E (z) = 2”E,(1a)(%), on en déduit I'identité suivante pour les nombres d’Euler géné-

B — - (—21)'“(?:2)(0‘“‘7_1)%() (a+2))". (5.16)

k=0 7=0

ralisés :

11 se trouve que Luo [36] a établi en 2005 I'identité suivante :

E;m:zn:(;_?k@tzxo‘*:_l)i(?) (k —2j)", n>0. (5.17)

k=0 j=0



103

Les identités (5.16) et (5.17) sont curieusement similaires mais différentes. En changeant j en
k — j dans la derniére sommation au second membre de (5.17), on peut constater que cette
formule de Luo est équivalente & I'identité suivante :

ng:zn:(;_?k@ti) (O‘+£_1>i(lj> (—k +2/)", n > 0. (5.18)

k=0 7=0

Il s’avére ainsi qu’en fait, nous n’avons pas pu obtenir 'identité de Luo (5.17) comme cas
particulier de l'identité (5.14). Des tentatives avec Maple nous ont permis de constater que
la formule suivante plus générale que (5.15) :

k

E}ﬂ(x):zﬂ:(;)k (ZJ_FZ) (O‘H;_l)z (lj) (47 + Mo+ k)",

k=0 7=0

dans laquelle A désigne un nombre complexe quelconque, était vérifiée pour de nombreuses
valeurs de n. De plus cette formule présentait deux avantages. D’une part, elle était plus
générale que la formule (5.15) et d’autre part, elle permettait de retrouver la formule (5.18)
équivalente a I'identité de Luo en choisissant x = § et A = —%. Mieux encore on a pu vérifier
que pour de nombreuses valeurs de n, on avait en fait le résultat suivant plus général que la

formule de Luo (5.17) :
(=D fmta\ fa+ k-1 Yk n

E) = ( kE—25)", m>|=|.

" kzo oF (n—k)( k );(;)< J) ’m—{zj

Grace a l'utilisation des opérateurs de composition, nous avons pu établir et généraliser ces
résultats aux suites de polyndémes d’Appell. C’est ainsi que nous avons pu formuler et prouver
le théoréme qui nous énongons au paragraphe suivant. Ce théoréme a fait ’objet d’une récente
publication [7] en 2022.

5.3 Nouvelle identité pour des polynémes d’Appell (2022)

En 2022, nous avons pu obtenir la généralisation suivante du théoréme 68 de Bencherif,
Benzaghou et Zerroukhat. Ce théoréme généralise aussi Iidentité de Luo (5.17). Rappelons
qu’on avait pas pu obtenir cette méme identité de Luo par application du théoréme 68 mais
seulement une identité analogue (5.16).

Théoréme 69 (Bencherif, Mokhtari et Zerroukhat[7])Soient S(z) = Y.°0  an,Z; une série

n!
formelle de C[[z]] de terme constant égal a 1, o« un nombre compleze et (Agf‘) (x)) la suite
n>0
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de polynomes d’Appell de C [x] de série génératrice exponentielle :
(a) i _ Qu zT
D AL ()= = §%(2)e*".
n=0
Alors, pour tous A € C,1 € Z pour tous entiers naturels m et n, on a :

A(al) Z (a + m) (a +Z — 1> Agl_kl)(x +M(a+ k), m>n>0, (5.19)
k=0

Zm; <a+m) (a+lg—1)A< (2 + al(a + k), m [g}

Le théoréme 69 constitue effectivement une généralisation du théoréme 68. En effet pour
A=0et =1, larelation (5.19) est exactement l'identité (5.14).

Outre les nombreuses applications que permettait d’obtenir le théoréme 68, le théoréme 69
permet de retrouver de nombreuses autres identités pour les polynémes et nombres de Ber-
noulli et d’Euler classiques ou généralisés. Nous examinerons quelques unes de ces applications
au dernier paragraphe de ce chapitre.

Pour prouver ce théoréme, nous allons exploiter un lemme déja cité et prouvé dans l'article

([5))-
5.4 Une identité remarquable

Le lemme suivant joue un role essentiel dans la preuve du théoréme 69.

Lemme 70 Pour tous entiers naturels m > 0 etqg>1, on a :

Em: (q i m) (q " : - 1> gt =14 (-1)" <q Zm) i mLHC (Z) (z—1)"*. (5.20)

=0 k=1

Les grandes lignes d’'une preuve de ce lemme sont exposées dans l’article de Bencherif,
Benzaghou et Zerroukhat [5]. Une preuve de ce lemme est aussi développée dans la thése de
doctorat de Zerroukhat [62]. Ce qui suit est une nouvelle preuve de ce lemme.

Preuve. Considérons ’expression :

I= /1 tH (1 — )™ dt. (5.21)
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Il est bien connu et facile de prouver que :
q+m !
1= ql( > :
q

D’autre part, on a aussi :

avec

x 1
I = / tt (1 =) dt et I, = / tH (1 — )™ dt.
0 T

L = /Z ( )tq 1t
0 k=0

_ i (—1)* (7:) ;’TZ (5.23)

On constate que :

De méme, on a :
1—x
I, = / (1—u)" u™du
0

q . T — m+k
— S (- (Z_D—( mjr)k . (5.24)

11 résulte de (5.21), (5.22), (5.23) et (5.24) que 'on a :
m q+k q . . 1 m—+k -1
S (M) s gy (T U0y
P k)qg+k p k—1 m+k q

ce qui peut s’écrire encore :

Lotz ( ) (e () St (e o

=0 k=1

SHOEEOT) e

La relation (5.20) résulte alors de (5.25) et (5.26). O

Remarquons que :
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5.5 Démonstration du Théoréme

Le lemme suivant nous sera utile dans la preuve du théoréme 69.

Lemme 71 Soit ) := S(D) ou S (z) € C|[z]] un opérateur d’Appell unitaire, \ € C, £ € Z
et r € N. Alors, on a

Ord (e’wDQ’Z — 1)T >7r et Ord (e’\ZDQ’e — 1)T > 2r pour A = S'(0).

Preuve. Soit - i
z
z)=1+ Z axt
k=1

On a alors :
Q = 1+aD+ D%+
Ot = 1—4taD+ pD*+
)\2
M = 14+ MD+ 7%172 +
On en déduit que :
MO — 1= (N —ay) D +~yD? +

Il en résulte que :

Ord (e/\éDQ_E - 1) >1 et Ord (e’wDQ_é - 1) > 2 pour A = a; = 5'(0).

La propriété (1.8) permet alors de conclure. O

Considérons le polynome P, , (z) défini par :

Poa(z) = A zmj (O‘+m) (O‘“;_ 1)A( )z + Mo+ k).

k=0

Le théoreme 69 revient a prouver que :
Va € C, Py, (z) =0, pour m > n et P,, ,(x) =0 pour m > {gJ . (5.27)

Comme P, (z) peut assi étre considéré comme un polynome en «, il suffit de prouver
seulement que :

Vg € N*, P\, (z) =0, pour m > n et B, ,(x) =0 pour m > {gJ . (5.28)
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Soit Q := S(D) ot S (2) = 1+ 372, ax% € C[[2]] Vopérateur d’Appell associé 4 la suite
d’Appell (A, (z)),~o , alors pour tout v € C, Q7 est I'opérateur d’Appell associé a la suite

d’Appell (Af{y) (ac))_ .Ona:

>0

On constate que :

“ k—1
Py, () = Q(x Z (q + m) <q + ; )eAl(q—&-k)DQ—ké (2™

k=0
m

(e )

k
= QUA, (2"

k=0

ona:
q_l_k_l q+k m-+1 Q+m d k q m-+k
= (-1 —n — 1)tk
(e () S (e
On en déduit que :

m+1 q+m : k MND Ot m4k
Ay = (—1) Zm+k Q~f — 1)tk (5.29)

k=1

avec :

Or d’apres le lemme (70),

=30 ()

k=0

avec :
Py, (1) = Q¥Ay (™). (5.30)

On sait d’aprés le lemme 71 que :
Ord (eMPQ~* — 1)m+k >m+k et Ord (*MPQ7* —1)" >2(m + k) pour A=a;. (5.31)

11 résulte de (5.29) et (5.31) que :
OrdAy>m+1 et OrdAy >2(m+ 1) pour A = a;. (5.32)

Comme ) est un opérateur d’Appell, Popérateur Q% est aussi un opérateur d’Appell, donc
un opérateur d’ordre 0. Il résulte alors de ce fait et de la relation (5.32) que :

Ord Q¥Ay >m+1 et OrdQ¥Ay > 2(m + 1) pour A = a;.

Comme P, , (r) = Q%A (2"), il en résulte que :

Py,(z)=0,pourm+1>net P, ,(zr)=0pour2(m+1)>n

La relation (5.28) en résulte. Le théoréme (69) est ainsi prouvé.
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5.6 Applications

Le théoréme 69 a de nombreuses applications. En effet, de nombreuses suites de polynomes
remarquables de C [z] sont des suites de polynomes d’Appell. Ainsi pour a € C, ce théoréme

s’applique aux suites de polynémes de Bernoulli généralisés (Bﬁfv) (x)) et de polynomes
neN

d’Euler généralisés (ET(LQ) (x)) . On obtient ainsi les corollaires suivants :
neN

Corollaire 72 Pour a, \€ C,l € Z,n,meN, on a :

B (1) =3 (~1) <a+m)(a+k_1)B§L‘k£)(x+>\€(a+k)), m>n,  (5.33)

m—k k
k=0

B0 ( “ a+m\fa+k—1\ p( ¢
z; (m—k’)( f B, x 2(oz+k:) , m

Corollaire 73 Pour a, A\ € C,{ e N, n,m €N, on a :

ECD (z) = i (—1)* (O‘ * m) (O‘ +Z - 1) ECH (o4 M (a+ k), m>n,

m—k

B0 () = i (—1)* (‘;*_”;) <O‘ * Z - 1) ECR <x g (a + k;)> mz[5] (539)

vV
—
el B

—~

ot

w

=~

S—

Les Corollaires 72 et 73 découlent immédiatement du Théoréme 69 en choisissant successi-

2

vement S (z) = 4 puis S (2) = ==

On définit aussi les polynomes B par [59, p. 259] :
B = B (a/2).

On a alors le corollaire suivant :

Corollaire 74 Pour { € N, n,m € N, on a pour m >n :

B i @s (n+ k0, kl, ). (5.36)

o
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Preuve. La relation (5.36) découle immeédiatement de la relation (5.33) du Corollaire 72 pour
a =1, A =0 et m =n en tenant compte de la relation (2.75) de la Proposition 52.

Pour x = 0 et m = n, la relation 5.36 permet d’obtenir la relation suivante qui peut -étre
trouvée dans [26, p-60] :

(n + 1)
BO =S (c1)f Y g 1 ke ke

" — n+ k¢
n

Pour z =0, m =n et £ =1, la relation 5.36 permet d’obtenir la relation suivante :

(n + 1)
= k41
B,=Y (-85 n+kk).
D (N S (ntk k)
k=0
n
Nous avons déja indiqué que cette derniére formule signalée par Jordan [27] avait été prouvée

par de nombreux auteurs : [21, p.48, (11)], [25, p. 27 (6)], [26, p.59], [27, p. 219], [44, p. 91,
(1.3)], [49, p. 140].

Corollaire 75 Pour a € C , ¢ € Z, n,m € N, on a pour m > L%J :
= = +m\ (a+k—1\4
Blea) _ Z R (¢ B(=k0) .

k=0

~te " a+n\(a+k—1\ ~_k
0

et

k=

Preuve. Ces deux formules découlent immédiatement de la relation (5.34) du Corollaire 72
pour x = %aﬁ. O

Corollaire 76 Pour { =1 et m = n, la relation 5.37 s’écrit :

= & +n\[a+k—-1\4
B =N ()R (¢ BER). 5.38
Py e (S (T A (5.38)

k=0

La relation (5.38) est exactement la relation (6.12) du Théoréme 6.3 de [59].
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Corollaire 77 Pour a € C , ¢ € N, n, m € N, on a pour m > L%J :

oS )N E (o o

k=0

) (=D fa+n\ fa+k—1 ke
E al _ _ 9,\2n

o o <n—k>( k >Z (J)(M 2

k=0 7=0

(-1 n+1 M ke
EO =Y ( 3 o
2n s ok \ k41 ~ j (Kl —2j)

Preuve. Ces relations résultent immeédiatement de la relation (5.35) du Corollaire ?? pour
T = %aﬁ, en remarquant de plus que Ey(fw) = (0 pour n impair. Il

Pour m = n, ¢ =1 la relation 5.39 s’écrit

E® = i (;}f)k <i J_r Z) (0‘ +Z - 1> i ("j) (k —2j)". (5.40)

k=0 j=0

(5.40) est exactement la relation obtenue par Luo [36].



Conclusion

Dans cette thése, nous avons pu approfondir certaines propriétés de 'algébre
commutative € des opérateurs de composition de C [z] et les exploiter pour découvrir et aussi
pour vérifier des identités remarquables vérifiées par des polynomes d’Appell.

Nous avons pu constater que toute identité polynomiale de C [z] donnait naissance
naturellement & une identité sur les opérateurs de composition de C [x] laquelle permettait
d’obtenir des identités pour des suites de polyndémes vérifiant des relations d’Appell. En
particulier, nous avons appliqué certaines identités obtenues pour des polyndémes d’Appell aux
suites de polynomes classiques ou généralisés de Bernoulli et d’Euler qui sont effectivement
des suites de polyndémes d’Appell.

Cette approche performante nous permet d’affirmer que plus généralement, I’emploi
des opérateurs de composition de C [z] est un outil puissant dans 1’étude des suites de poly-
nomes vérifiant des conditions d’Appell. D’intéressantes perspectives de recherche sont ainsi
envisageables.
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