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RÉPUBLIQUE ALGÉRIENNE DÉMOCRATIQUE ET POPULAIRE

Ministère de l’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique
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Spécialité : Analyse

Par : YAHI Moussa

Sujet
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Intégration de certaines équations
différentielles du premier ordre vérifiant

les conditions de Fuchs

YAHI Moussa

Résumé

Dans cette thèse de doctorat, nous donnons les solutions générales d’une classe d’équations

différentielles ordinaires non linéaires de Fuchs du premier ordre. Ceci nous amène à

montrer par un exemple que les conditions nécessaires du théorème de Fuchs ne sont

pas suffisantes.

Mots-clés : Théorème de Fuchs, points critiques mobiles, conditions suffisantes.

Integration of some first order differential
equations verifying the Fuchs conditions

Moussa Yahi,

Abstract

In this doctoral thesis, we give the general solutions of a class of first order nonlinear

Fuchs ordinary differential equations. This leads us to show by an example that the

necessary conditions of Fuchs’ theorem are not sufficient.

Keywords: Fuchs’ theorem, movible critical points, sufficient conditions.
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J’exprime ici ma profonde gratitude au Dr. DALI Dahira pour m’avoir fait

l’honneur de présider mon jury de thèse.
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Introduction

Parmi les équations différentielles ordinaires non linéaires du premier ordre, intégrables

explicitement, on peut citer les équations de Bernoulli, les équations de Lagrange, les

équations de Clairaut, les équations de Darboux, ... [28]. Les équations différentielles

elliptiques et les équations de Riccati, bien qu’elles ne soient pas intégrables en général,

sont souvent rencontrées dans l’étude des équations différentielles ordinaires [28, 33].

L’intégration de plusieurs équations d’ordre supérieur se réduit à leur intégration par

substitution [28].

L’étude des équations différentielles ordinaires de Fuchs non linéaires du premier ordre

est motivée par leur importance due à leur apparition dans de nombreux problèmes

mathématiques et leur application en physique, voir, par exemple, [27, 7, 5, 6, 17].

Le théorème de Fuchs donne les conditions nécessaires pour que l’équation du premier

ordre n’admette pas de points singuliers critiques mobiles [2, 14, 15, 9]. Le théorème

de Painlevé garantit que l’équation étudiée dans le théorème de Fuchs n’admet pas de

points singuliers essentiels critiques mobiles [26, 11]. Le théorème d’Hermite assure que
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Introduction

l’équation étudiée dans le théorème de Fuchs, lorsqu’elle est indépendante de z, n’est

sans points singuliers critiques mobiles que si elle est de genre zéro ou un [13, 11].

Cette thèse est organisée comme suit :

Nous commençons par un chapitre préliminaire pour fournir quelques définitions de

base importantes pour comprendre le sujet de cette thèse.

Dans le deuxième chapitre nous introduisons une classe de ces équations de Fuchs

qui peuvent être intégrées. Nous donnons leurs solutions à l’aide de quadratures,

d’équations de Riccati ou de fonctions elliptiques.

Dans le dernier chapitre de cette thèse nous donnons un exemple d’équations différentielles

ordinaires du premier ordre qui vérifie les conditions du théorème de Fuchs, mais qui

n’est pas à points critiques fixes.

Ceci nous permet de conclure que les conditions du théorème de Fuchs ne sont pas

suffisantes.
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Chapitre 1

Notions fondamentales

Le but de ce chapitre préliminaire est de fournir quelques définitions de base impor-

tantes pour comprendre le sujet de cette thèse.

1.1 Fonctions holomorphes de plusieurs variables

Dans cette section on se restreint au cas n = 2 bien que les résultats qui vont suivre

sont vrais pour les dimensions supérieures.

C2 = {(z1, z2) / zj ∈ C, j = 1, 2}

L’application

C2 → R4

(z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2) 7→ (x1, y1, x2, y2)

3



1.1. Fonctions holomorphes de plusieurs variables

est un isomorphisme de R− e.v.

Les propriétés topologiques et métriques de ces deux espaces cöıncident.

L’application

‖.‖2 : C2 → R+

(z1, z2) 7→
(
|z1|2 + |z2|2

) 1
2

est une norme sur C2. On peut définir d’autres normes par exemple : ‖(z1, z2)‖∞ =

max (|z1| , |z2|) .

Toutes les normes sur Cn sont équivalentes.

Soit a = (a1, a2) ∈ C2 et r = (r1, r2) où rj > 0, j = 1, 2.

L’ensemble

P (a, r) =
{

(z1, z2) ∈ C2/ |zj − aj| < rj, j = 1, 2
}

est appelé bidisque ouvert de centre a et de multi-rayon r.

L’ensemble

∂0P (a, r) =
{

(z1, z2) ∈ C2/ |zj − aj| = rj, j = 1, 2
}

= C (a1, r1)× C (a2, r2)

est appelé bord distingué.

Soit f : Ω ⊂ C2 → C

4



1.1. Fonctions holomorphes de plusieurs variables

(z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2) 7→ f (z1 z2) = U (x1, y1, x2, y2) + iV (x1, y1, x2, y2)

une fonction définie sur un ouvert Ω ⊂ C2.

Dire que f est continue ( resp. différentiable) sur Ω équivaut à dire que la fonction

qui à (x1, y1, x2, y2) associe U (x1, y1, x2, y2) et la fonction qui à (x1, y1, x2, y2) associe

V (x1, y1, x2, y2) sont continues ( resp. différentiables) sur Ω.

Notations : si zj = xj + iyj alors on définit les opérateurs différentiels ∂
∂zj

et ∂
∂z̄j

par :

∂
∂zj

= 1
2

(
∂
∂xj
− i ∂

∂yj

)
et ∂

∂z̄j
= 1

2

(
∂
∂xj

+ i ∂
∂yj

)
.

Définition 1 On dira que f : Ω ⊂ C2 → C où Ω désigne un ouvert de C2 est holo-

morphe sur Ω et on note f ∈ O (Ω) si f ∈ C1 (Ω) et ∀a = (a1, a2) ∈ Ω, ∂f
∂z̄j

(a) =

0, j = 1, 2.

Autrement dit si f ∈ C1 (Ω) et ∀a ∈ Ω, f vérifie le système suivant ( conditions de

Cauchy-Riemann)  ∂U
∂xj

(a)− ∂V
∂yj

(a) = 0

∂U
∂yj

(a) + ∂V
∂yxj

(a) = 0
, j = 1, 2

Il est clair que si f ∈ O (Ω) alors f est holomorphe séparément par rapport à chaque

variable ( On dit aussi f partiellement holomorphe ).

Il se trouve que la réciproque est également vraie. C’est le théorème d’Hartogs.
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1.1. Fonctions holomorphes de plusieurs variables

Soit f : Ω ⊂ C2 → C une fonction définie sur un ouvert Ω ⊂ C2 ( Aucune hypothèse

de régularité sur f n’est supposée ).

Si f est partiellement holomorphe, alors f est holomorphe sur Ω.

L’analogue sur R2 n’est pas vraie.

L’existence des dérivées partielles n’implique pas la différentiabilité, voire même la

continuité.

Soit f : Ω ⊂ C2 → C une fonction définie sur un ouvert Ω ⊂ C2. Les assertions

suivantes sont équivalentes :

1. f ∈ O (Ω) i.e. f est holomorphe sur Ω.

2. f ∈ C1 (Ω) et sa différentielle dfa en tout point a ∈ Ω, vue comme application de

C2 → C est C-linéaire ( C -différentiabilité ).

3. ∀a = (a1, a2) ∈ Ω et ∀r = (r1, r2) avec rj > 0, j = 1, 2 tel que P (a, r) ⊂ Ω on a

i) ∀ (z1, z2) ∈ P (a, r)

f (z1, z2) =
1

(2πi)2

∫
|ξ1−a1|=r1

(∫
|ξ2−a2|=r2

f (ξ1, ξ2)

(ξ1 − z1) (ξ2 − z2)
dξ2

)
dξ1

=
1

(2πi)2

∫
∂P0

f (ξ1, ξ2)

(ξ1 − z1) (ξ2 − z2)
dξ1dξ2.

(Formule intégrale de Cauchy).
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1.1. Fonctions holomorphes de plusieurs variables

ii) ∀ (z1, z2) ∈ P (a, r) , ∀ (m,n) ∈ N2

∂m+n

∂zm1 ∂z
n
2

f (z1, z2) =
m!n!

(2πi)2

∫
|ξ1−a1|=r1

(∫
|ξ2−a2|=r2

f (ξ1, ξ2)

(ξ1 − z1)m+1 (ξ2 − z2)n+1dξ1

)
dξ2.

iii) ∀ (m,n) ∈ N2

∣∣∣∣ ∂m+n

∂zm1 ∂z
n
2

f (a1, a2)

∣∣∣∣ ≤ m!n!

rm1 r
n
2

M,

où M = sup
f(ξ1,ξ2)∈P (a,r)

|f (ξ1, ξ2)| (Inégalité de Cauchy).

4. ∀z0 = (z0
1 , z

0
2) ∈ Ω, ∃ r = (r1, r2) avec rj > 0, j = 1, 2 ,∃ (am,n) ⊂ C telle que

P (z0, r) ⊂ Ω et

f (z1, z2) =
+∞∑
m=0

+∞∑
n=0

am,n
(
z1 − z0

1

)m (
z2 − z0

2

)n ∀ (z1, z2) ∈ P (z0, r) .

Cette série est absolument convergente dans P (z0, r) et est normalement conver-

gente dans tout compact K ⊂ P (z0, r) . De plus on a :

am,n =
1

m!n!

∂m+n

∂zm1 ∂z
n
2

f
(
z0

1 , z
0
2

)
.

Commentaires :

La proposition (4) nécessite quelques explications relatives aux séries doubles de nom-

bres réels ou complexes.

Soit (aα)α∈I une famille de nombres réels ou complexes indexée par I ensemble dénombrable

( I = N, Z, Q, N× N, Z× Z, ...).
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1.1. Fonctions holomorphes de plusieurs variables

Définition 2 Une famille dénombrable (aα)α∈I de nombres réels ou complexes est

sommable si une série formée avec tous les aα est absolument convergente et donc

commutativement convergente.

Les assertions suivantes sont équivalentes:

1) (aα)α∈I est sommable

2) (|aα|)α∈I est sommable

3) L’ensemble des sommes finies

{∑
α∈F
|aα| , F ⊂ I, F fini

}
est majoré

4) Il existe S tel que ∀ε > 0, ∃J0 = J0 (ε) , J0fini ⊂ I telle que ∀F finie, J0 ⊂ F ⊂

I ⇒
∑
α∈F
|aα − S| < ε. S est appelé somme de la famille (aα)α∈I

Notation:

∑
α∈I

aα = S.

Si I = N, alors (aα)α∈N est sommable si et seulement si la série
∑
α∈N
|aα| est convergente

Si I = Z, alors (aα)α∈Z est sommable si et seulement si la série
∑
α∈N
|aα| et

∑
α∈N
|a−α|

sont convergentes

Dans le cas où I = N× N, on parle de série double.

Soit (am,n)(m,n)∈N×N une suite double de nombres complexes.

On dit que la série double
n∑

m=0

+∞∑
n=0

am,n est convergente si la famille (am,n) est sommable.

8



1.1. Fonctions holomorphes de plusieurs variables

Au fait il s’agit de la convergence absolue.

Théorème 1 Soit (am,n)(m,n)∈N×N une famille de nombres réels ou complexes indexée

par N× N. On a les équivalences suivantes :

1. (am,n)(m,n)∈N×N est sommable.

2. ∀n ∈ N,
+∞∑
m=0

|am,n| converge ainsi que
+∞∑
n=0

(
+∞∑
m=0

|am,n|
)

.

3. ∀m ∈ N,
+∞∑
n=0

|am,n| converge ainsi que
+∞∑
m=0

(
+∞∑
n=0

|am,n|
)

.

4.
+∞∑
N=0

VN converge VN =
∑

m+n=N

|am,n| .

Si l’une des conditions précédentes est vérifiée on a :

+∞∑
m=0

+∞∑
n=0

am,n =
+∞∑
n=0

(
+∞∑
m=0

am,n

)
=

+∞∑
m=0

(
+∞∑
n=0

am,n

)
=

+∞∑
N=0

( ∑
m+n=N

am,n

)
.

Exemple 1 Soit s ∈ R et w un complexe de partie imaginaire non nulle. La somma-

bilité de la famille
(

1
|pw+q|s

)
(p,q)∈Z2\{(0,0)}

est équivalente à la sommabilité de la famille(
1

(|p|+|q|)s

)
(p,q)∈Z2\{(0,0)}

. Cette dernière est sommable si et seulement si s > 2.

Définition 3 Soit fm,n une suite de fonctions définies sur un ouvert D ⊂ C2 et à

valeurs dans C.

On dit que la série
+∞∑
m=0

+∞∑
n=0

fm,n (z1, z2) converge normalement sur le compact K ⊂ D

si :
+∞∑
m=0

+∞∑
n=0

Mmn où Mmn = sup
(z1,z2)∈K

|f (z1, z2)| , converge.
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1.1. Fonctions holomorphes de plusieurs variables

Définition 4 Soit (fn)n∈N une suite de fonctions méromorphes sur C et Ω une partie

de C. On dit que la série de fonctions
∑
fn converge uniformément (normalement)

sur Ω s’il existe un entier N = N (Ω) à partir duquel les fonctions fn ne possèdent

aucun pôle dans Ω et si la série
∑

n≥N fn converge uniformément (normalement) dans

Ω.

On peut montrer que la somme f d’une série
∑
fn de fonctions méromorphes sur C

convergeant uniformément sur tout compact K de C est une fonction méromorphe sur

C. De même la série des dérivées
∑
f ′n converge uniformément sur tout compact K de

C et a pour somme f ′.

Plusieurs propriétés des fonctions holomorphes à une seule variable s’étendent aux

fonctions holomorphes de plusieurs variables. Par exemple:

1. Le principe du prolongement analytique.

2. Le principe du maximum.

3. Le théorème de l’application ouverte.

4. Le théorème de Liouville.

Par contre et contrairement aux fonctions holomorphes d’une variable

1. Les zéros d’une fonction holomorphe à plusieurs variables ne sont pas isolés.

10



1.2. Fonctions majorantes et problème de Cauchy

2. Un domaine de Cn (n ≥ 2) n’est pas nécessairement un domaine d’holomorphie.

On montre que

i) Toute fonction holomorphe sur Cn\K où K compact de Cn admet une ex-

tension analytique à C ( Comparer avec f (z) = 1
z
).

ii) Toute fonction analytique sur D =
{

(z1, z2) /a < |z1|2 + |z2|2 < b
}

se pro-

longe analytiquement au domaine D̃ =
{

(z1, z2) / |z1|2 + |z2|2 < b
}
.

À propos des fonctions holomorphes de plusieurs variables, RM Range [29] commença

son article par la question suivante ”pourquoi l’analyse complexe de plusieurs variables

n’a pas la place qu’elle mérite dans le cursus universitaire comparativement à l’analyse

complexe d’une seule variable”. En un nombre limité de pages il s’est proposé de

montrer la beauté et la richesse de cette théorie aussi bien au niveau des résultats

qu’au niveau des applications. Il espère que son article soit partagé par les étudiants

et les collègues, c’est la seule récompense qu’il demande.

1.2 Fonctions majorantes et problème de Cauchy

1.2.1 Définition d’une majorante

Soient f et g deux fonctions holomorphes sur un domaine Ω ⊂ C2 contenant le point

(0, 0) .

Soit r = (a, b) où a > 0, b > 0 et tel que
−
P (0, r) soit inclus dans Ω.

11



1.2. Fonctions majorantes et problème de Cauchy

On a ∀ (z, y) ∈ P (0, r),

f (z, y) =
+∞∑
m=0

+∞∑
n=0

amnz
myn

et

g (z, y) =
+∞∑
m=0

+∞∑
n=0

Amnz
myn.

Définition 5 On dira que g majore f sur P (0, r) et on écrit f � g si

∀ (m,n) ∈ N2, |amn| ≤ Amn.

1.2.2 Construction d’une fonction majorante

On suppose f définie comme précédemment. On a

amn =
1

m!n!

∂m+n

∂zm∂yn
f (0, 0)

(formule intégrale de Cauchy) et

|amn| ≤
M

ambn

(inégalités de Cauchy), où

M = sup

(z,y)∈
−
P (0,r)

|f (z, y)|

La série double

+∞∑
m=0

+∞∑
n=0

M

ambn
zmyn

est convergente dans P (0, r) et a pour somme

F (z, y) =
M(

1− z
a

) (
1− y

b

) .
12



1.2. Fonctions majorantes et problème de Cauchy

Ainsi

f � F sur P (0, r) .

1.2.3 Existence d’une solution formelle

Soit

f : Ω ⊂ C2 → C

une fonction holomorphe sur un ouvert de C2 contenant le point (z0, y0). Alors:

Le problème de Cauchy avec les conditions initiales (z0, y0) admet une et une seule

solution formelle définie sur un voisinage de z0.

En effet, et sans perte de généralité on peut supposer z0 = y0 = 0 (quitte à poser

Z = z − z0 et Y = y − y0).

On cherche donc une solution du problème de Cauchy

{
y′ = f (z, y)

y (0) = 0

où f est une fonction holomorphe sur un ouvert contenant le point (0, 0). Cherchons

la solution sous la forme

y (z) =
∑
n≥0

anz
n

De la condition y (0) = 0 on déduit que a0 = 0 et donc la solution s’écrit sous la forme

y (z) =
∑
n≥1

anz
n

13



1.2. Fonctions majorantes et problème de Cauchy

Ecrivons la fonction f sous la forme

f (z, y) =
+∞∑
m=0

+∞∑
n=0

amnz
myn

où

amn =
1

m!n!

∂m+n

∂zm∂yn
f (0, 0)

Formellement (c’est-à-dire sans se soucier de la convergence) La dérivée première nous

donne

y′ (z) = f (z, y (z))⇒ a1 = y′ (0) = f (0, 0) = a00

En dérivant deux fois on obtient

y′′ (z) =
∂f

∂z
(z, y (z)) +

∂f

∂y
(z, y (z)) y′ (z) ,

ce qui donne

2a2 = y′′ (0) =
∂f

∂z
(0, 0) +

∂f

∂y
(0, 0) y′ (0)

= a10 + a01a00.

La troisième dérivée s’écrit sous la forme

y′′′ (z) =
∂2f

∂z2
(z, y (z))+2

∂2f

∂z∂y
(z, y (z)) y′ (z)+

∂2f

∂y2
(z, y (z)) y′2 (z)+

∂f

∂y
(z, y (z)) y′′ (z)

d’où

3!a3 = y′′′ (0) = a20 + 2a11a00 + a02a
2
00 + a01 (a10 + a01 + a00)

= a20 + 2a11a00 + a02a
2
00 + a10a01 + a00a

2
01.
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1.2. Fonctions majorantes et problème de Cauchy

On montre par induction que an, (n ≥ 1) est de la forme

an = G (a00, a01, a10, ..., akp, ...) ,

où G désigne un polynôme en a00, a01, a10, ..., akp avec k + p < n. les coefficients de

ce polynôme sont des nombres positifs. L’unicité de ces coefficients entrâıne l’unicité

de la solution formelle.

L’expression de ce polynôme est indépendante du choix de f . C’est-à-dire si on rem-

place f par F où

F (x, y) =
+∞∑
m=0

+∞∑
n=0

Amnz
myn,

alors les coefficients de la solution formelle

Y (z) =
∑
n≥1

Anz
n

sont régis par le même polynôme: c’est-à-dire

An = G (A00, A01, A10, ..., Akp, ...) ,

où G désigne le même polynôme mais en A00, A01, A10, ..., Akp avec k + p < n.

En particulier si f � F sur P (0, r) alors

∀n ≥ 1, |an| ≤ An.

Conséquence
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1.2. Fonctions majorantes et problème de Cauchy

Soit f et F deux fonctions holomorphes sur Ω ouvert de C2 contenant le point (0, 0).

Soit r = (a, b) où a > 0 et b > 0 tel que P (0, r) ⊂ Ω et f � F sur P (0, r). On

suppose que le problème de Cauchy

{
Y ′ = F (z, Y )

Y ′ (0) = 0

admet une solution

Y (z) =
∑
n≥1

Anz
n

holomorphe sur D (0, ρ), ρ > 0. Alors la solution formelle

y (z) =
∑
n≥1

anz
n

du problème de Cauchy {
y′ = f (z, y)

y′ (0) = 0

converge dans D (0, ρ).

En effet, d’après ce qui précède on a

∀n ≥ 1, |an| ≤ An

La série

Y (z) =
∑
n≥1

Anz
n

converge absolument dans D (0, ρ) alors il en est de même pour la série

y (z) =
∑
n≥1

anz
n.
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1.2. Fonctions majorantes et problème de Cauchy

Théorème de Cauchy

Soit

f : Ω ⊂ C2 → C,

une fonction holomorphe sur Ω ouvert dans C, contenant le point (z0, y0). On suppose

qu’il existe a > 0 et b > 0 tel que

P ((z0, y0) , (a, b)) ⊂ Ω.

Alors le problème de Cauchy {
y′ = f (z, y)

y (z0) = y0

admet une et une seule solution holomorphe dans D (z0, R) où

R = a
(

1− e−
b

2aM

)

et

M = sup
(x,y)∈P ((z0,y0),(a,b))

|f (x, y)| .

Démonstration

Comme précédemment on se ramène à y0 = z0 = 0. On sait que la fonction définie

par

F (x, y) =
M(

1− z
a

) (
1− y

b

)
holomorphe sur C2\ {(a, b)} est une majorante de la fonction f sur P ((0, 0) , (a, b)).

17



1.2. Fonctions majorantes et problème de Cauchy

On résout alors le problème de Cauchy y′ = M

(1− z
a)(1− y

b )

y (0) = 0

avec |z| < a et |y| < b. L’équation différentielle

y′ =
M(

1− z
a

) (
1− y

b

)
est à variables séparables. Le problème de Cauchy a pour solution

y (z) = b− b
√

1 +
2Ma

b
ln
(

1− z

a

)
.

- Les points singuliers de cette solution sont z1 = a et z2 = a
(

1− e− b
2aM

)
< a

- Le développement en série entière de cette solution au voisinage de 0 a pour rayon de

convergence

R = a
(

1− e−
b

2aM

)
.

C’est la distance de 0 au point singulier le plus proche.

Commentaires

Dans la littérature on trouve d’autres démonstrations du théorème d’existence et

d’unicité des solutions d’une équation différentielle ordinaire dans le champs complexe.

Ces dernières sont valables même pour les fonctions réelles et qui donc ne sont pas

nécessairement analytiques. Plus exactement le problème de Cauchy

{
y′ = f (x, y)

y (x0) = y0

18



1.2. Fonctions majorantes et problème de Cauchy

où f est définie sur un domaine de R2 contenant le point (x0, y0) admet une solution

dès que la fonction f est continue dans un voisinage du point (x0, y0). (Théorème de

Péano). De plus si f est lipschitzienne par rapport à y et en particulier si ∂f
∂y

est bornée

au voisinage du point (x0, y0) alors la solution est unique.

Il s’agit de la méthode de Picard (connue sous le nom ”Méthode des approximations

successives”) et la méthode de l’application contractante.

La méthode des séries majorantes appelée par Cauchy ”Calcul des limites” est la plus

ancienne d’entre elles. A ce sujet Picard disait ”L’idée de Cauchy est hautement

fructueuse, cependant l’appellation n’est pas adéquate”. Signalons également que les

séries entières ont été utilisées par les mathématiciens comme outil de recherche de

solutions d’une équation différentielle ordinaire et ce, bien avant Cauchy. Cependant

l’omission de l’holomorphie a donné des résultats erronés, voire aberrants, tels par

exemple:

1) L’équation différentielle

zy′ = (1 + z) y − z

admet comme solution formelle la série

y (z) =
∑
n≥0

(−1)n n!z−n,

qui diverge pour toute valeur de z.
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1.2. Fonctions majorantes et problème de Cauchy

2) Le problème de Cauchy {
zw′ = w − z
w (0) = 0

n’admet pas de solution holomorphe, car si on cherche une formelle sous la forme

w = a1z + a2z
2 + ....

concernant la détermination des coefficients ai on obtient

a1 = a1 − 1, 2a2 = a2, ....

d’où il est impossible de trouver le coefficient a1.

1.2.4 Théorème des fonctions implicites

On se propose ici de montrer le théorème des fonctions implicites version analyse com-

plexe.

Théorème 2 Soit Ω un ouvert de C2 et F : Ω→ C une fonction holomorphe dans un

bidisque

P ((z0, w0) , (a, b)) = {(z, w) ∈ Ω/ |z − z0| < a et |w − w0| < b}

On suppose que

1) F (z0, w0) = 0

2) ∂F
∂w

(z0, w0) 6= 0
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1.2. Fonctions majorantes et problème de Cauchy

alors il existe une unique fonction qui à z associe w (z) holomorphe dans un voisinage

V de z0 telle que

1) w (z0) = w0

2) F (z, w (z)) = 0, ∀z ∈ V

Preuve. On peut toujours se ramener au cas (z0, w0) = (0, 0). F s’écrit sous la

forme:F (z, w) =
∑

m≥0

∑
n≥0 amnw

mznL’hypothèse F (0, 0) = 0 entrâıne a00 = 0.

Donc F s’écrit sous la forme

F (z, w) = (a10w + a01z) +
(
a20w

2 + a11wz + a02z
2
)

+
(
a30w

3 + a21w
2z + a12wz

2 + a03z
3
)

+ ...

L’hypothèse ∂F
∂w

(0, 0) 6= 0 entrâıne a10 6= 0. Ainsi l’équation F (z, w) = 0 peut s’écrire

sous la forme

w = b01z +
(
b20w

2 + b11wz + b02z
2
)

+ (1.1)

(
b30w

3 + b21w
2z + b12wz

2 + b03z
3
)

+ ...

avec bmn = −amn
a10

. On cherche une solution formelle sous la forme:

w (z) = A1z + A2z
2 + ...+ Anz

n + ...

(A0 = 0 car w (0) = 0). Après injection de w (z) dans l’équation (1.1) et identification
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1.2. Fonctions majorantes et problème de Cauchy

des coefficients on trouve

A1 = b01

A2 = b02 + b11A1 + b20A
2
1

A3 = b03 + 2b20A1A2 + b11A2 + b30A
3
1 + b21A

2
1 + b12A1

.................................

An = P (b01, b20,...,b0n) = P (..., bij,...), avec i+ j ≤ n

Les coefficients de P sont des entiers positifs. Les An étant uniques auquel cas on

a l’unicité de la solution formelle. Pour montrer la convergence de la série formelle

on utilise la méthode des fonctions majorantes. Le second membre de l’équation (1.1)

admet pour fonction majorante la fonction définie par

φ (z, w) =
M(

1− z
r1

)(
1− w

ρ1

) −M − w

ρ1

= B01z +B20w
2 + ...

avec r1 < a et ρ1 < b, tel que le second membre de l’équation (1.1) soit convergent

dans le bidisque fermé |z| ≤ r1, |w| ≤ ρ1 et soit borné en module sur le même bidisque

par M . Étudions maintenant l’équation auxiliaire

W =
M(

1− z
r1

)(
1− W

ρ1

) −M − W

ρ1

(1.2)

La solution de cette équation peut s’écrire sous la forme

W = c1z + c2z
2 + ...

où les coefficients ci sont régis par le même polynôme: ci = P (...Bij...) et donc ils

vérifient la propriété

|P (...bij...)| ≤ P (...Bij...)
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1.2. Fonctions majorantes et problème de Cauchy

ceci d’une part et d’autre part la résolution de l’équation (1.2) donne

W =
ρ2

1

2 (ρ1 +M)
±

√
ρ4

1

4 (ρ1 +M)2 −
Mρ2

1

ρ1 +M

z

r1 − z

La solution qui s’annule en 0 est

W =
ρ2

1

2 (ρ1 +M)

(
1−

√
1− 4M (ρ1 +M)

ρ2
1

z

r1 − z

)
(1.3)

Le second membre de l’équation (1.3) admet comme point singulier algébrique le nombre

z0 = r1
1

1 + 4M(ρ1+M)

ρ21

= λ < r1

La solution de l’équation auxiliaire converge dans le disque de centre 0 et de rayon r1

par conséquent on la convergence de la série formelle sur le même disque.

Corollaire 1 Considérons l’égalité

z = akw
k + ak+1w

k+1 + .... (ak 6= 0) (1.4)

où le second membre converge dans le disque D (0, ρ). Alors on a:

w = b1z
1
k + b2z

2
k + ... (1.5)

dans le voisinage épointé de 0: V =
{
z ∈ C/0 <

∣∣∣z 1
k

∣∣∣ < λ
}

Preuve. De l’équation (1.4) on déduit que

z = wk (ak + ak+1w + ....)
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1.3. Singularités d’une équation différentielle ordinaire dans le champ complexe

ce qui donne

z
1
k = w (ak + ak+1w + ....)

1
k

Comme ak 6= 0, alors la fonction

h (w) = (ak + ak+1w + ....)
1
k

est holomorphe sur |w| < ρ1 où ρ1 est un nombre strictement positif. Par suite la

fonction h peut s’écrire sous la forme

h (w) = (ak + ak+1w + ....)
1
k = b1 + b2w + b3w

2 + ...

avec b1 = (ak)
1
k 6= 0. Ainsi la fonction z

1
k s’écrit sous la forme

z
1
k = b1w + b2w

2 + b3w
3 + ...

Comme b1 6= 0, d’après le théorème des fonctions implicites on déduit

w = c1z
1
k + c2z

2
k + ...

Cette série est convergente sur un disque de rayon λ > 0 (voir le théorème des fonctions

implicites)

1.3 Singularités d’une équation différentielle ordi-

naire dans le champ complexe

Le prolongement analytique d’une solution locale peut donner lieu à une fonction mul-

tiforme. Pour rendre uniforme une telle solution on a le choix entre:
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1.3. Singularités d’une équation différentielle ordinaire dans le champ complexe

1) Sélectionner une branche et ce moyennant des coupures c’est-à-dire des lignes joignant

deux points de branchement y compris le point à l’infini rendant ainsi la branche ana-

lytique.

En général le choix d’une telle branche parmi tant d’autres est dicté par les besoins de

la physique.

Comme exemple de branche: la détermination principale du logarithme définie par

ln z = ln |z|+ iArgz, −π < Argz ≤ π

Plus généralement dans tout domaine simplement connexe de C∗ il y a une détermination

du logarithme complexe

2) Construire une variété complexe de dimension un appelée ”surface de Riemann”

Les singularités d’une équation différentielle ordinaire sont par définition celles de ses

solutions, c’est-à-dire les points où ces solutions ne sont pas analytiques. En plus

des pôles et des points singuliers essentiels il existe également d’autres singularités

caractéristiques des fonctions multiformes appelés points singuliers critiques (points de

branchement, de ramification).

Plusieurs, voire une infinité de branches se permutant entre elles lorsqu’on tourne

autour de tels points.

Soit F une fonction multiforme ayant un domaine de définition D et soit a ∈ D. Soit
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1.3. Singularités d’une équation différentielle ordinaire dans le champ complexe

Γ une courbe simple fermée entourant a (a se trouve à l’intérieur de Γ). Si lorsqu’on

décrit cette courbe en partant d’un point z0 avec une valeur donnée w0 = F (z0) et on

y revient à z0, F ne revient pas à sa valeur initiale w0, on dira que le point a est un

point critique. Si f désigne une branche de F , on a

f
(
ze2iπ

)
6= f (z)

On dira que le point à l’infini est un point de branchement d’une fonction F si 0 est

un point de branchement de la fonction f définie par

f : u 7→ F

(
1

u

)

Les fonctions

z 7→ n
√
z et z 7→ ln z

ont pour points critiques: 0 et ∞. Les points critiques de la fonction définie par

z 7−→ 3
√
z (z2 − 1)

sont 1,−1 et 0.

On dira que a est un point de branchement (critique) d’ordre fini n, si pour revenir à

la valeur initiale w0 = f (z0), z doit décrire n fois la courbe Γ. Le point a est dit point

de branchement logarithmique d’une fonction f si cette dernière ne revient jamais à sa

valeur initiale quand z décrit la courbe Γ.
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1.3. Singularités d’une équation différentielle ordinaire dans le champ complexe

Soit a ∈ C un point critique d’ordre n de f . Alors dans un voisinage épointé du point

a, 0 < |z − a| < R, on a

f (z) =
k=+∞∑
k=−∞

ak (z − a)
k
n

Ce développement est appelé développement en puissance de Puiseux. On dira que a

est un point critique algébrique si tous les coefficients a−n sont nuls sauf un nombre

fini. Dans ce cas la limite limz→a f (z) existe, finie ou infinie. Dans le cas contraire,

c’est-à-dire il existe une infinité de coefficients a−n 6= 0, on dira que a est un point

critique essentiel.

Commentaires

Les singularités dont il a été question sont des singularités isolées et la classification

n’est pas exhaustive. Par exemple 0 est un point singulier non isolé de la fonction

définie par

f (z) =
1

sin π
z

De même il existe des singularités qu’on ne peut classer ou à la rigueur sont sujets de

controverse. C’est le cas par exemple de la fonction définie par

f (z) =
1√
z + 1

z = 1 est un point singulier qui ne figure pas dans le classement ci-dessus.

Les singularités des équations différentielles ordinaires peuvent être fixes, c’est-à-dire
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1.3. Singularités d’une équation différentielle ordinaire dans le champ complexe

indépendantes des constantes d’intégration ou si l’on veut dire indépendantes des con-

ditions initiales, comme c’est le cas des équations différentielles ordinaires linéaires par

exemple.

Les points singuliers dont la position dépend des conditions initiales sont dits mobiles.

Une équation différentielle ordinaire peut admettre à la fois les deux types de singu-

larités.

Exemple 2 Considérons l’équation

y′ +
1

z2
y = 0

La solution générale de cette équation est

y (z) = Ke
1
z

Pour K 6= 0, z = 0 est un point singulier essentiel fixe.

Exemple 3 Considérons l’équation

y′ + y2 = 0

La solution générale de cette équation est

y (z) =
1

z + c
et y = 0

z = −c est un pôle mobile.
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1.3. Singularités d’une équation différentielle ordinaire dans le champ complexe

Exemple 4 Considérons l’équation

y′ + y3 = 0

La solution générale de cette équation est

y (z) =
1√

2
√
z + c

et y = 0

z = −c est un point critique mobile.

Exemple 5 Considérons l’équation

y′ +
1

z
y2 = 0

La solution générale de cette équation est

y (z) =
1

ln z + c
et y = 0

z = 0 est un point singulier critique fixe et z = e−c est un pôle mobile.

Contrairement aux équations différentielles ordinaires linéaires, les équations différentielles

non ordinaires linéaires peuvent admettre des singularités mobiles et que rien à priori

ne peut les mettre en évidence.

Painlevé dans ses célébres leçons de Stockholm disait ”La solution peut présenter des

points singuliers et qu’en principe on ne peut reconnâıtre le caractère régulier ou sin-

gulier d’une valeur z0 de z par la simple connaissance de z0. Je dis en principe car
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1.3. Singularités d’une équation différentielle ordinaire dans le champ complexe

les équations différentielles ordinaires linéaires font exception. La question ne peut se

décider que si on connâıt (z0, y0)”

Soit z0 ∈ C∗. Le problème de Cauchy

{
y′ = −y2

y (0) = 1
z0

admet comme solution générale la fonction

y (z) =
1

z − z0

z = z0 est un pôle de cette solution.

Les points critiques mobiles sont la source de problèmes sérieux. En effet, comment

sélectionner une branche? où mettre les coupures? comment construire une surface de

Riemann adéquate en présence de tels points?

La recherche des équations différentielles ordinaires dont la solution est uniforme ou

admet des points critiques fixes est une nécessité notamment en physique.

Une autre question préoccupait les mathématiciens (début du 20-ème siècle et fin du

19-ème siècle): obtenir de nouvelle transcendantes à partir des équations différentielles

ordinaires.

Cette préoccupation est légitime et est bien fondée, vu que toute les fonctions usuelles,

la fonction exponentielle, les fonctions elliptiques,... sont solutions d’équations différentielles

ordinaires.
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1.3. Singularités d’une équation différentielle ordinaire dans le champ complexe

Picard en 1892 disait ”On a fondé autrefois les plus grandes espérances sur l’étude

des équations différentielles ordinaires. On pensait obtenir de nombreuses classes bien

définies de transcendantes nouvelles. Il faut reconnâıtre que si l’on laisse de côté les

équations différentielles ordinaires linéaires, ces espérances ont été jusqu’ici à peu près

déçues.”

En réalité cet échec ne fut pas définitif, puisque Painlevé et ses collaborateurs dans

leurs recherches sur les équations du type

y′′ = R (z, y, y′)

(R rationnelle en y algébrique en y′ et analytique en z) à points critiques fixes ont pu

obtenir six nouvelles transcendantes, dites transcendantes de Painlevé:

y′′ = 6y2 + x

y′′ = 2y3 + xy + a

y′′ =
1

y
y′2 − 1

x
y′ +

1

x

(
αy2 + β

)
+ γy3 +

δ

y

y′′ =
1

2y
y′2 +

3

2
y3 + 4xy2 + 2

(
x2 − α

)
y +

β

y

y′′ =

(
1

2y
+

1

y − 1

)
y
′2 − 1

x
y′ +

(y − 1)2

x2

(
αy +

β

y

)
+ γ

y

x
+ δ

y (y + 1)

y − 1

y′′ =
1

2

(
1

y
+

1

y − 1
+

1

y − x

)
y′2 +

(
1

x
+

1

x− 1
+

1

y − x

)
y′

+
y (y − 1) (y − x)

x2 (x− 1)2

(
α +

βx

y2
+ γ

x− 1

(y − 1)2 + δ
x (x− 1)

(y − x)2

)

α, β, γ et δ sont des constantes arbitraires.
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1.4. Fonctions elliptiques

1.4 Fonctions elliptiques

Les fonctions elliptiques sont les inverses des intégrales elliptiques qui historiquement

et ce pour des raisons d’astronomie, sont liées à la rectification de l’ellipse c’est-à-dire

au calcul du chemin parcouru par une planète sur son orbite. Par intégrale elliptique

on entend une intégrale du type

∫
R
(
x,
√
P (x)

)
dx,

où R (., .) est une fonction rationnelle et P un polynôme de degré 3 ou 4 avec des

racines simples.

Les intégrales

∫
dx√

(1− x2) (1− k2x2)
, |k| < 1,∫ √

1− k2x2

√
1− x2

dx, |k| < 1,∫
dx

(1 + kx2)
√

(1− x2) (1− k2x2)
, |k| < 1,

sont appelées intégrales elliptiques du premier type, deuxième type et troisième type,

respectivement.

Elle ont attiré l’attention des plus grands mathématiciens du dix-huitième et dix-

neuvième siècle notamment sous l’impulsion de Jacobi et Wierstrass. Nombreux sont

les ouvrages qui leur sont consacrés et ce à cause de leurs relations avec le calcul ap-

proché de π, les équations différentielles ordinaires non linéaires, la théorie des nombres
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1.4. Fonctions elliptiques

et les courbes elliptiques.

Un siècle auparavant (XIX ième siècle) elles étaient considérées comme partie intégrante

et peut être la partie centrale du curriculum d’analyse. De nos jours seuls les algébristes

se proclament le droit de possession surtout après que A. Wiles ait démontré la con-

jecture de Fermat.

Felix Klein en 1928 disait avec nostalgie et amertume ”Les fonctions abéliennes étaient

sous l’influence de Jacobi considérées comme le sommet incontesté des mathématiques

et chacun de nous avait l’ambition de progresser dans ce domaine.

Aujourd’hui la jeune génération connâıt à peine les fonctions abéliennes et on peut

espérer que ces fonctions spéciales retrouvent leur véritable place dans le curriculum

d’analyse.”

Soit f une fonction méromorphe sur C. Les points singuliers de f sont donc les pôles

isolés et sont en nombre fini dans tout domaine borné de C d’après Weierstrass. On

montre qu’une fonction méromorphe est le quotient de deux fonctions entières dont le

dénominateur n’est pas identiquement nul.

Définition 6 On dira que w ∈ C est une période de f si on a

∀z ∈ C, f (z + w) = f (z) . (1.6)

Si w est un pôle alors il est de même pour z + w.
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1.4. Fonctions elliptiques

On dira que f est périodique s’il existe w ∈ C∗ vérifiant (1.6).

Si Ω (f) désigne l’ensemble de périodes de f y compris la période triviale 0. Alors

Ω (f) est sous groupe de (C,+).

Dans le cas où f n’est pas constante alors Ω (f) est un sous groupe discret (i.e. sans

point d’accumulation).

En effet, le contraire entrâıne l’existence d’un élément w ∈ Ω (f) tel que pour tout

ε > 0,

D (w, ε) ∩ (Ω (f) \ {w}) 6= ∅

Ce qui implique l’existence d’une suite (wn) contenue dans Ω (f) \ {w} convergente

vers w. On a par suite de la périodicité:

f (wn) = f (w) = f (0)

Si 0 est un pôle alors, dans ce cas on a une suite de pôles qui converge vers w, et

par conséquent w n’est pas isolé. Supposons que 0 n’est pas un pôle. Dans ce cas la

fonction

g : C\
{
f−1 {∞}

}
→ C

z 7→ g (z) = f (z)− f (0)

est holomorphe sur le connexe C\ {f−1 {∞}}. Comme g (w) = g (wn) = 0, alors en

vertu du principe des zéros isolés g est identiquement nulle, ce qui implique que f est
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1.4. Fonctions elliptiques

constante sur C.

On montre en algèbre que tout sous groupe discret G de (C,+) est de la forme :

i) G = {0} ,

ou

ii) il existe w ∈ C∗ telle que G = Zw = {nw, n ∈ Z} ' Z,

ou

iii) il existe w1, w2 ∈ C∗, w1 et w2 R linéairement indépendants

i.e.
w1

w2

/∈ R, telle que G = Zw1 ⊕ Zw2

= {n1w1 + n2w2, n1, n2 ∈ Z} ' Z× Z.

L (w1, w2) = Zw1⊕Zw2 est appelé réseau engendré par w1 et w2. Le même réseau peut

être engendré par d’autres générateurs, par exemple: w1 et w1 + w2.

y

xo
ω1

ω2

ω1 + ω2

P0
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1.4. Fonctions elliptiques

Plus généralement soit {
w′1 = aw1 + bw2

w′2 = cw1 + dw2

où a, b, c et d dans Z.

On a w′1 et w′2 engendrent L (w1, w2) si et seulement si ad− bc = ±1.

On appelle parallélogramme fondamental de réseau L (w1, w2), le parallélogramme P0

de sommet 0, w1, w1 + w2, w2. On a

P0 = {t1w1 + t2w2, 0 ≤ t1, t2 < 1} .

De même si z0 ∈ C on définit

Pz0 = {z0 + t1w1 + t2w2, 0 ≤ t1, t2 < 1} ,

c’est le parallélogramme de sommet z0, z0 + w1, z0 + w1 + w2, z0 + w2.

Sans perte de généralité on supposera Im
w1

w2

> 0. Dans ce cas le parallélogramme est

parcouru dans le sens direct.

Soit f une fonction méromorphe sur C. On dira que f est elliptique de réseau L (w1, w2)

si

∀z ∈ C, f (z + w1) = f (z + w2) = f (z) .

On exprime ceci en disant qu’une fonction elliptique est une fonction méromorphe

doublement périodique.

L’ensemble des fonctions elliptiques de même réseau est un corps commutatif.
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1.4. Fonctions elliptiques

1.4.1 Quelques propriétés des fonctions elliptiques

Propriété 1 :

Une fonction elliptique est entièrement déterminée par sa donnée sur P0 (ou tout autre

parallélogramme Pz0).

En effet, soit z ∈ C, il existe uniques λ1 et λ2 dans R telles que

z = λ1w1 + λ2w2.

On a {
λ1 = [λ1] + α1 = n1 + α1

λ2 = [λ2] + α2 = n2 + α2

où

n1, n2 ∈ Z et α1, α2 ∈ [0, 1[ .

Donc

z = n1w1 + n2w2︸ ︷︷ ︸
∈L(w1,w2)

+ α1w1 + α2w2︸ ︷︷ ︸
∈P0

= z′ + n1w1 + n2w2.

Donc pour tout z ∈ C il existe unique z′ dans P0 tel que z ∼ z′ i.e.

z − z′ ∈ L (w1, w2) .

Il est clair que

f (z) = f (z′) .
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1.4. Fonctions elliptiques

Propriété 2 :

Une fonction elliptique entière est constante.

Simple conséquence du théorème de Liouville.

En effet, pour tout z ∈ C il existe unique z′ dans P0 tel que z ∼ z′. Donc

|f (z)| = |f (z′)| ≤ sup
ξ∈P0

|f (ξ)| = M,

où f est continue sur le compact P0. Donc la fonction f est bornée sur C, ce qui

implique que f est constante.

Une fonction elliptique non réduite à une constante admet nécessairement des pôles.

Propriété 3 :

Soit

Pz0 = {z0 + λ1w1 + λ2w2, 0 ≤ λ1, λ2 < 1} ,

le parallélogramme de périodes de sommet z0.

On suppose que la frontière de Pz0 ne contient ni zero ni pole de f . Un tel par-

allélogramme existe puisque l’ensemble des pôles et des zéros est discret.

On a

∑
zk pôle ∈P̊z0

Res (f, zk) = 0

par simple applications du théorème des résidus.
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1.4. Fonctions elliptiques

Propriété 4 :

Avec les mêmes hypothèses que précédemment on a à l’intérieur de Pz0 le nombre de

zéros est égal au nombre de pôles comptés avec leurs multiplicités.

Pour montrer ce résultat on applique le théorème de l’argument. On a f ′ et
f ′

f
sont

elliptiques. De plus ∫
Pz0

f ′

f
dz = 2πi (Z (f)− P (f)) = 0,

où Z (f) et P (f) désignent respectivement nombre de zéros et de pôles de f comptés

avec leur multiplicités.

Corollaire 2 Si le nombre de pôles dans le parallélogramme fondamental d’une fonc-

tion elliptique f est égal à n alors l’équation

f (z) = c, c constante

admet n solutions dans ce parallélogramme.

Preuve. La fonction elliptique g = f − c a les mêmes pôles que f .

Définition 7 Le nombre de pôles comptés avec leur ordre de multiplicités d’une fonc-

tion elliptique f contenus dans un translaté du parallélogramme fondamental est appelé

l’ordre de f .
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1.4. Fonctions elliptiques

1.4.2 La fonction ℘ de Weierstrass et propriétés

Soit L = L (w1, w2) = {n1w1 + n2w2;n1, n2 ∈ Z} un réseau. La série

1

z2
+

∑
w∈L\{0}

(
1

(z − w)2 −
1

w2

)

est

-i) Absolument convergente sur C\L

-ii) Uniformément convergente sur tout compact k, k ⊂ C\L

La somme de cette série est appelée fonction ℘ de Wieirstrass associée au réseau L.

On a donc

℘ (z) =
1

z2
+

∑
w∈L\{0}

(
1

(z − w)2 −
1

w2

)
Sa convergence se déduit du lemme suivant:

Lemme 1 La série

∑
w∈L\{0}

1

|w|α

converge si et seulement si α > 2

Preuve. Dans C considéré comme R−espace vectoriel, les normes

||x+ iy||1 = |xw1 + yw2|

avec w1 et w2 deux complexes tels que w1

w2
/∈ R et

||x+ iy||2 = max {|x| , |y|} = ||(x, y)||∞
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1.4. Fonctions elliptiques

sont équivalentes. Donc la sommabilité de la famille
(

1
|nw1+mw2|α

)
(m,n)∈Z2\{(0,0)}

est

équivalente la sommabilité de la famille
(

1
||(m,n)||α∞

)
(m,n)∈Z2\{(0,0)}

. Montrons que cette

dernière famille est sommable. Posons pour n ≥ 1,

Jn =
{

(p, q) ∈ Z2\ {(0, 0)} tels que ||(p, q)||∞ ≤ n
}

et

In =
{

(p, q) ∈ Z2\ {(0, 0)} tels que ||(p, q)||∞ = n
}
.

On a Jn = ∪k≤nIk. La suite (Jn)n est une suite croissante, au sens de l’inclusion,

vérifiant ∪n>0Jn = Z2\ {(0, 0)}. Comme le cardinal de In est égal à 8n alors on a

SJn =
∑

(p,q)∈Jn

1

||(p, q)||α∞
=

n∑
k=1

∑
(p,q)∈Ik

1

||(p, q)||α∞

=
n∑
k=1

8k

kα
= 8

n∑
k=1

1

kα−1

La suite (SJn) est donc majorée si et seulement si α > 2.

On peut numéroter les éléments de L (w1, w2) en posant z0 = 0 puis on numérote

successivement ceux de L1, L2, ..., Lk en partant de kw1 et en tournant dans le sens

direct.

Ainsi on obtient:

z1 = w1, z2 = w1 + w2, z3 = w2, ..., z8 = w1 − w2

z9 = 2w1, z10 = 2w1 + w2, etc...
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1.4. Fonctions elliptiques

z0 z1

z2z3z4

z5

z6 z7 z8

z9

z10

z11
z12

La série

1

z2
+

∑
w∈L\{0}

(
1

(z − w)2 −
1

w2

)

s’écrit sous la forme

1

z2
+
∑
n≥1

(
1

(z − zn)2 −
1

z2
n

)

Soit R > 0. A partir d’un certain rang N , on a |zn|
2
> R.

Pour z ∈ D (0, R) on a

∣∣∣∣ 1

(z − zn)2 −
1

z2
n

∣∣∣∣ =
|z2
n − (z2 − 2zzn + z2

n)|
|(z − zn)|2 |zn|2

=
|2zzn − z2|
|(z − zn)|2 |zn|2

=
|zn| |z|

∣∣∣2− z
zn

∣∣∣
|zn|4

∣∣∣1− z
zn

∣∣∣2
=
|z|
∣∣∣2− z

zn

∣∣∣
|zn|3

∣∣∣1− z
zn

∣∣∣2 ≤
|z|
∣∣∣2 +

∣∣∣ zzn ∣∣∣∣∣∣
|zn|3

∣∣∣1− ∣∣∣ zzn ∣∣∣∣∣∣2 ≤
10R

|zn|3
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1.4. Fonctions elliptiques

La série

1

z2
+
∑
n≥1

1

(z − zn)2 −
1

z2
n

converge normalement donc uniformément sur D (0, R). Il en résulte la convergence

uniforme sur tout compact k ⊂ C\L.

Conséquences

1) ℘ est une fonction méromorphe sur C (limite d’une suite de fonctions méromorphes

convergeant uniformément sur des compacts).

2) La série des dérivées converge uniformément sur tout compact k ⊂ C\L vers

℘′ (z) = −2
∑
n≥0

1

(z − zn)3

3) ℘ est paire ayant les éléments de L (w1, w2) comme pôles doubles.-

4) ℘′ est impaire

5) Les racines de ℘′ dans le parallélogramme fondamental sont: w1

2
, w2

2
et w1+w2

2

Lemme 2 La fonction ℘′ est elliptique de périodes w1 et w2.

Preuve. En effet

℘′ (z + w1) = −2
∑
w∈L

1

(z + w1 − w)3 = −2
∑
w∈L

1

(z − (w − w1))3

= −2
∑
w∈L

1

(z − w)3 = ℘′ (z)

Il en est de même pour w2. Donc ℘′ est elliptique.
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1.4. Fonctions elliptiques

Lemme 3 La fonction ℘ est elliptique de périodes w1 et w2.

Preuve. En intégrant les équations ℘′ (z + w1) = ℘′ (z) et ℘′ (z + w2) = ℘′ (z) on

obtient ℘ (z + w1)−℘ (z) = c1 et ℘ (z + w2)−℘ (z) = c2, c1 et c2 étant des constantes.

Pour z1 = −w1

2
et z2 = −w2

2
on trouve par suite de la parité de la fonction℘, c1 = c2 = 0.

Ce qui implique que ℘ est elliptique de réseau L (w1, w2).

Remarque 1 La fonction elliptique ℘ de Wierstrass est d’ordre deux. 0 est le seul

pôle double dans le parallélogramme fondamental.

Dans un voisinage de 0 on a:

℘ (z) =
1

z2
+ φ (z)

où φ est une fonction paire, holomorphe sur un voisinage de 0 avec φ (0) = 0.

Le développement en série de Taylor au voisinage de 0 de la fonction φ est donc de la

forme:

φ (z) =
∑
n>0

a2nz
2n

avec

a2n =
φ(2n) (0)

2n!
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1.4. Fonctions elliptiques

De cette dernière relation on déduit que:

a2 = 3
∑

w∈L\{0}

1

w4

a4 = 5
∑

w∈L\{0}

1

w6

...

a2n = (2n+ 1)
∑

w∈L\{0}

1

w2n+2

Ainsi ℘ (z) s’écrit sous la forme

℘ (z) =
1

z2
+

∑
w∈L\{0}

∑
n>0

2n+ 1

w2n+2
z2n

=
1

z2
+ 3

 ∑
w∈L\{0}

1

w4

 z2 + 5

 ∑
w∈L\{0}

1

w6

 z4 + ...

De même ℘′ (z) s’écrit sous la forme

℘′ (z) =
−2

z3
+ 6

 ∑
w∈L\{0}

1

w4

 z + 20

 ∑
w∈L\{0}

1

w6

 z3 + ...

Par suite on a

(℘′ (z))
2

=
4

z6
− 8a2

z2
− 16a4 + z2φ1 (z)

et

(℘ (z))3 =
1

z6
+

3a2

z2
+ 3a4 + z2φ2 (z)

avec φ1 et φ2 deux fonctions holomorphes dans un voisinage de 0.

Il en résulte que

(℘′ (z))
2 − 4 (℘ (z))3 + 20a2℘ (z) + 28a4 = z2φ3 (z)
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1.4. Fonctions elliptiques

φ3 étant holomorphe dans un voisinage de 0. Donc la fonction (℘′ (z))2 − 4 (℘ (z))3 +

20a2℘ (z) + 28a4, holomorphe sur C\L (w1, w2) , est holomorphe au voisinage de 0 et

par périodicité au voisinage de tout point w ∈ L (w1, w2) \ {0}. C’est donc une fonction

elliptique entière auquel cas elle est constante sur C. Elle s’annule pour z = 0, d’où

pour tout z ∈ C on a:

(℘′ (z))
2 − 4 (℘ (z))3 + 20a2℘ (z) + 28a4 = 0

En conclusion la fonction ℘ de Wierstrass vérifie l’équation différentielle

y
′2 = 4y3 − g2y − g3

où

g2 = 20a2 = 60
∑

w∈L\{0}

1

w4

g3 = 28a4 = 140
∑

w∈L\{0}

1

w6

On montre que ℘ et ℘′ engendrent le corps K (L) des fonctions elliptiques de réseau

L = L (ω1, ω2) i.e.

∀f ∈ K (L) , f = R (℘, ℘′) ,

où R ( , ) est une fraction rationnelle ceci d’une part, d’autre part l’application

P0\ {0} → Γ = {(u, v) ∈ C2, v2 = 4u3 − g2u− g3}
z 7→ (℘ (z) , ℘′ (z))
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1.4. Fonctions elliptiques

est bijective. C’est donc une paramétrisation de la cubique Γ. Au fait c’est une

paramétrisation de toute cubique d’équation y2 = x3 − ax − b avec a3 − 27b2 6= 0

puisque il existe un réseau L (ω1, ω2) avec a = g2 (ω1, ω2) et b = g3 (ω1, ω2).
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Chapitre 2

Intégration de certaines équations

de Fuchs

Les travaux de [20, 19, 24, 25] portent sur les équations différentielles ordinaires du

premier ordre à points critiques fixes. Parmi les résultats obtenus, il se trouve que

l’équation différentielle du premier ordre:

(
y′ − k

(
ay2 + by + c

))k (
y′ +m

(
ay2 + by + c

))m − α = 0, (2.1)

satisfait les conditions nécessaires de Fuchs pour être à points critiques fixes dans le

cas où k+m = 1, 2, 3, 4 et 5, où k et m sont des entiers positifs, et a, b, c et α sont des

nombres complexes.

Dans ce chapitre nous donnons la solution générale pour quelques équations de la forme

(2.1). Dans le cas où nous avons a = 0, nous trouvons la solution générale de l’équation

(2.1) pour tous k et m entiers positifs arbitraires. Pour le cas a 6= 0, on ne donne la

solution générale de l’équation (2.1) que lorsque k = 1 et m est un entier positif pair
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2.1. Cas où a = 0

(m = 2n).

La méthode utilisée consiste à trouver une paramétrisation rationnelle de la courbe

algébrique (2.1) où y′ et y sont supposés des variables indépendantes, puis à trouver

l’équation différentielle vérifiée par le paramètre. Dans le cas où l’équation initiale (2.1)

a des points critiques fixes, l’équation vérifiée par le paramètre est soit une équation

linéaire, soit une équation de Riccati soit elle est intégrable par des fonctions elliptiques.

2.1 Cas où a = 0

Dans ce cas, l’équation (2.1) s’écrit sous la forme

(y′ − k (by + c))
k

(y′ +m (by + c))
m

= α. (2.2)

Soit D le PGCD de k et m. Si D > 1, alors en prenant la racine D-ième des deux

membres de l’équation (2.2) on obtient comme puissances dans le membre de gauche

des entiers premiers entre eux. On peut donc supposer que k et m sont premiers entre

eux.

En posant u = y + c
b
, l’équation (2.2) s’écrit sous la forme

(u′ − kbu)
k

(u′ +mbu)
m

= α. (2.3)

En conclusion, il suffit d’étudier l’équation de la forme

(y′ − kby)
k

(y′ +mby)
m

= α, (2.4)
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2.1. Cas où a = 0

où k et m sont des entiers premiers positifs, et b et α sont des nombres complexes.

Sachant que k et m sont premiers entre eux, alors d’après le lemme de Bézout il existe

deux entiers positifs p et q tels que pk − qm = 1 ou qm− pk = 1.

Supposons que nous ayons l’existence de p et q tels que pk − qm = 1. Posons y′ − kby = tτ p,

y′ +mby = tτ−q.
(2.5)

En résolvant le système (2.5) par rapport à y′ et y, tout en tenant compte de l’équation

(2.4) on obtient 
y =

t

b (k +m)

(
tq(k+m)

αq
− αp

tp(k+m)

)
,

y′ =
1

k +m
t

(
mαp

tp(k+m)
+
ktq(k+m)

αq

)
.

(2.6)

En prenant la dérivée de la fonction y, donnée par la formule (2.6), on obtient

y′ =
1

b (k +m)

(
(q (k +m) + 1) tq(k+m)

αq
+

(p (k +m)− 1)αp

tp(k+m)

)
t′. (2.7)

Sachant que pk − qm = 1, alors l’équation (2.7) peut s’écrire sous la forme

y′ =
1

b (k +m)

(
k (p+ q) tq(k+m)

αq
+
m (p+ q)αp

tp(k+m)

)
t′. (2.8)

Par les formules (2.6) et (2.8) on déduit l’équation

t′ =
b

p+ q
t. (2.9)

En intégrant l’équation (2.9) on obtient

t = γe
b
p+q

z. (2.10)
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D’après la formule (2.6), la solution de l’équation (2.4) est donc de la forme

y =
1

b (k +m)

(
1

αq
γq(k+m)+1e

b
p+q

(q(k+m)+1)z − αp

γp(k+m)−1e
b
p+q

(p(k+m)−1)z

)
. (2.11)

Si m et k sont tels que qm−pk = 1, alors en utilisant le même raisonnement on obtient

la solution générale sous la forme

y =
1

b (k +m)

(
− 1

αq
γq(k+m)+1e−

b
p+q

(q(k+m)+1)z +
αp

γq(k+m)−1e−
b
p+q

(q(k+m)−1)z

)
. (2.12)

Si nous cherchons des solutions constantes d’équation (2.4) nous nous retrouvons avec

(−kby)k (mby)m = (−kb)k (mb)m ym+k = α.

Ainsi

ym+k =
α

(−k)kmmbk+m
,

ce qui donne m + k solutions constantes. La solution générale est donc constituée de

ces m+ k solutions constantes et de la famille de solutions (2.11).

Exemple 6 Considérons l’équation différentielle

(y′ − 2y)
2

(y′ + 3y)
3

= 108. (2.13)

On a k = 2,m = 3, b = 1, α = 108 et 2k −m = 1. La solution générale de l’équation

(2.13) est donc donnée par

y =
1

5

(
1

108
γ6e2z − 1082

γ9e3z

)
,

à laquelle s’ajoutent les solutions constantes y = aj j = 1, 2, . . . , 5, où les aj sont les

racines cinquièmes de l’unité, i.e. (aj)
5 = 1.
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2.2. Cas où a 6= 0

2.2 Cas où a 6= 0

Dans ce cas, on ne considère que le cas où k = 1 et m = 2n. L’équation (2.1) s’écrit

alors sous la forme

(y′ −
(
ay2 + by + c

)
)
(
y′ + 2n

(
ay2 + by + c

))2n − γ = 0. (2.14)

L’équation (2.14) peut aussi s’écrire sous la forme

(
y′ −

(
a
(
y + b

2a

)2
+ c

a
−
(
b

2a

)2
))(

y′ + 2n
(
a
(
y + b

2a

)2
+ c

a
−
(
b

2a

)2
))2n

− γ = 0.

Il suffit donc d’étudier l’équation de la forme

(y′ − ay2 − b)
(
y′ + 2nay2 + 2nb

)2n − γ = 0. (2.15)

En posant y′ − ay2 − b = τ et y′ + 2nay2 + 2nb = t on obtient

y′ =
1

2n+ 1

t2n+1 + 2nγ

t2n
, (2.16)

et en posant

y =
u

tn
, (2.17)

on a

u2 =
1

(2n+ 1) a
t2n+1 − b

a
t2n − 1

(2n+ 1) a
γ. (2.18)

De l’équation (2.18) on déduit

∂u

∂t
=

1

au

(
t2n

2
− nbt2n−1

)
. (2.19)
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2.2. Cas où a 6= 0

En prenant la dérivée de la fonction y donnée par la formule (2.17) on obtient

y′ = −n u

tn+1
t′ + 1

tn

((
1

au

(
t2n

2
− nbt2n−1

))
t′
)

= − 1

2atn+1u
t′ (2anu2 − tt2n + 2bnt2n) .

(2.20)

En identifiant les valeurs de y′ données par les formules (2.16) et (2.20) on obtient

t′ = 2at1−nu = 2at1−n

√
1

(2n+ 1) a
t2n+1 − b

a
t2n − 1

(2n+ 1) a
γ. (2.21)

L’intégration de l’équation (2.15) conduit donc à l’intégration de l’équation (2.21).

Dans le cas où l’on a n = 1, la solution de l’équation (2.15) s’exprime à l’aide de

fonctions elliptiques. Sous forme paramétrique, la solution de l’équation (2.15) est

donnée par la formule

z =
1

2a

∫
tn−1dt√

1
(2n+1)a

t2n+1 − b
a
t2n − 1

(2n+1)a
γ
,

y =

√
1

(2n+1)a
t2n+1 − b

a
t2n − 1

(2n+1)a
γ

tn
.
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Chapitre 3

Exemple d’équation avec point

critique mobile

Avant de donner un exemple d’équation qui satisfait aux conditions du théorème de

Fuchs, mais qui n’est pas à points critiques fixes, nous allons énoncer les trois théorèmes

que nous avons mentionnés en introduction.

Théorème 3 (de Fuchs) Pour que l’équation de Fuchs

k=n∑
k=0

Ak(z, w) (w′)
n−k

= 0, n ∈ N, (3.1)

où Ak(z, w) sont des polynômes en w à coefficients analytiques en z, soit à points

critiques fixes, il faut que les conditions suivantes soient satisfaites.

1. Le coefficient A0 (w, z) est indépendant de w. On peut donc considérer A0 (w, z) =

1.

2. Le degré de Ak (z, w) en tant que polynôme en w est inférieur ou égal à 2k.
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3. Exemple d’équation avec point critique mobile

3. Les racines en w du discriminant D (w, z) du polynôme en w′ (3.1) doivent être

des solutions de l’équation différentielle (3.1).

4. Si le développement de w′ au voisinage d’une solution w0 de D (w, z) = 0 s’écrit

sous la forme

w′ = s0 + bk (w − w0)
k
m + bk+1 (w − w0)

k+1
m + · · · ,

alors nécessairement: k ≥ m− 1.

Théorème 4 (de Painlevé) Les solutions des équations de la forme

P (z, w, w′) = 0,

où P est un polynôme en w et w′ à coefficients analytiques en z, n’admettent pas de

points singuliers essentiels critiques mobiles.

Théorème 5 (de Hermite) Si l’équation

P (w,w′) = 0,

où P est un polynôme en w et w′ à coefficients constants, n’admet pas de points critiques

mobiles alors la courbe algébrique définie par P (w, s) = 0 est de genre égal à 0 ou 1.

Considérons maintenant l’équation

F (y, y′) =
(
y′ − y2

) (
y′ + 4y2

)4
+ 256 = 0. (3.2)
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3. Exemple d’équation avec point critique mobile

Lemme 4 L’équation (3.2) satisfait les conditions du théorème de Fuchs.

Preuve. L’équation (3.2) peut être écrite sous la forme générale (3.1) de l’équation de

Fuchs comme

F (y, y′) = (y′)
5

+ 15y2 (y′)
4

+ 80y4 (y′)
3

+ 160y6 (y′)
2 − 256y10 + 256 = 0. (3.3)

Alors, évidemment, les deux premières conditions du théorème de Fuchs sont satisfaites.

En éliminant y′ entre les deux équations F (y, y′) = 0 et
∂F

∂y′
(y, y′) = 0 on obtient le

discriminant de l’équation (3.2):

D(y) = 256
(
1− y10

)
. (3.4)

Il est clair que chaque racine du discriminant (3.4) est une solution de l’équation (3.2),

donc la troisième condition du théorème de Fuchs est vérifiée.

Soit y0 une racine du discriminant (3.4). En remplaçant y par u + y0 dans l’équation

(3.2), on obtient :

F (y′, u+ y0) = G (y′u) =
(
y′ − (u+ y0)2) (y′ + 4 (u+ y0)2)4

+ 256 = 0. (3.5)

Comme
∂G

∂u
(0, 0) 6= 0,

∂G

∂y′
(0, 0) = 0 et G(0, 0) = 0, alors d’après le théorème des

fonctions implicites, u peut s’écrire au voisinage de y′ = 0 sous la forme:

u = A2 (y′)
2

+ A3 (y′)
3

+ A4 (y′)
4

+ . . . . (3.6)

Il en résulte (voire conséquence du théorème des fonctions implicites) que y′ peut
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3. Exemple d’équation avec point critique mobile

s’écrire au voisinage de y = y0 sous la forme:

y′ = B1 (y − y0)
1
2 +B2 (y − y0)

2
2 +B3 (y − y0)

3
2 + . . . . (3.7)

Ainsi, la quatrième condition du théorème de Fuchs est également vérifiée: k = 1 et

m = 2.

Lemme 5 L’équation (3.2) a des points critiques mobiles.

Preuve. En posant t = y′+4y2 et τ = y′−y2 on obtient y′ = t5−1024
5t4

. Si on pose y = u
t2

on en déduit que u2 = 1
5

(t5 + 256), ce qui donne ∂u
∂t

= t5. Et donc en différenciant on

obtient

y′ =
−1

2ut3
(
4u2 − t5

)
t′.

Le paramètre t satisfait donc l’équation différentielle

t′ =
t5−1024

5t4

−1
2ut3

(4u2 − t5)
=

2

t

√
1

5
(t5 + 256).

L’équation ainsi obtenue a des points critiques mobiles et donc l’équation (3.2) l’est

également.

Une preuve alternative pour montrer que l’équation (3.2) a des points critiques mobiles

consiste à calculer son genre, qui est égal à 2, puis à appliquer le théorème d’Hermite.

Comme résultat immédiat des deux derniers lemmes, nous avons le théorème suivant.
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3. Exemple d’équation avec point critique mobile

Théorème 6 Les quatre conditions nécessaires du théorème de Fuchs 3 ne sont pas

suffisantes pour que l’équation:

k=n∑
k=0

Ak(z, w) (w′)
n−k

= 0, n ∈ N

soit à points critiques fixes
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Conclusion

En conclusion, nous avons donné la solution générale pour une classe d’équations

différentielles non linéaires du premier ordre de Fuchs de la forme:

(
y′ − k

(
ay2 + by + c

))k (
y′ +m

(
ay2 + by + c

))m − α = 0,

dans le cas où a = 0.

Dans le cas où a 6= 0, nous avons pu intégrer cette famille d’équations différentielles

uniquement quand k = 1 et m = 2n; Ce qui nous amène à donner un exemple

d’équations:

(
y′ − y2

) (
y′ + 4y2

)4
+ 256 = 0

qui possède des points critiques mobiles alors qu’elle satisfait toutes les conditions du

théorème de Fuchs.

En conséquence, nous avons montré que les conditions nécessaires du théorème de

Fuchs ne sont pas suffisantes pour que l’équation:

k=n∑
k=0

Ak(z, w) (w′)
n−k

= 0, n ∈ N

soit à points critiques fixes.
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Conclusion

En perspective nous pensons étudier la possibilité d’intégrer cette famille d’équations

différentielles ordinaires dans le cas où a 6= 0 avec (k,m) prenant des valeurs plus

générales que (1, 2n).
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