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Résumé — Dans cette theése, on présente des nouvelles identités impliquant les
suites bi-périodiques de Fibonacci et de Lucas. Ensuite, on résout completement certaines

équations Diophantiennes en termes de suites bi-périodiques de Fibonacci et de Lucas.

Mots clés : Suite bi-périodique de Fibonacci, suite bi-périodique de Lucas, équation

Diophantienne, équation de Pell-Fermat.

Abstract — In this thesis, we present new identities involving bi-periodic Fibonacci
and Lucas sequences. Then, we solve completely some quadratic Diophantine equations

involving bi-periodic Fibonacci and Lucas sequences.

Keywords : Bi-periodic Fibonacci sequence, Bi-periodic Lucas sequence, Diophan-

tine equation, Pell-Fermat equation
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. N={0,1,2,---} : ensembles des entiers naturels.

. N*=1{1,2,3,---} : ensembles des entiers naturels non nuls.

ensembles des entiers rationnels.
ensembles des nombres rationnels.
: ensembles des nombres réels.

: ensembles des nombres complexes.

Notations

¢ : la fonction de parité, i.e. £(n) = 1 si n est pair et £(n) = 0 si n est impair.

|x] : la partie entiére d'un réel x, i.e. 'unique entier rationnel k vérifiant : z — 1 <

kE<zx

F,, : n-ieme terme de la suite de Fibonacci.

L,, : n-ieme terme de la suite de Lucas.

¢, : n-ieme terme de la suite bi-periodique de Fibonacci.
[, : n-ieme terme de la suite bi-periodique de Lucas.

U, : n-ieme terme de la suite généralisée de Fibonacci.
v, : n-ieme terme de la suite généralisée de Lucas.



Introduction

Les équations Diophantiennes et les suites récurrentes linéaires ont plusieurs applica-

tions dans beaucoup de sciences comme la biologie et I'astronomie, ...etc, et par ce fait, ils
ont intéréssé plusieurs auteurs. De nombreuses méthodes ont été utilisées a 1’étude théo-
rique des équations Diophantiennes, parmi elles la résolution en terme de suites récurrentes
qui a intéressé plusieurs auteurs :[Bill4{; DBK13/; |]AAB17; |DK09; Jon76|; [KD13/; McD95/;
Sav(9).
Dans cette these nous présentons des nouvelles identités sur des suites récurrentes appelées
les suites bi-périodiques de Fibonacci (¢y,), et de Lucas (1,,),, qui sont une généralisation de
suites de Fibonacci et de Lucas définies respectivement par Edson et Yayenie dans [EY09],
comme suit :

agn—1 + qn—2, Si n est pair
QOZOa Q1:17 qn = ) 7122,

b¢n—1 + Gn_2, si n est impair

Et par Bilgici dans [Bill4], comme suit :

bl,,_1 +1,_o, si n est pair
l0:2, llza, ln: s n22

al,_1 +1,_9, si n est impair
Ensuite, nous utilisons ces identités pour définir des équations Diophantiennes quadratiques
et nous détaillons également la résolution complete de certaines équations Diophantiennes
quadratiques résultant de certaines identities trouvées.
Tout au long de ce travail, a et b sont supposés étre des entiers non nuls et A = (ab)?+4ab >

0. Par une simple déduction, on peut voir que a | ga, €t a | lo, 41 pour tout n € Z. Ainsi,
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. . . q2 ly +1
nous utilisons les deux notations suivantes : ¢, = — et s, = ———.
a a

Ce travail est présenté en trois chapitres :

Dans le premier chapitre, nous nous interessons aux méthodes de résolution des équations
Diophantiennes. Ce chapitre est composé de trois parties : La premiere partie est consa-
crée a des rappels concernant un outil tres important dans la résolution des équations
Diophantiennes, c’est les fractions continues. Ensuite, nous rappelons certaines propriétés
des équations Diophantiennes et leurs méthodes de résolution classiques, en particulier,
I’équation de Pell-Fermat et ’équation de Pell-Fermat généralisée.

Le deuxieme chapitre est consacré a des rappels, des exemples et des identités sur les suites
récurrentes linéaires, on s’interesse aux suites bi-périodiques de Fibonacci (¢, ), et de Lucas
(1), définies précedement. Les auteurs [EY09] et [Bill4] ont donné les formules de Binet
des suites (g )n et (1), et ces formules ont donné des nouvelles identités sur les suites (g, ),
et (l,)n. Elles sont les suivantes : Soient n,m € Z, nous listons ici les identités qui sont

nécessaires dans notre travail, elles se trouvent dans |Bill4].

dn—1 + dn+1 = lm

ln—l + ln+1 - (CLb + 4)(]717

1\ EmFDEMm+L) /1 \ 1=Em+1)E(m+1) b £(n)§(m)
A () <ab> qmQn + <a> lmln = 2lm+n7

6L2
b £(n+1)§(m) b £(n)§(m+1)
O () e

a a
b £(m)&(m) 1\ EADEm+1) /1 \ 1=Em+1)E(m+1)
Y R ) B (S
&(n+1)¢(m) §(n)¢(m+1)
b b
- QHlm + | - len = 2Qn+m7
a a

p\ &M ) 1\SFD /80 .
() B-a(e) ()@=
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Nous avons utilisé ces formules pour établir et prouver par déduction de nouvelles identités
sur les suites (g,)n et (1), qui représente la premiére partie de notre contribution.

Le troisieme chapitre s’intitule "Solutions d’équations Diophatiennes en termes de suites
généralisées de Fibonacci et de Lucas" qui résume la deuxieme partie de notre contribution,

ou nous avons pu résoudre les équations Diophantiennes quadratiques suivantes :

2 — Ay? =4,

x? o AyQ — 4k7

(ab)x? — (2) y: = —4,

22 + abs,ry — aby® = qgnH,

1'2 - l2nxy + y2 = _<ab)tia

A A
z® — (ab) Qon+17Y + <ab> y? = —(ab)sfw

v — At,oy — Ay? = —(ab)l3,,
A A
ZE2 —| = | ntr2y + | = 92 = 8%,
ab ab
A
2% — (ab)s,xy — (ab)y® = () qgnﬂ,
a

A
22— lopay +y? = <> t2.
ab

Les solutions de ces équations sont exprimées en termes de suites bi-périodiques de Fibo-

nacci et de Lucas.



CHAPITRE 1

Méthodes classiques de résolution

des équations Diophantiennes
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[1.4.2  Meéthodes des inégalités| . . . . . . .. . ... ... Lo L. 30
(L4.3 Methode de la factorisationl . . . . . . . .. .. .o 32
(1.4.4  Descente infinie de Fermatl. . . . . . . . ... ... ... ... ..., 33
[1.4.5 Equation de Pell-Fermat 22 — Dy? = +1|. . . . .. ... ... .... 34
[1.4.6  Les équations de Pell-Fermat généralisées| . . . . . . . ... ... .. 37

1.1 Introduction

La théorie des équations Diophantiennes est un sujet classique qui consiste a résoudre
une équation de la forme f(xy,22,...,2,) = 0, ou f est une fonction a n variables et
1, To,...,T, doivent étre des entiers ou des nombres rationnels. Le nom de ces équations
est en I’honneur du mathématicien Diophante qui a fait son travail et a vécu a Alexandrie
vers 300 apres JC. Il était bien connu par son ancien texte Arithmetica de Diophante qui
comprenait treize livres, mais seuls six manuscrits grecs ont survécu a l’ere moderne, et ils
L’étude des équations Diophantiennes a permis de développer de nombreux outils dans
la théorie des nombres. Par exemple, pour la preuve du dernier théoréme de Fermat, de
nombreux outils issus de la géométrie algébrique, des courbes elliptiques, de la théorie al-
gébrique des nombres, etc. ont été développés.

Parmi les 23 problemes posés par Hilbert en 1900, le 10eme probleme concernait les équa-
tions Diophantiennes. Hilbert a demandé s’il existait une méthode universelle pour résoudre
toutes les équations Diophantiennes. Nous le reformulons ici : « Etant donné une équation
Diophantienne avec un nombre quelconque de quantités inconnues et avec des coefficients

numériques intégraux rationnels : Concevoir un processus selon lequel il peut étre déterminé
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par un nombre fini d’opérations si ’équation est résoluble en nombres entiers ».

Puisqu’il n’y a pas de méthode générale pour résoudre les équations Diophantiennes, cer-
taines techniques ont été trouvées pour résoudre des familles particulieres d’équations
Diophantiennes. Beaucoup de mathématiciens comme Pierre De Fermat, Leonhard Eu-
ler, Joseph Louis Lagrange et Henri Poincaré ont des travaux intéressants sur le sujet. De
nombreux outils ont également été développés tels que la théorie algébrique des nombres

et la théorie des formes linéaires en logarithmes.

1.2 Fractions continues

Dans cette section, on rappelle certaines propriétés des fractions continues qui seront

utiles dans le présent chapitre.

1.2.1 Algorithme d’Euclide

L’algorithme d’Euclide consiste a effectuer les divisions euclidiennes successives des

diviseurs et des restes comme suit :

a = bg+nm avec 0<r; <b
b = rigg+1ry avec 0<ry<nr
ry = 7Toqz+13 avec 0<r3<ry

Le pgcd sera le dernier reste non nul.

Théoréme 1.2.1 (Théoreme de Bézout)

Soit a et b deux entiers non nuls. Alors, il existe des entiers relatifs u et v tels que
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pgcd(a,b) = au + bv.

Démonstration. Soit E ’ensemble formé par les entiers naturels strictement positifs de la
forme ma + nb ou m,n € Z.
E est une partie de N non vide : on vérifie facilement que |a| € E.

E admet donc un plus petit élément d tel que d = au + bv.
e pgcd(a,b) = D divise a et b donc D divise au 4+ bv = d et donc D < d

e Montrons que d divise a.
Divisons a par d, on a alors a = dq + r avec 0 < r < d. On isole le reste et on
remplace d par au+bv : r = a — dq = a — auq — bvq = a(l — uq) + b(—vq).
Donc r = 0. En effet si r # 0 alors r € E, or r < d et d est le plus petit élément de
E, cela est absurde.
Et si 7 = 0 donc d divise a. En faisant le méme raisonnement, on montrerait que d
divise aussi b. d divise a et b donc d < D.

Done D = d.

Lemme 1.2.1 (Lemme de Gauss)

Soient a,b et c trois entiers tels que a divise be et pged(a,b) = 1, alors a divise c.

Démonstration. Comme pged(a,b) = 1 alors d’apres le lemme de Bézout, donc il existe
u,v € Z tels que au + bv = 1. On multiplie les deux membres par ¢, on a acu + bcv = c.

Or a divise be alors a divise acu + bev = c. O]
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1.2.2 Definitions et notations

Définition 1.2.1

Une expression de la forme :

b
1
2
Gzt
3
az+ ———
as + .
est appelée une fraction continue. En général, les nombres ay,as,as,...,b1,ba,03, ...

peuvent étre des nombres réels ou complexes, et le nombre de termes peut étre fini ou

Exemple 1.2.1

B

1+
2
22— 2 —1=0. On peut aussi l’écrire comme suit :

Considérons le nombre d’or : ¢ = ~ 1.61803 qui est solution de l’équation

1 1
1+ 1
1+—1
."""71
1+
¢
Et on peut méme continuer da l’infini
1
1+
1
1+ I
S .
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cette derniere expression est appelée la fraction continue infinie de ¢.

Définition 1.2.2

Une fraction continue infinie est une expression de la forme suivante :

ag +

avec ag € R et a; € R,

Et une fraction continue simple finie est de la forme

a0+ i
ay +

as+ ...+

avec ag € Z et a; € N*,V1 <i <n.

Dans la suite, nous nous limiterons aux fractions continues simples. Nous utiliserons la

notation [ag, a1, as, . . ., a,] pour I'expression ci-dessus.

Exemple 1.2.2

67
Pour obtenir la fraction continue de 29 on devise 67 par 29, on obtient

67 9 1
=24 =24 o
20~ T 29 +§

9
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Ensuite, on divise 29 par 9 pour obtenir

29 2 1
—=34+-=3+5-
9 9 * 9
2
Enfin, on divise 9 par 2 pour obtenir
9
S
2 ty
D’o1
67 1 1 1
— 3+ 4a 3+
) ? .
2 2
Définition 1.2.3
Soit x un réel positif de fraction continue [ag, ay,as,...], on a

e les entiers ay s’appellent les quotients partiels de la fraction continue.
e la fraction continue Cy = |ag, a1, ..., ax] s’appelle la réduite d’ordre k (ou bien la
kitme péduite) de x .

o les réels [ay, agi1, . ..| s’appellent les quotients complets de x.

1.2.3 Algorithme de décomposition en fraction continue

Définition 1.2.4
Soit a un réel positif. On associe a o deux suites (éventuellement finies) : une suite (a,)n
de nombres entiers naturels et une suite (o, )n>o de nombres réels définies par ag = [on] =

a et ag=|al et

Ag41 =
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St a,, € N [algorithme s’arréte et on obtient une fraction continue finie, sinon elle est

infinie.

Exemple 1.2.3

27
Développons 79 en fraction continue en utilsant [’algorithme précédent.
27 1 22
On calcul ag = LiJ =1, donc oy = 2777_1 =
22

Comme = ¢ N, on pose encore

22 1 )
a1:L€J:4 et =5y =5
— —4
5
5
Et 3 ¢ N, on pose encore
5 1 1
a2:L§J:2 et ay=g—=7=2
S _9 3
2
L’algorithme s’arréte car 2 € N, et on a
27 1
- = [(Io,al,ag,ag] = [1,4,2,2] =14 ——-.
22 1
4+ —
91 =
+ 2
Proposition 1.2.1
Soit n € N tel que oy, existe. Alors
1
a = [ag, a1, ... 4, 1,0, = ap + i
a/l + 1
(05} 4+ ...+
p-1+ —

Qp

Si la suite (an)n est finie de longueur N, « a une écriture unique comme fraction continue
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finie, et on écrit

a = lag, a1, ..., an].

Sinon « a une fraction continue infinie, et on écrit comme notation

o= [ao,al,...].

Démonstration. On raisonne par récurrence sur n. Si n = 0 alors, par définition a := ay =

[ap]. Tl est aussi clair que

a=0qp=0ay+ — = [ao,%] = [ao,Ch + *] = [a07a1>a2 =...= [ao,aham e aan—laan]-
(0751 Qi
Supposons que, Qpy1 = — existe. Alors, en remarquant que
n — Qn
lag, a1, ..., an_1,0,] = lag,a1,...,a0n_1,an + ],
an+1

sachant que, par définition «,, = a,, + . On obtient alors,

Q41
[ag, a1, ..., Gn_1,0n, Qni1] = |G, Q1. .., Qpn_1, 0] = .
Pour I'unicité, on peut utiliser le méme raisonnement. O

1.2.4 Développement des fractions rationnelles

Il est clair que toute fraction continue simple est un nombre rationnel

Théoréme 1.2.2 (|O1d63],p.14)

Toute fraction continue simple finie représente un nombre rationnel. Inversement, tout
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nombre rationnel p/q peut étre représenté comme une fraction continue simple finie; avec

les exceptions a noter ci-dessous, la représentation est unique.

Remarque 1.2.1

Si on suppose que

P =a; + i = [a1,a2,a3,"' 7%]‘ (1'1)
q (1,2+ 1
a3+...+71

Ap—1 + —
n

On remarque qu’une fois le développement est obtenue on peut toujours modifier le
dernier terme a,, de sorte que le nombre de termes dans le développement est pair ou

impair, selon notre choix. Pour voir cela, notez que si a,, est supérieur a 1, nous pouvons

écrire
r 1
an  (a, —1)+ I
Donc
]2 = [ala A2,Q3, "+ ,0p—1,0n — 17 ]-]
q
. 1 1
D’autre part, si a, =1, alors T = T
(p—1 + — (an—l + )

(075
de sorte que le developpement[I.1] devient :

P
6 = [a17&27a3: Tty Qp—2,Qp—1 T 1]

Alors la représentation d’un rationnel en fraction continue n’est pas unique car on peut

toujours modifier le dernier terme a,

D’ou le résultat suivant :
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Théoréme 1.2.3 (|Car92]p.16)

Tout nombre rationnel p/q peut étre exprimé comme une fraction continue simple finie
dans laquelle le dernier terme peut étre modifié de maniére a rendre le nombre de termes

dans le développement pair ou impair.

1.2.5 Propriétés des réduites d’une fraction continue

Pour chaque fraction continue on définit pg,...,p, et qo, ..., g, comme suit :
Po = ao, Qo = L
P = apay + 1, @ = ar;
Dk = @kPk—1+tDPk-2, Gk = kQr—1+ Qk—2;

Pour tout £k =2,...,n.

Proposition 1.2.2 (|O1d63],p.67)

Avec les notations précédentes on a :

1. Cx =lag,a1,...,a1] = @;
qk
2. Pour toutn € N*,  pun_1 — Gupn_1 = (=1)"71;
(-1
3. Cp—Cpoy=—"—, pour 1<k<mn
qkqk—1
-1 k—la
4. Ck_ck—2:(qz]k, pour 2<k<n.
kQk—2
Démonstration.

1. La démonstration se fait par récurrence sur n. Pour n = 0, c’est évident car [ag] =

. 1 apar + 1
P De méme pour n =1, on a [ag, a1] = ag + — = ———— = P
do ai a q »
Soit n > 2, supposons que pour tout entier k < n, on a |ag, a1, as, ..., ax] = k

qk
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Par définition des p;. et g il est clair que,

1

Qp41

]

lag, ar,as, ... ,an, ane1] = [ao,a1,as,... a4, +

1
(an + 7)]%—1 + Pn—2
An+1

(an + )anl + Gn—2

Ap41

D’ou, en multipliant le numérateur et le dénominateur par a,,, alors

Qp+1Pn + Pn—1 _ Pnt1

[ag, ay,as, ..., an, ayi1] =

An+14n +’qn—1 dn+1 Iy
2. Si k=1, alors
P1go — poqi = (apar + 1)1 —apa; = 1.
Par déduction, si k > 2, alors
Prlr—1 — Pk—19x = (akpr—1 + Pr—2)q-1 — Pr—1(Ckqr—1 + qr—2)

= —(PraGe—2 = Pr2gr1) = —(=1)F 2 = (=)
3. En utilisant (i) and (ii), on obtient :

k—1
Pk Pk—1 Prdk—1 Prk—-194k 1
Cﬁ;—-C& 1= — — = —-( )

U k-1 Q-1 QeQr—1

4. Finallement, on a

_ Pk Pr—2 _ PrkQk—2 — Pk—2Gk
dx  qk—2 dkqk—2

Et
PkQi—2 — QPr—2 = (@kDr—1 + Dr—2)qu—2 — (QkQu—1 + Qr—2)Dk—2

= ap(peo1@r2 — Pk — 2q5-1) = (=1)" 2.
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]
Corollaire 1.2.1
Soit x = [ag, a1, ...], et Pn la réduite d’ordre n de x. On a les égalités suivantes :
dn
1. Pour toutn >2, == OnPn-1 +pn—2‘
OnQn-1 + Gn—2
2. Pour toutn > 2, ppQn-2 — @uPn—2 = (—1)"a,.
3. Pour tout n € N*| P _ [an,y Qn1, ..., ao)
Pn—1
4. Pour tout n € N*, I _ [ T
qn—1
Démonstration. Consulter [Old63],p.28. O

Remarque 1.2.2
Les entiers p, et q, sont toujours premiers entre eux. A partir de ’égalité 2 du corollaire
précédent, on peut évidement donner une solution particuliere de [’équation Diophantienne

linéaire ax + by = 1 ou a,b des entiers positifs non nuls.

Théoréme 1.2.4 (|Car92],p.16)
Notons a_ lag, ai,...,an]| le développement en fraction continue du rationnel %. Alors

l’équation ax + by = 1 admet une solution entiére donnée par :
e (qv_1,—pNn_1) st N impair.

® (—qn—1,pn-1) si N pair.

1.2.5.1 Meilleure approximation

On montre dans cette section que les réduites py/qr d'un « irrationnel donnent les

meilleures approximations de o par des rationnels.
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Proposition 1.2.3 (|O1d63],p. 74)

1. Soit o un nombre irrationnel et soit Cy, = pr/qx pour k > 0 les réduites de la fraction

continue de o. Sir,s € 7 avec s > 0 et k est un entier positif tel que

|sa — 7| < |gra — prl,

alors s > qpi1-

2. Si « est irrationnel et r/s est un nombre rationnel avec s > 0 tel que

’ r - 1
a _— —_—
s 252
alors r/s est une réduite de «.
Théoréme 1.2.5 (|Car92|)
Soit x = [ag, a1, ag, . ..] un irrationnel. On a pour tout entier n € N*
Pn (="

xr— — =
An Qn(an+1Qn + anl)

ot o, le n'éme quotient complet de x.

Corollaire 1.2.2 1. Pour tout n € N*
2. Pour tout n € N* (g, — pn) X (¢u_12 — pr_1) < 0.
3. La suite (|gnx — pp|)nen est décroissante.

Théoréme 1.2.6 (Meilleure approximation [Lan95|,p.9)

Soit x = [ag, a1, as, ...] un irrationnel, et soit r = p/q un rationnel. S’il existe un entier
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n € N* tel que q < q, et r # pn/qn. Alors,

q
qn—1

<

Prn—1
|$— |z — 7|

qn—1

1.2.6 Nombres irrationnels quadratiques

Définition 1.2.5
Un nombre « est dit irrationnel quadratique réel. C’est-a-dire, « € R\ Q s’il est racine de

[’équation suivante :
AX?+BX+C=0, ABCEcZ, A+#0,

et § := B? —4AC > 0 le discrimant du polynome AX? + BX + C un entier naturel qui

n’est pas un carré parfait.

Comme § # 0, le polynome AX? + BX + C admet une autre racine notée @. Le nombre
@ est appelé le conjugué de a.
Ainsi, on peut écrire a = (a + bV/0)/f, aveca = —B, b=1 et f=2A.

Noter que
a+bVs  af +OPf2  Py+d
f f? Qo

est une représentation de a avec des entiers

o =

Py=a, Qy= f*=4A% d=b*f> (1.2)

oll d n’est pas un carré parfait, et tel que Qq | (d — P2). D’ou le résultat suivant

Proposition 1.2.4
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Soit o un irrationnel quadratique, alors o est de la forme p + gV D ot p,q € Q et D est

sans facteur carré.

Définition 1.2.6
On dit que « est irrationnel quadratique réduit si o est irrationnel quadratique tel que

a>let-1<a<0.

Soit o un irrationnel quadratique réel. On définit récursivement la suite (ay )

W~ BtV
k Qk )
Qy, = LakJ7 (1 3)
P = apQp — P,
i~ 7,
Qk+1 - Qk 3

Pour k =0,1,... et Py, Qo définies par les formules ( |1.2)).

Proposition 1.2.5

La fraction continue [ag, ay,...| donnée dans ([1.3) est la fraction continue de a.

Démonstration. Soit k > 0 et supposons que P, et Q; sont des entiers avec Qi | (d — P?).

Alors Pyyq = aiQ) — Py est un entier et

d—P]?_H = d— (&ka — Pk)2 = (d— Pk2> +Qk(2akPk —(Z%Qk) = O[Qk]

Ainsi, Qg1 = (d— PZ,,)/Qx est un entier qui vérifie clairement Q41 | (d— P7,;). Comme
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d n’est pas un carré parfait, les suites (Pg)r>0 et (Q)r>0 sont bien définies. De plus on a ,

g — Py +Vd w = Vd—(a,Qr — P)  Vd—Piy
k0 = 0 —a—— — Q= =
Qr Qp Qr
_ d— Py _ QrQr+1 _ 1
@k (\/3 + Pk+1> Qk (\/C_i + Pk+1> Qhet1
En particulier, a1 > 0. De plus, ax = [ag, axs1]. Appliquer la formule ci-dessus avec
k=20,1,..., on obtient
a = ag = [ag, ] = [ag, a1, 1] = ... = [ag, a1, .. .].
O]
Définition 1.2.7
Soit a un irrationnel et o = [ag, ay, . ..|. Si la suite (ay,), est périodique a partir d’un certain

rang N, on dit que la fraction continue de « est périodique a partir d’un certain rang N.

Notation 1.2.1
Soit o = [ag,aq,...] un irrationnel quadratique. Si la suite (ay,), est périodique a partir

d’un certain rang N de période T', on notera

o = [a(]aal? <o, AN-1,aN, - - . 7aN+T—1]-

Théoréme 1.2.7 (Lagrange[Lan95|)

Un irrationnel o est quadratique si et seulement si sa fraction continue est périodique.

Théoréme 1.2.8 (Galois)
Soit a = lag,a1,...] un irrationnel quadratique, o est réduit si et seulement si, il est

purement périodique i.e si et seulement si la suite (ay,), est périodique a partir du rang
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N =0.

Proposition 1.2.6

Soit o un irrationnel quadratique réduit. On a

= [Gn, Gpn_1,---,09] ou n € N.

Qi

a = lag,a,...,ar] et —

1.2.7 Fraction continue de la racine d’un entier D

Théoréme 1.2.9 (|Car92|)
Soit D un entier naturel qui n’est pas un carré parfait. Le développement en fraction conti-

nue de /D est de la forme suivante :

VD = lag, ai,az, ..., an,2ag).

Démonstration. Soit ag = [V D], il est clair que ag+ v/ D est irrationnel quadratique car «
est racine de (X — ag)? — D. De plus, par définition, ona a > 1let @ =ay— VD €] —1,0][.
Ainsi, a est réduit. On en déduit d’apres le théoreme de Galois que son développement est

purement périodique. On a donc,

a0+\/5:[2a0,a1,...,an ou n € N.

Ce qui équivalent a

VD = [2a,a1,...,an, 200, a4, ..., a,] — ag

= [a’[))al)"'aanvza())ah"'aan]

= lag, ai, az, ..., a,, 2ao].
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D’ou le résultat [

Si d est un entier positif qui n’est pas un carré, la fraction continue de v/d est périodique.

Si k est la plus petite période, cette fraction continue s’écrit

Vd = lag, a1, ... ap,a1,... a5, a1, ... ap, ... = |a, a1, Gz, k),

avec a = 2ag et ag = |v/d]. De plus (a1, as, ..., ar_y) est un palindrome :

a; = ag—; pour 1<j<k—1

Le nombre rationnel dont le développement en fraction continue est [ag, aq, ..., ar_1] est
une bonne approximation de v/d. Le développement de v/d en fraction continue est alors

dit périodique de période k.

Exemple 1.2.4 1. Pour D =17, on part de o = | /17| + /17 = 4+ /17 puis on écrit

successivement :
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1 1
a=8+ (V17T —4) =84 — =8+ —
( ) VI17T+4 aq

1 1

o =VIT+4=8+— =84 —,

! V1T +4 oy

1 1

vy =VIT+4=8+4 — =38

+ -,
V17T +4 Q3

1
VIT+4=8+ — =4+ 1
8+ 8+
VIT+4 1
8+8+ I
1
8+8+ I
VIT+4
D’ou
V17T =14,8,8,..]=[4,8].

2. Pour D =21, on part de o = [/21] ++/21 = 44++/21 puis on écrit successivement :

1

5
=8+ (V21 —4) =8+ ——— =8+ —,
a=S (VA =8+ T

V21 +4 V21 -1 1
@1:74_:14_7:1_’_#:1_’_ ,
5 5 V21 +1 %

V21 +1 V21 -3 4 1
(@:;——if:1+————f:1+————f:1+ ,
4 4 \/21—|—3 Q3
V2143 V21 -3 3 1
ap= YT g VIO, —

=24 —,
3 3 V21 +3 oy
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V21 4+ 3 V21l —1 4 1
Oé4=7+=1+7=1+7=1+7,
4 4 V21 +1 Qs

V21 +1 V21 —4 1 1
ag=——"—"=14+4—=14+—=1+—.
5 5 V21 +4 «

Dov o= [8,1,1,2,1,1] et 21 =[1,8,1,1,2,1,1].

1.3 Equations Diophantiennes

1.3.1 Définition générale

Définition 1.3.1

Une équation Diophiantienne est une équation de la forme f(xi,xo,...,2,) = 0, ot f
est une fonction a n variables et x1,xs,...,x, doiwent étre des entiers ou des mombres
rationnels.

Exemple 1.3.1

Quelques exemples des équations Diophantiennes :
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Equation linéaire du premier degré a deux variables x,y et trois

ar + by =c parametres entiers a, b, c.

Pour n = 2 il existe une infinité de solutions en nombres entiers
positifs non nuls, les triplets pythagoriciens. Le dernier théoréme

de Fermat établie que pour n > 2, cette équation n’a pas de

oyt =2" solution en entiers positifs non nuls.
2?2 — Dy? = £1 L’équation de Pell-Fermat.
Conjecturé par Fuler a ne pas avoir une solution non triviale.
ot oyt 4+ 2t =t Prouvé par FElkies, qu’elle a une infinité de solutions positives.
-y =1 L’équation de Catalan (1814-1894) (n,m > 2).

L’équation de Legendre.

L’équation de Ramanujuan (1887-1920)-Nagell (1895-1988),

(d <0, n €N, p un nombre premier).

1.3.2 Equations Diophantiennes linéaires de degré 1 & n variables

Soit I’équation Diophantienne ayzy + ...+ apx, = bou ay,...,a, € Z\ {0} et b € Z.
la proposition suivante donne une condition nécessaire et suffisante pour 'existence des

solutions.

Proposition 1.3.1

Soient ay,...,a, € Z et b € Z. L’équation Diophantienne

a1y + -+ apx, =b (1.4)
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posséde une solution ssi pged(a;)i1<i<n divise b. Et 'ensemble des solutions est donné par

b

— Vi+ Vo4 kA Vo ko Ry €7
ngd<ai)1§i§n

ot les V; sont les colonnes de V- € GL,(Z), qui vérifie (ay,...,a,)V = (d,0,...,0).

Démonstration. L’idée est de réécrire ’équation Diophantienne sous la forme d’un pro-

bléeme matriciel :

(ar,...,an)(x1,...,2,) = (b) & Az =b.

Par des opérations élémentaires sur la matrice A = (ay,...,a,), on se rameéne a une
matrice de la forme (d,0,...,0) ot d = pged(a;)1<i<n, i-€. il existe une matrice V' inversible
( V est la matrice des opérations élémentaires de la mise sous forme échelonnée) tel que
AV = (d,0,...,0), c’est la forme normale de Smithﬂ. En fait, dans des notations évidentes,
Ax = b se rééerit AVy = b oty = V-lz. On a donc AVy = (d,0,...,0)y = b, Comme
d | b (car I'équation admet une solution). se résout facilement et on obtient y =
(b/d, ki, ..., kn_1) ouky,... k,_1 €Z, puis on remonte a = grace a la relation z = Vy. on
a donc

b
Tr = V(b/d, kl,...,knfl) = g‘/l +I€1‘/2+ +kn71Vn-

Réciproquement, on suppose qu'il existe une matrice inversible V' € GL,(Z) qui satisfait
la condition (aq,...,a,)V = (d,0,...,0). Soit ky,...,k,_1 € Z, on a (ay,...,a,)(b/dV; +
lﬁ‘/g—F . +k;n_1Vn) == (Cll, e ,an)Vt(b/d, ]{31, PR lfn_l) = (d, 0, Ce ,O)t(b/d, k?l, SR kn—l) =b

D’ou le résultat. [

1. Soit A € M, ,(Z). Alors on peut calculer une matrice diagonale B € M,, ,(Z) dont les coefficients
diagonaux b; sont positifs ou nuls et vérifient b; | b; 1 pour i = 1, ...,inf(n,p)—1 et des matrices inversibles
L € GL,(Z) et R € GLy(Z) telles que B = LAR. La matrice B vérifiant ces propriétés est unique. On
I'appelle la forme normale de Smith de A.
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1.3.3 Systeme de congruences et théoreme chinois des restes

On s’interesse dans cette section a la résolution des équations Diophantiennes linéaires
sous forme de systeme de congruences. Le théoréme suivant est le théoreme d’existence des

solutions

Théoréme 1.3.1 (Théoreme chinios des restes)
Soit my, ma, ..., m, une suite d’entiers strictement positifs et premiers entre eur deux a
deuzx.

Alors le systeme de congruences suivant

r = ailmy]
r = ag[ms]
T = aplmy

admet une solution unique x modulo M = mymsy...m, donnée par
r = ay Myyy + aaMoys + ... + a, Mpy,[M],
avec M =mymy...my, M, = % et y; M; = 1[my], pour tout i =1,2,...p

Démonstration. i Existence :
Comme pged(M;, m;) = 1, donc il existe un entier y; tel que y;M; = 1[m;], pour
tout i = 1,2,...;p. On a x = a;Myyy + aaMaoys + ... + a,Mpy,[M], donc z =
a1 My + aaMays + . . . + a, Myy,[m;] pour tout ¢ = 1,2,. .., p mais M; = 0[m;] pour
tous ¢ # j alors © = a; M;y;[m;] pour tout i = 1,2,...,p mais y;M; = 1[m;] pour

tout i =1,2,...,p, dott & = a;[m;] pour tout i =1,2,...;p
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ii Unicité de la solution modulo M

Soient x,y deux solutions, i.e

r = ai[my] y = arlm]
T = ag[my) y = ag|ms]
et
T = apmy] y = aplmy)
alors © —y = 0[m;] pour tout ¢ = 1,2,...,p et comme les m; sont premiers entre
eux deux a deux Vi = 1,2,...,pdonc x —y = 0[my X my X ... X m,] i.e
r—y = 0[M].

1.4 Meéthodes de résolution classiques

On va exposer les principales méthodes classiques de résolution des équations Diophan-

tiennes.

1.4.1 La réduction modulaire (méthode de Gauss)

Cette méthode est utilisée pour prouver qu’une équation Diophantienne n’a pas de
solution, il est souvent efficace de considérer la méme équation modulo un entier N et de
prouver qu’il n’y pas de solution dans cette nouvelle situation. Le principe est de voir si

certains coefficients de 1’équation sont multiples d’un nombre N et on cherche a résodre
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cette équation dans Fy. Si elle n’a pas de solutions dans 'anneau Fy = Z/NZ, alors elle
n’a pas de solutions dans Z. Et si elle a des solutions dans [, alors on cherche a voir si ces
solutions peuvent étre étendues en des solutions dans Z. Pour plus de détails vous pouvez

consulter [AAC+10].

Exemple 1.4.1

L’équation 23 + 5 = 117y® n’a pas de solutions entiéres.

En effet, si on considére I’équation modulo N =9, c’est a dire dans l'anneau Z/97Z. Alors
23 = 4[9], or les cubes modulo 9 sont 0, 1 et —1, c’est donc impossible. i.e cette équation

n’admet pas de solution.

Exemple 1.4.2

I’équation x®> — 3y?> = 7 n'a pas de solutions entiéres. En effet, si on considére I’équation
modulo N = 4, c’est a dire dans l'anneau Z/AZ. D’un coté x* — 3y? = 7[4] alors x* +y? =
3[4],

D’un autre coté, on a

x\y|0|1|2|3

7 112112 2*2+y* mod 4

2

donc la congruence x* + y* = 3[4] est impossible. Ainsi ’équation x* — 3y*> = T n’a aucune

solution dans Z2.
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1.4.2 Meéthodes des inégalités

Cette méthode consiste a restreindre les intervalles dans lesquel les variables varient et

permet parfois de déterminer les valeurs possibles de certaines variables.

Exemple 1.4.3
Soit a résoudre 'équation suivante : z° + y* = (x + y)?.
Remaquons d’abord que toutes les paires de la forme (m,—m), m € Z,sont solutions.

Six+y#0:0na

(z+y)? = (@ +y)=(+y)’ - @+y)@* —zy+y°) = @ +y)(r+y—2> -y’ +2y),

Alors

(z+y)(z+y—2>—y*+ay) =0.

T4y = 0
Ce qui équivaut a

P+t —ay—z—y = 0
x = —y

(r—yP+(-12+E-1)? = 2
Donc les valeurs possibles de x et y sont comme suit :

ainsit

zy| 0 1 2
0 | (0,0) ] (0,1)] (0,2)
1 | (1,0)] (1,1) | (1,2)
2 1 (20) ] (21)] (22)

Posons f(x,y) = (x —y)? + (z — 1)? + (y — 1)2, alors f(2,2) =2, f(1,0) = f(0,1) =2 et
F@.1) = f(L2) =2,
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D’ot 'ensemble des solutions de I’équation z° + 3> = (v + y)? est

{(0,1),(1,0),(2,1),(1,2),(2,2)}

Exemple 1.4.4
Soit a résoudre dans (N*)? "équation 4xyz = 3(vy + xz + yz). Les variables xz,y, 2 jouent
des roles symétriques, donc on peut supposer que x <y < z;

les autres solutions s’obtiennent par les permutations o € Ss.

. . , 1 1 4
L’équation s’écrit — 4+ — + — = —.
z Yy z 3
4 1 1 1 3 9
Ona-=—+4+—-+-<—doncz < - alors z € {1,2}.
3 x Yy z 4

alors y € {3,4,5,6}
— Sty = 3 alors z n’existe pas.

— Siy=4 alors§:i+%d’0&2:12.

— Siy =5 alors z n’existe pas.

— Siy==6 alors%:éjLé d’ou z =06
Donce (1,4,12), (1,6,6) sont des solutions.
5 1 1 2
o Six=2alors —=—+-=—-—=y<2alorsy € {1,2}
6 v =z

— Siy =1 alors z n’existe pas.
— Siy =2 alors z=3

Donc (2,2,3) est une solution.

On conclut que ’ensemble des solutions est

S ={0(1,4,12),0(1,6,6),0(2,2,3)}, avec o € S
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1.4.3 Méthode de la factorisation

La factorisation s’avere tres utile lorsque I'on a besoin de modifier I’équation en faisant
des manipulations algébriques.

On dispose des factorisations
Loa"=b"=(a=b)(a" ' +a" b+ a" 30> + ...+ ab" 2+ b");n € N*.
2. a"+b" = (a+b)(a" ' —a" 2+ a" 30 + ... —ab"" 2+ b""), n entier natuel impair.

3. Toute expression de la forme ax + By + yxy + 6 peut en général se factoriser sous

la forme (ax + b)(cy + d) +e.

Exemple 1.4.5
Soit a résoudre dans 7.2, l'équation x> — y> = 19.
Onax®—y’ = (z—y)(zy + 2° + y?).
Donc (x —y)(zy + 2*> + y*) = 19, comme 2> —y> =19 >0 donc x > y
ainst
T =y = 1 T -y = 19
ou
xy+ 2 +y? = 19 xy+a+y? = 1

On a donc deux cas a distinguer :

e Casx =y+1:aors(y+1)y+y+12+9y>* =19 < 3y+3*+1 =19 &
3(y + 3)(y - 2) =0 d'ou (l‘,y) = (372)7 (_Qa _3)

o casx =y + 19 alors (y +19)y + (y +19)?> +¢y> = 1 & y* + 19y + 120 = 0 est sans

solution entiére.

On conclut que l’ensemble des solutions est : {(3,2),(—2,—3)}
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1.4.4 Descente infinie de Fermat

La descente infinie est une méthode introduite par Fermat. Le but de cette méthode est
de prouver qu’une certaine équation Diophantienne n’admet pas (ou tres peu) de solutions.
Pour cela, on part d'une solution hypothétique et on construit une nouvelle, strictement
plus petite pour au moins 'une des variables a valeurs dans N.

Dans ce paragraphe, on explique la méthode de Pierre de Fermat qu’il a été I'un des
premiers mathématiciens qui a utiliser une méthode de preuve appelée la "descente infinie".
Considérons une équation Diophantienne. On veut montrer qu’elle n’a que des solutions
non triviales. On suppose qu’il existe une solution non triviale, on choisit des conditions
de minimalité sur cette solution. Puis on construit une solution non triviale qui est plus
petite que la premiere. On aboutit alors a une contradiction. Il est plus simple de voir la
méthode sur un exemple pour comprendre.

Soit P(n) une propriété dépendante de l'entier naturel n. On cherche a démontrer que
P(n) est fausse pour tout n. Pour cela, on raisonne par I’absurde :

— On suppose que pour un certain entier n, P(n) est vraie.

— On démontre par ailleurs que pour chaque entier naturel n pour lequel P(n) est
vraie, il existe un entier naturel m strictement inférieur & n pour lequel P(m) est
également vraie.

On conclut donc que P(n) n’est jamais vraie, car la suite des entiers naturels vérifiant la

propriété P ne peut pas étre strictement décroissante et infinie.

Exemple 1.4.6
Soit a résoudre dans 73, l'équation x? + y* = 722
— lercas z =0 alors x> + y* = 0=z =y = 0 donc (0,0,0) est une solution.
— 2éme cas y = 0 alors 2> = 72% = |x| = V/7|z| d’ov x = 2 = 0 donc (0,0,0) est une

solution.
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— 3éme cas x = 0 alors y> = 722 donc |y| = VT|z| = y = 2 = 0 donc (0,0,0) est une
solution.

Supposons que 'équation x*+y? = 72% admet une solution (o, yo, z0) tels que xog > 0,9 > 0
et zo > 0 avec ¢y minimal.
On a a4+ ys =722 alors 7| (23 +y2) & (T | xo et 7| yo) , posons xg = Tay et
Yo = Ty1 alors (Tx1)? + (Ty1)? = 722 donc T(a? + y}) = 23 alors T | 22 d’ou T | zy, posons
20 = T2y alors T(x3 + y2) = (721)? donc 2% + y} = 723 donc (x1,91,21) est une solution de
2% +y? =722 avec 11 < 3y : ¢’est une contradiction car xy est minimal.

On conclut que (0,0,0) est l'unique solution de x* + y* = 722

1.4.5 Equation de Pell-Fermat 22 — Dy? = +1

Définition 1.4.1
On appelle équation de Pell-Fermat I’équation Diophantienne d’inconnue (x,y) € Z* de la

forme suivante :

2? — Dy* = +1

ot D est un entier positif qui n’est pas un carré parfait. On dira qu’une solution (x,y) de

l’équation de Pell-Fermat est positive si x,y € N*.

Remarque 1.4.1

Les (z,y) = (1,0) et (—1,0) sont appelées les solutions triviales de [’équation de Pell-
Fermat.

Si D = K? est un carré parfait, alors x> — Dy* = +1 & (v — Ky)(z + Ky) = £1 qui n'a
pas beaucoup d’intérét.

Si D < 0 alors l'équation x®> — Dy? = £1 n’a qu’'un nombre fini de solutions qu’on peut

déterminer, pour une valeur de D donnée.
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On remarque que (z,y) € Z* est une solution de l’équation de Pell-Fermat si et seulement
si (—x,y) € Z* est une solution et si et seulement si (—x, —y) € Z* est aussi une solution.
Si nous trouvons toutes les solutions de N?, d’ot on trouve toutes les solutions sur Z2.

Ainsi dans cette section on s’intéresse seulement a trouver les solution positives.

Définition 1.4.2
On appelle solution fondamentale de [’équation de Pell-Fermat, ['unique solution po-

sitive (xg,yo) telle que, pour toute autre solution positive (x,y), on aity > yo > 0.

Si la solution fondamentale existe alors elle est unique. En effet, si x = x( alors comme
z? — Dy? = % — Dy?, on en deduit que y = yj.
Existence : La solution fondamentale existe et on peut la calculer en utlisant les "fractions
continues".

Notons

o VD = [ag,a,az, ..., an,2a : le développement en fraction continue périodique de

D.

o Pk - La k®™¢ réduite de \/5
qk

o (o) : la suite des quotients complets.

Théoréme 1.4.1 ([AA15])

Sim est impair, alors le couple (pm, ¢m) est la solution fondamentale de I’équation de Pell-
Fermat x® — Dy? = 1 et l’équation x°> — Dy? = —1 n’a pas de solution entiére.

Sinon le couple (pm,qm) est la solution fondamentale de l'équation de Pell-Fermat x* —

Dy? = —1 et I’équation x? — Dy*> = 1 admet (pomi1, Gomi1) comme solution fondamentale.

Démonstration. Sachant que v D = [ag, a, s, - - ., Qm, 2a0] = [ag, a1, az, . .., n, Q1] avec
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Qmy1 est le (m + 1)®m¢ quotient complet de D. En particulier, on a

Omt1 = [2@0,&1,&2, ce ,am] = Qo + \/D
Ainsi,

VD — (ap + \/E)pm + Pm—1
(ao + VD) G + G-

& gmD + (a0Gm + Gm—1)V'D = agpm + Pm_1 + pmV'D

Or ¢mD, (aoGm + Gm-1), (aoPm + Pm—1) €t pm sont des entiers, comme /D est irrationnel,

il est clair que

gmD = aopm, + Pm—1 €t aoqm + Gnu-1 = Pm.
D’ou

DPm—1 = GmD — aoDm €t Gm—1 = Pm — Q0Gm

Et d’autre part, nous avons pp,Gm-1 — Gmpm—1 = (—1)"" ! alors
P = D@ = Pmtm—1 — Gmpm—1 = (—1)""
Il en résulte que si m est impair, (—1)™! = 1 le couple (py, ¢») est une solution positive

de léquation 22 — Dy? = 1. Sinon , (—1)™"! = —1, alors (p, ¢m) est une solution positive

de I’équation 2% — Dy? = —1. O



1.4. Méthodes de résolution classiques 37

Expression des solutions

Théoréme 1.4.2

Les solutions entiers naturels de l'équation x*> — Dy? = 1 sont données par

:E—I—\/Ey: (xo—l—\/ﬁyo)”, n €N,

ot (o, o) € N2, 22 — Dy2 =1 avec yo > 0 minimal.

Le couple (xg,y0) est appelé la solution fondamentale.

Démonstration. Voir [|[AA15] O

Corollaire 1.4.1

Les solutions entiéres de l’équation x®> — Dy? = 1 sont données par

©+VDy=+(zo+VDy)", n €7

ot (xo, o) est la solution fondamentale.

1.4.6 Les équations de Pell-Fermat généralisées

Dans la section précédente on avait présenté la méthode des fractions continues pour la
résolution des équations de Pell-Fermat. On va voir maintenant qu’on peut étendre cette

méthode a une classe d’équations appelées les équations de Pell-Fermat généralisées.

Définition 1.4.3

On appelle équation de Pell-Fermat généralisée une équation d’inconnue (x,y) € Z? de la
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forme

v -~ Dy = K (1.5)

ot K € Z, |K|# 1 et D est un entier positif qui n’est pas un carré parfait. Il est clair

qu’on peut supposer que x ety sont positifs.

Proposition 1.4.1
Si0 < |K| < /D, alors toutes les solutions (x,y) en entiers positifs de Iéquation de (L.5)

ont la propriété que x/y est une réduite dans le développement en fraction continue de VD

Démonstration. Soit (x,y) une solution positive. On va distinguer deux cas de K.

— Si K > 1,0on a donc s V/D. On factorise 'équation (1.5 en facteurs positifs
Y
(z — VDy)(z + VDy) = K,

on obtient

(zr —yVD)* + (z — VDy)(2yVD) = K,

et donc

K vD 1
0< r_ vD < < = —
Y 202V D T 2y2/D  2y?

d’ou le résultat.

— Si K < 0,0n réécrit 'equation ([1.5) comme suit

on échange les roles de = et y et obtenir une équation dans laquelle le membre de
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droite est positif. En procédant comme précédemment, on obtient
2
0 D OUR N Y 0 L
"“vo) "\""vp)\VvD) D

1 —-K D 1
0<g— \/_

< < = —
r D 222D 222D 222

D’apres la proposition on en déduit dans les deux cas, que x/y est une réduite de

donc

VD si K > 0, et que y/z est une réduite de 1 = /v/D = [0,+/D] si K < 0. Or, cette

derniere condition est équivalente au fait que z/y est une réduite de v D. [

Proposition 1.4.2

Si D > 1 est un entier qui n’est pas un carré parfait et o« = a9 = v/ D, alors
pi—1 - DQi—l = (_1)ka-

Démonstration. On observe que Py = 0, Qo =1, P, = |V/D| et Q, = D — P? =
D — |V/DJ2. Ainsi, pi — dg¢ = |V/D]? — d = —Q,. Supposons que k > 2. On écrit

QpPr—1 + pk — 2 _ (Pk + \/5) Pr-1+ QrPr—2
QrQr—1 + Qk—2 (Pk + \/ﬁ) Gr—1 + Qrqr—2 ’

VD =a= [ag, ..., ax_1, k] =
par suite
Dgj—1 + VD (Pugi—1 + Qr—14r—2) = Pipr—1 + Qupr—z + pr—1VD.
Ainsi, par identification

Dqi—1 = Pipr—1 + Qrpr—2 et pr—1 = Peqr—1 + Qrqi—o2.
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On en déduit, en utilisant égalité py_1qr_2 — qu_1Pr—2 = (—1)*"2 = (=1)* que

Pz_l - ini_l = (Pr—1Gk—2 — Pk—2Qr—1)Qr = (_1)ka~
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2.1 Introduction

Les suites récurrentes linéaires constituent une partie fondamentale dans la théorie des
nombres, en particulier dans la résolution de certaines classes d’équations Diophantiennes.
Les suites récurrentes linéaires sont largement étudiées et utilisées comme outils importants
dans d’autres domaines des mathématiques [Eve-+03]. En outre, ces suites apparaissent

partout en mathématiques et en informatique.

2.2 Quelques propriétés des suites récurrentes linéaires

Définition 2.2.1
Une suite (un)n>0 est dite suite récurrente linéaire d’ordre m a coefficients constants
et a termes dans un corps K, s’il existe un entier naturel non nul m et des éléments

ai,as,...,a, € K, non tous nuls, vérifiant la relation de récurrence suivante :

Untm = QA Untm—1 + Q2Upim—2 + - + A Un. (21)

Une suite récurrente linéaire d’ordre m est détrminée par ses m premiers termes et sa

relation de récurrence.

Définition 2.2.2
Le polynome caractéristique associé a la relation (2.1) (ou générateur de la suite (uy,)n>0)

est le polynome défini comme suit :
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Supposons que le polynéme P peut s’écrire sous la forme

P(X)=]](X —ay)" € K[X],

=1

k
ou les «; sont les racines de P de multiplicité r; et Zm =m.
i=1
Proposition 2.2.1
Supposons que P(X) € Z[X] admet k racines distinctes, alors il existe c1,cq,...,cp €

Q(ay, ag, ..., ax) tels que

k
Uy, = Zcia?, Vn > 0.
i=1

Démonstration. Soit

n>0
On remarque que
u(z) (1 -z —...— akzk> = g+ (U — upay)z + (uy — ura; — ugag)z?
oot D (U — QU1 — o — Qplg) 2™
m>k
= P(z),
k—1
ot P(z) = Y (um — @1m—1 — .. — anug) 2™ € C[z]. Donc,
m=0
) P(z) P(z) P(z)
u\z = = —=
l—aiz—...—apz®  2Ff(1/2)  2F[T, (1)2 — i)
B P(z) B Xk: ¢
- I, (1 —zaq) a o1 —za

pour certains coefficients ¢; € K. Pour la derniere étape, nous avons utilisé la théorie des

fractions partielles avec le fait que les racines aq, ..., ax sont distincts et le degré de P(z)
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est inférieur a k. Si

|z| < pi=min{|as| ' :i=1,... k},

alors
1

1—zo04 S0

Donc, pour |z| < p, on obtient :

Z up 2" = u(z) = Zci arz = Z (Z cmz?) 2",

n>0 i=1 n>0 n>0

Par identification des coefficients, on obtient :

k
Uy = Zcia?, Vn > 0.
i=1

. ; . s s s . Q;

Une suite récurrente (u,), est dite non dégénérée si aucun des quotients — n’est
aA
J

racine de I'unité, avec 1 <i < j < s.
— Si k = 3, alors la suite récurrente est appelée suite récurrente linéaire ternaire.

Parmis les suites récurrentes lineaires ternaires connues sont la suite Tribonacci :
To=T1=0, Th=1, Ty,s3=Tyo+T,1+T1T, pour n >0,
et la suite de Berstel :
By=DB1=0, By=1, DB,i3=2B,19—4B,41+4T, pour n>0.

— Si k = 2, alors la suite récurrente est appelée suite récurrente linéaire binaire.

Dans ce cas son polyndme caractérigtique est de la forme : P(X) = X2 —a; X —ay =
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(X —aq)(X — ay), avec ag # ag.
Un des exemples les plus connus des suites récurrentes linéaires binaires est la suite

de Horadam (W,,) = (W,(a,b; P,Q)) définie par :
Wo=a, Wy=0b et W,=PW,_1+QW,_» pour n > 2.

ou a, b, P et () sont des entiers, PQ # 0 et (a,b) # (0,0). Cette suite a été introduite
par Horadam en 1965 [Hor65].
Soit P et @ des entiers et Soit (U,) = (U, (P, Q)) et (V,,) = (Vo.(P,Q)) les suites définies

respectivement par :

UO = O, U1 = 1, Un = PUn,1 — QUn,Q n Z 2,

VWo=2 WV=P V, = PV,.1—QV, n > 2.

Par conséquent, le polynéme caractéristique de ces suites récurrentes linéaires est donné
par :

X? - PX+Q,

dont les racines sont :

et ﬁ:ﬂ

« )
2

_P+vVD
-

o D = P? — 4(Q) est le discriminant du polyndme caractéristique que ’on supposera non

nul, de sorte que l'on ait a # 5. Les racines « et [ vérifient les propriétés suivantes :
a+B=P, af=Q et (a—p)?=D.

Les suites (U,), et (V). sont appelées suites de Lucas de premiére et seconde espece

respectivement. Ces suites s’écrivent aussi respectivement par les formules suivantes dites
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formules de Binet :

U, =

Oén_ﬁn

et V,=a"+ ",
a—pf B

n > 0.

La plupart des suites de Lucas bien connues et intéressantes, de premiere et seconde espece,

sont résumées dans le tableau suivant :

Suite de Fibonacci | Fy =0, [y =1, F,=F, 1+ F,_2, n>2 F, = 0‘1_;1
a; — P
Suite de Lucas LO = 27 Ll = 17 Ln = Ln—l + Ln—27 n Z 2 Ln = CY? + B{L
Suite de Pell | Py=0, =1, P, =2P, 4 Py, n>2 | P= 2 1%
g — By
Suite de Pell-Lucas | Qo =2, Q1 =2, Qn =2Qn_1+Qpn o, n>2| Q,=0al+ by
Suite de Jacobsthal | Jo =0, Ji =1, J, = Jo1 +2Jp_2, n>2 J, = 0‘3_22
Q3 — P2

Suite de
Jacobsthal-Lucas | jo =2, 71 =1, Jp = Jn-1 + 2jn_2, n>2 o= al + B7
Suite de balancing | By =0, By =1, B, =6B,_1+B,_2, n>2| B, = O%_gzi
Oy — Py

La suite

compagnon de de

la suite balancing | by = 0, by =6, b, = 6b,_1 + by_o, 1 >2 b, = al + BT

Avec (as, By) = (1552,

(3+42v/2,3 —2V2).

2

1_2\/5)’ (a2752) = (1+\/§’ 1_\/5)7 (O‘37BS) = (27 _1) et (a4a54> =
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2.2.1 La suite de Fibonacci et la suite de Lucas

La suite de Fibonacci qui est une suite récurrente linéaire d’ordre deux, elle est définie

comme suit :
Fy=0, In=1,

Fn = Fn—l —+ Fn_g, n Z 2.

Le polynome caractéristique associé a la suite de Fibonacci (F},), est donc : X? — X — 1.

Et la suite de Lucas (L,),, définie par :

L0:2, lel,

Ly=1Ln 1+ Ln—27 n > 2.

2.2.2 La suite de Fibonacci généralisée (u,), et la suite de Lucas

généralisée (v,),

Dans cette section nous allons parler d'une certaine généralisation de la suite de Fibo-
nacci et de la suite de Lucas qui ont été aussi utilsées par cetains auteurs pour prouver
qu’elles sont solutions de certaines équations Diophantiennes (voir [AAB17], [KD13]).
Cette généralisation est définie comme suit :

Soit p > 3 un entier, la suite de Fibonacci généralisée (u,,), est définie par :

u =0, wuy =1, et U, =pup_1 — Up_o, Vn>2. (2.2)

La suite de Lucas généralisée (v,,),, est définie par :

vo=2, vi=p, et v, =pPUy_1— Up_o, Vn>2. (2.3)
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Les termes u, et v, sont appelés respectivement les n®®™** nombres généralisés de Fibo-

nacci et de Lucas. De plus, les nombres généralisés de Fibonacci et de Lucas peuvent étre

prolongés aux indices négatifs comme suit :

U_p = —Up, et v_, = vy, n > 0.

Les suites (uy,), et (v,), vérifient les identités suivantes :

2 2 __
Uy, — PUpUp—1 + U, =1,
2 2
Uy, — PUnUn—1 + U s
UmUp — UmUp = 2un—m7
>4 =2
UmUn — (p - )umun = 2Un—m,
UpUm+1 — UpUp—1 = Un+m,
2
U Un 4+ (p° — DUy, = 2Vp4m,
U Up + U Uy = 2un+ma
Up4+1 — Up—1 = Up,
(22 4
Upt1 — U1 = (p° — 4)up,

v2 — (p* — 4)u? = 4,

n

pour tous n,m € Z. Pour des informations plus détaillées sur ces suites et ces identités,
consulter [Rab96; Rib91/; Hor65[; Rib&9].
On remarque que les suites de Fibonacci et de Lucas d’indices pairs sont des cas particuliers

des suites (uy), et (vn)n, pour p = 3. Avec u,, = Fy, et v, = Lo,.
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2.3 Suites bi-périodiques de Fibonacci - Suites bi-bériodiques

de Lucas

La suite de Fibonacci et la suite de Lucas ainsi que leurs différentes généralisations
satisfont plusieurs propriétés (voir par exemple [Car64); [VH69|; Hor65|; Kos19; Rib91};
Fib89]). Il y a plusieurs généralisations de la suite de Fibonacci, soit en préservant les
conditions initiales ou en préservant la relation de récurence.

Une des dernieres généralisations est la suite bi-périodique de Fibonacci (¢, )n>0, qui a été
définie par Edson et Yayenie [EY09] comme suit :

agp-1 + Qn_2, Si n est pair
0=0, qi=1 et ¢ = , n>2, (2.4)

bgn_1+ qn_o, si n est impair
ou a et b sont des nombres réels non nuls.
Il est clair que si a = b = 1, on obtient la suite de Fibonacci. Si a = b = 2, on obtient la

suite de Pell et si a = b = k, on obtient les suites k-Fibonacci.

La suite bi-périodique de Lucas (l,),>0 définie par Bilgici [Bill4] comme suit :

bl,_1 +1l,—o, si n est pair
lo = 2, ll = a, ln = , n > 2. (25)

al,_1+1l,_9, si n estimpair
Sia=0b=1, on obtient la suite de Lucas.
Si a =0b =2, on obtient la suite de Pell-Luacas.

Si a = b=k, alors la suite (I,,),, devient la suite k-Lucas définie dans [Falll].
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2.3.1 Fonctions génératrices des suites (¢,)n,>0 €t (1,)n>0

Théoréme 2.3.1 ([EY09])

La fonction génémtm’ceﬂ de la suite bi-peériodique de Fibonacci (¢n)n>0 e€st :

Flz) = z(1+ ax — z?) ‘
1 — (ab+ 2)x? + 24
Démonstration. On a :
+oo
Fl@)=q@+qr+q@r®+.. . +qz+.. . = > gma™.
m=0

En multipliant F'(z) par bx, on obtient :

+o00 +oo
baF(x) = bgow + bqia® + bgox® + ... + bgra®™ + ... = D bgpa™ ! =Y guora™,
m=0 m=1
et en multipliant F(z) par 2, on obtient :
—+00 +o0
’F(2) = g + 12’ + ' + .+ @2 P+ =D g™ =D gaa™
m=0 m=2

Puisque gor11 = bgor + qor—1,q90 = 0 et ¢ = 1, on obtient :

+oo
(1 —br — xQ) Flz)=z+ Y (¢2m — bom-1 — Gom—2) °"

m=1

1. Une fonction génératrice (appelée autrefois série génératrice, terminologie encore utilisée en parti-
culier dans le contexte de la théorie des probabilités) est une série formelle dont les coefficients codent une
suite (a,)n de nombres.
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et puisque ¢qor = aqor_1 + @or_2, on obtient :

(1—bzx—2?)F(z) = xz+ ) (a—Db)gm_12°"
m=1 o (2.6)
= z+(a—Db)z ) Gom_12°™ L.
m=1

o
Posons f(z) =Y Gom—122™ L, puisque
m=1

Port1 = bgar + qor—1 = b(agak—1 + Gor—2 + Qor—1
= (ab+ 1)gog—1 +bgor—2 = (ab+ 1)gox—1 + Gor—1 — Gor—3

= (ab+ 2)qok—1 — Gok—3,

nous avons

(1 — (ab 4+ 2)a* + x4) fx)=2—2°+ Z (q2m—1 — (ab+2)qom—3 + Gom_s5) 2°" 1 = 2 — 2.

m=3

Par conséquent,
xr —

fla) = 1— (ab+2)a? + 2t

On remplace cette derniére dans (2.6)), on obtient :

(1—bx—x2>F(x)—x+(a—b)x< v o )

1 — (ab+ 2)x? + 2*
Apres avoir simplifié ’expression ci-dessus, nous obtenons le résultat

r(1+ar — 2?)

F(x) = .
() 1 —(ab+2)x? + 24
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Théoréeme 2.3.2 (|Bill4])

La fonction génératrice de la suite bi-périodique de Lucas (1,)n>0 est

2+ ax — (ab+ 2)2* + ax?

L =
() 1—(ab+2)2? + 24

Pour la démonstration de ce théoréme on a besoin du lemme suivant :
Lemme 2.3.1

La suite bi-périodique de Lucas (Ly,)m>o satisfait les propriétés suivantes

lon, = (ab+ 2)lop—2 — lay—a4,
et

lont1 = (ab+ 2)lop—1 — lon—3.

Démonstration. On a

Lz)=lo+ho+La®+ -+ "+ —Zlmx (z) + Ly (z),
avec Lo(z Z lom@®™ et Ly(z) = i lom4122™ . On remarque
m=0
Lo(x) = 2+ (ab + 2)x Z lomx™
et
(ab+ 2)2” Lo(x i ab 4 2)lyy ™2 = 2(ab + 2)2” + i (ab+ 2)lgp o™

m=0 m=2
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et

00 00
JZ4L0(I) = Z l2m$2m+4 = Z lgm_4l’2m.
m=0 =2

Puisque ls, = (ab + 2)ls,_2 — lo,_4, on obtient :
(1 — (ab+2)z* + 934) Lo(z) =2 — (ab + 2)?,

On obtient donc

2 — (ab + 2)2?
Lo(ZE) = ( 2) 1
1—(ab+2)22+x
De méme, on trouve
a+ azr?
L1 (ZE)

- 1—(ab+ 2)x? + z*

Puisque L(z) = Lo(x) + Li(x), on obtient :

L) 2+ ax — (ab+ 2)2* + ax?
€T) =
1 — (ab+ 2)x? + 2*

2.3.2 Formules de Binet

Dans [EY09], les auteurs généralisent la formule de Binet a la suite bi-périodique de

Fibonacci (¢, )n>0 comme suit :

Théoréme 2.3.3 ([EY09))

Le n®™ terme de la suite bi-périodique de Fibonacci (gn)n>o est donné par :

af(n-l—l) a — Bn
n — 5 = U, 7
q (ab)MJ(a—ﬁ) n>0 (2.7)
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ab + VA ab — VA

ol = ————— et B = ———— sont les racines de l’équation quadratique x*—abx —ab =
0, avec A = a*b* + 4ab et £(n) =n — 2 {%J est la fonction de parité, c’est-a-dire £(n) = 0

quand n est pair et £(n) =1 quand n est impair.

Remarque 2.3.1

— Les nombres o et 5 vérifient les propriétés suivantes :

2=abla+1), FP=ab(B+1), a+B=ab, af=-ab, a-p=VA,

" = a

11 ’ ’

atg="1 (+rhE+1)=1, @+1:%, 6+1=§b, —bla+1)=aq,
—a(f+1) =8

— La fonction de parité € vérifie les propriétés suivantes :

§(m+mn) = &(m) +&(n) — 26(n)€(m),

Em)E(n +1) = 5 [6m) + E(n+1) — Em +n + )],

Em+ 1+ 1)) = 3 [elm + 1)+ €+ 1) — Em+ )],

§m) =m —2| 7).

Démonstration. Soient o et 3 les racines de 1'équation caractéristique z? — abx — ab = 0.
D’apres Théoréeme la fonction génératrice de la suite (g, ), est donnée par la formule
suivante :

z (1 + ax — %)

F(x) = .
(@) 1 — (ab+ 2)x? + 24

La décomposition en fraction de F'(x) est donnée par :

1 |ala+1)—ax a(B+1)—px
Ta-fBla2—(a+1) 22— (B+1)
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z .
5 est le suivant :
22 -C

Le développement de Maclaurin de la fonction

400 400
Z BCfn71z2n+1 o Z ACfnfl/ZQn?

donc la fonction génératrice peut s’écrire comme suit :

1 la(a—%l)—az_a(ﬁ—%l)—ﬂx]

?—(a+1)  2*—(B+1)
1 X Bla+ )" +aB+1)"
= " L;O (a+ 1)"+1(3 + 1)+ + 1 +

Bl @b

a rwW+wm+nmtwa+ww+w“;%'

En utilisant les propriétés des nombres « et S données dans la Remarque [2.3.1], on obtient :

_ i ( ) n+1 _6a2n+2 + Oéﬁ2n+2 x2n+1 (1) B + 1 2n+2 _ (a + 1)B2n+2x2n
“— \ab a— 0 ab a—p
fe'e) a?n—i—l - B2n+1 2n+1 Oé o 5277, )

_nz%<ab> T a-pg " +HZ% ( ) “a-8 "

En combinant les deux sommes, on obtient :

S yElan—gn |t
Fx) = al—¢m () " = qnx",
() nX::O " 5 nX::O

d’ou

Oén—ﬁn

a—pf

On remarque que pour a = b = 1 on trouve ¢, =

pour la suite de Fibonacci classique.

, qui est la formule de Binet
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Dans [Bil14], 'auteur obtient certaines propriétés de la suite de Lucas bi-périodique (I,,)n>0
et donne certaines relations entre les suites (¢, )n>0 €t (l,)n>0. En particulier, il cite la

formule de Binet de la suite bi-périodique de Lucas (I,,),>0 comme suit :

Théoréme 2.3.4 ([EY09)])

Le n**™¢ terme de la suite bi-périodique de Lucas (l,)n>0 est donné par :

aém)
bh=—mz7 (@ +5"), n=0. (2.8)
(ab) L%
Démonstration. Soient a et 3 les racines de I’équation caractéristique 22 — abx —ab = 0 et

soit L(z) = Lo(x) + L1(z) la fonction génératrice de la suite bi-périodique de Lucas. Uti-

lisons les identités mentionnées dans la Remarque [2.3.1| et le développement de Maclaurin

de la fonction qui est comme suit :

22

A B +oo +0o0
22’+C _ Z AC—n—1 201 Z BC12n
Z JR—

n=0 n=0

On simplifie Lo(x) et Li(x) comme suit :

1 X ([(ab+2)a—ab  (ab+2)3+ab]| ,,
wi) =5 S [~ Gt

n=0

B 1 +o0 2n+1 62n+1 a2n+2 _ ﬁ2n+2 on
=77 nz:‘f) [(ab + 2)—(ab)” — (ab) —(ab)”+1 ] x
= 5 2 [0 (a0 Do —a%) = 5% (@b +2)5 — ) o

Puisque (ab +2)a — o = a — B et (ab+2)5 — 3% = B — a, on obtient :

“+oo

Lo(z) =

= (ab)"

<a2n + 6271) :L,2n7
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de méme on trouve :

_ 2n+1 2n+1 2n+1
=a Z n+1 ( + ﬁ ) x !

D’ou
oo é(n) . l
7(ab)tij (a4 ") 2" —an

A partir des formules de Binet (2.7)) et (2.8]), les suites bi-périodiques de Fibonacci et

de Lucas peuvent étre prolongés aux indices négatifs comme suit :

Corollaire 2.3.1

q—n = (_1)n+1%17 n e Z, (29)

et
I, =(-1)",  neZ (2.10)

2.3.3 Les identités généralisées de Cassini, Catalan et d’Ocagne.
2.3.3.1 Les identités généralisées de la suite (g, ),>

Théoréme 2.3.5 (L’identité de Cassini généralisée|Yay11])

Pour toutn >0, on a :

GEREM G 0 GEpEm 2 (_pyng,



2.3. Suites bi-périodiques de Fibonacci - Suites bi-bériodiques de Lucas 58

Puisque l'identité de Cassini est un cas particulier de l'identité de Catalan, comme

indiqué ci-dessous, il suffit de prouver l'identité de Catalan.
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Théoréme 2.3.6 (L’identité de Catalan généralisée [Yayll])

Pour tous entiers positifs n et r, avecn >r, on a :

&) =€) QS 2 0 1-E) (_yntior g2

Qn—TQn-l—r

Démonstration. En utilisant la formule de Binet (2.7)), on obtient :

&) pl—en—r)

1—¢(n—r

(ab)L™="
al—ﬁ(n-ﬁ-r) a™ T — 571—7‘ antr — 671—}—7‘
(ab) ") a—f a—pF

Donc

Q£ pL—E(n—r)

<a2£(nr)b1£(nr)> Oénfr — /8”*7” an+7" _ /8n+1”

An—rQn+r (ab)n—f(n—r) o — 5 o — 6
e\ o (a4 ) 4 g
— () (a = p5)? |

Et

a2 2\ o2 — 9(qB)" 4+ B2
EOpIEm 2 eyl ((ab)LZJ> (a(—ﬁﬁ)’)Q B
a o — 2(af)" + B
B <(ab)m+§(”)_l> (= B)?
o\ o= 2ap)y+ 5
() |

(o= 5)?
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D’ou
n—+r —&(n—r n —£&(n 2 6n_ anr 2T+52T

at I g gy — aSR 2 = ((ab?”*) o ((Zzﬁ)ga )
(Lm0 ) a2 B
= () e
— —a b n—r O/ — /BT i
— \(ab)"1 (=ab) a—p

b L5

= (_1)n+1—T (ab()lr—l ’ ;Z—gé(r) @

— (_1)n+1—ra2§(r)—1 (ab)l—ﬁ(r)qQ

T

_ (_1)n+1fra§(r)blf§(r)q?‘

]
Théoréme 2.3.7 (L’identité de d’Ocagne généralisée [Yayl1])
Pour tous entiers positifs n et m, avec m >n, on a :
QS S e m) o emen) (g
Démonstration. La preuve est similaire a la preuve du théoreme précédent . ]

2.3.3.2 Les identités généralisées de la suite ([,,),>

Théoréme 2.3.8 (L’identité de Cassini généralisée |[EY09])

Pour toutn >0, on a :

b £(n+1) b &(n)
() ln—lln—i—l — () li = (—1)"+1(ab + 4)
a

a

Démonstration. En utilisant la formule de Binet et la propriété {(m) = m — 2|F], on
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obtient :

b &(n+1) b &(n)
() ln—lln—l—l - () l72L -
a a

b &(n+1) 1 1
n—1 n—1 n+1 n+1
e T Pee e

a
&(n) 2
b 1 n "
- (a) (aLszL“#J (" +5 >)
_ aL"T“J—L"T’lj—n—lbn—i—l—QL"THJ—L%J | 242 ] (an—l +5n_1) (an—l-l . 5n+1)

QLR e g 2L L2 (o gy

donc

b £(n+1) b &(n)
<a> l"—”n+1"(a> 2= (ab) (0"t + B (a4 B — (ab) M a” + )2

— (ab>—n[an—16n+1 + an—i—lﬁn—l o 20/7,571]

af)” |«
ool [AERE
— (1) lo* + 5~ 208
-1 n+1
= B o py
et une application des formules cités dans la Remarque nous donne le résultat.  [J

Théoréme 2.3.9 (L’identité de Catalan généralisée|EY09)|)

Pour tous entiers n et r positifs, avec n > 1, on a :

b £(n+r) b £(n) —1)ntr
() ln—rln+r - <a> ZTZL - ( ) (O‘T - 5T)2 :

a
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2.4 Quelques identités sur les suites (¢,),>0 et (1,)n>0

De nombreux auteurs ont étudié les propriétés des suites bi-périodiques de Fibonacci
et de Lucas, voir par exemple [Bill4]; EY09; |JC16/; |[Yay11l]. Dans la suite de ce chapitre
nous avons besoin de quelques identités sur les suites (g,)n>0 €t (In)n>0 pour prouver des

nouvelles identités. Nous allons les résumer dans cette section.

Proposition 2.4.1 ([Bill4])

Soient n,m € Z, alors on a :

Gn—1+ Gni1 = ln, €t (2.11)

ln,1 -+ ln+1 = (O,b -+ 4)qn (212)

Démonstration. A partir de la formule de Binet (, on écrit

. Ty _ CLf(n) o™l — Bn—l N af(n) Tt — Bn—i—l
N I A (@) a—p

at™ 1 (1« (1 B
T (@) (- p) la <a+ab>_ﬁ <ﬁ+ab>]'

Puisque

I a\ a-p L BY p-a
(Gra)="a <B+ab>_ b

on obtient :

qn—1 + Gn+1 = ln

Proposition 2.4.2 (|Bill4])
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Pourn,m € Z, on a

1 E(m+1)E(n+1) 1 1-&(n+1)E(m+1) b £(n)g(m)
p §HEm) p §Em+D)

Démonstration. A partir des formules de Binet des suites (Gn)n>0 €t (In)n>0, On écrit

qb(ntm)
e n+m n—+m

lm—i—n - (ab) L%J (a + 5 ) )

et
a2~ (E(m)+€(n)) 1 mdn m an n om m+n

et

aEm)+E)

bk = o T (@™ 4 a™B" + a"B™ + g7

selon la parité de n et m, il y trois cas a discuter

1. Si n et m sont pairs, on obtient

1 [(a—B)?

2. Sin et m sont impairs, on obtient

et

b
a

3. Sil'un de m et n est pair et I'autre impair, on trouve

ege
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En considérant les trois derniéres équations ensemble, nous obtenons la premiere

identité de la proposition. La deuxieme identité est obtenue de la méme manieére.

]
Si on remplace n par (—n) dans Proposition [2.4.2] et en utilisant le Corollaire
on obtient les formules de soustraction suivantes :

Corollaire 2.4.1

Pourn,m € 7Z, on a

p §(vHDE(m) b $(E(m+1)
- nlm — | — mln = 2(—=1)"qn—m, 2.15
B A e A 215
b £(n)€(m) 1\ EmADEmM+L) /1 \ 1=En+1)E(m+1)
() ) () Tt =
a a a (2.16)
2(—= )™y

Corollaire 2.4.2

Pourn,m € Z, on a

£(n)
1\&(m+D) /1 \¢é(m)
<b> zg—A( ) <ab> ¢ = 4(—1)". (2.17)

a?
Démonstration. 11 suffit de prendre m = n dans le corollaire pécédent. [

Nous donnons maintenant certaines nouvelles identités impliquant les suites bi-périodiques

de Fibonacci et de Lucas qui seront utiles par la suite.
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2.5 Des nouvelles identités impliquant des suites bi-

périodiques de Fibonacci et de Lucas.

Il existe différentes méthodes pour dériver les identités des suites bi-périodiques de Fi-
bonacci et de Lucas, telles que I'utilisation de la formule de Binet, I'induction, les matrices,
etc. L’'induction nous a permis d’obtenir un grand nombre de nouvelles identités que nous
allons presenter dans cette section. Tout au long de cette partie, a et b sont supposés étre

des entiers non nuls et A = (ab)? + 4ab > 0. Par une simple induction, en utilisant (2.4)) et

(2.5), on peut voir que a | g2, €t a | la,11 pour tout n € Z. Ainsi, nous mettons ¢,, = dan

lons1
et s, = -
a

Proposition 2.5.1

Soient n,m, k € Z, alors

q721+m+

b E(n+k)[1-¢(n+m)]
a

b

&(n+k)
(_1)1+§(n+k)[1—f(n+m)] <a> ln—an—f—QO-i—k“f‘

b &(n+k)é(n+m) b E(nt+m)[1-E(n+k)]
2 2
<_> B = (—) Toie

a a

Démonstration. Selon la parité de (n +m) et (m + k), il y a quatre cas a étudier.

1. Si (n+m) et (n + k) sont pairs, nous devons prouver la formule suivante :

riom = bnknemlmk + Gk = G (2.18)

On considere le cas n,m et k pairs. Le cas n,m et k impairs se fait avec la méme
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méthode.

De l'identité (2.14)), on a

. (2.19)

En multipliant la premiere identité de (2.19) par ¢ et la seconde par g¢,, et la

soustraction des résultats, nous obtenons

Gm (Lngk — Ue@n) = 2 (GnmGr — Gm+kln) -

En utilisant Iidentité (2.15]), on obtient

Gnln—k = QmskGn — nsmk- (2.20)

En multipliant la premiere identité de (2.19) par [ et la seconde par [,, et la

soustraction des résultats, nous obtenons

b (@l — @iln) = 2 (@nmli — Gmanln) -
En utilisant I'identité , on obtient
lnGn—k = Gnrmle — Gmisln. (2.21)
De , on remarque que

A
(lmqn—k>2 - (Cﬂ) <Qan—k)2 = 4qr2b—k
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En utilisant (2.20]) et (2.21)), nous obtenons

A
(qn+mlk - Qm+kln>2 - <CL2> (qurk:Qn - QnerQk)Q = 4q72l—]€

Enfin, en développant et en utilisant les identités (2.16)) et (2.17) nous obtenons le

résultat.

2. Si (n+m) est pair et (n+ k) est impair, on doit prouver

b b
- <a> CI?LJFm + <a> ln—kGnsmGmk + qgn—l—k = Qi_k- (2.22)

On considere le cas n, m pairs et k impair. Le cas n, m impairs et k pair se fait avec

la méme méthode. De (2.14)), nous avons

b . (2.23)
Pl + (a) Gmlk = 2qm+k
Avec le méme procédé que précédemment, on obtient
Amn—k = Gn+mAk — Gm+kqn (2'24)
et
b
lanfk = Qerkln - a Qnerlk- (225)

A partir de (2.17)), on remarque que

A
(lan—k)2 - <6L2> (CZ’an—k)z = 4q721—k
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En utilisant (2.24) et (2.25), nous obtenons
2
b A
[Qm+kln - <6L> Qn+mlk‘| - <CL2> (qn+ka - QM+an)2 = 4q721—k:

Enfin, en développant et en utilisant les identités (2.16)) et (2.17) nous obtenons le

résultat.

3. Si (n+m) est impair et (n + k) est pair, on doit prouver

b
q72L+m - ln—an+QO+k + Qgﬂ.k - — <a> qi_k. (2.26)

On considere le cas n, k impairs et m pair. Le cas n, k pairs et m impair se fait avec

la méme méthode. De la formule (2.14)), nous avons

b
a

) . (2.27)
Qelm + (a) Il = 2qm+k
Avec le méme procédé que précédemment, on obtient
a
AmAn—k = (b) (@ntmTx — Gm+kn) (2.28)
et
lan—k = Qm—l—kln - Qn+mlk- (229)

A partir de (2.17)), on remarque que

A
(lmqn—k’>2 - <CL2> (C_Zan—k)Q = 4q7%—k
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En utilisant (2.28]) et (2.29), nous obtenons

A

<Qm+kln - Qn+mlk)2 - <bQ> (QHerQk - Qm+an)2 = 4qg—k

Enfin, en développant et en utilisant les identités (2.16)) et (2.17) nous obtenons le

résultat.

4. Si (n+m) et (n+ k) sont impairs, on doit prouver

b b
qq%,—&-m - <a> ln—an+QO+k - <a> q¢2n+k = qi_k. (230)

On considere le cas n impair et m, k pairs. Le cas n pair et m, k impairs se fait avec

la méme méthode. De 'identité (2.14)), on a

b
Inlm + () Imln = 2¢nim
a .

(2.31)
Avec le méme procédé que précédemment, on obtient :
dmn—k = Gm+kGn — Gn+mJk (2'32)
et
b
lanfk = Qnerlk - a Qerkln- (233)

A partir de (2.17), on remarque que

A
(lan—k)2 - <6L2> (CZ’an—k)z = 4q721—k
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En utilisant (2.32)) et (2.33)), nous obtenons

b > (A
[Qn+mlk - <6L> Qm+kln‘| - <CL2> (quern - Qn+ka)2 - 4q721—k;

Enfin, en développant et en utilisant les identités (2.16)) et (2.17) nous obtenons le

résultat.

Proposition 2.5.2

Soient n,m, k € Z. Alors

( b > £(n+m)[1-E(n+k)]

) 1 1—&(n+k) 1 &(n+k)
ln+m - A (cﬂ) (CLb) qnfkanererk"i_

[1=&(n+R)][1=E(n+m)]
(_1)1—§(n+k) é 9 q2 _
ab a m+k

a

2
2,

p\ [LEtm)lE(ntk)
(_1)§(n+m)+f(n+kz)< )
a

Démonstration. Selon la parité de (n +m) et (m + k), il y a quatre cas a discuter.

1. Si (n+m) et (n+ k) sont pairs, on doit prouver

A A
l'?z—f—m o <&2> ln-‘rmqn—k:Qm-i-k - (CL2> C],Q-,H_k = li—k (234)

On considere le cas n,m et k pairs. Le cas n,m et k impairs se fait avec la méme

méthode. A partir des identités (2.13)) et (2.14)), on a

A
(2) qndm + lnlm - 2ln+m
a . (2.35)

En multipliant la premiére identité de (2.35) par ¢ et la seconde par [,, et la
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soustraction des résultats, nous obtenons

A
Qm l(cﬁ) nqr — lkln] =2 (ln+ka - Qm+kln) :

En utilisant I'identité (2.16[), nous obtenons

qmlnfk - Qerkln - ln+mq1€

A
En multipliant la premiére identité de (2.35]) par [ et la seconde par <(12> dn, et la

soustraction des résultats, nous obtenons

A A
lm [lnlk - (2> Qanz‘| =2 [ln+mlk - <2> Qm+an] .
a a
En utilisant I'identité (2.16)) nous obtenons

A
lmln—k = ln+mlk - <CL2> gm+kYqn-

De ([2.17)), on voit que

A
(lmlnfk)Q N (CL2> (qmln*k)2 = 4l721—k’

c’est-a-dire,

A > (A
[ln+mlk - <a2> Qeran] - <a2> (Qm+kln - ln+m<]k)2 = 4l7217k'

Enfin, en développant et en utilisant les identités (2.15)) et (2.17) nous obtenons le

résultat.
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2. Si (n+m) est pair et (n + k) est impair, on doit prouver

A A b
l727,+m - (ab) anrmqnkaerk + <ab> q3n+k = — <a> li—k (236)

On considere le cas n, m pairs et k impair. Le cas n, m impairs et k pair se fait avec

la méme méthode.

A partir des identités (2.13)) et (2.14)), on a

A
(2) GnQm + lnlm = 2ln+m
a

b ) (2.37)
Gl + (a) Il = 2Qmk

Avec le méme procédé que précédemment, on obtient

b
Gnln—k = <_a> (ln+ka - Qm+kln)

et

A
lmln—k - ln-l—mlk - < ) Gm+kqn-
ab

De (2.17)), on voit que
A
(lmln—k)z N <CL2> (qmln—k)2 = 4l721—l€’

ie.,

A 2
ln—i—mlkz - % Gm+kqn -

A b 2
<a2> [<_a> (ln+ka - Qm—i-kln) = 41721—k
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Enfin, en développant et en utilisant les identités (2.15)) et (2.17) nous obtenons le

résultat.

3. Si (n+ m) est impair et (n + k) est pair, on doit prouver

A A a
l721+m - <ab) ln+an—ka+k - <b2> qszrk - - (b) lifk (238)

On considere le cas n, k impairs et m pair. Le cas n, k pairs et m impair se fait avec

la méme méthode. A partir des identités (2.13)) et (2.14), on a

A
() GnQm + lnlm = 2ln+m
ab

) . (2.39)
Qrlm + (a) Ul = 2Qm+k

Avec le méme procédé que précédemment, on obtient

len—k = ln+ka - Qm-i-kln

A b
lmln—k - (CLb) dm+kGn — (CL) ln—i—mlk

De ([2.17)), on voit que

et

A
(lmln—k)2 - ((12) (len—k)2 - 4l31—k;7

A b 2 A
() st (8] o] = () vt gt =

Enfin, en développant et en utilisant les identités (2.15)) et (2.17) nous obtenons le

ie.,

résultat.
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4. Si (n+m) et (n+ k) sont impairs, on doit prouver

A A
li-ﬁ-m - (ab) ln+an7ka+k + (ab) qﬁwk = l?w—k (240)

On considere le cas n impair et m, k pairs. Le cas n pair et m, k impairs se fait avec

la méme méthode. A partir des identités (2.13)) et (2.14]), on a

A
() qnqm + lnlm = 2ln+m
ab ‘

(2.41)

Avec le méme procédé que précédemment, on obtient
qmlnfk = Qerkln - ln+mq1€

et

A
lmln—k = ln-i—mlk - <> Gm+kqn-
ab

De ([2.17) nous voyons que
A
2 2
c’est-a-dire,

A > /A
[anrmlk - (ab) Qm+k‘Qn] - <a2> [Qm+kln - ln+ka]2 = 41721716-

Enfin, en développant et en utilisant les identités (2.15]) et (2.17)) nous obtenons le

résultat.
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Proposition 2.5.3

Soeint n,m, k € Z. Alors

a a
;b [1—¢(n+m)]¢(n+k) p_ é ;b [1-&(n+m)][1-£(n+k)] ,
a m+k ab a dp— -

Démonstration. Selon la parité de (n +m) et (m + k), il y a quatre cas.

b &(n+m)é(n+k) b &(n+k)
<> l721+m - (_1)£(n+m)§(n+k) <> lnfkln+mlm+k+

1. Si (n+m) et (n+ k) sont pairs, on doit prouver

A
1721+m - lnfkln+mlm+k: + lr2n+k = — <a2> q’rzl—k’ (242)

On considere le cas n,m et k pairs. Le cas n,m et k impairs se fait avec la méme

méthode. De I'identité (2.13]), on a

A
(2.43)

A .
< ) mQr + bl = 204k

a?

En multipliant la premiere identité de (2.43) par [; et la seconde par [, et la

soustraction des résultats, nous obtenons

A
En utilisant 'identité ([2.15)), nous obtenons

CL2
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En multipliant la premiere identité de (2.43) par ¢ et la seconde par g¢,, et la

soustraction des résultats, nous obtenons

lm (lnqk - ink> =2 (ln+ka - lm—i—an) .

En utilisant I'identité ([2.15]), nous obtenons

lan—k: = lm-‘ern - ln-‘rm‘]k'

De ([2.17)), on voit que

A
(lan—k’)Q - <CL2> <Qan—k)2 = 4q7%—k7

ie.,

a? ? A 5 )
Z (ln+mlk - lm—l—kln) - ? [lm-l—an - ln—i—ka] - 4qn_k‘

Enfin, en développant et en utilisant les identités (2.16)) et (2.17) nous obtenons le

résultat.

2. Si (n+m) est pair et (n + k) est impair, on doit prouver

b b A
li+m - (a> lnfkanrmlerk - (CL) ernJrk = (ab) q121—k' (244)

On considere le cas n, m pairs et k impair. Le cas n, m impairs et k pair se fait avec

la méme méthode. De 'identité (2.13)), on a

A
<612> GnQm + lnlm = 2ln+m

(2.45)

A .
(ab) Qi + Ll = 20041
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Avec le méme procédé que précédemment, on obtient

ab
et
b
lan—k = ln-l—ka - <> lm-}—ka
a

De (2.17)), on voit que
A
(lanfk)2 - <a2> <Qan7k)2 = 4%21_@

ie.,

b 2 (AN [ab)’
|}n+m%¢ - <CL> lerkqn] - (CI;) (A) [lm+kln - ln+mlk]2 = 4Q721—k

Enfin, en développant et en utilisant les identités (2.16]) et (2.17)) nous obtenons le

résultat.

3. Si (n+m) est impair et (n + k) est pair, on doit prouver

A
li_,'_m - ln—kln+mlm+k + l'r2n+k = (ab) q’IQL—k (246)

On considere le cas n, k impairs et m pair. Le cas n, k pairs et m impair se fait avec

la méme méthode. De 'identité (2.13)), on a

(Ab> GnQm + lnlm = 2ln+m
“ (2.47)

A )
<ab> Ak + Ll = 20541
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Avec le méme procédé que précédemment, on obtient

ab

et

lan—k - ln—l—ka - lm-i—/ch'

De (2.17)), on voit que
A
(lanfk)2 - <a2> <Qan7k)2 = 4%21_@

ie.,

2 A ab\’ 2 2
(ln+an - lm—l—an) - ? Z (lm+kln - ln+mlk) = 4Qn—k'

Enfin, en développant et en utilisant les identités (2.16]) et (2.17)) nous obtenons le

résultat.

4. Si (n+m) et (n+ k) sont impairs, il faut prouver

—b b A
<a> 172L+m + <a> ln—kln+mlm+k + l?nJrk = (ab) qzhk‘ (2'48)

On considere le cas n impair et m, k pairs. Le cas n pair et m, k impairs se fait avec

la méme méthode. De 'identité (2.13)), on a

(Ab> GnQm + lnlm = 2ln+m
¢ (2.49)

A .
( > A Qi + Ul = 2l 4k

a?
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Avec le méme procédé que précédemment, on obtient

ab
dmin—k = <A> (ln+mlk’ - lm+kln)

et

b
lan—k = lm—l—an - <a> ln+ka~

De (2.17)), on voit que

A
(lmlnfk)2 - <a2> (C_Zmlnfk)z - 4q72L—]<;7

ie.,

b 2 (AN [ab\’
|}m+k%1 - <CL> anerk] - (CI;) (A) [anrmlk - lm+kln]2 = 4Q721—k

Enfin, en développant et en utilisant les identités (2.16]) et (2.17)) nous obtenons le

résultat.



CHAPITRE 3

Solutions d’équations Diophantiennes
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3.1 Introduction

Les principales questions qui ont été posé pour les équations Diophantiennes au début
étaient : L’équation est-elle résoluble 7 Si elle est résoluble, I’ensemble des solutions de cette
équation est-il fini ou infini ? Si elle est résoluble, est-il possible de donner une procédure
efficace pour trouver toutes les solutions ? En effet, les questions que 'on peut se poser
concernant les solutions des équations Diophantiennes sont nombreuses.

Dans ce chapitre, nous étudierons les solutions de quelques types d’équations Diophan-

30
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tiennes concernant un exemple des suites récurrentes linéaires qui sont les suites de Fibo-
nacci et de Lucas et ses généralisations.

Il y a beaucoup de travaux sur les équations Diophantiennes impliquants des suites ré-
currentes, soit les suites de Fibonacci et de Lucas, soit les suites généralisées des suites
de Fibonacci et de Lucas (voir [AAB17; Bill4|; DBK13|; DK09; Jon76/; [KD13/; McD95/;
Sav(9)]).

Notre but dans le présent chapitre, est de déterminer toutes les solutions entieres (z,y) des

équations Diophantiennes suivantes :

2 — Ay? =4,
x? . AyQ — 4k7

@ (5) =4

2+ abs,xy — aby2 = q§n+1,

2% — gy +y° = —(ab)ti,

A A
x® — <ab> G2n+12Y + (ab) y* = _(ab)siv

A A
22— | = ) quary+ | = |y° = 527
ab ab

y
A
2® — (ab)sp,zy — (ab)y® = <b> G y1>

a
A
22 — lopay +y? = () t2.
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3.2 Solutions de certaines équations Diophantiennes

en termes de suites généralisées de Fibonacci et

de Lucas

De nombreux auteurs ont étudié diverses équations Diophantiennes impliquant des
suites récurrentes linéaires, on va résumer certains résultats des ces travaux dans cette
section.

Dans [DKO09] les auteurs ont utilsé les matrices pour obtenir des nouvelles identités des
nombres de Fibonacci et de Lucas, sachant qu’il existe différentes méthodes pour dériver
des identités des nombres de Fibonacci et de Lucas ou de ses généralisations, telles que
I'utilisation de la formule de Binet, la déduction, les matrices, etc. Ensuite, Ils ont résolu

les équations Diophantiennes qui sont résumées dans le tableau suivant :

Equation Solutions Conditions

pour un nombre

22 =5,y —5(—=1)"y* = —L% | | (z,y) = (Lpsm, Fin) entier impair m

pour un nombre

v? —5F,xy — 5(—=1)"y? = L2, | (z,9) = +(Lpsm, Fin) entier pair m

pour un nombre

22 — Lyzy + (—1D)"y? = —=5F2%, | (z,y) = £(Lntm, L) entier pair m

pour un nombre

2? — Lyzy + (—1)"y* =5F2, | (z,y) = =(Lntm, Lm) entier impair m

pour un nombre

22 — Lyzy + (—1)"? = —F2, | (z,y) = £(Fim, Fin) entier impair m
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Equation

Solutions

Conditions

pour un nombre entier

2?2 — Lyzy + (=1)"y? = F2, | (z,y) = £(Fnsm, Fin) pair m
(z,y) =
22— Lywy —y? =1 | £ (Farsam/Fa, Forsn/Fa) avec k € Z
(z,y) =
22 — Loy —y* = 1, + (Fakryn/ Fo, Fakn/ Fn) avec k € 7
(z,y) =
2?2 =5y —5(—1)"y =1 | £ (L(2k+1)n/Ln, FQ;m/Ln) avec k € Z

2? — Loy + (—1)"y? = =5

('Ta y) ==+ (Lner/an Lm/Fn)

avec m entier pair

2? — Lyxy + (=1)"y* =5

(I, y) ==+ (Ln—l-m/Fm Lm/FN)

avec m entier impair

22 — Loyxy + y* = —5F?

(z,y) =
+ (L(2k+3)n/Ln7 L(2k+1)n/Ln)

si n est un entier pair et

keZ

(x,y) = si n est un entier impair
22— Lonay +y* = 5F2 | & (Lekssyn/Ln, Lensiyn/Ln) etkeZ

(z,y) =
22 = Logzy +y* = F2, | & (Farsan/Ln, Fatn/Ln) avec k € Z

22 — Loy +y? = —L2

(2,y) =
+ (F(2k+3)n/Fm F(2k+1)n/Fn)

Vn > 2 entier impair et

keZ

2? = Lonay +y* = L7,

(a:,y) =
+ (F(k+2)n/Fkan/Fn>

n entier pair et k € Z

{EQ - Lany + y2 = nga

(2,y) =
+ (F(2k+2)n/Fna Fan/Fn)

n entier impair et k € Z

22 — Loyay +y* = —5L2,

(LL’, y) ==+ (L2n+m/Fn7 Lm/Fn)

avec m entier pair

2% — Lopay +y* = 512

('T? y) = j:(L2n+m/Fna Lm/Fn)

avec m entier impair.

u? — bv? = 4F,

(1, v) = (257 Loy, 2671 Py )

k>0
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Equation Solutions Conditions
(u,v) =
u? =502 = —4F k>0 (Qk’lLQmH, Qk’IFQmH) avec m > 0.
u? —5v? =1 (u,v) = (Lem /2, Fom/2) avec m > 0.
P —ay—yP=—4* k>0 (z,y) = (2’“Fgm+2, QkFQmH) avec m > 0.

l,Z_xy_y2:4k’ kJZO

(ZL’, y) = <2kF2m+1, QkF2m>

avec m > 0.

u? — 502 =4 - 5",

(u,v) =
(5<k+1)/2F2m+17 5<k71)/2L2m+1)
(5°/2 Lo, 5*/2 Fy )

k est un entier impair

k est un entier pair,

u? — 5v% = —4 - 5%,

(u’ 1)) =

(5(k+1)/2p2m, 5(k_1)/2L2m>

(5k/2L2m+1, 5k/2F2m+1)

k est un entier impair

k est un entier pair,

v? =y —y? =5

(u,0) =

(5(k71)/2L2m+27 5(k71)/2L2m+1)

(5k/2F2m+1’ 5k/2F2m)

k est un entier impair

k est un entier pair,

r? —xy —y* = =55,

(u’ U) =
(5(k_1)/2L2m+17 5(k_1)/2L2m)

<5k/2F2m+2a 5k/2F2m+1)

k est un entier impair

k est un entier pair,

D’autre auteurs comme dans [KD13| ont traité certaines équations Diophantiennes. En

utilisant deux types de suites généralisées de Fibonacci et de Lucas (U,,), (V,) et (uy,), (v,)

définies comme suit :

La suite généralisée de Fibonacci (U, ), avec le parametre k > 1 :

Uy =0,

U =1,

Un = kUn—l + Un—2

Vn > 2
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et la suite généralisée de Lucas (V},), est définie de maniere similaire par :

‘/0:2, %:K, Vn:kvn,1+vn,2 VnZQ

De plus, la suite de Fibonacci généralisée (u,,), avec le parametre k, est définie par

ug =0, uy =1 et u,=*kup_1— Up_o, YN >2, (3.1)

et la suite de Lucas généralisée (v,,), définie par

vo=2, 1=k et v,=kv,_1—vU,_o, Vn>2. (3.2)

ou k > 3 entier. Et ils ont obtenu des solutions entieres de certaines équations Diophan-

tiennes telles que :

Equation Solutions Conditions

22+ kxy —y? = £1 (2,9) = F(Un, Un_1) avec n € Z

r? — kxy + y* = F1, (z,y) = (Upn, Up_1) avec n > 0

u? — (k* + 4)v? = F4 (u,v) = (Vi,, Uy) avec n >0
2 —kry — v =F(k*+4) | (z,y) = F(Va, V1) avec n € Z

avec n € N et (k* +4) un

2 —kry — vy =F(k*+4) | (z,y) = (Vp,Va1) entier sans facteur carré

22— (k2 4+4)ey+ (K> +4)y? =
Fk? (z,9) = F(Via1, Un) avec n € Z

> —kry+yi=—(k*—4) | (z,9) = F(vn, V1) avec n € Z

Dans [AAB17] les auteurs ont donné des nouvelles identités sur les suites de générali-

sées de Fibonacci et de Lucas en utilisant la méthode de déduction. Ensuite ils ont résolu
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completement les équations Diophantiennes résumées dans la tableau suivant :

Equation Solutions Conditions
(z,y) =
22— (p? — Dupzy — (P* — | 2(Vngm, Um) €t (—Vp_pm, Up), m &
4)y? = v, Z pour |[p| >2etn€Z
2> —pry+yi=1 (,y) = £(tmt1, Upm),m € Z pour |p| > 2
22— (p? —4)y? =4, (z,y) = (£v,, £u,),n € Z pour |p| > 2

(2, y) = (£2" o, £25 1w, ),n € pour |p| > 2 avec p

22 — (p? — 4)y? = 4%, Z impair
(ma y) =
+v9,, /2, £Uoy /2 st p est pair
22— (pP —4)y* =1, (Fv2m/ 2/)mEZ
(£v3m /2, Lusm/2) si p est impair
(z,y) =
+(Uppmy Um) €t £ (Upm—n, U si n#0

(x,x), v€Z si n=0

(z,y) =
(£V2k41/Vn, TUokn V)

(v /2, Tty /2)

2 2 2 st m#0
* — (p* — 4)upry — (p° — (Fv3m /2, uszm/2)

si n=0 donc
st p est pair

st p est pair
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Equation Solutions Conditions
:t(u(k-i-l)n/um ukn/un)a ’ st n 7é 0
z? — vy +y* = 1, (z,y) = F(Uh—1)n/Un, Un /Un) si n#0
(rtl,7r), rez st n=20
:l:(UZ(k+1)n/Unu ukn/vn) st n 7£ 0
z* — gy + Y° = ul, (z,y) = +(Ua(k—1yn/Vns Ukn/Vn) si n#0
(r,r), TE€Z st n=0
i(“(kz-ﬁ-?)n/“m ulm/un) st n 7& 0
1?2 — vopry + Y = V2, (z,y) = (U (-2 /U, Uk [ Un,) si n#£0
(r£2,r), reZ st n=0

pour k > 0 et |p| > 2
2?2 — pry +y? = 4F (z,y) = (2"Upm+1, 22%U,,), m € Z avec p impair

En termes des suites généralisées de Fibonacci et de Lucas définies dans et
avec un parametre p > 3 entier.

Les auteurs dans [BK19] ont présenté certaines identités impliquant la suite de Fibonacci
généralisée (U,) = (Un(p,1)) et la suite de Lucas généralisée (V,,) = (V,(p,1)) définies
comme suit :

Uo = 0, U1 =1 et Un = pUn_l + Un_g, Vn Z 2, (33)

et la suite de Lucas généralisée (V},), définie par

Vo=2, Vi=k et V,=pVo1+ Voo, Vn>2. (3.4)

ou p > 1 entier.

Et ils ont donné toutes les solutions des équations Diophantiennes suivantes :



3.2. Solutions de certaines équations Diophantiennes en termes de suites
généralisées de Fibonacci et de Lucas

88

Equation

Solutions

Conditions

v = (p* + YUnzy — (0* +
(=1 = -V7

(QZ', y) - q:(vn+ma Um)7

m € Z impair

22 — (P + ) Uy — (p* +

4(-1)ry* = V2 (7,9) = F(Vastm, Unm), m € 7 pair
2 = (p* + YUnzy — (P +
(-1 =1 (,9) = F(Vatm, Un), m € Z pair
v? — Voay + (=1)"y* =
—(P*+4)U; (,9) = FVasm, Vin), m € 7 pair

v? = Vawy + (1) =
(p* + U,

(l‘; y) - :F(Vn+ma Vm)7

m € Z impair

132 - ‘/any + y2 =
- +4)U;

(z,y) =
:F(V(Qt+3)n/vm V(2t+1)n/vn)v

sin € Z pair , avec m € Z

22— Voay + (—1)"y% =

—(p* +4),

(2,9) = F(Varm/Un, Vin/Un),

avec m € Z pair et

Un | Vin

2? = Vopay+y* = (P +4)U?

(z,y) =
:F(V(2t+3)n/vn, V(2t+1)n/vn),

si n € Z impair , avec

m € 7

22 — Voxy + (=1)"y? =

—(p*> +4),

(,9) = F(Varm/Un, Vin/Un),

avec m € Z impair et

Uy | Vi

$2 - ‘/any +y2 =

—(p* +4)V2,

(l‘: y) - :F(VQn-i-m/Um Vm/Un)a

avec m € Z pair et

Un | Vin

? —Vopxy+y? = (P +4)V72,

(fﬁ, y) = :F(V2n+m/Un7 Vm/Un)a

avec m € Z impair et

Un | Vin

22 = Vyzy+ (—1)"y? = —U?

(‘7;7 y) - :F(Un—l-rm Um)7

avec m € Z impair

? — Vory + (—1)"y? = U?

([L’, y) = :F(Un-i-ma Um)a

avec m € Z pair
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Equation Solutions Conditions
232 - ‘/QHCEZ] + y2 = Ur% (SL’, y) = :F(U(2t+2)n/vn7 U2tn/vn>7 avec t € Z

(z,y) =

22 — Vopay +y2 = —V? F(Ut+3)n/Un, Utt1yn/Un), si n est impair, avec t € Z
(z,y) =

22— Vyry 92 = —1 F(Ut+2n/Uns Uge1yn/Un), si m est impair, avec t € Z

2> —Vyoyty? =1 (z,9) = F(Uets1)n/Un, Uain /Uy), | sin est impair, avec ¢t € Z

en termes des suites (U, ), et (V,,), avec p > 1 et p*> + 4 est sans facteur carré.

3.3 Solutions de certaines équations Diophantiennes
en termes de suites bi-periodiques de Fibonacci

et de Lucas

Les identités (2.17)), (2.22), (2.26)), (2.36), (2.38), (2.40), (2.44) et (2.46|) proposent

d’explorer les solutions des équations Diophantiennes listées précédemment. Pour cela,
nous avons besoin de la proposition suivante qui est donnée dans la [CAR07, Proposition

6.3.16. p. 355).

Proposition 3.3.1 (Le théoreme de structure)

Si D > 0 n’est pas un carré et est congru a 0 ou 1 modulo 4. L’équation de Pell x* — Dy? =
+4 a une infinité de solutions donnée de la maniére suivante. Si (xg,yo) est une solution
avec yo strictement positif et minimal (et xq > 0, disons), la solution générale est donnée

par
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k
$+\/Ey_i<$o+\/ﬁyo>
2 a 2 ’

pour tout k € 7.

Remarque 3.3.1
1l est bien connu que si D est un entier strictement positif sans facteur carré, alors toute

les solutions entiéres de x* — Dy? = 1 sont données par
x+\/5y=i($o+\/5yo)n, n € 7,

~1
ot (xo, Yo) est la solution positive minimale. Puisque nous avons zo+VDyp = — (—:1:0 + \/Eyo) ,

k
alors x + \/ﬁy =+ (—xo + \/ﬁyo) avec k = —n € Z.

Le lemme suivant existe sous une forme équivalente dans [Jon03|, mais nous préférons
donner une preuve simple impliquant des nombres bi-périodiques.
Lemme 3.3.1
Toutes les solutions entieres de [’équation Diophantienne
2 — Ay? =4 (3.5)

sont (x,y) =+ (l%, q%’“) avec k € Z.

Démonstration. Une solution fondamentale de 'équation (3.5)) est (xg,y0) = (ab + 2,1).

Ainsi, selon le théoreme de structure, les solutions de I’équation (3.5)) vérifient

k
x+;/Zy:i<ab+22+\/Z> | (k)
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2

Ainsi, on obtient pour le signe “ +

x—l—Q\/Zy (ab+22+ \/Z) (a1 = <a2

v~ VAy (ab“_ﬂ)k:““)k:(?

2 2

Qui équivaut a

a2 k 32 k a2k +52k
1

-] sl o

”

RV/N

Procéder de la méme maniere pour le signe “ — 7 | on trouve que toutes les solutions sont

('TJ y) = :l:(l2k7 %Tk)
Inversement, & partir de ([2.17)) nous avons

2

ce qui signifie que =+ (lzk, Q%) sont des solutions de (3.5]). O
a

Lemme 3.3.2
Supposons que x> — Ay? = 4% avec k > 2. Si ab est impair, alors x et y sont des nombres

PAITS.

Démonstration. Supposons que ab soit impair, on pose ab = 2c¢ + 1 puis (ab)? + 4ab =
(2c+1)?+4(2c+1) = 4c(c+3) +5 = 5[8]. Puisque k > 2, on a x? — [(ab)? + 4ab] y* = 0[8].
Ainsi, 22 — [(ab)? + 4ably* = 2* — 5a?[8]. Mais x? — 5y? = 0[8] si et seulement si soit

22, y% = 0[8] ou x?,y* = 4[8]. Nous concluons que soit z,y = 0,4[8] ou =,y = 2,6[8],



3.3. Solutions de certaines équations Diophantiennes en termes de suites
bi-periodiques de Fibonacci et de Lucas 92

c’est-a-dire que l'on conclut que = et y sont pairs. ]

Remarque 3.3.2

Si ab est pair, la conclusion du lemme précédent n’est pas vraie. En effet, pour k = 4 et
ab = 16, léquation x*> — Ay? = 4% devient x> — 2% - 5y? = 2%, On en déduit que 23 | w.
Soit x = 23x,. Alors l'équation x* — 2° - 5y? = 2% devient 22 — 5y* = 4. Il est clair que

(x1,y) = (3,1) est une solution ety est impair.

Corollaire 3.3.1
Soit k > 1 un entier. Alors toutes les solutions entiéres (z,y) de l’équation z* — Ay? = 4*

avec ab impair sont + (2k_112m, 2'“_1‘%”) avec m € 7.

Démonstration. Par déduction en utilisant les lemmes (3.3.143.3.2)), les détails sont laissés

au lecteur. O]

Pour résoudre 1’équation Diophantienne dans le lemme suivant, il faut étudier plusieurs

cas.

Lemme 3.3.3

Toutes les solutions entieres de [’équation Diophantienne

(ab)x? — (2}) y? = —4 (3.6)

sont (x,y) =+ (l%*l , qgk,l), ou k € 7.

a

Démonstration. Soit t = —ab, alors 'équation (3.6|) devient

tr? — (t —4)y* = 4. (3.7)
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Il est clair que pged(t,t —4) = 1,2 ou 4. Ainsi, nous avons trois cas.

1. Si pged(t,t —4) = 1, alors t = 1[2]. Puisque z? = z[2] et y* = y[2], on obtient de
I'équation (3.7)) que x —y = 0[2], i.e, z et y ont la méme parité. Soit le changement

de variables suivant

u = Ste+(t—4)y] N SHlu+ (8 —4)v]

vo= s(@+y) y = sluttv),

alors, en utilisant le fait que ¢(t —4) = A, ’équation (3.7]) devient
u? — Av? = 4. (3.8)

Donc d’apres lemme [3.3.1] on a

u:lgk, (kGZ)
v = %, (keZ).

a
A partir des identités (2.11]) et (2.12)) nous obtenons

log—1 + log41
U= (Qop—1+Qay1 €& v= e S A

a(4 —1t)
Alinsi,
1 log—1+logr | log—1
r=——|Il + (t — 4 = ,
2 | ( ) a(4 —1) a
et
1
Y= 2 (qor—1 + @241 — bGar) = qor—1.
En procédant de la méme maniere pour le signe “ — 7, on trouve que toutes les

solutions sont (z,y) = + (Z%T‘l, q2k,1) :
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2. Si pged(t,t —4) =2, on pose s = £, alors 'équation (3.7)) devient

sr? — (s — 2)y? = 2. (3.9)

Puisque s est impair, on en déduit que x et y ont la méme parité. Soit donc le

changement de variables suivant :

o= -2y o = a2
v o= %(«T‘i‘y) y = u 4+ sv.
L’équation (3.9 devient
u? — s(s —2)v* = 1. (3.10)

La solution minimale de (3.10|) est (ug,v9) = (s — 1,1). Ainsi, d’aprés la remarque
(3.3.1)), les solutions de 1'équation ([3.10|) vérifient

u—l—\/s(s—Q)v:i(l—s+\/s(s—2)>k, (ke Z).

Ainsi, on obtient pour le signe “ +”

w1 /s(s — 2)v = (1—s+\/2z>k:(oz+1)k: (O‘)k

u—/s(s — 2w = (1—3—\/5>k:(5+1)’“=<b :

Qui équivaut a
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Ainsi,
1 s=2\ (2" /(=1 s-2\ /5"
z = (-] +[++ —
2 VA ab 2 VA ab
NN YA
a \ ab £ \ ab
a?k—1 4 g2k
T (ab)f
_
a
et
iy s (e s Y
4 2 VAl \ab 2 VA| \ab
_B a2 k a 52 k
- @(@) Wz<a)
1 [a21 — g2kt
- ﬂ[ (ab)+1 ]
= {2k-1
En procédant de la méme manieére pour le signe “ — 7 | on trouve que toutes les

lak—1

solutions sont (z,y) = + (T? qzk_l) )

3. Sipged(t,t —4) = 4, soit s = £, alors 'équation (3.7) devient
sr? — (s —1)y* = 1. (3.11)
Soit le changement de variables suivant

u = —sr—(s—1)y r = —u—(s—1)
<~

Vo= r+vy Yy = U+ sv

Ainsi, 'équation ({3.11)) devient

u? — s(s — 1)v? = 1. (3.12)
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La solution minimale de (3.12)) est (ug,vo) = (25 — 1,2). Autrement dit, si (u, 1) est
une solution de (3.12)), alors

1\? 3
U2232_3+1:<S—2> +Z:<2U)2_(28—1)2:37

ie., (2u—2s+1)(2u+2s—1) = 3, qui conduit & s = 0 ou 1, cela contredit ’hypothese
A = 16s(s — 1) > 0. Ainsi, d’apres la Remarque les solutions de 1’équation

(3.12) vérifient

u+\/3(3—1)v:i<1—28+2\/3(3—1))k7 (keZ).

2

Ainsi, on obtient pour le signe “ +

u+4/s(s—1)v = (1—23%—?) = (a4 1)*
u—1/s(s—1v = (1—23—?) = (B4 1)*

I
VR
N———

ol
—~
N
m
N
\‘_/

Il
—
R &[R
. ol
=
m
N

Qui équivaut a

@ ven
(@) ()] wen
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Sl ey R [O)

Ainsi,

Et

= q2k-1-

(13 b

En procédant de la méme maniere pour le signe “ — 7, on trouve que toutes les

lak—1

solutions sont (z,y) = + (T? q2k_1) )

Inversement, a partir de (2.17)) nous avons

Lop 1\ 2 ab)? + 4ab
(2) l%k—l - (%) qgk—l =—4 & ab <M> — [()1 qgk—l =—4

a ab

2
& ab <Z%1> — (ab+4)g5,_, = —4,

lop—
ce qui signifie que + <2k1, q%_1> sont des solutions de ([3.6)). ]
a

Théoréme 3.3.1

Soit n un entier.

1. Toutes les solutions entiéres (z,y) de

x® + abs,zy — aby® = ¢34, (3.13)
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sont £ (qQ(n,m)H, qQTm), oum € 7.

2. Toutes les solutions entiéres (x,y) de

A A
= =) @apzy+ | = | y° = Si
ab ab

l n m \
sont + (%, qQT’“), oum € 7.

Démonstration.

1. Supposons que

z® + abs,xy — aby® = ¢35,

Alors

(22 + abs,y)?* — ab(4 + abs?)y? = 4q§n+1'

En utilisant (2.17]), on obtient
(22 + abs,y)® — Adzyi1y” = 405,41
On en déduit que go,11 | (2 + abs,y), et donc

[B15) <= 2* — Ay? =4,

(3.14)

(3.15)

(3.16)

2 bspy . . . : L
ou z = w. Ainsi, d’apres Lemme [3.3.1], les solutions de ’équation (3.16])

Q2n+1
sont (z,y) = £ (lom, tm), m € Z.

Pour le signe “ + 7 on obtient

2x + abs,y
d2n+1 =
y = tm y =

lom, 2¢ = lom Qons1 — abs,y
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De ([2.15)), on obtient & = ga(n—m)+1-
En procédant de la méme maniere pour le signe “ — 7, on trouve que toutes les

solutions sont (z,y) = + (qg(n_m)ﬂ, qum) ,m € 7.
Inversement, on remplace dans (2.22)) n par (2n+k+1) et m par (2m —2n—k —1)

pour k € Z, on obtient

) b b\ 2
Dom—2n—1 T a lon+1G2m—2n—192m — 4 qom = on+1-

De ([2.9), on obtient

b b
qg(n_m)_H + <6L> l2n+1QQ(n—m)+1q2m - <a> qgm = qgn—l—l?

ce qui signifie que =+ (QQ(H,M)H, q%”) ,m € Z, sont des solutions de ({3.13)).

A A
z? — () Q2n+17Y + () y* = 5721-
ab ab

A 2 /A A
e (8] - (3)[(B) - -2

En utilisant (2.17]), on obtient

2. Supposons que

Alors

A 2
[Zx - (ab) qzm_ly] — As2y® = 4s2. (3.17)

A
On en déduit que s, | [2x — (b) qgnHy} ; en conséquence,
a

BI17) < 22— Ay* =4. (3.18)

20 — (%) Qon+1Y

Sn

ou z = . Ainsi, d’apres Lemme |3.3.1, les solutions de 1’équation
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(3.18)) sont (z,v) = £(lom, tm), m € Z.

Pour le signe “ 4 7 on obtient

z = lgm 2r = l2m3n+(%) q2n+1tm

y = inm Yy = tm

De (2.13)), on obtient z = 12‘”% = So(ntm)+1-

(13 7

En procédant de la méme maniere pour le signe “ — 7, on trouve que toutes les

solutions sont (z,y) = + (12(”% ‘”—m) .mEZ.

' a

Inversement, en remplacant dans (2.40) n par (2n+ k+ 1) et m par (2m — k) pour

k € Z, on obtient

A A
lg(n+m)+1 - <ab> @mlo(ntm)+192n+1 + ((ﬂ)) qgm = l§n+1>

a 7 a

ce qui signifie que + (M qQ—m) ,m € 7, sont des solutions de (|3.14)).

[
Théoreme 3.3.2
Soit n un entier et on suppose que ab est un entier sans facteur carré.
1. Toutes les solutions entiéres (x,y) de
2% — lypzy +y° = —(ab)t2 (3.19)

sont £(qa(ntm)—1, Gom—1) avec m € Z, sin # 0 et (z,x) avec x € Z, sin = 0.
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2. Toutes les solutions entiéres (x,y) de

A A
z? — (ab) Gon+12Y + <ab> y: = —(ab)si

sont £ (lagnsm)s @om—-1), 0um € Z.

3. Toutes les solutions entieres (z,y) de
% — Aty — Ay = —(ab)l3,
sont (blansm)—1, @om—-1), 0um € Z.

Démonstration.

1. Supposons que n # 0 et
2® — gy + y* = —(ab)t2.

Alors

(22 — lony)? — (13, — 4)y* = —4(ab)t>.

En utilisant (2.17)), on obtient
(27 — lony)? — At2y* = —4(ab)t2.
On en déduit que t,, | (2x — l2,Y), et donc

B23) « =2 — Ay — —4(ab),

2x — lany

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

ol z = ————=. Puisque (ab) est un entier sans facteur carré et (ab) | A, alors

tn
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(ab) | z, et ainsi

A
(3.23) <= (ab)w* — (ab> y? = —4, (3.24)

z
ou w = o Ainsi, d’apres Lemme [3.3.3] les solutions de 1’équation (3.24) sont
a

(w? y) = :l: (Sm—b q2m—]_), m & Z

Pour le signe “ 4 7, on obtient

2x — l2ny
W = ——— = Sy =
(D)t 1 - 2z (ab)tnSm—1 + lony |
Yy = q2m—1 Yy = q2m—1
De ([2.14)), on obtient * = ga(ntm)—1-
En procédant de la méme maniere pour le signe “ — 7, on trouve que toutes les

solutions sont (z,y) = + (q2<n+m)_1, qgm,l) ,m € 7.
Inversement, en remplacant dans (2.26)) n par (2n + k) et m par (2m — k — 1) pour

k € Z, on obtient

2 2 b 2
QQ(n+m)71 - l2nq2(n+m)—1q2m—1 + Qom—1 — — a 9on>

ce qui signifie que + (qg(n+m)_1, qgm_l) ,m € Z, sont des solutions de (3.19)).

Si n = 0, 'équation (3.19)) devient (z — y)% = 0.

A A
z® — (ab) Q2n+1TY + (ab) y: = —(ab)si.

2. On suppose que

Alors

A 2
20 — | = | @2n1y| +
ab

A A\?
4 (ab) - <ab> qgn+1:| ?JQ = —4(ab)si.
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En utilisant (2.17)), on obtient
A 2
[21’ — (b) QQn+1y] — As?y* = —4(ab)s>. (3.25)
a
On en déduit que s, | [Qx — (%) qgnHy}, et donc
(3.25) <= 2* — Ay* = —4(ab), (3.26)

22 — (%) Q2n+1Y

ou z =
n

alors (ab) | z, et ainsi

. Puisque (ab) est un entier sans facteur carré et (ab) | A,

(3.26) <= (ab)w?* — (A) y? = —4, (3.27)

ab

z
ou w = —. Ainsi, d’aprés Lemme [3.3.3, les solutions de 1’équation (3.27) sont

(U}, y) == (Smfb Q2m71), m € 7.

Pour le signe “ 4+ 7, on obtient

20— () iy _

w o= = Spm-1 2r = (ab)SnSm—l‘f‘(%) Q2on+1Y

(ab)s, &

y = d2m—1 y = T2m—1

De ([2.13)), on obtient & = la(m4m)-

13 7

En procédant de la méme maniere pour le signe “ — 7, on trouve que toutes les

solutions sont (z,y) = + (lg(n+m), q2m,1) ,m € Z.

Inversement, en remplagant dans (2.36)) n par (2n + k + 1) et m par (2m — k — 1)

pour k € Z, on obtient

A A b
l%(n—l—m) - (ab) q2n+1l2(n+m)q2m—1 + (ab) qgm—l = - <a> lgn—i—l?
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ce qui signifie que =+ (lz(ner), qzm_1> ,m € Z, sont des solutions de ([3.20)).

3. On suppose que

2% — Aty — Ay? = —(ab)l3,.

Alors
(22 — Aty)® — (AQti + 4A> y? = —4(ab)l3, .

En utilisant (2.17)), on obtient
(22 — At,y)* — A2 y? = —4(ab)i2, . (3.28)

On en déduit que ly, | (22 — At,y), et donc

(3.28) <= 2* — Ay* = —4(ab), (3.29)
20 — Aty
ou z = y Puisque (ab) est un entier sans facteur carré et (ab) | A, alors
2n
(ab) | z, et ainsi

A
(3:29) <= (ab)w* — (b) y? = —4, (3.30)

a

z
oun w = e Ainsi, d’apres Lemme [3.3.3], les solutions de 1’équation (3.30) sont
a

<w’ y) = :t (Sm—h q2m—1), m 6 Z

Pour le signe “ + 7, on obtient

2 — Aty
W = ————— = Sy =
(ab)lan 1 - 2z (ab)lanSm—1 + Aty |
Yy = qo2m—1 Y = q2m—1
De ([2.13)), on obtient & = blagnm)—1-
En procédant de la méme maniere pour le signe “ — 7, on trouve que toutes les

solutions sont (z,y) = + (bZQ(Mm),l, qzm_l) ,m € 7.
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Inversement, en remplagant dans (2.38) n par (2n + k) et m par (2m — k — 1) pour

k € Z, on obtient

A A a
lg(n.;.m)_l - <ab> QQnZQ(n+m)—1q2m—1 - <b2> qgm—l == (b> l%m

ce qui signifie que =+ (blg(ner),l, qu_1> ,m € Z, sont des solutions de ([3.21)).

]
Théoréme 3.3.3
Soit n un entier et on suppose que ab + 4 est un entier sans facteur carré.
1. Toutes les solutions entiéres (x,y) de
2 2 A\,
2" = (ab)snxy — (ab)y” = | — | donsa (3.31)
sont =+ (lg(n+m), l”’;”), ot m € 7.
2. Toutes les solutions entiéres (z,y) de
A
2% — lypzy +y° = <b> 2 (3.32)
a

sont:l:(%%,lszl) avecm €7, sin#0 et (x,x) avec x € Z, sin = 0.

Démonstration.
1. On suppose que

A
z? — (ab)s,xy — (ab)y2 = (ab) q§n+1'

Alors

20 = (@) = (st + 4] 2 = (5 ) s
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En utilisant (2.17)), on obtient
2 2 2 A\,
2z — (ab)sny]” — Agy,4qy” = 4 ab Qon+1- (3.33)
On en déduit que gony1 | [22 — (ab)syyl, et donc
(3.33) <= 2* — Ay* = 4(ab + 4), (3.34)

2 —

otz = L)Y (ab)
42n+1

alors (ab+4) | z, et donc

Sn . . ,
Y. Puisque (ab+4) est un entier sans facteur carré et (ab+4) | A,

(3.34) <= (ab)y* — <A> w? = —4, (3.35)

ou w =

ab+ 4"
(y,w) == (Smfb Qmel), m € Z.

Pour le signe “ 4 7, on obtient

Ainsi, d’apres Lemme [3.3.3 les solutions de 1'équation ((3.35)) sont

y = Sm—1
2z — (ab)s,y =
= T = QPem
(ab + 4)q2n11
y = Sm—1
_ (A '
2z = (@) Gont1G2m—1 + (ab)spy
De ([2.13)), on obtient & = la(mm).
En procédant de la méme maniere pour le signe “ — 7, on trouve que toutes les

solutions sont (z,y) = + (lg(ner), 12";*1) ,m € 7.

Inversement, en remplagant dans (2.44) n par (2n + k + 1) et m par (2m — k — 1)
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pour k € Z, on obtient
b b A
lg(n+m) - (a) l2n+1l2(n+m)l2mfl - (a) lgm—l = <ab> qgn-‘rla
ce qui signifie que + (l2(n+m), lz";*l) ,m € Z, sont des solutions de ([3.31]).
2. Supposons que n # 0 et
A
22 — oy +y° = () t2.
ab
Alors
(22 — lony)® — (l2 —4)y2:4 2 t2
2n 2n ab ] ™
En utilisant (2.17)), on obtient
2 2.2 A\,
(2x —lony)” — Atry" =4 o t. (3.36)
a
On en déduit que t, | (2z — ls,y), et donc
(3.36) <= 2* — Ay* = 4(ab + 4), (3.37)

2¢ — Iy,
otz = 2, Puisque (ab + 4) est un entier sans facteur carré et (ab+4) | A,

tn
alors (ab+4) | z, et donc

A
ab

(3.37) <= (ab)y* — () w? = —4, (3.38)

ou w =

Ainsi, d’apres Lemme

3.3.3

ab+ 4"

, les solutions de I’équation (3.38]) sont

(y,U)) == (Smfb q2m71)7 m € Z.
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Pour le signe “ 4 7, on obtient

y _= Sm_l y e Sm—l
2 — l2ny )
_ - — (A
(ab + 4)t,, q2m—1 2r = (ab) tnGom—1 + lany

: I _
De (2.13), on obtient = 2tm—t,
13 ”

En procédant de la méme maniere pour le signe “ — 7, on trouve que toutes les
. 1o (n4m)— _
solutions sont (z,y) = + (%, 12’”71) ,m € 7.

Inversement, en remplacant dans (2.46) n par (2n + k) et m par (2m — k — 1) pour

k € Z, on obtient

A
l%(n+m)_1 - lZnZQ(n+m)71l2m—l + lgm—l = (&b) qgna

ce qui signifie que =+ (12("*%, 12"1—*1) ,m € Z, sont des solutions de (3.32)).

a

Si n = 0, 'équation (3.32)) devient (z — y)* = 0.



Conclusion et perspectives

Dans cette these, nous avons pu découvrir et établir de nouvelles identités sur des suites
récurrentes appelées les suites bi-périodiques de Fibonacci (définies par Edson et Yayenie
en 2009 [EY09|) et de Lucas (définies par Bilgici en 2014 [Bill4] ) respectivement comme

suit :

AQn-1 + Qn—2, si n est pair
q0:07 Q1:1> n = ) n227

bGn_1 + qn_2, si n est impair

Et

bl,_1 +1l,_o, si n est pair
l0:2, llza, ln: s n22

al,_1 +1,_9, si n est impair

Ou a et b sont des réels non nuls.

Ensuite, nous avons exploité ces identités pour définir une dizaine d’équations Diophan-
tiennes quadratiques paramétrées.

Grace a des transformations algébriques et a de judicieux changement de variables, nous
avons pu ramener nos équations a des équations de Pell, qu’on a résolu. Certaines de ces
équations sont résolues sous certaines conditions simples et suffisantes sur les parametres.
Nous avons constaté que les solutions de ces équations sont aussi exprimées en termes de
suites bi-périodique de Fibonacci et de Lucas.

Enfin comme perspectives, on espéere que cette approche va donner lieu a d’autres identités

pour d’autres généralisations et d’autres équations Diophantiennes intéressantes.
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