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Résumé

Dans cette these, on s’intéresse a 1’existence et I'unicité de la solution et a la stabilisation
uniforme pour les équations des ondes semi-linéaires avec des coefficients variables et une
condition aux limites non linéaire.

On commence cette these par démontrer 'existence et 1'unicité de la solution pour un
probleme des ondes semi-linéaire a coefficients variables et une condition aux limites non
linéaire en utilisant la méthode de Faedo-Galerkin.

Ensuite, nous étudions le comportement asymptotique lorsque ¢ — oo de la solution
d’une équation des ondes semi-linéaire a coefficients variables et une condition aux limites
non linéaire en présence d’un terme de dissipation sur le bord, et on démontre le résultat de
stabilisation uniforme du probleme. La stabilisation exponentielle a été obtenue en utilisant
la géométrie riemannienne.

Mots clés. Equation des ondes semi-linéaire, coefficients variables, méthode de Faedo-

Galerkin, stabilisation uniforme.
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Abstract

In this thesis, the existence and uniqueness of the solution, the uniform stabilization for
a semi linear wave equation with variable coefficients and nonlinear boundary conditions are
considered.

We begin this thesis with the proof of the existence and uniqueness of the solution for a
semi linear wave equation with variable coefficients and nonlinear boundary conditions using
the Faedo-Galerkin method.

Finally, we study the asymptotic behavior as ¢t tends to infinity of the solution for a semi
linear wave equation with variable coefficients and nonlinear boundary conditions, in the
presence of a dissipative term on the boundary, and we prove the uniform stabilization result
of the problem. The uniform decay rates is established by the Riemannian geometry.

Key words. Semi linear wave equation, variable coefficients, Faedo-Galerkin method, uni-

form stabilization.
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Notations

Un ouvert borné de R™ de frontiere I' réguliere.
Le vecteur unitaire normal a I orienté vers 'extérieur de 2.

La dérivée normale de u relativement a l'opérateur A.

La dérivée de u : (t,z) — u(t,x) par apport a la variable t.

Le gradient de u par apport a la variable x = (z1,...,z,).

Le Laplacien de u par apport a la variable = = (x1, ..., x,).

L’espace des fonctions continiiment différentiables n-fois, sur 2, pour n € N.
L’espace des fonctions indéfiniment différentiables et a support compact.
Le dual de D(R), i.e. 'espace des distributions sur .

L’espace des fonctions de puissance p-ieéme intégrable sur 2, 1 < p < oo.
L’espace des fonctions bornées sur ().

L’espace des fonctions mesurables u : 2 — X tel que ||u(z)||x € LP(0,T).
L’espace de Sobolev, 1 < p < oo, m € N, (W™2(Q) = H™(Q), p = 2).
L’adhérence de D(Q) dans W™P(Q) :, (W*(Q) = HI(Q), p = 2).
L’espace des fonctions dans H*(§2) qui s’annulent sur T'y.

Le dual de HJ" ().

Le produit scalaire dans L*((2).

La convergence faible.

Injection continue.

Energie associée au probleme.
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Introduction générale

La théorie du controle des équations paraboliques ou hyperboliques est un travail impor-
tant dans le domaine des équations aux dérivées partielles. La théorie du contrdle consiste
a l'analyse des propriétés d’évolution affichées par une équation, en réponse a des données
initiales. Autrement dit, la théorie du controle vise a influencer une équation en choisis-
sant des données appropriées (des données initiales ou des fonctions de commandes, appelées
‘contrdles’) afin d’obtenir un résultat et un comportement souhaité, prédéterminé. Pour la
théorie du controle, les exemples canoniques d’objectifs recherchés incluent : les problemes
de controle optimal, les problemes de controlabilité et les problemes de stabilisation.

La stabilisation pour les problemes d’évolution et en particulier pour ’équation des ondes
est donc un des résultats classiques de la théorie du controle, il consiste a forcer un systeme
non stable a l'origine (i.e., sans controle) a devenir asymptotiquement stable quand le temps ¢
tend vers 'infini. Autrement dit, La stabilisation consiste a trouver un opérateur de feedback
frontiere ou interne de sorte que ’énergie du systéme décroisse uniformément ou exponen-
tiellement vers zéro quand le temps ¢ tend vers 'infini. Cette notion est appelée stabilisation

frontiere ou interne selon les travaux de D. L. Russell [86].

Stabilisation de I’équation des ondes :

Soit © un domaine ouvert et borné de R™ dont la frontiére I' est de classe C?. Supposons
que ' =ToUTy, o Iy et I'; sont deux sous ensembles de I' avec Ty NT; =0 et Q =QUT.

De plus, on suppose que mes (I'y) # 0.



Considérons le probleme classique des ondes suivant

v —Au=0 dans Q x (0, +00),
u(z,t) =0 sur 'y x (0, +00),
(0.0.1)
?;:(x,t) =0 sur I'; x (0, 400),
u(x,0) =u°, o (x,0) =u'(x) dans Q.

La stabilisation interne du probleme (0.0.1) consiste & chercher un opérateur
F : H xV — K appelé opérateur de feedback interne (ou terme d’amortissement interne) de

sorte que 1’énergie associée au probleme suivant

u — Au+ F(u,u') =0 dans Q x (0, +00),
u(z,t) =0 sur 'y x (0, +00),
(0.0.2)
g:j(x,t) =0 sur I'; x (0, +00),
u(z,0) =u°, o (2,0) =u'(x) dans Q,

notée par E(t), décroisse et converge vers zéro quand ¢ tend vers 'infini.
La stabilisation frontiére du probléme (0.0.1) consiste a chercher un opérateur

G : H xV — K, appelé opérateur de feedback frontiére (ou terme d’amortissement sur la



frontiére) de sorte que ’énergie associée au probléme suivant

v —Au=0 dans €2 x (0, +00),
u(z,t) =0 sur 'y x (0, 400),
(0.0.3)
ou
a—(:c,t) = G(u,u’) sur I'y x (0, 400),
v
u(x,0) =u’, o (2,0) =u'(z) dans Q,

décroisse et converge vers zéro quand ¢ tend vers l'infini.
La stabilisation est dite exponentielle si I'énergie associée E(t) converge d'une maniere

exponentielle vers zéro quand t tend vers l'infini, i.e.

E(t) < Ce ™", pour tout t > 0,

ou (', w sont des constantes positives, C' dépend uniquement des données initiales, w désigne

le taux de décroissance de 1’énergie.

Les travaux antérieurs

Les problemes de controle et de stabilisation pour les équations aux dérivés partielles ont
été traité pendant longtemps par plusieurs auteurs. Dans cette partie, on résume les travaux
antérieurs sur la stabilisation (interne et frontiere) pour les équations des ondes.

Soit A(z) une matrice symétrique, positive pour tout z € R™ dont les éléments sont de

classe C'*°. Soit {2 C R"™ un ensemble ouvert et borné avec une frontiere réguliere I' = T'yUT’.



Soit T' > 0 donné. Considérons le probléme suivant des ondes a coefficients variables

v’ = div(A(z)Vu) dans (0,7) x €,
u=0 sur (0,7) x Iy, (0.0.4)

u(0,x) = ug(x), u(0,2)=wui(z) sur Q.

Pour faciliter, on distingue deux cas de 1’équation (0.0.4).

Cas 1. A = I (coefficients constants).

Stabilisation interne de I’équation des ondes a coefficients constants :

En ce qui concerne la stabilisation interne pour les équations des ondes lorsque A = I, en
1990, Y. You a prouvé dans [98], la décroissance de I’énergie et la contrélabilité exacte pour
I’équation de Petrovsky avec un terme d’amortissement linéaire et un terme d’amortissement
non linéaire. Dans [36], les auteurs ont obtenu des estimations sur le taux de décroissance pour
une équation des ondes avec une dissipation frictionnelle linéaire et localisée dans un domaine
borné. Pour le cas d’un terme d’amortissement non linéaire, on trouve également de nombreux
travaux, comme celui de I. Lasiecka et D. Tataru dans [49], les auteurs ont traité le taux
de la décroissance de ’énergie pour I’équation des ondes semi-linéaire avec une dissipation
frictionnelle non linéaire et localisée dans un domaine borné en présence d’un terme source, ou
encore [87] de S. Berrimi et S.A. Messaoudi sur la décroissance exponentielle pour les solutions
d’une équation viscoélastique avec une dissipation frictionnelle non linéaire et localisée. Pour
d’autres exemples, voir [7,43,67,70,101] pour le cas d'un terme de dissipation linéaire, quand

I'équation des ondes contient un terme de dissipation non linéaire, voir [14,30,41,69,89].



Stabilisation frontiere de 1’équation des ondes a coefficients constants :

Les équations avec dissipations frontieres ont été étudiées depuis plus de 50 ans par
plusieurs mathématiciens, et comme notre probleme étudié dans cette these contient une
dissipation frontiére, on présente de maniere détaillée les travaux réalisés de la controlabilité
et de la stabilisation de la frontiere. Pour cette partie, on peut notamment citer les travaux
de :

En 1974, D. L. Russell dans [85] a démontré des théoremes de controlabilité exacte pour
I'équation des ondes (0.0.4) en considérant un controle frontiere, apres ¢a, en 1975, J, Quinn
et D. L. Russell [79] ont traité la stabilité et obtenu une décroissance de ’énergie pour des
solutions des équations hyperboliques avec un terme d’amortissement frontiere.

En 1979, G. Chen dans [19,20] a démontré la décroissance exponentielle du probleme
(0.0.4) de la frontiere sous certaines conditions géométriques.

En 1988, J. L. Lions [62,63] a étudié le probleme (0.0.4), et il a élaboré 'inégalité d’ob-
servabilité particuliere et obtenu des controles aux frontieres constructifs. Par ailleurs, en
présence d’un feedback (ou un terme de dissipation) linéaire sur la frontiére, on peut citer
parmi les résultats de stabilisation obtenus plus tard, les travaux [39,40,90,93]. On trouve
également plusieurs résultats pour les équations ayant un feedback frontiere non linéaires,
notamment I. Lasiecka et D. Tataru dans [48] qui assurent un bon traitement de la stabili-
sation frontiere d’une équation (Eq (0.0.5)) des ondes semi-linéaire avec une dissipation non

linéaire sur le bord

uy = Au — fo(u) dans Q x R,
% :g(ut|r1) _fl(U|F1) dans T’y XR—H
(0.0.5)
u=20 sur I'g x Ry,
u(0) =u’ € H%O(Q), u(0) = ul € L3(Q),



la décroissance exponentielle de I’énergie du probleme (0.0.5) a été prouvée sous certaines
hypotheéses sur les deux termes non linéaires fo(u) et fi(u) et sur le terme de dissipation
non linéaire g(u;). Les auteurs ont également présenté la technique d’absorption des termes
d’ordre inférieur en détail, on aura besoin de cette technique dans le chapitre 3 quand on veut
absorber les termes d’ordre inférieur. Pour d’autres exemples liés a la stabilisation frontiere,
voir [19-21,24,37,40,45-47,55,76,100].

Lorsque les équations des ondes contiennent un terme mémoire, la stabilisation et la
décroissance exponentielle de I'énergie ont été étudiées par divers auteurs pour les équations

des ondes viscoélastiques, voir par exemple [8,38,78,87,94].

Cas 2. A # I (coefficients variables).

Stabilisation interne et frontiére de I’équation des ondes a coefficients variables :

Les méthodes de multiplicateurs classiques ont été largement utilisées pour la controlabilité
et la stabilisation des équations des ondes, voir par exemple [19-21,40,42,44,50-55,64,71,72],
mais, c¢’était seulement pour les problemes a coefficients constants. Dans ’analyse classique,
les méthodes de multiplicateurs ne fonctionnent pas pour les probléemes a coefficients va-
riables. L’utilisation de la géométrie riemannienne est une généralisation de la méthode de
multiplicateur classique, cette approche a été introduite par P.F. Yao dans [95] pour étudier

I’équation suivante des ondes a coefficients variables

N
/= 3 (et gt) =0 duns (0.0.)

ij=197i Oz;

ou
n

> ai(r)é >a Yy €&, reQEeR,
ij=1 ij=1
Iauteur a établi les inégalités d’observabilité pour la contrdlabilité exacte de ’équation

des ondes a coefficients variables par la géométrie riemannienne sous certaines conditions
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géométriques pour le probleme de Dirichlet et pour le probleme de Neumann. Dans [95], P.
F. Yao a également présenté quelques exemples importants pour vérifier les inégalités d’ob-
servabilité. Ensuite, plusieurs auteurs ont suivi les études sur la stabilisation en utilisant la
géométrie riemannienne pour des cas plus généralisés, comme Cavalcanti et al. [15], les au-
teurs ont établi la stabilisation uniforme pour un probleme de Cauchy-Ventcel a coefficients

variables définit comme suit

uy — Au+ a(z)gr(u;) =0 dans Q x R,

Vit — g+ Arv + a(a)ga(v) =0 dans Ty x Ry,

uU="0 sur I' x R,
(0.0.7)
u=20 sur I'g x Ry,
(u(0),v(0)) = (u®,°) sur Q x T
(ue(0),v:(0)) = (u',v!) sur Q x T,

ou

Au = —divo(A(z)Vou),
Aru = —divor(A(z)Vou),

la décroissance exponentielle de ’énergie pour ce probleme a été démontrée en utilisant la
méthode de la géométrique riemannienne. Pour d’autres exemples sur la stabilisation des
probléemes a coefficients variables, on peut se référer aux [11-13,16,56,57,74,77,91] dans le
cas d’une stabilisation interne et aux [17,27-29,31,32,59,68,73,75,81,94] dans le cas d’'une
stabilisation frontiere.

Dans cette these, nous nous intéressons a la stabilisation pour une équation des ondes
semi-linéaire a coefficients variables avec une condition aux limites non linéaire, en considérant

un terme de dissipation frontiere c3(x)u’. Le résultat principal de la stabilisation exponentielle



et sa démonstration se trouvent dans le chapitre 3.

Cette these comporte trois chapitres :

e Dans le premier chapitre, nous rappelons les définitions et les propriétés de base de
I’analyse fonctionnelle qui seront utilisées dans la these.

e Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons notre probleme de I’équation des ondes semi-
linéaire a coefficients variables avec des conditions aux limites non homogenes en présence
des fonctions non linéaires dans le domaine 2 ainsi que dans sa frontiere I', et ensuite, nous
démontrons notre résultat d’existence et d’unicité de la solution faible pour ce probleme.
Pour la démonstration, on utilise la méthode de Faedo-Galerkin.

e Le troisiéme chapitre est consacré a démontrer un résultat de stabilisation uniforme pour
une équation des ondes semi-linéaire a coefficients variables avec des conditions aux limites
non homogenes et un terme de dissipation c3(z)u’ sur le bord I';. Premiérement, on présente
les définitions et les notations sur la géométrie Riemannienne. Ensuite, on énonce dans la
troisieme section notre résultat principal de la stabilisation uniforme. Dans la quatrieme
section, on démontre le résultat principal de la stabilisation uniforme, i.e. on démontre que
I’énergie associée au probleme étudié converge d’une maniere exponentielle vers zéro lorsque
t tend vers l'infini. La démonstration du résultat principal est obtenue en combinant la
géométrie riemannienne, la théorie des semi-groupes et la technique d’absorption des termes
d’ordre inférieur introduite par I. Lasiecka dans [47] et puis développée par Lasiecka et Tataru

dans [48].



Chapitre 1

Rappels d’analyse fonctionnelle

Dans ce chapitre, nous rappelons sans démonstration quelques définitions et propriétés
de base sur les espaces fonctionnelles qui seront utilisées dans la these. Les démonstrations
peuvent étre trouvées dans certaines références comme Adams et Fourier [1], Aubin [3], Lieb

et Loss [60], Lions [61], Brezis [5], Rudin [82,83] ou encore Cioranescu [92].

1.1 Dualité et réflexivité dans les espaces de Banach

Soit E et F' deux espaces de Banach

Définition 1.1. On note par L(E, F') I'espace de toutes les fonctions linéaires et continues

de E dans F'. Cet espace est un espace de Banach pour la norme

I llew.ry = sup [[f(2)]]p-
cE

x
[lz|[z=1

Définition 1.2. Si E un espace de Banach, I’ensemble des applications linéaires et continues
de E dans R s’appelle I'espace dual (ou le dual topologique) de E qui noté par E'.

Le dual E’ est caractérisé comme suit :

E' = L(E,R).



1.2. Convergence faible et convergence faible™*

Si f € £/, I'image f(u) de u € E est notée par (f,u)y . Le crochet (-,-)p 5, est appelé

le crochet de dualité entre £’ et E.
Définition 1.3. L’espace dual de E’, noté E” s’appelle le bidual de E.

Théoréme 1.1.1. Soit E un espace vectoriel normé. Alors, il existe F € L(FE, E") telle que

F est injective,

IF ()2 = [lul|&-
Démonstration. Voir Dautray et Lions [26]. O
Définition 1.4. Soit F un espace de Banach. On dit que F est réflexif si

F(B)=E".

1.2 Convergence faible et convergence faible*

Soit E un espace de Banach, muni de la norme ||.||g.

Définition 1.5. Soit {x,} une suite de E. On dit que z,, converge fortement vers x € E ssi

||z, —z||lg — 0.
n

— 00

On note x,, — = dans E.

Définition 1.6. Soit {z,} une suite de £. On dit que z,, converge faiblement vers z € E ssi
Vo' € B, (2, 2n)p g — (2, 2)p p  dans R

On note z,, — x faiblement dans E.

10



1.2. Convergence faible et convergence faible™*

Définition 1.7. Soit {x,} une suite de E’. On dit que z,, converge faiblement* vers x € E’
ssi

Va' € B, (@, @) p g — (2,2")p p  dans R
On note z,, — = faiblement* dans F.
Proposition 1.1. Si {x,} converge fortement vers x, alors {z,} converge faiblement vers x.
Démonstration. Voir [92]. O

Proposition 1.2. [22] Soient E, F' deux espaces de Banach et f € L(E, F'). Soient {z,} € £

et © € F telles que z,, — x faiblement dans E. Alors,
f(z,) = f(x) faiblement dans F.

Théoréme 1.2.1. (Eberlein-Smulian) Soient E un espace réflexif et {x,} une suite bornée

dans E. Alors, il existe une sous suite {x,, } de {z,} et x € E telle que
z, — = faiblement dans F.

Démonstration. Voir Yosida [97] ou Zeidler [99]. O

Théoréme 1.2.2. Soient E un espace séparable et {x,} une suite bornée dans E’. Alors, il

existe une sous suite {z,, } de {z,} et x € E’ telle que
x, — x faiblement* dans F’.

Démonstration. Voir Cioranescu et Donato [92,97,99]. O

11



1.3. Espaces de Lebesgue LP,1 < p < 00

1.3 Espaces de Lebesgue [/, 1 < p < o0

Nous rappelons la définition et certaines propriétés de base des espaces de Lebesque
LP1 < p < oo. pour plus de propriétés sur les espaces LP. Voir Adams et Fourier [1]

Soient O un ensemble ouvert de R" et 2 un ensemble borné de R".

Définition 1.8. Soient 1 < p,p’ < co. On dit que p et p’ sont deux exposants conjugués ssi
1,1
sty =1

Dans la suite, on considere que p et p’ sont conjugués.

Proposition 1.3. [22](Inégalité de Minkowski) Pour tout a,b > 0et p > 1,
ab < la? + b7, (1.3.1)

D’une maniere plus générale, pour tout n > 0,

1

ab<na®+C ", Cp=——, 1.3.2
! (! 1:32)
a noter que C;, — oo quand n — 0.
En particulier, pour p = p’ = 2, on obtient les inégalités de Cauchy-Schwarz et donc
(1.3.1), (1.3.2) deviennent
ab < ia®+1V*,  ab < na® + C,b%. (1.3.3)
Définition 1.9. Soit 1 < p, < co. On définit les espaces suivants
D(O) ={f €C>®(0O) | supp f est compact}, (1.3.4)
LP(O) ={f: O - R | f est mesurable telle que ||f]], < oo}, (1.3.5)

12



1.3. Espaces de Lebesgue LP,1 < p < 00

L>*(O) ={f: 0 — R | f est mesurable telle que ||f||c < o0} (1.3.6)

ou

1
11l = ([ 1 @rdz)” (137)
1 fl]oo = su%gss\f(x)\ =inf{C, |f| < C p.p. sur O}. (1.3.8)

On définit aussi
LY (O)=A{f] f € LP(w), pour tout ouvert borné w avecw C O }. (1.3.9)

Proposition 1.4. [92] Soit p € R avec 1 < p < oo. L’espace LP(Q) est un espace de Banach
pour la norme ||.||,.

Sip =2, l'espace LP(QO) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(f:9)r20 / flz (1.3.10)

Proposition 1.5. [92] Si 1 < p < oo, l'espace LP(Q) est réflexif et séparable a la fois, tandis

que L'(O) est seulement séparable. Alors L>=(QO) n’est ni réflexif ni séparable.

Proposition 1.6. [22](Inégalité de Holder) Soit 1 < p,p’ < co. Alors

L 1#@g(@)ldz < 1 £llzo)llgl o (1.3.11)

Si p = 2, cette inégalité est appelée 'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Une conséquence de I'inégalité de Holder, ce sont les injections suivantes.

Corollaire 1.1. Soient 1 < p < g < oo. Alors

LU(Q) C LP(Q) (1.3.12)
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1.4. Espaces de Sobolev W™P 1 < p < oo

avec

1f1lg < Kallf1lp,

ol la constante Kq dépend de €2 et p.

Proposition 1.7. (Inégalité de Holder généralisée) Soient 1 < py,...,pm,q < oo telles que

et soient f; € LPi(Q2) avec 1 < j < m. Alors

fr-o falla < A1fllpy - A fml o

Démonstration. Voir Cherrier et Milani [22]. O

Définition 1.10. Soient (E, ||.||g) et (F,]||.||r) deux espaces de Banach.

i) On dit que F s’injecte contintiment dans F si F' C F, et 'injection est continue, i.e. il

existe k > 0 telle que, pour tout f € F,

Iflle < K|I£llF.

On note F' — FE.

ii) On dit que l'injection F' < E est compacte si, en plus, de toute suite bornée dans F,

on peut extraire une sous suite qui converge dans F.

1.4 Espaces de Sobolev WP 1 <p < o0

Soit @ = (o, ..., ) € N*. On pose

la] = a1 + -+ ay,

14



1.4. Espaces de Sobolev W™P 1 < p < oo

et
olal
Oor...0 01’

1 1

o =
ou, pour |a| =0, 3° égale a l'identité.

Définition 1.11. Soit 1 < p < oco. On définit les espaces suivants

Wme(O) = {f | f € LP(O), 8°f € LP(O), |a| <m}, (1.4.1)

ou la dérivée est prise au sens de distribution.

Pour m =1 et p = 2, on note Wh?(0) = H'(0), i.e.

HY(O) = {f | f € L*0), € L*(0), i=1,... ,m} : (1.4.2)

Pour p = 2, on note W™2(0) = H™(0), i.e.
H™O0)={f | f € L*(0), 0" € L*(0), || <m}, (1.4.3)
WP (Q) := L'adherance de D(€2) dans W™?(1). (1.4.4)
Pour m = 1 et p = 2, on note W, (Q) = H(Q), i.e.
Hy(Q) = {f € H'(Q) : floo = 0}7 (1.4.5)

On note par H~1(Q) le dual de I'espace H} (1), i.e. H-1(Q) = (H}())'.

Proposition 1.8. [92] Soit p € R avec 1 < p < oo. L’espace W™P(O) est un espace de

Banach pour la norme

1
p
[ fllwmeo) = (Z ||5“fH§) :

laj<m
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1.4. Espaces de Sobolev W™P 1 < p < oo

Si p = 2, l'espace H™(O) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(f,9)am©) = D (0°f,0%9)12(0)-

laj<m

Théoréeme 1.4.1. Soit {2 un domaine borné dans R". On suppose que () est a frontiere

Lipschitzienne. Soient m € N> et 1 < p < o0.

i) Sitmp<netl<g<p =-"2)ou(mp<netl<g<oo). Alors

n—mp

Wme(Q) — LY(Q).

m

i) Si(mp<netl <qg<yp = nf—pp) ou (mp =netl < g < oo). Alors, l'injection
suivante est compacte

Wme(Q) < LI(Q).

iii) Si(m=netp=1et1l<g<oo0). Alors
WmP(Q) — L1(Q).
iv) Si mp > n. Alors, l'injection suivante est compacte

WmP(Q) < CO(Q).

Démonstration. Voir Adams et Fourier [1]. O

Remarque 1.4.1. On suppose que 2 est un domaine borné quelconque dans R" (i.e. sans
aucune condition sur les bords 0f2). Alors, toutes les injections du Théoreme (1.4.1) sont

valables en remplacant espace W™P(Q) par Wy ().

Théoréme 1.4.2. (Théoréme de traces) Soit 2 un ouvert borné de R™ a frontiere de classe
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1.4. Espaces de Sobolev W™P 1 < p < oo

C™. Simp<netl<gqg<p =-"E— Alors

WP (Q) < LYT). (1.4.6)

Sin=2et1<qg< o0. Alors

Wme(Q) — LIT). (1.4.7)

Démonstration. Voir Adams et Fourier [1]. O

Remarque 1.4.2. D’apres le théoreme de traces, on a, en particulier pour m =1 et p = 2,

HY(Q) — L4(T) (avec ¢ définie dans le théoréme).

Théoréme 1.4.3. [92](Formule de Green) Soit 2 un ouvert borné de R™ de frontiere I'

réguliere et u,v € H'(Q2). Alors,

ov Ju
uaxidm = /Fuv.nds - /Qva%dx (1.4.8)

ol 7 est le vecteur unitaire normal a ' orienté vers l'extérieur de €.

Corollaire 1.1. Soit © un ouvert borné de R" de fronti¢re I' régulicre et u,v € H'(Q),

A e (C=)m™._ Alors,

/le z)Vu).vdr = V- aauds—/ Vul A(x)Voudz, (1.4.9)
NA

ov ov
Ay =
o Ol

A(x)Vun.

Définition 1.12. (L’espace LP(a,b; X)). Soient X un espace de Banach et |a, b[ un intervalle

dans R. Pour 1 < p < oo, on note par LP(a, b; X ) I'espace des (classes de) fonctions f : |a, b[—
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1.4. Espaces de Sobolev W™P 1 < p < oo

X qui sont mesurables telles que || f||x € LP(]a,b]), i.e.
LP(a,b; X) = {f :Ja,b[— X | f est mesurable telle que || f||Lr(apx) < oo}, (1.4.10)

ou )
b P
1l = ( / ||f(:v)||’§<dx> , (14.11)

1l Le(apix) = Su<piSbSHf<x>HX =inf {C, ||f||x < C p.p. sur ]a,b[} . (1.4.12)

Le théoreme suivant joue un réle important dans 1’étude des équations aux dérivées par-

tielles, il sera beaucoup utilisé dans notre étude.

Théoreme 1.4.4. Soient By C B C B, trois espaces de Banach tels que By et By sont

réflexifs. On suppose que l'injection By — B est compacte. On définit I'espace

W = {U | v e LP(a,b; By), v' = (Z:t} € L (a, b; Bl)} : (1.4.13)
ou 1 < pg,p1 < 0o, muni de la norme
[ollw = vl Lro (@bo) + (10| Lot (ap:1)- (1.4.14)
Alors, I'injection W < L*(a, b; B) est compacte.
Démonstration. Voir Lions [61, Théoreme 5.1 p. 58.]. O

Pour démontrer 'existence et 1'unicité, on aura besoin du lemme suivant.
Lemme 1.4.1. [92](Lemme de Grénwall) Soit v une fonction dans C([0,77]), on suppose
qu’il existe une constante positive k telle que
t
u(t) < k:+/ v(s)ds, Vt e [0,T]. (1.4.15)
0
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1.5. Notions de géométrie Riemannienne

Alors
v(t) < ke, Vte[0,T). (1.4.16)

1.5 Notions de géométrie Riemannienne

Dans cette section, on présente les définitions et les notations de base sur la géométrie
Riemannienne dont on aura besoin dans nos calculs. Toutes les définitions et les notations

sont standards et classiques dans la littérature, voir [56,92,95,96].

Métrique Riemannienne

Définition 1.13. Soit M une variété lisse de dimension d. On dit que g est une métrique
Riemannienne sur M si pour chaque espace tangentiel M, (z € M), il existe un produit
scalaire g, (+,-) sur M,. Autrement dit, g est une application continue de M dans I’ensemble
des formes bilinéaires symétriques et définies positives sur M,.

La couple (M, g) est appelée variété Riemannienne.
L’exemple suivant est un exemple principal d’une variété Riemannienne.

Exemple. Soit A = (a;;) est une matrice de fonctions de classe C*° dans R", vérifiant

a;; = aj;, on suppose que A vérifie (Al). Définissons
G(x) = [A(z)] " = (gi5(2)), 4,j=1,...,n, z€R™ (1.5.1)

Pour chaque x € R", on définit le produit scalaire et la norme sur I'espace tangent R} = R"

par

JXY) = (XY)y= 3 gy(@)asb;. (15.2)

ij=1

(1.5.3)

1 " 0 " 0
|X’g:(X»X)ga VX—;%‘%7 Y—iz::lﬁiafxi-
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1.5. Notions de géométrie Riemannienne

Il est facile a vérifier qu’a partir de (2.2.4), (R", g) est une variété riemannienne munie de
la métrique riemannienne ¢g. La métrique ¢ est la métrique euclidienne si et seulement si

G(z) = I est la matrice identique sur R™.

Métrique Euclidienne

Pour tout x € R", on note par

X-Y:Zaiﬁi, 1X|o= (X -Y)2,

T 5 " g (1.5.4)
VX =05, Y =3B €R
;O‘m 2 Pig - €R;

% i=1 Z;

la métrique euclidienne sur R™. Pour x € R", on pose

)X => (Z aqjj(iU)Oéi) . VX = Zaia—xi eR™. (1.5.5)

i=1 \j=1 =1

Donc, en rappelant la dérivée co-normale, on a

a = 271: (Z aij(z ) v, = (A(z)Vou) - v. (1.5.6)
VA

=1 \j=1

Dans (1.5.6), et ci-apres, 'indice inférieur '0’ signifie que l'opérateur différentiel est dans la

métrique euclidienne.

Définition 1.14. Pour f € C'(Q) et X =37, ay(x )ai un champ de vecteurs sur R”,

Vof = Zaxzaxz ot divO(X):éaOg(x) (1.5.7)

X

représentent le gradient de f et la divergence de X dans la métrique euclidienne, respective-

ment.
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1.5. Notions de géométrie Riemannienne

Quelques relations

On définit le gradient V,f de f, associé a une métrique riemannienne g, par le théoréme

de représentation de Riesz, par
X(f) =(Vyf, X),, feCl Q). (1.5.8)

ot X est un champ de vecteurs sur (R", g). Le lemme suivant (voir [95, Lemma 2.1]) fournit

d’autres relations qui seront utilisées pour démontrer plusieurs résultats dans ce chapitre.

Lemme 1.5.1. Soit X = |7, ..., z,] un systéme de coordonnées dans R™. Soit f, h € C1().

Enfin, soient H, X deux champs de vecteurs. En considérant les notations ci-dessus, on a

(H(z), A(r) X (z)), = H(x) - X(2), x€R" (1.5.9)
Vyf(z) = Z (Z aij(x)%) = A(x)Vof, xe€R", (1.5.10)

si X =Y &4, alors, grace a (1.5.8) et (1.5.10),

"0
X(f) = (Vuf. X), = (A@)Vof, X), = Vol (X =3 650 (151)
i=1 i
de (1.5.8)—(1.5.10),
(Vgf . Vgh), = Vyf(h) = (A(x)Vof, Vgh),
(1.5.12)
= Vof . Vgh = VofA(x)VOh, T € Rn,
si H est un champ de vecteurs sur (R", g)
(Vo Yy (H(F))y =DH (Yo, Vo), + 5ivo((9, /2 H) (1)
(1.5.13)

— 5 (VfB@) (o)), xR
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1.5. Notions de géométrie Riemannienne

ou DH désigne la différentielle covariante (discuté ci-dessous).

d’apres (2.2.1), (1.5.7) et (1.5.10)

I S (z <>§) v AGe) Vo),

=1 Ly

(1.5.14)
= —divo(V,u), ue C*Q).

Différentielle covariante

On note par D la connexion de Levi-Civita dans la géométrie Riemannienne g. Soient

" 0 & 0
H= tha—m, X_géka—% (1.5.15)

k=1

deux champs de vecteurs sur (R", g). La différentielle covariante DH de H représente une

forme bilinéaire sur R} x R?, pour tout x € R", définie par
DH(Y,X) = (DxH,Y),, VX,Y €R], (1.5.16)
ou Dy H désigne la dérivée covariante de H par rapport a X.

Formule de Green et formule de la divergence

Soit H un champ de vecteurs sur R" et f,z € C*(Q). Alors,

(i) De [55], en référence aux notations précédentes, on a la formule de Green dans la

métrique riemannienne

Ju
/Q(.Au)zdac—/Q(Vgu,vgdgdx—/rzalmdo, (1.5.17)
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1.5. Notions de géométrie Riemannienne

(ii) De [95], on a la formule de la divergence dans la métrique euclidienne
divo(fH) = fdivo(H) + H(f), (1.5.18)

et

/Qdivo(H)dx:/FH-yda. (1.5.19)
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Chapitre 2

Existence et unicité de la solution du

probleme étudié

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on utilise la méthode de Faedo-Galerkin pour démontrer 'existence
globale d'une unique solution faible pour une équation des ondes semi-linéaire a coefficients

variables avec des conditions aux limites non homogenes de la forme

w4+ Au+ fi(u,x) =0 dans Q x (0,7),
u(z,t) =0 sur 'y x (0,7,
(%)
ou
7(1"7” = _f2(u7x> - C3<l’)ul sur Fl X (OvT)a
GVA
u(z,0) =u°, o (z,0) = u' (x) dans €.

sous des hypotheses appropriées sur le domaine €2, la matrice A, les fonctions f, g et h, et les
données initiales u° et ul.

Le probleme (x) représente un cas particulier d'une grande catégorie d’équations aux
dérivées partielles, appelée équations hyperboliques. L’étude des équations hyperboliques est

tres importante non seulement du point de vue de la théorie générale, mais aussi en raison de
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2.2. Position du probléeme

ses applications dans la dynamique des fluides en mécanique, la théorie d’élasticité, ’optique,
les ondes, la diffusion directe et inverse. Pour des résultats plus généraux concernant ce type

d’équations, le lecteur peut consulter [65,66] de Lions et Magenes, voir aussi [2, 33,34, 58].

2.2 Position du probléeme

Soit © un domaine ouvert et borné de R™ dont la frontiére I' est de classe C?. Supposons
que I' =Ty UTY, ot I'y et 'y sont deux sous ensembles de I' avec I'y N T'; = (. De plus, on
suppose que mes (I'y) # 0.

Considérons le probleme suivant

' + Au+ fi(u,z) =0 dans Q x (0,7),
u(z,t) =0 sur I'g x (0,7,
(2.2.1)
ou
—(z,t) = —fo(u,x) — cg(z)u/  sur 'y x (0,7),
aVA
u(z,0) = v’ o (z,0) =u'(x)  dans Q.
ou
Au = —div (A(x)Vu), == [x1,..., 2], (2.2.2)

A = (a;;) est une matrice de fonctions de classe C™ dans R" telle que a;; = a;;. v est le

vecteur unitaire normal a I' orienté vers I'extérieur de €2 et vy = Av.

Hypotheses

(A1) On suppose que 'opérateur différentiel du second ordre A vérifie la condition d’ellipti-

cité. Il existe A > 0 telle que
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2.2. Position du probléeme

(1)
S ay(@)&& >N &, 2eQ, 04 E6=(6,6,...6) €R, (2.2.3)
3,j=1 i,j=1
(i)
S ()& >0, xR, 0#E=(&,6,...,.6)" €R™ (2.2.4)
ij=1

(A2) Supposons que

c3(x) € L*(Ty), c3(x) > ¢ >0, a.e. inI}y. (2.2.5)

(A3) Soit f; : R x © — R une fonction continue dans R x Q) et différentiable par rapport a

sa premiere variable, telle que

fi(u, y)| < ea(ful™ + ul + 1), (2.2.6)
0
'a{jw,w < callul? + 1), (227)
ou
2 )
c1>0,0<p< sin > 3.
n—2

On suppose qu'il existe une fonction F(u,y) telle que

Fi(u,y) >0, (2.2.9)

I >0: (1 +m)Fi(u,y) < fi(u,y)u, (2.2.10)

ou

F1(27y) = /OZ fl(S,y)dS.

(A4) soit fo : R x Q — R une fonction continue dans R x Q et différentiable par rapport a
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2.3. Résultat principal

sa premiere variable, telle que

| fo(u, y)| < colful®™ + Jul + 1), (2.2.11)

f2(0,y) =0, (2.2.12)

ou cy > 0, %§q<oosin:2,et%§q§ o sin > 3.

n—2

On suppose qu'il existe une fonction Fy(u,y) telle que

Fy(u,y) >0, (2.2.13)

Iy > 0: (14 n2)Fo(u,y) < folu,y)u, (2.2.14)

Fy(z,y) I/OZ Jfa(s,y)ds.
2.3 Résultat principal

Nous énoncons dans cette partie, le résultat principal d’existence et d’unicité de la solu-
tion du probléeme (2.2.1) pour des conditions initiales uy et u; supposées dans des espaces

appropriés pour obtenir une solution u assez réguliere. Introduisons 1’espace
1 1O).
Hp(Q) = {u e H'(Q); w,, =0}

Le théoreme d’existence et d’unicité est le suivant

Théoréme 2.3.1. Supposons que les conditions (2.2.3)-(2.2.14) sont vérifiées et soit {u",u'} €

[H}, () N H?(Q)] x Hp, (Q) vérifiant la condition de compatibilité

8u0

—— = —fa(uo, ) — c3(x)uy sur T'y. (2.3.1)
8V_A
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2.3. Résultat principal

Alors, pour tout 7' > 0, il existe une unique solution faible globale u du probleme (2.2.1)

telle que

ue L*(0,T; HE, () N H*()), (2.3.2)
u' € L>(0,T; Hy, (), (2.3.3)
u” € L®(0,T; Ly(9). (2.3.4)

On va démontrer le théoréme d’existence et d’unicité (Théoreme 2.3.1) en utilisant la
méthode de Faedo-Galerkin (voir [6,9,10,18,61,92]).

La procédure d’étude est la suivante :

e Etape 1 : On définit la solution u,, du probleme (Pm) (page 25).

° Etape 2 : On établit certaines estimations sur w,,, u,, et u” (qu’on appellera estima-

tions ’a priori’).

° Etape 3
- En utilisant les résultats de compacité faible de la boule unité dans un espace de Hil-
bert (resp. un espace de Banach) (resp. le dual d’un espace normé), on peut extraire de
la suite w,, (resp. u,) (resp. u,,) une sous-suite u,, (resp. u,, ) (resp. u/) qui converge
faiblement (ou faiblement*) vers u (resp. u’) (resp. u”).
- On utilise le lemme de J. Lions [61, Lemme 1.3] pour prouver la convergence faible
de fi(ums, ) (vesp. fo(um: o)) vers fi(u,z) (vesp. fo(u,x)) dans L2(0,T; L*(2))
(resp. L*(0,T; L*(T))).
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2.3. Résultat principal

° Etape 4 : On montre que u est la solution exacte du probleme (2.2.1).

Démonstration. Comme Hp, () N H?*(Q2) est séparable, il admet un ensemble dénombrable

dense (une base). Soit (wi)ren une base dans Hp, () N H?(Q) qui est un systéme orthonormé

dans L?(Q). Soit T > 0 fixé. Notons V,,, I'espace engendré par wy, ..., wn.
Soit

U (t) = ium(t)wl

la solution du probléme suivant

Trouver u,, € V,, telle que
(u;’@(t),wj)—I—/ Vum(t)TA(x)ijd:U-l-/ Ji(up(t), v)w;dx
Q Q

(Pm) = +/r fo(Up, x)wjdo + /r cs(x)u,, (Hwido =0

ij €V

ou

up, =’ dans HY (Q) N H*(Q) m — oo,
1

u,, —u' dans H () m — oo

ol (.,.) désigne le produit scalaire dans L*(€2). On note

el oy = [ fulfde [l oy = [ Juldo, @ = (21,22, .32,

(2.3.5)

(2.3.6)

(2.3.7)

(2.3.8)

D’apres les résultats généraux sur les systemes d’équations différentielles [23], le systéme
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2.3. Résultat principal

(2.3.6)—(2.3.8) admet une unique solution locale sur [0,t,,[, t,, € [0,7]. Comme les deux
termes non-linéaires f; et fy sont globalement lipschitziennes, alors, d’apres le lemme de
Zorn, on peut prolonger la solution en un intervalle maximal [0, T[, T" € [0, co].

A la prochaine étape, on trouve des estimations a priori pour la solution du systeme
(2.3.6)—(2.3.8) de sorte qu’elle peut étre prolongée en dehors de [0,7] afin d’obtenir une

unique solution définie pour tout ¢ > 0, en utilisant un argument standard de compacité.

2.3.1 Estimations a priori
Premiere estimation :
On multiplie I'équation (2.3.6) d’indice ¢ par 2u!,,(t) et 'on somme en ¢, il vient

2/ " d:c—|—2/Vum ()T A(z) Vil ( )dx—i—Z/Qfl(um,x)u;n(t)da:

(2.3.9)
+2 /F Foltim, )il (£)dor + 2 /F ex(a)dl, (bl (t)dz = 0.

En utilisant la symétrie de A et 'hypothese (2.2.5), on déduit

d
dt{||u;n||%2(9) +/9Vum(t)TA(m)Vum(t)dx+Q/QFl(um,x)dx+2/FF2(um,x)da}

+ 2¢ol |uy, (E)||Z2(ry < 0.

(2.3.10)
On integre (2.3.10) sur ]0,¢[, t € [0, ¢,,[ et on utilise (2.2.10), (2.2.14) et le fait que
Fj(u,z) >0, j =1,2 pour obtenir
|| (O)[72() + MV (8)][72(0) +200/ [ty ([ ds
< a2y + NIV gy +2 [ Py, x)da+2 [ Fa(us,, 2)do (2.3.11)

< fub 2@y + NIV Fay +2 [ 1, )yl +2 [ |fu(uy, o) sy do
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2.3. Résultat principal

De (2.3.11), en tenant compte des (2.2.6), (2.2.11), 'inégalité ab < 1a? + 1b% et l'inégalité

(a+b+c)? <4(a*+b*+?), (a,b,c>0), on trouve

[t (D)l Z2(02) + AV U (][220 + 200/ [l ()] 2y ds

< mllZ2(0) + N llZ2y + 22 (0) + MVt |22

EA [

+der (w200 ) + Iz +1920)

2 1
+ doa([lup |1 3562 oy + 11l [F2ry + T1)

Mais, grace au théoreme d’injections de Sobolev, on a

H%O(Q) — L"(Q)

Si on tient compte des valeurs de p dans les hypotheses, on déduit

2n

20p+1) <

:[{;7

et par conséquent

HE (Q) = L2PH(Q) — L*(Q),

et du théoreme de traces, on a les injections suivantes
H'(Q) = L*(T),

H'(Q) = L7 D(D),
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2.3. Résultat principal

D’apres les convergences (2.3.7), (2.3.8), les injections (2.3.14), (2.3.15)

et (2.3.16), il existe
une constante positive M’ telle que

||U9n||%2(9) + ||U21||%2(r) + ||U71n||%2(9) + )\||VU21||%2(Q)

1 1
+ der([[up 13563 ) + el lF20) + [921) + dea([ub, 752 ) + [upel1F20y + 1))
< M.

Alors, I’équation (2.3.12) peut étre écrite comme

[l (D1[Z20) + [[Vum ()] 2@ +/|Iu t)|[Z2ryds

(2.3.17)
<Mt [ (I OlfEs) + IVl lEago ) s

Maintenant, on applique le lemme de Gronwall pour avoir la premiere estimation a priori

||, ()HLQ + [[Vun(t )||L2(Q)+/ |ul ( |yL2(F ds < L, (2.3.18)

ou L; est une constante positive indépendante de m € N.

Deuxiéme estimation

Premi¢rement, on montre que u” (0) est bornée dans L?(Q). En effet, on multiplie (2.3.6)
par ul, (0), on prend ¢t = 0 et on somme en ¢ de 1 & m. Compte tenu de la formule de Green

et de la condition de compatibilité (2.3.1), on obtient

/ m(0)1i (0) e = _/ div(A(2) Vg (0))uy, dx—/ Fi(w(0), 2)ull (0)da.  (2.3.19)
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D’apres (2.3.19) et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient

[, (0)|[72(0) < (2.3.20)

{{1div(A(@) Ve (0))]| 200) + exll |12 ) + [[uballze) + 1 et (0|2

Puisque A € C™ et d’aprés (2.3.7), on trouve que div(A(z)Vu,,(0)) € L*(2), de l'injection
(2.3.14), on déduit u,,(0) € L***)(Q) c L*(Q), alors (2.3.20) donne

[t (0)]] £2(2) < Lo (2.3.21)
ou Ly est une constante positive indépendante de m € N.

En dérivant (2.3.6) en ¢, il vient

(W (8), w;) + / Vil (1) A(z)Vw;da + /F ey(x)u”. (Hw;do
af1 dfa

- — aU,m uma ( )’LUJd.I' - 8

(2.3.22)
= (U, ), (H)w;do.

En multipliant (2.3.22) par 2u! (t), en sommant en ¢ de 1 & m et en utilisant (2.2.3) et

(2.2.5), on obtient

d " 2 / 2 " 2
Il O + MV, ()12} + 260 | (8) 2o

(2.3.23)
P 0
= al{;(um,x)u;l(t)u;;(t)dx—Q / aii(um,x)uw)u%(t)dv

En intégrant (2.3.23) sur (0,¢), en utilisant les hypotheses (2.2.6), (2.2.11) et I'inégalité de

Cauchy-Schwarz, on trouve

t
1, () ey + AV () + 200 [ [ 1 (t) Pords

< |l ()] [Z2(0) + AVUur (0)[[72(0) + 1 + o,

(2.3.24)
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2.3. Résultat principal

ou

= - // 0f1 (U, ), (t)ull (t)dzds,

Ouyy,

Jo = —2/ / an (U, @), (E)ull (t)dods.

ou,,

La convergence (2.3.8) et I'estimation (2.3.21) impliquent 'existence d’'une constante po-

sitive M”, telle que

1 (0) 220 + BVt ()220 < M”.

Maintenant, on détermine des estimations pour les termes .J; et Js :

Si on tient compte des valeurs de p dans les hypotheses, on déduit

2n
0<pn<f2 K,

et par conséquent

H(Q) < LF(Q) — L(9)

1 1 1
En appliquant I'inégalité de Holder pour — + — + 3= 1, on obtient
K n

T 220 [ [ ()l + Dl ()]l (9] s
< 26/t | V2t (8) [P () | [t ()| 5 (2) | [t (8)] | L2 0y s
20 [ fu ()00 1 (9) s
= 26 [ it (5)1om oy 13 L4 (5 2

20 [ fud(5) 00y () s,
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2.3. Résultat principal

donc, l'injection (2.3.27) implique que

t
gy < 20/ Vs, (8)]| 22 () 1t (8)] | L2 () ds
0 (2.3.29)

t
< C/O (Vg ()72 + ()] Z20))ds:
De la méme maniere, comme % <(g-1)< ﬁ (I'hypothese sur ¢), on a

2n
n—2

DO W

<-<(@-1)n< =K, n >3,

n
2

donc, grace au théoreme de traces, on obtient les injections
HE (Q) = L™= (T). (2.3.30)

HL, () < L*(I). (2.3.31)

11 1
En appliquant I'inégalité de Holder pour — + — + 5= 1, on obtient
K n

T2 <20 [ [+ 1)t ()] () s
< 26 [ 1l (I oy (e (5 ey
20 [l (sl (9|2 (23.32)
=26 [ ()5 () Lo ) 50 s

t
+2¢ [l ()] oyl () oy,

Alors, les injections (2.3.30), (2.3.31) et I'inégalité ab < na* + ﬁlﬁ impliquent que
(2.3.33)
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2.3. Résultat principal

En insérant les estimations J; et J; dans (2.3.24), on en déduit

t
e (8220 + MV (O] By + (20 =) [ [ Jul (1) Pdords

t (2.3.34)
<M+ ey [ {llun Ol + AV, (0} ds.
et par conséquent, pour 7 assez petit, on trouve
" 2 1 2 t " 2
() g0 + IV, () agey + [ [ it (8) Pdods
0 (2.3.35)

t
<M"+ Cn/o Ul (D172 + 11Vt ()] 720y } ds,

Maintenant, on applique le lemme de Gronwall pour avoir la deuxiéme estimation a priori

t
[l ()72 + IV, (D] 220 +/O [l (D] |72y ds < Ls, (2.3.36)
ou L3 est une constante positive indépendante de m € N.

2.3.2 Passage a la limite

D’apres les estimations précédentes (2.3.18) et (2.3.36), on a

Uy € L=(0,T; HE (Q) N H?(Q)), (2.3.37)
u,, € L=(0,T; HE (), (2.3.38)
u! € L=(0,T; L*(Q)), (2.3.39)
u € L>(0,T; L*(T)), (2.3.40)

(on peut facilement démontrer que u,, € H*(Q) i.e. Au, € L*(Q), en prenant A(x) = I,

voir cf. Lions [61, p. 19]).
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2.3. Résultat principal

comme H'(Q) — H2(I), on a également
U € L™(0,T; H2(T)), (2.3.41)

et par conséquent, on peut extraire une sous suite de u,,, notée par u,,, telle que

Uy — u  faiblement* dans L>(0,T; Hf, () N H*(Q)), (2.3.42)
u, —u” faiblement* dans L>(0,T; L*(Q2)), (2.3.43)
ul,, — v faiblement* dans L>(0, T} Hp, (). (2.3.44)

De (2.3.37)-(2.3.41), et puisque les deux injections H'(Q) < L3() et H2(I') < L2(T) sont

compactes, on peut appliquer le théoréme de Aubin-Lions [61, Théoréeme 5.1] pour obtenir

U — u  fortement dans L*(0,T; L*(9)), (2.3.45)

U — u  fortement dans L?(0, T; L*(T)). (2.3.46)

Prenons u,, = u,, dans (2.3.6), on en déduit

(%@mw+4ww@u@wwm+éﬁmmmﬁwm

(2.3.47)
+Aﬁmﬂmmww+ﬂgwmﬁmww:o
Gréce a (2.3.42) et (2.3.44), on a les convergences suivantes
(up,wj) — (u”,w;)  dans L>(0,7T), (2.3.48)
/QVug,A(x)ijdx — /QVuTA(x)ijd:c dans L>(0,7), (2.3.49)
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2.3. Résultat principal

/c;;(:z:)u;n,wjda—>/03(a:)u;n,wjda dans L*>(0,T), (2.3.50)
r r

Analyse des termes non linéaires f; et f5

D’apres la convergence forte (2.3.45) et la continuité de fi(u,x) en u, on a
f1(tm, x) = fi(u,z) p.p. dans Q x (0, 00). (2.3.51)

D’autre part, en tenant compte de 'hypothése (2.2.6), des injections H{ (Q) < L*PT)(Q)

et HE (Q) = L*(Q) et de l'inégalité (a + b+ ¢)® < 4(a® 4+ b* + ), (a,b,¢ > 0), on trouve

1t @)y < 463 [ s D + 2+ 1} d
1
< 4 e (D124 ) + 463 s (1) 2y + 46312

1)
< 43|V (][4 + 4619,

et par conséquent, en utilisant 'estimation a priori (2.3.18), il existe une constante positive

Lo, telle que

[ f1 (s )| 220,7522(02)) < Lo (2.3.52)

En combinant les deux résultats (2.3.51), (2.3.52) et en appliquant le lemme de Lions [61,

Lemme 1.3], il en résulte que
f1(tum, ) — fi(u,x) faiblement dans L*(0,T; L*(Q2)). (2.3.53)

De la méme maniere, d’apres la convergence forte (2.3.46) et en considérant la continuité de
fo(u,x) en u, on a

fo(upmr, ) — fo(u,z) p.p. dans I' x (0, 00). (2.3.54)
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D’autre part, en tenant compte de 'hypothese (2.2.11) et de I'inégalité

(a+b+c)* <4(a*+ b* + ¢?), on trouve

1t ) ey < [ 1folt, ) Pdo
< 403/(|um,(t)y2<q—1> [t (8)[2 + 1)do (2.3.55)
I

2 1
< AT + 46|t (D5 ) + 403 [t (8) 721

Puisque H'(Q) — L?@~)(T), il est clair que

12 (1t @) [22py < Ac3|T] + 463 Jum (8)| 550 + 463 [ (D)2, (2.3.56)

et par conséquent, en utilisant 'estimation a priori (2.3.18), il existe une constante positive

L3, telle que

|| fo (e, )| L2(0,7522(r)) < L3, (2.3.57)

En combinant les deux résultats (2.3.54), (2.3.57) et en appliquant [61, Lemme 1.3], il en
résulte que

fo(tp, ©) — fo(u,x) faiblement dans L?(0,T; L*(T)). (2.3.58)

Gréce aux convergences (2.3.48)-(2.3.50), (2.3.53), et (2.3.58) et par passage a la limite dans
(2.3.47) et de la densité de la base wy - - - wy, dans Hf (Q) N H*(2), on déduit

(W(8),v +/ Vu(t)" A(2)Vo(t)dz + (fi(u, ) +/f2 w, 2)o(t)do
(2.3.59)
+ /F es(@)uv(t)do =0, Vo € Hi (Q) N HA(S).

Il nous reste & vérifier que les conditions initiales u(z,0) = u°(z) et v/(z,0) = u'(z) ont lieu.
D’apres les convergences (2.3.42), (2.3.44) et en utilisant [61, Lemme 1.2], on a, en parti-

culier u,,(x,0) — u(z,0) faiblement dans L*(€2), et (2.3.7) implique que
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Uy (2,0) = uh, = u’  dans Hyp, (Q) N H?(Q), alors u(z,0) = u’(z).
De la méme maniere, on a u/,,(z,0) — u/(x,0) faiblement dans L?*(2), et (2.3.8) implique

que up,(z,0) = ul, —u' dans H} (Q), alors u/(z,0) = u'(z).

2.3.3 Unicité

Maintenant, on prouve l'unicité du probleme (2.2.1). Soient u; et us deux solutions

différentes du probleme (P), alors z = uj; — ug vérifie le probléme suivant

Trouver z € Hy, (Q) telle que

(2", v) +/QVZTA(ZL‘)VUd:L‘+ /Q [f1(ur, ) — fi(ug, x)] vdz

+/ [fo(ur, x) — folug, z)]vdo + / c3(v)z'vdo = 0, (2.3.60)
r r

Vv € Hf, (Q)

z(x,0) = 2(x,0) =0, x € Q.

Prenons v = 22/(t) dans (2.3.60), on obtient

(2"(), 22'(¢)) + 2 /Q V()T A(z)VZ (t)da + 2 /Q [ (un, ) — fuug, 2)] 2/ () dae

(2.3.61)
2 [ [folun, 1) = folun, )2/ (0o + [ ex@)]/ ()] do = 0.
r
Mais, d’apres la symétrie de A, 'équation (2.3.61) équivaut a
4 ")|32qy + | V()T A(2)V2(t)dr § + (z)]2(t)|d
7 WF Dl + | Va(t)" A[@)Va(t)dep + | cs(@)]z(t)] do 2.3.62)

= —/Q [fi(ur,z) = fi(ug, x)] 2/ (t)dx + /F[f2(ulax) — fa(ug, x)]2'(t)do.
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En intégrant sur (0,¢) et en considérant la condition elliptique sur A, il est clair que

t
12" (8)[172(0) + A[V2(1)|[720) + Co/O 12" ()| Z2ryds < T+ J
ou

/ [ U, ) = fi, 2)] 2 (2) o,
/ st 2) = folun, ) ()t

Maintenant, on va démontrer des estimations pour Js et Jy :
En utilisant I'hypothese (2.2.6), 'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'inégalité

[ [l = {loll | < [lu = vl], on trouve

Jy < o1 /Ot/Q{|u1(t) w7+ Jun (1) = wa (0]} |2 ()| dadt

t t t
< e / / 12(8) 2PV ddt + e / / 2() [P dadt + ¢ / / 12/ (1) [2dadt,
0 JQ 0 JQ 0 JQ

comme H} (Q) C L*PH(Q) C L*(Q), alors (2.3.64) s’écrit

t t
B<a [ OR@dt+e [ 11Vt

(2.3.63)

(2.3.64)

(2.3.65)

De la méme maniére, en utilisant 'hypothese (2.2.11), I'inégalité de Cauchy-Schwarz et

I'inégalité | [lul| — [|v]] | < ||u — v]||, on trouve

i< o /t/ (s (8) = wa(®)" + s (8) — ua(®)]} |2/ ()|l

<2 //| ]2(q1dxdt+—//| ]dxdt—i—n//lz )2t
0
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comme H} (Q) C L*D(T) et HE (Q) C L*(T), alors (2.3.66) s’écrit

t t
Ty < [ IO Byt + e [ 192000 eyt (2367)
En insérant les estimations J; et J; dans (2.3.63), on en déduit

t
102 + NIVl + (2co =) [ [ 17(0)dods

. (2.3.68)
<y [ {1 Ol + 12020} ds.
Maintenant, on applique le lemme de Gronwall pour obtenir I'inégalité suivante
NIt 2 KTSRPANIT
12 (D720 + V22200 ‘1”/0 12" ()[|72ds <0, (2.3.69)
donc,
z=0,
par conséquent,
Uy = Ug,
d’ott, 'unicité du probleme (2.2.1). Ceci achéve la démonstration du Théoréme 2.3.1. O
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Chapitre 3

Stabilisation uniforme de I’équation des
ondes semi-linéaire a coefficients variables

avec des conditions aux limites non-linéaires

3.1 Position du probleme

Dans la suite, on note Q = Q2x]0,T[, ¥ =I'x]0,T[, ¥; =I;x]0,T[, i = 0,1 et

|ull7o () = Jo lulPdz, pour 1 < p < co. Considérons I'espace de Hilbert
H = H[ () x L*(Q),
muni du produit scalaire
(U, V) = /QVuf - A(z) - Vugdzr + /Qvlvgdx,

oulU = (ul,vl)T, V= (vg,vg)T.
Soit © un domaine ouvert et borné de R™ dont la frontiére I' est de classe C?. Supposons
que I' =Ty UTY, ot I'y et 'y sont deux sous ensembles de I' avec I'y N Ty = (. De plus, on

suppose que mes (I'y) # 0.
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3.1. Position du probleme

Considérons le probleme suivant

'+ Au+ fi(u,z) =0 dans Q x (0, +00),
u(z,t) =0 sur 'y x (0, +00),
(3.1.1)
ou
—(x,t) = —fo(u, ) — cg(z)u’  sur T'y x (0, 400),
81/A
w(x,0) =u’, o (z,0) =u'(x)  dans Q.
ou
Au = —div (A(x)Vu), = =[x1,...,2,], (3.1.2)

A = (a;j) est une matrice de fonctions de classe C* dans R", telle que a;; = aj;. v est le
vecteur unitaire normal a I' orienté vers I’ extérieur de 2 et v4 = Av. Afin d’obtenir la
stabilisation uniforme du probleme (3.1.1), nous devons ajouter aux hypotheses (Al)—(A4)

(qui viennent dans le chapitre 3), ’hypothese suivante

(A5) Il existe un champ de vecteurs H sur la variété riemannienne (R", g) tel que
DH(X,X)>b|X[2, VXeR} ze€Q (3.1.3)

pour une certaine constante b > 0.

On suppose aussi que H satisfait a

H-v<0 ifzel,, (3.1.4)

H-v>§>0 ifxeTly, pour certaine d > 0. (3.1.5)

Remarque 3.1.1. L’existence d'un champ de vecteurs vérifie (A5) a été établi dans [95], ou

quelques exemples sont donnés. En particulier, pour A = I, on peut prendre H = = — x,.
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3.2. Résultat principal

La figure suivante (Fig 3.1) représente un exemple d’un domaine € satisfaisant aux condi-

tions précédentes.

Fig. 3.1

Notre objectif principal dans ce chapitre est de prouver la stabilisation uniforme pour une
équation des ondes semi-linéaire a coefficients variables et une condition au bord non linéaire
fa(u,z) en présence d’un terme source et d'un feedback frontiere cz(z)u’. On établit sous
les hypotheses précédentes (A1)—(Ab) que 'énergie associée au probleme (3.1.1) décroit de
maniere exponentielle vers 0 lorsque ¢ — oo (Théoreme 3.2.1). Pour y parvenir, on combine
la géométrie riemannienne, développée par by P.F. Yao dans [95] et la méthode développée
par 1. Lasiecka dans [47] et puis par I. Lasiecka et D. Tataru dans [48], et on termine la

démonstration en utilisant la théorie des semi-groupes.

3.2 Résultat principal

Dans cette section on présente le résultat principal de la stabilisation uniforme pour
I’équation des ondes semi-linéaire a coefficients variables.
En multipliant la premiere équation dans le probléeme (3.1.1) par «, en intégrant sur {2

et en utilisant la formule de Green, il vient

d (1 1

= —cs(@)||W] |2,y = E'(1).

Fy(u, x)da}

I

(3.2.1)
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3.3. Démonstration du résultat principal

L’énergie E est définie par

1
B = 5 {Il sy + [ Vgulida} + [ Fiwayda+ [ Fa(u,a)do.

IR

En intégrant (3.2.1) sur (0,¢), on a
t
E(t) — E(0) = _cg(x)/ [ [22(pyyds < 0, Vit >0, (3.2.2)
0

Par conséquent, 1’énergie est une fonction décroissante par rapport au temps.

Notre résultat de la stabilisation est le suivant.

Théoréme 3.2.1. Supposons que (Al)—(A4) sont vérifiées. Soient u la solution du probleme
(3.1.1) et H un champ de vecteurs sur la variété riemannienne (R™, g) satisfaisant a (A5).

Alors, pour toute constante M > 1, il existe une constante w > 0 telle que

E(t) < Me ™ FE(0), Vt>O0. (3.2.3)

3.3 Démonstration du résultat principal

Dans cette partie, nous démontrerons le Théoreme 3.2.1 en plusieurs étapes, pour cela,

nous avons besoin d’énoncer certains résultats.

Lemme 3.3.1. [95, Proposition 2.1, Partie 1] Soient u une solution du probléme suivant

" + Au+ fi(u,z) =0, dans Q x (0,+00), (3.3.1)
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et H un champ de vecteurs dans €. Alors

[ /auA wdodt+ 5 [ [ = [9gu)H - v
:/U’H u \E‘H/ /DH (Vgu, Vyu)dadt (3.3.2)

2/ / (W2 = |V gul? leodedt-l—/ /f1 w, ) H (u)ddt.

Démonstration. On multiplie (3.3.2) par H(u) et on intégre dans 2, on trouve
/ u"H (u)dx +/ AuH (u)dx +/ f1(u,2)H (u)dz = 0. (3.3.3)
Q Q 0

En utilisant la formule de Green et le Lemme 1.5.1, les parties (1.5.10), (1.5.12) et (1.5.13),
on obtient

/AuH dx—/ZaU 8U8 d—/ayA

Pt} ax]xl

:/Qv‘qu( da:—/ 8VA

ou
:/Q<vgu,vg(H(u))>gd$— @H(“)d (3.3.4)

T
— / / DH(V yu, V ju)dzdt
0 Q

1 /T 9 ou
+2/0 /F|Vgu|gH-vdadt 8UAH( w)do

1 T
-5/ /Q IV ul2divo(H)dadt.
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3.3. Démonstration du résultat principal

D’autre part, on intégre par partie et on tient compte de (1.5.18), on déduit

/Qu”H(u)dx
:/Qu'Hu de—//Tu'H u')dtdx
— () H(u))[Tde —f// 2)dadt (3.3.5)

— (@, Hw)[fdz + 5 / /Q (/)2 divo(H)dzdt
/ [ ) - vdodt
Les équations (3.3.5) et (3.3.4), ainsi que (3.3.1), donnent (3.3.2). O
Lemme 3.3.2. Soit u une solution du probléme (3.1.1) et P € C?(Q). Alors
T )2 2 / T
/0 /QP(|u| |V ul2)dzdt = (o, uP)]! +§/0 /Qu APdwdt
1 T T
+ 7/ / UV, P - vdadt+/ fo(u, x)uPdodt (3.3.6)
2 0 I 0 I

T T
—/ / 03(x)u/uPdadt+/ /fl(u,x)udedt.
o Jr, o Jo

Démonstration. On utilise ici la méme technique comme dans [95, Proposition 2.1, Partie 2].

Du Lemme 1.5.1, on a

AP = Z e (Z aii(x ) = divo(A(2)VoP), (3.3.7)

= T
D’apres (3.3.7) et la formule (1.5.18), on obtient
(Vgu, Vy(Pu)), () = P]Vgu]?](x) +u(Vgu, VyP) ()

1
= P|Vgul? + 5ng(u?) (3.3.8)

1 1
= P|Vgul’ + §div0(u2VgP) + §u2AP,
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3.3. Démonstration du résultat principal

11 résulte de (3.3.1), (1.5.19), (3.3.8) et de la formule de Green que

(', uP)|g = /T[(Utt,up) + (u',u' P)]dt
_/ —A — fi(u,z),uP) + (v, u' P)]dt
_/ / (Vgu, Vo(uP)), = fi(u, x)uP + |u/[*P| drdt

—/ fo(u .m)uPdadt—i—/ / cs(z)u'uPdodt (3.3.9)
Fl F1

—/ / (|u']* = |V gul2)dadt — / / fo(u, x)uPdodt
- / / w2 APdzdt — - / / W2V, P - vdodt
2Jo Ja 2Jo Jry
T T
_/ /fl(u,m)uPdwdt+/ / c3(z)u'uPdodt.
0 Jo 0o Jry

L’équation (3.3.6) se déduit de (3.3.9). O

Maintenant, nous traitons les valeurs de |Vyul? et de H(u) sur le bord T' (voir [56], [95]).

Pour z € I, le vecteur V u se décompose en la somme directe dans (R}, g) comme suit

() VA(x)> A2) g (3.3.10)

Vu(x) = <V u(z),
! ! valg g [valg

ou V,-u représente le gradient tangentiel. Il résulte de (3.3.10) que

1
|Vgu’3 = Vgu(u) = a@)E (Vgu(z), VA($)>§ + ]Vg7u|§

L o J (3.3.11)

_ ou 2

‘I/A‘g ((91{,4) + |V97u|9

De la méme fagon, H peut s’écrire comme suit
H(z).v(z) [ Ou
H(u) = (Vyu, H) = @k \ana + (Vgru, H) , . (3.3.12)
g9
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3.3. Démonstration du résultat principal

1
En substituant P = §diV0H dans le Lemme 3.3.2 (Eq. (3.3.6)), on trouve

1 [T
5/ /divoH (|u']* = |V gul?)dadt
1
2(u udivo H)|§ + / / u? Adivo H dxdt
(3.3.13)
+ - / / WV, divoH - vdodt + ~ / Folu, 2)udivo Hdodt
4 0 N 2 0 I

1 /T 1 /T
- 7/ / c3(x)u'udivoHdodt + 7/ /fl(u,x)udivodedt.
2Jo Jry 2Jo Ja

En combinant (3.3.13) avec le Lemme 3.3.1, il vient

17 1
5/ /F1<|u'|2 — [Vyul2) H - vdodt = / W H@)E + 5 (' udivo H)[f
+/ / fi(u, x)H (u)dzdt + = / / f1(u, x)udivo Hdzdt
+2 / [ wAdivoHdrdt + / [ w9 divoH - vdordt

4 Jo Ja I

/ (3.3.14)
+ [ [ ol x)H(w)dodt + 5 / Jalu,2)udivoHdodi

T

—/ / c;;(x)u’H(u)dadt—f/ / c3(x)u'udivo Hdodt
0 Ty 2 0 I
T

—i—/o /QDH(VQU, Vu)dxdt.

Maintenant, estimons les termes du membre de droite de (3.3.14), grace a I'inégalité Cauchy-
Schwarz, on a

[wHE + (ol udivgH)[7 < O1E(0) + E(T) (3.3.15)

et
1 T 2 . 1 T 2 .
f/ / u” AdivoHdxdt + 7/ / u'V divoH - vdodt
4 Jo Ja 4 Jo Jry

T T
<C / / Wdzdt + C / / Wdodt
0 Q 0 I

ou (' représente une constante positive qui peut étre différente selon différents endroits.

(3.3.16)
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3.3. Démonstration du résultat principal

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz et ’hypothese (A4), on a

/OT /Fl cg(:v)u’H(u)dadt‘

T - (3.3.17)
SCU / 03(1’)|Vgu\§dadt+/ / Cg($)|ul|2d0dt],
0 Iy 0 Iy
1 /T
|2/ / Cg(l')U,UdiVoHdO'dt‘
Iy
R . (3.3.18)
<C / / 03(x)\u]2d0dt+/ / 03(x)]u’|2dadt],
0 F1 0 1—‘1
T
/ fo(u, x)H(u)dadt‘
o Jr,
(3.3.19)
T T
SCV / |vgu|gdadt+/ /(|u|2(q_1)+|u|2+1)dadt],
0 Fl 0 Fl
et
1 /T T
|2 / f2<u,x>udivOHdadt‘§CV / (\u|2(q1)+|u]2—|—1)dadt]. (3.3.20)
0 Fl 0 Fl

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, I'inégalité ab < ca® + 4—1€b2, a,b,e >0 et

I'hypothese (A3), on trouve

|/0 /Qfl(u,:v)H(u)d:Bdt| .

< 5/0 /legu]f]dxdt+ 473/0 /Q<‘u’2(p+1) 4 Jul? + 1)dxdt,

1 /T
‘2/ / fi(u, m)udiVOdedt‘
070 (3.3.22)

T C T
< dadt+ - [ [ (P 4 ful? 4 1 dadt
<e [ [ Vguldedt+ [0 [ (PO 4 uf? 4+ 1dede,

pour tout €, en insérant (3.3.15)-(3.3.21) et (3.3.22) dans (3.3.14), de (3.1.3) et en utilisant
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3.3. Démonstration du résultat principal

le fait que H - v > 0 sur I'y et uw = 0 sur 'y, on obtient

T
b /0 /Q IV gul2dadt

<C [/OT/Q%\Vgu\zdxdt—i—/oT/rl Les(@)[]? + [es ) + 1]V gul?} dodt

YE(0) + E(T)] +C [ /0 ' /Q [l 4 fey(a) + Ufuf + 1} dedt (3.3.23)
+/OT/F {Jul® + [u*@ + 1}dadt] .

D’apres [55, Lemma 7.2], on a

T—1 9

/T /F |Vyrul}dodi
T ou 12

<co [ [ {om
0 I

—l—/OT/Q \fl(u,x)|2d:1:dt] ,

8V_A
ou 7, ¢ > 0 sont arbitrairement petits et p comme dans ’hypothese. On applique (3.3.23), en

+ ’Ul|2} dodt + CT||UHL2(07T;H1/2+Z(Q)) (3324)

remplacant (0,7") par (7,7 — ) et en tenant compte de la décomposition dans (3.3.11) et du

résultat de régularité dans (3.3.24), on obtient

T—1
2
b / /Q |V gul2dadt

<C VOT /F [[é(@) + eslw) + 1] |u?} dodt + E(0) + B(T) + R(u)|,

R = 2pt1) 2 dxd

T
[0 {lul + a1} dodt + lull o e
0 Iy
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3.3. Démonstration du résultat principal

D’autre part, pour 7 fixée

T T
b{/o /vagu\ﬁdxdtJr/TT/vagugdxdt} < 2b7 E(0).

Par conséquent,

T
b/ /yv ul2ddt

(3.3.25)
<C / / )|/ Pdodt + E(0) + E(T) + R(u)] :
Iy
ou ¢(x) est une fonction positive définie par
c(x) = c(z) + cs(z) + 1. (3.3.26)

Choisissons P = %b, ol b est une constante positive donnée dans (3.1.3). D’apres le Lemme

3.3.2,0on a
1 "2 2 L. )T Lo
5 / / ([u']* = [Vgul,)drdt = §b(u ,u)|g + fb/ / f1(u, x)udzdt
1
+ =b / fo(u, z)udodt + b/ / c3(x)u'udodt (3.3.27)
2 Fl F1
C{/ / es(x) i [2dodt + E(0) + E(T) + R(u )}
En combinant (3.3.14)-(3.3.27), on obtient
/ 1t < C { / / o)/ [Pdodt + B(0) + E(T) + R(u)} . (3.3.28)
0 I,

On estime maintenant R(u) en fonction de
T T
/ / |u\2dxdt+/ / lul?dodt + E(0).
o Jo o Jr,
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3.3. Démonstration du résultat principal

Proposition 3.1. Soit €2 un domaine ouvert et borné de R™ dont la frontiere I' est de classe

C?. Soit T assez grand. Alors, pour chaque solution u de (3.1.1), on a I'estimation suivante

R(u) < Cr (E(0)) {/()T/Q|u|2dxdt+/0T/Fl |u|2dadt+E(0)}. (3.3.29)

ou la constante C7 (E(0)) demeure bornée pour une valeur bornée de E(0).

Démonstration. On rappelle que

R(u) :/T/ {20+ uf? 41} dudt
0 Q

T (3.3.30)
]l 1)+ 1 dodt 4 ullza o,
1

Notons que H{ (Q) C L*#FD(Q) et considérons hypothese (2.2.9), (2.2.13), on obtient
T T
| [uPodzae < ¢ [ [ 9,udedt < CTE(0). (3.3.31)
0 Ja 0 Ja

Gréce au théoréme de traces et a ’hypothese (A4), on a H'(Q) c L*@~Y(T), donc

T
/ / {uf? + [u@ ™)} dodt
0 Iy

T T
2 2 2
< /r ufdodt+C [ [ {lul* +|V,ul2} drdt (3.3.32)

.gc{/OT/F |u]2dadt+/0T/Q\u]Qda:dt++E(O)}.

Puisque E(0) > 0, il est clair que

/0 ' /Q 1dadt + /0 ' [ 1dodr = W.TE(O) < CrE(0). (3.3.33)
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3.3. Démonstration du résultat principal

D’apres [48], on a

T C T
l| 2o ey < € /O /Q 1 ul2dedt + /0 /Q lu|?dedt. (3.3.34)

En combinant (3.3.30)—(3.3.34) et en choisissant ¢ assez petit, on trouve (3.3.29). O

Par conséquent, (3.3.28) devient

/ " By <c { /0 ! /F (@) Pdod + £(0) + B(T)

0

T - (3.3.35)
+/ / ]u\zda:dt—i—/ / |uy2dadt}.
0o Jo 0o Jr,
En appliquant la relation de dissipation (3.2.2), i.e. VI' > 0,
T
E(0) = E(T) + / / es(2) | Pdodt, (3.3.36)
0 Jry

on obtient

Proposition 3.2. Pour T assez grand, l’estimation suivante a lieu, pour la solution u de
(3.1.1)
T
E(T) <Cr (E(0)) {/ / c(x)|u|*dodt
0o Jr,

T T
+/ /yu|2dxdt+/ / \uPdadt},
0 Q 0 Iy

ou la constante C7 (E(0)) demeure bornée pour une valeur bornée de E(0).

(3.3.37)

3.3.1 Absorption des termes d’ordre inférieur

Maintenant, nous allons procéder & I’élimination des termes d’ordre inférieur f; [, |u|>dzdt
et i Jr, lul*dodt qui apparaissent dans le membre de droite de (3.3.37) en utilisant un argu-

ment de ’compacité-unicité’ non linéaire comme dans I. Lasiecka [47] et Lasiecka et al. [48].
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3.3. Démonstration du résultat principal

Lemme 3.3.3. Soit 2 un domaine ouvert et borné de R™ dont la frontiere I" est de classe
C?. Soit u la solution de (3.1.1). Alors, I'estimation suivante a lieu pour un temps T assez

grand

/OT/Q \U|2da:dt+/OT /F luffdodt < C(E(O))/OT /F o(x) | [*dodt, (3.3.38)

ou la constante C' (E(0)) demeure bornée pour une valeur bornée de E(0).

Démonstration. On utilise ici la preuve par 'absurde. si le Lemme 3.3.3 est faux, alors, il
existe une sous suite {(1;(0),4;(0))},2, et une suite correspondante {(u(t),u;(t))};2, qui

vérifie pour tout [,

u + Auy + fi(u,x) =0 dans Q x (0, +00),
w(x,t) =0 sur Ty x (0, +00),
(3.3.39)
8ul ’
—(z,t) = —folw, ) — cs(x)u;  sur I'y x (0,400),
aVA
w(z,0) =u), u)(x,0) =u} (x)  dans €,
avec
3 2dwdt + [ 2dodt
lim fO fQ |ul7|1 T + fO fFl |Ul| a _ (3340)
o0 Jo Jp, (@)l Pdodt

et la suite d’énergie initiale {(w;(0),2}(0))},2, notée par E(w(0)) est uniformément bornée
en [.

D’apres la relation d’énergie (3.2.2), la suite E(u;(t)) est aussi uniformément bornée pour
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3.3. Démonstration du résultat principal

0 <t <T. Par conséquent, il existe une sous suite u;, telle que

u; — u  faiblement dans H'(Q),
w — u  fortement dans L*(Q), (3.3.41)

w — v fortement dans L*(%).

On considere maintenant deux possibilités
Cas 1. u#0

D’apres le résultat de compacité [88, Corollaire 4], les hypotheses (A3) et (A4), en utilisant

les injections de Sobolev et les convergences dans (3.3.41), il s’ensuit que

fi(u, ®) = fi(u,z)  fortement dans L°(0,T; L*(12)), (3.3.42)

fo(u, ®) = folu,z)  fortement dans L>°(0,T; L*(T)). (3.3.43)

De (3.3.40), on déduit que c¢(z)u; — 0 dans L*(3). Alors, grace aux convergences (3.3.42),

(3.3.43), on peut passer a la limite dans le probleme (3.3.39) pour arriver a

w4+ Au+ fi(u,x) =0 dans Q x (0, +00),

u=0 sur I'y x (0, 4+00), (3.3.44)
ou ,

—(x,t) = —folu,z), ' =0 sur 'y x (0,+00).

aVA

De plus, si on dérive (3.3.44) par rapport a ¢ et on pose u' = v, alors v est une solution du
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3.3. Démonstration du résultat principal

probleme

0
v+ Av + a‘];l(u, z)v =0 dans Q x (0, +00),
v=20 sur 'y x (0, +00), (3.3.45)
ﬁ(x,t)zvzo sur I'y x (0, 400).
aVA

En vertu de 'hypothese (A3), il existe une constante C' > 0 telle que

n

< C(Jul+7 +1).

o
ou

Puisque H'(Q) C L%(Q), on a % € L>(0,T; L"(2)), alors, pour T > 2 diam (2, on
peut appliquer le résultat d’unicité de A. Ruiz [84] adapté a notre cas, ce qui implique que

v =1 = 0. Alors, a partir de (3.3.44), on obtient ’équation elliptique suivante

Au = —fi(u, x) dans Q x (0, +00),
(3.3.46)
ou
—(x,t) = —fo(u,z) dans I'; x (0, 4+00).
aI/A

En multipliant la premiere équation dans (3.3.46) par u et en utilisant la formule de Green,
il vient

/Q {|Vgu|§ + fi(u, IE)U} dx + /F fo(u, z)udo = 0. (3.3.47)

En vertu de (2.2.9), (2.2.10), (2.2.13) et de (2.2.14), on a u = 0, ce qui contredit notre

hypothese que u # 0.

Cas 2. u =0.
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3.3. Démonstration du résultat principal

Posons
A= (Il + lullzas)) (3.3.48)
1
Uy = ~= - U 3.3.49
Uug Y ug ( )
Alors
a2y + lanlZaey = 1. (3.3.50)

Comme u = 0, de (3.3.40), nous avons

AN — 0, asl— 0. (3.3.51)
Donc, on voit que #; satisfait a
a + Aw + ij\i’x) =0 dans Q x (0, +00),
y(z,t) =0 sur Ty x (0, 4-00), (3.3.52)
gz:( ) = _fz(lj\ll, z) _ cz(x)a;  sur I'y x (0,400).

Compte tenu de la relation de dissipation (3.3.36) (appliquée a ;) et de I'estimation (3.3.37),

nous avons, pour tout t € (0,7

BAt) <Cy (E0)) { [ [ elauiazar

T T
+/ /|ul|2dadt—|—/ / |ul|2dxdt}.
o Ja o Jm

ol E;(0) est obtenue en remplacant u° et u! par u) et u} respectivement dans E(0)).
¢ ! l

(3.3.53)

En divisant les deux membres de I'inégalité (3.3.53) par A;, on déduit que la suite E(,(t))
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3.3. Démonstration du résultat principal

est uniformément bornée pour 0 <t < T. Donc, il existe une sous suite 1, telle que

@ — v faiblement dans H'(Q),

@ — u fortement dans L*(Q), (3.3.54)

@ — u  fortement dans L?*(%).

Pour faire un passage a la limite dans le probleme (3.3.52), on a besoin de la proposition

suivante

Proposition 3.3.

cs(2)i, — 0 fortement dans L*(X%), (3.3.55)

fQ(l)L\l’ z) — (ZfZ(o’ )l fortement dans L*(X), (3.3.56)
. u

fi (?;l’ N aaﬁ(o, )il fortement dans L2(Q), (3.3.57)
. u

ou \; est donné par (3.3.48).

Démonstration. La convergence (3.3.55) se déduit directement grace aux (3.3.40) et (3.3.49).

Pour la deuxiéme convergence, on a

2
S ‘ M) %(Oax>ﬂl
Al ou )
' (2)2 ) (3.3.58)
| o flwa) _Oh
- /Mg N gy O] dudt | RS DHO,@)) dedt
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3.3. Démonstration du résultat principal

En utilisant 'inégalité (a + b)? < 2(a® + b?) et (3.3.49), il vient

2
A < ii; Bluz) %(O,x) dxdt
|ui| <e U ou
Bluna) o ) (3.3.59)
Uy, T 2 -
42 ) gt + 2|20, 2 / | dudt.
|ul|>€ Al ‘ au ( ) |ul|>g | l|
Alors, a partir de (A4), on a
~ 112 2 |Ul|2(q_1) |Ul|2 1

A < HU/ZHLQ(E)CE + C/w|>s [ ¥ + ¥ )\2 dzdt, (3.3.60)

ou (. = sup!fQ(“) %(O,xﬂ, (. —0ase—0.
ly|<e

Puisque |u;| > € dans le deuxieme terme de membre de droite de (3.3.60), on voit que

Ay < |72 )G

‘Ul’2(q_1) 1 3 3 61
+ C |ug|>e )\2 |:1 + 62(Q*1)72 + 82(q71) dl’dt, ( .0, )
2(g=1)— 2(q—1)
< HU1||L2(2 CQ + C\ (a— || lHL(zq(q by

D’apres le théoréme de traces et 'hypothese (A4), on a

HY(Q) c LX),
(3.3.62)
H'(Q) C L*(%).

En utilisant les injections précédentes pour le dernier membre de (3.3.61), on conclut que
Ay < Cllial )¢ + CNOD 7 ] [ g (3.3.63)

Puisque 4, est bornée dans L>(0,T; H'(2)) et 2(¢—1) —2 > 0, en considérant la limite dans
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3.3. Démonstration du résultat principal

(3.3.51), on voit que le second terme de membre de droite de (3.3.63) satisfait &

. 2(q—=1)=2 ||~ [12(¢—1)

i sup [CAT 'HquH?m)]

T 2(g—1 q— 1)

= lhm sup C.\ hrn SUP HUZHH
— 00 l

. 2(g—1)— 2(g—1)
< llgglo C: SUP HUle(Q) 0,

par conséquent

llim sup 4A; < sup ||al||%{1(ﬂ)g€2’
—0 l

et lorsque € — 0,

lim Al = 0,
l—o0

(3.3.64)

(3.3.65)

(3.3.66)

olt nous avons utilisé le fait que @; est bornée dans L>(0,T; H'(2)) et (. — 0, lorsque & — 0.

Dong, on trouve (3.3.56).

La convergence (3.3.57) peut étre prouvée de la méme maniere .

]

En appliquant la Proposition 3.3 et par passage a la limite dans le probléme (3.3.52), il

vient

o’ + Au + ((;J; (0,z)a=0 dans Q x (0,400),
o _0f .

%(x,t) = —%(O,x)u sur ' x (0, 4+00),
=0 sur [y x (0, 400).
=0 sur I'; x (0, 400).
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3.3. Démonstration du résultat principal

De plus, on fait le changement de variable @' = v, il est clair que

0
v+ Av + 8];1(0,:5)1) =0 dans Q x (0, +00),
Jv
—(z,t) =0 sur I'; x (0, 400), (3.3.68)
aI/A
v=20 sur I'g x (0, 400).

On applique & nouveau le résultat d’unicité de A. Ruiz [84], on obtient v = @' = 0.

Alors, grace a (3.3.67), on a

At + aafl(o,x)ﬂ =0 dans Q x (0, +00),

u
O oy = 2P0 0 3.3.69
s (x,t) = 50 (0,z)a  sur I'y x (0,400), ( )
u=0 sur 'y x (0, 400).

Comme dans le cas 1, en multipliant la premiere équation dans (3.3.69) par @, on trouve

=0, ce qui contredit (3.3.50). ce qui achéve la démonstration du Lemme 3.3. ]

En combinant la Proposition 3.2 et le Lemme 3.3.3, on conclut, pour 7" assez grand que
T
E(T)<C / / o(z) ' [2dodt, (3.3.70)
0o Jry

ou ¢(z) est une fonction positive donné dans (3.3.26).
De (3.3.70), utilisons I’hypothese (2.2.5) et appliquons la relation de dissipative (3.2.2)
pour obtenir

E(T) < ¢

< WE(O)’ (3.3.71)

En combinant I'estimation (3.3.71) avec les propriétés des semi-groupes (cf. J. Rauch et

M.Taylor [4,80]), on trouve finalement
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3.3. Démonstration du résultat principal

E(t) < Me ™ E(0), Vt>0,

avec

M =

1 1
t w= —log M.
1+%7ew T log

La démonstration du Théoréme 3.2.1 est maintenant achevée.
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Conclusion et perspectives

e Conclusion

Dans cette these, nous avons étudié la stabilisation exponentielle pour une équation des
ondes semi-linéaire a coefficients variables avec une condition au bord non linéaire et un
feedback frontiere, sous des hypotheéses appropriées sur les données initiales (le déplacement
ug, la vitesse uy et la dérivée normale relativement a l'opérateur A du déplacement wg), sur
les coefficients variables a;; de la matrice A, sur les fonctions non linéaires fi, fo et sur le
terme de dissipation cz(x)u'.

Nous avons démontré :

(a) L’existence et 'unicité de la solution faible pour le probléme étudié dans des espaces

fonctionnels convenables.

(b) La stabilisation exponentielle, en utilisant la géométrie riemannienne, i.e., nous
avons démontré que pour toute constante M > 1, il existe une constante w > 0 telle

que ’énergie associée au probleme étudié satisfait a cette estimation

E(t) < Me ™ E(0), Vt>0,
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e Perspectives

En ce qui concerne les perspectives, de nombreuses questions sont encore ouvertes. Il

serait intéressant de poursuivre cette étude. Quatre questions sont envisageables

(1) Est-il possible d’obtenir une stabilisation générale (ou méme exponentielle) pour une

(2)

équation des ondes semi-linéaire a coefficients variables avec une condition au bord non
linéaire et un terme de dissipation localisé dans Q (une stabilisation interne au lieu

d’une stabilisation frontiere) i.e., un systeme de la forme

' —div(A(z)Vu) + fi(u,z) + c(x)u’ =0 dans ©Q x (0,400),
u(z,t) =0 sur 'y x (0, 4+00),
ou

—(z,t) = —fo(u,x) sur 'y x (0, 4+00),
81/A

u(z,0) =u°, o (x,0) = u' (x) dans €

ol
c(x) € L=(I'y), c(x) > o >0, ae. inIy
et f1 et fa sont des fonctions non linéaires satisfaisantes aux conditions (A3) et (A4).

Nous envisageons d’étudier la stabilisation générale (ou méme exponentielle) pour une
équation des ondes semi-linéaire a coefficients variables avec une condition au bord non

linéaire et un terme de dissipation non linéaire sur le bord I', i.e. un systeme de la forme
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3.3. Démonstration du résultat principal

ou
81/A

u(z,0) =u°, o (x,0) = u' (x) dans €

v —div(A(z)Vu) + fi(u,z) =0 dans 2 x (0, +00),
u(z,t) =0 sur 'y x (0, +00),

—(z,t) = —folu,z) — c|/|Pu’ sur 'y x (0, +00),

ol ¢ est une constante positive. La constante p et les fonctions non linéaires f; et f

sont satisfaisantes aux conditions (A3) et (A4).

(3) Nous envisageons également d’étudier la stabilisation générale (ou méme exponentielle)

pour une équation des ondes viscoélastiques a coefficients variables avec une condition

au bord non linéaire et un terme de dissipation non linéaire sur le bord I', i.e. un

systeme de la forme

W~ div(A) V) + [ "ot — $)div(A(x)Vu)ds + fi(u,z) = 0

u(z,t) =0
;:;(ﬂs,t) - /Otg(t — S)(j}i(s)ds — folu, ) — h(u)

uw(x,0) =u, o (z,0) = u' (x)

dans Q x (0, +00),
sur I'g x (0, 400),
sur I'; x (0, 400),

dans

ou A = (aij)1<ij<n €st une matrice symétrique et définie positive, les coefficients a;;(x)

sont dans C'*°. Les fonctions g, h, f1 et fo sont supposées vérifiant les hypotheses sui-

vantes
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3.3. Démonstration du résultat principal

i) g : Ry — R, est une fonction décroissante satisfaisant a

1—/Oog(s)d3:l>0,
0

et il existe une fonction décroissante £ : R, — R, satisfaisante a

§() < ~€OH (9(t)), ¥E>0, et ["¢(s)ds = oo,

ot H : (0,00) — (0,00) est une fonction croissante et convexe de classe C*(0, o0)

vérifiant H(0) = H'(0) = 0. De plus, H est de classe C'([0,7)), (r < ¢(0)).

ii) h: R — R est une fonction croissante de classe C° telle que
h(s)s >0, Vs#0,

et il existe une fonction croissante ¢ : R — R et de classe C'! avec ¥(0) = 0 et

c¢; >0,1=1,2, telle que

v(lsl) < [h(s)] < ¢ (s]), [s] <1,

cils| < |h(s)] < ealsl, s > 1,

ou ¢~ ! désigne I'inverse de la fonction .
iii) Les fonctions non linaires fi et fy vérifient les conditions (A3) et (A4).

(4) 11 est intéressant d’étudier le tau de décroissance pour une équation des ondes semi-
linéaire avec un terme d’amortissement viscoélastique et des conditions aux limites

dynamiques en présence d'un terme source, i.e. un systeme de la forme
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3.3. Démonstration du résultat principal

(5)

u — koAu' — Au+ fi(u,z) =0 dans Q x (0, +00),
u(z,t) =0 sur 'y x (0, 4+00),

0
u’ — £ (u+ kqu') — krAr (o' 4+ u) + fa(u,2) =0 sur I'y x (0, +00),

u(z,0) =u°, o (2,0) = u' (x) dans 2

ou Ar désigne I'opérateur de Laplace-Beltrami sur le bord I'; par apport a la variable
x, Au' désigne le terme d’amortissement viscoélastique ou le terme d’amortissement
fort. kq, kr et « sont des constantes positives. Les fonctions fi(u,z) et fo(u,x) sont
supposées vérifiant les hypotheses (A3) et (A4).

Afin d’assurer la présence d’un terme de dissipation et par conséquent la décroissance
de I’énergie, on suppose que

max {kq, kra} > 0.

On peut également envisager comme perspective I'approximation numérique des problemes

de stabilisation étudiés.
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