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NOTATIONS

e (), : domaine extérieur hétérogéne de R2.

e ['; : frontiére de I'obstacle.

e ()¢ : ouvert borné de frontiére I';.

e [ : frontiere de Q° .

e ()° : couche mince recouvrant €)° .

e () : domaine extérieur infini de frontiére I'? .

e o (x) : fonction décrivant les contrastes du milieu par rapport a QF .

o k.(x) : fonction décrivant les propriétés réfractives du milieu par rapport a QF .
e o, a_ : constantes décrivant les contrastes des milieux.

e k., k_, k, : constantes décrivant les propriétés réfractives des milieux.

[

e u° : solution du probléme de Helmholtz.

® u;,. : onde incidente.

e I'° : interfaces entre les différents domaines.

£

¢, restrictions de u® aux domaines €27, €27 .

Ui, u
e n+ : vecteurs unitaires normaux a I'+¢, I'®..

® O, : dérivées dans la direction des vecteurs n=+.

e H'(Q) : espace de Sobolev défini par H'(Q) = {u € L*(Q)/

o

5 € (@), i€ {1,2)}
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o H!

loc

o v/l et u” : les termes du développement asymptotique de u° dans €1, et €2_ respective-

(Qs) : espace de Sobolev des fonctions localement intégrables sur Q.

ment, o n est un entier naturel.
e UZ : la restriction de u® & QF | exprimée dans des coordonnées locales (¢, s).
o U] : les termes du développement asymptotique de U, dans €2,,, indépendants de ¢, ou
n est un entier naturel.
e dic et dae : les épaisseurs des couches minces €27, ; et (2, , respectivement.
e O, : la dérivée par rapport a la variable locale s.
e [r : la longueur de l'interface I.
e (), : La région extérieure du domaine sans couche mince et avec I
e () : La région intérieure du domaine sans couche mince et avec I'.
e ' : La frontiére entre €2, et 2_.
e u5 : La solution approchée.
1>

e 17" : La restriction de la solution approchée u®™ a Q.

u®® : La restriction de la solution approchée u®® & Q_.

° Qi : Intersection du domaine positif avec I’ensemble (2.

e || - ||z : Norme dans l'espace de Sobolev H'.

e T : Opérateur de Steklov-Poincaré.

o H'(92) : Espace de Hilbert défini par H' (Q) := {v = (v_,vy) € H' (Q_) x H! <§+> , U

e 7_(t) : La paramétrisation de I'interface I'? , ou t est la longueur d’arc de ~_.

r,=0}.

e K : opérateur compact.
o H'(Q, T') espace de Hilbert défini par H'(Q2,T') = {v = (v_,vy) € HY(Q.) x HY(Q,); Ut € Hl(F)} :

e T, : Opérateurs de Steklov-Poincaré associés aux domaines 2.
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INTRODUCTION GENERALE

Aprés la seconde guerre mondiale, le systéme Radar a cnnu un essor fulgurant. II est
utilisé dans plusieurs sécteurs de grandes importances comme la météorologie, le controle
du trafic aérien, la surveillance du trafic routier ainsi que la sécurité routiére, terreste,
maritime et aérienne. Il existe plusieurs type de radars avec des capacités et émissions
différentes. L’évolution technologique a permis le développement des radars, ot nous avons
vu naitre des radars a capacité accrue qui permettent une couverture tridimensionnelle trés
large, la capacité de détecter des structures de petite taille et infrasonores avec anticipation
de leur trajectoire, un balayage a haut débit, en plus d’augmenter la précision dans la
classification des cibles pour réduire le fardeau de ’analyse des données avec une analyse

numérique plus rapide des données entrantes.

Puisqu’il est impossible d’éviter la détection et la surveillance radar, en évitant les
ondes émises par le radar, il existe plusieurs techniques et stratégies pour réduire les
impacts ou les éliminer complétement (la furtivité radar) parmi lesquelles agir sur les
formes et les angles des objets (la géomeétrie) ainsi que les recouvrir d’un revétement spécial
(une couche mince) qui absorbe les ondes émises par le radar. Ces derniéres techniques

demandent beaucoup de précision et d’exactitude.

Une des conditions nécéssaire pour l'amélioration de la détection et de la furtivité

radar est de prendre en considération la structure ainsi que la peinture recouvrant I’objet,
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c’est a dire nous aurons a faire a des problémes de propagation, émission ou diffusion

posés sur des domaines contenant des couches minces.

La résolution numeérique de ces problémes (éléments finis ... cf. e.g., [14, 25]) pose
plusieurs défis. Tout d’abord, la discrétisation a ’échelle de ’épaisseur de la couche mince
entraine un maillage trés fin avec un grand nombre d’éléments, ce qui peut rendre les
calculs longs et cotiteux en termes de ressources computationnelles. De plus, cette dis-
crétisation fine peut conduire a des instabilités numériques, telles que la pollution de la
solution ou la perte de précision, nécessitant ainsi des méthodes de résolution numérique
appropriées pour obtenir des résultats fiables. De plus, les problémes posés sur des do-
maines avec des couches minces peuvent présenter des phénomeénes de nature multiscale,
ou des caractéristiques différentes se manifestent a des échelles variées. Cela implique la
nécessité de développer des techniques de modélisation et de simulation adaptées pour
capturer les interactions entre les différentes échelles et assurer une représentation précise
du comportement physique. Enfin, les problémes avec des couches minces peuvent égale-
ment poser des défis liés a la géométrie complexe, a la modélisation des interfaces, aux
conditions aux limites appropriées et a la prise en compte des propriétés des matériaux
constituant la couche mince. La recherche de méthodes numériques efficaces et précises
pour résoudre ces problémes est donc essentielle pour avancer dans notre compréhension

des phénomeénes physiques.

L’utilisation des méthodes asymptotiques se révele étre une approche prometteuse
pour surmonter les défis liés a la résolution numérique des problémes définis dans des
domaines contenant des couches minces. Ces méthodes offrent plusieurs avantages signi-
ficatifs. Premiérement, elles permettent de réduire considérablement la complexité des
calculs en fournissant des approximations analytiques ou semi-analytiques des solutions.
Ainsi, au lieu d’une résolution numeérique cotiteuse a 1’échelle fine de la couche mince, les
méthodes asymptotiques offrent la possibilité d’obtenir des résultats précis avec une com-
plexité réduite. Deuxiémement, les méthodes asymptotiques fournissent des informations
essentielles sur le comportement de la solution a différentes échelles, ce qui permet de
capturer efficacement les phénomeénes multiscales. Cette approche permet de séparer les
contributions dominantes provenant de différentes parties du domaine, ce qui facilite la
modélisation et la simulation. De plus, les méthodes asymptotiques permettent souvent
d’obtenir des expressions analytiques pour certaines quantités d’intérét, ce qui facilite leur

interprétation et leur utilisation dans la conception et I'optimisation des dispositifs. En-



fin, les méthodes asymptotiques offrent une flexibilité dans 'incorporation de conditions
aux limites et de propriétés matérielles complexes, ce qui permet de modéliser avec préci-
sion les interfaces et les comportements spécifiques des couches minces. En combinant ces
avantages, I'utilisation des méthodes asymptotiques dans la résolution des problémes avec
des couches minces peut conduire & des gains importants en termes de temps de calcul, de
précision et de compréhension des phénomeénes physiques sous-jacents. Cela ouvre la voie
a de nouvelles avancées dans des domaines tels que la modélisation radar, la conception
de matériaux avancés et la simulation de dispositifs technologiques.

Parmi les travaux de recherche antérieurs qui ont traité de problémes similaires ou connexes,
nous pouvons citer [17| on les auteurs étudient le comportement des potentiels de ten-
sion en régime permanent dans un matériau composé d’un milieu bidimensionnel entouré
d’une fine couche rugueuse intégrée par un milieu ambiant. Dans [20] les auteurs traitent
de la diffraction d’une onde acoustique par une structure constituée d’un anneau mince
diélectrique contenant un grand nombre d’hétérogénéités disposées périodiquement. En-
fin, [19] est dédié a I'étude des modeéles asymptotiques associés a la diffusion des ondes
¢lectromagnétiques provenant d’anneaux minces qui contiennent des hétérogénéités ré-
guliérement espacées. Pour les problémes posés sur des domaines contenant des inclu-
sions minces, des conditions de transmission approchées (également appelées conditions
aux limites d’impédance ou de type Ventcel) ont été proposées par plusieurs auteurs
(7,9, 11, 17, 18, 27, 28, 31, 35]), qui font I'intérét de cette thése, et qui sont définies sur

des interfaces artificielles pour remplacer 'effet de la couche mince.

Dans cette thése, notre objectif est d’utiliser la méthode du développement multi-
échelle pour approcher la solution d’un probléme modélisant des phénomeénes de pro-
pagation, émission ou diffusion posés sur des domaines contenant des couches minces.
La méthode du développement multi-échelle offre une approche puissante pour la réso-
lution de problémes multiscales en décomposant la solution en une série d’expansions,
ou chaque terme représente une contribution spécifique & une échelle particuliére. Cette
méthode présente plusieurs avantages significatifs. Tout d’abord, elle permet de réduire la
complexité des calculs en fournissant des approximations analytiques ou semi-analytiques
des solutions. En identifiant les contributions dominantes a différentes échelles, on peut
simplifier considérablement la résolution numérique et réduire le temps de calcul requis.
Cette approche a été largement étudiée et appliquée avec succes dans divers domaines de

recherche. Des travaux tels que ceux de Bensoussan et al. [5] et Givoli [22] ont démontré
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I'efficacité de la méthode du développement multi-échelle dans la résolution de problémes
complexes.

De plus, la méthode du développement multi-échelle permet de capturer efficacement
les phénoménes multiscales et les comportements locaux des ondes. En décomposant la
solution en termes de différentes échelles, on peut prendre en compte les effets subtils qui
se produisent & des échelles spécifiques. Cette approche offre une meilleure compréhension
des interactions entre les ondes et les structures du domaine étudié. Des études telles que
celles de Ockendon et Tayler [26] et de Hou et Wu [23] ont illustré 1'utilité de la méthode
du développement multi-échelle dans la résolution de problémes de propagation d’ondes.

En conclusion, l'utilisation de la méthode du développement multi-échelle pour ap-
procher la solution d’un probléme de propagation, diffusion ou émission d’ondes dans un
domaine bi-dimensionnel présente des avantages significatifs. Cette méthode offre une ap-
proche efficace pour résoudre des problémes multiscales, réduire la complexité des calculs
et capturer avec précision les comportements locaux des ondes. En intégrant ces avancées
méthodologiques, nous pouvons espérer obtenir des modeéles plus précis et des simulations
plus rapides, facilitant ainsi la compréhension des phénomeénes physiques sous-jacents et

contribuant & ’amélioration de la conception et de 'optimisation des dispositifs.
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Exemple

Dans cet exemple, nous incitons le lecteur a visualiser une situation pratique o notre
méthode pourrait étre appliquée plus simplement. En effet, en utilisant notre approche,
une géomeétrie droite, les calculs sont trés simple et moins susceptibles d’introduire des
erreurs. Cela permet aux lecteurs de bien comprendre la méthode (du développement
multi-échelle de ’analyse asymptotique) et de connaitre ses démarches.

En conclusion, cet exemple est choisi pour démontrer ’applicabilité pratique et les avan-
tages de la méthode proposée. Les situations concrétes, telles le choix des géométries ayant
des courbures qui sont un peu plus compliqué a traiter illustrent les causes qui motivent
I'utilisation de notre approche, & savoir la nécessité d’une précision accrue, d’une efficacité

améliorée et d’une réduction des erreurs.

Position du probléme

Soit ¢ un nombre réel strictemet positif trés petit et soient

0 =R? Qi:Rx]%§,+ool, Qész]—oo,%la,{

et nous considérons la couche mince, d’épaisseure § séparant Qi et 7,
—-1.1

QP = |—6=0].
2 72

Nous considérons aussi les interfaces

-1 1
F571 =R x {75} et F(;’Q =R x {56} .

Etant données trois constantes strictement positives a*, o~ et a,, et deux fonctions
fT et f~ a support compact dans Qi et Q% respectivement.
Nous nous intéressons au comportement asymptotique de la solution us du probléme

de Laplace suivant :

—aFAuF = f* dans QS (0.0.1a)
Ay s =0 dans €° (0.0.1b)
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avec les conditions de transmission sur les interfaces Fi et T

( 4} o
U, s (x, §> = uy <x, 5) (0.0.1¢)
—0 _ —d
Um,5 (ZL’, 7) = Us <CE’, 7) (OO].d)

QU Oy Uy 5 (x, g) = ot duy (:E, g) (0.0.1e)

Oy U, 5 (x, _75) = o Oyuy (:v, _75) (0.0.1f)

<o
ol uy = U,5|Qi et Up s = u5|9§n'

Nous considérons une interface I' positionnée a lintérieure de Q° parallele a T's; et

I'so divisant €2 en deux parties. Soit

[ ={(z,y) e R?*/y = pd,p € R},
alors () se répartie en

Q; =R x |pd,+oo] et Q=R x |—o0,pd|.

Développement asymptotique et le calcul des trois premiers termes

Nous considérons deux développements asymptotiques de la solution u? sur 2 :
Loin de la couche mince, ou le développement asymptotique externe, qui est donné par
I’ansatz

ui = Zd”uf dans Q% (0.0.2)
n>0
+

- sont définies sur €24 et sont indépendantes de 4, elles vérifient

ol les fonctions u
—aiAugt = 50,nfjE dans Q4

ot &y, est le symbole de Kronecker.
Au voisinage de la couche mince, nous définissons le changement d’échelle z = y /6,

alors nous donnons le développement asymptotique intérieur par

Ums(2,y) = Uns(z, 2) = Z M Upn(2,2),  V(z,y) € 2, (0.0.3)

n>0
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ou les fonctions Uy, ,, sont définies sur €2, et sont indépendants de 9.
S’appuyant sur (0.0.1b), (0.0.3) et 9yt s = 6~ *9,U,, 5, nous obtenons

(92 +67202) [Z 5”UZL"’5(:U,Z)] =0 dans §,,

n>0

identifiant les termes de méme puissance en 9, nous aurons

O2Uno = 0
BUpns = 0,
O2Upmo + Oy = 0,
Uz + O, = 0

Y

Remarque 1. Le vecteur unitaire tengent (resp. normal) en tout point de I' est (0, 1) (resp.

(1,0)).

Le développement de Taylor au voisinage de y = ad est

2
_5(a+p)8yu;‘r—3(a+p) Ou
2

u, (T, 0) = u,

wh(z,) = ul +46(a— )Gun‘r+6—( p)? 0%

M 5 U 4o
alors les conditions (0.0.1c), (0.0.1d), (0.0.1e) et (0.0.1f) deviennent
n, — —1 — — -1 _
Z u, | x, - ) = Ut o |y, — - tp Oy,
n>0
_ (-1 N N TR
+ 5 [u2lr - (7 +p) 8yu1|F + 5 (7 —|—p> 85

— Z(sn mn(;,; __1>’

n>0

2

_ -1 _ )
+ 5?2 layUQF — (7 +p) 6§u1|r + 5

= Z5n_1am8zUm,n (:B7 ;) )

n>0

XV

Zé”a Oyu,, (x, _—1> = 8yua|r +9 [@Juﬂr — <_71 +p> 8§ua|r]

—1

<_

2

2
+p>

Uy

83

Yy

I

U0|F

+ ...

(0.0.8)

+ ..

(0.0.9)



25” o u; (:13 ->

De (0.0.4)-(0.0.7) et
(0.0.11), nous obtenons

—a™ A uy

ui |r — ug|r

en

u e — ug |

—a oy lr =

1
g, + 0 {uﬁr + (5 - p) 8yu8r|r}
1 52 /1 2
’U,;rlF + (5 —p) ayuflr + ? <§ — p) 62U0+|F

> 6" Unm <g; %) , (0.0.10)

n>0
1
0, u0| + 4 {8 u1| <2 ) uor]
1 2
52 léyugr + ( p) u1|F + = <§ —p) a3uglr

> 6" 0.Un (x 5) . (0.0.11)

n>0

52 + ..

+ ..

identifiant les termes de mémes puissance en § de (0.0.8)-

—a*t A uf = [ dans Q%

I
o

atOud|r —a Oy lr = 0.

= 0, dans Q,
20ta™ — atas — 2patas + 2paTas — oo

da~atag
x (a™0y ug | + a=0y ug|,)
—2a5 — 2pat + 2pa” +a” +at
4
+ 02 ug‘r)

x (0% ug

o lr

Xvi



—aot Auf = 0, dans Q%
20 a” — a5 — 2patas — asaT + 2pa oy

Uy | — uy[r = Topat o

x(a™ dyuf |+ a” dyur|p)
4as(a™ —aM)p? + 4(aTa™ — ad)p — asa™ + asa”

Sasata~
x(at 8§u5r}r + o~ 8§ua|r)
205" + 205" — 2aTaT — 203

Sasata~
X X (aT 0§uajr —a” O%ug )
n —2a5+a" +a” —2paT + 2pa” _
atOugd lr —aOuy|r = 1 (Qi uﬂr + 0% u; }r)
(40&5(0&*2 —a )P+ 4(2at + oo —atPa —aPat)p

16asata—

_ 2 2 2 2
203at — 2020 — asa™ + asa”" + 20 a” — 2t
16asata~

x 02 (aTOyud | + a~dyug ) -

Conditions de transmission approchées

Nous tranquons (0.0.2) et (0.0.3) a l'ordre 2, c’est & dire nous considérons
© = ug + duq + 8uy,

alors
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—Q

+

etlr—¢7r =

atOyptlr —a” Oy |r =

A oF = f*, dans QJ,

20" — " — 2pat oy, — ama™ 4+ 2paT oy,

doata—
xd(at Oyt +a” e |p)
dap(a” —at)p? +4(ata” —a2)p — ama™ + apa”

+ doata—
x6%(at Qigoﬂr +a” 8%@*|F)
2amat + 20,07 — 2aTa” — 202,
+ -
Saata

x 02 (at 02t | —a O2¢~|L) + O(8°).
—2a, +aT +a” —2pat 4+ 2pa~
4
x0 (02 ¢*Ip + 02 ¢7Ir)
N <4ozm(oz+2 —a P2+ 4(2at +a2a —atla —aat)p

42ata™ — a~ay, — 2patay, — amat + 2pa~ay,)

202,07 — 202,07 — amat + oo + 2020 — 20 %ot
42ata™ — a~apy — 2pata,, — amat + 2paTagy,)

X0 (92 ot | — 9207 |) + O(8%).

Ainsi en négligeant tous les termes de puissances supérieure a 3, Nous aurons le systéme

suilvant :

;

a+6yuf{p|p — a” Oyug,|r

—at A u;tp = f*, dans Q%
n 3 B 2a0Ta” — a” o, — 2patag, — ama™ + 2paT o,
uap|F - uap|F = daata—
x8(at dyub,| .+ a dyug,|L)
N dam(a™ —aM)p? +4(aTa™ —a2)p — ama™ + apa”
dogata”
x6%(at Oqudy | + o™ Bfug,|)
N 200t 4+ 20,07 — 2ataT — 202,
Sa,ata~
X0 (ot 2ub,| . — a Ojug,|,)-

—2am, +aT +a” —2pat + 2pa~

4
%) (ag | + 02 u;p\F)
<4am(a+2 —a )+ 4ot + a2 a —atiam —a%at)p

42ata™ — a~ay, — 2pata,, — apat + 2paTag,)

N 202,07 — 202,07 — amat’ + ama~ + 20%a” — 20 2ot
42ata™ — a~ay, — 2patan,, — apat + 2paTag,)

) (ag, b |~ Qzugp‘r).
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La formulation variationnelle du probléme précédent est donnée par

ot [ Aufot +a7 [ Augv™ +at [, Vul Vot + a7 [, Vg, VoT

2o, o™

+ j} uwﬂr &JF>(U_'_'U+)dr

(2ata™ — a~ay, — 2patay, — apat 4+ 2pa~ag,)
(24(0%04*04‘ — amatHp? + 24(atam — a2 at)p — 8a2 at + 20,at?

8(2ata~ — a~ay, — 2patay, — agpat + 2paay,)

ldoata™ — 8ata~
dma@ 4 R 0 [p0Ful | vtdl
8(2ata~ — a~ay, — 2patay, — agpat + 2paTay,) pir

N 8(amat? — apmata)p? + 8(aat — at o )p + 20mat? — 200t 5
8(2ata~ — a~ay, — 2patay, — apat + 2paay,)
8(ama? — amata)p? + 8(alat —aZa)p

X [L0% uf dar
fr Uap|p Y + (8(20&*04 — 0" Oy — 2pat oy, — amat + 2pa any,)

i — ) § [1 02 ug| vTdD

8(2ata~ — a~ay, — 2patay, — anat + 2paray,)

_2
20,0 — 2a,,at

+

2

2U(amata™ — apa~)p? 4 24(ata” —a~*at)p — 8aa” + 2o
8(2ata~ — a~ay, — 2patay, — anpat + 2paay,)

lda,,ata™ — 8ata~?

8(2ata~ — a~ay, — 2patay,, — anpat + 2paay,)

> 0 [+ 02 ug,| v™dl = 0.

ata” —a}+ \/oz§ +at?a=? - a2at? — a2a?

Pour p = , OUS aurons
p st — 250~
8(asat? — agata)p? + 8(aat — at e )p + 2050 — 2a50Ta” = 0,
8(04504_2 —azata”)p? 4+ 8(a” ot — a2a”)p — 2azata” + 205a7° = 0,

ainsi la formulation variationnelle devient

ot [or Aufot +a7 [ AuguT +at [, vul Vot + a7 [ Vug, Vo +

20,0t o™

_ — 2 _2 2 _2
(a2, +ata™ — apat —apa~ F/ad +at?a? — a2 at? —a2a?)0

x Jp(ud | = ;p|r)(v_ —vh)dl ~

( 8at (ay, — at)(ay —a7) >
-2 ,2)

8(a2, + ata~ — amat — apa~ Ty ad +ata a2at? —a2a
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X3 fr 02 ul | vtdl —

z Yap|p

8a™ (ap, — a®)(ay —a)
8(a2, + ata~ — apat — aa” Fy/ad +atia? —a2at? — a2,a7?)

X8 [ 02 ugp|rv_dF = 0.

Pour (o, > a= et a, > @) ou (ay, < @™ et a, < at), il est simple de voir que
la forme bilinéaire associé au probleme (0.0.1a)-(0.0.1f) est coercive, ce qui n’est pas
le cas pour at < a,, < a¥, alors nous allons surmenter cette difficulté en utilisant
une technique particuliére qui consiste a transformer la forme bilinéaire en une équation
pseudo-différentielle sur I' qui nous permettera de montrer I'existence et 1'unicité d’une

solution approchée et de donner une estimation de I’erreur.
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Organisation de la thése

Le manuscrit est divisé deux parties :

Partie I : "Conditions de transmission de type Ventcel pour le
probléme de Helmholtz
Cette partie est contituée de 4 chapitres.

Chapitre 1 : "Position du probléme et géometrie différentielle"

Dans La premiére section de ce chapitre, nous définissons le probléme initial et dé-
montrons des résultats d’existence et d’unicité de sa solution.

La deuxiéme section a pour but d’introduir les principeaux outils de la géométrie dif-
férentielle afin de reformuler notre probléme dans un domaine fixe (indépendant de ¢).
Cette technique est un outil essentiel pour déterminer un développement asymptotique

de la solution u°.
Chapitre 2 : "Développement asymptotique"

Dans ce chapitre, divisé en deux sections, nous définissons un développement asymp-
totique de la solution, calculons ses trois premiers termes et énoncons un théoréme le

justifiant.
Chapitre 3 : "Probléme approché"

A partir des résultats du chapitre 2, nous dérivons un probléme approché modélisant
Ieffet de la couche mince par des conditions de transmission approchées, faisant intervenir
des opérateurs différentiels tengentiels d’ordre 2, appelées des conditions de type Ventcel.
Enfin, nous établirons une estimation d’erreur entre la solution exacte et la solution ap-

prochée.

Partie 2 : "Analyse asymptotique pour un probléme de Helm-
holtz avec couche mince d’épaisseure non constante"

poel



Dance cette partie, nous nous intéréssons au probléme de Helmholtz défini sur R?

contenant une couche mince d’épaisseur non-constante.

Chapitre 4 : "Description du probléme et aspect géométrique"

Dans ce chapitre, nous décrivons le probléme étudié et nous rappelons les notions fon-
damentales de géométrie différentielle pour réécrire les équations du probléme dans un
domaine fixe indépendant de ¢.

Chapitre 5 : "Analyse asymptotique"

Nous dérivons dans ce chapitre un développement asymptotique de la solution u° en
fonction du petit paramétre €. Nous présentons une hiérarchie d’équations définies dans
un domaine fixe (indépendant de €). Nous donnons ensuite les trois premiers termes du
développement asymptotique ainsi que le théoréme de convergence justifiant notre ansatz.

Chapitre 6 : "Conditions de transmission approchées"

Dans ce chapitre, nous dérivons des modéles approchés avec des conditions de trans-
mission de type Ventcel. Nous démontrons I’existence et 'unicité de la solution et énongons

une estimation d’erreur.

Enfin, nous terminons ce travail par une conclusion et des perspectives.

xxi1



Premiére partie

Conditions de transmission de type

Ventcel pour un probléme de Helmholtz






CHAPITRE

POSITION DU PROBLEME ET
GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

1.1 Position du probléme

Soit Q. un domaine extérieur hétérogéne de R? dans lequel I'onde se propage. Son

complémentaire est un compact de R?, de classe C* et de frontiére I'; représentant 1’obs-
tacle.
Le domain €}, est composé de trois sous-domaines : un ouvert borné 2° de frontiére
I'; et I ; une couche mince () rcouverant ()¢, d’épaisseur constante € > 0 suffisam-
ment petite; et un domaine extérieur infini Q5 de R?, de frontiere I'%, et défini par
Q5 = Q\ (22U Q) (cf. Fig. 1.1).
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o 0

m
g
I e
—
ny

FIGURE 1.1 — La géometrie du probléme.

Soient «, et k. deux fonctions strictement positives définies sur R? par

oy si x dans QF, k. si x dans QF,
a.(x) = 1 six dans Q) et k.(z) =4 kn si x dans QF (1.1.1)
o si  dans Q°, k_ si z dans Q° .

Dans (1.1.1), a. et k? décrivent respectivement les contrastes et les propriétés réfrac-
tives des milieux ¢ et €} par rapport au domaine de propagation extérieur €25.. Nous
supposons que toutes les constantes a, k% et k2 sont indépendantes de ¢ et ax € |0,1]
ou ax € 1,400

Sous les hypothéses submentionnées, nous nous intéressons au comportement asymp-

totique de la solution u® du probléme de Helmholtz suivant

Avf + k2uf =0 dans Q2 UQS, UQS, (1.1.2a)
u* =0 sur I, (1.1.2b)

lim /2] (8a) — iks) (W — Uipe) = 0, (1.1.2¢)
|z|—>+o0

avec les conditions de transmission sur les interfaces I
ug = u;, sur I'q, (1.1.2d)
Q1On, uS = On s, sur I'q, (1.1.2¢)

oll On, et Oy désignent les dérivées dans la direction des vecteurs unitaires normaux

ny et n_ a I et I'® respectivement (Fig. 1.1); u%, u, et u® sont les restrictions de
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u® respectivement aux domaines 22, QF et QF ; u;,. étant 'onde incidente définie par

Uipe = € , ol d est un vecteur unitaire de R? donnant la direction de 'onde plane

Uine-

Le théoréeme suivant donne un résultat d’unicité de la solution u°®,
Théoréme 2. Le probléeme (1.1.2) admet au plus une solution v € H} ().

Démonstration. Considérons le probléme homogéne suivant

[ Trouver uf € H},(Qs) telle que (1.1.3a)
Auf + k2uf =0 dans Q° UQ; UQ, (1.1.3b)
ut =0 sur I, (1.1.3¢c)
\|ﬂh51aquzﬁ(a“_ik+)“€::0’ (1.1.3d)

avec
ug = u;, sur I'q, (1.1.3e)
{ Q1 On, uS = On u;, sur 1'%, (1.1.3f)

En appliquant un résultat de régularité de la solution des problémes élliptiques (cf. [3]),

nous aurons (u®,us,,,us) € C®(Q5) x C®(2,) x C>=(QF).

) m) )

Nous tranquons maintenant le domaine Q, par B(O, R), la boule de centre O et de rayon
R suffisamment grand pour contenir I'obstacle et la couche mince €2, (cf. Fig. 1.2). Nous
posons ()5 = Q5 NB(O0, R). Multipliant I’équation (1.1.3b) par uf et intégrant sur B(O, R)

tout en utilisant la formule de Green, nous obtenons
CL/]vmf—ﬁﬁﬂ2ﬂﬁ+/|v%E—@my%m;
Qs Oz,
+ a+/ (VuS PP — k2 |us|* df = a+/ Opus Uz dS, (1.1.4)
o sn
ol Or désigne la normale unitaire extérieure a la sphére Sg. D’ou
Im (a+ OruS ui dSR) <0. (1.1.5)
Sr
Par ailleurs, comme

b [ e Pas, = —[ki/ \u1\2d5R+/ {8Rui‘2d53—2k:+lm< 8RujﬁdSR)}
Sr Sr Sr

2 2k Sn
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SR

9

Qm
O
+

rs
FIGURE 1.2 — La boule B(O, R).
1 __
- ’aRui‘2 dSg + Im (/ 8Ru§ruidSR) ,
2k+ SR Sr

de (1.1.5), il découle

k+ e 12 1 e e |2
o s g [ fons ks s

Utilisant la condition de radiation (1.1.3d), nous pouvons écrire Ve > 0

/ e | dSr < i/ |Ogus, — ikyus | dSk
Sr i k’ii SR
1 &2

< -
= 2R

mes (Sr) ,

ainsi
) 2
lim / |ui| dSgr = 0.
R—+o00
Sgr

En vertu du lemme 46 (de Rellich, Annexe D), nous obtenons u%, = 0 sur Q4 \ B(O, R).
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Par conséquent, comme Im(k3) # 0 et la partie imaginaire de (1.1.4) nous déduisons que

u® = 0 sur Q. O

Pour montrer I'existence de la solution, nous tronquons le domaine 2., et ramenons
(1.1.2) & un probléme posé sur un domaine borné en utilisant les opérateurs de Steklov-
Poincarré.

Soit © un domaine borné de R? contenant la couche mince Q¢ et de bord I assez
régulier (au moin de classe C?) (cf. Fig. 1.3). Nous pouvons par exemple considérer la boule
B(O, R) comme utilisé dans la démonstration du théoréme 2. Nous posons maintenant
05 =05 Q.

o) R
Qm
OF
_|_
re

FIGURE 1.3 — Le domaine .

Nous introduisons l'opérateur de Steklov-Poincarré T' défini de H'/2(9€2) dans H~/2(052)
par T = —0,,w, ol Oy, est la normale unitaire extérieure au bord 2 et w est I'unique

solution (cf. [24]) du probléme suivant

([ Trouver w € HL .(Qs \ Q) telle que (1.1.6a)
Aw+kiw =0 dans Q4 \ Q, (1.1.6Db)
w= sur 012, (1.1.6¢)

\ m V0z| (0 — iks) w =0, (1.1.6d)
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L’opérateur T est pseudo-différentiel d’ordre 1 (cf. e.g., [4] [33]), il est linéaire continu
de HY?(0Q) dans H~/2(0Q). Ainsi, (1.1.2) est remplacé par un probléme défini sur un

domaine borné ) avec une condition aux limites sur 952
(ansz + T)ua = (a’fLQ + T)uinc;

appelé condition transparente, i.e., (1.1.2) est équivalent a

Trouver u® € H'(Q) telle que (1.1.7a)
Auf + ku® =0 dans €, (1.1.7b)
u* =0 sur [y, (1.1.7¢)
(Ong, + Tt = (Ong + T')ine sur Of). (1.1.7d)

Une formulation variationnelle de (1.1.7) est donnée par
Trouver uf € H'(Q), Vv € H*(Q), ( )

a-(u,v) = /QVUSVU —u® dQ+ < Tujpq, Vjaa >u-1200)xm1/200)  (1.1.8b)

= I:(v), )

ou < ... >p-1/2(90)x H1/2(s0) désigne le crochet de dualité entre H=12(0Q) et H'/?

I. est une forme linéaire sur H'(f2) donné par
le(v) = / (Ong, + T)thinev dOSY.
o0

Notons que la forme bilinéaire a.(.,.) n’est pas coercive, c’est pour cela que nous allons
ramener, par perturbation, le probléme (1.1.8) & une alternative de Fredholm. Soit 'opé-
rateur Ty défini de H/2(0Q) dans H~/2(99) par Ty = —0,,,wo 01l w est I'unique solution
du probléme

Trouver wy € H' (2 \ Q),

Awy —wo =10 dans Q. \ Q

wo =0, sur OS2

Le lemme suivant donne quelques propriétés de cet opérateur. Pour la preuve, nous inci-

tons le lecteur a consulter [4]

Lemme 3. L’opérateur Ty est borné et coercif de H/?(09) dans HY/%(0Q). De plus, il
existe un opérateur compact K défini H'/?(08)) dans H3/?(0Q) tel que :

T="1T,+ K.
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Le théoréme suivant donne le résultat d’existence de la solution u° du probléme (1.1.8)

équivalent au probléme(1.1.2)
Théoréme 4. Le probleme (1.1.8) admet une unique solution u® dans H'(Q).
Démonstration. Soient @.(.,.) et b.(.,.) deux formes bilinéaires définies sur H() par

Eis(u,v) = / VuVo dQ+ < Tyu,© >H*1/2(89)><H1/2(6S2)7
Q

be(u,v) = —/ kguU dQ+ < KU,@ >H—1/2(BQ)><H1/2(8Q) .
Q

Le probléme (1.1.8) est alors équivalent a

Trouver u® € H'(Q), Vv € H*(Q)
. (us,v) + b(us, v) = I.(v).

Il est clair d’aprés le lemme 3 que a. est coercive. Par ailleurs, compte tenu de la compacité
de l'injection H'(Q) — L*(Q) (Voir théoréme 49) et de I'opérateur K, nous déduisons
que si (uy), et (v,), sont deux suites faiblement convergentes dans H'(f2) vers @ et ¥

respectivement, alors

be(tn,v,) — be(u,v).

Par conséquent, d’apreés le corrolaire 31, I’équivalence entre (1.1.2) et (1.1.8) ainsi que le

résultat d’unicité de la solution permettent d’achever la preuve. O

1.2 Géométrie différentielle

Dans cette section, nous adopterons la méme téchnique que celle utilisée dans |7, 11].
Nous considérons une interface I' parallele a I'Y. divisant €27 en deux couches minces
Q05,1 et 2, 5 d’épaisseur die et dae respectivement, ou dy et dy sont des nombres réels

strictement positifs satisfaisants d; +dy = 1 (cf. Fig. 1.4).
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FIGURE 1.4 — Zoom sur la couche mince, avec et sans l'interface I'.

Le probléme (1.1.2) est équivalent au probléme suivant

(A +kius =0 dans €27, (1.2.1a)
Au® + Ku® =0 dans F | (1.2.1b)
Aug, + ks, =0 dans € ,, (1.2.1¢c)
Aus o+ kus, o =0 dans Q¢ ,, (1.2.1d)
u> =0 dans T, (1.2.1e)

[ VNl (00 — iky) (U5 — tine) = 0, (1.2.1f)

avec les conditions de transmission
(U = Uy, o sur 1", (1.2.1g)
Q4 On, Uy = On, Uy, o sur 1", (1.2.1h)
Us, 1 = Usyo sur T, (1.2.11)
Only, 1 = Only, o sur I, (1.2.1j)
Us = U, sur I, (1.2.1k)
(@ On_u® = On_uj, sur ¢, (1.2.11)

ou d, désigne la dérivée dans la direction du vecteur unitaire normal n a I’
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1.2.1 Paramétrisation de I'
Soit I une courbe fermée réguliére C> paramétrée par ~ telle que
v:(0,lp) — T CR?
t— () = (), 720),

ou Ir est la longueur de I' et ¢ est la longueur d’arc de ~. Les vecteurs unitaires tangent

et normal 7(t) et n(t) sur I & (¢) sont donnés par

(1) 2= T (1), ~ma(1)) (1) = (ma(0) ma(t).

On rappelle les formules de Frénet définissant la courbure ¢(t) de I au point y(t) (|21])

dr(t) dn(t)

i —c(t)n = c(t)r.

1.2.2 Paramétrisation de la couche mince €2,

Soit I. = (—ds¢, dse) . Nous paramétrons la couche mince €2, par le C*°-difféomorphisme
de variétés ¢ (cf. [21]) définie sur (0,Ir) x I. par

{(O,ZF)XIE %o
(t,n) — x:=~(t) +mm(t).

A toute fonction v définie sur Q2 , nous associons la fonction v définie sur (0,Ir) x I. par

{ W(t,n) = (),
r = iﬂ (ta 7]) )
nous aurons

it = (PG (A nena®) ~Qtnem®) (0nv()
tn UL, 1] an’ﬁ(t,n) nl(t) ng(t) ) )

na(t) ~
Vo(z) = (&;lv(:v)) _ (lf((f) m(t)> (aﬂi(t’n)> |
On, () Y A (%)

Par conséquent, I'expression du Laplacien dans les variables (¢,7) est

A= {8’3 T T (1 ¥ 717c<t>at>] .

donc

[
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En raison de la dépendance de €2 du parameétre ¢, nous ne pouvons pas donner
un développement asymptotique de u® en fonction de e (cf. [4]). Par conséquent, nous
transformons 27, en un domaine fixe indépendant de . Nous introduisons le changement

d’échelle s = n/e et 'intervalle I = (—dy, ds) tels que le C*-difféeomorphisme ®, défini par

m

{Qm:: 0,0y x I 5
(t,s) — x:=~(t)+esn(t),

paramétrise la couche mince 2F,.

D’ou expression du Laplacien dans les coordonnées (¢, s) est

no o= 2ovie—W sy 5 (L )y
s 1 +esc(t) * 1+ esc(t)  \ 1+ esc(t)

N
= ¢72 (agv - ZEjAjV + eN“TNV) : (1.2.2)

J=1

ou T est un opérateur borné par rapport a €. En particulier

A = —c(t)0s, (1.2.3)
Ay = ()0, — 07, (1.2.4)
Ay = =5 ()05 + 2s¢(t)0} + sc ()0, (1.2.5)

Remarque 5. Dans toute la suite, nous noterons par ulr la trace de u sur I indifférem-

ment dans les coordonnées locales ou les coordonnées cartésiennes.



CHAPITRE

DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE

Ce chapitre est dédié au développement asymptotique de la solution u* du probléme
(1.1.2) en fonction de €. Nous dérivons une hiérarchie d’équations définies dans un do-
maine fixe (indépendant de €). Ensuite, nous donnons les trois premiers termes du déve-
loppement asymptotique. Enfin, nous énongons un théoréme justifiant la convergence du

développement asymptotique.

2.1 Hiérarchie des équations

Il est impossible de déterminer un développement asymptotique en fonction de € uni-
formément sur tout le domaine 2, (cf., e.g., [4, 16, 20, 30]), ceci est dit au phénomeéne de
couche limite au voisinage de la couche mince €2 .

Par conséquent, nous considérons deux développements asymptotiques : un dévelop-

pement asymptotique extérieur correspondant au développement asymptotique de la so-

13
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lution u® restreinte a QF et QF, écrit en coordonnées cartésiennes x = (x1,22) (échelle

macroscopique) et donné par ’ansatz

us, = Zs”ui dans €7, (2.1.1)
n>0

ut = Za"u’j dans Q° | (2.1.2)
n>0

ot les termes '} et u” (n € N) sont indépendants de ¢, definis sur Q0 := Q5 UT5UQ; ,

et Q_:=Q° U] U, | respectivement et vérifient
( Au + k3ut =0 dans Q4
Au™ + E2u” =0 dans Q_,
u” =0 sur I';, (2.1.3)
lim x| (O — iky) (Ut — dgnttine) = 0,
| Vel D — k) (= donttine)

avec dg, ¢tant le symbole de Kronecker. Et un développement asymptotique intérieur
correspondant au développement asymptotique de la solution u® restreinte a €25, écrit en

coordonnées locales (¢, s) (échelle microscopique) et donné par 'ansatz

s, (w1, 29) = UG, (£, s) = Y _"Up(t,s) dans Q, (2.1.4)

n>0

ou U, sont independants de ¢.
Le développement de Taylor par rapport a la variable normale donne
d2
ut e = ullp+e (ullp — dionul|r) + &2 <u2_|r — dyOpul |r + Elafluﬂ r) e
a_Ogu |pe = a_0gu’|r+e (oz,anuﬂp — a,dlaﬁug\p)
d2
+ ¢ <a_8nu2_|p —a_d02ut |r + a_?laiu(l r) +e

et

d;
2

£
Uy

re = u(_)|_|F +e (umr + annugrh“) + &2 (Umr + d28nu};.|f‘ +

+

ouﬁnu’jrhe+ = a+8nui\p +e (a+6nui]p + oz+d28,21u9r|p)

d?
+ g2 (CLFaﬂu?l—’F + Oé+d28121U}~_‘p + a+52a§1u3_’r> 4+ ..
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Les conditions de transmission (1.2.1g) et (1.2.1k) impliquent
UL (t,—dy) +eUL(t,—dy) + U2 (t,—dy) +
= ulr+e(ullr — didnu’|r)

d2
+ 62 (UZ_‘F - dlanul_h‘ -+ Elaﬁuo_’p) ‘(-215)

UC (t,dy) + UL (t,do) + 2UA (t,dy) +

= u3_|r +ée (u}~_|r + dgﬁnug_|p)

d2
boe (ump - dydnl |p + ;agumr) L 2106)
et les conditions (1.2.1h) et (1.2.11) donnent

e 10U (t, —dy) + O UL (t, —dy) + eOUA(t, —dy) + 20U (t, —dy) + - -

= a Ogu’|r +e (a,anu1_|p — a,dlaﬁuﬂp)

d2
+ ¢ (oz_anu2|p —a_d02u |r + oz_?lﬁﬁuolp> ®2.1.7)

e 1OUL (t, dy) + QUL (t,dy) + €d,U2(t,dy) + 20,U3 (t,dy) + - - -

= ayO0qul|r + € (apOnul|r + apdi0iul|r)
d2
+ 52 <a+8nui‘[‘ + Oé+d28121ui|1" + a+§28;9’1u3 1") —}-(218)

Insérant le développement (2.1.4) dans (1.1.2a) tout en utilisant (1.2.2), nous obtenons
par identification des termes de méme puissance en ¢ I’hiérarchie d’équations, V(¢,s) €

(0, lr) x I

O2U° = 0, (2.1.9)
oL = AU, (2.1.10)
OXU2 = AUL + AUL —K2UL, (2.1.11)
QU2 = AU2 + AUL + AsUD — K2 UL (2.1.12)
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2.2 Calcul des trois premiers termes

Dans ce paragraphe, nous calculons les trois premiers termes du développement asymp-

totique de la solution u°.

2.2.1 Terme d’ordre 0O

L’équation (2.1.9) et les conditions (2.1.7) et (2.1.8) donnent
o,U° = 0.
En utilisant (2.1.5) et (2.1.6), nous aurons
Up(t,s) =ul|r =ullr, V(t,s)€ Q. (2.2.1)
L’équation (2.1.10) implique
G201 = AU = —e(H)OU0 = 0.

En utilisant (2.1.7) et (2.1.8), nous obtenons

UL (L, 8) = a_0pu’ |r = ayOuul|r, Y(t,s) € Q. (2.2.2)

Par conséquent, de (2.1.3), (2.2.1) et (2.2.2), (u”,u%) est la solution du probléme suivant

(

Auf +k3ul =0 dans Q,
Au® +k2u® =0 dans Q_,
ul =u® sur I,
ouﬁnu(jr = a_0yu® sur I,
u =0 sur I,

\ mE}}FOO 2] (O10) — thy) (U — wine) = 0.

Notons que le terme (u” , u ) n’est autre que la solution du probléme sans la couche mince.

2.2.2 Terme d’ordre 1

La relation (2.2.2) avec la condition (2.1.5) donnent

Up(t,s) = (a_0qul|r) s +ullr + di (o= — 1) 0pt’|r, V(L s) € Q. (2.2.3)
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Donc (2.1.6) implique

ayo_ — doo_ — djo
+ 2 (0 aul | + a_Bnu |r). (2.2.4)

U}F’F B U1_’F - 2OC+C(,

De (2.1.11), nous aurons

02 AU+ AU° — B2 UY

= —c(t)a_Oqu’|r — Oful |r — k2ul |
En utilisant (2.1.7), nous obtenons

UL = [—c(t)a_onu’ |r — Ful |r — k2 ul |r] (s + di)
+ a_anuilp — dloz_ﬁflu(l]p. (225)

A T'aide de la condition (2.1.8) a I'ordre 1, nous aurons

a+6nu}r|p —a_Ogut|p = [—c(t)oz_ﬁnu(ﬂp — afu[ﬂp — k’fnug p} (dy + dy)
— dya 02Ul |r — dya_ 9%’ |r

= —c(t)a_0gu’|r — OFu" |p — K2 u’ |p

_ d2a+@121u9r|r — dla_ﬁﬁu(ﬂp_ (2.2.6)

Comme 1 1 )

c(t

1+ ne(t) ' <1 + ne(t) t> * 1+ ne(t) n Oy,
et
Au?t + kiul =0,
il s’en suit
—nc'(t) 1 ) o(t) 2 2
el TP T T e e T

Par passage a la limite n — 0, nous obtenons
Ot =0 + c(t)Opult =0 + Ot |y—0 + K0} |y—0 = 0,

ie.,
Ot |r = —0fut|r — c(t) Ot — K2 u't|r, Vn > 0. (2.2.7)
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De méme pour u™, nous aurons
OPu™|p = =0 ™ |p — c(t)Oqu™ | — K2 u™ |p, ¥n > 0. (2.2.8)

Donc (2.2.6) devient

dloz, + dQOé —1
5 T (02 |p + 02 1)

dla,k% -+ dQCYJrk%r — k?n
2

a+8nu}r]p —a_Ogul|p =

Wl +ulr).  (2:2.9)

Par conséquent, de (2.1.3), (2.2.4) et (2.2.9), (ul,u}) est la solution du probléme suivant

(

Aul +Elul =0 dans Q,
Aut +E2ul =0 dans Q_,
) ul =0 sur I;,
I Ot — ik) (ul) =0,
o el (B — k) (u3)

\
avec les conditions de transmission sur I’

1 1 ara- —dya — djay

up —ul = 200 (ouﬁnu?F + a_0yu),
dio_ + dyory — 1
a Ol —a_Ogul = 10 22a+ (O7ul + O7u?)
dia_k? + dya k2 — k2
1o 22a+ + m(u9r +u?).

2.2.3 Terme d’ordre 2

En utilisant (2.2.5) et la condition (2.1.5), nous obtenons ¥(¢, s) € €,

2 d2
U2(t,s) = u’|r+ (a_s+dia_ —dp) Oqul | — <% +dys + 51) c(t)a_0nu’ |r
2 d2 d2
- (% + dys + é) Ot + <?1 —dia_ — dla_s) 02u’ |p
2 2
- (% - % - d15> k2u? |p. (2.2.10)

Comme

d2
Usl(t, dg) = Uih‘ + dzanuih‘ + fﬁﬁui]p,
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nous trouvons

1
ullp —ullp = —é(c(t)a_anuo_]p + 07u® + k2 u’) — daOnul |r
2

d2 d
+ (Oé_ — dl) 8nu1_\p — 32831’&_0‘_’1* + (El — dla_) aﬁug]p

De (2.2.7) et (2.2.8), nous aurons

Ui‘[‘ T — —dgﬁnui]p + (o — dy) Opul &
d3 1
+ 32 (O7ul|r + c(t)Onul | + KFud|r) — §(c(t)a_8nu(i|p + 02’ + k2 u”)
d2
B (31 B dla_) (20 |p + o)l |1+ K22 1)

En utilisant les conditions de transmission (2.2.1), (2.2.2) et (2.2.9), nous aurons

ara_ —dya_ — dya
U3_|[‘ —utp = + 2aia_ 17 (a+8nu1+|p + a_Ohul |p)

diaya? — dya? a_ + dida(a® — o) + doa. — dyary

i (@Rl + i )
dy — dy)a_ay + dia_ — 2«
+ c(t)< 1= da) 4;& 2 2 (g Oaul|r + o 0nu® |r)
(dik2a_ — dok? oy )ara + dida (k303 — k2 o) + k2, (dea — diay)
4o o

X (ul]r +u|r),
et a l'aide de (2.2.4), nous obtenons

ara_ —dea_ — dia
Clp—uilp = — 2oioz_ (ay Oqul p 4+ a_Oput 1)

diaya?® — dya? a_ + dide(a® — a?) + dea_ — dyary

e+ bl (G + 5P )
(di — dy)a—ay +dja —djay 1
t _
+ C( ) 2(()4+Oé_ — dl()d+ — ngé_) (U+|F U7|F)
(dik2a_ — dok? oy )ara + dida (k3 od — k2a?) + k2, (dea — diay)
4o o
x (ul|r 4+ 2 |r). (2.2.11)

L’équation (2.1.12) implique

82

OUS (t,5) = [2)¥1(t) + c(t)k2, Uy, — 07 (V1(1)) + 3c(t)0; Uy, + ¢ (8)0.Uy, — k2,01 (t)] 5
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—  [e(t)a(t) + 071 (t) + k2, D1(1)] 5+ (1), (2.2.12)

ou

Ui(t) = a_0gu’|p :&Jr@nu?r\p,

\Ifg(t) = Oé.,.@nui_lr + (dg - d2&+)afu9|_|r + (dgk’fn - dgk}ia+)ug_|r,

Di(t) = ullr+ (- —1)d10qu’p

= ullr + (1 — ay) deduulr,

et ¢ est une fonction définie sur I' indépendante de s. En utilisant les conditions de
transmission (2.1.7) & l'ordre 2, nous trouvons

ad2

o) = a_ 0’| —dia_0*ul |p + 5 LO3u® |p
— [23() W1 (t) + c(t)k2UD — 07 (W1(t)) + 3c(t)0;Up, + ¢ ()0, Uy, — ki ¥ (1)] dg
— [e(t)Wa(t) + PO (1) + k2,D4 (1)) dy.

De la méme maniére, en utilisant (6.3.3) et la condition de transmission (2.1.8), nous

obtenons

o(t) = apOptl|r + doaO2ul |r + 83 ul |

2
2
— [2OW0) + RS, — 07 (Wa(1)) + 3RS, + ¢ (DOUY, — KW (1)] 2
+ [c(t)\Pg(t) + 8t2 () + k Dy (t )] ds.
Donc
2 2 2 1 2 1 a+d2 3
4Ot |r — a_Ogu’ |p = —dya_Oju’ |r — dyoy Ogul r — o,u |

dgﬁfuﬂp — dgk?nufr\p —dyca_Oqu | — d10Pul | — dlkfnu_\p — dgca+6nu}r|p

d2 d2 a
— ( Li2 oy 4 d2ay () — dac (t)ay — ?Qk:ia+ + k2d5 — kidfa—) Onu)|r

dQOz k:Z _d2 +k’2 d —dlkg) () |F— <d1;d2)c’(t)8tui|p

d5 —

(Bnul]r) - (2.2.13)

( :
_ d — 2 _1_d_ 2.0
a_ —dsaq + 5 (t)07uy|r
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Maintenant, rappelant que

—nd' (1) 1 2 c(t) 2 2
Aut +k2u" = — ot + ————— 0%+ ————0,ut + O%ut + k2u" = 0.
+ + 5+ [1+nc(t)]3 ¢ [1+770(t)]2 t 1+nc(t) no+ n’+ + 54+

La dérivée partielle par rapport & n conduit a

—c () [1+ ne(®)]’ + 3c(t) [1 + ne(t))* nd Dt + nc () 8. O
1+ ne(t)]’ T e T
_ 2c 2,1 1 2, (1) u" c(t) 2, 3
1+ nc(t)]?’at + T+ne@®]* """ 1+ nc(t)]Qa” T ne(t )‘9 + T O

+ KXol =0.
Prenant la limite n — 0, nous obtenons

— ()0} [ —2¢(1) 07U [p + 0n 07U Ir — & (1) Onu't [r +c(£) O2u't [p + 020t [r + K% O} Ir = 0,
par conséquent

Oou't|r = ¢ ()0t |r + 2c07u’t |r — 0, 07u't |1 + () Onu't|r — c(t)02u" | — K* Ot} |-
(2.2.14)
En utilisant I'identité (2.2.7), la relation (2.2.14) devient

Dultle = 3e()Fultlr + (2¢°(t) — k7)) Onult|r + ¢ (£)Opult|r (2.2.15)
OO r + (K3 uT|r, Vn > 0.

De la méme maniére pour u”, nous trouvons que

Bullr = 3e()Fu|r + (2¢°(t) — k2) Opu” [ + ¢ (£)Opu” |1
OnO7u™ |r + c(t)k*u™|p, Vn > 0. (2.2.16)

Par conséquent, avec (2.2.15) et (2.2.16) pour n = 0, la condition de transmission (2.2.13)

devient

a+8nui|p — a_O0gt?|p = —dja_0%ut |p — d2a+8ﬁui|p — dgc(t)our@nuﬂp
dgafu}i_h‘ — dgkfnu}i_h“ — dlc(t)oz_ﬁnul_|p — d183u1_|r — dlkfnul_h

d> d? d d k2 d2a_ — k2 d?
( 2054-]{—2’_ N 1a+l€3 1k2 gkanLF _vm 2 — m 10&4_) 8nu3_‘1“
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@+d%2_a7d%2_@2 ﬁz 0
+ ( 5 ki N k= 2km+ 2km c(t)ul |r
d2 d1 Oé_d% Oé+d% 20
+ (5‘3* >~y )Wl
ayd? —a_d;
n ( i 2—d1a++d2a+) 52 (Ol )

d1 dg Oé+d2 Oé_d2
+ (_? + 5 - 5 2 + 9 L c’(t)@tu9r|p.

De nouveau, nous utilisons I'identité

Rullr = —0fuy|p — c(t)Onul |r — K1ullp,

Zul|lr = —0%ul|r — c(t)Onul |r — K2ul |r,

nous obtenons

L Opt’|r — a_Ogu? |r = (daay — do) ful|r + (dia— — dy) O7ul |p

+ d20[+k’_2~_u}|_|r — dgk’?nui_h‘ — dlkzlul_h“ + leé_k’zul_|r

d3 d3 dy —d k2 dia_ — K2 d?
< 22041{3r _ 1§+k3 _ _ 2/{:,2na+ _ R — m 1a+> anumr
a'i‘d% 2 O!_d% 2 d2 - dl 2 0 d2 — dl B Oé+d% — Oé_d%
+ < 5 ki 5 k= 5 ko, | c(t)ul|r + 5 5

dy —dy  a.di—oa_d?
< 2 5 1 2 5 1)Cl(t)8tu3_|r.

En utilisant les conditions de transmission

2 —a_d;
xc(t)Oful |r + <% —dyoy + d2a+) 97 (0uul|r)

U9r|r = U9|F7

a Opul|r = a_Oqu’Ir,

aro_ — doov_ — diax
1 1 + 2 1004 0
ul|r =ul|r + Onu I,

nous aurons

dyay +dya — 1
.y Opul |r — a-Ogul |r = (dac: 21 ) (07l |r + OFullr)
dycrs k2 + dyo k2 — k2,
skt 4 b+l
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(Oé+d1]€72n — a,dgkfn — aidldgki -+ Oé%dldgk% + Oéia,dgki — O(+Oé2d1]€2)

da_ay
—a_d%k? d2k? — dyk? + dik?
X(a+6nu9r\p+a8nu0_|p)+< Q_aiRZ 4 oy 24+ 2Ky, + 1m)
—dy +dy —ad? + a_d?
welt) u e+ |e) o+ (RSB o) @2 o+ opu )
—dy + dy — a d? _d?
+ ( L Z+ 2t a 1) () (Opul|r + Ol |r)
N (dyary — dia )y —dyoy —doav ) + (do — dy)apa_ + dyay — daar
dayo
X (407 Opul |1 + a— 07 Opu’ |1).
Puisque

20é+Oé,

P —— (O7ul|r — Oful|r) = (@070t |r + a_070nu’ |1),

donc
d dioo_ —1
Ot |r — a_Ogu’ | = (dacry + 21a ) [07ul|r + Oful|r]
d2a+k2 —+ dl()é_l{?z — k?n
ok + & ) (bt k)
N aypdik? — a_dyk?, — oz+d1d2k:2 + a2 dydyk? + a+a dng — ool dik?
da_oy
X (o Oqud|r + a_Oqul|r)
«Q d2k2 — a_d3k? + d k2, — dok?,
+ ( . R )c<t> (ul|r +u2|r)
dy —d —|—a d? — oy d?
+ ( 271 L + 2) c(t) (Ful|r + OFu |r)
dy —d —|—oz d — ad?
+ ( 2T + 2) C/(t) (6,5U3_‘I‘ + 0tu(i|r)
N (dyory — dya )(a+a, — diay — dya) + (dy — dy)aya_ + dyoy — doar

2 (ara_ —dya_ — dyay)

X (afui_lp — atQU,l_h") .
Finalement, en utilisant (2.2.4), nous obtenons

(d2a+ + leé_ —1

ho- =V (oo + ofu )

a+8nu2+|p —a_Ogul|r =
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(ngé+k'2 + dla k% — kfn)

(ul]r +uilr)
Oé+d1k'2 — O d k’2 — Oé+d1d2]€2 + o d1d2k2 +Oé+Oé ko’Q a{+a%d1kz 1 1
(ulr — ullr)

2(aya. —dya — diay)
o dsk? — a_dik? + dikZ, — dokZ,

(
( |
(
(

=) o) (2 + )

doy —d d2 d?
L (fmhitadizas 2> (1) (0P| + G2l )
doy —d d d?
I o — d] +o_ay — oy 2> Cl(t) (&tu(ﬂr + 8tu(i’1“)
N (dyary — dyar_ )(a+a_ —diay —doar_) + (dy — dy)aya_ + dyay — dyar

2(aya. —dyar — dyay)
x (Oful |r — Oful |r) . (2.2.17)

Par conséquent, de (2.1.3), (2.2.11) et (2.2.17), (u?, u% ) est la solution du probléme suivant

(

Au? +k2u? =0 dans Q,
Au?2 +k2u? =0 dans Q_,
) u2 =0 sur I,
| VI (O — i) () =0,
avec les conditions de transmission sur I'
ara_ —dya_ — dia
w —u? = 204104, (0 Ol + o dpult)
d106+042, — dQO{iOK_ + dldg(ai — CYZ,) + dyar_ — d1a+ 82 0 82 0
da,a (07 uy + O u’)
(di —dy)a—ay +dja —diay |
¢ _
o) 2(ara- — diay — dyar) (g, =)
(dikia- — dok? oy )ara + dida (k22 — k2a?) + k2 (dea — dyay) W+ )
doya T

(dzOz+ + dla_ -1
2

) (92l + 07l

oz+8nui — a_Opqu” =

dyo k2 + dya_k? — k2
(2a+ ++210‘ - m) (u1_+ui)

oardi k2, — a_dok?, — ot didokd + o didok? + o a_doki — oo dik? (u! .
2(aya. —dya_ — diay)




2.2. CALCUL DES TROIS PREMIERS TERMES 25

d2k? — a_d?k? + dik?, — dyk?
(a+2+ a 14+ L 2m>c(t)(u9r+u(l)

2 2
N ( —dy —i—a di — Oé+d2> e(t) (020, + 92u°)
2
L (dz di +a_ dl Oé+d2> ¢ (t) (atu:)_ i atu(i)
N (deavy — dyar_ )(owra, —diay —doar) + (dg — dy) vy + dyay — dyor (8152u—1|- B 6t2u1_) |

2(ara. —dya — dyay)

De plus, en utilisant (6.3.3) et la condition (2.1.5), le profil U2 est donné par

U2(t,s) = u’|p+ (a_s+dia_ —dy) Opul |ps

d? d? 52
Ek_ — ok —dio_sk? + 11@; + Ek?n + dlkfns) u’ |p

d? d2
a — —ta_ + —1) c(t)Oqu’ 1.

2
— (% +dis+d? — dPa_ — dla_s) 0P’
s

2 2 2

Nous avons calculé les trois premiers termes des développements asymptotiques (2.1.1),
(2.1.2) et (2.1.4). Nous pouvons continuer a tout ordre puisque les données sont suffisam-
ment réguliéres. Nous énongons maintenant un théoréme de convergence justifiant ’ansatz
(2.1.1), (2.1.2) et (2.1.4) en estimant 'erreur commise en tronquant les développements
a un nombre fini de termes. Une preuve compléte donnant les théorémes d’existence et
d’unicité de la série (u™) , (u?) et (U%), et une estimation de I'erreur est (Voir Théo-
réme 33, [8]).

Soient N € N et Qi un domaine de R? défini par ﬁi = Q5 N Q. Nous fixons

N N
:Zes”uﬁ, ui’(N) ::Z&? u” et us) Zs
n=0 n=0
ou ul (z) :==Ul(t,s); Ve = ®(t,s) € QF .

Théoréme 6 (Théoréme de convergence). Pour tout entier N, il existe une constante ¢

indépendante de € telle que

€ Ev(N) N+1
u, —uy < .

_ <ece
HHl(Qi)

s = 5 gy + |

Ry H 4l
H(Q2)



CHAPITRE

PROBLEME APPROCHE

Dans ce chapitre, qui constitue la partie principale de cette partie, en se basant sur les
précédents résultats nous extrayons un probléme, que nous appelerons "probléme appro-
ché" avec des conditions de transmission de type Ventcel modélisant 1'effet de la couche

mince.

De la méme maniére que [7, 11], nous tronquons les séries (2.1.1), (2.1.2) et (2.1.4) en

ne gardant que les trois premiers termes et en négligeant tous les termes d’ordre supérieur

g,ap , &,ap

ou égal a 3. Cela donne un candidat (u=*,u3*), pour approcher la solution exacte u°

loin de la couche mince, solution du probléme suivant

AuZ™ + kE3ui™ =0 dans Q,
AuTP + E2u® =0 dans Q_,
3.0.1
u=? =0 sur I';, ( 2)
lim x| (O1g) — ki) (U — ujne) = 0,
|t 2] () — k) (u )

26
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avec les conditions de transmission, de type Ventcel, sur I

ui —ut® = Ay (ay0aus™ + a_0qus®) + 2 Ao (F7uT? + O7uT?)
beA (U — w4 A 4 uE ), (3.0.1D)
ayOpul ™ — a_Oqu® = (681 + 8282) (8t2ui’ap + 5’?uiap)

+ (B3 +By) (ui™ 4+ ul™) + eBs (u™ — uP)
+ B (Ou™ + 0u®) + eBy (O7u™ — 0jus) (3.0.1c)

ou
A = B _2220;‘ —dias (3.0.2)
+ —
A, - diapa? —deo? - + dldg(oz?F —a?) +dya_ — diay (303)
2 = ; 0.
4C(+Oé,
_ 2 _
Ay = oy > (&dia*a dzdzo‘ - ad;O” (3.0.4)
+O— — A0y — daCr
A - (dik2a- — dok?ay)ayas + dida (k202 — k2a?) + k2 (dea- — diay) (3.05)
4 = , (3.0.
4CY+(Jé_
d dio_ — 1
B, — ( 2Oé++2104 )’ (3.0.6)
dy — d _d? — o, ds
B, — 2-0* AT, (3.0.7)
dyai k2 + dia_k? — k2
B, = 20T ;a - om (3.0.8)
A2k — a_d?k? + dik?, — dyk?
B, = M@« 14+ W — @ ), (3.0.9)
B . Oé_|_d1k3?n — (I_dgkf,?n — Oé%_dldgk_z,’_ + O{Q_dldgkz + Od%'_(l_dgk_%_ — Oé+042_d1k?3
o 2 (aya_ —dya_ — dyay)
— —%, (3.0.10)
1
dy — d _d? — oy d?
B = ( 2 =BT 0‘4 10 2) d(t) = 0,Bs, (3.0.11)
B _ (dyary — dia Yoy —dyoy —doav ) + (do — dy)ara + dyoy — daar
! 2 (ara_ —dya_ — diay)
- —%. (3.0.12)
1

Notons que A; # 0 puisque nous avons supposé a € |1, +oo[ ou ay €0, 1[.
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A partir de la solution approchée (u=, u$™), nous en déduisons, de (2.2.1),(2.2.3) et

(2.2.10), que u5* est définie dans €S, par
uS®(x) = US™(t,s) = u2|r + e (a_s + dia_ — dy) Oqu=™|p
di

&2 2
— & (Elki - djak? — dio_sk? + k7, + %ki + dlk?ns) u=*|p

2

g2 (‘% +dis+di —dia_ — dlozs) Ou=|p

52 d? d?
- ¢ (—a — Za_+ —1) c(t)OguZ™|r, Vo =o(ts) € Q. (3.0.13)

3.1 Existence et unicité

Nous énongons maintenant un théoréme donnant un résultat d’unicité de la solution
u®® du probléme (3.0.1).

Théoréme 7. Le probléeme (3.0.1) admet au plus une solution.

Démonstration. Nous considérons le probléme homogéne associé au probléme (3.0.1)

[ AuT™” + B2 ui™ =0 dans Q4 (3.1.1)
Aus? + B2 us? =0 dans Q_, (3.1.2)
u>™ =0 sur I';, (3.1.3)
lim  /|z| (02 — iky) u3™ =0, (3.1.4)

L |z|—>+o00

avec les conditions de transmission sur I'
ui® —ut? = Ay (ay0aut™ + a_0qut™) + 2 Ao (F7uT? + OPuT?)
+ eAs(ui® —u2?) + 52A4(uiap + u=), (3.1.5)
 Onuy™ — a_0gus™® = (eBy +&°Bs) (97ui™ + Ofus")

+ (583 + 6284) (uiap + Uiap) + 585 (Uiap — Uiap)
+ B (Ou™ + 0u™) + eBy (97uT™ — Ofus™) .(3.1.6)

Les résultats de régularité standard pour les problémes elliptiques (cf., e.g., [3]) montrent
que (u=, ui™) € C*(Q-) x €= (Q4). Soit By la boule de centre O et de rayon R
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suffisamment grande pour contenir Q_ et soit Qi le domaine de R? défini par Qp =
BrN Q..
Multipliant les équations (3.1.1) et (3.1.2) par uy™ et u=®

respectivement et utilisant la

formule de Green, nous aurons

a_/ IVus™|* d_ —a_kz/ |us?)? dQ_+&+/ VU™ dp
Qr

2 eAsz —1 2
— aﬂci/ [uZ™|” dQg — / u™ — w2 dl
Qr r

28./41 +
1 1
i 5/ (e85 +<"By) (Jui™ + u=[") dr 2 / (81 +22By) (10 + ™) dr
r T
+ E85/ (|uiap|2 - |Uiap|2> al’ — 587/ (|8tui’ap|2 _ |(‘)tuiap|2> dT
r I
= ay [ Oruy™ul™ dSk, (3.1.7)

o Sg désigne le cercle de centre O et de rayon R. Prenant la partie imaginaire de (3.1.7),
nous obtenons
Im ( pus P us™ dSR) =0.
SR
Il résulte de la condition de radiation (3.1.4) et du lemme de Rellich [29] que v =0
dans Q.

Le probléme (3.1.1)-(3.1.6) se réduit donc a

{ AuS® + k20" =0 dans Q_,

g,ap — O

U sur I';,

avec les conditions de transmission sur I'
uS? = —e Ay (a_0qu™ ") — 2 A3 (02uZ7P) 4 eAs(u ) — 2 Ay (uS),
a_0qut™ = — (eBy 4 By) (Ojus™) — (eBs + €°By) (u=™) 4 eBs (u=™)
— B0 + eBr (Ofus) .
Ceci implique

{(i — Eé —&2B; — 5384) I — (2B +°By)0? — B, | u>™|r = 0. (3.1.8)
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Multipliant I’équation (3.1.8) par uZ®|r et intégrant sur I', nous obtenons
2 3 g,ap |2 2 3 €,ap|2 _
/ — —e——= — "By — By | [uZ™| dF—l—/(e Bi + €°Bs) [0uZ®|” dT" = 0. (3.1.9)
r «41 -/41 r

Comme oy € |1, +oo[ ou ax € ]0, 1], alors A;B; > 0, et puisque € est assez petit, il existe

une constante positive C' telle que

0 @ 1 A .
C <||ui "Iy + 100 p||§2m) < / i —ezj — 2By — 2By [u=™|? dl

+ 52/|Bl+582||8tui“p|2 ar
I
= 0.

Cela conduit & u>|p = 0. Dot u=™ est solution du probléme

.

AutP + k2 u®? =0 dans Q_,
u>® =0 sur I,
O™ =0 on T,
us? =0 sur I';.

[ u®
Donc u=* = 0 dans Q_ (cf. [24]), ce qui prouve l'unicité de la solution (u=?, us™).

O

E7a’p E7a’p

Pour montrer l'existence de la solution (u>",u3*), nous transformons le probléme

(3.0.1) en une équation pseudo-différentielle définie sur I'. Pour cela, nous introduisons
les opérateurs de Steklov-Poincaré (cf. [4]) (appelés aussi opérateurs de Dirichlet-to-
Neumann) 7 et T, définis de H'/?(T") dans H~Y/?(T') par T ¢ := a_0yu_|r, ol u_
est la solution du probléme aux limites suivant

Au_+Kku_=0 in Q_,

U_ =@ sur I}

u_ =0 sur I';,
et Ty := oy O_puy|p, ou uy est la solution du probléme au limite suivant

Auy +k2uy =0 dans €,

Uy =1 sur I,

lim \/ |$‘ <0|z| — Zk+) Uy = O,

|z|—r+o0
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Les opérateurs de Steklov-Poincarré T et T, sont des opérateurs pseudo-différentiels
elliptiques de symbole réel d’ordre 1 (cf. [32, 33, 34]).

Remarque 8. La fonction u_ n’est définie que dans le cas ot la constante k% n’appartient
pas au spectre de lopérateur fermé (—A, HY(Q_)). On supposera donc que cette condition
soit vérifice.

La définition des opérateurs de Steklov-Poincaré nous permet de réécrire le probléme
(3.0.1) en un systéme pseudo-différentiel équivalent : Trouver (w, ») € H'/?(T') x HY/?(I'),

A (“) - (8“419) , (3.1.10)
= —g

ol w et » sont les traces de u7™ et u=™ sur I' respectivement,

tel que :

g = T+ (uinC|F) + a+anuinc|Fa

et A= (Ay), <ij<o €St une matrice d’opérateurs pseudo-différentiels définie par
AH = (]. — €A3 — 52./44)] + 5A1T+ - 52“42837
A12 = (—1 + 8./43 — 82./44)] - €A1T, - €2A28t27
Aot = (—eBs—eBs— By — T, — (B + Br + eB2)0? — B4,
A22 = (—683 + 685 — 52B4>I —-T — 5(81 - B? + 582)&52 - 5286815'

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le théoréme d’existence. Pour oy # a_,

nous avons :

Théoréme 9. Pour tout entier k > 1, si g € H*2(T) alors le probleme (3.0.1) admet

une unique solution (u="", uy™) € H* (Q_) x Hf, ().

Démonstration. Posons

I T —0?
A = M 0 +M; T 0 + M; o 0 + M; % 0
0 I 0 7T 0 —0? 0 0
I 0 T 0 o, 0 I—-0? 0
= (M; — M;5) + M5 | T + M|+ M t ,
0 I 0 T 0 O 0 I-0?

ME — 1 —€A3—€2A4 —1+5¢43—€2A4
! —863 — 585 — 5264 —683 + 585 — 8284 ’

ou
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M§ _ 8./41 —5./41>7
-1 —1
ME — 52./42 52./42
’ e(By+ By +eBs) e(By— Br+eBy))’
0 0
M; = ) ) )
—& BG —& B@

L’opérateur I — 9} est un opérateurn pseudo-différentiel d’ordre 2, elliptique, auto-adjoint
et semi-borné ( cf. |6]), il est donc de Fredholm d’indice zéro et envoie H*(T") dans H*~%(T),
pour tout s € R.

Comme det (M$) # 0, alors l'opérateur

02 —1 0

M| cH5(T) x H*(T) — H**(T) x H**(T)
0 02— 1

est de Fredholm d’indice zéro.

Puisque 0, T, et T sont des opérateurs pseudo-différentiels d’ordre 1, ils sont définis de

H*(T') dans H*"}(T), et comme H*'(T') — H* %) est une injection compacte, alors

I'opérateur

€ € I 0 e Ty 0 € 9 0 . ITS s 5—2 5—2
(M — M) (0 I>+M2<O T_>+M4<0 at>.H(F)xH(F)—>H (D) x H* ()

est compact. Par conséquent A est de Fredholm d’indice zéro.

L’équivalence du systéme (3.1.10) au probléme (3.0.1) et le théoréme 7 montrent que
'unicité de la solution (u=",u3) implique que pour tout entier k > 1, si (eA1g, —g) €
H*3(I') x H*=3(I), il existe une solution unique (w, ) € H*2(I') x H*~2(T') de (3.1.10)
ce qui conduit & I'existence d’une unique solution (u=, u$") € H* (Q_) x Hf, (). D’'on

le théoréme. O

Remarque 10. Notons que le théoréme 9 reste valable lorsque oy = a_ et dy # 1/2.

Dans le cas ot ooy = v et dj = dy = 1/2, la matrice d’opérateurs pseudo-différentiels
A devient

Au = (1 — 52./44)] + €A1T+,
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A12 = (—]_ — 52./4.4)] — €A1T_,
A21 = (—683 — 685 — 5284)I — T+ — 88183,
A22 = (—683 —+ 885 — 5284>I T — 5618752.

Nous avons alors le théoréme suivant.

Théoréme 11. Pour tout entier k > 1, si o, = a_, g € H*2(I') et

52./44 —1

E7ap

alors le probleme (3.0.1) admet une solution unique (u>"", u3") € H* (Q_) x HE_ ().

Démonstration. Soit k un entier dans N*. Compte tenu de (3.1.11), A} est un opérateur
pseudo-différentiel d’ordre —1. Donc, de la premiére équation du systéme (3.1.10) nous
avons

w = —AilAlQ% + €A1Afllg.

Alors (3.1.10) est réduis a I’équation
K= (K1+K2+K3)%:9,
ou

Kl = (—663 + 885 — 8284)I + (583 + 585 + 5284)/\1_11/\12,

Ky = —T_ 4T A\,
Ky = —eBi0fAy (A — A1),
0 = —g—cAAyAg.

Utilisant les mémes arguments que dans le théoréme 9, basés sur 'alternative de Fred-
holm, nous allons prouver que K est de Fredholm d’indice 0.

Puisque K;, K5 et K3 sont des opérateurs pseudo-différentiels d’ordre 0, 1 et 2 respecti-
vement, ils envoient H*~'/2(T") dans H*~Y/2(I"), H*~Y2(T") dans H*3/2(I") et H*~1/2(T")
dans H*~%/2(I") respectivement.

Les injections H*'/2(T) «— H*5/%(T) et H*3/?(T") — H*~5/2(T") étants compactes et
B, # 0, alors Popérateur K défini de H*~/2(I") dans H*°/2(T") est une perturbation

compacte de K3.
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Puisque 0? est de Fredholm d’indice 0, il s’en suit que pour montrer que K3 est de Fred-
2
hom d’indice 0, il suffit de montrer que I'opérateur Aj; — Ay =T +T- + 71 défini de
€A1
H*=1/2(T") dans H*=3/2(T") est inversible. Considérons I’équation

(T+ +T_ + %1) o=1, b H 32T, k> 1. (3.1.12)
1

Utilisant la définition des opérateurs T et T_, I'équation (3.1.12) est équivalente au
probléme aux limites

;

Auy +k3uy =0 dans €2,
Au_+k*u_=0 dans Q_,
u_ =10 sur I';,
U— = Uy sur I, (3.1.13)
_OnUu_ — vy Oguy + Eifllu+ =1 surl,
lim /]| (O — iky) uy = 0,

. || —>+o0

ol ¢ = u_|r = u4|r. Le lemme de Rellich et l'alternative de Fredholm montrent que,
pour tout k dans N*, si ¢» € H*3/2(T), alors le probléme (3.1.13) admet une unique
solution (u_,us) dans H* (Q_) x HF_ (Q4), et donc il existe une trace unique de Dirichlet
p € H=12(T).

Il en résulte que 'opérateur 7', + T_ + 5271[, défini de H*=1/2(T') dans H*3/2(T"), est
inversible. La fin de la démonstration est similaire & celle du théoréme 9. O
Remarque 12. Comme alternative de la condition (3.1.11), nous pouvons remplacer cette

derniére par
-1 - €2A4
€A1

Il est facile de vérifier que la prewve du théoréme 11 avec la condition (3.1.14) est presque

¢ o(T.). (3.1.14)

la méme.

3.2 Estimation de ’erreur

Dans ce paragraphe, nous allons établir une solution approchée u** de la solution

exacte u® et une estimation de I'erreur. Intuitivement, nous définissons la solution appro-
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chée =, en utilisant (v, u3™) et (3.0.13), par

uf ™ dans Q°,
us P = ¢ usoP dans 2,
u™? dans °.

Le théoréme suivant donne une estimation d’erreur entre la solution u®“ du probléme

approché et la solution exacte u®

Théoréme 13. I existe une constante c indépendante de € telle que

€ 3

== w2l + g, — g, + s = a3 ) < c”

lu

Pour pouvoir démontrer le théoréme 13, nous aurons besoin d’un résultat de stabilité.
Soit H' (Q) I'espace de Hilbert défini par

H! (Q) := {v = (v_,v.) € H () x H (@) v
on . =0, NQ et b, (.,.) est la forme bilinéaire sur H' () définie par

be (u,v) = a- Vu_.Vo_ dQ_ — oz_kQ/ u_v_ dd_
Q- -

+ QL VU+.VU+ d§+ — O[+k3_/ U4V d§+
5, 5,
1
- —Ae/ (u— —uy) (0= —vy) dl
2 Jr

+  ag (Tuy, v+>H*1/2(Foo)><H1/2(Foo) )

ot A, = O(s7!) et T est un opérateur de Steklov-Poincaré défini de H'/?(T,) dans
H™'2(P) par Tp := —0n, w|r,, avec (o est un domaine extérieur de R? et de frontiére
I's, ng_ indique la normale unitaire a ', dirigée extérieurement vers {2 et w est la solution

au probléme aux limites suivant

Aw+kiw=0 in Q.

W= on [y,
lim |2 (0}, — iky) w = 0.

|z|—+o0

Nous avons le lemme suivant, dont la preuve peut étre trouvée dans [§].
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Lemme 14. Pour tout h. € (H'(Q))', il existe une constante positive ¢ indépendante de

e telle que la solution du probléme variationnel

Trouwver u € H'(Q), Vv € H'(Q),
be(u,v) = he(v),
satisfait

HUHH1(Q) < 0571/2Hh6|‘(]1-]ll(ﬂ))"

Preuve du théoreme 13. Compte tenu de
U5 = Uzl g,y < € (02 = w2 lisiasy + o) + 'l o))

ol ¢ est une constante indépendante de e, et du théoréme 6 (de convergence), il suffit

g,ap

d’estimer ||uZ ’(Q)H (o). Comme dans [11], nous déterminons un développement

asymptotique pour u=® et u™ en utilisant I’ansatz
wr =3t ug? =Y el (3.2.1)
n>0 n>0

ott les termes w” et w’} sont indépendants de ¢. En insérant (3.2.1) dans probléme (3.0.1) et
en identifiant les termes de méme puissance de €, nous obtenons la hiérarchie d’équations

(

Aw? + 2wt =0 dans Q,
Aw™ + k2w =0 dans Q_,
< w" =0 sur I';,
li \/ — ik ) nlinc) = Y,
\ |m|i1>11+oo |x| (ah“ L +) <w+ 0,nt ) 0

avec les conditions de transmission sur I'

wh —w” = A (o Oaw + a0y ) + Ag(9fwl T + 0w ?)
+ A3(wi 1 71_1) + A4(wz_2 + wﬁ_2),

" By (0{w™ + fw™") + By (9fw ™ + 9fw™ )
Bs (wi +w"” 1) + B, (w+ +w™” 2)

Bs (

By (

)
+
S
g
+3
o
5
S
I

U)i - 2_1) + BG (atw+_ + @wf_z)
Rl — fw" ),

+ o+
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ot (Ai) i<y et (Bi) ;< sont définis par les formules (6.3.3)-(3.0.12) avec la convention

! > = w' = w® = 0. Un calcul simple montre que les termes (w",w?)

que w_T = w_
coincide avec (u’i, u?r) , pour n € {0, 1,2}. De plus, chaque terme dans (3.2.1) est borné
dans H'(Q) (cf. [11, Théoréme 4.1]).

Soit R, le reste obtenu en tronquant les développements asymptotiques (3.2.1) a 'ordre

4

Rula. = Ry =u? -’ —ew! —2w® — 2w’ —ctw?,
_ _eap _ 0 1 2.2 3 3 4 4
Rylo, = Ry, =u™ —w] —ew, — e wi — e wj — e w.

Donc R, est la solution du probléme suivant

;

AR, + k:iRer =0 dans Q. ,
AR, +k*R, =0 dans €)_,
R, =0 sur I';,
o Vel (8 = iky) Ru, =0,

\

avec les conditions de transmission sur I’

Ry, — Ry = eAi(a OnRy, +a_0nRy )+ 2 As(07 Ry, + 07 Ry )
+ eAs(Ry, — Ry ) + ARy, + Ry ) + 2 Ai () 0pw? + a_dpw?)
+ A (FFwd + FFw?) + A (0fwy + Ofwt ) + ° As(wl — w?)
+ A (wd +w?) + S A (wh + w?),
yOnRy, —a_0nRy. = (eBi+EBs) (0fRu, + 0} Ry ) + (B3 +€°By) (Ru, + Ru_)

885 (Rw — Rwi) + 6286 (GtRm + atwa) + 687 (8,52Rw+ — 8152wa)

+
Bi®(0fw? + 0fw?t ) + Bag® (fw? + 97w? ) + Bae® (07wl + 0fw?)
Bse®(wi 4+ wh) + Bye® (wi + w?) + By (w} + w?)

(
(

Bse® (w} — wh) + Bee® (0pw? + dpw? ) + Bee® (0w’ + dpw?)
(

+ o+ o+ o+ +

=

3

™
(@
S
T

S
e

|
S
N

g
S

Ce qui conduit, pour tout v = (v_,v;) € H(Q), a la formulation variationnelle

VR, .V, d,

o VR, Nv_ dQ_ — oz_kz/ R, v_ dQ_ + a+/
O _ Oy
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~ 1
- Q{+k}_2i_[' Rw+U+ dQ+ - / %Jél?’g(_Rw+ — wa)(v-i- - U_) dl’
Q4 I 1€

+ a+<TRw+7U+>H_1/2(FOO)XH1/2(FOO)

= h.(v),
ou
— B
he (v) = _< /(61 + 515’2)(95(1?“,+ + Ry )(vy +v_)dl — 73{—:/(1%,+ + Ry )(vy +v_) dl
r
87 85

_ 82(R — Ry )(vy +v_) dI' — 76/(]%10+ — Ry )(vy +v_) dl’

- —/15’68,5 R ++Rw7)(v++v df+ﬁ5/62 R ++Rw7)(v+—v_) dl’
1

+ 2A1 /(R + Ry )(vs —v-) dF——/B4(Rw++Rw>(U++U—) dr

+ —/(our@nwi + a_Oqw* ) (vy —v_) dl + ﬁg /82 w? +w? v_) dl’
1
A3 4 4 A
et | T —ut ) v T+ e /@4+mxm_u4@

- 3/84(wi+wi)(v++v_) dF—;/Bg(@f + 02w? ) (vy +v_) dT
r r

5
- 5—/86(&11)?; + Ow* ) (vy +v_) dl’ — é&j/(@f + 02wt ) (vy +v_) dl
r

2
_ Bs 5 4 4 _& 5 2 2, 4
> (wi +wl)(vy +v-) dl 5 € (@w —O;w2)(vy +v_) dl’
r
- %55/(wi —w*)(vy +ov_) dl + ﬁs /(83101 + 0*w* ) (vy —v_) dT
+ ﬁe‘r)/(tui+w‘f)(v+—v_) dF——/Bg((‘?tQ + 02wt ) (v +v_) dT
2./41 T 2 r

gl g®
_ 3/Ijl’p’él(wflF +wh)(vy +v_) dl — 5 /F Bs (9w’ + 9w ) (vy +v_) dr.
En utilisant le lemme 14, nous obtenons
Rl < e [¢ | Rull @y + < sl + < oalln oy

ol ¢ est une constante positive indépendante de €. Par conséquent

057/2

|Rullsner < 775 (sl + ealge ) -
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Comme ¢ est assez petit, il s’ensuit que

1Rl o) < e (11wl gy + 1l e ) -

D’ou le théoréme.

39



Deuxiéme partie

Analyse asymptotique pour un
probléme de Helmholtz avec couche

mince d’épaisseur non constante

40






CHAPITRE

4

DESCRIPTION DU PROBLEME ET
ASPECT GEOMETRIQUE

Dans cette partie, nous nous proposons d’étudier le comportement asymptotique de
la solution dun probléme de Helhmholtz défini dans R? contenant une inclusion mince
d’épaisseur non constante.

Plus précisément, considérons un ouvert borné de R? noté Q° , de frontiére I'® de classe
C*, recouvert d'une couche mince (2, , d’épaisseur non constante de frontiere I'" U T*.

L’interface I'®. est paramétrée par
Y- (0,lps_> — I°

t — (1),

ol lre est la longueur de I'® et ¢ est la longueur d’arc de v_, I'interface I',. est paramétrée

par

re = {Mt) +ef(tn. /te (O’ZFE—)}’

42
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ol n_ est le vecteur unitaire normal extérieur a I' | e f est I'épaisseur de la couche mince
Q: , telle que f est une fonction de classe C* sur (0, I ) bornée et strictement positive,

et soit Q. un domaine extérieur de frontiére I'y défini par (cf. Fig. 4.1)

05 = R\ (O UTE,).

5 e

m,2
g
s n’
—>
ny

FIGURE 4.1 — Le domaine du probléme.

Soient o et k. deux fonctions strictement positives définies sur R? par

oy si x dans Q, ky si x dans Q,
a.(z) = 1 si z dans Q, 5, et ke(z) =1 kn si ¢ dans Q7 ,, (4.0.1)
o si x dans Q< , k_ si x dans Q° .

Dans (4.0.1), a. et k? décrivent respectivement les contrastes et les propriétés réfractives
des milieux ©° et €2 , par rapport au domaine de propagation extérieur €25 . Nous sup-
posons que toutes les constantes a., k% et k2, sont indépendantes de € et ax < 1 < az.

Dans cette partie, nous nous intéréssons au comportement asymptotique de la solution

u® du probléme suivant

Au® + E2uf =0, dans Q5 UQS ,UQ, (4.0.2a)
li vV — i S = Uine) = 4.0.2b
|x\£>r—1|—oo |$| <a|z| Zk+) (u+ umc) 0, ( 0 )

avec les conditions de transmission

Uy, o = UG, sur I'q, (4.0.2¢)
Ong Upy o = Qq:On U, sur 'Y, (4.0.2d)

oll Oy, et Oy désignent les dérivées dans la direction des vecteurs unitaires normaux ng

£

s o et u® sont les restrictions de u®

et n_ a I'y et I'® respectivement (Fig. 4.1); v, u
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£

respectivement aux sous-domaines €, Q7

5 €t Q° ; u. est I'onde incidente définie par
Uipe = € , avec d étant un vecteur unitaire de R? donnant la direction de 1’onde plane
Uine-

Dans la premiére partie, nous avons étudié un probléme similaire ol nous avons consi-
déré ay € )0, 1] ou ar. € ]1, 4+00[. Nous avons déterminé des conditions de transmission de
type Ventcel sur une interface I' séparant la couche mince en deux sous-couches minces.
La téchnique utilisée dans la premiére partie n’est pas convenable pour le probléme étudié
dans cette partie, alors nous adopterons une approche similaire a celle utilisée dans [9];
nous considérons une interface I' parallele a I'® divisant {2° en deux sous-domaines : un

domaine borné (2 et une couche mince (27, | d’épaisseur de ou d est un nombre strictement
positif (cf. Fig. 4.2).

FIGURE 4.2 — Le domaine avec et sans 'interface .

Le probléme (4.0.2) est alors équivalent au probléme suivant

(Aus + kius =0, dans €27, (4.0.3a)
Aug, o + ki gus, 5 = 0, dans €, ,, (4.0.3b)
Aug,y + k2 ug, =0, dans € |, (4.0.3c)
Au + k2 uf =0, dans Q°, (4.0.3d)

li O\z| — 1k & — Uipe) =0, 4.0.3

o VI D = k) (4, = i) (4.0.3¢)
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avec les conditions de transmission

Uy, o = U, sur I'g, (4.0.3f)
Uy, = U, sur T, (4.0.3g)
OnplUp o = QxOn, uy =, sur 1'%, (4.0.3h)
Only, 1 = Opu’, sur T, (4.0.31)

ol Oy désigne la dérivée dans la direction du vecteur unitaire normal n & I" et uf,; =
3
u |an’1.

Remarque 15. L’erxistence et l'unicité de la solution du probleme (4.0.2) sont assuré par

le théoreme 2 et le théoreme 4.

4.1 Paramétrisation de la couche mince (2,

Rappelons que la paramétrisation de I' est
v:(0,lp) — T CR?
t— () = (n(t),72(1),

ou Ir est la longueur de I et ¢ est la longueur d’arc de v, rappelons aussi qu nous notons
les vecteurs unitaires tangent et normal par 7(¢) et n(t) respectivement.
Posons Q¢ = Q° , UT UQ: ,, If = (0,de) et I5 = (0,¢). Si € est assez petit alors les

m, m,2)

couches minces €25 5, 8 € {1,2}, peuvent étre paramétrées par (cf. [21])

an,l = {'I - ’Y(t) + ﬁn(t) € an,lv (t777> S an,l = (Oalf‘) X ]16}a
050 = {2 =)+ (d+nf(O)n(t) € A, (t,n) € Q5= (0,Ir) x I5}.

Pour toute fonction vg définie sur {27, 5, nous associons la fonction Vs définie sur €2, s par

vp(t,n) = vp(x), (t,n) € (0,lr) x I,

~ 8{175 am?}ﬁ
Vinvs(t,n) = = Mj ,
= (22) < (1)

1 1 2 2
my; m mi; m
11 12 11 12
M; = . ]t M; = ) 5 |

alors, nous aurons

avec
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my = [L+nd(t)e(t)]ng +nd (t)n,

miyy = —[L+nd(t)e(t)]n + nd (t)ns,

my, = d(t)ny,

my, = d(t)ng,

mip = [L+ (d(t)e +nf(t))e(t)lnz + (d'(t)e +nh' (),
miy = —[1+(d(t)e +nft))e(t)lm + (d(t)e +nh'(t))ne,
may = f(t)n,

ma, = f(t)ng,

donc Pexpression du Laplacien en coordonnées (t,7) est

no ny nd’ (t)no -
Vo, = Ontn) _ Ltnd()e(®)  d(t) — [+nd(He®)]d(b) o
L P Tl me  mdOm | g5
w1 Tndte(®)  dt) | [T+nd@e@ld@) n1
ax ) ng ni (d' (t)e+nh'(t))n2 0,V
Vo, = | 7| = [ Fa@@er@me® 70 T TRdetaroe@iro | |
2 O v —n1 np 4 (@ (Bednh ()m o
w12 LHd@®etnf@)e(t)  f(&) T O+dBetnf@)e®]f (1) 2

Comme dans la premiére partie, nous transformons {27, en un domaine fixe indépendant
de €. Soient le changement d’échelle s = n/e et les intervalles I; = (0,d) et I, = (0,1).

Nous introsuisons les difféomorphismes ®4 de classe € définis par

le = (0,[1“) X [1 g an,l
(t,s) — x:=~(t)+esn(t),

(t.s) — @ =n(t)+(d(t) + sf(t))en().

paramétrannt (27, ;. Pour toute fonction vg définie sur €2y 5, nous associons la fonction

{ Qm’g = (0,[[‘) X _[2 g Qe
Vs définie sur €2, g par

Ainsi l'expression du Laplacien en coordonnées (¢, s) est

N
Avy =72 (af =) A+ gN“TN,l) Vi, (4.1.1)

j=1
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Avy = 72 f2 o ZgJAQJH Ty | Vs, (4.1.2)

7=1

ot Ty 3 un opérateur borné par rapport a . En particulier

Al,l == —c(t)@s, (413)
Ao = sc3(t)0, — 0}, (4.1.4)
Az = —5° ()0 + 25¢(t)07 + sc (1), (4.1.5)
_ b,
Ay = ( ) (4.1.6)
Az = 2sf' ()00, — s* f2(1) f2(1)03 — O}
—[2sf2() f~ ( ) = sf"(O)f7H(t) — sc3(t) — de* f71] O, (4.1.7)
c(t) 252dc 2 N 4sde(t)\ ,,
o= (B + S ) 70 ( O ) ) rons.
+ (25¢(t) f(t) + 2dc(t)) 07 — (d + sf(t)) ()0 + (—3203(t)f(t) — 2sdc®(t) — d;(ii)
: AL 250 f"(1) | AsAeSO)
_sdd (@) f'(t)
o) ) Os. (4.1.8)
Les dérivées normales sur I', I'® et I'Y_ se développent en fonction de € comme
Onvrr = £ '0:VA(L,0), (4.1.9)
On_v1pe =< O VA(t,d), (4.1.10)
re =& RO Va(t,0), (4.1.11)
O, V2lps = [glflas +e (%f@flas — f’at) + - } Va(t, 1). (4.1.12)

De plus, si v est une fonction définie sur €2 , qui est paramétrée par

O, ={z =) +nld+ f@O))n(t) € A, (£,1) € Q= (0,Ir) x (0,6)},  (4.1.13)

alors, en utilisant un développement de Taylor dans la variable normale 7, la dérivée

normale sur I'S admet le développement

an+U|ri = 8nv|p +e [(f + d) 8ﬁv|p — f’atvw] + e (4.1.14)



CHAPITRE

ANALYSE ASYMPTOTIQUE

Dans ce chapitre, nous dérivons un développement asymptotique de la solution u® du
probléme (4.0.2) en fonction de e. Nous présentons une hiérarchie d’équations définies
dans un domaine fixe (indépendant de ¢). Ensuite nous donnons les trois deux premiers

termes du développement asymptotique et un théoréme de convergence justifiant ’ansatz.

En raison des phénomeénes de couche limite, nous considérons deux développements
asymptotiques : un développement asymptotique extérieur correspondant au développe-
ment de la solution u restreint a (25 et a {2_, écrit en coordonnées cartésiennes x = (21, 22)

(échelle macroscopique) et donné par I’ansatz

u = Ze”uﬁ dans Q7 , (5.0.1)
n>0

us = anu’i dans Q_, (5.0.2)
n>0

ot les termes u” et u} (n € N) sont indépendants de € et respectivement définis sur Q_

48
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et Q=05 UL Uy Ul UQy ;. s satisfont

Au?t + kLult =0, dans €,
Au™ + k2u™ =0, dans Q_, (5.0.3)
Lim Vel (O — ik ) (w} — dontine) =0,

dans lequel dy, indique le symbole de Kronecker. Et un développement asymptotique

intérieur correspondant au développement asymptotique de u® restreint a 27 , écrit en
coordonnées locales (t, s) (échelle microscopique) et défini par 1'ansatz
g, 5(w1,m) = U, 4(t,5) =Y e"Up 4(t,s) in Qug, f=1,2, (5.0.4)

n>0
ou Uy, 5 sont indépendants de e.
En utilisant un développent de Taylor dans la variable normale, les conditions de trans-

mission (4.0.2¢) deviennent

Upr(£,0) + €Uy (8,0) +--- = wlfp+eul|p+---, (5.0.5)
Upa(t,d) + U (t,d) + -+ = Upo(t,0) + Uy, (t,0) + -+ (5.0.6)
Upa(t,1) +eUpo(t,1) + -+ = ul|r +e (ui]r + (d+ f(8)Onul|r) +---,(5.0.7)

et les condition (4.0.2d) deviennent

e O,Up 1(t,0) 4+ OsU,, 1 (£,0) + €0,UZ 1 (£,0) + -+ = Oqu|r + edqul|r + -+ ,(5.0.8)

el d,Up, 1 (t,d) + a_0U, (t,d)+ea_dUl(t,d)) + -

- % (670U, 5(t,0) + O,U,, 5(t,0) + €0,U7 5(t,0)) + - -+ ,(5.0.9)

! 1

F® 0]
L 2 f/Q(t) 0 . . -

s ((FPiatn) + Fohalt D FOAR0.D) +

= a3 0pul|r + € (o Onul r + (d+ f(t)ayrO2ud |r — f/(t)aydpul|r) + - -+ .(5.0.10)

aSUr?z,Q(t? 1) + 88Unlz,2(t’ 1)

En insérant la série (5.0.4) dans (4.0.2a), utilisant (4.1.1) et (4.1.2) puis faisant corres-

pondre les termes de mémes puissances en ¢, nous obtenons, pour tout (¢,s) € (0,{r) x Ig

Q2UR 5 =0, (5.0.11)
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aSZUTIn,ﬁ = Aﬂ,lUreL,B7
82[]3%1 — ALIU’I}n,l —|— ALQU,,?LJ - szO

m,1?
agU’rQrL,Q = A271U71n,2 + A272U7gl,2 - kTQnUSL,Qa
QUS| = A1UL + ApUp + AU — KU,
QU o = A U2 o + Ao pU,, o + Ao sUp 5 — K2U, .

5.1 Calcul des deux premiers termes

5.1.1 Terme d’ordre 0
L’équation (5.0.11) et les conditions (5.0.10) et (5.0.8) donnent

OUp 5 =0, [e{l,2}.

En utilisant (5.0.7), (5.0.6) et (5.0.5), nous obtenons V(¢,s) € 2, 5
Un 5t s) =ul|r = ul|r.

L’équation (5.0.12) implique
agUrlmﬁ == A/BJU’I(’)VL,B - O

Utilisant (5.0.10), (5.0.9) et (5.0.8), nous aurons Y(¢,s) € Oy, 5

8SU7’1n,2(t7 8) = f<t>a+aﬂu9r|r7 aSU;L,l(tJ 8) = anu(i’l_‘ et 04+8nug‘r = Oéfanu(lhj-

Les termes (u°, 4% ) sont solutions du probléme aux limites suivant
»y Uy

Aul +k3ul =0 dans Q.

Au® + k2u® =0 dans Q_,
li —1 o — inc) —

iVl (Bey —ike) (uf = tine) = 0,

avec les conditions de transmission sur I :

0o _ ,0
uy = u.,
a+8nu9r = a_0yu’.
De plus (U} )o<n<1 est déterminée par
0 _ L0 0
Umvﬁ(t,s) = u’lp =uy|r,

Y(t,s) € (0,1r) x (0,1).

(5.0.12)
(5.0.13)
(5.0.14)
(5.0.15)
(5.0.16)

(5.1.1)

(5.1.2)
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5.1.2 Terme d’ordre 1
La relation (5.1.2) avec les conditions (5.0.7) et (5.0.5) donnent Y(¢,s) € Q,, 5
U’rln,l(t7 S) - ul_lF + (anu(ih‘) S,
Uma(t,s) = uile + (d+ f(t) = f(t)or + sf(t)o) Onti [r.

Alors (5.0.6) implique que

faya- — (d+ f(t)a- + day

200 (04 Ol | + a—Opu ). (5.1.6)

ul|p —ullp =

De (5.0.13) et (5.0.14), nous avons

QUL = AnUpy+ ApUp, — kU = —c(t)0aul |r — 0ful |r — K2 ul |p.
QRUL, = AUy, + AU, — k2 UD 5 = —c(t) o Oqul | — fud|r — k2,uf |r.

Utilisant (5.0.10) et (5.0.8) , nous obtenons V(¢,s) € Q,, 5

C%Uﬁz,l(t, s) = [_C(t)anu(ih“ — ful |p — kﬁu(lh“] s+ Onul |r. (5.1.7)
88Ur2n,2(ta s) = [_C(t)%ranumr — Oful|r — kfnug\r} (s — 1)+ f(t)ayOpul|r
— @) () aronullr + FO)F 0S|+ (d+ f) f(H)ardius|r. (5.1.8)

Les conditions (5.0.9) a 'ordre 1 impliquent

Ll — o ol _ c(®)(f'(t) — df(t) — 1)@ WO e — df (t)a— + 1 2,,0
a+anu+|F ~Onu_|p 10 +0n +|F —f(t) ; +|F
dk2a_ + Ky, o, WOl L PO
- SRl = P00t — (@ + f)o il (.19
Comme
[+ F0) 2 2'(1) -
! (d+ )21 +ne®)(d+ F(1))2 " (d+ FO)X+ne®)(d+ ()2
N 1 SO I, L ( c(t)
(L+ne)(d+ f(£)2 " (L+net)(d+ f(1))? (d+ f@) (L +ne(t)(d+ f(1))
N n(=f@)f7 () +2f7(t)) L nedd @ f(O)F(E ) +7°c (t)fQ(t)f’(t)> 9 ] ~
(d+fO))?A+net)(d+ f()?  (d+ FO)PA+ne)(d+ f@B)2 ) "]
et

Opur(t,n)jg=0 = (d + f(t))Onuy]r,
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il s’en suit qu’en prenant la limite n — 0, nous aurons

t) 1
0? - L@ Mo + s 02U o + K2 —0=20
tu+|’7*0 + d+ f(t) nu+|n70 + (d+ f(t))? nu+|7770 + +u+|7770 )
c’est a dire
Ozuy|r = —0fuylr — c(t)Onus|r — K uy|r. (5.1.10)

Alors (5.1.9) devient
[+ F0) oy — df (D —1

v Opul —a_dpul = 270 (O7u + O7u?)
(d+ f(@)f )k oy — df (O)k2 o — k7,
2f(t)

c(®)(f*(t) = 1) 0 0
+ 0 (a+8nu+ + Oz,(?nu_)
¢ PO D 00 4 gt (5.1.11)

Les termes (u!,ul) sont solutions du probléme aux limites suivant

(2 + )

Aul +k3ul =0 dans 2,

Aul +E2ul =0 dans Q_,
lim 4/ |£IZ| (am - Z'k’+) u}r = O,

|z|—>+o00

avec les conditions de transmission sur I :

ul —ul = f®asa- = ([d+ fH))a- +day (a4 Ol + a—Opu?), (5.1.12)
20 0
oz+8nu}r —a_Oygul = (d+ f(t))f(t);fzt)_ dft)a — 1 (afu‘i + 8t2u(i)
(d+ fO))f(OR oy — df (t)k2a_ — ki,
* 2 (s o)
204y _
+ c<t>(£f((?) D) (o 0pul 4+ a_9,u?)
+ W (Ol + 8 . (5.1.13)
De plus (U}})o<n<1 sont déterminées par
Upi(t,s) = ullr+ sOqul]r, (5.1.14)
Unalt,s) = wile+ (f+d— f(t)ar + sf(t)ar) Ouullr, (5.1.15)

Y(t,s) € (0,Ir) x (0,1).
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5.1.3 Terme d’ordre 2

Les relations (5.1.7) et (5.1.8) avec les conditions (5.0.7) et (5.0.5) donnent V(t,s) €
Q.

2

U2, (ts) = [—c(t)onul|r — 02u®|r — K2 u® ] % 4 Oul |ps 4+ u |p. (5.1.16)
22541

Unzl,z(t, s) = [—c(t)owr@nui\p — 83’&3_’{‘ — k2 u’ p} % + [f(t)cur@nui]p

—c(t) f (&) f' ()i Onulle + fF() f'(1)Oullr + (d+ f() f(t)ay dqullr] (s — 1)

d+ f(t))?

F(d+ f() Bl o + %aﬁump . (5.1.17)

Donc (5.0.6) avec (5.1.10) et (5.1.13) nous obtenons
1
ullp —ullr = —5 [—c(t)aronul | — OFul |r — k2u’ [r] + [f(t)asOpul |r

—c() () f (D)o Ontit|r + f()f ()0l e + (d + f(2)) f (D) ey Opul|r]

o) an e~ O g0 s ool o - o2t
—k?u? |r] d; + dd,ul |r. (5.1.18)
uz+ Pl = f)aya +doy — (d+ f(t))a- o Ol |
o +r
CCE 217(8) (1) — 2d£°(t) — 2£(1)) avar_ — (PF(1) + 245(t) — 2d) oy
2f(t)aypa
(d+ F(0)* (B)a o =2+ )P (Dada
) etasmte + (R
| 2+ F)F 00+ (F(0) + 21(0) + £(0) + 24 + )
2f(t)ara_
PRIE. (3 0L TR OO

L kG PR A (d o+ F(O))RS (Bava- +2dknas o |

2f(t)ago_ T

ft)ara_ —da? + do
(e e

+ ()0l |r. (5.1.19)

Utilisant (5.1.13) nous aurons

t _+day —(d t))a_
’U/2+|1" . u%‘l" _ f( )Oé+04 + O ( + f( ))Oé oz,anul,hﬂ
(0N 6
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((—f(t) — 2f2()f"(t) — 2df*(t)) 04}21) + (=20 + dPf (1) +2f(t) +2d) o
2f(t)ara—
2 f(t)a B —2df%(t)aa® +2df (t)(d + f(t))a?
T e 717
—(F(0) + 2 (2) + F3(E) + 24P (B)asa_ +2(d + f(t))a> Pl
2f(t)ago_ T
N (—2df2(t)k3a+a2_ +2d(d + f(t))f(t)k2a?
2f(t)aya
k2, + PR+ (d+ F(O)R]f(asa +2(d+ f(t))k?na—> 2
2f(t)ago_ *
ft)ada- = (d+ f(t)ara- + (d+ f(t)a-

L

f')du Jr. (5.1.20)

Alors

tara_ + da d+ Ja_
ui|r—u2,|r = QLT 5 + = ( 1) (a+8nu1+|p+a_8nu£|p)
()d+()é_

((—2f2(t)f’(t) — 2df*(t) — (t)) ara_ + (d—df(t) — df*(t)) oy
)

(t ag o

C(d+ )+ BS() + ()

C(t a+3nu9r|r + Oé—anug |F)

Af(t)ara_
N ( (d+ f(t) f C+V+Oé——df2 ();fa —df(t)(d+ f(t) (o] —a2)
N dovy %}Edfr f(t)a ) (0l |+ 92 |7)
(OO o O s~ S0 S0 Ko
Af(t)ora_
+ b, &+L2d)+ )k ) (uS |+’ |r)
f®)ora_ —da? —daya_ + dog + (d+ f(t))a-

+

£'(t) (0 |r + 0pu® [r(p.1.21)

daya

Les équations (5.0.15) et (5.0.16) impliquent que, V(¢,s) € Qy, 6,

82

OUS 1 (t,s) = [POnul|r + cOful | + ck?u? |p — k2 (Onu? |r) — 07 (Onulr)] 5

82

+ [02 (aﬂu(”l“) + ZC(t)an9|F + C/(t)atugh“} )

+ (=0ful | — K2 ul|r — cOpul|r) s + O,U;, | (£,0),
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Ut s) ;?) [—clt)aydul |r — Ful|r — kpul |r] < s — s+ ;)
+ [0 ((F(B)ar) daullr) 2 — 07 [(f(D)ary) Onu|r]
s () +) OnttS |r + ¢(#) (f(t)y) Onul |

I >< (t)a) Ol 12 + (1)
FADFOF 2 - SO0l ~ 2 (B ] (55 5)
4[4 (o) Dt e — 2kl — 22 [(d+ £(6) — F(D)o) Bl
—c(t)aOpuylr — c(t)(d + f(t)arpul[r + c(t) f'(H)ardul e — c(t) f'()0ul |r
203l — Rl — K, (d+ F(0) — (1)) B o — de/ (1D 1] (s — 1)
+0,Up 5(t,1)

\_/A

De la condition (5.0.8) a l'ordre 2, nous obtenons

2
U \(t5) = [Owul | + Pl |p + ekl — k2 (9ul|r) — 37 (Bwu|r)] 5
2
+ [ (Ont®[r) + 2¢(£)02u° | + ¢ (1)0u® |r] 52
+ (—3t2u1,|r - k%uur - Canul,|r) s+ 8nu2,lr,
Il s’en suit des conditions de transmission (5.0.9) & l'ordre 2
d> d> d> d> d>
- Ao’ |r + Tl cO?u’ |r + 5 —a_ck®u’|p — 5a,k3 (O |r) — 5(1,83 (Onu 1)
¢ 0 2 2 0 e, 0
+oa-c (Oaul|r) + dPa_c(t)07u’ | + 5 a-c ()0’ |p
—da_0*u' |r — da_k*u' |r — da_coput |r + a_0pu? |p
¢ 0 2 2.0
= 2—ch(t)OZ+3nU+|F + Qant uf | + 2_f2km u|p
1., . 1,
O£ 00 (B 0 ) + 5702 [(Ft)a) i ]
1., _ 1, _ 1
+?f2(t)f “(0) (f(B)as) Qi [r = ()] 7 (s Dariy I; = 5 (g Dl I
1 1
—c(t)07ul|r + 50’(t)8tu9r|r + ékfnmﬁnump
1 1
—chf_laJr@nu(jrlp + ?(fuﬂp + ?83 [(d + f(t) — f(t)ay) 8nu9r\p]
1 1 1 2,0 1 / 0 1 / 0
+?c(t)a+(9nu+]p + ?c(t) (d+ f(t) ayOul|r — ?c(t)f (t)oOpul |- + ?c(t)f (t)0wul |r
1 1 1 1,
—FQdC(t)anS)JF + ?kfnumr +kp, (d+ f(t) — f(t)ay) ?3n“?+|r + ?dc ()0puly[r
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1
f
Maintenant calculant le terme ;U3 ,(t,1) dans (5.1.22). De (5.0.10) a l'ordre 2, nous

avons

+=0,U3 5(t,1). (5.1.22)

1
F(#)
= (f/(t))2 Ot | + 2¢(t) f/ () (d + () (g — 1) Bpul |

a0l |+ (1 —ay) (0l |r + /() (d+ f(1) (1 — ay) 00aul|r

LS (0

85U73n’2 (ta ]-)

a B |r + (d+ f(t)ag0rul |r. (5.1.23)
Rappelons que

) o el
1+ nc(t)]3 e 1+ nc(t)]2 tUy 1+ ne(t)

La dérivée partielle par rapport & n implique que

Ault + Kult = Ouly + 2uly + KL uy = 0.

/ 3 2 / /
) [1+ne(t)]” + 30(15)6[1 + ne(t)]” ne o + nd (t) Oyt
[1+ne(t)] [1+ ne(t)]
2¢ 1 A(t) c(t)
_—82”+— 2, n an+ 82n+83n+k2an
L+ (0 ¢ Uy L+ e t Uy 1+ ne()? . 1+ ne(d) pUy T Oplly T ROy

[
= 0.
Prenant la limite n — 0, nous aurons
—c(t) o’} |r —20(t)0,52ump+0n5t2u1]p —cz(t)Bnu1|r+c(t)8iui|r+5ﬁu’}r|p—l—ki@nu’}r\p =0,
ainsi

Oou't|r = ¢ ()0t |r + 2c07u’t |r — 0, 07u't |1 + () Onu't|r — c(t)02u" | — K* Ot} |-
(5.1.24)
Utilisant I'identité (5.1.10), la relation (5.1.24) devient

Bultlr = 3e()Ful|r + (2¢°(t) — k7)) Ontt|r + ¢ (£)Oput |1 (5.1.25)
OOt |r + c()k3u't |r, Vn > 0.

Dong, utilisant (5.1.25) pour n = 0 et (5.1.10) pour n € {0, 1}, la relation (5.1.23) implique
que
1
J()

(d+ f(t))?

O U o(8,1) = (f'(1))” it v+ 2e(8) f'(£)(d + f(2)) (s — 1) Dy o + 5

o d ()0l |r
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Ol + (1= ay) f(Odulle + F/(8) (d+ (1) (1 — ) D |r
— (d+ f(O)asPullr — (d+ F(O)azc(t)dnd | — (d+ F()arkul |

O seatt e + O, ()~ 12) il
~ Mmanafu% + (CH—"QW))ch(t)kiu%r (5.1.26)

alors (5.1.22) devient

oz+8nui|p

c(t)ayOpul|r + (d+ f(1))are(t)Onul |r — da—c(t)Oonul|r — (1 — ay) f/(H) Ol |r

1
= a Ogul|lr — —
D
TR 2 1 2. 1)
f(t)kmu+|p+(d+f(t))a+k+u+|p do_k*u” |p _f(t)
d2 d2 d2
—da_0ut |r + EQ,CQ(t)anuﬂp + ?a,c(t)ﬁfuﬂp + Ea,c(t)k%ug\p

d? d? d?
-5 k2 (Oaul|r) — 504,83 (Onu |r) + ?a,CQ(t)ﬁ u’ |r + d®a_c(t)0Pu |r

d? ’ 1 2 ( ) 2 ( ) 2
+EOZ*C (t)atug‘F - WC (t)aJranu[J)r’F 2f2( )at +|F o 2f2( )k O

L 11, )
£2(t) 57 [ (Bax) dudIr]

L") 1 .
270 ¢ (sl | + ()07l [ — 5/ (0 |r —

+dcA(t )%mﬁnump — %

1 2 0 LC Lc e Ol
—i—mc (t) (d + f(t) o Onuy|r + 0 [0 ()" () ey Opuy |r

1 1 1
g OF OO s 2deNFFu e = K (04 F10) = (o) g0
1

f(t)
— < dd (D0 [ — (1)) Buull|r = 2¢() f'(8)(d + F(1)) (s — 1) Dl |r

f(t)
_(d+f1)? (d+ f(t)
2

5 ard (OOl — f/(t) (d+ f(1) (1 — o) 9Ol |r — vy 3¢()07ul |

HIOF i) - 12) duatle + LT o, 00, - AT

1
OfulIr + (d + f(t)) o Oful r

F'0)0, ((f(t)as) OnulIr) —

+6nu?,_ |F +

07 [(d+ f(t) = f(t)as) Ouull|r] + —<c(t) (d+ f(t)) e Oful|r

1
f(t)
(t) (d+ f(t) ki ul |r +

aye(t)kiul 5.1.27)

Utilisant encore les conditions de transmission (5.1.1), (5.1.2), (5.1.6) et (5.1.9), nous
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obtenons

s O | = O | — M — % {%k{ _ 23 + f21(t) £2(6) — 50+
Lo, 1[0 ="®Wed)] o0 Lo (FOF [+ (1)
Fph g [ e e+

o (d+ f(t) = f(t)ay L1 2 cA(t) (f'(®))
*km( o )f(t) 70 ““d*f“)”zf?() 20

)
t
1 [d 1 (d
+5 [Ea ck? — 2f2k3n+fc()(d+f(t))a+ki +f } (ul e+ |r

| a0 - 160 - 707 © - s 0@+ F) e -

, @+f0)7 . 11 ; :

+ WC(t)f (t)Oé+ - 1 a4 C (t) - imdc ( ):| (atUJrlF + atui‘[‘)

1] e(t) 32 1 1 (d+ f(1)?
i — g o-elt) = peld) [ J(D) s = eft) = Jes2ue(t) + O

d+f(t) - f (t)m)] (0t 07Ot |r + Ofa_Oqu’ I1)

o4

i (
11 ((f’(t)—f’(t)a+) Fw <d+f<t>><1—a+>] (0 il |+ +ha_ Ol )
) o a4 T o

1

(263(t) — 2)

] (a+8nu9r\p + (L@nug]r)

o 3c(t) | (O7ul|r + 0f

+
|
=
+
~
~—~
=
e
|
|&
no
|
| =
|
/\ v

ou

(t)) c(t) (o Onul |r + a_Ozul)

I
N =
VRS
~
=7

|

&h

+

K= (04 )k + dak? ) (ke + ot )

+
—
|
Q

D70 @l + ) + 5 (55— @+ F0)as + da ) (@Fudle+ 3l )

[+ FO s~ o =1 0y o
27 (0l + )]

+

'<d+ FOVFOR ay —dfBk2a — k2, o
0 (v + “—)}

1) 0

oyl

) | () (f2(t) — 1) (ovy Dl +a_8nu°_)}
2

_l’_
— ~
= =T =T

+

~
~
H—

2f(t)

-M (@ui + 8tu(i) }

‘ ~

+
N = N = N~ N~ N = N =

S~ N/ N7 N~/

\_/&H
—
&

2

Q.

Q

—~

<+~
—
<+

—dfit)a- =1 5 4 | o2 9
f() (O7ul + 07u?)
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ou

(d+ f@)f Ok oy —dfO)k2a — k2 o
—dc(t) 2 @) (u + u_)
(f2(t) - 1) f't)(ay = 1)
dc()T()(+8u++a Opu’) — deft (Ol + Opu?)
1 2 Jopa- — d + f(t))a- + day 0 0
+ (mk —(d+ f(t)apk? —da_k > < Joar (a4 Oqui|r + a_Onu’ 1)
# (1= a0 (PRI g+ o)

+ (1 —ay) (1)

f@)opa —(d+ f(t))o— + day
daya

(as8,0nul v + a_8;0nu’ |1)

. (% B (d N f(t)>a+ B da—) (f”(t)m’i(;:a(_fﬂ( ))Oz_> (04+(9nu9r|p 1 Oé_anu(ih")
+ (% —(d+ f(t)ay — doz_) (f’(t)agc;;;_f/(t)a_) (04000l |1 + —8,0qu 1)
+ (ﬁ —(d+ f(t)as da_) fara- — iijof_ D)o Fdar 52900 | + o 02030 |r)
Alors
a0l —a_Oulle = W (oz+8nUL|r + a_Oqul) + 35 (vl |r +ul Ir)
(3tu+|r —+ (9tu | ) + 194 (82U1 |1" + 82 ! |1")
+05 (07uS |r + 07 |r) + Ve (D} Ir + O |r)
+9- ( |F + U ) + U (Oj+82 nu+|F + atga—anuo_lf‘)
+799 (a+8t8 U+‘F + 8toz 3nu | )
+910 (a4 Onul|r + a_opu?|r),
1 1
0 = 5 (10-55) 0,
1 1
02 = g (@ fDankt - sk - doi?)
9 = 5o =170
9y = % ((d+ D= 55 da_)
32 c(t) c(t)
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e %) GRS (0] s
Ll LY o [ F@) 00— di(t)
w5 (10 5) | 27 (1)
et f(t))f(t);;{t; df(t)a- —1
Ll elt) ) o
o = = ge0) + o) = g0+ g f1(0) = ) (0)(d + F(D) (s = 1)
AT IOR czzf 8 S (IS
| 1 F(as = 1)
3 (0 - 7g5) 0[5
v; = dza_c(t)kz—4;(2t()t)k2 +2]§()) (d+ f(t)) +ki—%a+c(t)ki
U L o [ FEDf @Ry — dk2a — k2,
i (f ) f(t)) (”[ 20 ]
JPNCE: f(t))f(t)hg;(t—) df (k2o — k2,

g - Wdrf®)-d-1 11 <d+f(t)—f(t)a+>
. 1 T 270 ar
L 1\ [f(®)ara_ — (d+ f(t)a_ + daoy
vy (@@ g0 +da - | e

(e =1 O A+ @) (e — 1)
T M Yo
—i—% (ay — 1) f/(1) ft)a o — ;Cii-aji(t))a_ + dag

(i 00 o — ) (L0 = )

Do = =R+ 50+ 30 - Lk - S



5.1. CALCUL DES DEUX PREMIERS TERMES 61

+1d62(t)f*1(t) (j;gi)? 3 fl(t) A(t) (d+ f(t) — W (2¢%(t) — k2)
-+ (T E) -+ S+
(f(lt) ) ) (fz(f)@) o 4;+ (1—ay)* (/1) - }lk;;
-l ( (1t (4 flak —da- kz) (f(t)ozwz - (;ij&f(t))a + da+)
3 (ﬁ — (d+ fas da) (f ”<t>a+20;—+;f"<t>a_)

Maintenant, nous allons valider I'ansatz (5.0.1), (5.0.2) et (5.0.4) en donnant une esti-
mation d’erreur effectuée en approchant la solution exacte de (4.0.2) par un développement
asymptotique tronquée a 'ordre N € N.

Soit (NZi un domaine de R? définé par (Nli = Q5 N Q. Nous posons

N

u = > e, uy™ Zg W) et uy) Ze Un,p:

n=0

ot uy, 5(x) == Uy, 5(t, 8); Vo = ps(t, s) € ), 5. Alors nous avons le théoréme suivant.

Théoréme 16 (Théoréme de convergence). Pour tout entier N, il existe une constante

c indépendante de ¢ telle que

U _ua,(N)‘ V2 |y (N) 12l (N)‘
‘ - e P HY(€s, ) " 2~ U2 HY(SZ, ,)
us — ue’(N)’ < eeVHL
+ ‘ o @ T

Démonstration. Une preuve de 'existence, de I'unicité des séries (uﬁ)n , (u’j)n et (Ur’fh ﬁ)n

et de l'estimation d’erreur peuvent étre trouvées dans [8, 11]. O



CHAPITRE

CONDITIONS DE TRANSMISSION
APPROCHEES

Dans ce chapitre, nous calculons les conditions de transmission de type Ventcel et
les modeéles approchés de la solution du probléme initial. Nous démontrons 'existence et
I'unicité de la solution du probléme approché et énoncons une estimation d’erreur pour
valider la convergence des conditions équivalentes.

Pour obtenir des conditions de transmission équivalentes d’ordre 2, nous tronquons la
série (5.0.1) et (5.0.2) a l'ordre 1. Une approximation de la solution exacte u® loin de la

couche mince est solution du probléme suivant

Auiap + kiuiap =0 dans Q+,

Auiap + k’%lbiap =0 dans Qf, (601&)
li ax — ik 0P — inc) — Oa

|J:|£>I-11-oo ‘x|( =l +) (u+ the)

avec les conditions de transmission sur I'

WP T = Oy O + o 0guS?), (6.0.1b)

62
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a Oquy™ — a_0gus™ = eDy (fu™ + Ojus™) + eDy (ui™ + ut )

4Dy (WS — ™) + Dy (™ + ™), (6.0.1¢)

Cl _ f(t)a+a—_;i+af(t))a—+da+7 (602)
4SO (Das — di(a —1

D, = 30 , (6.0.3)
SO OR — iR — R,

D, = o , (6.0.4)
. (P() — D asa.

Py = A s — @+ FO)a T day) (605

p, = LWl =1 (6.0.6)

2
Notons que C; # 0 puisque nous avons supposé (ax < 1 < az).

6.1 Stabilité uniforme

Nous allons prouver maintenant une estimation uniforme de la solution du probléme
(6.0.1) par rapport a e. Ce résultat va nous permettre de démontrer 'unicité de la solution.

Pour cella, nous réécrivons le probléme (6.0.1) dans un domaine tronqué (cf. [4]) afin
de donner une formulation variationnelle du probléme (6.0.1).

Rappelons que €2 est un domaine régulier, de frontiére ', contenant la couche mince
2° et notons par SNIOO son complémentaire.
Nous introduisons I'opérateur de Steklov-Poincaré T défini de H'/?(T'y,) dans H~ /(')
par T = —8n§ww, ol ng_ indique la normale unitaire a ' extérieurement dirigée vers
), et w est 'unique solution du probléme suivant
[ Trouver w € HL (9s0)

Aw+kiw =0 dans ﬁoo,

W= sur 'y,

lim \/m (8|m‘ - i/{i+) w = 0.

| |z[—+o0

(6.1.1)

L’opérator de Steklov-Poincaré T" est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 1 (cf. [4])
linéaire continu de H'/?(T'y,) dans H~'/2(I"y). Le lemme suivant donne une décomposition

de l'opérateur de Steklov-Poincaré (cf. [4])
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Lemme 17. Soient ¢ € HY2(T's) et oo € H Qo) est lunique solution du probleme de
diffusion coercif suivant

Apg—pg=0 dans Q2

¥o = ¢ sur Iy
Considérons Tog = —0On,_po. Alors Ty est borné et coercif de HY?(T'y) dans H=Y/? (Ty).
De plus, il existe un opérateur compact K défini de H'/?(T'y) dans H3/?(T') tel que

T =T+ K. (6.1.2)
Nous introduisons 'espace de Hilbert H'(2,T") défini par
HYQ,T) = {v = (v-,0y) € B Q) x HY(Q,); waye € H'(D)

ou € := O, UQ. Une formulation variationnelle de (6.0.1) est donnée par

[ Trouver us® = (u= ui™") € HY(Q,T), Vv € HY(Q,T)

a: (U™ v) = a_/ VuZ® - Vo_ dQ_ — a_k2/ uZv_ dQ_
Q_ 0

+a+ B Vuiap . V'U+ d§+ — CY+]€_2~_/V 'U/j_apv+ d§+
e / (Ds — D)) (=™ + 0u=™) (v, +v_) dT

]'Dl (Ou2™ + O™ (Opv— + Opvy) dT (6.1.3)
f Dy (u2™ + uZ™) (v +vy) dT

/D3 S o) (y, v ) dT

o (Tul e vilre)m H~1/2(Dog ) xH/2(T'o)

L _l5( )7

Ol (o) g1/2msywmi2(r..) désigne le crochet de dualite H-'/2(T) x H'Y?(T'o) et I5 est

une forme linéaire arbitraire de H'(Q). Pour le probléme (6.0.1), I5 est définie par

le(v) == ay /Foo (8,1500 + T> Uinc do.

Nous avons le théoréme suivant

m[\ﬂmw

Théoréme 18. Pour tout . dans (H'(Q,T))’, il existe une constante positive ¢, indépen-

dante de g, telle que la solution uS™ du probléme (6.1.3) satisfait

_1
Jusa® |l @) < ce™2 HZ€H(H1(Q,F))/'
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Démonstration. Montrons que l'estimation suivante est satisfaite

uaP
oy < et sup 1]
veH (Q,T) HUHHl (.0

Pour cella, raisonnons par ’absurde. Supposant qu’il existe des suites (&, )nen et (4S2),en

n,ap

ul®),en) telles que

(notée (u

lim e, =0, |Veuyx®||lm@or =1,Vn € N et lim sup  |ae, (uX™ )| =0.

n—+00 n—+00 ||SDHH1(Q,F):1

Du théoréme de Rellich (théoréme 49, Annexe C), nous pouvons extraire une sous-suite

(notée aussi par (u2),cn) telle que

VEuh® — 2% dans L2 (Q),

Eaum? — 2% dans HY(Q,T).

D’autre part, pour tout (v_,vy) € C®(Q_) x C>®(£24), nous avons

n—4o00 25n T Cl n—4o0o

—oz_kQ/ VeEnuPu_ dQ_+a+/~ Ve Vut™ . Vo, dQ,

Ven (up™ —uP) (vy —v_) dI' = lim a/ Ve Vu? - Vv dS)
o

_Of_l'_k?‘_/; \/auiapmr dQ+ - / Dl En 8tu P + 3tun ap) (@v_ + 8,57]_;,_) dl’
Q4

+€_"/D2\/5_n(u’i’ap+uﬁ’ap) (v_ 4+ vy) dF+§/D3 Ven (W™ —u) (vy +v_) dU
r r

+52" (Dy — D)) /om (B> + 0u™™) (vs + v_) dT — /Enac(u™™, v)

+a+<\/6nTUiap|roo> U+|Foo>H—1/2(Foo)xH1/2(Foo)

= a_/ Vu™? . Vu_ dQ_ — a_krz/ Py dQ- +ay [ VUG® - Vo, Sy,
_ o N

~ 1
—a+kzi/~ uS oy dQy + 5 / Dy (uf™ — u®™) (vy +v_) dl
o r

+Oé+ <Tu3_’ap|l—\oo7 U-‘r|Foo>H_1/2(Foo)><H1/2(Foo)' (614)

Le terme de droite étant indépendant de ¢, il s’en suit que, V(v_, v,) € C®(Q_) x C®(Q, ),

\/8_n n,ap _  n,ap . _
28” e (uy u®) (vy —vq)dl = O(1).
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Utilisant le fait que C>®(Q_) x C‘X’(Q_Jr) est dense dans H'(Q2,T) et C; est borné dans T,

nous obtenons pour v = usy”

[ulp ™ — w2y < cel/ (6.1.5)

. 0,a 0
Par conséquent u;™ = u”™ sur T' et pour tout v dans H'({2,T'), nous avons

lim +/ena., (U™ v) = a_ Vul ™ . Vu_ dQ_ — akz/ u”Py_ dQ_

n—-+0o Q.

+Oé+ B Vug_’ap . VU+ dQ+ — Oé_t'_ki\/; ug_apm_ dQ+
Q4 Q4

0,a;
+oy (Tuy p’Foo,UHFOO)H*U?(FOO)le/?(FOO) = 0. (6.1.6)
Par conséquent, les résultats de 1'unicité de la solution du probléme :

Trouver u2™ dans H' (Q_ ul'u §+> satisfaisant (6.1.6),

basés sur le lemme de Rellich (lemme 48, Annexe C) et 'opérateur T' impliquent que
O,ap __
u P = 0.
Pour avoir la contradiction, nous allons démontrer que limy, 4 ||\/Enu%™ /s (,r) = 0.
. 07 . . . . 5 . ,
Puisque que u2™ est déterminé de maniére unique alors c’est toute la suite (\/€,u%™)nen
qui converge vers u%. Il ne reste plus qu’a montrer que lim,, ||\/€nVu&“p||L2(Q) =0.

Nous avons
WV |2g < ce <a / VEIVEPP A0+ a, / JE e d§+>
_ Q.

= ¢R <€na5(un P uss™®) + o k? / en|uP|? dQ_

1
6 - 26,
_/Dl’auza”aun“pﬁ dl’ — —/D WP 4 |2 dT
/D:a 10 — ) (T ) T
__/ D4 - atu + aﬂ,bﬁ’ap)w dr

n7a’p 7ap
— eno (Tuly™|p ., ulf ’Foo>H*1/2(Foo)><H1/2(Foo)>'



6.2. EXISTENCE ET UNICITE 67

Utilisant le lemme 17, nous déduisons

||\/5nVu"“p||L2(Q) < R <5na5( nap g, P) +04_k:3/ En|u™P)? dQ —G—Oé_,_k?i/w En|uy|? Sy,
Q4

1
_/ZC P — P2 dr+—/Dlyau"“p+atu’i’“"|2 dr

<5 [P = 5 [y e G ar
I

62

=2 [ (©= D) @ + 00 T ) dr
T

— gnOé_,_<Ku7}rvap|Foo , u?:ap|FOO>H*1/2(Foo)XH1/2(Foo)) .

Puisque K est compact y/zu,, — 0 dans H*(£2,T'), nous obtenons
<\/5nKui’ap|Foo, \/guz’ap|Fm>H—1/2(rm)le/2(rm) — 0.

oo )

H\/eanu&“pHLz(Q) = O

Finallement, les hypothéses lim,, ,, . R [aa(u”"‘p Entiod )} =0 et (6.1.5) donnent

ce qui contredit

||\/€nu’;’)“p||H1(Q7p) =1.

6.2 Existence et unicité

Pour montrer l'existence de la solution (u>, u3*), nous introduisons les opérateurs

de Steklov-Poincaré T et T, définis de H'/?(T") dans H~Y/?(T") par T_¢ := a_0pu_|r, olt

u_ est la solution du probléme aux limites suivant
Au_ +Kku_=0 dans Q_,
U_ = sur I
et par T, 1 := a; 0_puy|r, ot uy est la solution du probléme aux limites suivant

Auy +k2uy =0 dans €,
Uy =1 sur I,

lim \/ |.l'| <0|z| — Zk+) Uy = O,

|z|—r+o0
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Les opérateurs 7" et T, sont des opérateurs pseudo-différentiels d’ordre 1 et elliptiques
(cf. |32, 33, 34)).

Remarque 19. La fonction u_ est définie uniquement dans le cas ou la constante k*
n’appartient pas au spectre de lopérateur (—A, H3(Q_)). Nous supposerons donc que cette

condition est vérifice.

Nous supposons aussi que

1 —m? 1— M?
d>——"%% Gud< . (6.2.1)
m(ay —a-) (ay —a-)
sl oy > a_ et
M3, —1 2o, —1
d>—""  _oud< (6.2.2)
m(a- —ay) M(a- —ay)

1o ¥ = mi t)et M = t).
sia_ > oy, oum I{éllpf()e r?gxf()

Remarque 20. Notons que si m?ay > 1 quand oy > a_ ou M?*a, <1 quand a_ > oy
alors les hypothéses (6.2.1)-(6.2.2) sont superfluz.

Utilisant la définition des opérateurs de Steklov-Poincaré, nous réécrivons le probléme
(6.0.1) en un systéme équivalent d’équations sur la frontiére : Trouver (w, ) € HY?(T) x
HY2(T), telle que

Auw + Am% = €C1h,
(6.2.3)

Aogjw + Aoy = —h,
ol w et s sont les traces de ui™ et u=™ sur I respectivement, h = T (Uine|r)+ 4 Online|r,
et (Ayj), <ij<z SON des opérateurs pseudo-différentiels définis par
ANy = T+eC Ty,
Ao = —T—eCiT_,
Aoy = (=D3—eDy — Do)l — T, +eDy(I — 0F) — eDy0,
Ny = (D3 —eDy —eDy)I —T- +eDy(I — 0?) — D40,

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le théoréme d’existence. Nous avons

Théoréme 21. Pour tout entier k > 1, si h € H*2(T) et
1

~ £ e (O, (6.2.4)

alors le probleme (6.0.1) admet une unique solution (u>", ui™) € H* (Q_) x HE_ ().
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Démonstration. Soit k € N*. En vertu de (6.2.4), A est un opérateur pseudo-différentiel

d’ordre —1 bien défini. Ainsi, de la premiére équation de (6.2.3) nous obtenons
w=—A[}'Apre + A Cih,

donc
[A21A1_11A12 — A22i| = [[ + €A21A1_1161} h.

L’opérateur I — 9} est pseudo-différentiel d’ordre 2, elliptique, semi borné et auto-adjoint
(cf. [6]), il est de Fredholm d’indice zéro et envoi H*(T') dans H*~%(T'), pour tout s € R.
En vertu de (6.2.1)-(6.2.2), Dy # 0, alors Popérateur Dy (I — 9?) : H*(T') — H*2(T) est
de Fredholm d’indice zéro. Comme 0y, T’y et T_ sont des opérateurs pseudo-différentiels
d’ordre 1, ils envoient H*(T") dans H*~!(T"), et sachant que I'injection H*~1(T") — H* *(T)

est compacte, alors
(FD3 — eD1 — €Dy) — T — €D48;, Any et Arp: HY(T) — H**(T)

sont des opérateurs compactes. Il s’en suit que pour montrer que AglAfllAlg — Aoy est de
2
Fredholm d’indice 0, il suffit de prouver que 'opérateur Ay — Ao =T +T_+ 7[ défini
ety
de H*='/2(I') dans H*=3/%(T") est inversible. Considérons I’équation

(T+ +T_ + %1) o=1p, e HD), k>1. (6.2.5)
1

La définition des opérateurs T’y et T_ montre que 1'équation (6.2.5) est équivalente au

probléme aux limites suivant

/

Auy +k3uy =0 dans €,

Au_+ku_=0 dans Q_,
) u-=us sur I, (6.2.6)

2
a_Ogu— — ayOguy + —uy =1 on
861
lim \/ ’m‘ (3|m| — Zk+) Uy = O,

\ |z|—+0c0

ol ¢ = u_|r = uy|r. Des arguments standars basés sur le lemme de Rellich et I’alternative
de Fredholm montrent que, pour tout k € N*, si ¢ € H*=3/2(I") alors le probléme (6.2.6)

admet une unique solution (u_,u;) dans H* (Q_) x HF_(Q4), donc il existe une unique

loc
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2
trace de Dirichlet ¢ € H*/2(T"). Par conséquent, 'opérateur T + T_ + —- - ——1, défini de
1

H*=1/2(T") dans H*=3/2(T), est inversible, alors Ay Aj' Ao — Agy est de Fredholm d’indice
0.

L’équivalence du systéme (6.2.3) au probléme (6.0.1) et le théoréme 18 montrent que
=% uP™) implique que pour tout entier k£ > 1, si (eCih, —h) € H’“*%(F) X
H*=3(I), il existe une unique solution (w,s) € H*2(I') x H*2(I') de (6.2.3) ce qui
(Q4). D'ou le

théoréme. ]

I'unicité de (u®
conduit & l'existence d’une unique solution (v~ u") € H* (Q_) x Hf,

6.3 Estimation de ’erreur

Dans cette section, nous définissons la solution approchée u*= de la solution exacte
u® et prouvons une estimation de I’erreur comise en approchant u® par u*“. Notons que

us™ est la solution du probléme (6.0.1), posons

£,ap 3 I3
uy in QF,
e.ap _ €.ap
ut =g ug in 8 g,
u>"? in QF |

ot u,"f sont obtenues de (5.1.5)-(5.1.15) en ajoutant et soustrayant un terme d’ordre 1 en

¢ tout en négligeant tous les termes d’ordre supérieur ou égal a 2. Nous avons V(¢, s) € s

Upt (€)= Ut s) = uZ)f + sednuliyf, (6.3.1)
Uy () = UpG(t,s) = u[F +e(f(t) +d— f(t)ay +sf(t)ay) nuif. (6.3.2)

Nous avons 'estimation de 'erreur suivante

Théoréme 22. [] existe une constante c indépendante de € telle que

Hua—_uiapHHl(Qi)"'glﬂ||uiq,1 EapHHl Qs +51/2||Ufn,2 EapHHl Qs —|—||u+—u+ pHHl (Q9) < ce?.

Démonstration. Le théoréme 22 se démontre facilement en reprenant les idées de la dé-

monstration du théoréme 13 et en utilisant le lemme 14 O

Remarque 23. Cas d’une couche mince d’épaisseur constante

Dans le cas ou la couche mince est d’épaisseur constante e (f = 1), et en utilisant la méme
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téchnique que celle utilisé dans le cas d’une couche mince non constante, les premiers

termes du développement asymptotique éxterne (ul, u” )o<n<o vErifient le probleme suivant

Au? +kut =0 dans Q.

Au™ + k2u™ =0 dans _,
li — ik =0 nUinc) — Y,

G lal (Bey — k) (= donttine) =0

avec les conditions de transmission sur I :

A l’ordre 0.
u) = u,
a+8nu9r = a_0hu,
A lPordre 1.
uy —ul = (a0l + a9l
onr(‘?nuiL —a_ Ogut = % (u(jr + u(l) + 1y (afui + afuo_) )
A Uordre 2.
uile —ulr = (g Oaul + o Oqul) + pg (Ful + 0Fu?)
+ s (ap00ul + a0qu’) + pg (Ul +ul),
a+8nui —a_0u® = % (ufr + ul_) + s (qui + 8,52u1_) + U3 (8,521& + 8t2u(1)

+ Yy (@u(}r + 8tu(l) + U5 (ug_ + u(i) + U (ouﬁf@,ﬂu?r + 8304_({9,11,&)
+97 (0 0nul + a_0pu?),

ot
aya_ — (1 +d)a_ +day
M1 = )
200 00
(1 +d)aja. —daya® —d(1+d)od +d(1 4 d)a? +doy + (1 +d)a
M2 = 40&+Oé, )
—1-2 _ 1 2o — d?
by = c(t)< d)ojo_ + (1 +d)°a dowr’

2oy — (1 +d)a_ +day)
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[~ +dk2ata —dk2aia? —d(1+d)k2ad +d(1+ d)k? e + dk2a
fa = 4(]{+Oé+

N (1+d)k?a_
dovy oy ’
p 1+ d)kiay —dk>a_ — k2,
1 = ’
2
2 - 2 )
d*a_ — (1+d)?a, —2d—1
gy = T Dr 2
2a_ — (1 2a, —2d —1
0, = cte-—={ +‘2 ar—2d-1_ 5y
p (wu+dﬁﬁa+—d%&h—(y+wwi
5 — C ’
4
g — (I+d)ada_ +dara? +d(1+d)af —d(1+d)o® —day —(1+d)a p
© 2(ara- — (1 +d)a_ + doy) T w

9, — (1+d)kiata +dk>aro? +d(1+d)k3od —d(1+ d)k2a? — dkZ, o
2o — (1 +d)a- +day)
B (1+ d)k%a_ ) M
20 a — (I+d)a_+day))

Les termes du développement asymptotique intérieur sont donnés par :V(t,s) € (0,lp) x I3

ng,ﬁ(ta s) = ullp= Ug\r, (6.3.3)
Upa(t,s) = ullp + 9.’ |r, (6.3.4)
Upo(t,s) = ulile+(1+d—ay +say) duul|r, (6.3.5)
2
S
Ur?’b,l(tv s) = [_C(t)anu(lh“ - afu(lh“ — k’%u(lh“] 5 + anu1_|ps + u2_|r, (6.3.6)
52 —2s5+1
U2aft,s) = S (el uulr — 0Full — 20 |
+ (s —1) [ap0pul|r + (1 + d)ay. Oqul |r]
1+d)?
‘+ﬂ+®%ﬁh+( )ﬁﬂk+ﬁh (6.3.7)

En tronquant les développements asymptotiques a 'ordre 2 et négligeant tout les termes

d’ordre supérieur ou égal a 3, une approrimation de u® loin de la couche mince est solution
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du probléme suivant

AU 4 K2 S — 0 dans 2.,

AUS™® 1 k245 — dans Q_, (6.3.8a)
lim \/ |.§L’| ((9|z‘ — Zk?+) ( =P uinc) = 07

|z|—>+o0

avec les conditions de transmission sur I’

£,ap €,ap

u? — S = epy(ay0aui® + a_0qus™®) + 2 pa(FuT? + Fus?)
+ epa(ui™® — us®) + g (ui? + ), (6.3.8b)

a1 Opui™ — a_Oqus™ = (5191 + 52195) (uS™ 4+ u2") + (5192 + 52193) (82 Sap 4 afuiap)
+ 204 (O™ + ) + el (OfuT™ — Ofus™)
+ el (U™ —u?), (6.3.8¢)

L’existence et l'unicité de la solution du probléme (6.3.8) s’obtiennent en utilisant le
lemme de Rellich et l'alternative de Fredholm (cf. [3]). De plus, nous avons une estimation
de Uerreur entre la solution exacte u® et la solution approchée dont la démonstration est

simillaire a celle du théoréme 13.

Théoréme 24. I existe une constante c indépendante de € telle que

£

lus — ’

U ey A lug,  — g | e, 1)+51/2||um2 Ups |1 (2, +||Ui—uiap||H1(§s+) < ce”.



CONCLUSION ET PERSPECTIVES

En conclusion, cette thése a permis de réaliser des avancées significatives dans 1’étude
des problémes liés aux couches minces. Dans la premiére partie, nous avons développé
un développement asymptotique de la solution u® du probléme (1.1.2) en fonction de
I’épaisseur constante infinitésimale € de la couche mince €2 , & tout ordre, en utilisant les
parameétres d; et dy. Nous avons également dérivé des conditions de transmission de type
Ventcel sur 'interface I', modélisant l'effet de la couche mince, avec une précision allant
jusqu’a O(g3).

Grace a notre analyse, nous avons démontré l'existence et I'unicité de la solution
approchée pour un ensemble infini de valeurs de d; et d», ce qui correspond & différentes
positions de l'interface I'. De plus, nous avons fourni une estimation de ’erreur commise
en utilisant la solution approchée u*“ pour approcher la solution exacte u°.

Dans la deuxiéme partie de cette thése, nous nous sommes intéressés au comportement
asymptotique de la solution ¢ du probléme de Helmholtz dans R? contenant une couche
mince d’épaisseur non constante, avec oy < 1 < a4. En utilisant une approche similaire
a celle de la premiére partie, mais en adoptant une technique différente qui consiste a
positionné 'interface I & 'intérieur de €2° .

Nous avons dérivé un probléme approché avec des conditions de transmission de type

Ventcel sur l'interface I'. Ensuite, nous avons énoncé et démontré des théorémes garan-



tissants l'existence et I'unicité de la solution pour le probléme approché. De plus, nous
avons fourni une estimation de ’erreur entre la solution exacte et la solution approchée,
permettant ainsi d’évaluer la précision de notre méthode.

Les résultats obtenus dans cette thése revétent une importance considérable pour la
modélisation mathématique et la physique des couches minces. Ils permettent de mieux
comprendre le comportement asymptotique des solutions des problémes considérés, en
tenant compte de 'influence des couches minces. Ces avancées ouvrent de nouvelles pers-
pectives de recherche, notamment en ce qui concerne I’extension de notre méthode a des
configurations plus complexes et a des problémes plus généraux.

En résumé, cette thése a permis d’obtenir des résultats significatifs dans ’étude des
problémes liés aux couches minces. Les développements asymptotiques, les conditions de
transmission et les estimations d’erreur obtenus constituent une contribution précieuse
a la discipline. Nous sommes convaincus que ces résultats auront un impact durable et
serviront de fondement pour de nouvelles recherches et applications dans ce domaine
prometteur.

Une question naturelle est de savoir si de tels résultats d’approximation peuvent étre
améliorés afin d’obtenir une estimation de I'erreur d’ordre supérieur & 3 et si I’étude ci-
dessus peut étre généralisée aux domaines tridimentionnels ou au cas ot les constantes o,
et a_ dépendent de . D’autres travaux intéressants seraient de considérer des problémes
de Maxwell, d’élasticité ou de courants de Eddy.

Le travail établit des conditions de transmission analytiques pour la dispersion par une
couche mince. Une perspective intéressante serait de développer des méthodes numériques
efficaces pour résoudre ces conditions de transmission dans des situations plus complexes.
Cela pourrait inclure des méthodes de différences finies, d’éléments finis ou des approches
basées sur des méthodes intégrales, adaptées aux géométries et aux propriétés spécifiques
des couches minces.

La these fournit une base théorique solide pour modéliser la dispersion par une couche
mince. Une perspective intéressante serait d’explorer des applications pratiques de ces
résultats dans des domaines tels que l'optique, les télécommunications, les capteurs ou
I'imagerie médicale. Cela pourrait inclure la conception de dispositifs optiques innovants,
I’amélioration des performances des antennes ou des guides d’ondes, ou l'optimisation de

la détection et de la quantification des matériaux minces.



ANNEXE

A

OPERATEURS DE FREDHOLM

Nous rappelons dans ce paragraphe la définition et quelques propriétés des opérateurs
de Fredholm. Nous incitons le lecteur a consulter Abboud-Terrasse [1], Brezis [13], Treves
[34], Chen-Zhou [14],...

Soient E et F' deux espaces de Banach. Nous notons par £ (E, F) I'espace des opéra-

teurs linéaires continus de E dans F.

Definition 25. On dit qu’un opérateur linéaire T : E — F est compact, et on note
T € K(E,F), sl transforme tout borné de E en un ensemble relativement compact. Si
TeK(E,F)alorsT € L(E,F). Un opérateur compact transforme toute suite faiblement

convergente en une suite fortement convergente.

Théoréme 26 (Alternative de Fredholm). Soit T' € K (E). Alors

1. Ker (I —T) est de dimension finie;
2. Im(I —T) est fermée, et plus précisément Im (I —T) = Ker (I — T*)" ;
3. Ker(I—T)=1{0} & Im(I-T)=H;

76
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4. dim (I —T)=dim (I —T%).

L’Alternative de Fredholm est souvent utilisée pour la résolution des équations de type
u—Tu = f. L’opérateur I —T étant une perturbation compacte de I'identité, tout se passe
comme en dimension finie : 'injection implique la bijection! Ce qui est faux en général
en dimension infinie. I’Alternative de Fredholm exprime que :

ou bien pour tout f € E, I'équation u — T'u = f admet une unique solution,

ou bien 'équation homogéne v — Tu = 0 admet n solutions linéairement indépen-
dantes et, dans ce cas, I’équation non homogéne u — T'u = f est résoluble si et seulement
si f vérifie n conditions d’orthogonalité, i.e. f € Im (I —T) = Ker (I —T*)" qui est de
dimension finie.

L’alternative de Fredholm n’est qu'un premier pas vers la théorie des opérateurs de
Fredholm.

Definition 27 (Opérateurs de Fredholm). On dit qu’un opérateur A € L (E,F) est de
Fredholm (ou opérateur a indice), et note A € F (E, F), si Ker(A) est de dimension finie
et si Im (A) est fermée et de codimension finie. L'indice de A, noté ind (A), est défini par

ind (A) = dim Ker(A)—codim Im(A).

Remarque 28. La condition "Im(A) est fermée" est superflue, nous pouvons démontrer
(cf. [32, Lemme 8.1]) que si A € L(E,F) est tel que Ker(A) soit de dimension finie et

Im (A) soit de codimension finie alors Im (A) est fermée.

I1 découle de I’Alternative de Fredholm que si T' € K (FE), alors A = I — T est un

opérateur de Fredholm d’indice 0.

Proposition 29. Si E et F' sont réflexifs et A € F(E, F). Alors A* est de Fredholm, de
plus, nous avons ind (A) = —ind (A*).
Un opérateur T € L(E, F) est de Fredholm si et seulement si T est inversible modulo les

opérateurs compacts.

Proposition 30. Soient E, F et K trois espaces de Banach.

1. Si Ae F(E,F) et K un opérateur compact dans L(E, F), alors A+ K € F(E,F)
et ind(A+ K) = ind (A). Autrement dit, toute perturbation compacte d’un opérateur
de Fredholm est de Fredholm.
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2. 81Ty € F(E,F) et Ty € F(F,K) alors TyTy € F(E,K) et ind(TyTy) = ind (T}) +

Dans la pratique, nous utilisons souvent ce résultat sous forme variationnelle.

Corollaire 31. Soient H un espace de Hilbert, a(.,.), ao(.,.) et ai(.,.) trois formes

bilinéaires (ou sesquilinéaires) définies sur H x H telles que

1.a(,)=ao(,.)+ar(.,.);
ap (.,.) et ay (.,.) sont continues sur H x H ;

ao (.,.) est H-coercive ;

ai (.,.) est telle que si (uy),, et (v,), sont deuz suites faiblement convergentes dans

H vers u et v respectivement. Alors ay (un,v,) — a1 (u,v).
n—-+0o00

Si la proposition suivante
(a(x,y) =0, Yye H) = x =0,
est vraie, alors pour tout f € H', il existe une unique solution uw € H de l’équation
a(u,v) = (f,v), Yv € H.
De plus, il existe une constante ¢ > 0 telle que

[l < 1l



ANNEXE

B

OPERATEURS
PSEUDO-DIFFERENTIELS

Cette annexe est consacrée aux opérateurs pseudo-différentiels. Nous en donnons
quelques définitions. Pour plus de détails, le lecteur pourra consulter, par exemple, Bou-
tet de Monvel [12], Shubin [32], Taylor [33], Treves [34],... Nous adopterons les notations
standards concernant les opérateurs différentiels, notamment D = (—i)*l9%, @ désigne la
transformée de Fourier d'une distribution u € §'(R™) et enfin, I'inclusion K € €2, signifie

que K est un compact inclus dans 2.

B.1 Symboles

Definition 32. Soient p,n € N, m € R, Q un ouvert de R* et p,6 € [0,1]. On désigne
par SJ'5(§2, R™) Uensemble des fonctions a € C*(Q2 x R") telles que pour tout K € Q et

79
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pour tous multi-indices « et 8 dans N", il existe une constante c, 3(K) > 0 telle que :

020falz,€)| < cap(K)(1+ €)™ L W(z,6) € K xR
On dit que a est un symbole d’ordre m et de type (p,?).

Notant S™ := N nous avons la proposition suivante
me

m
RSP0

Proposition 33. Soit (a;); une suite de symboles telle que a; € S'3 L5 €t (my); est une
suite décroissante qui tend vers —oo quand j tend vers +o00. Alors il existe a € S;? unique

modulo ST tel que :

a—ZaJES;”é“, k € N.
ji>k
On dit que a est la somme asymptotique des a; ou bien )y a; est le développement asymp-
J
totique de a et on écrit a ~ ) a;.
J

B.2 Opérateurs pseudo-différentiels

Dans tout ce qui suit, nous supposerons que {2 est un ouvert de R".

Definition 34. Soit a € S)%5(€2 x Q,R"), Uopérateur A défini de D(S2) dans C>=(12) par :

Q n

est appelé opérateur pseudo-différentiel, noté OV D, d’ordre m et de symbole a. On désigne
par L%(Q) I’espace des OV D d’ordre m sur §2. Un tel opérateur est linéaire continu de

D(Q2) dans C>*(Q2) et s’étend de maniére unique de E'(S?) dans D'(2).

Example 35. Tout opérateur différentiel est un OV D.
En effet, soit P(x,D) := > aq(x)D ot a, est C*. Pour tout u dans D(S2), nous

|a|<m

ula) = (2m) " [ ensatg) e,

avons

par conséquent

(P(x, D)u) (z) = (27) " / S au(@) D (= E)a(E) de

n
laf<m
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= [ ot a(6) de,
avec

a(z, ) = (2m) ™" Y aa(1)£* € STH(QR").

laj<m
Definition 36. Un opérateur pseudo-différentiel A est appelé propre (proprement sup-

porté) si les deux conditions suivantes sont réalisées :
1.VKeQ, 3K' e Q /ugr =0= Aujx =0;
2. VK €Q, 3K' € Q / supp (u) C K = supp (Au) C K.
L’opérateur P(x, D) = > aq(x)D* est un OWD propre puisqu’il diminue le support
al<m
(supp (Af) C supp (f)). -

Théoréme 37 (Elimination de "y”). Soit A = op(a) € L}';(Q2) propre, 6 < p, donné par
(B.2.1), alors :
oa(w,€) = e AV (2) € SR,

et admet le développement asymptotique :

—)lel
ot &)~ 3 O @p0rale, v, €)umy

aeN”

De plus
Au(z) = (QW)_"/eix'faA(x,é)ﬂ(f) ¢, Vue D(Q).
On appelle o4(x, &) le symbole complet de A. Posant L=°°(€2) I'espace des O¥D dont
le symbole est dans S™°°, nous avons la relation

A est propre dans L™°(Q) & oa(x,§) € S™.

Si maintenant A € L7';(€2), nous pouvons le décomposer sous la forme A = A"+ A”ou
Alest propre dans L7':(Q2) et A” € L7°°(€2). Ainsi, nous identifions 04 a o4 dans S5/ S™.

Nous obtenons, par conséquent, une application bijective :
L;%/L_‘X’ — S;?d/S_OO.

On appelle symbole principal de 'opérateur A € L%(Q) et on note 0,,(A) la classe des
symbole 04 modulo S;'fgl(Q, R™), 0n(A) est donc un élément de S;’,‘(;/S;’:‘gl. Sion(A)=0
ceci veut dire que A est un O¥D d’ordre < m — 1.
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B.3 Hypoellipticité et ellipticité

Definition 38. Une fonction o (x,£) € C® (2 x R™) est appelée symbole hypoelliptique si

1. Il emiste deux réels mqy et my tels que pour tout compact K dans €2, il existe ¢, co et
R tels que
€1 ’§|mo < O'(‘Z',f) < 6 |€|m7 ’§| > R7 YIS K; (B31)

2. 1l existe deux réels p et § vérifiant 0 < < p < 1, tels que pour tout compact K C €2

et tous multi-indices o et  dans N, il existe un réel R tel que

0200 (w,€)| < cap(K)(1+Ig)" 00 g > R, ze K. (B32)

On note par H5775™ (€2 x R™) I'ensemble des (classes de) symboles satisfaisant (B.3.1)
et (B.3.2) et par HL)§™ (Q2) l'ensemble des (classes d’) opérateurs peudo-différentiels
proprement supportés A pour lesquels 04 € H S/Tgmo (Q x R™).

Definition 39. Un opérateur pseudo-différentiel A est appelé hypoelliptique s’il existe
un opérateur proprement supporté A, dans H L;’f(’smo (Q) et un opérateur régularisant R €

L= () tel que A= A, + R.
Nous avons les propriétés suivantes.
Proposition 40. 1. HS;™ (2 x R") C ST (2 x R™).

2. SiAe HL)™ (Q) et R € L) () avec my < mg o R est proprement supporté,
alors A+ Re HL';™ (Q).

P8

Example 41. Tout opérateur différentiel elliptique est dans H Lfém.

Definition 42. Un opérateur A € L} (Q) est appelé elliptique si A = Ay + R ot Ay €
HLTG™ (Q) et Re L™ (Q).

B.4 Opérateurs pseudo-différentiels sur les variétés

Dans toute cette partie, nous supposons que M est une variété compacte de classe C*°.
Nous ne nous attarderons pas sur la définition des OUD sur les variétés, nous renvoyons
le lecteur a [32, 33, 34|. Le but de ce paragraphe est d’énoncer les résultats principaux sur
OWD sur les variétés qui nous ont été utiles pour les preuve des Théorémes d’existence,

le théoréme 9 et le théoréme 21.
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Definition 43. Soient A € HL)J" (M), 1 —p <3 < p et m > 0. On note par Ay (ou
parfois par A) Uopérateur A défini comme étant un opérateur non-borné dans L? (M) a
domaine D (Ag) = H™ (M).

Definition 44. Un opérateur A € L7'; (M) est appelé formellement auto-adjoint si
(Au,v) = (u, Av) ,

pour toutes fonctions u,v dans D (M), ou le crochet (.,.) désigne le produit scalaire dans
L?(M).

Definition 45. On dit que Ay (ou parfois par A) est semi-borné s’il une constante ¢ € R
telle que
R (Au,u) > c|lull 2ppy . Yu € D (Ao).

Théoréme 46. ([6/)Soit A € HL)5" (M), m >0, 1—p < 3§ < p, formellement auto-
adjoint et semi-borné. Alors pour tout s € R, nous avons

1. Ae L(H*(M),H>™(M));

2. le noyau Ker (A) de 'opérateur A est inclus dans C*°(M) ;

3. Ag est fermé et auto-adjoint dans L? (M), a résolvante compacte dans L? (M). De
plus, il existe dans cet espace une base hilbertienne {¢;},;.y composée des vecteurs
propres de Ay tels que ¢; € C*(M), Ap; = A\ip; ot les valeurs propres (\;),y sont

réelles vérifiant |\;| — +o0o lorsque i — +00;

4. le spectre de A est indépendant de s et coincide avec I’ensemble des valeurs propres
de A.

5. A est de Fredholm d’indice 0.



ANNEXE

C

THEOREME ET LEMMES DE RELLICH

Cette annexe est dévouée aux théoréme et lemmes de Rellich. Nous commencerons
par le Lemme 47 tel qu’il a été établi par F. Rellich en 1943 dans |29] et nous énoncerons
ensuite le lemme 48 qui plus pratique. Nous terminerons enfin par le Théoréme 49, de

compacité, toujours du a F. Rellich.

Lemme 47 (de Rellich). Soit u une fonction de classe C* pour |x| > Ry > 0, et vérifiant
I’équation de Helmholtz

Au+ k*u = 0 pour |z| > Ry > 0 avec k > 0.

Alors, on a lUalternative :
1. w= 0 pour |x| > Ry;

2. Pour tout Ry > Ry, dM > 0 et Ry > Ry tels que
/ lu(z)|dx > MR, YR, R > R».
Ri<|z|<R

84



85

Lemme 48 (de Rellich). (/15, p. 32/). Soit D un ouvert borné de R*. Siu € C? (R*\D)

est solution de ’équation
Au+Ku=0, k>0,

vérifiant

TEIJPOO o lu(x)|"ds = 0.

Alors u =0 dans R3\D.

Théoréme 49 (de Rellich). (/2]) Si D est un ouvert borné de RN de classe C*, alors de
toute suite bornée de H' (D) on peut extraire une sous-suite convergente dans L* (D). On

dit que linjection canonique de H' (D) dans L* (D) est compacte.
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RESUME

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés au comportement asymptotique de la
solution de deux problémes de Helmholtz définis dans des domaines bidimentionnels dif-
férents I'un contenant une couche mince d’épaisseur constante et ’autre contenant une

couche mince d’épaisseur non constante.

Pour déterminer un développement asymptotique de la solution u® du probléme en
fonction de I’épaisseur de la couche mince £ (déstinée a tendre vers 0) nous utilisons
des outils d’analyse multi-échelle de 'analyse asymptotique. Ensuite, nous calculons les
premiers termes du développements asymptotiques et nous dérivons des models approchés
avec des conditions de transmission de type Ventcel définies sur une interface artificielle I"
modélisant 'effet de la couche mince. Enfin, nous démontrons une estimation de I'erreur

entre la solution exacte et la solution approchée.

Mots clés :
Probléme de Helmholtz, analyse asymptotique, conditions de transmission de type Vent-

cel, couche mince.
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ABSTRACT

In this work, we are interested in the asymptotic behaviour of two Helmholtz pro-
blems solution defined in different two-dimensional domains, one containing a thin layer

of constant thickness and the other containing a thin layer of non-constant thickness.

To determine an asymptotic expansion of the problem’s solution the u° as a function
of the thickness of the thin layer ¢ (intended to tend to 0) we use multi-scale expansion of
the asymptotic analysis. Then, we compute the first terms of the asymptotic expansion
and we derive an approximate models with Ventcel-type transmission conditions defined
on an artificial interface I' modeling the thin layer effect. Finally, we demonstrate an error

estimate between the exact solution and the approximated solution.

Keywords :

Helmholtz equation, asymptotic analysis, Ventcel-type transmission conditions, thin layer.
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