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Résumé

Ce travail s’intéresse a ’étude des modéles de files d’attente avec rappels dans deux
directions principales. Dans la premiére partie de cette contribution, le modele M/G/1
avec une distribution générale des temps de rappels a été traité dans le cadre des processus
de Markov déterministes par morceaux connus dans la littérature par les PDMPs (Piece-
wise Deterministic Markov Processes). Cette nouvelle approche a permis de déterminer
le générateur infintésimal ainsi que les martingales associées au PDMP modélisant le
systéme considéré. Ces résultats ont ensuite été utilisés pour calculer le nombre moyen
de clients bloqués dans 1'orbite en régime transitoire. Dans la seconde partie, nous nous
sommes intéressés a l'approximation par les processus de diffusion dans deux modéles
de files d’attente M/M/1 avec une distribution exponentielle des temps de rappels. Le
premier modéle avec une source finie de clients a été étudié en utilisant la méthode de
convergence du générateur infinitésimal. Tandis que le second modéle avec une source de
clients infinie a été analysé en se basant sur les propriétés asymptotiques du processus

associé au nombre de clients dans 'orbite.



Abstract

This work is concerned with the study of queuing models with retrials in two main
directions. In the first part of this contribution, the M/G/1 model with a general retrial
times distribution was treated within the framework of piecewise deterministic Markov
processes known in the literature as PDMPs. This new approach made it possible to de-
termine the infinitesimal generator as well as the martingales associated with the PDMP
modeling the system under consideration. These results were further used to calculate
the mean number of customers blocked in the orbit in the transient regime. In the se-
cond part, we were interested in the approximation by diffusion processes in two M/M/1
queueing models with an exponential distribution of retrial times. The first model with a
finite source of customers was studied using the convergence of the infinitesimal generator
method. While the second model with an infinite source of customers was analyzed on the
basis of the asymptotic properties of the process associated with the number of customers
in the orbit.
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Introduction

Les modeéles de file d’attente avec rappels sont spécifiés par la caractéristique suivante :
un client arrivant de l'extérieur qui trouve tous les serveurs occupés rejoint une zone
d’attente virtuelle appelée orbite. Par conséquent, il devient un client bloqué au lieu de
quitter le systéeme. Les clients bloqués dans l'orbite sont censés retenter leur chance pour
accéder a la zone de service aprés un laps de temps aléatoire. Les intervalles de temps
entre ces tentatives sont appelés temps de rappels. Les systéemes de files d’attente avec des
temps de rappels sont considérés comme une partie spéciale de la théorie des files d’attente
qui a un large champ d’applications dans les réseaux informatiques et de communication,
dans les problémes de production et de controle de qualité ainsi que dans les systémes de
fabrications flexibles.

Les échanges téléphoniques dans un centre d’appels sont une application bien connue
des files d’attente avec rappels dans la littérature. Ce probléme a été abordé par Fayolle
[28] dans le cas de la politique de rappels constante en analysant la distribution station-
naire des états du systémes et la distribution du temps de séjour pour une file M/M/1.
Dans le travail de Artalejo [3], une analyse exhaustive du systéme de la file M/G/1 avec
rappels et vacances du serveur a été réalisée. De plus, I'auteur a montré que la distribu-
tion du nombre de clients dans le systéme se décompose en trois variables qui représentent
la durée des vacances, la politique de rappels et la file M/G/1 ordinaire sans vacances
ni rappels, respectivement. La politique de rappels constante a également été introduite
pour analyser des systémes d’attente avec plusieurs serveurs [5, 65|. Par ailleurs, le taux
de rappels peut dépendre du nombre de clients bloqués dans 'orbite. Les files d’attente
avec rappels possédant cette caractéristique, dite politique de rappels classique, ont été
largement étudiées dans la littérature [25, 26]. En considérant cette politique de rappels,
la propriété de décomposition stochastique de la file M /G /1 avec rappels a été déterminée
dans [1]. Cette étude a été étendue au cas d’une file M* /G /1 avec deux phases de service
hétérogéne et des vacances de Bernoulli dans [9]. Dans les travaux de Gupta et Kumar
[35, 36], le régime stationnaire de la file M/M/1 avec rappels a été étudié en supposant
différents types de vacances du serveur. Une étude similaire a été précédemment réalisée
pour ce modéle en supposant qu’une interruption peut étre produite par le client pen-
dant le service [43]. Les systémes de files d’attente avec plusieurs serveurs sont également

analysés en considérant la politique de rappels classique [57, 64].



Tous les travaux cités ci-dessus ont supposé la distribution exponentielle pour les
temps de rappels. Cependant, dans une partie majeure de cette thése, nous considérons
une distribution générale des temps de rappels. La recherche dans cette direction est tres
compliquée, en particulier lorsqu’il s’agit de la politique de rappels classique. La difficulté
de modéliser un modéle aussi complexe par un processus de Markov, en tenant compte des
temps de rappels écoulés ou résiduels pour chaque client en orbite qui peut comprendre
un trés grand nombre de clients bloqués, est a 'origine de cette complexité. Néanmoins,
plusieurs travaux dans la littérature ont abordé ce probléme, notamment celui de Kapyrin
[45]. Bien que Falin [24] ait décliné son approche, ce travail reste la premiére tentative de
généraliser la distribution des temps de rappels dans le cadre d’une étude analytique de
la file M/G/1 avec rappels. En outre, de nombreuses approximations et simulations sont
présentées, non seulement pour des modeéles & un seul serveur |78, 2|, mais aussi pour des
modeéles a plusieurs serveurs (8, 74, 75].

L’analyse des systéemes d’attente avec une distribution générale des temps de rappels
demeure un probléme de recherche ambitieux dans la théorie des files d’attente. Dans
la premiére partie de notre contribution, nous avons abordé ce probléme en traitant le
modele de la file M/G/1 avec une distribution générale des temps de rappels dans le
cadre des processus de Markov déterministes par morceaux (PDMPs) introduits par Davis
[16, 17]. Ces processus ont déja servi a analyser des systémes de files d’attente ainsi que
des modéles épidémiques |6, 10, 32|. Cette nouvelle approche nous a permis d’étudier
minutieusement la dynamique du modéle considéré en régime transitoire, aprés avoir défini
les caractéristiques des PDMPs correspondants dans le cas de la politique de rappels
classique ainsi que le cas de la politique de rappels constante. Ensuite, en utilisant les
générateurs infinitésimaux des PDMPs, nous avons déterminé les martingales associées
qui ont été ultérieurement exploitées pour le calcul du nombre moyen de clients bloqués
dans l'orbite en régime transitoire.

Le nombre de clients dans 'orbite est une quantité de performance essentielle dans
I’analyse des files d’attente avec rappels. En effet, avoir des informations sur cette quantité
en régime permanent permet de trouver des solutions pour plusieurs problémes importants
rencontrés fréquemment dans les systémes qui assurent la conception et la maintenance
des données. Pour cette raison, la seconde partie de cette contribution a été menée dans
ce sens. En premier lieu, nous avons approximé le processus modélisant la file M/M/1
avec rappels et une source finie de clients par un processus de diffusion en spécifiant
ses paramétres infinitésimaux par la méthode de convergence du générateur infinitésimal
(voir Fuchs [29]). Puis, en deuxiéme lieu, nous nous sommes intéressés uniquement au
processus déterminant le nombre de clients dans 1'orbite dans la file M/M /1 avec rappels.
L’analyse de ce processus dans un trafic intense a mené & une approximation par un
processus de diffusion. Afin de réaliser ces études d’approximation, nous avons considéré

une distribution exponentielle pour les temps de rappels. Cette hypothése est nécessaire



pour la conservation de la propriété de Markov. Une étude numérique a également été
réalisée afin de montrer I'efficacité des résultats obtenus.

La suite de cette thése est organisée comme suit. Dans le premier chapitre, nous
présentons les processus stochastiques auxquels nous avons recours dans cette étude. Le
deuxiéme chapitre est consacré a I’étude des files d’attente. Nous présentons d’abord le
formalisme mathématique des files d’attente simples. Ensuite, nous étudions les modéles
de files d’attente avec rappels. La modélisation des files d’attente simples ainsi que des
files d’attente avec rappels par les PDMPs est établie dans le troisiéme chapitre. Dans le
quatriéme chapitre, nous nous orientons vers I’approximation par les processus de diffusion
dans les modéles de files d’attente simples et avec rappels. Nous terminons cette thése par

une conclusion.



Chapitre 1
Processus Stochastiques

Un processus stochastique ou processus aléatoire décrit 1’évolution de tout phénomeéne
produit par le hasard dans le temps. La théorie est basée sur les variables aléatoires qui
interviennent dans le calcul classique des probabilités afin de mesurer 'issue d’une expé-
rience, une épreuve ou un éveénement aléatoire. Mathématiquement, un processus aléatoire
noté {X(t),t € T} est une famille de variables aléatoires désignées par le parameétre ¢ et
définies sur un méme espace de probabilités (2, F, P). Pour chaque instant ¢t € T C R*, la
variable aléatoire X (¢) représente 1'état du processus. Un processus stochastique est tou-
jours défini sur un espace des états noté E qui représente ’ensemble de toutes les valeurs
possibles pour la variable aléatoire X (¢). Ainsi, pour définir un processus stochastique, il

faut :

e un espace des temps T;
e un espace des états E ;
e une famille de variables aléatoires {X (¢), t € T'} définies sur un méme espace des

probabilités (2, F, P) et a valeurs dans l’espace des états E.

En outre, la caractérisation de I’ensemble des temps 1" et ’espace des états [£ permet

de déterminer les classes des processus stochastiques.

e Si T est un ensemble infini dénombrable alors le processus { X (t),t € T'} est dit &
temps discret et il est noté {X,,,n € T}.

e Si T est un intervalle ou un ensemble d’intervalle alors le processus {X(¢),t € T'}
est dit & temps continu.

e Si [E est un espace fini ou dénombrable alors le processus { X (¢),t € T} est dit a
espace des états discret.

e Si E est un espace continu alors le processus {X(t),t € T} est dit a espace des

états continu.
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Des relations de dépendance sont aussi présentes entre les variables aléatoires, ce qui per-

met de distinguer les processus stochastiques de maniére plus générale.

e Processus croissant : Un processus {X(t),t € T'} est dit croissant si
X(t1) < X(t2), ps. pour tout 0 < t; < to.

e Processus a accroissements indépendants : Un processus X (t), t € T est dit

a accroissements indépendants si pour tout 0 < t; <ty < t3
P(X(t3)=X(t2) = 2, X(t2) =X (t1) = 2') = P(X ()= X (t2) = 2)x P(X(t2) - X (t1 = 2').

e Processus a accroissements stationnaires : Un processus {X(t),t € T} est

dit a accroissements stationnaires si pour tout 0 < t; < t9
P(X(ty) — X(t1) =2) = P(X(t2 —t1) = x).

Clest-a-dire X (to) — X (1) est égale en loi a X (ty — t1).
e Processus homogéne : Un processus {X(¢),t € T'} est dit homogeéne dans le

temps si pour tout 0 < t; < to
P(X(t; +t2) — X(t1) = z) = P(X(ta) = x).
C’est-a-dire, la loi de la variable X (¢; + t3) — X (¢;) ne dépend que de t5.

e Processus régulier : Un processus { X (¢),t € T'} a espace des états continu est dit
régulier si toutes ses versions {X (t),t € T} ont des trajectoires t — X (t,w)(w €
(1) continues possédant les mémes propriétés de régularité. L’existence de ces ver-
sions est garantie si un tel processus satisfait certaines contraintes sur les moments

de ses accroissements qui ont été énoncées dans le théoréme 1.1 ci-dessous.

Théoréme 1.1 (Théoréme de Kolmogorov-Centsov). Soit {X(t),t € T} un pro-
cessus dont [intervalle des temps T C R et l’espace des états est un espace métrique

complet (E,d). S’il eziste des constantes a,b, C' > 0 vérifiant pour tout t1,ty € T :
Ed(X(t1), X(t2))"] < Clts — tof ™.

Alors il existe une variation {X(t),t € T} de {X(t),t € T} qui est un processus

continu, c’est-a-dire

(i) {X(t)} est un processus dont les trajectoires sont presque sirement des fonc-
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tions continues ;

(i) Pour toutt >0, P(X(t) = X(t)) = 1.

De plus, les trajectoires de {X(t)} sont localement holdériennes d’exposant v, tel

que 0 <y <b/a :

A(X (ty,w), X (ty,w)) < Cy(w)|ty — ta]” pour tout t1,to € T.

Nous nous intéressons dans ce chapitre aux processus stochastiques Markoviens qui
sont trés présents dans ’étude des files d’attente. Lorsque ’hypothése markovienne est
vérifiée, c’est-a-dire I'état futur d’un systéme peut étre déduit de son passé récent, les
processus de Markov sont généralement utilisés pour modéliser ’état du systéme. Afin de
donner la définition formelle de la propriété de Markov, nous présentons les définitions

suivantes.

Définition 1.1 (Filtration). Une filtration est une famille de o-algebres (Fy)ier telle que
Fi, C Fi, pour tout ty < to.

Définition 1.2 (Processus adapté). Le processus {X(t),t € T'} est dit adapté a la filtra-

tion Fy, si pour tout t € T', X(t) est une variable aléatoire Fy-mesurable.

Définition 1.3 (Propriété de Markov). Un processus stochastique {X(t),t € T}, défini
sur un espace des €états B et adapté a la filtration F;, vérifie la propriété de Markov si

pour tout A € E et t1,to € T avec t; < ty
P(X(ty) € AlF,) = P(X(t2) € Al X (t1)).

Dans le cas ou E est un espace discret, cette propriété s’exprime comme suit. Pour les

mstants 0 < tg <ty <--- <t, <ty etles états ig,iy,...,in_1,1,7 € E, nous avons
P{X(tns1) = j|X(to) =g, ..., X(t,) =i} = P{X(tn11) = j| X (t,) = i}.

Dans ce cas, le processus est dit sans mémoire comme cette propriété signifie que 1’état

actuel résume I’historique du processus et il est susceptible d’influencer son état futur.
Nous présentons dans ce chapitre les processus de Markov qui seront principalement

utilisés dans cette these, notamment le processus de Poisson, les processus de naissance et

de mort, les processus de Markov déterministes par morceaux et les processus de diffusion.
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1.1 Chaines de Markov

Lorsque I'espace des états est discret, les processus stochastiques possédant la proprié-

tés de Markov sont souvent appelés chaines de Markov.

1.1.1 Chaines de Markov a temps discret

Définition 1.4 (Chaine de Markov a temps discret). Un processus stochastique {X,,n €
N} défini sur espace des états B discret est dit chaine de Markov a temps discret si pour

tout n > 0 et les états ig,11,...,%n_1,1,], NOUS GUVONS
P(Xn—i-l = ]|Xn = iaXn—l = lp_1,--- 7X1 = ilyXO = ZO) = P(Xn+1 = ]an = Z)

Propriétés de chaines de Markov a temps discret

e Absence de mémoire : Une chaine de Markov a temps discret est un processus
sans mémoire, c’est-a-dire, I’état du processus a l'instant n + 1 ne dépend que de

son état précédent a l'instant n et non de ses états aux temps antérieurs.

e Probabilités de transition en une étape : La probabilité de transition d’un

état initial ¢ & I’état final 5 entre les instants n et n + 1 est donnée par :
pij(n) = P(Xp41 = j| X, =14) pour tout i,j € E.

e Homogénéité dans le temps : Une chaine de Markov est dite homogéne dans
le temps si les probabilités de transition en une étape ne dépendent pas du temps

n:
pij(n) = P(Xp41 = j| X, = 1) = P(Xq = j|Xo=1) =p;; pour tout n > 0.

e Matrice de transition : Les probabilités de transition en une étape p;;, 7,5 € E

constituent une matrice carrée dite matrice de transition qui a la forme suivante

Poo Po1r - Poj

Pio P11 - Pij
P=

Pio Pir - Dij

13



La matrice P est une matrice stochastique, c’est-a-dire, > p;; =1, i € E.
Jj=0

e Distribution d’une chaine de Markov : La chaine de Markov {X,,,n € N} est

complétement déterminée & partir de sa loi de probabilité
m(n) = 7(0) x P,

ou m(n) ={m(n),i € E} = {P(X, =1),i € E}, p(0) = {P(Xo =1i),i € E} est la

loi initiale de la chaine et P(™ représente la matrice de transition en n étapes :

p oy

piy Py o Y
P —

py) Pyl

pour tout i,j € E avec p = P(Xpmin = j|Xm = i) = P(X, = j|Xo = i) pour

gy
tout m,n > 0 est la probabilité de passage de I'état ¢ a 1’état j en n étapes pour.

¢ Equations de Chapman Kolmogorov : Pour n > 0, m > 0 et i, j € E, nous

n+m n m
T = o
keE

avons

L’écriture matricielle est donnée par

ptm) — p)pm)

Ce qui permet de calculer la matrice des probabilités de n passages P comme
suit :
P™ =pr-Up = PP = P".

Ainsi, P™ est la n™¢ puissance de la matrice de transition en une seule étape P.

e Classification des états : Un état peut étre

- Accessible : Un état j est dit accessible a partir de 'état ¢ s’il existe n € N

tel que pg-L) > 0.

- Communicant : Deux états 7 et j communiquent s’ils sont accessibles I'un a

I’autre. La relation de communication entre deux états est notée i +— j et est

14



une relation d’équivalence, c’est-a-dire, elle est : réflexive (i «— 1), symétrique
(si i <— j alors j «— i) et transitive (si i +— k et k +— j alors i +— j).

L’espace des états E est souvent partagé en plusieurs classes d’équivalence selon
les relations qui existent entre les états. Ainsi, si deux états appartiennent a la
méme classe alors ils sont dits équivalents entre eux. Sinon, si ils appartiennent

a deux classes différentes, ils sont dits non équivalents.

Périodique : Soit d(i) = PGCD{n > 1:p\"” > 0} la période de D'état i. Un
état i est dit apériodique si d(i) = 1, sinon il est dit périodique. De plus, si
i <— j alors d(i) = d(j).

Récurrent : Un état ¢ est dit récurrent si

> _opi) =co.

n>0

Cette expréssion est équivalante a

Z fz(ln) =1

n>1
avec fi(f) =P(X,=7,Xw1#75,Xno#7,...,X1 # j|Xo =1) est la probabi-
lité de la premiére visite de 1’état j partant de 1’état ¢ aprés n transitions. D’ot,

fi(in) est dite la probabilité de premier retour a 1’état 7 en n étapes.

Soit m; = > n i(i”)le temps moyen de retour & I’état 7. Alors, un état récurrent
n>1
est dit de récurrence positive si m; < oo et il est dit de récurrence nulle si

m; = OQ.

Transitoire : Si

> pl < o0,

n>0
alors I’état ¢ est dit transitoire. C’est-a-dire, il est non récurrent.

Ergodique : Un état est dit ergodique s’il est apériodique et de récurrence

positive.

Absorbant : Si p;; = 1 alors I’état i est absorbant. En d’autres termes, un état
est dit absorbant si la chaine de Markov ne peut pas quitter cet état une fois

qu’elle y est rentrée.
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Notons que dans une classe d’équivalence, si un état posséde une propriété (ré-
curent, transitoire, périodique, ...), alors tous les états appartenant a la méme

classe possedent aussi cette propriété.

e chaine de Markov irréductible : Une chaine de Markov est dite irréductible si
elle est défini sur un espace des états [E qui forme qu’une seule classe d’équivalence.

Autrement dit, si tous les états communiquent.

e chaine de Markov absorbante : Si la chaine de Markov comprend au moins un
état absorbant qui soit accessible de n’importe quel autre état alors la chaine est

dite absorbante.

e Distribution des états d’une chaine de Markov homogéne en régime
permanent : En pratique, le régime permanent est généralement atteint aprés un
nombre fini de transitions.

- Distribution limite : A I'équilibre (n — 00), une distribution limite des états
= {n = nh_)rgo pg-l), j € E} existe si la probabilité que la chaine de Markov

atteigne ’état j est indépendante de son état initial i.

- Distribution stationnaire : Si la distribution limite d’une chaine de Markov

a temps discret éxiste, alors elle est stationnaire et est déterminée par
m™=7nP".

Le vecteur des probabilités limites 7 est la solution de ce systéme sous la condi-

tion > m; = 1. Cette distribution est unique et est donnée par :
jEE

1 . o
— sij est de récurrence positif;
=< My

0 si 7 est de récurrence nulle ou transitoire.

Pour tout j € E, la probabilité m; peut étre interprétée comme la proportion

du temps que la chaine de Markov a passé dans I'état j.

e Chaine ergodique : Une chaine de Markove & temps discret est dite ergodique si

m; > 0 pour tout 5 € E.
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1.1.2 Chaines de Markov & temps continu

Définition 1.5 (Chaine de Markov a temps continu). Un processus stochastique { X (t),t >
0} défini sur un espace des états E au plus dénombrable est dit Chaine de Markov a temps

continu si pour tout t';s > 0 et les états i, j,x(s) € E, on a
PX(t+t)=7Xt)=1i,X(s)=x2(s);0<s<t)=P(X({t+1t)=7jX(t)=1).

Propriétés de chaines de Markov a temps continu

e Absence de mémoire : L’état futur X (¢+1t') de la Chaine ne dépend que de son

état présent X () et non de ses états antérieurs X (s),0 < s < t.

e Probabilités de transition : La probabilité de transition de 1’état initial ¢ vers

un état j entre les instants ¢ et ¢ est donnée par
pij(t, 1) = P(X(t+t) = j|X(t) =1); t,t' > 0.

e Homogénéité dans le temps : Une chaine de Markov & temps continu est ho-

mogéne dans le temps si
P(X(t+1t)=j|X(t)=i)=P(X(t)=jX(0)=i); 0<t<t

e Matrice de transition : La matrice contenant les probabilités de transition

pi;(t,t") est donnée par

poo(t,t') por(t,t') - poj(t,t')

po(t,t") pu(tt’) - pi(tt)
P(t,t") =

pio(t,t") palt,t) - pi(t,t)

Avec > p;;(t,t") =1 pour tout i € E.
jEE
e Equations de Chapman Kolmogorov : Pour tout ¢, € Ry, on a

pi(t+1) = Zpik(t>pkj(t/)-
keE
L’écriture matricielle est

P(t+t)=P)P(t).
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e Temps de séjour dans un état : Soit 7} la variable aléatoire désignant le temps
de s¢jour de la chaine de Markov { X (t),t > 0} dans un état i € E C N. Autrement
dit, T; est le temps passé par la chaine de Markov { X (¢),¢ > 0} dans I’état ¢ avant
de faire une transition vers I’état j (j # i). Comme la chaine posséde la propriété
de Markov alors la variable T; vérifie pour tout i € E et t,t' > 0

P(T,>t+t|T, >t)=P (T, >1).

Cela signifie que T; posseéde la propriété d’absence de mémoire associée a la loi
exponentielle. Ainsi, la variable aléatoire T} suit une loi exponentielle de paramétre
A; > 0. En outre, la loi exponentielle sert a modéliser des évenements sans mé-
moires caractérisés comme suit. Sachant qu'un phénomeéne a duré déja ¢t unités de
temps, la probabilité qu’il dure au moins ¢ + ¢’ unités de temps est la méme que la
probabilité de durer au moins ¢’ unités de temps & partir du moment initial qu’il a

commencé de se produire.

e Probabilités de transition instantanées : La propriété de Markov entraine que
I’état suivant j que la chaine de Markov visitera a partir de ’état ¢ est indépendant
de la variable aléatoire T;. De plus, cette transition se produit dans une période
de temps tres petite. Ainsi, la chaine de Markov & temps continu passe d’un état
¢ vers un autre état j avec une probabilité instantanée notée p;;. Les probabilités

pi;j constituent une matrice de probabilités instantanées notée P = (py;), . telle

(2]
que p;; = 0 et Zp” =1.
jeE

e Taux de transition : Pour tout i # j, les quantités ¢;; = \;p;; sont appelées les

taux de transition de la chaine de Markov a temps continu.
e Générateur infinitésimal : Les taux de transition g;; constituent une matrice

dite le générateur infinitésimal de la chaine de Markov a temps continu. Cette

matrice est notée Q = (Qij)z'jeuz avec » ¢;; = 0 pour tout i € E. D’ou,

Qii = — Zqz‘j = _)\izpij = —A\i.

JF JFi
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Ainsi, la matrice Q est représentée comme suit.

—Xo Aopor -ttt AoPoi

AMpo —A1 0 Aipy
Q=

Aipio Aipin o =N

1.2 Processus de naissance et de mort

Les processus de naissance et de mort sont fréquemment rencontrés dans 1’étude des
files d’attente. Cette classe des processus posséde la propriété de Markov et se caractérise
par 'apparition et la disparition, autrement dit, la naissance et la mort d’un individu au

sein d’une population en suivant une certaine loi de probabilité.

Définition 1.6 (Processus de naissance et de mort). Un processus de naissance et de
mort est un processus {X(t), t > 0} de Markov a temps continu, homogéne et défini sur
un espace des états discret |E C N. A partir d’un état n € E, les seules transitions possibles
pour {X(t), t > 0} sont :

e n —> n+ 1: une seule naissance avec un tauxr moyen A, > 0 pour tout n > 0;

e n —» n— 1: une seule mort avec un taur moyen j, > 0 pour tout n > 1 avec

po = 0.

Propriétés de Processus de naissance et de mort

e Probabilités de transition : Pour un processus de naissance et de mort, un seul
événement (soit une naissance ou une mort) peut se produire dans un intervalle de
temps infinitésimal [t,¢ 4+ h]. Par conséquent, les probabilités de transition d’une
seule étape p; ;j(h) = P(X(t + h) = j| X (t) = ¢) vérifient les conditions suivantes :

(1) prnt1(h) = Ak + o(h) pour tout n > 0;
(ii) pnn-1(h) = p,h + o(h) pour tout n > 1;
(iii) ppn(h) =1 — (N, + pn)h + o(h) pour tout n > 0 avec g = 0.

e Matrice de transition : La matrice contenant les probabilités de transition dans
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un intervalle de temps infinitésimal p;;(h) est donnée par

1—Xoh Aoh 0
,U,lh 1-— ()\1 + ,ul)h )\1h 0
P(h) =
0 /Lgh 1— ()\2 + Mg)h )\Qh 0

e Générateur infinitésimal : Les taux de naissance et de mort constituent le

générateur infinitésimal suivant :

—Xo Ao 0
pr o —(A A+ ) A 0
Q p—
0 2 —()\2 + /Jz) )\2 0

¢ Equations de Chapman Kolmogorov : Soit p,(t) = P(X(t) = n) la probabilité
que le processus de naissance et de mort soit dans 1’état n au temps t. D’apreés les
probabilités de transition, les équations de Chapman-Kolmogorov s’écrivent comme

suit :

po(t+h) = (1= Xoh)po(t) + purhpi(t) + o(h);
po(t+h) = X—1hpn_1(t) + (1 — (An + pn) R)pn(t) + pins1hpnia(t) + o(h) pour tout n > 1.

(1.1)

e Distribution stationnaire : Soit p, = tlim pn(t) la probabilité que le processus
—00

de naissance et de mort soit dans 1’état n a I’équilibre. Alors,

n

Ai
DPn = H lpo; (12)

=1 1

)

00 n A -1 00 n A
avec pg = (1 + > (H L—l)) si la série > (H L—l) est convergente.
n=1 \i=1 n=1 \i=1

Les probabilités stationnaires p, sont calculées en passant a la limite (t — o0)

dans le systéme des équations de Chapman-Kolmogorov Eq. (1.1) et en utilisant

(e}
la propriété > p, = 1 pour déterminer la probabilité py.

n=0
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1.3 Processus de Poisson

Le processus de Poisson est un cas particulier des processus de comptage dits aussi
les processus ponctuels (Voir Cox et Isham [14]). Ce processus est beaucoup utilisé pour

modéliser I'arrivée des clients dans un systéme d’attente.

Définition 1.7 (Processus de comptage). Un processus {N(t),t > 0} a espace des états
discret est dit un processus de comptage si :

1. N(0) =0;

2. Pour tout t <t', N(t) < N(t');

3. Pour tout t < t', N(t') — N(t) représente le nombre d’occurrence d’un certain

événement dans lintervalle |t,t'].

Définition 1.8 (Processus de Poisson). Un processus aléatoire {A(t),t > 0} a espace des
états discret est dit un processus de Poisson de tauz A (A > 0) si :

1. {A(t),t > 0} est un processus de comptage ;

2. {A(t),t > 0} est un processus G accroissements indépendants ;

3. {A(t),t > 0} est un processus a accroissements stationnaires ;

4. Pour tout t > 0, la variable aléatoire A(t) suit la loi de Poisson de paramétre A\t :

P(A(t) =n) = (A) e~ pour tout t >0, n € N.

Propriétés du processus de Poisson

e Loi des inter-occurrences : Soit S,, = T,, — T,,_1(n > 0) le temps séparant les
deux événements qui se sont produits aux instants 7;,,_; et T}, selon un processus de
Poisson de parameétre \ avec T, = 0. Les variables aléatoires S, sont indépendantes

et suivent une loi exponentielle de paramétre A.

e Probabilités infinitésimales : Pour tout ¢t > 0, un processus de Poisson { A(t),t >

0} d’intensité \ est caractérisé par les probabilités suivantes :

(i) La probabilité qu’il y ait une seule occurrence dans un petit intervalle de temps
[t,t + h] est proportionnelle a la longueur de cet intervalle h et le coefficient de

proportionnalité est A :
P(A(t+h) — A(t) =1) = Ah + o(h).

(ii) La probabilité qu’il y ait plus d’'une occurrence dans un petit intervalle est
négligeable :
P(A(t+h) — A(t) > 1) = o(h).
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(iii) La probabilité qu’il y ait aucune occurrence dans un petit intervalle de temps

est déduite des deux derniéres égalités :
P(A(t+h)— A(t) =0) =1 — Ah+o(h).

Notons que le processus de Poisson est le plus simple des processus de naissance et de

mort, car il s’agit d’un processus de naissance pur.

Processus de Poisson périodique

Le processus de Poisson est caractérisé par un taux d’intensité A constant. Toutefois,
ce taux peut étre une fonction dépendante du temps t. Dans ce cas, nous obtenons un
modele général dépendant du temps appelé processus de Poisson non-homogéne (PPNH)
avec une fonction d’intensité A(t) > 0, pour tout ¢t > 0 (Garrido et Lu [30]).

D’aprés Harrison et Lemoine [38], la définition suivante donne la forme la plus simple

d’un processus de Poisson périodique .

Définition 1.9 (Processus de Poisson périodique). Soit {A(t),t >} un PPNH avec une
fonction d’intensité \(t) bornée telle que A\(n +t) = A(t) pour tout t € [0,1] et n € N*.
Sans perte de généralité, la période est supposée éqgale a 1. L unité de temps est considéré

étre le jour et un point t € |0, 1[ représente généralement un moment de la journée. Soit

A= /lA(t)dt

le taux d’intensité cumulé du processus.
Le processus A(t) est dit un processus de Poisson périodique avec une période d’un jour

et un tauzr d’occurrence moyen A.

1.4 Processus de renouvellement

Un processus de renouvellement, noté {N(t),¢ > 0}, est un processus stochastique
a temps continu défini sur un espace des états discret a valeurs positives. Ce processus
dénombre les occurrences d’un certain événement lorsque les temps d’inter-occurrences
sont des variables aléatoires positives indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d).
L’analyse de remplacements des composants fournit un champs d’application important
pour les processus de renouvellement. Dans un ensemble de composants, X; représente la
durée de vie du iéme composant. Le premier composant est mis en place au temps 0. Ce

composant reste fonctionnel pendant X; unités de temps et est donc remplacé & I'instant
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X;. Le deuxiéme composant assure une durée de fonctionnement de X, unités de temps
et est ensuite renouvelé par un troisiéme composant au temps X; + X», etc. Soit S, le

moment ot le niéme composant est renouvelé, alors

=1
SO = O

Avec (X;);>, est une suite de variables aléatoires positives et i.i.d de la méme fonction de

répartition F'x.

Définition 1.10 (Processus de renouvellement). Un processus de comptage {N(t),t > 0}

décrivant le nombre de remplacements effectués dans un intervalle de temps ]0,t] avec

N(t) =max{n >0:5, <t}
N(0) =0.
est un processus de renouvellement.

Notons que, lorsque les variables aléatoires X; sont exponentiellement distribuées, le

processus de renouvellement est un processus de Poisson.

Propriétés des processus de renouvellement

e Taux d’un processus de renouvellement A > 0 est donnée par

e Pour tout entier n > 0, nous avons

P(N(t) > n) = P(S, < 1).

e Fonction de renouvellement : Un processus de renouvellement peut étre carac-

térisé par sa fonction de renouvellement donnée par

m(t) = E(N (1))

Si m(t) = At, alors N(t) est un processus de Poisson.
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e Durée de vie résiduelle moyenne : Soit X la variable aléatoire qui représente la
durée de vie d’une certaine entité. Etant donné que cette entité est agée de t unités
de temps, sa durée de vie restante aprés le temps t est aléatoire. L’espérance de
cette durée de vie résiduelle est appelée durée de vie résiduelle moyenne. D’apreés

Guess et al. [34], la durée de vie résiduelle moyenne est définie comme suit.

Définition 1.11 (Durée de vie résiduelle moyenne). Soit Fx la fonction de ré-
partition de la variable aléatoire X possédant un moment d’ordre 1 fini. Pour tout

t >0, la durée de vie résiduelle moyenne est donnée par

E(X —t|X >t) siF(t) > 0;
px (t) = o
0 si F(t) =0.

Ou F(t)=1— F(t).

Notons que px(t) peut étre considérée comme une fonction de la durée de vie
résiduelle moyenne comme elle est définie pour chaque instant ¢ > 0. Lorsque

F(t) > 0, cette fonction paut s’écrire

1

px(t) = m/ﬁ(w%—t)d:c

ou encore

ix(t) = ﬁ / Flu)du.

Notons que, dans le cas particulier ou la variable aléatoire X suit la loi exponentielle

de paramétre A, nous avons

Ce résultat découle de la propriété d’absence de mémoire de la loi exponentielle.

e Comportement asymptotique : A long terme, un processus de renouvellement
se comporte comme un processus de Poisson. Ce résultat est connu sous le nom du

théoréme de renouvellement élémentaire.

Théoréme 1.2 (Théoréme élémentaire de renouvellement). Pour un processus de

renouvellement {N(t),t > 0} avec des temps des inter-occurrences de moyenne
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E(X4) et de variance Var(X1), nous avons

E[N()] ~ E&l) v (1.3)
Var[N(t)] ~ —ﬁﬁf}?

= Var(X,)\’t

pour de grandes valeurs de t.

1.5 Martingales

Une martingale, en mathématique, est un processus stochastique qui modélise les
gains ou les pertes accumulés par un joueur au cours d'un jeu équitable. La définition

mathématique d’'une martingale est donnée comme suit.

Définition 1.12 (Martingale). Un processus {M(t),t € Ry} est une martingale par
rapport a la filtration (F;) st

1. La variable M(t) est intégrable pour toutt >0 : E(|M(t)]) < oo ;
2. {M(t),t € R} est adapté a la filtration (F;) ;

3. E(M(t)|Fs) = M(s) presque siirement pour tout s < t.

Si la condition 3. est remplacée par E(M (t)|Fs) < M(s) alors {M(t),t € R, } est une
sur-martingale, et si elle est remplacée par E(M (t)|Fs) > M(s) alors {M(t),t € R, } est

une sous-martingale.

Propriétés des martingales

o E(E(M(t)|Fs)) = E(M(s)) pour tout s < t.
o E(M(t)) = E(M(0)) pour tout t > 0.
e E(M(t)) est monotone croissante (décroissante) pour une sous (sur)-martingale.

Caractérisation des processus de Markov par des martingales

Pour un processus de Markov { X (t),t > 0} défini sur I'espace des états E, le générateur

infinitésimal G défini sur son domaine ©(G) est donné par

gf:hmptf_f

lim ———=,  pour toute f € D(G) (1.4)
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tel que pour tout t > 0 et x € E
P,: B(E) — B(E)
Pf(z) — E(f(X(1) = E(f(X(1))|X(0) =),

ou B(E) est I’ensemble de toutes les fonctions f : E — R mesurables et bornées avec
I f [I= sup | f ()]
zckE

Le domaine D(G) se constitue de toutes les fonctions f pour lesquelles G f existe.

Pour toute fonction f € ©(G) et pour tout ¢ > 0, nous avons

Bf@):f@wg/gﬂf@w& (1.5)

Ce résultat est connu sous le nom de la formule de Dynkin.

En utilisant I'espérance conditionnelle, cette formule s’écrit

B | £OX(0) - f(@) -~ [ G(xX())ds | =0,

Ainsi, le processus

t
MI(t) = f(X(1) = f(z) - /gf(X(S))dS (1.6)
0
est une martingale par rapport a FX = o(X(s),s < t) pour tout x € E.

La caractérisation des processus de Markov par les martingales est donnée par le théoréme

suivant.

Théoréme 1.3 (Koroliuk et Limnios [56]). Soit {X(t),t > 0} un processus stochastique

défini sur un espace des états & et adapté a la filtration (]—"tX) Soit G son générateur

t>0°
infinitésimal défini sur son domaine D(G). Etant donné que le processus donné par Eq.
(1.6) est une martingale par rapport a F7X pour toute fonction f € D(G), alors { X (t),t >

0} est un processus de Markov généré par le générateur G.

D’aprés Koroliuk et Limnios [56], le processus {X(t),t > 0} est dit la solution du

probléme de martingale du générateur G.
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1.6 Processus de Markov déterministes par morceaux

Les processus de Markov déterministes par morceaux, dits en anglais piecewise deter-
ministic Markov processes (PDMP), ont été introduits par Davis [16] comme étant une
famille générale des modéles stochastiques de non-diffusion. Ces processus de Markov sont
caractérisés par le fait qu’entre deux sauts, le processus ne reste pas constant, mais évolue
de maniére déterministe. Ainsi, un PDMP se compose d’'une combinaison de mouvements
déterministes et de sauts aléatoires. La classe des PDMPs fournit un cadre pour I’étude
des problémes d’optimisation, notamment dans les systémes de files d’attente [6, 17].
Comme I’a montré Davis [16] et ensuite indiqué en détail dans Davis [17], un PDMP peut
étre déterminé explicitement a I’aide de trois paramétres ¢, A, Q. Soit {X(¢)} un PDMP
défini sur un espace des états E qui est structuré comme suit. Soit K un ensemble dé-
nombrable et d : K — N une fonction donnée. Pour chaque v € K, M, est un ensemble
ouvert de R ™). Alors, E = Uyexv x M, = {(v,€) : v € K, £ € M,}. On dénote par £
la o-algebre générée par les sous-ensembles de Borel de E. L’état du processus sera noté
X(t) = (v(t),&(t)) et les caractéristiques ¢, A et @ sont définies comme suit :

e La fonction de flux ¢, : (R x M,) — E.

e Le taux de sauts A : E — R,. On suppose que cette fonction est mesurable et pour

tout z = (v,£) € E, il existe ¢ > 0 tel que [ A(¢,(,§))dt existe.
0

e ) : (EUOE) x & — [0,1], avec O'E = Uyex0*M, ou O*M, = {{ € oM, :
ou(t, &) = &, pour tout (¢,€) € Ry x M,}, la mesure de transition spécifiant les
localisations post-saut avec Q(z; {x}) = 0. Notons que dM,, est la limite de M,, et

0* M, représente les points limites pour lesquels le flux sort de M,,.

Avec un choix commode de l'espace des états E et des paramétres X, A et @ il
est possible de modéliser presque tous les processus de non-diffusion trouvés dans la

littérature. Plusieurs applications importantes ont été présentées dans les travaux de Davis
[16, 17].

1.6.1 Chaine de Markov associée

Le comportement du PDMP dépend des caractéristiques ¢, A et () de la maniére

suivante. Soit 77 un temps de sauts de fonction de répartition

exp{— [T M(@u(s,€))ds} sit < t.(x);
0 sit>t.(z).

La variable déterministe t,(x) = inf{t € R, : ¢,(¢,£) € 0*E} représente le temps jusqu’a

ce que 'ensemble O*E soit atteint a partir d’un état x € E. Soit Z; une variable aléatoire
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ayant la distribution Q(¢,(71,€);.) pour tout z € E. En démarant d’un point = = (v, §) €
E, la trajectoire de X (t) pour ¢t < Tj est donnée par

(v, ¢0(t,€))  fort <Th;
Z1 fort = Tl.

X(t) =

En partant de X (77) = Z;, nous choisissons maintenant le temps d’inter-saut suivant
Ty — Ty et Pemplacement aprés le saut X (73) = Z; de maniére similaire. On obtient ainsi
une trajectoire déterministe par morceaux (X (t)) avec des temps de transition 77, 75, . . .
et des positions aprés transition Z;, Zs, .. .. La séquence de variables aléatoires {Z,,} est
la chaine de Markov associée au processus original {X(¢)}, de sorte que les résultats
précédents sur les chaines de Markov a temps discret ont été utilisés pour étudier la
stabilité et l'ergodicité des PDMPs, voir [12, 18, 13]. De plus, on suppose qu’il n’existe
qu’un nombre fini de sauts de X (¢) dans tout intervalle de temps fini (voir I'hypothése 3.1
dans Davis [16] ou ’hypothése 24.4 dans Davis [17]). Ainsi, si Z; est le point initial, alors
la chaine de Markov associée {Z,,n > 0} a pour mesure de transition P : EUO*EU xE —
[0, 1] donnée par :

ti ()

Pla A) = / Q(bo(5,); AN (o (5, €)) exp(—A(s, 2))ds

0

+ Q¢ (), €); A) exp(=A(tu(2), 7).

t
Ou A(t,z) = [ My(s,§))ds pour tout z € E et 0 < ¢ < ¢, ().
0

Notons que A(t.(x),z) = oo lorsque t.(x) = oco.

1.6.2 Générateur infinitésimal associé

Le générateur infinitésimal est un outil indispensable dans I’étude des modéles de files
d’attente a travers les PDMPs. D’aprés Davis [16, 17|, le générateur G au point x € E

s’écrit pour toute fonction f € ®(G) sous la forme suivante :

Z g,/ W) / (F(2') = f(2)Q(a. da).

E

Notons que D(G) est le domaine du générateur G.
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Soit M(E) I'ensemble des fonctions réelles et mesurables. On définit ’ensemble

IM(E) = {f e ME): f(z) = 1151_1301 f(do(t,€)) existe pour tout z = (v,§) € 8*E} ;

et la variable
Si(z) =inf{t e Ry : P,(Ty > t) =0}.

Le domaine ©(G) du générateur G est constitué des fonctions f € M(E) vérifiant :

1. La fonction t — f(¢,(t,€)) est absolument continue sur [0, S,(z)[ pour tout x =
(v, &) € E.

2. La condition limite

/f Q(dy; x); = € O'E.
3. Bf € L*(p), ot dans lintervalle |T},, Tk — 1]

Bf(f, va) = f(:E) - f(X(S_aw)

tel que Bf € LY(p) si pour n = 1,2,...

(Z |f(X(Tk)) = f(X(Th- ))!) < 005

T;<n

avec X (Tip—1) = (v,§) et p(t, A) = > Tusm)I(x(1)ca) Pour tout A € E.
i=1

1.6.3 Martingale associée

Dans cette section, nous allons présenter un résultat essentiel sur les PDMPs.

Proposition 1.1 (Davis [17]). Le processus

M (t) = f(X (1) = f(X(0)) - /Qf(X(S))ds, (1.7)

défini pour toute fonction bornée f € D(G), est une martingale par rapport a la filtration
naturelle du PDMP {X (t)} donnée par F; = o{X(s),s < t}.

Preuve 1. — Pour tout t > 0, M/(t) est Fi-mesurable. D’oni, M/ (t) est adaptée a
la filtration (Fi)i>o-
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— Pour tout s <'t, nous avons d’aprés Eq. (1.7)

E (MY (t) — MY (5)|F,) = Eo(f(X ()| F) — (/Qf dUIF) :

D’aprés Davis [17], la propriété de Markov peut également s’exprimer comme suit.

E(f(X(s + )1 Fs) = E(f(X ()] X(s) = 2),

pour f € B(E), x € E et s,t > 0.

Ainsi,

EL(f(X(0)1Fs) = E(f(X(t = 5))|X(s) = 2)
= Pt—sf(X(S))>

et

t

(/Qf duf) /Ex (G (X (u))|Fs) du

s
t

_ / P, Gf(X(s))du

s

D’apres la pertie 3. de la proposition 14.10 dans Davis [17], nous avons

(/Qf du]’) ZjQPu-sf(X(S))du

En posant le changement de variable r = uw — s, nous obtenons

—S

/QPu sf(X(8))du = /gPrf(X(s))dT.
D’ou,

t—s

B (MY (1) — MI(s)|F.) = Prof(X(5)) — F(X(s)) / GP, f(X(s))dr.

0

En s’identifiant o FEq. (1.5), nous avons

E(M!(t) = M(s)|F) =

30



ce qui établit la propriété de martingale.

Dans la littérature, cette propriété est généralement appelée "propriété de martingale"
ou "condition de martingale" associée au générateur infinitésimal. Cette propriété signi-
fie que si la fonction utilisée pour calculer le générateur infinitésimal est elle-méme une
martingale, alors le générateur calculé sera nul [10, 15, 16, 17]. En effet, cela est di a
la définition et aux propriétés des générateurs infinitésimaux. Lorsque la fonction f est
une martingale, cela signifie que son espérance conditionnelle future est égale a sa valeur
actuelle, compte tenu des informations disponibles jusqu’a ce moment. Mathématique-
ment, cela se traduit par E(f(X(¢))|F: = f(X(¢)), pour tout s > ¢t. En conséquence, si la
fonction utilisée pour calculer le générateur est déja une martingale, cela signifie que les
termes décrivant les variations futures de la martingale sont déja équilibrés par 'espérance
conditionnelle, ce qui conduit a un générateur nul.

Il convient de noter que toutes les martingales calculées par la suite dans le chapitre

3 sont adaptées a la filtration naturelle du PDMP considéré.

1.7 Processus de diffusion

Un processus de diffusion est un processus de Markov a espace des états continu avec
des trajectoires presque surement continues. Ce processus modélise mathématiquement
le phénomeéne de diffusion en physique qui est la trajectoire d’'une particule immergée
dans un fluide en mouvement et subissant des déplacements aléatoires provoqués par des
collisions avec d’autres particules. La définition mathématique d’un processus de diffusion
unidimensionnelle stipule qu’un processus de Markov { X (¢),¢ > 0}, défini sur un espace
des états continu E et admettant la fonction p(z’, t'|x, t) comme la probabilité de transition
de I'état x a l'instant ¢ vers 'état 2’ & U'instant ¢/, vérifie I’équation différentielle partielle

(EDP)

2

a Yy _ 8 !4l !4l 1 8
a (xatymat)__ax/a(x7t)p(x7t’$at)+zax/g

b(2!, tp(a' |z, t).

Cette équation est dite équation de Fokker-Planck qui est exactement 1’équation de Kol-

mogorov progressive d'un processus Markovien & espace des états continu [29].

Les paramétres infinitésimaux a(zx,t) et b(x,t) sont des fonctions continues en x et en

t définies comme suit pour tout A > 0 :

a(a, ) = lim %E (X(t+h) — X(O)|X(t) =2} (1.8)
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b 1) = lim %Var (X(t+h) - X()|X() = 2} (1.9)

La fonction a(x,t) est appelée le paramétre de dérive et la fonction b(z,t) est dite le pa-

ramétre de diffusion ou encore la moyenne et la variance infinitésimales, respectivement.

Le générateur infinitésimal d’un processus de diffusion X (t), agissant sur toute fonction

réelle et continue f pour tout x € E, s’écrit sous la forme suivante :

Gf(2) = ala, ) (2) + 5b(e. 0" (2).

Pour un processus de diffusion homogéne dans le temps, le générateur ne dépend pas de

t. Cela signifie que les fonctions a et b sont indépendantes de t.

Dans ce travail, nous allons considérer les processus de diffusion comme étant des

limites d’autres processus de Markov décrivant des systémes de files d’attente avec rappel.

1.7.1 Exemples de processus de diffusion

En théorie des probabilités et en statistique, il existe plusieurs processus de diffusion
de base qu’on reconnait d’aprés la forme particuliére de leurs paramétres de dérive et de

diffusion.

Mouvement Brownien

Le mouvement Brownien dit aussi processus de Wiener est I'un des processus de dif-
fusion les plus connus qui intervient fréquemment en mathématiques pures et appliquées,
en économie, en finance quantitative, en biologie évolutive et en physique. Ce processus
posséde les propriétés suivantes :

e W(0)=0.

e Le processus {W ()} a des accroissements indépendants et stationnaires.

e Pour tout intervalle de temps |¢,¢[, la variable aléatoire W (t') — W (t) admet la
distribution normale N'(0,%) ot t = t, — t;.

e Le processus Brownien vérifie I’équation de Fokker-Planck

2

202

0
—p(, |z, t) =

o |z, t).
0 pla. 1)

e Si le processus {W(t)} vérifie
2 92

9 ] 0 ’og o
E (l’,t|l‘,t):—ﬂ%p(x,tkt,t)‘l‘?ax&

! 4l
p(a’ t']z,1),
alors il est dit processus Brownien avec dérive u et variance infinitésimale o2.
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Mouvement Brownien régularisé

Le mouvement Brownien régularisé est un processus de Wiener défini sur un espace des
états E de dimension finie avec des frontiéres réfléchissantes c.a.d les frontiéres 0*[E sont
sujettes & un mécanisme de refoulement. Dans le domaine de la recherche opérationnelle,
E est généralement non-négatif. Il a été montré que les mouvements Browniens régularisés
décrivent les modeéles de files d’attente soumis a un trafic intense (voir Harrison [37]). Ils
ont été proposés pour la premiére fois par Kingman [54], puis prouvés par Iglehart et
whitt |?, 42].

Considérons un mouvement Brownien unidimensionnel {Z(¢)} démarrant de 0 et limité a
des valeurs positives (une seule barriére réfléchissante a 0) avec une dérive a(x,t) = u et
une variance b(z,t) = o2. La distribution de transition correspondante a Z(t) est donnée,

pour tout ¢ > 0, par

_ 2=\ g0 —z—ut\
P(Z(t)gz)—q)(gtl/2> e o —iz )

z
avec ®(z) = \/%7 i e "*/2dt; z € R est la fonction de distribution cumulative de la distri-
—o0

bution normale centrée et réduite A/ (0, 1).
Si p < 0, la distribution stationnaire de Z(t) lorsque t — oo coincide avec la distribution

exponentielle de parameétre —2u/0?. Ainsi,
P(Z <z)=1— ¢/,

Processus d’Ornstein-Uhlenbeck

Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck est un processus stationnaire de Gauss-Markov, ce
qui signifie que c¢’est un processus gaussien, un processus de Markov et qu’il est homogeéne
dans le temps. Les applications de ce processus sont principalement apparues en ma-

thématiques financiéres et dans les sciences physiques. Mathématiquement, un processus
d’Ornstein-Uhlenbeck {U(t)} vérifie ’équation de Fokker-Planck

2 2

0 0
—p(, ' |u,t) = p=—1u'p(u, t'|u, t) + U p(u’, t|u, t).

ot o/ 2 Ou”
Ainsi, pour tout u € Eet t >0

alu,t) = —pu et blu,t) = o>
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Par ailleurs, le paramétre de dérive du processus d’Ornstein-Uhlenbeck peut étre exprimé
par une constante supplémentaire 6 de sorte que I’équation de Fokker-Planck s’écrit

2 2

d 1oyt _ d / 1oyt g

p(u ' |u,t).

1.7.2 Représentation d’Ito d’un processus de diffusion

Un processus de diffusion {X(¢)} est caractérisé par sa moyenne infinitésimale a(z, t)
et sa variance infinitésimale b(z,t) = o?(x,t) avec o(x,t) est le coefficient de diffusion. Le
paramétre de dérive a(z,t) décrit le taux de variation instantané de ’espérance condition-
nelle des accroissements et le paramétre de diffusion b(z, t) indique le taux de changement
instantané de la covariance conditionnelle des accroissements. Dans le cas ou les para-
métres a(x,t) et o(x,t) sont continus par rapport a t, satisfont pour tout z,z’ € E,
t € T(T C [tg,00[) et C' > 0 une constante la condition de Lipschitz

| a(z,t) —a(@,t) | + | o(z,t) —o(@,t) [< C || 21 — 22 | (1.10)
et vérifient pour tout x € E, t € T et D > 0 une constante la condition de non-explosion
la(z, t) I[P + || oz, t) [P< D+ || = ), (1.11)

le processus {X(t)} peut étre représenté par 1’équation différentielle stochastique (EDS)

d’It0 comme suit
dX(t) = a(z,t)dt + o(z, t)dW(t), X(to) = xo.

Ou {W(t)} est le processus Brownien.

1.7.3 Approximation et simulation

Les EDS sont généralement compliquées, voire impossibles & résoudre de maniére ex-
plicite. Néanmoins, il existe plusieurs méthodes numériques permettant d’obtenir des so-
lutions approximatives. La méthode la plus utilisée pour approximer un processus de
diffusion {X(¢),0 < ¢t < T} représenté sous forme d'un processus d’It6 est la méthode
d’Euler. Cette technique permet d’obtenir un échantillon de trajectoires du processus ap-

proximé en suivant les étapes suivantes :

Le schéma d’Euler
1. Fixer une valeur initiale X (0) = x¢;

2. Discrétiser I'intervalle [0, 7] pour obtenir des instants isolés 0 = to,t1,...,ty =T
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1 .
N M)
3. Poser X(O) = 1 et simplifier les notations : X(tl) = X; et W(t;) = W;;

en posant l'incrément de temps At =t — t; =

4. Calculer d’une maniére itérative
Xit1 = Xi + alzg, ;) (tn — ) + o2, 6) (Wi — W),
pourt=0,1,...,N —1;

5. Pour tout ¢ € [t;,t;41], poser

Le processus {X(t)} obtenu par le schéma d’Euler est une approximation du processus
de diffusion {X(¢),0 <t <T}.

Définition 1.13 (Ordre de convergence). Une approzimation a temps discret X5 dun
processus a temps continu X, avec § est l'accroissement du temps mazimal de la discréti-
sation, est dit d’ordre v de convergence forte vers X si pour toute date ultérieure fize T,

nous avons

E|Xs5(T) = Y(T)| < C87, pour tout § < dy;

avec 0y > 0 et C' une constante indépendante de J.

D’aprés lacus et Stefano [41], les approximations par le schéma d’Euler sont d’ordre

v = % de convergence forte.
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Chapitre 2

Files d’Attente

Une file d’attente est un groupe d’unités (personnes, machines, taches, etc.), appelées
clients, qui attendent pour effectuer une certaine demande supérieure a la capacité de
I'offre. Généralement, cette offre répond a un besoin qui se manifeste sous la forme d’un
service. Une file d’attente peut se former au cinéma, a la poste ou méme a ’hopital lorsqu’il
s’agit des phénoménes sociaux. Ces files d’attente générées par des individus sont généra-
lement soumises a des politiques d’ordonnancement et de service des clients afin d’assurer
le bon déroulement de la queue. Néanmoins, le stockage des programmes informatiques
avant leur traitement et la gestion des avions pendant le décollage ou I'atterrissage sont
également des exemples de files d’attente. L’introduction des mathématiques issues du
domaine des probabilités pour I’étude des phénomeénes d’attente a donné naissance a la
théorie des files d’attente, qui vise a trouver des solutions optimales pour la gestion des
files d’attente. La premiére tentative de modélisation mathématique des files d’attente a
été faite par 'ingénieur danois Erlang en 1917 lors de ses travaux sur la gestion du réseau
téléphonique de Copenhague entre 1909 et 1920 [19, 20]. Cette théorie a connu un vé-
ritable développement grace aux contributions des mathématiciens Khintchine, Kendall,
Pollaczek et Kolmogorov [50, 46, 69, 55].

Ce chapitre est constitué de deux parties principales. Dans la premiére partie, nous
allons rappeler les éléments essentiels de description d’une file d’attente simple ainsi que
les objectifs de la théorie des files d’attente. La seconde partie sera consacré a I’étude du

phénoméne de rappels dans les file d’attente.

2.1 Files d’attente simples

Une fille d’attente simple appelée aussi une station se compose d’une unité de service
qui contient un ou plusieurs serveurs et d’un espace d’attente. Ainsi, un systéme de file
d’attente est défini comme suit. Les clients qui réclament un service arrivent de 'extérieur,
se dirigent éventuellement vers la file d’attente, recoivent le service et quittent ensuite la

station.
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2.1.1 Formalisme mathématique d’une file d’attente simple

L’observation récurrente des phénoménes d’attente rencontrés dans la vie réelle a
poussé les chercheurs & créer un formalisme mathématique qui permet de caractériser
et ensuite d’analyser les systémes d’attente quantitativement. Ce formalisme est connu
dans la littérature par la théorie des files d’attente qui constitue un champ d’application

important pour les processus stochastiques.

Caractéristiques d’une file d’attente

Un systeme de file d’attente peut étre complétement caractérisé par les composantes
sulvantes.

(i) Le processus des arrivées : Cette composante est relative a la distribution des

inter-arrivées des clients. Les clients peuvent se présenter dans le systéme un par

un ou par groupe.

(ii) Processus de service : Cette composante est associée a la distribution des temps

de service des clients.

(iii) Nombre de serveurs : Une file d’attente peut comporter un ou plusieurs ser-

veurs.

(iv) Capacité du systéme : Le nombre maximal de clients qui se trouvent simulta-

nément dans la queue et dans les serveurs représente la capacité du systéme.

(v) Source des clients : La population d’ou proviennent les clients peut étre finie

ou infinie.
(vi) Discipline du service : L’ordre d’accés des clients au service peut étre :

FCFS (First Come First Served) : Le premier arrivé est le premier servi;

LCFS (Last Come First Served) : Le dernier clients arrivé est le premier servi;

FIFO (First In First Out) : Le premier client arrivé est le premier qui quitte

le systéme ;

LIFO (Last In First Out) : Le dernier client arrivé est le premier qui quitte le

systeme ;

Random (Aléatoire) : Les clients accédent au service aléatoirement.
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Notation de Kendall

La notation constituée de la séquence des six symboles A /B/m/K /L/Z introduite par
Kendall permet de symboliser les différents paramétres caractérisants une file d’attente.
Chaque symbole est réservé pour une des caractéristiques (i)-(vi) mentionnées précédem-
ment dans I'ordre. Pour les codes A et B, les symboles des lois les plus rencontrées ainsi

que leurs significations sont résumés dans le tableau suivant.

Symbole de la distribution Signification
M Loi exponentielle (Markovienne)
G Loi générale
GI Loi générale indépendante
PH Loi de type phase

TABLE 2.1 — Symboles des distributions de probabilités.

Le code m indique le nombre de serveurs dans le systéeme, K égale au nombre de
serveurs m plus le nombre de clients en attente, L indique le nombre total de clients qui
ont un potentiel de parcourir le systéme et Z indique la discipline de service.

Les trois derniers parameétres sont généralement omis lorsqu’ils sont donnés par K = oo,
L = oo et Z en FIFO.

Stabilité des systémes de files d’attente

Etant donné une file d’attente, on peut étudier I’existence ou non d’un régime sta-
tionnaire. Dans les systémes a capacité infinie, cette étude consiste a déterminer la condi-
tion pour laquelle le processus stochastique modélisant le systéme d’attente considéré est
stable. Par conséquent, sa loi de probabilité, aprés un certain temps lorsque le régime
transitoire est terminé, peut étre donnée par des formules explicites ou en termes de fonc-
tions génératrices. Les files d’attente fermées, c’est-a-dire les files & capacité finie, sont
toujours stables. Cependant, on peut également s’intéresser a I'analyse du régime tran-
sitoire afin de décrire I’évolution du systéme qui n’a pas encore atteint son état stable.
Les lois de probabilités, dans ce cas, sont données en fonction du temps. Les méthodes de
calcul utilisées afin de décider de la stabilité des systémes d’attente sont diverses. Pour les
files d’attente caractérisées par des processus qui ne sont pas Markoviens, les méthodes
les plus utilisées sont :

e Méthode de la chaine de Markov incluse : la chaine de Markov incluse est
obtenue en observant un processus non-Markovien uniquement dans les instants
d’occurrence des transitions, comme par exemple les instants de fin de service dans

une file d’attente. En d’autres termes, les probabilités de transition sont les seules
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a étre prises en compte dans I’étude du processus et les temps de séjour dans les
états sont complétement ignorés.

e Méthode de la variable supplémentaire : cette méthode consiste a affecter a
chaque variable non markovienne, qui constitue le processus étudié, une variable
supplémentaire qui détermine soit le temps écoulé, soit le temps résiduel associé
qui permet de rendre le processus markovien.

Toutefois, ces méthodes sont moins efficaces dans 'analyse des systémes d’attente avec
une distribution générale des temps de rappels dans le cas d’une politique de rappels
classqiue. Ceci est di au fait que le processus modélisant le systéme doit tenir compte
du temps écoulé ou résiduel de chaque client en orbite qui peut contenir un tres grand
nombre de clients bloqués. Dans Kernane [47], 'auteur a présenté plusieurs techniques qui
ont été employées pour déterminer les conditions de stabilité et d’instabilité de différents
systémes d’attente avec des temps de rappels qui suivent une distribution générale. Dans
ce travail, nous introduisons une nouvelle technique, basée sur la modélisation par les
PDMPs, afin d’étudier le régime transitoire d’'une file M/G/1 avec des temps de rappels

distribués selon une loi générale.

Mesures de performance d’une file d’attente

L’objectif de la théorie des files d’attente est de générer un certain nombre de résultats
qui permettent de décider de l'efficacité d'un systéme d’attente. Ces résultats sont des
quantités dites mesures de performance. Pour un systéme d’attente, il est essentiel de
déterminer :

e Le nombre moyen de clients dans le systéme;

e Le nombre moyen de clients dans la file;

e Le temps moyen d’attente ;

e La probabilité de blocage : Pour les files a serveur unique, on peut s’intéresser a la
distribution de I’état du serveur. La probabilité que le serveur soit occupé, appelée
la probabilité de blocage et généralement notée pq, est égale a 'intensité du trafic
écoulé (the intensity of the carried traffic) selon Falin et Templeton [26]. Dans le cas
ou aucun client n’est perdu, l'intensité du trafic écoulé est équivalente a 'intensité
du trafic offert (the intensity of the offered traffic) qui est a priori égale au nombre
moyen de clients entrants dans le systéme multiplié par le moment d’ordre 1 de
la distribution du service. La probabilité que le serveur soit libre est donnée par

po=1—p1.

2.1.2 Etude de la file M/M/1

La file d’attente M/M/1 est décrite comme suit. Les clients arrivent dans le systéme

un par un selon un processus de Poisson de paramétre \. Le systéme de la file comporte
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un seul serveur opérationnel dont les durées de service sont des variables aléatoires i.i.d
d’une méme loi exponentielle de paramétre u. Le processus des arrivées et le processus de
service sont supposés étre indépendants.

Pour chaque instant ¢ > 0, la variable aléatoire N(¢) représente le nombre de clients
dans le systéme. Dans un intervalle de temps petit [¢,¢ + h], nous pouvons constater les

transitions suivantes :

N(t)+1 une arrivée dans le systéme avec la probabilité Ah;
N(t+h)=
N(t) —1 un départ d'un client du systéme avec la probabilité uh.

Avec N(t) > 0.
Grace aux propriétés fondamentales du processus des arrivées et du processus de service,
le processus {N(t),t > 0} est un processus de naissance et de mort avec un taux de
naissance )\, = A et un taux de mort p, = p pour tout n > 0.

Soit p,(t) = P(N(t) = n) la probabilité d’avoir n clients dans le systéme & l'instant ¢.

Le systéme des équations de Chapman-Kolmogorov en régime transitoire s’écrit :

Po(t) = =Apo(t) + pp: () pour n = 0;

ph(t) = —( A+ 1)pa(t) + Apn_1(t) + ppnsi(t) pour n > 1.

Soit p, = ltlim pn(t) la probabilité d’avoir n clients dans le systéme a ’équilibre. Le systéme
—00

des équations de Chapman-Kolmogorov en régime stationnaire s’écrit :

Apo = our n = 0;
Do = Up1 p (2.1)

(A + p)pn = Apn—1 + ppny1 pour n > 1.

Afin de résoudre les équations ci-dessus, nous utilisons la fonction génératrice
oo
P(z) = E 2", 2] < 1.
n=0

Ainsi, les équations (2.1) s’écrivent

o0

P(z) = Zz"pop" si|zp] <1,

n=0

avec p = 3
D’ot, la condition de stabilité du systéme est donnée par p < 1.

Par identification, on trouve p, = pop™ pour tout n > 0. La probabilité py est déter-
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o0
minée en utilisant la condition de normalisation > p, = 1.
n=0

Finalement, la distribution stationnaire du nombre de clients dans le systéme est don-
née par
pn=(1—=p)p", n>0. (2.2)

Notons que la distribution stationnaire donnée par Eq. (2.2) peut étre déterminée
directement en utilisant le résultat sur la distribution stationnaire d’un processus de nais-

sance et de mort (voir Eq.(1.2)).

Les mesures de performance sont calculées comme suit :

(a) Le nombre moyen de clients dans le systéme :
E(N)=> np, (2.3)
n=0
=(1=p)> np"
n=0

L—p

(b) Le nombre moyen de clients dans la file :
E(K) = Z NPn+1
n=0

=(1=p)> np"!
n=1

1—p
(b) La probabilité du blocage :
p1=p-

2.2 Files d’attente avec rappels

Le traitement des appels rentrants dans un centre d’appels est un phénomeéne particu-
lier dans la théorie des files d’attente et ses applications. Cette particularité se manifeste
par le fait que chaque fois qu'un appelant recoit un signal occupé, il essaie & nouveau d’ob-
tenir un canal libre. Dans ce cas, aucun appel entrant n’est perdu. Toutefois, les appels qui
ne parviennent pas a obtenir un canal libre & la premiére tentative sont réintroduits dans
le centre d’appels avec un flux d’entrée différent du flux d’entrée initial. Dans la théorie

des files d’attente, ce phénomeéne complexe est modélisé par une classe de files d’attente
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appelées files avec rappels qui tiennent compte a la fois du flux d’entrée initial et du flux
d’entrée secondaire. Les files d’attente avec rappels sont également utilisées pour modé-
liser d’autres systémes tels que les systémes informatiques et de télécommunication ainsi
que l'atterrissage des avions dans une piste d’aéroport. D’autres exemples d’applications

de files d’attente avec rappels ont été évoqués en détail dans Phung-Duc [68|.

2.2.1 Modéle de file d’attente avec rappels avec un seul serveur

Le modéle de file d’attente avec rappels & serveur unique est décrit comme suit. Les
clients arrivent de I'extérieur un par un selon un flux d’entrée initial. Si le serveur est libre
lorsqu’un client arrive, ce dernier est servi immédiatement et quitte le systéme. Autrement,
si le serveur est occupé, le client entrant rejoint une zone d’attente virtuelle appelée orbite
et devient un client bloqué. Les clients bloqués tentent & nouveau leur chance d’étre
servis jusqu’a ce qu’ils trouvent le serveur inoccupé. Ces tentatives représentent le flux
entrant secondaire et suivent différentes politiques de rappels. La politique de rappels est
dite classique dans le cas ou les clients bloqués rappellent simultanément pour obtenir
le service. Dans le cas contraire, ou les clients rappellent pour le service un par un avec
un temps de rappels de 'orbite qui peut étre en cours méme si le serveur est occupé, la
politique de rappels est dite constante. Le flux d’entrée secondaire qui représente le taux
de rappels dépend du nombre de clients dans 'orbite lorsqu’il s’agit de la politique de
rappels classique alors que dans le cas de la politique de rappels constante, le taux de
rappels est indépendant du nombre de clients bloqués.

Les files avec un seul serveur et des temps de rappels exponentiellement distribués
sont largement élaborées dans la littérature. Dans Fayolle [28], les échanges téléphoniques
dans un centre d’appels sont modélisés par une file M/M/1 avec politique de rappels
constante. Dans ce travail, l'auteur a analysé la distribution des états du systéme ainsi
que la distribution du temps de séjour. Cette analyse a ensuite été généralisée au cas
d’une file M/G/1 dans Farahmand [27] et & celui d’un systéme G/M/1 dans Lillo [59].
Dans le travail de Kim et al. [51], 'analyse du systéme G/M /1 est devenue plus simple par
rapport a Lillo [59] en utilisant la méthode de I’analyse matricielle. La politique de rappels
constante a également été introduite dans des modeéles de file d’attente complexes. Dans
Li et Wang [58], les auteurs ont étudié les stratégies de I'adhésion et de 'abandon des
clients dans une file d’attente M/M /1 avec politique de rappels constante et un serveur
sujet aux catastrophes. Le comportement stratégique a été précédemment analysé par
Zhou et al. [79] dans une file d’attente avec politique de rappels constante en supposant
que le serveur devient actif lorsque le nombre de clients dans 'orbite atteint un certain
seuil. De méme, les files d’attente avec un seul serveur et politique de rappels classique ont
été amplement étudiées dans la littérature |25, 26]. De plus, les vacances du serveur ainsi

que les classes de clients sont aussi considérés dans différents modéles de files d’attente

42



avec politique de rappels classique [35, 36].

L’utilisation des modéles de files d’attente avec une distribution exponenetielle des
temps de rappels dans la modélisation des systémes informatiques et de télécommunica-
tion a rencontré quelques difficultés commes les temps de rappels ne sont pas toujours
conformes a une distribution exponentielle. Cependant, les recherches sur les files avec une
distribution générale des temps de rappels, en particulier le modele M /G /1 avec politique
de rappels classique est trés restreinte. La premiére tentative d’analyse de ce modéle a
été faite par Kapyrin [45], mais Falin [24] a montré par la suite que son approche était
incorrecte. Dans le travail de Yang et Templeton |78], une méthode d’approximation a
été proposée pour calculer le nombre de clients dans le systéme en régime stationnaire en
applicant la propriété de décomposition. Artalejo et Gomez-Corral [2] ont pu également
developpé une méthode d’approximation pour calculer la distribution limite du systéme
en se basant sur la propriété de décomposition de la file M/G/1 avec une distribution
générale des temps de rappels et politique de rappels classique. Dans Kernane [48], la sta-
bilité du systéme a été étudiée pour ce modéle en supposant que le processus des temps
de service est stationnaire et ergodique. Les conditions de stabilité et d’instabilité ont été
déterminées par I'auteur pour les différentes politiques de rappels. De plus, dans le travail
de Nekrasova [66], le modele M/G/1 avec une distribution générale des temps de rappels
et politique de rappels classique a été étudié en supposant qu’il y ait plusieurs classes de
cleints dans le systéme. Par ailleurs, la politique de rappels constante a été précédement
considérée par Gomez-Corral [31] qui a analysé le modele M/G/1 avec une distribution
générale des temps de rappels en régime stationnaire ainsi qu’en régime transitoire. Ulté-
rieurement, plusieurs travaux sur des modéles plus complexes ont supposé la politique de

rappels constante avec une distribution générale des temps de rappels [80, 44].

2.2.1.1 File M/G/1 avec une distribution exponentielle des temps de rappels

Le modéle considéré est une file d’attente a capacité infinie et & un serveur unique.
Les clients arrivent dans le systéme selon un processus de Poisson de taux A. Les durées
de service sont i.i.d. avec la méme fonction de répartition générale F. Aprés un temps
aléatoire dans l'orbite, les clients bloqués répétent leurs tentatives pour capter le service.
Les temps de rappels se produisent selon un processus de Poisson de taux v. Les inter-
arrivées, les périodes de service et les temps de rappel sont supposés étre mutuellement

indépendants.

Cas de la politique de rappels classique

Le modéle M/G/1 avec politique de rappels classique a été minutieusement étudié
dans la littérature [25, 26]. Dans ce modeéle, I’état du systéme a l'instant ¢ est décrit par
le processus {(C(t),N(t)),t > 0} ou C(t) représente I'état du serveur (C(t) = 1 ou 0
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suivant que le serveur est occupé ou libre) et N(¢) € N est le nombre de clients dans
I'orbite. Comme les durées de service ne sont pas exponentiellement distribuées, alors
le processus {(C(t), N(t)),t > 0} n’est pas Markovien. Par conséquent, ce modéle a été
analysé en utilisant la méthode de la variable supplémentaire dans Falin [26].

Soient

e(t) : Le temps de service écoulé dans le cas C(t) = 1;

Lp(s) = [e*dF(x) : La transformée de Laplace-stieltjes de la fonction F;
0

Br = (—1)’“[,%{)(0) : Le moment d’ordre k de la fonction F';

k(z) =3¢ kn2" = Lp(A(1 —z)) : La fonction génératrice du nombre d’arrivées durant le

temps de service d'un client, avec k, = [ ’\x) exp(—Az)dF (x).

La distribution conjointe de I’état du serveur et le nombre de clients dans 'orbite en

régime stationnaire est données par
Pon = tlim P{C(t) =0,N(t) = n};
—00

pin(z) = lim iP{C( t)=1,e(t) < xN(t) =n}.

toogj

Les fonctions génératrices correspondantes sont

[e.9]

PO(Z) - Lli% anOn;

Pi(z,z) = liz% 2"p1n ().

Sous la condition A\3; < 1 d’existence d’un régime stationnaire, la distribution conjointe

est donnée en terme de fonctions génératrices partielles par
A [P 1—k(u)

P = (1 — - —___7q .

0= (1= pew {3 [Tl

Pm@x):xgéffzaﬁ@u_ww@k@A@%

En posant
o

a@:/a@@m

0
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1— Lp(A(1 = 2))
A1 —2) ’

/[1 — F(2)]e A 7dy =

nous obtenons

1 — k(2)

Pi(z) k(z) —z

Py(z).

A Taide des fonctions génératrices Py(z) et Py(z), les différentes caractéristiques de
performance du systéme en régime stationnaire ont été déterminées comme suit :
(a) La distribution stationnaire du nombre de clients dans 'orbite N en terme de

fonction génératrice :

P(2) = Po(2) + PA(2)
1=z ox A Zl—k(u)u
BO p{u/wu)—ud}'

En particulier, la moyenne et la variance du nombre de clients dans 'orbite sont

) - [ 24 2,

donnés par :

1—p|lv 2
A Ay
VartN) =30 = 5 T - o
B3 Ap
A= T vli=p)
A2 By
Ta-p)

(b) La distribution du nombre de clients dans le systéme K en terme de fonction

génératrice :

Q(2) = Fy(2) + 2P (2)

=(1- p)(lk(_;—)_kf)exp {3/1 /1(;)—@0[“} '

En particulier, la moyenne et la variance du nombre de clients dans systéme sont

donnés par :

>\2
E(K)—p—l—l_p{%—i-%};
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2, ANBs 63 n A2 B

31=p) 4(1-p32 2(1-p)
Ay Ap
Xt

(¢) La probabilité que le serveur soit occupé p; :

p1:P1(1>:p

Le cas particulier des durées de service exponentiellement distribuées (i.e. F(z) =
1 —exp #*) a été également considéré. Sous la condition de stabilité 3 < 1, la distribution
conjointe Py, = tliin P{C(t) =i, N(t) = n} du processus (C(t), N(t)) est donnée par
—+00

I
—

n N

Pop, = P (A +iv)poo, n > 1;
nlyn Pl
pn—i-l n

ISV o H(A + i)poo, 1 > 0;

i=1

A1

ot poo = (1 — p)v™" avec p = —.

Cette distribution est obtenue en suivant deux méthodes : la méthode d’élimination des
probabilités py,, des équations de Chapmann Kolmogorov décrivant les transitions du
systéme en régime stationnaire et la méthode d’introduction des fonctions génératrices

Pi(z) = Y0, 2" Py, pour résoudre le systéme d’équations d’équilibre

(/\ + nl/)pOn = UP1in, N Z 07
(A + 1)pin = Apon + (n + 1)vpo i1 + Ap1p—1, n > 0.

Ainsi, les fonctions génératrices correspondantes sont

Po<z>—<1—p>(1"’)i;

1—pz

A
1—0p vt
Pl(z):p(l—/w) '

Comme précédemment, les diverses quantités de performance en régime stationnaire sont

obtenues a 'aide des fonctions génératrices Py(z) et Pi(2).

(a) La distribution stationnaire du nombre de clients dans 'orbite en terme de fonction
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génératrice

P(z) = (1+p—pz) (ll:ppz) o .

En particulier, la moyenne et la variance du nombre de clients dans 'orbite sont

données par :

_ P+ pv),
PO =
~ pA v+ pPr = py)
Var(N) = 1= .

(b) La distribution stationnaire du nombre de clients dans le systéme en terme de

Q=) = (11__ [f;)%l-

En particulier, la moyenne et la variance du nombre de clients dans le systéme sont

fonction génératrice :

données par :

B(k) = P20,
v(1—p)
pA+v)
K pu—
Var(K) J1= )
(c) la probabilité du blocage :
A
pr=p=—
0

Cas de la politique de rappels constante

Le premier travail qui a considéré la politique de rappels constante est celui de Fayolle
[28] en analysant un modéle de file d’attente de type M/M/1. Dans ce travail, il a été
supposé que l'orbite lance des rappels selon un processus de Poisson de taux 6 afin de
trouver le serveur libre. Si & la fin d’un temps de rappels le serveur est inoccupé, alors un
seul client bloqué est servi et quitte le systéme. Le client bloqué qui recoit le service peut
étre choisi aléatoirement ou celui qui est en téte de la file dans I'orbite. Ce modéle ainsi
décrit est stable si ﬁ < %9 (Voir Fayolle [28] et Artalejo et al. [5]). Contrairement au cas
de la politique de rappels classique, la condition de stabilité dans le cas de la politique
de rappels constante dépend du taux de rappels v. L’état du systéeme est décrit par le
processus {(C(t), N(t)),t > 0} défini sur I'espace des états {0,1} x N. La distribution
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conjointe p;, = tlifrn P{C(t) =i, N(t) = n} s’écrit comme suit :
—400

A 1y
S ST R

i (2.4)

Pin = 2(1 —p)p". (2.5)

AA+0
Avec p = AA+6) )
1o
Le modéle de file d’attente avec politique de rappels constante de type M/G/1 a été
présenté dans Kernane [48] comme cas particulier et il a été démontré que ce modéle est

stable si A\f; < /\%9.

Autres politiques de rappels

Il existe d’autres politiques de rappels que nous allons présenter dans ce qui suit.

e La politique de contrdéle : La politique de rappels de controle, qui est une va-
riante de la politique de rappels constante, stipule que l'orbite peut générer un
temps de rappels juste apres la fin d'un temps de service afin de trouver le serveur
inactif. Si le temps de rappels se termine avant une arrivée externe, un client bloqué
de 'orbite est servi. La politique de rappels de controle peut également étre mise en
place en mettant en file d’attente les clients dans 'orbite selon leur ordre d’arrivée
et seul le client qui est en téte de cette file d’attente est autorisé a rappeler pour
le service selon un processus de Poisson de taux v. D’aprés Kernane [48], la file
M/G/1 avec une distribution exponentielle des temps de rappels et politique de
rappels de controéle est stable si A\F; < yumt

e La politique versatile : La politique versatile aborde le phénomeéne de rappels
dans son cadre le plus général : Afin de trouver le serveur libre, 'orbite lance un
processus de Poisson de taux # indépendant du processus des arrivées et chaque
client en orbite géneére des tentatives répétées selon un processus de Poisson de taux
v en se comportant indépendamment des autres clients en orbite et du processus
d’arrivée externe. Ainsi, la politique versatile est la combinaison de la politique
constante et de la politique classique. Le modéle M /G /1 avec la politique de rappels
versatile a été introduit dans la littérature par Artalejo et Gomez-corral [4] et
ensuite analysé par Kernane et Aissani [49]. Il a été démontré que ce modéle est
stable si I'une des deux conditions suivantes est vérifiée :

(i) 0>0,vr=0et \F; < /\iw;
(ii)) 0 >0,v>0et A\ < 1.
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2.2.1.2 File M/G/1 avec une distribution générale des temps de rappels

Dans ce modeéle, les temps de rappels {R,} sont des variables aléatoires i.i.d d’une

méme fonction de répartition G avec une espérance finie E(R;). La transformée de
o0

Laplace-stieltjes correspondante est Lg(s) = [ e **dG(z). Nous présentons dans ce qui
0

suit les conditions de stabilité obtenues dans Kernane [48] pour les différentes politiques
de rappels.
(i) Politique de rappels classique : AE(S;) < 1.

1— Le())

(ii) Politique de rappels constante : AE(S)) < NER))

(iii) Politique de rappels de controle : AE(S]) < Lg()).
(iv) Politique de rappels versatile :\E(S;) < 1.

Notons que la suite {S,} représente les temps de service successifs qui est supposée étre

stationnaire et ergodique avec 0 < E(S,) < oo.

2.2.2 Modéle de file d’attente avec rappels et plusieurs serveurs

Dans cette section, nous nous intéressons au modéle de file d’attente M/M/c avec
rappels décrit comme suit. Les clients arrivent dans le systéme selon un processus de
Poisson de taux A. Si un client arrivant de I’extérieur trouve au moins un serveur libre, il
occupe un serveur et quitte le systéme une fois le service terminé. Dans le cas contraire,
si tous les serveurs sont occupés, il rejoint I'orbite. Aprés un certain temps aléatoire dans
I'orbite, chacun de ces clients ou l'orbite lance des rappels jusqu’a ce qu’aprés une ou
plusieurs tentatives il trouve un serveur libre. Le client bloqué qui réussit a rejoindre un
serveur inactif quitte le systéme aprés la fin du son service. Les durées de service sont
des variables aléatoires exponentiellement distribuées avec le paramétre p et les temps de
rappels suivent une loi exponentielle de paramétre v. Il est supposé que les inter-arrivées,
les durées de service et les temps de rappels sont mutuellement indépendants.

L’état du systéme a linstant ¢ peut étre décrit par le processus {(C(t), N(t)),t > 0}
ot C(t) est le nombre de serveurs occupés et N(¢) est le nombre de clients bloqués en
orbite & l'instant ¢. Sous les hypothéses ci-dessus, le processus {(C(t), N(t)),t > 0} est

un processus de Markov défini sur l'espace des états E = {0,1,...,¢} x N.

Cas de la politique de rappels classique

Le modéle considéré est celui décrit dans Falin [26] qui suppose que p = 1. Les taux

de transition infinitésimaux g(n)(;m) du processus {(C(t), N(t)),t > 0} sont donnés par
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(i) pour 0 <i<c—1

A si (4,m) = (i +1,n);
i si (j,m)=(i—1,n);
Q(in)(jm) = 9 nv si(j,m)=(+1,n—1);
—(A+itnv) si(f,m)=(i,n);
0 sinon
\
(ii) pouri=rc
A si(m) = (e,n+1);
c si (j,m) = (c—1,n);
Q(en),(G;m) =
—(A+0) si(Gm) = (¢n);
0 sinon

Pour la file considérée, les taux de transition a partir d’un point (i,n) € E dépendent de
la seconde coordonnée n. De ce fait, ’analyse de ce modéle ainsi que la détermination des
mesures de performance s’avére compliquée. D’aprés Falin [26], 1a condition de stabilité de
ce systéme est A < c¢. Cette condition est obtenue en utilisant un critére basé sur les dérives
moyennes pour déterminer la condition d’ergodicité suffisante et & partir d’un point de vue
pratique, qui dit que le nombre moyen de serveurs occupés doit étre inférieur au nombre
total des serveurs disponibles, pour déterminer la condition d’ergodicité nécessaire (voir

Falin [26] pour plus de détails).

Formules explicites des caractéristiques de performance

Pour le modéle considéré, nous nous intéressons essentiellement au nombre moyen de
clients dans l'orbite E(NN) et la probabilité de blocage B = tlirn E(C(t) = c). Les distri-
— 00
butions stationnaires ne peuvent pas étre déterminées analytiquement dans le cas général
(c>2).

Lecasc=2

La distribution conjointe du nombre de serveurs occupés et du nombre de clients dans

I'orbite en régime stationnaire
DPon = tlim P{C(t) =0,N(t) = n},
—00
pin = lim P{C(t) =1, N(t) = n},

t—o00

pon = lim P{C(t) = 2, N(t) = n}

t—o0
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est donnée par

AN (A + kv)? +
Pon = ipn IEO 213X+ 20 + 2k P00
AT N k) 4k
DPin = (A +nv) ( ) Poo;

n!V”kl:[O2+3)\+2I/+2]€V
N AN+ kv +k
pon = (L+ A+ (n+1)v) H ( ) Y

Poo;

nlyn P 243X+ 2v + 2kv
avec
n—1
A+ kv)? + kv
o _an H2+3)\+2u+2k1/
1+ A 1 A 2
S 1+ A+ (n+ D) (A +nm)? + nv)
2430 +2(n+ 1)y
est la probabilité initiale obtenue a 'aide de de la condition de normalisation »_ (po, +
n=0

Pin +p2n) =1

o
Les fonctions génératrices partielles correspondantes Pi(z) = > z"p;, sont
n=0

Az
PO(z) =F (&7 ba C; 7) Poo;

Az A3
Puz)= |ZF (abe ) 4 — 2
1(2) [ (a’ 6 2)+2+3)\+2V

A
X F(a—i—l,b#—l,c—l—l;?z)]poo;

A2 Az ANz —1)
Py(z) = Flabes
2(2) {2 s <a’ 6 ) T2 - N

A
X F(a+1,b+1,6+1;—z):|p00;

2
ol )

220+ 1+ V44X +1
a= :
Qv ’
b—2)\+1_\/4)\+1'
a 2u ’

2+ 3N+ 2v

c= ——"—:

\ 2V '
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et
2—A

Poo =

24+ N F(a,b,c; 5 F(a+1,b+1,c+1;%);

A3
) + 2432 +2v
avec

n—1

" (a+k)(b+Fk)
F(a,b,c;x) E n'H "y

k=0

est la fonction hypergéométrique.
En particulier, la fonction génératrice du nombre de clients dans l'orbite

A2 Az ¥
'm@"K1+A+2—M)F<“aqi)+d+ﬂA+n

1 Az
X (z—1+2_/\2)F<a—|—1,b—|—1,c+1;7)}p00.

Les expressions explicites des caractéristiques de performance sont données par

(a) Le nombre moyen de clients dans I'orbite

L+v N4+ (AN=22+2)g

E(N) = X
N = X e Netr+g)
avec
A3 Fla+1,b+1,c+1;3)
= X
I arw F(a,b,¢;3)
(b) La probabilité de blocage

X+ (A-1)g
24 A+g

Cas général

En régime stationnaire, la distribution du nombre de serveurs occupés p; = tlim P(C(t) =
—00

i) est donnée par

(A47i_1) X - X (A +19)

bi = .' pQ,OSiSC;
il
-1
- c (/\+Ti_1)><"'><<)\+7’0)
e (30 |
i=0
Our; = Ep = thm E(vN(t)|C(t) = 1) est le taux de rappel étant donné que le nombre
v —00

de serveurs occupés est égal a 1.

Les caractéristiques de performance sont données explicitement par
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(a) Le nombre moyen de clients dans l'orbite

_ 4w " A+ N2 —E((C’(t))Q)'

v c— A

E(N)
(b) Le nombre moyen de serveurs occupés F(C) = tlim E(C(t))
—00

E(C) = .

93



Chapitre 3

Etude des files d’attente dans le cadre
d’un PDMP

La représentation par les PDMPs a été adoptée pour décrire différents modéles sto-
chastiques tels que les modeéles épidémiologiques dans Gomez-Corral et Lopez-Garcia [32]
et Clancy [10] ainsi que les modéles de files d’attente dans Breuer [6]. Ce chapitre est
consacré a ’étude des files d’attente en tant que PDMPs. Dans un premier temps, nous
présentons quelques modéles de files d’attente simples modélisés par les PDMPs. Puis,
dans un second temps, nous mettrons en place le formalisme des PDMPs pour étudier les

modeéles de files d’attente avec une distribution générale des temps de rappels.

3.1 Files d’attente simples en tant que PDMPs

Dans Davis [16, 17|, plusieurs exemples ont été traité en utilisant la méthode de la
variable supplémentaire afin de les transformer en des modéles Markoviens modélisables
par des PDMPs. Nous nous intéressons dans cette section uniquement aux modéles de
files d’attente.

3.1.1 File M/G/1

Les clients arrivent dans le systéme selon un processus de Poisson de taux A. Soit T;
I'instant d’arrivée du ¢éme client et Y; > 0 est la durée de service requise pour chaque client
arrivant au temps 7;,7 > 1. Les durées de service Y; sont i.i.d d’'une méme loi générale
F. Le processus des arrivées et les temps de service sont supposés étre indépendants. La

charge du service totale jusqu’a l'instant ¢ > 0 est donnée par

L(t) = L(0) + ) Yilieory;

i>1
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ou L(0) > 0 est la charge du service initiale lorsque ¢ = 0.

Nous définissons également 1’équation

t
V(O = L) - [ Tvmods
0

qui représente le temps d’attente virtuel, c’est-a-dire le temps qu’'un client arrivant a I'ins-

tant ¢ doit attendre pour étre servi.

L’état du systéme a I'instant ¢ est décrit par le processus { X (¢),t > 0} = {(v(t),&(t)),t >
0} tel que v(t) € {0, 1} représente I'état de la file et £(t) = V(t). Le processus {X(¢)}
est un PDMP défini sur U'espace des états E = ({0} x {0}) U ({1}x]0, 00[) possédant la
limite 0*E = {1} x {0}. Lorsque la file est vide (v(t) = 0), un temps d’attente exponentiel
est généré pour une nouvelle arrivée (c’est dii a la propriété d’absence de mémoire de la
loi exponentielle). Autrement, si la file est occupée (v(t) = 1), le temps d’attente virtuel

diminue & un temps unitaire entre les sauts.

Le générateur de ce processus peut étre déterminé comme suit. Partant d’un point initial

(1,v) et aprés un temps infinitésimal h, le processus {X(¢)} passe vers I'état (1,v — h)

avec la probabilité (1 — Ah) et avec la probabilité Ak il passe vers I'état (1,v+Y — h) o

Y est une variable aléatoire possédant la méme distribution que F'.

Ainsi,

Buay [FX () = F(1L,)] = (1= M) F(Lv =)+ 0 [ f(1vy=h)dF ()~ F(1,v)+o(h).
0

En divisant par h nous trouvons

[Eaw f(X(h)=f(1,v)] =

S| =

(L v—h)— F (L )]+ / F(Lvy—h)AF () — (1, v—h)] +o(1).
0
Comme h — 0 nous obtenons

61(1.%) =~ FLv) +A [ (L v+y) = FLVIAF()
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De la méme fagon, en partant du point initial (0,0), nous obtenons

) / F(Ly) — F(0,0))dF(y).

Le domaine D(G) est constitué des fonctions f(v, v) qui sont différentiables par rapport

a v pour tout v et v, qui satisfont la condition aux limites

f(l,()) = f(0,0);

et vérifient les conditions d’intégrabilité

/ (Lv + 9)dF(y) — £(1,v)| < oo:
0

/ F(L,y)dF(y) — £(0,0)| < oo.

3.1.2 File GI/G/1

Nous considérons une file d’attente illimitée avec un seul serveur. Les temps des inter-
arrivées sont i.i.d d’'une méme loi générale c.a.d les clients arrivent selon un processus de
renouvellement. Pour obtenir un modéle de Markov nous allons inclure la variable aléa-
toire 7(t) désignant le temps écoulé depuis la derniére arrivée. Les durées de service sont
i.i.d d’'une méme loi générale de fonction de répartition F. Les inter-arrivées et les durées
de service sont mutuellement indépendantes. Le processus aléatoire décrivant cette file
d’attente est donné par {X(¢),t > 0} = {(v(?),&(t)),t > 0} défini sur l'espace des états

= ({0} x [0,00[) U ({1} x [0, 00[x]0, 0[) qui admet la limite O*E = {1} x [0, 00[x{0}.
Dans le cas ou la file est vide (v(t) = 0), £(t) = 7(t). Dans le cas contraire i.e. la file est
occupée (v(t) = 1), £(t) = (&1(8),&(t)) = (7(t), V(1)) tel que V(t) est le temps d’attente

virtuel.

A partir d’un état initial (1,7,v) et aprés un temps infinitésimal h, le processus { X (t)}
passe vers l'état (1,74 h,v—h) avec la probabilité (1 —A(7)h) et avec la probabilité A\(7)h
il passe vers 'état (1,7, v+Y —h) ou 7’ € [0, h] et Y est une variable aléatoire possédant

la méme distribution que F'. Dans ce cas, le générateur infinitésimal s’écrit comme suit :

Ggf(1,r,v) =

Sl 7 = S 40 [1F.0v+9) = FL )] dF()

o6



D’autre part, si le processus démarre d’un état initial (0, 7) alors le générateur infinitésimal

est donné par

Gf(o,7)= aa (0,7) + A7 / f(1,0,9) — f(0,7)] dF(y).

Le domaine ®(G) est constitué des fonctions f qui sont différentiables par rapport a 7 et

v pour tout v, T et v, qui satisfont la condition aux limites

f(l,T, O) - f(077_7 0),

et vérifient les conditions d’intégrabilité

/f(l,O,V—I—y)dF(y)—f(l,r,v) < 00;
0

/f(LO,y)dF(y) — f(0,7)] < ooc.

3.1.3 File M/G/c

Dans ce modéle, les clients arrivent dans le systéme un par un selon un processus de
Poisson de taux A. Les durées de service sont des variables aléatoires i.i.d de méme dis-
tribution générale F'. Les ¢ serveurs sont identiques et servent les clients dans leur ordre
d’arrivée. Comme la file d’attente est soumise a des arrivées individuelles de Poisson, la
probabilité que deux services ou plus soient achevés est négligeable dans un intervalle de
temps exponentiel. Ainsi, lorsqu’il y a des clients dans la queue, un seul serveur peut étre
inactif a la fois. En outre, le processus des arrivées et le processus de service sont supposés

étre indépendants.

L’état du systéme a l'instant ¢ est donné par le PDMP {X (¢),t > 0} = {(C(t), Y (t)),t >
0} défini sur 'espace des états E = N x RS. Pour chaque état (n,y) = (n,41,...,9.) € E,
la premiére composante n représente le nombre de clients en attente et les composantes
y; représentent le temps de service résiduel dans le iéme serveur. Dans le cas ot le éme

serveur est libre, y; = 0.

Pour tout z = (n,y) € E et t € R, la fonction de flux ¢(¢, ) est définie par

(b(t,l’) = (TL, (yl - t)+7 ctt (yc - t)Jr);

o7



avec (y; —t)T = max(0,y; — t).
De plus, le temps écoulé jusqu’a ce que le serveur suivant soit inactif est donné par

L(y) min{y; : 1 <i<¢, y; >0} poury # 0;
«\Y)=
00 pour y = 0.

Dans ce qui suit, deux mesures de transition ()1 et ()5 seront introduites pour capturer les
transitions qui peuvent se produire. La mesure de transition (); est associée au processus

des arrivées et est donnée par

Smnt11a(y) pourn > 1, [Ty > 0;
Q1(z;{m} x A) = _ ‘ =1
Omm |1 1a;(y;)Pr(A;) pour i = min{l :y, = 0};
J#i
pour tout x € Eet A = A;x,...,xA; avec A; € Br, ou Bg, est la o-algebre des en-

sembles de Borel sur l'intervalle R, .

Notons que 9, est le symbole de Kronecker et le dernier cas dans la définition de (1 est &
prendre en compte uniquement dans le cas n = m = 0. Dans ce cas, la mesure (), refléte la
transition (0, y1, ..., ¥i—1,0,Yix1,- -, Ye) — (0,91, Yio1, Yi» Yix1, - - -, Ye) Telative & un
nouveau client externe entrant dans le systéme qui rejoint immédiatement le premier ser-
veur inactif. Le premier cas est relatif a la transition (n,y,...,4.) — (n+ L, y1, ..., %)
correspondante au cas ol le nouveau client entrant trouve tous les serveurs occupés et

rejoint ainsi la file d’attente.

La mesure de transition (); est associée au cas ol I'un des serveurs devient inactif.
S’il v a des clients en attente dans la queue, il commencera immédiatement a servir
un nouveau client. Ceci fait référence a la transition (n,y1,...,%i-1,0,Yir1,.--,Yc) —

(n—1, 91, Yiz1,Yis Yit1, - - -, Ye). Ainsi, la mesure de transition ()3 est donnée par

Omn—1 % I[ 1a;(y;)Pr(4;) pourn > 1, y; = 0;
Qa(x;{m} x A) = j#i

Smm X 1a(y) pour n = 0.

D’aprés Breuer|6], la représentation par le PDMP {X (¢),t > 0} = {(C(¢),Y(¢)),t > 0}
défini sur E = N x RS est légérement imprécise comme le cas n = 0 ne correspond pas
& un saut. En posant E = (N x RS) U ({0} x UZ|RE), le processus X (t) se conforme
exactement a la spécification de Davis [17]. Ainsi, les sauts correspondants au cas de la
file vide (n = 0) et au moins un temps de service non achevé (U;_} R ) peuvent également

étre capturés.
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3.2 Etude de la file M/G/1 avec une distribution géné-
rale des temps de rappels dans le cadre d’'un PDMP

Dans cette section, nous traitons la file d’attente M /G /1 avec une distribution générale
des temps de rappels comme étant un PDMP au lieu de I'étudier en utilisant les méthodes
classiques telles que la chaine de Markov incluse et la méthode de la variable supplémen-
taire. Cette nouvelle approche permet d’étudier la dynamique d’un modéle aussi complexe
de maniére plus approfondie ainsi que de déterminer les quantités de performance en ré-
gime transitoire a travers les martingales associées, ce qui est difficile a élaborer méme
pour les files d’attente Markoviennes simples. En effet, la modélisation par les PDMPs a
été introduite pour analyser plusieurs modéles dans la littérature notamment les systémes
de files d’attente [6] et les modéles épidémiques [10, 32]. Cependant, la similitude entre la
dynamique du modéle SIR avec une distribution générale des durées d’infection et celle
de la file d’attente M /G /1 avec des temps de rappels distribués selon une loi générale, qui
est clairement mise en évidence par Gomez-Corral et Lopez-Garcia [32], nous a le plus
motivé a réaliser les travaux dans Meziani et Kernane (62, 61].

Dans cette section, nous commengons par modéliser la file M/G/1 avec une distribu-
tion générale des temps de rappels par un PDMP dans le cas d’une politique de rappels
classique et dans le cas d’une politique de rappels constante. Ensuite, pour chaque mo-
déle, nous présentons les martingales associées. Enfin, nous calculons le nombre moyen de
clients bloqués dans l’orbite en régime transitoire en utilisant les martingales déterminées

précédemment.

3.2.1 File M/G/1 avec politique de rappels classique

Le modeéle considéré est la file M/G/1 avec des temps de rappels distribués selon une
loi générale. Les clients arrivent dans le systéme selon un processus de Poisson de taux
A. Chaque client entrant qui trouve le serveur occupé rejoint l'orbite. Les durées de ser-
vice sont i.i.d. et ont la méme fonction de distribution générale F. Aprés une période
de temps aléatoire dans l'orbite, chaque client bloqué répéte sa tentative pour accéder
au service. Les temps de rappel sont i.i.d. et ont la méme fonction de distribution géné-
rale GG. Les inter-arrivées, les durées de service et les temps de rappel sont supposés étre
mutuellement indépendants. Le modele étudié peut étre représenté comme un PDMP
de la manicre suivante. Soit {X () = (v(t),£(t));t € Ry}, ou v(t) = (C(t),N(t)) et
&(t) = (Y(t),R(t)), le PDMP décrivant I’état du systéme a l'instant ¢. La composante
C'(t) représente I'état du serveur (C'(t) est égal & 1 ou 0 selon que le serveur est occupé
ou libre), N(t) est le nombre de clients bloqués, Y'(t) est le temps de service résiduel et
R(t) = (Ri(t), Ra(t),..., Ry (t)) ot Ri(t) désigne la durée restante du temps de rap-

pel du kieéme client bloqué avec 1 < k < N(t). Le processus considéré est défini sur

99



I'espace des états E = (Eq U 0*Eg) U (E; U 9*E,), ou Ey = {(0,n,0,7r1,r9,...,7,),n €
NO<rp <rg <o <mpb, OEg = {(0,n,0,0,79,...,7,),m € N*0 < ry < -+ <r,},
E, = {(,n,y,r1,72,...,m),n € Ny > 0,0 < r; < 1y < -+ < r,} et OE; =
{(1,n,0,7r1,r9,...,1),n € NNO <1 <1y < -+ <r,}. Cette formulation particuliére
de l'espace des états E nous permet de spécifier facilement la mesure de transition Q(z;.)
de {X(¢)} et nous pouvons voir qu’elle est entiérement adéquate & notre cas o tous les

clients bloqués réessaient de capturer le service simultanément.

Définissons la fonction de flux ¢ :

(Oa n, Oa (Tl - t)+7 (T2 - t)Jra BRI (Tn - t)+) pour x € EO;

o(t, ) =
(Ln,(y—0)", (ri =), (ro—t)", ..., (rp, —t)7) pour x € E.

Nous donnons en outre quelques notations pour une utilisation ultérieure. Soit B, la
o-algeébre des ensembles de Borel sur l'intervalle |a, b[ et 3, la o-algébre de Borel sur 1’en-
semble F(™ = {(uy,...,u,) € (]0,00])" :uy < -+ < uy,}.

Dans le méme esprit que Gomez-Corral et Lopez-Garcia [32] et Breuer|6], afin de décrire
plus nettement les sauts qui peuvent se produire, nous allons introduire trois mesures de
transition @)1, Q2 et Q)3 qui refléteront les transitions associées au processus des arrivées,

a ’achévement du service et au délogement d’un client bloqué de I'orbite, respectivement.

Pour les états x € Eg, la mesure de transition @(x;.) est donnée par
Q1(z; {1} x {n} x Ax B) = Pe(A)1p(ri,...,m),

ou A e B(O,oo) et B € f3,.
La mesure de transition ¢ (z;.) capte la transition de I’état (0,n,0,7q,...,7,) vers I'état
(1,n,y,r1,...,r,) relative & un nouveau client externe entrant dans le systéme qui rejoint

immeédiatement le serveur inactif.

Pour les états € 0"Eg, A € By €t B € fB,—1 la mesure de transition Qs(z;.) est

donnée par
Qg(l’, {1} X {n — 1} x A % B) = PF(A)]_B(T‘Q, Ce ,7"“).

Il s’agit de la transition de l'état (0,n,0,0,ry,...,1,) vers U'état (1,n — 1,y,7,...,7r_;)

qui se produit lorsqu’un client bloqué rejoint le serveur inactif.

De la méme maniére, nous déterminons les mesures de transition Qq(z;.) et Qq(z;.)

pour les états = € E; et z € 9y, respectivement. La mesure de transition Qi(x;.) est
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spécifiée comme suit :
(i) Pour A € B(y,«), B € B(o,,) et les ensembles C' € f3,,,

Qi1(z; {1} x {n+ 1} x Ax BxC) =14(y)Ps(B)1c(r1,..., ).
(ii) Pour A € By, les ensembles B € i, C € By, r,,,) et les ensembles D € 3,_y,
Q1(z; {1} x{n+1} x Ax BxCxD) =14(y)1p(r1,...,7:)Pc(C)1p(rgs1, .-y n)-
(iii) Pour A € B(g,), les ensembles B € §, et C € By, o),
Qi1(z; {1} x {n+ 1} x AXx BxC)=14y)lp(ry,...,mn)Pe(C).

La mesure de transition @ (x;.) refléte la transition de 'état (1,n,y,7,...,r,) vers 'état
(I,n+1,y,7},...,7,,7,,,) correspondante au cas ol un client entrant trouve le serveur
occupé et rejoint 'orbite. Ainsi, il devient un client bloqué et un nouveau temps de rappel
résiduel généré a partir de G doit étre ajouté au vecteur (r,...,7,) a sa position appro-
priée, ce qui donne un nouveau vecteur des temps de rappel résiduels (rf,..., 70,7, )

/ / /
avec 1y < - <1y < Ty

Enfin, la mesure de transition Qo(z;.) associée a la transition de I'état (1,n,0,r,...,7,)

vers 'état (0,n,0,71,...,7,), lorsque le serveur devient inactif, est donnée par

Q2(x;{0} x {n} x {0} x A) =1a(ry,...,70),

ou A € f3,.

Notons que, pour notre processus, le taux des sauts est exactement le taux d’arrivée

A. Par conséquent, nous avons A(t, z) f Ao ))ds = At.

Martingales associées

Nous présentons dans cette section les martingales associées au PDMP qui modélise

le systeme de file d’attente avec rappel considéré en utilisant son générateur infinitésimal.

Théoréme 3.1 (Meziani et Kernane [62]). Pour 0 < 2 < 1,0< 20 <1,y>0d§ >0 et

n > 0la fonction
N(t)

00,80 v (0, 2O oo @ (3.1)
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avec

( (A —=nd)t — In{Az00r(0) + 7}

+In{\z §)[e=PAz2er@)FNt _ 1] 4 X2 0) + our C(t) = 0;
oty — T 1Os(0 | eapr(d) ) pour O =0

\ (A = Az90R(0) —md — )t pour C(t) = 1.

est une martingale pour les états x € Eq(y), ot

[e. 9] o0

ps(y) = /e‘wdF(y);v >0 et pg(d) = /6_‘”610(7’);5 2 0.

0 0

Preuve. Le générateur infinitésimal du processus {(X(t),t)}, agissant sur une fonction
fl,n,y,r, ... 1, t) € D(G), est donné par

Gf(0,n,0,7r,7r9, ... 1T, t) = )\/[f(l,n,y,rl,rg,...,rn,t) — f(0,n,0,7ry, 79, ... .70, t)]dF (y)
0

(3.3)

n

o 0
— 2 a—m‘f(()’n,o,rl,?"% e ,Tn,t) + af(())n)())/rl’,ré? s ,’l"n,t)~

Gf(,n,y, 11,79, ,Tp,t) = /\/[f(l,n+ Ly, 71,79, oy Ty g1, t) (3.4)
0

— f(,n,y, 1,12, T, 8)]dG(rpg)

n

0 0
_a_yf(l,n,y,rl,rg,...,rn,t)—Za—mf(l,n,y,rl,rg,...,rmt)

k=1
+ 0 f(1 t)
— Ny Y, T1,72, oo, Tny ).
375 y LY, 11, T2, )
Ou D(G) est le domaine du générateur G qui comporte les fonctions f(i,n,y,71,...,7n,1)
qui sont différentiables par rapport a y,ry,...,7r, et t pour tout i,n,y,r1,...,7,, t, qui
satisfont les conditions limites
£(0,1,0,0,79,..., 70, t) = /f(l,n— Ly, i, oy D)AF(y); (3.5)
0
f(,n,0,r, ... rp,t) = f(0,n,0,71, ..., 70, t); (3.6)
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ou (riy,....r. )= (rq,...,r,) et qui vérifient les conditions d’intégrabilité
1

/f(l,n,y,rl,...,rn,t)dF(y) — f(0,n,0,7r1, ..., t)| < 00; (3.7)

/f(l,n+ Ly, 1, Ty a1, DAG (Ty1) — f(Ln,y, e, -0y, )| < 00, (3.8)

Définissons maintenant la fonction

n
. 5>y,
Flim,y,m1, 7, Ty t) = 220 We =1l (3.9)

ou 6;(t) est donné par Eq.(3.2) pour C(t) =1, i € {0, 1}.

En substituant Eq.(3.9) dans Eq.(3.3) pour 7 = 0, nous obtenons

Gf0,n,0,71,79,...,1,1) = )\/[21673’691(’5)90“) —1)dF(y) + 2(5 + 0;(t)
J —

= Az MO0 0 (4) — X+ nd + 0)(t)

(A220R(8) + 7)6—(A22<PR(5)+’Y)
Az105(7)[e=P#290r@)+7) — 1] + Azopr(d) +
—A+nd+AX—nd

©s(7)

(>‘Z2<PR((S) + fy)e_(/\ZQSDR((S)-i-'y)
Az1pg(7y)[e~Az29r@+7) — 1] + Az2p0R(0) +

- )\21905(7)

=0.

De méme, nous substituons Eq. (3.9) dans Eq. (3.4) pour i = 1.

gf(lanayﬂ’lﬂ"%- © . JTTH >\/ —OTn+1— 1 dG(Tn—‘rl) +’Y+n5+@ ( )
0

= A2opr(6) — A+ +nd + 01(t)
= A299Rr(0) = A+ v+ nd+ X — Azapr(d) —nd — v
=0.

Ainsi, en vertu de la propriété du générateur infinitésimal, Eq.(3.1) est une martingale

pour le processus { X (t)}. O

Notons que O () (t) a été déterminée en résolvant le systéme des équations différentielles
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ordinaires (ODEs)

A2195(7)e® — (A — nd)e®® gy (t)eP® = 0;
A2pRr(0) — A+ +nd +0i(t) = 0;

avec 0;(0) = 0 pour i € {0,1}. Ce systéme est obtenu en remplagant Eq. (3.9) dans
Gf(0,n,0,7r,79,...,7n,t) =0et Gf(1,n,y,71,72,...,7s,t) = 0.

Théoréme 3.2 (Meziani et Kernane [62]). Soient 79 et 7y les temps d’arrét qui mettent
fin a la période d’inactivité du serveur (quand le processus reste dans Eg) et a la période
d’occupation du serveur (quand le processus reste dans Eq), respectivement.

Les processus

f(C(t),N(t),Y(t),R(t),t) — f(0,N(0),0,R(0),0) — Oftgf((), N(s),0,R(s),s)ds (3.10)

et

t
fC@®),N(@#),Y (1), R(t),t) = f(1,N(0),Y(0),R(0),0) — [ Gf(1,N(s),Y(s),R(s),s)ds
0
(3.11)
définis pour pour t € [0, 70| et t € [0,71], respectivement, sont des martingales pour toute

fonction f € D(G).

Preuve. En exploitant la proposition 1.1 ainsi que le générateur infinitésimal Eq.(3.3)-

Eq.(3.4) le résultat est immédiatement obtenu. O

Il convient de noter que selon le traitement de notre modele comme étant un PDMP,
les temps d’arrét 7 et 7y sont donnés par les variables aléatoires min(A(t), Ry (t)) et Y (),
respectivement. La composante A(t) correspond au temps d’inter-arrivée qui suit une

distribution exponentielle de paramétre .

Nombre moyen de clients dans ’orbite

Dans cette section, nous allons tirer ’espérance conditionnelle du clients dans ’orbite
pendant les périodes d’inactivité et d’occupation du serveur séparément. Pour ce faire,
nous utiliserons principalement le résultat du théoréme 3.2 ci-dessus. En effet, les auteurs
dans Dassios et Zhao [15] ont montré que cette méthode basée sur les martingales permet
de calculer tous les moments de N (t) sans tenir compte de la condition de stabilité (voir
théoréme 3.6 et théoréme 3.8 dans [15]).

Théoréme 3.3 (Meziani et Kernane [62]). L’espérance conditionnelle du nombre de
clients bloqués N (t) sachant que N(0) = ng et Y (0) = yo (lorsque Y (t) € E;) est donnée
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par :

ng + At pour t € [0, 7o);
1
no + At + M—(yo —t—py(t)) pour te[0,7].
1
o
Ot py = [ydF(y) est le moment d’ordre 1 de la fonction F et py(t) est Uespérance du
0
temps de rappels résiduel pour t € [0, 1].

Preuve. En posant f(i,n,y,71,...,7,t) =y + nuy et vérifiant les conditions Fq.(3.5) —

Eq.(3.8) d’appartenance au domaine D (G), nous avons
Gf(0,n,0,71...,7,t) = Ay et Gf(L,n,y,ry ... ,Tn,t) = Apg — 1.

t
D’aprés le théoreme 3.2 ci-dessus, Y (¢) + N(¢)p1 — nops — [ Apads et Y(t) + N(¢) 1 —
0

¢
Yo — nopn — J(Apg — 1)ds sont des martingales. Ainsi, pour ¢ € [0, 7]
0

EIN®)|N(0) = no] = no + M — iE[Y(t)] (3.12)
et pour t € [0, 7]
E[N(t)[N(0) = ng, Y(0) = yo] = no + A\t + i (yo —t — E[Y(2)]). (3.13)
En outre, nous avons
E[Y (1) = 0 pour t € [0, 7p];
py (t) pourt € [0, 7].
En substituant E[Y (t)] dans Eq.(3.12) et Eq.(3.13), le résultat est atteint. O

Notons que 'espérance du temps de service résiduel peut étre déterminé comme suit.
Soit S la variable aléatoire qui représente la durée de service d’un client dans le systéme

considéré. Le temps de service de résiduel Y (¢) est donné par

Y(t) =85 —tS>t.
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Ainsi, d’aprés Guess et al. [34]

py (t) = E(Y (1))

o

1 _
= W/F(u)du

3.2.2 File M/G/1 avec politique de rappels constante

Nous considérons le méme modéle précédent avec une politique de rappel différente :
la politique de rappels constante. Aprés une période de temps aléatoire dans 'orbite, le
client bloqué qui est en téte de 'orbite répéte sa tentative d’obtenir le service. De ce fait,
les clients bloqués rappellent pour le service suivant leur ordre d’entrée dans 'orbite. Le
modele ainsi décrit est modélisé par le PDMP {X (¢) = (C(t), N(t)), (Y (t), R(t));t € RT}
défini sur E = ({eo} UEq U 0*Eg) U ({e1} UE; U O*Eq) tel que eg = (0,0,0,0),Eq =
{(0,n,0,r),n € N*,r > 0},0*Ey = {(0,n,0,0),n € N*} e; = {(1,0,y,0),y > 0}, E; =
{(1,n,y,r),n € Ny >0,r >0} et 0*E; = {(1,n,0,7),n € N*,r > 0}.

Les trois mesures de transitions @1, Q2 et Q3 qui décrivent les sauts du PDMP {X (¢)}
sont données comme suit.

Pour les états ey et x € Eg, la mesure de transition ()7 associée a ’arrivée d’un nouveau

client dans le systéme est donnée par
Q1(eo; {1} x {0} x A x {0}) = Pp(A);

Q1(z; {1} x {n} x Ax B) = Pp(A)1p(r).

Ou A, B € B(O,oo)-

Pour les états x € 0"Eg et A,B € B, la mesure de transition ()3 relative & un

client bloqué qui rejoint le service est donnée par
Qs(x; {1} x {n —1} x Ax B) = Pp(A)Ps(B).

Dans ce cas, lorsque un client quitte 1’orbite pour accéder au service, un autre client blo-
qué sera en téte de I'orbite et un nouveau temps de rappel résiduel » > 0 ainsi que un
nouveau temps service résiduel y > 0 seront générés a partir de G et F', respectivement,

de sorte que la transition (0,n,0,0) — (1,n — 1,y,7) se produise.

Pour les états ey et x € £, la mesure de transition ) est déterminée comme suit.

Qu(er; {1} x {1} x Ax B) = 14(y) Pa(B);
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Qu(z; {1} x {n+1} x Ax B) = 1a(y)15(r).

Avec A, B € B(o,x)-

Enfin, la mesure ()5 pour les états x € 0*E; est donnée par

Qa2(;{0} x {n} x {0} x A) = 14(r);

Ou A € Bp,0)-
Comme pour le modéle précédent, le taux de sauts est .

Martingales associées

Soit
G£(0,0,0,0,1) :)\/[f(l,o,y,o,t) — £(0,0,0,0, )] dF(y)
0

0
+ af(ov 07 07 07 t)a

Gf(0,n,0,rt) =X [ [f(1,n,y,rt)— f(0,n,0,7r )] dF(y)

8f(0n0rt)+ f(OnOrt)

oo

GF(1,0,4,0,8) = A / (L Ly, rt) — F(1,0,5,0,8)] dG(r)

0

0 0
- a_yf<1707y707t> + af(]wo?yaoat)a

Gf(Ln,y,r,t) =X[f(1,n+1,y,r,t) — f(1,n,y,rt)]

0 0

- 8_yf<1anay7T7 t) - Ef(lanayar7 t)
0

+ af(17n7y7r7 t)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

le générateur infinitésimal du processus {(X (¢), )} agissant sur les fonctions f(i,n,y,r,t) €

D(G) qui sont différentiables par rapport & y,r et t pour tout i,n,y,r et t, qui satisfont
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les conditions limites

f(0,n,0,0,t) f,n—1,y,r t)dF(y)dG(r); (3.18)
/]
f(1,n,0,r,t) = f(0,n,0,7,t); (3.19)

et qui vérifient les conditions d’intégrabilité

f(1,0,y,0,t)dF (y) — f(0,0,0,0,t)| < o0; (3.20)

f(,n,y,r,t)dF(y) — f(0,n,0,7,t)| < oo; (3.21)

f(,1L,y,rt)dG(r) — f(1,0,y,0,t)| < occ. (3.22)

0\8

Les martingales associées au PDMP modélisant le modéle de file d’attente avec politique

de rappels constante sont présentées dans les deux théorémes suivants.

Théoréme 3.4 (Meziani et Kernane [62]). Pour 0 < z; < 1,0 <20 <1,y >0¢etd >0

la fonction

ZIC(t) Zé\’(t)e—vY(t)e—(SR(t)e@X(t)(t) (3.23)
avec )
At + In(wy) si X(t) = eo;
(A=90)t+1In(wy)  si X(¢t) € Ey;
A=)t +1In(ws) st X(t) = es;
\()\—)\22—7—5)t si X(t) € Eo.
Ou
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Y — Anps(V)ws + Azips(V)wse !

w1 = 7
Y
o — Azg + 7 — Az1os(y) + )\21(105<7)€—(>\z2+7)t ‘
’ Azg + 7y ’
w Azg + 0 — )\22@3(5) + )\Z2¢R(5)6—(>\22+5)t
3 = '

)\224‘5

est une martingale pour les états x € E, ou

/e WAdF(y);v >0 et @gr(d) :/e_érdG(r);5> 0.
0 0

Preuve. En définissant la fonction
Flin,y,r,t) = Zizpe e e, (3.25)

ou 0,(t) est donnée par Eq.(3.24), nous avons

gf(O 0,0,0, t )\/ z€ 7Y 01,0,5,0(1) _ :0(0,0,0,0)(¢ ] df( )+ 920’07070)(t)ee(o,o,o,o)(t)
0

o M
= Az195(7)wse (=Nt _ )\7 {’y — Az105(7)ws + AzlgOS(’y)wge’”’t}

{ \ Az1ps(y)wsye

v — Az1p5(7)ws + Azipg(y)wse
At

e
X 7 {7 — Az1ps(y)ws + /\Zl@s(ww:se_ﬂ’t}

o e)\t
= Az1ps(y)wse” TV — )\7 {7 = Az1ps(v)ws + Az1ps(7)wse "}

B
+ >\7 {7 = Aps(V)ws + Az1os(y)wse "} — Az1ps(y)wse” (V!

=0.
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Gf(0,n,0,r1) )\/ zzye Ve elumynt) — pne=0rebonon®] dF(y) 4 §2ge 0 elomnon(®
0

+ €y gy (D) 000

= )‘21752 905(7)6_&6(’\_”;_7_5” + (6 — A)2ge w0
by —(Az2+)t
T R e
w2

= Az1z5p0s(7)e —Org(A=A2f—y—d)t + (6 — N)zhe” O ogeN =00t
+ 20e7 (N — 5)6(’\_5)th — z5e” T)\Zl@5(7)6_(>\22+7)t6(>\_6)t
=0.

Gf(1,0,y,0,t) Au/n 2z We M elunun ) — 217 Wel0000 O] dG(r) 4 vz eV el0 000
0

+ z1e7 7 0(1’07%0) (t)e 0(1,0,5,0)(t)

= Az1zae WPR(6)eN =TT (g — N)zpe e My
P —(Az2+9)t
Lo [y gy AR
w3
= Az1zoe WPR(0)eN A2 (4 — N)ze Wiy

+ ze7 (A = 7)e” P20 — 2 e A2 0R(8)eP M wg

= 0.

gf<]'7 n,y,n, t) =A [2269(17%%”(15) — 60(17”1917“)(15)] —+ 760(1 n,y, r) + 56'9(1 n,y, r)(t + 0(1 g )(t)ee(l’n7y7T)(t)
=0.

Ainsi, d’apreés la propriété du générateur infinitésimal, Eq.(3.23) est une martingale pour
le processus {X (¢)}. O

Notons que Ox(t) est solution du systéme

eemé]El (t) _ ()\ _ 5)607:6]E0 _I_ 9336]};0( )ea}e]}zo (t) — 07

60””:51 (t) — Aeez:eo (t) —|— 0;260( )6 z=¢e( (t) = 0’
)\ZQQOR(§)60””EE1 ) _ (A — 7>eax:el(t)9;:€1 (t)eew:el(t) = 0;

Az — A4y 40+ 0,5 (t) =0.

4
Az SOS(V
) Az 805(7

)
)
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Afin d’énoncer le théoréme suivant, nous définissons les variables aléatoires 7y et 74
comme étant les temps d’arrét qui mettent fin a la période d’inactivité du serveur (lorsque
X(t) € eg UEy) et a la fin de la période d’occupation (lorsque X (t) € e; UE;), respecti-

vement.

Théoréme 3.5 (Meziani et Kernane [62]). Pour toute fonction f € ©(G), les processus

F(C(1), N(1),Y (t), R(t),t) — (0, N(0),0, R(0),0) — / GF(0,N(s),0, R(s),s)ds (3.26)

et

t

f(C1),N(@),Y (1), R(t),t) — f(1,N(0),Y(0), R(0),0) — /gf(LN(S)»Y(S),R(S)>S)d3
’ (3.27)

définis pour t € [0, 7] et t € [0,71], respectivement, sont des martingales.

preuve. Le résultat est obtenu en exploitant la proposition 1.1 et le générateur infinitésimal
donné par Eq.(3.14)-Eq.(3.17).
Notons que, pour X(t) € {eo} U{e1}, R(t) = 0 lorsque N(t) = 0. O

Comme précédemment, les variables 7y et 7; peuvent étre identifiée d’aprés le traite-
ment du processus { X (¢)} dans le cadre d'un PDMP. De ce fait, 7o = min(A(t), R(t)) et

Nombre moyen de clients dans ’orbite

Comme dans le cas de la politique de rappels classique, dans cette section, nous allons

tirer ’espérance conditionnelle des clients bloqués en régime transitoire.

Théoréme 3.6 (Meziani et Kernane [62]). L’espérance conditionnelle du nombre de
clients bloqués N(t) sachant que N(0) = ng, Y(0) = yo (lorsque Y(t) € e; UE;) et
R(0) =19 (lorsque R(t) € Eg UE, ) est donnée par

0 st X (t) = ep;
E[N(t)|N(0) = no] = ,
no + (ro + (A1 — )t —vg(t)) si X(t) € Ey;
M1+ 11
pourt € [0, 7] et par
0 si X(t) = ey;

EIN(t)|N(0) = no] =

n0+>\t+ (yo—i"f‘o—Qt—,uy(t)—VR(t)) SZX(t) EEl;

H1 + vy
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pourt € [0, 7].
Ot vy = [rdG(r) est le moment d’ordre 1 de la fonction G et vg(t) =
0

Preuve. Posons f(i,n,y,r,t) =y +nu; +r+ nvy. Les conditions (3.18) — (3.21) d’appar-

tenance au domaine D (G) sont vérifiées. D’oul

gf<07n707r7 t) = )‘/14 -1 et gf(lanayara t) = )‘(:ul + Vl) —2.

¢
D’aprés le théoreéme 5 ci-dessus, Y (t) + N (t) 1+ R(t) + N (t)v1 —nopn —novs —ro — [ (A —
0
t

L)ds et Y(t) + N(t)p1 + R(t) + N(t)v1 — yo — nopn — ro — novs — [ [A(pa + 1) — 2]ds sont
0
des martingales. Ainsi, pour ¢ € [0, 7] et X (t) € Eq

E[N(t)lN(O) = Ny, R(O) = 7"0] =ng+

(ro+ (A — 1)t = E[Y (1)] - E[R(t)]) (3.28)

p1+ 1

et pour t € [0,71] et X(t) € E;

E[N(t)|N(0) = ng, Y (0) = yo, R(0) = ro] = no-+At-+ (yo + 70 — 2t — E[Y (t)] — E[R(t)]).

M1+
(3.29)

En outre, nous avons

0 pour t € [0, 7];

EY ()] = R

py (t) pourt € [0,7].

et
0 pour X (t) € eg Uey;
E[R(t)] =

vr(t) pour X(t) € Eg UE,.

En substituant E[Y (t)] et E[R(t)] dans Eq.(3.28) et Eq.(3.29), le résultat est atteint. [

72



Chapitre 4

Approximation par les processus de

diffusion dans les files d’attente

Dans une file d’attente avec rappels, le nombre de clients dans l'orbite est une quan-
tité stochastique représentée par un processus défini sur un espace des états discret qui
est généralement l’ensemble des entiers naturels N ou une partie de cet ensemble. Par
conséquent, ce processus posséde des trajectoires discontinues. En outre, si ce processus
posséde la propriété de Markov alors il est dit processus de Markov a sauts.

L’approximation d’un processus de Markov & sauts par un processus de diffusion
consiste a approximer un tel processus de Markov par un processus avec un espace des
états continu et des trajectoires presque siirement continues tout en maintenant la pro-
priété de Markov du processus initial. Une approximation des trajectoires discréetes par des
trajectoires continues demeure justifiée car les tailles des sauts sont souvent infiniment
petites par rapport a la taille totale du systéme modélisé. Il existe plusieurs méthodes
d’approximation des processus de Markov & sauts par des processus de diffusion qui sont
présentées de maniére détaillée dans Fuchs [29].

Dans la théorie des files d’attente, I’analyse qui consiste a approximer le processus qui
décrit le systéme par un processus de diffusion est connue sous le nom d’approximation
dans le trafic intense (heavy traffic approximation). Ces approximations, également ap-
pelées théoremes limites, sont réalisées sous certaines conditions sur les paramétres du
modeéles tels que le taux d’arrivée, le nombre de serveurs, la taille de la population, .... En
effet, I’étude asymptotique d’un modéle de file d’attente sert, en particulier, & approximer
les distributions données par des formules complexes par des distributions standards telles
que la distribution normale et la distribution gamma relatives & des processus Browniens
si les paramétres infinitésimaux satisfont certaines conditions.

Dans le travail de Falin [22], une file d’attente périodique a été étudiée dans un trafic
intense en utilisant la méthode de convergence du générateur. Cette méthode, qui consiste
a mettre en place un processus réduit en multipliant le processus a approximer par une

quantité qui tends vers 0, est I'une des méthoses utilisées dans ce travail. La seconde mé-

73



thode considérée est basée sur 'utilisation de des propriétés asymptotiques des processus
des arrivées et de service dans des files d’attente simples [40, 52, 53|. En outre, ’approxi-
mation dans le trafic intense a également été établie dans des modéles de files d’attente
complexes. En supposant un faible taux de rappels dans la file M/M/c avec rappels, le
nombre moyen de clients dans 1'orbite a été approximé par un processus de diffusion dans
Falin [23]. Dans le travail de Liu et al. [60], ’approximation par un processus de diffusion

a été établie en considérant une séquence de files d’attente & double entrées.

4.1 Approximation dans un trafic intense pour des files

Markoviennes simples

Nous considérons qu’il y a un trafic intense dans une file d’attente lorsque le taux
d’arrivée augmente de telle sorte que la condition de stabilité du systéme s’approche de
1. Les approximations dans un trafic intense sont généralement établies pour le processus
{N(t),t > 0} décrivant le nombre de clients dans le systéme & l'instant ¢. Pour une file
d’attente dépendante de I’état (c’est-a-dire la loi du processus des arrivées et la loi du
processus de service dépendent de 'état du systéme), {N(¢),t > 0} est un processus de
naissance et de mort défini sur un espace des états discret E; = {0,..., K} (K < 00).
La dépendance est représentée par la moyenne 1/\, et la variance o,, du processus des
arrivées et la moyenne 1/p,, et la variance oy, du processus du service. Les processus
stochastiques considérés sont supposés étre indépendants. D’aprés Kimura [52], 1'idée
de base des approximations par les processus de diffusion pour les files d’attente est
d’approcher le processus évalué { N (¢),t > 0} par un processus de diffusion homogéne dans
le temps { X (), > 0} avec une trajectoire continue sur un intervalle E. = [z¢, 2] (—00 <
o < T < 400) en utilisant des propriétés asymptotiques des processus des arrivées et
de service. Il a été démontré que ces approximations sont efficaces dans le cas du trafic
intense [40, 52, 71].

4.1.1 Détermination de l’intervalle E.

Soient E(t) le nombre de clients arrivants dans le systéme dans l'intervalle |0,¢] et
D(t) le nombre de clients sortants du systéme dans l'intervalle ]0,¢]. Alors, le nombre de

clients dans le systéme a 'instant ¢ est donné par
N(t) = N(0)+ E(t) — D(t), t > 0. (4.1)
Soit I, un intervalle de E. correspondant & I’événement P(N(t) = n),n € Eq4 tel que

Iy = {0} et I, :]xn—la xn]7
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ou z, € K4 est une séquence croissante avec

2o=0 et UI [0, z].

nely

En général, les bornes de E,. sont supposées étre réfléchissante (reflecting boundaries) pour

que le processus de diffusion { X (¢)} soit régulier dans [zq, zx]| avec —00 < z¢ < K < +00.

4.1.2 Calcul des paramétres de diffusion

Soit dX (t) = X (t)— X (0) 'accroissement du processus { X (¢) } accumulé sur un 'inter-
valle infinitésimal ]0, ¢]. Alors, pour tout = € E,, le processus { X (¢)} peut étre caractérisé

par les limites suivantes :

ala) =l 4 B [dX(6)]X(0) = (42)

1
= lim — X ()| X(0) =x|.
b(x) lim tVar [dX ()| X (0) = ]
Ces paramétres sont supposés étre constants par morceaux, c¢’est-a-dire pour tout = € I,

a(x) = ap; (4.3)

L’hypothése des paramétres constants par morceaux est basée sur la correspondance
naturelle entre les événements N(t) = n et X (¢) € I,. De plus, le processus possédant les

paramétres Eq.(4.3) est bien défini et sa trajectoire est toujours continue.

Afin de calculer les paramétres de diffusion, nous allons faire appel au théoréme élé-
mentaire de renouvellement.
Par hypothése {E(t), t > 0} est un processus de renouvellements, alors d’aprés Eq.(1.3)

nous avons

E[E(t)] = A\ut; (4.4)
Var[E(t)] =~ \2o2 t.

n-an

Le processus {D(t), t > 0} n’est pas un processus de renouvellement mais dans le cas
d’un trafic intense, le serveur sera occupé la plupart du temps. Ainsi, d’aprés Heyman

[40], {D(t), t > 0} peut étre approximé par un processus {D(t), ¢t > 0} tel que

E[D(t)] ~ Mnt; (4.5)



En remplacant D(t) par D(t) dans Eq.(4.1) et en utilisant Eq.(4.4) et Eq.(4.5), nous

obtenons les résultats approximatifs suivants

EIN(1)]

%/\n_ ns
: 2

IO IVIN

n n" a,n

Par conséquent, le processus {N(t), t > 0} peut étre approximé par un processus de

diffusion {X (¢), t > 0} avec les paramétres infinitésimaux

ap = Ay — lln pourn=1,..., N, (4.6)
by, = A3o? +uiaik pourn=1,..., N.

n" a,n

4.1.3 Application pour une file M/M /1 simple

Nous considérons un systéme d’attente ou les clients arrivent un par un selon un
processus de Poisson de paramétre A. Les durées de service sont des variables aléatoires
i.i.d d’'une méme loi exponentielle de parametre p. L’état du systéme a l'instant ¢ est
décrit par le processus {N(t),t > 0} défini sur E; = N. Sa condition de stabilité est
p = ﬁ < 1. Dans le trafic intense (c’est-a-dire lorsque p ~ 1), {N(¢),t > 0} peut étre
approximé par un processus de diffusion {X(¢)} dfini sur E. = R*. La moyenne et la
variance infinitésimales sont obtenues en posant A\, = A\ et p,, = p pour tout n € N dans

Eq.(4.6). Ainsi, les paramétres de diffusion sont donnés par

U =\ — 1 pour n € N; (4.7)
bp =X+ u pour n € N.

Distribution stationnaire du nombre de clients dans le systéme

Soit p(z, t|xg, to) la densité de probabilité conditionnelle du processus { X (¢) } qui vérifie

I’équation de fokker-Planck suivante.

0 9] A p 02
ap(x,t\aro,to) =—(\— u)%p(x,ﬂxg,to) + 5 92 (x, t|zo, to). (4.8)

Soit p(x) = tlggo p(z, t|xo, to) la distribution stationnaire du processus {X(¢)}. Alors, en

passant & la limite dans Eq.(4.8), nous obtenons

9] A p 0
0=~ = ) gple) + “E =p().
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C’est une équation différentielle ordinaire (EDO) du second ordre dont la solution est

donnée par
A=p)

p(r) = A+ Be* 3w ¥,

avec [ p(z) =1, lil%p(x) = 0. et A, B sont des constantes réelles.
0 T—
D’ou 5 \
(z) = Mg%}”x

, x> 0.
A+ a

2(p=N)
At

est attendu puisque le nombre de clients dans le systéme d’une file M/M /1 suit une loi

. Ce résultat

C’est une densité de probabilité d’une loi exponentielle de paramétre

géométrique qui est I'analogue discret de la loi exponentielle.
Notons que, dans le trafic intense, la condition du stabilité du systéme p s’approche in-
tensivement de 1 mais elle y reste toujours strictement inférieure. Ainsi, comme \ < g

alors p — A > 0.

Nombre moyen approximatif des clients dans le systéme

Soit X la variable aléatoire qui approxime le nombre de clients dans le systéme de la
file M/M/1 a I’équilibre. Nous avons vu précédemment que X suit une loi exponentielle
de parametre 2(u — A) /A + p. Pour une loi exponentielle de paramétre v, la moyenne est

donné par 1/v. Ainsi,

A+ I1+p
ST VR )
Comme p = 1 alors
2
B(X)~ " P — B(N).

2(1—p) 1-p
Avec N est la variable aléatoire qui représente le nombre de clients dans le systéme de la
file M/M/1 a I’équilibre et E(N) est son espérance mathématique(Voir Eq.(2.3)).

4.2 Approximation dans un trafic intense pour une file
périodique

Une file périodique est un systéme d’attente dans lequel les clients arrivent selon un
processus de Poisson périodique. Le phénoméne de périodicité en file d’attente se produit
généralement dans les copieurs ou les duplicateurs lors de I'arrivée de la charge de travail.
Ces modeles ont été étudiés auparavant par Takacs 77|, Reich |72, 73|, Hasofor [39]
et Harrison et Lemoine [38]|. Les recherches sur les files périodiques ont montré que ces

systémes sont caractérisés par 1’existence d’un régime stationnaire périodique au lieu d’un
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régime stationnaire dans son sens ordinaire (Voir Falin [22]). Néanmoins, la détermination
de la distribution stationnaire périodique est trés compliquée et ne peut se faire qu’a ’aide
d’un ordinateur.

Dans ce qui suit, nous présentons une méthode approximative par les processus de
diffusion établie par Falin [22]. Cette approximation a été réalisée dans le cas d'un trafic
intense en utilisant le principe de la moyenne qui stipule qu'une file périodique est ap-
proximée par la file stationnaire correspondante avec le taux d’intensité cumulé A sous
certaines conditions.

Le processus étudié est le temps d’attente virtuel V' (¢) dans la file M(t)/G/1. Les
clients arrivent dans ce systéme selon un processus de Poisson périodique avec la fonction
d’intensité A(t). Les clients sont servis suivant leur ordre d’arrivée et les durées de service
sont des variables aléatoires i.i.d de la méme distribution générale ' de moyenne p; =

I3 ydF(y) et de variance o finie. La condition de stabilité de ce systéme est Ay < 1
¢
avec A(t) = [ A(s)ds et A = A(1).
0
Pour effectuer I'approximation présentée dans Falin [22], Pauteur a considéré une sé-
quence de n files d’attente M(t)/G/1 avec des fonctions d’intensité A, (). Les distributions
de service sont supposées étre indépendantes de n.

Soit 7(t) la partie fractionnelle de t. Cette variable supplémentaire est introduite afin

d’obtenir un processus de Markov homogene (V' (t), 7(¢)) défini sur E = R, x [0, 1].
En partant d’un état initial (v, t) et aprés un temps infinitésimal h, le processus (V' (), 7(t))
passe vers l'état (v—h, 7+ h) avec la probabilité (1 —A(7)h), et avec la probabilité A(7)h il

passe vers I'état (v—h+Y,7+h) ou Y est une variable aléatoire générée de la distribution

F. Ainsi, le générateur infinitésimal associé s’écrit

Gf(v,7) = %f(v,T)—%f(v,T)—l—/\(T)/[f(v+y,7) — f(v,7)]dF(y), pourv >0, 0 <7 < 1.

Pour le point initial (0, 7), le générateur infinitésimal est donné par

Gro,7)= %f(O,T) + )\(T)/[f(y,T) — f(0,7)]dF(y), pour 0 < 7 < 1.

Le domaine ®(G) est constitué des fonctions f qui sont différentiables par rapport a v et

T et qui satisfont la condition limite

f(vv 1) = f(U,O).

Cette condition signifie que le processus est étudié sur une période égale a 1.
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Soit (V%) : T(nt)> le processus réduit défini sur 'espace E = R, x [0, 1]. Le générateur

infinitésimal associé est donné par

Gnf(v,7) = nA(T) flo+

1) = £0,1)] dF ) + g 100 = Vi (0, 7) + o(0)

Y
v

= nA(T)

%% (v ,7)} dF<y)+na%f(v,T) —ﬁ%f(mHO(l);

= VAN o F (0 T+ AT 5
—ﬁﬁmw+mx
= VAo (07 + SAT)

2 1 2

0
902 5 f (v, ) — 5/\(7)wf(%7)#2 + ngf(vﬁ)

2

0 0
5o (0T g f(0.7) = Vs f(0.7) 4 o(1);

pour v >0 et 0 <7 <1 avec us = [ y*dF(y), et
0

2

G F(0,7) = VANT) o F(0, )i+ SN(T) 5 F(0, 7 )it + - 7(0.7) 4 o1)
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La condition de différentiabilité et la condition limite ne changent pas pour le domaine

D(Gy).

Pour toute fonction de classe C? (c’est-a-dire sa dérivée premieére est continue et déri-

vable et sa dérivée seconde est continue), définissons la fonction

Fulo.) = J(0) + = (0)a(r) + 1" (")

ou les fonctions ¢(7) et h(7) seront déterminées ultérieurement.

Pour ces fonctions, le générateur infinitésimal est alors donné par

G Fo(0,7) = VAF(0) Ty = L g(r)70) | s = D) + 3\ + 1) |+

G Fo(0,7) = VAf (O e+ 9]+ £(0) [Nrpg(r) + A7)+ ()| + o(0)

et la condition limite devient



Dans le trafic intense (c’est-a-dire lorsque lim A,, = Mil), la convergence vers un pro-
n—o0

cessus de diffusion ne se fera que sur la premiére coordonnée du processus (V(t),7(t)).

Les fonctions g et h doivent vérifier les équations

N =1+ g1(r) = = (19
(N — Dglr) + GA )i+ H(7) = e (4.10)

Pour obtenir une approximation indépendante de 7, les constantes c; et ¢y seront déter-

minées a partir des conditions limites.
L’équation (4.9) permet d’obtenir

o(r) =7 — A + a7 + 9(0).

NG

De la condition limite g(1) = ¢(0) nous obtenons

1 = —\/ﬁ(l - An,ul).
Ainsi,
9(1) = pu — A(T) 1 + g(0);

avec p, = Nppq.

Ce qui implique

T

h(T) = coT + %ATILLQ + /(1 — A(s)p1)g(s)ds + h(0).

A partir de la condition limite A(1) = h(0), on obtient

o — H2
5 = —.
21
D’apres Falin[22], lim —y/n(1—p,) = —m+o(1). Par conséquant, en utilisant les fonctions
n—oo

g(T) et h(7), nous obtenons
Tim G fu(v,7) = —mf'(v) + 2“—:1 F(0) = Gof ().

En suivant la méme démarche pour le point (0,7), on montre que les f € D(G)
doivent vérifier la condition f(0) = 0. Ceci implique que le générateur G, correspond a
un processus de Wiener régularisé a 1'origine avec une moyenne infinitésimale m et une

variance infinitésimale po /2.
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4.3 Approximation dans les files d’attente avec une dis-

tribution exponentielle des temps de rappels

Le nombre de clients bloqués dans ’orbite est une quantité de performance importante
pour les files d’attente avec rappels. Dans le cas d’une distribution des temps de rappels
exponentielle, plusieurs travaux ont présenté des formules explicites pour cette quantité
[26, 28, 5]. Tandis que dans le cas d'une distribution des temps de rappels générale, la
majorité des travaux ont porté que sur des études approximatives [8, 74, 75]. Cependant,
dans le travail de Meziani et Kernane [62], les auteurs ont pu tirer une expression explicite
du nombre moyen de clients bloqués dans 'orbite en régime transitoire pour la file M/G/1
avec une distribution des temps de rappels générale étudiée a travers les PDMPs.

Nous intéressons dans ce qui suit a ’approximation par les processus de diffusion dans

des systémes de file d’attente avec une distribution des temps de rappels exponentielle.

4.3.1 File M/M/c dans le cas de taux de rappels faible

Le comportement asymptotique d'une file d’attente avec rappels est souvent influencé
par le taux de rappels. Pour plusieurs raisons, dans les applications, le cas le plus important
est le franchissement de la limite » — 0. Pour le modéle de base a plusieurs serveurs décrit
le chapitre 2 de ce travail, ce probléme a été considéré en premier lieu par Cohen [11] qui
a étudié le comportement asymptotique du nombre moyen de clients dans 1'orbite. Les
investigations dans le régime permanent (A < ¢) ont prouvé que la limite lim E(N) = a

n—0
existe et elle est unique, o a est la racine positive de I’équation algébrique

(A < (A
AAta)S +“ _ +a (4.11)

=0

avec a < ( NE Ensuite en 1985, Falin [21] a montré que la distribution du nombre de

clients dans 'orbite en régime stationnaire est asymptotiquement gaussienne de moyenne

2
. 1 3 : bY J
% et de variance — X ¢ a + /\_acéc aH — Z (a <Z‘6( er'a) )

v

Dans ce qui suit, nous présentons ’étude approximative du nombre de clients dans

l'orbite établie par Falin [23]. Pour ce faire, 'auteur a considéré le processus centré ré-
duit (C (%),X (%)) = <C’ (L), VuN (%) - %) a l'équilibre (A < ¢) et lorsque v — 0.
Le défi principal rencontré lors de cette approximation est le fait que seule la deuxiéme
coordonnée du processus, qui correspond au nombre de clients dans ’orbite, converge vers
un processus de diffusion. Pour remédier & ce probléme, I'auteur a utilisé la méthode de
démonstration des théorémes de limite fonctionnelle en théorie des files d’attente (Voir

Burman [7]).
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N
états E = {0,1,...,¢}x]0, +o0[ est déterminé comme suit. En partant d’un état initial

Le générateur infinitésimal du processus (C (L), VN (L) - i) défini sur l'espace des

(i,2) € E avec i < c et aprés un temps infinitésimal h, les transitions possibles du proces-
sus (C (3) , X (3)) sont :

v v

t
e (i,x) — (i+ 1,z) avec la probabilité A—;
v

e (i,z) — (i+ 1,2 — \/v) avec la probabilité ( " 4

7

a
_>t;
14

14

Les probabilités de transition ci-dessus sont obtenues en considérant le changement de

t
e (i,z) — (i — 1,x) avec la probabilité i—.

variables suivant. Le temps passe de t & 5 et le nombre de clients dans 'orbite passe de

n a % + 2 pour chaque réalisation du processus (C (%) , X (i))

v

Ainsi, le générateur infinitésimal est donné par

X

6.1 (6:0) = Mr(e+1.0)-s0.0)+ (=

+ ) (L 2=V~ ]+ -1,0) -,
pour ¢ < c¢ et par

G f(e,7) = ~[f e+ V) = fle. o) + Slf(e = 1.2) = fle o)

pour I'état initial (¢, x).

Le domaine ®(G,) du générateur infinitésimal G, se constitue des fonctions f qui sont

différentiables par rapport a x pour tout 0 <1 < c.

Définissons maintenant la fonction

fulisz) = f(z) + Vv f(@)g + v (@)h

ou les constantes g; et h; seront déterminées ultérieurement.
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Pour ces fonctions, le générateur infinitésimal s’écrit alors

G f, (i) = \%f’(x) (@4 N)(girt — 01) — a+ i(gis — g0)]
+af (x)(gis1 — g — 1)
+ £'(2) [(a+ N (hiss = hi) + 5 = agips + i(hiy = hi)
+ o(1), pour 0 <i<e¢—1;

Gof, (e, x) = %f’(w)[A T (g — g2)]
F17(0) 3+ At s — )

+ o(1).

Pour v — 0, le générateur G, f, (i, z) converge vers une limite qui ne dépend pas de

i si les fonctions g; et h; sont choisies de telle sorte que, pour une certaine fonction B(x),

nous avons
(@+N)(git1—9:) —a+i(gi-1—9:)) =0  pour 0 <i<c—1; (4.12)
A+ e(ge-1 = ge) = 0; (4.13)
2 (@) g1 — g = 1)+ (@) { (@t V(i = ) (4.14)
+g—agi+1+i(hi71—hi)}:B(l’) 0<i<c—1
f//<x) {% + Age + c(hc,1 — hc)} = B(:L’) (4.15)

Le systéme Eq.(4.12)-Eq.(4.13) admet une solution si et seulement si le paramétre a
satisfait Eq.(4.11).

Ainsi,
. j &
B a J! (A+a)
gz—go+>\+ajzo(/\+a)jko k!

i—1

0<i:<c—-1

Le systéme Eq.(4.14)-Eq.(4.15) admet une solution si et seulement si

c—1

Be) = { (5+0) ol et (416

2 =
(a+ /\)j> o

J!

[ f @) g5 =9 = D)+ () (5 —agin) |} % ( C

=0

83



Pour les fonctions g; et h; ainsi choisies, nous avons limo G, f,(i,x) = B(x).
v—s
En utilisant Eq.(4.11), Pexpression de Eq.(4.16) s’écrit donc

A—alc—N)

Blw) = - Ata

rf'(z)

" a PR - / (A +a)* ’
+ f(z) )\+a(A—a(c—)\)) /\+ac+22 /\_|_a (k k! >

2
= —axf'(x) + 5 (@)
= Gofo(z).

Gofo(x) est le générateur correspondant & un processus de diffusion avec une moyenne

infinitésimale —ax et une variance infinitésimale o2 avec

A—alc—N)
T T ava

c—1 7

2 a a’c! )\+a
7= g e AN (A+a)0+22 >\+a (Z >

k=0

4.3.2 File M/M/1 avec une politique de rappels classique et une

source finie de clients

Considérons le systéme de file d’attente de type M/M/1 avec une source de clients
finie de taille K décrit dans [76] comme suit. Si le serveur est inactif, alors le client en-
trant recoit son service immédiatement et quitte le systéme apres ’achévement du service.
Sinon, si le serveur est occupé, le client arrivé rejoint I'orbite. Les arrivées se présentent
dans le systéme selon un processus de poisson avec un taux \/K. Les temps de service
sont indépendants et exponentiellement distribués avec une moyenne de 1/u. Aprés un
temps aléatoire dans 'orbite, les clients bloqués répétent leurs tentatives d’entrée en ser-
vice indépendamment les uns des autres et les rappels sont générés selon un processus de
Poisson avec un taux v/K. Les temps d’inter-arrivée, les périodes de service et les temps

de rappel sont supposés étre mutuellement indépendants.

Soit (C(t), N(t)) le processus de Markov décrivant 1’état du systéme a l'instant ¢. La
composante C(t) représente 1'état du serveur (C(t) est égal & 0 ou 1 selon que le serveur
est libre ou occupé) et N(t) est le nombre de clients bloqués on N(t) € {0,1,..., K —1}.

Le générateur infinitésimal du processus (C(t), N(t)) est donné par
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G1(0,1) = (K = )f(Lm) = FO,0)] + Fonlf(Ln =) = FO.m)) (417

G7(1,m) = (K —n = DIf(Ln+1) = F(L )] +ulfO.m) — fLm)]. (418)

Nous allons présenter, dans cette section, la démarche de Meziani et Kernane [63| suivie
pour montrer la convergence du générateur donné par Eq.(4.17) et Eq.(4.18) vers un

générateur infinitésimal qui a la forme suivante

—— (). (4.19)

Approximation par un processus de diffusion

Définissons le processus réduit suivant X (¢) = % Ce processus est défini sur l'es-

pace des états continu [0, .. ., %] Ainsi, il est possible de 'approximer par un processus
de diffusion lorsque K — oo comme le nombre de clients bloqués augmentent avec la

croissance de la taille de la source des clients.

Le générateur infinitésimal du processus (C(Kt), X(¢)) a la forme

G (0.0) = M (1 = 2)[7(1,2) = O] 4k |7 (Lo = ) = £0.0)]

i f(1,2) = AK (1 e %) {f (1,1; + \/%) - f(l,x)} + K0, 2) — f(1,2)].

De méme qu’en Falin [25] et Falin et Templeton [26], pour une fonction arbitraire deux

fois différentiable fr, on définit la fonction

. 1 ! 1 "

Ot ¢; et d; pour ¢ € {0,1} sont des constantes.
Pour ces fonctions fx (i, z), lorsque K — 00, nous avons

Gr [ (0,2) = VE (@) [Mer = ¢o)] + " ()M — do)] + o(1);
Grc fi(Lx) = VE (@) A + pler = o) + f"(2)[Mer = co) + p(dr — do)] + o(1).

D’aprés ce qui a précédé, G fx peut converger pour K — oo vers une limite qui ne

dépend pas de 7 si ¢; et d; satisfont aux conditions suivantes

85



=
—~

8
~—

AMer —¢p) = —=. 4.21
( 1 0) \/F ( )
Mdy — do) = @ (4.22)
-+ s — )] = 22 (429

1 — )] = : .

HiC1 0 VE
b(z
/\(Cl — Co) + M(dl — d()) = (T) (424)
La résolution du systéme des équations Eq.(4.21)-Eq.(4.24) nous permet de trouver
que
A
alz) = —\/Krf’p. (4.25)
p\2

b(z) =2\ —— | . 4.2

@ =2 (%) (4.26)
o

En utilisant Eq.(4.25) et Eq.(4.26), nous obtenons

A 2
i Gucfictin) = VR @)+ (2] 1(0) = Gufo).

. P Ap
Le générateur Gy correspond a un mouvement brownien de moyenne infinitésimale —v/ K -,
P

2
et de variance infinitésimale 2\ <1L) .

—p
Distribution stationnaire

Soit p(x) la distribution stationnaire associée au processus du diffusion { X (¢)}.

Comme I'a montré Newell [67], la fonction p(x) est de la forme

cte

] exp(y(z)); 0<z<zg 1. (4.27)

p(z) = b(_x

Ot y(z) =2 [ 54
0

du.

K — :
Comme zx_ 1 = T — oo lorsque K — oo, alors en substituant Eq.(4.25) et
Eq.(4.26) dans Eq.(4.27), nous obtenons

o) = 2 (1) e (VR (1)) o
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oo
La constante est déterminée en utilisant la condition de normalisation [ p(z)dz = 1.
0

Ainsi,
1—p 1—p
p(z) = VE [ —E ) exp | VK [ —L ) z); x> 0. (4.28)
P P
Donc, pour K — o0, la distribution stationnaire du mouvement brownien approximant

le nombre de clients bloqués dans 'orbite correspond & une distribution exponentielle de

parameétre v K (%).

4.3.3 File M/M/1 avec une politique de rappels constante

Le modeéle considéré est une file d’attente infinie et d’un serveur unique. Les clients
arrivent selon un processus de Poisson de taux \. Les durées de service sont i.i.d d'une
méme loi exponentielle de paramétre p. Si le serveur est libre au moment d’une arrivée
alors le client est servi immédiatement et quitte le systéme a la fin du son service. Sinon,
si le serveur est occupé, le client arrivant se dirige vers l'orbite. Le client en téte de
I'orbite rappelle pour le service et les temps de rappels se produisent selon un processus
de Poisson de taux v. Les inter-arrivées, les temps de service et les temps de rappels sont
mutuellement indépendants. D’aprés Fayolle [28], la charge du systéme est donnée par

p= % et le systeme est stable si p < 1.

Approximation par un processus de diffusion

Le nombre de clients dans l'orbite est décrit par le processus {N(t),¢ > 0} défini sur
I'espace des états E; = N. La probabilité que le serveur soit occupé est p et la probabilité
que le serveur soit libre est 1 — p. Par conséquent, A\p est le flux d’entrée dans l'orbite et

v(1 — p) est le flux de sortir de I'orbite (voir figure 4.1).

H —)E Extérieur
Départ :
Serveur T
___________________ A1 =p)
E Extérieur :v—
o A
v(l=p)
Ap

v

Orbite

FIGURE 4.1 — File M/M/1 avec politique de rappels constante.
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Le processus {N(t),t > 0} peut étre vu comme un processus de naissance et de mort
avec un taux de naissance Ap et un taux de mortalité v(1 — p). En supposant que E(t)
est le nombre de clients entrant dans l'orbite dans 'intervalle du temps ]0,t] et D(¢) le

nombre de clients sortant de l'orbite dans ]0,¢], alors :
N(t) = N(0)+ E(t) — D(t), t>0. (4.29)

Détermination de l’intervalle E.

Soit I,, un intervalle de E. correspondant a I’événement P(N(t) =n),n € E; = N tel
que
Iy = {0} et I, =]n —1,n];

Alinsi,

E.= | I.=1[0,00[.

neENy

Calcul des paramétres de diffusion

D’aprés Heyman [40], Kimura [52] et Pujolle et Wu [71], les paramétres de diffusion
peuvent étre calculés a partir de Eq.(1.8), Eq.(1.9) et Eq.(4.29) en se basant sur le com-
portement asymptotique des processus {E(t)} et {D(t)} et en utilisant le théoréme de
renouvellement. Ainsi, {N(¢),t > 0} peut étre approximé par un processus de diffusion

dont les paramétres infinitésimaux sont

a(z,t) = Ap—v(l —p);

b(z,t) = Ap+v(l—p);

(4.30)

et la densité de probabilité, considérée sous la condition limite 11tin(1) p(z, t|zo, to) = 0 pour
—
x # xg, est
Ap+v(l—p) O 9
2( )8x2p(x,t|x0,to) —(Ap—r(l- P))%M%ﬂ%io) ;x> 0.
(4.31)

I1 a été montré dans Prabhu [70] et ensuite dans Gross et al. [33] que la solution de

0
Ep(xv t|$0, tO) =

(4.31) est donnée par :

e~ lm—zo—(\p—v(1=p))t]* /2(Ap+v(1-p))t

V2r(Ap+v(1—p))t

p(z, t|zo, tg) = (4.32)

Mais ce résultat n’est pas trés significatif & cause de la négligence de la barriére lorsque
x = 0 puisque le systéme peut se vider a n’importe quel instant durant le fonctionnement

de la file d’attente. En tenant compte de cette possibilité, nous rajoutons une condition
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limite supplémentaire :
.0
lim —p(z, t|zo,to) = 0, pour tout ¢t > 0.
x—0 Ot

Cette condition est utilisée aussi car le processus ne peut aller au-dela de zéro vers les

valeurs négatives.
La nouvelle solution est donc donnée par :

_ 1 ~fo—z0—(Ap—w(1-p)) 2 /2N (1—p))t
p(x,t|xo,t0) PO D) [6 ’

Ap—v(1—p)

S v ey (e—[a:+xo—(Ap—u(l—p))t}2/2<Ap+u<1—p))t (4.33)

_2(;:3((11:5))) [2° e~lirban—Qu—r(=p)iP 20+ (1-p)t dyﬂ ‘

Si a(z,t) < 0, alors la solution stationnaire obtenue lorsque ¢ — oo est donnée par :

p(z) = 2(v(1 —p) — )\p)6—2(V(l—p)—)\p)a:/(u(l—p)-i-)\p) ) (4.34)
v(L—p)+Ap ’

C’est une distribution exponentielle indépendante de xy.

Simulation et étude numériques

Soit {X (), > 0} le processus de diffusion approximant le nombre de clients bloqués
{N(t),t > 0}. Alors, en utilisant les paramétres donnés par Eq.(4.30), {X(¢)} vérifie
I’EDS suivante :

dX(t) = (\p — v(1 = p))dt + /Ohp + v(1 — p))dW (L) avec X(0) = . (4.35)

Pour évaluer l'efficacité de la méthodologie d’approximation décrite précédemment,
une étude de simulation a été réalisée. Les algorithmes ont été codés en R. Le nombre
moyen de clients dans 'orbite a été simulé en utilisant Eq. (4.35) en se basant sur la
méthode d’Euler pour A € {1,3,5,6,7}, v = 10 , p = 12 et o € {0,10,40,70,100}.
Le temps de simulation considéré est 7" = 100 pour un pas de dt = 1/1000. Les va-
leurs exactes du nombre de clients dans 'orbite ont été calculées a ’aide de la for-
mule E(N) = tEnOOE(N(t)) = 1’\7”/} [ﬁ + ;} déterminée a partir des probabilités
Eq.(2.4) et Eq.(2.5) comme suit. Les fonctions génératrices correspondantes sont Py(z) =

(1—=1p) [1 - %JFV + m} et P(z) = (1— p)m, respectivement. La fonction gé-
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nératrice du nombre de clients dans 'orbite est donnée par

P(2) = Py(2) + Pi(2) = (1 — p) {1— Aiy + (Aiy+21_1pz)] . (4.36)

Le nombre moyen de clients dans 1'orbite est obtenu en posant z = 1 dans P'(2).
Les expériences ont été répliquées 1000 fois pour estimer les moyennes. A chaque étape

nous avons calculé I'écart relatif en utilisant la formule |(E(N) — X |/X qui a été exprimé

en pourcentage dans le tableau 4.1.

p E(N) X ER x 100%
0.0917 | 0.0176 | 0.4557 96.13
0.325 | 0.2316 | 0.5606 58.45
0.625 1.25 1.0028 26.15

0.8 3.5 1.9413 11.86
0.9917 | 118.4167 | 117.6811 5.44

TABLE 4.1 — Comparaison entre les résultats exacts et approximatifs du nombre moyen de
clients dans l'orbite.

Les valeurs de p € {0.0917,0.325,0.625,0.8,0.9917} correspondent aux valeurs de
A € {1,3,5,6,7}, respectivement. Le choix des valeurs v = 10 et u = 12 a été fait de
sorte que la condition de stabilité du systéeme p = % < 1 soit toujours vérifiée. Les
valeurs du tableau 4.1 indiquent que le nombre moyen approximé de clients dans 1’orbite
se rapproche du nombre moyen exacte au fur et & mesure que les valeurs de p tendent vers
1. Cette constation est confirmée par la diminution de I’écart relatif lorsque les valeurs
de p rapprochent intensivement de 1. Ce résultat rejoint ceux de Heyman [40], Kimura
[52] et Pujolle et Wu [71] qui affirment qu’un processus de naissance et mort peut étre
approximé par un processus de diffusion dans un trafic intense c’est-a-dire p ~ 1. Ainsi,
I’étude & titre illustratif de la file considérée, pour laquelle nous avons traité plusieurs

échantillons, a montré 'efficacité de la méthode d’approximation proposée.
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Conclusion

Cette these vise a apporter une contribution a I’étude des files d’attente avec rappels.
Tout d’abord, dans le premier chapitre, nous avons présenté les processus stochastiques
qui ont été utilisés au cours de notre étude, notamment les PDMPs qui ont été utilisés afin
de décrire un systéme de files d’attente avec une distribution générale des temps de rappels
ainsi que les processus de diffusion qui ont été considérés comme des limites des processus
de Markov décrivant des systémes d’attente avec une distribution exponentielle des temps
de rappels. Puis, dans le deuxiéme chapitre, nous nous sommes orientés vers I’étude des
phénoménes d’attente dans un cadre mathématique. Nous nous sommes essentiellement
concentrés sur la file M/G/1 avec rappels pour laquelle nous avons rappelé certains résul-
tats existant dans la littérature en considérant les différentes politiques de rappels dans le
cas d’une distribution exponentielle des temps de rappels. Nous avons également présenté
les conditions de stabilité de la file M/G/1 avec une distribution générale des temps de
rappels pour les diverses politiques de rappels. Le troisieme chapitre a été consacré a la
modélisation des systémes d’attente par les PDMPs. Comme une premiére contribution,
nous nous sommes intéressés a I’étude de la files M/G/1 avec une distribution générale
des temps de rappels dans le cadre des PDMPs. Cette nouvelle démarche nous a permis
de mieux comprendre la dynamique d’un tel modéle et de déterminer ensuite le nombre
moyen de clients bloqués dans ’orbite en régime transitoire. Enfin, ’approximation par les
processus de diffusion dans les systémes d’attente a été établie dans le quatriéme chapitre.
L’approximation par les processus de diffusion dans les files d’attente avec une distribution
exponentielle des temps de rappels a fait I’'objet de notre deuxiéme contribution consistant
en deux approximations. La premiére approximation a été réalisée en utilisant la méthode
de convergence du générateur infinitésimal et le deuxiéme modéle a été étudié sous cer-
taines propriétés asymptotiques du processus décrivant le nombre de clients dans orbite.
Une analyse numérique des résultats obtenus a également été effectuée, pour la deuxiéme
approximation, afin de montrer 'efficacité de la méthode d’approximation employée.

En effet, le calcul du générateur infinitésimal ainsi que les martingales associ¢es au
PDMP modélisant la file M/G/1 avec une distribution générale des temps de rappels
est la principale contribution de ce travail. De plus, ces résultat nous ont permis de
déterminer le nombre moyen de clients dans l'orbite en régime transitoire. Cependant, a

I’avenir, nous estimons qu’il serait intéressant d’exploiter les résultats théoriques sur la
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distribution stationnaire d’'un PDMP pour étudier le régime permanent dans le modéle de
file d’attente considéré. Il est également important d’envisager des approximations par des
processus de diffusion dans des modeles de files d’attente avec une distribution générale

des temps de rappels modélisés par les PDMPs.
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