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Résumé

Ce travail s’intéresse à l’étude des modèles de files d’attente avec rappels dans deux
directions principales. Dans la première partie de cette contribution, le modèle M/G/1
avec une distribution générale des temps de rappels a été traité dans le cadre des processus
de Markov déterministes par morceaux connus dans la littérature par les PDMPs (Piece-
wise Deterministic Markov Processes). Cette nouvelle approche a permis de déterminer
le générateur infintésimal ainsi que les martingales associées au PDMP modélisant le
système considéré. Ces résultats ont ensuite été utilisés pour calculer le nombre moyen
de clients bloqués dans l’orbite en régime transitoire. Dans la seconde partie, nous nous
sommes intéressés à l’approximation par les processus de diffusion dans deux modèles
de files d’attente M/M/1 avec une distribution exponentielle des temps de rappels. Le
premier modèle avec une source finie de clients a été étudié en utilisant la méthode de
convergence du générateur infinitésimal. Tandis que le second modèle avec une source de
clients infinie a été analysé en se basant sur les propriétés asymptotiques du processus
associé au nombre de clients dans l’orbite.



Abstract

This work is concerned with the study of queuing models with retrials in two main
directions. In the first part of this contribution, the M/G/1 model with a general retrial
times distribution was treated within the framework of piecewise deterministic Markov
processes known in the literature as PDMPs. This new approach made it possible to de-
termine the infinitesimal generator as well as the martingales associated with the PDMP
modeling the system under consideration. These results were further used to calculate
the mean number of customers blocked in the orbit in the transient regime. In the se-
cond part, we were interested in the approximation by diffusion processes in two M/M/1
queueing models with an exponential distribution of retrial times. The first model with a
finite source of customers was studied using the convergence of the infinitesimal generator
method. While the second model with an infinite source of customers was analyzed on the
basis of the asymptotic properties of the process associated with the number of customers
in the orbit.
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Introduction

Les modèles de file d’attente avec rappels sont spécifiés par la caractéristique suivante :
un client arrivant de l’extérieur qui trouve tous les serveurs occupés rejoint une zone
d’attente virtuelle appelée orbite. Par conséquent, il devient un client bloqué au lieu de
quitter le système. Les clients bloqués dans l’orbite sont censés retenter leur chance pour
accéder à la zone de service après un laps de temps aléatoire. Les intervalles de temps
entre ces tentatives sont appelés temps de rappels. Les systèmes de files d’attente avec des
temps de rappels sont considérés comme une partie spéciale de la théorie des files d’attente
qui a un large champ d’applications dans les réseaux informatiques et de communication,
dans les problèmes de production et de contrôle de qualité ainsi que dans les systèmes de
fabrications flexibles.

Les échanges téléphoniques dans un centre d’appels sont une application bien connue
des files d’attente avec rappels dans la littérature. Ce problème a été abordé par Fayolle
[28] dans le cas de la politique de rappels constante en analysant la distribution station-
naire des états du systèmes et la distribution du temps de séjour pour une file M/M/1.
Dans le travail de Artalejo [3], une analyse exhaustive du système de la file M/G/1 avec
rappels et vacances du serveur a été réalisée. De plus, l’auteur a montré que la distribu-
tion du nombre de clients dans le système se décompose en trois variables qui représentent
la durée des vacances, la politique de rappels et la file M/G/1 ordinaire sans vacances
ni rappels, respectivement. La politique de rappels constante a également été introduite
pour analyser des systèmes d’attente avec plusieurs serveurs [5, 65]. Par ailleurs, le taux
de rappels peut dépendre du nombre de clients bloqués dans l’orbite. Les files d’attente
avec rappels possédant cette caractéristique, dite politique de rappels classique, ont été
largement étudiées dans la littérature [25, 26]. En considérant cette politique de rappels,
la propriété de décomposition stochastique de la file M/G/1 avec rappels a été déterminée
dans [1]. Cette étude a été étendue au cas d’une file MX/G/1 avec deux phases de service
hétérogène et des vacances de Bernoulli dans [9]. Dans les travaux de Gupta et Kumar
[35, 36], le régime stationnaire de la file M/M/1 avec rappels a été étudié en supposant
différents types de vacances du serveur. Une étude similaire a été précédemment réalisée
pour ce modèle en supposant qu’une interruption peut être produite par le client pen-
dant le service [43]. Les systèmes de files d’attente avec plusieurs serveurs sont également
analysés en considérant la politique de rappels classique [57, 64].
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Tous les travaux cités ci-dessus ont supposé la distribution exponentielle pour les
temps de rappels. Cependant, dans une partie majeure de cette thèse, nous considérons
une distribution générale des temps de rappels. La recherche dans cette direction est très
compliquée, en particulier lorsqu’il s’agit de la politique de rappels classique. La difficulté
de modéliser un modèle aussi complexe par un processus de Markov, en tenant compte des
temps de rappels écoulés ou résiduels pour chaque client en orbite qui peut comprendre
un très grand nombre de clients bloqués, est à l’origine de cette complexité. Néanmoins,
plusieurs travaux dans la littérature ont abordé ce problème, notamment celui de Kapyrin
[45]. Bien que Falin [24] ait décliné son approche, ce travail reste la première tentative de
généraliser la distribution des temps de rappels dans le cadre d’une étude analytique de
la file M/G/1 avec rappels. En outre, de nombreuses approximations et simulations sont
présentées, non seulement pour des modèles à un seul serveur [78, 2], mais aussi pour des
modèles à plusieurs serveurs [8, 74, 75].

L’analyse des systèmes d’attente avec une distribution générale des temps de rappels
demeure un problème de recherche ambitieux dans la théorie des files d’attente. Dans
la première partie de notre contribution, nous avons abordé ce problème en traitant le
modèle de la file M/G/1 avec une distribution générale des temps de rappels dans le
cadre des processus de Markov déterministes par morceaux (PDMPs) introduits par Davis
[16, 17]. Ces processus ont déjà servi à analyser des systèmes de files d’attente ainsi que
des modèles épidémiques [6, 10, 32]. Cette nouvelle approche nous a permis d’étudier
minutieusement la dynamique du modèle considéré en régime transitoire, après avoir défini
les caractéristiques des PDMPs correspondants dans le cas de la politique de rappels
classique ainsi que le cas de la politique de rappels constante. Ensuite, en utilisant les
générateurs infinitésimaux des PDMPs, nous avons déterminé les martingales associées
qui ont été ultérieurement exploitées pour le calcul du nombre moyen de clients bloqués
dans l’orbite en régime transitoire.

Le nombre de clients dans l’orbite est une quantité de performance essentielle dans
l’analyse des files d’attente avec rappels. En effet, avoir des informations sur cette quantité
en régime permanent permet de trouver des solutions pour plusieurs problèmes importants
rencontrés fréquemment dans les systèmes qui assurent la conception et la maintenance
des données. Pour cette raison, la seconde partie de cette contribution a été menée dans
ce sens. En premier lieu, nous avons approximé le processus modélisant la file M/M/1
avec rappels et une source finie de clients par un processus de diffusion en spécifiant
ses paramètres infinitésimaux par la méthode de convergence du générateur infinitésimal
(voir Fuchs [29]). Puis, en deuxième lieu, nous nous sommes intéressés uniquement au
processus déterminant le nombre de clients dans l’orbite dans la file M/M/1 avec rappels.
L’analyse de ce processus dans un trafic intense a mené à une approximation par un
processus de diffusion. Afin de réaliser ces études d’approximation, nous avons considéré
une distribution exponentielle pour les temps de rappels. Cette hypothèse est nécessaire
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pour la conservation de la propriété de Markov. Une étude numérique a également été
réalisée afin de montrer l’efficacité des résultats obtenus.

La suite de cette thèse est organisée comme suit. Dans le premier chapitre, nous
présentons les processus stochastiques auxquels nous avons recours dans cette étude. Le
deuxième chapitre est consacré à l’étude des files d’attente. Nous présentons d’abord le
formalisme mathématique des files d’attente simples. Ensuite, nous étudions les modèles
de files d’attente avec rappels. La modélisation des files d’attente simples ainsi que des
files d’attente avec rappels par les PDMPs est établie dans le troisième chapitre. Dans le
quatrième chapitre, nous nous orientons vers l’approximation par les processus de diffusion
dans les modèles de files d’attente simples et avec rappels. Nous terminons cette thèse par
une conclusion.
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Chapitre 1

Processus Stochastiques

Un processus stochastique ou processus aléatoire décrit l’évolution de tout phénomène
produit par le hasard dans le temps. La théorie est basée sur les variables aléatoires qui
interviennent dans le calcul classique des probabilités afin de mesurer l’issue d’une expé-
rience, une épreuve ou un évènement aléatoire. Mathématiquement, un processus aléatoire
noté {X(t), t ∈ T} est une famille de variables aléatoires désignées par le paramètre t et
définies sur un même espace de probabilités (Ω,F , P ). Pour chaque instant t ∈ T ⊂ R+, la
variable aléatoire X(t) représente l’état du processus. Un processus stochastique est tou-
jours défini sur un espace des états noté E qui représente l’ensemble de toutes les valeurs
possibles pour la variable aléatoire X(t). Ainsi, pour définir un processus stochastique, il
faut :

• un espace des temps T ;
• un espace des états E ;
• une famille de variables aléatoires {X(t), t ∈ T} définies sur un même espace des

probabilités (Ω,F , P ) et à valeurs dans l’espace des états E.

En outre, la caractérisation de l’ensemble des temps T et l’espace des états E permet
de déterminer les classes des processus stochastiques.

• Si T est un ensemble infini dénombrable alors le processus {X(t), t ∈ T} est dit à
temps discret et il est noté {Xn, n ∈ T}.

• Si T est un intervalle ou un ensemble d’intervalle alors le processus {X(t), t ∈ T}
est dit à temps continu.

• Si E est un espace fini ou dénombrable alors le processus {X(t), t ∈ T} est dit à
espace des états discret.

• Si E est un espace continu alors le processus {X(t), t ∈ T} est dit à espace des
états continu.
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Des relations de dépendance sont aussi présentes entre les variables aléatoires, ce qui per-
met de distinguer les processus stochastiques de manière plus générale.

• Processus croissant : Un processus {X(t), t ∈ T} est dit croissant si

X(t1) < X(t2), p.s. pour tout 0 < t1 < t2.

• Processus à accroissements indépendants : Un processus X(t), t ∈ T est dit
à accroissements indépendants si pour tout 0 < t1 < t2 < t3

P (X(t3)−X(t2) = x,X(t2)−X(t1) = x′) = P (X(t3)−X(t2) = x)×P (X(t2)−X(t1 = x′).

• Processus à accroissements stationnaires : Un processus {X(t), t ∈ T} est
dit à accroissements stationnaires si pour tout 0 < t1 < t2

P (X(t2)−X(t1) = x) = P (X(t2 − t1) = x).

C’est-à-dire X(t2)−X(t1) est égale en loi à X(t2 − t1).
• Processus homogène : Un processus {X(t), t ∈ T} est dit homogène dans le

temps si pour tout 0 < t1 < t2

P (X(t1 + t2)−X(t1) = x) = P (X(t2) = x).

C’est-à-dire, la loi de la variable X(t1 + t2)−X(t1) ne dépend que de t2.

• Processus régulier : Un processus {X(t), t ∈ T} à espace des états continu est dit
régulier si toutes ses versions {X̃(t), t ∈ T} ont des trajectoires t −→ X(t, ω)(ω ∈
Ω) continues possédant les mêmes propriétés de régularité. L’existence de ces ver-
sions est garantie si un tel processus satisfait certaines contraintes sur les moments
de ses accroissements qui ont été énoncées dans le théorème 1.1 ci-dessous.

Théorème 1.1 (Théorème de Kolmogorov-Čentsov). Soit {X(t), t ∈ T} un pro-
cessus dont l’intervalle des temps T ⊂ R et l’espace des états est un espace métrique
complet (E, d). S’il existe des constantes a, b, C > 0 vérifiant pour tout t1, t2 ∈ T :

E [d(X(t1), X(t2))
a] ≤ C|t1 − t2|1+b.

Alors il existe une variation {X̃(t), t ∈ T} de {X(t), t ∈ T} qui est un processus
continu, c’est-à-dire

(i) {X̃(t)} est un processus dont les trajectoires sont presque sûrement des fonc-
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tions continues ;

(ii) Pour tout t ≥ 0, P (X(t) = X̃(t)) = 1.

De plus, les trajectoires de {X̃(t)} sont localement höldériennes d’exposant γ, tel
que 0 < γ < b/a :

d(X̃(t1, ω), X̃(t2, ω)) ≤ Cγ(ω)|t1 − t2|γ pour tout t1, t2 ∈ T.

Nous nous intéressons dans ce chapitre aux processus stochastiques Markoviens qui
sont très présents dans l’étude des files d’attente. Lorsque l’hypothèse markovienne est
vérifiée, c’est-à-dire l’état futur d’un système peut être déduit de son passé récent, les
processus de Markov sont généralement utilisés pour modéliser l’état du système. Afin de
donner la définition formelle de la propriété de Markov, nous présentons les définitions
suivantes.

Définition 1.1 (Filtration). Une filtration est une famille de σ-algèbres (Ft)t∈T telle que
Ft1 ⊂ Ft2 pour tout t1 < t2.

Définition 1.2 (Processus adapté). Le processus {X(t), t ∈ T} est dit adapté à la filtra-
tion Ft, si pour tout t ∈ T , X(t) est une variable aléatoire Ft-mesurable.

Définition 1.3 (Propriété de Markov). Un processus stochastique {X(t), t ∈ T}, défini
sur un espace des états E et adapté à la filtration Ft, vérifie la propriété de Markov si
pour tout A ∈ E et t1, t2 ∈ T avec t1 < t2

P (X(t2) ∈ A|Ft1) = P (X(t2) ∈ A|X(t1)).

Dans le cas où E est un espace discret, cette propriété s’exprime comme suit. Pour les
instants 0 ≤ t0 < t1 < · · · < tn < tn+1 et les états i0, i1, . . . , in−1, i, j ∈ E, nous avons

P{X(tn+1) = j|X(t0) = i0, . . . , X(tn) = i} = P{X(tn+1) = j|X(tn) = i}.

Dans ce cas, le processus est dit sans mémoire comme cette propriété signifie que l’état
actuel résume l’historique du processus et il est susceptible d’influencer son état futur.

Nous présentons dans ce chapitre les processus de Markov qui seront principalement
utilisés dans cette thèse, notamment le processus de Poisson, les processus de naissance et
de mort, les processus de Markov déterministes par morceaux et les processus de diffusion.
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1.1 Chaînes de Markov

Lorsque l’espace des états est discret, les processus stochastiques possédant la proprié-
tés de Markov sont souvent appelés chaînes de Markov.

1.1.1 Chaînes de Markov à temps discret

Définition 1.4 (Chaîne de Markov à temps discret). Un processus stochastique {Xn, n ∈
N} défini sur espace des états E discret est dit chaîne de Markov à temps discret si pour
tout n ≥ 0 et les états i0, i1, . . . , in−1, i, j, nous avons

P (Xn+1 = j|Xn = i,Xn−1 = in−1, . . . , X1 = i1, X0 = i0) = P (Xn+1 = j|Xn = i).

Propriétés de chaînes de Markov à temps discret

• Absence de mémoire : Une chaîne de Markov à temps discret est un processus
sans mémoire, c’est-à-dire, l’état du processus à l’instant n + 1 ne dépend que de
son état précédent à l’instant n et non de ses états aux temps antérieurs.

• Probabilités de transition en une étape : La probabilité de transition d’un
état initial i à l’état final j entre les instants n et n+ 1 est donnée par :

pij(n) = P (Xn+1 = j|Xn = i) pour tout i, j ∈ E.

• Homogénéité dans le temps : Une chaîne de Markov est dite homogène dans
le temps si les probabilités de transition en une étape ne dépendent pas du temps
n :

pij(n) = P (Xn+1 = j|Xn = i) = P (X1 = j|X0 = i) = pij pour tout n ≥ 0.

• Matrice de transition : Les probabilités de transition en une étape pij, i, j ∈ E
constituent une matrice carrée dite matrice de transition qui a la forme suivante

P =



p00 p01 · · · p0j · · ·

p10 p11 · · · p1j · · ·
...

... . . . ...
...

pi0 pi1 · · · pij · · ·
...

... . . . ...
...


.
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La matrice P est une matrice stochastique, c’est-à-dire,
∑
j≥0

pij = 1, i ∈ E.

• Distribution d’une chaîne de Markov : La chaîne de Markov {Xn, n ∈ N} est
complètement déterminée à partir de sa loi de probabilité

π(n) = π(0)×P(n),

où π(n) = {πi(n), i ∈ E} = {P (Xn = i), i ∈ E}, p(0) = {P (X0 = i), i ∈ E} est la
loi initiale de la chaîne et P(n) représente la matrice de transition en n étapes :

P(n) =



p
(n)
00 p

(n)
01 · · · p

(n)
0j · · ·

p
(n)
10 p

(n)
11 · · · p

(n)
1j · · ·

...
... . . . ...

...

p
(n)
i0 p

(n)
i1 · · · p

(n)
ij · · ·

...
... . . . ...

...


pour tout i, j ∈ E avec p

(n)
ij = P (Xm+n = j|Xm = i) = P (Xn = j|X0 = i) pour

tout m,n ≥ 0 est la probabilité de passage de l’état i à l’état j en n étapes pour.

• Équations de Chapman Kolmogorov : Pour n ≥ 0, m ≥ 0 et i, j ∈ E, nous
avons

p
(n+m)
ij =

∑
k∈E

p
(n)
ik p

(m)
kj .

L’écriture matricielle est donnée par

P(n+m) = P(n)P(m).

Ce qui permet de calculer la matrice des probabilités de n passages P(n) comme
suit :

P(n) = P(n−1)P = Pn−1P = Pn.

Ainsi, Pn est la nime puissance de la matrice de transition en une seule étape P.

• Classification des états : Un état peut être

- Accessible : Un état j est dit accessible à partir de l’état i s’il existe n ∈ N
tel que p

(n)
ij > 0.

- Communicant : Deux états i et j communiquent s’ils sont accessibles l’un à
l’autre. La relation de communication entre deux états est notée i←→ j et est
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une relation d’équivalence, c’est-à-dire, elle est : réflexive (i←→ i), symétrique
(si i←→ j alors j ←→ i) et transitive (si i←→ k et k ←→ j alors i←→ j).
L’espace des états E est souvent partagé en plusieurs classes d’équivalence selon
les relations qui existent entre les états. Ainsi, si deux états appartiennent à la
même classe alors ils sont dits équivalents entre eux. Sinon, si ils appartiennent
à deux classes différentes, ils sont dits non équivalents.

- Périodique : Soit d(i) = PGCD{n ≥ 1 : p
(n)
ii > 0} la période de l’état i. Un

état i est dit apériodique si d(i) = 1, sinon il est dit périodique. De plus, si
i←→ j alors d(i) = d(j).

- Récurrent : Un état i est dit récurrent si∑
n≥0

p
(n)
ii =∞.

Cette expréssion est équivalante à∑
n≥1

f
(n)
ii = 1

avec f
(n)
ij = P (Xn = j,Xn−1 ̸= j,Xn−2 ̸= j, . . . , X1 ̸= j|X0 = i) est la probabi-

lité de la première visite de l’état j partant de l’état i après n transitions. D’où,
f
(n)
ii est dite la probabilité de premier retour à l’état i en n étapes.

Soit mi =
∑
n≥1

nf
(n)
ii le temps moyen de retour à l’état i. Alors, un état récurrent

est dit de récurrence positive si mi < ∞ et il est dit de récurrence nulle si
mi =∞.

- Transitoire : Si ∑
n≥0

p
(n)
ii <∞,

alors l’état i est dit transitoire. C’est-à-dire, il est non récurrent.

- Ergodique : Un état est dit ergodique s’il est apériodique et de récurrence
positive.

- Absorbant : Si pii = 1 alors l’état i est absorbant. En d’autres termes, un état
est dit absorbant si la chaîne de Markov ne peut pas quitter cet état une fois
qu’elle y est rentrée.
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Notons que dans une classe d’équivalence, si un état possède une propriété (ré-
curent, transitoire, périodique, ...), alors tous les états appartenant à la même
classe possèdent aussi cette propriété.

• chaîne de Markov irréductible : Une chaîne de Markov est dite irréductible si
elle est défini sur un espace des états E qui forme qu’une seule classe d’équivalence.
Autrement dit, si tous les états communiquent.

• chaîne de Markov absorbante : Si la chaîne de Markov comprend au moins un
état absorbant qui soit accessible de n’importe quel autre état alors la chaîne est
dite absorbante.

• Distribution des états d’une chaîne de Markov homogène en régime
permanent : En pratique, le régime permanent est généralement atteint après un
nombre fini de transitions.

- Distribution limite : À l’équilibre (n→∞), une distribution limite des états
π = {πj = lim

n→∞
p
(n)
ij , j ∈ E} existe si la probabilité que la chaîne de Markov

atteigne l’état j est indépendante de son état initial i.

- Distribution stationnaire : Si la distribution limite d’une chaîne de Markov
à temps discret éxiste, alors elle est stationnaire et est déterminée par

π = πPn.

Le vecteur des probabilités limites π est la solution de ce système sous la condi-
tion

∑
j∈E

πj = 1. Cette distribution est unique et est donnée par :

πj =


1

mj

si j est de récurrence positif;

0 si j est de récurrence nulle ou transitoire.

Pour tout j ∈ E, la probabilité πj peut être interprétée comme la proportion
du temps que la chaine de Markov a passé dans l’état j.

• Chaîne ergodique : Une chaîne de Markove à temps discret est dite ergodique si
πj > 0 pour tout j ∈ E.
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1.1.2 Chaînes de Markov à temps continu

Définition 1.5 (Chaîne de Markov à temps continu). Un processus stochastique {X(t), t ≥
0} défini sur un espace des états E au plus dénombrable est dit Chaîne de Markov à temps
continu si pour tout t′, s ≥ 0 et les états i, j, x(s) ∈ E, on a

P (X(t+ t′) = j|X(t) = i,X(s) = x(s); 0 ≤ s ≤ t) = P (X(t+ t′) = j|X(t) = i) .

Propriétés de chaînes de Markov à temps continu

• Absence de mémoire : L’état futur X(t+ t′) de la Chaîne ne dépend que de son
état présent X(t) et non de ses états antérieurs X(s), 0 ≤ s ≤ t.

• Probabilités de transition : La probabilité de transition de l’état initial i vers
un état j entre les instants t et t′ est donnée par

pij(t, t
′) = P (X(t+ t′) = j|X(t) = i) ; t, t′ ≥ 0.

• Homogénéité dans le temps : Une chaîne de Markov à temps continu est ho-
mogène dans le temps si

P (X(t+ t′) = j|X(t) = i) = P (X(t) = j|X(0) = i) ; 0 ≤ t ≤ t′.

• Matrice de transition : La matrice contenant les probabilités de transition
pij(t, t

′) est donnée par

P(t, t′) =



p00(t, t
′) p01(t, t

′) · · · p0j(t, t
′) · · ·

p10(t, t
′) p11(t, t

′) · · · p1j(t, t
′) · · ·

...
... . . . ...

...

pi0(t, t
′) pi1(t, t

′) · · · pij(t, t
′) · · ·

...
... . . . ...

...


.

Avec
∑
j∈E

pij(t, t
′) = 1 pour tout i ∈ E.

• Équations de Chapman Kolmogorov : Pour tout t, t′ ∈ R+, on a

pij(t+ t′) =
∑
k∈E

pik(t)pkj(t
′).

L’écriture matricielle est
P(t+ t′) = P(t)P(t′).
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• Temps de séjour dans un état : Soit Ti la variable aléatoire désignant le temps
de séjour de la chaîne de Markov {X(t), t ≥ 0} dans un état i ∈ E ⊆ N. Autrement
dit, Ti est le temps passé par la chaîne de Markov {X(t), t ≥ 0} dans l’état i avant
de faire une transition vers l’état j (j ̸= i). Comme la chaîne possède la propriété
de Markov alors la variable Ti vérifie pour tout i ∈ E et t, t′ ≥ 0

P (Ti > t+ t′|Ti > t) = P (Ti > t′) .

Cela signifie que Ti possède la propriété d’absence de mémoire associée à la loi
exponentielle. Ainsi, la variable aléatoire Ti suit une loi exponentielle de paramètre
λi > 0. En outre, la loi exponentielle sert à modéliser des évènements sans mé-
moires caractérisés comme suit. Sachant qu’un phénomène a duré déjà t unités de
temps, la probabilité qu’il dure au moins t+ t′ unités de temps est la même que la
probabilité de durer au moins t′ unités de temps à partir du moment initial qu’il a
commencé de se produire.

• Probabilités de transition instantanées : La propriété de Markov entraine que
l’état suivant j que la chaîne de Markov visitera à partir de l’état i est indépendant
de la variable aléatoire Ti. De plus, cette transition se produit dans une période
de temps très petite. Ainsi, la chaîne de Markov à temps continu passe d’un état
i vers un autre état j avec une probabilité instantanée notée pij. Les probabilités
pij constituent une matrice de probabilités instantanées notée P = (pij)i,j∈E telle
que pii = 0 et

∑
j∈E

pij = 1.

• Taux de transition : Pour tout i ̸= j, les quantités qij = λipij sont appelées les
taux de transition de la chaîne de Markov à temps continu.

• Générateur infinitésimal : Les taux de transition qij constituent une matrice
dite le générateur infinitésimal de la chaîne de Markov à temps continu. Cette
matrice est notée Q = (qij)i,j∈E avec

∑
j∈E

qij = 0 pour tout i ∈ E. D’où,

qii = −
∑
j ̸=i

qij = −λi

∑
j ̸=i

pij = −λi.
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Ainsi, la matrice Q est représentée comme suit.

Q =



−λ0 λ0p01 · · · λ0p0i · · ·

λ1p10 −λ1 · · · λ1p1i · · ·
...

... . . . ...
...

λipi0 λipi1 · · · −λi · · ·
...

... . . . ...
...


.

1.2 Processus de naissance et de mort

Les processus de naissance et de mort sont fréquemment rencontrés dans l’étude des
files d’attente. Cette classe des processus possède la propriété de Markov et se caractérise
par l’apparition et la disparition, autrement dit, la naissance et la mort d’un individu au
sein d’une population en suivant une certaine loi de probabilité.

Définition 1.6 (Processus de naissance et de mort). Un processus de naissance et de
mort est un processus {X(t), t > 0} de Markov à temps continu, homogène et défini sur
un espace des états discret E ⊂ N. À partir d’un état n ∈ E, les seules transitions possibles
pour {X(t), t > 0} sont :

• n −→ n+ 1 : une seule naissance avec un taux moyen λn > 0 pour tout n ≥ 0 ;
• n −→ n − 1 : une seule mort avec un taux moyen µn > 0 pour tout n ≥ 1 avec
µ0 = 0.

Propriétés de Processus de naissance et de mort

• Probabilités de transition : Pour un processus de naissance et de mort, un seul
évènement (soit une naissance ou une mort) peut se produire dans un intervalle de
temps infinitésimal [t, t + h]. Par conséquent, les probabilités de transition d’une
seule étape pi,j(h) = P (X(t+ h) = j|X(t) = i) vérifient les conditions suivantes :

(i) pn,n+1(h) = λnh+ ◦(h) pour tout n ≥ 0;

(ii) pn,n−1(h) = µnh+ ◦(h) pour tout n ≥ 1;

(iii) pn,n(h) = 1− (λn + µn)h+ ◦(h) pour tout n ≥ 0 avec µ0 = 0.

• Matrice de transition : La matrice contenant les probabilités de transition dans
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un intervalle de temps infinitésimal pij(h) est donnée par

P(h) =



1− λ0h λ0h 0 · · · · · · · · ·

µ1h 1− (λ1 + µ1)h λ1h 0 · · · · · ·

0 µ2h 1− (λ2 + µ2)h λ2h 0 · · ·
... . . . . . . . . . . . .


.

• Générateur infinitésimal : Les taux de naissance et de mort constituent le
générateur infinitésimal suivant :

Q =



−λ0 λ0 0 · · · · · · · · ·

µ1 −(λ1 + µ1) λ1 0 · · · · · ·

0 µ2 −(λ2 + µ2) λ2 0 · · ·
... . . . . . . . . . . . .


.

• Équations de Chapman Kolmogorov : Soit pn(t) = P (X(t) = n) la probabilité
que le processus de naissance et de mort soit dans l’état n au temps t. D’après les
probabilités de transition, les équations de Chapman-Kolmogorov s’écrivent comme
suit :p0(t+ h) = (1− λ0h)p0(t) + µ1hp1(t) + ◦(h);

pn(t+ h) = λn−1hpn−1(t) + (1− (λn + µn)h)pn(t) + µn+1hpn+1(t) + ◦(h) pour tout n ≥ 1.

(1.1)
• Distribution stationnaire : Soit pn = lim

t→∞
pn(t) la probabilité que le processus

de naissance et de mort soit dans l’état n à l’équilibre. Alors,

pn =
n∏

i=1

λi−1

µi

p0; (1.2)

avec p0 =

(
1 +

∞∑
n=1

(
n∏

i=1

λi−1

µi

))−1

si la série
∞∑
n=1

(
n∏

i=1

λi−1

µi

)
est convergente.

Les probabilités stationnaires pn sont calculées en passant à la limite (t → ∞)

dans le système des équations de Chapman-Kolmogorov Eq. (1.1) et en utilisant

la propriété
∞∑
n=0

pn = 1 pour déterminer la probabilité p0.
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1.3 Processus de Poisson

Le processus de Poisson est un cas particulier des processus de comptage dits aussi
les processus ponctuels (Voir Cox et Isham [14]). Ce processus est beaucoup utilisé pour
modéliser l’arrivée des clients dans un système d’attente.

Définition 1.7 (Processus de comptage). Un processus {N(t), t ≥ 0} à espace des états
discret est dit un processus de comptage si :

1. N(0) = 0;

2. Pour tout t < t′, N(t) ≤ N(t′);

3. Pour tout t < t′, N(t′) − N(t) représente le nombre d’occurrence d’un certain
évènement dans l’intervalle ]t, t′].

Définition 1.8 (Processus de Poisson). Un processus aléatoire {A(t), t ≥ 0} à espace des
états discret est dit un processus de Poisson de taux λ (λ > 0) si :

1. {A(t), t ≥ 0} est un processus de comptage ;

2. {A(t), t ≥ 0} est un processus à accroissements indépendants ;

3. {A(t), t ≥ 0} est un processus à accroissements stationnaires ;

4. Pour tout t ≥ 0, la variable aléatoire A(t) suit la loi de Poisson de paramètre λt :

P (A(t) = n) =
(λt)n

n!
e−λt pour tout t ≥ 0, n ∈ N.

Propriétés du processus de Poisson

• Loi des inter-occurrences : Soit Sn = Tn − Tn−1(n ≥ 0) le temps séparant les
deux évènements qui se sont produits aux instants Tn−1 et Tn selon un processus de
Poisson de paramètre λ avec T0 = 0. Les variables aléatoires Sn sont indépendantes
et suivent une loi exponentielle de paramètre λ.

• Probabilités infinitésimales : Pour tout t ≥ 0, un processus de Poisson {A(t), t ≥
0} d’intensité λ est caractérisé par les probabilités suivantes :

(i) La probabilité qu’il y ait une seule occurrence dans un petit intervalle de temps
[t, t+ h] est proportionnelle à la longueur de cet intervalle h et le coefficient de
proportionnalité est λ :

P (A(t+ h)− A(t) = 1) = λh+ ◦(h).

(ii) La probabilité qu’il y ait plus d’une occurrence dans un petit intervalle est
négligeable :

P (A(t+ h)− A(t) > 1) = ◦(h).
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(iii) La probabilité qu’il y ait aucune occurrence dans un petit intervalle de temps
est déduite des deux dernières égalités :

P (A(t+ h)− A(t) = 0) = 1− λh+ ◦(h).

Notons que le processus de Poisson est le plus simple des processus de naissance et de
mort, car il s’agit d’un processus de naissance pur.

Processus de Poisson périodique

Le processus de Poisson est caractérisé par un taux d’intensité λ constant. Toutefois,
ce taux peut être une fonction dépendante du temps t. Dans ce cas, nous obtenons un
modèle général dépendant du temps appelé processus de Poisson non-homogène (PPNH)
avec une fonction d’intensité λ(t) ≥ 0, pour tout t ≥ 0 (Garrido et Lu [30]).

D’après Harrison et Lemoine [38], la définition suivante donne la forme la plus simple
d’un processus de Poisson périodique .

Définition 1.9 (Processus de Poisson périodique). Soit {A(t), t ≥} un PPNH avec une
fonction d’intensité λ(t) bornée telle que λ(n + t) = λ(t) pour tout t ∈ [0, 1[ et n ∈ N∗.
Sans perte de généralité, la période est supposée égale à 1. L’unité de temps est considéré
être le jour et un point t ∈ [0, 1[ représente généralement un moment de la journée. Soit

Λ =

1∫
0

λ(t)dt

le taux d’intensité cumulé du processus.
Le processus A(t) est dit un processus de Poisson périodique avec une période d’un jour
et un taux d’occurrence moyen Λ.

1.4 Processus de renouvellement

Un processus de renouvellement, noté {N(t), t ≥ 0}, est un processus stochastique
à temps continu défini sur un espace des états discret à valeurs positives. Ce processus
dénombre les occurrences d’un certain évènement lorsque les temps d’inter-occurrences
sont des variables aléatoires positives indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d).
L’analyse de remplacements des composants fournit un champs d’application important
pour les processus de renouvellement. Dans un ensemble de composants, Xi représente la
durée de vie du ième composant. Le premier composant est mis en place au temps 0. Ce
composant reste fonctionnel pendant X1 unités de temps et est donc remplacé à l’instant
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X1. Le deuxième composant assure une durée de fonctionnement de X2 unités de temps
et est ensuite renouvelé par un troisième composant au temps X1 + X2, etc. Soit Sn le
moment où le nième composant est renouvelé, alors

Sn =
n∑

i=1

Xi;

S0 = 0.

Avec (Xi)i≥1 est une suite de variables aléatoires positives et i.i.d de la même fonction de
répartition FX .

Définition 1.10 (Processus de renouvellement). Un processus de comptage {N(t), t ≥ 0}
décrivant le nombre de remplacements effectués dans un intervalle de temps ]0, t] avec

N(t) = max{n ≥ 0 : Sn ≤ t};

N(0) = 0.

est un processus de renouvellement.

Notons que, lorsque les variables aléatoires Xi sont exponentiellement distribuées, le
processus de renouvellement est un processus de Poisson.

Propriétés des processus de renouvellement

• Taux d’un processus de renouvellement λ > 0 est donnée par

λ =
1

E(X1)
.

• Pour tout entier n ≥ 0, nous avons

P (N(t) ≥ n) = P (Sn ≤ t).

• Fonction de renouvellement : Un processus de renouvellement peut être carac-
térisé par sa fonction de renouvellement donnée par

m(t) = E(N(t))

=
∑
n≥1

P (N(t) ≥ n)

=
∑
n≥1

P (Sn ≤ t).

Si m(t) = λt, alors N(t) est un processus de Poisson.
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• Durée de vie résiduelle moyenne : Soit X la variable aléatoire qui représente la
durée de vie d’une certaine entité. Étant donné que cette entité est agée de t unités
de temps, sa durée de vie restante après le temps t est aléatoire. L’espérance de
cette durée de vie résiduelle est appelée durée de vie résiduelle moyenne. D’après
Guess et al. [34], la durée de vie résiduelle moyenne est définie comme suit.

Définition 1.11 (Durée de vie résiduelle moyenne). Soit FX la fonction de ré-
partition de la variable aléatoire X possédant un moment d’ordre 1 fini. Pour tout
t ≥ 0, la durée de vie résiduelle moyenne est donnée par

µX(t) =

E(X − t|X > t) si F̄ (t) > 0;

0 si F̄ (t) = 0.

Où F̄ (t) = 1− F (t).

Notons que µX(t) peut être considérée comme une fonction de la durée de vie
résiduelle moyenne comme elle est définie pour chaque instant t ≥ 0. Lorsque
F̄ (t) > 0, cette fonction paut s’écrire

µX(t) =
1

F̄ (t)

∞∫
0

F̄ (x+ t)dx

ou encore

µX(t) =
1

F̄ (t)

∞∫
t

F̄ (u)du.

Notons que, dans le cas particulier où la variable aléatoire X suit la loi exponentielle
de paramètre λ, nous avons

µX(t) =
1

e−λt

∞∫
t

e−λudu

=
1

λ

= E(X).

Ce résultat découle de la propriété d’absence de mémoire de la loi exponentielle.

• Comportement asymptotique : À long terme, un processus de renouvellement
se comporte comme un processus de Poisson. Ce résultat est connu sous le nom du
théorème de renouvellement élémentaire.

Théorème 1.2 (Théorème élémentaire de renouvellement). Pour un processus de
renouvellement {N(t), t ≥ 0} avec des temps des inter-occurrences de moyenne
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E(X1) et de variance V ar(X1), nous avons

E[N(t)] ≈ t

E(X1)
= λt, (1.3)

V ar[N(t)] ≈ tV ar(X1)

[E(X1)]2
= V ar(X1)λ

2t

pour de grandes valeurs de t.

1.5 Martingales

Une martingale, en mathématique, est un processus stochastique qui modélise les
gains ou les pertes accumulés par un joueur au cours d’un jeu équitable. La définition
mathématique d’une martingale est donnée comme suit.

Définition 1.12 (Martingale). Un processus {M(t), t ∈ R+} est une martingale par
rapport à la filtration (Ft) si

1. La variable M(t) est intégrable pour tout t ≥ 0 : E(|M(t)|) <∞ ;

2. {M(t), t ∈ R+} est adapté à la filtration (Ft) ;

3. E(M(t)|Fs) = M(s) presque sûrement pour tout s ≤ t.

Si la condition 3. est remplacée par E(M(t)|Fs) ≤M(s) alors {M(t), t ∈ R+} est une
sur-martingale, et si elle est remplacée par E(M(t)|Fs) ≥M(s) alors {M(t), t ∈ R+} est
une sous-martingale.

Propriétés des martingales

• E(E(M(t)|Fs)) = E(M(s)) pour tout s ≤ t.

• E(M(t)) = E(M(0)) pour tout t ≥ 0.

• E(M(t)) est monotone croissante (décroissante) pour une sous (sur)-martingale.

Caractérisation des processus de Markov par des martingales

Pour un processus de Markov {X(t), t ≥ 0} défini sur l’espace des états E, le générateur
infinitésimal G défini sur son domaine D(G) est donné par

Gf = lim
t→0

Ptf − f

t
, pour toute f ∈ D(G) (1.4)
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tel que pour tout t > 0 et x ∈ E

Pt : B(E) −→ B(E)

Ptf(x) −→ Ex (f(X(t))) = E (f(X(t))|X(0) = x),

où B(E) est l’ensemble de toutes les fonctions f : E −→ R mesurables et bornées avec
∥ f ∥= sup

x∈E
|f(x)|.

Le domaine D(G) se constitue de toutes les fonctions f pour lesquelles Gf existe.

Pour toute fonction f ∈ D(G) et pour tout t > 0, nous avons

Ptf(x) = f(x) +

t∫
0

GPsf(x)ds. (1.5)

Ce résultat est connu sous le nom de la formule de Dynkin.

En utilisant l’espérance conditionnelle, cette formule s’écrit

Ex

f(X(t))− f(x)−
t∫

0

Gf(X(s))ds

 = 0.

Ainsi, le processus

M f (t) = f(X(t))− f(x)−
t∫

0

Gf(X(s))ds (1.6)

est une martingale par rapport à FX
t = σ(X(s), s ≤ t) pour tout x ∈ E.

La caractérisation des processus de Markov par les martingales est donnée par le théorème
suivant.

Théorème 1.3 (Koroliuk et Limnios [56]). Soit {X(t), t ≥ 0} un processus stochastique
défini sur un espace des états E et adapté à la filtration

(
FX

t

)
t≥0

. Soit G son générateur
infinitésimal défini sur son domaine D(G). Étant donné que le processus donné par Eq.
(1.6) est une martingale par rapport à FX

t pour toute fonction f ∈ D(G), alors {X(t), t ≥
0} est un processus de Markov généré par le générateur G.

D’après Koroliuk et Limnios [56], le processus {X(t), t ≥ 0} est dit la solution du
problème de martingale du générateur G.
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1.6 Processus de Markov déterministes par morceaux

Les processus de Markov déterministes par morceaux, dits en anglais piecewise deter-
ministic Markov processes (PDMP), ont été introduits par Davis [16] comme étant une
famille générale des modèles stochastiques de non-diffusion. Ces processus de Markov sont
caractérisés par le fait qu’entre deux sauts, le processus ne reste pas constant, mais évolue
de manière déterministe. Ainsi, un PDMP se compose d’une combinaison de mouvements
déterministes et de sauts aléatoires. La classe des PDMPs fournit un cadre pour l’étude
des problèmes d’optimisation, notamment dans les systèmes de files d’attente [6, 17].
Comme l’a montré Davis [16] et ensuite indiqué en détail dans Davis [17], un PDMP peut
être déterminé explicitement à l’aide de trois paramètres ϕ, λ,Q. Soit {X(t)} un PDMP
défini sur un espace des états E qui est structuré comme suit. Soit K un ensemble dé-
nombrable et d : K −→ N une fonction donnée. Pour chaque υ ∈ K, Mυ est un ensemble
ouvert de Rd(υ). Alors, E = ∪υ∈Kυ ×Mυ = {(υ, ξ) : υ ∈ K, ξ ∈ Mυ}. On dénote par E
la σ-algèbre générée par les sous-ensembles de Borel de E. L’état du processus sera noté
X(t) = (υ(t), ξ(t)) et les caractéristiques ϕ, λ et Q sont définies comme suit :

• La fonction de flux ϕυ : (R+ ×Mυ) −→ E.

• Le taux de sauts λ : E→ R+. On suppose que cette fonction est mesurable et pour

tout x = (υ, ξ) ∈ E, il existe ε > 0 tel que
ε∫
0

λ(ϕυ(t, ξ))dt existe.

• Q : (E ∪ ∂∗E) × E → [0, 1], avec ∂∗E = ∪υ∈K∂∗Mυ où ∂∗Mυ = {ξ′ ∈ ∂Mυ :

ϕυ(t, ξ) = ξ′, pour tout (t, ξ) ∈ R+ ×Mυ}, la mesure de transition spécifiant les
localisations post-saut avec Q(x; {x}) = 0. Notons que ∂Mυ est la limite de Mυ et
∂∗Mυ représente les points limites pour lesquels le flux sort de Mυ.

Avec un choix commode de l’espace des états E et des paramètres X, λ et Q il
est possible de modéliser presque tous les processus de non-diffusion trouvés dans la
littérature. Plusieurs applications importantes ont été présentées dans les travaux de Davis
[16, 17].

1.6.1 Chaîne de Markov associée

Le comportement du PDMP dépend des caractéristiques ϕ, λ et Q de la manière
suivante. Soit T1 un temps de sauts de fonction de répartition

Px(T1 > t) =

exp{−
∫ t

0
λ(ϕυ(s, ξ))ds} si t < t∗(x);

0 si t ≥ t∗(x).

La variable déterministe t∗(x) = inf{t ∈ R+ : ϕυ(t, ξ) ∈ ∂∗E} représente le temps jusqu’à
ce que l’ensemble ∂∗E soit atteint à partir d’un état x ∈ E. Soit Z1 une variable aléatoire
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ayant la distribution Q(ϕυ(T1, ξ); .) pour tout x ∈ E. En démarant d’un point x = (υ, ξ) ∈
E, la trajectoire de X(t) pour t ≤ T1 est donnée par

X(t) =

(υ, ϕυ(t, ξ)) for t < T1;

Z1 for t = T1.

En partant de X(T1) = Z1, nous choisissons maintenant le temps d’inter-saut suivant
T2− T1 et l’emplacement après le saut X(T2) = Z2 de manière similaire. On obtient ainsi
une trajectoire déterministe par morceaux (X(t)) avec des temps de transition T1, T2, . . .

et des positions après transition Z1, Z2, . . . . La séquence de variables aléatoires {Zn} est
la chaîne de Markov associée au processus original {X(t)}, de sorte que les résultats
précédents sur les chaînes de Markov à temps discret ont été utilisés pour étudier la
stabilité et l’ergodicité des PDMPs, voir [12, 18, 13]. De plus, on suppose qu’il n’existe
qu’un nombre fini de sauts de X(t) dans tout intervalle de temps fini (voir l’hypothèse 3.1
dans Davis [16] ou l’hypothèse 24.4 dans Davis [17]). Ainsi, si Z0 est le point initial, alors
la chaîne de Markov associée {Zn, n ≥ 0} a pour mesure de transition P : E∪∂∗E∪×E →
[0, 1] donnée par :

P(x;A) =
t∗(x)∫
0

Q(ϕυ(s, ξ);A)λ(ϕυ(s, ξ)) exp(−Λ(s, x))ds

+Q(ϕυ(t∗(x), ξ);A) exp(−Λ(t∗(x), x)).

Où Λ(t, x) =
t∫
0

λ(ϕυ(s, ξ))ds pour tout x ∈ E et 0 ≤ t ≤ t∗(x).

Notons que Λ(t∗(x), x) =∞ lorsque t∗(x) =∞.

1.6.2 Générateur infinitésimal associé

Le générateur infinitésimal est un outil indispensable dans l’étude des modèles de files
d’attente à travers les PDMPs. D’après Davis [16, 17], le générateur G au point x ∈ E
s’écrit pour toute fonction f ∈ D(G) sous la forme suivante :

Gf(x) =
d(υ)∑
k=1

∂

∂ξk
f(x) + λ(x)

∫
E

(f(x′)− f(x))Q(x, dx′).

Notons que D(G) est le domaine du générateur G.

28



SoitM(E) l’ensemble des fonctions réelles et mesurables. On définit l’ensemble

∂∗M(E) =
{
f ∈M(E) : f(x) = lim

t→0
f(ϕυ(t, ξ)) existe pour tout x = (υ, ξ) ∈ ∂∗E

}
;

et la variable
S∗(x) = inf {t ∈ R+ : Px(T1 > t) = 0} .

Le domaine D(G) du générateur G est constitué des fonctions f ∈M(E) vérifiant :

1. La fonction t −→ f(ϕυ(t, ξ)) est absolument continue sur [0, S∗(x)[ pour tout x =

(υ, ξ) ∈ E.

2. La condition limite
f(x) =

∫
E

f(y)Q(dy;x); x ∈ ∂∗E.

3. Bf ∈ Lloc
1 (p), où dans l’intervalle ]Tk, Tk − 1]

Bf(x, s, ω) = f(x)− f(X(s−, ω)

= f(x)− f(ϕυ(s, ξ));

tel que Bf ∈ Lloc
1 (p) si pour n = 1, 2, . . .

Ex

(∑
Ti≤n

|f(X(Tk))− f(X(Tk−))|

)
<∞;

avec X(Tk−1) = (υ, ξ) et p(t, A) =
∞∑
i=1

I(t≥Ti)I(X(Ti)∈A) pour tout A ∈ E.

1.6.3 Martingale associée

Dans cette section, nous allons présenter un résultat essentiel sur les PDMPs.

Proposition 1.1 (Davis [17]). Le processus

M f (t) = f(X(t))− f(X(0))−
t∫

0

Gf(X(s))ds, (1.7)

défini pour toute fonction bornée f ∈ D(G), est une martingale par rapport à la filtration
naturelle du PDMP {X(t)} donnée par Ft = σ{X(s), s ≤ t}.

Preuve 1. — Pour tout t ≥ 0, M f (t) est Ft-mesurable. D’où, M f (t) est adaptée à
la filtration (Ft)t≥0.
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— Pour tout s ≤ t, nous avons d’après Eq. (1.7)

Ex(M
f (t)−M f (s)|Fs) = Ex(f(X(t))|Fs)− f(X(s))−Ex

 t∫
s

Gf(X(u))du|Fs

 .

D’après Davis [17], la propriété de Markov peut également s’exprimer comme suit.

Ex(f(X(s+ t))|Fs) = Ez(f(X(t))|X(s) = z),

pour f ∈ B(E), x ∈ E et s, t ≥ 0.
Ainsi,

Ex(f(X(t))|Fs) = Ez(f(X(t− s))|X(s) = z)

= Pt−sf(X(s)),

et

Ex

 t∫
s

Gf(X(u))du|Fs

 =

t∫
s

Ex (Gf(X(u))|Fs) du

=

t∫
s

Pu−sGf(X(s))du.

D’après la pertie 3. de la proposition 14.10 dans Davis [17], nous avons

Ex

 t∫
s

Gf(X(u))du|Fs

 =

t∫
s

GPu−sf(X(s))du.

En posant le changement de variable r = u− s, nous obtenons

t∫
s

GPu−sf(X(s))du =

t−s∫
0

GPrf(X(s))dr.

D’où,

Ex(M
f (t)−M f (s)|Fs) = Pt−sf(X(s))− f(X(s))−

t−s∫
0

GPrf(X(s))dr.

En s’identifiant à Eq. (1.5), nous avons

Ex(M
f (t)−M f (s)|Fs) = 0,
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ce qui établit la propriété de martingale.

Dans la littérature, cette propriété est généralement appelée "propriété de martingale"
ou "condition de martingale" associée au générateur infinitésimal. Cette propriété signi-
fie que si la fonction utilisée pour calculer le générateur infinitésimal est elle-même une
martingale, alors le générateur calculé sera nul [10, 15, 16, 17]. En effet, cela est dû à
la définition et aux propriétés des générateurs infinitésimaux. Lorsque la fonction f est
une martingale, cela signifie que son espérance conditionnelle future est égale à sa valeur
actuelle, compte tenu des informations disponibles jusqu’à ce moment. Mathématique-
ment, cela se traduit par E(f(X(t))|Ft = f(X(t)), pour tout s ≥ t. En conséquence, si la
fonction utilisée pour calculer le générateur est déjà une martingale, cela signifie que les
termes décrivant les variations futures de la martingale sont déjà équilibrés par l’espérance
conditionnelle, ce qui conduit à un générateur nul.

Il convient de noter que toutes les martingales calculées par la suite dans le chapitre
3 sont adaptées à la filtration naturelle du PDMP considéré.

1.7 Processus de diffusion

Un processus de diffusion est un processus de Markov à espace des états continu avec
des trajectoires presque surement continues. Ce processus modélise mathématiquement
le phénomène de diffusion en physique qui est la trajectoire d’une particule immergée
dans un fluide en mouvement et subissant des déplacements aléatoires provoqués par des
collisions avec d’autres particules. La définition mathématique d’un processus de diffusion
unidimensionnelle stipule qu’un processus de Markov {X(t), t ≥ 0}, défini sur un espace
des états continu E et admettant la fonction p(x′, t′|x, t) comme la probabilité de transition
de l’état x à l’instant t vers l’état x′ à l’instant t′, vérifie l’équation différentielle partielle
(EDP)

∂

∂t
p(x′, t′|x, t) = − ∂

∂x′a(x
′, t′)p(x′, t′|x, t) + 1

2

∂2

∂x′2 b(x
′, t′)p(x′, t′|x, t).

Cette équation est dite équation de Fokker-Planck qui est exactement l’équation de Kol-
mogorov progressive d’un processus Markovien à espace des états continu [29].

Les paramètres infinitésimaux a(x, t) et b(x, t) sont des fonctions continues en x et en
t définies comme suit pour tout h > 0 :

a(x, t) = lim
h→0

1

h
E {X(t+ h)−X(t)|X(t) = x} ; (1.8)
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b(x, t) = lim
h→0

1

h
V ar {X(t+ h)−X(t)|X(t) = x} . (1.9)

La fonction a(x, t) est appelée le paramètre de dérive et la fonction b(x, t) est dite le pa-
ramètre de diffusion ou encore la moyenne et la variance infinitésimales, respectivement.

Le générateur infinitésimal d’un processus de diffusion X(t), agissant sur toute fonction
réelle et continue f pour tout x ∈ E, s’écrit sous la forme suivante :

Gf(x) = a(x, t)f ′(x) +
1

2
b(x, t)f ′′(x).

Pour un processus de diffusion homogène dans le temps, le générateur ne dépend pas de
t. Cela signifie que les fonctions a et b sont indépendantes de t.

Dans ce travail, nous allons considérer les processus de diffusion comme étant des
limites d’autres processus de Markov décrivant des systèmes de files d’attente avec rappel.

1.7.1 Exemples de processus de diffusion

En théorie des probabilités et en statistique, il existe plusieurs processus de diffusion
de base qu’on reconnait d’après la forme particulière de leurs paramètres de dérive et de
diffusion.

Mouvement Brownien

Le mouvement Brownien dit aussi processus de Wiener est l’un des processus de dif-
fusion les plus connus qui intervient fréquemment en mathématiques pures et appliquées,
en économie, en finance quantitative, en biologie évolutive et en physique. Ce processus
possède les propriétés suivantes :

• W (0) = 0.

• Le processus {W (t)} a des accroissements indépendants et stationnaires.
• Pour tout intervalle de temps ]t, t[, la variable aléatoire W (t′) − W (t) admet la

distribution normale N (0, t̃) où t̃ = t2 − t1.

• Le processus Brownien vérifie l’équation de Fokker-Planck

∂

∂t
p(x′, t′|x, t) = 1

2

∂2

∂x′2p(x
′, t′|x, t).

• Si le processus {W (t)} vérifie

∂

∂t
p(x′, t′|x, t) = −µ ∂

∂x′p(x
′, t′|x, t) + σ2

2

∂2

∂x′2p(x
′, t′|x, t),

alors il est dit processus Brownien avec dérive µ et variance infinitésimale σ2.
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Mouvement Brownien régularisé

Le mouvement Brownien régularisé est un processus de Wiener défini sur un espace des
états E de dimension finie avec des frontières réfléchissantes c.à.d les frontières ∂∗E sont
sujettes à un mécanisme de refoulement. Dans le domaine de la recherche opérationnelle,
E est généralement non-négatif. Il a été montré que les mouvements Browniens régularisés
décrivent les modèles de files d’attente soumis à un trafic intense (voir Harrison [37]). Ils
ont été proposés pour la première fois par Kingman [54], puis prouvés par Iglehart et
whitt [?, 42].
Considérons un mouvement Brownien unidimensionnel {Z(t)} démarrant de 0 et limité à
des valeurs positives (une seule barrière réfléchissante à 0) avec une dérive a(x, t) = µ et
une variance b(x, t) = σ2. La distribution de transition correspondante à Z(t) est donnée,
pour tout t ≥ 0, par

P (Z(t) ≤ z) = Φ

(
z − µt

σt1/2

)
− e2µz/σ

2

Φ

(
−z − µt

σt1/2

)
;

avec Φ(z) = 1√
2π

z∫
−∞

e−t2/2dt; z ∈ R est la fonction de distribution cumulative de la distri-

bution normale centrée et réduite N (0, 1).
Si µ < 0, la distribution stationnaire de Z(t) lorsque t→∞ coïncide avec la distribution
exponentielle de paramètre −2µ/σ2. Ainsi,

P (Z ≤ z) = 1− e2µz/σ
2

.

Processus d’Ornstein-Uhlenbeck

Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck est un processus stationnaire de Gauss-Markov, ce
qui signifie que c’est un processus gaussien, un processus de Markov et qu’il est homogène
dans le temps. Les applications de ce processus sont principalement apparues en ma-
thématiques financières et dans les sciences physiques. Mathématiquement, un processus
d’Ornstein-Uhlenbeck {U(t)} vérifie l’équation de Fokker-Planck

∂

∂t
p(u′, t′|u, t) = µ

∂

∂u′u
′p(u′, t′|u, t) + σ2

2

∂2

∂u′2p(u
′, t′|u, t).

Ainsi, pour tout u ∈ E et t > 0

a(u, t) = −µu et b(u, t) = σ2.
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Par ailleurs, le paramètre de dérive du processus d’Ornstein-Uhlenbeck peut être exprimé
par une constante supplémentaire θ de sorte que l’équation de Fokker-Planck s’écrit

∂

∂t
p(u′, t′|u, t) = µ

∂

∂u′ (θ − u′)p(u′, t′|u, t) + σ2

2

∂2

∂u′2p(u
′, t′|u, t).

1.7.2 Représentation d’Itô d’un processus de diffusion

Un processus de diffusion {X(t)} est caractérisé par sa moyenne infinitésimale a(x, t)

et sa variance infinitésimale b(x, t) = σ2(x, t) avec σ(x, t) est le coefficient de diffusion. Le
paramètre de dérive a(x, t) décrit le taux de variation instantané de l’espérance condition-
nelle des accroissements et le paramètre de diffusion b(x, t) indique le taux de changement
instantané de la covariance conditionnelle des accroissements. Dans le cas où les para-
mètres a(x, t) et σ(x, t) sont continus par rapport à t, satisfont pour tout x, x′ ∈ E,
t ∈ T (T ⊆ [t0,∞[) et C > 0 une constante la condition de Lipschitz

∥ a(x, t)− a(x′, t) ∥ + ∥ σ(x, t)− σ(x′, t) ∥≤ C ∥ x1 − x2 ∥ (1.10)

et vérifient pour tout x ∈ E, t ∈ T et D > 0 une constante la condition de non-explosion

∥ a(x, t) ∥2 + ∥ σ(x, t) ∥2≤ D(1+ ∥ x ∥2), (1.11)

le processus {X(t)} peut être représenté par l’équation différentielle stochastique (EDS)
d’Itô comme suit

dX(t) = a(x, t)dt+ σ(x, t)dW (t), X(t0) = x0.

Où {W (t)} est le processus Brownien.

1.7.3 Approximation et simulation

Les EDS sont généralement compliquées, voire impossibles à résoudre de manière ex-
plicite. Néanmoins, il existe plusieurs méthodes numériques permettant d’obtenir des so-
lutions approximatives. La méthode la plus utilisée pour approximer un processus de
diffusion {X(t), 0 ≤ t ≤ T} représenté sous forme d’un processus d’Itô est la méthode
d’Euler. Cette technique permet d’obtenir un échantillon de trajectoires du processus ap-
proximé en suivant les étapes suivantes :

Le schéma d’Euler

1. Fixer une valeur initiale X(0) = x0 ;

2. Discrétiser l’intervalle [0, T ] pour obtenir des instants isolés 0 = t0, t1, . . . , tN = T
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en posant l’incrément de temps ∆t = ti+1 − ti =
1

N
;

3. Poser X̃(0) = x0 et simplifier les notations : X̃(ti) = X̃i et W (ti) = Wi ;

4. Calculer d’une manière itérative

X̃i+1 = X̃i + a(xi, ti)(ti+1 − ti) + σ(xi, ti)(Wi+1 −Wi),

pour i = 0, 1, . . . , N − 1 ;

5. Pour tout t ∈ [ti, ti+1[, poser

X̃(t) = X̃i +
t− ti

ti+1 − ti
(X̃i+1 − X̃i).

Le processus {X̃(t)} obtenu par le schéma d’Euler est une approximation du processus
de diffusion {X(t), 0 ≤ t ≤ T}.

Définition 1.13 (Ordre de convergence). Une approximation à temps discret X̃δ d’un
processus à temps continu X, avec δ est l’accroissement du temps maximal de la discréti-
sation, est dit d’ordre γ de convergence forte vers X si pour toute date ultérieure fixe T ,
nous avons

E|X̃δ(T )− Y (T )| ≤ Cδγ, pour tout δ < δ0;

avec δ0 > 0 et C une constante indépendante de δ.

D’après Iacus et Stefano [41], les approximations par le schéma d’Euler sont d’ordre
γ = 1

2
de convergence forte.
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Chapitre 2

Files d’Attente

Une file d’attente est un groupe d’unités (personnes, machines, tâches, etc.), appelées
clients, qui attendent pour effectuer une certaine demande supérieure à la capacité de
l’offre. Généralement, cette offre répond à un besoin qui se manifeste sous la forme d’un
service. Une file d’attente peut se former au cinéma, à la poste ou même à l’hôpital lorsqu’il
s’agit des phénomènes sociaux. Ces files d’attente générées par des individus sont généra-
lement soumises à des politiques d’ordonnancement et de service des clients afin d’assurer
le bon déroulement de la queue. Néanmoins, le stockage des programmes informatiques
avant leur traitement et la gestion des avions pendant le décollage ou l’atterrissage sont
également des exemples de files d’attente. L’introduction des mathématiques issues du
domaine des probabilités pour l’étude des phénomènes d’attente a donné naissance à la
théorie des files d’attente, qui vise à trouver des solutions optimales pour la gestion des
files d’attente. La première tentative de modélisation mathématique des files d’attente a
été faite par l’ingénieur danois Erlang en 1917 lors de ses travaux sur la gestion du réseau
téléphonique de Copenhague entre 1909 et 1920 [19, 20]. Cette théorie a connu un vé-
ritable développement grâce aux contributions des mathématiciens Khintchine, Kendall,
Pollaczek et Kolmogorov [50, 46, 69, 55].

Ce chapitre est constitué de deux parties principales. Dans la première partie, nous
allons rappeler les éléments essentiels de description d’une file d’attente simple ainsi que
les objectifs de la théorie des files d’attente. La seconde partie sera consacré à l’étude du
phénomène de rappels dans les file d’attente.

2.1 Files d’attente simples

Une fille d’attente simple appelée aussi une station se compose d’une unité de service
qui contient un ou plusieurs serveurs et d’un espace d’attente. Ainsi, un système de file
d’attente est défini comme suit. Les clients qui réclament un service arrivent de l’extérieur,
se dirigent éventuellement vers la file d’attente, reçoivent le service et quittent ensuite la
station.
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2.1.1 Formalisme mathématique d’une file d’attente simple

L’observation récurrente des phénomènes d’attente rencontrés dans la vie réelle a
poussé les chercheurs à créer un formalisme mathématique qui permet de caractériser
et ensuite d’analyser les systèmes d’attente quantitativement. Ce formalisme est connu
dans la littérature par la théorie des files d’attente qui constitue un champ d’application
important pour les processus stochastiques.

Caractéristiques d’une file d’attente

Un système de file d’attente peut être complètement caractérisé par les composantes
suivantes.

(i) Le processus des arrivées : Cette composante est relative à la distribution des
inter-arrivées des clients. Les clients peuvent se présenter dans le système un par
un ou par groupe.

(ii) Processus de service : Cette composante est associée à la distribution des temps
de service des clients.

(iii) Nombre de serveurs : Une file d’attente peut comporter un ou plusieurs ser-
veurs.

(iv) Capacité du système : Le nombre maximal de clients qui se trouvent simulta-
nément dans la queue et dans les serveurs représente la capacité du système.

(v) Source des clients : La population d’où proviennent les clients peut être finie
ou infinie.

(vi) Discipline du service : L’ordre d’accès des clients au service peut être :

- FCFS (First Come First Served) : Le premier arrivé est le premier servi ;
- LCFS (Last Come First Served) : Le dernier clients arrivé est le premier servi ;
- FIFO (First In First Out) : Le premier client arrivé est le premier qui quitte

le système ;
- LIFO (Last In First Out) : Le dernier client arrivé est le premier qui quitte le

système ;
- Random (Aléatoire) : Les clients accèdent au service aléatoirement.

37



Notation de Kendall

La notation constituée de la séquence des six symboles A/B/m/K/L/Z introduite par
Kendall permet de symboliser les différents paramètres caractérisants une file d’attente.
Chaque symbole est réservé pour une des caractéristiques (i)-(vi) mentionnées précédem-
ment dans l’ordre. Pour les codes A et B, les symboles des lois les plus rencontrées ainsi
que leurs significations sont résumés dans le tableau suivant.

Symbole de la distribution Signification

M Loi exponentielle (Markovienne)

G Loi générale

GI Loi générale indépendante

PH Loi de type phase
Table 2.1 – Symboles des distributions de probabilités.

Le code m indique le nombre de serveurs dans le système, K égale au nombre de
serveurs m plus le nombre de clients en attente, L indique le nombre total de clients qui
ont un potentiel de parcourir le système et Z indique la discipline de service.
Les trois derniers paramètres sont généralement omis lorsqu’ils sont donnés par K =∞,
L =∞ et Z en FIFO.

Stabilité des systèmes de files d’attente

Étant donné une file d’attente, on peut étudier l’existence ou non d’un régime sta-
tionnaire. Dans les systèmes à capacité infinie, cette étude consiste à déterminer la condi-
tion pour laquelle le processus stochastique modélisant le système d’attente considéré est
stable. Par conséquent, sa loi de probabilité, après un certain temps lorsque le régime
transitoire est terminé, peut être donnée par des formules explicites ou en termes de fonc-
tions génératrices. Les files d’attente fermées, c’est-à-dire les files à capacité finie, sont
toujours stables. Cependant, on peut également s’intéresser à l’analyse du régime tran-
sitoire afin de décrire l’évolution du système qui n’a pas encore atteint son état stable.
Les lois de probabilités, dans ce cas, sont données en fonction du temps. Les méthodes de
calcul utilisées afin de décider de la stabilité des systèmes d’attente sont diverses. Pour les
files d’attente caractérisées par des processus qui ne sont pas Markoviens, les méthodes
les plus utilisées sont :

• Méthode de la chaîne de Markov incluse : la chaîne de Markov incluse est
obtenue en observant un processus non-Markovien uniquement dans les instants
d’occurrence des transitions, comme par exemple les instants de fin de service dans
une file d’attente. En d’autres termes, les probabilités de transition sont les seules
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à être prises en compte dans l’étude du processus et les temps de séjour dans les
états sont complètement ignorés.

• Méthode de la variable supplémentaire : cette méthode consiste à affecter à
chaque variable non markovienne, qui constitue le processus étudié, une variable
supplémentaire qui détermine soit le temps écoulé, soit le temps résiduel associé
qui permet de rendre le processus markovien.

Toutefois, ces méthodes sont moins efficaces dans l’analyse des systèmes d’attente avec
une distribution générale des temps de rappels dans le cas d’une politique de rappels
classqiue. Ceci est dû au fait que le processus modélisant le système doit tenir compte
du temps écoulé ou résiduel de chaque client en orbite qui peut contenir un très grand
nombre de clients bloqués. Dans Kernane [47], l’auteur a présenté plusieurs techniques qui
ont été employées pour déterminer les conditions de stabilité et d’instabilité de différents
systèmes d’attente avec des temps de rappels qui suivent une distribution générale. Dans
ce travail, nous introduisons une nouvelle technique, basée sur la modélisation par les
PDMPs, afin d’étudier le régime transitoire d’une file M/G/1 avec des temps de rappels
distribués selon une loi générale.

Mesures de performance d’une file d’attente

L’objectif de la théorie des files d’attente est de générer un certain nombre de résultats
qui permettent de décider de l’efficacité d’un système d’attente. Ces résultats sont des
quantités dites mesures de performance. Pour un système d’attente, il est essentiel de
déterminer :

• Le nombre moyen de clients dans le système ;

• Le nombre moyen de clients dans la file ;

• Le temps moyen d’attente ;

• La probabilité de blocage : Pour les files à serveur unique, on peut s’intéresser à la
distribution de l’état du serveur. La probabilité que le serveur soit occupé, appelée
la probabilité de blocage et généralement notée p1, est égale à l’intensité du trafic
écoulé (the intensity of the carried traffic) selon Falin et Templeton [26]. Dans le cas
où aucun client n’est perdu, l’intensité du trafic écoulé est équivalente à l’intensité
du trafic offert (the intensity of the offered traffic) qui est à priori égale au nombre
moyen de clients entrants dans le système multiplié par le moment d’ordre 1 de
la distribution du service. La probabilité que le serveur soit libre est donnée par
p0 = 1− p1.

2.1.2 Étude de la file M/M/1

La file d’attente M/M/1 est décrite comme suit. Les clients arrivent dans le système
un par un selon un processus de Poisson de paramètre λ. Le système de la file comporte
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un seul serveur opérationnel dont les durées de service sont des variables aléatoires i.i.d
d’une même loi exponentielle de paramètre µ. Le processus des arrivées et le processus de
service sont supposés être indépendants.

Pour chaque instant t ≥ 0, la variable aléatoire N(t) représente le nombre de clients
dans le système. Dans un intervalle de temps petit [t, t + h], nous pouvons constater les
transitions suivantes :

N(t+ h) =

N(t) + 1 une arrivée dans le système avec la probabilité λh;

N(t)− 1 un départ d’un client du système avec la probabilité µh.

Avec N(t) > 0.
Grâce aux propriétés fondamentales du processus des arrivées et du processus de service,
le processus {N(t), t ≥ 0} est un processus de naissance et de mort avec un taux de
naissance λn = λ et un taux de mort µn = µ pour tout n ≥ 0.

Soit pn(t) = P (N(t) = n) la probabilité d’avoir n clients dans le système à l’instant t.
Le système des équations de Chapman-Kolmogorov en régime transitoire s’écrit :p′0(t) = −λp0(t) + µp1(t) pour n = 0;

p′n(t) = −(λ+ µ)pn(t) + λpn−1(t) + µpn+1(t) pour n ≥ 1.

Soit pn = lim
t→∞

pn(t) la probabilité d’avoir n clients dans le système à l’équilibre. Le système
des équations de Chapman-Kolmogorov en régime stationnaire s’écrit :λp0 = µp1 pour n = 0;

(λ+ µ)pn = λpn−1 + µpn+1 pour n ≥ 1.
(2.1)

Afin de résoudre les équations ci-dessus, nous utilisons la fonction génératrice

P (z) =
∞∑
n=0

znpn, |z| ≤ 1.

Ainsi, les équations (2.1) s’écrivent

P (z) =
∞∑
n=0

znp0ρ
n si |zρ| ≤ 1,

avec ρ = λ
µ
.

D’où, la condition de stabilité du système est donnée par ρ < 1.

Par identification, on trouve pn = p0ρ
n pour tout n ≥ 0. La probabilité p0 est déter-
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minée en utilisant la condition de normalisation
∞∑
n=0

pn = 1.

Finalement, la distribution stationnaire du nombre de clients dans le système est don-
née par

pn = (1− ρ)ρn, n ≥ 0. (2.2)

Notons que la distribution stationnaire donnée par Eq. (2.2) peut être déterminée
directement en utilisant le résultat sur la distribution stationnaire d’un processus de nais-
sance et de mort (voir Eq.(1.2)).

Les mesures de performance sont calculées comme suit :
(a) Le nombre moyen de clients dans le système :

E(N) =
∞∑
n=0

npn (2.3)

= (1− ρ)
∞∑
n=0

nρn

=
ρ

1− ρ
.

(b) Le nombre moyen de clients dans la file :

E(K) =
∞∑
n=0

npn+1

= (1− ρ)
∞∑
n=1

nρn+1

=
ρ2

1− ρ
.

(b) La probabilité du blocage :
p1 = ρ.

2.2 Files d’attente avec rappels

Le traitement des appels rentrants dans un centre d’appels est un phénomène particu-
lier dans la théorie des files d’attente et ses applications. Cette particularité se manifeste
par le fait que chaque fois qu’un appelant reçoit un signal occupé, il essaie à nouveau d’ob-
tenir un canal libre. Dans ce cas, aucun appel entrant n’est perdu. Toutefois, les appels qui
ne parviennent pas à obtenir un canal libre à la première tentative sont réintroduits dans
le centre d’appels avec un flux d’entrée différent du flux d’entrée initial. Dans la théorie
des files d’attente, ce phénomène complexe est modélisé par une classe de files d’attente
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appelées files avec rappels qui tiennent compte à la fois du flux d’entrée initial et du flux
d’entrée secondaire. Les files d’attente avec rappels sont également utilisées pour modé-
liser d’autres systèmes tels que les systèmes informatiques et de télécommunication ainsi
que l’atterrissage des avions dans une piste d’aéroport. D’autres exemples d’applications
de files d’attente avec rappels ont été évoqués en détail dans Phung-Duc [68].

2.2.1 Modèle de file d’attente avec rappels avec un seul serveur

Le modèle de file d’attente avec rappels à serveur unique est décrit comme suit. Les
clients arrivent de l’extérieur un par un selon un flux d’entrée initial. Si le serveur est libre
lorsqu’un client arrive, ce dernier est servi immédiatement et quitte le système. Autrement,
si le serveur est occupé, le client entrant rejoint une zone d’attente virtuelle appelée orbite
et devient un client bloqué. Les clients bloqués tentent à nouveau leur chance d’être
servis jusqu’à ce qu’ils trouvent le serveur inoccupé. Ces tentatives représentent le flux
entrant secondaire et suivent différentes politiques de rappels. La politique de rappels est
dite classique dans le cas où les clients bloqués rappellent simultanément pour obtenir
le service. Dans le cas contraire, où les clients rappellent pour le service un par un avec
un temps de rappels de l’orbite qui peut être en cours même si le serveur est occupé, la
politique de rappels est dite constante. Le flux d’entrée secondaire qui représente le taux
de rappels dépend du nombre de clients dans l’orbite lorsqu’il s’agit de la politique de
rappels classique alors que dans le cas de la politique de rappels constante, le taux de
rappels est indépendant du nombre de clients bloqués.

Les files avec un seul serveur et des temps de rappels exponentiellement distribués
sont largement élaborées dans la littérature. Dans Fayolle [28], les échanges téléphoniques
dans un centre d’appels sont modélisés par une file M/M/1 avec politique de rappels
constante. Dans ce travail, l’auteur a analysé la distribution des états du système ainsi
que la distribution du temps de séjour. Cette analyse a ensuite été généralisée au cas
d’une file M/G/1 dans Farahmand [27] et à celui d’un système G/M/1 dans Lillo [59].
Dans le travail de Kim et al. [51], l’analyse du système G/M/1 est devenue plus simple par
rapport à Lillo [59] en utilisant la méthode de l’analyse matricielle. La politique de rappels
constante a également été introduite dans des modèles de file d’attente complexes. Dans
Li et Wang [58], les auteurs ont étudié les stratégies de l’adhésion et de l’abandon des
clients dans une file d’attente M/M/1 avec politique de rappels constante et un serveur
sujet aux catastrophes. Le comportement stratégique a été précédemment analysé par
Zhou et al. [79] dans une file d’attente avec politique de rappels constante en supposant
que le serveur devient actif lorsque le nombre de clients dans l’orbite atteint un certain
seuil. De même, les files d’attente avec un seul serveur et politique de rappels classique ont
été amplement étudiées dans la littérature [25, 26]. De plus, les vacances du serveur ainsi
que les classes de clients sont aussi considérés dans différents modèles de files d’attente
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avec politique de rappels classique [35, 36].
L’utilisation des modèles de files d’attente avec une distribution exponenetielle des

temps de rappels dans la modélisation des systèmes informatiques et de télécommunica-
tion a rencontré quelques difficultés commes les temps de rappels ne sont pas toujours
conformes à une distribution exponentielle. Cependant, les recherches sur les files avec une
distribution générale des temps de rappels, en particulier le modèle M/G/1 avec politique
de rappels classique est très restreinte. La première tentative d’analyse de ce modèle a
été faite par Kapyrin [45], mais Falin [24] a montré par la suite que son approche était
incorrecte. Dans le travail de Yang et Templeton [78], une méthode d’approximation a
été proposée pour calculer le nombre de clients dans le système en régime stationnaire en
applicant la propriété de décomposition. Artalejo et Gómez-Corral [2] ont pu également
developpé une méthode d’approximation pour calculer la distribution limite du système
en se basant sur la propriété de décomposition de la file M/G/1 avec une distribution
générale des temps de rappels et politique de rappels classique. Dans Kernane [48], la sta-
bilité du système a été étudiée pour ce modèle en supposant que le processus des temps
de service est stationnaire et ergodique. Les conditions de stabilité et d’instabilité ont été
déterminées par l’auteur pour les différentes politiques de rappels. De plus, dans le travail
de Nekrasova [66], le modèle M/G/1 avec une distribution générale des temps de rappels
et politique de rappels classique a été étudié en supposant qu’il y ait plusieurs classes de
cleints dans le système. Par ailleurs, la politique de rappels constante a été précédement
considérée par Gómez-Corral [31] qui a analysé le modèle M/G/1 avec une distribution
générale des temps de rappels en régime stationnaire ainsi qu’en régime transitoire. Ulté-
rieurement, plusieurs travaux sur des modèles plus complexes ont supposé la politique de
rappels constante avec une distribution générale des temps de rappels [80, 44].

2.2.1.1 File M/G/1 avec une distribution exponentielle des temps de rappels

Le modèle considéré est une file d’attente à capacité infinie et à un serveur unique.
Les clients arrivent dans le système selon un processus de Poisson de taux λ. Les durées
de service sont i.i.d. avec la même fonction de répartition générale F . Après un temps
aléatoire dans l’orbite, les clients bloqués répètent leurs tentatives pour capter le service.
Les temps de rappels se produisent selon un processus de Poisson de taux ν. Les inter-
arrivées, les périodes de service et les temps de rappel sont supposés être mutuellement
indépendants.

Cas de la politique de rappels classique

Le modèle M/G/1 avec politique de rappels classique a été minutieusement étudié
dans la littérature [25, 26]. Dans ce modèle, l’état du système à l’instant t est décrit par
le processus {(C(t), N(t)), t ≥ 0} où C(t) représente l’état du serveur (C(t) = 1 ou 0
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suivant que le serveur est occupé ou libre) et N(t) ∈ N est le nombre de clients dans
l’orbite. Comme les durées de service ne sont pas exponentiellement distribuées, alors
le processus {(C(t), N(t)), t ≥ 0} n’est pas Markovien. Par conséquent, ce modèle a été
analysé en utilisant la méthode de la variable supplémentaire dans Falin [26].

Soient
ε(t) : Le temps de service écoulé dans le cas C(t) = 1 ;

LF (s) =
∞∫
0

e−sxdF (x) : La transformée de Laplace-stieltjes de la fonction F ;

βk = (−1)kL(k)
F (0) : Le moment d’ordre k de la fonction F ;

k(z) =
∑∞

0 knz
n = LF (λ(1− z)) : La fonction génératrice du nombre d’arrivées durant le

temps de service d’un client, avec kn =
∫∞
0

(λx)n

n!
exp(−λx)dF (x).

La distribution conjointe de l’état du serveur et le nombre de clients dans l’orbite en
régime stationnaire est données par

p0n = lim
t→∞

P{C(t) = 0, N(t) = n};

p1n(x) = lim
t→∞

d

dx
P{C(t) = 1, ε(t) < xN(t) = n}.

Les fonctions génératrices correspondantes sont

P0(z) =
∞
lim
n=0

znp0n;

P1(z, x) =
∞
lim
n=0

znp1n(x).

Sous la condition λβ1 < 1 d’existence d’un régime stationnaire, la distribution conjointe
est donnée en terme de fonctions génératrices partielles par

P0(z) = (1− ρ) exp

{
λ

ν

∫ z

1

1− k(u)

k(u)− u
du

}
;

P1(z, x) = λ
1− z

k(z)− z
P0(z)[1− F (x)]e−(λ−λz)x.

Où ρ = λβ1.
En posant

P1(z) =

∞∫
0

P1(z, x)dx
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avec
∞∫
0

[1− F (x)]e−(λ−λz)xdx =
1− LF (λ(1− z))

λ(1− z)
,

nous obtenons

P1(z) =
1− k(z)

k(z)− z
P0(z).

À l’aide des fonctions génératrices P0(z) et P1(z), les différentes caractéristiques de
performance du système en régime stationnaire ont été déterminées comme suit :

(a) La distribution stationnaire du nombre de clients dans l’orbite N en terme de
fonction génératrice :

P (z) = P0(z) + P1(z)

=
1− z

k(z)− z
(1− ρ) exp

{
λ

ν

∫ z

1

1− k(u)

k(u)− u
du

}
.

En particulier, la moyenne et la variance du nombre de clients dans l’orbite sont
donnés par :

E(N) =
λ2

1− ρ

[
β1

ν
+

β2

2

]
;

V ar(N) =
λ3β3

3(1− ρ)
+

λ3β2

2ν(1− ρ)2

+
λ4β2

2

4(1− ρ)2
+

λρ

ν(1− ρ)

+
λ2β2

2(1− ρ)
.

(b) La distribution du nombre de clients dans le système K en terme de fonction
génératrice :

Q(z) = P0(z) + zP1(z)

= (1− ρ)
(1− z)k(z)

k(z)− z
exp

{
λ

ν

∫ z

1

1− k(u)

k(u)− u
du

}
.

En particulier, la moyenne et la variance du nombre de clients dans système sont
donnés par :

E(K) = ρ+
λ2

1− ρ

[
β1

ν
+

β2

2

]
;
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V ar(K) = ρ− ρ2 +
λ3β3

3(1− ρ)
+

λ4β2
2

4(1− ρ)2
+

λ2β2

2(1− ρ)

+ λ2β2 +
λ3β2

2ν(1− ρ)2
+

λρ

ν(1− ρ)
.

(c) La probabilité que le serveur soit occupé p1 :

p1 = P1(1) = ρ.

Le cas particulier des durées de service exponentiellement distribuées (i.e. F (x) =

1−exp−µx) a été également considéré. Sous la condition de stabilité λ
µ
< 1, la distribution

conjointe Pin = lim
t→+∞

P{C(t) = i, N(t) = n} du processus (C(t), N(t)) est donnée par

P0n =
ρn

n!νn

n−1∏
i=0

(λ+ iν)p00, n ≥ 1;

P1n =
ρn+1

n!νn

n∏
i=1

(λ+ iν)p00, n ≥ 0;

où p00 = (1− ρ)
λ
ν
+1 avec ρ =

λ

µ
.

Cette distribution est obtenue en suivant deux méthodes : la méthode d’élimination des
probabilités p1n des équations de Chapmann Kolmogorov décrivant les transitions du
système en régime stationnaire et la méthode d’introduction des fonctions génératrices
Pi(z) =

∑∞
n=0 z

nPin pour résoudre le système d’équations d’équilibre

(λ+ nν)p0n = µp1n, n ≥ 0;

(λ+ µ)p1n = λp0n + (n+ 1)νp0,n+1 + λp1,n−1, n ≥ 0.

Ainsi, les fonctions génératrices correspondantes sont

P0(z) = (1− ρ)

(
1− ρ

1− ρz

)λ
ν

;

P1(z) = ρ

(
1− ρ

1− ρz

)λ
ν
+1

.

Comme précédemment, les diverses quantités de performance en régime stationnaire sont
obtenues à l’aide des fonctions génératrices P0(z) et P1(z).

(a) La distribution stationnaire du nombre de clients dans l’orbite en terme de fonction
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génératrice

P (z) = (1 + ρ− ρz)

(
1− ρ

1− ρz

)λ
ν
+1

.

En particulier, la moyenne et la variance du nombre de clients dans l’orbite sont
données par :

E(N) =
ρ(λ+ ρν)

(1− ρ)ν
;

V ar(N) =
ρ(λ+ ρν + ρ2ν − ρ3ν)

(1− ρ)2ν
.

(b) La distribution stationnaire du nombre de clients dans le système en terme de
fonction génératrice :

Q(z) =

(
1− ρ

1− ρz

)λ
ν
+1

.

En particulier, la moyenne et la variance du nombre de clients dans le système sont
données par :

E(K) =
ρ(λ+ ν)

ν(1− ρ)
;

V ar(K) =
ρ(λ+ ν)

ν(1− ρ)2
.

(c) la probabilité du blocage :

p1 = ρ =
λ

µ
.

Cas de la politique de rappels constante

Le premier travail qui a considéré la politique de rappels constante est celui de Fayolle
[28] en analysant un modèle de file d’attente de type M/M/1. Dans ce travail, il a été
supposé que l’orbite lance des rappels selon un processus de Poisson de taux θ afin de
trouver le serveur libre. Si à la fin d’un temps de rappels le serveur est inoccupé, alors un
seul client bloqué est servi et quitte le système. Le client bloqué qui reçoit le service peut
être choisi aléatoirement ou celui qui est en tête de la file dans l’orbite. Ce modèle ainsi
décrit est stable si λ

µ
< θ

λ+θ
(Voir Fayolle [28] et Artalejo et al. [5]). Contrairement au cas

de la politique de rappels classique, la condition de stabilité dans le cas de la politique
de rappels constante dépend du taux de rappels ν. L’état du système est décrit par le
processus {(C(t), N(t)), t ≥ 0} défini sur l’espace des états {0, 1} × N. La distribution
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conjointe pin = lim
t→+∞

P{C(t) = i, N(t) = n} s’écrit comme suit :

p0n =
λ

λ+ θ(1− δ0,n)
(1− ρ)ρn; (2.4)

p1n =
λ

µ
(1− ρ)ρn. (2.5)

Avec ρ =
λ(λ+ θ)

µθ
.

Le modèle de file d’attente avec politique de rappels constante de type M/G/1 a été
présenté dans Kernane [48] comme cas particulier et il a été démontré que ce modèle est
stable si λβ1 <

θ
λ+θ

.

Autres politiques de rappels

Il existe d’autres politiques de rappels que nous allons présenter dans ce qui suit.
• La politique de contrôle : La politique de rappels de contrôle, qui est une va-

riante de la politique de rappels constante, stipule que l’orbite peut générer un
temps de rappels juste après la fin d’un temps de service afin de trouver le serveur
inactif. Si le temps de rappels se termine avant une arrivée externe, un client bloqué
de l’orbite est servi. La politique de rappels de contrôle peut également être mise en
place en mettant en file d’attente les clients dans l’orbite selon leur ordre d’arrivée
et seul le client qui est en tête de cette file d’attente est autorisé à rappeler pour
le service selon un processus de Poisson de taux ν. D’après Kernane [48], la file
M/G/1 avec une distribution exponentielle des temps de rappels et politique de
rappels de contrôle est stable si λβ1 <

ν
λ+ν

.

• La politique versatile : La politique versatile aborde le phénomène de rappels
dans son cadre le plus général : Afin de trouver le serveur libre, l’orbite lance un
processus de Poisson de taux θ indépendant du processus des arrivées et chaque
client en orbite génère des tentatives répétées selon un processus de Poisson de taux
ν en se comportant indépendamment des autres clients en orbite et du processus
d’arrivée externe. Ainsi, la politique versatile est la combinaison de la politique
constante et de la politique classique. Le modèle M/G/1 avec la politique de rappels
versatile a été introduit dans la littérature par Artalejo et Gomez-corral [4] et
ensuite analysé par Kernane et Aissani [49]. Il a été démontré que ce modèle est
stable si l’une des deux conditions suivantes est vérifiée :
(i) θ > 0, ν = 0 et λβ1 <

θ
λ+θ

;
(ii) θ ≥ 0, ν > 0 et λβ1 < 1.
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2.2.1.2 File M/G/1 avec une distribution générale des temps de rappels

Dans ce modèle, les temps de rappels {Rn} sont des variables aléatoires i.i.d d’une
même fonction de répartition G avec une espérance finie E(R1). La transformée de

Laplace-stieltjes correspondante est LG(s) =
∞∫
0

e−sxdG(x). Nous présentons dans ce qui

suit les conditions de stabilité obtenues dans Kernane [48] pour les différentes politiques
de rappels.

(i) Politique de rappels classique : λE(S1) < 1.

(ii) Politique de rappels constante : λE(S1) <
1− LG(λ)

λE(R1)
.

(iii) Politique de rappels de contrôle : λE(S1) < LG(λ).
(iv) Politique de rappels versatile :λE(S1) < 1.

Notons que la suite {Sn} représente les temps de service successifs qui est supposée être
stationnaire et ergodique avec 0 < E(Sn) <∞.

2.2.2 Modèle de file d’attente avec rappels et plusieurs serveurs

Dans cette section, nous nous intéressons au modèle de file d’attente M/M/c avec
rappels décrit comme suit. Les clients arrivent dans le système selon un processus de
Poisson de taux λ. Si un client arrivant de l’extérieur trouve au moins un serveur libre, il
occupe un serveur et quitte le système une fois le service terminé. Dans le cas contraire,
si tous les serveurs sont occupés, il rejoint l’orbite. Après un certain temps aléatoire dans
l’orbite, chacun de ces clients ou l’orbite lance des rappels jusqu’à ce qu’après une ou
plusieurs tentatives il trouve un serveur libre. Le client bloqué qui réussit à rejoindre un
serveur inactif quitte le système après la fin du son service. Les durées de service sont
des variables aléatoires exponentiellement distribuées avec le paramètre µ et les temps de
rappels suivent une loi exponentielle de paramètre ν. Il est supposé que les inter-arrivées,
les durées de service et les temps de rappels sont mutuellement indépendants.
L’état du système à l’instant t peut être décrit par le processus {(C(t), N(t)), t ≥ 0}
où C(t) est le nombre de serveurs occupés et N(t) est le nombre de clients bloqués en
orbite à l’instant t. Sous les hypothèses ci-dessus, le processus {(C(t), N(t)), t ≥ 0} est
un processus de Markov défini sur l’espace des états E = {0, 1, . . . , c} × N.

Cas de la politique de rappels classique

Le modèle considéré est celui décrit dans Falin [26] qui suppose que µ = 1. Les taux
de transition infinitésimaux q(in)(jm) du processus {(C(t), N(t)), t ≥ 0} sont donnés par
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(i) pour 0 ≤ i ≤ c− 1

q(in)(jm) =



λ si (j,m) = (i+ 1, n);

i si (j,m) = (i− 1, n);

nν si (j,m) = (i+ 1, n− 1);

−(λ+ i+ nν) si (j,m) = (i, n);

0 sinon.

(ii) pour i = c

q(cn),(j,m) =



λ si (j,m) = (c, n+ 1);

c si (j,m) = (c− 1, n);

−(λ+ c) si (j,m) = (c, n);

0 sinon.

Pour la file considérée, les taux de transition à partir d’un point (i, n) ∈ E dépendent de
la seconde coordonnée n. De ce fait, l’analyse de ce modèle ainsi que la détermination des
mesures de performance s’avère compliquée. D’après Falin [26], la condition de stabilité de
ce système est λ < c. Cette condition est obtenue en utilisant un critère basé sur les dérives
moyennes pour déterminer la condition d’ergodicité suffisante et à partir d’un point de vue
pratique, qui dit que le nombre moyen de serveurs occupés doit être inférieur au nombre
total des serveurs disponibles, pour déterminer la condition d’ergodicité nécessaire (voir
Falin [26] pour plus de détails).

Formules explicites des caractéristiques de performance

Pour le modèle considéré, nous nous intéressons essentiellement au nombre moyen de
clients dans l’orbite E(N) et la probabilité de blocage B = lim

t→∞
E(C(t) = c). Les distri-

butions stationnaires ne peuvent pas être déterminées analytiquement dans le cas général
(c > 2).

Le cas c = 2

La distribution conjointe du nombre de serveurs occupés et du nombre de clients dans
l’orbite en régime stationnaire

p0n = lim
t→∞

P{C(t) = 0, N(t) = n},

p1n = lim
t→∞

P{C(t) = 1, N(t) = n},

p2n = lim
t→∞

P{C(t) = 2, N(t) = n}
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est donnée par

p0n =
λn

n!νn

n−1∏
k=0

(λ+ kν)2 + kν

2 + 3λ+ 2ν + 2kν
p00;

p1n = (λ+ nν)
λn

n!νn

n−1∏
k=0

(λ+ kν)2 + kν

2 + 3λ+ 2ν + 2kν
p00;

p2n = (1 + λ+ (n+ 1)ν)
λn

n!νn

n∏
k=0

(λ+ kν)2 + kν

2 + 3λ+ 2ν + 2kν
p00;

avec

p−1
00 =

∞∑
n=0

λn

n!νn

n−1∏
k=0

(λ+ kν)2 + kν

2 + 3λ+ 2ν + 2kν

×
[
1 + λ+ nν +

(1 + λ+ (n+ 1)ν)((λ+ nν)2 + nν)

2 + 3λ+ 2(n+ 1)ν

]
.

est la probabilité initiale obtenue à l’aide de de la condition de normalisation
∞∑
n=0

(p0n +

p1n + p2n) = 1.

Les fonctions génératrices partielles correspondantes Pi(z) =
∞∑
n=0

znpin sont

P0(z) = F

(
a, b, c;

λz

2

)
p00;

P1(z) =

[
λF

(
a, b, c;

λz

2

)
+

λ3

2 + 3λ+ 2ν

× F

(
a+ 1, b+ 1, c+ 1;

λz

2

)]
p00;

P2(z) =

[
λ2

2− λz
F

(
a, b, c;

λz

2

)
+

λ3(λz − 1)

(2 + 3λ+ 2ν)(2− λz)

× F

(
a+ 1, b+ 1, c+ 1;

λz

2

)]
p00;

où 

a =
2λ+ 1 +

√
4λ+ 1

2ν
;

b =
2λ+ 1−

√
4λ+ 1

2ν
;

c =
2 + 3λ+ 2ν

2ν
;
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et
p00 =

2− λ

(2 + λ)F (a, b, c; λ
2
) + λ3

2+3λ+2ν
F (a+ 1, b+ 1, c+ 1; λ

2
)
;

avec

F (a, b, c;x) =
∞∑
n=0

xn

n!

n−1∏
k=0

(a+ k)(b+ k)

c+ k

est la fonction hypergéométrique.

En particulier, la fonction génératrice du nombre de clients dans l’orbite

P (z) =

[(
1 + λ+

λ2

2− λz

)
F

(
a, b, c;

λz

2

)
+

λ3

2 + 3λ+ 2ν

×
(
z − 1 +

1

2− λz

)
F

(
a+ 1, b+ 1, c+ 1;

λz

2

)]
p00.

Les expressions explicites des caractéristiques de performance sont données par
(a) Le nombre moyen de clients dans l’orbite

E(N) =
1 + ν

ν
× λ3 + (λ2 − 2λ+ 2)g

(2− λ)(2 + λ+ g)
,

avec

g =
λ3

2 + 3λ+ 2ν
×

F
(
a+ 1, b+ 1, c+ 1; λ

2

)
F
(
a, b, c; λ

2

) .

(b) La probabilité de blocage

B =
λ2 + (λ− 1)g

2 + λ+ g
.

Cas général

En régime stationnaire, la distribution du nombre de serveurs occupés pi = lim
t→∞

P (C(t) =

i) est donnée par

pi =
(λ+ ri−1)× · · · × (λ+ r0)

i!
p0, 0 ≤ i ≤ c;

p0 =

(
c∑

i=0

(λ+ ri−1)× · · · × (λ+ r0)

i!

)−1

.

Où ri =
νEi(N)

pi
= lim

t→∞
E(νN(t)|C(t) = i) est le taux de rappel étant donné que le nombre

de serveurs occupés est égal à i.

Les caractéristiques de performance sont données explicitement par
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(a) Le nombre moyen de clients dans l’orbite

E(N) =
1 + ν

ν
× λ+ λ2 − E((C(t))2)

c− λ
.

(b) Le nombre moyen de serveurs occupés E(C) = lim
t→∞

E(C(t))

E(C) = λ.
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Chapitre 3

Étude des files d’attente dans le cadre
d’un PDMP

La représentation par les PDMPs a été adoptée pour décrire différents modèles sto-
chastiques tels que les modèles épidémiologiques dans Gómez-Corral et López-García [32]
et Clancy [10] ainsi que les modèles de files d’attente dans Breuer [6]. Ce chapitre est
consacré à l’étude des files d’attente en tant que PDMPs. Dans un premier temps, nous
présentons quelques modèles de files d’attente simples modélisés par les PDMPs. Puis,
dans un second temps, nous mettrons en place le formalisme des PDMPs pour étudier les
modèles de files d’attente avec une distribution générale des temps de rappels.

3.1 Files d’attente simples en tant que PDMPs

Dans Davis [16, 17], plusieurs exemples ont été traité en utilisant la méthode de la
variable supplémentaire afin de les transformer en des modèles Markoviens modélisables
par des PDMPs. Nous nous intéressons dans cette section uniquement aux modèles de
files d’attente.

3.1.1 File M/G/1

Les clients arrivent dans le système selon un processus de Poisson de taux λ. Soit Ti

l’instant d’arrivée du ième client et Yi > 0 est la durée de service requise pour chaque client
arrivant au temps Ti, i ≥ 1. Les durées de service Yi sont i.i.d d’une même loi générale
F . Le processus des arrivées et les temps de service sont supposés être indépendants. La
charge du service totale jusqu’à l’instant t > 0 est donnée par

L(t) = L(0) +
∑
i≥1

YiI(t≥Ti);
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où L(0) ≥ 0 est la charge du service initiale lorsque t = 0.

Nous définissons également l’équation

V (t) = L(t)−
t∫

0

I(V (s)>0)ds

qui représente le temps d’attente virtuel, c’est-à-dire le temps qu’un client arrivant à l’ins-
tant t doit attendre pour être servi.

L’état du système à l’instant t est décrit par le processus {X(t), t ≥ 0} = {(υ(t), ξ(t)), t ≥
0} tel que υ(t) ∈ {0, 1} représente l’état de la file et ξ(t) = V (t). Le processus {X(t)}
est un PDMP défini sur l’espace des états E = ({0} × {0}) ∪ ({1}×]0,∞[) possédant la
limite ∂∗E = {1}×{0}. Lorsque la file est vide (υ(t) = 0), un temps d’attente exponentiel
est généré pour une nouvelle arrivée (c’est dû à la propriété d’absence de mémoire de la
loi exponentielle). Autrement, si la file est occupée (υ(t) = 1), le temps d’attente virtuel
diminue à un temps unitaire entre les sauts.

Le générateur de ce processus peut être déterminé comme suit. Partant d’un point initial
(1, v) et après un temps infinitésimal h, le processus {X(t)} passe vers l’état (1, v − h)

avec la probabilité (1− λh) et avec la probabilité λh il passe vers l’état (1, v + Y − h) où
Y est une variable aléatoire possédant la même distribution que F .
Ainsi,

E(1,v) [f(X(h))− f(1, v)] = (1−λh)f(1, v−h)+λh

∞∫
0

f(1, v+y−h)dF (y)−f(1, v)+◦(h).

En divisant par h nous trouvons

1

h
[E(1,v)f(X(h))−f(1, v)] = 1

h
[f(1, v−h)−f(1, v)]+λ[

∞∫
0

f(1, v+y−h)dF (y)−f(1, v−h)]+◦(1).

Comme h→ 0 nous obtenons

Gf(1, v) = − ∂

∂v
f(1, v) + λ

∞∫
0

[f(1, v + y)− f(1, v)]dF (y).
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De la même façon, en partant du point initial (0, 0), nous obtenons

Gf(0, 0) = λ

∞∫
0

[f(1, y)− f(0, 0)]dF (y).

Le domaine D(G) est constitué des fonctions f(υ, v) qui sont différentiables par rapport
à v pour tout υ et v, qui satisfont la condition aux limites

f(1, 0) = f(0, 0);

et vérifient les conditions d’intégrabilité∣∣∣∣∣∣
∞∫
0

f(1, v + y)dF (y)− f(1, v)

∣∣∣∣∣∣ <∞;

∣∣∣∣∣∣
∞∫
0

f(1, y)dF (y)− f(0, 0)

∣∣∣∣∣∣ <∞.

3.1.2 File GI/G/1

Nous considérons une file d’attente illimitée avec un seul serveur. Les temps des inter-
arrivées sont i.i.d d’une même loi générale c.à.d les clients arrivent selon un processus de
renouvellement. Pour obtenir un modèle de Markov nous allons inclure la variable aléa-
toire τ(t) désignant le temps écoulé depuis la dernière arrivée. Les durées de service sont
i.i.d d’une même loi générale de fonction de répartition F. Les inter-arrivées et les durées
de service sont mutuellement indépendantes. Le processus aléatoire décrivant cette file
d’attente est donné par {X(t), t ≥ 0} = {(υ(t), ξ(t)), t ≥ 0} défini sur l’espace des états
E = ({0} × [0,∞[) ∪ ({1} × [0,∞[×]0,∞[) qui admet la limite ∂∗E = {1} × [0,∞[×{0}.
Dans le cas où la file est vide (υ(t) = 0), ξ(t) = τ(t). Dans le cas contraire i.e. la file est
occupée (υ(t) = 1), ξ(t) = (ξ1(t), ξ2(t)) = (τ(t),V(t)) tel que V(t) est le temps d’attente
virtuel.

À partir d’un état initial (1, τ, v) et après un temps infinitésimal h, le processus {X(t)}
passe vers l’état (1, τ+h, v−h) avec la probabilité (1−λ(τ)h) et avec la probabilité λ(τ)h
il passe vers l’état (1, τ ′, v+Y −h) où τ ′ ∈ [0, h] et Y est une variable aléatoire possédant
la même distribution que F . Dans ce cas, le générateur infinitésimal s’écrit comme suit :

Gf(1, τ, v) = ∂

∂τ
f(1, τ, v)− ∂

∂v
f(1, τ, v) + λ(τ)

∞∫
0

[f(1, 0, v + y)− f(1, τ, v)] dF (y).
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D’autre part, si le processus démarre d’un état initial (0, τ) alors le générateur infinitésimal
est donné par

Gf(0, τ) = ∂

∂τ
f(0, τ) + λ(τ)

∞∫
0

[f(1, 0, y)− f(0, τ)] dF (y).

Le domaine D(G) est constitué des fonctions f qui sont différentiables par rapport à τ et
v pour tout υ, τ et v, qui satisfont la condition aux limites

f(1, τ, 0) = f(0, τ, 0);

et vérifient les conditions d’intégrabilité∣∣∣∣∣∣
∞∫
0

f(1, 0, v + y)dF (y)− f(1, τ, v)

∣∣∣∣∣∣ <∞;

∣∣∣∣∣∣
∞∫
0

f(1, 0, y)dF (y)− f(0, τ)

∣∣∣∣∣∣ <∞.

3.1.3 File M/G/c

Dans ce modèle, les clients arrivent dans le système un par un selon un processus de
Poisson de taux λ. Les durées de service sont des variables aléatoires i.i.d de même dis-
tribution générale F . Les c serveurs sont identiques et servent les clients dans leur ordre
d’arrivée. Comme la file d’attente est soumise à des arrivées individuelles de Poisson, la
probabilité que deux services ou plus soient achevés est négligeable dans un intervalle de
temps exponentiel. Ainsi, lorsqu’il y a des clients dans la queue, un seul serveur peut être
inactif à la fois. En outre, le processus des arrivées et le processus de service sont supposés
être indépendants.

L’état du système à l’instant t est donné par le PDMP {X(t), t ≥ 0} = {(C(t),Y(t)), t ≥
0} défini sur l’espace des états E = N×Rc

+. Pour chaque état (n,y) = (n, y1, . . . , yc) ∈ E,
la première composante n représente le nombre de clients en attente et les composantes
yi représentent le temps de service résiduel dans le ième serveur. Dans le cas où le ième
serveur est libre, yi = 0.

Pour tout x = (n,y) ∈ E et t ∈ R+, la fonction de flux ϕ(t, x) est définie par

ϕ(t, x) = (n, (y1 − t)+, . . . , (yc − t)+);
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avec (yi − t)+ = max(0, yi − t).

De plus, le temps écoulé jusqu’à ce que le serveur suivant soit inactif est donné par

t∗(y) =

min{yi : 1 ≤ i ≤ c, yi > 0} pour y ̸= 0;

∞ pour y = 0.

Dans ce qui suit, deux mesures de transition Q1 et Q2 seront introduites pour capturer les
transitions qui peuvent se produire. La mesure de transition Q1 est associée au processus
des arrivées et est donnée par

Q1(x; {m} × A) =


δm,n+11A(y) pour n ≥ 1,

c∏
i=1

yi > 0;

δm,n

∏
j ̸=i

1Aj
(yj)PF (Ai) pour i = min{l : yl = 0};

pour tout x ∈ E et A = A1×, . . . ,×Ac avec Ai ∈ BR+ où BR+ est la σ-algèbre des en-
sembles de Borel sur l’intervalle R+.
Notons que δm,n est le symbole de Kronecker et le dernier cas dans la définition de Q1 est à
prendre en compte uniquement dans le cas n = m = 0. Dans ce cas, la mesure Q1 reflète la
transition (0, y1, . . . , yi−1, 0, yi+1, . . . , yc) −→ (0, y1, . . . , yi−1, yi, yi+1, . . . , yc) relative à un
nouveau client externe entrant dans le système qui rejoint immédiatement le premier ser-
veur inactif. Le premier cas est relatif à la transition (n, y1, . . . , yc) −→ (n+ 1, y1, . . . , yc)

correspondante au cas où le nouveau client entrant trouve tous les serveurs occupés et
rejoint ainsi la file d’attente.

La mesure de transition Q2 est associée au cas où l’un des serveurs devient inactif.
S’il y a des clients en attente dans la queue, il commencera immédiatement à servir
un nouveau client. Ceci fait référence à la transition (n, y1, . . . , yi−1, 0, yi+1, . . . , yc) →
(n− 1, y1, . . . , yi−1, yi, yi+1, . . . , yc). Ainsi, la mesure de transition Q2 est donnée par

Q2(x; {m} × A) =


δm,n−1 ×

∏
j ̸=i

1Aj
(yj)PF (Ai) pour n ≥ 1, yi = 0;

δm,n × 1A(y) pour n = 0.

D’après Breuer[6], la représentation par le PDMP {X(t), t ≥ 0} = {(C(t),Y(t)), t ≥ 0}
défini sur E = N × Rc

+ est légèrement imprécise comme le cas n = 0 ne correspond pas
à un saut. En posant E = (N × Rc

+) ∪ ({0} × ∪c−1
k=1Rk

+), le processus X(t) se conforme
exactement à la spécification de Davis [17]. Ainsi, les sauts correspondants au cas de la
file vide (n = 0) et au moins un temps de service non achevé (∪c−1

k=1Rk
+) peuvent également

être capturés.
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3.2 Étude de la file M/G/1 avec une distribution géné-

rale des temps de rappels dans le cadre d’un PDMP

Dans cette section, nous traitons la file d’attente M/G/1 avec une distribution générale
des temps de rappels comme étant un PDMP au lieu de l’étudier en utilisant les méthodes
classiques telles que la chaîne de Markov incluse et la méthode de la variable supplémen-
taire. Cette nouvelle approche permet d’étudier la dynamique d’un modèle aussi complexe
de manière plus approfondie ainsi que de déterminer les quantités de performance en ré-
gime transitoire à travers les martingales associées, ce qui est difficile à élaborer même
pour les files d’attente Markoviennes simples. En effet, la modélisation par les PDMPs a
été introduite pour analyser plusieurs modèles dans la littérature notamment les systèmes
de files d’attente [6] et les modèles épidémiques [10, 32]. Cependant, la similitude entre la
dynamique du modèle SIR avec une distribution générale des durées d’infection et celle
de la file d’attente M/G/1 avec des temps de rappels distribués selon une loi générale, qui
est clairement mise en évidence par Gómez-Corral et López-García [32], nous a le plus
motivé à réaliser les travaux dans Meziani et Kernane [62, 61].

Dans cette section, nous commençons par modéliser la file M/G/1 avec une distribu-
tion générale des temps de rappels par un PDMP dans le cas d’une politique de rappels
classique et dans le cas d’une politique de rappels constante. Ensuite, pour chaque mo-
dèle, nous présentons les martingales associées. Enfin, nous calculons le nombre moyen de
clients bloqués dans l’orbite en régime transitoire en utilisant les martingales déterminées
précédemment.

3.2.1 File M/G/1 avec politique de rappels classique

Le modèle considéré est la file M/G/1 avec des temps de rappels distribués selon une
loi générale. Les clients arrivent dans le système selon un processus de Poisson de taux
λ. Chaque client entrant qui trouve le serveur occupé rejoint l’orbite. Les durées de ser-
vice sont i.i.d. et ont la même fonction de distribution générale F . Après une période
de temps aléatoire dans l’orbite, chaque client bloqué répète sa tentative pour accéder
au service. Les temps de rappel sont i.i.d. et ont la même fonction de distribution géné-
rale G. Les inter-arrivées, les durées de service et les temps de rappel sont supposés être
mutuellement indépendants. Le modèle étudié peut être représenté comme un PDMP
de la manière suivante. Soit {X(t) = (υ(t), ξ(t)); t ∈ R+}, où υ(t) = (C(t), N(t)) et
ξ(t) = (Y (t),R(t)), le PDMP décrivant l’état du système à l’instant t. La composante
C(t) représente l’état du serveur (C(t) est égal à 1 ou 0 selon que le serveur est occupé
ou libre), N(t) est le nombre de clients bloqués, Y (t) est le temps de service résiduel et
R(t) = (R1(t), R2(t), . . . , RN(t)(t)) où Rk(t) désigne la durée restante du temps de rap-
pel du kième client bloqué avec 1 ≤ k ≤ N(t). Le processus considéré est défini sur
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l’espace des états E = (E0 ∪ ∂∗E0) ∪ (E1 ∪ ∂∗E1), où E0 = {(0, n, 0, r1, r2, . . . , rn), n ∈
N, 0 < r1 < r2 < · · · < rn}, ∂∗E0 = {(0, n, 0, 0, r2, . . . , rn), n ∈ N∗, 0 < r2 < · · · < rn},
E1 = {(1, n, y, r1, r2, . . . , rn), n ∈ N, y > 0, 0 < r1 < r2 < · · · < rn} et ∂∗E1 =

{(1, n, 0, r1, r2, . . . , rn), n ∈ N, 0 < r1 < r2 < · · · < rn}. Cette formulation particulière
de l’espace des états E nous permet de spécifier facilement la mesure de transition Q(x; .)

de {X(t)} et nous pouvons voir qu’elle est entièrement adéquate à notre cas où tous les
clients bloqués réessaient de capturer le service simultanément.

Définissons la fonction de flux ϕ :

ϕ(t, x) =

(0, n, 0, (r1 − t)+, (r2 − t)+, . . . , (rn − t)+) pour x ∈ E0;

(1, n, (y − t)+, (r1 − t)+, (r2 − t)+, . . . , (rn − t)+) pour x ∈ E1.

Nous donnons en outre quelques notations pour une utilisation ultérieure. Soit B(a,b) la
σ-algèbre des ensembles de Borel sur l’intervalle ]a, b[ et βn la σ-algèbre de Borel sur l’en-
semble F (n) = {(u1, . . . , un) ∈ (]0,∞[)n : u1 < · · · < un}.

Dans le même esprit que Gómez-Corral et López-García [32] et Breuer[6], afin de décrire
plus nettement les sauts qui peuvent se produire, nous allons introduire trois mesures de
transition Q1, Q2 et Q3 qui reflèteront les transitions associées au processus des arrivées,
à l’achèvement du service et au délogement d’un client bloqué de l’orbite, respectivement.

Pour les états x ∈ E0, la mesure de transition Q1(x; .) est donnée par

Q1(x; {1} × {n} × A×B) = PF (A)1B(r1, . . . , rn),

où A ∈ B(0,∞) et B ∈ βn.
La mesure de transition Q1(x; .) capte la transition de l’état (0, n, 0, r1, . . . , rn) vers l’état
(1, n, y, r1, . . . , rn) relative à un nouveau client externe entrant dans le système qui rejoint
immédiatement le serveur inactif.

Pour les états x ∈ ∂∗E0, A ∈ B(0,∞) et B ∈ βn−1 la mesure de transition Q3(x; .) est
donnée par

Q3(x; {1} × {n− 1} × A×B) = PF (A)1B(r2, . . . , rn).

Il s’agit de la transition de l’état (0, n, 0, 0, r2, . . . , rn) vers l’état (1, n− 1, y, r′1, . . . , r
′
n−1)

qui se produit lorsqu’un client bloqué rejoint le serveur inactif.

De la même manière, nous déterminons les mesures de transition Q1(x; .) et Q2(x; .)

pour les états x ∈ E1 et x ∈ ∂∗E1, respectivement. La mesure de transition Q1(x; .) est
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spécifiée comme suit :
(i) Pour A ∈ B(0,∞), B ∈ B(0,r1) et les ensembles C ∈ βn,

Q1(x; {1} × {n+ 1} × A×B × C) = 1A(y)PG(B)1C(r1, . . . , rn).

(ii) Pour A ∈ B(0,∞), les ensembles B ∈ βk, C ∈ B(rk,rk+1) et les ensembles D ∈ βn−k,

Q1(x; {1}×{n+1}×A×B×C×D) = 1A(y)1B(r1, . . . , rk)PG(C)1D(rk+1, . . . , rn).

(iii) Pour A ∈ B(0,∞), les ensembles B ∈ βn et C ∈ B(rn,∞),

Q1(x; {1} × {n+ 1} × A×B × C) = 1A(y)1B(r1, . . . , rn)PG(C).

La mesure de transition Q1(x; .) reflète la transition de l’état (1, n, y, r1, . . . , rn) vers l’état
(1, n + 1, y, r′1, . . . , r

′
n, r

′
n+1) correspondante au cas où un client entrant trouve le serveur

occupé et rejoint l’orbite. Ainsi, il devient un client bloqué et un nouveau temps de rappel
résiduel généré à partir de G doit être ajouté au vecteur (r1, . . . , rn) à sa position appro-
priée, ce qui donne un nouveau vecteur des temps de rappel résiduels (r′1, . . . , r

′
n, r

′
n+1)

avec r′1 < · · · < r′n < r′n+1.

Enfin, la mesure de transition Q2(x; .) associée à la transition de l’état (1, n, 0, r1, . . . , rn)
vers l’état (0, n, 0, r1, . . . , rn), lorsque le serveur devient inactif, est donnée par

Q2(x; {0} × {n} × {0} × A) = 1A(r1, . . . , rn),

où A ∈ βn.

Notons que, pour notre processus, le taux des sauts est exactement le taux d’arrivée

λ. Par conséquent, nous avons Λ(t, x) =
t∫
0

λ(ϕ(s, x))ds = λt.

Martingales associées

Nous présentons dans cette section les martingales associées au PDMP qui modélise
le système de file d’attente avec rappel considéré en utilisant son générateur infinitésimal.

Théorème 3.1 (Meziani et Kernane [62]). Pour 0 ≤ z1 ≤ 1, 0 ≤ z2 ≤ 1, γ > 0 δ ≥ 0 et
n ≥ 0la fonction

z
C(t)
1 z

N(t)
2 e−γY (t)e

−δ
N(t)∑
k=1

Rk(t)
eθC(t)(t) (3.1)
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avec

θC(t)(t) =



(λ− nδ)t− ln{λz2φR(δ) + γ}

+ ln{λz1φS(δ)[e
−(λz2φR(δ)+γ)t − 1] + λz2φR(δ) + γ} pour C(t) = 0;

(λ− λz2φR(δ)− nδ − γ)t pour C(t) = 1.

(3.2)

est une martingale pour les états x ∈ EC(t), où

φS(γ) =

∞∫
0

e−γydF (y); γ > 0 et φR(δ) =

∞∫
0

e−δrdG(r); δ ≥ 0.

Preuve. Le générateur infinitésimal du processus {(X(t), t)}, agissant sur une fonction
f(i, n, y, r1, . . . , rn, t) ∈ D(G), est donné par

Gf(0, n, 0, r1, r2, . . . , rn, t) = λ

∞∫
0

[f(1, n, y, r1, r2, . . . , rn, t)− f(0, n, 0, r1, r2, . . . , rn, t)]dF (y)

(3.3)

−
n∑

k=1

∂

∂rk
f(0, n, 0, r1, r2, . . . , rn, t) +

∂

∂t
f(0, n, 0, r1, r2, . . . , rn, t).

Gf(1, n, y, r1, r2, . . . , rn, t) = λ

∞∫
0

[f(1, n+ 1, y, r1, r2, . . . , rn, rn+1, t) (3.4)

− f(1, n, y, r1, r2, . . . , rn, t)]dG(rn+1)

− ∂

∂y
f(1, n, y, r1, r2, . . . , rn, t)−

n∑
k=1

∂

∂rk
f(1, n, y, r1, r2, . . . , rn, t)

+
∂

∂t
f(1, n, y, r1, r2, . . . , rn, t).

Où D(G) est le domaine du générateur G qui comporte les fonctions f(i, n, y, r1, . . . , rn, t)
qui sont différentiables par rapport à y, r1, . . . , rn et t pour tout i, n, y, r1, . . . , rn, t, qui
satisfont les conditions limites

f(0, n, 0, 0, r2, . . . , rn, t) =

∞∫
0

f(1, n− 1, y, r′1, . . . , r
′
n−1, t)dF (y); (3.5)

f(1, n, 0, r1, . . . , rn, t) = f(0, n, 0, r1, . . . , rn, t); (3.6)
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où (r′1, . . . , r
′
n−1) = (r2, . . . , rn) et qui vérifient les conditions d’intégrabilité∣∣∣∣∣∣

∞∫
0

f(1, n, y, r1, . . . , rn, t)dF (y)− f(0, n, 0, r1, . . . , rn, t)

∣∣∣∣∣∣ <∞; (3.7)

∣∣∣∣∣∣
∞∫
0

f(1, n+ 1, y, r1, . . . , rn, rn+1, t)dG(rn+1)− f(1, n, y, r1, . . . , rn, t)

∣∣∣∣∣∣ <∞. (3.8)

Définissons maintenant la fonction

f(i, n, y, r1, r2, . . . , rn, t) = zi1z
n
2 e

−γye
−δ

n∑
k=1

rk
eθi(t), (3.9)

où θi(t) est donné par Eq.(3.2) pour C(t) = i, i ∈ {0, 1}.

En substituant Eq.(3.9) dans Eq.(3.3) pour i = 0, nous obtenons

Gf(0, n, 0, r1, r2, . . . , rn, t) = λ

∞∫
0

[z1e
−γyeθ1(t)−θ0(t) − 1]dF (y) +

n∑
k=1

δ + θ′0(t)

= λz1e
θ1(t)−θ0(t)φS(γ)− λ+ nδ + θ′0(t)

= λz1
(λz2φR(δ) + γ)e−(λz2φR(δ)+γ)

λz1φS(γ)[e−(λz2φR(δ)+γ) − 1] + λz2φR(δ) + γ
φS(γ)

− λ+ nδ + λ− nδ

− λz1φS(γ)
(λz2φR(δ) + γ)e−(λz2φR(δ)+γ)

λz1φS(γ)[e−(λz2φR(δ)+γ) − 1] + λz2φR(δ) + γ

= 0.

De même, nous substituons Eq. (3.9) dans Eq. (3.4) pour i = 1.

Gf(1, n, y, r1, r2, . . . , rn, t) = λ

∞∫
0

[z2e
−δrn+1−1]dG(rn+1) + γ + nδ + θ′1(t)

= λz2φR(δ)− λ+ γ + nδ + θ′1(t)

= λz2φR(δ)− λ+ γ + nδ + λ− λz2φR(δ)− nδ − γ

= 0.

Ainsi, en vertu de la propriété du générateur infinitésimal, Eq.(3.1) est une martingale
pour le processus {X(t)}.

Notons que θC(t)(t) a été déterminée en résolvant le système des équations différentielles
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ordinaires (ODEs)λz1φS(γ)e
θ1(t) − (λ− nδ)eθ0(t) + θ′0(t)e

θ0(t) = 0;

λz2φR(δ)− λ+ γ + nδ + θ′1(t) = 0;

avec θi(0) = 0 pour i ∈ {0, 1}. Ce système est obtenu en remplaçant Eq. (3.9) dans
Gf(0, n, 0, r1, r2, . . . , rn, t) = 0 et Gf(1, n, y, r1, r2, . . . , rn, t) = 0.

Théorème 3.2 (Meziani et Kernane [62]). Soient τ0 et τ1 les temps d’arrêt qui mettent
fin à la période d’inactivité du serveur (quand le processus reste dans E0) et à la période
d’occupation du serveur (quand le processus reste dans E1), respectivement.
Les processus

f(C(t), N(t), Y (t),R(t), t)− f(0, N(0), 0,R(0), 0)−
t∫
0

Gf(0, N(s), 0,R(s), s)ds (3.10)

et

f(C(t), N(t), Y (t),R(t), t)− f(1, N(0), Y (0),R(0), 0)−
t∫
0

Gf(1, N(s), Y (s),R(s), s)ds

(3.11)
définis pour pour t ∈ [0, τ0] et t ∈ [0, τ1], respectivement, sont des martingales pour toute
fonction f ∈ D(G).

Preuve. En exploitant la proposition 1.1 ainsi que le générateur infinitésimal Eq.(3.3)-
Eq.(3.4) le résultat est immédiatement obtenu.

Il convient de noter que selon le traitement de notre modèle comme étant un PDMP,
les temps d’arrêt τ0 et τ1 sont donnés par les variables aléatoires min(A(t), R1(t)) et Y (t),
respectivement. La composante A(t) correspond au temps d’inter-arrivée qui suit une
distribution exponentielle de paramètre λ.

Nombre moyen de clients dans l’orbite

Dans cette section, nous allons tirer l’espérance conditionnelle du clients dans l’orbite
pendant les périodes d’inactivité et d’occupation du serveur séparément. Pour ce faire,
nous utiliserons principalement le résultat du théorème 3.2 ci-dessus. En effet, les auteurs
dans Dassios et Zhao [15] ont montré que cette méthode basée sur les martingales permet
de calculer tous les moments de N(t) sans tenir compte de la condition de stabilité (voir
théorème 3.6 et théorème 3.8 dans [15]).

Théorème 3.3 (Meziani et Kernane [62]). L’espérance conditionnelle du nombre de
clients bloqués N(t) sachant que N(0) = n0 et Y (0) = y0 (lorsque Y (t) ∈ E1) est donnée
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par :

E[N(t)|N(0) = n0] =


n0 + λt pour t ∈ [0, τ0];

n0 + λt+
1

µ1

(y0 − t− µY (t)) pour t ∈ [0, τ1].

Où µ1 =
∞∫
0

ydF (y) est le moment d’ordre 1 de la fonction F et µY (t) est l’espérance du

temps de rappels résiduel pour t ∈ [0, τ1].

Preuve. En posant f(i, n, y, r1, . . . , rn, t) = y + nµ1 et vérifiant les conditions Eq.(3.5)−
Eq.(3.8) d’appartenance au domaine D(G), nous avons

Gf(0, n, 0, r1 . . . , rn, t) = λµ1 et Gf(1, n, y, r1 . . . , rn, t) = λµ1 − 1.

D’après le théorème 3.2 ci-dessus, Y (t) + N(t)µ1 − n0µ1 −
t∫
0

λµ1ds et Y (t) + N(t)µ1 −

y0 − n0µ1 −
t∫
0

(λµ1 − 1)ds sont des martingales. Ainsi, pour t ∈ [0, τ0]

E[N(t)|N(0) = n0] = n0 + λt− 1

µ1

E[Y (t)] (3.12)

et pour t ∈ [0, τ1]

E[N(t)|N(0) = n0, Y (0) = y0] = n0 + λt+
1

µ1

(y0 − t− E[Y (t)]) . (3.13)

En outre, nous avons

E[Y (t)] =

0 pour t ∈ [0, τ0];

µY (t) pour t ∈ [0, τ1].

En substituant E[Y (t)] dans Eq.(3.12) et Eq.(3.13), le résultat est atteint.

Notons que l’espérance du temps de service résiduel peut être déterminé comme suit.
Soit S la variable aléatoire qui représente la durée de service d’un client dans le système
considéré. Le temps de service de résiduel Y (t) est donné par

Y (t) = S − t|S > t.
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Ainsi, d’après Guess et al. [34]

µY (t) = E(Y (t))

=
1

F̄ (t)

∞∫
t

F̄ (u)du.

3.2.2 File M/G/1 avec politique de rappels constante

Nous considérons le même modèle précédent avec une politique de rappel différente :
la politique de rappels constante. Après une période de temps aléatoire dans l’orbite, le
client bloqué qui est en tête de l’orbite répète sa tentative d’obtenir le service. De ce fait,
les clients bloqués rappellent pour le service suivant leur ordre d’entrée dans l’orbite. Le
modèle ainsi décrit est modélisé par le PDMP {X(t) = (C(t), N(t)), (Y (t), R(t)); t ∈ R+}
défini sur E = ({e0} ∪ E0 ∪ ∂∗E0) ∪ ({e1} ∪ E1 ∪ ∂∗E1) tel que e0 = (0, 0, 0, 0),E0 =

{(0, n, 0, r), n ∈ N∗, r > 0}, ∂∗E0 = {(0, n, 0, 0), n ∈ N∗}, e1 = {(1, 0, y, 0), y > 0},E1 =

{(1, n, y, r), n ∈ N∗, y > 0, r > 0} et ∂∗E1 = {(1, n, 0, r), n ∈ N∗, r > 0}.
Les trois mesures de transitions Q1, Q2 et Q3 qui décrivent les sauts du PDMP {X(t)}

sont données comme suit.
Pour les états e0 et x ∈ E0, la mesure de transition Q1 associée à l’arrivée d’un nouveau
client dans le système est donnée par

Q1(e0; {1} × {0} × A× {0}) = PF (A);

Q1(x; {1} × {n} × A×B) = PF (A)1B(r).

Où A,B ∈ B(0,∞).

Pour les états x ∈ ∂∗E0 et A,B ∈ B(0,∞), la mesure de transition Q3 relative à un
client bloqué qui rejoint le service est donnée par

Q3(x; {1} × {n− 1} × A×B) = PF (A)PG(B).

Dans ce cas, lorsque un client quitte l’orbite pour accéder au service, un autre client blo-
qué sera en tête de l’orbite et un nouveau temps de rappel résiduel r > 0 ainsi que un
nouveau temps service résiduel y > 0 seront générés à partir de G et F , respectivement,
de sorte que la transition (0, n, 0, 0)→ (1, n− 1, y, r) se produise.

Pour les états e1 et x ∈ E1, la mesure de transition Q1 est déterminée comme suit.

Q1(e1; {1} × {1} × A×B) = 1A(y)PG(B);
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Q1(x; {1} × {n+ 1} × A×B) = 1A(y)1B(r).

Avec A,B ∈ B(0,∞).

Enfin, la mesure Q2 pour les états x ∈ ∂∗E1 est donnée par

Q2(x; {0} × {n} × {0} × A) = 1A(r);

Où A ∈ B(0,∞).

Comme pour le modèle précédent, le taux de sauts est λ.

Martingales associées

Soit

Gf(0, 0, 0, 0, t) = λ

∞∫
0

[f(1, 0, y, 0, t)− f(0, 0, 0, 0, t)] dF (y) (3.14)

+
∂

∂t
f(0, 0, 0, 0, t);

Gf(0, n, 0, r, t) = λ

∞∫
0

[f(1, n, y, r, t)− f(0, n, 0, r, t)] dF (y) (3.15)

− ∂

∂r
f(0, n, 0, r, t) +

∂

∂t
f(0, n, 0, r, t);

Gf(1, 0, y, 0, t) = λ

∞∫
0

[f(1, 1, y, r, t)− f(1, 0, y, 0, t)] dG(r) (3.16)

− ∂

∂y
f(1, 0, y, 0, t) +

∂

∂t
f(1, 0, y, 0, t);

Gf(1, n, y, r, t) = λ [f(1, n+ 1, y, r, t)− f(1, n, y, r, t)] (3.17)

− ∂

∂y
f(1, n, y, r, t)− ∂

∂r
f(1, n, y, r, t)

+
∂

∂t
f(1, n, y, r, t).

le générateur infinitésimal du processus {(X(t), t)} agissant sur les fonctions f(i, n, y, r, t) ∈
D(G) qui sont différentiables par rapport à y, r et t pour tout i, n, y, r et t, qui satisfont
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les conditions limites

f(0, n, 0, 0, t) =

∞∫
0

∞∫
0

f(1, n− 1, y, r, t)dF (y)dG(r); (3.18)

f(1, n, 0, r, t) = f(0, n, 0, r, t); (3.19)

et qui vérifient les conditions d’intégrabilité∣∣∣∣∣∣
∞∫
0

f(1, 0, y, 0, t)dF (y)− f(0, 0, 0, 0, t)

∣∣∣∣∣∣ <∞; (3.20)

∣∣∣∣∣∣
∞∫
0

f(1, n, y, r, t)dF (y)− f(0, n, 0, r, t)

∣∣∣∣∣∣ <∞; (3.21)

∣∣∣∣∣∣
∞∫
0

f(1, 1, y, r, t)dG(r)− f(1, 0, y, 0, t)

∣∣∣∣∣∣ <∞. (3.22)

Les martingales associées au PDMP modélisant le modèle de file d’attente avec politique
de rappels constante sont présentées dans les deux théorèmes suivants.

Théorème 3.4 (Meziani et Kernane [62]). Pour 0 ≤ z1 ≤ 1, 0 ≤ z2 ≤ 1, γ > 0 et δ > 0

la fonction
z
C(t)
1 z

N(t)
2 e−γY (t)e−δR(t)eθX(t)(t) (3.23)

avec

θX(t)(t) =



λt+ ln(ω1) si X(t) = e0;

(λ− δ)t+ ln(ω2) si X(t) ∈ E0;

(λ− γ)t+ ln(ω3) si X(t) = e1;

(λ− λz2 − γ − δ)t si X(t) ∈ E0.

(3.24)

Où
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ω1 =
γ − λz1φS(γ)ω3 + λz1φS(γ)ω3e

−γt

γ
;

ω2 =
λz2 + γ − λz1φS(γ) + λz1φS(γ)e

−(λz2+γ)t

λz2 + γ
;

ω3 =
λz2 + δ − λz2φ̂R(δ) + λz2φ̂R(δ)e

−(λz2+δ)t

λz2 + δ
.

est une martingale pour les états x ∈ E, où

φS(γ) =

∞∫
0

e−γydF (y); γ > 0 et φ̂R(δ) =

∞∫
0

e−δrdG(r); δ > 0.

Preuve. En définissant la fonction

f(i, n, y, r, t) = zi1z
n
2 e

−γye−δreθx(t), (3.25)

où θx(t) est donnée par Eq.(3.24), nous avons

Gf(0, 0, 0, 0, t) = λ

∞∫
0

[
z1e

−γyeθ1,0,y,0(t) − eθ(0,0,0,0)(t)
]
df(y) + θ′(0,0,0,0)(t)e

θ(0,0,0,0)(t)

= λz1φS(γ)ω3e
−(γ−λ)t − λ

eλt

γ

{
γ − λz1φS(γ)ω3 + λz1φS(γ)ω3e

−γt
}

+

[
λ− λz1φS(γ)ω3γe

−γt

γ − λz1φS(γ)ω3 + λz1φS(γ)ω3e−γt

]
× eλt

γ

{
γ − λz1φS(γ)ω3 + λz1φS(γ)ω3e

−γt
}

= λz1φS(γ)ω3e
−(γ−λ)t − λ

eλt

γ

{
γ − λz1φS(γ)ω3 + λz1φS(γ)ω3e

−γt
}

+ λ
eλt

γ

{
γ − λz1φS(γ)ω3 + λz1φS(γ)ω3e

−γt
}
− λz1φS(γ)ω3e

−(γ−λ)t

= 0.
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Gf(0, n, 0, r, t) = λ

∞∫
0

[
z1z

n
2 e

−γye−δreθ(1,n,y,r)(t) − zn2 e
−δreθ(0,n,0,r)(t)

]
dF (y) + δzn2 e

−δreθ(0,n,0,r)(t)

+ zn2 e
−δrθ′(0,n,0,r)(t)e

θ(0,n,0,r)(t)

= λz1z
n
2φS(γ)e

−δre(λ−λzn2 −γ−δ)t + (δ − λ)zn2 e
−δrω2e

(λ−δ)t

+ zn2 e
−δr

{
(λ− δ)− λz1φS(γ)e

−(λz2+γ)t

ω2

}
× e(λ−δ)tω2

= λz1z
n
2φS(γ)e

−δre(λ−λzn2 −γ−δ)t + (δ − λ)zn2 e
−δrω2e

(λ−δ)t

+ zn2 e
−δr(λ− δ)e(λ−δ)tω2 − zn2 e

−δrλz1φ̂S(γ)e
−(λz2+γ)te(λ−δ)t

= 0.

Gf(1, 0, y, 0, t) = λ

∞∫
0

[
z1z2e

−γye−δreθ(1,n,y,r)(t) − z1e
−γyeθ(1,0,y,0)(t)

]
dG(r) + γz1e

−γyeθ(1,0,y,0)(t)

+ z1e
−γyθ′(1,0,y,0)(t)e

θ(1,0,y,0)(t)

= λz1z2e
−γyφ̂R(δ)e

(λ−λz2−γ−δ)t + (γ − λ)z1e
−γye(λ−γ)tω3

+ z1e
−γy

{
(λ− γ)− λz2φ̂R(δ)e

−(λz2+δ)t

ω3

}
e(λ−γ)tω3

= λz1z2e
−γyφ̂R(δ)e

(λ−λz2−γ−δ)t + (γ − λ)z1e
−γye(λ−γ)tω3

+ z1e
−γy(λ− γ)e−(λz2+δ)tω3 − z1e

−γyλz2φ̂R(δ)e
(λ−γ)tω3

= 0.

Gf(1, n, y, n, t) = λ
[
z2e

θ(1,n,y,r)(t) − eθ(1,n,y,r)(t)
]
+ γeθ(1,n,y,r)(t) + δeθ(1,n,y,r)(t) + θ′(1,n,y,r)(t)e

θ(1,n,y,r)(t)

= (λz2 − λ+ γ + δ)e(λ−λz2−γ−δ)t + (λ− λz2 − γ − δ)e(λ−λz2−γ−δ)t

= 0.

Ainsi, d’après la propriété du générateur infinitésimal, Eq.(3.23) est une martingale pour
le processus {X(t)}.

Notons que θX(t)(t) est solution du système

λz1φS(γ)e
θx∈E1 (t) − (λ− δ)eθx∈E0 (t) + θ′x∈E0

(t)θx∈E0(t) = 0;

λz1φS(γ)e
θx=e1 (t) − λeθx=e0 (t) + θ′x=e0

(t)eθx=e0 (t) = 0;

λz2φR(δ)e
θx∈E1 (t) − (λ− γ)eθx=e1 (t)θ′x=e1

(t)eθx=e1 (t) = 0;

λz2 − λ+ γ + δ + θ′x∈E1
(t) = 0.
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Afin d’énoncer le théorème suivant, nous définissons les variables aléatoires τ̃0 et τ̃1

comme étant les temps d’arrêt qui mettent fin à la période d’inactivité du serveur (lorsque
X(t) ∈ e0 ∪ E0) et à la fin de la période d’occupation (lorsque X(t) ∈ e1 ∪ E1), respecti-
vement.

Théorème 3.5 (Meziani et Kernane [62]). Pour toute fonction f ∈ D(G), les processus

f(C(t), N(t), Y (t), R(t), t)− f(0, N(0), 0, R(0), 0)−
t∫

0

Gf(0, N(s), 0, R(s), s)ds (3.26)

et

f(C(t), N(t), Y (t), R(t), t)− f(1, N(0), Y (0), R(0), 0)−
t∫

0

Gf(1, N(s), Y (s), R(s), s)ds

(3.27)
définis pour t ∈ [0, τ̃0] et t ∈ [0, τ̃1], respectivement, sont des martingales.

preuve. Le résultat est obtenu en exploitant la proposition 1.1 et le générateur infinitésimal
donné par Eq.(3.14)-Eq.(3.17).
Notons que, pour X(t) ∈ {e0} ∪ {e1}, R(t) = 0 lorsque N(t) = 0.

Comme précédemment, les variables τ̃0 et τ̃1 peuvent être identifiée d’après le traite-
ment du processus {X(t)} dans le cadre d’un PDMP. De ce fait, τ̃0 = min(A(t), R(t)) et
τ̃1 = Y (t).

Nombre moyen de clients dans l’orbite

Comme dans le cas de la politique de rappels classique, dans cette section, nous allons
tirer l’espérance conditionnelle des clients bloqués en régime transitoire.

Théorème 3.6 (Meziani et Kernane [62]). L’espérance conditionnelle du nombre de
clients bloqués N(t) sachant que N(0) = n0, Y (0) = y0 (lorsque Y (t) ∈ e1 ∪ E1) et
R(0) = r0 (lorsque R(t) ∈ E0 ∪ E1 ) est donnée par

E[N(t)|N(0) = n0] =


0 si X(t) = e0;

n0 +
1

µ1 + ν1
(r0 + (λµ1 − 1)t− νR(t)) si X(t) ∈ E0;

pour t ∈ [0, τ̃0] et par

E[N(t)|N(0) = n0] =


0 si X(t) = e1;

n0 + λt+
1

µ1 + ν1
(y0 + r0 − 2t− µY (t)− νR(t)) si X(t) ∈ E1;
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pour t ∈ [0, τ̃1].

Où ν1 =
∞∫
0

rdG(r) est le moment d’ordre 1 de la fonction G et νR(t) =
1

Ḡ(t)

∞∫
t

Ḡ(u)du.

Preuve. Posons f(i, n, y, r, t) = y+ nµ1 + r+ nν1. Les conditions (3.18)− (3.21) d’appar-
tenance au domaine D(G) sont vérifiées. D’où

Gf(0, n, 0, r, t) = λµ1 − 1 et Gf(1, n, y, r, t) = λ(µ1 + ν1)− 2.

D’après le théorème 5 ci-dessus, Y (t)+N(t)µ1+R(t)+N(t)ν1−n0µ1−n0ν1−r0−
t∫
0

(λµ1−

1)ds et Y (t) +N(t)µ1 +R(t) +N(t)ν1− y0− n0µ1− r0− n0ν1−
t∫
0

[λ(µ1 + ν1)− 2]ds sont

des martingales. Ainsi, pour t ∈ [0, τ̃0] et X(t) ∈ E0

E[N(t)|N(0) = n0, R(0) = r0] = n0+
1

µ1 + ν1
(r0+(λµ1−1)t−E[Y (t)]−E[R(t)]) (3.28)

et pour t ∈ [0, τ̃1] et X(t) ∈ E1

E[N(t)|N(0) = n0, Y (0) = y0, R(0) = r0] = n0+λt+
1

µ1 + ν1
(y0 + r0 − 2t− E[Y (t)]− E[R(t)]) .

(3.29)
En outre, nous avons

E[Y (t)] =

0 pour t ∈ [0, τ̃0];

µY (t) pour t ∈ [0, τ̃1].

et

E[R(t)] =

0 pour X(t) ∈ e0 ∪ e1;

νR(t) pour X(t) ∈ E0 ∪ E1.

En substituant E[Y (t)] etE[R(t)] dans Eq.(3.28) et Eq.(3.29), le résultat est atteint.
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Chapitre 4

Approximation par les processus de
diffusion dans les files d’attente

Dans une file d’attente avec rappels, le nombre de clients dans l’orbite est une quan-
tité stochastique représentée par un processus défini sur un espace des états discret qui
est généralement l’ensemble des entiers naturels N ou une partie de cet ensemble. Par
conséquent, ce processus possède des trajectoires discontinues. En outre, si ce processus
possède la propriété de Markov alors il est dit processus de Markov à sauts.

L’approximation d’un processus de Markov à sauts par un processus de diffusion
consiste à approximer un tel processus de Markov par un processus avec un espace des
états continu et des trajectoires presque sûrement continues tout en maintenant la pro-
priété de Markov du processus initial. Une approximation des trajectoires discrètes par des
trajectoires continues demeure justifiée car les tailles des sauts sont souvent infiniment
petites par rapport à la taille totale du système modélisé. Il existe plusieurs méthodes
d’approximation des processus de Markov à sauts par des processus de diffusion qui sont
présentées de manière détaillée dans Fuchs [29].

Dans la théorie des files d’attente, l’analyse qui consiste à approximer le processus qui
décrit le système par un processus de diffusion est connue sous le nom d’approximation
dans le trafic intense (heavy traffic approximation). Ces approximations, également ap-
pelées théorèmes limites, sont réalisées sous certaines conditions sur les paramètres du
modèles tels que le taux d’arrivée, le nombre de serveurs, la taille de la population, .... En
effet, l’étude asymptotique d’un modèle de file d’attente sert, en particulier, à approximer
les distributions données par des formules complexes par des distributions standards telles
que la distribution normale et la distribution gamma relatives à des processus Browniens
si les paramètres infinitésimaux satisfont certaines conditions.

Dans le travail de Falin [22], une file d’attente périodique a été étudiée dans un trafic
intense en utilisant la méthode de convergence du générateur. Cette méthode, qui consiste
à mettre en place un processus réduit en multipliant le processus à approximer par une
quantité qui tends vers 0, est l’une des méthoses utilisées dans ce travail. La seconde mé-
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thode considérée est basée sur l’utilisation de des propriétés asymptotiques des processus
des arrivées et de service dans des files d’attente simples [40, 52, 53]. En outre, l’approxi-
mation dans le trafic intense a également été établie dans des modèles de files d’attente
complexes. En supposant un faible taux de rappels dans la file M/M/c avec rappels, le
nombre moyen de clients dans l’orbite a été approximé par un processus de diffusion dans
Falin [23]. Dans le travail de Liu et al. [60], l’approximation par un processus de diffusion
a été établie en considérant une séquence de files d’attente à double entrées.

4.1 Approximation dans un trafic intense pour des files

Markoviennes simples

Nous considérons qu’il y a un trafic intense dans une file d’attente lorsque le taux
d’arrivée augmente de telle sorte que la condition de stabilité du système s’approche de
1. Les approximations dans un trafic intense sont généralement établies pour le processus
{N(t), t ≥ 0} décrivant le nombre de clients dans le système à l’instant t. Pour une file
d’attente dépendante de l’état (c’est-à-dire la loi du processus des arrivées et la loi du
processus de service dépendent de l’état du système), {N(t), t ≥ 0} est un processus de
naissance et de mort défini sur un espace des états discret Ed = {0, . . . , K} (K ≤ ∞).
La dépendance est représentée par la moyenne 1/λn et la variance σa,n du processus des
arrivées et la moyenne 1/µn et la variance σs,n du processus du service. Les processus
stochastiques considérés sont supposés être indépendants. D’après Kimura [52], l’idée
de base des approximations par les processus de diffusion pour les files d’attente est
d’approcher le processus évalué {N(t), t ≥ 0} par un processus de diffusion homogène dans
le temps {X(t), t ≥ 0} avec une trajectoire continue sur un intervalle Ec = [x0, xK ] (−∞ ≤
x0 < xK ≤ +∞) en utilisant des propriétés asymptotiques des processus des arrivées et
de service. Il a été démontré que ces approximations sont efficaces dans le cas du trafic
intense [40, 52, 71].

4.1.1 Détermination de l’intervalle Ec

Soient E(t) le nombre de clients arrivants dans le système dans l’intervalle ]0, t] et
D(t) le nombre de clients sortants du système dans l’intervalle ]0, t]. Alors, le nombre de
clients dans le système à l’instant t est donné par

N(t) = N(0) + E(t)−D(t), t ≥ 0. (4.1)

Soit In un intervalle de Ec correspondant à l’évènement P (N(t) = n), n ∈ Ed tel que

I0 = {0} et In =]xn−1, xn];
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où xn ∈ Ed est une séquence croissante avec

x0 = 0 et Ec =
⋃
n∈Ed

In = [0, xk[.

En général, les bornes de Ec sont supposées être réfléchissante (reflecting boundaries) pour
que le processus de diffusion {X(t)} soit régulier dans [x0, xK ] avec−∞ ≤ x0 < xK ≤ +∞.

4.1.2 Calcul des paramètres de diffusion

Soit dX(t) = X(t)−X(0) l’accroissement du processus {X(t)} accumulé sur un l’inter-
valle infinitésimal ]0, t]. Alors, pour tout x ∈ Ec, le processus {X(t)} peut être caractérisé
par les limites suivantes :

a(x) = lim
t→0

1

t
E [dX(t)|X(0) = x] ; (4.2)

b(x) = lim
t→0

1

t
V ar [dX(t)|X(0) = x] .

Ces paramètres sont supposés être constants par morceaux, c’est-à-dire pour tout x ∈ In

a(x) = an; (4.3)

b(x) = bn.

L’hypothèse des paramètres constants par morceaux est basée sur la correspondance
naturelle entre les évènements N(t) = n et X(t) ∈ In. De plus, le processus possédant les
paramètres Eq.(4.3) est bien défini et sa trajectoire est toujours continue.

Afin de calculer les paramètres de diffusion, nous allons faire appel au théorème élé-
mentaire de renouvellement.
Par hypothèse {E(t), t ≥ 0} est un processus de renouvellements, alors d’après Eq.(1.3)
nous avons

E[E(t)] ≈ λnt; (4.4)

V ar[E(t)] ≈ λ3
nσ

2
a,nt.

Le processus {D(t), t ≥ 0} n’est pas un processus de renouvellement mais dans le cas
d’un trafic intense, le serveur sera occupé la plupart du temps. Ainsi, d’après Heyman
[40], {D(t), t ≥ 0} peut être approximé par un processus {D̃(t), t ≥ 0} tel que

E[D̃(t)] ≈ µnt; (4.5)

V ar[D̃(t)] ≈ µ3
nσ

2
s,nt.
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En remplaçant D(t) par D̃(t) dans Eq.(4.1) et en utilisant Eq.(4.4) et Eq.(4.5), nous
obtenons les résultats approximatifs suivants

E[N(t)]

t
≈ λn − µn;

E[N(t)]

t
≈ λ3

nσ
2
a,n + µ3

nσ
2
s,n.

Par conséquent, le processus {N(t), t ≥ 0} peut être approximé par un processus de
diffusion {X(t), t ≥ 0} avec les paramètres infinitésimaux

an = λn − µn pour n = 1, . . . , N ; (4.6)

bn = λ3
nσ

2
a,n + µ3

nσ
2
s,k pour n = 1, . . . , N.

4.1.3 Application pour une file M/M/1 simple

Nous considérons un système d’attente où les clients arrivent un par un selon un
processus de Poisson de paramètre λ. Les durées de service sont des variables aléatoires
i.i.d d’une même loi exponentielle de paramètre µ. L’état du système à l’instant t est
décrit par le processus {N(t), t ≥ 0} défini sur Ed = N. Sa condition de stabilité est
ρ = λ

µ
< 1. Dans le trafic intense (c’est-à-dire lorsque ρ ≈ 1), {N(t), t ≥ 0} peut être

approximé par un processus de diffusion {X(t)} dfini sur Ec = R+. La moyenne et la
variance infinitésimales sont obtenues en posant λn = λ et µn = µ pour tout n ∈ N dans
Eq.(4.6). Ainsi, les paramètres de diffusion sont donnés par

an = λ− µ pour n ∈ N; (4.7)

bn = λ+ µ pour n ∈ N.

Distribution stationnaire du nombre de clients dans le système

Soit p(x, t|x0, t0) la densité de probabilité conditionnelle du processus {X(t)} qui vérifie
l’équation de fokker-Planck suivante.

∂

∂t
p(x, t|x0, t0) = −(λ− µ)

∂

∂x
p(x, t|x0, t0) +

λ+ µ

2

∂2

∂2x
p(x, t|x0, t0). (4.8)

Soit p(x) = lim
t→∞

p(x, t|x0, t0) la distribution stationnaire du processus {X(t)}. Alors, en
passant à la limite dans Eq.(4.8), nous obtenons

0 = −(λ− µ)
∂

∂x
p(x) +

λ+ µ

2

∂2

∂2x
p(x).
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C’est une équation différentielle ordinaire (EDO) du second ordre dont la solution est
donnée par

p(x) = A+Be2
(λ−µ)
λ+µ

x;

avec
∞∫
0

p(x) = 1, lim
x→0

p(x) = 0. et A,B sont des constantes réelles.

D’où
p(x) =

2(µ− λ)

λ+ µ
e−

2(µ−λ)
λ+µ

x, x ≥ 0.

C’est une densité de probabilité d’une loi exponentielle de paramètre 2(µ−λ)
λ+µ

. Ce résultat
est attendu puisque le nombre de clients dans le système d’une file M/M/1 suit une loi
géométrique qui est l’analogue discret de la loi exponentielle.
Notons que, dans le trafic intense, la condition du stabilité du système ρ s’approche in-
tensivement de 1 mais elle y reste toujours strictement inférieure. Ainsi, comme λ < µ

alors µ− λ > 0.

Nombre moyen approximatif des clients dans le système

Soit X la variable aléatoire qui approxime le nombre de clients dans le système de la
file M/M/1 à l’équilibre. Nous avons vu précédemment que X suit une loi exponentielle
de paramètre 2(µ− λ)/λ+ µ. Pour une loi exponentielle de paramètre υ, la moyenne est
donné par 1/υ. Ainsi,

E(X) =
λ+ µ

2(µ− λ)
=

1 + ρ

2(1− ρ)
.

Comme ρ ≈ 1 alors

E(X) ≈ 2ρ

2(1− ρ)
=

ρ

1− ρ
= E(N).

Avec N est la variable aléatoire qui représente le nombre de clients dans le système de la
file M/M/1 à l’équilibre et E(N) est son espérance mathématique(Voir Eq.(2.3)).

4.2 Approximation dans un trafic intense pour une file

périodique

Une file périodique est un système d’attente dans lequel les clients arrivent selon un
processus de Poisson périodique. Le phénomène de périodicité en file d’attente se produit
généralement dans les copieurs ou les duplicateurs lors de l’arrivée de la charge de travail.
Ces modèles ont été étudiés auparavant par Takacs [77], Reich [72, 73], Hasofor [39]
et Harrison et Lemoine [38]. Les recherches sur les files périodiques ont montré que ces
systèmes sont caractérisés par l’existence d’un régime stationnaire périodique au lieu d’un
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régime stationnaire dans son sens ordinaire (Voir Falin [22]). Néanmoins, la détermination
de la distribution stationnaire périodique est très compliquée et ne peut se faire qu’à l’aide
d’un ordinateur.

Dans ce qui suit, nous présentons une méthode approximative par les processus de
diffusion établie par Falin [22]. Cette approximation a été réalisée dans le cas d’un trafic
intense en utilisant le principe de la moyenne qui stipule qu’une file périodique est ap-
proximée par la file stationnaire correspondante avec le taux d’intensité cumulé Λ sous
certaines conditions.

Le processus étudié est le temps d’attente virtuel V (t) dans la file M(t)/G/1. Les
clients arrivent dans ce système selon un processus de Poisson périodique avec la fonction
d’intensité λ(t). Les clients sont servis suivant leur ordre d’arrivée et les durées de service
sont des variables aléatoires i.i.d de la même distribution générale F de moyenne µ1 =∫∞
0

ydF (y) et de variance σ2 finie. La condition de stabilité de ce système est Λµ1 < 1

avec Λ(t) =
t∫
0

λ(s)ds et Λ = Λ(1).

Pour effectuer l’approximation présentée dans Falin [22], l’auteur a considéré une sé-
quence de n files d’attente M(t)/G/1 avec des fonctions d’intensité λn(t). Les distributions
de service sont supposées être indépendantes de n.

Soit τ(t) la partie fractionnelle de t. Cette variable supplémentaire est introduite afin
d’obtenir un processus de Markov homogène (V (t), τ(t)) défini sur E = R+ × [0, 1].

En partant d’un état initial (v, t) et après un temps infinitésimal h, le processus (V (t), τ(t))

passe vers l’état (v−h, τ+h) avec la probabilité (1−λ(τ)h), et avec la probabilité λ(τ)h il
passe vers l’état (v−h+Y, τ+h) où Y est une variable aléatoire générée de la distribution
F . Ainsi, le générateur infinitésimal associé s’écrit

Gf(v, τ) = ∂

∂τ
f(v, τ)− ∂

∂v
f(v, τ)+λ(τ)

∞∫
0

[f(v + y, τ)− f(v, τ)] dF (y), pour v > 0, 0 < τ < 1.

Pour le point initial (0, τ), le générateur infinitésimal est donné par

Gf(0, τ) = ∂

∂τ
f(0, τ) + λ(τ)

∞∫
0

[f(y, τ)− f(0, τ)] dF (y), pour 0 < τ < 1.

Le domaine D(G) est constitué des fonctions f qui sont différentiables par rapport à v et
τ et qui satisfont la condition limite

f(v, 1) = f(v, 0).

Cette condition signifie que le processus est étudié sur une période égale à 1.
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Soit
(

V (nt)√
n
, τ(nt)

)
le processus réduit défini sur l’espace E = R+× [0, 1]. Le générateur

infinitésimal associé est donné par

Gnf(v, τ) = nλ(τ)

∞∫
0

[
f(v +

y√
n
, τ)− f(v, τ)

]
dF (y) + n

∂

∂τ
f(v, τ)−

√
n
∂

∂v
f(v, τ) + ◦(1);

= nλ(τ)

∞∫
0

[
y√
n

∂

∂v
f(v, τ)

]
dF (y) + n

∂

∂τ
f(v, τ)−

√
n
∂

∂v
f(v, τ) + ◦(1);

=
√
nλ(τ)

∂

∂v
f(v, τ)µ1 +

1

2
λ(τ)

∂2

∂v2
f(v, τ)µ2 −

1

2
λ(τ)

∂2

∂v2
f(v, τ)µ2 + n

∂

∂τ
f(v, τ)

−
√
n
∂

∂v
f(v, τ) + ◦(1);

=
√
nλ(τ)

∂

∂v
f(v, τ)µ1 +

1

2
λ(τ)

∂2

∂v2
f(v, τ)µ2 + n

∂

∂τ
f(v, τ)−

√
n
∂

∂v
f(v, τ) + ◦(1);

pour v > 0 et 0 < τ < 1 avec µ2 =
∞∫
0

y2dF (y), et

Gnf(0, τ) =
√
nλ(τ)

∂

∂v
f(0, τ)µ1 +

1

2
λ(τ)

∂2

∂v2
f(0, τ)µ2 + n

∂

∂τ
f(0, τ) + ◦(1).

La condition de différentiabilité et la condition limite ne changent pas pour le domaine
D(Gn).

Pour toute fonction de classe C2 (c’est-à-dire sa dérivée première est continue et déri-
vable et sa dérivée seconde est continue), définissons la fonction

fn(v, τ) = f(v) +
1√
n
f ′(v)g(τ) +

1

n
f ′′(v)h(τ);

où les fonctions g(τ) et h(τ) seront déterminées ultérieurement.

Pour ces fonctions, le générateur infinitésimal est alors donné par

Gnfn(v, τ) =
√
nf(v)′ [λ(τ)µ1 − 1 + g′(τ)]+f ′′(v)

[
(λ(τ)µ1 − 1)g(τ) +

1

2
λ(τ)µ2 + h′(τ)

]
+◦(1);

Gnfn(0, τ) =
√
nf ′(0) [λ(τ)µ1 + g′(τ)] + f ′′(0)

[
λ(τ)µ1g(τ) +

1

2
λ(τ)µ2 + h′(τ)

]
+ ◦(1);

et la condition limite devient

g(1) = g(0), h(1) = h(0).

79



Dans le trafic intense (c’est-à-dire lorsque lim
n→∞

Λn = 1
µ1

), la convergence vers un pro-
cessus de diffusion ne se fera que sur la première coordonnée du processus (V (t), τ(t)).
Les fonctions g et h doivent vérifier les équations

λ(τ)µ1 − 1 + g′(τ) = 1√
n
c1; (4.9)

(λ(τ)µ1 − 1)g(τ) +
1

2
λ(τ)µ2 + h′(τ) = c2. (4.10)

Pour obtenir une approximation indépendante de τ , les constantes c1 et c2 seront déter-
minées à partir des conditions limites.

L’équation (4.9) permet d’obtenir

g(τ) = τ − Λ(τ)µ1 +
1√
n
c1τ + g(0).

De la condition limite g(1) = g(0) nous obtenons

c1 = −
√
n(1− Λnµ1).

Ainsi,
g(τ) = ρnτ − Λ(τ)µ1 + g(0);

avec ρn = Λnµ1.

Ce qui implique

h(τ) = c2τ +
1

2
Λτµ2 +

τ∫
0

(1− λ(s)µ1)g(s)ds+ h(0).

À partir de la condition limite h(1) = h(0), on obtient

c2 =
µ2

2µ1

.

D’après Falin[22], lim
n→∞

−
√
n(1−ρn) = −m+◦(1). Par conséquant, en utilisant les fonctions

g(τ) et h(τ), nous obtenons

lim
n→∞

Gnfn(v, τ) = −mf ′(v) +
µ2

2µ1

f ′′(v) = G0f(v).

En suivant la même démarche pour le point (0, τ), on montre que les f ∈ D(G′)
doivent vérifier la condition f(0) = 0. Ceci implique que le générateur G0 correspond à
un processus de Wiener régularisé à l’origine avec une moyenne infinitésimale m et une
variance infinitésimale µ2/2µ1.
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4.3 Approximation dans les files d’attente avec une dis-

tribution exponentielle des temps de rappels

Le nombre de clients bloqués dans l’orbite est une quantité de performance importante
pour les files d’attente avec rappels. Dans le cas d’une distribution des temps de rappels
exponentielle, plusieurs travaux ont présenté des formules explicites pour cette quantité
[26, 28, 5]. Tandis que dans le cas d’une distribution des temps de rappels générale, la
majorité des travaux ont porté que sur des études approximatives [8, 74, 75]. Cependant,
dans le travail de Meziani et Kernane [62], les auteurs ont pu tirer une expression explicite
du nombre moyen de clients bloqués dans l’orbite en régime transitoire pour la file M/G/1
avec une distribution des temps de rappels générale étudiée à travers les PDMPs.

Nous intéressons dans ce qui suit à l’approximation par les processus de diffusion dans
des systèmes de file d’attente avec une distribution des temps de rappels exponentielle.

4.3.1 File M/M/c dans le cas de taux de rappels faible

Le comportement asymptotique d’une file d’attente avec rappels est souvent influencé
par le taux de rappels. Pour plusieurs raisons, dans les applications, le cas le plus important
est le franchissement de la limite ν → 0. Pour le modèle de base à plusieurs serveurs décrit
le chapitre 2 de ce travail, ce problème a été considéré en premier lieu par Cohen [11] qui
a étudié le comportement asymptotique du nombre moyen de clients dans l’orbite. Les
investigations dans le régime permanent (λ < c) ont prouvé que la limite lim

µ→0
E(N) = a

existe et elle est unique, où a est la racine positive de l’équation algébrique

λ
(λ+ a)c

c!
= a

c−1∑
i=0

(λ+ a)i

i!
; (4.11)

avec a < λ
(c−λ)

. Ensuite en 1985, Falin [21] a montré que la distribution du nombre de
clients dans l’orbite en régime stationnaire est asymptotiquement gaussienne de moyenne

a
ν

et de variance
1

ν
×

a+ a3

λ−a(c−λ)
c!

(a+λ)c+1

c−1∑
i=0

i!
(a+λ)i

(
i∑

j=0

(λ+a)j

j!

)2
.

Dans ce qui suit, nous présentons l’étude approximative du nombre de clients dans
l’orbite établie par Falin [23]. Pour ce faire, l’auteur a considéré le processus centré ré-
duit

(
C
(
t
ν

)
, X
(
t
ν

))
=
(
C
(
t
ν

)
,
√
νN

(
t
ν

)
− a√

ν

)
à l’équilibre (λ < c) et lorsque ν → 0.

Le défi principal rencontré lors de cette approximation est le fait que seule la deuxième
coordonnée du processus, qui correspond au nombre de clients dans l’orbite, converge vers
un processus de diffusion. Pour remédier à ce problème, l’auteur a utilisé la méthode de
démonstration des théorèmes de limite fonctionnelle en théorie des files d’attente (Voir
Burman [7]).
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Le générateur infinitésimal du processus
(
C
(
t
ν

)
,
√
νN

(
t
ν

)
− a√

ν

)
défini sur l’espace des

états E = {0, 1, . . . , c}×]0,+∞[ est déterminé comme suit. En partant d’un état initial
(i, x) ∈ E avec i < c et après un temps infinitésimal h, les transitions possibles du proces-
sus

(
C
(
t
ν

)
, X
(
t
ν

))
sont :

• (i, x) −→ (i+ 1, x) avec la probabilité λ
t

ν
;

• (i, x) −→ (i+ 1, x−
√
ν) avec la probabilité

(
x√
ν
+

a

ν

)
t ;

• (i, x) −→ (i− 1, x) avec la probabilité i
t

ν
.

Les probabilités de transition ci-dessus sont obtenues en considérant le changement de
variables suivant. Le temps passe de t à t

ν
et le nombre de clients dans l’orbite passe de

n à x√
ν
+ a

ν
pour chaque réalisation du processus

(
C
(
t
ν

)
, X
(
t
ν

))
.

Ainsi, le générateur infinitésimal est donné par

Gνf(i, x) =
λ

ν
[f(i+1, x)−f(i, x)]+

(
x√
ν
+

a

ν

)
[f(i+1, x−

√
ν)−f(i, x)]+ i

ν
[f(i−1, x)−f(i, x)],

pour i < c et par

Gνf(c, x) =
λ

ν
[f(c, x+

√
ν)− f(c, x)] +

c

ν
[f(c− 1, x)− f(c, x)],

pour l’état initial (c, x).

Le domaine D(Gν) du générateur infinitésimal Gν se constitue des fonctions f qui sont
différentiables par rapport à x pour tout 0 ≤ i ≤ c.

Définissons maintenant la fonction

fν(i, x) = f(x) +
√
νf ′(x)gi + νf ′′(x)hi;

où les constantes gi et hi seront déterminées ultérieurement.
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Pour ces fonctions, le générateur infinitésimal s’écrit alors

Gνfν(i, x) =
1√
ν
f ′(x) [(a+ λ)(gi+1 − gi)− a+ i(gi−1 − gi)]

+ xf ′(x)(gi+1 − gi − 1)

+ f ′′(x)
[
(a+ λ)(hi+1 − hi) +

a

2
− agi+1 + i(hi−1 − hi)

]
+ ◦(1), pour 0 ≤ i ≤ c− 1;

Gνfν(c, x) =
1√
ν
f ′(x)[λ+ c(gc−1 − gc)]

+ f ′′(x)

[
λ

2
+ λgc + c(hc−1 − hc)

]
+ ◦(1).

Pour ν −→ 0, le générateur Gνfν(i, x) converge vers une limite qui ne dépend pas de
i si les fonctions gi et hi sont choisies de telle sorte que, pour une certaine fonction B(x),
nous avons

(a+ λ)(gi+1 − gi)− a+ i(gi−1 − gi) = 0 pour 0 ≤ i ≤ c− 1; (4.12)

λ+ c(gc−1 − gc) = 0; (4.13)

xf ′(x)(gi+1 − gi − 1) + f ′′(x)
{
(a+ λ)(hi+1 − hi) (4.14)

+
a

2
− agi+1 + i(hi−1 − hi)

}
= B(x) 0 ≤ i ≤ c− 1;

f ′′(x)

{
λ

2
+ λgc + c(hc−1 − hc)

}
= B(x). (4.15)

Le système Eq.(4.12)-Eq.(4.13) admet une solution si et seulement si le paramètre a

satisfait Eq.(4.11).
Ainsi,

gi = g0 +
a

λ+ a

i−1∑
j=0

j!

(λ+ a)j

j∑
k=0

(λ+ a)k

k!
0 ≤ i ≤ c− 1.

Le système Eq.(4.14)-Eq.(4.15) admet une solution si et seulement si

B(x) =

{(
λ

2
+ gc

)
f ′′(x)

(λ+ a)c

c!
+

c−1∑
j=0

(a+ λ)j

j!
(4.16)

[
xf ′(x)(gj+1 − gj − 1) + f ′′(x)

(a
2
− agj+1

)]}
×

(
c∑

j=0

(a+ λ)j

j!

)−1

.
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Pour les fonctions gi et hi ainsi choisies, nous avons lim
ν−→0

Gνfν(i, x) = B(x).

En utilisant Eq.(4.11), l’expression de Eq.(4.16) s’écrit donc

B(x) = −λ− a(c− λ)

λ+ a
xf ′(x)

+ f ′′(x)

 a

λ+ a
(λ− a(c− λ)) +

a3c!

(λ+ a)c+2

c−1∑
j=0

j!

(λ+ a)j

(
j∑

k=0

(λ+ a)k

k!

)2


= −αxf ′(x) +
σ2

2
f ′′(x)

= G0f0(x).

G0f0(x) est le générateur correspondant à un processus de diffusion avec une moyenne
infinitésimale −αx et une variance infinitésimale σ2 avec

α =
λ− a(c− λ)

λ+ a
;

σ2 = 2×

 a

λ+ a
(λ− a(c− λ)) +

a3c!

(λ+ a)c+2

c−1∑
j=0

j!

(λ+ a)j

(
j∑

k=0

(λ+ a)k

k!

)2
 .

4.3.2 File M/M/1 avec une politique de rappels classique et une

source finie de clients

Considérons le système de file d’attente de type M/M/1 avec une source de clients
finie de taille K décrit dans [76] comme suit. Si le serveur est inactif, alors le client en-
trant reçoit son service immédiatement et quitte le système après l’achèvement du service.
Sinon, si le serveur est occupé, le client arrivé rejoint l’orbite. Les arrivées se présentent
dans le système selon un processus de poisson avec un taux λ/K. Les temps de service
sont indépendants et exponentiellement distribués avec une moyenne de 1/µ. Après un
temps aléatoire dans l’orbite, les clients bloqués répètent leurs tentatives d’entrée en ser-
vice indépendamment les uns des autres et les rappels sont générés selon un processus de
Poisson avec un taux ν/K. Les temps d’inter-arrivée, les périodes de service et les temps
de rappel sont supposés être mutuellement indépendants.

Soit (C(t), N(t)) le processus de Markov décrivant l’état du système à l’instant t. La
composante C(t) représente l’état du serveur (C(t) est égal à 0 ou 1 selon que le serveur
est libre ou occupé) et N(t) est le nombre de clients bloqués où N(t) ∈ {0, 1, . . . , K − 1}.
Le générateur infinitésimal du processus (C(t), N(t)) est donné par
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Gf(0, n) = λ

K
(K − n)[f(1, n)− f(0, n)] +

ν

K
n[f(1, n− 1)− f(0, n)]; (4.17)

Gf(1, n) = λ

K
(K − n− 1)[f(1, n+ 1)− f(1, n)] + µ[f(0, n)− f(1, n)]. (4.18)

Nous allons présenter, dans cette section, la démarche de Meziani et Kernane [63] suivie
pour montrer la convergence du générateur donné par Eq.(4.17) et Eq.(4.18) vers un
générateur infinitésimal qui a la forme suivante

Gf(x) = a(x)f ′(x) +
b(x)

2
f ′′(x). (4.19)

Approximation par un processus de diffusion

Définissons le processus réduit suivant X(t) = N(Kt)√
K

. Ce processus est défini sur l’es-
pace des états continu [0, . . . , K−1√

K
]. Ainsi, il est possible de l’approximer par un processus

de diffusion lorsque K −→ ∞ comme le nombre de clients bloqués augmentent avec la
croissance de la taille de la source des clients.

Le générateur infinitésimal du processus (C(Kt), X(t)) a la forme

GKf(0, x) = λK(1− x)[f(1, x)− f(0, x)] + νxK

[
f

(
1, x− 1√

K

)
− f(0, x)

]
;

GKf(1, x) = λK

(
1− x− 1

K

)[
f

(
1, x+

1√
K

)
− f(1, x)

]
+ µK[f(0, x)− f(1, x)].

De même qu’en Falin [25] et Falin et Templeton [26], pour une fonction arbitraire deux
fois différentiable fK , on définit la fonction

fK(i, x) = f(x) +
1√
K

f ′(x)ci +
1

K
f ′′(x)di, (4.20)

Où ci et di pour i ∈ {0, 1} sont des constantes.

Pour ces fonctions fK(i, x), lorsque K −→∞, nous avons

GKfK(0, x) =
√
Kf ′(x)[λ(c1 − c0)] + f ′′(x)[λ(d1 − d0)] + ◦(1);

GKfK(1, x) =
√
Kf ′(x)[λ+ µ(c1 − c0)] + f ′′(x)[λ(c1 − c0) + µ(d1 − d0)] + ◦(1).

D’après ce qui a précédé, GKfK peut converger pour K −→ ∞ vers une limite qui ne
dépend pas de i si ci et di satisfont aux conditions suivantes
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λ(c1 − c0) =
a(x)√
K

. (4.21)

λ(d1 − d0) =
b(x)

2
. (4.22)

[λ+ µ(c1 − c0)] =
a(x)√
K

. (4.23)

λ(c1 − c0) + µ(d1 − d0) =
b(x)

2
. (4.24)

La résolution du système des équations Eq.(4.21)-Eq.(4.24) nous permet de trouver
que

a(x) = −
√
K

λρ

1− ρ
. (4.25)

b(x) = 2λ

(
ρ

1− ρ

)2

. (4.26)

Où ρ =
λ

µ
.

En utilisant Eq.(4.25) et Eq.(4.26), nous obtenons

lim
K−→∞

GKfK(i, x) = −
√
K

λρ

1− ρ
f ′(x) + λ

(
ρ

1− ρ

)2

f ′′(x) = G0f(x).

Le générateur G0 correspond à un mouvement brownien de moyenne infinitésimale−
√
K

λρ

1− ρ

et de variance infinitésimale 2λ

(
ρ

1− ρ

)2

.

Distribution stationnaire

Soit p(x) la distribution stationnaire associée au processus du diffusion {X(t)}.
Comme l’a montré Newell [67], la fonction p(x) est de la forme

p(x) =
cte

b(x)
exp(γ(x)); 0 < x < xK−1. (4.27)

Où γ(x) = 2
x∫
0

a(u)
b(u)

du.

Comme xK−1 =
K − 1√

K
−→ ∞ lorsque K −→ ∞, alors en substituant Eq.(4.25) et

Eq.(4.26) dans Eq.(4.27), nous obtenons

p(x) =
cte

2λ

(
1− ρ

ρ

)2

exp

(
−
√
K

(
1− ρ

ρ

)
x

)
; x > 0.
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La constante est déterminée en utilisant la condition de normalisation
∞∫
0

p(x)dx = 1.

Ainsi,

p(x) =
√
K

(
1− ρ

ρ

)
exp

(
−
√
K

(
1− ρ

ρ

)
x

)
; x > 0. (4.28)

Donc, pour K −→ ∞, la distribution stationnaire du mouvement brownien approximant
le nombre de clients bloqués dans l’orbite correspond à une distribution exponentielle de
paramètre

√
K
(

1−ρ
ρ

)
.

4.3.3 File M/M/1 avec une politique de rappels constante

Le modèle considéré est une file d’attente infinie et d’un serveur unique. Les clients
arrivent selon un processus de Poisson de taux λ. Les durées de service sont i.i.d d’une
même loi exponentielle de paramètre µ. Si le serveur est libre au moment d’une arrivée
alors le client est servi immédiatement et quitte le système à la fin du son service. Sinon,
si le serveur est occupé, le client arrivant se dirige vers l’orbite. Le client en tête de
l’orbite rappelle pour le service et les temps de rappels se produisent selon un processus
de Poisson de taux ν. Les inter-arrivées, les temps de service et les temps de rappels sont
mutuellement indépendants. D’après Fayolle [28], la charge du système est donnée par
ρ = λ(λ+ν)

µν
et le système est stable si ρ < 1.

Approximation par un processus de diffusion

Le nombre de clients dans l’orbite est décrit par le processus {N(t), t ≥ 0} défini sur
l’espace des états Ed = N. La probabilité que le serveur soit occupé est ρ et la probabilité
que le serveur soit libre est 1− ρ. Par conséquent, λρ est le flux d’entrée dans l’orbite et
ν(1− ρ) est le flux de sortir de l’orbite (voir figure 4.1).

µ

Extérieur

Extérieur

ν

Serveur

Orbite

λ(1− ρ)

λρ

λ

Départ

ν(1− ρ)

Figure 4.1 – File M/M/1 avec politique de rappels constante.
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Le processus {N(t), t ≥ 0} peut être vu comme un processus de naissance et de mort
avec un taux de naissance λρ et un taux de mortalité ν(1 − ρ). En supposant que E(t)

est le nombre de clients entrant dans l’orbite dans l’intervalle du temps ]0, t] et D(t) le
nombre de clients sortant de l’orbite dans ]0, t], alors :

N(t) = N(0) + E(t)−D(t), t ≥ 0. (4.29)

Détermination de l’intervalle Ec

Soit In un intervalle de Ec correspondant à l’évènement P (N(t) = n), n ∈ Ed = N tel
que

I0 = {0} et In =]n− 1, n];

Ainsi,
Ec =

⋃
n∈Nd

In = [0,∞[.

Calcul des paramètres de diffusion

D’après Heyman [40], Kimura [52] et Pujolle et Wu [71], les paramètres de diffusion
peuvent être calculés à partir de Eq.(1.8), Eq.(1.9) et Eq.(4.29) en se basant sur le com-
portement asymptotique des processus {E(t)} et {D(t)} et en utilisant le théorème de
renouvellement. Ainsi, {N(t), t ≥ 0} peut être approximé par un processus de diffusion
dont les paramètres infinitésimaux sont

a(x, t) = λρ− ν(1− ρ);

b(x, t) = λρ+ ν(1− ρ);

(4.30)

et la densité de probabilité, considérée sous la condition limite lim
t→0

p(x, t|x0, t0) = 0 pour
x ̸= x0, est

∂

∂t
p(x, t|x0, t0) =

λρ+ ν(1− ρ)

2

∂2

∂x2
p(x, t|x0, t0)− (λρ− ν(1− ρ))

∂

∂x
p(x, t|x0, t0) ; x > 0.

(4.31)
Il a été montré dans Prabhu [70] et ensuite dans Gross et al. [33] que la solution de

(4.31) est donnée par :

p(x, t|x0, t0) =
e−[x−x0−(λρ−ν(1−ρ))t]2/2(λρ+ν(1−ρ))t√

2π(λρ+ ν(1− ρ))t
. (4.32)

Mais ce résultat n’est pas très significatif à cause de la négligence de la barrière lorsque
x = 0 puisque le système peut se vider à n’importe quel instant durant le fonctionnement
de la file d’attente. En tenant compte de cette possibilité, nous rajoutons une condition
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limite supplémentaire :

lim
x→0

∂

∂t
p(x, t|x0, t0) = 0, pour tout t ≥ 0.

Cette condition est utilisée aussi car le processus ne peut aller au-delà de zéro vers les
valeurs négatives.

La nouvelle solution est donc donnée par :

p(x, t|x0, t0) =
1√

2π(λρ+ν()1−ρ)t

[
e−[x−x0−(λρ−ν(1−ρ))t]2/2(λρ+ν(1−ρ))t

+e2
λρ−ν(1−ρ)
λρ+ν(1−ρ)

(
e−[x+x0−(λρ−ν(1−ρ))t]2/2(λρ+ν(1−ρ))t

−2(λρ−ν(1−ρ))
λρ+ν(1−ρ)

∫∞
x

e−[y+x0−(λρ−ν(1−ρ))t]2/2(λρ+ν(1−ρ))t dy
)]

.

(4.33)

Si a(x, t) < 0, alors la solution stationnaire obtenue lorsque t→∞ est donnée par :

p(x) =
2(ν(1− ρ)− λρ)

ν(1− ρ) + λρ
e−2(ν(1−ρ)−λρ)x/(ν(1−ρ)+λρ) ; x > 0. (4.34)

C’est une distribution exponentielle indépendante de x0.

Simulation et étude numériques

Soit {X(t), t ≥ 0} le processus de diffusion approximant le nombre de clients bloqués
{N(t), t ≥ 0}. Alors, en utilisant les paramètres donnés par Eq.(4.30), {X(t)} vérifie
l’EDS suivante :

dX(t) = (λρ− ν(1− ρ))dt+
√

(λρ+ ν(1− ρ))dW (t) avec X(0) = x0. (4.35)

Pour évaluer l’efficacité de la méthodologie d’approximation décrite précédemment,
une étude de simulation a été réalisée. Les algorithmes ont été codés en R. Le nombre
moyen de clients dans l’orbite a été simulé en utilisant Eq. (4.35) en se basant sur la
méthode d’Euler pour λ ∈ {1, 3, 5, 6, 7}, ν = 10 , µ = 12 et x0 ∈ {0, 10, 40, 70, 100}.
Le temps de simulation considéré est T = 100 pour un pas de dt = 1/1000. Les va-
leurs exactes du nombre de clients dans l’orbite ont été calculées à l’aide de la for-
mule E(N) = lim

t−→∞
E(N(t)) = λρ

1−ρ

[
1

λ+ ν
+

1

µ

]
déterminée à partir des probabilités

Eq.(2.4) et Eq.(2.5) comme suit. Les fonctions génératrices correspondantes sont P0(z) =

(1 − ρ)
[
1− λ

λ+ν
+ λ

(λ+ν)(1−ρz)

]
et P1(z) = (1 − ρ) λ

µ(1−ρz)
, respectivement. La fonction gé-
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nératrice du nombre de clients dans l’orbite est donnée par

P (z) = P0(z) + P1(z) = (1− ρ)

[
1− λ

λ+ ν
+

(
λ

λ+ ν
+

λ

µ

1

1− ρz

)]
. (4.36)

Le nombre moyen de clients dans l’orbite est obtenu en posant z = 1 dans P
′
(z).

Les expériences ont été répliquées 1000 fois pour estimer les moyennes. À chaque étape
nous avons calculé l’écart relatif en utilisant la formule |(E(N)−X|/X qui a été exprimé
en pourcentage dans le tableau 4.1.

ρ E(N) X ER× 100%

0.0917 0.0176 0.4557 96.13

0.325 0.2316 0.5606 58.45

0.625 1.25 1.0028 26.15

0.8 3.5 1.9413 11.86

0.9917 118.4167 117.6811 5.44

Table 4.1 – Comparaison entre les résultats exacts et approximatifs du nombre moyen de
clients dans l’orbite.

Les valeurs de ρ ∈ {0.0917, 0.325, 0.625, 0.8, 0.9917} correspondent aux valeurs de
λ ∈ {1, 3, 5, 6, 7}, respectivement. Le choix des valeurs ν = 10 et µ = 12 a été fait de
sorte que la condition de stabilité du système ρ = λ(λ+ν)

µν
< 1 soit toujours vérifiée. Les

valeurs du tableau 4.1 indiquent que le nombre moyen approximé de clients dans l’orbite
se rapproche du nombre moyen exacte au fur et à mesure que les valeurs de ρ tendent vers
1. Cette constation est confirmée par la diminution de l’écart relatif lorsque les valeurs
de ρ rapprochent intensivement de 1. Ce résultat rejoint ceux de Heyman [40], Kimura
[52] et Pujolle et Wu [71] qui affirment qu’un processus de naissance et mort peut être
approximé par un processus de diffusion dans un trafic intense c’est-à-dire ρ ≃ 1. Ainsi,
l’étude à titre illustratif de la file considérée, pour laquelle nous avons traité plusieurs
échantillons, a montré l’efficacité de la méthode d’approximation proposée.
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Conclusion

Cette thèse vise à apporter une contribution à l’étude des files d’attente avec rappels.
Tout d’abord, dans le premier chapitre, nous avons présenté les processus stochastiques
qui ont été utilisés au cours de notre étude, notamment les PDMPs qui ont été utilisés afin
de décrire un système de files d’attente avec une distribution générale des temps de rappels
ainsi que les processus de diffusion qui ont été considérés comme des limites des processus
de Markov décrivant des systèmes d’attente avec une distribution exponentielle des temps
de rappels. Puis, dans le deuxième chapitre, nous nous sommes orientés vers l’étude des
phénomènes d’attente dans un cadre mathématique. Nous nous sommes essentiellement
concentrés sur la file M/G/1 avec rappels pour laquelle nous avons rappelé certains résul-
tats existant dans la littérature en considérant les différentes politiques de rappels dans le
cas d’une distribution exponentielle des temps de rappels. Nous avons également présenté
les conditions de stabilité de la file M/G/1 avec une distribution générale des temps de
rappels pour les diverses politiques de rappels. Le troisième chapitre a été consacré à la
modélisation des systèmes d’attente par les PDMPs. Comme une première contribution,
nous nous sommes intéressés à l’étude de la files M/G/1 avec une distribution générale
des temps de rappels dans le cadre des PDMPs. Cette nouvelle démarche nous a permis
de mieux comprendre la dynamique d’un tel modèle et de déterminer ensuite le nombre
moyen de clients bloqués dans l’orbite en régime transitoire. Enfin, l’approximation par les
processus de diffusion dans les systèmes d’attente a été établie dans le quatrième chapitre.
L’approximation par les processus de diffusion dans les files d’attente avec une distribution
exponentielle des temps de rappels a fait l’objet de notre deuxième contribution consistant
en deux approximations. La première approximation a été réalisée en utilisant la méthode
de convergence du générateur infinitésimal et le deuxième modèle a été étudié sous cer-
taines propriétés asymptotiques du processus décrivant le nombre de clients dans orbite.
Une analyse numérique des résultats obtenus a également été effectuée, pour la deuxième
approximation, afin de montrer l’efficacité de la méthode d’approximation employée.

En effet, le calcul du générateur infinitésimal ainsi que les martingales associées au
PDMP modélisant la file M/G/1 avec une distribution générale des temps de rappels
est la principale contribution de ce travail. De plus, ces résultat nous ont permis de
déterminer le nombre moyen de clients dans l’orbite en régime transitoire. Cependant, à
l’avenir, nous estimons qu’il serait intéressant d’exploiter les résultats théoriques sur la
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distribution stationnaire d’un PDMP pour étudier le régime permanent dans le modèle de
file d’attente considéré. Il est également important d’envisager des approximations par des
processus de diffusion dans des modèles de files d’attente avec une distribution générale
des temps de rappels modélisés par les PDMPs.
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