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Congruences sur les nombres
de Bernoulli- Hurwitz généralisés

Résumé
Les nombres de Bernoulli-Hurwitz généralisés sont donnés par les nombres de Bernoulli

universels.

Les congruences véri�ées par les nombres de Bernoulli sont étendues aux nombres de

Bernoulli-Hurwitz généralisés.
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Notations:

Dans tout ce qui suit ,on va utiliser les notations suivantes:

(1) Soit � un nombre rationel , on note par b�c le plus grand entier qui est inferieur à
� et d�e le plus petit entir qui est superieur à �
:

(2) (Z)n = Z (Z � 1) ::: (Z � n+ 1)
(3)
�
Z

n

�
=
(Z)n
n!

(4) n!! = n (n� 2) (n� 4) :::
n!!!!! = n!(5)

(5) a jp =
a

pvp(a)

(6) Si F (Z) est une série formelle , on note par [Zn]F (Z) le coe¢ cient de Zn et aussi�
Zn

n!

�
F (Z) = n! [Zn]F (Z) ,

�
Z

n

�
F (Z) = n [Zn]F (Z)

(7) Pour la série formelle ' (Z) , on appelle
�
Z

n

�
' (Z) (n � 0) le coe¢ cient de Carlitz

pour ' (Z) de Zn et
�
Z

n!

�
' (Z) (n � 0) sont coe¢ cient de Hurwitz

(8) Dans l�expession d�une série formelle par rapport à z,le symbole (d� (z) � m)signi�e
la partie des termes qui sont égaux au moins a m

(9) Soit R un anneau commutatif,on note par R << z >>l�anneau des séries formelles

avec seulement des termes qui ont des valuations non-négatives telle que tout ses coe¢ cient

de Hurwitz appartiennent à R
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Introduction

Les nombres de Bernoulli-Hurwwits généralisés sont donnés par les nombres de Bernoulli

universels .Pour les de�nir on a besoin d�introduire des notions sur les courbes et fonctions

algebriques.

Parmi les resultats les plus importants pour les nombres de Bernoulli , nous avons le

théorème de Von Staudt Clausen ,le 2eme théorème de Von Staudt et la cogruence de Kum-

mer.

Clarke a donné un théorème pour les nombres de Bernoulli universels qui est analogue

au théorème de Von Staudt Clausen et au 2eme théorème de Von Staudt pour les nombres

de Bernoulli classiques.Adelberg a conjecturé la congruence de Kummer pour les nombres

de Bernoulli universels et il l�a démontré pour un cas particulier.

En fevrier 2004 Seidai Yasuda a prouvé la conjecture d�Adelberg et il a donné la preuve

complete du théorème de Clarke pour les nombres de Bernoulli-Hurwitz généralisés qui est

analogue au théorème de Clarke pour les nombres de Bernoulli universels et qui réunit aussi

le théorème de Von Staudt Clausen et le 2eme théorème de Von Staudt.

1



Chapitre 1

preliminaire arithmetiques

Dans ce chapitre on donne quelques propositions dont on aura besoin dans ce qui va suivre.

Lemme 1.0.1 soient n et q deux entiers positifs et r un entier tel que r < q alors

(qn� r)!(q)
(qn)!(q)

2 Z
�
1

q

�
Preuve. on a�

r
q
� 1
n

�
=

�
r � q
q

��
r � 2q
q

�
:::

�
r � nq
q

�
/n! = (�1)n (qn� r)!

(q)

(qn)!(q)
(1.0.1)

il est clair que (1.0.1) 2 Z
h
1
q

i
Proposition 1.0.1 Si p est un nombre premier impair et a est divisible par pn avec n � 0
alors

(pa)!=paa!= (�1)amod pn+1

Si a est impair alors (2a)!=2aa! est impair

Si a � 2mod 4 alors (2a)!
2aa!

� �1mod 4

Si a est divisible par 2n avec n � 2 alors (2a)!
2aa!

� 1mod 2n+1

2



1. preliminaire arithmetiques

Preuve. Il y a exactement a nombres entre 1 et pa qui sont divisible par p c�est à dire

p; 2p; :::ap: et leur produit est paa!

si a = paA

(pa)!

paa!
=

paQ
i=1
p-i

i �

8<: (�1)Amod pn+1 si p impair ou pn = 2

1mod 2n+1 si p = 2 , n 6= 1

où la congruence est partagée en A blok modulo pn+1 .on note que si p est impair , a;A

auront la même parité et que si pn = 2 alors A est impair.

Proposition 1.0.2 Si r et d sont deux nombres naturels alors
(rd)!

(r + 1)d d!
et
(r � 1)!
r + 1

sont

entiers a moins que r = 3 ou r + 1 est premier .

Preuve. Voir [5]
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Chapitre 2

Les nombres de Bernoulli universels

et leurs proprietes:

On va de�nir les nombres de Bernoulli universels et donner quelques proprietés de ces

nombres pour montrer les congruences les plus importantes en théorie des nombres telles

que la congruence de Clarke et la congruence de Kummer .

Dé�nition 2.0.1 Soit f1; f2; :::une in�nité d�indéterminés , on considère la série formelle

:

u = u(t) = t+
1P
n=1

fn
tn+1

n+ 1

et sa série formelle réciproque :

t = t(u) = u� f1
u2

2!
+
�
3f1

2 � 2f2
� u3
3!
+ :::

On dé�nit B̂n 2 Q [f1; f2; :::] par
u

t(u)
=

1P
n=0

B̂n
un

n!

on les appele les nombres de Bernoulli universels d�ordre 1:

Si on pose fn = (�1)n on aura u(t) = log(1 + t) et t(u) = et � 1 alors les B̂n sont les
nombres de Bernoulli classiques Bn .

Dé�nition 2.0.2 Soit U = (U1; U2; :::) une suite �nie d�entiers non -négatifs , on note

w (U) =
P
j

jUj on l�appelle le poids de U

4



2.1. Le théorème de Clarke :

Le nombre d(U) =
X
j

Uj est appelé le degré de U

Dé�nition 2.0.3 pour simpli�er on écrit :

U ! = U1!U2!:::�
d

U

�
=
d!

U !
on note �U = 2U13U24U3 :::; fU = fU11 f

U2
2 f

U3
3 :::

et YU = �UU !
d�où on ecrit : �U = (�1)

d(U)� 1 (w (U) + d(U)� 2)!
YU

Proposition 2.0.3 On a
B̂n
n
=

P
!(U)=n

�U ; f
U

Preuve. Voir [9]

2.1 Le théorème de Clarke :

On dé�nit la fonction numerique Z(p; n) où p est premier et n est un nombre naturel divisible

par p�1 . On suppose que n = pl (p� 1)M où p ne divise parM alors Z(p; n) est détermineé

modulo M comme suit

Si p = 2 et l = 1 alors Z(2; n) � �M modulo 4 , si non Z(p; n) est l�inverse de M

modulo pl+1

Théorème 2.1.1 On a

B̂1 =
1
2
f1

B̂2
2
= �1

4
f1
2 +

1

2
f2

-Si n � 0mod 4
B̂n
n
�

P
n=a(p�1)

p 1er

Z(p; n)

p1+vp(a)
fap�1modZ [f1; f2; :::]

-Si n 6= 2 et n � 2mod 4
B̂n
n
� fn�61 f3

2
+

P
n=a(p�1)

Z(p; n)

p1+vp(a)
fap�1modZ [f1; f2; :::]

-Si n 6= 1 et n � 1; 3mod 4

5



2.1. Le théorème de Clarke :

B̂n
n
� fn1 + f

n�3
1 f3
2

modZ [f1; f2; :::]

Remarque 2.1.1 Le théorème est analogue au théorème de Von Staudt Clausen et au 2eme

théorème de Von Staudt pour les nombres de Bernoulli classiques .

Le théorème de Clarke a réuni ces deux théorèmes et plus tard , on va voir cette réunion

pour les nombres de Bernoulli - Hurwitz généralisés.

Preuve. Pour le monome fU11 f
U2
2 f

U3
3 :::f

Uk
k

on pose b
�
fU11 f

U2
2 :::f

Uk
k

�
= (�1)dU)�1 (w (U) + d(U)� 2)!

2U1 ::: (k + 1)Uk U1!:::Uk!

pour le coe¢ cient de fU11 f
U2
2 f

U3
3 :::f

Uk
k dans

B̂n
n
comme a été donné par la proposition

2.0.3

on va montrer que :

(i) Si p est premier et n = a(p� 1) alors b
�
fap�1

�
� Z(p; n)=p1+vp(n)modZ

(ii) Si n � 2mod 4 et n > 2 alors b
�
fn�61 f 23

�
� 1

2
modZ

(iii) Si n est impair et n > 1 alors b
�
fn�31 f3

�
� 1

2
modZ

(IV) Pour chaque autre monome b
�
fU11 f

U2
2 f

U3
3 :::f

Uk
k

�
est entier.

Si p est impair et vp(n) = l alors (i) est équivalente à npb
�
fap�1

�
� p� 1mod pl+1

mais npb
�
fap�1

�
� (�1)a�1 (p� 1) (ap)!

(ap� 1)paa!
alors la proposition 1.0.2 donne le resultat .

dés que n+ d(U) = 2U1 + 3U2 + :::+ (k + 1)Uk on a l�identité suivante:

b
�
fU11 f

U2
2 f

U3
3 :::f

Uk
k

�
=

(�1)d(U)�1

(n+ d(U)) (n+ d(U)� 1) (n+ d(U); 2U1; 3U2; :::; (k + 1)Uk)
kQ
t=1

(t+ 1)Ut!

(t+ 1)Ut Ut!

où (n+ d(U); 2U1; 3U2; :::; (k + 1)Uk) est le coe¢ cient multinomial
(n+ d(U))!

2U1!3U2!::: (k + 1)Uk!
avec 2U1 + 3U2 + :::+ (k + 1)Uk = n+ d(U)
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2.1. Le théorème de Clarke :

on sait que les coe¢ cients multinomiaux sont entirers et que chaque facteur
(t+ 1)Ut!

(t+ 1)Ut Ut!
est entier .

Si Ur � 2 on a :

b
�
fU11 f

U2
2 f

U3
3 :::f

Uk
k

�
= (n+ d(U)� 2) ; 2U1; :::; (n+ d(U)� Ur + 1) :n+ d(U)� Ur; 2U1; :::; rUr;

:::(k + 1)Uk)
rUr!

(r + 1)Ur Ur!

kQ
t=1
t6=r

(t+ 1)Ut!

(t+ 1)Ut Ut!
(2.1.1)

Si Ur = 2 on aura :

b
�
fU11 f

U2
2 f

U3
3 :::f

Uk
k

�
=

1

n+ d(U)� 1 (n+ d(U)� 1; :::; r; :::; (k + 1)Uk)
r!

(r + 1)
:

kQ
t=1
t6=r

(t+ 1)Ut!

(t+ 1)Ut Ut!

on met r en facteur , on obtient :

b
�
fU11 f

U2
2 f

U3
3 :::f

Uk
k

�
= (n+ d(U)� 2; 2U1; :::; r � 1; :::; (k + 1)Uk)

(r � 1)!
(r + 1)

:

kQ
t=1
t6=r

(t+ 1)Ut!

(t+ 1)Ut Ut!
(2.1.2)

on va considérer plusieurs cas :

Si Ur > 0 pour chaque r 6= 3 tel que r+1 n�est pas premier alors (2.1.1) ou (2.1.2) avec
la proposition 1.0.2 montrent que b

�
fU11 f

U2
2 f

U3
3 :::f

Uk
k

�
est entier .

Si fp�1 fq�1 divisef
U1
1 f

U2
2 f

U3
3 :::f

Uk
k avec p et q premiers disctints , alors (2.1.1) ou (2.1.2)

montre que b
�
fU11 f

U2
2 f

U3
3 :::f

Uk
k

�
appartient à Z

h
1
p

i
et à Z

h
1
q

i
d�où il est entier .

De même si f3 fp�1 divise f
U1
1 f

U2
2 f

U3
3 :::f

Uk
k où p premiers impair

il reste a considerer le cas du monome de la forme fa1 f
b
3

on a

b
�
fa1 f

b
3

�
=
(2a+ 4b� 2)!
2a+2ba!b!

ainsi b
�
fa1 f

b
3

�
2 Z

�
1
2

�
et on a v2

�
b
�
fa1 f

b
3

��
= v2 (a+ 2b� 1)� v2 (a!)� v2 (b!)� 1

ainsi b = 1 on a b (fa1 f3) �
a+ 1

2
modZ d�où (iii) est prouvé .

7



2.2. La congruence de Kummer pour les nombres de Bernoulli universels:

Si b > 1 on a :

v2
�
b
�
fa1 f

b
3

��
= v2

��
a+ b

b

�
+ v2 (a+ 2b� 1) (a+ 2b� 1) ::: (a+ b+ 1)

�
� 1

Pour b > 2 c�est non négatif , dans le cas de b = 2 alors

v2
�
b
�
fa1 f

b
3

��
= v2

�
a+ 2

2

�
+ v2 (a+ 3)� 1

d�où être égal à -1 si a est divisible par 4 se qui prouve (ii)

2.2 La congruence de Kummer pour les nombres de

Bernoulli universels:

Théorème 2.2.1 Soit p un nombres premier , a et n deux entiers positifs ,on assure que

n > a et n � 0mod p� 1 alors :

aP
r=0

�
a

r

�
(�fp�1)a�r

B̂n+r(p�1)
n+ r(p� 1) � 0mod p

ba/2 cZ(p) [f1; f2:::]

Remarque 2.2.1 Si a = 1 et n > a = 1 avec n � 0; 1mod (p� 1) Adelberg a prouvé dans
son article[[1] th�eror�eme 3:2] que la congruence est véri�ée modulo p , et plus tard dans

[[2] th�eror�eme 1] ,il fait la preuve pour un cas plus large si n � 1mod (p� 1)

Pour démontrer ce théorème on a besoin de deux propositions

Proposition 2.2.1 Soit p un nombre premier , a et n deux entiers non-négatifs

Soit M =

8<: vp (n!) si n � ap
a� bn /pc+ vp (n!)� b(a� bn /pc) /pc si n < ap

alors on a les congruences suivantes :

(1) Si q est un entier non-négatif alors:

aP
r=0

((r + q) + n)!

(r + q)!pr+q

�
a

r

�
� 0mod pM

8



2.2. La congruence de Kummer pour les nombres de Bernoulli universels:

(2) Si r0 est un entier tel que 0 < r0 � a et n� r0p est un entier alors
aP
r=0

((r � r0) + n)!
(r � r0)!pr�r0

�
a

r

�
� 0mod pM

Le (2) de cette proposition était toujours une conjecteure jusqu�à fevrier 2004 où Seidai

Yasuda a donné la preuve complete de cette proposition.

Pour pouver cette proposition Yasuda a de�ni l�ensemble suivant :

Soit � et � deux nombre réels tels que � > 0

Zp << v >>(�);�=
�
' 2 Qp [[v]] =

�
d

dv

�pa
' 2 pd�(a+�)eZp << v >>;8a � 0

�
(2.2.1)

Lemme 2.2.1

(1) Zp << v >>(�);� est un Zp� sous module de Qp [[v]]

(2) Zp << v >>(�);�� pd��eZp << v >> et si en particulier � � 0 alors

Zp << v >>(�);�� Zp << v >>

(3) Soit f(v) =
1P
n=0

anv
n 2 Qp [[v]] , f(v) 2 Zp << v >>(�);�si et selement si

mP
n=0

anv
n 2

Zp << v >>(�);� 8m � 0

(4) Si �1 � �2 > 0 alors Zp << v >>(�1);�� Zp << v >>(�2);�

(5) Si �1 � �2 alors Zp << v >>(�);�1� Zp << v >>(�);�2

(6) Si n 2 Z alors pnZp << v >>(�);�� Zp << v >>(�);�+
n
�

(7) Si ' 2 Zp << v >>(�);�alors
d

dv
' 2 Zp << v >>(�);�

(8) Si ' 2 Zp << v >>(�);�alors
�
d

dv

�p
' 2 Zp << v >>(�);�+1

(9) Soit m � 0 et b 2 Qp .
bvm

m!
2 Zp << v >>(�);�si et selement si vp(p) � �

�j
m
p

k
+ �

�
Preuve.

(1) pour '1,'2 2 Zp << v >>(�);�il est clair que '1+'2 2 Zp << v >>(�);� .soient ' 2
Zp << v >>(�);�et a 2 Zp alors a' 2 Zp << v >>(�);�

9



2.2. La congruence de Kummer pour les nombres de Bernoulli universels:

(2) Par dé�nition si ' 2 Zp << v >>(�);� alors
�
d

dv

�pa
' 2 pd�(a+�)eZp << v >>; 8a � 0

Si on pose a = 0 on aura ' 2 pda�eZp << v >> ce qui prouve (2)

(3) Soit f(v) 2 Qp [[v]] ; par de�nition de l�ensemble Zp << v >>(�);�on a f(v) 2 Zp <<
v >>(�);�si et seulement si anvn 2 Zp << v >>(�);� 8n � 0

(4) Soit ' 2 Zp << v >>(�1);�alors
�
d

dv

�pa
' 2 pd�1(a+�)eZp [[v]]

On a �1 � �2 > 0 implique d�1 (a+ �)e � d�2 (a+ �)e

d�où
�
d

dv

�pa
2 pd�2(a+�)eZp << v >>

donc ' 2 Zp << v >>(�2);�

(5) D�aprés (3) par de�nition de l�ensemble Zp << v >>(�);�il est evident que anvn 2
Zp << v >>(�);�1implique que anvn 2 Zp << v >>(�);�2

(6) Soit ' 2 pnZp << v >>(�);�alors
�
d

dv

�pa
' 2 pnpd�(a+�)eZp << v >> implique�

d

dv

�pa
' 2 pdn+�(a+�)eZp << v >>

implique
�
d

dv

�pa
' 2 pd�(a+�+

n
�)eZp << v >>

d�où ' 2 Zp << v >>(�);�+
n
�

(7) Si
�
d

dv

�pa
anv

n 2 pd�(a+�)eZp << v >> alors
�
d

dv

�pa
nanv

n�1 2 pd�(a+�)eZp << v >>
et d�aprés (3) on a le resultat

(8) Si ' 2 Zp << v >>(�);�alors
�
d

dv

�pa
' 2 pd�(a+�)eZp << v >>

on a
�
d

dv

�pa�
d

dv

�p
' =

�
d

dv

�pa+p
' =

�
d

dv

�p(a+1)
'

=

�
d

dv

�p(a+1)
' 2 pd�((a+1)+�)eZp << v >>

2 pd�(a+(�+1))eZp << v >>

10



2.2. La congruence de Kummer pour les nombres de Bernoulli universels:

donc
�
d

dv

�p
' 2 Zp << v >>(�);�+1

(9) pour' =
bvm

m!
,on a

�
d

dv

�pa
' 2 pd�(a+�)eZp << v >> 8a � 0 est equivale

Corollaire 2.2.1 Si 0 < � � 1 , ' 2 Zp << v >>(�);� alors��
d

dv
� 1
�p
+ 1

�
' 2 Zp << v >>(�);�+1

Preuve. On a besoin de la preuver juste pour p 6= 2
En appliquant la régle de Leibnitz on aura :��

d

dv
� 1
�p
+ 1

�
' =

�
d

dv

�p
'+

p�1P
j=1

(�1)j
�
p

j

��
d

dv

�j
'

ceci appartient à Zp << v >>(�);�+1 +pZp << v >>(�);�

d�aprés (6) du lemme 2.2.1 avec n = 1 , on aura:

pZp << v >>(�);�� Zp << v >>(�);�+
1
�

comme 0 < � � 1 d�apés (5) même lemme il su¢ t de prendre �1 = � + 1
�
et �2 = � +1

et on aura le resultat .

Lemme 2.2.2 Soit 0 < � � 1

(1) Zp [[v]] � Zp << v >>(�);0

(2) '1 2 Zp << v >>(�);�1 et '2 2 Zp << v >>(�);�2 alors '1'2 2 Zp << v >>(�);�1+�2

En particulier 0 < � � 1 alors Zp << v >>(�);0 est une Zp� sous algebre de Zp << v >>
et Zp << v >>(�);� est un Zp << v >>(�);0 � module

Preuve.

(1) On suppose que' 2 Zp [[v]] , dés que
1

(pa)!

�
d

dv

�pa
' 2 Zp [[v]] � Zp << v >>

11



2.2. La congruence de Kummer pour les nombres de Bernoulli universels:

pour un a � 0 arbitraire , on a :�
d

dv

�pa
' 2 (pa)!Zp << v >>= paa!Zp << v >>� paZp << v >>

comme � � 1 il est contenu dans pd�aeZp << v >> d�où ' 2 Zp << v >>(�);0

(2) En appliquant la régle de Leibnitz on aura :�
d

dv

�pa
('1'2) =

paP
j=0

�
pa

j

� �
d

dv

�j
'1

! �
d

dv

�pa�j
'2

!

=
paP
j=0

�
pa

pj

�  �
d

dv

�pj
'1

!�
d

dv

�pa�pj
'2

!
+

P
0�j�pa

p-j

�
pa

j

� �
d

dv

�j
'1

! �
d

dv

�pa�j
'2

!

Si p - j alors p
��

pa

j

�
, la dé�niton (2.2.1) et (7) du lemme 2.2.1 impliquent

�
d

dv

�pa
('1'2) 2

pP
j=0

pd�(j+�1)epd�(a�j+�2)eZp << v >> +P
0�j�pa

ppd�(
j
p
+�1)epd�(b

pa�j
p c+�2)eZp < < v >>

� pd�(a+j+�1+�2)eZp << v >> +ppd�(a�1+�1+�2)eZp << v >>

comme � � 1 , ça c�est contenu dans pd�(a+j+�1+�2)eZp << v >>

d�où

'1'2 2 Zp << v >>(�);�1+�2

Lemme 2.2.3 On a :

exp

�
v +

vp

p

�
2 Zp << v >>(1�

1
p);0

Preuve. Grâce au lemme 2.2.2 , il su¢ t de montrer

(1) exp
� 1P
n=0

vp
n

pn

�
2 Zp [[v]]

12



2.2. La congruence de Kummer pour les nombres de Bernoulli universels:

(2) exp
�
�v

pn

pn

�
2 Zp << v >>(1�

1
p);0;8n � 2:

Preuve. Pour la preuve de (1) voir[[7]p238; 5:4]

D�aprés le lemme 2.2.1 (3) pour montrer (2) il su¢ t de montrer

(2)̀
1

m!

�
vp

n

pn

�m
2 Zp << v >>(1�

1
p);0;8n � 2 et m � 0

(2)̀ est équivalent à

(2½) vp

�
(pnm)!

m!pnm

�
�
�
1� 1

p

�
mpn�1;8n � 2 et m � 0 ( par le lemme 2.2.1 (9)

comme vp

�
(pnm)!

m!

�
=

n�1P
j=0

pjm � pn�1m + m , pour montrer (2½) il su¢ t de veri�er

pn�1m+m� nm �
�
1� 1

p

�
pn�1m

c�est veri�er car m (pn�2 � n+ 1) � 0

Preuve. de la proposition 2.2.1 :

Soit n � 0 et m = �
l
n
p

m
par (9) de lemme 2.2.1 on a :�

vn

n!

�
2 Zp << v >>(1�

1
p);m \Zp << v >>

par le lemme 2.2.3 et (2) du lemme 2.2.2 on a :

vn

n!
exp

�
v +

vp

p

�
2 Zp << v >>(1�

1
p);m \Zp << v >>

et par le corollaire 2.2.1 on aura :��
d

dv
� 1
�p
+ 1

�a�
vn

n!
exp

�
v +

vp

p

��
2 Zp << v >>(1�

1
p);m+a \Zp << v >>;8a �

0

ça c�est contenu dans pd(1�
1
p)(m+a)e Zp << v >> \Zp << v >> , par le lemme 2.2.1

(2) on a :��
d

dv
+ 1

�p
+ 1

�a�
vn

n!
exp

�
v +

vp

p

��
2 pd(1�

1
p)(m+a)eZp << v >> \Zp << v >>

13



2.2. La congruence de Kummer pour les nombres de Bernoulli universels:

on remplace par m = �
j
n
p

k
on aura :

��
d

dv

�p
+ 1

�a�
vn

n!
exp

�
vp

p

��
2

8<: Zp << v >> si pa < n

pa�b
n
pc�b(a�bnpc)/pc si pa � n

On remarque qu�aprés avoir multiplie les coe¢ cients de
vn+qp

(n+ qp)!
.

ou de
vn�r0p

(n� r0p)!
par n! on obtient les congruences demandées .

on va démontrer la 2eme proposition utilisée dans la preuve du théorème 2.2.1

Proposition 2.2.2 Soit p un nombre premier impair et U une suite avec Up�1 = 0 et

d(U) 6= 0 alors :
vp (�U) �

�
w (U) + d(U)� 2

2

�
où �U est celle dé�nie dans 2.0.2

Preuve. Pour simpli�er , on note w (U) = n et d(U) = d comme d 6= 0; n+ d� 2 > 0
On va faire la démonstration pour U2p�1 6= 0
On a

vp (�U) = vp ((n+ d� 2)!)� vp (YU) = vp

  
�2 +

P
j 6=p�1

(j + 1)Uj

!
!

!
�P

(";k) 6=(1;1)
kU"pk�1 �

P
j 6=p�1

vp(Uj!)

où " représente tout les entiers positifs premiers à p .

� vp

0@0@�2 + P
j 6=p�1
2p�1

jUj + 2pU2p�1

1A!
1A� P

(";k) 6=(1;1)
kU"pk�1 � vp (U2p�1!)

= vp

0B@
0B@�2 + P

p-j+1
jUj +

P
(";k) 6=(1;1)

(2;1)

�
"pk � 1

�
U"pk�1 + 2pU2p�1

1CA
1CA

�
1P
v=1

66664 1
pv

0B@�2 + P
p-j+1

jUj +
P

(";k) 6=(1;1)
(2;1)

�
"pk � 1

�
U"pk�1 + 2pU2p�1

1CA
77775�

P
(";k) 6=(1;1)

kU"pk�1 � vp (U2p�1!)

14



2.2. La congruence de Kummer pour les nombres de Bernoulli universels:

vp (N !) =
1P
v=1

j
N
pv

k

=

666641
p

0B@�2 + P
p-j+1

jUj +
P

(";k) 6=(1;1)
(2;1)

�
"pk � 1

�
U"pk�1 + 2pU2p�1

1CA
77775+

1P
v=2

66664 1
pv

0B@�2 + P
p-j+1

jUj +
P

(";k) 6=(1;1)
6=(2;1)

�
"pk � 1

�
U"pk�1 + 2pU2p�1

1CA
77775�

�
P

(";k) 6=(1;1)
kU"pk�1 � vp (U2p�1!)

�

666641
p

0B@�2 + P
p-j+1

jUj +
P

(";k) 6=(1;1)
(2;1)

�
"pk � 1

�
U"pk�1 + 2pU2p�1

1CA
77775+

1P
v=2

�
�2 + 2pU2p�1

pv

�
�

P
(";k) 6=(1;1)

kU"pk�1 � vp (U2p�1!)

=

666641
p

0B@�2 + P
p-j+1

jUj +
P

(";k) 6=(1;1)
(2;1)

�
"pk � 1

�
U"pk�1 + 2pU2p�1

1CA
77775�

�
P

(";k) 6=(1;1)
kU"pk�1 �

1P
v=2

�
�2 + 2pU2p�1

pv

�
� vp (u2p�1!)

=

666641
p

0B@�2 + P
p-j+1

juj +
P

(";k) 6=(1;1)
(2;1)

�
"pk � kp� 1

�
"pk�1 + 2pu2p�1

1CA
77775�

u2p�1 +
1P
v=2

�
�2 + 2pu2p�1

pv

�
� vp (u2p�1!)

=

666641
p

0B@�2 + P
p-j+1

juj +
P

(";k) 6=(1;1)
(2;1)

�
"pk � kp� 1

�
u"pk�1 + 2pu2p�1

1CA
77775�

u2p�1 + vp ((�2 + 2pu2p�1)!)�
�
�2 + 2pu2p�1

p

�
� vp (u2p�1!)

on peut remplacer le premier terme de la somme
�2
p
par

�1
p
car si dans le premier crochet

bc la somme des autres termes est un entier alors , sa partie fractionnaire est plus grande

où égal à
�1
p
. De plus , dés que j � j + 1

2
pour le terme jUj et "pk � kp� 1 >

"pk

2
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2.2. La congruence de Kummer pour les nombres de Bernoulli universels:

si ("; k) 6= (1; 1); (2; 1) on aura :

�

66664 1
2p

0B@�2 + P
p-j+1

(j + 1)Uj +
P

(";k) 6=(1;1)
(2;1)

"pkU"pk�1 + 2pU2p�1

1CA+ U2p�1
77775�

U2p�1 + vp ((�2 + 2pU2p�1)!)�
�
�2 + 2pU2p�1

p

�
� vp (U2p�1!)

=

�
�2 + w (U) + d(U)

2p

�
+ vp (U2p�1!) + U2p�1 � vp (2pU2p�1!)��

�2 + 2p2p�1
2p

�
� vp (U2p�1!)

=

�
�2 + ! (U) + d(U)

2p

�
+ vp (U2p�1!) + U2p�1 � vp (2pU2p�1!)� 1�

(�1 + 2pU2p�1)� vp (U2p�1!)

�
�
�2 + w (U) + d(U)

2p

�
+ vp

�
(2pU2p�1 � 1)!

U2p�1!

�
d�où

vp (�U) �
�
w (U) + d(U)� 2

2p

�
on fait le même travail pour U2p�1 = 0

Preuve. du théorème 2.2.1 : ( la congruence de Kummer )

Par la proposition 2.2.1 on aura

1P
r=0

�
a

r

�
(�1)r fa�rp�1

B̂n + r(p� 1)
n+ r(p� 1) =

aP
r=0

�
a

r

�
(�1)r fa�rp�1

P
!(U)=n+r(p�1)

�Uf
U

où �U = (�1)d(U)�1
(! (U) + d(U)� 2)!

YU
En prenant f rp�1 et f

r�r0
p�1 de fU on aura

1X
r=0

�
a

r

�
(�1)r fa�rp�1

X
!(U)=n+r(p�1)

�Uf
U (2.2.2)

=

aX
r=0

�
a

r

�
(�1)r fa�rp�1 +

0B@ P
!(U)=n

�u[r]f
Uf rp�1 +

rP
r0=1

P
!(U)=n+r0(p�1

UP�1=0
)

�U [r�r0]f
Uf r�r0p�1

1CA

16



2.2. La congruence de Kummer pour les nombres de Bernoulli universels:

Où U[r] signi�e qu�on ajoute r à Up�1 dans l�écriture de U

=
P

!(U)=n

fUf rp�1
YU /p� 1

aP
r=0

�
a

r

�
(�1)d(U [r])+r�1 (! (U [r]) + d(U [r])� 2)!

pr+UP�1 (r + UP�1)!
+

rX
r0=1

X
!(U)=n+r0(p�1

UP�1=0
)

fUfa�r0p�1

YU

aX
r=r0

�
a

r

�
(�1)d(U [r�r0])+r�1

(! (U [r � r0]) + d(U [r � r0])� 2)!
pr�r0 (r � r0)!

(2.2.3)

où U jp�1 signi�e que Up�1 = 0
Pour chaque r on note :

YU [r]/p�1 = YU/p�1

YU [r]/p�1pr+UP�1 (r + uP�1)! = Yu[r] (2.2.4)

et on aura :

Yu =
�
2u1 ::: (p� 1)r+UP�2 (p+ 1)r+UP

�
: (U1!:::UP�2!UP !:::) (2.2.5)

on note
P

1 (resp
P

2 ) la première et la deuxième somme dans (2.2.3) et on aura :

(2.2.3) =
X

1
+
X

2
=

P
!(U)=n

S1 (U) +
nP

r0=1

P
!(U)=n+r0(p�1

UP�1=0
)

S2 (U) (2.2.6)

Pour S1 (U) on a n = w (U) ce qui implique :

w (U [r]) + d(U [r])� 2 = n+ (p� 1)r + d(U) + r � 2

= n+ pr + d(U)� 2

= (r + UP�1) p+ n� pUP�1 + d(U)� 2 (2.2.7)

on a

n� pUP�1 + d(U)� 2 = (n� (p� 1)UP�1) + (d(U)� UP�1)� 2

w (U /p� 1) + d (U /p� 1)� 2 (2.2.8)

pour S2 (U) on a w (U) = n+ r0(p� 1) on aura

w (U [r � r0]) + d(U [r � r0])� 2 = n+ (p� 1)r0 + (p� 1) (r � r0)� 2

= (r � r0) p+ n+ r0p+ d(U)� r0 � 2 (2.2.9)
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2.2. La congruence de Kummer pour les nombres de Bernoulli universels:

on divise
P

1 (resp
P

2 ) en deux parties selon n � pUP�1 + d(U) � 2 dans (2.2.8)

(resp n+ r0p+ d(U)� r0 � 2 dans (2.2.8) ) � ap ou < ap et on les note
P0

1+
P00

1(respP0
2+
P00

2):

on remarque que dans (2.2.8) .

n� pUP�1 + d(U)� 2 > 0 car n

n � 0mod(p� 1)

(a) Pour la somme
P0

1 dés que n� pUP�1 + d(U)� 2 � ap on a

vp (S1 (U)) � �vp
�
YU/p�1

�
+ vp ((n� pUP�1 + d(U)� 2)!)

�
�
n� pUP�1 + d(U)� 2

2p

�
�
�
ap

2p

�
=
ja
2

k
(2.2.10)

d�apres la proposition 2.2.1 et la proposition 2.2.2

(b) Pour la somme
P00

1 t;on note N = n� pUP�1 + d(U)� 2 et N = pb+ e

(0 � e < p) on aura b < a car 0 < n� pUP�1 + d(U)� 2 < ap

alors d�apres la proposition 2.2.2 on aura

vp (N !)� vp
�
YU/p�1

�
= vp (w (U /p� 1) + d (U /p� 1)!)� vp

�
YU/p�1

�
= c

�
�U/p�1

�
�

�
N

2p

�
(2.2.11)

ça et la proposition 2.2.1 donnent

vp (S1 (U)) � a�
�
N

p

�
+ vp (N !)�

�
a� bN /pc

p

�
� vp

�
YU/p�1

�
=

�
N

2p

�
+ a� b�

�
a� bN /pc

p

�
�

�
b

2

�
+ a� b�

�
a� b
p

�
>

�
b

2
� 1
�
� b+ a� a� b

p

= �1 + a
2
� (a� b) (p� 2)

2p

= �1 + a
2

(2.2.12)
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2.2. La congruence de Kummer pour les nombres de Bernoulli universels:

comme vp (S1 (U)) est entier alors forcement elle doit être �
ja
2

k
d�où

vp

�X
1

�
�
ja
2

k
(c) Pour la somme

P0
2 dés que n+ r0p+ d(U)� r0 � 2 � ap

d�apres la proposition 2.2.1 (2) on a

vp

�X
2

�
�
ja
2

k
(d) Pour la somme

P0
2 dés que , le cas ou n+ r0p+ d(U)� r0 � 2 < ap

pour pouvoir utiliser la proposition 2.2.1 (2) on doit avoir n+ r0p+ d(U)� r0 � 2 � r0p .
Dés que d(U) � 1.

la condition est veri�ée si n+ r0p+ d(U)� r0 � 2 � r0p c�est a dire n� r0 � 1 � 0

c�est vraie car n > a pour tout r0 = 1; :::; a
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Chapitre 3

Les nombres de Bernoulli -Hurwitz

généralisés

Dans ce chapitre on va rappeler quelques notions sur les courbes et fonctions algebriques

pour pouvoir dé�nir les nombres de Bernoulli et de Hurwitz et pouvoir montrer quelques

proprietes des séries de Hurwitz de�nies sur un sous anneau de Qp:

On considère la courbe hyperelliptique C de genre g .

C est dé�nie par y2 = f(x) , où f(x) = �0x
2g+1 + �1x

2g + ::: + �2g+1 2 C [x] est un
polynôme qui n�a pas de racines multiples .

On pose �0 = 1 . La courbe C est une courbe algebrique non singulière avec l�unique

point 1 à l�in�ni.

On sait que l�ensemble des
xj�1dx

2y
ij = 1; :::; gj forme une base de forme di¤erentielles

sur C . ...(�)
On note (x(u); y(u)) les coordonnées (x; y) de C .

Les termes qui ont les plus petit degrés dans le developpement en série de Laurent de

x(u) et y(u) au voisinage de u = (0; :::; 0) sont donnés par :

x(u) =
1

u2
+ (d� (u) � 0) , y(u) =

1

u2g+1
+ (d� (u) � �2g + 1) (3.0.1)

Pour la courbe hyperelliptique y(u)2 = f(x(u)) avec f un polynome separable de degré

2g + 1; on a :
d (u)

dx
(u) =

xg�1

2y
(u) (3.0.2)
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3.1. Les séries de Hurwitz :

On élève au carré on aura : �
d (u)

dx

�2
=
x2g�2

4f

c�est à dire :

x(u)2g�2x0(u)2 = 4f(x(u)) (3.0.3)

0 signi�e d

du
:

(3.0.3) est analogue à '0(u)2 = 4'(u)3 � g2'(u)� g3 . Pour plus de détail voir [4]

Dé�nition 3.0.1 On dé�nit les nombres Cn par le devloppement en série de Laurent de

x(u) par rapport à u :

x(u) =
1

u2
+
C�1
u
+

1P
n=2

Cn
n

un�2

(n� 2)! (3.0.4)

Les nombres Cn sont anlogue aux nombres de Bernoulli et de Hurwitz .

Dé�nition 3.0.2 On dé�nit aussi les nombres Dn par le devloppement en série de Laurent

de y(u) :

y(u) =
1

u2g+1
+
d�2g
u2g

+ :::+
d�1
u
+

1P
n=2g+1

Dn

n

un�2g�1

(n� 2g � 1)! (3.0.5)

Remarque 3.0.2 Le cas de y(u)2 = x(u)2g+1 � 1 :
Dans ce cas (3.0.3) est :

x(u)2g�2x0(u)2 = 4x(u)2g+1 � 4 (3.0.6)

0signi�e
d

du
:

3.1 Les séries de Hurwitz :

Dans ce qui suit , R signi�e un sous anneau de Qp .

Dé�nition 3.1.1 Soit h(z) =
1P
n=0

hn
zn

n!
avec hn 2 Qp une série formelle .

Si tous les coe¢ cients hn appartiennent à R alors on dit que h(z) est une série de

Hurwitz .

L�anneau des séries de Hurwitz sur R est noté R << z >>

Proposition 3.1.1 Soit h(z) =
1P
n=0

hn
zn

n!
avec hn 2 Qp

21



3.1. Les séries de Hurwitz :

(1) Si les n premiers coe¢ cients h0; h1; :::; hn�1 appartient à R et il existe un polynôme

F (T0; T1; :::; Tn�1) à n variables sur R tel que h(n)(z) = F
�
h(z); h0(z); :::; h(n�1)(z)

�
avec h(n)(z) la nieme dérivé de h(z) alors :

h(z) 2 R << z >>

(2) Si h(z) 2 R << z >>; h0 = 0 et h1 = 1 alors la série formelle rréciproque h�1(w) = z

de h(z) = w appartient aussi à R << z >>

(3) Si h(z) 2 R << z >>; h0 = 0 et h1 = 1 alors pour n�importe quel entier positif m :

hm(z)

m!
appartient aussi à R << z >>

Preuve. [3]

Proposition 3.1.2 Pour la courbe y2 = x2g+1 � 1 ou y2 = x2g+1 � x , on a :

t =
�1

x(u)1=2
2 Z << u >>

Preuve. Pour simpli�er on fait la preuve juste pour la courbe y2 = x5 � 1
On note t0 =

dt

du
; t

00
=
dt2

du2
; :::

D�aprés (3.0.6) , on aura

(t0) 2 = 1� t10 (3.1.1)

On dérive par rapport à u et on divise par 2t0 , on aura

t00 = �5t9 (3.1.2)

Dés que t(0) = t0(0) = 0 , la proposition 3.1.1 (1) donne

1

x(u)1=2
= �u+ 5:9!u

11

11!
+ ::: 2 Z << u >> (3.1.3)

pour la courbe y2 = x5 � 1:

Proposition 3.1.3 Pour la courbe y2 = x2g+1 � 1 ou y2 = x2g+1 � x , on a :

S :=
�1

y(u)1=2g+1
2 Z << u >>
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3.1. Les séries de Hurwitz :

Preuve. On fait la preuve juste pour la courbe y2 = x5 � 1
D�aprés (3.0.2) on :

du =
xdx

2y
=

x
dx

dy
dy

2y
=
xdy

2y
dy

dx

=
xdy

5x4
=

dy

5 (y2 + 1)3=5
(3.1.4)

et
dy

du
= 5

�
y2 + 1

�3=5
(3.1.5)

on ecrit simplement S 0 =
dS

du
; S

00
=
d2S

du2
; :::; on a

dy

du
= �5S�6dS

du

�1

S 0 = �
�
1 + S10

�3=5
(3.1.6)

Cette formule induit que pour chaque n � 1 , la nieme dérivée de S est donnée sous la
forme d�une somme �nie comme suit

S(n) =
P
j

�
1 + S10

�ln j=5
pnj
�
S; S 0; S 00; :::; S(n�1)

�
(3.1.7)

où chaque pnj est un polyôme à n variables dans Z et ln j est un entier . ça avec S(0) = 0 ,

on aura que S 0(0); S 00(0); S(3)(0); :::sont tous entiers alors on conclut que

�1
y(u)1=5

= �u� 48:9!u
11

11!
+ ::: 2 Z << u >> (3.1.8)

pour la courbe y2 = x5 � 1:
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Chapitre 4

Théorème de Clarke :

Ce chapitre est le plus important de ce travail . Yasuada a prouvé le théorème de Clarke

qui reunit le théorème Von Staudt Clausen et le 2eme théorème de Von Staudt et qui est

anologue au théorème de Clarke pour les nombres de Bernoulli universels prouvé dans le

chapitre 2 .

4.0.1 Le cas de y2 (u) = x (u)2g+1 � 1 :

Dans ce cas le théorème de Clarke pour C(4g+2)n et D(4g+2)n est donné par :

Théorème 4.0.1 Pour chaque nombres C(4g+2)n et D(4g+2)n dé�nis respectivement dans

(3.0.4) et (3.0.5) et pour la courbe y2 = x2g+1 � 1 on a :

C(4g+2)n
(4g + 2)n

� �
X

p�1mod(2g+1)
(4g+2)n=a(p�1)

a
���1
p mod p1+vp(a)

p1+vp(a)
AapmodZ

D(4g+2)n

(4g + 2)n
� �

X
p�1mod(2g+1)
(4g+2)n=a(p�1)

((2g)!a)
���1
p mod p1+vp(a)

p1+vp(a)
AapmodZ

où Ap = (�1)(p�1)=(4g+2)n
�

(p� 1)=2
(p� 1)= (4g + 2)

�
Remarque 4.0.1 Ce théorème rassemble le théorème de Von Staudt Clausen et le 2eme

théorème de Von Staudt pour les nombres C(4g+2)n et D(4g+2)n .
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4. Théorème de Clarke :

La preuve de ce théorème est partagée en trois étapes :

La 1ere étape : On prouve le théorème de Clarke pour les coé¢ cients
Cn
n
de x(u) et

C
(4)
n

(n)4

de x2(u) =
�
1

t

�4
dans Z

�
1
2

�
La 2eme étape : On prouve le théorème de Clarke pour les coé¢ cients

Dn

n
de y(u) dans

Z
�
1
5

�
La 3eme étape: On trouve une relation entre les coé¢ cients de x2(u) et y(u) et on motre

que les resultats trouvés dans la 1ere et 2eme étape sont toujours vraie dans Z=Z
�
1
2

�
\

Z
�
1
5

�
Preuve.

1ere étape: Le théorème de Clarke pour x1=2(u)

On consdère la série formelle reciproque
p
x(u) de la série u avec : t =

�1
x1=2(u)

c�est à dire

u =

xZ
1

xdx

2y

u =

�tZ
0

1
t2
(� 2

t3
dt)

2
q

1
t10
� 1

u = �
�tZ
0

1p
1� t10

dt

u = �
�tZ
0

�
1 +

1P
m=1

(�1)m
��1

2

m

�
t10m

�
dt

u = t+
1P
m=1

(�1)m
��1

2

m

�
t10m+1

10m+ 1
(4.0.1)
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4. Théorème de Clarke :

on note les coe¢ cients de Carlitz par

f10m = (�1)m
��1

2

m

�
(4.0.2)

cette notation correspond à celle dans la dé�nition des nombres de Bernoulli universels

.

D�apres le lemme 1.0.1 , et la relation (1.0.1) on a que :

f10m 2 Z
�
1

2

�
(4.0.3)

les autres coe¢ cients fn sont nuls alors
B̂10m
10m

qui est le nombre de Bernoulli universels B̂10m

divisé par 10m est specialisé à
C
(1)
10m

10m
et l�expression donnée dans la proposition 2.0.3

donne que
C
(1)
10m

10m
2 3!Z

�
1

2

�
(4.0.4)

pour prouver ça on applique la proposition 2.2.2 pour p = 2 et p = 3 , dés que

f2�1 = 0 et f3�1 = 0 on considère la suite U tel que U2�1 = U3�1 = 0 , on aura

w(U) = 10m � 10 et d(U) � 1

on aura v2 (�u) �
�
10+1�2

4

�
= 2; v3 (�u) �

�
10+1�2

6

�
= 1

donc dans l�expression donnée dans la proposition 2.0.3 pour
C
(1)
10m

10m
; tous leurs coe¢ cients

sont divisible par 3! , ça et (4.0.3) donnent 4.0.4

Si p = 10m + 1 est un nombre premier alors le coe¢ cient fp�1 de
t10m+1

10m+ 1
mod p; donné

par :

fp�1 = (�1)p�1=10
� 1

2
p�1
10

�
� Apmod p (4.0.5)

pour ça , voir appendice

Avec ces considérations , on applique le théorème de Clarke (proposition 2.1.1 ) pour la

série x(u)1=2
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4. Théorème de Clarke :

Soit
1

t
=

1P
m=0

C
(1)
10m

10m

u10m�1

(10m� 1)! (4.0.6)

la proposition 2.1.1 et (4.0.4) montrent que :

1

3!

C
(1)
10m

10m
2

1P
p�1mod 5
10m=a(p�1)

(3!a)
���1
p mod p1+vp(a)

p1+vp(a)
Aap + Z

�
1

2

�
(4.0.7)

Relation entre les coe¢ cients de x(u)1=2 et x(u) :

Pour la courbe y2 = x5 � 1: et t = �1
x(u)1=2

on a
1

t2
= x(u) =

1

u2

1P
m=1

C
(2)
10m

(10m)2

u10m�2

(10m� 2)! (4.0.8)

alors

uR
0

�
1

t2
� 1

u2

�
du =

uR
0

 
1P
m=1

C
(2)
10m

(10m)2

u10m�2

(10m� 2)!

!
du

=
1P
m=1

C
(2)
10m

(10m)2

u10m�1

(10m� 1)! (4.0.9)

on derive (4.0.1) par rapport à u et on divise par t2 on aura

1

t2
=
1

t2
dt

du
+

1P
m=1

(�1)m
��1

2

m

�
t10m�2

dt

du
(4.0.10)

c�est a dire
uR
0

�
1

t2
� 1

u2

�
du =

�
�1
t
+

1P
m=1

(�1)m
��1

2

m

�
t10m�1

(10m� 1)

�
+
1

u

ça est égale à (4.0.9) et d�apres (4.0.6) on aura :

1P
m=1

C
(2)
10m

(10m)2

u10m�1

(10m� 1)! =
 
�

1P
m=0

C
(1)
10m

10m

u10m�1

(10m� 1)! +
1P
m=1

(�1)m
��1

2

m

�
t10m�1

(10m� 1)

!
+
1

u

Dés que C(1)0 = 1 , on peut enlever les termes qui ont des degré négatifs , on aura

1P
m=1

C
(1)
10m

10m

u10m�1

(10m� 1)! +
1P
m=1

C
(2)
10m

(10m)2

u10m�1

(10m� 1)! =
1P
m=1

(�1)m
��1

2

m

�
t10m�1

(10m� 1)

le côté droit appartient à Z
�
1
2

�
<< u >> d�apres le lemme 1.0.1 et la proposition

3.1.1 et (3.1.3)
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4. Théorème de Clarke :

ça avec (4.0.3) donnent

C
(1)
10m

10m
+

C
(2)
10m

(10m)2
2 (10:1� 2)!Z

�
1

2

�
� 3!Z

�
1

2

�
(4.0.11)

Comme
C10m
10m

=
C
(2)
10m

(10m)2
par dé�nition on aura :

C10m
10m

2 �C
(1)
10m

10m
+ 3!Z

�
1

2

�
Relation entre les coe¢ cieents de x(u) et x(u)3=2 :

Pour la courbe y2 = x5 � 1 et t = �1
x(u)1=2

On considère

1

t3
= �x3=2(u)

=
1P
m=0

C
(3)
10m

(10m)3

u10m�3

(10m� 3)! (4.0.12)

C
(3)
0 = 1

on a

uR
0

�
1

t3
� 1

u3

�
du =

uR
0

 
1P
m=1

C
(3)
10m

(10m)3

u10m�3

(10m� 3)!du
!

(4.0.13)

=
1P
m=1

C
(3)
10m

(10m)3

u10m�2

(10m� 2)!

on derive (4.0.1) par rapport à u et on divise par t3 on aura

1

t3
=
1

t3
dt

du
+

1P
m=1

(�1)m
��1

2

m

�
t10m�3

dt

du

c�est à dire

uR
0

�
1

t3
� 1

u3

�
du =

�
�1
2

1

t2
+

1P
m=1

(�1)m
��1

2

m

�
t10m�3

10m� 3

�
+
1

2

1

u2
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4. Théorème de Clarke :

ça est égale à (4.0.13) et d�apres (4.0.8) on aura

1P
m=1

C
(3)
10m

(10m)3

u10m�2

(10m� 2)! =

 
�1
2

1P
m=0

C
(2)
10m

(10m)2

u10m�2

(10m� 2)! +
1P
m=1

(�1)m
��1

2

m

�
t10m�2

(10m� 2)

!
+
1

2

1

u2

Dés que C(2)0 = 1, on peut enlever les termes qui ont des degrés négatifs et on aura :

1P
m=1

C
(2)
10m

(10m)2

u10m�2

(10m� 2)! +
1P
m=1

2C
(3)
10m

(10m� 2)! = 2
1P
m=1

(�1)m
��1

2

m

�
t10m�2

(10m� 2)

le côté droit appartient à Z
�
1
2

�
<< u >> d�aprés le lemme 1.0.1 ,la proposition3.1.1 (3)

et (3.1.3)

ça avec (4.0.3) donnent

C
(2)
10m

(10m)2
+
2C

(3)
10m

(10m)3
2 (10:1� 3)!Z

�
1

2

�
� 3!Z

�
1

2

�
(4.0.14)

Relation entre les coe¢ cieents de x(u)3=2 et x(u)2 :

Pour la courbe y2 = x5 � 1 et t = �1
x(u)1=2

on considere

1

t4
= x2(u)

=
1P
m=0

C
(4)
10m

(10m)4

u10m�4

(10m� 4)! (4.0.15)

C
(4)
0 = 1alors

uR
0

�
1

t4
� 1

u4

�
du =

uR
0

 
1P
m=1

C
(4)
10m

(10m)4

u10m�4

(10m� 4)!

!
du

=
1P
m=1

C
(4)
10m

(10m)4

u10m�3

(10m� 3)! (4.0.16)

on derive (4.0.1) par rapport à u et on divise par t4 on aura

1

t4
=
1

t4
dt

du
+

1P
m=1

(�1)m
��1

2

m

�
t10m�4

dt

du
(4.0.17)
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4. Théorème de Clarke :

c�est à dire
uR
0

�
1

t4
� 1

u4

�
du =

�
�1
3

1

t3
+

1P
m=1

(�1)m
��1

2

m

�
t10m�3

(10m� 3)!

�
+
1

3

1

u3

ça est égale à (4.0.16) et d�aprés (�) on aura :

1P
m=1

C
(4)
10m

(10m)4

u10m�3

(10m� 3)! =

 
�1
3

1P
m=1

C
(4)
10m

(10m)4

u10m�4

(10m� 4)! +

1P
m=1

(�1)m
��1

2

m

�
t10m�3

(10m� 3)!

�
+
1

3

1

u3

Dés que C(3)0 = 1, on peut enlevé les termes qui ont des degrés négatifs et on aura

1P
m=1

C
(3)
10m

(10m)3

u10m�3

(10m� 3)! +
1P
m=1

3C
(4)
10m

(10m)4

u10m�3

(10m� 3)! = 3
1P
m=1

(�1)m
��1

2

m

�
t10m�3

10m� 3

le côté droit appartient à Z
�
1
2

�
<< u >> d�aprés le lemme 1.0.1 ,la proposition3.1.1

(3) et (3.1.3)

ça avec (4.0.3) donnent

C
(3)
10m

(10m)3
+
3C

(4)
10m

(10m)4
2 (10:1� 4)!Z

�
1

2

�
� 3!Z

�
1

2

�
(4.0.18)

Le théorème de Clarke pour x(u)2 :

les resultats (4.0.11) ,(4.0.14) et (4.0.18) montre que

C
(1)
10m

10m
+
3!C

(4)
10m

(10m)4
2 3!Z

�
1

2

�
(4.0.19)

d�où
1

3!

C
(1)
10m

10m
+

C
(4)
10m

(10m)4
2 Z

�
1

2

�
(4.0.20)

ça et(4.0.7) donnent

C
(4)
10m

(10m)4
2 �

1P
p�1mod 5

10m=a(p�1)

(3!a)
���1
p mod p1+vp(a)

p1+vp(a)
Aap + Z

�
1

2

�
(4.0.21)

Ce resultat est trés important pour la 3eme étape en particulier on a

C
(4)
10m

(10m)4
2 Z(5)
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4. Théorème de Clarke :

2eme étape : Le théorème de Clarke pour y(u)1=5 :

cette étapes est parallèle à la 1ere étape

on consdère la série formelle réciproque y(u)1=5 de la série u .

Soit y(u) = �1
S5
alors :

u =
xR
1

xdx

2y
=

yR
1

xdx

2ydy
dy =

yR
1

x

5x4
dy

=
yR
1

1

5x3
dy =

yR
1

x

5 (y2 + 1)3=5
dy =

SR
0

5dS
S6

5
�
1
S10
+ 1
�3=5

=
SR
0

1

5 (S10 + 1)3=5
dS =

SR
0

�
1� 1

1!

3

5
S10 +

1

2!

3

5

8

5
S20 � 1

3!

3

5

8

5

13

5
S30 + :::

�
dS

=
SR
0

�
1 +

1P
m=1

��3
5

m

�
S10
�
dS

u = S +
1P
m=1

��3
5

m

�
S10m+1

10m+ 1
(4.0.22)

On note le coe¢ cient de Carlitz par

f10m =

��3
5

m

�
(4.0.23)

par le lemme (1.0.1) et (1.0.1) on aura

f10m 2 Z
�
1

5

�
(4.0.24)

Les autre coe¢ cients fn sont nuls alors
B̂10m
10m

qui le nombre de Bernoulli universel

B̂10m divisé par 10m est spcialisé à
D
(1)
10m

10m
on a :

D
(1)
10m

10m
2 4!Z

�
1

5

�
(4.0.25)

Pour prouver ça on applique la proposition 2.2.2 pour p = 2 et p = 3 dans ce cas comme

f2�1 = 0; f3�1 = 0 , on considère la suite U telle que U2�1 = U3�1 = 0

si m = 1 alors
D
(1)
10

10
=
3

5

�
9!
11

�
=
27357

11
est divisible par 4!
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4. Théorème de Clarke :

si m � 2 alors w(u) = 10m � 20 , d(U) � 1 et on aura

v2 (�u) �
�
20 + 1� 2

4

�
= 4k , v3 (�u) �

�
20 + 1� 2

6

�
= 3

donc d�apres l�éxpression qu�est dans la proposition 2.0.3 on a que tout les coe¢ cients
D
(1)
10m

10m
sont divisible par 4! . ça et (4.0.24) impliquent (4.0.25)

si p = 10m+ 1 est un nombres premier alors le coe¢ cients fp�1 est donné par

fp�1 = �
� �3

5
p�1
10

�
� Apmod p (4.0.26)

voir appendice

Avec cec considération , on applique le théorème de Clarke (proposition 2.1.1 ) pour y(u)1=5

, on aura
1

S
=

1P
m=0

D
(1)
10m

U10m�2

(10m)!
(4.0.27)

la proposition 2.1.1 et la relation (4.0.25) montrent que

1

4!

D
(1)
10m

10m
2 �

P
p�1mod 5

10m=a(p�1)

(4!a)
���1
p mod p1+vp(a)

p1+vp(a)
Aap + Z

�
1

5

�
(4.0.28)

Relation entre les coe¢ cients de y(u)1=5 et y(u)2=5 :

Pour la courbe y2 = x5 � 1 et S = �1
y(u)1=5

on a
1

S2
= y(u)2=5 =

1P
m=0

D
(2)
10m

(10m)2

U10m�2

(10m� 2)! (4.0.29)

D
(2)
0 = 1 , alors

uR
0

�
1

S2
� 1

u2

�
du =

uR
0

 
1P
m=1

D
(2)
10m

(10m)2

U10m�2

(10m� 2)!

!
du

=
1P
m=1

D
(2)
10m

(10m)2

U10m�1

(10m� 1)! (4.0.30)

on dérive (4.0.22) par rapport à u et on divive par S2 , on aura

1

S2
=
1

S2
dS

du
+

1P
m=1

��3
5

m

�
S10m�2

dS

du
(4.0.31)
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4. Théorème de Clarke :

c�est à dire
uR
0

�
1

S2
� 1

u2

�
du =

�
� 1
S
+

1P
m=1

��3
5

m

�
S10m�1

10m� 1

�
+
1

u

ça est égale à (4.0.30) et d�apres (4.0.27) on a :

1P
m=1

D
(2)
10m

(10m)2

U10m�1

(10m� 1)! =

 
�

1P
m=1

D
(1)
10m

10m

U10m�1

(10m� 1)! +

1P
m=1

��3
5

m

�
S10m�1

10m� 1

�
+
1

u

Dés que D(1)
0 = 1 , on peut enlever les termes qui ont des degrés négatifs , on aura :

1X
m=1

D
(1)
10m

10m

U10m�1

(10m� 1)! +
1X
m=1

D
(2)
10m

(10m)2

U10m�1

(10m� 1)! =
1P
m=1

��3
5

m

�
S10m�1

10m� 1

le côte droit appartient à Z
�
1
5

�
<< u >> d�apres la propostion 3.1.1 (3) et (3.1.8) , ça

et (4.0.24) donnent

D
(1)
10m

10m
+
D
(2)
10m

(10m)2
2 (10:1� 2)!Z

�
1

2

�
� 4!Z

�
1

5

�
(4.0.32)

Relation entre les coe¢ cients de y(u)2=5 et y(u)3=5 :

Pour la courbe y2 = x5 � 1 et S = �1
y(u)1=5

on a
1

S3
= �y(u)3=5 =

1P
m=0

D
(3)
10m

(10m)3

U10m�3

(10m� 3)! (4.0.33)

D
(3)
0 = 1 , alors

uR
0

�
1

S3
� 1

u3

�
du =

uR
0

 
1P
m=1

D
(3)
10m

(10m)3

U10m�3

(10m� 2)!

!
du

=
1P
m=1

D
(3)
10m

(10m)3

U10m�2

(10m� 2)! (4.0.34)

On derive (4.0.22) et on divise par S3 on aura

1

S3
=
1

S3
dS

du
+

1P
m=1

��3
5

m

�
S10m�3

dS

du

c�est à dire
uR
0

�
1

S3
� 1

u3

�
du = �1

2

1

S2
+

1P
m=1

��3
5

m

�
S10m�2

10m� 2 +
1

2

1

u2

Dés que D(2)
0 = 1 , on peut enlever les termes qui ont des degrés négatifs , on aura :
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4. Théorème de Clarke :

1X
m=1

D
(2)
10m

(10m)2

U10m�2

(10m� 2)! +
1X
m=1

2D
(3)
10m

(10m)3

U10m�2

(10m� 2)! = 2
1P
m=1

��3
5

m

�
S10m�2

10m� 2

le côte droit appartient à Z
�
1
5

�
<< u >> d�apres la propostion 3.1.1 (3) et (3.1.8) , ça

et (4.0.24) donnent

D
(2)
10m

(10m)2
+
2D

(3)
10m

(10m)3
2 (10:1� 3)!Z

�
1

2

�
� 4!Z

�
1

5

�
(4.0.35)

Relation entre les coe¢ cients de y(u)3=5 et y(u)4=5 :

Pour la courbe y2 = x5 � 1 et S = �1
y(u)1=5

on a
1

S4
= �y(u)4=5 =

1P
m=0

D
(4)
10m

(10m)4

U10m�4

(10m� 4)! (4.0.36)

D
(4)
0 = 1 , alors

uR
0

�
1

S4
� 1

u4

�
du =

uR
0

 
1P
m=1

D
(4)
10m

(10m)4

U10m�4

(10m� 4)!

!
du

=
1P
m=1

D
(4)
10m

(10m)4

U10m�3

(10m� 3)! (4.0.37)

On derive (4.0.22) par rapport à u et divise par S4on obtient

1

S4
=
1

S4
dS

du
+

1P
m=1

��3
5

m

�
S10m�4

dS

du

c�est à dire

uR
0

�
1

S4
� 1

u4

�
du = �1

3

1

S2
+
1

3

1

u3
+

1P
m=1

��3
5

m

�
S10m�3

10m� 3

ça est égale à (4.0.37) et d�apres (4.0.33) on aura

1X
m=1

D
(4)
10m

(10m)4

U10m�3

(10m� 3)! = �
1

3

1X
m=0

D
(3)
10m

(10m)3

U10m�3

(10m� 3)!+
1P
m=1

��3
5

m

�
S10m�3

10m� 3 +
1

3

1

u3

Dés que D(3)
0 = 1on peut enlever les termes qui ont des degrés négatifs , on aura :

1X
m=1

D
(3)
10m

(10m)3

U10m�3

(10m� 3)! +
1X
m=1

3D
(4)
10m

(10m)4

U10m�3

(10m� 3)! = 3
1P
m=1

��3
5

m

�
S10m�3

10m� 3
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4. Théorème de Clarke :

le côte droit appartient à Z
�
1
5

�
<< u >> d�apres la propostion 3.1.1 (3) et (3.1.8) , ça

et (4.0.24) donnent

D
(3)
10m

(10m)3
+
3D

(4)
10m

(10m)4
2 (10:1� 4)!Z

�
1

2

�
� 4!Z

�
1

5

�
(4.0.38)

Relation entre les coe¢ cients de y(u)4=5 et y(u) :

Pour la courbe y2 = x5 � 1 et S = �1
y(u)1=5

on a
1

S5
= �y(u) =

1P
m=0

D
(5)
10m

(10m)5

U10m�5

(10m� 5)! (4.0.39)

D
(5)
0 = 1 , alors

uR
0

�
1

S5
� 1

u5

�
du =

uR
0

 
1P
m=1

D
(5)
10m

(10m)5

U10m�5

(10m� 5)!

!
du (4.0.40)

=
1P
m=1

D
(5)
10m

(10m)5

U10m�4

(10m� 4)! (4.0.41)

on dérive (4.0.22) par rapport à u et on divive par S5 , on aura

1

S5
=
1

S5
dS

du
+

1P
m=1

��3
5

m

�
S10m�5

dS

du
(4.0.42)

c�est à dire
uR
0

�
1

S5
� 1

u5

�
du = �1

4

1

S4
+
1

4

1

u4

1P
m=1

��3
5

m

�
S10m�4

10m� 4
ça est égale à (4.0.30) et d�apres (4.0.27) on aura :

1P
m=1

D
(5)
10m

(10m)5

U10m�4

(10m� 4)! =

 
�1
4

1P
m=1

D
(4)
10m

(10m)4

U10m�4

(10m� 4)! +

1P
m=1

��3
5

m

�
S10m�4

10m� 4

�
+
1

4

1

u

Dés que D(4)
0 = 1 , on peut enlever les termes qui ont des degrés négatifs , on aura :

1X
m=1

D
(5)
10m

(10m)5

U10m�4

(10m� 4)! +
1X
m=1

4D
(5)
10m

(10m)5

U10m�4

(10m� 4)! = 4
1P
m=1

��3
5

m

�
S10m�4

10m� 4

Le côte droit appartient à Z
�
1
5

�
<< u >> d�apres la propostion 3.1.1 (3) et (3.1.8) , ça

et (4.0.24) donnent

D
(4)
10m

(10m)4
+
4D

(5)
10m

(10m)5
2 (10:1� 5)!Z

�
1

2

�
� 4!Z

�
1

5

�
(4.0.43)
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4. Théorème de Clarke :

Le théorème de Clarke pour y(u) :

On a obtenu les résultats suivant : (4.0.35) , (4.0.32) , (4.0.38) , (4.0.43)

D
(4)
10m

(10m)4
+
4D

(5)
10m

(10m)5
2 (10:1� 5)!Z

�
1

2

�
� 4!Z

�
1

5

�
D
(3)
10m

(10m)3
+
3D

(4)
10m

(10m)4
2 (10:1� 4)!Z

�
1

2

�
� 4!Z

�
1

5

�
D
(2)
10m

(10m)2
+
2D

(3)
10m

(10m)3
2 (10:1� 3)!Z

�
1

2

�
� 4!Z

�
1

5

�
D
(1)
10m

10m
+
D
(2)
10m

(10m)2
2 (10:1� 2)!Z

�
1

2

�
� 4!Z

�
1

5

�
ces 4 resultats impliquent :

D
(1)
10m

10m
� 4! D

(5)
10m

(10m)5
2 4!Z

�
1

5

�
(4.0.44)

donc
1

4!

D
(1)
10m

10m
� D

(5)
10m

(10m)5
2 Z

�
1

5

�
on a y(u) =

�1
S5

, on aura :

D
(1)
10m

10m
=

D
(5)
10m

(10m)5
(4.0.45)

et ça et (4.0.28) donnent :

D
(1)
10m

10m
2 �

P
p�1mod 5

10m=a(p�1)

(4!a)
���1
p mod p1+vp(a)

p1+vp(a)
Aap + Z

�
1

5

�
(4.0.46)

3eme étapes : Le théorème de Clarke pour x(u) et y(u) :

Relation entre les coe¢ cients de y(u) et x2(u) :

Soit

x2(u) =
1

t4
=

1P
m=0

C
(4)
10m

(10m)4

u10m�4

(10m� 4)! (4.0.47)
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4. Théorème de Clarke :

Si D =
d

du
=

�
2y

x

�
d

dx
alors :

D(x2) = 2xDx = 2x
2y

x
= 4y (4.0.48)

donc
C
(4)
10m

(10m)4
= 4

D10m

10m
(4.0.49)

Les relation (4.0.21) et (4.0.46) montrent que le dénominateur de
C
(4)
10m

(10m)4
ne contient

aucune puissance de 2 et que :

C
(4)
10m

(10m)4
2 �

P
p�1mod 5

10m=a(p�1)

(3!a)
���1
p mod p1+vp(a)

p1+vp(a)
Aap + Z

Dés que
1

4!

D
(4)
10m

(10m)4
=
D10m

10m
d�apres (3.0.4) on aura

D10m

10m
2 Z

�
1

5
;
1

p
; p � 1mod 5; p� 1=10m

�
� Z(2)

et que le dénominateur de
D10m

10m
ne doit contenir aucune puissance de 2 ainsi le numéra-

teur de
D
(4)
10m

(10m)4
est divisible par 4 .

Ces conditions et la relation (4.0.46) donnent

D
(1)
10m

10m
2 �

P
p�1mod 5

10m=a(p�1)

(4!a)
���1
p mod p1+vp(a)

p1+vp(a)
Aap + Z

ça c�est la 2eme formule de 4.0.1 .

Relation entre les coe¢ cients de x(u) et x2(u) :

�nalement , on utilise

Dx2 = D
2y

x
= 6x2 +

4

x3

�
D =

d

du
=

�
2y

x

�
d

dx

�
(4.0.50)

on applique D à (3.0.6) on aura

D2

�
1

x

�
= 3

1

x

�
D
1

x

�
2 � 10 (4.0.51)
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4. Théorème de Clarke :

Par conséquent
1

x(u)
2 Z << u >> par la proposition 3.1.1 (2) et aussi

1

x3
2 Z <<

u >> , ainsi on a :
C10m
10m

= 6
C
(4)
10m

(10m)4
+ un entier

D�aprés (4.0.47) on conclut que :

C10m
10m

= 3!
C
(4)
10m

(10m)4
+ un entier

C10m
10m

= G10m �
P

p�1mod 5
10m=a(p�1)

a
���1
p mod p1+vp(a)

p1+vp(a)
Aap (4.0.52)

avec G10m 2 Z .ça c�est la première formule de 4.0.1 .
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4.1. Appendice:

4.1 Appendice:

Soit p un nombre premier tel que p � 1mod(2g + 1) ou p � 1mod 4g . On dé�nit C par
y2 = x2g+1 � 1 , ou y2 = x2g+1 � x
D�aprés (�) on a dit que l�ensemble

�
1

2y
;
x

2y
; :::;

xg�1

2y

�
forme une base de formes di¤er-

ntienlles sur C mod p , alors matrice Hasse -Witt qui est une matrice carre d�ordre g est

diagonale par rapport a cette base [10] [P381] et son (g; g) element est le nombre Ap:

Dans le cas des nombres de Hurwitz .Katz a prouvé que Ap est égal a l�invariant de Hasse

[[8]P2]

On prouve la relation 4.0.26

Pour la courbe y2 = x5 � 1 est la base donné dans (�) la matrice H Hasse -Witt est

diagonale et son (2; 2) élément est

Ap = (�1)(p�1)=10
�
(p� 1) =2
(p� 1) =10

�
mod p

pour p � 1mod 5 et p = 10m+ 1 on a

(2m� 1)!!
m!2m

� (�1)m
�
5m

m

�
mod p

implique que
(2m� 1)!!

m!
� (�2)m

�
5m

m

�
mod p

Cette congruence est véri�ée car

2 (5m) ; 2 (5m� 1) ; :::; 2 (5m� (m� 1))mod p

coincide avec

�1 ; � 3 ; ::: ;� (2m� 1)mod p
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