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Congruences sur les nombres
de Bernoulli- Hurwitz généralisés

Résumé
Les nombres de Bernoulli-Hurwitz généralisés sont donnés par les nombres de Bernoulli
universels.
Les congruences vérifiées par les nombres de Bernoulli sont étendues aux nombres de

Bernoulli-Hurwitz généralisés.

iii



Notations:
Dans tout ce qui suit ,on va utiliser les notations suivantes:
(1) Soit & un nombre rationel , on note par |« le plus grand entier qui est inferieur a

a et [a] le plus petit entir qui est superieur a «

a
5) al, = ——
6 al, =~

(6) Si F'(Z) est une série formelle , on note par [Z"] F' (Z) le coefficient de Z" et aussi

{%} F(Z)=n![2"]F(Z), {ﬂ F(2)=n[2"|F(Z)

A
(7) Pour la série formelle ¢ (Z) , on appelle {—] ©(Z) (n > 0) le coefficient de Carlitz
n

pour ¢ (Z) de Z" et [g] ¢ (Z) (n > 0) sont coefficient de Hurwitz

(8) Dans l’expession.d’une série formelle par rapport a z,le symbole (d° (z) > m)signifie
la partie des termes qui sont égaux au moins a m

(9) Soit R un anneau commutatif,on note par R << z >>I’anneau des séries formelles
avec seulement des termes qui ont des valuations non-négatives telle que tout ses coefficient

de Hurwitz appartiennent & R

v
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Introduction

Les nombres de Bernoulli-Hurwwits généralisés sont donnés par les nombres de Bernoulli
universels .Pour les definir on a besoin d’introduire des notions sur les courbes et fonctions
algebriques.

Parmi les resultats les plus importants pour les nombres de Bernoulli , nous avons le
théoréme de Von Staudt Clausen ,le 2°*¢ théoréme de Von Staudt et la cogruence de Kum-
mer.

Clarke a donné un théoréeme pour les nombres de Bernoulli universels qui est analogue
au théoréeme de Von Staudt Clausen et au 2 théoréme de Von Staudt pour les nombres
de Bernoulli classiques.Adelberg a conjecturé la congruence de Kummer pour les nombres
de Bernoulli universels et il I’a démontré pour un cas particulier.

En fevrier 2004 Seidai Yasuda a prouvé la conjecture d’Adelberg et il a donné la preuve
complete du théoréme de Clarke pour les nombres de Bernoulli-Hurwitz généralisés qui est
analogue au théoréme de Clarke pour les nombres de Bernoulli universels et qui réunit aussi

le théoréme de Von Staudt Clausen et le 2¢™¢ théoréme de Von Staudt.



Chapitre 1

preliminaire arithmetiques

Dans ce chapitre on donne quelques propositions dont on aura besoin dans ce qui va suivre.

Lemme 1.0.1 soient n et q deux entiers positifs et r un entier tel que v < q alors

]

Preuve. on a

(2)-(5) (52 (5 m - 5555 aon

il est clair que (1.0.1) € Z [ﬂ u

Proposition 1.0.1 5% p est un nombre premier impair et a est divisible par p" avec n > 0
alors

(pa)!/p*a'= (—=1)" mod p"**

Si a est impair alors (2a)!/2%a! est impair

2a)!
(QG)‘ = —1mod4
aq!

Si a est divisible par 2™ avec n > 2 alors

S7 a=2mod4 alors

(2a)!

— n+1
gl — 1 mod?2




1. preliminaire arithmetiques

Preuve. Il y a exactement a nombres entre 1 et pa qui sont divisible par p c’est a dire

P, 2p, ...ap. et leur produit est p®a!

sia=p*A
(pa)! P (=1)* mod p™™  si p impair ou p* = 2
ot — 11 = .
pras =l 1mod 2! sip=2,n#1

ol la congruence est partagée en A blok modulo p"*! .on note que si p est impair , a, A

auront la méme parité et que si p" = 2 alors A est impair. =

o : (rd)! (r—1)!
Proposition 1.0.2 Sir et d sont deux nombres naturels alors et sont

entiers a moins que r = 3 ou r + 1 est premier .

Preuve. Voir [5] m



Chapitre 2

Les nombres de Bernoulli universels

et leurs proprietes:

On va definir les nombres de Bernoulli universels et donner quelques proprietés de ces
nombres pour montrer les congruences les plus importantes en théorie des nombres telles

que la congruence de Clarke et la congruence de Kummer .
Définition 2.0.1 Soit f1, fa,...une infinité d’indéterminés , on considére la série formelle

tn+1

—u(t) =t .
u=ult)=t+ 2 fo

et sa série formelle réciproque :

On définit B, € Q|f1, fo,...] par
U O AU
I B, —
t(u) ngo n!
on les appele les nombres de Bernoulli universels d’ordre 1.
Si on pose f, = (—=1)" on aura u(t) = log(1 4+ t) et t(u) = ¢' — 1 alors les B, sont les

nombres de Bernoulli classiques B, .

Définition 2.0.2 Soit U = (U, Us,...) une suite finie d’entiers non -négatifs , on note

w (U) = > jU; on Uappelle le poids de U

J



2.1. Le théoréme de Clarke :

Le nombre d(U) = Z U; est appelé le degré de U
J
Définition 2.0.3 pour simplifier on écrit :
Ul =U,U,!...
d\ d
uv) U
on note AU = 2U13V24Us _ fU — fUh g2 ¢lUs

et yU = AUU'
d(U) — 1 (w (U) +d(U) — 2)!

Yu

d’ot on ecrit : Ty = (—1)

Proposition 2.0.3 On a

Preuve. Voir [9] m

2.1 Le théoréme de Clarke :

On définit la fonction numerique Z(p, n) o p est premier et n est un nombre naturel divisible
par p—1 . On suppose que n = p' (p — 1) M ou p ne divise par M alors Z(p, n) est détermineé
modulo M comme suit

Sip=2etl=1alors Z(2,n) = —Mmodulo 4 , si non Z(p,n) est I'inverse de M

modulo p'+!

Théoréme 2.1.1 On a

Bi=1h
% = _}lf12 + %fz
-5t n = 0mod 4
-Sin # ZP%TTL = 2mod 4
% = ffl; fs —|—n:az(;_1) leEz;Z)) o modZ[fi, fa,...]

-Sin#1etn=13mod4



2.1. Le théoréme de Clarke :

By _ F AR g

n

f17f2a ]

Remarque 2.1.1 Le théoréeme est analogue au théoréeme de Von Staudt Clausen et au 2°™¢
théoréeme de Von Staudt pour les nombres de Bernoulli classiques .
Le théoréme de Clarke a réuni ces deux théorémes et plus tard , on va voir cette réunion

pour les nombres de Bernoulli - Hurwitz généralisés.

U
Preuve. Pour le monome f{' £ f9%... Pl

on poseb< Ur (U Uk) _ (Lpy-1 _(w(U) +dU) —2)!
U 21 (k+ )% U110,

pour le coefficient de flU ! f2U 2 ?E] 5. ka * dans —* comme a été donné par la proposition
n
2.0.3

on va montrer que :
(i) Sip est premier et n = a(p — 1) alors b (fo_,) = Z(p,n)/p* ™™ mod Z
(ii) Si n=2mod4 et n > 2 alors b (f{'°f%) = Ll modZ
(iii) Si n est impair et n > 1 alors b (f{"°f3) =

(IV) Pour chaque autre monome b ( Ui flz fUs | fU ’“) est entier.

Si p est impair et v,(n) = [ alors (i) est équivalente a npb ( ;(7171) = p — 1 mod p'*!
. W\ a1 (p—1) (ap)!
mais npb( p—l) = (—1) m

alors la proposition 1.0.2 donne le resultat .

dés que n+ d(U) = 2U; + 3Uz + ... + (k + 1) Uy, on a l'identité suivante:
b (S ) =

()" (t+ 1)U,
(T a0 (n v ) — 1) " A 20030 (R DU B
(n+d(U))!

ou (n+ d(U),2U,3Us, ..., (k + 1) U) est le coefficient multinomial
avec 2U7 +3Uy + ...+ (k+ 1) U, =n+d(U)

2U130,1... (k + 1) Uy



2.1. Le théoréme de Clarke :

(t + 1) U,

on sait que les coefficients multinomiaux sont entirers et que chaque facteur T 1>Ut -
+ ¢

est entier .

SiU,>2ona:

b< Us U U3 ,5) = (n+dU)—2),20, ... (n+d(U) — U, +1).n+d(U) — Uy, 204, ..., rU,,

rU,! Eo(t+ 1)Uy
.(k+ 1)U, 2.1.1
(E+1) k)(r—l—l)UT Urlg(t—l—l)m Uy (21.1)
SiU, =2 on aura :
b () = G dO) L (R D)UY
S W d0) =1 yees Ty ey k D)
kEo(t+ 1)Uy
1;;1 (t + 1)Ut Ut'
on met r en facteur , on obtient :
bSO S) = (e dU) = 2,201, -1 k+ 10, TV
1 Jo T3 Tk , 1y eees 5 eeny k (’I“—I—l)
ko (t+1)Uy!
e 212

on va considérer plusieurs cas :

Si U, > 0 pour chaque 7 # 3 tel que 7+ 1 n’est pas premier alors (2.1.1) ou (2.1.2) avec
la proposition 1.0.2 montrent que b ( Ur gl fUs ,g’“) est entier .

Si f, 1 f,1 divisefr f52 £ fUF avec p et ¢ premiers disctints , alors (2.1.1) ou (2.1.2)
montre que b <f1U1]‘72U2 3U3 ,i]") appartient a Z [é] et & Z B]

d’ou il est entier .

De méme si f3 f,—1 divise fUn L 3U .. ,ﬁj * ol p premiers impair

il reste a considerer le cas du monome de la forme f{f

on a
ooy (20440 —2)!
PULE) = =gwman

ainsi b (f{f}) € Z[L] et ona v (b(fEf2)) =va(a+2b—1)— vy (al) — vy (bl) — 1
ainsib=1onab(flfs) = arl

mod Z d’ou (iii) est prouvé .



2.2. La congruence de Kummer pour les nombres de Bernoulli universels:

Sib>1ona:

v (b (£ 1) :vz((“zb) +vg(a+2b—1)(a+2b—1)...(a+b+1)> _1

Pour b > 2 c’est non négatif , dans le cas de b = 2 alors

v (b (£ 1) :UQ(“;2> (a3 -1

d’ou étre égal & -1 si a est divisible par 4 se qui prouve (ii) m

2.2 La congruence de Kummer pour les nombres de

Bernoulli universels:

Théoréme 2.2.1 Soit p un nombres premier , a et n deuxr entiers positifs ,on assure que

n>aetn=0modp—1 alors :

A

- a a—r Bn r(p—1 a
5 (1) (<o) 2 = Doy 24 [, o)

Remarque 2.2.1 Sia=1etn >a=1 avecn 2 0,1mod (p — 1) Adelberg a prouvé dans
son article[[1] théroréeme 3.2] que la congruence est vérifiée modulo p , et plus tard dans

[[2] théroréme 1] ,il fait la preuve pour un cas plus large sin = 1mod (p — 1)
Pour démontrer ce théoréme on a besoin de deux propositions

Proposition 2.2.1 Soit p un nombre premier , a et n deux entiers non-négatifs
v, (n!) sin > ap

a—[n/pl+v,(nl) = [(a—[n/p])/p] sin<ap
alors on a les congruences suivantes :

Soit M =

(1) Siq est un entier non-négatif alors:

z“: ((r+q) +n)! (;L

— M



2.2. La congruence de Kummer pour les nombres de Bernoulli universels:

(2) Sirg est un entier tel que 0 < ro < a et n> rop est un entier alors

5 (1) zomoa”

Le (2) de cette proposition était toujours une conjecteure jusqu’a fevrier 2004 ot Seidai

Yasuda a donné la preuve complete de cette proposition.

Pour pouver cette proposition Yasuda a defini I’ensemble suivant :

Soit a et  deux nombre réels tels que a > 0

d\"™
Z, << v >>@F= {go cQ,lv] / (%) o € pl@tz, << v >> Va > O} (2.2.1)
Lemme 2.2.1

(1) Z, << v >>@F est un Z,— sous module de Q, [[v]]

(2) Z, << v >>@BcC plobly, << v >> et si en particulier B > 0 alors

Ly <<v>>@Pcg, <<v>>

(3) Soit f(v) = X av™ € Q,[[v]] , f(v) € Z, << v >>Bsi et selement si Y. a,v™ €
n=0 n=0
Z, << v >>@Bym >0

(4) Si oy > ag >0 alors Z, << v >>VEC 7, <<y >>(2)0
(5) Si By > By alors Ty, << v >>OP1C 7, << v >>@)F
(6) Sin €Z alors p"Z, << v >>OFC 7, << v >>@5+5

d
(7) Sip € Z, << v>>Balors o9 €Ly << >> ()8
v

d p
(8) Sip € Z, << v>>Balors <d—> 0 €L, << v >>)FH
v

m

b
(9) Soitm >0etbeQ, . % € Z, << v >>PBsi et selement si v,(p) > a Q%J + ﬁ)
Preuve.

(1) pour ¢, py € Z, << v >>Fil est clair que ¢y, ¢, € Z, << v >>F soient ¢ €

Z, << v >>bBeta €Z,alors ap € Z, << v >>)F



2.2. La congruence de Kummer pour les nombres de Bernoulli universels:

d \"
(2) Par définition si ¢ € Z, << v >>5 alors (d_) @ € plMtAZ, << v >>Va >0
v
Si on pose a = 0 on aura ¢ € pl¥¥1Z, << v >> ce qui prouve (2)

(3) Soit f(v) € Q,[[v]], par definition de I'ensemble Z, << v >>Fon a f(v) € Z, <<

v >>)Bgi et seulement si a,v" € Ly << >>()8 vy >
d\"™
(4) Soit ¢ € Z, << v >>Palors (%) ¢ € pla @Az, [[v]]
On a a; > as > 0 implique [a; (a + 3)] > [az (a + B)]

d\"™
d’out <%) € pleltdlz, << v >>

donc ¢ € Z, << v >>(2)f

(5) D’aprés (3) par definition de I’ensemble Z, << v >>®Ail est evident que a,v" €

Ly << >>(@Aimplique que a,v" € Ly <<w >>(a)82

d\"™
(6) Soit p € pZ, << v >>@Falors <%) o € prpleletdz, << v >> implique

d\"™
(d_) @ € plntelatdlz, << v >>
v

d\"™ n
implique <%> RS p[“(ﬁmaﬂ Ly << v>>
d'ott p € Z, << v >>@F+3
d\™

d\"™
(7) Si . apv" € platPIZ, << v >> alors <%) na,v""t € ple@thlz <<y >>

et d’aprés (3) on a le resultat

d \"™
(8) Sip € Z, << v >>)Falors <d_> p € ploatdz, << v >>
v

d\P" / d\P d \ Petr d pa+1)
me() (@) o= (5) (@)
pla+1)
= (—) Y E p(“((aJrl)JrﬂﬂZp << Y>>

c p(a(aJr(ﬁJrl)ﬂ Zp << Y>>

10



2.2. La congruence de Kummer pour les nombres de Bernoulli universels:

d p
donc (d_) ¢ € 7Ly << v >>)5H
v

m

d \"
(9) pourp = — ona (d—) ¢ € pleetAZ, << v >>Va > 0 est equivale
m! v

Corollaire 2.2.1 Si0<a <1, ¢ € Z, << v >>F alors

d p
<(d_ — 1> + 1) P € Ly << v >>FH
v

Preuve. On a besoin de la preuver juste pour p # 2

En appliquant la régle de Leibnitz on aura :

() e (B () ()

ceci appartient & Z, << v >>(a),f+1 +pZ, << v >> ()8

d’aprés (6) du lemme 2.2.1 avec n =1, on aura:
pZy << v >>OFC 7, <<y >0+

comme 0 < a <1 d’apés (5) méme lemme il suffit de prendre 5, = 3 —i—é et B, =pF+1

et on aura le resultat . =

Lemme 2.2.2 Soit0 < a <1

(1) Z,[[v] C Z, << v >>()0

(2) ¢, €Z, << v >>DP1 et p, € 7, << v >>DP2 qglors p,p, € 7, << v >>()A1+h:

En particulier 0 < o <1 alors Z, << v >>(@0 est une Z,— sous algebre de Z,, << v >>

et Zy << v >>OF est un 7, << v >>0 — module

Preuve.

d

pa
%) w e L,V CZ, << v>>

1
1) On suppose quep € Z, [[v]] , dés que ——
(1) On suppose ey € 2, o] des que o

11



2.2. La congruence de Kummer pour les nombres de Bernoulli universels:

pour un a > 0 arbitraire , on a :

d \"™
(%> ¢ € (pa)lZ, << v >>=p*alZ, << v >>C p'Z, << v >>

comme « < 1 il est contenu dans pfo“ﬂZp <<v>>dolp € Z, << v >>0

(2) En appliquant la régle de Leibnitz on aura :
d\™ 2 (pa d\’ d\"™’
(@) (Pr2) = ;%(;’) ((%) 901) ((@) @2)
ra (pa d \ P’ d \PePi
-ECIGE) #) @) »)
pa d\’ d \"
Ogépa(j> ((d?}) g01) ((dv> 72
plj

Sip+{j alors p / (p,a) , la définiton (2.2.1) et (7) du lemme 2.2.1 impliquent
J

d \"* P . ,
<%> (pripy) € X plelitBolpletemithlly, <y >> 4
=0
Z ppI_O‘(%Jrﬁl)-lpl—a(L%_jJJ”B?)-l Zp < < Y>>

0<j<pa

C p[a(a+j+61+52)-|zp << U S>> _’_pp’—a(a_1+61+ﬂ2ﬂzp << U S>>
comme « < 1, ¢a c’est contenu dans pl®@H+A+8)7, << ¢ >>

d’ou

V1P c Zp << v >>(O¢),,31+ﬁ2

Lemme 2.2.3 On a :
D
exp <v + U—) €7, << v >>01"5)0
p

Preuve. Grace au lemme 2.2.2 | il suffit de montrer
00 P

@) e (527 ) € 2, 1]

n=0

12



2.2. La congruence de Kummer pour les nombres de Bernoulli universels:

(e

P 1

(2) exp <—U—) € Z, <<v>>0173)0 vy > 2.
pn

]
Preuve. Pour la preuve de (1) voir|[[7]p238, 5.4]
D’aprés le lemme 2.2.1 (3) pour montrer (2) il suffit de montrer

n
1

< 1 foP"\™
(2) — <U—) € Ly <<w >>(1‘5)’°,Vn >2etm=>0
m! \ p"

(2) est équivalent a

v "m)! 1
(2) v, <§§';Zr)n) > <1 - ]—7) mp"~1,Vn >2 et m >0 ( par le lemme 2.2.1 (9)

’

"m)! n-l ;
m'> ) = pP’m > p"'m + m , pour montrer (2) il suffit de verifier
. =0

(p

comme v, <
n—1 1 n—1
pPrm4+m—mm>(1——-)p" T 'm

c’est verifier car m (p" 2 —n+1) >0

Preuve. de la proposition 2.2.1
Soit n > 0et m=— [ﬂ par (9) de lemme 2.2.1 on a:
(U—) €2, <<v>>0"0)"AZ, << v >>
n!

par le lemme 2.2.3 et (2) du lemme 2.2.2 on a :

v" P (1-1)m
—exp | v+ — | €Zy, << v>>\V )T N, << v >>
n! P

et par le corollaire 2.2.1 on aura :

d p a n 14 1
——1) +1 Lexp(v+—])) e Ly, << v > (173)ma NZ, << v >>Va >
dv n! P

¢a c’est contenu dans p((l_pxmﬂﬂ Ly, << v >>NZL, << v >>, par le lemme 2.2.1
(2) on a:

d p a n 4 1
((d_ + 1) + 1) <U—, exp (U + U—)) epl2)malz cy 5>z, << v >>
v n! P

13



2.2. La congruence de Kummer pour les nombres de Bernoulli universels:

on remplace par m = — L%J on aura :

() =) Grew(5)) <8 il o

pntap
On remarque qu’aprés avoir multiplie les coefficients de — -
(n + gp)!
UTL*T’Op

ou de ﬁ par n! on obtient les congruences demandées .
n —rop)!

on va démontrer la 2¢™¢

proposition utilisée dans la preuve du théoréme 2.2.1 m

Proposition 2.2.2 Soit p un nombre premier impair et U une suite avec U,_1 = 0 et

d(U) # 0 alors :

vy (Ty) > { 5

ou Ty est celle définie dans 2.0.2

w(U)+d(U)—2J

Preuve. Pour simplifier , on note w (U) =n et d({U) =d comme d # 0,n+d—2>0
On va faire la démonstration pour Us,_1 # 0

On a

v (Tv) = vp((n+d—2)!)—vp(ya)=vp((—2+ > (j+1)Uj>!> -

J#p—1
S k- Y (U
(Evk)7£(171) Jj#p—1

ol ¢ représente tout les entiers positifs premiers a p .

> Up -2+ Z jUJ + 2pU2p_1 [ Z ]CUEpk,1 — Up (ng_1!>
.75;1?7711 (Evk)5£(171)

= o | |2+ X jU;+ X ("= 1) Uy + 2pUsp1
pli+1 (ek)A(1,1)

(2,1)

x |1 .
> Y2+ XU+ X (@ ) U + 20U | | -
v=1 [P pli+1 (e,k)#(1,1)

(2,1)

> kUypry — vy (Uzp1!)
(e,k)#(1,1)

14



2.2. La congruence de Kummer pour les nombres de Bernoulli universels:

= |-|-2+ > jU;+ > (5pk — 1) Uepr—1 + 2pUspq +
p pli+1 (e.k)#(1,1)

(2,1)

Z }; —2 + Z -]UJ + Z (gpk - 1) Uspk—l + 2pU2p71 -
v=2

pli+1 (e,k)#(1,1)
L #(2.,1)
kIUEpk_ — Up (ng_ll)
(g,k) 75(1 1)
> —2+ Y jU+ > (e = 1) Uy +2pUsp 1 | | +
pli+1 (e,k)#(1,1)
(2.1)
o0 2 + 2pU.
5 { P - S Kl oy ()
v=2 (e,k)#(1,1)
= —2+ Y U+ > ("= 1) Uy +2pUsp 1 | | —
pli+1 (e,k)#(1,1)
(2.1)
-2+ 2pUs,,_
- epho1 — ) {#J — Up (Uzp—1!)
(&, ) 1, 1) v=2 p
1 . k
= |- -2+ > jui+ > (&?p — kp — 1)€pk_1 + 2pugy 1 —
p pli+1 (e.,k)#(1,1)
(2,1)
24+ 2pu
Ugp—1 + Z {%J — vp (ugp-1!)
= - —2+Z]U]—|— Z (Sp _kp_ ) ap—1+2pu2p1 -
p pli+1 (e,k)#(1,1)
(2,1)
—2 + 2pug,
s 0y (24 2y ) — | | )
-2 -1
on peut remplacer le premier terme de la somme — par — car si dans le premier crochet
b p
|| la somme des autres termes est un entier alors , sa partie fractionnaire est plus grande

—1 . j+1 _ ep”
ou égal & — . De plus , dés que j < ‘77 pour le terme jU; et ep® —kp — 1 > %
p

15



2.2. La congruence de Kummer pour les nombres de Bernoulli universels

si (e,k) #(1,1),(2,1) on aura :
1 )
2 — | -2+ Z (j + 1) Uj + Z &TpkUEpk_l + 2pU2p_1 + U2p—1 -
2p pri+1 (e,k)#£(1,1)
(2,1)
—2 4+ 2pUs,,_
Usp-1+ vp ((_2+2pU2p—1)!) - \‘%J —Up (U2p—1!)
—24+w((U)+d(U
= (2p) ( )J + vp (Uzp-1!) + Uzp-1 — v, (2pUsp1!) —
24 2y,
%J — v, (Usp_r!)
—2—|—w
= J+Up Uzp—1!) + Usgp1 — v, (2pUsgp_q!) — 1 —
(—1—|—2pU2p 1 —Up (ng
> —2+w U)J+Up<2pU2p 1—1))
L U2p 1
d’ol
w(U)+dU) — 2
PN LG GE]

on fait le méme travail pour Uy,_1 =0 =
( la congruence de Kummer )

Preuve. du théoréme 2.2.1

Par la proposition 2.2.1 on aura
< (a v By r(p—1) a (a) R U
g - gt rof
20(7“)( ) o n+rp—1) 2:?0 p) T lw(m:n;r(p—l)
_ U)+d(U) —2)!
oil Ty = (_1>d(U) 1 (CU( )+y< ) )
En prenant f; ; et f)~1° de fY on aura
. a r ra—r U
> (T) D" > T (2.2.2)
=0 w(U)=ntr(p-1)
: a a—rT T u ="
SO G [CUF= SN U oEFTLE- SR v YL ¢
r—0 r w(U)=n ro=1 w(U)U:n-I—ro(p—l)
P—1=0
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2.2. La congruence de Kummer pour les nombres de Bernoulli universels:

Ou UJr]| signifie qu’on ajoute r & U,_; dans l'écriture de U

Ul o (%) (caytemmers LU £ dOED _2)

- w((%:— yU/p_lrz—:O pT+UP*1 (T—FUP,I)!

Z Z foa 70 z": <a> (_1>d(U[r—r0D+7~_1
Yo r

ro=1w(U)=n+ro(p—1) r=ro
Up—1=0
(w (U [r—ro]) +d(U[r —re]) — 2)! (2.2.3)
prTo (1 —1g)!
ot U |,—1 signifie que U,_; =0
Pour chaque r on note :
Yuirp-1 = VYup-1
Vuirljp—10 TP (r + up_1)! = Vupy (2.2.4)
et on aura :
y, = (2 (p— 1)U (p + 1)T+UP> (UL Up_sUp!...) (2.2.5)

on note ), (resp ), ) la premiére et la deuxiéme somme dans (2.2.3) et on aura :

(223) =)+ = (U) + Tzl (U):g (_1)52 (U) (2.2.6)

Pour S; (U) on an =w (U) ce qui implique :
wUr)+dUr]) =2 = n+(p—-1)r+dU)+r—2
= n+pr+dU)—
= (r+Up_))p+n—pUp_1+dU) —2 (2.2.7)

Tl—pUp,1+d(U)—2 = (n—(p—l)Up,1)+(d(U)—Up,1>—
wU/p—1)+dU/p—1)—-2 (2.2.8)
pour Sy (U) on aw (U) =n+re(p — 1) on aura
wU[r=r)+dUlr—r9])—2 = n+(p—Dro+(p—1)(r—rg) —2

= (r—ro)p+n+rop+dU)—ro—2 (2.2.9)
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2.2. La congruence de Kummer pour les nombres de Bernoulli universels:

on divise ), (resp >, ) en deux parties selon n — pUp_; + d(U) — 2 dans (2.2.8)
(resp n + rop + d(U) — ro — 2 dans (2.2.8) ) > ap ou < ap et on les note >.; + > (resp
>t 2s)-

on remarque que dans (2.2.8) .

n—pUp_1+dU)—2>0carn

n 2 0mod(p — 1)

(a) Pour la somme Y} dés que n — pUp_1 +d(U) — 2 > ap on a

vp (S1(U))

v

—Up (yU/p%) + vy ((n — pUp—1 +d(U) —2)!)

V — pUp_y +d(U) — 2J . {%J _ EJ (2.2.10)

>
- 2p 2p

d’apres la proposition 2.2.1 et la proposition 2.2.2
(b) Pour la somme Y | t,on note N =n —pUp_; +d(U) —2 et N =pb+e
(0<e<p)onaurab<acar0<n—pUp_1+dU)—2<ap
alors d’apres la proposition 2.2.2 on aura
vp (NY) = v, Vujp1) = vp(w(U/p=1)+d(U [p—1)) = v, (V1)
= c(Tu/p-1)
N
> {—J (2.2.11)
2p
ca et la proposition 2.2.1 donnent

bSO 2 o= | S - | SR )

N
oo

> <9—1)—b+a—a_b
2 p

a (a—b)(p—2)

v

= —1+- (2.2.12)
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2.2. La congruence de Kummer pour les nombres de Bernoulli universels:

comme vy, (S7 (U)) est entier alors forcement elle doit étre > LgJ
d’ou
w () 2 [3]
P 1) = L2
(¢) Pour la somme Y5 dés que n + rop + d(U) — 19 — 2 > ap

d’apres la proposition 2.2.1 (2) on a

w(2,) 2 [3)

(d) Pour la somme Y, dés que , le cas ou n +rop +d(U) —rg — 2 < ap

pour pouvoir utiliser la proposition 2.2.1 (2) on doit avoir n + rop + d(U) — 19 — 2 > 7D .
Dés que d(U) > 1.

la, condition est verifiée si n + rop + d(U) — 19 —2 > rop c’est adiren —rg — 1 > 0

c’est vraie car n > a pour tout 1o =1, ...,a
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Chapitre 3

Les nombres de Bernoulli -Hurwitz

généralisés

Dans ce chapitre on va rappeler quelques notions sur les courbes et fonctions algebriques
pour pouvoir définir les nombres de Bernoulli et de Hurwitz et pouvoir montrer quelques
proprietes des séries de Hurwitz definies sur un sous anneau de Q,,.

On considére la courbe hyperelliptique C de genre g .

C est définie par y* = f(x) , o f(z) = Aox®™ + Na¥ + ... + Mgy € C[a] est un
polynoéme qui n’a pas de racines multiples .

On pose \p = 1 . La courbe C est une courbe algebrique non singuliere avec I'unique
point oo a 'infini.

P , . .
5y W = 1,...,gj forme une base de forme differentielles
Y

On sait que ’ensemble des
sur C . ...(x)

On note (z(u),y(u)) les coordonnées (z,y) de C .

Les termes qui ont les plus petit degrés dans le developpement en série de Laurent de
x(u) et y(u) au voisinage de u = (0, ..., 0) sont donnés par :

() = % () >0) ,ylu) = uQi‘H F(d (1) > —2g+ 1) (3.0.1)

Pour la courbe hyperelliptique y(u)? = f(z(u)) avec f un polynome separable de degré

2g+1,0ona:
2971

dx (u) = 2y

(u) (3.0.2)
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3.1. Les séries de Hurwitz :

On éléve au carré on aura :

(L)

o(u)? 20" (u)? = 4f (2(u)) (3.0.3)

c’est a dire :

/ signifie T
u
(3.0.3) est analogue & ¢'(u)? = 4¢(u)® — gap(u) — g3 . Pour plus de détail voir [4]

Définition 3.0.1 On définit les nombres C,, par le devloppement en série de Laurent de

x(u) par rapport a u :
< C, u"?

x(u)zE—FT-I—Z

= n (n—2)! (3.0.4)

Les nombres C,, sont anlogue aux nombres de Bernoulli et de Hurwitz .

Définition 3.0.2 On définit aussi les nombres D,, par le devloppement en série de Laurent

de y(u) :

1 d,QQ d,1 S Dn Un_2g_1
==+ —4+ ...+ — —_— 3.0.5
y(w) u?9tl * u?9 ot u +n:229+1 n (n—2g—1)! ( )

z(u)® 22" (u)? = 4o (u)®™ — 4 (3.0.6)

d
T
signifie T

3.1 Les séries de Hurwitz :

Dans ce qui suit , R signifie un sous anneau de Q, .

n

Définition 3.1.1 Soit h(z) = i hn% avec hy, € Q, une série formelle .

Si tous les coefficients h, Eo(_;)artiénnent a R alors on dit que h(z) est une série de
Hurwitz .

L’anneau des séries de Hurwitz sur R est noté R << z >>

n

Proposition 3.1.1 Soit h(z) = > hnz—' avec h, € Q,
n=0 n.
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3.1. Les séries de Hurwitz :

(1) Si les n premiers coefficients hg, hy, ..., h,—1 appartient & R et il existe un polynéme
F(To, T, ... T,—1) @ n variables sur R tel que h™(z) = F (h(2),h/(z),...,h""V(z))

avec h™(2) la ™ dérivé de h(z) alors :

h(z) e R << z>>

(2) Sih(z) € R << z>>, hg=0 et hy =1 alors la série formelle rréciproque h™(w) = z

de h(z) = w appartient aussi 4 R << z >>

(3) Sih(z) € R << z>>, hg =0 et hy =1 alors pour n’importe quel entier positif m :

h™(z)
m)!

appartient aussi ¢ R << z >>

Preuve. [3] =

Proposition 3.1.2 Pour la courbe y*> = 229" —1 ouy? = 229" — 2 , on a :

t:WEZ<<U>>

Preuve. Pour simplifier on fait la preuve juste pour la courbe 3% = 2° — 1
dt ., dt?

t = —,...
du’ du?’
D’aprés (3.0.6) , on aura

On note t' =

#)?2=1-1¢" (3.1.1)

On dérive par rapport a u et on divise par 2t' , on aura
t" = —5¢ (3.1.2)

Dés que t(0) = #'(0) = 0, la proposition 3.1.1 (1) donne

1 UH

pour la courbe > = 2° — 1. =

Proposition 3.1.3 Pour la courbe y*> = 2?97 —1 ouy? = 2?9 — 2 , on a :

SZZWeZ<<U>>
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3.1. Les séries de Hurwitz :

Preuve. On fait la preuve juste pour la courbe y? = 2° — 1

D’aprés (3.0.2) on :

dxd
du = xdx ajd—y y xdy
oy 2y, dy
dx
xdy dy
= = 3.14
bt 5 (y2 + 1) (14
et
dy 2 3/5
= = 1 1.
=5+ 1) (3.1.5)
ds ., d*S dy dst
. . 1 ! - - o —6_
on ecrit simplement S T S IR on a T T
S = — (14 51)%° (3.1.6)

Cette formule induit que pour chaque n > 1, la n*™¢ dérivée de S est donnée sous la

forme d’une somme finie comme suit

S(n) _ Z (1 4 Slo)lnj/5pnj (57 S/, SH, .“,S(n—l)) (317)

j
ou chaque p,; est un polyome & n variables dans Z et In j est un entier . ¢a avec S(0) =0,
on aura que S’(0), S”(0), S®(0), ...sont tous entiers alors on conclut que

-1 utt
MOLE =—u— 48'9!ﬁ +.. E€Z<<u>> (3.1.8)

pour la courbe > = 2° — 1. =
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Chapitre 4

Théoréme de Clarke :

Ce chapitre est le plus important de ce travail . Yasuada a prouvé le théoréeme de Clarke
qui reunit le théoréeme Von Staudt Clausen et le 2" théoréme de Von Staudt et qui est
anologue au théoreme de Clarke pour les nombres de Bernoulli universels prouvé dans le

chapitre 2 .

4.0.1 Le cas de 32 (u) =z (u)*™ — 1

Dans ce cas le théoreme de Clarke pour C(ag42), €t D(4g+2), est donné par :

Théoréme 4.0.1 Pour chaque nombres Cugioyn €t Diagro), définis respectivement dans

(3.0.4) et (3.0.5) et pour la courbe y* = %1 —1 on a :

1+vp(a)

C1(4g-i-2)n Z a };1 mOdp

= — A%modZ
(4g+2)n pltop(a) p O

p=1mod(2g+1)
(4g9+2)n=a(p-1)

Dugmn __ g~ (o)) modp™®
(4dg+2)n pltos(a) p

p=1mod(2g+1)
(4g+2)n=a(p—1)

N _ p—1)/(49+2)n (p— 1)/2
ou A, = (—1)F- D/t ((p_1)/(4g+2))

Remarque 4.0.1 Ce théoréme rassemble le théoréme de Von Staudt Clausen et le 2°™¢

théoreme de Von Staudt pour les nombres Cagyoy, €t Dgyopn -
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4. Théoréme de Clarke :

La preuve de ce théoréme est partagée en trois étapes :
(4)

La 1°¢ étape : On prouve le théoréme de Clarke pour les coéfficients — de x(u) et )
n n),

de 22(u) = (%)4 dans Z [1]

On prouve le théoréme de Clarke pour les coéfficients — de y(u) dans
n

La 3°"¢ étape: On trouve une relation entre les coéfficients de z%(u) et y(u) et on motre

que les resultats trouvés dans la 1°7¢ et 2°*¢ étape sont toujours vraie dans Z=7 [%] N
1
z 3]

Preuve.

1°¢ étape: Le théoréme de Clarke pour z'/2(u)
On consdére la série formelle reciproque /z(u) de la série u avec : t = — 72(u)
xt2(u

c’est a dire

xT

xdx
u = —_—
2y
oy 2
u:/ L(—2at)
24/ — 1

0
—t
[t

Uu=— [ ——
NG
0

U= —_/t (1 + mil (—)™ (Zl)tlom) dt

L+ (~1)" 5 ) (4.0.1)
" _ 0.
el m /) 10m +1
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4. Théoréme de Clarke :

on note les coefficients de Carlitz par

ﬁmzq—nm<%) (4.0.2)

m

cette notation correspond a celle dans la définition des nombres de Bernoulli universels

D’apres le lemme 1.0.1 , et la relation (1.0.1) on a que :

(mmGZB] (4.0.3)

A

BlOm

les autres coefficients f,, sont nuls alors qui est le nombre de Bernoulli universels Byg,,

(1)

divisé par 10m est specialisé a % et I'expression donnée dans la proposition 2.0.3
m
donne que
Clon 1
m < 317, | = 4.0.4
10m 2 ( )

pour prouver ca on applique la proposition 2.2.2 pour p = 2 et p = 3, dés que
fao1 = 0 et f3_1 = 0 on considére la suite U tel que Uy = Us_; = 0, on aura
w(U) =10m > 10 et d(U) > 1
on aura vs (7,) > LL‘}’QJ =2,v3 (1) > Lw%’ﬂ =1
(1)
donc dans ’expression donnée dans la proposition 2.0.3 pour 1(1)—0”7;, tous leurs coefficients
sont divisible par 3! , ¢a et (4.0.3) donnent 4.0.4

10m+1

Si p = 10m + 1 est un nombre premier alors le coefficient f, ; de ————
10m +1

mod p, donné

par :

1
S i

) = A, modp (4.0.5)
10

pour ¢a , voir appendice

Avec ces considérations , on applique le théoréeme de Clarke (proposition 2.1.1 ) pour la

série x(u)'/?
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4. Théoréme de Clarke :

Soit W
1 o) 010 ulOmfl
- = m 4.0.6
t mz::() 10m (10m — 1)! ( )
la proposition 2.1.1 et (4.0.4) montrent que :
1 Clon, = (3la)|,* modp'ter@ 1
U A+ 7 | = 4.0.7
3[ 10m p51§0d5 pl—‘rvp(a) p + 2 ( )
10m=a(p—1)
Relation entre les coefficients de z(u)'/? et z(u) :
Pour la courbe y? = 2% — 1. et t = x(;)l/Q
on a o
— = = m 4.0.8
g =0 2 (10m), (10m — 2)! (4.0.8)
alors
u 1 1 u oo 0(2) 10m—2
f-m)a = [ 5t 2
o\t wu 0 \m= 1 (10m), (10m — 2)!
oo Cﬁ) y10m—1
= m 4.0.9
m; (10m), (10m — 1)! ( )
on derive (4.0.1) par rapport & u et on divise par t? on aura
1 1dt =t dt
—=—— " 2 )t 4.0.10
12 t2du+mX::1( ) <m) du ( )

c’est a dire
" 1 S1\  f1om-1 1
—— du=[-= A Z
[(Ea)o= (e £ (ann) -
ca est égale a (4.0.9) et d’apres (4.0.6) on aura :
x @ 10m—1 o oW 10m—1 0 —1 #10m—1 1
> o = |~ = o mem 2 Y (2 ) e )
m=1 (10m), (10m — 1)! m=o 10m (10m —1)! 7= (10m —1)

Dés que Cél) =1, on peut enlever les termes qui ont des degré négatifs , on aura

o O(l) 10m—1 0(2) 10m—1 0o —1 #10m—1
S 10m U X Z 10m U =3 (- )
m=1 10m (10m — 1)! 1 (10m), (10m —1)! = (10m — 1)

le coté droit appartient a Z [%] << u >> d’apres le lemme 1.0.1 et la proposition
3.1.1 et (3.1.3)
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4. Théoréme de Clarke :

ca avec (4.0.3) donnent

Clom , Cio 1 1
UL m 101 —2)1Z | = 37 | =
Tom (10m), € ) 2| < 2

Cion _ Clo)
Comme = T par définition on aura :
10m  (10m),

Ciom cy) 1
_ Z10m 17, | =
10m < 10m +3 2

Relation entre les coefficieents de x(u) et x(u)3/? :

—1

P 1 bey? =a° —lett=
our la courbe y* =z e ORE

On considére

— = —2%2(u)

_ i O@n 4 10m—3
m=o (10m); (10m — 3)!

on a

el 1 v [ oo 0(3) L tom=3
- d — 10m d
{(ﬁ u3) " {(WL; (10m), (10m — 3)! ”)

3 —_—
s, e
m=1 (10m); (10m — 2)!

on derive (4.0.1) par rapport a u et on divise par > on aura

1 1dt = =1 dt
= _1m 2 thme_
Fogat e (2

m du

c’est a dire

(4.0.11)

(4.0.12)

(4.0.13)



4. Théoréme de Clarke :

ca est égale a (4.0.13) et d’apres (4.0.8) on aura

i C{ggn 2 10m—2 _ <_1§: C%zn 2 10m—2 +§:(_1)m (71) F0m—2
— (

m=1 (10m); (10m — 2)! 2 =0 (10m), (10m — 2)! = m ) (10m — 2)
11
2u?

Dés que C’éQ) =1, on peut enlever les termes qui ont des degrés négatifs et on aura :

o 2) 10m—2 o (3) o -1 10m—2
3 Clom + Y 2CTom —2 % (1) (2 ¢
m=1 (10m), (10m —2)! =1 (10m — 2)! =1 m ) (10m — 2)

m

le coté droit appartient a Z [%] << u >> d’aprés le lemme 1.0.1 ,la proposition3.1.1 (3)
et (3.1.3)

ca avec (4.0.3) donnent

2 3
Clo, . 205,
(10m)2 (1Om)3

€ (10.1 - 3)!Z H C3Z H (4.0.14)

Relation entre les coefficieents de z(u)%? et z(u)?

—1

z(u)'/?

Pour la courbe 3?2 = 2% — 1l et t =
on considere

5= )

(4) 10m—4
= OlOm u

= 4.0.15
mzzo (10m), (10m — 4)! ( )
6'84) = lalors
u 1 1 u 00 0(4) 10m—4
F-d)a = J(£ g o
o \ttw o \m=1 (10m), (10m — 4)!
0o Cfé) 4 10m=3
= m 4.0.16
m; (10m), (10m — 3)! ( )
on derive (4.0.1) par rapport a u et on divise par t on aura
1 1dt = — dt
— == —)™ (2 )0t — 4.0.17
t t4du+mz::1( ) <m) du ( )



4. Théoréme de Clarke :

c’est a dire

w11 11 = S\ flom-3 11
" ldu=|-== -l 2 J)— —
{(#ﬂ u4) " ( g T2 (L) (m>(10m—3)!) T3

ca est égale a (4.0.16) et d’aprés (*) on aura :

i +

=1 (10m), (10m — 3)! 3 mzzl (10m), (10m — 4)

= (3 ) wn—a)

0o Cféin 2 10m—3 B < 1 C%Zn L 1om—4

Dés que 063) = 1, on peut enlevé les termes qui ont des degrés négatifs et on aura

S Ol(gzn y10m—3 0o 3053271 y10m—3 S <_1) #10m—3

2 Tiom), (om =31 .2 (om), qom =3y~ >, V" 0 )iom =3

le coté droit appartient a Z [%] << u >> d’aprés le lemme 1.0.1 ,la proposition3.1.1
(3) et (3.1.3)

ca avec (4.0.3) donnent
Cion_, 3Ciom
(10m); ~ (10m),

€ (10.1 —4)'Z B} C 31Z B} (4.0.18)

Le théoréme de Clarke pour z(u)? :

les resultats (4.0.11) ,(4.0.14) et (4.0.18) montre que

Clom . 3'Cho, 1
n V€312 |5 4.0.19
10m " (10m), 2 ( )
d’ou N .
1 OIO 010 1
31 T0m €L 4.0.20
ca et(4.0.7) donnent
cl) < (3la) |7t mod pttvr(@ 1
Giom o (3la) |, P e [t woan
<10m)4 p=1mod5 pl“'”P(“) p 2
10m=a(p—1)

Ce resultat est trés important pour la 3¢ étape en particulier on a

4
Clon

—— € Z
(10m), ©
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4. Théoréme de Clarke :

2°m¢ étape : Le théoréme de Clarke pour y(u)'/® :

cette étapes est parallele a la 1°7¢ étape
on consdére la série formelle réciproque y(u)/? de la série u .

Soit y(u) = = alors :

T xdx Y xdx Y
v 0{231 _o{2yd y_o‘ﬁﬁdy
v o1 Y T 8 %q
= [t =] oy = [
%58 s+ )Y 05 (L 1)
S 1 S 13 138 13813
- dS= [[(1- =280 —22g20 -~ 2224930 . )49
{5(510+1)3/5 “{( 115 +2!55 3!55 5 - )
S o) =3
- 1+ 5)510)ds
NP
o /=3\ Gglom+1
_ 5\ 2 4.0.22
u S+7§1(m>10m+1 (4.022)

On note le coefficient de Carlitz par
-3
fiom = ( > ) (4.0.23)
m

par le lemme (1.0.1) et (1.0.1) on aura

1
fiom € Z [g] (4.0.24)
Les autre coefficients f,, sont nuls alors Lom qui le nombre de Bernoulli universel
. pW
Biop, divisé par 10m est spcialisé a Som on a :
m
DY) 1
— A7 |- 4.0.25
10m < ) ( )

Pour prouver ¢a on applique la proposition 2.2.2 pour p =2 et p = 3 dans ce cas comme

fao1 =0, fs3_1 =0, on consideére la suite U telle que Uy_; =Us_1 =0

Dy 3 /9\ 2737
sim=1alors 2> === | = est divisible par 4!
10 5\ 11 11
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4. Théoréme de Clarke :

sim > 2 alors w(u) = 10m > 20 , d(U) > 1 et on aura

2 1-2 2 1-2
w2 |22 — kw2 |22 =

donc d’apres ’éxpression qu’est dans la proposition 2.0.3 on a que tout les coefficients
1)

D
—180’“ sont divisible par 4! . ¢a et (4.0.24) impliquent (4.0.25)
m

si p = 10m 4+ 1 est un nombres premier alors le coefficients f,_; est donné par

-3
fpo1 =— (p51> = A,modp (4.0.26)

10

voir appendice

Avec cec considération , on applique le théoréme de Clarke (proposition 2.1.1 ) pour y(u)/®

, Ol aura
1 %) (1) U10m72
- = Digp 4.0.27
S mZ:O 10m (10m)' ( )

la proposition 2.1.1 et la relation (4.0.25) montrent que

1 Dﬁ)) (4la) ‘;1 mod p!tvr(@ 1
T om €~ AC+Z |2 4.0.28
A10m i P p T2 E (4.0.28)
10m=a(p—1)
Relation entre les coefficients de y(u)'/° et y(u)?°
-1
Pour la courbe 12> = 2% — 1 et S = O
on a o
1 25 00 DIO [y1om—2
2= = . 4.0.29
5 =) mZ::O (10m), (10m — 2)! ( )
D(()2) =1, alors
u /1 1 u [ pBE [710m—2
— — — | d — 10m d
{(52 u2> ! {(mz_l (10m), (10m —2)! |
~ D& {jlom—1
= X (4.0.30)

m=1 (10m), (10m — 1)!

on dérive (4.0.22) par rapport a u et on divive par S? , on aura

o (/=3
L _1d5 + > (5 )Sloﬂ”ﬁ (4.0.31)

S2 T S24y me1 \m du
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4. Théoréme de Clarke :

c’est a dire

u 1 1 0o -3 SlOmfl 1
Hew) o (s 20 m)

ca est égale a (4.0.30) et d’apres (4.0.27) on a:

0 D%)m [710m—1 _ - io: D%)m [710m—1 .
m=1 (10m), (10m — 1)! =1 10m (10m — 1)!

5 ()

Dés que D(()l) =1, on peut enlever les termes qui ont des degrés négatifs , on aura :

0 Di[l))m [j1om—1 o0 DlOm {jlom—1 Glom—1
10m (10m — 1)! i Z (10m), (10m — 1)! mZ:: 10m —1

m=1 m:l
le cote droit appartient a 7Z [%] << u >> d’apres la propostion 3.1.1 (3) et (3.1.8) , ¢a
et (4.0.24) donnent
1 2
o, . 0,
10m ~ (10m),

€ (10.1 —2)!Z H cAZ H (4.0.32)

Relation entre les coefficients de y(u)*° et y(u)>/®

-1
Pour la courbe y2 = 2% — 1 et S = O
on a o
1 35 _ = Dig glom-s
— = — = n 4.0.33
A ) (10m), (10m — 3)! (4.0.33)
D(()3) =1, alors
u 1 1 u 00 D(3) [r1om-3
- d — 10m d
{(53 u3> " {(m L (10m), (10m —2)1 )
00 D(3) [y1om-2
= 5y lm (4.0.34)

=, (10m), (10m — 2)!

On derive (4.0.22) et on divise par S® on aura

1 1dS &= (3 dS
= 5 10m—-3 2"~
53 S3du +mZ:1 <m>S du

w11 11 & (=B §0m2 1
= Vdu= == S
{(53 u3) U=t o (m)lOm—2+2u2

Dés que D((JQ) = 1, on peut enlever les termes qui ont des degrés négatifs , on aura :

c’est a dire
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4. Théoréme de Clarke :

o

Z D%)m [j10m—2 . i 2D§?))m {j1om—2 Z §lom—2
(10m), (10m —2)! 2= (10m), (10m — 2) =1 10m — 2

1

le cote droit appartient a 7Z [%] << u >> d’apres la propostion 3.1.1 (3) et (3.1.8) , ¢a
et (4.0.24) donnent
2 3
Dio, . 2D,
(10m),  (10m),

€ (10.1 — 3)IZ H C 4z H (4.0.35)

Relation entre les coefficients de y(u)%° et y(u)*/®

-1
Pour la courbe y? = 2° — 1 et S = ) B
on a W
1 4 00 D UlOm—4
== /5 — 10m 4.0.36
gi = YW= 2 (10m), (10m — 4)! (4.0:36)
D(()4) =1, alors
u 1 1 u 00 D%‘é) U10m74
— — —\du = m d
J (54 u4> =l (10m), (10m — 4)1 |
(4) 10m—3
x© D U
= )y lm (4.0.37)

m=1 (10m), (10m — 3)!
On derive (4.0.22) par rapport & u et divise par S%on obtient
1 1dS &= (3 ds
L Las 5 ) clom—a @2
St Stdu +m2:1 <m)S du

c’est a dire

w11 11 11 = (2 §oms
— " du=-—>—+-— 5 ) 2
{(54 u4) N 3Sz+3u3+mz_1<m)10m—3

ca est égale a (4.0.37) et d’apres (4.0.33) on aura

i Dgé)m {j1om—3 1 i DlOm {j1om-3 . glom—3 1 1
1 (10m), (10m — 3)! 3 m:O (10m), (10m —3)! 7= 10m — 3 3u
Dés que Dég) = lon peut enlever les termes qui ont des degrés négatifs , on aura :
i Dl[)m [j10m—3 . i 3D§4(1))m [y1om-3 i —3 §10m—3
“= (10m), (10m — 3)! 2= (10m), (10m — 3) m=1 10m — 3
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4. Théoréme de Clarke :

le cote droit appartient a Z [%] << u >> d’apres la propostion 3.1.1 (3) et (3.1.8) , ¢a
et (4.0.24) donnent
3 4
Do, . 3Dion
(10m),  (10m),

€ (10.1 — 4)IZ H C Az H (4.0.38)

Relation entre les coefficients de y(u)*/® et y(u)

-1
Pour la courbe 42 = 2% — 1 et S = O
on a -
1 o) DIO UlOm—5
— — _ — m 4.0.39
AP (10m); (10m — 5)! (4.039)
D(5) =1, alors

w 1 1 u 00 D(5) [y10m—5
— — —)du = 10m d 4.0.4
{(35 u5> " {(,nzzl (10m); (10m —5)! | " (4.0.40)

(5) 10m—4
> Dy U
= m 4.0.41
m=1 (10m), (10m — 4)! ( )

on dérive (4.0.22) par rapport a u et on divive par S° , on aura

1 1dS 2 (2 ciomsdS
— - m=o_— 4.0.42
S5 S%du +mz::1 <m)s du (4.0.42)

w11 11 11 & (3B g1om
{(ﬁ—ﬁ)du——m 4u42< )m

ca est égale a (4.0.30) et d’apres (4.0.27) on aura :

c’est a dire

+

0o Dgg)m [y1om—4 _ _1 00 Dﬁlﬁn [710m—4
m=1 (10m), (10m — 4)! 4 2= (10m), (10m — 4)!

SlOm4 11
Z( )10m 4>+M

Dés que D(()4) =1, on peut enlever les termes qui ont des degrés négatifs , on aura :

o] 5 m— o] 5 m— 00 — m—
Z Dgo)m [j10m—4 . Z 4D§O)m [ylom—4 . Z ?3 Glom—4
— (10m); (10m —4)! * 2= (10m); (10m — 4)! m=1 \m ) 10m — 4

Le cote droit appartient & Z [£] << u >> d’apres la propostion 3.1.1 (3) et (3.1.8) , ca
et (4.0.24) donnent
4 5
Dion, , 4D,
(10m), * (1om),

€ (10.1 — 5)IZ H C Az H (4.0.43)
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4. Théoréme de Clarke :

Le théoréme de Clarke pour y(u) :

On a obtenu les résultats suivant : (4.0.35) , (4.0.32) , (4.0.38) , (4.0.43)

&%4 éﬁii € (10.1 - 5)1Z % caz é
Dion, 3Diom ¢ (101 _gyz L] c az[2]
(10m), " (10m), B 5
&%2 (21137% € (10.1—3)Z % caz é
?é% + &%2 € (10.1—2)Z H caz H

ces 4 resultats impliquent :

D(l) D(5) 1
Wom g1 Z0m e 417, | = (4.0.44)
10m (10m), 5

donc
o Dl
A410m ~ (10m), 5
-1 .
on a y(u) = g5 » On aura:
D(l) D(5)
om . _—10m (4.0.45)
10m  (10m),
et ¢a et (4.0.28) donnent :
D%) (4la) ‘;1 mod p'*vr(®) 1
—= € — AL+ 7 | - 4.0.46
10m pz1§od5 pitoe(@ T 5 ( )
10m=a(p—1)
3°m¢ gtapes : Le théoréme de Clarke pour z(u) et y(u) :
Relation entre les coefficients de y(u) et 2°(u) :
Soit W
1 00 Cf u10m74
2 10m
= — = 4.0.47
T =a= 2 (10m), (10m — 4)! (4.047)
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4. Théoréme de Clarke :

2
D(2?) = 22Dz = 20 = 4y (4.0.48)
x

donc A
Clo, _ 4 Prom
(10m), 10m

(4.0.49)

(4)
10m

ne contient
(10m),

Les relation (4.0.21) et (4.0.46) montrent que le dénominateur de

aucune puissance de 2 et que :

Cﬁ‘;ﬁn . (3la) |,* mod p**vr(@

(10m)4 p=1mod5 lervp(a)
10m=a(p—1)

AT

1 DSy, Diom
Dés que — —tom — 10
4! (10m),  10m

d’apres (3.0.4) on aura

DlOm 11
€Z|-,—,p=1mod5,p—1/10 CZ
10m 5 p p modo, p /10m (2)

D1om
et que le dénominateur de 10
10m

(4)

ne doit contenir aucune puissance de 2 ainsi le numéra-

teur de——2" est divisible par 4 .
(10m), " VEPEP
Ces conditions et la relation (4.0.46) donnent
DY) 4la) | " mod p!+r(@
10m c— ( ) "p p A¢ + 7,
10m p=1mod5 p1+'up(a) P
10m=a(p—1)

¢a c’est la 2 formule de 4.0.1 .
Relation entre les coefficients de z(u) et z%(u) :

finalement , on utilise

2 4 2
Da? =D =622+ = (D 4 (—y) i) (4.0.50)

T 3

on applique D a (3.0.6) on aura

D? G) = % <Di) 2-10 (4.0.51)



4. Théoréme de Clarke :

1 1
Par conséquent —— € Z << u >> par la proposition 3.1.1 (2) et aussi — € Z <<

x(u) x3
u >> , ainsi on a :
Cion _ . Clol .
= m t
10m (T0m), + un entier
D’aprés (4.0.47) on conclut que :
C’10m Cﬁ%) .
= 33— t
Tom (10m), + un entier
Clom a }_1 H’lOde—Up(a)
= Ghiom — b A? 4.0.52
10m 10 pzlzm:odf) pitor(@ P ( )
10m=a(p—1)

avec Gg,m € Z .¢a c’est la premiére formule de 4.0.1 .
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4.1. Appendice:

4.1 Appendice:

Soit p un nombre premier tel que p = 1mod(2g + 1) ou p = 1mod4g . On définit C par

2g9+1 __

Y=z -1, ouy? =2 x

x 291
@’ @, ceey 2y
ntienlles sur C mod p , alors matrice Hasse -Witt qui est une matrice carre d’ordre g est

D’aprés (x) on a dit que I'ensemble ( ) forme une base de formes differ-
diagonale par rapport a cette base [10] [P381] et son (g, g) element est le nombre A,,.

Dans le cas des nombres de Hurwitz .Katz a prouvé que A, est égal a I'invariant de Hasse
[8]P2]

On prouve la relation 4.0.26

Pour la courbe y? = 2° — 1 est la base donné dans () la matrice H Hasse -Witt est
diagonale et son (2,2) élément est

4y = (—1)(p_1)/10 ((g?—_f))//fo) mod p

pour p=1modb5et p=10m+1on a

(2m — 1) (—1) (5m

ml2m
implique que

(QmT;! nn (—2)" (Sm

Cette congruence est vérifiée car
2(5m),2(5bm —1),...,2(bm — (m — 1)) mod p

coincide avec

-1, =3, ...,—(2m—1)modp
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