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Introduction

Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions une classe d'équations de champ non linéaires invariantes par la
transformée de Lorentz dans un espace multidimensionnel. Le but principal est d'obtenir des
solutions solitons. Ces équations ont été essentiellement proposées en 1964, par C .H. DERRICK
dans son célébre article [6] " Comments on Nonlinear Wave Equations as Model Elementary
Particles ". A ce moment I, aucune théorie d’existence n’était encore développée. Les champs sont
caractérisés par une invariance topologique, que nous appelons la charge. Nous prouvons
I’existence d'une solution statique minimisant I’énergie sur un ensemble construit avec une charge
non triviale, et de plus, sous certaines hypotheses de symétrie, nous prouvons qu'il existe un nombre
infini de solutions qui atteignent le minimum de I’énergie. Plus précisément, pour tout entier
naturel N, il existe une solution de charge N.
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1. Introduction

Le soliton est une onde solitaire localisée spatialement, dont les propriétés de stabilité sont
spectaculaires. Les premieres observations de ce phénomeéne ont été faites en 1834 par un ingénieur
hydrodynamicien, John Scott Russell. Le soliton est une onde, mais il correspond aussi a un
maximum localisé dans la densité d’énergie du systéme, qui se propage en conservant sa forme et sa
vitesse, comme le ferait une particule. On dispose ainsi d’une solution d’une équation de champ
classique qui posséde a la fois les propriétés d’une quasi-particule et celles d’une onde. Les
équations a solitons, au sens mathématique du terme, fournissent des exemples remarquables de
systemes totalement intégrables possédant un nombre infini de degrés de liberté. C’est la raison
pour laquelle elles ont tant intéressé les mathématiciens. Les solitons concernent aussi les
physiciens et ils sont méme devenus indispensables pour décrire des phénomeénes tels que la
propagation de certaines ondes en hydrodynamique, la propagation de signaux dans les fibres
optiques, ou des aspects beaucoup plus microscopiques comme les phénomeénes de transport de
charge dans les polyméres conducteurs, les modes localisées dans des cristaux magnétiques, la
dynamique de macromolécules biologiques comme I’ADN, physique des plasmas (voir [07]). Les
solitons fournissent souvent une approche fructueuse pour décrire la physique d’un systeme non
linéaire. Au lieu de faire une approximation linéaire, puis de traiter les non linéarités par
perturbation, il peut étre beaucoup plus efficace de décrire approximativement la physique du
systeme par une équation a solitons puis, si nécessaire, de tenir compte des contributions qui
perturbent les solitons.

L’exemple le plus simple d'équation a solution soliton est celle de Sine-Gordon,

0%y 0%y .
- —+t ——+siny =0 (1.1)
oX ot

viR->R
Ou w =w(x,t) est un champ scalaire X, t sont des nombres réels représentant I’espace et le

temps la solution statique est la fonction indépendante du temps u=u(x) solution I’équation
suivante,

—d2u+sinu—0 (1.2)
dx ' '
L’équation (1.2) c’est celle d’Euler Lagrange de la fonctionnelle suivante,

clo-b| 3| ()] +(1-cosu() w3

Posons V (u) =1-cos(u), le potentiel V. La ou il s'annule il y a un ensemble infini discret de
minimums dégénérés (2xzZ ), évidemment u(x)=kz est une solution triviale de (1.2) pour
chaque K € Z, mais naturellement nous sommes intéressés par les solutions non triviales. En

particulier, nous nous intéressons aux solutions non singuliéres d'énergie finie (dont les ondes
solitaires sont des cas particuliers).
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Ainsi, soit u une solution classique avec E(u) <. Par ceci nous voulons dire naturellement que
l'intégrale dans (1.3) est finie, et ceci implique

(L-cosu)® <2[l-cosu]e L' et icos ul< dd—u e L’

dx X
(1 —cosu(x)) =0 onen déduit que

alors (L—cosu) e H*(R) ainsi lim
u(zo) =limu(x) € 22Z.

X—>Fo0

X—> o0

La solution u=u(x) d’énergie finie E(u) satisfait les conditions asymptotiques suivantes

u(—o0) = 2k, 7, u(+o) =2k, 7 , (k,,k,)ez? (1.4)
Observons que les valeurs asymptotiques de u sont des minimums du potentiel V(§) = 1 - cos(&)

Alors I’espace H dans lequel on cherche les solutions d’énergie finie se fragmente en
une infinité de composantes connexes liées aux conditions asymptotiques (1.4).
Considérons les ensembles suivants:

o = 0 €CHOM) fim u(x) =2k, 7 , im u(x) =2k,

H= U Hgy =" (R).

(k1k)ez?

Nous pouvons facilement vérifier que (h,,h,) = (k,k,) = Hy )N Hn) =9
etque Hy ,, estunsous-ensemble ouvert de I'espace H.

Equation de DERRICK

DERRICK dans son article [6] considére le modele plus réaliste en trois dimensions d'espace

2

—Al//+aal’[/ +V'(y) =0

t2

, (1.5)

avec i I R°XR — N et V’ est la dérivée d'une fonction réelle V C' non négative définie sur R.
Dans ce cas u =u(x) , xe%R® lasolution statique, résout I'équation

—Au+V'(u)=0,
laquelle est I'équation d'Euler-Lagrange de la fonctionnelle d’énergie suivante
1
E(u) = '[ (E\Vu(x)\2 +V(u(x))j dx

RS
Dans son article DERRICK montre que, si le potentiel V est non négatif, 'équation (1.5)
n’a pas de solutions statiques d'énergie finie. En effet:
soit u telque E(u) = inf E(v)

veH
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posonsU, (X) = U(ax) alors E(u,) > E(u),

1 2 1 1 1
E(u,)=—||Vul'dx + — |V (u) dx =—1I, + —1I
() = 5o JVulidcr 5 JVuy dxe=g o+ 25,

d 1

—E(u =-=1,-31,=0,
da (a)a:1 2 1 2
2
T E@,)| =1,+121,= 1,20,
oo’ .
mais |, = [[Vul"dx > 0alors 1, = 1, = 0.
%3

Donc il n'existe pas de solution non triviale.

D'autre part, si nous considérons le potentiel non positif, nous sommes amenés a de chercher
des points selle, au lieu de minimum, et pour ces solutions statiques nous avons le probléeme
de stabilité, aucune solution statique d'énergie finie stable n'est possible pour I'équation (1.5),
comme on le voit dans I'exemple suivant.

si V(§)=§f§2—%f§4, e

les points critiques de la fonctionnelle d'énergie

1 2 1 1
E(u)= j —|Vu]" + (Zu® = =u*) | dx
3\ 2 2 4
R

sont des solutions statiques non stables (voir [8]). Ces faits ont mené Derrick a dire dans son article
[6]: “We are thus faced with the disconcerting fact that no equation of type '(1.5)' has any time-
independent solutions which could reasonably be interpreted as elementary particles.”

Pour surmonter cette difficulté (solution triviale et stabilité de la solution) DERRICK propose dans

son article [6] un autre modéle dans 92°dont la densité lagrangienne est la suivante:

L(w)=—qvw\2—\t//t\z)plz—v(w); p>3. (1.6)

Mais il n'a pas abouti a des résultats satisfaisants parce que a ce moment Ia, aucune théorie
d’existence n’était encore développée, en déclarant dans son article: ““We could take a Lagrangian
in which the derivatives occur in higher powers than the second. For example, with the form

/2
QVWF —|z//t|2)p the nonexistence proof [...] fails for p>3. Such a Lagrangian, however, leads to a

very complicated differential equation.” Dans cet esprit, une quantité considérable de travaux a été
effectuée par V. Benci et son équipe, une équation modele proposée dans son article [1] " Solitons
in several space dimensions " sera la matiere de notre mémoire. Dans ce mémoire on cherche a
prouver I’existence de la solution statique d’énergie finie dans un espace de dimension supérieure a

un pour une classe de densité lagrangienne, L incluant (1.6).
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Chapitre 2

Position du probleme

La classe de densité Lagrangienne que nous étudions, généralise le probléme étudié dans [3], de
facon a inclure le probléme de DERRICK.

2-1 Equations d'ondes non lineaires et solitons

Pour commencer nous allons introduire quelques notations

n, k sont des nombres entiers positifs, R "*1 et R X dénoteront respectivement I'espace- temps
physique (typiquement n = 3) et I'espace des parameétres internes.

C'est le cas multidimensionnel qui nous intéresse, ainsi nous supposons que n > 2.

Un point dans R "' est noté X = (x,t)e R™* ot x e R" dénote la variable d'espace et t € R
dénote la variable temps

y R RE W= . v )
On pose,
|2

p=Vyl —lv,

On considere la densité lagrangienne suivante
1
L(y,p) =—Ea(p)—V(t//), (2.1)

V est une fonction réelle définie sur un ensemble Q — R* et « est une fonction réelle

a(p):ap+b|p|%,p>n (2.2)

La fonctionnelle d'action reliée a (2.1) est

S(y)= IL(I//, p) dX.

mn+1
Ona
1
)= [ ) dxct= [ (= at)-v(y) ) axct 3
ERI’H—l ERI’H—l
Alors
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S'y) o= j %(w,p)go+ a

,P).V, .0 dx dt
6Vx,tw(w P) V1 ,

mml
@ eCr(R™, RY).

Une condition nécessaire et suffisante pour que S(y) admette un minimumen y,

S'(wo)@ =0 pourtoute @€Co(R™,RY).

D'ou I'équation d’Euler Lagrange équivaut ici a un systeme de k équation scalaires
en dimension n+1 (voir [11]):

n— . i
g( 6Lj]+. 1i( 6Lj]_ 6Lj 000y :aay/ ; (2.4

oL 1, 0 oV
ona F=-sal(p) (), (25)
oy 2 oy’ 0&;
=0
oL 1, %)
— = —Za'(p)—L-, (2.6)
aV/.J 2 al//i]
comme
2 2
P :|V(//| —|(//t| avec,
oy ! i
2 212
|VI//| = z ‘Wil‘ = y 1
0< j<k-1 0<j<k-1 6Xi
0<i<n-1 0<i<n-1
2 _ il? i oyl
‘l//t‘ 0<jz<:k—1‘l//t ‘ y Vi a
alors
_69 =2y} 0< jsk-1 2.7)
oy 0O<isn-1

de (2.6) et (2.7) ona
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donc
n-1 6 6'_ n-1 a j - '
~ — = -) —\ 3= —divlia'(p)Vy! 28
g)@Xi (6(//3] ;aXi( (’D)W' ) ( (P)Vy ) (2.8)
etona
ap- = _ZWtj
oy
donc
oL , ,- o( oL 0 j
o == =\ 2.9
al//ti (04 (p)Wt ot (6!//: ] ot (OC (p)l//t ) ( )

en introduisant (2.8) et (2.9) dans (2.4) nous avons

(v)=0

Slctow! ety ) + I

(0<j<k-1)
donc

%(a’(p)y/t )-V(a'(p)Vw)+V'(y)=0  dans R* (2.10)

Vy ety, représentent respectivement le jacobien par rapport a x et la dérivée par rapport a t.

V(a'(p)Vy) estle vecteur dont la j °™ composante est div(a'(p)Vy ') .
V' représente le gradient de V.

Remarque:L’équation (2.10) est invariante par la transformée de Lorentz voir sous chapitre 2-3,
X, = (X +vt)

X, = X,

X, > X, B =

V 2
t Hﬁ(t+(:/—zxj 1_((;)

Physiquement C et v représentent respectivement la vitesse de la lumiere et la vitesse de l'onde.
Pour normaliser le probléme, on pose C =1 et |v| <1.

La solution statique

Soit la solution statique de (2.10)
w (X, 1) = u(x)
C'est & dire de I’équation,
~V(a'(p)Vu)+V'(u)=0 . (2.11)
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A partir des équations (2.11), (2.2), nous obtenons :
—wm—bgAw+VKw=O, (2.12)
ol A, u= V([Vu|p_2Vu).
On peut vérifier, que si u = u(x) est une solution de I’équation statique (2.11) et V= (v,0,0...0)

avec ‘ V‘ <1 alors le champ

l//v(x,t):u( % vt s Xy e ,xn] (2.13)
V1-v?

est solution de I’équation dynamique (2.10), voir sous chapitre 2-4

Soit la fonctionnelle d'énergie f , ,

a b
f.(u)=| (E\Vu\z +E\Vu\p +V(u )de (2.14)
R"
Il est clair que (2.12) est I'équation d'Euler Lagrange qui correspond a la fonctionnelle
d'énergie fa

On prend k=n+1, le champu est représenté par la fonction suivante :
u:R" > R
Le minimum de la fonctionnelle sur un ouvert est solution de I’équation statique

Définition 2.1 On appelle une solution soliton de I'équation (2.10) une solution ayant la forme
(2.13), ou U est un minimum local de la fonctionnelle d'énergie (2.14).

Observons que la densité (1.6) peut étre obtenue a partir de (2.1) en choisissant dans le cas
tridimensionnel (n =3); a=0, b=2

2-2 Hypotheses

Nous sommes devant un probleme dont le domaine est non borné donc on perd des propriétés de
compacité (les injections compactes dans les espaces de Sobolev) les outils classiques ne sont plus
utilisables. Pour résoudre le probléeme nous avons besoin d’hypothéses sur le potentiel V, car la
premiere partie de la fonctionnelle d'énergie est en fait une norme composée avec une fonction
continue convexe.

On introduit les notations suivantes pour toute & e R™™ on écrit
£=(5.8), (2.15)
telle que &, e R, 5 eR".
On suppose que la fonction V est définie sur Q

Q=R""\{n}, n=00)
Hypotheses :
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La fonction V est positive et a une singularité au point 77 et on suppose
(H) V eCHQ,R)

(Hz) V(S)=V(0)=0

(Hs) V est deux fois différentiable en 0 et la matrice héssienne
V"(0) est non dégenéree

(Hs) existe ¢, p>0 tel quesi |£| < p alors

V(n+&)zce™ (2.16)
avec
111 o1
q n p
(Hs)  pourtoute & € Q\ {0}
V(&) >0,
et Ii‘g]ian(g) =v>0.

2-2 Invariance par rapport a la transformée de Lorentz
On montre dans ce sous chapitre que I'équation (2.10) est invariante par la transformée de Lorentz
dans R *:
x=pB(x+vt') 1
t=p@t +vx) 1-v?

Commencons par montrer l'invariance par rapport a la transformée de Lorentz pour I’exemple le
plus simple; I'équation de Sine-Gordon:

—avzl+av2/+siny/:0
OX ot
telle que v R* > R
(x,t) = w(xt)
oy 0w
Onnote: — =y, =V,
x e Y

ou, w(xt)=w(B(X +vt),B(t" +vx'))
Pour cela nous allons développer en utilisant le théoréme de la dérivée composée

dy oy 6X+81// ot
dx’  ox ox' ot ox’

dy _ Vg =
OX ot

alors v,=y Bty . .pv
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de facon similaire on aura :
V. =y, .IN+y.p

donc pour une dérivée seconde

l//x’x’ = (l//xﬁ +l//t 'ﬂv)x’ :l//xx"ﬁ +l//tx’ 'ﬁv’
Ol] l//xx’ :l//xx ﬁ +l//xt'ﬂv’ et l//tx’ :l//tx ﬁ +l//tt 'ﬂv’

puisque les dérivées croisées sont égales (', =y ) :
l//x’x’ = l//xx 'ﬂz + l//tt (ﬂv)z + 2l//xt ﬂzv .

De fagon similaire on aura :

Vo =W o (BV) +y  B* + 2y, B V.
Alors

- l)Ux’x’ + Wt’t’ = _WXX + th :

Donc l'équation de Sine-Gordon est invariante par la transformée de Lorentz.
Revenons a notre probléme. Pour des raisons de simplicité de calcul on va prendre le cas le plus

simple (K = 1, n = 1) pour montrer l'invariance de I'équation (2.10) par rapport a la
transformée de Lorentz.

On a,
v R* > R
(X’t)|_> l//(X,t),
p=y; -y
op op
onpose, —=p, , — =
P X TP P

L'équation (2.10) dans R ° :

%({%'(p)wt )—a%(a'(p)wx) +V'(y)=0,
ol %(a'(p)wt )=a"(p)py, +' (P,
et %(a'(p)%)W”(p)pxwx +a' (P,

Donc

oo )= (o, ) =" () pwr — P+ (Y —w)
(p1) (p2)

On a déja vu que la deuxiéme partie (p2) est invariante par la transformée de Lorentz.
Montrons que (p1) est invariante par la transformée de Lorentz;
Ona

10
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Pe=pN+p. B, p=p L+ PPV,
en introduisant ces deux équations et les expressions de v, et v, dans (p. ¥, —p ¥ ,.) .
on verifie facilement que:

pt’l//t’ - px’l//x’ = ptl//t - pxl//x '

Donc I'équation (2.10) est invariante par la transformée de Lorentz dans R °

2-3 La solution dynamique

Montrons que si u est une solution statique, alors ¥ ( X,t) = u(,B( X —vt )) est solution
dynamique. Commencons cette fois aussi par I'équation de Sine-Gordon,

soit u une solution de I'équation statique Sine-Gordon :
2

—a—u+sinu=0.
Ox?

Avec un changement de variable approprié

y(xt)=u(p(x —wt))

Montons que y est une solution de I'équation dynamique :

o’w oy .
— + +siny =0.
Y R
Ona
v _U 5 Oy _ou
ox ox ot ox
ow ou , Oow ou ,, 1
= b, = PV, sachant que f = .
x> ox’? p o> ox’ p aep 1-v?
2 2
En introduisant les deux dernieres relations dans (—aa 1/2/ + a@ty:) ,onaura:
X

ow 0Oy o
— + =— .
ox> o’ ox’
Alors
2 2

2
v, oV +sim//=—27lj+sinu=0,

+
ox>  ot?

donc v est une solution de I'équation dynamique.

Revenons a notre équation (2.10) comme précédemment on prend le cas le plus
simple(k = 1,n = 1).

11
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L'équation (2.10) en R * :

%(a'(p)wt )—%(a'(p)wx) +V'(y)=0

Soit u une solution de I'équation statique,

O ( 42 (i) —
—&(a u3u,) +V'(u)=0

on pose, w(x,t)=u(B(x —vt)).
Montons que ¥ est une solution de I'équation (2.10) dans ‘R ?
p =y} —w}; parun calcule explicite on vérifie facilement que,

) 8_p_8(Uf)ﬁ dp _ 0(uy)
oox ox ot ox

Bv.

On a,

%(a'(p)wt )- %(a'(p)wx ) =a"(p)pw, — pw,)+ ' (P, —w,.),

on a déja vu dans I'équation Sine-Gordon que (v, -y, =-U_)
en introduisant les expressions de p, p,, p,, ¥, et v,
dans a”(p)(pyw, —pv.)+a'(P)W. —v.),

on aura

o/, o, , I -

S @ow, )2l ) =—a"w) Sy, —arwiyu,

O ( 12
——&(a (ux)ux).

Donc

%(a’(p)wt )—%(a’(p)wx) +V’(w)=—%(a’(Uf)ux) +V'(u),

=0

alors

w(xt)= u(ﬂ( X —vt )) est une solution de I'équation (2.10) dans R°.

12
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Chapitre 3
Le cadre fonctionnel

Dans ce chapitre on va définir I'espace sur lequel on minimise la fonctionnelle d'énergie
et les propriétés de cette espace.

3-1 Définition

On note E, L’espace complété de C ° (R ", R "*') avec la norme suivante,
Jul, =a]vu

o Vuls +u

L2 ,p>n>2,a>0;

C'estadll‘e E :Cgo(mn’m n+1)H Ha;

a

net o, \2
Ju ﬁ(ZlHuJ LZJ ;
n+1 o \Y2
HVU L2 :(;HVUJ sz )

n+1 1P 1/p
ol (Sl |

Nous avons déterminé notre espace tel que toutes les intégrales dans (2.14) soient finies.
3-2 Propriétés de l'espace Ea

Proposition 3.1 L’espace de Banach E, s’injecte contin(iment dans L° (ER” : ER””)
pour tout s € [2 + o]

Preuve: Nous utilisons le théoréme d'interpolation (voir [10]). Il nous suffit de montrer que
E, s’injecte contindment dans L 2(93",93"”) etL W(ER",ER””).

. .. - A 2 PP
En fait Eo s’injecte continfiment dans L (ERn,ERM) par définition.
il nous reste & montrer que Eo s’injecte continiment dans L w(iﬁ",iﬁm).

Puisque C ;" (R ", R "*') est dense dans E, par définition,

[ _ L
E,=CJ7(R",®R"Y) , il nous suffit de prouver qu’il existe ¢c>0

telqueVu e Co(R",R"),
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Ju

. <cful,. (3.1)

Nous fixons U € C (R ", R ") etsoit Q = R" une famille de cubes telle que

mes (Q, )=1
U, Qc=%".
Alors nous avons I'inégalité (voir [10]) pour tout k e N et Q, — R"
|u(x)|£‘iju dy‘+M||Vu||L,,(Qk), VX eQ, (3.2)
M indépendante de u.
De (3.2) nous avons
u(x)|< mes(Q, Yu oy ™M ||Vu||Lp(Qk).
< Ju 2any + M ||Vu||Lp(w).
<M |u||0.

Ce qui nous donne directement I’inégalité (3.1)

. - . 1
Corollaire 3.1 L’espace de Banach E, s’injecte continiment dans W P (ER "R )

Preuve : Le corollaire est une conséquence directe de la proposition3.1
Par définition on a

|ully > [vul.
et par la proposition3.1

¢ [ully > {ull»
donc

ully > cluly=»

Corollaire 3.2 Pour tout a>0, I’espace E, s’identifie a I’espace de Banach

W= W*P (ER”,ERM)m w2 (ER”,ERM)

LIy =10 e+
. W . W1.2 . Wl,p

Preuve: Par définition pour tout u € E_,

|ull, < supcz, a)ull,
et par le corollaire3.1 il existe C > 0, tel que pour tout ueW
lul, > el .+l
Remarque 3.1: Puisque p > n, par le corollaire précédent, pour toute valeura > 0, toute fonction u

de E, est bornée et décroit vers zéro a I’ infini, de plus elle est Holder continue
14
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d'ordre (p-n/p) et nous avons I’inégalité suivante voir [10]

(p—n)
) -u(y) <de—yf o, 3

avec HVuHLp borné.
Ainsi on a,

0, / n 1 .. . /
Ea — Copnip (ER R ) I'injection étant localement compacte.

Rappelons que n est un point singulier du potentiel V, il est raisonnable de considérer,
dans I’espace E, , le sous-ensemble ouvert, (voir chapitre 5)

A ={U€Ea/U(X)¢1] VXeiR”},

a

le bord de A\, est noté,
oA, :{ ueE,/IxeR" ju(x)=n }

Nous pouvons montrer que I'ensemble A, a une structure topologique riche, plus

précisément il se compose d'une infinité de composantes connexes.
Ces composantes sont définies a partir de la charge topologique que nous allons présenter.

3-3 Charge topologique et composante connexe

Avant de commence, nous ferons un bref rappel sur le degré topologique de Brouwer; pour
plus de détails voir [9].

Soit Q un ouvert borné dans K" et f:Q-—>R" une application dans C'(Q )NC°(Q),
beR"\ f(OQ) estunevaleur réguliére def (3, (x)=0 pourtout x e f *(b))

ngn‘]f(x)
deg(f,Q,by=1""® |
0 siflb)=0"
1siJ,(x)>0
oQ étant le bord de Q, SgnJ(X)= ) :
-1siJ,(x)<0

J étant le déterminant de la matrice Jacobienne de f.
Nous avons les propriétés suivantes:

Q) Propriété de normalisation :
Si Id désigne l'application identité, on a:

15
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(iii)

(iv)

Le cadre fonctionnel

’ I o 1 si beQ

e ,Q b) = .

o ) 0 si bgQ

Propriété d'existence :

sideg( f,Q,b) =0, alors réquation f(x)=b admet au moins une solution dans Q.

Propriété d'additivité : Si I'une des assertions suivantes,
Q=Q,uU0,,0,nQ,=C ebe f(0Q,)uU f(0Q,)
ou
Qco,uQ,ebef(Q\QUQ),
alors,

deg( f,Q,b)=deg( f,Q,,b)+deg( f,Q,,b).

Propriété d'invariance sur le bord :
Si f =g sur 0Q alors, deg( f,Q,b)=deg( g,Q,b).

La définition du degré peut étre étendue aux fonctions qui sont seulement continues et aux valeurs
non réguliéres;

v)

(vi)

(A) Soit f e C(ﬁ ;‘R”) ; il existe une suite f, € Cl(ﬁ ;SR”) telle que
|f,—f[. —0 surQ,
On peut définir, deg (f,Q,b): =|I(im deg (f,,Q ,b).

et montrer que la limite est indépendante de la suite (f, )

(B) Soit f eCl(ﬁ ;SR”) etbeR"\ f(0Q ) (pasnécessairement
une valeur réguliére) il existe une suite (b, ), valeurs réguliéres
de f telle que b, —b ;

On peut définir, deg( f,Q,b) = I[iirgodeg( f,Q,b, )

et montrer que la limite est indépendante de la suite (b, )

Propriété de stabilité :

Si f,,f,;Q — R" sont deux fonctions continues telles que
be f,(0Q)U f,(0Q). alorssi ||t, - 1| s%dist (b, f,(0Q) U f,(8Q)),
Ona deg( f,,Q,b)=deg( f,,Q ,b).

Propriété d’excision :

Sif eC(ﬁ ;SR“), U < Q uncompacteet be f(U )u f(aQ) alors,

deg( f,Q,b)=deg( f,Q\U b).
16
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(vii) Propriété d'invariance par homotopie :
Si He C([O 1] xa ;iR”)et be H (o 1]x o ), alors
deg( H(t, .),Q,b) =constant Vte[O ,1] :

Charge topologique :

Soit C l'espace fonctionnel

[x|—>o0

C:{ u:R"——>R"\n continue et Iimu(x):O}

Rappelons que 17 =(1,0).

Pour toute fonction u € C, u(x) = (U, (x),u(x)) e R"* avec
U, :R"— R,
u:R"——R".
Définition 3.1 Pour toute fonction u € C on définit le support de u :

K, = {XE M"u,(x) >1},
et on définit la charge topologique de u

ch(u) = | 969 (U, K, 0)si K, # @,
0 si K, =@.

Remarque 3.2: Cette définition est bien posée puisque u continue et lim u(x) =0

[X| o0
par conséquent K, est unensemble ouvert et borné; de plus x € oK, veérifie que
u,(x) =1, avec u(x)=n, implique que u(x)=0 (0¢u(dK,) )donc notre degré
topologique est bien défini.

Proposition3.2 Pour toute U € A , il existe un entier I, et il existex*, .. x' e R",R,, .. R, >0
tel que

B(X',R)NB(X',\R)) =0, ix]

|
vxe R"\[JB', uy(x)<1;
i=1

| .
Ky CiL:JlB' , (3.4)

ch( u) = deg( u ,UBi 0)= Z':deg( u,B'0) 35)

17
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Preuve soit Ue A,

ch(u) = 969U, K, 0)si K, =@
0 si K, =@
Dans le cas K, # @

Rappelons que E, est un espace de Banach réflexif et s’injecte continlment
dans L™ (R",R"").
Soit X' € R"le point maximum de u,, de la remarque 3.1 (u, continue et lim u,(x)=0)

[X| >+

Ona
u, (x*) >1 puisque K, # <
soity e J01, arbitraire,

on prend R; tel que
u,(x)>y; VxeB(x',R);

cette boule existe toujours puisque, u, continue et U, (x') >1.
Onpose B' =By (x')
On distingue deux cas

1/ VXxeR"\B'; u,<y<1

ou

2/ IxeR"\B'; u,>1.
Dans le premier cas c'est la preuve de la proposition pour | =1.En effet d’aprés
la propriété d’excision (Vi) et la propriété (iii),

deg(U,B*,0) =deg( U,K,,0)+deg( T,B*\K,,0) (3.6)

soit Xe B'\K, , 7<u,(x)<1
puisquey est arbitraire, alors on a, u,(x)=1, mais u(x)#n, n=(10); donc, U(x)=0
d’apres la propriété (ii) du degré topologique

deg( T;,B; (0)\K, 0)=0, (3.7)
alors de I’égalité (3.6), (3.7) ona,

ch(u)=deg( u,K,0)=deg( u,B'0).

On a pas étudier lecas, [ IXeR"\B*; y <U, <1], par ce que avec le méme raisonnement
que précédemment dans (3.7) on se retrouve dans le premier cas

Dans le deuxieéme cas
Soit x*le point maximum de U, surR" \ B*

Uy(X*)>1,
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on refait la méme chose on prend R, tel que ;
2
vxeB(X*,R,), u,(x)>7y
avec le méme type de raisonnement on aura deux sous cas ;

1/ vxeR"\B'UB?, u,<1,
2l IxeR"\B'UB? u,>L
Dans le premier cas la proposition est prouvée pour 1=2.

Dans le deuxiéme cas on prend X° le point max de u, sur R" \ B* U B?;

et avec les mémes arguments que la fois précédente on démontre la proposition
pour 1=3, ainsi de suite.

| . .
Par constructionona: K, | JB', i#],B'nB' =0,

i=1
|
de plus puisque u, est continue et y est arbitraire, K, < U B', (K, estun compacte),

i=1
donc, | est fini.

D’apres la propriété (vi) on a,

| |
deg (T,| JB',0) =deg( U,K,,0)+deg( T,| JB'\K,,0)

i=1 i=1
avec le méme raisonnement que dans (3.6) - (3.7) et d’aprés la propriété (iii) du degré topologique,

~ | | ~

ch( u)=deg( u ,( JB',0)=> deg( u ,B',0).
i=1 i=1

Dans le cas K, =0

Par définition du degré topologique

ch(u) = deg (u,K,,0)=0.

Théoréme 3.1 Pour toute U€ A, il existe r = r(u) > 0 tel que, pour toute V€A,
Ju=v| <r=ch(u)=ch(v) . (3.8)
Preuve Soit V=(V, ,\~/) e\, et choisit la norme suivante
VI = Vol + 1.
Ona

Ju=vl., =luo Vol +[T 7], <r (3.9)

Par ce choix nous pouvons toujours prendre v, > 0 puisque siv = (v,,V) e A,
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alors

v=(V,lV) A, (3.10)

Pour exploiter les propriétés du degré topologique il faudra redéfinir la charge
topologique sur des boules.

D'apres la proposition précédente (3.2), nous avons

| .
UB' > K., tel que

i=1

ch(u) = deg( u,K,,0) = deg( u ,UB‘,O) (3.11)

Bir\Bj:Q NENN

|
i
Montrons que K, CUB .

i=1

|

Soitxe R"\( JB', u,(x)<1 (3.12)
i=1

on a,

Vo (X)] < |ug ()] + Jug (X) = v (X)),
d’apres (3.9), Vo (X)| <|uy (X)|+r
avec (3.12), |v,(x)| <1, pour rassez petit,

donc
xeR"\K,.
D’apreés la propriété (vi) du degré topologique
| |
deg(V,[ JB', 0)=deg( V,K,, 0)+deg( V,|JB'\K,,0) (3.13)
i=1 i=1

il facile de montrer que LIJ B'\K, ¢ U B' \ K, pour r assez petit,
avec le méme raisonnemelr:;[ que dans (BI.Zé) - (3.7), le deuxiéme terme a droite dans (3.13) est nul.
Donc,
ch(u) =deg( v,K,,0)= deg(V,U B', 0) (3.14)
i=1

d'apres (3.9), ona HU —\7HOo <T etavec lapropriété (v) du degré topologique

T o
deg(V,| JB', 0) = deg(d,| JB', 0), pour r assez petit,

i=1 i=1
alors de (3.11) et (3.14)

ch(u) =ch(v).
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Composante connexe :

Soit qe€Z on pose
A ={ueA,lch (u)=q}

Gréace au théoréme 3.1 nous pouvons choisir une boule ouverte B(u,r)
telle que pour r assez petit on a

V¢ e B(u,r); ch(g)=ch(u)
douona

Bu,r) c A,

Alors Aq est un ensemble ouvert dans Ea et également dans A, ; nous avons également

. Aa=UAq;

qeZ
e Ay,nA,=¢ si p=zq.
Lensemble /A do (0o €2) est aussi un fermé par la topologie induite sur A, puisque

ANA, = J A, unensemble ouvert dans E,
g#do

Par conséquence A, est une composante connexe de A, .

Observons que si la dimension n de l'espace (U R" > Ry est impaire alors pour chaque
g € Z, lacomposante Aq est isomorphe a la composante A_q , Ce qui est le cas pour l'espace
ambiant. En effet, si nous posons

UoP () =UEx);

il est facile de montrer que
UEAq = Uo-P eA_q,

Maintenant nous définissons I'ensemble sur lequel nous allons prouver I'existence d un minimum

non trivial pour la fonctionnelle d'énergie fa ;

*

Soit I'ensemble A , tel que,
As={ueA,/ch (u) =0}

Remarque 3.3 : Nous pouvons facilement vérifier que YU €A, : HU

- >1
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Chapitre 4

Proprietes de la fonctionnelle

Dans ce chapitre nous déterminons les propriétés de notre fonctionnelle qui seront utiliser dans
notre démarche.

Propriété 1 : La fonctionnelle fa est continue:

f. E,—NR
u—— f_(u)

b
f.(u)= J:Rn%\Vu\zdx+L‘nE\Vu\pdx+L‘nV(u) dx
[

2

1

+j V(u) dx

[ —
2
1

La premiere partie de la fonctionnelle est continue car c’est une norme composée
avec une fonction continue.

Alors il nous suffit de prouver la continuité de la deuxiéme partie

Ve CHQ,N) etV "(0)existe, pour tout & € R

V(&) =V(0)+(V'(0) &)+(V"(0) &)+o(&?) (4.1)
tel que IIm o(s) =0
&
de (4.1) et d’apres les hypothéses (Hi), ( Hz), ( H3)
ona V() =(V"(0)¢ &)+o(&?)
alors lim V) =Iim(\/"(o)§ §)+Iim@
£—0 é £—0 é £—0 é
donc
lim (5)—Iim \l (0)25 £) <M 4.2)
E—0 6 E—0 6

donc il existe un voisinage de 0 € R"" et M>0 tels que,
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' 2
V() <M'| (4.3)
d’aprés la remarque 3.1, il existe une boule B, = R" tel que,
pour tout x e R" \ B,
‘ U(X)‘ <&, (e>0 assez petit) (4.9)
donc de (4.3) et (4.4), pour tout xe R"\B,,
2
V(u(x)) <M |u(x)|". (4.5)
Ona
J;R”V (U) dx ZIBUV (U) dx + J:.R"\BUV (U) dx.
Soit {u_ }une suite telle que U, ——>U dans E,
ona U ——>u dansl”
Alors
V (u,(x))——>V (u(x)) uniformement dans R
donc
jB V (U, (x)) dx—> jB V (u(x)) dx (4.6)
d’autre part De (4.5) ona
2
s,V (U 00) dx< [, (x)] (4.7)
et de la proposition 3.1 on a
u ——u dans L? (4.8)
de (4.7) et (4.8), d’apres le théoreme de la convergence dominée
j%n\BUV(un (x)) dx—> LH\BUV (u(x)) dx (4.9)
de (4.6) et (4.9) ona
jwv (U, (x)) dx—— jwv (u(x))dx (4.10)

4

Propriété 2 : L’opérateur [, estcontinu

!

f. :E,——>E, =L(E,,R)
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u—-— —aAu—b%Apu + V'(u)

~—

Soit {u, }une suite telle que U, ——>U dans E,.
Montrons que V'(u,)——V'(u) dans E]

Rappelons que E_ s'injecte continiment dans L*
Ona
V) =V W), = sup (V'(u,) -V U)h)...

<
E571

VU)W, =[ V) -V dX
= o, (V'(U,) =V /(W) dX -+, (V'(u,) =V(u))h dX

1 2

Pour la partie 1, puisque HW L <MEa <lona

J, /) =V @)h dx< [ V(,) -V @)ox

et avec le méme raisonnement que dans (4.6),

IB N "(u,)-V '(u)‘dx < g (4.11)

Pour la partie 2, d’aprés les hypothéses (H;), (H), (Hs) Ona
V(&) =V"(0)¢ +0o(¢)

lim [V'(é)| = lim —[V”(O)é' +lim ‘0(5) ‘
a2
:o_J

et
e e
avec le méme raisonnement que dans (4.5)

faa, (V (U, ) 0X < M Jyog Ju, [
et d’apres l'inégalité Holder
< M|z [0 < uql,: (4.12)
Avec le méme raisonnement que dans (4.9) on a,
fyme, V (U, (x)) hdx —— fyme, V "(u(x)) hdx . (4.13)

de (4.11), (4.13) on a,

!

f. estcontinue sur E,.
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P

On montre de la méme maniére la continuité de la partie (—aAU — bEA ,U) mais c'est plus
simple, voir annexe B.

Propriété 3: La coercivité
Lemme 4.1 la fonctionnelle f , est coercive dans A, ; pour toute suite U, €A,

tel que HUkHa ——>+00, f,(U)——+e

Preuve: a>0 ,n>2

Soit U, <A, une suite telle que HUkHa — >+

ona Jul, =a|vul. +[Vul, +]ul.
on distingue deux cas
1/ a|vu|. +[Vu|, ——>+ (4.14)
alors
f.(U)—>+ (4.15)
a|vu|. +[Vu.], <c (4.16)
o/ et
]| . ——>+e0 (4.17)

N

Montrons que
.[R”V (u,) dx—— +w

d'apres les hypotheses Hy, H,, Hs on a,
vr 3o, telque |£<r =V()= cor|§|2 (4.18)
puisque pour 0 < |e§| <r, <r ,r, assez petit (voisinage de 0) on a,

VE) _ (V'O &) o)’
& & &

n O 2
Comme, %Za)>0 et o(i) <, o, >0
alors
V(f 2w-0, >0
5 0

pour I <|&[<r

V() infVE)
52 - r2 re
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Soit I'ensemble A, tel que pour k € N on pose,
A = {x eR" Ju, (x)| < r}.

u, eW(R",R"™) et de (4.16) (voir [10]) on a

HukHLp* < CHVUkH L2 (4.19)
p = nz_nz n>2
de (4.16) et (4.18)
o]+ <€ (4.20)
de (3.2)ona
u, (x)] < ‘ij u, dx‘+ M[Vu, [, mes (@=L
< Huk HL"* Q) +M HVUk HL"(Qk)
et de (4.20) et (4.16) pour tout X € R", ona
lu, (x)|<c” (4.21)
de (4.21)ona
mes(R"\A) <c (4.22)
de (4.21) et (4.22) on a
Jioos 0l dx <, (4.23)

de (4.18) ona
J:RHV(uk)dxz '[AkV(uk)dXZa)r J'A{\uk\zdx

ZLZ _J:Jt”\Ak ‘uk‘z ox)
ZLZ _J:Jt”\Ak‘uk‘ZdX)

2 a)r (Huk

de (4.23)on a
[V odxz o (u: -c)

et d'apres (4.17)
va (u,) dx—— +o
Danslecas: a=0oun=2
de (Hs)ona:
3 r tel que |g>r=V(&)2v/2 (4.24)
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de (4.18)ona Vr Jw, tel que
El<r=V(E) >0 (4.25)

Soit u, < A, une suite telle que HUkHO ——>tx,
Par translation on pose

], =|u, (O (4.26)

avec le méme raisonnement que dans le cas précédent (a>0, n>2)

ona
[V =M" et [u s —+ex
On a deux cas qui se présentent
(@ HUk o T (4.27)
(b) Huk .= est borné
Dans le cas (a) nous pouvons choisir une suite {rk} telle que
r, >0
- (p-n)
r<|u. —c™m Vo (4.28)
r, ——>+0 (4.29)
de (3.3)ona

1, O] ~|u, () <[u @ —u, | <dy| 2 |vu ],

(p—n%

<c'ly
et de (4.25)
(p-n)
O B T
et pour |y|<r, ona
b= u]. —cr " e =7 (4.30)

de (4.24) et (4.30)
V) = v, dxz%mes (B(O,r,))

B(0,ry)

et de (4.29)
[an (u,) dx—— 4o,

Dans le cas (b)

Huk L <M’
et de (4.25) ona
L{nv (u) dx > @, |u,

d'ou notre preuve est achevée.

o ——> 0

Propriété 4 :
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Lemme 4.2 Soit une suite {Uk}CAa convergeant faiblement, alors si sa limite

appartient a 0A,,ona f , (U, ) —— +o .

Preuve : Soit {Uk } < A, une suite telle que U, ——U €0A,

X e R" tq u(x) =7
Puisque {uk} est bornée dans E, et par injection continue de E, dans L™ (voir
proposition3.1),

{u, (X)} borné dans R,
alors

lim U (X)=u(x). (4.31)

{uk} est bornée dans E, en particulier {Vu, }est bornée dans L” et de (3.3) ona

_ _(pn)
‘uk(x)—uk(x)‘ gc‘x—x‘ " (4.32)
ona
e 00 =17 <, (9~ (0] +u, (9 —n)
et de (4.31) et (4.32) on a
_(p—ry
lu, (x)—n| < c‘x—x‘ P+ g, (4.33)

soit  x e B(x,r), pour r assez petit, on a
(p-n)
|uk(x) —17| <cr A +&, <P (4.34)
de (4.34) et (H4) Ona
V(u (x)) = C‘uk (X)—n ‘_q tel que ¢ :% (4.35)

de (4.34) et (4.35)0na

!

V(U ()2 ——
‘x—x +&,

et en intégrant sur la boule B(x,r) ona

[V (W, () — 40,
B, (X)

quand: r >0 , g, >0

Propriété 5:
Corollaire 4.1 pour tout b >0, il existe d=d (b)>0 tel que
VueA,,f,(u)<b=minju(x)-n|=d

Preuve : Raisonnons par I’absurde;
Supposons qu'il existeb > 0, et {uk }c A, telle que
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fau)<b (4.36)

. 1
et mxln\uk(x)—n\ < (4.37)

de (4.36), on a, |uk(x)| bornée et de laremarque 3.1, u, (x) est continue, donc
il existe x, € R" tel que

Ju (%) =7 | =minju, (x) ~n] (4.38)
de (4.37) et (4.38) on a
uy (%) —1|—0 (4.39)
on pose
v, =U (. +X)
ainsi f.(w,)=1f.(u)<b (4.40)

f a est coercive, {y/k} bornée dans E, (réflexif) donc,il existe une sous
suite faiblement convergente notée encore {y, |,
v, — € E, (faiblement),
par injection compacte, voir remarque3.1 on a,
u, —2 su dans C**"?(B(0,r),R"")

alors
limy, (0) =y (0) =limu, (x,). (4.41)
de (4.39) et (4.41) on a
w(0)=n
donc W €0A, (4.42)
de (4.41), (4.42) et d'apres le lemme 4.2,
faly ) >+,

Ceci est une contradiction avec (4.40).

Propriété 6: La fonctionnelle fa est semi-continue inférieurement
Définition:

Soit f une fonction réelle, f est semi-continue inférieurement en X, si
Ve > 0,3u > 0 tel que ||z — zo|| < = f(2) > f(zo) — ¢

liminf f(z) > f(x)

et on écrit ;: xT—xo .

Lemme 4.3 La fonctionnelle fa est faiblement semi-continue inférieurement.

Preuve:
On a deux cas :

1/ Ii{ninf fa(U,) =40 cest évident,
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Propriétés de la fonctionnelle

y liminf f,(u)<c,

Montrons que
liminf £, () > f.)

faiblement

u, ————u.
On a,

f.(u)= J:Rn%\Vu\deLn%Wu\ IOdx+J:RnV(u) dx
. =

2
1
La premiére partie est convexe et continue pour la topologie forte donc semi
continue inférieurement pour la topologie faible voir [10].
Il nous reste a prouver que

liminf J:RHV(uk) dx>£RnV(u ) dx.
Ona

faiblement

u, ————u dans E,,
par injection compacte voir [10] on a

u, —= »u dans L”(B(0,r),R"")
donc

V (u, (X)) ——V (u(x)) uniformement sur B(0,r)
alors

|ikijR(o)V(uk) dx =jBR(O)V(u ) dx, V>0,

liminf J:RHV(uk) dx > liminf IBR(O)V(uk) dxszR(o)V(u ) dx
et en faisant tendre R——+o0, on aura

liminf J:RHV(uk) dx>£RnV(u ) dx.
Propriété 7:
Proposition 4.1 il existe A*a >0 tel que, pourtout U € A,

uf.. 1= fa(u)zga

Preuve:
Par injection continue de la proposition 3.1 on a,

l, 2 |ul,. > 1,
et par définition de la coercivité,

Ju, >1=> 3A, >0 tel que f(u)= Aa,
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Minimisation sur I’ensemble A ,

Chapitre 5

Minimisation sur I’ensemble A,

Soit I’ensemble/\3,
A, :{u eE, /lu(x)#n VxeiR”}.
I=inff (u)
A,

L’ensemble Aa est non vide, puisque Ea s'identifie a I'espace,
W Lp (mn mn+l)m W 12 (mn mn+l).

On pose

Comme exemple d’élément /A, , on peut voir le paragraphe 6-1-1.

5-1 L’ensemble A, est un ouvert dans E,

Soitu € A, et B(u,r) une boule ouverte dans Ea.
Montrons que B(u,r)c A, pour r assez petit
soit @ e B(u,r),

|®-u

e < r=|o-u

L <T
ona

[D(x) = 17| 2 u(x) = 1| = |u(x) = D(x)|
avec

u(x)-n|>d >0
de (5.1) et (5.2) et pour r assez petit on a

@(x) —n|>u(x)-n[-rz=d-r>0
donc

[@(x) —n|>0 VxeR"
alors DeA,.

Rappelons que le bord de Aa est note,
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Minimisation sur I’ensemble A ,

oA, ={UeEa/3xeiR” [ u(x)=n |

5-2 L’infimum de la fonctionnelle est fini sur A,

fa(U)= L%\Vu\zdx+ Jo2vul"dxe [ V) ox
1 2
L+ j V(u) dx

-—
1 2

Montrons que [ ,(U) <o,

Par definition de la norme H H g, ON&,
a b
SIvullts + vull <=

Alors il nous suffit de montrer que

[V (u) dx < o0,
Ona,
forV (U) dx =fg V (U) dX + [un V (U) dx .
Soit B, cR" tel que pour tout x e R" \ B,
lu(x)| < e,
de (45)o0na
g,V (U) dX < M [y [ u[" dx

et d’aprés la proposition3.1, U L*(R",R™),
donc
fume, V (U) dx < 400 .

D’autre part puisque u, V, sont continues,
alors

jBV(u) dx < +o0
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Minimisation sur I’ensemble A ,

5-3 Le minimum est atteint sur A,

On g,
I=inff (u)

A,

puisque VYU € A,, V(u) > 0 voir hypotheése (H)
alors

F(u)= ;(g\wf aa +V(u))dx20 |

L’infimum est atteint sur I'ensemble/\3, il est facile de voir que u =0 est une solution triviale

du probleme. Mais naturellement nous sommes intéressés par les solutions non triviales, c’est
pour cela qu’il nous faut une construction de telle sorte a avoir des solutions non triviales.
Et c'est précisément ce qu'on va faire dans le chapitre suivant.

Chapitre 6

*

Minimisation sur I’ensemble A

*

On va minimiser la fonctionnelle d'énergie fa sur I'ensemble A2 pour prouver I'existence
de la solution non triviale.

*

Soit I’ensemble A |

Aa={ueA, /ch(u)=0}
On pose,

I*=inf f.(u)

Aa

On a déja vu dans le chapitre précédent que notre fonctionnelle est finie et bornée inférieurement,
nous montrons que I'ensemble A, est non vide pour que notre probléme soit bien posé.
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Minimisation sur I’ensemble A a

*

6-1 L'ensemble Aa est non vide

1

Soit UX)=(C—r—7X%) ;
1+X" 1+
b =——— . T(x)
o\X)= - U(X) = —X
1+‘)<‘m ! 1+
Nous pouvons Vérifier par un calcul explicite (coordonnées polaires) que pour m>1, U€E,.
2 1
ona, —————X#n1 n=>10)
1" 1+[%
Montrons que;
ch (u)=0.
Ona
N 2
Ky=1XeR": >1
m
1+x]
=B(0,1),

D’apreés la proposition3.2
deg(u, K, ,0) = deg(u, B, (0),0) .
Posons, S(X) =%X

Set U ont les mémes valeurs sur le bord de la boule B(0,1), d’aprés la propriété (iv) du
degré topologique.
Ona

deg (u, B,(0),0) = deg (s,B,(0),0) = > sgn Jg,, =1
xeS71(0)
d’ou nous avons,

A #0.

a

6-2 L'ensemble A, est un ouvert dans Ed

On a déja vu dans le sous chapitre 5-1 que I'ensembIeAa est ouvert dans E,
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Minimisation sur I’ensemble A a

SoitU € A , et B(u,r) une boule ouverte dans A\ , .

Montrons que B(uU,r) = A, pour r assez petit
par injection continue de E; dans L™ (voir proposition3.1) ;

soit @€ B(u,r),ona

¢

d'apres le théoreme 3.1

. <r
L

e, < I alors H¢ - u

ch (¢) = ch(u) pour r assez petit.
donc ¢ € A, .

*

6-3 Le minimum est atteint sur Aa
Notre démarche se base essentiellement sur la proposition suivante.

6-3-1 Proposition 6.1 (spliting lemme)
Soit {u, }< A, telle que

faU)<sM . (6.1)
alorsil existe e N

1I<I<KM/A,, (6.2)
(A, est introduit dans la proposition 4.1)
et il existe u_l, ...... ,E eA,, {Xi }, ..... , {X:(}C R" tel que les sous suites

U (+x%) - u (6.3)

‘Xf( — Xg‘——>+oo pour i#j; (6.4)

> fo(u) <liminff,(u, ) ; (6.5)

i=1 k

ch(u,) =ch(u,) . (6.6)
i=1

Preuve :
De la suite {u, } on construit des sous suites {uﬁ }{u; } faiblement convergentes

dans A, Ul >, avec Uy (X)=(Uyo(X),Te (X)), T (X) = (T o(x).; (X))
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Minimisation sur I’ensemble A a

telles que : limsup <1 ;suppu, Nsuppu) =@, i#j.

uk,o_zll:Ui,o(-_ X|i< )

D’ou on aura (6.3), (6.4), (6.5).
(6.2) est donné par la proposition 4.1 et les inégalités (6.1), (6.5).

0

Pour (6.6) on utilise les propriétés du degré topologique.
Pour les détails de la preuve voir page 38.

Théoreme 6.1 Soita>0 b>0, p>n=>2. SiV satisfait les hypotheses (H1)-(Hs)

il existe une solution faible de (2.12) (i.e. solution statique de (2.10)), qui
minimise la fonctionnelle (2.14) dans la classe des fonctions de charge
topologique non nulle.

Le théoreme nous donne I’existence de la solution non triviale.

Preuve: La preuve du théoréme 6.1 se base essentiellement sur la proposition 6.1
On a déja vu précédemment que

*

fo(U)<o ;u e A

on a,
I =inff, (u)
A
de la remarque 3.3 et de la proposition 4.1
| >A.>0
soit{u, } — A, , une suite minimisante,
I =1limf_(u,),
nN—-+oo

évidemment elle est d'énergie bornée.
On applique la proposition 6.1, alors ils existent | N et U,,...... ,u, e

telles que, les sous suites U, (.+X; ), vérifient (6.5), (6.6).

puisque ch(u, ) # Oet d’aprés (6.6) on en déduit qu’il existe i € {1,...,1} tel que
ch( ui) =0
et en utilisant (6.5) on obtient

* |

1< FL@) <Y Fa@) < lim £, (u,) =1,

" N—+o0
i=1
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Minimisation sur I’ensemble A a

On conclut que
fa (u{) = .

L’infimum de la fonctionnelle (2.14) est atteint sur I'ensemble Aa, alors il existe une solution de
I'équation (2.12) [solution statique de (2.10)], ce que nous allons voir dans le sous chapitre suivant.

6-4 Reésolution de I’équation statique

Le faite que A a est un ouvert est trés important c’est grace a cette propriété
topologique qu'on a la solution de I'équation statique (2.12).
I 1l

Rappelonsque E, =CS(R",R ")

*

Soit U€ A4, telle que

fa)=inff.u)

Soit he C;’(R", R ),e €N ; onnote®; le j*™ vecteur de la base canonique R

*

et puisque Aa est un ouvert on a

(U+é&he; ) e Aa pour ¢ assez petit

Alors, on a
fa(u+ehe)>f,(u)

Endérivant [, (U + ghe j) par rapport a& on aura

d —
O:Efa(u+ghej)

e=0

— [—avu'Vh-bP VG\ " VFVh)+ a—V(G)h dx,
2 o¢,

0<j<n

On applique la formule de Green,

j—aVFVhdx = <aAu_j h> :

mn

R"

= bg(\va\ i Vu_th)dx - <bgdiv(|va| “Vu_ij h>

D'xD
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Minimisation sur I’ensemble A a

Alors on a, pour touteh € C (R ", R)

D'xD

aAu_i+b£divUvG\“w_i)+a—V(J) h> =0 ,
2 o0&,

0<j<n
Donc

2 D'xD

<—aAa—prpa+V'(a) h> =0, pour toute h € C (R ", R "),

p rorral I A
Etpardensité, E, = CS(R", R ") " ona,

—aAu-bL2A pa +V'(u) = 0 dans E ! (I’espace dual).
2

*

Le minimum de fa sur Aa est un point critique de fa, on a une solutionu faible pour I’équation
(2.12) et avec un changement de variable approprié (2.13) on déduit une solution de I'équation (2.10)

[la solution dynamique], voir sous chapitre 2-4.

Détails de la preuve de la proposition 6.1
soit {u, Jc A, telleque f,(u)<M;

U, (X) = (U, (X),U, (X))

Rappelons que E, est un espace de Banach réflexif et s'injecte continiment dans L (R",R"*) .

Soit x; € R"le point maximum de ‘un‘, (u_ continue et ‘Xl‘imoun (x)=0)
par la remarque 3.3 Ona
‘un‘ > 1 puisque {un}c A*a
onpose U =U (. +X})
Uy (X;)

uﬁ(O)\ >1

1
u =
n L

on obtient

ona f,(ul)=f,(u,)<M
et f, coercive (lemme 4.1)
alors la suite {uﬁ} est bornée dans E,

donc
38
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Minimisation sur I’ensemble A a

ul — u, (faiblement) dans E, (6.9)

de (6.7) et avec le méme raisonnement que dans (4.41) ona

u, 21 (6.10)

1

D’apres (6.8) et le lemme 4.3 (SCI)
f.(u)<liminf f (u})<M (6.11)

de (6.9) et (6.10) et du lemme 4.2, on déduit que
U, & OA, cest-a-dire, u, € A, . (6.12)
De (6.11) et (6.10) ona
U eAget  fo(u)<liminf f.(u,) (6.13)

Onpose T, (x) = (T, (X), T (X)) € Rx R’

Ona {u,}c A, alors ch(u,) =0 donc K, # %)
Clest-a-dire 3x € R", u, ,(x) >1et avec le méme raisonnement que dans (6.7)- (6.10)

| 0o (0)[21.

Soity e Jo1[, arbitraire
on prend R; tel que;
VX e BRl 0) , ‘ U110( X)‘ >, (6.14)
Cette boule existe toujours puisque T, , est continue.
On pose, B, =B, (x,)

on distingue deux cas:

1/ pour n assez grand

VxeR"\B,, |u,,l<1

ou
2/ en prenant une sous suite

IxeR"\B), u,o|>1
Dans le premier cas la premiére partie de la proposition est prouvée pour 1=1.

Voyons le deuxiéme cas,
soit x? le point qui maximise

u.| sur R"\B, ;
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Minimisation sur I’ensemble A a

u (x2)>1 (6.15)
onpose U’ =uU_(. +X)
on obtient
u? .= u (x2)|= uﬁ(O)‘ >1 (6.16)
avec le méme raisonnement qu‘on a fait pour la suite {uﬁ} ,
nous avons
H@ ! (6.17)
et
uZ> —u, (faiblement) dansE, u, € A, (6.18)
Démontrons que |X: — X_| ——>+00
Posons: Y, =X —X; (6.19)

et par I’absurde on suppose que la suite {yn} est bornée dansR"
donc on a la sous suite notée encore {y, };y, —— ¥

>R, , (x> eR"\B!) donc W‘ZRl

2 1
Xn _Xﬂ

Y,
de (6.14) ona \I(y)\g y <1 (6.20)

d’autre part de (6.15) et (6.19)

1<

un(y,)

Un (X2 )| = Un (Yo +X7)

(6.21)

Remarque 6.1:L’espace E, s’injecte continiment dans L*(R",R"™") mais puisque on est sur un
borné (la boule B(y,1) ) I’injection devient compacte,

ui _ ul fortement 0
L® (B,®"*1)
de (6.20), (6.21) on a
0 <1Juy(¥)| < |us (v ) ~[ua( ¥ < |ur () -u(F )
<|ur (¥~ ()] + | (y) ~ s ()
< Sup iy (y ) - (y )+ (v,) —u () (6.22)
y-y|<

puisque U, est continue on a,

0, (Y) ~ U ()| —0
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De la remarque 6.1, par injection compacte de E, dans L* (B(Y 1), R""),

sup
y-y|<

U (y )=ty (y )} —0.

par passage a la limite dans (6.22) on a une contradiction,
0<1-|u(¥) <0

donc

X2 —xt

n

—> 4 (6.23)

Montrons que : o L
fa(u)+fo(uy)<liminf f (u,)

on pose : fa(U%:J'A%|Vu|2dx+IA%|Vu|pdx+jAV (u) dx

pour 7 fixe, n >0 il existe p>0 tel que

faly) n f.(uy)
AH\BP<O)<2 et AH\BP(O)< 5

de (6.23), pour n assez grand on a
1 2
B,(x;) mB,(x;) =9

|:>

Alors on a

liminf £, (u,) > lim inf (fa(u%p(Xi)+fa(u%p(xj)j
lim, inf fa<un>z[“'3n°°m fa(U%(xi)j{”@wm fa(u%(xﬂj

lim inf fa(ui) lim inf fa(uf)
2| A(O) . Aw)
z(fa(u%p(o)j+(fa(u%(o)j

>fa(u_1)+fa(@)'77
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Puisquen est positive et arbitraire, alors on a I'inégalité (6.5) pour 1=2

liminf £, (u)>f,(u)+f,(u,).
Comme pour u_lon refait la méme chose, on prend R; tel que
VX e BR2 (0) , ‘Uz,o(x)‘>}/-
u, (X) = (U, (X), 0, (x))

on pose, B = B, (x2) avec le méme raisonnement que la fois précédente on aura deux cas,

1/ VXeSR”\Brfuan,
Ou
2/ HXeSR”\BrfuBnZ,

<1,

un,O

>1.

un,O

Dans le premier cas la premiere partie de la proposition est prouvée pour 1=2.

Dans le deuxiéme cas on prend x° le point max de |u, | sur R"\ B UB? ;

et avec les mémes arguments que la fois précédente on démontre
la premiére partie de la proposition {(6.3), (6.4), (6.5)} pour I=3, ainsi de suite

Démontrons (6.2)

1<I<MI/A,.

De (6.10) et (6.17) et par construction on a HIHL >1,

en appliquant la proposition 4.1 on a

F(U)2 450
Et de (6.1), (6.5) ona

LA« <3f,() <liminff,(u,)<M

Démontrons (6.6)

ch(u ) = ilch(u_i) .
on pose: U, (X) = (U, ,(X),U, (X)) e Rx R",
500 = (U ,(X).0 (X)) € RxR".

On a,
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deg( un,K, ,0) si K, #8,
0 si K, =0@.
Avec K, = {x e R":u, (x)> 1}.

ch(u) =

Dans le cas Kun =0
Clest-a-dire Vx e R", u,,(x)<1

donc
VX eR", u_ivo(x)gl; KE =

alors
eh(@) = 0
d'ou on a, (6.6)
ch(u,)=xch(u)=0.
Dans le cas K, #J
On a,

ch(u,) = deg( u., K, ,0).

Par construction on a

|
i
K. =B,
i=1
d’apres la propriété d’excision (vi)
| |
deg (U,,| JB,..0) =deg ( T,,K, ,0)+deg( T,.| JB;.\K,.,0).

i=1 i=1

Avec le méme raisonnement que dans (3.6) - (3.7) et d’aprés la propriété (iii) du degré topologique on
a,

ch(u, ) = deg( GH,UB;,O) :_'Zdeg( 0 ,B!,0)

i=1

par translation,u’ =u_(. +X!) ona,

ch(u,) = ZI: deg ( T,, By (0),0) (6.24)

puisque la suite {ur'1 (X)} converge uniformément vers U, (X) sur la boule By, (0) (voir remarque 6.1),
alors d’apreés la propriété (v) du degré topologique on a,
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deg (T, By, (0),0) = deg (1, B, (0),0) (6.25)

de (6.24), (6.25) on a
ch(u )= %deg(ﬁi B, (0)0). (6.26)

D’apres la propriété (vi) on a,
deg (U, B, (0).0) =deg( U;, K, .0)+deg( T,,Bg (0)\K; 0)
et avec le méme raisonnement que dans (3.6) - (3.7)

deg(;, By, (0),0) = deg( U;, K, ,0) =ch( ;) (6.27)

de (6.26) et (6.27) on a,

ch(u,) =2 ch(u)).

|
i=1
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| -RAPPELS

Rappelons quelques notions essentielles dans la démarche & suivre.

Lemme 1.1 (Eckland) voir [9]. Soit (X,d) un espace métrique complet et f une fonction semi
continue inférieurement de X dans R. on suppose que f est bornée inférieurement et on pose
c =inf _  f( x).Alorspourtout & > O;il existe U_ tel que

c<f(u )<c+e
vxeX, x=uU_, f(X)—-f(u,)+edix, u, )>0.

X

Nous pouvons faire une légére étendue pour ce lemme,

Remarque : Soit Y un sous ensemble de X tel que

c =inf _, f(x), Y X
Pour avoir les mémes résultats que dans le lemme précédent sous les mémes hypothéses il faut et il
suffit que; pour toute @ € R, le demi-espace de f, f* = {X eY/ f(x)< a} soit fermé dans X.

Mesure de Haar

Soit G un groupe localement compact.

Théoréme 1.1 (Weill) — Définitions :

* Existence : 1l existe sur G une mesure de Radon (positive, non nulle) invariante par

translation a gauche. Une telle mesure est appelée mesure de Haar invariante a gauche sur G.

* Unicité : Toutes les mesures de Haar invariantes a gauche sur G sont proportionnelles.

* Convention : Si G est compact, il y a un choix canonique de mesure de Haar sur G,

a savoir la mesure de Haar invariante a gauche qui est une mesure de probabilité sur G (i.e. pour
laquelle la mesure de G est égale a 1). En général, on choisit une mesure de Haar invariante a
gauche sur G, qu’on appelle (abusivement) la mesure de Haar de G et qu’on note AG ou plus
simplement A . Autres notations : di(x)=dx.

Remarque A invariante par translation a gauche. C'est a dire, pour toute partie borélienne B de G, et
pour tout g dans G, on a:
MgB) = MB).

Groupe des applications orthogonales.

Définition 1.1

g eL(M") est dit orthogonal lorsqu’il conserve le produit scalaire :
X,y eR", <g(x)|g(y)>=<xly>.

On note O(n), ensemble des applications orthogonales

Propriétés :
»1 gestorthogonal si et seulement si g conserve la norme.

» 2 Sigestorthogonal, alors il est bijectif.
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«3 Si g €0(n),, alors sa bijection réciproque est aussi dans O(n). De plus, si
f €O(n), alors go f € O(n).

Remarque 1.1 O(n) est un groupe. On parlera donc de “groupe orthogonal”
alorsO(n) est le groupe des applications orthogonales. O(n) est un groupe compact.

Proposition 1.1 Les trois propositions suivantes sont équivalentes :

(i) g estorthogonal ;

(i) il existe une base orthonormée dans laquelle la matrice de g est orthogonale ;
(iii) dans toute base orthonormée, la matrice de g est orthogonale.

Définition 1.2

Les matrices orthogonales sont les matrices M € M, (R) veérifiant
‘MM =1_. (1.1)

L’ensemble des matrices orthogonales est noté O, (R) .

Remarque 1.2 Pour tout g € O(n), il existe une matrice orthogonale M telle que,

g(x)=M.x,

90| =[M.x =[x (12)
avec

det M=J, =1.

J étant le déterminant de la matrice Jacobienne.

Proposition 1.2 pour tout Ae M, (R), M € O, (R)
AM|=|M.Al=|A (1.3)
de (1.1), ‘M est la matrice associe a g .

Chapitre 7
Symeétrie et proprietés de compacite

On fixe a>0; pour simplifier on suppose a=1; dans les notations a venir
on va effacer I’index a.

On considére I"espace de Banach E, complété de C;°(R",R"™)
avec la norme;

- +|Vu

Jul =[u e Hvl,
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L"espace E coincide avec W*P(R", R )~WH2(R", %)

Sur I’espace E, on considére le groupe opérant suivant O(n) ; pour tout g € O(n),ueE,
on pose

Tou(x)=(uo(9%),9 " T(9x)) (7.0)
O(n): est le groupe des applications orthogonales.

On impose deux hypothéses supplémentaires sur le potentiel V; (Hg), (H7).

(He) il existe p, >0 et r>0 tels que
|V’(§) 'V”(O)§| > |§|r pour |§| <P

(H7) pour touté = (e:o,e;f) et pour tout g dans le groupe orthogonal O(n),
V(& .98)=V(&.8).

Lemme 7.1 L ensemble ouvert A et la fonctionnelle f sont invariants par I’action (7.1)
Soit: geO(n) etue A ona

TueA, f(Tu)={(u).

Preuve : On va d'abord montrer que f(TgU) = f(u)
soit geO(n),alors |gx|=|x| et J, =1
1
f(u)= J(%\Vu\z +E\Vu\p +V (u))dx

mn

d’apreés I’hypothese (H7)
V(Tu(x) ) =V(uy(9%),97T(9%))=V(Uy(g%),U(9x)).
Puisque Jg=1, alors on a,
[V (Tu00)dx = [V (u(y)dy ;y— gx.

On a,
VT =[V Uy o 9)f +[V(g el o)

=|'vu,M[ +|'M.VTM[
d’apres (1.2) et (1.3)
=|Vu,[ + V|
D’ouona
HVTgu(x)‘zdx = J'\Vu(y)\zdy :
R" R"
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HVTgu(x)‘pdx: _ﬂVu(y)\pdy_

R" R"

f(Tu)=f(u).

Pour T,u e A c'est simple, puisque HUHE = ”TQUHE etT,u=n.

Alors

Maintenant, notons F le sous-espace des points fixes,

F = {u e E\T,u=u ,vyg eo(n)}
Montrons que
Ar =ANF,
est une contrainte naturelle pour trouver les points critiques de f.
C'est a dire ;
pourtout Ue A, tq Vve F;<f’(u),v> =0 alors f'(u)=0 (voir lemme 7,2).

Ceci est usuel dans un espace hilbertien mais notre espace est de Banach seulement.

Pour tout U € E , on pose :
Pu=, Tudg (7.2)

dg est la mesure de Haar sur le groupe O(n),
ona

Pu =Uo(n)uo(gx)dg 8799 dgj.

On vérifie facilement que pour tout g € o(n), T,(Pu)=Pu, donc Pu € F .
On g,

P( PU) = Io(n)Tg ( PU) dg = Io(n) PU dg = PU (Io(n)dg): PU,
donc P est une projection sur F, la fonction P est continue sur E et prend ses valeurs dans F.
P .E—>F

F est un sous espace fermé de E.

Lemme 7.2 pour tout U€ A¢ et ve E, nous avons

(f'W).v)=(f'W), Pv),

P étant la projection de E dans F.
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Preuve
La fonctionnelle f est invariante, en utilisant les égalités (1.2) - (1.3) et I’hypothése (H7), on

montre que la fonction f': E———E" est équivariante c'est-a-dire:
(F(),TyV)=(F(T,.0), V), (73)

P

avec f'(u)=-aAu- bEA U +V'(U) ; (voir sous chapitre 6-4)

Rappelons que I'intégrale commute avec les formes linéaires continues, d’oti on a

(W), PV>=<f'(U) o TV dg>= o (F@ . Tv) dg
de (7.3) on a,
-[ (n)<f’(Tg_1u) V) dg

puisque U € F

- j (n)<f’(u) V) dg
:<f'(u) , V>J;(n)dg :<f'(U) : V>, sachant quejo(n)dg =1,

De ce lemme on déduit que tout minimum local de f restreinte & A est aussi
un point critique de f.

Proposition 7.1 L’espace F, muni de la norme || |_ s’injecte compactement

dans L*(R",R") pour tout s c }22{ , tel que

«  |+o0 sin=2,
2= (7.4)
2n/(n—2) sin>2.

Cette proposition est une conséquence du théoreme suivant;

Théoréme 7.1 Si W est un sous ensemble borné dew “*(R",R""), alors
W, = {u e W/ |u| fonction radiale}

est relativement compacte dans L* (R", R"") , pour tout s < }2, 2{ :

Preuve de la proposition 7.1:
Nous allons prouver que tout ensemble borné dans F est relativement compact

dansL®(R", R").

Pour cette preuve on utilise le théoreme 7.1.

Soit ue F, u=(u,,U), lafonction u, est O(n)- invariante, le champ U est
O(n)- équivariant
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{go(gx) =y 7.5
0(gx) = 9 (x)
ona
u(gx)|” = |uo (x| +[a(gx)[°
et de (7.5)

u(@]” = Jug (0" +[gT 00| =[uo ) +[F)[
:|u(x)|2.

D’o0 on conclut que |u(x)|2 dépend seulement de |x|; donc |u| est une fonction radiale.

8-2-1 Proposition7.2 La fonctionnelle % vérifie les conditions de Palais-Smale (voir [9]) :
F

pour toute suite {uk }c A telle que
a) f(u,) estbornée

4
b) f(Uk )/AF converge vers 0 dans F',
alors il existe une sous suite convergente.

Rappelons que la condition b) veut dire pour tout v e F

(Fuv) < e,
avec ¢, —>0.
Preuve:
Etape 1 : On construit un opérateur A inversible et d’inverse continu
A E—FE'

u——>A(u)
Au = f'(uy-U'(u) telque

U(E) =V(&) -5 V(0
Etape 2 : On prend une suite {uk} dans A et on montre que la suite {A(uk )} converge Vvers y
dansE' d’ol nous avons u, —>A™ y =u dans E
Etape 3 : Nous montrons que u e A puisque F est fermé, UeF et par le lemme 4.2,
U € A . Pour les détails de la preuve voir page (52).

Pour la preuve de notre proposition7.2 on a besoin des lemmes suivants,
Lemme 7.3 L’opérateur
A .E—E',
défini par
(Au ,v>:<—Au —Au+ V"), v)
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=Ln ((Vu | W)+ V" (Vu | W) +V"(0) u_v] d
est inversible et d’inverse continu.

Voir preuve dans annexe B.

Lemme 7.4 PourtoutueF, veE.

(Au,v)=(Au, Pv) (7.6)
P étant la projection de E sur F.

Preuve: Notons d’abord que si u € F alors pour tout g € O(n)
(Au ,Tgv> =(Au,v)

ona
(Au, Pv>:< Au ,jo(n)Tgv dg>

puisque I’intégrale commute avec les formes linéaires continues, alors on a

< Au,jo(n)Tgv dg>: jo(n)<Au : Tgv> dg

= O(n)<Au : v> dg =(Au,v).

Détails de la preuve de la proposition7.2

Soit {u, } une suite dans A, telle que
f(u,) est bornée (7.7)

f'u)=-Au, —Au, +V'(u,)—>0 dansF'’ (7.8)

de (7.7) et puisque f est coercive la suite {uk} est bornée dans E.

Montrons que la suite est fortement convergente vers u dans E.
Ona

Au, = -Au, —A u, + V'O,
A\, étant I’opérateur définit dans le lemme 7.3

V "(0) est symétrique
(V"(0)¢.8)" =2v"(0)¢

Introduisons
U(E) =V(§) -5V (04

et on écrit
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Au, = f'(u)-U'Cu) (7.9)
Montrons que U’(u, ) est bornée.

De (7.7) et du corollaire 4.1 (page 29), il existe d>0 tel que, pour tout k e X et x e R"
U (x) =17 > d (7.10).
Ona
U'(6)=V'(5)-V"(0)¢,

avec V(&) =V'(0)§+0o(&)S tel que o(&)—>0 ; (7.11)
£—-0
Soit la boule B, < R" tel que, pour tout x e k" \ B,

‘ Uk(XX <E&,(e>0 assez petit)
Sur la boule B,

Grace 4 (7.10), U '(u, ) est bien définie par ailleurs {u, } étant continue et bornée dans L™, elle

s'injection de maniére compacte dans L*(B, ) alors U '(u, ) (sous-suite) qui converge

uniformément sur B, , il existe M tel que
U'(u ) <M

Sur I'ensemble %®"\B,

en utilisant (7.11) on a,
U'(u, ) =o(u, )u,
et puisque {u, } est bornée dansL” il existe M tel que,

U'u)<M™. (7.12)

On pose
A, ={XEER” :\uk\z,ol},

on prend p, introduit dans (Hg), page 48
puisque {u, | est bornée dans L?, on a la mesure de Ay est uniformément bornée
et puisque I >1 (voir He), on peut trouver S, tel que

(27) <s'<2<rs’ |

o 1 si 27 = o,

2)=¢ )
2" /(2" -1) si 2" <oo,

de (Hg) nous avons, vVx € R" \ A,

U” (U ()] < Colur (¥)]"
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et en utilisant (7.12) on a

jg?”

') dx = [, AU () dx+ | A U ‘(u)f dx

< [y ¢3 [y | dx+ M ¢ mes(Ay)

<M Ju . + M, (7.13)
puisque {u, | est bornée dans E, alors d’aprés le corollaire 3.2 (rs’ > 2) la suite {u, }

est bornée dans L™ (R", R™).
On déduit que U'(u, ) est bornée dans L* (R",R"), et puisque (2°)' <s' <2

'

rs

Lrs’

!

alors, s = vérifie, 2<s<2".

!

De la proposition 7.1, F s’injecte compactement dans L°. Puisque U’(u, ) est

bornée dans L* et grace a un théoréme de Schauder voir [13], alors {U’(u, )} (sous suite)
converge fortement dans F’.

alors de (7.8) et (7.9) ona
Au,——y dansF’ (7.14)

on définit py € E’ telle que, pour toutw € E,
( pr.w)=(x,Pw). (7.15)

P étant défini dans (7.2)

Montrons que
Au, —— py dansE’

de (7.6) et (7.15), pour tout w € Eona

(Au, - py.0)=(Au, - z,Pw), car daprés le lemme 7.4 on a
(Au,,0) = (Au, ,Po)

et de (7.9), (7.14)
(Au, - 7,Po)= <f’(uk )-U'(u, )—x,Pw> -0,

donc
Au, ——> pyekE’
du lemme 7.3, on déduit que,
u =A*'Au, —A'py=uckE;
Ona
U e F, puisque F est fermé et avec (7.7) et le lemme 4.2 0na, Ue A,
donc, Ue A, .
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Chapitre 8

o i i n
Minimisation sur I’ensemble /\r

Dans le chapitre 6 nous avons prouvé l'existence d'une solution non triviale, c'est a dire une
solution a charge non nulle. Dans ce chapitre nous allons prouver qu'il existe un nombre infini
de solutions qui atteignent le minimum de I’énergie.

Plus précisément, pour tout entier naturel N, il existe une solution de charge N.

. N
Soit 'ensemble Ag,
N
AL Z{UEAF/Ch (U)ZN}_
On considére le probléme suivant:
cy =Inf f.
N
A F
On a wvu dans les chapitres précédents que notre fonctionnelle est finie et bornée

. , N .
inférieurement, nous montrons que l'ensemble A est non vide.

N
8-1 L'ensemble AF est non vide

On prend un champ u dans F tel que.
u(x) = (A(), B(x|)x) (8.1)
A et B étant deux champs scalaires tels que U € A (voir ci dessous)

Remarque 8.1 : Il est facile de vérifier que le champ (8.1) est un point fixe pour I’action (7.1)
Introduisons,

A(X) = cos |X| (8.2)

&
1+(]x/ 27)"

B(x)) = sin X (8.3)

1+(¥/27)"

Montrons que UeAg.

Lemme 8.1 Il existe m >1 choisi tel que pour tout ae R\ Q, le champ défini par
(8.1)-(8.3) appartient a A (de la remarque précédente le champ appartienta A )

Preuve
Pour m assez grand et avec un calcul explicite en passant aux coordonnées polaires il est
facile de prouver que le champ u définit par (8.1)-(8.3) est de norme finie,

55



L N
Minimisation sur la composante connexe A,:

|ulle =[ul: +lul +Ivuls <+
donc UekE.
Montrons que pour toute x € R",
u(x)=n ; n = (1,0)

par I’absurde, supposons qu’il existe x e R" tel que

u(x) = (L0)
par définition de u, on a

&

1+(\§\/ 27 )"

1
1+ (M/zn)m

cos M =1 (8.4)

sin M =0 (8.5)

de (8.5) ona M =kz, k e N et de (8.4) on trouve que

i# =1.
1+(k/2)"

Ceci est contradictoire avec le fait que a e R\ Q, alors AF #9.

Proposition 8.1 Soit N =2L+1 un nombre entier impair, alors tout champ u du type
(8.1)- (8.3) avec le méme m donné dans le lemme 8.1 eta e R\ Q tel que,

1+L" <a<1+(L+1)" (8.6)
possede une charge égale a N.

Preuve: Montrons que

deg(u, K, ,0) = 2L +1.

- sin |x|
Ona, u(x) =——X,
1+ ¥/ 27)"
acos |x|
et K,={xeR"/— 1 51l
1+(|X|/27T)m

Onfixe ¢ e }0%[ soit I'ensemble K°® = { [x < & |,

et pour tout, j=1,....L, on pose K ={ 2jr—e<|X|<2jr+e }
les sous ensembles {K ] }OS i< Sont disjoints.
Montrons que:
K UK'..UK" cK,.
Soit xe K alors 2jz —¢ <|x|<2jz +e¢,

développons cos || sur la boule B(0, &), pour e assez petit
t? 13

cost=1-—+—R(t),

2 9
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tel que, R (t) = sin 6t (formule de Taylor)
0<f6<1
D’ouona

t2
acos|x a(l- E)

> .
1+(X/2m)" " 1+ (j+t/27)"

Montrons que :
2

t
a(l—?)

>
1+(j+t/2x)"
On introduit la fonction suivante,

- t?
(1+] Xl—zd

C1+(j+t/2n)
0<J<L.
Dans un certain voisinage B(0,r) la fonction s est continue et strictement décroissante, donc

localement bijectif.
s est continue en 0, s(0)=1

(8.7)

s(t)

Ve'>0,3r tel que tj<r= 1-s(t)<s&’

1+L"

de (8.6) on a, <1
onprend, &’ :1_1+ L >0,
a
d’ouona,
a.s(t)
—=>1,pour |t|<r. 8.8
1+L" P || ®.8)
de (8.8) et (8.7) on a
t2
a(l-—
(1-2)

- >
1+(j+t /o))"
Donc K° UK'..UK" cK,.
En utilisant (8.6): on prouve que, {X € K, /T(x)=0}c K® UK'...UK",
Alors d’apres la propriété d’excision (vi) et la propriété d'additivité

~ - ) - L
deg( u,K,,0)=deg( u,LLJK‘,O) +deg( u,K, \UKJ,O).
j=0

j=0

=0

L

On a, XK, \UKJ = U(x)#0 . d'apres la propriété (ii) du degré topologique la
j=0

deuxiéme partie a droite est nulle.

Alors
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deg({i,K, 0) = deg(d@, UK 0) = Ydeg(@,K' 0).
j=0 j=0

Montrons que

deg(T,K°0)=1, (8.9)
et

deg(U,K'0)=2. Pourj=1,. L (8.10)
Tout d'abord on va montrer le résultat (8.9),
On introduit la fonction suivante,

sing
So(x)=— &
Y e l2n)"

Pour tout X € K® (|X| = &) nous avons
G(X) ZSO(X) #0 sur oK 0

puisque le degré topologique dépend uniquement des valeurs sur le bord (propriété (iv)),
deg(Sy, K*,0)= > sanJg ,, =1 ;Js ) >0.

xeS, (0)7?

Donc

deg (U, K°,0) = deg(S,, K°,0) =1
Montrons (8.10)
Soit je{l..,L} etposons

B+j :{[X‘< jﬁ+g}, B! :{[X‘< jﬁ—g}_

Ona
K} =BJ\B/;
par la propriété d’addition du degré topologique
deg(T, K',0) = deg(, B! ,0) - deg(ti, B! 0). (8.11)
Introduisons la fonction suivante

N sing
Vi(x)= - — X
1+(|jm +¢|l 2m)

pour tout x € 8B nous avons
u(x)=v;(x)=0.

Alors, deg(U,B! 0)=deg(v;,B/0)=1.

Et avec le méme raisonnement

deg(d,B’,0) =deg(v;,B’,0)=-1,

sing
X
1+(jr—¢|l2m)"

vJ.‘(x) =—

De (8.11) nous avons
deg (0, K1,0)=2.
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Remarque: Dans le cas N pair nous raisonnons de la méme facon que le cas précédent N

impair, avec A(x):l+(|x|+ﬂ)msin X,

et B(X)=

———————cos |¥ .
1+ (x|/ 27)"

8-2 L’ensemble A’ est une composante connexe

Rappelons que, AZ{U eE /Tu(x)=n X efﬂn}

pour tout U € A, onpose UoP (x) = u(-x)
ona, Ch(uoP )=—ch(u) et f(ueP )=f(u).

Donc nous pouvons restreindre notre étude seulement aux composantes a charge positive.

N
Pour tout entier N, A" est une composante connexe de A (voir sous chapitre 3-3)
AN =lieA foh U)=n]
AY = F AN
Avec le méme raisonnement que dans le sous chapitre 3-3 il est facile de montrer que

N
AF est une composante connexe de AF .

.. . N
8-3 Le minimum est atteint sur la composante connexe Ag

Théoreme 8.1 Soit p>n=>2 eta >0. V satisfait les hypothéses (H;)-(H5)
et supposons que

(He) il existe p, >0 et r>1 tel que
V'(£)-V"(0)] > |¢

lorsque [£]< p; ;

(H7) pour touté = (éo,;z) et pour tout g dans le groupe orthogonal O(n),
V(éo’gé) :V(§0’§)-

Alors, pour tout Ne N il existe une solution de (2.12) tel que ch(u, )= N.

Et de pluson a
limf(u, )=+w,
N

Remarque 8.1 La solution du théoreme 8.1 a la propriété de symétrie suivante

vgeom),  (Uy(9¥), a7 u(gx) = Uy (x),u(x))
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Preuve:

La preuve du théoreme se base essentiellement sur le lemme 11 (l.Eckland), la proposition
7.2, lemme 7.2 et la proposition 6.1.

On fixe N>1 et on a le probleme suivant:

c, =Inf f.
N
Ag
Sachant que, At = {u eA-/ch (u)= N}

rappelons que pour tout U € A et ch(u) # 0, alors HU
De la proposition 4.1 on a
f(uy=A">0, (8.12)

- 21, voir (remarque3.3).

alors on a
Cy =A >0

. N
Montrons que la valeur Cy est atteinte dans Ar.

Soit le demi-espace de f
fe={ueAq/ fluy<c} cewm.

C
Montrons que f est fermé.

Soit {uk} une suite dans fc convergente, U, ——>U € E;

d'aprés le lemme 4.2, U € A et puisque F est un sous espace fermé, U € F. Ainsi U € fc,
alors f ¢ est fermé dans E et aussi dans F.

De (8.12) f est bornée inférieurement dans AI\F'.

. \ . . . N N
Fixons N, d’apres le lemme 11 (I.Eckland), il existe une suite {Un }CAF telle que,

1
G <flup)<cy+ (8.13)

et

wWeAl, ]‘(v)+%Hv—unN 2 fuy) . (8.14)

Et puisque f € o , nous pouvons écrire,
fO)=F@)+(fUY).v-u,)+ou—up).
De (8.14) ona, pour tout VEAY
, 1
(Fuy ) —v)<—|

rappellons que A'\L =Fn A",

Up —VHE +0(V—U, ); (8.15)

Onprend:V=UnN—8h telque heF,

60



L N
Minimisation sur la composante connexe A,:

. N i N
pour & >0 assez petit (& =%), Ve AF puisque A est un ouvert et F est un sous espace.
de (8.15) on g,

(fur)h) 1 o(eh)

<=+
n

pour tout heF

[l lenlle
tel que ﬁ—m quand ¢ —0,
E
alors
f'(uy)—0 dans F’, (8.16)
de (8.13) ona
f(uy)——cy. (8.17)

La fonctionnelle f restreinte & Ag vérifie les conditions de Palais-Smale (voir proposition7.2)
de (8.16) et (8.17) Il existe une sous suite convergente notée encore {U:' }CA'\F', telle que,

U ——u dans A
et comme [ est de classe C' onadonc

f(u " ) = Cy

et f'(U")=0 dans F’

de (8.16) et lemme 7.2, pour tout VEE ona

(F@),v)=(f'u"), Pvy=o

P étant la projection de E dans F
Donc

f'(uM)=0 dans E’ (8.18)
uM est un point critique de la fonctionnelle f.

D’ou nous avons une solution faible de I’équation (2.12) et en on déduit la solution de
I’équation (2.10)

. .. , . N
Soit U" € A} le minimum de I’énergie sur Ar,
f(u N) = Cy

Montrons que lorsque N —— o0 alors f(U" ) ——> +o0
par I’absurde on suppose que

fu™)<M™m;
alors d’apreés la proposition 6.1, il existe Q€N tel que

ch (u") =q;
I'y a une contradiction, puisque ¢ch (U " ) =N —— 400 .
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Conclusion

Notre travail se base essentiellement sur deux théoréemes. Pour le théoréme 6.1, nous

prouvons I’existence d’une solution non triviale minimisant la fonctionnelle d’énergie

*

sur I’ensemble A, et puisque ce dernier est un ouvert, nous montrons que cette
solution est aussi une solution de I’équation (2.12) et avec le changement de variable

approprié (2.13) nous déduisons la solution de I'équation (2.10). Pour le théoréeme 8.1

nous prouvons I’existence d’une solution soliton u, minimisant la fonctionnelle
LIF4 H AN H H
d’énergie sur chague composante connexe A", ce qui veut dire, pour chaque N €N

(charge topologique) nous avons une solution u. Et grace au lemme 7.2 nous
prouvons que UN, est un point critique de la fonctionnelle dans I’espace E. Do

nous déduisons la solution de I’équation (2.12) et la solution de I'équation (2.10).
Nous remarquons que la nature de la convergence d’énergie est la méme que celle de
la charge topologique ce qui veut dire que quand la charge explose I’énergie explose
aussi. Ce qui nous donne une information importante caractérisant la solution de

I’équation (2.10).
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Annexe A .Injection compacte

Annexe A

.Injection Compacte

Dans cette annexe nous démontrons un résultat qui étend légerement un théoreme de compacité de
[4]. Nous posons

W (07 9%) = eW (%", %) / u radiale|

Proposition A.1. Considérons n> 2. L'espace WRl"z(iR”,ER) s’injecte compactement
dans L° (SR”ER) pour chaque s €]2,2*[, ou

« |t sin>2
2:
2n/(n—2) sin>2

Preuve. Pour n> 2, la preuve est donnée dans [4] (voir le théoreme A.I"). Nous fournissons la
preuve pour n = 2.
D'abord nous rappelons que, pour chaquem e [2, +oo[,

Wh2(®R%,R%)  —  L"(%%,R). (A1)

injection continue
Fixons s ]2, +oo[ et considérons la suite bornée {u, } =W 2(%%,%) ,
et de (A.1) {u,} estbornée dansL® (%2, %)
ainsi, nous avons une sous suite notée encore {u, } telle que

u, —s udans L°(%2,%) (A.2)

faiblement

Montrons que cette convergence est forte.
Soit me | s, o |; il est clair que{u, } est bornée dans L2(%2, %)~ L™ (%2, R). Maintenant nous
appliquons le lemme de compacité A.l dans [4] avec
Pt)=t>, Q()=t*+t".
nous concluons que

i

Ju,
de (A.2) et (A.3) nous avons

Uy — udansLs(iRZ,iR).

fortement

. (A.3)

Théoreme A.1. Si West un sous-ensemble borné de WR“(ER” : ER””), Alors
W, = {u eW / |u| est une fonction radiale}

est relativement compact dans L° (iR”,iR”*l), pour chaque s €]2,2*[.
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Annexe A .Injection compacte

Preuve. Fixons s €]2, 2*[ et considérons la suite {u, } = W, . Nous allons montrer

qu'il existe une sous-suite fortement convergente dans L° (iR”,iR”*l).

Puisque {u, } est bornée dans W?(R", %" ), il existe une sous-suite notée encore {u, } qui
converge faiblement vers un élément u de W*?(®R" ")

U, —s u dans Wh?(R", %), (A4)

faiblement

et par injection continue, W"2(R",%"™)  — (%", %")

injection continue
nous déduisons que,
U, —y U dans LS(SR”,iR””) (A5)

faiblement

d'autre part, {[uk|} est bornée dans WR“(ER” , ER””), puisque

”V|uk”2dx£ “Vuk|2dx.
Alors, par la proposition A.1, nous obtenons

u |y ¥ dans L°(®%",%) (A.6)
fortement

et, NOUS avons une sous-suite
Uy|—s % p.p. dans %"

de (A.4) nous déduisons que

U, —> U dans L, (®",%"),

loc
fortement

et avec un processus de diagonalisation, nous pouvons choisir une sous-suite.

U, —> U p.p. dans R".

Ainsi nous concluons que,
x =lul. (A7)

De (A.6) et (A.7)ona,
Ju

- —> Ju

alors de (A.5) et (A.8) nous concluons que,
U, —> U dans (%", %")

fortement

LS 5 (A.8)
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Annexe B. l'inversibilité de A,

Annexe B

AInversibilité de I'opérateur A p

Dans cette annexe on montre que l'opérateur Ap est continu et d'inverse continu

Continuité de I'opérateur p-Laplacien
A, E,—> E,
u—> A
pourtote h € C (R ", R "),
(Ayu—Av,h)=] l— Vul"?(Vul[vh)+ |Vv|p72(Vv|Vh)ij.
;,Jn (vul" « [vv]" Jvv - vu|vh| ox.

par l'inégalité de Holder nous concluons
-2 -2
(Au=a,vn) <c, (vl + [vv)2? vy - vul, [,

Le lemme 7.3 est le résultat de ce qui suit

Théoréeme B.1.Si H est une matrice définie positive d'ordre N +1, alors I'opérateur
A E—> E'
défini par
(Au,v) = < Au- A u+ Hu, v>
- J'((Vu 1VV)+ [Vu|" (Vu V) + Hu.v)jx.

mn
est inversible avec inverse continu.

Pour la preuve nous avons besoin de quelques résultats préliminaires. La premiere

est liée a la monotonie de -Ap )

Lemme B.1. Il existe un constant C > 0 tel que, pour chaque U,V € E,

(Au=Avu-v)zc[Vu-w|,, p>2. (B.1)

LP’

Preuve. Nous prouvons (B.1) pour U,V € C; (mn ,SRM); d'oul le résultat par densité.

pour chaque U,V € C;° (mn ,QRM), Nous avons
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Annexe B. l'inversibilité de A,

(apu-avu-v)z [ [+ oof - @uve)va o
Ona '

oul)’
vu-vils = [vu-vi'an - 52,

ij

oul ov!
(Vu|Vv):; ox o

Ainsi il nous suffit de montrer quiil existe C> 0 tel que, pour chaque X,Y € "™
IR ED El i i S SR T
substitutions
- ()= Sl =vp = x - )
dans (B.2), nous avons
LI )P 2 ¥R )

> ox P S0 X ). )
Notons que (B.3) peut étre obtenue par les inégalités
2w )z S Ox e 2 )

1 - _
X =YX )z efx -
La premiére est vraie pour chaque paire de vecteurs X, Y; la seconde est équivalente a
-2 -2 -2
Qx\p +v[" )2 2¢|X -Y|",
laquelle vient de
-2 _ -2 -2
X Y[ <202 (X2 v ).
Pour des raisons de simplicité, nous isolons les calculs élémentaires de la preuve du lemme.
Lemme B.2. soit &, €t bk deux suites non négatives telles que
_al+b?
lim=*—* =0 (B.4)
k a, +b,
alors
Iilfnak = Iikmbk =0

Preuve. Puisque a, =0, b, >0, de (B.4), nous déduisons que,
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Annexe B. l'inversibilité de A,

i a’
lim—*—=0
k a, +b, (B:5)
i b2
lim—*—=0
k a, +b, (B.6)

Par contradiction, supposons qu'il existe une sous suite, notée toujours @, tel que
a =20>0. (B.7)
de (B.5) et (B.7) ona
lim(a, +b, )=+

alors on a deux cas,

lima, =+o0
o Ok (B.8)
ou
|i|[n b, =+
Admettons que (B.8) est vraie. Et écrivons (B.5) de la fagon suivante,
a’t
lim k =0
k 1+ ibk /a, )
d'ou nous avons
. b
lim—% = 400
k a
K
ainsi, pour k assez grand,
a, <b. (B.9)
Alors il est facile de déduire que
1 b;
b < ——. B.10
2 " a +b (8.10)

Alors, de (B.10) et (B.6) nous avons, “l[n b, =0

d'autre part de (B.8) et (B.9) ona, “I[n b, =+o0,

Ainsi nous obtenons une contradiction, la preuve pour les autres cas est analogue.
Maintenant revenons au Théoréme B.1.
Preuve du Théoréme B.1. D'abord montrons que A est inversible.

pour chaque he E', la solution de
A(u)=h
peut étre obtenue comme point critique de la fonctionnelle

1 1 2 1
J(u)= EI\Vu\pdx +EI\VU\ dx +EI Hu.udx — (h,u).
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puisque la matrice H est définie positive nous avons,

1 1 1 1
EI\Vu‘pdx +E“Vu‘2dx +EI Hu.udx > EHVUHEP +mlju

2

e (B.11)

pour chaque A >0, ona

1 A
(hu) < [l Julle < 5l + 5ol (B.12)

sachant que, [ <[ul, +[ul,...

en prenant compte de (B.11) et (B.12), nous on concluons que la fonctionnelle J est
inférieurement bornée. En plus elle est strictement convexe, ainsi elle a un point critique unique.

Soit {h, } une suite de E'eth € E' telle que Ny — h dansE’.

Alors, posons {Uk} et U dans E telles que
Vk e N

Montrons que U, —>Udans E .
de (B.1), en utilisant que H est définie positive, prenons C; > 0 tel que
(A(u) — A(v),u-v)2> clmVu ~ Vv, +u-v

Alors nous avons
¢, (Vu, - vu[’, +]u, —u

2
w2 /-
2

e )S (A(u) - A(u),u, —u)
=(h, —h,u, —u)

<[l = bl Ju —ul.

C'est-a-dire,
ENAINS S R Tl 2
¢, e T vu, — v, +]u, - ul.

En appliquant le Lemme B.2 &
a, =|vu, -vu|,
et en utilisant
b, =|u, —u

Wl,z ]
nous déduisons que

lim Vu, -Vvu|, =0,

Iipw Jlu, —ul,.. =0 ;

alors U, —> U dans E.
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