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Résumé

Dans cette these, nous nous intéressons a 1’étude de 1’équation aux récurrences sto-
chastique du type X; = A Xy 1 + By, t € T, dont les coefficients {(A¢, By) hier sont
indépendants périodiquement distribués (i.p.d) de période S € N*. Nous étudions cette
équation dans le cas unilatéral, i.e., T'= N et dans le cas bilatéral, i.e., T'= Z. Dans le
cas unilatéral, nous montrons que sous la condition que ’exposant de Lyapounov associé
a la suite i.p.d. (A¢)en est strictement négatif, le processus (X;)en converge en distri-
bution vers S variables aléatoires indépendamment de la variable initiale. Dans le cas
bilatéral, nous montrons que sous I’hypothese d’irréductibilité périodique de 1’équation,
la condition nécessaire et suffisante pour l'existence et l'unicité d’une solution non-
anticipative strictement périodiquement stationnaire et périodiquement ergodique est
que lexposant de Lyapounov associé a la suite i.p.d. (Ay)ien est strictement négatif.
Nous montrons un théoréeme de renouvellement implicite périodique et nous montrons
que les S distributions marginales de la solution strictement périodiquement station-
naire sont a variations régulieres de méme indice de variation. Nous proposons un
modele ARCH (o0) périodique et nous montrons que sous une certaine condition, ce
modele admet une solution non-anticipative strictement périodiquement stationnaire.
Nous montrons que sous une certaine condition cette solution est aussi périodiquement
stationnaire au second-ordre. Nous proposons un modele général INGARCH(p, q) de
Poisson double mélangé. Nous montrons que sous certaines conditions de contraction,
le modele général INARCH (c0) de Poisson double mélangé et le modele général IN-
GARCH (1,1) de Poisson double mélangé admettent des solutions strictement station-
naires, faiblement dépendantes et ergodiques ayant des moments d’ordre un finis. Nous
proposons un modele général INGARCH (1,1) de Poisson mélangé périodique et nous
montrons que sous une certaine condition de contraction périodique, ce modele admet
une solution non-anticipative strictement périodiquement stationnaire, périodiquement
faiblement dépendante et périodiquement ergodique ayant un moment d’ordre un fini.

Mots clés : Stationnarité périodique stricte, stationnarité périodique au second-
ordre, ergodicité périodique, exposant de Lyapounov, variation réguliere, théoreme de
renouvellement implicite périodique, dépendance périodique faible, modeles ARCH (c0)
périodiques, modeles RCA périodiques, modeles Bilinéaires périodiques, modeles GARCH
périodiques, modeles INGARCH de Poisson double mélangés, modeles INGARCH de
Poisson mélangés périodiques.



Abstract

In this thesis, we are interested in the study of the stochastic difference equation of
the type Xy = A X1 + By, t € T, whose coefficients {(A, Bi) }ier are independent
and periodically distributed (i.p.d) of period S € N*. We study this equation in the
unilateral case, i.e., T = N and in the bilateral case, .i.e., T = Z. In the unilateral
case, we show that under the condition that the top Lyapounov exponent associated
with the i.p.d sequence (Ay)en is strictly negative, the process (Xi)ien converges in
distribution towards S random variables independently of the initial variable. In the
bilateral case, we show that under the hypothesis periodic irreducibility of the equation
the necessary and sufficient condition for the existence and uniqueness of a nonantici-
pative strictly periodically stationary and periodically ergodic solution is that the top
Lyapounov exponent associated with the i.p.d sequence (A)¢cyz is strictly negative. We
proof a periodic implicit renewal theorem and we show that the marginal distributions
of the strictly periodically stationary solution are regularly varying with the same in-
dex of variation. We propose a periodic ARCH (c0) model and we show that under a
certain condition, this model admits a nonanticipative strictly periodically stationary
solution. We show that under a certain condition this solution is also second-order perio-
dically stationary. We propose a general double mixed Poisson INGARCH (p, ¢) model.
We show that under certain contraction conditions, the general double mixed Poisson
INARCH (oc0) model and the general double mixed Poisson INGARCH (1,1) admit
strictly stationary, weakly dependent and ergodic solutions with finite means. We pro-
pose a general periodic mixed Poisson INGARCH (1, 1) model and we show that under
a certain condition of periodic contraction, this model admits a nonanticipative strictly
periodically stationary solution which is periodically weakly dependent and periodically
ergodic with a finite mean.

Key words : strict periodic stationarity, second-order periodic stationarity, per-
iodic ergodicity, top Lyapounov exponent, regular variation, periodic implicit renewal
theorem, weak periodic dependence, periodic ARCH (00) models, periodic RCA models,
periodic Bilinear models, periodic GARCH models, double mixed Poisson INGARCH
models, Periodic mixed Poisson INGARCH Models.
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Introduction générale

Au cours de ces dernieres années, des études approfondies sont accordées a I’équation
aux récurrences stochastique du type X; = A;X; 1+ B, avect € Nou t € Z et dont la
suite des coefficients (A, By) est indépendante et identiquement distribuée (iid). L’étude
de cette équation consiste en la recherche des conditions suffisantes pour I'existence et
l'unicité d’une solution strictement stationnaire ( voir par exemple Kesten [105], Ver-
vaat [138], Bougerol et Picard [41], Babillot et al [26], Goldie [93], Goldie et Maller
[94]). Plusieurs propriétés de cette solution ont été étudiées, a savoir l'existence des
moments d’ordres supérieurs (voir par exemple Vervaat [138], Embrechts et al [72]), la
variation réguliere de la distribution marginale (voir par exemple Kesten [105], Grey
[96]), la variation réguliere des distributions fini-dimensionnelles, la variation réguliere
des sommes finies de ses variables, le théoreme central limite, ’ergodicité géométrique
et la propriété du mélange, la convergence faible des processus ponctuels générés par
la solution stationnaire, la théorie limite pour la fonction d’autocovariance empirique,
les larges déviations et les probabilités de ruines (voir par exemple Davis et Mikosch
[56], Hult et al [101], Konstantinides et Mikosch [110], Basrak et al [29], [30]). L’intérét
de cette équation réside en sa capacité de représenter de nombreux modeles de séries
chronologiques tels que le modele ARCH, le modele GARCH (voir par exemple Basrak
et al [30], Bougerol et Picard [42], Davis et Mikosch [57], Francq et Zakoian [82]), le
modele bilinéaire (voir par exemple Basrak et al [28], Quinn [124]), le modele RCA
(voir par exemple Aue [24], Aue et al [25], Quinn et Nicholls [125]). Dans [46], Brandt
a étudié cette équation dont la suite des coefficient est strictement stationnaire et ergo-
dique. Une autre étude de cette équation a été faite par de Saporta [63] en supposant
que (A¢) est une chaine de Markov & espace d’états fini et (B;) est une suite de va-
riables aléatoires iid et indépendante de la suite (A;). Néanmoins, de nombreuses séries
chronologiques observées en pratiques révelent une certaine périodicité dans le temps,
ainsi leurs modeles représentatifs sont a parametres périodiques dans le temps et par
conséquent ’équation aux récurrences stochastique a coefficients iid ne peut représenter
ces modeles. Plusieurs modeles de séries chronologiques périodiques ont été proposés et
étudiés par A. Aknouche en utilisant ’équation aux récurrences stochastique & coefhi-
cients indépendants et périodiquement distribués, a titre d’exemple nous citons le modele
ARMA périodique, le modele VAR périodique, le modele GARCH(p, q) périodique, le
modele bilinéaire périodique, le modele RCA périodique. Les propriétés probabilistes et
statistiques telles que la stationnarité périodiques stricte, la stationnarité périodique au
second-ordre, I'ergodicité périodique, I’ergodicité géométrique périodique, I'existence des
moments d’ordres supérieurs, la structure d’autocovariance, les propriétés S-mélange et
le mélange fort, le théoreme central limite, I’estimation des parametres par la méthode
du quasi-maximum de vraisemblance, la normalité asymptotique de l’estimateur de
quasi-maximum de vraisemblance ont été étudiées ( vouir par exemple Aknouche, [6],
3], [5], 71, [9], [4], [8], Aknouche et Al-Eid [13], Aknouche et Bibi [15], Aknouche et
Bentarzi [16], Aknouche et Guerbyenne [18], [19], Aknouche et Bentarzi [20], Bibi et



Aknouche [34], [35]).

De méme, ces dernieres années les séries chronologiques a valeurs entieres ont sus-
cité un grand intérét, avec des applications dans plusieurs domaines scientifiques, par
exemple, 1’économie et les finances (voir par exemple Weiss [140]), les sciences biolo-
giques et médicales (voir par exemple Marque [115]), et bien d’autres domaines (voir par
exemple Davis et al [54]). Les séries chronologiques a valeurs entiéres surviennent dans
ces domaines lorsqu’on s’intéresse par exemple au nombre d’occurrences d’un certain
événement aléatoire durant une durée du temps bien déterminée. De nombreux modeles
ont été proposés et étudiés afin de représenter et d’étudier ces séries chronologiques a
valeurs entieres, par exemple, le modele INAR de poisson (voir par exemple Fokianos
[75], Fokianos et al [76]), le modele INGARCH de Poisson (voir par exemple Ferland et
al [73], Doukhan et al [71]), le modele INGARCH binomial négatif (voir par exemple
Christou et Fokianos [49], Zhu [144]), le modéle INGARCH de Poisson-généralisé (voir
par exemple Zhu [143]), le modele INGARCH de Poisson mélangé (voir Fokianos et al
[76], Gongalves et al [95]), le modele mélange INARCH de Poisson (voir par exemple
Zhu et al [145]), le modele mélange INGARCH de Poisson (voir par exemple Diop et
al [66]), le modele mélange INGARCH binomial négatif (voir par exemple Diop et al
[65]). Certains de ces modeles modélisent les séries chronologiques a valeurs entieres
sur-dispersées comme le modele INGARCH de Poisson et le modele INGARCH bino-
mial négatif, certains modeles peuvent modéliser les séries sur-dispersées et les séries
sous-dispersées comme le modele INGARCH de Poisson-généralisé et le modele IN-
GARCH double-Poisson. Diop et al [65], [66], Zhu et al [145] ont établi la stationnarité
en moyenne et la stationnarité en moment d’ordre deux de leurs modeles. Doukhan et
al [71] ont établi la stationnarité stricte, la dépendance faible, I'ergodicité et 'existence
des moments d’ordre supérieurs de leurs modeles.

Ahmad et Francq [2] ont proposé un estimateur du quasi-maximum de vraisemblance
de Poisson pour une classe de modeles de séries chronologiques a valeurs entieres et ils
ont établi la consistance et la normalité asymptotique de leur estimateur. Aknouche et
al [21] ont proposé les estimateurs du quasi-maximum de vraisemblance géométrique et
quasi-maximum de vraisemblance binomial négatif pour une grande classe de modeles
de séries chronologiques a valeurs entieres, ils ont établi la convergence presque stire et
la normalité asymptotique de leurs estimateurs, ainsi ils ont comparé leurs estimateurs
a l'estimateur du quasi-maximum de vraisemblance de Poisson en termes d’efficacité
asymptotique.

Cette these est une continuité et une généralisation de certains travaux de recherche
cités précédemment. Les contributions de cette these sont réparties sur quatre chapitre.

Dans le premier chapitre, nous présentons ’équation aux récurrences stochastique
a coefficients indépendants et périodiquement distribués (ipd) dans le cas unilatéral et
dans le cas bilatéral. Dans le cas unilatéral, nous proposons des conditions suffisantes
assurant la convergence du processus généré par 1’équation, indépendamment de la va-
riable aléatoire initiale, vers des variables aléatoires qui vérifient une certaine identité
en distribution et ayant des moments d’ordres supérieurs finis. Dans le cas bilatéral,
nous proposons des conditions suffisantes assurant I’existence et I'unicité d’une solution
non-anticipative strictement périodiquement stationnaire et périodiquement ergodique
ayant des moments d’ordres supérieurs finis. Dans ce cas bilatéral, nous proposons une
hypothese supplémentaire d’irréductibilité périodique de I’équation aux récurrences sto-
chastique qui rend la condition suffisante est aussi nécessaire pour l'existence de la
solution non-anticipative strictement périodiquement stationnaire.

Dans le deuxieme chapitre, nous proposons un théoreme de renouvellement implicite
périodique qui généralise le théoreme de renouvellement implicite de Goldie [93] afin de



I'appliquer pour étudier le comportement asymptotique des queues de la solution de
I’équation aux récurrences stochastique. Nous proposons des conditions suffisantes pour
I’existence et I'unicité d’une solution strictement périodiquement stationnaire ayant la
propriété que les distributions marginales sont a variations régulieres de méme indice
de variation qui vérifie une certaine équation. Nous terminons ce chapitre par des ap-
plications des théoréemes de renouvellement implicite périodique et de comportement
asymptotique des queues sur quelques modeles de séries chronologiques périodiques.

Dans le troisieme chapitre, nous étudions deux modeles périodiques, le modele
GARCH(p, q) périodique et modele ARCH(c0) périodique. D’abord nous rappelons les
conditions suffisantes de stationnarité périodique stricte, de stationnarité périodique au
second-ordre et d’existence des moments d’ordres supérieurs pour le modele GARCH(p, q)
périodique. Nous proposons des conditions suffisantes pour la stationnarité périodique
stricte, la stationnarité périodique au second-ordre du modele ARCH(co) périodique.
Puis, nous présentons les propriétés de la fonction covariance de ce dernier modele.

Dans le quatrieme chapitre, nous proposons un modele général INGARCH(p, q)
de Poisson double mélangé et les modeles particuliers associés. Nous proposons des
conditions suffisantes pour la stationnarité stricte, la dépendance faible et 'ergodicité
de deux modeles : le modele général INARCH(oo) de Poisson double mélangé et le
modele général INGARCH(1, 1) de Poisson double mélangé. Nous présentons également
le modele général INGARCH(1, 1) de Poisson mélangé périodique et les modeles particu-
liers associés. Nous proposons des conditions suffisantes pour la stationnarité périodique
stricte, la dépendance périodique faible et I'ergodicité périodique de ce modele. Puis
nous déduisons que sous ces conditions proposées, le modele général INGARCH(1,1) de
Poisson périodique a des moments d’ordres supérieurs.

Le dernier chapitre présente la conclusion et les perspectives des travaux de recherche
futurs.



Chapitre 1

Equations aux récurrences
stochastiques

1.1 Introduction

L’équation aux récurrences stochastique de type Xy = A Xy 1+ By, t € Z, ou (Xy)ez
est un processus aléatoire et (A¢, By)icz est une suite de variables aléatoires idd définis
sur le méme espace de probabilité (€2, F, P), joue un role crucial dans des domaines tels
que l’économie, les finances et les assurances (voir Embrechts et al [72]; Cox et al [52];
Mikosch [117], etc). L’intérét pour cette équation découle du fait bien connu que de
nomreux processus non linéaires y compris, les processus GARCH ( voir Strumann et
Mikosch [133]; Mikosch et Starica [116]; Francq et Zakoian [82] , etc), les processus bi-
linéaires (voir Basrak et al [28]; Quinn [124], etc), les processus RCA (voir Quinn [125],
etc), peuvent étre représentés par cette équation aux récurrences stochastique. Cela
implique que le comportement extréme de ces processus peut étre étudié via 1’étude
de cette équation et son comportement extréme (voir Basrak et al [30]; Davis et Mi-
kosch [57], etc). Il existe plusieurs travaux concernant ’étude des conditions suffisantes
d’existence de la solution stationnaire de cette équation ( voir Kesten [105]; Vervaat
[138] ; Bougerol et Picard [41]; Babillot et al [26], etc). Dans [46], Brandt a montré que
les mémes conditions restes valides dans le cas d’une suite (A¢, By),cz stationnaire et
ergodique. Dans [63], de Saporta a étudié cette équation dans le cas ou (A¢)nez est une
chaine de Markov a espace d’états fini et (By),ecz est une suite éid. Dans beaucoup de
travaux, Aknouche a étudié cette équation dans le cas ou (Ay, By)nez est une suite de
variables aléatoires indépendantes périodiquement distribuées (voir Aknouche [6], [7];
Aknouche et Bibi [15], etc).

1.2 Processus périodiquement stationnaires

Les processus stochastiques périodiquement stationnaires et leurs propriétés ont été
bien étudiés par Aknouche (voir [3], [13],...etc). On donne ici quelques définitions qui
vont servir comme des éléments de base pour I’étude des équations aux récurrences
stochastiques a coefficients périodiquement stationnaires. Un processus stochastique
(X¢)tez défini sur (Q, F, P) a valeurs dans (R, B(R)) est dit strictement périodiquement
stationnaire de période S € N*| si sa distribution infini-dimensionnelle est invariante
par translation, multiple de S, dans le domaine d’évolution Z pour toute saison v
(1 < v < Y9), ie, la distribution de probabilité de (..., Xy, Xy4+1, Xpt2,...) est la
méme que celle de (..., Xy1ns, Xor14nSs Xotr24hs,---) pour tout 1 < v < Set h € Z.



Processus périodiquement stationnaires

Ici, S est le plus petit entier positif vérifiant cette dernieére propriété. Ainsi, un processus
strictement périodiquement stationnaire avec S = 1 est strictement stationnaire et le
plus simple processus strictement périodiquement stationnaire est la suite de variables
aléatoires indépendantes périodiquement distribuées.

La stationnarité périodique stricte est intimement liée & la stationnarité stricte. En
effet, un processus stochastique (X;)¢cz est strictement périodiquement stationnaire de
période S € N* si et seulement si tous les S sous processus (X, s4v)nez (1 < v < 5)
sont strictement stationnaires.

Un résultat tres important lié aux processus strictement périodiquement station-
naires est le théoreme ergodique périodique (voir Boyles et Gardner [45]) qui peut étre
énoncé comme suit. Si (X;)ez est un processus strictement périodiquement stationnaire
de période S € N*, avec F(X,) < oo pour tout 1 < v < S, alors

n

S
1 s 1 .
- ;1 X, = g UEI X7, quand n — oo, (1.1)

pour certaines variables aléatoires X (1 < v < S) définies sur (2, F, P) et satisfont

n—1

1
X, = lim —ZstJrv, p.s, ve{l,..., S}
k=0

n—oo N

Le résultat (1.1) peut s’étendre également au cas ou E(X,) € RU {+oco} pour tout
vedl,...,S}

Lorsque pour une saison donnée vy € {1,...,S}, le sous processus strictement sta-
tionnaire correspondant (Xpsyv,)ncz est ergodique, alors la variable limite X est
presque surement constante et donc

X:O = E(Xy,), p-s.

Si tous les sous processus (Xps40)nez (1 < v < S) sont ergodiques, alors le processus
(X¢)tez est dit périodiquement ergodique. Dans ce cas, la variable limite dans (1.1) se
simplifie & la moyenne des moyennes saisonnieres, i.e.,

1 & 1S
- ZXt A g ZE(XU), quand n — 0.
t=1 v=1

L’ergodicité périodique peut étre aussi définie explicitement. Soit 7' : RZ — RZ une
transformation de décalage définie pour tout x, = (..., Ty, Ty41, Tyt2,...) € RZ par
Txy = (.o Tog1s Tos2, Tugs, - ..) (1 <v < 8)etonéerit T = ToTo. . .oT. Un ensemble
de Borel D, C R” de la forme D, = {x, € R” : x, = (..., Ty, Tyt 5, Turas,-..)} est dit
S-invariant le long de la saison v (1 < v < S) si T~%(D,) = Dy, ou T™%(D,) = {x, €
RZ : TSx, € D, }. Un processus strictement périodiquement stationnaire (X;)scz est dit
périodiquement ergodique si pour tout v € {1,...,S},

P((..., Xy, X145, Xvt25,...) € Dy) =0o0ul,

pour tout ensemble de Borel D,, S-invariant le long de la saison v.

D’une manieére similaire a la stationnarité périodique stricte, le plus simple processus
périodiquement ergodique est la suite de variables aléatoires indépendantes périodiquement
distribuées. Comme pour la stationnarité stricte et l'ergodicité (voir Billingsley [36],
Théoréme 36.4), la stationnarité périodique stricte et 'ergodicité périodique sont préservées
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sous certaines transformations périodiques. En effet, si (X;)¢cz est un processus stric-
tement périodiquement stationnaire et périodiquement ergodique et si (Y;)icz est un
processus définie par

= filoo o, X1, Xp, Xyga,- -0,
ol f; est une fonction définie de R% dans R, qui est mesurable, S-périodique en t
( ft = fiyns pour tout n, t € 7Z) et peut dépendre d’une suite de parametres S-
périodiquement variés en ¢, alors (Y;);cz est également périodiquement ergodique.

Un autre type de stationnarité périodique qui est plus faible que la stationnarité
périodique stricte est la stationnarité périodique au second-ordre définie comme suit.
Un processus stochastique (Xi)iez défini sur (2, F, P) a valeurs dans (R, B(R)) est
dit périodiquement stationnaire au second-ordre de période S € N*, si E(X?) < oo
pour tout ¢t € Z, E(X;) = E(Xiyrs) pour tout t,k € Z et Cov(Xy, Xeypn) = 1(h) est
périodique en t de période S pour tout h € Z.

1.3 Equations aux récurrences stochastiques univariées
Considérons ’équation aux récurrences stochastique

=A Xy 1+ B, te N*, (12)

ou ((A¢, By))ten+ est une suite de variables aléatoires ipd de période S € N*.
L’équation (1.2) est équivalente aux systéme d’équations

Xns = Hf:_ol AnS’—iX(n s+ Z H nS z Bns—j,
Xpsi1 = [15 Ans+1-iX(n—1)5+1 + Z o 112 Anss+1-iBus+1-j,

Xninys—1 =107 Amen)s—1-iXns—1 + Z o TT120 Apmays—1-iBmiys—1-;-

Ce systeme peut étre mis sous la forme suivante

S—1 S—1j-1
XnS—H) = H AnS+v—iX(n—1)S+v + Z H AnS+v—iBnS+v—j7 v E {0, SRR S — 1}7 n>1.
i=0 §=0 i=0
(1.3)
En posant
S—1j-1
nS-‘,—v = H AnS—I—U % et nS+v Z H An5'+v 7 nS+v —jy U € {0 }
7=0 =0
alors l’equatlon (1.3) peut étre écrite sous la forme suivante
an+v = Ans-‘rvX(n—l)S-i-v + an+v, v E {0, ceey S — 1}, n 2 1, (14)
ou pour chaque v € {0,...,5—1}, ((Apstv, Bnstv))nen+ est une suite éid. Si la période

S =1, alors I’équation (1.2) est a coefficients ((A¢, Bt))ten+ iid.
Apres itérations sur ’équation (1.4), on trouve

n n n
Xngo = [JAistoXo + D [ AissoBisso, vE{0,...,5 =1}, n>1,  (L5)
i=1 j=1i=j+1

ol X est une variable aléatoire initiale indépendante de la suite ipd ((At, Bt)) rens €t
les variables X, v € {1,...,S — 1}, sont telles que

Xy = ApXy—1+ By.
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Remarquons que pour chaque v € {0,...,5 — 1} et n € N*,

d
(va (AiS-HM Bz‘S+v)1§i§n) = (Xv7 (A(n-l-l—i)S’—i-vv B(n+1—i)5’+v)1§iﬁn)>

ceci implique que

n j—1
XnStv = HA15+UX + Z HAZS+” jiS+v, UV E {0,. -1}, n>1. (1.6)
=1 j=11i=1
Puisque pour chaque v € {0,...,S — 1}, la suite ((Ans+v,Bns+v))nen est iid, par le

théoreme 5.1 de Vervaat [138], on déduit que si,
E(log" |Bsiy|) <00 et —oo < E(loglAsyys]) <0, ve{0,...,5—1},

alors pour chaque v € {0,...,5 — 1},

n oo j—1
p.s
E AzS-ﬁ-v jS+v — § AzS—i—v jS+v lorsque n — oo (17)

j=1i=1 j=1i=1

ou les S séries convergent absolument presque surement.
Remarquons que pour chaque v € {0,...,S5 — 1},

S—1 S—1
E(log|Asi]) = Y E(log|Asio-il) = ) E(log|Ai])
i=0 i=0

et on peut vérifier que si Zf;& E(log™ |B,|) < oo, alors E(log™ |Bsy,|) < oo pour
chaque v € {0,...,S —1}. Dongc, les S séries dans (1.7) convergent absolument presque
stirement sous les mémes conditions suivantes :

S—1 S—1
Y E(log" [By]) <00 et —o00<(A)=> E(log|Ay|) <0
v=0 v=0

Le théoreme suivant qui généralise le théoreme 5.1 de Vervaat [138] au cas ou la suite
((A¢, By))ten+ est ipd donne les conditions qui garantissent la convergence de (Xi)ien
en distribution et donne les propriétés des S distributions limites.

Théoréme 1.1. Soit (X;)ien un processus stochastique défini par (1.5) et supposons

que
S—1

E:E(log+ |B,|) <00 et —oo<~%(A) <0, (1.8)
v=0
alors
1. Xns10 LA XW v e {0,...,8 =1}, avec {X®, 0 < v < S — 1} satisfont
Uidentité en distribution suwivante

X0 LA X 4B, wve{o,...,8—1} (1.9)
oti X et (A,,B,) sont indépendantes Vv e{0,...,5 —1}.
2. Pour chaque v € {0, .. — 1}, Uéquation (1.9) admet une unique solution en

distribution qui est donnee par

oo j—1

i ZHAiSJrijSer (110)

j=1i=1

ot chaque série de lidentité (1.10) converge absolument presque sirement.
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3. Si on choisit Xy 4 X©O) les variables {X,, 1 < v < S — 1} sont données par
lidentité suivante

X044 x4 p Ly,

alors le processus (Xi)ien est strictement périodiquement stationnaire.

Maintenant supposons que pour un certain r > 1,

S—1 S—1
[[EWA) <1 et J]E(BI) <o
v=0 v=0

alors

4. B(|XW|") < 00, Vv € {0,...,8 — 1}, et les séries dans (1.10) convergent en
moyenne d’ordre 1.

5. Si E(|X,|") < 00, v €{0,...,S — 1}, alors le processus (Xi)ien défini par (1.5)
converge en moyenne d’ordre r vers {X(”), 0<wv<S—1}, en particulier

E(|Xns4o|") = E(IXW) lorsque n — oo, v e {0,...,5 —1}.

6. Les moments E(X")™) sont déterminés par les équations
m
BE(X©m™) =3 ( ) EAMBT MY B(XOF) < 0o, m=1,...,[r], (1.11)
k=0
ot [r] désigne la partie entiére de r.

Preuve.
1) L’existence des limites en distribution de (X,54¢)nen, v € {0,...,S — 1} sera
vérifiée dans la partie (2) de cette démonstration. Donc, si on suppose que

Xnsiv LA X® ve{o,...,8—1}, alors on a immédiatement
d
(AnSJrva ]an+’ua X(n—l)s—i—v) — (Ava va X(v)) lorsque n — o0,

ot X est indépendante de (Ay,By), Vv € {0,...,5—1}. Ceci et le fait que la fonction
f(x) = ax + b est continue implique que

X LA X+ B, ve0,...,5 -1}
2) Par itération sur 1’équation (1.4), on trouve
nS—i—v HAZS+UX +Z H AzS—H} jS+vs U S {0 }7 (112)
Jj=1li=75+1

ot Xy est une variable aléatoire initiale indépendante de (A¢, By)ien+ et les variables
Xy, ve{l,...,S—1}, sont telles que

X, = AyX,_1 + B,. (1.13)

Puisque X, 54, dépend de X,,, v € {0,...,S — 1}, alors on écrit X,,51y = Xpns+0(Xs)-
On prend la différence entre X541, (X)) et X,544(X7), oit X{) est une variable initiale,

10
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avec X, = A, X! |+ By, ve{l,...,5 — 1} et X{ est une autre variable initiale, avec
X! =A,X] 4+ By, ve{l,...,S—1}. Donc,

n
Xns40( X)) = Xnspo (X)) = (X, = X)) [ Aisos n>1, vef0,...,S—1}. (1.14)
i=1
En utilisant la loi forte des grands nombres et le fait que 7° (A) < 0, alors pour chaque
ved0,...,5—1},
1 " p.s S
— Zlog |Aistv| = E(log |Asyy]) =77 (A) <0 lorsque n — oo
n
i=1

et par conséquent,

n
‘ IT A5+
i=1

1< .
= exp {n( E log ]AZ-SJFU\) } 220 lorsque n — oo.
n
i=1

En utilisant ceci et la relation (1.14), on peut déduire que si X, 54y 4 x) pour une
certaine variable initiale X et donc pour X,, v € {1,...,5 — 1}, alors X544 4 x (@)
pour toute variable initiale X et donc pour toutes les variables X, v € {1,...,5 —1}.
En particulier, s’ils existent X0y e {0,...,5 — 1} telles que X544 S X0y e
{0,...,S—1} et X, 4 X® ye {0,...,5—1}, X, indépendante de (A, 544, Brstv)nen+,
alors X,5.44(Xy) 4 X® v e{0,...,58 — 1} et par conséquent les variables X(*), v €
{0,...,S — 1} sont uniques pour les équations (1.9). Il reste alors & montrer que
(XpStv)nen, v € {0,...,8 — 1} convergent vers X() v € {0,...,58 — 1} données
par la relation (1.10). Soit X5 =0, X =0, ve {1,...,5 — 1} et soit

n j—1
5o =D [ AistoBiste, veE{0,...,S—1}, n>1, (1.15)
j=11i=1
alors,
n
d
Xnstv = Xgpo + [[AistoXe, v€{0,...,8 =1} (1.16)
i=1
Comme (X} g, Jnen,v € {0,..., S5 — 1} sont des suites des sommes partielles des séries

définies dans (1.10), une condition suffisante pour que (X;;g_ ,)nen+,v € {0,..., 8 — 1}
convergent en distribution est la convergence presque stre des séries définies dans (1.10).
Ona:

j—1 Jj—1
(1 1
’BjS—H} [TAis+w| = exp {J <j log [Bjs-+o| + 7 > log |Az‘s+v\> }
=1 =1
1 131
< exp {j <j log™ [Bjso| + j Z log ‘Ai5+v|> }
=1

1 .
Puisque pour tout v € {0,...,5 — 1}, E(log" |B,s1v|) < oo, alors - log™ [Bjso| %0
lorsque j — oo, Vv € {0,...,S — 1}. De plus, pour chaque v € {0,...,5 — 1},

j—1

12 . .

5 ) "log |Aisyu| =5 E(log |Ag i) =77 (A) <0 lorsque j — oc.
=1

11
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Par conséquent, pour chaque v € {0,...,5 — 1},

= i 1 14
‘BjS-H} H Aisto < exp {j log™ [Bjsol + j Z log ’AiS-i-v‘}
i=1 i=1

22 exp ('yS(A)) <1 lorsque j — oo,

d’olt la convergence absolue presque stirement des séries de (1.10) par le test de Cauchy
pour les séries a termes positifs.

3) Si on choisit X, 4 X® v e {0,...,58 — 1}, on peut vérifier que pour chaque
vE{0,.. .8 =1}, (X, Xost, s Xowh) % (Xotnss Xos1inSs - - » Xoshins), kon € N
qui généralise (X, Xyt1) 4 (Xv4ns, Xo+1+ns). En utilisant la relation (1.9), le fait que
X0 2L A x4 B ve{l,...,8—1 et XO L 40XV 4 By, on déduit que
pour chaque n € N,

(Xv+nS; Xv+1+nS) - (ATLS-FUX(nf]_)S«}U + BnS—i—v; AnS—i—v—&-1)((7171)A5‘+1;+1 + BnS—i—v—i—l)

IlgL‘ N

(X@, Apr1(Ap1 X + Byp) + Buyr)
i (X(U)v AU-HX(UJFI) + Bv-ﬁ-l)
L (x0, xC) L (X, X,op).

4) La condition Hf:_& E|A,|" < 1 implique que v°(A) < 0. En effet, par I'inégalité de

Jensen pour la fonction convexe —logx, on a :

S—1 S—1
B(1og| T[T A") = r> Eloglau]) = r°(4)
v=0 v=0

S—1
< 1og ([T BGAN) <o,
v=0

De méme Hf:_(} E(|By|") < oo implique que Zf:_& E(log™ |By|) < oo. En effet, par
I'inégalité de Jensen,

S—1 S—1 S-1
E(log| [ B.I) = > E(log™|Bil) =Y Elog™ |By])
v=0 v=0 v=0
S—1

< log (] B(IB.I) < ox,
v=0

ce qui implique que Zf;& E(log™ |By|) < oo. Par conséquent, les résultats (1), (2) et

12
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(3) du théoreme 1.1 sont vérifiés. De plus, pour chaque v € {0,...,5 — 1},

(2 ST 4wt

j=11i=1

ZO;I <E <‘ E Ais+oBjstv T) ) "
- 3 (BT ])) EEs)”

= (B(Bs+ol))"" Y (B(lAiss) ™" < oo
j=1

(E(X@ )"

IN

8

Done, E(|X™|") < 0o, Vv € {0,...,5 — 1} et les séries définies dans (1.10) sont conver-
gentes en moyenne d’ordre r.

5) Puisque pour chaque v € {0,...,8 — 1}, X'¢.  définie dans (1.15) converge presque
sturement vers la série définie dans (1.10), alors par (1) — (3) du théoréme 1.1 et le
théoreme de convergence dominée de Lebesgue, on déduit que

E(|Xrs50l”) = E(IXW"), Vo € {0,...,5 — 1}.

Ainsi, pour X, =0 ps, v 6 {0,...,8 =1}, on a E(|X,54,(0)]") = E(X®|"), ceci
vient de fait que X, 54+,(0) = X;"LS o Pour une variable initiale quelconque Xy et X,
données par (1.13), avec v € {1,. — 1}, on déduit de I'équation (1.14) que pour

chaque v € {0,...,S — 1},

IN

E(‘ f[&sw '

Bassl)) B(X.I)
) E1x0

B(A") " E(X,I") =0

B(|Xus0(X,) = Xas(0)])

)X

chaque fois que E(|X,|") < 0o, v € {0,...,5 —1}.

6) De la relation (1.9), on déduit que (1.11) est vérifiée & chaque fois que E(X®)™)
existe. Les équations (1.11) déterminent F(X (")™) successivement pour m = 1,. .., [r].
Le coefficient E(A) de E(X®F) satisfait |E(AF)| < B(JA,|*) < 1 parce que f(z) =
x 'log E(]A,|*) est une fonction convexe en = dans ]0,7].

(En effet, f(x) = 0,six — 0et f(r) =0, f/(0) <0 et f/(r) > 0. Autrement dit,

h(z) = E|A,|* convexe sur [0,r] parce que h”(x) > 0 sur [0, 7]).

Dans la démonstration du théoreme suivant, on aura besoin des notations suivantes :
Pour chaque v € {0,...,S — 1}, on pose

S—1

Y = —log|Arsiol = — > log |Aisorns| £ Z log |44, T, = log [Brs ],
=0
k kS
S :Zyi(v) i_ZIOngi‘, k € N* (1.17)
1=1 i=1

13
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On définit la moyenne tronquée de Y(*) = —log |A,| g _ Ef:_ol log|A;| comme suit :
y
My, (y) = E(Y)FT Ay) = / PY®™ > z)de y > 0.
0

Théoréme 1.2.

1. Supposons que P(Hf:_& A, = 0) =0 et pour chaque v €{0,...,5 —1},
P(IB%U =Cy(1— Av)) =1 pour un certain C, € R, alors

n
Xnsiv = HAiSJrv(XU —Cy)+Cyps.,ved0,...,5 -1}, n> 1.
i=1

(a) Si Hf:_ol A, =1 p.s, alors toute variable aléatoire X¥) est une solution de
léquation (1.9) et dans ce cas

Xnsiv =Xy ps., ve{0,...,5 —1}.

(b) Si |H§;& Ayl =1pset0< P(Hf:_g A, = 1) < 1, alors les solutions de
léquation (1.9) sont celles qui vérifient

X0 _—c, L (x_-¢,), wve{o,... S-1},
et XnStov LA XW vefo,...,8—1}, pour toute v.a initiale Xy, avec
X0 Loy + (X, - )z,
ot Z = 1 avec une probabilité égale a % et indépendante de X.
(c) Si Hf:_& Ay, = —1 p.s, alors
Xnsto = (-1D)"(Xy—Cy) +Cy, ve{0,...,5 =1}, n > 1.
Les solutions de l’équation (1.9) sont celles qui vérifient

x®_c, L (x_-¢,), velo,...,S—1},

et Xpstw i) X ) i et seulement si X, 4 X(”), ve{0,...,5 —1}. Dans
ce cas,

Xpgio 2 X® ved0,...,8—1}, n> 1.

(d) Si[[im, A 50, alors X®) = C, p.s est I'unique solution de I’équation (1.9)

et XnStov LS Cy, ve€A{0,...,8 — 1}, pour toute variable initiale X.
2. Supposons que P(]_[f:_o1 Ay, = 0) =0 et P(]BBU =C(1- Av)) < 1 pour chaque
C € R, alors
(a) Si
n o0
log q
A; — 0 p. t ———dP(|B,| <q) < 1.18
[[4—0ps e | =il sdP(Bil < <oo,  (119)

i=1

alors 'équation (1.9) admet une unique solution en distribution X qui est
donnée par (1.10) telle que la série dans (1.10) converge absolument presque
surement. De plus,

Xnsiv LA XW e {0,...,5 =1} pour toute variable initiale X.

14
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(b) Si l'une des deux condition de (a) n’est pas vérifiée, alors I’équation (1.9)
n’admet pas de solutions et

| X (X0)| 5 oo pour toute variable initiale Xo.

Preuve.

1. Supposons que | Hf;& Ayl =1 p.s. On pose

P(A, = 1) = p, ¥y (t) = E(X™), oW (t) = B(eitBr /A, = 1), v € {0,..., S — 1}.
L’équation (1.9) devient comme suit :

%(t) - E( )

A, = DEEX /A, = 1) + P(A, = —1)E(X" /A, = -1

(

= P(A, = )B(e"@X"4B) /p = 1) + P(A, = —1)E(e X 4B p = 1)

( 1)E(€itX(U))E(€it]BU/AU _ 1) + P(AU _ _1)E(e—itX(U))E(eit]Bv/Av _ _1)

c’est-a-dire
bolt) = pu(®)L () + (1= p)vu(—6)6" (8). (1.19)

(a) Si p =1, alors de I’équation (1.19), ¢$’)(t) =1et (Ay,B,) = (1,0). p.s. Dans ce
cas, toute fonction 1), (t) est une solution de I’équation (1.19), c’est-a-dire toute variable
aléatoire X(¥) est une solution de ’équation (1.9). Par I'équation (1.4), on déduit que

XnS+U:X(n—1)S+v:"': v P-S., ’UG{O,,S—I}

(b) Si p < 1, alors de I’équation (1.19),

o ()
o (—t)

hu(t)
wv(_t)

= pot(t) +(1-p)e (),

ce qui implique que

vo(t) (1 —p)ol(t)

= , dans un voisinage de zéro ou ¥, (t) # 0.

Yol=t) 1 pol (1)

Si pour un certain ¢ dans ce voisinage, gbgf) (t) # 1, alors

11— po ()] > 11— p| > (1 - p)o™ (#)-

Ceci contredit le fait que |1, (t)|/|ty(—t)] = 1. Par conséquent,
qﬁgf) (t) =1et \QS(_U) (t)] = 1 qui implique qu’il existe C,, € R tel que (;5(_1}) (t) = ef2tCo,
Maintenant, 1’équation (1.19) devient

olt) = P (t) + (1= ) ()6 (8)
qui implique que ¥, (t) = 1/)1,(—t)¢)(,v) (t) = e?Cuap,(—t). Ceci implique que

e—it01,¢v(t) = eitcvwv(_t)'
Cette derniere équation est équivalente a

i it X (v) i —itxX W)
e th’vE(eti ):eth’vE(e it X )’
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c’est-a-dire
E(eit(X(“)—Cv)) _ E(e—it(X(“) —CU))‘

Donc,

x®_c, L _(x®_¢,), vefo,...,S—1} (1.20)

Cest clair que X () = O, satisfait Iéquation (1.20) et donc de équation (1.9), on a
ACy+ B, =Cyp.s quiimplique B, =C,(1—A,) p.s. (1.21)

Les solutions de I’équation (1.9) sont celles qui vérifient I’équation (1.20) et par étération
sur I’équation (1.4), on déduit que

XnS+v = A715—&-1))((71—1)S+v + BnS—‘rv
= A7’LS-|-U‘X(n—1)S—i—v + Cv(l - ARS-H))
= AnS+v(AXv(n—l)S—i-v - Cv) +C,

= JJAisto(Xy = Cy) +Cyps., vef0,..., 51},
=1

ce qui implique que

n
d
Xnstw— Co = [ [ Aisto(Xo — Co) 5 Z(Xy — Cy), v€{0,...,5 —1}.
i=1
oll Z = +1 avec une probabilité égale a %, indépendante de X et donc indépendante
de X, ve{l,...,S—1}.
C’est clair que dans le cas ou p = 1, chaque C,, satisfait ’équation (1.21). Toute variable

X @) vérifie I'équation (1.9) et de I'équation (1.4), on déduit que

Xpsio 2 Xy, vef0,...,S—1}

(c) Sip =0, cest-a-dire A, = —1. p.s, alors de "équation (1.4)
XnS-I—v = AnS—l—vX(n—l)S—i-v + BTLS—H} = _X(n—l)S-‘,-v +2Cy, v e {07 N 1}

qui implique que X5+ — Cy = _(X(n—1)5+v — C’v), ve{0,...,5 -1},
et apres n itération, on trouve

XnSJrv = (*1)n(Xv - Cv) +Cy, v E {0, e '7S - 1}
Les solutions de 'équation (1.9) sont celles qui vérifient
xXW_c, L _(x®_¢,), ve{o,...,5—1}

et Xpsto iX(”), v € {0,...,5 — 1} si et seulement si X, iX(”), ved{0,...,5—1}.
Dans ce cas,

Xgpo—Cy=—(Xy—Cp) £ (X —¢,), ve{0,...,S—1}.
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¢’est-a-dire X510 4 X wefo,...,8-1}.
Xogiy — Cp = —(Xg4o — C) £ —(X® — ), vefo,...,S — 1},

c’est-a-dire Xos10 4 XW ye {0,..., 5 —1}.
Finalement, pour tout n € N, X, g1, 4 X® ye {0,..., 5 —1}.
(d) Par hypothese [[i; Aigto L0, alors

n
HAiS+va it 0, pour toute v.a initiale Xj.
i=1

Maintenant, si X, 54+ a4 x () pour une certaine variable initiale X, alors par I’équation
(1.14), on déduit que

d
Xnsio(Xo) = Xnsio(XH) 50, ve{0,...,8—1}

donc X540 £> X ) pour la variable initiale X). Par conséquent, X, g, i X @) pour
toute variable initiale. En particulier, X(*) satisfait,

4

Xngio (XY £ XW) yefo,...,5 -1}

En effet,
XS-&-U(X(U)) - AS—H)X(U) + IBS-H) g X(v))

d d
X540 (X ™) = Moo Xspo + Bosto = Moo X + Bagyy = X,
Donc, pour chaque n € N,

4

Xnspo (XY £ XW) yefo,...,5—1}.

Par conséquent X (*) est Punique solution de (1.9). Maintenant puisqu’on a supposé qu'’il
existe O, € R qui est une solution de (1.9), alors X(*) = C,, p.s.,v € {0,...,5 —1}.

2. (a) Puisque [}, Ajs4v — 0 p.s, alors [[I; Ajs44 Xy — 0 p.s pour toute variable
initiale Xy. Rappelons que de la relation (1.16), on a

n
d
Xnstv = Xgpo + [[AistoXe, v€{0,...,8 =1},
i=1
ot X¢, , donnée par (1.15) est la somme partielle de la série définie par (1.10). Donc, la
condition suffisante de convergence en distribution de X ¢ est la convergence presque
surement de la série dans (1.10). La convergence absolue presque surement de la série

dans (1.10) est assurée par la deuxiéme condition dans (1.18). En effet, les variables
Yk(v) et T,E,v) définies par la relation (1.17) vérifient la relation suivante :

PV <o0)=1=PT"7" < o0), k> 1,

et lintégrale dans (1.18) peut s’écrire sous la forme suivante :
Y (v)+
————dP(T <y) < o0. 1.22
/[O,CD] E(Y®)+ Ay) T <) (1.22)

Sous la condition P ( Hf;ol A, = 0) =0, il est clair que [] | Ajs4, — 0 p.s implique
Yoy log|Ajsyy| — —o0 p.s, ceci implique P(—log|A,| > 0) = P(Y® > 0) > 0 et pour
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Chapitre 1 : Equatzons aux récurrences stochastiques

y = 0, on suppose que y/E(Y ®* Ay) prend la valeur 1/P(Y®) > 0) < occ.
Maintenant, on va montrer que S,(1 v) vérifie pour une certaine constante ¢, > 0,

Sr(f_)l —TW —¢yn — 00 p.s (1.23)
n—1
qui implique que | H Ai5+v}.|BnS+v\.e”C” — 0 p.s.
i=1
Pour montrer (1.23), notons d’abord que [[;; Ajs4, — 0 p.s implique que SSJ) — 00.
Maintenant, on considéere deux cas.
Cas 1 : Supposons que E(Y(”)+) = o0, alors
-1
l "Z: Y(U)Jr — 00 P.S
- f D.S.
i=1
Par la convergence de l'intégrale dans (1.22), on va montrer que
T(”)"‘
= —0 p.s. (1.24)

Z’r‘l_ll Y(’U)-‘r
1= K3
Pour montrer ceci, on utilise le lemme suivant de Goldie and Maller [94].

Lemme 1.1. Soient Y1,Ys, ... des variables aléatoires i.i.d non dégénérées en zéro et
supposons que Y1+ - -+ Y, — 00 p.s, alors il existe une constante cy qui dépend de
la distribution de Y] telle que pour chaque y > 0,

4y
E(Y," Ay)

1]n

by € Lm0 ) <) <

ot y/E(Y{" Ay) est interprétée comme étant 1/P (Y, > 0) < 0o au point y = 0.
(v)+

Maintenant les variables Y; ,YQ(U)+, ... vérifient les conditions du lemme 1.1, alors

v)

pour ¢ €]0, 1] et en utilisant le fait que T,g est indépendante de {Yk(v)hgkgn—h

S P 1Y 1Y) < T

n>1

- / ST PMT YT < y/e)dP(TT < )
[0,00( n>1

cry/e (v)+
< AP(TM+ <y
fo TR )

C+ Yy (v)+
< — ————dP(T, <y) <
ST o B T S0 <
Par le lemme de Borel-Cantelli, on déduit (1.24).

Maintenant, puisque ST(LU) — 00 p.s et E(Y(”)+) = 00, alors par la proposition 2.6 de
Goldie et Maller [94], on déduit que

J0) /[000[ <MA o )}dp < —y)| < (1.25)
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et I'application du lemme 8.1 de Pruitt [123] implique que

n—1+y,(v)—
Y
?lez(ﬂ — 0 p.s. (1.26)
n—ly v
=1 "1

Par les relations (1.24), (1.26) et le fait que 2 > ! Y- % 5 50 p.s, on déduit que

Zn 11 Y(v)-i— . Ty(lv)-‘r . Zp—ll Y(fu)—
1 1 1= 1

1= K3
qui implique la relation (1.23), avec ¢, = 1.
Cas 2 : Supposons que E(Y(")*1) < oo, alors par la relation (1.22), on déduit que
E(TWH) < oo, Puisque S(U) — 00 p.s, alors BE(Y(")7) < 0o et p=E(Y®) > 0.
Maintenant, puisque T /n — 0p.set (S( v nu/2)/n — /2 >0 p.s,

— 1p.s, (1.27)

TT(LU)+

——— = 0p.s,
57(;)—)1 — 12
ceci implique que

ST(lU) —nu/2 — TéUH

S(U)l —np/2

n
ce qui implique (1.23) puisque S(v) —nu/2 — 00 p.s, avec ¢, = /2.
Finalement, dans les deux cas, (1.23) est vérifiée.
La série (1.10) converge absolument presque stirement par le test de comparaison avec
la série de terme positif e~ "™,
Maintenant, en utilisant le fait que [ ; Ajs4y — 0  p.s, on déduit que

— 1 p.s,

n
d %
Xnsto = Xngiy + [[AistoXo = X@ ps, ve{0,...,5 -1}
i=1

Avec le méme raisonnement que dans 1 (d), on peut vérifier que X () donnée par (1.10)
est 'unique solution de I’équation (1.9). La condition P(B, = C(1 — A,)) < 1 est im-
posée pour éviter la dégénérescence de la solution X (),

2.(b) Supposons que P(Hf:_& A, = 0) = 0 et pour chaque v € {0,...,5 — 1},
P(]B%U =C(1—- Av)) < 1 pour chaque C' € R et montrons que si 'une des conditions de

(1.18) n’est pas vérifiée, alors | X¢(Xo)| £ 0. On consideére deux cas :

Casl : [[; A; —» 0 p.set intégrale dans (1.18) diverge.
Pour montrer ce premier cas, on utilise le lemme suivant qui généralise le lemme 5.5 de

Goldie et Maller [94].

Lemme 1.2. Supposons que P(Hf:_& A, =0) =0 et P(B, = C(1 —Ay)) <1 pour
chaque C € R. Si [[;-; A — 0 ps et | Xi(Xo)| ne tend pas en probabilité vers oo,
alors Xps4., converge en distribution vers une variable aléatoire X et Uintégrale dans
(1.18) est finie.

Preuve. Puisque pour chaque v € {0,.. — 1}, Xnsto 4 Xrgy + T Aisro Xy
et [[i; Aisyo — 0 p.s, alors il suffit de montrer que X converge en distri-

nS+v
bution. Comme |X;| ne tend pas vers oo en probabilité, alors |X*¢, | ne tend pas

S+v
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vers oo en probabilité et par conséquent, il existe une sous-suite {nj} de N telle que
X .5+ converge en distribution vers X () de fonction de répartition F(®) définie sur
R qui vérifie F(")(00) — F®)(—00) > 0, ot F()(00) = limg 00 F)(z) et F(")(—00) =
limg o F (”)(:c). Maintenant, on peut vérifier facilement que

Nk

XS0 = Xmesso + HA,-SM]B%(MH)SW vef0,...,5 -1}
i=1

Cest clair que : [[* AisroB,11)s40 = 0 p.set Xt )50 A xx(),
Notons que pour n >m > 1, on a :

n j—1 m j—1 n
:L,S'Jrfu - Z H AzS+v 7 S+v = 5 H A'LSJrv 7 S+v + Z H AzS+v jS4v
j=111=1 7j=11i=1 j=m+1li=1

m n
= Xnstot H AistoBimy1)sie + o+ H Ais1oBrsiv
i=1 i=1
m n—1
= Xostot HAiSJrv (B(m—i-l)S—l—v +oot H AiS+anS+v)
=1 i=m+1

n—mJj—1

*
= mS+v T HAlerv Z H A (i+m) S+v (j+m)S+v
j=1 i=1

On pose :
m
* * * S
nS+v — XmS—H) + HA’ZS+U <X(n7m)S+v of m), (128)
i=1

ol # est le shift qui ajoute 1 a 'indice de A;s4, et I'indice de B;g44.
On prend n = ng + 1 et m = 1, alors on déduit de I"équation (1.28) que

Xfstysro = Koo + Asto (X540 00%), (1.29)
et on écrit
Xl +1)540 = Bso + AsvXn, 540, (1.30)
avec XnkSJrv indépendante de (Agiy, Bgyy) et Xnkgﬂ 4 St
L’équation (1.30) implique que sur {|X**)| < oo},
X0 £ Ag o X 4+ Bgyy,, X*® indépendante de (Agiy, Byio). (1.31)
Maintenant, pour chaque v € {0,...,S — 1}, soit X (*) une variable aléatoire qui a la

distribution de X*(*) conditionnellement sur {|X*®)| < oo} c’est-a-dire X(*) est de
distribution

GV (z) = (FW(z) — F)(—00))/(F")(c0) — FW(~0)), z€R.
Maintenant, puisque {|X**)] < oo} = {|Ag4,X*®) 4+ Bgy,| < 0o}, alors on a

X® LA, Xx® 4+ B, X® indépendante de (A, B,), (1.32)
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ceci montre que pour chaque v € {0,...,5 — 1}, X (v) est une solution de I’équation
(1.9). Par itération sur I’équation (1.32), on déduit que

d d
X 2 Agr, X® 4+ By, = Asip(Aosio X W 4+ Bagiy) + Bspo
d
= AS-{—vAQS’—I—vX(v) + AS—H)BQS—I—U + IBS—I—U
p n n j—1
= H AiSJrv + Z H AZS+U jS+v
=1 j=1:i=1

d Ca
= HA,5+UX( v) 4 X5t x®) indépendante de ((Ags+y, Brstv))k=0,... n-

=1
Comme X est finie p.s et [[7; Ajsrp — 0 p.s, alors [[1; AjspX® =0 p.s

et par conséquent X g LA XW vefo,...,5—1}.

Il reste maintenant & montrer que l'intégrale dans (1.18) est finie. Pour montrer ceci,
on va utiliser I'inégalité maximale de Grincevicius [97]. Pour chaque v € {0,...,5 — 1},
on définit la variable X7 ¢, comme suit

n
]nS+v_ Z H AISJr’U]BkS—l-Ua (133)
k=j+1i=j+1

et on note par "med” la médiane. L’inégalité de Grincevicius généralisée est

P<jn%ax (X]S+U+HAZS+’U med (X 540 + H A'L.S'Jrvy)) >
ot =1 i=j+1

n
<2P(X;spy+ [[ Aistoy > o), 2,y € R, ne N
=1

On utilise seulement le cas ou y = 0. Notons que pour chaque v € {0,...,5 — 1},
FnStv = X(*n _j)s+v- En effet, de la relation (1.33)
inste = B(rnsse T AG1)s+0BGr2)540 T AGrDsse - Am—1) 540 Brsto

d
= Bgtv + AstuBosiv + -+ Agiv A -1 5+0Bn—j)s5+0

- X(*n—j)S+v
et par conséquent,
J
P<]n%ax (X;SJH} + HA’L'S+U med X(*n—j)5'+v> > x>
i=1
< QP(X:LSH; > x), z e R.

Cette inégalité est vérifiée pour les variables (Agiy, —Bsiv), - - -, (Ansyv, —Bnsiv), —Xrg,,
et par conséquent,
> :c>

P< max
7j=1,..,n
< 2P(|X;‘SH| > 3:) x> 0. (1.34)

J
;S'Jrv + HAiS+U med X(*nfj)SJrv
=1
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On pose mg) =medX g,

J
v
<J H{aX ‘ S+v + H Aisiy mflzj‘ > x)
b 7 i:l

< 2P<\ng+v| > x) x> 0. (1.35)

Pour 1 < k < n, la relation (1.34) implique que

Pour k fixé, il existe au moins z > 0 dans 'ensemble de points C'(X*)) de continuité
de X tel que P(| Xyl > 2) — P(X ®)] > ). Puisque Xoin b4 X0 oy e

{0,...,5—1}, alors m( v) ;= m(()v) med X V). Par conséquent, de la relation (1.35), on
obtient
J
P(jiriaxk Foty T HAz‘S+v mév)‘ > a:)
i=1
< 2P(|X | > :c) z € [0, 00[NC(X®). (1.36)
On fait tendre maintenant k vers I'infini, on déduit que pour chaque v € {0,...,5 —1},
’ (v)
sulg X;SH + HAZ»SJFU mOU ‘ < 00 p.s. (1.37)
Jen i=1

En utilisant la relation (1.37) et le fait que []"_; Ajs4y — 0 p.s, on déduit que

limsup | X}g,,| < oop.s. (1.38)
n—oo
Par conséquent, on a (parceque ‘ H?:_ll Aisyo|-Brsto] = Xjgr, — X(*nil)sﬂ),
n—1
limsup‘ H Aisiv| | Bpsio| < o0 p.s. (1.39)

On utilise ce résultat qui généralise le lemme 5.3 de Goldie et Maller [94].

Lemme 1.3. Supposons que P(]_[f:_o1 Ay, =0)=0et [, A — 0 p.s. On définit

n n
- ZYi(U)_/ ZYi(UH et Aisi, = G_Yi(UH

i=1
alors

1- (l"
= (HAZ$+U) pour toutn € N.

n
’ [T Aisio| =
i=1

De plus, il existe une constante a, < 1 telle que

lim sup ag’) <a, <1ps, (1.40)

n—o0

(v)

de sorte que dés que ay’ < ay P.S,

n n
[T A+ < ‘ [T Ao
i=1 i=1

< (ﬁAiSJrv)lav- (1.41)
i=1
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Preuve. Puisque [[;" | Ajs4, — 0 p.s, alors 57(1”) — 00 p.s et par le résultat de Gol-
die and Maller [94] (Proposition 2.6), ceci est équivalent a J© < EY®H) =
ou bien 0 < E(Y®) < EY®| < 0. Si JY < E(Y®+) = oo, alors la relation
(1.26) est vérifiée, c’est-a-dire a? =0 ps. Si0 < E(Y®) < ElY®W| < oo, alors
al) - E(Y®=)/E(Y®*) < 1 p.s. Dans les deux cas, il existe une constante a, qui
vérifie la relation (1.40). On a :

S = D (Y(v)Jr — Y.(U)f) =(1- a,(;”) Py Yj(v)+ et par conséquent,

J=1\"j J
n (v)
_ g )+ 1-an
=1

’ [T A5+
i=1

Donc, I'inégalité (1.41) est vérifiée a chaque fois que a,(f) < a, <1

Maintenant, de la relation (1.39) et la relation (1.41), on déduit que

n—1

lim sup H AiSJrv]IB%ngﬂ\ < 00 p.s. (1.42)

La convergence [Ti2; Ais+o — 0p.simplique que A, = min(|A,[,1) 4 min(| Hf;ol Ail, 1)
satisfait P(A, =1) < 1.
On utilise ce résultat qui généralise le lemme 5.4 de Goldie and Maller [94].

S—1 S—1 S—1

Lemme 1.4. Si P(J[[ 4, =0) =0, PO< JJAs<1) =1, P0< J] 4 <1) >0,
v=0 v=0 v=0
n—1
PB, =0) < PB, >0) =1 et limsupHAi5+vIB%ng+v < o0 p.s pour chaque

ve€{0,...,5 =1}, alors lintégrale dans (1.18) est convergente.

Pour chaque v € {0,...,5—1}, les variables (Ap54y, |Bnsto|) vérifient les conditions
du lemme 1.4, alors

/IOO (]\mﬁpﬂﬁvl < q) < o0, (1.43)

ou
Yy - Yy Y

Mj (y) = / P(—logA, > z)dx = / PY®WF > 2)da = / P(Y®W) > 2)dx = My, (y),
0 0 0

qui implique que l'intégrale dans (1.18) est finie.

Maintenant, supposons que ’équation (1.9) admet une solution X @) si X, <x (),
v € {0,...,5 — 1}, alors X,,54,(Xy) 2 X®). Dans le lemme 1.2, on a montré que si
[[i=; Ai — 0 p.s et lintégrale dans (1.18) diverge, alors |X;(Xo)] 5~ pour toute
variable initiale X. Ceci contredit I'existence de la solution X(*) de 1’équation (1.9) et
par conséquent I’équation (1.9) n’a pas de solutions.

n e
Cas2 : [[;_; A; ne converge pas vers z€ro p.s.
On définit la fonction de concentration de Leévy d’une variable aléatoire Y comme suit

QYN = sup Ply<Y <y+\) (1.44)

—oo<y<+o00
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pour chaque A > 0. C’est clair que Q(Y,\) est non décroissante en fonction de A qui
satisfait 0 < Q(Y,A) < 1 pour tout A > 0.
Le lemme suivant donne les propriétés de la fonction de concentration de Levy [121].

Lemme 1.5. Si X et Y deux variables aléatoires indépendantes, alors
QX +Y,\) < min {Q(X, A), QY )\)} pour tout A > 0.

Pour une variable aléatoire X, on définit la variable aléatoire symétrisée X* = X —Y
ou Y est une variable aléatoire indépendante de X et de méme distribution que X.
On utilise ce résultat de Petrov [120], (théoréme 2.15, page 68).

Lemme 1.6. Soient Y7,...,Y, des variables aléatoires i.i.d et S, = E?ZlYQ. Soient
A1, A9, ..., Ay des mombres positifs tels que A; < X\, 1 =1,...,n, alors

QSuN) < A
VI NP(Y] > Y)

ou A est une constante positive.

De lemme 1.5, on déduit que

AN
Qi < -
VI XP(Y] > Y)
Pour A\ = Ao = ... = )\, = A = 2z, avec x > 0, on déduit que
A
P(IS3] < ) (1.45)

<
Vi PV > @)
Ce résultat généralise le lemme 5.8 de Goldie and Maller [94].

Lemme 1.7. Supposons que P(Hf:_é A, = O) =0, PB, = C(1 —A,)) < 1 pour

chaque C € R et T[], A; ne converge pas vers zéro p.s, alors | X¢(Xo)| B .

Preuve. La condition P(B, = C(1 — A,)) < 1 pour chaque C € R et chaque v €
{0,...,S — 1} implique que P(B, = 0) < 1. Pour chaque v € {0,...,S — 1}, il existe
une distribution conditionnelle réguliere pour B, sachant A,. On peut donc définir les
fonctions

Fi(q) = P(B, < qlA, = m) = P(B, < | [T Ai =m), ve {0,....5 1},
telles que pour chaque g € R, Fn(f )(q) en fonction de m est une version de la probabilité
conditionnelle P(B, < ¢|A, = m), tandis que pour chaque m € R, F,Sf ) (¢) en fonction de
q est une fonction de répartition. Pour chaque m € R, on note par Fy(:)f(.), la fonction

inverse continue a gauche de la fonction Féf )()
Soit (Uj);>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et indépendantes de la

suite (Ajsyy,Bjs4v)jen pour chaque v € {0,...,5 — 1}, avec chaque variable U; est
uniformément distribuée sur ]0, 1[. Pour chaque j > 1, on pose Blg, = gjj)*(Uj),

ainsi de cette maniere, on construit la suite (Angrv,IB;-S 4p) 1i.d de méme distribution
que (Ajsqv, Bjsis) et que IB%; 5.4 €st conditionnellement indépendante de Bjs., sachant
Aisiy.

J5+v
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Maintenant, on définit les variables aléatoires symétrisées

n j—1

/
B;S+’U = EjS+U - BjS-i—v? ;SS-HJ = Z H AiS-FUB;S-‘r’U? CAS {07 ) S— 1}'
j=1i=1

Notons que IB%;? 540 SOnt dégénérées en zéro seulement si B;g, est une fonction de Borel
de Ajgyy, e, Bjsty = f(Ajsiy). Supposons que ce n’est pas le cas et soit

Fn W) _ 0{Ag iy, ...s Apsiv}, la tribu engendrée par les variables Agyy, ..., Apgiy.

(v)

On applique l'inégalité (1.45) & la distribution conditionnelle de X%, sachant F,~,,

on obtient pour chaque x > 0.

A
oEE(VEPE RSN

P X5, < a|FY) < p.s.  (1.46)

Le dénominateur dans (1.46) est différent de zéro pour z > 0 suffisamment petit. En

v)

effet, sous le conditionnement sur F, ( 1, on peut considérer |Hn_711 iS%} comme une

constante m > 0, alors puisque B} 5 est indépendante de .7-"( )1 et P(|B; g, > x0) >0
pour une certain xg > 0, on a

n—1
P(‘ H AiS%IBSfLSM‘ > x‘.?’-"r(f_)l) >0 pour 0<uz<uzp/m.
i=1

En utilisant I'inégalité (1.46) et I'inégalé de Jensen, (pr fonct convexe 1/x), on obtient

A2
P2(1X5 50| <x] ) < .
E ( 2j=1 et s Big, 50} ‘F’”)
< A2E<Zn . ! ]fg@1> p.s.
I=VHI T AistoBsg,,l>a )

et (pour la fonction convexe z2)

PIXG5 < 0) = EAP(IX050] < 2l F0)) < B(P2 (X35, < 2l F7))

< A2E(ZJ : {m ! ) ) (1.47)

zS+ijs+v|>x}

Supposons que pour un certain x > 0, la série dans le dénominateur de (1.47) converge
p-s, alors on a

P(hmsup{‘ H AisBigi| > a:}) =0 (1.48)

n—oo

qui implique que []" ; Ajs1y — 0 p.s. En effet, puisqu’on a supposé que les variables
B; ., ne sont dégénérées en zéro pour chaque v € {0,..., S — 1}, alors on peut choisir
§ > 0 de telle sorte que P(|B}g. | > 6) > 0. Pour chaque v € {0,...,5 — 1}, on définit
les événements suivants,

n—1

M(U = {| HA1$+U| > x/6}, Q(U = {|Bn8+v’ > 0}
1=1
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NI ,Ml(v) et par le
lemme de Loéve pour les événements indépendants [[114], page 258], on déduit que

p( fj M,@ng@)) > P( fj Mé”)) inf ~ P(Q)

Pour chaque v € {0,...,5 — 1}, ng) est indépendant de VAR VA

n=m,m+1,...
— P(B| > 4) ( U M”))

et ceci montre que si P (hm sup M (”)) > 0, alors une infinité de M 'n Qn se réalise
n—o0

avec une probabilité positive, i.e., P( lim sup Mff N Qn“)) > 0 et par conséquent,
n—oo

P(limsup,, .| [T ! Aigao|-|Bigiy| > x}) > 0, ceci contredit la relation (1.48). Donc

on a P(hrn SUP, o0 {| ! Aigio| > :1:/5}) = 0 et par conséquent [ [ ; A4, — 0 p.s,

mais ceci contredit le fait qu’on a supposé dans lemme 1.7 que []*; A;s+, ne converge

pas vers zéro. Donc la convergence qu’on a supposé pour la série dans le dénominateur
de (1.47) n’est vraie, i.e., la série diverge p.s pour chaque x > 0. Par le théoreme de

convergence monotone, on déduit que pour chaque v € {0,...,5 — 1}, [ X5, | 2 .
Maintenant, pour chaque v € {0,...,S — 1}, on a

- 5(P(1Xi3l < 5170, X,))
n k—1
Z < ( nS+v|<$ )ZHA15+UB]{:S+U+HA15+U v <aj/2’ , v))

k=1 i=1
n k—1 n k—1
B ( () Z H AZS+kaS+v + H AZS+UX Z H AzS+kas+v H AzS+v
k=1 i=1 k=11=1
n k—1
zS+kas+U + H AZS—H) ]:7(17})3Xv)>
k=1 1=1
n k—1 n k-1
( (|3 TT AsseoBuse + H AissoXo| + |0 T AissoBhsso + HAZM
k=1 1=1 k=1 1=1
n k—1
ZS+U]BkS+U + HAZS—H} v >)
k=1 1=1
n k—1
> E(P(‘ H AZS+UB]€S+U + HAZS+UX | < x/2’ v)
k=1 i=1 =
n k—1
xP(‘ [T AissoBisso + HA1~5+UXU| < x/Q‘}"qgv),Xv)>
k=11=1 i=1

n k—1

= E(P2 (\ H AissBrsio + [ [ AisoXo| < 2/2FY, X))
=1

—F <P2 (\an+v(Xv)

< x/z\ﬁ”),x@)) > P2(| Xus0(X0)

< :t:/2)7
qui montre que | X, 54,(Xy)| Boove {0,...,5—1} et par conséquent | X;(Xp)] 5 .
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Maintenant, on consideére le cas o B, g1y = f(Apsiv), v €{0,...,5 — 1}, alors
J 2n
Xonsto = XgnS—&—v + HAiS—I—UXv
i=1
2n j—1

= Z H AzS—H) jS+v + HAZS+U

Jj=11=1
n j—1

= Z H AZS+U jS+v + HAZS+U

Jj=11=1

ott (Ais v, Bisto) = (A(zz 1)S+vA2lS+v7]B(21 1)S+v t A(Qz 1)S+UB2’LS+’U) est i.i.d.
Notons que si HZ VAisy =TT, Algﬂ, — 0 p.s, alors
127" Aisro = Asto [12% Agrnseo = Asto ( >, AiSJrvoGS) 5 0 p.s, ol 0 est le shift
qui ajoute 1 & l'indice iS+v de A;s4,, par conséquent []7; Aigﬂ — 0 p.s. Puisqu’on a
supposé que [[;~ ) A;54, ne converge pas vers zéro p-s, alors [[;— Algﬂ ne converge pas
vers z6ro p.s. Si ]B%n5+1, est une fonction de Borel de Ansﬂ,, IB%nSJrU = g(AnngU) qui inclut
le cas BnS—H) =Cy(1— Ang+v) pour une certaine constante C,,, alors Bgi,+Agi,Bogyy, =
9(AgiyA254,) et par la proposition 1 de Grincevicius [98] on montre que pour chaque
v € {0,...,8 — 1}, soit B, = C,(1 — A,) p.s pour une certaine constante C,, soit
(Ay,B,) = (1,C}) pour une certaine constante C;. Maintenant le premier cas n’est
pas possible parce qu'il contredit I’hypothese que P(B, = C(1 — A,)) < 1 pour toute
constante C. Si (A,,B,) = (1,C}), alors C; # 0 parce que P(B, = 0) < 1. Par la
relation (1.16), on déduit que

| X g0 (Xp)] 4 InCy + X, L oo pour toute variable initiale X, et par conséquent

| Xt (Xo)| 5 o pour toute variable initiale Xo.
Si B,,544 n’est pas une fonction de Borel de A, g, alors avec le méme raisonnement
( page 25 & 26), on montre que

n j—1
| Xonsto| = } Z H Azgﬂ jS+v H Ao Xy ‘ — 0o pour toute variable initiale X|.
j=11i=1 =1

Par la relation (1.28), on déduit que
X(2n+1)5+v =Bsiv + Asyy (X2nS+v © 03)7

: - P
et puisque P(Agy, =0) = P(]_[fzo1 A; =0) =0, alors | X (2n+1) 540 (Xo)| = 00

Par conséquent, | X;(Xo)| B oo pour toute variable initiale Xj.

Maintenant, comme pour le premier cas, si ’équation (1.9) admet une solution X (),

alors si X, 4 X® v edo,..,8 -1}, alors X,540(Xy) 2 X, Or dans le lemme 1.7,

on a montré que si [} | Ajg4, ne converge pas vers zéro p.s, alors | X;(Xo)| LGNS pour
toute variable initiale X,. Ceci contredit I'existence de la solution X(*) de 1’équation
(1.9) et par conséquent ’équation (1.9) n’a pas de solution.

1.4 Equations aux récurrences stochastiques multidimen-
sionnelles

On a déja mentionné dans l'introduction que cette équation a coefficients iid a
été étudiée par Kesten [105], Bougerol et Picard [41] et dans le cas des coefficients
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indépendants et périodiquement distribués, I’équation a été étudiée par Aknouche (voir
ex Aknouche [19], [15]). Dans cette section, on généralise les résultats de Bougerol et
Picard pour le cas des coefficients ipd. On note par My(R) I'ensemble des matrices
carrées de tailles d x d. On note par |.| n’importe quelle norme dans R? et par ||.|| la
norme matricielle associée, i.e., pour toute matrice A € My(R),

1411 = snp [ dal. (1.49)

Soit I’équation aux récurrences stochastique
Xt = Atthl + Bt, t e Z, (150)

ou {(Ay, Bt) }tez est une suite de variables aléatoires ipd de période S € N* définies sur
(Q, F, P) a valeurs dans My(R) x R?.

Comme dans le cas univarié, I’équation aux récurrences stochastique (1.50) peut
s’écrire sous la forme suivante

XTLS+U = AnS—H}X(n—l)S—H} +Brsiv, nEZ, v E {O) cey S = 1}7 (151)
avec AnSJrv = Hf?)l AnS+v iy Bnstv = Z H nS+v iBnsiv— —; et pour chaque
vo € {0,.. — 1}, {(Anstv; Brsiv) bnez est une sulte iid & valeurs dans Mg4(R) x R,

L’exposant de Lyapounov associé a la suite de matrices aléatoires ipd, (Ay)nez est
défini, lorsque Zf;ol Elog™ ||Aj|| < oo, par

1
75(4) = inf { - Blog | Ans Ans-1-+- Aull, n 2 1}, (1.52)

Puisque pour chaque v € {0,...,5 — 1}, la suite (A,54y)tez est i.d.d, on déduit par
Papplication du théoréme ergodique sous-additif (voir Furstenberg et Kesten [83], King-
man[108]) que

.1
77(A) = lim —log||AngAns-1 -+~ A1 p.s (1.53)

De plus I'égalité (1.53) peut étre généralisée au cas ou le produit matriciel n’est pas
nécessairement multiple de S. En effet,

1 g 1
A)= lim —log||A,An_1--- A1l p.
g7 (A) = lim —log [ AnAn_1--- Al p.s
et plus généralement pour chaque t € Z,
1 g o1
S75(4) = Tim ~log | Ar-- v ps (1.54)
Les conditions suffisantes d’existence et d’unicité de la solution non-anticipative
strictement périodiquement stationnaire sont données par le théoreme suivant.

Théoréme 1.3. Supposons que Z o Elogt ||A;]| < oo, Z s Elog"|Bj| < oo. Si
v3(A) < 0, alors pour chaque t € Z la serie

oo j—1

~ S 4B, (1.55)

§=0 i=0

converge absolument presque surement et le processus (Xi)iez est l'unique solution non-
anticipative strictement périodiqguement stationnaire de l’équation (1.50).
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Preuve. Apres quelques itérations en arriere dans I’équation (1.50), il apparait que la
série (1.55) est candidate a étre une solution périodiquement stationnaire de I’équation
(1.50). Par conséquent, la condition suffisante est la convergence presque siirement de
la série (1.55). Considérons la norme du terme général de la série (1.55),

i1
1
‘ H At—iBt—j‘ = €xp {J <; log [A¢ - - At—j+1Bt—j‘> }
i=0
1 1,
< exp ](;logHAt"'At—j-&-l”+510g !Bt—j|) :

En utilisant la loi forte des grands nombres et le fait que Z]S:_Ol Flog™ |B;| < oo, on
1

déduit que = log™ |B;_;| — 0 p.s lorsque j — oo.
J

De plus, en utilisant la relation (1.54), on a

j-1
) H At iBpn_j
i=0

i 1 1
s e clog e A i 4 log™ B

28 exp {%VS(A)} <1 lorsque j — oc.
d’ott la série (1.55) converge absolument presque strement par le test de Cauchy. Le
processus (X¢)iez est strictement périodiquement stationnaire parce que pour chaque
t € Z, X; est une fonction mesurable de la suite ipd {(A¢, Bt) }ez-

Notons que pour chaque v € {0,...,S — 1}, la solution strictement stationnaire
(XnS+tv)nez de 'équation (1.51) est donnée par

oo j—1
XnS+v = Z H Atm—i)s1oBn—j)s+o (1.56)
§=0i=0
La solution (X¢)¢ez est unique pour I'équation (1.50), i.e., pour chaque v € {0,...,S—1},

(XnS+v)nez est unique pour I'équation (1.51). En effet, soit (Y;)iez une autre solution
strictement périodiquement stationnaire de (1.50), i.e., (Y5544 )nez est une autre solution
strictement stationnaire de (1.51), alors apres n itérations de 1’équation (1.51),

Xns4v = Yns4o = AnS-i-vA(nf1)S+v o Ag i (Xy = Yy)
P
== AnSJrvAnSJrvfl T Av+1(Xv - Y;)) — 07

ceci viens du fait que || Aps4+vAnstv—1 - Avsi|| = 0 p.slorsque n — oo. Par conséquent,

Yis+v 4 Xy, Yv € {0, --S — 1} lorsque n — oo. Puisque (Y,,544)nez €st strictement
stationnaire, alors sa distribution marginale est égale a celle de (X, 54v)nez. Puisque
pour chaque v € {0,...,S — 1}, le processus (X, 54v)necz est 'unique solution stricte-
ment stationnaire de ’équation (1.51), alors le processus (X¢)iez est 'unique solution
strictement périodiquement stationnaire de I’équation (1.50).

Pour I’équation aux récurrences stochastique
X = A Xy 1+ B, teN (157)

ou {(A¢, By) }ten est une suite de variables aléatoires ipd de période S € N* définie sur
le méme espace de probabilité (€2, F, P) a valeurs dans Mg(R) x R?. L’équation (1.57)
peut s’écrire toujours sous la forme

XnS—i—v = AnS-I—UX(n—l)S—f—'U +an+v, n Z 1, v E {O, oS = 1}, (158)
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L’unique solution strictement périodiquement stationnaire de I’équation (1.57) est donnée
par le résultat suivant.

Théoréme 1.4. Supposons que Zf;()lElog+ | 4]l < oo, Zf;()lElog+ |Bj| < oco. Si
v3(A) <0, alors

1. Xnstv LS X0 vy e {0,...,5 — 1}, avec {X(”), 0 < v < S —1} satisfont
Uidentité en distribution suivante

X® LA, x® 4B, (1.59)

ots X et (A, B,) sont indépendantes, Vv € {0,...,8 — 1}.

2. Pour chaque v € {0,...,S — 1}, "équation (1.59) admet une unique solution en
distribution qui est donnée par

oo j—1

d
x® £ Z H Ais+oBjisto, (1.60)
=1 i=1

ot la série dans (1.60) converge absolument presque sirement.

Si on choisit X 4 X O alors le processus (X;)ien défini par 'équation (1.57) est
strictement périodiquement stationnaire.

Sans hypothése supplémentaire, la condition suffisante du théoreme 1.3 pour I'exis-
tence et 'unicité de la solution non-anticipative strictement périodiquement station-
naire de 1’équation (1.50) n’est pas nécessaire. On a vu dans le cas d’'une equation aux
récurrences stochastique univariée que si Ay, g1, = 1 p.s, alors X540 = X(—1)540, V0 €
Z. Par conséquent, chaque processus strictement périodiquement stationnaire (X;)iez
est une solution de I’équation (1.50), en particulier X,s4+, = Cy, Vn € Z,C, € R.
Pour éviter cette situation de dégénérescence, on introduit la condition d’irréductibilité
périodique de 1’équation (1.50). Rappelons qu'un sous espace affine de R? est la trans-
lation = + V d’un sous espace V. Autrement dit.

Définition 1.1. Une partie H de R% est dite sous-espace affine s’il existe un point
x € H et un sous espace V.C R? tels que H =x +V = {z+v;veV}.

On définit les conditions pour l'irréductibilité périodique de 1’équation (1.50).

Définition 1.2.

1. Pour v € {0,...,S — 1}, un sous-espace affine H, de R? est dit invariant sous
léquation (1.51), si {Agtyx+Bsiy;x € Hy} est contenu dans H, p.s. Autrement
dit, un sous-espace affine H de R? est dit invariant sous I’équation (1.50) le long
d’un certain canal vo € {0,...,5 — 1}, i {Agtpy@ + Bsyo,; & € H} est contenu
dans H p.s.

2. Pourv € {0,...,S — 1}, l’équation (1.51) est dite irréductible, si R? est l'unique
sous-espace affine invariant sous l’équation (1.51). Autrement dit, I’équation

(1.50) est dite irréductible le long d’un certain canal vo € {0,...,5 — 1}, si
R? est l'unique sous-espace affine invariant le long du canal vg.

3. L’équation (1.50) est périodiquement irréductible si pour tout v € {0,...,S —1},
léquation (1.51) est irréductible. Autrement dit, I’équation (1.50) est périodiquement
irréductible, si elle est irréductible le long de chaque canal v € {0,...,S —1}.
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Sous la condition d’irréductibilité périodique de 1’équation (1.50), ce résultat qui
généralise le théoreme de Bougerol et Picard [41], n’exige aucune condition sur les
espérances des parties positives des logarithmes de A; et B.

Théoréme 1.5. Supposons que l’équation (1.50) est périodiquement irréductible et ad-
met une solution non-anticipative strictement périodiquement stationnaire, alors

1. Hf:o A_; = 0p.s, lorsque k — 0.
2. Pour chaque v € {0,...S — 1}, la série

oo k—1

XnStv = Z H A(nfi)SJrvB(nfk)SJrv (1'61)
k=0 =0

converge presque surement et le processus ainsi défini (X,s4v)nez €st l'unique so-
lution non-anticipative strictement stationnaire de I’équation (1.51). Autrement

dit, la série
oo k—1

X = Z H Ay iBy g,

k=0 1=0

converge presque strement et le processus ainsi défini (Xi)iez est Uunique solu-
tion non-anticipative strictement périodiquement stationnaire de ’équation (1.50).

Supposons que (X;)¢en est une solution non-anticipative strictement périodiquement
stationnaire de 1’équation (1.57). Il est clair que le processus {(X¢, A¢, Bt) }ien est stric-
tement périodiquement stationnaire. Ce processus peut étre étendu au processus stricte-
ment périodiquement stationnaire {(Xy, A¢, By) }+ez, ceci vient du fait que pour chaque
v € {0,...,5 — 1}, le processus strictement stationnaire {(X,s+v, Anstv, Bns+v) tneN
peut étre étendu au processus strictement stationnaire {( X540, ApStos Brs+v) fnez qui
vérifie ’équation (1.51) presque stirement. Par conséquent, le processus étendu (X;)ez
est une solution non-anticipative strictement périodiquement stationnaire de 1’équation
(1.50).

Notons que pour chaque v € {0,...,S — 1}, on peut associer a chaque équation
(1.58) une chaine de Markov sur R%. On pose X,, = =, alors & I'instant nS + v la chaine
sera a l'état X544, ol (XpS4v)nen est une solution de I’équation (1.51). Le noyau de
transition P,LES) de cette chaine de Markov est défini pour chaque x € R? et chaque
C € B(R?) par

P (2,C) = P(Xg4y € C/Xy =) = P(Agipzy + Bsyy € C).

La distribution Plgs)—invariante de la chaine (X,s44)nen est une mesure de proba-
bilité m, sur B(R?) telle que

my(C) = / PO (@, C)dma (), C € BRY). (1.62)

La solution non-anticipative strictement périodiquement stationnaire de I’équation

(1.50) est équivalente aux S distributions PQSS)—invariantes my, 0 < v < S —1 quisont
liées par

my(C) = /P(Xv € C/Xy-1 = x)dmy_1(x)

_ /P(Av:v + By € C)dmy1(z), CEBRY, 1<p<S—1.
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En effet, soit (X;)tcz une solution non-anticipative strictement périodiquement sta-
tionnaire de (1.50) de S lois marginales m,, 0 < v < S — 1. La solution (X})cz
est non-anticipative, alors pour chaque v € {0,...,5 — 1}, X, est indépendante de
{(Anstv, Bnstv) tn>1 et pour chaque C € B(R?),

my(C) = P(Xgiy € C)=P(Asiy Xy +Bgiy € C)
== /P(ASLH)LU + ]BSLH) € C)dPXU (CC)

— [ PO Com (@),
ceci montre que m,, est une distribution Pgs)-invariante.

Inversement, pour chaque v € {0, ..., S—1}, soit m, une distribution P invariante
dans le sens de la définition (1.62). Considérons S variables X,, 0 < v < S — 1, qui
sont liées par I'équation X, = A,X,_1 + B, telles que X, indépendante de la suite
{(Anstv,Bpsiv) tn>1 et de loi m,,. Pour n > 1, on pose X5+, = AnSJrUX(,;,l)SJrU +

B5+v, alors (X544 )nen est une chaine de Markov de noyau de transition qus . Puisque
la loi m, de X, est qus)—invariante, alors (X,,54v)nen est un processus strictement sta-
tionnaire et c’est une solution non-anticipative strictement stationnaire de 1’équation
(1.58). Autrement dit (X;)¢cn est une solution non-anticipative strictement périodique-
ment stationnaire de I’équation (1.57). Le processus (X;)ien peut étre étendu au proces-
sus strictement périodiquement stationnaire (X;)scz qui est une solution de I’équation

(1.50).

Lemme 1.8. Pour chaque v € {0,...,5—1}, soit m,, une distribution Pﬁs)-invam’ante,
alors le sous espace affine H, de dimension minimale tel que my,(H,) =1 est invariant
sous léquation (1.51).

Preuve. Pour chaque v € {0,...,S — 1}, on a:

1=my(H,) = P(Xsqy € Hy) = P(Ag1p Xy + Bsyy € Hy)

= E</]IHU (Agqypz + Bs+v)dmv(az)>

SiL,= {ac € R% Agypr + Bgyy € Hy, p.s}, alors my(Ly) = 1 et le sous espace affine
L, N H, est tel que my(L, N Hy) = 1. Comme H, est de dimension minimale, alors
on déduit que H, C L, et ceci montre que {ASJrva: + Bsiy;z € Hv} C H, p.s et par
conséquent H, est invariant sous I’équation (1.51).

Preuve du théoréme 1.5. Soit Aff(d) I’ensemble des applications affines de R% dans
R? définies par
f(x) = Az +b, z € R? (1.63)

ot A € My(R) et b € RY. L’ensemble Aff(d) est un espace vectoriel de dimension
d(d+1). La composition des applications affines définit un produit sur Aff(d). En effet,
si f(z) =Ax+bet g(z) = Cx +d, alors

(fog)(z)=ACx + Ad +b.

Avec ce produit, Aff(d) est un semi-groupe topologique.
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Pour chaque v € {0,...,S — 1}, soient les applications affines aléatoires F, g, et
I'ys40, qu'on note aussi par la suite Fi’g, et I'Vg. . définies par :

FnS—&—v(x) = Apsior +Brsiy, T € Rda n € 7z,
Fnsiw = FyoF_ gyyo---0F p54, n€N.

Soient u, la loi de F}, ,u,(f) la loi de I'y,g44 €t 1y = ZZO:O 2—n—1 ,u;v) qui sont des mesures
de probabilités sur I'espace Aff(d). On note par S, le support topologique de v, qui est
un sous-semi-groupe fermé de Aff(d).

Puisque pour v € {0,...,S — 1}, I"équation (1.51) est irréductible et admet une
solution non anticipative strictement stationnaire, alors pour chaque v € {0,...,5—1},

il existe une distribution Pﬁs)—invariante m, qui n’est pas portée par un hyperplan affine,
c’est-a-~dire n’est pas portée par un sous espace affine de dimension (d — 1).

Définition 1.3. Soit G un semi-groupe topologique. On dit que G agit sur l’espace
topologique B si on peut associer continuellement a chaque (g, z) dans G x B un élément
gex de B de telle sorte que

(g192) ez =g10(9202), g1,92€G, vE€B.

Définition 1.4. Soit G un semi-groupe topologique agissant sur B. Si p (resp v) une
mesure de probabilité sur G (resp sur B), alors on note par p % v la distribution sur B

qui satisfait
/B f@)d(u v) () = L /B £(g o 2)dpu(g)dv(z)

pour toute fonction mesurable bornée f sur B. On dit que v est p-invariante si p fv=uv.

Pour chaque (f,z) € Aff(d) x R?, on associe le vecteur f(z) dans RY, i.e., Aff(d)
agit sur R? dans le sens de la définition 1.3. Donc pour chaque v € {0,...,5 — 1},

la distribution Pigs)—invariante m, est une distribution p,-invariante dans le sens de la
définition 1.4. On utilise le lemme suivant de Bougerol et Lacroix [44].

Lemme 1.9. Soit G un semi-groupe topologique agissant sur [’espace dénombrable
de cardinal 2™ localement compact B. Soit (Xp)p>1 une suite d’éléments aléatoires
indépendantes de G de méme distribution p définis sur le méme espace de probabilité
(Q,F,P). Siv est p-invariante sur B, alors pour chaque w € Qq tel que P(Qpy) =1, il
existe une mesure de probabilité v,, sur B telle que la suite

{X1(w)Xo(w) - - - Xp(w)gr, n > 1}
converge faiblement vers v, lorsque n — oo pour toute g € Gy tel que
AGo) = 20l 27" 1™ (Go) = 1.

Par le lemme 1.9, il existe Qp C € tel que P(€y) = 1 et pour chaque w € £,
ils existent des mesures de probabilités mq(f‘)), 0<wv<8—1,sur B(RY) de propriétés
suivantes : pour chaque fonction bornée et continue ¢ : R4 — R,

hm | ¢(T¥ () dm,(z / o(x)dm®) () (1.64)

n—oo

et pour chaque v € {0,...,S5 — 1}, il existe Aff(d), C Aff(d) tel que v,(Aff(d),) =1 et
pour chaque f € Aff(d),,

T [ 6T 0 )dm, (@) = [ o(@)imi?) (z) (1.65)
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Soit H¥ le plus petit sous espace affine de R? tel que mz(,w)(H “) = 1. On utilise le lemme

v
suivant.

Lemme 1.10. Si pour chaque v € {0,...,S — 1}, il existe une distribution Pgs)—

invariante m, qui n’est pas prtée par un hyperplan affine, alors pour chaque w €
,ona:
1. la suite {T'yg,,,n > 1} est bornée dans l’espace vectoriel Aff(d).

2. pour nimporte quelle limite T'“ o (v) de la suite {T'¥ n>1}, ona:

— (a) lensemble {I“" yof fe€ Sv} est bornée
— (b) pour chaque f 6 Sv, (T« oo(v) © HRY) = F‘;O(v)(Rd) =HY

v

nS+wv’

Preuve. On fixe w € . Supposons que pour chaque v € {0,...,S — 1}, la suite
{I'¥g,,,m > 1} n'est pas bornée, alors on peut trouver une sous suite {1n;S + v};>1 et
une application affine I'¥ telle que

w
FmS—‘rv _Tw

lim || = t i
Zlgolo || n,S—H}H +oo e zigolo Hrn S_A,_UH
avec ||.|| est une norme sur 'espace vectoriel Aff(d).

Pour v € {0,. — 1}, soit H, = {x € R4 T (x) = 0} et ¢ : R? — R une fonction
continue . Si z n appartlent pas & Hy, alors [T} 5. (2)|| = +oo et ¢(I'y g, (z)) = 0
lorsque © — 0. Ceci implique que

lim [ o(T7 g1 () dmy(2) = Iim [ Ty, (2)$(T, 51 (2))dmo () (1.66)
1—00 =00
En utilisant la relation (1.64), on déduit que
| [ @yimi®) )] < ma (1) sup 6(2) (1.67)

(@)

Puisque my~’ est une mesure de probabilité, alors m,(H,) = 1. De plus, puisque la

distribution Pv(s)—invariante m, n’est pas portée par un hyperplan affine, alors H,, est
égale & R%. Donc T'¥(x) = 0, Vo € R? mais ceci contredit le fait que ||[T%| = 1. Par
conséquent, la suite {I'Yg, ,,n > 1} est bornée sur Aff(d).

Maintenant, pour v € {0,...,S — 1}, soit I'¥ 5o(v) la limite de la suite {I'"*
alors par la relation (1.65), on déduit que pour chaque f € Aff(d),,

S+wv ,TLZl},

[ oo Handmuta) = [ ow)dm (1.68)

pour toute fonction continue et bornée ¢ : R? — R. L’égalité (1.68) est vérifiée pour
toute application affine f € S, parce que v4,(S,) = 1. Avec le méme raisonnement qu’on
a utilisé dans la partie (i), on déduit (2)(a) de lemme 1.10, c’est-a-dire que pour chaque
ve{0,...,5 — 1}, 'ensemble {Fgo(v) of,f€S,} est borné.

De la relation (1.68), on déduit que pour chaque f € S,,

m{(C) = my{x € RY (%, 0 f)(x) € C}, C € B(RY) (1.69)

On pose C' = HY dans (1.69), alors puisque mq()w)(H“’

“) =1, on déduit que m, est portée
par {z € R%; (T © F)x) € Hy}.
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Puisque pour chaque v € {0,...,S —1}, la distribution Pés)—invariante m, n’est pas
portée par un hyperplan affine, alors ceci implique que I'ensemble (I () © f)(RY) c HY.

Maintenant, on pose C' = (I, w °f )(R?) dans (1.69), alors on déduit que
m{ (T © FIRY) = my(RY) =1 = m{) (Hy).

(@)

Puisque HY est le plus petit sous espace affine qui vérifie my,’ (H "J) =1, alors on déduit
que (T of)(]Rd) HY. Puisque par (1.64), les relations (1.65) et (1.68) sont vérifiées

pour lapphcatlon identité, f = Idga, alors (I'Y, (v))(Rd) = HY, ce qui montre (2)(b) de
lemme 1.10.

Pour la suite de la preuve du théoreme 1.5, soit Q1 = {w € Qo; 'Yy, €S,, n € N},
alors P(Q1) = 1. Soit w € € et soit IS,y la limite de la suite {Fegy,n > 1},
alors par le lemme 1.10, on déduit que I’ensemble T, = {F:o () © f, [ € Sy} est borné.

Comme pour chaque v € {0,...,8 =1}, T'Y € S, et S, est un sous semi groupe

(v)
fermé de Aff(d), alors 'ensemble T}, est aussi un semi groupe, sa fermeture K, est un

semi groupe compact. Ceci implique que pour chaque v € {0,...,S — 1}, il existe une
application affine h, € K, telle que h, o h, = hy, et G, = {hy o foh,, f € K,} est un
groupe compact. Pour chaque v € {0,...,S — 1}, soit A\, une mesure de Haar sur G,

( voir Halmos [100]) telle que A\, (G,) = 1 et soit z € R? tel que

‘= / 9(0)d (g).

Puisque la mesure de Haar est invariante sous la translation a gauche g(z) = z pour
toute application dans GG,. En particulier, pour f € S,,

(hy oIy wofo hy)(z) = z (1.70)

Soit gy = hyol's, ) et Vi un sous espace affine de R< définie par V,, = {f(hy(2)); f €S, }.
Pour chaque f € S,, f(V,) est inclus dans V,. Puisque chaque équation (1.51) est
irréductible, alors V,, = R? Par conséquent, g,(RY) = {z}. Puisque g, € S,, v €
{0,...,S — 1}, alors par le lemme 1.10 (b), on déduit que

Hy = (T4, 0 9)(RY) =T ) ({2})

Soit Z,(w) = Fgo(v)(z), alors par le lemme 1.10 (b), on déduit que S RY) = {Z,(w)}.
En d’autres termes, I'; ) est une application affine qui satisfait I';, (z) = Zy(w), Vx €

R<, ceci montre que la suite {T'% n € N} converge vers I (1)~ La suite {IYs,,,n €N}

nS+uv?
converge vers ['Y, (v) Pour chaque w € Q; et donc pour chaque z € R,

k
lim | | A isqvx = hm (FkS+v( ) — I'ks44(0)) =0 p.s, (1.71)

k—oo
=0

ce qui prouve (1) du théoréeme 1.5. De plus, pour chaque v € {0,...,S5 — 1},

m
lim Z H —zS—I—vak’SJrv = rr%gnoo FmS-I—v(O) = Zy p-s.

m—00
k=0 i=
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Par stationnarité, pour chaque n € Z, il existe Z, 51, telle que

m
lim ZH (n—1) S-i—vB(n—k)S-i-v = ZnS+v DP-S. (1'72)

m—0o0
k=0 i=

Maintenant, soit (Y;);ez une solution strictement périodiquement stationnaire de I’équation
(1.50), alors pour chaque n € N et chaque v € {0,...,5 — 1},

Y, = Fv(Y—S+v) = (Fv oF gyy0-- 'F—nS—i-’U)(}/(—n—l)S-i-v) = FTLS-&-U(YV(—n—l)S-i-v)a

qui implique
Y, — Z, = lim <FnS+v<Yv(fnfl)S+v) - FnS—f—v(O)) (173)
n—00

On a pour chaque v € {0,...,S5 — 1},

|FnS+U(Yv(—n—1)S+v) —I'nsio (O)‘ = ‘ H A—iS-HJYv(—n—l)S-‘rv
=0

n
H [TA-isw
i=0

IN

Y —n—1)S+vl-

Par (1) du théoréme 1.5, — 0 p.s lorsque n — oco. Puisque la loi de

‘ ITio A isto

Y(—n—1)5+ o lorsque n — oo et

n
Y(_n—1)5+, ne dépend pas de n, alors H HA_Z-SJH,
i=0

par la relation (1.73), on déduit que Y, = Z, pour chaque v € {0,...,S—1}. De la méme
maniere, on peut vérifier que pour chaque n € Z, Y51, = Zns+v- Par conséquent, le
processus (Z,g+v)nez défini par (1.72) est 'unique solution strictement stationnaire de
(1.51). Autrement dit, (Z,)nez est I'unique solution strictement périodiquement sta-
tionnaire de (1.50).

Le résultat suivant qui généralise le théoreme 2.5 de Bougerol et Picard [41] donne
les conditions nécessaires et suffisantes pour ’existence et I'unicité d’une solution non-
anticipative strictement périodiquement stationnaire de I’équation (1.50).

Théoréme 1.6. Supposons que l’équation (1.50) est périodiquement irréductible et
S—1 S—1

ZElogJr | Ai]] < oo, ZElog+ |B;| < oo, alors l’équation (1.50) admet une unique
i=0 i=0

solution non anticipative strictement périodiquement stationnaire si et seulement si l’ex-
posant de Lyapounov v3(A) est strictement négatif.

Preuve. Supposant qu’il existe une solution non anticipative strictement périodiqu
ement stationnaire de I'équation (1.50). Pour montrer que l’exposant de Lyapounov
associé a la suite ipd, (A;)iez est strictement négatif, on utilise ce résultat qui généralise
le Lemme 2.1 de Bougerol et Picard [42].

Lemme 1.11. Soit (M, )nen une suite de matrices aléatoires ipd et supposons que
S5 Elog* [ My]) < co. Si

lim HM Mn 1- M1H :()p.s,

n—o0

alors lexposant de Lyapounov v° (M) associé a (M, )nen est strictement négatif.
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Soit M; la transposée de la matrice A_;, t € Z, alors ||MiMi—1...Mi]| — 0 p.s
si et seulement si ||[A_1A_o...A_4| — 0 p.s. L’exposant de Lyapounov associé a la
suite (M;)sez est aussi égale & v°(A). On a montré dans la preuve du théoreme 1.5 que
A_4A_5...A_; — 0 p.s lorsque t — oco. Par le lemme 1.11, on déduit que v°(A) < 0.
Inversement, on a déja démontré dans le théoréme 1.3 que la condition y°(A) < 0
est suffisante pour l'existence et l'unicité d’une solution non-anticipative strictement
périodiquement stationnaire de I’équation (1.50).
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1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié ’équation aux récurrences stochastique uni-
latérale et bilatérale. Dans le cas unilatéral, nous avons montré que sous la condition
que I'exposant de Lyapounov associé a la suite des coefficients est strictement négatif,
le processus stochastique défini par ’équation aux récurrences stochastique converge en
distribution vers des variables aléatoires indépendamment du choix de la variable initiale
qui est indépendante de la suite des coefficients. Nous avons montré que lorsqu’on fixe
les variables initiales égales en distribution aux variables limites, le processus stochas-
tique défini par I’équation aux récurrences stochastique est strictement périodiquement
stationnaire. Nous avons montré que sous des conditions supplémentaires sur les mo-
ments des coefficients de ’équation aux récurrences stochastique, les variables limites
ont des moments d’ordres supérieurs finis. Dans le cas bilatéral, nous avons montré que
la condition suffisante pour que I'équation aux récurrences stochastique bilatérale ad-
mette une unique solution non-anticipative strictement périodiquement stationnaire est
que 'exposant de Lyapounov associé a la suite des coefficients soit strictement négatif.
Nous avons montré que sous la condition supplémentaire que I’équation aux récurrence
stochastique est périodiquement irréductible, la condition suffisante pour 'existence de
la solution non-anticipative strictement périodiquement stationnaire est aussi nécessaire.
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Chapitre 2

Théorie du Renouvellement et
Comportement des queues

2.1 Introduction

Le comportement asymptotique des queues de la distribution marginale de la solu-
tion stationnaire de ’équation aux récurrences stochastique Xy = Ay Xy, + By, t € Z, a
été étudié par Kesten [105], Goldie [93], Grey [96] et Grincevicius [97] lorsque (A¢, Bi)iez
est une suite i.i.d. Dans le cas ou les variables A; sont des matrices et B; sont des vec-
teurs, Kesten [105] a établi un théoreme de renouvellement qu’il a utilisé pour démontrer
que dans le cas ou (A)ez sont des matrices aléatoires positives, la distribution station-
naire est a variation réguliere. Dans le cas ou (Ay)icz et (Bi)icz sont des variables
aléatoires a valeurs dans R, Goldie [93] démontre un théoréme de renouvellement impli-
cite spécifique qu’il a utilisé pour montrer que la distribution stationnaire est a variation
réguliere. Dans cette partie, on généralise le théoréme de renouvellement et le théoreme
de variation réguliere de Goldie [93] pour le cas d’une suite (A¢, By)ez 1.p.d.

2.2 Théorie de renouvellement

Considérons une suite (X,,),>1 de variables aléatoires positives i.i.d de méme dis-
tribution de probabilité F' avec F'(0) = 0. Les variables X, représentent les durées de
vie d’une piece dans une machine. La durée de fonctionnement de la machine apres n
renouvellements de la piece est représentée par le processus de renouvellement (.Sy,)nen

défini par :
n
Sn=>_ X
k=1

Par convention Sy = 0 et I'indice 0 est considéré comme le renouvellement numéro zéro.

Le processus de comptage (N¢)¢>0 qui représente le nombre de renouvellements de
la piece dans 'intervalle de temps [0, t] est défini en fonction du processus de renouvel-
lement par :

o0
Ne =) lis,<y
n=0

On associe au processus de comptage (NN¢);>0 une fonction de renouvellement qu’on note
par U(t), t > 0, définie par :

U(t) = E(N), t > 0.
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La fonction de renouvellement U(t) peut étre écrite sous la forme suivante :
o0
Ut)y=> F™), t >0,
n=0

ot F(") est la distribution de probabilité de S,,, avec F 0) = §, la mesure de Dirac en
0 et pour chaque n > 1, F(™ = F « F(1 gont les itérées successives de F' pour le
produit de convolution .

2.2.1 Théoréme de renouvellement a support positif

L’objectif du théoreme de renouvellement est d’étudier le comportement asympto-
tique de la fonction de renouvellement U (t) lorsque t tend vers l'infini. Ce probléeme est
lié au comportement asymptotique de la solution Z de I’équation de renouvellement

Z(t) = 2(t) + /Olt Z(t —xz)F(dx), t >0, (2.1)

ou z est une fonction mesurable et bornée sur des intervalles finis, Z est une fonction
positive inconnue et F est une mesure de probabilité & support dans R*, avec F(0) = 0
et d’espérance
oo o
m:/ xF(dx) :/ (1—F(x))dx < oo
0 0

L’équation (2.1) peut s’écrire dans la forme d’équation de convolution suivante
Z=z+F=xZ

Le théoréme suivant donne la solution de I’équation de renouvellement (2.1) qui s’écrit
en fonction de la fonction de renouvellement U (voir W. Feller [74]).

Théoreme 2.1.
1. U(t) < oo pour tout t > 0,

2. Si z est bornée, alors la fonction

2(t) = /Ot 2t —2)U(dx), t >0 (2.2)

est l'unique solution de ’équation de renouvellement (2.1) qui est bornée sur des
intervalles finis.

Avec la convention que Z(t) = z(t) =0 pour t < 0, on peut écrire la solution de
l’équation de renouvellement (2.1) dans la forme Z = U x z.

Le comportement asymptotique de la fonction de renouvellement U dépend de la
nature de la mesure de probabilité F, c’est-a-dire selon que F' soit arithmétique ou
non-arithmétique.

Définition 2.1. Une mesure de probabilité F' sur (R, B(R)) est dite arithmétique si elle
est concentrée sur l’ensemble de points de la forme 0,4+, 22X, ...,. Autrement dit, si

son support est contenu dans AZ. Le plus grand \ avec cette propriété s’appelle le pas
de F.

Le théoreme suivant donne la premiére forme du théoreme de renouvellement qui
traite le comportement asymptotique de la fonction de renouvellement pour des mesures
de probabilités F' quelconques a support dans R (voir W. Feller [74]).
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Théoréme 2.2.

1. Si F nlest pas arithmétique, alors pour tout h > 0,
h
Ut)—U{t—h)— —, t— o0.
m

2. Si F est arithmétique, alors on a la méme limite seulement lorsque h est un
multiple du pas .

Avant de donner la deuxieme forme générale du théoreme de renouvellement qui
traite le comportement asymptotique de la solution Z de I’équation de renouvellement
(2.1), on donne quelques cas particuliers.

On suppose que la mesure de probabilité F' n’est pas arithmétique et d’espérance
m < 00. Si z(t) =1 pour t € [a,b], 0 < a <b< oo, et z(t)=0sit¢ a,b] alors le
comportement asymptotique de la solution Z est donné par

h—
Z#)=U(t—a)—U(t—b) - —2, t— 0. (2.3)
m
Si la fonction z est étagé sur [0,00] : Soit Iy,..., I, des intervalles dans [0, 00| deux-
a-deux disjoints de longueurs finies Iy,...,l, avec z prend les valeurs ai,...,a, sur
Ii,..., I, et nulle en dehors de ces intervalles, alors
1 o 1 [
Z(t) —» — Iy =— dz. 24
0 5 S — | @ (24)

L’intégrale de Riemann d’une fonction z est définie en termes d’approximation de fonc-
tions étagées et par conséquent la relation (2.4) sera vérifiée a chaque fois que z est
Riemann intégrable. La définition d’une fonction directement Riemann intégrable est la
suivante.

Définition 2.2. Soit z une fonction définie de R dans R. Pour h > 0 et k € Z, soient my,
et my, le plus grand et le plus petit nombres qui vérifient my, < z(t) < my, (k—1)h <
t < kh, alors la fonction z est dite directement Riemann intégrable (D.R.I) si les deux
séries de Riemann suivantes

c=hY my, T=h) m. (2.5)
keZ kEZ

sont finies et tendent vers la méme limite quand h tend vers zéro.

Pour h > 0, on pose z;(t) = 1 si (k— 1)h <t < kh, z(t) = 0 sinon et on définit les

deux séries,
zZ= E M2k, 2= E M2k,
keZ ke

alors l'intégrale de la fonction z est la limite commune quand h tend vers zéro des
intégrales de z et Z. Soit Z la solution de I’équation de renouvellement (2.1) correspon-
dante & zj, alors les solutions de (2.1) correspondantes aux fonctions z et Z sont

Par le théoréeme de renouvellement, on a Z(t) — h/m, t — oo pour chaque k et par
conséquent,
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Si z est directement Riemann intégrable, alors
1 o
Z(t) — / z(x)dz, t— 0. (2.6)
mJo

Si F' est arithmétique avec un pas A, la solution de I’équation de renouvellement (2.1)

est de la forme
Z(t) =Y 2(t — kX)up,
keZ

ol up — % On peut vérifier que pour chaque t € R,

)\ o0
Z(t A)— — t+ i — 2.
(t+nA) mZz(+z ), n — oo, (2.7)
=1
pourvu que le serie converge qui est le cas lorsque la fonction z est directement
Riemann intégrable. On a ainsi la deuxieme forme du théoréme de renouvellement qui

traite le comportement asymptotique de la solution Z de ’équation de renouvellement
(2.1) (voir W. Feller [74]).

Théoréeme 2.3. Supposons que z est une fonction directement Riemann intégrable,
alors la solution Z de ’équation de renouvellement (2.1) satisfait (2.6) si F' n’est pas
arithmétique et satisfait (2.7) si F' est arithmétique.

2.2.2 Théoréme de renouvellement a support dans R

Supposons maintenant que la mesure de probabilité F' vérifie F(] — oo0,0[) > 0,
F(]0,00]) > 0 et F' n’est pas arithmétique. La définition d’une mesure de probabilité
transiente est la suivante (voir W. Feller [74]).

Définition 2.3. La mesure de probabilité F est dite transiente si U(I) = 00 F((T)
est finie pour chaque intervalle fini.

Dans ce cas, I’équation de renouvellement est définie par :
Z(t)=2Z(t) ==z2(t)+ F =« Z(t) = z(t) +/ Z(t — x)F(dx). (2.8)

Le théoreme de renouvellement dans ce cas est donné comme suit (voir Feller [74]).

Théoréme 2.4.

1. Si F est d’espérance m > 0, alors pour chaque intervalle fini I de longueur h > 0,
on a

h
Ul+t)— —, t— o0,
m
Ul+t)—0, t— —ooc.

2. Si F' est transiente sans espérance, alors U(I +t) — 0, t — Foo pour tout
intervalle fini.

La convolution U * z n’est pas toujours définie et méme si elle définie, ce n’est pas
la seule solution de ’équation de renouvellement (2.8).

Le théoreme suivant donne une solution particuliere de ’équation de renouvellement
(2.8) (voir Feller [74]).
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Théoréme 2.5. Soit z une fonction continue et 0 < z(t) < « pour t € I, =] — h, h[ et
2(t) = 0 en dehors de Ij,. Si F' est transiente, alors

Z(t) = /00 z(t — z)U(dx)
—o0
est une solution absolument continue de l’équation de renouvellement (2.8) avec
0<Z(t) < a.U(lp).
La fonction Z atteint son mazximum dans un point dans Iy,.
Lorsqu’une solution particuliere Z de I’équation de renouvellement (2.8) est bien

définie, alors cette solution particuliere vérifie le résultat du théoreme 2.3, i.e

1 o0
Z(t — d t .
()%m/mz(z)x, — 00

2.3 Théorie du renouvellement implicite périodique

Dans cette partie, on étudie le comportement des queues de la solution strictement
périodiquement stationnaire de I’équation aux récurrences stochastiques

X = A X1+ B;, te N*, (29)

avec (A¢, Bi)nen est une suite i.p.d. Rappelons que ’équation (2.9) peut s’écrire sous
la forme suivante

XnS+v = AnS+vX(n71)S+v + Bhstv, n € N*, v € {0, o, 8= 1}, (210)

avec AnS—&-v - Hf:_ol AnS-H}—iv Brsiv = Zf:_ol Hf;é AnS+v—iBn5'+v—j et pour chaque
ve{0,...,5 — 1}, la suite (Apstv, Bns+v)nen est i.i.d. Les conditions et les propriétés
de la suite i.p.d (A¢)nen des coefficients de ’équation aux récurrences stochastique (2.9)
sont données par la proposition suivante qui généralise le lemme 2.2 de Goldie [93].

Proposition 2.1. Soit (A, )nen une suite i.p.d telle qu’il existe un certain o > 0 qui
vérifie

S
) =TT B4 =1, (2.11)

S—1
B(ae) = B(| ] 4
=0

=0
S—1 S—1
E(|A,|*log" |A,]) < E( TT 140> log* yAi\) < 0, (2.12)
=0 =0
S—1
et la loi conditionnelle de log |A,| (z’.e Z log \AZ|) sachant
=0
S—1
Ay, #0 (i.e H A; # 0) est non arithmétique, (2.13)
=0
alors on a les résultats suivants
S—1
—o00 < E(log|A,) = ) E(log|Ai]) =~°(4) <0, (2.14)
=0
S—1 5-1
et 0<m=E(A|log|A]) = E( I 14l Zlog|Ai|> <o (2.15)
=0 =0
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Preuve. Puisque les variables A,, v € {0,...,S — 1}, ont la méme loi que la variable
Hf:_é A,, alors par la suite dans cette démonstration, on utilise la variable A, au lieu
d’écrire a chaque fois Hf;& Ay. On pose Y = log|A,| € [—o0,+00[. En utilisant la
convention que 0*log 0 = 0 pour tout a > 0, alors

E(|Ao"log™ [Ay) = B(e™ " log™ ")
= BE(Y@e™" 1y o) < 00, Vo > 0. (2.16)

( log™ & = max(0, — log eY(v)) = —log S, v R I O 0).

La transformation de Laplace-Steiljis de Y(*) est donnée comme suit

T zY ()
fo(@) = E(La,20lA") = By s oo™ )

Sous la condition (2.11), la fonction f,(x) est finie et continue sur [0, a]. De la relation
(2.12) et (2.16), on a

E(|A|" log|Ay|) = E(JAy|"log™ [Ay]) — E(JAy["log™ |Au]) < oo,

et on déduit que f,(z) a une dérivée finie sur |0, o[, f}(x) = E(]Ay|" log|A,|). La fonction
fo(z) a une deuxieme dérivée finie sur |0, o donnée par f(z) = E(JA,|* log? |A,|). La
condition (2.11) implique que P(A, # 0) > 0, ainsi la condition (2.13) a un sens et
implique que P(|A,| € {0,1}) < 1. Par conséquent, f/(z) > 0 dans l'intervalle ]0, a|
et donc f, est convexe dans [0,a]. Si P(A, = 0) = 0, alors f,(0) = f,(c) et comme
fu(x) est convexe alors f/(0) = E(log|A,|) < 0. D’autres parts, si P(A, = 0) > 0, alors
E(log|A,|) = —oo parce que E(log™ |A,|) < oo, ceci vient de (2.12). Finalement, la
relation ((2.14)) est vérifiée dans les deux cas.
Par les relations (2.12) et (2.16), on déduit (2.15). En effet,

E(|Av’a10g |Av|) = E(’Av’a 10g+ ‘AUD - E(|Av’a10g7 ’Av‘) <0

Notons que E(|A,|*log|A,|) = fl(«) > 0, grace & la convixité de f,.

2.3.1 Théoréme de renouvellement implicite périodique

Le théoreme de renouvellement implicite périodique suivant qui généralise le théoreme
2.3 de Goldie [93] montre que lorsque la suite (A;)ien indépendantes périodiquement
distribuées des coefficients de I’équation aux récurrences stochastique (2.9) vérifient les
conditions de la proposition 2.1 et que ’équation (2.9) admet une solution strictement
périodiquement stationnaire (X;):cn telle que les queues des S distributions marginales
vérifient certaines conditions d’intégrabilité, alors ces S distributions marginales sont a
variations régulieres d’indice de variation égale & « avec Hf;& E|A,|* = 1.

Théoréme 2.6. Supposons que la suite i.p.d (An)nen satisfait les conditions de la
proposition 2.1 et I'équation (2.9) admet une solution strictement périodiquement sta-
tionnaire (X, )nen, alors les S distributions marginales vérifient.

Cas 1 : Supposons que Hf:_& Ay >0 p.s. Si pour tout v € {0,...,5 — 1},

/ |P(X™) > ) — P(A,X™ > t)|t* 1t < oo, (2.17)
0
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respectivement,
/0 TIP(X® < 1) - P(A,X® < )]t dt < oo, (2.18)
alors,
P(XW >t) ~ e ¢ oo, (2.19)
respectivement,
P(X® < —t) ~ Wi 1o, (2.20)
ou
) = m/ X® > 4) - P(AXW > t)}to‘_ldt, (2.21)
c® = % /0 h [P(X(”) < —t) — P(A,XW < —t)}ta’ldt. (2.22)

Cas 2 : Supposons que P(Hf;& Ay, < 0) > 0. Si les conditions (2.17) et (2.18)
sont satisfaites, alors les relations (2.19) et (2.20) sont vérifiées, avec pour chaque
ved{0,...,5—1},
o =ct = L / P(XY)] > 1) - P(4,X0)] > )d. (2.23)
m

Dans les deux cas, lorsque les conditions (2.17) et (2.18) sont satisfaites, alors pour
chaque v € {0,...,S — 1},

c<v):0$’)+c£“>:% / [P(yx<v>\>t) P(lA,X® y>t)]ta Lat.  (2.24)
0

Preuve. Pour chaque v € {0,...,S — 1}, on pose :
S—1
Y = log|Auis| = > log|Aipurrs| = Z log |As],
=0
k
v = log ‘ HAUHS‘ ZY(” Zlog 1A,
j=1 j=1
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Cas 1:Si Hf;&AUEOp.s. Pourn e N*, t e Ret v e {0,...,5S — 1}, on définit

PX® > ety = znj [ (li_[lAwsX( R ) - P(ﬁAvﬂsX(v) > et)} +
k=1 j=1 J=1
P( ﬁAv—i-jSX(U) > et>

3

= P(e Vi x @) 5 e') —P(eva@lAvX(”) > et>] +

- ¥ / [P(X(”) > ™) — P(A,X® > et_w)]P(Vk(”) € dx) +
R
P X® > o)

L’intervalle d’intégration ne contient pas —oco méme si P (Vk(v) = —00) peut étre supérieure
strictement & zéro.
Soient

g (t) = eot (P(X(“) > el) — P(A,X® > et)), velo,...,S—1},

= atZP Jedt), vefo,...,S—1}

(v)

En termes de g, ’ et v,, on peut écrire () comme suit.
r(t) = ggv) s« Up_1(t) + 6 (t),t eR, n e N*, v € {0,...,5 —1}.

En effet, v € {0,...,5 — 1},

n—1

g&v) * Up_1(t) = / (v)(t — x)p—1(dz) = / ggv) (t —x)e™” Z P(Vk(v) € dx)
R k=0
= / A=A [P(X) > =) — P(A,X®) > )] x
R
n—1
e’ P(Vk(v) € dx)
k=0
n—1
= eo‘tZ/ [P(X(“) > el 7) (A, X > ¢ I)]P(V(U) € dx)
k=0"R
n—1
_ ot [P(X®) > %) — P(A,X®) > )] PV € da)
k=0"R

Donc,
r@O) = g s vy () + 60 (#),t eR, meN*, v e {0,...,5 —1}.
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On applique & la fonction 7(*) Popérateur ~ défini comme suit
3 t
fo= [ et p@an,

—0o0

Pour chaque v € {0,...,5 — 1}, on a
(v) : ' (v)
(917 *vp-1)(t) = / e g s, (x)da

- /t 6_(t—z)</Rg§v)(x—y)yn_l(dy))dx

—0o0
t

- / V1 (dy) / =09 (¢ _ y)da

— 00

t—y
= / Vn—l(dy)/ e~ D6 (@)dz = 1) % v, (1),
R

(v) Y -

Donc, (9;” * vn_1)(t) = 1™ % v,_1(t) et par conséquent,
FO ) = g s v, 1 (1) + 6P (),t eR, n e N, ve{0,...,5 —1}. (2.25)
Soit

n(dz) = eO“P(Yl(U) €dx), ve{0,...,5—1}.

Par les conditions (2.11), (2.12) et (2.13) de la proposition 2.1, on déduit que n(dz) est
une loi de probabilité non-arithmétique sur R d’espérance m €10, co|. En effet,

[e.9]

/un(du) = /ueo‘“P(Yl(v) Edu):/ x%logxP(|A,| € dx)
R R 0

= E(JAy|*log|Ay]) =m < 0.

La fonction de renouvellement associée a n(dx) est

v(dt) =Y n™(dt) =Y e P(V,") € dt).
n=0

n=0

En utilisant le fait que la mesure de renouvellement v vérifie la propriété
v(t) < oo, Vt € R, (parcequem # 0).

on déduit que pour chaque fonction f directement Riemann intégrable sur R,
flevt) = [ 170w
_ / Ft—2) Y e PV € da)
R k=0

_ Z/R f(t— @) PV € dz) <
k=0

pour chaque t € R.
Pour montrer que gﬁ”) est directement Riemann intégrable, on utilise le lemme sui-

vant ( lemme 9.2 dans Goldie [93]).
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Lemme 2.1. Si f € LY(R), alors f est directement Riemann intégrable.

Maintenant par la condition (2.17) du théoreme 2.6 et le lemme 2.1, on déduit que

giv) est directement Riemann intégrable, Vv € {0,...,S — 1}. En effet,

+oo +0o0
/ 0 (@)de = / CUP(XW® > o) — P(AXD) > of)|dt

—00 —0o0

= / ‘P(X(”) >y) — P(A,XW > y)|y*ldy < oo,
0

c’est-a-dire g%v) € LY(R), Yv € {0,...,S — 1}. Par le lemme 2.1, on déduit que gY’) est

directement Riemann intégrable. De plus, puisque la mesure de renouvellement v vérifie

la propriété que v(t) < oo, t € R et que gi”) est directement Riemann intégrable, alors

pour chaque v € {0,...,S — 1} et chaque t € R,

B () = / 3 — )|w(d)
/ ]glv) t—x) |Zea””P ) e dx) < oo.

Puisqu’on integre par rapport a la mesure P(Vk(v) € dz), alors

ET20) (Zew” () v(”>)y)<oo, Vv e {0,..,S — 1}.

Par le théoréeme de Fubini-Tonelli, les espérances

E(ZeaVé”)g§”>(t - V,f”))>, vefo,...5—1}

k=0

existent et on peut inter changer I'espérance et la somme. Par conséquent,

E ( S e 5 (1 - Vk(”))> = 3B g0 - Vi)
k=0 k=0
N V@) )
= nlggoz;)E(e Ea” (= Vi),

c’est-a-dire

gt v(t) = lim g\« v, (t), teR, Vo€ {0,...,8 —1}.

n—o0

Donc, en utilisant la relation (2.25), on déduit que
7@ = gy wwedo,..., S -1} (2.26)

pourvu que pour chaque ¢t € R, 5(1;)( t) — 0 lorsque n — oo, Yo € {0,...,5 — 1} qui
est vérifiée grace au théoreme de convergence dominée et le fait que 553)) (t) — 0 lorsque
n — oo, Vv € {0,...,S — 1}. En effet, pour chaque v € {0,...,S5 — 1},

W) — at )
nh_)rglo(s (t) nh_)rroloe P(e > ef)
= e*p( 1Lm W x5 e

— O P(lim S Y X0 5 ety — g, (v;"sont iid et E(Y™) < 0).

n—0o0
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t

im oW - ] —(t—z) 5(v)
nh—>Holo 0 (t) nh_)nolo _Ooe o (x)dx
t
= ILm e*(t*:’:)eO‘IP(eV’5 ‘x> e’)dx

t
= / le e_(t_g”)eo‘”CP(eV;E x> e®dz =0, (V) = —occ p.s).
oo M0

On applique le théoreme de renouvellement 2.3 a la relation (2.26), avec pour chaque
ve{0,...,5—1}, Fv) = QY)) * v est 'unique solution de I’équation de renouvellement
70 = i@ 4 g,

avec v est la mesure de renouvellement (fonction de renouvellement) définie par

v = i ™,
n=0

on déduit que
1 v
FO(t) — m/ g§ )(x)d:c lorsque t — oo, v € {0,...,5 —1}.
R

Pour vérifier la relation (2.19), on utilise le lemme suivant ( lemme 9.3 dans Goldie [93]).

Lemme 2.2. Si pour chaque v € {0,...,5 — 1},
t
/ 2*P(X®) > z)dz ~ CJ(:})t, t — oo,
0

alors
P(XW >ty ~ i 1 oo

Par le lemme 2.2, on déduit que la relation (2.19) du théoreme 2.6 est vérifiée. En
effet, on a

t
F () = / (=) 0) (1)

—0o0

t
= / e p(X ) > o®)dy
t

e
= / ye Ly P(XY) > y)y~ldy

Oet
= / e*tyaP(X(“) > y)dy

0 p
_ —t «a (v)
= e / y*P(X\" > y)dy

0

- Yt o0, Wwel0,...,5—1}

c’est-a-dire,

t

/ y*P(X®) > y)dy ~ CJ(:])et, t— o0, Voe{0,...,5 —1}.
0
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Par conséquent, P(X(”) >t) ~ C’Srv)t_o‘, t—o0, Yve{0,...,5—1}
D’autres parts,

FO(t) = et/ Yy P(X™ > 4)dy — 1/ gi”)(a:)da;, t — oo, Yo € {0,...,S -1}
0 m Jr
c’est-a-dire
t

/ yeP(x® >y)dy~et;/ '(U)( Ydz, t— o0, Yve{0,...,5—1}.
0

Par identification, on a pour chaque v € {0,...,S — 1},

ol = /

= / X® > ) — P(AX® > ex)>dx
= m/o y*(P(X®) > y) — P(AX™) > y))y~'dy

1 [ee]
= m/ Y H(P(X©W > y) — P(AXY) > y))dy.

Cas 2a : P(H dA, > 0) > 0et P(I[3Z4 Ay < 0) > 0. Dans ce cas, pour tout
v e {0,.. - 1}

k
v ® (v) .
HAJSHJ =e"% | si HA]SH) > 0et HAJSHJ =—e"% | si HAjS+v < 0.
=1 j=1 j=1 j=1
Comme dans le cas 1 : On a pour chaque v € {0,...,S5 — 1},

k
P(X(U) > et) — Z [ HA]SJ’JU (v) > 6 — P(HA]'SJFWX(U) > et)} +
j=1

k=1

P( ﬁ Ajsio X > €
j=1
n—1
- [P HAJSM ®) > ¢f) HA]5+UA X > )} +
k=0 j=1
P( ﬁ Ajsip X > €l

1

J
1

= [P(X,E”) =1, X0 > et) -

3
|

P(X =1, A, X0 > )| +

[P(X]gv) = -1, —er(U)X(”) > et) -
k=0
p X}gv _ —17—6V/§1’)AUX(U) S et)} 4

n

P(JJAis+oX™ > €).
j=1
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Donc, on a :

i
L

P(XO > et) = 3 [P =1,X0) > ) -
0

v T

(30 =1, 4,50 > )] +
1

[P(x? = —1,X0) < —et") -
0

(X

3
|

b
Il

e

v) — _LAvX(v) < _et—Vk)] +

P(ITAjs+0X™ > e,

=.

1

J

ol X,gv) désigne le signe de H?:l Ajsyy = Hfﬁﬁ’v Aj,ved0,...,5—1}.

On remarque que X]go) = X]gv) pour chaque v € {1,...,5 — 1}.
On définit g@f, ve{0,...,5—1}, par
dUlt) = e (P(X® < —e!) — P(A,X® < —¢')). (2.27)
En termes de g(fl) et g%v), v € {0,...,5 — 1}, on déduit que
r@O@t) = e?*P(X® > )
n—1
= eatz [P(X,gv) = 1,er(U)X(“) > et) —
k=0
® _ 1 V™ ®) < ot
P(X,)” =1,e"% AXW >el)| +
n—1 )
eatz [P(Xlgv) _ _17X(v) < —et_vk ) -
k=0

P(X;gv) =-1,A,X" < —et_v’fv))} +

e P([]AjscX™ > €
j=1

n—1
= Zeat/ [P(x) = 1,x0) > etr) -
k=0 R
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n—1
Z/ 6a(tfa:)eam |:P(X]£;v) — 1’X(v) > etfac) N
=

P(X{" = 1,8,X0) > =) | PV € dz) +

n—1
Z/ 6a(t7x)eax |:P(XIE;U) — _LX(’U) < _etfz) i
=

P(X{" = ~1,8, X" < =) | PV € du) +

" P(J]Ajsr0X™ > €

j=1
n—1
Z /}R eaxgigv)il(t — ac)P(Vk(v) € dx) +
k=0 ke
n—1
Z/Rewgi()v) (t—x) (V(U) € dx)
k=0 k

j=1

j=1
Finalement, on a :
n—1 )
r®)(t) = kZOE(eO‘Vk ot - Vi) 480, ve fo,...,S -1}, (2.28)

avec 03 (t) = e P( IT;-

On a:

1A X > e, ve{o,...,5 -1}

S (t) < e P(| [ Ajsaol | XP > ") =0, n— 00, Voe{0,...,5—1},
j=1

ceci vient du fait que

n
(v)
|HA]-S+U|:6V” —0,n—o00, Yve{0,...,5—1}.

On définit une nouvelle distribution de probablhte pour les variables A,g.,, sous
laquelle la probabilité et I’espérance sont notés par P et E. Sous la probabilité P,

pour chaque v € {0,...,S

— 1} les variables A,, Agiy, ..., Aysiy restent indépendantes

identiquement distribuées, avec

P(A, € dy) =

( H Ay € dy) = |y|*P(Ay, € dy), yeR.
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La relation (2.28) devient,

r () = E(ggv) (t— Vk(v))> +6W(t), neN, teR, ve{0,...,5—1}

S E(g =) = ol s 11 (®) + g1 £ v alt), Ywe {0, 81}
k

En effet, pour chaque v € {0,...,5 — 1},

n—1

v _ — (v) ~ (W) v)
n—1 )
o (=P = <1V € do) + 600

k=0 k

n—1 ~
= /9§ it —2) S P(XY =1,V € da) +

k=0
n—1 _

/g—vl)(t 2) Y P = -1,V € d) +60)(1)

R

avec

1, (de) =S P(XY = 5 v e dn), j=1,-1.

En utilisant le méme raisonnement qu’on a appliqué pour trouver la relation (2.25), on
déduit que

FO) =D B3, (= Vi) +50(t), te R, neN.
k=0 k

Soient X () = (Xlgv))kzg des chaines de Markov avec Xév) =1,Voe{0,...,.5—1} et

les états de chaque chaine X sont {~1,1} avec la matrice de transitions < 1; Z >’

ou

S—1
p=PA, >0) = P(J] 4v > 0) = E(14,50lA0|%),
v=0

S—1
q= ﬁ(Av <0)= ]5( H A, < 0) = E(1a,<o0|Au]?).
v=0

C’est clair que p > 0, ¢ > 0 et p+¢q = 1. Soient 7, n_ les lois conditionnelles de log |A,|
sachant A, > 0 et sachant A, < 0, i.e., les lois conditionnelles de Zf:_& log | A, | sachant
Hf;ol Ay > 0 et sachant H,f;(} A, < 0, sous la probabilité P, respectivement.

ni(dy) = Plog|A,| € dy/A, > 0)
P(log |A,| € dy, A, > 0)
p M
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n_(dy) = P(log|A,| € dy/A, <0)
P(log|A,| € dy, A, < 0)
p .

k
Rappelons que Yk(v) = log|Aksts| et X,E,U) = signe de HAJSJF” € {-1,1}, k € N.

j=1
Pour chaque v € {0,...,S — 1}, conditionnellement & X(®) les variables aléatoires
Yl(v), Y2(v), ... sont indépendantes avec des lois conditionnelles

PY,W e /X0y = 1X,(L”):Xff_>1n$))(') + 1X7(Lv)#X,(L@1n(_U)(')'

Soient 0 = Név)(ﬂ < Nl(v)(ﬂ < ... les valeurs de n pour lesquelles X,(Lv) =1et
Név)(f) < Nl(v)(f) < ... les valeurs de n pour lesquelles XT(LU) = —1. Soit

I = max{i : Ni(v)(ﬂ <n—1}, I = max{i : Nz‘(v)(i) <n-—1},

alors pour chaque v € {0,...,S —1},t € Retn €N,

Iﬁ[{”)("’) Iﬂ”)(*)
6 =B Y ¢t -w) + E GO =W £ 50 @), (2.29)
k=0 k=0

ol W,gv)(ﬂ = VNISU)H) et W,gv)( ) = VN<“>( y- Notons que 5( )( t) — 0 lorsque n — oo

pour chaque t € R, Vv € {0,.. -1}
Soit 7 la loi de YI(U) —I—YQ(”) + et Y]E[g))("")’ avec NI(U)H) la premiere valeur de n pour
1

laquelle XT(LU) =1, alors (Wév)(ﬂ)kzo définie par

N N N
W(v)(+)_o Wl Z Y”) I/V(”)(+ Z Y('U W(” Z Y

est une marche aléatoire, avec la loi du pas n, c’est-a-dire

k
W,gv)(+) = Z Z](v)(+) ol Zj(v)(+) sont indépendantes de méme loi 7.
j=1
On montre que

2 -2
n= p77++Zq2 2 (Y, (2.30)
n=2

a partir de laquelle on déduit les propriétés suivantes qui sont nécessaires pour appliquer
le théoreme de renouvellement,

/ yn(dy) = 2m, (2.31)
R

71 est non arithmétique (2.32)

Pour vérifier ceci, notons que P(Nl(v)(ﬂ =1)=p, ]5<N1(v)(+) =n) = ¢*p" 2, ¥n > 2,
Si Nl(v)(ﬂ = 1, alors Yl(v) a la loi ny. Sin > 2, alors Yl( V) et Y(())<+ ont la méme loi
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n_ et Yk(v) a la loi ny pour k dans 'intervalle |2, Nl(v)(ﬂ [. Par conséquent, on déduit la

relation (2.30). Pour (2.31), on note par m,, m_ les espérances de 74 et 7_, alors

/Ryn(dy = pmy + Z ¢*p" 2 (2m- + (n— 2)my) = 2(pmy + gm_)

qui est égale a 2m parce que

my = E(ly,>0lAu|*log|Ay]) /p et m— = E(14,<0lA|"log|Au])/g.

Puisque, sous P, log [A,| 4 Zf:_ol log | 4;| est non arithmétique, alors on peut trouver
un sous ensemble B du support de cette loi non arithmétique tel que le groupe engendré
par B est dense dans R. Soient B, et B_ lintersections de B avec les supports de
1a,>0|log |Ay| et 1a,<0log|A,l|, respectivement.

Soit B un ensemble qui contient tous les éléments de By et le double de chaque
élément de B_, alors Bx engendre un groupe additif dense dans R. Pour chaque b € Bx
et chaque € > 0, si b € By, alors

P(1Z{" — bl < &) > pnp(b—e,b+e]) >0,

et si 3b € B_, alors P(|Z; ) _pl<e) > *(n-(3(b—¢),3(b+ 8[)))2 >0,
ainsi, b est contenu dans le support de va)(ﬂ
conséquent 7 est non arithmétique.

Soit v = >0, 7™ la mesure de renouvellement associée & 1. Par les propriétés
(2.30), (2.31) et (2.32) de n qu'on a déja vérifié, chaque fonction directement Rie-

mann intégrable est v-intégrable. En appliquant le lemme 2.1 & la relation (2.17) du

, c’est-a~dire dans le support de n. Par

théoreme 2.6, on déduit que pour chaque v € {0,...,5 — 1}, gi”) est directement Rie-
mann intégrable et yg%”)\ * v(t) < oo pour chaque t € R, c’est-a-dire
o
- -~ +
EN 3t - w ) <00, wefo,...,5 -1},
k=0
et ceci nous permet d’appliquer le théoreme de convergence dominée pour montrer que
pour chaque v € {0,...,S —1} et t € R,

v)(+) -
E dt-wy o BY g -w), nsoeo,  (233)
k=0 k=0

I

parce que L(f)(Jr) — 00. Pour l'autre espérance dans (2.29), on définit pour chaque

vef0,...,8 -1}, W,Ev)( Zj —0 ZJ(U =) ot les variables Zj(»v)(f) sont indépendantes

pour chaque v € {0,...,5 — 1}, avec Zj(. )(7), j > 1 ont la méme loi n et Zév)(f)
(n—1

une loi ng différente de 1 définie par o = 2 qp"n_ xn v ). Comme pour chaque

a

ve{0,...,5 —1}, gﬁ’l) est directement Riemann intégrable, alors par le théoreme de
convergence dominée on trouve que pour chaque v € {0,...,5 — 1} et t € R,

ES gYe-we) ES g -w), nsoe,  (234)
k=0 k=0
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(v)(=)

parce que I — 00. Par conséquent, la relation (2.29) devient

POt = 2: - 2)3t4m )
_ ﬂ”*4ﬂ+gg*mwyuxteRve{Q“w S—1}.  (2.35)

En appliquant le théoreme de renouvellement 2.3 & chaque terme du coété droit de
(2.35), on déduit que pour chaque v € {0,...,5 — 1},

1 1 1
() _(v) _(v) _ ) | (v)
) — Qm/Rgl (z)dz + Qm/Rgl * 1o (z)dx 5o /R(gl +g21)(z)dz,

qui est égale au coté droit de la relation (2.23) du théoréme 2.6. Comme dans le cas 1,
la relation (2.19) du théoreme 2.6 est une conséquence directe du lemme 2.2.

Cas 2b : H A < 0 p.s. Soit (A))nen une suite de variables aléatoires ipd
indépendante de la sulte (Ap)nen, avec A et A, ont la méme distribution de probabilité.
On montre d’abord que pour chaque v € {0,...,S — 1},

/Ooo |P(XY) > t) — P(A,ALX®W > t)[t*1dt < oo. (2.36)
Pour chaque v € {0,...,S —1},on a:
/Ooo |P(X®™) > t) — P(AALXW > )|t tadt
< /Ooo |P(X™ > 1) — P(AX™ > 1)t Lat
+ /OOO |P(AX®™ > t) — P(AALX ™ > 1)[t2~dt.
Donc, la relation (2.36) est vérifiée si pour chaque v € {0,...,S — 1},
/OOO |P(AXW) > ) — P(ALALX® > 1)[t27Ldt < oo (2.37)
En effet,
/Oo\ (A X > 1) — P(AALX® > ¢)|ttat
/(/ V) > 1) — Publ, X > t)|P(A, € du)t*'dt
/ / X0 < ) P(AI X®™) < }P (A, € du)t®Ldt
/ / P(X) < —y) = P(ALX®) < —y)|P(A, € du)(—uy)*~ (~u)dy
/ [ IPGE < =) = PALX®) < )|y ()" Pl € )

EIAUI“\P(X W) < —y) = P(ALXY) < —y)y*dy

- E(|A”|a)/0 ‘P(X(v) < —y)— P(ALX™ < —y)‘ya—ldy’
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cette derniere quantité est finie grace a (2.18) de théoreme 2.6 et (2.11) de la proposition

2.1. Par (2.37) et (2.

17) du théoreme 2.6, on déduit que (2.36) est vérifiée.

Maintenant puisque, Al A, > 0 p.s. et

/ |P(X™ > 1) — P(AALX®W > )|t dt < oo,
0

alors comme dans le cas 1, la relation (2.19) est vérifiée, avec

o =

avec my est donné,
/
entre A, et A}, par

mo =

1/ (P(X®) > t) — P(AALX® > t))t2at

m2 Jo

1/ (P(X®™) > 1) — P(A,X™ > 1))t Lat

meo 0

+1/ (P(A,X ") > 1) — P(AALX™ > ¢))teLdt
mo 0
1

— / (P(XW > t) — P(A, X > t))t*~1dt
m2 Jo

+1/ (P(X™ < —t) — P(A, XY < —t))t*1at
ma Jo

1 oo
/ (P(XW| > 1) — P(|AX™] > )t dt,
m2 Jo

en utilisant (2.11) et (2.15) de la proposition 2.1, I'indépendance

E(|AyA,|* log |ApAy )
E(|Ah|*log|Ay]) + E(|Ay A" log |Ay])
E(JA,*)E(JA" log |Ay]) + E(|Ay|*) E(JA | log |A%])

m+m = 2m.
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2.3.2 Queues de la solution de I’équation aux récurrences stochastique

Dans la section précédente, on a montré que lorsque la suite (A, )nen ipd des coeffi-
cients de ’équation aux récurrences stochastique (2.9) vérifient les conditions de la pro-
position 2.1 et que I’équation (2.9) admet une solution strictement périodiquement sta-
tionnaire telles que les S distributions marginales vérifient certaines conditions d’intégra
bilité, données dans le théoreme 2.6, alors ces .S distributions marginales sont & variations
régulieres d’indice de variation égale & « qui est solution de I’équation Hf;l E|A,|* = 1.
Le théoreme suivant qui généralise le théoreme 4.1 de Goldie [93] au cas ou la suite
(An, Br)nen est ipd montre que lorsque la suite (Ay)nen vérifie les conditions de la
proposition 2.1 et que la suite (Bp),en vérifie une certaine condition d’intégrabilité,
alors I’équation (2.9) admet une solution strictement périodiquement stationnaire et ses
S distributions marginales sont a variations régulieres.

Théoréme 2.7. Supposons que la suite ipd (A, Bn)nen des coefficients de ’équation
(2.9) satisfait les conditions de la proposition 2.1 et la condition

S—1
> E|By|" < 0, (2.38)
v=0

alors U’équation (2.9) admet une solution strictement périodiquement stationnaire et
pour chaque v € {0,...,S — 1},

P(XW >t) ~ Wit oo, (2.39)
P(X® < —t) ~ Wit o . (2.40)

1) Si Hf;& A, > 0 p.s, alors

B(((AX 1 B))° — ((4,X0)1)")

(W) _
oy = — : (2.41)
et
E(((A,X® +B,)7)" — (A, X®)7)*
c = (( )~ ) ) (2.42)
am
2) Si P(TI5Z5 Av < 0) > 0, alors
@) _ ) _ 1 (v) a_ (v)]e
cy =ct —QQmE(\AUX +Bo|” — [A,X™|%) (2.43)

Finalement, CJ(:)) + C’(_U) >0, Yo e€{0,...,5— 1} si et seulement si,
pour chaque c€ R, P(B, = (1—A,)c) <1, Vve{0,...,5—1}. (2.44)
Preuve. On a montré dans la preuve de la proposition 2.1 que

S—1
v3(4) =) " E(log|A,|) <O0.
v=0

Maintenant, par 'inégalité de Jensen,

S—1 S—1
Z E|B,|* < oo implique Z Elog|B,| < .
v=0 v=0
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Donc les conditions du théoréme 1.1 sont vérifiées et par conséquent 1’équation (2.9)
admet une solution strictement périodiquement stationnaire.

Pour montrer le reste du théoreme 2.7, on utilise le lemme suivant (lemme 9.4 de
Goldie [93]).

Lemme 2.3. Pour toutes variables aléatoires X et'Y définies sur (2, F, P), on a

& 1
/ IP(X >t)— PY >t)t*'dt = —E|(XT)*—(Y)*|. (2.45)
0 «
Lorsque Uintégrale dans (2.45) est finie, alors
o 1
/ (P(X>t)—P(Y >t))t* tdt = —E((X)*—(YT)*). (2.46)
0 o

Preuve. On sait que X = max{X,0} et X~ = max{—X,0}.
Pour t > 0, P(X >t) = P(X* > t), donc on peut supposer que X et Y sont positives.

/ |IP(X >t)— P(Y >t)t* tdt = / (P(X <t< Y)t“ldtJr/ (P(Y <t < X)t* tdt
0 0 0

= B(Iysx) /tho‘ldt> + B(Ixy) /YX 21t

1 1
= aE(H{Y>X}(Ya - X))+ aE(H{X>Y}(Xa -Y)
= lpxe _ye

«

Revenons maintenant a la preuve du théoreme 2.7. On vérifie d’abord la relation
(2.17) du théoreme 2.6, c’est-a-dire, on montre que pour chaque v € {0,...,S — 1},

/OOO IP(X®) > t) — P(A, XY > t)[to 7 dt < oc.
Par le lemme 2.3, pour chaque v € {0,...,S — 1},
/OOO |P(X®) > t) — P(A,X®) > t)[t2at
= /OOO |P(AX®™ +B, > t) — P(A, X" > t)[t* " Ldt

_ éE‘ ((ax® +B,)")" - ((ax)*)"]
Il reste & montrer que pour chaque v € {0,...,5 — 1},
E|(8,X0 +B,)")" = (8,X0) )| < 0 (2.47)
Pour chaque v € {0,...,5 — 1}, on a
Bf(nk +07)" - ()"
= B(Iia, x0)48,50.4, x0 <0y (Ao X + B,)°)

+E (H{Avx(v)+Bv§0,AvX(v)>o} (A, X )a)

+E(H{AvX(v)+IB%U>AUX(v)>O} (A, X™ +B,)* — (AUX(”))Q))

B (T, x5, x4, 50, (Ao X @)% = (4, X0 + B,)))

=hL+1b+1I3+ 14
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Pour montrer que I, I, I3 et I4 sont finis, on utilise le résultat suivant

lr +y|" < cr(\$|T + |y|r), z,y €R, r>0. (2.48)

avec ¢, = max{2 "1 1},

—y|" i0<r<1

T o_ T < { "T y’ S1 — X

=T < e — yl(le] v Il si1<r < oo (2.49)

Notons que la condition (2.38) implique que E|B,|% < oo, v € {0,...,S —1}. En
effet, par la relation (2.48), on a pour chaque v € {0,...,S — 1},

S—1j-1

E(|By|*) = E(‘ZHAS-FU—Z'BS—M—]"Q)

§=0 i=0
S—1j-1

< Y ] E(Asto-il ) E(IBsyo—j|%).
j=0 i=0

Puisque, Hf:_ol E(|A;]¢) =1, alors il existe une constante K telle que

j—1
[[E(As i) <K, j=1,...,5 -1,
i=0
ceci implique que
5-1
E(By|%) < 5K > E|By|* < 0.
v=0

Dans I, ona: 0 < A,X® + B, <B,, Yo € {0,...,S — 1}, donc
I < E(Igp,~0B5) = E((B;)®) < o0, v €{0,...,5 —1}.
De meme, dans Ir, on a: 0 < A, X < —B,, Vv € {0,...,5 — 1}, alors
I < E(I{_p,>01(-By)") = E((B,)*) < occ.
Lorsque a < 1, la relation (2.49) nous donne pour chaque v € {0,...,S — 1},
Is < E(Lig,>01Bj) = E((B])®) < oo.

Si o > 1, les relations (2.48) et (2.49) nous donne pour chaque v € {0,...,S5 — 1},

I3 < aF (H{Avx(wwvmv)((v)>0}BU(A?)X(U) + Bv)ml)
< acq-1 (E(H{IB%”>O}B3) + E(H{Avx<v)+Bv>Avx<v>>0}BU(AUX(U))Q_1))
< aca (E(ED)") + E(E]14,X"))

aca—1B((BF)Y) + aca1 E(BF A, [ B(|X®) |1y,
Maintenant, E(]B%QﬂAUP‘_l) < o0, Yo € {0,...,58 — 1} grace a la premiere condi-

tion (2.11) de la proposition 2.1, E|B,|* < oo et I'inégalité de Holder. Tandis que
E(IX®W|[*1) < 00, Vv € {0,...,8 — 1} grace au théoreme 1.1.

60



Chapitre 2 : Théorie du renouvellement et Comportement des queues

Dans Iy, ona:0< —B, < A,X® Vo e{0,...,5—1} et lorsque a < 1, la relation
(2.49) nous donne pour chaque v € {0,...,5 — 1},

Iy < E<]I{0<—IBU<AUX<“)}( - Bv)a> < E<H{Bv<o}( - Ev)a) = E((B,)") < oc.
Si @ > 1, la relation (2.49) nous donne pour chaque v € {0,...,S — 1},
I, < E(H{]BU<0}(—Bv)(AUX(”))O‘_1>
< (IB A, X )]~ 1)
= E(By|a. ") B(IX W),
Maintenant, E(]BS;|AU|°‘_1> < oo, Yv € {0,...,S — 1} grace a la premieére condi-
tion (2 11) de la proposition 2. 1 E|B,|* < oo et I'inégalité de Holder. Tandis que
E(X®]*1) < 0o, Vo € {0,.. — 1} grace au théoreme 1.1.
Chaque I;, i = 1,2,3,4 est ﬁni, alors (2.47) est vérifiée. Par conséquent la relation

(2.17) du théoreme 2.6 est satisfaite et donc on a (2.39).
De la méme méthode que le premier cas, on peut montrer que pour chaque v €

{0,...,8 -1},
/ |P(X®™) < —t) — P(A,X™W < —)|t*Lat
0
:/ |P(AX® +B, < —t) — P(A,X") < —t)|t* " at
0

:éE)((AUX(”)Jer)_)a ((Ax)7)"| < o,

c’est-a-dire la condition (2.18) du théoreme 2.6 est vérifiée et par conséquent on déduit
la relation (2.40). Maintenant, en utilisant le théoreme 2.6 et le lemme 2.3, on déduit

les relations (2.41) et (2.42). En effet, pour chaque v € {0, . — 1},
c” = / P(X® > ) — P(A,X®™ > t))ta’ldt

= / P(AUX(”) +B, > t) — P(A,X® > t))ta’ldt
mJo

- %E(((AUX(” +Bu)+)a - ((AUX(”))+)Q>

o — / < 1) = PAXY) < —1) )i Lt

= / P(A,X® 4B, < —t) — P(A,X™ < —t))ta’ldt
m

. (v) -\ @y ~)"
= maE(((AUX +B,)7) — ((8.x")7) )
Si P(H 4 A, < 0) >0, alors en utilisant la relation (2.46) on déduit que
1 oo
oW =@ — 2m/ (PUX®@] > 1) = P14, X0 > 1)) o~ at
_ (v) a—1
2m/ P(|AuX® + B, > t) — P(JAX |>t)>t dt

_ WEOAX +IB%U|O‘—|AUX(”)|"‘>.
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Pour montrer le denier point du théoreme 2.7, on utilise ce résultat suivant qui
généralise le lemme 1 de A. K. Grincevicius [97].

Proposition 2.2. Soit la suite ipd (Ay, By)>1 des coefficients de l’équation (2.9). Pour
chaque v € {0,...,S — 1}, soient

n k—1 n k—1
Xrgiy = Z H AjgyBrsi, et X; nS+v = Z H AistoBrstov,
k=11i=1 k=j+1i=j+1

alors pour chaque v € {0,...,5 — 1}

J
* * *
XnS+v = Ajs+e T HAiS+UXj,nS+U
=1

et

j n
P( 'il%axn ( ;SJFU —+ HAiS-HJ med(X; nS+v + H AiS-i—vy)) > x)
- i=1 =i+l

n
<2P( nsﬂ + HAZ'SJ’_UZ/ > ), T,y € R.
i=1
Sous les conditions du théoreme 2.7, on peut faire tendre n vers I'infini dans I'inégalité

précédente. Pour chaque v € {0,...,S — 1} et pour chaque j fixé, on a

oo k—1

s d
wsro = > [ [ AistoBrsio = XM, n— oo,
k=11i=1

o0
JnS+v Z H AistuBrsiv = X(v), n — oQ.
k=j+1i=j+1

Pour chaque v € {0,..., S —1} et y =0, on a

j
P(sup (Xjspo + HA,SM medX(”)) > :c) <2P(XW > 2), £ >0,

JEN i=1
et

J
P<sup (X;S-s—v + HAierv medX(”)) < —a:) <2P(XW) < —z), 2 > 0.
jeN i=1

Par conséquent,
J
P(sup | XG0 + HAZ’SJ,_»U medX(”)‘ > :n) <2P(|XW| > 2), > 0. (2.50)
JeN i=1

Maintenant, on suppose que la condition (2.44) est vérifiée et on montre que pour
chaque v € {0,...,S — 1}, [t|*P(]X®)| > t) > 0 pour toute valeur de ¢ tres grande. On
pose pour chaque v € {0,...,5 — 1}, m[()v) = medX®) et

TTSU) = ;:S-‘r'u + HAiS—i—vmg)U)a n= ]-a R Tév) = mév)
i=1
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On peut vérifier que pour chaque v € {0,...,S — 1},

n—1
T,g”) = TT(Lli)l + U7(L”), ou U H AZerv nStv — m(() )(1 — Ans+v)), n=1,...
i=1
En effet
Tév) = BS+U + ASJrv]BZSJrv +-- AS+U A(n 1)S+anS+v + AS+U cee AnS+vmév)

A H AisyoBnsto + HAZSﬂmO H Aigsom®

=1 =1 =1
n—1

= T(U 1 + H AZS—‘,—U nS+v + AnS+vm(() v) - m(() ))
i=1

= T(U 1+ H AzS—i—v an_,m) _ mév)(l _ AnS-‘,—v))-
i=1

Maintenant pour ¢ > \mg})|, ve{0,...,5—1},
P(|TT(L”)\ > t pour un certain n > 1) > P(|U7(l”)\ > 2t pour un certain n > 1),

parce que si \U ] > 2t, alors soit | 1] > t, sinon \T | > ]U(U | — ]Tflv_)l\ > t. Par la
relation 2.50, on déduit que pour chaque v € {0,. — 1},

PIXW|>1t) > ,p(‘ V)| > ¢ pour un certain n > 1)
1
P(\Un” | > 2t pour un certain n > 1)

2
1 @
2P(|IB%U my” (1 —Ay)| > €) x

>

>

> 2t/epour un certain n > 1).

n
P(’ I A5+
i=1
Par la condition (2.44), € > 0 peut étre choisi de telle sorte que
P(IB, —m{’ (1 — Ay > €) >0, ve{0,...,5—1}.
Donc, il suffit de montrer que pour tout v € {0,...,5 — 1},
n
P( HAZ'5+U| > ¢’ pour un certain n > 1) = P(sup AR t) (2.51)

i=1 neN

at

est supérieure ou égale a de~*" pour toute valeur tres grande de t, o1 § > 0.

Rappelons que pour tout v € {0, .. -1}, (Vn )nZO est une marche aléatoire du
pas Y () = log |A,| 4 Zf:_ol log |A;| qui peut prendre —oo avec une probabilité positive.
On considere la suite (n, Vn(v))nzl et on définit (Tl(v) , Cfv))nzl comme le premier terme

dans la suite (n, Vn(v))nzl pour lequel VTSU) > 0. En d’autres termes,
(W =n = <o0,... v <0, v® >0}, n=1,2...
et Clv) (()) La distribution conjointe de ( ,C{v)) est
H,(dx) = P(Tl(v) =n, Clv €dx), 0<z<oo,n=1,2,...
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et les distributions marginales sont données par

Hy(o0) = P(Tl(v) =n)= P(Tl(v) =n, Cfv) E]0,00[), n=12,...

= Y P <o0,...,v <0, v >0,V € dx)

n

Par les résultats de Feller [74] sur les marches aléatoires ( les relations (5.11), (5.12) et
(5.13), page 411), on déduit que

1—H(co) _
P(supV") >t) ~ ———em {00 2.52
(nGN ) Ba ( )

Pourvu que

B:/ te® H(dt) < oo, v €{0,...,5 —1}.
0

Or g = E(Y(”Heo‘y(v)) et par la condition (2.12), on déduit que § < co. Maintenant,
puisque 1 — H(oco) > 0 et 0 < 8 < o0, alors 1 — H(oco)/Ba > 0 et par conséquent
[t P(|X®| > t) > 0, Yo € {0,...,S — 1}, pour toute valeur trés grande de t. Ceci

implique que C’i(,ﬂ + 05‘) >0,ve{l,...,S—1}.
Maintenant, on donne des conséquences du théoreme 2.7, en particulier sur CJ(:)) et OV

ved0,...,5—1}.
Corollaire 2.1. Lorsque 0 < « <1, on a :

v v 1
c 4 < —B(|B.[*), v e {0,....5 — 1},

tandis que lorsque o > 1, on a :

2&—1

)+ € < ——(EB.I* + B(Bu||A* ) E(X®2Y), v e {0,...,5 — 1},

m

Preuve. Si 0 < o < 1, alors par la relation (2.49) et (2.43) du théoreme 2.7, on déduit
que

e = (4 B )

2mao

1
< —FE(|B,]%).
< —E(B.|")

Si « > 1, alors par les relations (2.48) et (2.49), on déduit que

e +o < %E(\&I(\AUX(”) +Bo| v 4,XO) ).
Ca—1 (v)ja—1 a—1
< mE<|IB%U\(|AvX| + |By| ))
2(171
<

(BB + B(B.[|A >~ E(X @),
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2.4 Exemples

Dans cette partie, on applique les résultats du théoréeme 2.6 de renouvellement im-
plicite et le théoreme 2.7 de comportement asymptotiques des queues de la solution
strictement périodiquement stationnaire de 1’équation aux récurrences stochastique a
certains modeles de séries chronologiques non linéaires a coefficients périodiques, a savoir
le modele ARCH(1) périodique, le modele GARCH(1, 1) périodique, le modele RCA(1)
périodique et le modele bilinéaire périodique.

2.4.1 Processus ARCH (1) périodique

Soit (¢)iez un processus ARCH périodique d’ordre 1 et de période S > 1, c’est-a-
dire satisfait le modele suivant :

€t = O,
{ o? = w + ety t € Z, (2.53)

ot (1¢)iez est une suite i.i.d telle que E(n;) = 0, E(n?) = 1 et n; indépendante de
oy pour tout t € Z. Les parametres w; et oy sont périodiques en t, i.e, wy = wiygg et
oy = oy ks pour tout k,t € Z tels que wy > 0 et ay > 0 pour tout ¢t € Z.

Le processus (07 )cz satisfait 1’équation aux récurrences stochastique

X = A Xy 1+ By, te€Z, (254)

avec Xy = 02, (At)tez = (aun?_,)tez est une suite ipd en raison de la périodicité en ¢ de
a; et By = wy. Le modele ARCH(1) périodique défini par (2.53) peut étre écrit encore
sous la forme suivante :

{ EnS+v = OnS+vlnS+v;, (2.55)
G%SJFU =Wy + aUE%S-i-v—l’ teZ,ve{0,...,5—1},
Le processus (02g,,)nez = (Xnsto)nez, v € {0,...,9 — 1}, satisfait 'équation aux

récurrences stochastique

XnS-H) = AnS+UX(n71)S+U -+ an-ﬁ-’ua v E {0, ey S — 1}, (256)
S—1 S—1j5-—1

avec (AnS—H}v BnS—i—v) - < H ans+u—i777215+vfi717 Z H anS+v—i7772LS+y717iwnS+v—j> est
=0 7=01i=0

une suite iid pour chaque v € {0,...,5 — 1}.
Dans ce qui suit, on s’intéresse méme au modele

€t = Ot
2.
{ 07 =wi + ey, t EN, (257)

ott (m;)sen est une suite iid telle que E(n;) = 0, E(n?) = 1 et 1; indépendante de oy pour
tout t € N. Les parametres w; et oy ont périodiques en ¢, i.e, wy = oy ks et ar = ayrks
pour tout k,t € N tels que w; > 0 et a; > 0 pour tout ¢ € N.

Le processus (07)sen satisfait 'équation aux récurrences stochastique

Xt == AtXt—l + Bt, te N, (258)

avec Xy = 02, (Ap)ten = (um?_1)ten est une suite ipd en raison de la périodicité en ¢
de oy et By = wy.

L’application du théoreme 1.1 assure la convergence de (0?);cn en distribution et
donne les propriétés des S distributions limites.
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Théoréme 2.8. Pour l’équation (2.58), supposons que

S—1
— 00 <Y E(log(ewng)) <0, (2.59)
v=0
alors
1. Xns+o 4 x(0) = 520) lorsque n — oo, v € {0,...,S — 1}, avec

{XW 0< v<8—1} satisfont Videntité en distribution suivante

XO LA X+ B, vel0,...,5—1}. (2.60)

ot X et (A, B,) sont indépendantes, Yv € {0,...,S —1}.

2. Pour chaque v € {0,...,S — 1}, ’équation (2.60) admet une unique solution en
distribution qui est donnée par

oo j—1

d
XO SN TT AissoBjsso, (2.61)
j=11i=1

ot chaque série de l'identité (2.61) converge presque stirement.

3. Si on choisit Xg 4 X les variables {X,, 1 < v < S — 1} sont données par
l'identité suivante
X0 2L a,x00 4B, L,

alors le processus (Xi¢)ien défini par (2.58) est strictement périodiqguement sta-
tionnaire. Le processus (€¢)ien défini par e, = /Xy est strictement périodiquement
stationnaire. Maintenant supposons que pour un certain r > 1,

S—1 -
(TTew) (BOR)® <1,
v=0

alors

4. E(X®W") < 0o, Vv € {0,...,8 — 1}, et les séries dans (2.61) convergent en
moyenne d’ordre 1.

5. Si E(X]) < oo, ve{0,...,8 —1}, alors le processus (Xi)ien défini par (2.58)
converge en moyenne d’ordre r vers {X(”)7 0<wv<S—1}, en particulier

E(X)gi0) = E(X®") lorsque n— o0, ve{0,...,5—1}.
6. Les moments E(X(”)m) sont déterminés par les équations
N/ m
B(X@m) = Z( . )E(Agmavm—k)E(X@)k) <oo,m=1,...,[r],
k=0
ot [r] désigne la partie entiére de .

L’unique solution non-anticipative strictement périodiquement stationnaire du modele
(2.53) est donnée par le théoreme suivant.
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Théoréme 2.9. Pour l’équation (2.5/), supposons que la condition (2.59) est vérifiée,
alors pour chaque t € Z, la série

oo j—1

=> [ ew-int 1wy, (2.62)

§=0i=0
converge presque surement et le processus ainsi défini (X)icz est lunique solution
non-anticipative strictement périodiquement stationnaire de l’équation (2.54). Le pro-
cessus (€)ez défini par e¢ = /Xy est lunique solution non-anticipative strictement
périodiquement stationnaire du modéle (2.53).

L’application du théoreme de renouvellement implicite 2.6 et le théoreme 2.7 de
comportement asymptotiques des queues des S distributions marginales de la solution
strictement périodiquement stationnaire nous donne le résultat suivant.

Théoréme 2.10. On considére l’équation (2.54) et supposons que les conditions sui-
vantes sont vérifiées :

1. Pour un certain o > 0,
S— o
a) [0 E((ewn?)®) =1,
b) B( 135 (cwn?)® X0 1og+<avn3>) < ox.

2. La loi de Z log(avnv) sachant Hv 0 Yawn?) # 0 est non arithmétique,
alors
1. L’équation (2.54) admet une unique solution non-anticipative strictement périodiqu-
ement stationnaire (Xy)iez, et par conséquent le processus (¢)iez défini par e, =
VXiny est l'unique solution non-anticipative strictement périodiquement station-
naire du modéle (2.53).

2. Ils existent des constantes C*) > 0,v € {0,...,S8 — 1} définies par

S—1j-1 S—1 o
[ Haznz Oy +ZH ASty— 2771 wS—‘rv j:| - [(Haznf)a—qﬂ ]
C(v) o j=0 =0 1=0
oB(I175 (am?)* 255 log(an?))
telles que
Ploy >t) ~CWt2 v e{0,...,8 -1}, t— o0, (2.63)
P(ley| > t) ~ E(Ino|**)P(oy, > t), v € {0,...,8 —1}, t— . (2.64)

Remarque 2.1.
1. La condition (2.59) du théoreme 2.8 est équivalente a la condition suivante :
S—1
0< H o, < exp(— SE(log 778)).
v=0
2. La condition Z E]B |* < 0o du théoreme 2.7 se réduit a Zv o Wy < 0o qui
est vérifiée.

3. La relation (2.64) se déduit du résultat de Breiman [48] suivant : Soient X et Y
deux variables aléatoires positives et indépendantes, Y est a variation réguliere
d’indice o > 0 et 'une des conditions suivantes est vérifiée.

i) E(X*"¢) < oo pour un certain € > 0.
ii) P(Y >t) ~Ct™, t = oo pour un certain C > 0 et E(X*) < 0o
alors

P(XY >t)~ E(XY)P(Y >t), t— oo.
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2.4.2 Processus GARCH (1,1) périodique

Soit (e¢)tez un processus GARCH périodique d’ordre (1,1) et de période S > 1,
c’est-a-dire satisfait le modele

€t = O,
2.65
{ Ut2 = w¢ + Oété“g,l + ,Bt0't271, t e Z, ( )

olt (n;)iez est une suite i.i.d telle que E(n;) = 0, E(n?) = 1 et 7, indépendante de oy
pour tout ¢t € Z. Les parametres we, ap et [ ont périodiques en ¢, i.e, w; = witks,
op = s et By = Biars pour tout k,t € Z tels que wy > 0, ap > 0 et 5 > 0 pour tout
teZ.

Le processus (07)cz satisfait 1’équation aux récurrences stochastique

Xy = A X1+ B, te€Z, (266)

avec Xy = 02, (At)iez = (un?_; + Bt)iez est une suite ipd et By = wy.
Le modele GARCH(1,1) périodique défini par (2.65) peut étre écrit encore sous la
forme suivante :

{ EnS+v = OnS+vlnS+v, (2 67)
Tngin =Wo T OuEng iy 1+ Bu0igiy 1, n€ZweEL0,...,S—1},
Le processus (U?LS_’_U)TLGZ = (XnStv)nez, v € {0,...,8 — 1}, satisfait I’équation aux

récurrences stochastique

XnS+v = AnS-{—’UX(n—l)S—i-v + IBTLS-HJ’ v E {07 cey S = 1}7 (268)
avec
S—1
AnSJrv = H (an5+v7i777215+v—i71 + ﬁnS«Hin)v
i=0
S§—1j-1
BnS—‘rv = Z H(an5+v—i777215'+v—171 + BnS—i—v—i)wnS—i-v—j
§=0 i=0
et (Ans+v, Bnstv)nez est une suite iid pour chaque v € {0,...,S — 1}.

L’unique solution non-anticipative strictement périodiquement stationnaire du modele
(2.65) est donnée par le théoreme suivant.

Théoréme 2.11. Pour l’équation (2.66), supposons que la condition suivante est vérifiée

S—1
—00 <Y E(log(awng + Bu)) <0, (2.69)
v=0

alors pour chaque t € Z, la série

oo j—1

Xo =Y [T(w—inioi + Bi)wr—j, (2.70)

j=014=0

converge presque surement et le processus ainsi défini (X)icz est l'unique solution
non-anticipative strictement périodiquement stationnaire de ’équation (2.66). Le pro-
cessus (€)iez défini par ep = /Xy est l'unique solution non-anticipative strictement
périodiquement stationnaire du modeéle (2.65).
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L’application du théoreme de renouvellement implicite 2.6 et le théoreme 2.7 de
comportement asymptotiques des queues des S distributions marginales de la solution
strictement périodiquement stationnaire nous donne le résultat suivant.

Théoréme 2.12. Pour le modéle (2.65), supposons que les conditions suivantes sont
vérifices
1. Pour un certain o > 0,
a) TI;20 B((awn? + 8,)7) = 1,
b) E(T155 (aun? + 8,)° X023 log™* (aun? + 5) ) < oc.
2. Laloi de Zf:_ol log(a,n2+B,) sachant Hf;ol (wn?+By) # 0 est non arithmétique,
alors

1. L’équation (2.66) admet une unique solution non-anticipative strictement périodiqu-
ement stationnaire (Xy)iez. Le processus (e¢)icz défini par e, = / Xy est Uunique
solution non-anticipative strictement périodiquement stationnaire du modéle (2.65).

2. Ils existent des constantes C*) > 0,v € {0,...,S — 1} définies par

B[(A00? +By)" — (8u0?)°]

oW —
aE(AU logAv)
telles que
Plo, >t) ~CWt20 e {0,...,8 =1}, t— oo, (2.71)
P(ley| > t) ~ E(Ino|**)P(oy, > t), v € {0,...,8 -1}, t— . (2.72)

2.4.3 Processus RCA(1) périodique

Soit (X¢)iez un processus autorégressif périodique a coefficients aléatoires définie
par I’équation aux différences stochastique suivante

Xe=(pt +b)Xo1+e, tELZ, (2.73)

avec ¢ € R périodique en t, i.e., Y1514 = @y, v € {0,--- ;S — 1}, pour tout t € Z et
(bt, e1)tez est une suite de variables aléatoires ipd de période S > 1.
Le modele RCA(1) périodique (2.73) peut s’écrire sous la forme suivante :

XnSqv = (901) + bnS—l—v)XnS—l-v—l + ens+v, U € {07 e, S = 1}7 n € 2. (274)

Dans ce cas, le modele (2.73) satisfait 1’équation aux récurrences stochastique

Xns4v = AnS-{-vX(n—l)S—i-v +Bpstv, vE {07 sy — 1}7 n € Z, (275)
avec
S—1 S—-1j-1
AnSJrv = H (SDnSJrvfi + bnSJrvfi), BnSJrv = Z H(‘Pnsqtvfi + bnS+v7i)6nS+vfj
i=0 Jj=01=0
(2.76)
et (Ans+v, Bnstv)nez est une suite i.i.d pour chaque v € {0,--- , S5 —1}.

L’unique solution non-anticipative strictement périodiquement stationnaire du modele
(2.73) est donnée par le théoreme suivant.
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Théoréme 2.13. Pour [’équation (2.73), supposons que les conditions suivantes sont
vérifiées

S—1 S-1
> E(loghles]) <oo et —o00< > E(loglpy + by|) <0, (2.77)
v=0 v=0

alors pour chaque t € Z, la série
oo j—1
Xy = Z H(@tﬂ' + bi—i)er—j, (2.78)
j=0i=0
converge absolument presque surement et le processus (X )iez est l'unique solution non-
anticipative strictement périodiquement stationnaire de l’équation (2.73).

L’application du théoreme de renouvellement implicite 2.6 et le théoreme 2.7 de
comportement asymptotiques des queues des S distributions marginales de la solution
strictement périodiquement stationnaire nous donne le résultat suivant.

Théoréme 2.14. Pour ’équation (2.73), supposons que les conditions suivantes sont
vérifiées

1. Pour un certain o > 0

S—1
a) [T B(es+0,") =1,
v=0

S—1 S—1
b) E( H |‘Pv+bv‘azlog+ |@v+bv‘> < 00,

v=0 v=0

€) YoTg Eleo|* < oo

S—1 S-1
2. la loi conditionnelle de Zlog]gpv + by| sachant H(Sﬁv + by) # 0 est non
v=0 v=0

arithmétique, alors

1. L’équation (2.73) admet une unique solution non-anticipative strictement périodiquement

stationnaire (Xy)tez.-
2. Ils existent des constantes CJ(FU), C(_v), ve{0,...,5 =1}, pour les quelles
P(X,>t)~CVt e ve{o,...,S—1}, t— o0,
P(X, < —t) ~CY¢ ve{o,....,8— 1}, t— .

Les constantes CJ(:}), C'(_v), ve{0,...,5 — 1}, sont telles que
S—1

a) si H(s% +b,) >0 p.s, alors
v=0

o _ Bl + B - ((8X0)*)']
* aB(|Ay|*log |Ay]) ’

ol oy
- aE(|Ay|*log |Ay])

S—1

b) si P( H(gov +by) < O) > 0, alors
v=0

L) _ o) _ B[|A, X, +Bo|" - [A,X,[]
+ - 20E(|Ay|@ log |Ay)
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2.4.4 Processus Bilinéaire périodique

Soit (X¢)tez un processus bilinéaire périodique définie par I’équation aux différences
stochastique suivante :

Xi= (o1 + Bret) Xe—1+ e, tEL, (2.79)

ol ¢, Bt € R périodiques en t et (e;):cz une suite de variables aléatoires ipd de période
S>1.
Le modele bilinéaire périodique (2.79) peut s’écrire sous la forme suivante :

XnS—i—v = (901) + BvenS—&—v)XnS—&-v—l + ens4v, VE {0, e, S = 1}7” €7, (2'80)

Dans ce cas, le modele bilinéaire périodique (2.80) satisfait I’équation aux récurrences
stochastique

XnS+’U = AnSJrvX(n—l)S—i-v + ]an+v, NS {0, ce ,S - 1}, n € 7. (281)
avec
S—1
AnS—l—v = H (SOnS—l-v—i + BnS—&-v—ienS—‘rU—i)a (282)
1=0
S—1j5—-1
Brstv = Z H(SOnS—i-v—i + /Bn5+v—ienS+v—z’)enS+v—j (2-83)
=0 i=0
et (Aystv, Brsto)nez est une suite i.i.d pour chaque v € {0,--- ,5 — 1}.

L’unique solution non-anticipative strictement périodiquement stationnaire du modele
(2.79) est donnée par le théoreme suivant.

Théoréme 2.15. Pour ’équation (2.79), supposons que les conditions suivantes sont
vérifiées

S—1 S—1
> E(loghle,]) <oo et —o00< Y E(logle, + Buey|) <0, (2.84)
v=0 v=0

alors pour chaque t € Z, la série

oo j—1

X = Z H(%fi + Bi—ier—i)er—j (2.85)

j=0 i=0

converge absolument presque surement et le processus (X )iez est l'unique solution non-
anticipative strictement périodiquement stationnaire de l’équation (2.79).

L’application du théoreme de renouvellement implicite 2.6 et le théoreme 2.7 de
comportement asymptotiques des queues des S distributions marginales de la solution
strictement périodiquement stationnaire nous donne le résultat suivant.

Théoréme 2.16. Pour [’équation (2.79), supposons que les conditions suivantes sont
vérifices
1. Pour un certain a > 0
S—1

a) H E(lgy + Bues|®) =1,

v=0
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S—1 S—1
b) E( H |90v + Bvev|a Z 10g+ |‘Pv + ﬁvev|> < 00,
v=0 v=0

€) Yo Eleu|” < oo

S-1 S—1
. la loi conditionnelle de Zlog |ov + Buey| sachant H(SOU + Buey) # 0 est non
v=0 v=0

arithmétique, alors

. L’équation (2.79) admet une unique solution non-anticipative strictement périodiquement
stationnaire (Xy)tez.-

. Ils existent des constantes C'J(rv), C(j’), v e {0,...,8 — 1}, pour les quelles
P(X,>t) ~CVt e vef0,...,5—1}, t— oo,

P(X, < —t)~CYt 2 vef0,...,S—1}, t— 0.

Les constantes C(v), C'(_U), ve{0,...,5 — 1}, sont telles que
S—1

a) si H(cpv + Buey) > 0 p.s, alors
v=0

E[((AUXU +B,)T)* - ((AUXU)+)“}
aB(|Ay*log|Ay) ’

ol =

o E(Xe 1+ B) - (X))
T aB(|A,|*log [Ay])

S—1
b) si P( H(s% + Buey) < 0) > 0, alors

v=0
v EUAUXU +B,[* - \AUXUH

(v) _
i =0"= 20E(|Ay]|@ log |Ay)])

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié le comportement asymptotique des queues de la
solution strictement périodiquement stationnaire de I’équation aux récurrences stochas-
tique que nous avons étudié dans le premier chapitre. Nous avons démontré le théoreme
de renouvellement implicite périodique afin de 'utiliser pour démontrer que les distri-
butions marginales de la solution strictement périodiquement stationnaire de ’équation
aux récurrences stochastique sont a variations régulieres de méme indice de variation.
Nous avons appliqué nos résultats a certains modele périodiques de séries chronologiques,
a savoir le modele ARCH(1) périodique, le modele GARCH(1, 1) périodique, le modele
RCA(1) périodique et le modele bilinéaire périodique. Notons qu'il est tres intéressant
d’étudier la variation réguliere de la somme finie des variables de la solution strictement
périodiquement stationnaire de 1’équation aux récurrences stochastique, comme il est
aussi intéressant d’étudier la variation réguliere des distributions fini-dimensionnelles de
cette solution strictement périodiquement stationnaire.

72



Chapitre 3

Modeles GARCH(p,q) et
ARCH(oc0) Périodiques

3.1 Introduction

Les modeles autorégressifs conditionnellement hétéroscédastiques généralisés GARCH
introduits par Bollerslev [40] sont de grande importances grace a leur capacité a représenter
adéquatement certaines séries financieres. Ces modeles sont caractérisés par le fait que la
variance conditionnelle sur le passée du processus est une fonction linéaire des carrés des
valeurs passées du processus. Les propriétés probabilistes ont été étudiées via ’équation
aux récurrences stochastique, a savoir la stationnarité stricte, la stationnarité au se-
cond ordre, I'ergodicité, I'existence des moments d’ordres supérieurs et la propriété du
mélange (voir Bougerol et Picard [42], Davis et Mikosch [57], Francq et Zakoian [82],
Berkes et al [32]). Les parametres de ces modeles ont été estimés par la méthode du
quasi-maximum de vraisemblance (voir Francq et Zakoian [81], Straumann et Mikosch
[133]). Ces dernieres années Aknouche a étudié les modeles GARCH périodiques et
leurs propriétés probabilistes, a savoir la stationnarité périodique stricte, la stationna-
rité périodique au second ordre, I’existence des moments d’ordres supérieurs, I’ergodicité
périodique, la propriété du mélange et la structure d ?autocovariance (voir Aknouche
et al [14], Aknouche et Bibi [15], Bibi et Aknouche [34], Aknouche et Bentarzi [16]).
Les parametres de ces modeles ont été estimés par la méthode du quasi-maximum de
vraisemblance (voir Aknouche et Bibi [15], Aknouche et al [14]).

3.2 Modeles GARCH(p, q) périodiques

Soit (e¢)tez un processus GARCH(p, q) périodique de période S € N* c’est-a-dire
satisfait I’équation aux différences stochastique suivante :

&t = O,

q p (3 1)
O-tz = Wt + Z at,ﬁ?_i + Zﬁt,jag—jv te Za ’
1 j=1

i=
oil (1¢)tez est une suite iid telle que F(n;) = 0, E(n?) = 1 et n; indépendante de &;_;
pour tout ¢ > 0. Les parametres w;, ay; et (¢ ; sont périodiques en ¢t de période S € N*

tels que wy >0, ay; >0et By j >0pourtout i=1,...,q,5=1,...,pettecZ.
En posant t = nS + v, v € {0,...,5 — 1}, Le modele GARCH(p, q) périodique (3.1)
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peut étre écrit sous la forme suivante :

EnS+v = OnS+vlinS+v, )

q p
2 _ 2 2
UnS+v = Wy + Z av,iSTLS—i—U—i + Z BU,jJnS—i-U—jv nc Zv
=1 j=1

(3.2)

La deuxieéme équation du modele (3.2) peut s’écrire sous la forme symbolique suivante

Bo(L)opsiy = wo + Au(L)ens 10 1 € 2, (3.3)

avec L est défini par L'o2g,, = 02g,, i L'eig , = cogiy_y €t By(L), Ay(L) deux
polynémes définis par

q p

Ao(L) = L', et By(L)=1-Y BuL'. (3.4)
i=1 i=1

3.2.1 Stationnarité périodique stricte

Le modele GARCH(p, q) périodique défini par (3.1) peut aussi s’écrire comme équation
aux récurrences stochastique

X = A Xy 1+ B, te€Z, (35)

ol Xt:<€%7'” 78%7q+170't27”' 70’t27p+l)/7 Bt:(wtngaoa'” 7wt707"' 70)/ et

o an; Qrg 1M gl Beant Bip1mi Bepi
1 0 0 0 0 0 0
Y S 0 0 ... 0 0

¢ Qi 1 Qt g—1 Ot q /Bt,l /Bt,p—l ﬁt,p

0 e 0 0 1 e 0 0
0 e 0 0 0 e 1 0

tels que (A, Bt)iez est une suite i.p.d en raison de périodicité des parametres wy, oy,
Brj,i=1,...,q,7=1,...,p et a valeurs dans M, ,(R) x RP*4.
On note par ||.|| la norme euclidienne sur RP? et la norme matricielle induite sur
Mpq(R), lespace des matrices carrées de taille (¢ + p) x (¢ + p).

L’exposant de Lyapounov associé a la suite ipd (A)¢cz est défini par

. 1 ¥
Y5(A) = 1nf{ﬁE10g |AnsAns—1...A1]], n € N*} (3.6)
. 1 X
= inf {EElog [AnsApm_1)s - .- Agll, n € N},
S—1 S—1
pourvu que Z E(log™ || Ay]]) < o0, ot Aygiy = H Apsiv—i, v €40,...,5 —1}.

v=0 =0
Puisque FE(n?) < oo, alors Zf:_ol E(||Ay|) < o et Zf:_ol E(||By||) < oo et par I'inégalité
de Jensen, on peut vérifier que

S—1

S—1

Z:E(logJr |Ay]) < oo et Z:E(logJr | By||) < oc.

v=0

v=0
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Maintenant, puisque la suite (A,g)nez est iid et vérifie les contions (3.7), alors par le
théoreme 6 ergodique sous-additif de Kingman [108], on déduit que

.1
’yS(A) = nlglgo - log||AnsAns—1...A1] ps., (3.8)

et par le lemme 2.1 de Bougerol et Picard [42], on a

si h_)m |AnsAns—1... A1 =0 ps., alors ~9(A) <O0. (3.9)
n
Le théoreme suivant de Aknouche et Bibi [15] donne 'unique solution non-anticipative
strictement périodiquement stationnaire du modele (3.1).

Théoréme 3.1. L’équation (3.5) admet une unique solution non-anticipative stricte-
ment périodiquement stationnaire définie par

[e.e]
ZH —iBi_j, t € Z, (3.10)

7=0 1=

si et seulement si Iexposant de Lyapounov v°(A) associé a la suite ipd (A¢)iez défini
par (3.6) est strictement inférieur a zéro, ou la série converge presque surement pour
chaque t € Z.

Preuve. Supposons qu’il existe une solution strictement périodiquement stationnaire
(et)tez de (3.1). Considérons le processus (X¢)iez défini par (3.5). Pour chaque v €

{0,...,5 — 1} et tout m > 0, apres m itérations sur I’équation (3.5), on trouve
m j—1 m-+1
XUZZH v—1 vg+HAvavm1
7=01i=0 7=0

On utilise les notations suivantes : pour z,y € RPT9 et A, B € M,1,(R),
x<ysiz—y R et A< Bsi B-A€ Mpi(Ry). Maintenant, puisque les
coefficients de la matrice A; et de vecteur X, sont positifs, alors pour tout m > 1,

m j—1

Xv > Z H Av—ti—j p-s.,

§=0i=0

et ceci implique que la série Z;io Hg;é A,_;B,_j converge presque srement et par
conséquent
7—1
lim HAv iB,_j =0 p.s. (3.11)

]—>OO

Soit (ex)1<k< une base canonique de RPT4 et on montre que pour chaque
<k<g+p> q que p q

ke{l,...,q+p},ona
7j—1

lim H Ay_ser, = 0p.s. (3.12)

j‘)OO

Comme B,_j = wv_jng_jel + wy—j€q+1, avec wy—j; > 0, alors par (3.11),

Jj—1 Jj—1
Jlirgowv ]nv JQAU ie1=0p.s. et jlggowv ]H)Av i€q+1 =0 Dp.s., (3.13)
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et par conséquent la relation (3.12) est vérifiée pour k = g+ 1. Pour chaque k = 1,...,p,
on a

2
Av—jeqrk = Bo—jr1kMo—jr1Av—j+1€1 + Bo—jr1kAv—j+1€q+1 + €qrkr1s
et puisque $,_j11, > 0, alors pour k =1,
Jj—1 Jj—1

0 < lim HO Av-ieqpz < Jim HO Ay _iegi1 =0ps (3.14)
1= 1=

J—r00 -

et par conséquent, la relation (3.12) est vérifiée pour k = ¢ + 2. Avec le méme raison-
nement, on peut vérifier que la relation (3.12) est vérifiée pour k = ¢+ 1,...,q + p.
D’autres parts, puisque

2
Av—j+16q = Qo—ji1,4T—j41€1 T Cv—jt1,4€q+1,

alors par la relation (3.13), on déduit que la relation (3.12) est vérifiée pour k = q.
Maintenant, pour k=1,...,¢g—1,0on a

2
Av—jr1€r = Qu—ji1kMy—j+1€1 + Qu—jt1 k€q+1 + k41,

alors
j—1 j—1 Jj—1

. 2 . .
lim | | Ap_ieg—1 < Qu—j+1,g—1"y—j+1 lim | | Ap—ie1 + y—_jy1,4—1 lim | | Ap—ieqt1
= = _

j—1
—|—jli)1£10 [([) Ay—ieq =0Dpss,
1=

ceci vient de la relation (3.13) et le fait que ay—j41,4—1 > 0. De la méme maniere, on
peut vérifier la relation (3.12) pour k = 1,...,¢ — 2. Finalement, la relation (3.12) est

vérifiée pour chaque e, k € {1,...,q+ p} et par conséquent
j—1
leIgOH)Avi =0 p.s. (3.15)
1=

. j—1 ' )
La suite (Hi:O Av_z)j ¢z converge presque surement vers zéro, alors toutes ses sous-
suites convergent vers zéro, en particulier la sous-suite de terme général

Sj—1 j—1 §—1 j—1
H Ap_i = H ( H Av—iS—k:) = HAv—i57
=0 =0 k=0 =0

ou la suite (Av*is)iez est iid pour chaque v € {0,...,S — 1}. Par la relation (3.9), on
déduit que y°(A) < 0.

Supposons que y°(A) < 0, alors la relation (3.8) implique que la série dans (3.10)
converge presque surement pour tout ¢ € Z. FEn effet, on a

oo j—1
it = | T |
j=01i=0
< Y N AAy - Al Bl (3.16)
j=0
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Maintenant, on a

. . 1 1
HAtAt—l - At—j+1H1/]|Bt—j‘1/] = exp <; log HAtAt—l e At—j—&-l” + Elog HBt—JH>

»

S(A
be exp{fyé)} <1, j— o0,
d’ou la série convergence presque strement par le critere de Cauchy pour les séries
a termes positifs. La solution (e¢)iez du modele (3.1) est définie par e = /Xt g417

ol X441 désigne la (g + l)éme composante du vecteur X;. Cette solution est non-
anticipative parce qu’elle s’écrit comme une fonction mesurable de 7;_1,7;— . ... Elle est
aussi strictement périodiquement stationnaire en raison de la stationnarité stricte de
(nt)tez et la périodicité des parametres.

Maintenant, supposons qu’il existe une autre solution strictement périodiquement
stationnaire (Y;);ez de I’équation (3.5), alors pour tout n > 0,

1 X: =Yill = [|AsAi—1. . A1 (X — Y|
< NAA A | [ X — Y|

On a, ||AtAi—1...Ai—nt1]| = 0 p.s lorsque n — oo parce que la série dans (3.16)
converge presque surement et comme la loi de (X;_,, — Y;_,,) ne dépend pas de n, alors
A A1 Apit || X i—n—Yin] 5 0 lorsque n — oo. Par conséquent, || X;—Y;| 5 0
lorsque n — 0. Comme X; — Y; ne dépend pas de n, alors on a nécessairement, X; = Y;
pour tout t € Z.

Remarque 3.1. Lorsque le modele GARCH(p, q) périodique (3.1) admet une solu-
tion strictement périodiquement stationnaire, alors chaque modele GARCH périodique
obtenu en remplacant les coefficients ay; et By 5,41 =1,---,¢q, 7 = 1,--- ,p par des co-
efficients plus petits admet une solution strictement périodiquement stationnaire parce
que l'exposant de Lyapounov associé au nouveau modele est inférieur a celui associé
au modele initial. En particulier, lorsqu’on annule les coefficients 3 ;, 7 = 1,--- ,p, le
modele obtenu est le modele ARCH(q) périodique qui admet une solution strictement
périodiquement stationnaire des que le modele initial GARCH(p, ¢) périodique admet
une solution strictement périodiquement stationnaire.

Rappelons que pour une matrice A € M, ,(R), le rayon spectral de A, noté p(A),
est défini comme la plus grande valeur propre en valeur absolue de ses valeurs propres.
Pour toute matrice A € Mp;4(R), on a le résultat suivant :

1 ni
nl;n()loﬁlogHA | = log p(A). (3.17)

Par les relations (3.17) et (3.8), I'exposant de Lyapounov associé a une suite de matrices
(An)nez non aléatoires et périodique en ¢ de période S € N* est défini par :

'yS(A) = ILm llogHAmgAmq_l...AlH
n—oo N
1 S—1 n S—1
- i b (T ) beo( T as). o

Le résultat suivant de Aknouche et Bibi [15] donne une condition nécessaire de la
stationnarité périodique strice.
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Corollaire. Sile modéle (3.1) admet une solution strictement périodiquement station-
naire, alors

S—1
p(TI Bs-v) < 1. (3.19)
v=0
ot B est une sous-matrice de A; définie par

Bea B2 .. Bip-1 Bip

1 0o ... 0 0
By = 0 1 0 0
0 0o ... 1 0

Preuve. Comme les termes des matrices A; sont positifs, alors 'exposant de Lyapounov
associé a la suite (A¢)iez est supérieur a celui associé a la suite obtenue en remplagant les
coeflicients des ¢ premieres lignes et des ¢ premieres colonnes par zéro dans les matrices
A;. Par la relation (3.18), on a :

S—1
log p( [ s ) =5(8) <+5(4),
v=0
et ainsi, si le modele (3.1) admet une solution strictement périodiquement stationnaire,
c’est-a-dire v9(A) < 0, alors la relation (3.19) est vérifiée.

Le théoreme suivant de Aknouche et Bibi [15] assure 'existence d’un moment d’un
certain ordre de la solution strictement périodiquement stationnaire du modele (3.1).

Théoréeme 3.2. Supposons que v°(A) < 0. Soit & = oy la solution strictement
périodiquement stationnaire du modéle (3.1), alors il existe k > 0 tel que E(c2%) < oo
et B(e2F) < oo.

Preuve. On utilise le lemme suivant dans la preuve du théoréeme 3.2.

Lemme 3.1. Soit (Ay,)nez une suite de matrices aléatoires positives ipd avec un expo-
sant de Lyapounov 3 (A), alors

YS(A) < 0 ssi 3k > 0, Ing > 1 tels que d = E||ApgsAngs—1- .. A" < 1. (3.20)

Preuve. Supposons que 7°(A) < 0. Par définition,
P .
vI(A) = mf{gE(log |AnsAns—1-.. A1), n € N*},

alors il existe Ing > 1 tel que E(log || AnysAnes—1 --- Ai1l]) < 0. De plus,

EHATLOSATLOS—l s Al” ||E(AnOSAn05—1 s Al)”
I(E(AsAs-1...A1))" ||

(E”AsAS,1 cee Alu)ﬂo < o0

IN

et ceci vient du fait que la norme matricielle ||.|| est multiplicative, la positivité des
éléments des matrices A, et la suite (Ay)nez est ipd. On utilise le lemme suivant.

Lemme 3.2. Soit X une variable aléatoire positive. Si E(log X) < 0 et E(X") < o0
pour un certain r > 0, alors il existe k > 0 tel que E(X") < 1.
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Par le lemme 3.2, on déduit qu’il existe x > 0 tel que
d = E|An,sAnys—1-..- A1]" < 1. (3.21)

Maintenant, supposons qu’il existe K > 0 et ng > 1 tels que § < 1, alors par I'inégalité
de Jensen, on déduit que

1 1
v (A) < —E(log || ApgsAngs—1 - - - A1]]) < — logd < 0.
no KN

Ainsi, la preuve du lemme 3.1 est achevée. Revenons maintenant & preuve du théoréeme
3.2. Dans le lemme 3.1, on peut considérer « €0, 1[. Pour & €]0,1[, on a (> oy ;)" <
Y ien T pour toute suite numérique a termes positifs (z;);en. En utilisant cette derniere
inégalité, on déduit que la solution strictement périodiquement stationnaire de I’équation
(3.5) définie par (3.10) satisfait

o0
E|Xl|* < Y Bl Ar... Al "E||Bi—i” + E|| By|"
i=1

ngS 2noS
= Y EA AinllPEIB"+ Y EllAr . A || Bl ®
=1 i=ngS—+1

o
+ > BlA A"l Biil|” + BB

1=2n0S+1
noS noS
< S Bl At IPEIBl 6 Bl v At | E| Bl |*
=1 =1

o
+ > ElA A"l Biil|” + BB
1=2n9S+1

ngS

< ¢>(1 +j§05ﬂ‘;EHAt...A”HH”) < 0,

ol ¢ = maxj<y<s F||B,| et 6 défini par (3.20).
Comme 027 < || X¢|" et e2% < || X¢||%, alors E(e2%) < 0o et E(02F) < oo.

Le résultat suivant de Aknouche et Bibi [15] donne une condition suffisante pour

I’existence et I'unicité de la solution strictement périodiquement stationnaire du modele
(3.1).

Corollaire 3.1. Pour l’équation (3.5), supposons que

p<SH_1 E(AS_,,)> <1, (3.22)
v=0

alors 'équation (3.5) admet une unique solution non-anticipative strictement périod
1quement stationnaire.

Preuve. On utilise le résultat suivant de Kesten et Spitzer [107].

Lemme 3.3. Soit (By,)nen une suite de matrices aléatoires positives iid de tailles d x d,
alors

.1
lim —||B1By...By,| <logp(E(B)).
n—oon
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Comme la suite (H;S:ol Angﬂ,ﬂ-)nEZ est iid pour chaque v{0,...,S — 1}, alors par
le lemme 3.3, on a

S—1 S—1
7%(4) < logp(E( 11 ASv)) = logp( 11 E(Ava))'
v=0 v=0

La condition (3.22) implique que v°(A) < 0. Par le théoréme 3.1, Péquation (3.5) ad-
met une unique solution non-anticipative strictement périodiquement stationnaire. Le
processus (g¢)iez défini par e, = /Xy q11m, ot Xy g+1 désigne la (¢ + 1)éme compo-
sante de vecteur X;, est I'unique solution non-anticipative strictement périodiquement
stationnaire du modele 3.1.

3.2.2 Existence des moments d’ordres supérieurs

Dans le prochain résultat, on donne des conditions suffisantes d’existence des mo-
ments d’ordre 2m pour la solution strictement périodiquement stationnaire du modele
(3.1). Supposons que la suite (1;);cz admet des moments d’ordre 2m, i.e., E(n?™) < oo.
On note par ® le produit de Kronecker défini par : pour deux matrices quelconques
A = (aij) et B,on a A® B = (a;;)B. Pour toute matrice A, on pose A% = A®...Q A.
Dans cette partie, on utilise la norme matricielle, notée ||.||, définie pour toute matrice
A par: ||A| = Zij |aijl.

Théoréme 3.3. Supposons que E(n?™) < oo pour un certain m € N* et
S—1
o(TT ) <1, (3.23)
v=0

alors pour chaque t € Z, la série dans (3.10) converge en moyenne d’ordre m et le
processus (¢)iez défini par e; = /X1 est unique solution non-anticipative strictement
périodiquement stationnaire du modéle (3.1) et admet des moments jusqu’a l’ordre 2m.

Inversement, si p<]_[f:_01 E(A?L"Z) > 1, alors il n'existe pas de solution strictement

périodiquement stationnaire pour le modéle (3.1) telle que E(e¥™) < oc.

Preuve. Supposons que la condition (3.23) est satisfaite. Pour chaque k > 0, soit
App = AAi 1. Ay g et Xy = A By
On sait que pour deux matrices quelconque A et B, on a
IAIIBI =A@ Bl = |B® A
et le produit de Kronecker ® est associatif. En utilisant ces propriétés, on a

IXekl™ = ElAxBi s ®...® A B il
= [|B(AxBik ® ... @ Ak By,

cette derniere égalité vient du fait que les éléments des matrices A ;. B;_j sont positifs.
Pour toute vecteur de taille égale au nombre de colonne de la matrice A, on a

(AX)®m = A®mxom,
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cette derniere égalité se déduit de la propriété de produit de Kronecker suivante : pour
toutes matrice A, B,C et D telles que les produits AB et C'D sont définis, on a AB ®
CD = (A®C)(B® D). 1l s’en suit que pour chaque k > 0,

Bl Xk l™ = IEAZ B
= |EAP™...... A?mk+lB®m)\|
p /5!
- | (T #eapm) H B(AZT BB
v=0
ou I(k) est le reste de la division de k sur S et [.]| désigne la partie entiere. La norme

||.|| est multiplicative, alors de l'expréssion de X; définie dans (3.10), on a

m\1l/m >
Xl = (EIX™) ™ < S 1%l
k=0
o0 - . [k/S} 1/m l(k)_l - 1/m . .
< (H B(42m) [T Bagn| 1esem)ym.
k= v=0 i=0

Si la condition (3.23) est vérifiée, alors

(H B(AS™ )[k/S]

converge vers zéro a vitesse exponentielle lorsque k tend vers l'infini et par conséquent
pour tout t € Z, la série X; converge en moyenne d’ordre m et converge presque
sturement. Le processus (X¢)iez est une solution strictement périodiquement station-
naire de ’équation (3.5). De plus, si la condition (3.23) est vérifiée, alors pour tout
t € Z, ||e2||m < || X¢t]lm < oo parce que la norme de vecteur X; est supérieur a la valeur
absolue de chacune de ses composantes. Donc, la condition (3.23) est suffisante pour
lexistence de E(e7™).
Maintenant, supposons que E(£7™) < co. Puisque pour tout ¢ € Z, X;j > 0, alors

B(XP™) = E((ZXM)@”)
k=0

> B

k=0

= ZE (AP BE)

\Y]

00 I(k)—1

_ (ﬂE(A,?m >[ /] H E(A®™)E(BE™)
v=0

k=0

ou l(k) est le reste de la division de k sur S et [.] désigne la partie entiere. Comme
toutes les composantes de E(X™) sont finies, alors on déduit que

p<Sﬁ E(A?’Z) <1

v=0
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3.3 Modeles ARCH(o0) Périodiques

Le modeéle ARCH(o0) a été introduit par Robinson [129], ensuite il a été étudié
par Giraitis et Surgailis [86], Kazakevicius et Leipus [103], Giraitis et al [89], Giraitis
et al [87]. La classe des processus ARCH(c0) contient les processus ARCH et GARCH
d’ordres finis. En particulier, la solution non-anticipative strictement stationnaire du
modele GARCH(p, q) admet une représentation ARCH(oco) (voir Giraitis et al [90],
Kazakevicius et Leipus [103], Francq et Zakoian [82]). Dans cette partie, on étudie le
modele ARCH(oo) a coefficients périodiques, en particulier, on donne les conditions
suffisantes pour I'existence d’une solution non-anticipative strictement périodiquement
stationnaire et on donne la forme explicite de cette solution stationnaire qui s’écrit sous
forme d’une série de Volterra.

3.3.1 Stationnarité périodique stricte

Soit (g¢)tez un processus ARCH(oco) périodique de période S € N*| c’est-a-dire
satisfait le modele
€t = Otl}t,

oo
o = ¢+ Z it t € Z,
i=1
avec (¢¢;)ien est une suite périodique telle que ¢rg > 0, ¢r; > 0,7 > 1 et (1;)sez est
une suite iid telle que E(n;) = 0 et E(n?) = 1. L’existence et 'unicité d’une solution
strictement périodiquement stationnaire du modele (3.24) sont assurées par le résultat
suivant.

(3.24)

Théoréme 3.4. S’il existe une constante p €]0, 1] telle que

S 00
[TEG™D ¢, <1, (3.25)
v=1 i=1

alors il existe une solution non-anticipative strictement périodiquement stationnaire du
modele (3.24), donnée par

€t = O,
oo o0
2 _ 2 2 3.26
of = E E By -+ Pt—iy——ig_qyig Pt—in ——ig 0T —iy + -+ My —ro—i, (3.26)
k=0 i1, ip=1

Le processus (e¢)icz, défini par (3.26) est l'unique solution non-anticipative strictement
périodiquement stationnaire du modéle (3.24) telle que E(E?p) < 00.

Preuve. Apres m itération sur la deuxieme équation du modele (3.24), on obtient

(0.9}
2 2
oy = ¢+ Z ¢t,z‘15t_i1

i1=1
oo 0 oo

_ . . 2 . 2 2
- ¢t,0 + d)tﬂl d)tfu,Ont—il + ¢t,11 ¢t*11,12nt—i1€t—i1—’i2

i1=1 11=1 i2=1

m—1 00
J— . . . . . . 2 2
- Qst,() + d’t,u s ¢t—l1—'“—lk_17zk¢t—11—~~-—zk7077t71'1 SR o —

k=1 i1,i2,...,ix=1
o

E . . . . 2 2 2
+ ¢tazl T ¢t_7/1_"'_1m7177/mnt7i1 te ntf’il7---7im_1€t7i17---7im'

11,62, 0m =1
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Lorsque m tend vers 'infini, on obtient le développement en série de Volterra de o?
et le processus (e¢)iez défini par (3.26) est candidat & étre une solution strictement
périodiquement stationnaire du modele (3.24). On pose

[o.¢] (o.0]
2 2
Vi = G0+ Y. D Grir Groiy g g @iy i iy Wiy iy
k=11, ig=1
Puisque p €]0, 1], alors en appliquant I'inégalité (a + b)? < aP + bP, on obtient :
P D P 2p
Yt < ¢t + Z Z ¢t g1 Pt—i— e —ig i Pt—i1— - —ig, Ont i1 'nt—zj—m—ik’
k 1 ’Ll, ,’Lk 1
Le fait que les variables 7; sont indépendantes, on obtient en posant

G — Inax
1<v<S o0 :

2 2
E(Y;fp) = ot Z Z ¢t g1t ¢f—i1—“'_ik—17ik f—h—"'—ik,oE(ntfil) o E(ntfh—'“—ik)'

111, Jip=1

2
a’ 4 o” Z Z ¢t g1t t 1= —ip—1,ik (E(ntp))k'

k=141, ,ip=1

— ap<1+§::(E ’“HZ@ P w)

IN

k=1 Jj=1i;=1
N h/5) "5 o
= « (1+Z[HE Z(bv l+11:| H Z¢v l+lz>
k=1 I1=1 i=1 =1
~ (S ([0 S T o030 ).
k=1 =1 i=1 =1
ou [.] désigne la partie entiere et m(k) est le reste de la division de k sur S.
Puisque pour chaque v € {0,.. — 1}, ]_[m(lC E(n 2p) Zfol ¢271+1i est majorée par
une constante et la série > 27, [Hl 1 E(n? ez lqb } est majorée par la série

géométrique > 22, [lel B )Y oroy B ] qui converge grace a la condition (3.25),

alors E(Y}) < oo et par conséquent la Varlable Y; est finie presque surement. Mainte-
nant,

o0 o0
2 2
Z gbt,io}/t*iont—io = Z ¢t7i0¢t*i070nt—io

10=1 20=1
[o.¢]
E 2 § § 2 2
+ (bt,iont—io ¢t_i01i1 T ¢t_i0_"'_ik—1vik¢t_i0_"'_ik70nt—io—i1 e nt—’io—m—ik'
i0=1 k=141, ,ip=1
(o) o, ¢]
_ ) ) . ) ) ) 2 2
- Z Z (z)tﬂ() e (bt_lo_"‘_lk—l71k¢t_10_"‘_'5k,077t7i0 e ntfiof---fik‘
k=010, ,ix=1

Donc, la suite (Y;) satisfait I’équation aux récurrences suivante :

oo
Yi = do+ Z G Yioinp;.

83



Modéles ARCH () Périodiques

La solution non-anticipative strictement périodiquement stationnaire du modele (3.24)
est obtenue en posant &; = Ytl/ 27),5.
De plus, E(*) = E(YP?)E(n;?) < o0, ceci vient du fait que E(Y) < co.

Maintenant, soit (¢¢)iez une solution non-anticipative strictement périodiquement
stationnaire quelconque du modele (3.24) telle que E(e?p ) < oo. Pour chaque m > 1,
on a:

m— o0
2 2 2
of = o+ g E Bty =" Pt—iy—r—ig1 iy Pt—in — i 0Ny " Mh—iy — i,

k=1 i1,ig,ip=1

oo
§ 2 2 2
+ ¢t7i1 T ¢t_7;1_"'_im—17imnt7i1 te T]tfil7---7im,1€t7i17---7im

11,42, m=1

= }/t,m + Rt,m'

C’est clair que Y7, — Y; p.s lorsque m — oo. De plus, puisque (&;) est non anticipative,
alors ¢, est indépendante de 1] pour t > t'. Par conséquent,

o0

2 -1 2
E(Rfvm) S Z gil T I;*ilf'”*imflyim f*7:1*"'*Z'm717im (E(ntp))m E(gtp)

11,82, im=1

E(e2)
= Egtzp) H Z¢t 11— =T 1,5

Ur 7j=1 i;=1

=

q(m

BE?) ¢ > qlm/s]
- E(U?p) [HE(UEP)Z } H 2p EZ:% I+1,5

j=1 i=1 =1

ou [.] désigne la partie entiere et g(m) est le reste de la division de m sur S. Par la
condition (3.25) et le fait que qui"f) E(n??) > ie1 @141, est majorée par une constante
pour chaque v € {1,---, S}, on déduit que la série Y 7~ E(R{,,) est convergente, ce
qui implique que E (Rﬁ m) — 0 lorsque m — oo. Par conséquent, Ry, — 0 p.s lorsque
m — co. Finalement, 07 = Y; p.s et la solution est unique.

Remarque 3.2. Lorsque dans le théoreme 3.4, p = 1, alors la condition (3.25) devient

S o
1> ¢wi<t, (3.27)

v=11i=1

et cette condition assure 'existence et I'unicité de la solution non-anticipative stricte-
ment périodiquement stationnaire (g;)sez telle que F(g?) < oo.
3.3.2 Stationnarité périodique au second-ordre

Le résultat suivant qui généralise le théoreme 2.1 de Kokoszka et Leipus [109] donne
les conditions suffisantes pour que le modele ARCH(o0) admette une unique solution
non-anticipative faiblement périodiquement stationnaire.

Théoréme 3.5. Si E(n}) < oo et

S
H ) Z@,Z <1, (3.28)

alors le processus (¢2)icz donnée par (3.26) est aussi périodiquement stationnaire au
second ordre.
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Preuve. Par le fait que E(n}) > (E(ng))2 = 1, on déduit que la condition (3.28) im-
plique la condition (3.27) et par théoréeme 3.4, le processus (g;);ez donnée par (3.26) est
I'unique solution non-anticipative strictement périodiquement stationnaire du modele
(3.24) avec E(g7) < oo. Il reste & montrer alors la stationnarité périodique de la cova-
riance du processus (¢2)cz qui exige que E(e}) < oo.

On pose :

) k
My(k) = Z H ¢t7i17---7ij,1,ij@Z)tfilf---fik,on?—il_‘.._ij- (3.29)
i1, ip=17=1

On montre que la série dans (3.26) qui s’écrit
oo
= My(k) (3.30)
k=0

converge dans L?. On a

E) 3 Mt(k)f: S E(Mk)MK)), (3.31)

n1<k<ng ny<k,k'<ns

ou, en utilisant 'inégalité de Schwarz,

E(M;(k) My (k"))

= i i [(ﬁ¢ti1---ij1,ij¢til---ik,0> X

11, ,Zkzl 1,’1, i/ =1 ]:1

k K
2 2
(H = = l/ 17Z ¢t ==y ,0 >E(Hnt*i1*'"*i]‘ H nt—z"l—-n—z‘;,ﬂ
J=1 J'=1

]7

o] [e'¢) 14
S a2 ' Z Z [( H ¢t i1—- z] 1,1]) < H ¢t—i3—~-~—i;,_1,i;,) X
i1y i = 1, 1, =1 j'=1
k/
(o H>> ([Tt g))"
1= j'=
:az[ i ﬁ¢t—i1—~'—ij1,i;( k/2][ Z H Gt i z, 1, (E(nf))k,/ﬂ
e ’ B _1j/ ]

21,
k,/

= QQ[].E[( 77t 1/2 Z_: Pr—iy—omij 1’“} [ H (E(n?‘))l/2 Z ¢t*i/1*"'*i;'/—1’i;"}

j=1 ij=1 j'=1 i,=1

= a2[(TL )" 3 o) TL @) S 0mren]
=1 =1

j=1 i=1
K'/S] 1~

( fs[ CLORDS by) H (B2 Dot ],
/=1

j=1 i'=1 I'=1

k/S

avec a = max ¢uv,0- [.] désigne la partie entiere, m et m’ désignent les restes de la
1<v

division de & et k' sur S, respectivement.
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Par la relation (3.31) et la condition (3.28), on déduit que

2
E) Z Mt(k)‘ — 0 p.s lorsque ni,no — o
n1<k<ng

Rappelons que la covariance de (e7) est périodiquement stationnaire, si

2 2 2 2
COV(Et s 5t—h) = COV(Et—i-nS’ €t—h+nS)7 Vt, n, h c 7.

2 2
E(St-i-nSEtchrnS)

(3] 00 k
_ 2 2
=FE [(Uns+t S T ensviiviji ¢ns+t—z‘1—--~—z‘k,0"7nS+t—z‘1—-~—ij) X

k=01, ikzl j=1

2
(nnSth hz Z H ¢nS+t h—if—- z, l,z,¢n5+t h—if—-- i;,,onnS—&—t—h—i’l—m—i;,)j|

k=04 -, k,fu

Z ( Z H¢n5’+t 1] ==l 1,z]¢n5+t 11—-~~—zk,0> X

kk'= i1, =1 j=1

o0
( E H ¢nS+t—h—i’1—~--—i;,71,i;,(z)nS-i-t—h—i’l—-n—i;,,O) X

-/ o i —
7, 7Zk,—1j =1

k K’
2 2
E( H MnS+t—iy——ij H nnSthfhfi’lf---fi’j,)
Jj=0 J'=0 '

= E(gje; p)-

E(e}1n8) E(€]_hins) Z ( Z H¢ns+t i =i 1 i PnS =iy — iy 0 ) x

kk'=0 i1, ,ip=17=1
( E H ¢n5+t h—i} —- z, 1,z,¢n5+t h—i)—-- i;ﬁ,,O)
iy /—1.7 =

= B() B(ei_).
Finalement, Cov(e7,, g,€7 1 ,g) = Cov(e?, e} ), Vt,n,h € Z.

Le résultat suivant qui généralise le lemme 2.1 de Giraitis et al [87] donne une
représentation de la covariance Cov(e?,e? ) et montre que Cov(eZ,e? ,) > 0.

Proposition 3.1. Supposons que la condition (3.28) est satisfaite, alors

o

0< Cov(ef,ef )= Y Ri(k,K) (3.32)
k,k'=0
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ol
Ry(k, k") = Cov(ni My(k), mj_p, My —n(K))
= Z [(Pt,t—is i ir—is - - - Dirinr—in Pi0)

1< <t1<t
iy <o <8y <t—hyy(t,h,0,7) > 1

X(Pe—htmh—it, Py iy —ity -+ Pit,_it,  —it, it 0)
x ((E(n?))v(t,h,i,i’) _ (E(nf))%(tvh“'))
X (B (7))l Hh T (bhid)] (3.33)

avec Y(t, h,i, i) = {t, i1, yig} N {t — h, i}, i)}, le nombres d’éléments communs
entre les deux ensembles {t,i1,--- i} et {t — h, i}, -+ i}, }.

Preuve. On remarque que
S
5% = 77152 ZMt(k)>
k=0

avec M;(k) donnée par (3.29). Par conséquent,

Cov(e?,e?,) = Cov(n? 3 Mi(k).niy Y- Mia(k))
k=0 k'=0

= Z Cov (W?Mt(k)7 ngtht—h(k/))
k.k'=0

= > Rk, ).

k,k'=0

avec

Ry(k, k') = Cov(ni My(k), n}_ M1, (k"))

o)
= Z (Btyiy Pt—iis * * * Prein—e—ip_1ig Pt—in ——ig,0)
i1, =1
e =1

"))

X (Prnyiy P—n—it iy "~ Prhmif =it it

)

2,2 2 2 2 2
xCov (i, - Mt—iy—o—igs Me—h M —n—it, " —h—if —. i

= Z (Dt,t—is Pirir—iz =~ Pi_1,ik—1—ix Pir.,0)

i< <11 <t

/
k)/

iy, < <ij<t—h

X (¢t—h,t—h—z"1 ¢i’1,z”l—z"2 - '¢i;€/71,i;€,71—i;€, @;ﬁ,,o)
2 2 2 .2 2 2
X Cov (i 1hiy == My Thi—niy ~ ) (3.34)
Puisque les variables n? sont indépendantes, alors
2, 2 2 .2 2 2 2.2 2.2 2 2
COV (T, ~ = Wiy Memnig =+ Wyr,) = B, - mi me—p iy -1 )

—E(nin}, - m ) By, -0 )

/
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est nulle lorsque les deux ensembles {t,i1,--- ,i;} et {t—h, |, - ,i},} n’ont pas d’éléments
communs. Maintenant, si on pose (¢, h,i,7') > 1 est le nombre d’éléments communs
entre les deux ensembles, alors

) =

_ <(E(nf))7(t,h,i,i’) _ (E(ntg))%/(t,h,i,i’))

% (E(’I’]? ) ) k+k' 4+2—2y(t,h,5,i") ‘

2.2 2 2 2 2
COV(ﬁt UM '77ik777t_h77i/1 e '77%

’

Ce qui implique directement les relations (3.32) et (3.33).

Le résultat suivant qui généralise la proposition 2.1 de Giraitis et al [87] montre que
Cov(e?, 8§_h) est finie pour tout ¢, h € Z.

Proposition 3.2. Supposons que la condition (3.28) est satisfaite, alors

0o S 00 2
(/5]
0 < Covtett ) < @B (3 (T (BN o) ) <o (339
k=0 wv=1 i=1
avec
a= max ¢uo b A= max max (lljl (E(m))) ;:1 ¢vfl+1,i> (3.36)

Pour montrer cette derniére proposition, on utilise le lemme suivant et rappelons
que pour tout t € Z, t =nS + v, avecn € Zet v € {0,...,5 — 1}

Lemme 3.4. Supposons que la condition (3.28) est satisfaite, alors

S 9]
[k/S]+[K'/S]
0 < Rk, k) < a2E(nf)(H(E(Tl?))l/QZ%z‘)
j=1

i=1
) 1/2 ) 1/2
<(TI B e ( TT (BGH)'? S 60vins)
=1 i=1 =1 i'=1
(3.37)
avec @ = max bv,0- [ -] désigne la partie entiére, m(k) et m'(k") désignent les restes de
<v<
la division de k et k' sur S, respectivement.
Preuve. On sait que
(30‘/(77?77?41 T n?filf---fikvnz?—hng—h—i’l T ng—h—i’l—~~-—i;€,)
2, 2 2 2 2 2
< E(Ut Me—iy " Me—iy——ig, e—n"lg—p—if "~ ”t—h—i’l—m—z‘;,)
2 o\ 1/2
< (E("??Ut{il : "77?417---4,9) E(Tlf—hﬁf_h_yl : “Wtz_h_ifl_..._i;,) )
k+1 K1 /2 Ktk
= ((BGH) B = Bah (BEG) (3.33)
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De la la relation (3.34), on déduit que

Ry(k, k") = Cov(ni My(k), ni_p Me—n (k"))

k
S Z H ¢t—i1—~~~—ij,1,ij¢t—i1—~-—ik,0

i1, yip=1 jfl

X E H Gt—n— i) ==t JRY §) /d)t—h—i’l—m—i;,,O

s/ -/ ’I—
7’17"'7Zk/_1] =1

K +k

xE(n})(E(n})) 2

Pour a = 1rSnUa§XS ©v,0, O &
Ry(k, k") = Cov(n} (k?) i My (k')

Z Hgbt—il—"'—ij—hij Z H¢t hiy ==l e

11777‘k:1j:1 7',177121_1-7/_1

k' +k

xE(n})(E(n)) >

k o
([T o) ([T 3 o 1)

j=li;=1 i=1¢,=1
xE(nb(E(nf))”zi“
> 1/2 /5] ) A 1/2 e
(H Z¢j,i> ( H (E(Ut)) Z¢v—l+1,i>
j=1 i=1 =1 i=1
> 1/2 [k'/5] ol 4 1/2 o
(H Z(ﬁjﬂ") ( H (E(Wt)) Z¢v—l’+1,z")
,7:1 .lfl l/:1 l/:1
s O
1/2 [51+ls]
b3
(ﬂ 773 0n)
m(k) s 00 m/ (k") s o0
<(T1 BN ovrena) ( TI (B0 6v i),
=1 i=1 r=1 1

Ainsi la relation (3.37) du lemme 3.4 est vérifiée.

Preuve de la proposition 3.2. Par le lemme 3.4, on déduit que pour ¢t > 0

s oo ,
0 < Ry(k, k') < *E(n;) ( I (EGH)"? Z%i) [/ SI+K' /5]
J=1 i=1
il AN\ 1/2 >
% 11%1va§xs ( lljl (E(nt )) ; ¢v4+1,z’>
m/ (k") 1 0
8 élvagxs < l’l_[l (E(nt )) 1231 ¢’U—l’+1,i’)
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En utilisant la relation (3.32) de proposition 3.1, on déduit

Cov(s?,a?_h) = i Ry(k, k')
k,k'=0
2 4 - > 4\\1/2 = [5] o 4\\1/2 -
<« E(Ut)Z( (E(Ut)) Z¢j,z‘) 1f<nva<XS< H (E(Ut)) Z¢v4+1,¢>
k=0 j=1 i=1 == i=1
= 5 4\ 1/2 = [%,] m (k) 4y 1/2 >
Xy (H (E(n;)) Z¢j,z") 1r<n§<xs( (E(n;)) Z¢v—l’+1,i’>
k=0 j=1 i'=1 =r= r=1 i=1
00 S [%}
< s (X (T E6* o))
5 €4
(S (TS0
k=0  j=1 =1
00 S 1\ 2
_ oﬁE(n?)A%(Z (TT (B> Y 04) ° ) < o0,
k=0 j=1 i=1

avec a et A1 sont donnés pas (3.36). D’ou la relation (3.35) est vérifiée.

3.3.3 Propriété de la fonction covariance

Rappelons que la condition (3.28) du théoréme 3.5 assure que le processus (£2)scz
définie par (3.26) est périodiquement stationnaire au second ordre. On a montré dans
les propositions 3.1 et 3.2 que sous la condition (3.28), la fonction covariance vérifie,
0 < Cov(e?,e? ;) < oo pour tout h € Z. Dans le prochain résultat qui généralise la
proposition 3.1 de Giraitis et al [87], on montre que sous la condition (3.28), le processus
(€2)4ez est un processus de courte mémoire dans le sens que la fonction covariance vérifie

o0
Z Cov(elg iy ca) < 00, v € {0,-++, 8 —1}.
n=—o0o
Théoréme 3.6. Si la condition (3.28) est vérifiée, alors
o0
D Cov(ehgyper) <oo, Voe{0,---,8—1} (3.39)
n=—oo
Preuve. Comme dans la preuve de la proposition 3.1, on pose

COV(57215+1)7 512;) = COV(777215+U Z MnS-‘rv(k)v 7712) Z Mv(k/))
k=0 k'=0

= Z Cov (nﬁeransw(k), U%Mv(k,))
ke /=0

oo
k,k'=0
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avec

Ryso(k, k') = Cov(np sy, Muso(k), o My (K'))
= Z (¢nS+v,nS+vfi1 ¢i1,i1—i2 e ¢ik_1,ik_1—ik ¢ik,0)

i <---<it1<nS+v

iy <<y <v

X(Puw—if Dir ity "~ i

-/ -/ !
W1 1 ¢zk,,0)

2 2 2 92 9 2
X COV (s oy = Mgy Ty, i) (3.41)
On utilise les lemmes suivants.

Lemme 3.5. Si la condition (3.28) est vérifiée, alors pour tout v € {0,---,5 — 1}

k/

k
Rusio(k, ) < a®XE@0) 32 D" Querolm. 1)
=1

m=1

S oo k—m
[*5™]
(E@)'*S d’j,i) °
j=1 i=1

’
k' -1 mtl

S oo
1/2 (5] ml
<(TL (B3 6s) ™ (Bmh) (3.42)
j=1 i=1
avec a, A1 sont donnés par (3.36) et pour chaque v € {0,...,S — 1},

QnS+v(ma l) = Z (anS—&-v,nS—l-v—il ¢i1,i17i2 T ﬁbim_him_lfim)

im <o <i1 <nS+v
I < <3} <v

><( @ittt oD s )
¢v,v zl¢z1,zl 15 ¢zl_1,zl_1 im

Preuve. Puisque dans la relation (3.41), on utilise seulement les indices de recou-
vrement I = {iy, - ,ix,nS + v} U{d},--- i}, v}, alors 'ensemble I peut étre facto-
risé en sous ensembles dont 'intersection est ’ensemble vide, I,,;,m = 1,--- k, | =
1,--- k' constitués des indices (i) = {i1,--- ,ix} et {3}, -+ ,i},} tels que les ensembles
{nS +v,i1,- ,im—1} et {v,9], -+ ,4_,} ne sont pas recouvrant et iy, = 7. Par les
relations (3.41) et (3.38), on déduit que
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k/

k
Rpsyo(k, k) < > (BnstomstvisPinii—in P i1 i Bir0)

m=11=1 (')9(i/)elm,l

k+k'
X (%,v—i’l ¢z"l,i’1—z"2 T ¢i;,71,i;,71—i;, ¢¢;€,,0)E(?7§) (E(Wg)) B
kK
<a? Z Z Qns+v(m,1) Z (i sim—imsr " Pir1sin1—ir)
m=11=1 < <lm41<tm
iy <<y <im
k4K
X (gbim,im—i;H T ¢i;€,_1,i;€,_1—i;6,)E(7761) (E(né)) E
kK oo
<> ) Qusio(m,l) > (PnS-tv—imsimpr """ PrS—tv—im——ig_1ix)
m=1 [=1 i sy sip=1
]y g0 i =1
Ktk

x (¢v—im,i§+l e %—im—z‘gﬂ_..._

i;,il,i;,)E(né)(E(ng)) :

koK ko oo
= o’ Z Z Qns+o(m, l)( H Z ¢>ns+v—im7---7i]~,1,ij>

m=1 [=1 j=m+1li;=1
k' k+k’
<(TT D Goigor, ) EOS)(EG)
J'=lt1il, =1
k
- a2 Z ZQnS’—I—v m, l ( H ( 1/2 Z ¢n5+v Iy = =151 zj>
m=1[=1 Jj=m+1 i;=1
K oo ;
<(TT B buyocir, o ) B (ED)
§'=1+1 =1
koK s " =
=a? 3" 3 Qusolm. ) ( TT (B3 * Y 0i)

—
—
e
—~
Se
SN—
SN—
-
~
no
&
<
o«
W~ 3
VN -
—e =
—
e|
—
Se
SN—
SN—
-
~
no
-
i
>
+
=
-~
N

B
Il
—
5
Il
—
>
I
—
-
|
—

><<‘

X
/N
’:P
,_.
~
[\
DngERINgL
-
i B
"G
+
-
\;/
—~
Dj
—~
=
O
=
o

T
I

avec 3, v € {0,---S — 1}. Finalement, pour tout v € {0,...,5 — 1},

kK S 0o k—m
Rusiolbol) € 0BG S Quseo(m.) (T o) 2> 6s) ™
m=1 [=1

J=1 i=1

S o 7_ -
X(H(E(né))l/QZ¢J,i) ° (E(ng))T (3.44)

J=1
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Lemme 3.6. Si la condition (3.28) est vérifiée, alors pour tout v € {0,---,S — 1},

n

L[EER

> Rustolkk) < a2NEm) (T (E0) ”22@1) (k+ DK +1).

Preuve. Pour chaque v € {0,---,5 — 1}, on a

AN
VN
':]o;
Nk

&
~

g

P
s
M8

il

¥
S

oo
Z QnS-‘rv(ma l)
n=0

Donc, pour chaque v € {0,---,5 — 1},

(E m+l ZQnS—H) m, l)

m+l

(f[ ”2;@@) (f[ ”22% jo1s)

Jj=1

S
<)\1(H 770 1/22¢]z>
Maintenant, pour chaque v € {0,--- ;S — 1},
kK S 1/2 [k—im}
ZRnS-H} k') < o® M E(15) Z (H (B(m)) / Zqﬁﬂ) ’
n=0 m=11=1 j=1 i=1
5 4\ 1/2 [kls_l] 4N\ 1/2 [mTl]
(L) 3 0ie) = (TL 00" 3 0s)
j=1 =1 7j=1 i=1
AL 4 1/2 AR5
<a2Em) 3 Y (T (Bw) Z%)
m=11=1 j=1 i=1
S k’
— o) (TT (B quﬂ) RIS
j=1

Revenons maintenant a la preuve du théoreme 3.6. Par la relation 3.40 et le lemme
3.6, on a pour chaque v € {0,---,5 — 1},

o0

Z cov(eZg ,,e2) = Cov(e2, e +QZCOV €251 D)

n=—o0o n=1

= Z Z RnS+v k; k

n=—o0 k,k’'=

00 S ’

< w3 (TS0 a0
kk'=0 j=1

234y o (T 4\ 1/2 3l5l+308] ,

< 2aEG) S (TLEE)S 6) (k+ 1)k +1)

kk'=0 j=1 i=1
o0 S l E 2
< 20°NE(nd) Z(H 1/22@2)25 k+1> < 0.

il
o
<
Il
-

Ne}
w
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3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié le modele GARCH(p, q) périodique en uti-
lisant le fait que ce modele s’écrit comme équation aux récurrences stochastique et
nous avons montré que le modele GARCH(p, ¢) périodique admet une unique solution
non-anticipative strictement périodiquement stationnaire si et seulement ’exposant de
Lyapounov est strictement négatif. Nous avons trouvé une condition suffisante pour
que cette solution ait des moments d’ordre supérieurs. Nous avons étudié le modele
ARCH(00) périodique et nous avons trouvé une condition suffisante pour que ce modele
admette une unique solution non-anticipative strictement périodiquement stationnaire
et nous avons trouvé une condition suffisante assurant que cette solution est aussi
périodiquement stationnaire au second ordre. Nous avons terminé notre étude de ce
modele par la propriété de la fonction covariance de la solution périodiquement station-
naire au second ordre.
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Chapitre 4

Modele INGARCH de Poisson
double mélangé

4.1 Introduction

Au cours des dernieres années, les séries temporelles a valeurs entieres ont suscité
un intérét croissant, avec des applications dans de nombreux domaines scientifiques, par
exemple, I’économie et la finance ( voir Christou et Fokianos [49], Doukhan et al [70],
Weiss [140]) ot de nombreux modeles et méthodes ont été introduits. Zhu et al [145] ont
proposé le modele mélange INARCH de Poisson ( MINARCH(q)) avec une suite iid de
mélange. Dans ce modele, la distribution conditionnelle est un mélange fini de distribu-
tions de Poisson ou 'intensité de chaque composante (ou régime) est une fonction linéaire
des g observations retardées. Les modeles MINARCH vise essentiellement & prendre en
compte la multimodalité de la distribution marginale, un fait fréquemment observé dans
les applications réelles. Il s’avere que ce modele peut également représenter d’autres ca-
ractéristiques bien connues des séries chronologiques a valeurs entieres fréquemment
observées dans la pratique, telles que la sur-dispersion conditionnelle et I'asymétrie.
Pour plus de persistance de modele, Diop et al [65], [66] ont généralisé le modele de
Zhu et al [145] afin d’inclure les valeurs retardées de l'intensité de chaque régime. La
généralisation ( Mélange INGARCH : MINGARCH(p, ¢q)) a été faite par Haas et al [99]
afin que chaque régime spécifique ait sa propre dynamique INGARCH. Plus précisément,
toutes les intensités retardées dans chaque régime sont conditionnées par la valeur ac-
tuelle du processus de régime. Ce dispositif, appelé par Aknouche et Rabehi [22] mélange
présent, évite au modele d’avoir le probleme de dépendance (voir M. Haas et all [99]
pour le cas de mélange GARCH & valeurs réelles. En particulier, il permet facilement
d’estimer les parametres a l'aide de 'algorithme EM. Zhu et al [145], Diop et al [65],
[66] ont étudié les propriétés de la moyenne et la structure d’autocovariance de leurs
modeles. Cependant, certaines propriétés importantes telles que la stationnarité stricte
et I'ergodicité qui sont essentielle pour l'inférence asymptotique n’ont pas été prises en
compte. Dans cette partie, on étudie I'ergodicité d’un processus autorégressif de Pois-
son double mélangé qui généralise le modele de Zhu et al [145] dans trois directions :
premierement, la distribution conditionnelle du modele proposé est une superposition de
deux mélanges de distributions de Poisson. Le premier mélange permet de définir fine-
ment de nombreuses spécifications de régime(s) pour I'intensité. Il est décrit par une suite
iid & valeurs dans un ensemble fini appelé processus de régime. Le second mélange qui un
facteur d’échelle de 'intensité, controle la distribution conditionnelle de chaque régime
( Poisson, binomiale négative,...). Deuxiémement, le modele permet 'inclusion des va-
leurs retardées de l'intensité dans chaque régime qui sont plutot dictées par les valeurs
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retardées (dans l’ordre respectif) de la suite de régimes (voir les exemples (4.16), (4.17)).
Notre spécification est alors différente de celle de Diop et al [65], [66] et se caractérise
par la dépendance du trajet de I'intensité ( i.e les variables \;(A;)) sont dépendantes).
Troisiemement, I'intensité de chaque régime est une fonction générale de ses valeurs re-
tardées et les observations. En particulier, les représentations INARCH(c0) linéaires ou
non linéaires sont autorisées. Ainsi, le modele qu’on propose est assez général et semble
qu’il présente une grande flexibilité potentielle par rapport au cas de mélange de Pois-
son, le modele proposé contient quelques parametres supplémentaires. Du point de vue
statistique, ce modele souffre du probleme de dépendance de trajet (i.e la dépendance
de 0,(A;) impliquée par la dépendance deA;(A;)) qui rend I'estimation du maximum de
vraisemblance impossible, mais il peut en principe étre estimé par d’autres méthodes
assez comparables, telles que la méthode généralisée des moments et les estimations
bayésiennes MCMC (voir Francq et Zakoian [78]) pour le cas de mélange GARCH a
valeurs réelles). Sous certaines conditions de contraction en moyenne, on montre que
le modele proposé admet une solution faiblement dépendante strictement stationnaire
et ergodique avec une moyenne finie. Dans certains cas, les conditions suffisantes sont
également nécessaires pour ’ergodicité. Notre approche suit I’approche de dépendance
faible de Doukhan et Wintenberger [67], Doukhan et al [71].

4.2 Modele général INGARCH de Poisson double mélangé

Considérons une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées (Ay)iez & valeurs dans l’ensemble fini {1,..., K}, K € N* et de fonction de
probabilité de masse P(A; = k) = w(k) oum(k) > 0 et Zszl m(k) = 1. Les valeurs prises
par A; sont appelées régimes ou composantes, tandis que les probabilités (7(k))1<k<k
représentent les proportions du mélange. Supposons aussi que pour tout k € {1,..., K},
(Zi(k))tez est une suite de variables aléatoires positives iid de moyenne unité et de va-
riance 02(k) > 0. Contrairement & la variable du régime A; qui est finie, les variables du
mélange (Z;(k))iez peuvent étre discretes ou absolument continues, mais elles sont sou-
vent considérées absolument continues. Considérons (IV¢(.))iez une suite indépendante
de processus de Poisson d’intensité unité. Un processus stochastique (Y;)iez & valeurs
entieres est dit processus autorégressif de Poisson double mélangé s’il est solution de
I’équation suivante :

{ Y = Ne(Ze(An) ),

4.1
At:fAt(}/;f—lw"7}/t—Q))‘t—17"'7At—p;9(At))7 tEZ, ( )

oup,q € NU{oo} et {0(1),6(2),...,0(K)} est 'ensemble de vecteurs parametres avec
0(k) € ©, C R™ ou my € N*. La fonction fj : Nx]0,00[xO) —]0, 00| est mesurable
pour chaque k € {1,...,K}. Pour chaque k € {1,...,K}, les processus (Ny(.))icz,
(A¢)tez et (Zi(k))tez sont supposés indépendants. Deux cas particuliers importants du
modele (4.1) sont : le modele général INARCH(c0) de Poisson double mélangé pour
lequel p =0 et ¢ = 0, i.e.,

{ Y= Nt(Zt(At))\t)a

4.2
M = fa,(Yic1,Yico, .. 50(Ay), t € Z, (42)

et le deuxieme est le modele général INGARCH(1,1) de Poisson double mélangé qui
correspond a p =¢q =1, i.e.,

{ Y = Ne(Zi(An) o), (4.3)

A= fa, (Yie1, de—1;0(Ay)), t € Z.

96



Modéle général INGARCH de Poisson double mélangé

Le terme "général” est introduit afin d’indiquer la forme fonctionnelle générale des
fonctions (fk:)lgkgK-

Soit F; la o-algebre générée par les variables {(Y:, A¢), (Yi—1,A¢—1),...}, alors le
modele (4.1) peut étre écrit sous la forme de distribution conditionnelle suivante :

P(Yi= i/ Fir) = Yow(h) [~ e EEMIE ), e
k=1 —00 v

(k) = fe(Yiets - Yiego Aty - oo, Ae—p, 0(K)), t € Z,
(4.4)

ou Fyz,(k)(.) est la distribution cumulative de Z;(k).

Le modele (4.4) consiste en une composition de deux mélanges de distributions
de Poisson avec des intensités (Ai(k))1<p<k satisfaisant les représentations générales
INGARCH/ i.e, 'integrale représente un mélange infini non dénombrable de distribu-
tions de poissons, apres la somme un mélange fini de distributions de poissons). C’est
pour cela le modele (4.1) est appelé autorégressif double mélangé de Poisson. Le premier
mélange, dirigé par As, régit 'intensité A\; en permettant un changement de régime. Le
deuxieéme, entrainé par Z;(k) est un facteur d’échelle pour l'intensité de la k*™€ com-
posante et est congu pour controler la distribution de cette composante. Comme on le
verra par la suite, la distribution de Z;(k) n’influence ni la moyenne conditionnelle du
modele (cf. (4.5)) ni les conditions d’ergodicité du modele (cf. (4.19) et (4.41)). Contrai-
rement au modele autorégressif de Poisson & régime unique (voir Doukhans et al [71]),
At dans (4.1) qui peut également étre écrit comme A\¢(A;), n’est pas F;_j-mesurable. En
fait, & condition que Ay ne soit pas dégénérée, le modele (4.1) est une sous-classe des
modeles ”parameter-driven” dans le sens de Cox et al [71] qui ont classifié les modeles en
deux catégories principales : les modeles ” parameter-driven” (pour lesquels le parametre
d’intérét dépend d’un processus latent) et les modeles ”observation-driven” (pour les-
quels le parametre d’intérét ne dépend que des observations) (voir aussi Ahmad [1]).
Sous les propriétés indiquées ci-dessus, la moyenne conditionnelle et la variance condi-
tionnelle du modele (4.1) sont données comme suit :

K
E(Y/Fi-1) = Zﬂ(k‘))\t(k)a (4.5)
k=1

K K
Var(Yy/Fio1) = > a(k)(\(k) + o2 ()AF(K)) + > (k)M (k)

k=1 k=1

K 2
~(D o), (4.6)

ot M\ (k) est donné dans (4.4). Notons que le modele (4.1) est général parce que la
classe des distributions conditionnelles possibles de Y; sachant F;_; est assez large. Ces
distributions peuvent étre données explicitement pour certaines distributions spécifiques
de (Zi(k))1<k<k et A;. Par exemple, lorsque A et (Zi(k))1<k<x sont dégénérées en 1,
alors le modele (4.1) se réduit au modele autorégressif de Poisson (voir Doukhan et al
[71]). Lorsque A; est dégénéré en 1, i.e., K = 1, la variable Z;(k) s’écrit Z; et le modele
(4.1) se réduit au modele autorégressif de Poisson mélangé proposé par Christou et
Fokianos [49]. D’autres cas particuliers importants du modele (4.1) sont donnés comme
suit :
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4.2.1 Mélange INGARCH (p,q) de Poisson

Lorsque Zi(k) est dégénérée en 1 pour tout k € {1,..., K}, alors la distribution
conditionnelle du modele (4.1) se réduit au mélange fini de distributions de Poisson
(voir Zhu et al [145] pour le cas particulier du mélange INARCH(q)), i.e.,

K
Yi/Fi1 ~ Z T(k)P(A(k)), (4.7)
k=1

ou (k) est défini dans (4.4) et P(\) désigne la distribution de Poisson de parametre
A > 0. La moyenne conditionnelle et la variance conditionnelle de Y; sont données
par (4.5) et (4.6) en prenant o%(k) = 0 pour tout k € {1,..., K}. Ce modele permet
aussi une sur-dispersion conditionnelle (i.e. la variance conditionnelle est supérieure a
Pespérance conditionnelle) a condition que K > 1.

4.2.2 Mélange INGARCH binomial négatif

Lorsque Zy(k) ~ G(o72(k),072(k)), ot 0=2(k) > 0 pour tout k € {0,..., K}, alors
la distribution conditionnelle du modele (4.1) se réduit & un mélange fini de distributions
binomiales négatives, i.e.,

s gy 0R)
Yo/ Fot ~ 3o mRINB(02 (), o) (48)
k=1

ou NB(r,p) et G(a,b) désignent respectivement la loi binomiale négative de parametres
a > 0etp €]0,1[, laloi Gamma de parametre de forme a > 0 et de parametre d’intensité
b > 0. La moyenne conditionnelle et la variance conditionnelle de Y; sont donnés par
(4.5) et (4.6). Ce modele est conditionnellement sur-dispersé méme lorsque K = 1.

D’apres la forme de la moyenne conditionnelle et la variance conditionnelle données
dans (4.5) et (4.6), il s’avere que dans le cas général ou Z;(k) et A ne sont pas dégénérés,
le modele (4.1) permet une sur-dispersion conditionnelle avec un ordre de magnitude
supérieur a celui obtenu par un autorégressif de Poisson mélangé (Christou et Fokianos
[49]) et supérieur a celui obtenu par le mélange INGARCH (p, ¢) de Poisson (4.7).

D’autres distributions conditionnelles bien connues de Y; peuvent étre obtenues a
partir de la spécification de la distribution de la variable de mélange Z;(k). Par exemple,
si Zy(k) est de loi inverse-gaussienne, alors Y;/F;_; suit un mélange fini de Poisson-
inverse-gaussienne. De plus, si la distribution Z;(k) est log-normal, alors la distribution
conditionnelle de Y; est un mélange de Poisson-log-normal.

En plus de la largeur de classe de distributions conditionnelles possibles de Y;, la
généralité du modele (4.1) découle également de la forme générale des formes fonction-
nelles des régimes (fi)1<k<x qui peuvent étre linéaires ou non linéaires. Certains cas
importants sont les suivants.

4.2.3 Modele INARCH(o0) de Poisson double mélangé

Lorsque (p, q) = (0, 00) et pour chaque k € {1,..., K}, fi est linéaireen Y;_1,Y;_o, ...,
on obtient la spécification INARCH(oo) de Poisson double mélangé infini suivante :

M= ao(A) + > a;(A)Y;j, t € Z, (4.9)
j=1
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ot ap(k) > 0 et aj(k) > 0 pour tout k € {1,..., K} et j € N*.

1) Lorsque pour tout k € {1,..., K}, Zi(k) ~ G(o72(k),oc2(k)) avec 0= 2(k) > 0, on
obtient le modele mélange INARCH(o0) binomial négatif.

2) Lorsque Z;(k) est dégénérée en 1 pour tout k € {1,..., K}, alors le modele (4.9) est
le modele mélange INARCH(o0) de Poisson (MINARCH(co) de Poisson) qui est une
version infinie du modele mélange INARCH(q) de Poisson (MINARCH(q) de Poisson)
introduit par Zhu et al [145],

q
A= ao(A) + Y (MY, tE Z, (4.10)
j=1

qu’on peut réecrire dans la forme de distribution conditionnelle suivante :

}/t/Ft—l ~ Zf:l W(k)P()‘t(k))7 (4 11)
Ai(k) = ag(k) + 320 (k)Y t € Z, 1 <k < K. '

La moyenne conditionnelle du modele MINARCH (q) de Poisson (4.11) est donnée
par (4.5) qui s’écrit aussi comme suit :

K
E(Yi/Fia) =
k=1
K K q
= Zﬂ'(k‘)ao —I-Zﬂ' Zaz VY
k:;l
>

q K
ribeo) + 3 (L rwam)vie a1

k=1 i=1 k=1

et sa variance conditionnelle est donnée par (4.6) en posant o?(k) = 0 pour tout k €
{1,...,K}, ie.,

K K K
Var(Y;/Fio1) = Zﬂ(k))\t(k)—l—Zw(lﬂ))\f(k)—(Zw(k))\t(k)>2, (4.13)
k=1 k=1

k=1

ou A¢(k) est donné dans (4.11). De plus, la moyenne et la variance inconditionnelles du
modele (4.11) sont données par :

K
SR EOu(E)). (4.14)

k=1

Var(;) = E(Var(Y:/Fi1)) + Var(E(Y:/Fi-1))

K K K 9
= S rREMNK) + Y w(k) EN (k) - E( 3 7r(k))\t(k))
k=1 k=1 k=1
K
—I—Var( Zw(k))\t(k))
k=1
K
= E(Y)+ ) _w(k)EN (k) - (E(Y)*. (4.15)
k=1
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En général, la variance inconditionnelle (4.15) est supérieure a la moyenne incondi-
tionnelle (4.14), alors le modele mélange INARCH(q) de Poisson peut décrire les séries
chronologiques a valeurs entieres sur-dispersées.

La condition nécessaire est suffisante de stationnarité en moyenne pour le processus
mélange INARCH(q) de Poisson est donnée par le théoréme suivant de Zhu et al [145].

Théoréme 4.1. Une condition nécessaire et suffisante pour que le processus mélange
INARCH(q) de Poisson soit stationnaire au premier ordre est que les racines de l’équation

q K

1-> (Z w(k)ai(k‘)> =0,

1=1 Nk=1
sont a Uintérieur du cercle unité.

Si le processus mélange INARCH(q) de Poisson est stationnaire au premier ordre,
alors de la relation (4.12), on déduit que

K
Zk:1 m(k)ao(k)
e .
1= 2oy m(k)ai(k)
La condition nécessaire est suffisante de stationnarité au second ordre pour le processus
mélange INARCH(q) de Poisson est donnée par le théoreme suivant de Zhu et al [145].

E(Y;) = E(E(Y:/Fi-1)) =

Théoreme 4.2. Une condition nécessaire et suffisante pour que le processus mélange
INARCH(q) de Poisson soit stationnaire au second ordre est que les racines de [’équation

1—Ciz7t — ... = Cuz™ = 0, sont a Uintérieur du cercle unité, ot pour tout u,l =
1,...,9—1,
K qg—1 K
Cu=) m(k) (ag(k) > > ai(k)aj(k)bvuﬁu()), Co=>_m(k)al(k),
k=1 v=1 |i—j|=v k=1
K K
I =Y w(k)au(k), Oy = (Zﬂ(k) > a,(k)) -1
k=1 k=1 li—1|=l
et
K
79lu = Zﬂ-(k) Z ai<k)7 u 7& L.
k=1 li—l|=u

Dans le cas d’un mélange INARCH(1) de Poisson, le théoreme 4.2 se simplifie comme
suit (voir Zhu et al [145]).

Corollaire 4.2.1. Le processus mélange INARCH (1) de Poisson est stationnaire au
second ordre si seulement si

k=1

Dans le cas d’un mélange INARCH(2) de Poisson, le théoréme 4.2 se simplifie comme
suit (voir Zhu et al [145]).

Corollaire 4.2.2. Le processus mélange INARCH (2) de Poisson est stationnaire au
second ordre si seulement st

K (z§1w<k>a1<k>a2<k>) (zfmmal(m) K
w(k)as(k 2 w(k)as(k 1.
(ka6 + e e s # 3wkl <
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4.2.4 Modele INGARCH(1,1) de Poisson double mélangé

Un exemple important du modele (4.3) est le modele linéaire INGARCH(1,1) de
Poisson double mélangé défini pas la forme linéaire des fonctions fx, k € {1,...,K}
telles que pour tout k € {1,..., K}, fr = f,avecp=g=1 et

F(y; A 0(k)) = w(k) + alk)y + B(k)A,

o1 O(k) = (w(k), a(k), B(k))" €]0,00[>. Autrement dit, le modele linéaire INGARCH(1, 1)
de Poisson double mélangé est donné par les équations suivantes :

{ Y: = Ni(Ze(A)M(Ar),

At = w(Ay) + a(A)Yiot + B(AY N1, t € Z, (4.16)

1) Lorsque Zi(k) est dégénérée pour tout k € {1,..., K}, le modele (4.16) se réduit au
modele mélange INGARCH(1,1) de Poisson (MINGARCH(1,1) de Poisson). Comme
on l'a déja mentionné dans l'introduction, ce modele est différent du modele mélange
INGARCH de Poisson (MINGARCH de Poisson) proposé par Diop et al [66] qui est
dans le cas ou p = ¢ = 1 a la spécification

Y = Ne(Zy(A) (D)), 417
{ M(A) = wW(A) + a(A)Yiot + BAIN-1(Ay), t € Z. (4.17)

La différence entre (4.16) et (4.17) est due au terme B(A¢)N—1 = B(A)A—1(A¢—1)
dans (4.16) qui est différent de terme S(A;)A\—1(4A;) dans le modele de Diop et al [66]
( voir aussi Aknouche et Rabehi [22]).
2) Lorsque pour tout k € {1,..., K}, Zi(k) ~ G(o2(k),02(k)), avec 0~ 2(k) > 0, on
obtient le modele mélange INGARCH(1, 1) binomial négatif (MINGARCH(1,1) bino-
mial négatif). Ce dernier modele obtenu est une extension du modele INGARCH(1,1)
binomial negatif (voir Zhu et al [144], [142], Christou et Fokianos [49]). Notons que sauf
pour le cas ou K = 1, le modele (4.16) n’est pas un cas particulier du modele (4.9). En
effet, par substitutions successives dans (4.16), sous la condition Zszl m(k)log B(k) < 0,
on obtient la forme INGARC H (c0) suivante :

At =a0(Dyo0) + a1(By1)Ye1 + 2(Ap)Ye1 +..., tELZ (4.18)
Oﬁ ét,oo = (Atv At—h . .),, ét,j = (Atv At—h e ,At_j+1)/7 j & N*,
oo j—1
a0(Ar ) = > [ B(A-)w(A)),
7=0 =0
et
j—1
a;(B, ;) = [[ BA)a(A), j €N
1=0

La différence entre les modeles (4.18) et (4.9) c’est que la suite (A, ;)jen dans le modele
(4.18) n’est pas iid. Par conséquent, le modele (4.16) n’est pas un cas particulier du
modele (4.9).

4.3 Conditions d’ergodicité

Dans cette partie, on propose des conditions nécessaires et suffisantes sur les fonc-
tions fi,..., fi pour que le modele autorégressif de Poisson double mélangé (4.1), avec
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(p,q) = (1,1) ou (p,q) = (0,00), admette une solution faiblement dépendante stricte-
ment stationnaire, ergodique et de moyenne finie. La notion appropriée de dépendance
faible pour le modele (4.1) est basée sur le concept du coefficient de dépendance 7 in-
troduit par Dedecker et Prieur [61]. Plus précisément, soient

- (E,]|.]|) un espace de Banach et (X;);cz un processus strictement stationnaire défini
sur (2, F, P) a valeurs dans E.

- Pour une variable aléatoire Z définie sur ({2, F, P) a valeurs dans E et m > 1, on note

1/m
1Zlm = (EIZI™)
- Pour h: E — R, soit ||h|ec = sup,cg |h(x)| et

o h(@) — h(y)
Lipth) =sup ==

- A1 (E) est 'ensemble de fonctions h : E — R telle que Lip(h) < 1.
Maintenant, on définit la notion de 7-dépendance introduite par Dedecker et Prieur [61]
comme suit.

Définition 4.1. Soit (2, F, P) un espace de probabilité, M une sous o-algébre de F et
X une variable aléatoire définie sur (2, F, P) a valeurs dans E. Supposons que || X |1 <
oo et on définit le coefficient T comme

T(M, X) =

)

1

Le coefficient 7(M, X) vérifie I'inégalité 7(M, X) < || X — Y1, ou Y est distribuée
comme X et indépendante de M. De plus, 'espace (F,.A) (ou bien pour (2, F, P)) est
suffisamment riche pour qu’il existe une version X * distribuée comme X et indépendante
de M telle que 7(M, X) = || X — X*||;. Ce résultat de couplage définit le coefficient
7 comme le minimum 7(M, X) = min || X — X'||; pour toute version X’ distribuée
comme X et indépendante de M (voir Dedecker et Prieur [61], voir aussi Prieur [122]
et Wintenberger [141] pour plus de détails sur la comparaison entres les coefficients de
dépendances). En utilisant cette définition de 7(M, X)), la dépendance entre le passé
du processus (X¢)tez et ses k-uplet futurs est définie comme suit : considérons la norme
|z =yl = |z1 — w1l + - .. + [|zr — k|| sur E¥, soit la o-algebre M, = o(X;,t < p) et

sup{] [ 1Pyt [ ropeas)| 1 e aie )

1 . .
Tr(r) = lrgla%ﬁjsup{ (Mp,(le,...,le)) p+r<ji<... <jl},

7(r) = sup 7i(r),
k>0

alors le processus (X;)iez est dit 7-faiblement dépendant si 7(r) tend vers zéro lorsque
r tend vers 'infini.

4.3.1 Modele général INARCH(~) de Poisson double mélangé

Pour le modele général INARCH(o00) de Poisson double mélangé (4.2), considérons
I’hypotheése de contraction en moyenne suivante :
H; : Pour tout k € {1,..., K} ety = (y1,y2,...), ¥ = (¥}, ¥}, ...) € N,

| fi(y; (k) — fi(y's 0(k Z k)i — (4.19)
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ot (ki(k))ien,1<k<k sont des constantes positives qui vérifient

K [e'e)
m(k) > ri(k) < 1. (4.20)
k=1 i=1
La condition (4.19) signifie que les fonctions fi, ..., fx sont Lipschitziennes et satisfont

la contraction en moyenne (4.20). Il est intéressant de noter que dans le cas K > 1, il
n’est pas nécessaire que toutes les formes fonctionnelles des régimes (fx(y; 6(k))) \<h<K
solent contractantes.

Pour le modele linéaire IN ARCH (c0) de Poisson double mélangé, i.e.,

Y = Ne(Ze(An)),

At = Oéo(At) + Zaj(At)}/tfj, t ez, (421)
=1

ot ap(k) >0 et oj(k) >0, 5 € N*, ke {l,...,K}, la condition H; se réduit a

K 00
> w(k)> ai(k) < 1. (4.22)

k=1 i=1
Considérons le modele linéaire INARCH(q) de Poisson double mélangé, i.e.,

Y= Nt(Zt(At))\t)a

q
A=ao(A) + ) (A, tEZ,
j=1

(4.23)

ou ap(k) >0et (k) >0,5=1,...,q, ke{l,...,K}, la condition H; se réduit a

q

K
D w(k)> ai(k) < 1. (4.24)

k=1 i=1

qui est la méme condition pour la stationnarité en moyenne donnée par Zhu et al [145]
pour le cas d’'un mélange IN ARCH (q) de Poisson, i.e., pour le modele (4.23) lorsque
Z(k) est dégénérée pour tout k € {1,..., K}.

En posant, (; = (N¢, Ay, Zi(Ay)) et

F(Yi-1,Yi2,...;G) = Ne(Zo(Ao) fa,(Yie1, Yiea, .. 0(A)),

le modele général INARCH (c0) de Poisson double mélangé (4.2) peut s’écrire comme
une chaine infinie suivante (voir Doukhan et Wintenberger [67]),

Yi=F(Yi1,Yi-2,...5G), t €Z, (4.25)

ot ((t)tez est une suite i.i.d.

Le résultat suivant de Aknouche et Demmouche [10] donne la condition suffisante
pour que le modele (4.2) admette une solution faiblement dépendante strictement sta-
tionnaire et ergodique de moyenne finie.

Théoréme 4.3. Si les conditions (4.19) et (4.20) sont vérifiées, alors le modéle (4.2)
admet une solution faiblement dépendante strictement stationnaire et ergodique (Yi)iez
donnée par

Y;E:H(Ctyct—ly---)a t e, (426)

pour une certaine fonction mesurable H : (Nx]0,00[x{1,..., K})N — N. De plus, cette
solution a une moyenne finie.
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Chapitre 4 : Modéle INGARCH de Poisson double mélangé

Preuve. La preuve est basée sur la vérification de la condition (3.1) de Doukhan et
Wintenberger [67]). Soit y = (y1,¥2,.-.), ¥ = (¥}, %5, ...) € RY. Par (4.25), la propriété
de Lipschitz (4.19), le fait que E(Z;(k)) = 1 pour tout k € {1,..., K}, la propriété de
Poisson du processus Ni(.) et la propriété d’indépendance des processus (NVi(.))iez,
(A)tez et (Zi(k))iez, on déduit que

E|F(y,¢) - F(y', )| = E<E’Nt(Zt(At)fAt(y;G(At)» Ne(Ze(DAg) fa, (' 0(A)) ’/At>

I
Mw

w(k)E(|Ze(k) fi(y; 0(k)) — Ze(k) fi(y'; 0(K))|)

B
Il

1

Mw

<

7T Z K'z |y1 (427)
=1

B
Il
—_

De la relation (4.27), on déduit que si les conditions (4.19) et (4.20) sont vérifiées, alors la
condition (3.1) de Doukhan et Wintenberger [67]) est satisfaite pour la fonction d’Orlicz
identité. Maintenant, par le théoreme 3.1 de Doukhan et Wintenberger [67]), il existe
une solution de (4.25) donnée par (4.26) qui est faiblement dépendante, strictement
stationnaire, ergodique et de moyenne finie.

Pour le modele linéaire INARCH(o0) de Poisson double mélangé défini par (4.9), le
théoreme 4.3 se simplifie comme suit.

Corollaire 4.1. Sous la condition (4.22), le processus INARCH (c0) double mélangé de
Poisson défini par (/.9) est faiblement dépendant strictement stationnaire, ergodique et
de moyenne finie.

Pour le modele mélange INARCH(q) de Poisson (MINARCH(g) de Poisson) défini
par (4.10), le théoreme 4.3 se simplifie comme suit.

Corollaire 4.2. Sous la condition (4.2/), le processus MINARCH(q) de Poisson défini
par (4.10) est faiblement dépendant strictement stationnaire, ergodique et de moyenne

finie.

Notons que la condition (4.22) est aussi nécessaire pour l'ergodicité du processus
linéaire INARC H (o) de Poisson double mélangé (4.9).

4.3.2 Modele général INGARCH de Poisson

Lorsque A; est dégénérée en valeur 1, ie., K = 1, Z;(1) = Z; est dégénérée en
valeur 1 et p = ¢ = oo, le modele général INGARCH double mélangé (4.1) se réduit
au modele général INGARCH de Poisson introduit par Doukhan et al [71], i.e

Y = Ne(Mo),
{ )\t:f(nfl,...,)\tfl,...;e), teZ. (428)
Considérons les conditions suivantes :
Hy : Pour tout x,x’ € N*x]0, co[>
F(x:0) = F(x'50)] < killi — ], (4.29)
i=1

ou (k;)ien sont des constantes positives vérifiant
o0
D ki< 1. (4.30)
i=1
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En posant X; = (Y3, A¢) et F(Xe—1,...,Ny) = (Ne(f(Xi-1,...50)), f(Xio1,...;0)), le

modele (4.28) peut s’écrire comme une chaine infinie suivante
Xt:F(Xt_l,...,Nt), teZ, (431)

Le résultat suivant de Doukhan et al [71] donne la condition suffisante pour que le
modele (4.28) admette une solution ((Y;, A¢))¢cz faiblement dépendante strictement sta-
tionnaire et ergodique qui admet des moments de tout ordre.

Théoréme 4.4. Si les conditions (4.29) et (4.50) sont vérifiées, alors le modéle (4.28)
admet une solution ((Yy, M\t))iez faiblement dépendante strictement stationnaire et ergo-
dique telle que E||(Yz, \)||" < oo pour tout r € N*.

Preuve. On montre d’abord que sous les conditions (4.29) et (4.30), le modele (4.28) ad-
met une solution ((Yz, A¢)):cz faiblement dépendante strictement stationnaire de moyenne
finie. La preuve est basée sur la vérification de la condition (3.1) de Doukhan et Win-
tenberger [67]). Pour tout z = (y,\) € R? et € > 0, soit la norme ||.|[c sur R? définie
par [|.|le = |y| + €|A]. Soit x = (z1,22,...),x = (2], 25,...) € (Nx]0,00[)*. Par (4.31),
la propriété de Lipschitz (4.29) et la propriété de Poisson du processus Ny(.), on déduit
que, i.e,. la condition (3.1) de Doukhan et Wintenberger devient

IF(x,N) = F(xX',Ny)lle = E|Ne(f(x:0)) — Ne(f(x'50))| + el £(x:0) — f(x';0)]
= (L+olf(x:0) — f(x;0) <D millws — 2l (4.32)
=1

De la relation (4.32), on déduit que sous les conditions (4.29) et (4.30), la condition
(3.1) de Doukhan et Wintenberger [67]) est satisfaite. Par le théoréeme 3.1 de de Dou-
khan et Wintenberger [67]), il existe une solution ((Yi, A\1))iez du modele (4.28) qui
est faiblement dépendante strictement stationnaire et ergodique de moyenne finie. On
montre maintenant que cette solution est telle que E||(Yz, A\)||” < oo pour tout r € N*.
Pour tout = (y,A) € R? € > 0 et r € N*, soit la norme |.|, définie sur R? par
||l = (Jyl” + e[ A7 Soit x = (21, x2,...) € (Nx]0,00[)>. Par (4.29), on a

|f(x:0)] < g(x) +c,

otc= f(0;0) et g(x)=> 7" killzi|ler. Par conséquent,

J )
o) <3 (] )0, i <r

k=0
et
r—1
O < g )+ D0 () )@ x) = g7 () + m(x), (4.33)
k=0
r—1
ou m(x) = kzzo ( Z )c”_kgk(x).
Maintenant, par 'inégalité de Jensen, on trouve pour tout j € {1,...,7},
o0 o1&
F) < (Mom) D willwill,
i=1 i=1
Par conséquent,
> j e -1 , j ,
BN wllXiiller)” < (3o ) B Xl < (D0 wi) BIXlL,.  (434)
i=1 i=1 i=1 i=1
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Chapitre 4 : Modéle INGARCH de Poisson double mélangé

On utilise le lemme suivant.

Lemme 4.1. Soit N une variable aléatoire de loi de Poisson avec la moyenne X et soit
r € N*, alors les moments de N vérifient la relation suivante

,
E(N") = { " }/\j,
=21
7=0
ot { ; } désigne le nombre de Stirling de second espéce tel que { ; } =0 pour j ¢

{1,...,7r} et pour r >0, 0 < j <r, satisfait la récurrence suivante

=)
j i1 i I
En posant, &; = Y .7 K;||X¢—i|e,r, alors par le lemme 4.1 on obtient
r—1
r T r r r %
BIXAIL, = B +ex) < 1+ B +>_{ | JEX).
=0
Par (4.33), (4.34) et le fait que la solution est strictement stationnaire, on obtient
e T
BIXill, = B/ +eX) < (1+B0]) +C1 < (1+)( Y i) EIXL, + Ca,
i=1
pour certaines constantes C1 < Cs < oo puisque F ||X25||’5";l < 00. Par conséquent, pour
—1
€= (Zf; m) — 1, on obtient

Co

E”XtH:,r < o T
1= (140 X2 k)

< oQ.

4.3.3 Modele général INGARCH(1,1) de Poisson mélangé

Lorsque A; est dégénérée en valeur 1, i.e., K = 1, le modele général INGARCH(1,1)
de Poisson double mélangé (4.3) se réduit au modele général INGARCH(1, 1) de Poisson
mélangé introduit par Christou et Fokianos [49],

Y, = Nt(Zt)\t),
4.35
{ M= (Yot A1 6), t € L. (4.35)
Considérons les conditions suivantes :
Hj : La fonction f est Lipschitzienne, i.e., pour tout y,y" € N et A\, N €]0, 00|,
|Fy, X 0) = F(, N5 0)] < Rald = N 4 kaly — o], (4.36)

ou k1 et ko sont des constantes positives satisfont la condition de contraction suivante
K1+ ke < 1. (4.37)

Soit Xy = (Ye, M), ¢ = (Ni, Z4) et F(Xy—15¢) = (Ne(Zef (Xi—130)), f(Xi—1;0)), alors
le modele (4.35) peut s’écrire comme la chaine de Markov suivante

Xi =F(X¢—1;¢), t € Z, (4.38)
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o ((t)tez est une suite i.i.d.

Le résultat suivant de Christou et Fokianos [49] donne une condition suffisante pour
que le modele (4.35) admette une solution ((Y7, \¢))tez faiblement dépendante stricte-
ment stationnaire ergodique de moyenne finie.

Théoréme 4.5. Si les conditions (4.36) et (4.37) sont vérifiées, alors le modéle (4.35)
admet une solution ((Yy, \t))tez faiblement dépendante strictement stationnaire et ergo-
dique donnée par

Xt =H (G, G-1...), t€Z, (4.39)

pour une ceratine fonction mesurable H : (Nx]0,oc0[)N

solution a une moyenne finie.

— Nx]0,00[. De plus, cette

Preuve. On montre d’abord que sous les conditions (4.36) et (4.37), le modele (4.35) ad-
met une solution ((Yz, A))¢ez faiblement dépendante strictement stationnaire de moyenne
finie. La preuve est basée sur la vérification de la condition (3.1) de Doukhan et Win-
tenberger [67]). Pour tout x = (y,\) € R? et € > 0, soit la norme ||.||c définie sur R?
par ||x|le = |y| + €|A|. Par (4.38), la propriété de Lipschitz (4.36), le fait que E(Z;) =1,
la propriété de Poisson du processus Vi(.) et la propriété d’indépendance des processus
(Ne(-))tez et (Zt)tez, on déduit que

IF(x;G) = F(x:¢0)lle = E|Ni(Zef(x;0)) — Ne(Zef (x5 0))]
+el f(x;0) — f(x';0)]
= E(E|N(Zef(x:0)) — Ne(Zo f(x'0))|/ Z¢)
+el f(x;0) — f(x';0)]
= B(ZIf(x:0) = f(x50)]) + el f(x:0) = £ 0)|
(1+ ¢) max (%,@)Hx —x.. (4.40)

IN

En choisisant, € = :—;, on trouve (1 + €)max (%,ffz) = K1 + ko < 1. De la relation

(4.40), on déduit que si les conditions (4.36) et (4.37) sont vérifiées, alors la condition
(3.1) de Doukhan et Wintenberger [67]) est satisfaite. Par le théoreme 3.1 de de Doukhan
et Wintenberger [67]), il existe une solution ((Y;, A¢))iez du modele (4.35) donnée par
(4.39) qui est faiblement dépendante strictement stationnaire et ergodique de moyenne
finie.

Remarque 4.1. Lorsque Z; ~ G(072,072), le modele général INGARCH(1,1) de
Poisson mélangé (4.35) se réduit au modele général INGARCH(1, 1) binomial négative
introduit par Christou et Fokianos [49], i.e., Y;/F—1 ~ NB(O'_2, a*a?if& , oll \; est
défini dans (4.35). Sous les conditions (4.36) et (4.37), le modele général INGARCH(1,1)
binomial négatif admet une solution ((Yz, At))tcz faiblement dépendante strictement
stationnaire et ergodique donnée par (4.39) qui satisfait F||(Y;, A\)||” < oo pour tout
r € N*. (voir V. Christou et K. Fokianos [49] pour plus de détails sur les moments
d’ordres supérieurs de la distribution binomiale négative).

4.3.4 Modele INGARCH(1,1) de Poisson double mélangé

Pour le modele général INGARCH(1, 1) de Poisson double mélangé (4.3), considérons
les conditions suivantes :
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H, : Les fonctions f1,. .., fx sont Lipschitziennes, i.e., pour tout k € {1,..., K}, v,y €
N et A, ) €]0, o0,

[fi(ys A 0(R)) = Sy, N5 0(R))| < m(R)y —o/| + 7(R)|A = X, (4.41)

ou (k(k))1<k<k et (7(k))1<k<x sont des constantes positives vérifiant une des conditions
de contraction suivantes :

A(k) +7(R)\ S~ g
max < s )Z (k)k(k) < 1, (4.42)

1<k<K
k=1

! () (k) + 7(09) )

<1. (4.43)

M=

. 7 (k)

ming <g<Kg (@) k=1

Lorsque K = 1, chacune des conditions (4.42) et (4.43) se réduit a la condition de
contraction standard x(k) + 7(k) < 1 ( voir Christou et Fokianos [49]). Pour le modele
linéaire INGARCH(1, 1) de Poisson double mélangé définie dans I’exemple 4.16, i.e., les

fonctions fi, ..., fx sont linéaires, les conditions (4.42) et (4.43) sont réduites a
k) +B(k)\ &
max (W) > w(k)a(k) <1, (4.44)
== k=1
1 = B(k)
D (k) (alk) +BK) Ty < 1. (4.45)

sy

ming << (%) k=

ou dans le cas p = 0, la condition (4.44) est la méme condition de stationnarité en
moyenne donnée par F. Zhu et al [145].
En posant Xt = (Y;g, )\t), Ct = (Nt7 At: Zt(At>) et

F(Xi1;¢) = (Nt(Zt(At)fAt(Xt—l;Q(At)))a N (Xt—l§‘9(At))>a

le modele général INGARCH(1,1) de Poisson double mélangé (4.3) peut étre écrit
comme une chaine de Markov suivante

Xt = F(Xt_l; Ct): t e Z, (446)

ot ((t)tez est une suite i.i.d.

Le résultat suivant de Aknouche et Demmouche [10] donne les conditions suffisantes
pour que le modele général INGARCH(1, 1) de Poisson double mélangé (4.3) admette
une solution faiblement dépendante strictement stationnaire et ergodique.

Théoréme 4.6. Supposons que la condition (/.41) est vérifiée. Si l'une des condi-
tions (4.42) ou (4.43) est vérifiée, alors le modéle (4.3) admet une solution faiblement

dépendante strictement stationnaire et ergodique ((Y}, At))teZ donnée par

X, = H(Ct, Ci—1,-. .), te, (447)

pour une certaine fonction mesurable H : (Nx]0,00[x{1,..., K})Y — Nx]0,00[. De
plus, cette solution a une moyenne finie.
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Preuve. Pour tout z = (y,A) € R? et € > 0, soit |.||c une norme sur R? définie par
lzlle = |y| + €|A|. Par la condition (4.41), la relation (4.46) et les mémes arguments
utilisés dans la preuve du théoreme 4.3, on trouve

K

E||F(z,¢) = Fa',¢)lle = (I+e€) )y m(k)fuly, X 0(k) — fr(y', N;0(k))]

- (k) :
< Zﬂ' 1+ €) max (K,(]{), >||ac —a'||e.  (4.48)
k=1
7(k)

En prenant € = 1I<I}€a<XK <"€E)>’ alors pour tout k € {1,..., K},

(1+ ¢) max (n(k), T(k)> — max <1+ ;E:;)Mk).

€ 1<k<K

Par conséquent, la relation (4.48) devient

K
BF(.G) ~ PG < max (1+T(’“))Zw<k>n(k>||x—x'||e. (4.49)

<k<K k(k) —

k
De méme, si on prend € = mm (M» alors pour tout k € {1,..., K},
<k<k \k(k)

(1 + € max <H(k), T(k)> <

€

(r(k) + 7(K))-

Par conséquent, la relation (4.48) devient

K (k
E|[F(2,¢) — F(2',G)le < ‘ ——— > (k) 7 (k) + 7(K))|lz — 2'[[e. (4.50)
é%l?K( (k:)) =

Maintenant, depuis les relations (4.49) et (4.50), on déduit que si la condition (4.41)
est vérifiée et 'une des conditions (4.42) ou (4.43) est verifiée, alors la condition (3.1)
de Doukhan et Wintenberger [67]) est satisfaite. Par le théoreme 3.1 de Doukhan et
Wintenberger [67]), il existe une solution de modele général INGARCH (1,1) de Pois-
son double mélangé(4.3) donnée par (4.47) qui est faiblement dépendante, strictement
stationnaire, ergodique et de moyenne finie.

Notons que sauf pour K = 1, il apparait que les conditions (4.41) et (4.42) ne sont pas
nécessaires pour l'ergodicité du modele (4.3), méme dans le cas linéaire. Pour le modele
linéaire INGARCH(1,1) de Poisson double mélangé défini par (4.16), le théoreme 4.6
se simplifie comme suit.

Corollaire 4.3. Si l'une des conditions (.44) et (4.45) est vérifiée, alors le modéle
linéaire INGARCH(1,1) de Poisson double mélangé (4.16) est faiblement dépendant
strictement stationnaire et ergodique de moyenne finie.

4.4 Ergodicité périodique du modele INGARCH(1,1) de
Poisson mélangé périodique

Dans cette partie, on étudie le modele général INGARCH(1,1) de Poisson mélangé
périodique dont la distribution conditionnelle est un mélange de lois de Poisson et dont
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la moyenne conditionnelle est une fonction non linéaire de ses valeurs retardées et des
observations. En fonction de la variable du mélange, la distribution conditionnelle de
modele proposé englobe une large gamme de distributions incluant la distribution de
Poisson, la distribution binomiale négative, la distribution double de Poisson. De plus, a
I’'exception du cas de Poisson pur, le modele proposé est conditionnellement sur-dispersé
et se réduit dans le cas apériodique au modele général INGARCH(1,1) de Poisson
mélangé introduit par Christou et Fokianos [49], [51]. On étudie certaines propriétés de
ce modele proposé, a savoir la stationnarité périodique stricte, I’ergodicité périodique,
la dépendance faible périodique et I'existence des moments d’ordres supérieurs.

4.4.1 Modele INGARCH(1,1) de Poisson mélangé périodique

Soit (Nt()) 1ez, une suite indépendante de processus de Poisson homogenes d’inten-
sité unité. Considérons une suite de variables aléatoires (Z;);cz positives, indépendantes
et périodiquement distribuées de période S € N*, c’est-a-dire Z; a la méme distribution
que Zyips pour tout t, k € Z, avec E(Z;) = 1 et Var(Z;) = o?. La périodicité du pro-
cessus (Z;)iez implique que la suite (07)icz est périodique en t, ie., 07 = Ut2+kS pour
tout ¢,k € Z. On suppose aussi que la suite ipd (Z;)icz est indépendante de la suite
(N t('))teZ’

Un processus stochastique (Y}):cz & valeurs entieres est dit processus autorégressif de
Poisson mélangé périodique ( i.e., satisfait le modele général INGARCH(1, 1) de Poisson
mélangé périodique) s'il est solution de I’équation suivante

{ Yy = Ne(Zihe),

A= filYi1, Me—1;604), t € Z, (4.51)

ol (0y)tez est une suite de parametres périodiques en t de période S € N* i.e., 0 = O s
pour tout ¢, k € Z tel que 6; € O, C R™, avec m; € N*.

La suite de fonctions (ft('))tez définie par f; : Nx]0, co[xO; —]0, 0o[ est périodique
en t, i.e., fy = fiirs pour tout t, k € Z. Soit F; une g-algebre générée par les variables
aléatoires Y, Y;_1,.. ., alors grace aux propriétés de (Nt('))tEZ et (Zt>t€Z’ on déduit que

E(Y;/Fi_1) = A
Var(Y;/Fio1) = M1 +0iN) > E(Y/Fiq).

Ainsi, mis & part le cas de Poisson pur correspondant & o7 = 0, le modele (4.51)
est conditionnellement sur-dispersé, bien que le modele conditionnellement de Poisson
puisse générer une sur-dispersion (inconditionnelle) et méme une sous-dispersion (in-
conditionnelle) (voir Christou et Fokianos [49]). De plus, la loi conditionnelle de Y; peut
étre donnée explicitement pour des lois spécifiques de la variable Z;. En effet, si Z; est
dégénérée en la valeur 1 pour tout t € Z, alors Y;/F;_1 suit une loi de Poisson de pa-
rametre Ay, i.e., Y;/F;—1 ~ P(A). De méme, si Z; suit une loi Gamma de parameétre de
forme ;2 > 0 et de parametre d’intensité o; 2 > 0, i.e., Z; ~ G(0; 2, 072), alors Y/ Fi_1
suit une loi binomiale négative de paramétres ;2 > 0 et o7 *(0; % + M)~ €]0,1], i.e.,
Y%/]:tfl ~ NB(O’;z, 0';2(0';2 + )\t)_l).
Le modele (4.51) peut étre écrit sous la forme suivante :

{ K;+nS = Nv+nS(Zv+nS)\v+nS)a (4 52)

>\v+nS = fv(%—l—i—nS:)\v—l—&-nS;ev)a nc Z7 0<v< S—1 5

ou fy = fuins et 0y, = Oy1ns pour tout n € Z et v € {0,...,5—1}. Le modele (4.51) est
assez général et couvre une gamme étendue de modeles & valeurs entieres bien connus.
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Par exemple, lorsque S = 1, on trouve le modele général INGARCH(1,1) de Poisson
mélangé proposé par Christou et Fokianos [49], [51]. D’autres cas particuliers importants
sont donnés par les exemples suivants

4.4.2 Exemples

Exemple 4.4.1. (Moyenne conditionnelle linéaire)
Pour chaque v € {0,...,5 — 1}, soit

fv(y7 A Hv) =wy + QY + BuA, (453)

ott B, = (wy, aw, By) € O, CJ0,0[>.

1) Lorsque Z, est dégénérée en valeur 1 pour tout v € {0,...,5 — 1}, le modele
(4.51) se réduit au modele linéaire INGARCH(1, 1) de Poisson périodique proposé par
Bentarzi et Bentarzi [31]. En effet, un processus stochastique (Y;)icz & valeurs entieres
est dit processus INGARCH(1,1) de Poisson périodique de période S € N*, §'il satisfait

le modele suivant ) )
Yi/Fiot ~P(M),

4.54

{ M =wr + Y1+ Bih—1, t € Z, (4.54)

ol les parametres wy, oy et By sont périodiques en ¢ de période S € N*| i.e., w; = wytks,
oy = aprgs et B = Priks pour tout t, k € Z. De plus, ces parameétres sont tels que
wy >0, ¢ >0 et By > 0 pour tout ¢t € Z.

La condition nécéssaire et suffisante pour que le processus (Yi)icz satisfaisant le
modele INGARCH(1, 1) de Poisson périodique (4.54) soit périodiquement stationnaire
en moment d’ordre un est donnée par le résultat suivant de Bentarzi et Bentarzi [31].

Théoréme 4.7. Le processus (Yz)iez satisfaisant le modéle INGARCH(1,1) de Poisson
périodique (4.54) est périodiquement stationnaire en moment d’ordre un si et seulement
St

S
[T +8,) < 1. (4.55)
v=1
De plus sous la condition (4.55), les S moments d’ordre un, E(Y,) = ,ug/”), v €
{0,...,8 — 1}, du processus (Yi)icz sont données par :
S — J
ME}’) = <1 — H(Cll + ﬁz ) Z H Oy—it1 + av_iﬂ))wv_j. (4.56)
i=1 j=0 =1
Preuve. Pour chaque t € Z, la moyenne E(Y;) = g) vérifie la relation suivante

= gl + wy. (4.57)

ou ¢ = oy + P Apres m itérations sur (4.57), on obtient

[y

m—

0= (o) + 5 (Mocinfosrez as

j=0 i=1

En remplagant m par ¢t en posant ¢ = v + kS, avec v € {0,...,5 — 1} et k € Z, la
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relation (4.58) devient

vt+kS  j—1 v+kS
N(varkS) - Z <H¢v*i+1+k5>wvﬁ‘+1+ks+( H ¢v7i+1+ks>li§,o)
j—1 i=1 i=1
Jj— v j—1+kS
- Z <H Po— ’L+1)wv —j+1t Z < H ¢v—z‘+1)wv—j+1
Jj=1 i=1
v+kS
+ H ¢v7i+1),ug/0)
i=1
k-1 S S -1
= (H ¢v—i+1> (H ¢v—z‘+1>wv—z+1
m=0 i=1 =1 i=1

S v 7j—1 S

¢v—i+1)wv—j+1 + ( H ¢v—i+1> ’ ( f[ ¢v—i+1>ﬂ§,0)
i=1

=1 j=1 =1 =1

L= Hf: Pu—i g S
I

+
~—
—
<
T
T
NG
B
~
—

=1 =1
S & v 7j—1
+<H¢v7i+l) [Z ( QSU z+l>wv —j+1+ (H¢v z+1>ﬂ§/)]'
i=1 j=1 i=1 i=1
Par conséquent, pour chaque v € {0,. — 1}, limg_, M”Jrks) = ug,”), avec ug/”)

définie par (4.56) si et seulement si la condltlon (4.55) est vérifiée.

La condition nécessaire et suffisante pour que le processus (Yi)icz satisfaisant le
modele INGARCH(1, 1) de Poisson périodique (4.54) soit périodiquement stationnaire
en moment d’ordre deux est donnée par le résultat suivant de Bentarzi et Bentarzi [31].

Théoréme 4.8. Le processus (Y;)iez satisfaisant le modéle INGARCH(1,1) de Poisson
périodique (4.5]) est périodiquement stationnaire au second ordre si et seulement si

S

[ +8) < 1. (4.59)

v=1

De plus, sous la condition (4.59), les S variances, Var(Y,) = v)(0), v € {0,...,5—1},

Y

de processus (Yy)iez et les S wvariances, Var(\,) = vﬁv)(()), v € {0,...,5 — 1}, de
processus (A)iez sont données par :

S 13—1 J
7 < H a; + /81 2) H Oy —i+1 + Bv—i-&-l)Q(Pv—j- (460)
i=1 j=01i=1
S S—l 7
')’EU) (0) = (1 - H a; + 5i) ) Z H y—it1 + Bo—it1) oy — ug,v), (4.61)
i=1 j=01i=1

ot ,ugf) est définie par (4.56) et o, = g,) (o + By)%u (“ D+« ,u(” b,

Preuve. Pour chaque t € Z, le moment d’ordre deux F(Y;?) est donnée par

E(Y?) = E(E(Y?/Fi-1))=EN)+E).
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Ce qui est équivalent a ’yg)(O) = ’ygt)(O) + E(\¢). Maintenant, on calcule E(A?). On a

E(N) = E(E(\/Fi-1))
= GEM ) +wp + (0 + 2widy) E(A\e—1) (4.62)

ou ¢ = ay + P4 La relation (4.62) est équivalente a
D(0) = g77ED(0) + (wr + eV + af ™Y — pP2.

Par le fait que ugf) = u® et ugf) =wi + qbt,ugt_l), on déduit que

A

9(0) = gP7D(0) + . (4.63)
ol ¢ = g) — gb%ugf_l) + a?,ug_l). Apres m itérations sur (4.63), on obtient
m—1 7
<H o7 z+1> (=m)(0) + (H ¢t2_z'+1)80t—j- (4.64)
j=0 =1

En remplagant m par t, avec t = v + kS, v € {0,...,5 — 1} et k € Z, on obtient

v+kS j—1 v+kS

’Yx(VerkS)(O) = Z <H¢Z—i+1)%—j+1+ks+< H P2 z+1) (0) (0)

j=1 =1
kS j-1 v j—1+kS

- <H¢U 2+1)90U ]+1+kS+Z( H <;5v z+1>90v —j+1

j=1 =1

+ ( ﬁ ¢g—i+1> ) ( H ¢%—z‘+1) %(/0) (0)
kS j—

= Z (H% z+1)80v j14ks + (H‘% ZH)k

7j=1

v

X <H¢U z+1)90v 1+ (H% H—l) <H¢U zJrl)’yy 0)
= (ﬁ ¢12;—i+1)l ZS: (ﬁ ¢12;—z‘+1><Pu—j+1

=0 =1 =1 =1
v

H ¢g—i+1>k (ﬁ ¢%—i+1)90v—j+1
i=1

1=1 7=1
v

+
~ ~
—= L
-
Cll\’)
'E
~—

=~
~

¢121—i+1) ’73(/0) (O) ’

i=1 =1

et ceci implique que

1—(1_[1 L o z+1)]C (j_l

,Y}(/'U+k5)(0) — HZ 1¢U o JZ; 1;[¢v z+1>90v—]'+1

7j—1

+(]:[¢12;i+1) [Xv:( by ZH)% 1+ (H@J z+1>] ©)(0).

j=1 i=1 i=1

113



Chapitre 4 : Modéle INGARCH de Poisson double mélangé

Par conséquent, pour chaque v € {0,...,5 — 1}, limg_, fyl(}’*ks)(O) = 73(,”)(0)7 avec

7&’) (0) définie par (4.60), si et seulement si la condition (4.59) est vérifiée.
Pour chaque t € Z, la variance de \; est donnée par

s 51
Vit) (0) = 7@(0) - ui“ = <1 - H¢?_i+1) Z (H¢t2_i+1)80t—j - Mgft)- (4.65)
i=1 j=0 " i=1
On remplace t par v + kS, avec v € {0,...,S — 1} et k € Z, on obtient
S 51
Y00 = (1-TT62) X (T16%-i11) oy — . (4.66)
i=1 j=0 i=1

2) Lorsque Z, ~ G(o,2,0,2), v € {0,...,8 — 1}, le modele (4.51) se réduit au

modele INGARCH(1, 1) binomial négatif périodique. Ce dernier modele généralise le
modele INGARCH(1, 1) binomial négatif proposé par Zhu [144].

Exemple 4.4.2. (Moyenne conditionnelle exponentielle)
Considérons le modele (4.52), avec pour chaque v € {0,...,S5 — 1},

Jo(y, A 0y) = wy + apy + (ﬁv + dy exp(—’yvAQ)))\,

ou 6, = (anavvﬁvaéva’}/v), € 0, C]O, 00[5-
1) Si pour chaque v € {0,...,S —1}, Z, est dégénérée, alors on obtient une version

périodique de la spécification proposée par Fokianos et al [76] (voir aussi Fokianos
[75], Doukhan et al [71]).

2) Si pour chaque v € {0,...,S — 1}, Z, ~ G(0,2,0,2), le modele (4.52) se réduit
a une extension périodique du modele autorégressif binomial négatif exponentiel

de Christou et Fokianos [49].

Exemple 4.4.3. (Moyenne conditionnelle linéaire perturbée)
Considérons le modele (4.52), avec pour chaque v € {0,...,S — 1},

fv(% A 91}) = Wv(l + )‘)_% + Yy + BuA,

oil 0, = (Wy, iy, Bu, ) € O, CJ0O,00[*. Plus 7, s’approche de zéro et plus le modele
résultant s’approche du modele linéaire (4.53) dont il est une perturbation (voir Christou
[50]).

Exemple 4.4.4. (Moyenne conditionnelle mixte)
Le modele (4.51) permet aussi différentes spécifications le long des canaux v € {0,...,S—
1} (voir Aknouche et al [21]). Par exemple, pour S = 2, f; et fo définies par

fo(y, A;01) = w1 + a1y + BiA,

foly, \;02) = wo + gy + (52 + 09 exp(—'yg)\z)))\.

Dans ce cas, les parametres du modele sont o2 = (02, 032) €]0,00[? et § = (0}, 05)" avec

01 = (w1, a1, £1)" €]0,00[ et 0 = (wa, a2, B2, 62,72)" €]0,c[>. Lorsque Z, est dégénéré
pour tout v € {0,...,S — 1}, alors seul 6 seul est retenu.
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4.4.3 Conditions d’ergodicité périodique

Dans cette partie, on donne une condition suffisante sur la suite (f;)¢cz pour que
le modele INGARCH(1,1) de Poisson mélangé périodique (4.51) admette une solution
strictement périodiquement stationnaire, périodiquement ergodique et périodiquement
faiblement dépendante de moyenne finie. Sous d’autres conditions supplémentaires, cette
solution possede des moments d’ordres supérieurs finis. Rappelons que la stationnarité
périodique stricte de période S € N* d’un processus aléatoire (Y;)icz est équivalente a la
stationnarité périodique stricte de ses S sous processus (Yyins)nez, v € {0,...,S —1}.
De méme, le processus (Y;)iez est dit périodiquement faiblement dépendant de période
S € N* si et seulement si pour chaque v € {0,...,5 — 1}, le processus (Y, ns)nez est
faiblement dépendant dans le sens de la définition 4.1 de 7-dépendance de la définition
introduite par Dedecker et Prieur [61].

Considérons I’hypothese suivante qu’on qualifie de condition de contraction périodique
sur la suite de fonctions périodique (f)iez.
Hjs : Pour tout v € {0,...,5 — 1}, y,¥' e Net A, N >0:

|fo(y, A) = fo(Y' s M) < Koaly — Y| + Kol A = N, (4.67)

oll Ky,1 et Ky 2 sont des constantes positives qui vérifient

S—1
[ (ko1 + m02) < 1. (4.68)
v=0

Notons que si pour tout v € {0,...,S — 1}, la fonction f, est contractante, i.e., f, est

Lipschitzienne dans le sens de la définition (4.67), avec (ky,1 + Ky2) < 1, alors la suite
de fonctions (f;)iez est périodiquement contractante dans le sens de la définition (4.68).
I1 est clair que la réciproque n’est pas vraie parce qu’on peut avoir une suite (fi)icz
périodiquement contractante, alors qu’il existe vg € {0, ..., S —1} pour le quel f,, n’est
pas contractante, i.e., fy, est Lipschitzienne dans le sens de la définition (4.67), mais
(K‘vo,l + HUQ,Z) > 1.

Dans l'exemple 4.4.1, puisque pour chaque v € {0,...,5 — 1}, la fonction f, est
linéaire, alors la condition (4.68) se réduit a la condition suivante.

S—1

[T (e +80) <1 (4.69)

v=0

Pour l'exemple 4.4.2, puisque pour chaque v € {0,...,5 — 1}, on a

9fu(y, A) Ofu(y, N)
I W
alors la condition (4.68) devient
S—1
[](ew+Bu+6,) <1. (4.70)
v=0

Pour l'exemple 4.4.3, puisque pour chaque v € {0,...,S — 1}, on a

Ofo(y,A) _ Ofu(y,A)
oy oy, et ‘ B\ ’ < By + wWyYos
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alors la condition (4.68) devient

S—1

[ (e + B+ wem) < 1. (4.71)
v=0

Pour l'exemple 4.4.4, la condition (4.68) devient
(a1 + Bi)(az + Ba +d2) < 1. (4.72)

Soit X = (Y3, Ae), G = (Ng, Zy) et

Fi(Xe-1,G) = (Nt (Zefi(Yie1, M—15600)) s fe(Yem1, e 9t)> ; (4.73)

alors la suite de fonctions (F})icz est périodique en t de période S € N* et le modele
(4.52) peut étre écrit sous la forme Markovienne non-homogene suivante

XernS = FU(XU71+TL57 CernS)’ n e Za 0<v<S— 1) (4'74)

ot ((t)tez est une suite indépendante périodiquement distribuée de période S.

Le résultat suivant de Aknouche et al [17] donne une condition suffisante pour que
Péquation (4.74) admette une unique solution strictement périodiquement stationnaire,
périodiquement ergodique et périodiquement faiblement dépendante.

Théoreme 4.9.

1. Sous les conditions (4.67) et (4.68), l'équation (4.7/) admet une unique solution
((Yy, M) )tez non-anticipative strictement périodiqguement stationnaire, périodiquement
ergodique et périodiquement faiblement dépendante de moyennes finies, donnée
par

Xotns = Hy(§o4ns: Sot(n-1)s5---), n€Z, 0 <v < S —1, (4.75)

pour certaines fonctions mesurables H,, 0 < v < S — 1, définies de (Nx]0, oo[)N
dans Nx]0, 00|, ot pour tout v € {0,...,5 — 1},

§v+nS = (<v+nSa Cv71+n37 ceey Cv75+1+n5>,, nez

2. De plus, si pour tout v € {0,...,S — 1}, la variable Z, est dégénérée, alors
Punique solution de 'équation (4.74) définie par (4.75) est telle que pour tout
ved0,...,5 -1},

E(Y, + \) < oo, Vr € N*.

Preuve. 1) Apres S itérations sur I'équation (4.74), on obtient les S équations Marko-
viennes homogenes suivantes :

X’ernS = FU(XU+(TL71)S7§’U+TLS)7 n e Z, 0 S v S S — 1 (476)
oulF,=F,0F, 10...0F, g1 et pour chaque v € {0,...,S5 — 1}, la suite (§y4nS)nez
est iid, avec &yins = (Coanss Co—14nSs - - -, Cu—5+1+ns) - La preuve est alors basée sur le

théoreme 3.1 de Doukhan et Wintenberger [67]. En effet, pour x = (y, \) € R? et £ > 0,
soit la norme |.||c définie sur R? par

lzlle = lyl + €Al
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Par les relations (4.76), (4.67), la propriété de Poisson du processus (N¢(.))¢ez et 'indépendance
de (N¢(.))tez avec la suite (Zy)ez qui vérifie E(Z;) = 1 pour tout ¢t € Z, on déduit que
pour tout v € {0,...,5 — 1},

E(HFU<*T7 §U+n5) - FU(.CC’, fv-i—nS)He)

5-2
<(1+¢) H (Ko—k,1 + Fo—k,2) [Fo—s+1,11y = V| + Ko_sg1,2|A = X]]
k=0
S-2 s
—541,2
< (1 +e) [ Bomii + Fo—n2) max (ky_sy1,1, ——2) ||z — 2|
k=0

On pose € = Iiv,5+1’2.1€;_15+171. Par la relation (4.68), on déduit que pour chaque
ved{0,...,5 —1},

S—1
(TT et + o))l = 1
v=0
S—1
= (TT (ks +r2) )l = 'l
v=0
< o=

IN

E(H]Fv(xlv fv-i—ns) - IF”U(;U% &)—&—nS)H&)

Ainsi, on a montré que sous les conditions (4.67) et (4.68), la condition (3.1) de Doukhan
et Wintenberger [67] est satisfaite pour la norme ||.||.. Par conséquent, par le théoréme
3.1 de Doukhan et Wintenberger [67], on déduit que pour chaque v € {0,...,S — 1},
l’équation (4.76) amet une unique solution ((Yy4ns, Advtns))nez non-anticipative stric-
tement stationnaire, ergodique, faiblement dépendante et de moyenne finie donnée par
(4.75). Ceci implique que le processus ((Y;, A¢))ez est I'unique solution non-anticipative
strictement périodiquement stationnaire, périodiquement ergodique, périodiquement fai-
blement dépendante de ’équation (4.74) ayant S moyennes finies.

2) Notons que la condition (4.68) implique que Hf;&(/ivJ + Kyp2)" < 1 pour tout
r € N. Maintenant, on peut vérifier facilement que E (Y] + \]) < oo pour tout r € N*
et t € Z. En effet, pour r € N* et x = (y,\) € R?, soit la norme ||.||., définie sur R?
par ||z]|cr = ([y|” + eA|")'/". Pour tout t € Z, on a

E(|Xilz,) = EQ(YY +eXp) = E(E(Y,/Fi-1)) + eE(A). (4.77)

Puisque Y;/Fi—1 ~ P(\), alors la relation (4.77) devient

r—1
B(|X:)Z,) = 1+ EX) +Y_{ : FE(N) (4.78)
=0

ol { : } est le nombre de Sterling de second espece défini dans le lemme 4.1.

Maintenant, par récurrence sur r € N, on peut montrer qu’il existe € > 0 tel que
E(|[X¢||Z,) < oo pour tout t € Z. En utilisant le modele (4.51) et la condition (4.67),
on déduit que pour tout t € 7Z,

EQ) = E((fi(Yi1,M-1:00))") = E((fe(Yi—1, Ae—150¢) — f2(0,0;60;) + f1(0,0;6;))")
< E((keaYie1 + feadie1 + f:(0,0:6,))") = E((ge(Yem1, M—1) + b))
= E((g:(Ye-1, )\t—l))r) + Rir_1, (4.79)
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ol g¢(Yi—1, Mi—1) = k1 Yi—1 + KepAi—1, by = f¢(0,0;6;) et

r—1

Rip1=)_ < ’Z” ) E((g:(Yi—1,A-1)) )b}~ < o0

=0

D’autre part, en utilisant I’inégalité de Jensen, on déduit que

Kt,1 Kt,2 "
E((¢:(Yi1, M-1))") = E(i B 7’)\_)
((gt( t—1, At 1)) ) (Ke,1 + Ke2) Fer t ez t—1 + rer t ez t—1
< (kg + ke2)  H(a B(Y]) + k2 E(N_Y))
< (w1 + ) B(1 X1z, (4.80)
On remplace (4.80) dans (4.79), on trouve
E(\) < (kg + we2) E(1Xe-1lZ,) + Rep1- (4.81)

En combinant les relations (4.78) et (4.81), on obtient
E(IXZ,) < (1+e)(sen + fe2) E(IXi-1]l2,) + Cr, (4.82)

ou pour tout t € Z,

r—1

Ci=(+e)R1+y_ { ; JEON) < oo.
1=0

Puisque (X;);ez est strictement périodiquement stationnaire, alors E (|| X¢||Z,.) = E (|| Xi—xs]|Z )
pour tout k € Z. Par conséquent, de la relation (4.82), on déduit que

S—1
E(|X]2,) < (4% T] (Rua + mo2) E(IXIE,) + Ko, (4.83)
v=0
ou pour tout t € Z,
5—1j-1 '
Kt = Z H(Ht_i’l + /it_i’g)rct_j(l + 5)‘7 < 0.
§=0 i=0

Maintenant, pour tout ¢ > 0 tel que ¢ < Hf:_ol(/fm + nvvg)% — 1, on déduit de la

relation ( 4.83) que pour tout r € Net ¢t € Z,
Ky
S S—1
1-— (1 + E)S HU:O (/iv,l + FJU’Q)T

E([IX:Iz ) < oo.

Le résultat précédent montre que sous les conditions (4.67) et (4.68), le modele
général INGARCH(1, 1) de Poisson mélangé périodique (4.51) admet une solution non-
anticipative strictement périodiquement stationnaire, périodiquement ergodique et pério-
diquement faiblement dépendante donnée par (4.75) et cette solution admet des mo-
ments de tout ordre. Pour les cas particuliers des exemples 4.4.1, 4.4.2 et 4.4.3, on a les
résultats suivants d & Aknouche et al [17].

Corollaire 4.4. Sous la condition (4.69), le modéle INGARCH (1,1) de Poisson périodique
avec une moyenne conditionnelle linéaire (cf. Exemple 4./.1,1) admet une unique solu-
tion non-anticipative strictement périodiquement stationnaire, périodiquement ergodique

et périodiquement faiblement dépendante (Yi, \)iez telle que E(Y] +\]) < oo pour tout
reN etteZ.
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Corollaire 4.5. Sous la condition (4.70), le modéle INGARCH (1,1) de Poisson périodique
avec une moyenne conditionnelle exponentielle (cf. Exemple 4./.2,1) admet une unique
solution non-anticipative strictement périodiquement stationnaire, périodiquement er-
godique et périodiquement faiblement dépendante (Yi, \t)iez telle que E(Y] + A}) < oo
pour tout r € N* et t € Z.

Corollaire 4.6. Sous la condition (4.71) et c? =0, le modéle INGARCH de Poisson
périodique avec une moyenne conditionnelle perturbée (cf. Exemple 4.4.3) admet une
unique solution non-anticipative strictement périodiquement stationnaire, périodiquement
ergodique et périodiquement faiblement dépendante (Yi, A\)iez telle que E(Y] +A}) < oo
pour tout r € N* et t € Z.

Dans le cas non-poissonnien, les conditions d’existence des moments d’ordre supérieurs
peuvent dépendre de la variance du mélange o® = (02,...,0%_;). En particulier, pour
le modele INGARCH(1, 1) binomial négatif périodique avec une moyenne conditionnelle
linéaire (cf. Exemple 4.4.1, 2), i.e., Z, ~ G(0,2,0,2), v € {0,...,S — 1}, le résultat
suivant montre que ces conditions varient en fonction de 'ordre du moment.

Proposition 4.1. Le modéle INGARCH(1,1) binomial négatif périodique avec une
moyenne conditionnelle linéaire (cf. Exemple /.4.1, 2) admet une unique solution non-
anticipative strictement périodiquement stationnaire et périodiquement ergodique (Y, A\t )tz
telle que :

1. E(Y}) < 00, t € Z si et seulement si la condition (4.69) est vérifiée.
2. E(Y}?) < oo, t € Z si et seulement si

S
I ((w+8)? + 03 107) <1. (4.84)

v=1

3. E(Y) < oo, t €7Z si et seulement si (4.8]) est vérifiée et
S
H [(ozv + ﬁv)3 + (3012,_1 + 203_1)a3 + 3012}_10412,51,] < 1. (4.85)
v=1

4. B(Y}) < oo, t € Z si et seulement si les conditions (4.8]) et ({.85) sont vérifiées
et
S
I [(ew+80)*+605_ a2 (an+80)* +0p_1 08 (11ay+88,) +605_;ay] < 1. (4.86)

v=1

Preuve. Puisque Y;/F;_1 ~ NB(o; 2,0, 2(0;72 + M)~ 1), alors d’apres G. C. Jain et P.
C. Consul [102], les moments jusqu’a l'ordre 4 de la loi binomiale négative sont définis
par comment suit :

E(Y/Fi1) = M (4.87)
E(Y?)Fi1) = (L+07)+ M (4.88)
E(Y2/Fio1) = (14307 +20H)N +3(1+ 1of)A\] + M. (4.89)
E(Y}/Fii1) = (146024 116} + 609\ + (6 4 1607 + 1204)\3

+7(1+ 162 + N (4.90)

On remarque que pour chaque i = 1,...,4, E(Y;/F;_1) est un polynéme en ); de
degré i. Par conséquent, F(Y}/F_1) < o0, i =1,...,4 si et seulement si E(\}) < oo,
i=1,....4.

Pour montrer le reste de la proposition 4.1, on utilise le lemme suivant.
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Lemme 4.2. Soit I’équation aux récurrences ordinaire suivante
Yt = atyr—1 + by, t € Z, (4.91)

ot (a¢)iez et (ar)iez sont deux suite réelles positives périodiques de période S € N*,
i.€., Gt = Qpins, bt = biins pour tout t € Z, alors I'équation (4.91) admet une unique
solution positive si et seulement si

S
[[ew <1 (4.92)
v=1

1) Par les relations (4.87) et (4.53), on trouve I’équation aux récurrences ordinaire
suivante

E(\) = (e + B)E(A—1) +wy, t € Z. (4.93)

L’équation (4.93) est sous la forme (4.91), alors par le lemme 4.2, on déduit que
Iéquation (4.93) admet une unique solution positive si et seulement si la condition
(4.69) est vérifiée.

2) Par les relations (4.87), (4.88) et (4.53), on trouve 1’équation

E() = (o + Be)* + 07107 ) EO1) + Ci, t € Z, (4.94)

ot C; = (20uwy + 2Bwi + a2)E(M\—1) + w? qui est finie si et seulement si E(\;_1) < oo,
i.e., si et seulement si la condition (4.69) est vérifiée. Maintenant, 1’équation (4.94) est
sous la forme (4.91), alors par le lemme 4.2, on déduit que ’équation (4.94) admet une
unique solution positive si et seulement si les conditions (4.69) et (4.84) sont vérifiées.
Remarquons que

S S

[ (o +80)* + 05 103) = [ (e + B0)* + ¢,

v=1 v=1

ou ¢ est une quantité positive. Par conséquent, si la condition (4.84) est vérifiée, alors
la condition (4.69) est vérifiée.

3) Par les relations (4.87), (4.89), (4.88) et (4.53), on trouve I’équation aux récurrences
ordinnaire suivante

E}) = ((ae + Be)* + (071 + 207 1)a} + 307 107 B) E(N}_)) + Cy, t €Z, (4.95)
ou

Cy = (3} (14107 ) + 3aiB; + 6anBwr + 387w + 3adwi(1 + Lof 1)) E(N]_;)
+(3af (1 + o7 ) + Boqw; + 3Bw; + 3agwy(1+ 107 1)) E(\—1) + wp

qui est finie si et seulement si E(A\_1) et E(\;_1)? sont finies, i.e., si et seulement si la
condition (4.84) est vérifiée. Maintenant, ’équation (4.95) est sous la forme (4.91), alors
par le lemme 4.2, on déduit que ’équation (4.95) admet une unique solution positive si
et seulement si les conditions (4.84) et (4.85) sont vérifiées.

4) Par les relations (4.87), (4.88), (4.89), (4.90) et (4.53), on trouve ’équation aux
récurrences ordinaire suivante

EQAY) = (ar+B)" +60f(ow + Bi)’0p1 + o (11cy + 8By)ot
+607_1a7) E(X_y) + C, (4.96)
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ou

Cy = [12036i(1 + 07 1) + 1202 Bywi (1 + 07_1) + 602 B + 483wy
+4cdwi (1 + 3071 + 2071 1) + 1207 BEwi (6 + 16071 + 120} )]|E(N?_)
H[7ad(1 4+ 0f 1) + 1208w (1 4 7)) + 1202 By + 687w?
+602w2 (1 + 02 1) 4 1204 fw? + 403 B E(N2_,)
+lof + dadw; + 6aiw? + doyw? + ABwd] + wi

qui est finie si et seulement si E(\} ), B(A?_;) et E(A\_1) sont finies, i.e., si et seule-

ment si les conditions (4.84) et (4.85) sont vérifiées. Maintenant, ’équation (4.96) est
sous la forme (4.91), alors par le lemme 4.2, on déduit que I’équation (4.96) admet
une unique solution positive si et seulement si les conditions (4.84), (4.85) et (4.86)sont
vérifiées.
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4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé le modele général INGARCH(p, q) de Pois-
son double mélangé dans lequel I'intensité A\; dépend de la variable du régime A; et
satisfait la représentation général INGARCH(p, q). En particulier, nous avons étudié
deux modeles particuliers, a savoir le modele général INARCH(oo) de Poisson double
mélangé et le modele général INGARCH(1,1) de Poisson double mélangé, nous avons
trouvé des conditions suffisantes assurant la stationnarité stricte, la dépendance faible
et Iergodicité de ces deux modeles. Notons que pour les modeles non linéaires de séries
chronologiques a valeurs entieres, un probleme qui restait jusque la ouvert est celui de
I’ergodicité qui n’est pas facile a établir et ceci due a la forme non linéaire du modele.
L’approche des Poissons mélangés que nous avons adoptée ne résout pas le probleme
pour toutes les distributions bien connues et ne fonctionne que pour p = ¢ = 1 ou
p =0, ¢ = 0o. Récemment, Aknouche et Francq [12] ont étudié 'ergodicité d’une classe
trés générale de modeles INGARCH linéaires ou non linéaires, d’ordres quelconques
et pour une famille de distributions tres large qui englobe la famille exponentielle et
d’autres lois importantes qui ne figurent pas dans la famille exponentielle, il s’agit de
la famille de lois dont 'ordre stochastique est régi par la moyenne, voir Aknouche et
Francq [12] pour la définition de cette famille. Dans le cas périodique, nous avons pro-
posé le modele général INGARCH(1,1) de Poisson mélangé périodique et nous avons
montré que sous une certaine condition de contraction périodique, ce modele est stric-
tement périodiquement stationnaire, faiblement périodiquement dépendant de moyenne
finie et nous avons montré que lorsque les variables du mélange sont dégénérées en va-
leur un, ce modele admet des moments finis de tout ordre. Notons qu’il est intéressant
d’étudier le modele général INGARCH(p, ¢) de Poisson double mélangé périodique et
les modeles particuliers correspondants, a savoir le modele général INGARCH(p, ¢) de
Poisson mélangé périodique, le modele général mélange INGARCH(p,q) de Poisson
périodique, le modele général mélange INGARCH(p, ¢) binomial négatif périodique.
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Dans cette theése, nous avons étudié ’équation stochastique X; = 4(X;—1), t €
N lorsque v est une application affine aléatoire définie par ¥,(x) = Az + By avec
((A¢, By))ten est une suite de variables aléatoires indépendantes périodiquement dis-
tribuées de période S € N*. Dans ce cas unilatéral, nous avons montré que sous
la condition que l'exposant de Lyapounov associé a la suite ipd (Ay)ien est stric-
tement négatif, le processus (Xi)ien défini par 1’équation aux récurrences stochas-
tique X; = A Xy 1 + By, t € N converge en distribution vers des variables aléatoires
{X W o<v<S— 1}, pour n’importe quelle variable aléatoire initiale X indépendante
de la suite ((Ay, By))ten, qui vérifient les égalités en distributions X = A, x4 B,
pourv=1,...,8—1et X = 4, X=1 + By. Nous avons montré que lorsque les va-
riables initiales ont les mémes distributions que les variables limites, le processus (X¢)ien
défini par I’équation aux récurrence stochastique est strictement périodiquement station-
naire et périodiquement ergodique. En suite, nous avons montré que sous des conditions
sur les moments d’'un certain ordre pour les variables A; et By, les variabiles limites
ont des moments d’ordres supérieurs. Par ailleurs, nous avons étudié 1’équation aux
récurrence stochastique multidimensionnelle et bilatérale, nous avons montré que la
condition suffisante pour I'existence et 'unicité d’une solution non-anticipative stricte-
ment périodiquement stationnaire et périodiquement ergodique est que l'exposant de
Lyapounov associé a suite ipd (A;)en soit strictement négatif. Nous avons montré que
sous I’hypothese d’irréductibilité périodique de 1’équation aux récurrence stochastiques,
cette condition suffisante est aussi nécessaire.

Ensuite, nous avons étudié le comportement asymptotique des queues de la solution
strictement périodiquement stationnaire et nous avons démontré que les .S distributions
marginales sont a variations régulieres de méme indice de variation. Nous avons appliqué
nos résultats a certains modeles de séries temporelles périodiques. Ensuite, nous avons
étudié les modeles GARCH(p, q) et ARCH(oc0) périodiques, nous avons établi la sta-
tionnarité périodique stricte, la stationnarité périodique au second ordre et ’ergodicité
périodique.

Enfin, nous avons étudié quelques modeles des séries temporelles a valeurs entieres.
Nous avons proposé le modele général INGARCH(p, q) de Poisson double mélangé
et nous avons montré que sous des conditions de contraction en moyenne, le modele
général INARCH(o0) de Poisson double mélangé et le modele général INGARCH(1,1)
de Poisson double mélangé admettent des solutions strictement stationnaires faiblement
dépendantes et ergodiques avec des moyennes finies. Nous avons étudié le modele général
INGARCH(1, 1) de Poisson mélangé périodique et nous avons montré que sous une cer-
taine condition de contraction périodique, ce modele admet une solution strictement
périodiquement stationnaire, périodiquement ergodique et périodiquement faiblement
dépendante de moyenne finie.
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Conclusion

Le travail réalisé dans cette thése comporte de nombreuses extensions possibles.
Par exemple, nous allons étudier I’équation stochastique X; = ¢4(X;—1), t € N lorsque
(1¢)ten est une suite de fonctions Lipschitzienne indépendantes périodiquement dis-
tribuées. Nous cherchons des conditions suffisantes pour que (X;);cn converge en dis-
tribution et nous étudions le comportement asymptotiques des queues des distributions
limites. Il est aussi tres intéressant d’étudier ’équation aux récurrences stochastiques
linéaire X; = Ay X;—1 + By, t € N lorsque les suites des coefficients (A;)ien et (Bi)en
sont des chaines de Markov périodiquement stationnaires et périodiquement ergodiques
a espace d’états dénombrable ou a espace d’états continu.

Le chapitre 4 pourrait étre complété par l'estimation des parametres des modeles
proposés par la méthode du quasi-maximum de vraisemblance et 1’étude des propriétés
asymptotiques de l'estimateur du QMV, par exemple la consistance et la normalité
asymptotique. Une autre voie de recherche est d’étudier quelques modele de séries tem-
porelles & valeurs entieres, par exemple le modele général INGARCH(p, q) de Pois-
son double mélangé pour p,q > 1 et pour p = q¢ = oo, le modele général mélange
INGARCH(p, ¢) binomial négatif, le modele général INGARCH(p, q) de Poisson double
mélangé périodique, le modele général INGARCH(p, q) de Poisson mélangé périodique,
le modele général mélange INGARCH(p, ¢q) de Poisson périodique, le modele général
mélange INGARCH(p, ¢) binomial négatif périodique.
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