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Université des Sciences et de la Technologie Houari Boumediene
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Présenté par :
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Je tiens tout d’abord à exprimer ma plus profonde gratitude envers Monsieur Ab-
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Résumé

Dans cette thèse, nous nous intéressons à l’étude de l’équation aux récurrences sto-
chastique du type Xt = AtXt−1 + Bt, t ∈ T , dont les coefficients {(At, Bt)}t∈T sont
indépendants périodiquement distribués (i.p.d) de période S ∈ N∗. Nous étudions cette
équation dans le cas unilatéral, i.e., T = N et dans le cas bilatéral, i.e., T = Z. Dans le
cas unilatéral, nous montrons que sous la condition que l’exposant de Lyapounov associé
à la suite i.p.d. (At)t∈N est strictement négatif, le processus (Xt)t∈N converge en distri-
bution vers S variables aléatoires indépendamment de la variable initiale. Dans le cas
bilatéral, nous montrons que sous l’hypothèse d’irréductibilité périodique de l’équation,
la condition nécessaire et suffisante pour l’existence et l’unicité d’une solution non-
anticipative strictement périodiquement stationnaire et périodiquement ergodique est
que l’exposant de Lyapounov associé à la suite i.p.d. (At)t∈N est strictement négatif.
Nous montrons un théorème de renouvellement implicite périodique et nous montrons
que les S distributions marginales de la solution strictement périodiquement station-
naire sont à variations régulières de même indice de variation. Nous proposons un
modèle ARCH (∞) périodique et nous montrons que sous une certaine condition, ce
modèle admet une solution non-anticipative strictement périodiquement stationnaire.
Nous montrons que sous une certaine condition cette solution est aussi périodiquement
stationnaire au second-ordre. Nous proposons un modèle général INGARCH(p, q) de
Poisson double mélangé. Nous montrons que sous certaines conditions de contraction,
le modèle général INARCH (∞) de Poisson double mélangé et le modèle général IN-
GARCH (1, 1) de Poisson double mélangé admettent des solutions strictement station-
naires, faiblement dépendantes et ergodiques ayant des moments d’ordre un finis. Nous
proposons un modèle général INGARCH (1, 1) de Poisson mélangé périodique et nous
montrons que sous une certaine condition de contraction périodique, ce modèle admet
une solution non-anticipative strictement périodiquement stationnaire, périodiquement
faiblement dépendante et périodiquement ergodique ayant un moment d’ordre un fini.

Mots clés : Stationnarité périodique stricte, stationnarité périodique au second-
ordre, ergodicité périodique, exposant de Lyapounov, variation régulière, théorème de
renouvellement implicite périodique, dépendance périodique faible, modèles ARCH (∞)
périodiques, modèles RCA périodiques, modèles Bilinéaires périodiques, modèles GARCH
périodiques, modèles INGARCH de Poisson double mélangés, modèles INGARCH de
Poisson mélangés périodiques.
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Abstract

In this thesis, we are interested in the study of the stochastic difference equation of
the type Xt = AtXt−1 + Bt, t ∈ T , whose coefficients {(At, Bt)}t∈T are independent
and periodically distributed (i.p.d) of period S ∈ N∗. We study this equation in the
unilateral case, i.e., T = N and in the bilateral case, .i.e., T = Z. In the unilateral
case, we show that under the condition that the top Lyapounov exponent associated
with the i.p.d sequence (At)t∈N is strictly negative, the process (Xt)t∈N converges in
distribution towards S random variables independently of the initial variable. In the
bilateral case, we show that under the hypothesis periodic irreducibility of the equation
the necessary and sufficient condition for the existence and uniqueness of a nonantici-
pative strictly periodically stationary and periodically ergodic solution is that the top
Lyapounov exponent associated with the i.p.d sequence (At)t∈Z is strictly negative. We
proof a periodic implicit renewal theorem and we show that the marginal distributions
of the strictly periodically stationary solution are regularly varying with the same in-
dex of variation. We propose a periodic ARCH (∞) model and we show that under a
certain condition, this model admits a nonanticipative strictly periodically stationary
solution. We show that under a certain condition this solution is also second-order perio-
dically stationary. We propose a general double mixed Poisson INGARCH (p, q) model.
We show that under certain contraction conditions, the general double mixed Poisson
INARCH (∞) model and the general double mixed Poisson INGARCH (1, 1) admit
strictly stationary, weakly dependent and ergodic solutions with finite means. We pro-
pose a general periodic mixed Poisson INGARCH (1, 1) model and we show that under
a certain condition of periodic contraction, this model admits a nonanticipative strictly
periodically stationary solution which is periodically weakly dependent and periodically
ergodic with a finite mean.

Key words : strict periodic stationarity, second-order periodic stationarity, per-
iodic ergodicity, top Lyapounov exponent, regular variation, periodic implicit renewal
theorem, weak periodic dependence, periodic ARCH (∞) models, periodic RCA models,
periodic Bilinear models, periodic GARCH models, double mixed Poisson INGARCH
models, Periodic mixed Poisson INGARCH Models.
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4.2.4 Modèle INGARCH(1, 1) de Poisson double mélangé . . . . . . . 101
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4.3.4 Modèle INGARCH(1, 1) de Poisson double mélangé . . . . . . . 107
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Introduction générale

Au cours de ces dernières années, des études approfondies sont accordées à l’équation
aux récurrences stochastique du type Xt = AtXt−1 +Bt, avec t ∈ N ou t ∈ Z et dont la
suite des coefficients (At, Bt) est indépendante et identiquement distribuée (iid). L’étude
de cette équation consiste en la recherche des conditions suffisantes pour l’existence et
l’unicité d’une solution strictement stationnaire ( voir par exemple Kesten [105], Ver-
vaat [138], Bougerol et Picard [41], Babillot et al [26], Goldie [93], Goldie et Maller
[94]). Plusieurs propriétés de cette solution ont été étudiées, à savoir l’existence des
moments d’ordres supérieurs (voir par exemple Vervaat [138], Embrechts et al [72]), la
variation régulière de la distribution marginale (voir par exemple Kesten [105], Grey
[96]), la variation régulière des distributions fini-dimensionnelles, la variation régulière
des sommes finies de ses variables, le théorème central limite, l’ergodicité géométrique
et la propriété du mélange, la convergence faible des processus ponctuels générés par
la solution stationnaire, la théorie limite pour la fonction d’autocovariance empirique,
les larges déviations et les probabilités de ruines (voir par exemple Davis et Mikosch
[56], Hult et al [101], Konstantinides et Mikosch [110], Basrak et al [29], [30]). L’intérêt
de cette équation réside en sa capacité de représenter de nombreux modèles de séries
chronologiques tels que le modèle ARCH, le modèle GARCH (voir par exemple Basrak
et al [30], Bougerol et Picard [42], Davis et Mikosch [57], Francq et Zakoian [82]), le
modèle bilinéaire (voir par exemple Basrak et al [28], Quinn [124]), le modèle RCA
(voir par exemple Aue [24], Aue et al [25], Quinn et Nicholls [125]). Dans [46], Brandt
a étudié cette équation dont la suite des coefficient est strictement stationnaire et ergo-
dique. Une autre étude de cette équation a été faite par de Saporta [63] en supposant
que (At) est une chaine de Markov à espace d’états fini et (Bt) est une suite de va-
riables aléatoires iid et indépendante de la suite (At). Néanmoins, de nombreuses séries
chronologiques observées en pratiques révèlent une certaine périodicité dans le temps,
ainsi leurs modèles représentatifs sont à paramètres périodiques dans le temps et par
conséquent l’équation aux récurrences stochastique à coefficients iid ne peut représenter
ces modèles. Plusieurs modèles de séries chronologiques périodiques ont été proposés et
étudiés par A. Aknouche en utilisant l’équation aux récurrences stochastique à coeffi-
cients indépendants et périodiquement distribués, à titre d’exemple nous citons le modèle
ARMA périodique, le modèle VAR périodique, le modèle GARCH(p, q) périodique, le
modèle bilinéaire périodique, le modèle RCA périodique. Les propriétés probabilistes et
statistiques telles que la stationnarité périodiques stricte, la stationnarité périodique au
second-ordre, l’ergodicité périodique, l’ergodicité géométrique périodique, l’existence des
moments d’ordres supérieurs, la structure d’autocovariance, les propriétés β-mélange et
le mélange fort, le théorème central limite, l’estimation des paramètres par la méthode
du quasi-maximum de vraisemblance, la normalité asymptotique de l’estimateur de
quasi-maximum de vraisemblance ont été étudiées ( vouir par exemple Aknouche, [6],
[3], [5], [7], [9], [4], [8], Aknouche et Al-Eid [13], Aknouche et Bibi [15], Aknouche et
Bentarzi [16], Aknouche et Guerbyenne [18], [19], Aknouche et Bentarzi [20], Bibi et
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Aknouche [34], [35]).
De même, ces dernières années les séries chronologiques à valeurs entières ont sus-

cité un grand intérêt, avec des applications dans plusieurs domaines scientifiques, par
exemple, l’économie et les finances (voir par exemple Weiss [140]), les sciences biolo-
giques et médicales (voir par exemple Marque [115]), et bien d’autres domaines (voir par
exemple Davis et al [54]). Les séries chronologiques à valeurs entières surviennent dans
ces domaines lorsqu’on s’intéresse par exemple au nombre d’occurrences d’un certain
événement aléatoire durant une durée du temps bien déterminée. De nombreux modèles
ont été proposés et étudiés afin de représenter et d’étudier ces séries chronologiques à
valeurs entières, par exemple, le modèle INAR de poisson (voir par exemple Fokianos
[75], Fokianos et al [76]), le modèle INGARCH de Poisson (voir par exemple Ferland et
al [73], Doukhan et al [71]), le modèle INGARCH binomial négatif (voir par exemple
Christou et Fokianos [49], Zhu [144]), le modèle INGARCH de Poisson-généralisé (voir
par exemple Zhu [143]), le modèle INGARCH de Poisson mélangé (voir Fokianos et al
[76], Gonçalves et al [95]), le modèle mélange INARCH de Poisson (voir par exemple
Zhu et al [145]), le modèle mélange INGARCH de Poisson (voir par exemple Diop et
al [66]), le modèle mélange INGARCH binomial négatif (voir par exemple Diop et al
[65]). Certains de ces modèles modélisent les séries chronologiques à valeurs entières
sur-dispersées comme le modèle INGARCH de Poisson et le modèle INGARCH bino-
mial négatif, certains modèles peuvent modéliser les séries sur-dispersées et les séries
sous-dispersées comme le modèle INGARCH de Poisson-généralisé et le modèle IN-
GARCH double-Poisson. Diop et al [65], [66], Zhu et al [145] ont établi la stationnarité
en moyenne et la stationnarité en moment d’ordre deux de leurs modèles. Doukhan et
al [71] ont établi la stationnarité stricte, la dépendance faible, l’ergodicité et l’existence
des moments d’ordre supérieurs de leurs modèles.

Ahmad et Francq [2] ont proposé un estimateur du quasi-maximum de vraisemblance
de Poisson pour une classe de modèles de séries chronologiques à valeurs entières et ils
ont établi la consistance et la normalité asymptotique de leur estimateur. Aknouche et
al [21] ont proposé les estimateurs du quasi-maximum de vraisemblance géométrique et
quasi-maximum de vraisemblance binomial négatif pour une grande classe de modèles
de séries chronologiques à valeurs entières, ils ont établi la convergence presque sûre et
la normalité asymptotique de leurs estimateurs, ainsi ils ont comparé leurs estimateurs
à l’estimateur du quasi-maximum de vraisemblance de Poisson en termes d’efficacité
asymptotique.

Cette thèse est une continuité et une généralisation de certains travaux de recherche
cités précédemment. Les contributions de cette thèse sont réparties sur quatre chapitre.

Dans le premier chapitre, nous présentons l’équation aux récurrences stochastique
à coefficients indépendants et périodiquement distribués (ipd) dans le cas unilatéral et
dans le cas bilatéral. Dans le cas unilatéral, nous proposons des conditions suffisantes
assurant la convergence du processus généré par l’équation, indépendamment de la va-
riable aléatoire initiale, vers des variables aléatoires qui vérifient une certaine identité
en distribution et ayant des moments d’ordres supérieurs finis. Dans le cas bilatéral,
nous proposons des conditions suffisantes assurant l’existence et l’unicité d’une solution
non-anticipative strictement périodiquement stationnaire et périodiquement ergodique
ayant des moments d’ordres supérieurs finis. Dans ce cas bilatéral, nous proposons une
hypothèse supplémentaire d’irréductibilité périodique de l’équation aux récurrences sto-
chastique qui rend la condition suffisante est aussi nécessaire pour l’existence de la
solution non-anticipative strictement périodiquement stationnaire.

Dans le deuxième chapitre, nous proposons un théorème de renouvellement implicite
périodique qui généralise le théorème de renouvellement implicite de Goldie [93] afin de
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l’appliquer pour étudier le comportement asymptotique des queues de la solution de
l’équation aux récurrences stochastique. Nous proposons des conditions suffisantes pour
l’existence et l’unicité d’une solution strictement périodiquement stationnaire ayant la
propriété que les distributions marginales sont à variations régulières de même indice
de variation qui vérifie une certaine équation. Nous terminons ce chapitre par des ap-
plications des théorèmes de renouvellement implicite périodique et de comportement
asymptotique des queues sur quelques modèles de séries chronologiques périodiques.

Dans le troisième chapitre, nous étudions deux modèles périodiques, le modèle
GARCH(p, q) périodique et modèle ARCH(∞) périodique. D’abord nous rappelons les
conditions suffisantes de stationnarité périodique stricte, de stationnarité périodique au
second-ordre et d’existence des moments d’ordres supérieurs pour le modèle GARCH(p, q)
périodique. Nous proposons des conditions suffisantes pour la stationnarité périodique
stricte, la stationnarité périodique au second-ordre du modèle ARCH(∞) périodique.
Puis, nous présentons les propriétés de la fonction covariance de ce dernier modèle.

Dans le quatrième chapitre, nous proposons un modèle général INGARCH(p, q)
de Poisson double mélangé et les modèles particuliers associés. Nous proposons des
conditions suffisantes pour la stationnarité stricte, la dépendance faible et l’ergodicité
de deux modèles : le modèle général INARCH(∞) de Poisson double mélangé et le
modèle général INGARCH(1, 1) de Poisson double mélangé. Nous présentons également
le modèle général INGARCH(1, 1) de Poisson mélangé périodique et les modèles particu-
liers associés. Nous proposons des conditions suffisantes pour la stationnarité périodique
stricte, la dépendance périodique faible et l’ergodicité périodique de ce modèle. Puis
nous déduisons que sous ces conditions proposées, le modèle général INGARCH(1, 1) de
Poisson périodique a des moments d’ordres supérieurs.

Le dernier chapitre présente la conclusion et les perspectives des travaux de recherche
futurs.
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Chapitre 1

Équations aux récurrences
stochastiques

1.1 Introduction

L’équation aux récurrences stochastique de type Xt = AtXt−1+Bt, t ∈ Z, où (Xt)t∈Z
est un processus aléatoire et (At, Bt)t∈Z est une suite de variables aléatoires idd définis
sur le même espace de probabilité (Ω,F , P ), joue un rôle crucial dans des domaines tels
que l’économie, les finances et les assurances (voir Embrechts et al [72] ; Cox et al [52] ;
Mikosch [117], etc). L’intérêt pour cette équation découle du fait bien connu que de
nomreux processus non linéaires y compris, les processus GARCH ( voir Strumann et
Mikosch [133] ; Mikosch et Starica [116] ; Francq et Zakoian [82] , etc), les processus bi-
linéaires (voir Basrak et al [28] ; Quinn [124], etc), les processus RCA (voir Quinn [125],
etc), peuvent être représentés par cette équation aux récurrences stochastique. Cela
implique que le comportement extrême de ces processus peut être étudié via l’étude
de cette équation et son comportement extrême (voir Basrak et al [30] ; Davis et Mi-
kosch [57], etc). Il existe plusieurs travaux concernant l’étude des conditions suffisantes
d’existence de la solution stationnaire de cette équation ( voir Kesten [105] ; Vervaat
[138] ; Bougerol et Picard [41] ; Babillot et al [26], etc). Dans [46], Brandt a montré que
les mêmes conditions restes valides dans le cas d’une suite (At, Bt)n∈Z stationnaire et
ergodique. Dans [63], de Saporta a étudié cette équation dans le cas où (At)n∈Z est une
chaine de Markov à espace d’états fini et (Bt)n∈Z est une suite iid. Dans beaucoup de
travaux, Aknouche a étudié cette équation dans le cas où (At, Bt)n∈Z est une suite de
variables aléatoires indépendantes périodiquement distribuées (voir Aknouche [6], [7] ;
Aknouche et Bibi [15], etc).

1.2 Processus périodiquement stationnaires

Les processus stochastiques périodiquement stationnaires et leurs propriétés ont été
bien étudiés par Aknouche (voir [3], [13],. . . etc). On donne ici quelques définitions qui
vont servir comme des éléments de base pour l’étude des équations aux récurrences
stochastiques à coefficients périodiquement stationnaires. Un processus stochastique
(Xt)t∈Z défini sur (Ω,F , P ) à valeurs dans (R,B(R)) est dit strictement périodiquement
stationnaire de période S ∈ N∗, si sa distribution infini-dimensionnelle est invariante
par translation, multiple de S, dans le domaine d’évolution Z pour toute saison v
(1 ≤ v ≤ S), i.e., la distribution de probabilité de (. . . , Xv, Xv+1, Xv+2, . . .) est la
même que celle de (. . . , Xv+hS , Xv+1+hS , Xv+2+hS , . . .) pour tout 1 ≤ v ≤ S et h ∈ Z.
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Ici, S est le plus petit entier positif vérifiant cette dernière propriété. Ainsi, un processus
strictement périodiquement stationnaire avec S = 1 est strictement stationnaire et le
plus simple processus strictement périodiquement stationnaire est la suite de variables
aléatoires indépendantes périodiquement distribuées.

La stationnarité périodique stricte est intimement liée à la stationnarité stricte. En
effet, un processus stochastique (Xt)t∈Z est strictement périodiquement stationnaire de
période S ∈ N∗ si et seulement si tous les S sous processus (XnS+v)n∈Z (1 ≤ v ≤ S)
sont strictement stationnaires.

Un résultat très important lié aux processus strictement périodiquement station-
naires est le théorème ergodique périodique (voir Boyles et Gardner [45]) qui peut être
énoncé comme suit. Si (Xt)t∈Z est un processus strictement périodiquement stationnaire
de période S ∈ N∗, avec E(Xv) <∞ pour tout 1 ≤ v ≤ S, alors

1

n

n∑
t=1

Xt
p.s→ 1

S

S∑
v=1

X∗v , quand n→∞, (1.1)

pour certaines variables aléatoires X∗v (1 ≤ v ≤ S) définies sur (Ω,F , P ) et satisfont

X∗v = lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

XkS+v, p.s, v ∈ {1, . . . , S}.

Le résultat (1.1) peut s’étendre également au cas où E(Xv) ∈ R ∪ {+∞} pour tout
v ∈ {1, . . . , S}.

Lorsque pour une saison donnée v0 ∈ {1, . . . , S}, le sous processus strictement sta-
tionnaire correspondant (XnS+v0)n∈Z est ergodique, alors la variable limite X∗v0 est
presque surement constante et donc

X∗v0 = E(Xv0), p.s.

Si tous les sous processus (XnS+v)n∈Z (1 ≤ v ≤ S) sont ergodiques, alors le processus
(Xt)t∈Z est dit périodiquement ergodique. Dans ce cas, la variable limite dans (1.1) se
simplifie à la moyenne des moyennes saisonnières, i.e.,

1

n

n∑
t=1

Xt
p.s→ 1

S

S∑
v=1

E(Xv), quand n→∞.

L’ergodicité périodique peut être aussi définie explicitement. Soit T : RZ → RZ une
transformation de décalage définie pour tout xv = (. . . , xv, xv+1, xv+2, . . .) ∈ RZ par
Txv = (. . . , xv+1, xv+2, xv+3, . . .) (1 ≤ v ≤ S) et on écrit TS = T ◦T ◦. . .◦T . Un ensemble
de Borel Dv ⊂ RZ de la forme Dv = {xv ∈ RZ : xv = (. . . , xv, xv+S , xv+2S , . . .)} est dit
S-invariant le long de la saison v (1 ≤ v ≤ S) si T−S(Dv) = Dv, où T−S(Dv) = {xv ∈
RZ : TSxv ∈ Dv}. Un processus strictement périodiquement stationnaire (Xt)t∈Z est dit
périodiquement ergodique si pour tout v ∈ {1, . . . , S},

P
(
(. . . , Xv, Xv+S , Xv+2S , . . .) ∈ Dv

)
= 0 ou 1,

pour tout ensemble de Borel Dv, S-invariant le long de la saison v.
D’une manière similaire à la stationnarité périodique stricte, le plus simple processus

périodiquement ergodique est la suite de variables aléatoires indépendantes périodiquement
distribuées. Comme pour la stationnarité stricte et l’ergodicité (voir Billingsley [36],
Théorème 36.4), la stationnarité périodique stricte et l’ergodicité périodique sont préservées
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sous certaines transformations périodiques. En effet, si (Xt)t∈Z est un processus stric-
tement périodiquement stationnaire et périodiquement ergodique et si (Yt)t∈Z est un
processus définie par

Yt = ft(. . . , Xt−1, Xt, Xt+1, . . .),

où ft est une fonction définie de RZ dans R, qui est mesurable, S-périodique en t
( ft = ft+nS pour tout n, t ∈ Z) et peut dépendre d’une suite de paramètres S-
périodiquement variés en t, alors (Yt)t∈Z est également périodiquement ergodique.

Un autre type de stationnarité périodique qui est plus faible que la stationnarité
périodique stricte est la stationnarité périodique au second-ordre définie comme suit.
Un processus stochastique (Xt)t∈Z défini sur (Ω,F , P ) à valeurs dans (R,B(R)) est
dit périodiquement stationnaire au second-ordre de période S ∈ N∗, si E(X2

t ) < ∞
pour tout t ∈ Z, E(Xt) = E(Xt+kS) pour tout t, k ∈ Z et Cov(Xt, Xt+h) = γt(h) est
périodique en t de période S pour tout h ∈ Z.

1.3 Équations aux récurrences stochastiques univariées

Considérons l’équation aux récurrences stochastique

Xt = AtXt−1 +Bt, t ∈ N∗, (1.2)

où ((At, Bt))t∈N∗ est une suite de variables aléatoires ipd de période S ∈ N∗.
L’équation (1.2) est équivalente aux système d’équations

XnS =
∏S−1
i=0 AnS−iX(n−1)S +

∑S−1
j=0

∏j−1
i=0 AnS−iBnS−j ,

XnS+1 =
∏S−1
i=0 AnS+1−iX(n−1)S+1 +

∑S−1
j=0

∏j−1
i=0 AnS+1−iBnS+1−j ,

...

X(n+1)S−1 =
∏S−1
i=0 A(n+1)S−1−iXnS−1 +

∑S−1
j=0

∏j−1
i=0 A(n+1)S−1−iB(n+1)S−1−j .

Ce système peut être mis sous la forme suivante

XnS+v =
S−1∏
i=0

AnS+v−iX(n−1)S+v +
S−1∑
j=0

j−1∏
i=0

AnS+v−iBnS+v−j , v ∈ {0, . . . , S − 1}, n ≥ 1.

(1.3)
En posant

AnS+v =
S−1∏
i=0

AnS+v−i et BnS+v =
S−1∑
j=0

j−1∏
i=0

AnS+v−iBnS+v−j , v ∈ {0, . . . , S − 1},

alors l’équation (1.3) peut être écrite sous la forme suivante

XnS+v = AnS+vX(n−1)S+v + BnS+v, v ∈ {0, . . . , S − 1}, n ≥ 1, (1.4)

où pour chaque v ∈ {0, . . . , S− 1}, ((AnS+v,BnS+v))n∈N∗ est une suite iid. Si la période
S = 1, alors l’équation (1.2) est à coefficients ((At, Bt))t∈N∗ iid.
Après itérations sur l’équation (1.4), on trouve

XnS+v =

n∏
i=1

AiS+vXv +

n∑
j=1

n∏
i=j+1

AiS+vBjS+v, v ∈ {0, . . . , S − 1}, n ≥ 1, (1.5)

où X0 est une variable aléatoire initiale indépendante de la suite ipd
(
(At, Bt)

)
t∈N∗ et

les variables Xv, v ∈ {1, . . . , S − 1}, sont telles que

Xv = AvXv−1 +Bv.
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Remarquons que pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1} et n ∈ N∗,(
Xv, (AiS+v,BiS+v)1≤i≤n

) d
=
(
Xv, (A(n+1−i)S+v,B(n+1−i)S+v)1≤i≤n

)
,

ceci implique que

XnS+v
d
=

n∏
i=1

AiS+vXv +
n∑
j=1

j−1∏
i=1

AiS+vBjS+v, v ∈ {0, . . . , S − 1}, n ≥ 1. (1.6)

Puisque pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, la suite ((AnS+v,BnS+v))n∈N∗ est iid, par le
théorème 5.1 de Vervaat [138], on déduit que si,

E(log+ |BS+v|) <∞ et −∞ ≤ E(log |AS+v|) < 0, v ∈ {0, . . . , S − 1},

alors pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1},
n∑
j=1

j−1∏
i=1

AiS+vBjS+v
p.s→

∞∑
j=1

j−1∏
i=1

AiS+vBjS+v lorsque n→∞ (1.7)

où les S séries convergent absolument presque sûrement.
Remarquons que pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1},

E(log |AS+v|) =
S−1∑
i=0

E(log |AS+v−i|) =
S−1∑
i=0

E(log |Ai|)

et on peut vérifier que si
∑S−1

v=0 E(log+ |Bv|) < ∞, alors E(log+ |BS+v|) < ∞ pour
chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}. Donc, les S séries dans (1.7) convergent absolument presque
sûrement sous les mêmes conditions suivantes :

S−1∑
v=0

E(log+ |Bv|) <∞ et −∞ ≤ γS(A) =

S−1∑
v=0

E(log |Av|) < 0.

Le théorème suivant qui généralise le théorème 5.1 de Vervaat [138] au cas où la suite
((At, Bt))t∈N∗ est ipd donne les conditions qui garantissent la convergence de (Xt)t∈N
en distribution et donne les propriétés des S distributions limites.

Théorème 1.1. Soit (Xt)t∈N un processus stochastique défini par (1.5) et supposons
que

S−1∑
v=0

E(log+ |Bv|) <∞ et −∞ ≤ γS(A) < 0, (1.8)

alors

1. XnS+v
d→ X(v), v ∈ {0, . . . , S − 1}, avec {X(v), 0 ≤ v ≤ S − 1} satisfont

l’identité en distribution suivante

X(v) d
= AvX(v) + Bv, v ∈ {0, . . . , S − 1}. (1.9)

où X(v) et (Av,Bv) sont indépendantes, ∀v ∈ {0, . . . , S − 1}.
2. Pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, l’équation (1.9) admet une unique solution en

distribution qui est donnée par

X(v) d
=

∞∑
j=1

j−1∏
i=1

AiS+vBjS+v, (1.10)

où chaque série de l’identité (1.10) converge absolument presque sûrement.
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3. Si on choisit X0
d
= X(0), les variables {Xv, 1 ≤ v ≤ S − 1} sont données par

l’identité suivante
X(v) d

= AvX
(v−1) +Bv

d
= Xv,

alors le processus (Xt)t∈N est strictement périodiquement stationnaire.

Maintenant supposons que pour un certain r ≥ 1,

S−1∏
v=0

E(|Av|r) < 1 et
S−1∏
v=0

E(|Bv|r) <∞,

alors

4. E(|X(v)|r) < ∞, ∀v ∈ {0, . . . , S − 1}, et les séries dans (1.10) convergent en
moyenne d’ordre r.

5. Si E(|Xv|r) <∞, v ∈ {0, . . . , S − 1}, alors le processus (Xt)t∈N défini par (1.5)
converge en moyenne d’ordre r vers {X(v), 0 ≤ v ≤ S − 1}, en particulier

E(|XnS+v|r)→ E(|X(v)|r) lorsque n→∞, v ∈ {0, . . . , S − 1}.

6. Les moments E(X(v)m) sont déterminés par les équations

E(X(v)m) =

m∑
k=0

( m
k

)
E(AkvBm−kv )E(X(v)k) <∞, m = 1, . . . , [r], (1.11)

où [r] désigne la partie entière de r.

Preuve.
1) L’existence des limites en distribution de (XnS+v)n∈N, v ∈ {0, . . . , S − 1} sera

vérifiée dans la partie (2) de cette démonstration. Donc, si on suppose que

XnS+v
d→ X(v), v ∈ {0, . . . , S − 1}, alors on a immédiatement(

AnS+v,BnS+v, X(n−1)S+v

) d→
(
Av,Bv, X(v)

)
lorsque n→∞,

où X(v) est indépendante de (Av,Bv), ∀v ∈ {0, . . . , S−1}. Ceci et le fait que la fonction
f(x) = ax+ b est continue implique que

X(v) d
= AvX(v) + Bv, v ∈ {0, . . . , S − 1}.

2) Par itération sur l’équation (1.4), on trouve

XnS+v =
n∏
i=1

AiS+vXv +
n∑
j=1

n∏
i=j+1

AiS+vBjS+v, v ∈ {0, . . . , S − 1}, (1.12)

où X0 est une variable aléatoire initiale indépendante de (At, Bt)t∈N∗ et les variables
Xv, v ∈ {1, . . . , S − 1}, sont telles que

Xv = AvXv−1 +Bv. (1.13)

Puisque XnS+v dépend de Xv, v ∈ {0, . . . , S − 1}, alors on écrit XnS+v = XnS+v(Xv).
On prend la différence entre XnS+v(X

′
v) et XnS+v(X

′′
v ), où X ′0 est une variable initiale,
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avec X ′v = AvX
′
v−1 +Bv, v ∈ {1, . . . , S − 1} et X ′′0 est une autre variable initiale, avec

X ′′v = AvX
′′
v−1 +Bv, v ∈ {1, . . . , S − 1}. Donc,

XnS+v(X
′
v)−XnS+v(X

′′
v ) = (X ′v−X ′′v )

n∏
i=1

AiS+v, n ≥ 1, v ∈ {0, . . . , S− 1}. (1.14)

En utilisant la loi forte des grands nombres et le fait que γS(A) < 0, alors pour chaque
v ∈ {0, . . . , S − 1},

1

n

n∑
i=1

log |AiS+v|
p.s→ E(log |AS+v|) = γS(A) < 0 lorsque n→∞

et par conséquent,∣∣∣ n∏
i=1

AiS+v

∣∣∣ = exp

{
n

(
1

n

n∑
i=1

log |AiS+v|
)}

p.s→ 0 lorsque n→∞.

En utilisant ceci et la relation (1.14), on peut déduire que si XnS+v
d→ X(v) pour une

certaine variable initiale X0 et donc pour Xv, v ∈ {1, . . . , S − 1}, alors XnS+v
d→ X(v)

pour toute variable initiale X0 et donc pour toutes les variables Xv, v ∈ {1, . . . , S− 1}.
En particulier, s’ils existent X(v), v ∈ {0, . . . , S − 1} telles que XnS+v

d→ X(v), v ∈
{0, . . . , S−1} etXv

d
= X(v), v ∈ {0, . . . , S−1},Xv indépendante de (AnS+v,BnS+v)n∈N∗ ,

alors XnS+v(Xv)
d
= X(v), v ∈ {0, . . . , S − 1} et par conséquent les variables X(v), v ∈

{0, . . . , S − 1} sont uniques pour les équations (1.9). Il reste alors à montrer que
(XnS+v)n∈N, v ∈ {0, . . . , S − 1} convergent vers X(v), v ∈ {0, . . . , S − 1} données
par la relation (1.10). Soit X∗0 = 0, X∗v = 0, v ∈ {1, . . . , S − 1} et soit

X∗nS+v =
n∑
j=1

j−1∏
i=1

AiS+vBjS+v, v ∈ {0, . . . , S − 1}, n ≥ 1, (1.15)

alors,

XnS+v
d
= X∗nS+v +

n∏
i=1

AiS+vXv, v ∈ {0, . . . , S − 1}. (1.16)

Comme (X∗nS+v)n∈N∗ , v ∈ {0, . . . , S− 1} sont des suites des sommes partielles des séries
définies dans (1.10), une condition suffisante pour que (X∗nS+v)n∈N∗ , v ∈ {0, . . . , S − 1}
convergent en distribution est la convergence presque sûre des séries définies dans (1.10).
On a : ∣∣∣BjS+v

j−1∏
i=1

AiS+v

∣∣∣ = exp

{
j

(
1

j
log |BjS+v|+

1

j

j−1∑
i=1

log |AiS+v|
)}

.

≤ exp

{
j

(
1

j
log+ |BjS+v|+

1

j

j−1∑
i=1

log |AiS+v|
)}

.

Puisque pour tout v ∈ {0, . . . , S − 1}, E(log+ |BjS+v|) < ∞, alors
1

j
log+ |BjS+v|

p.s→ 0

lorsque j →∞,∀v ∈ {0, . . . , S − 1}. De plus, pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1},

1

j

j−1∑
i=1

log |AiS+v|
p.s→ E(log |AS+v|) = γS(A) < 0 lorsque j →∞.
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Par conséquent, pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1},

∣∣∣BjS+v

j−1∏
i=1

AiS+v

∣∣∣1/j ≤ exp

{
1

j
log+ |BjS+v|+

1

j

j−1∑
i=1

log |AiS+v|

}
p.s→ exp

(
γS(A)

)
< 1 lorsque j →∞,

d’où la convergence absolue presque sûrement des séries de (1.10) par le test de Cauchy
pour les séries à termes positifs.

3) Si on choisit Xv
d
= X(v), v ∈ {0, . . . , S − 1}, on peut vérifier que pour chaque

v ∈ {0, . . . , S − 1}, (Xv, Xv+1, . . . , Xv+k)
d
= (Xv+nS , Xv+1+nS , . . . , Xv+k+nS), k, n ∈ N

qui généralise (Xv, Xv+1)
d
= (Xv+nS , Xv+1+nS). En utilisant la relation (1.9), le fait que

X(v) d
= AvX

(v−1) + Bv, v ∈ {1, . . . , S − 1} et X(0) d
= A0X

(S−1) + B0, on déduit que
pour chaque n ∈ N,

(Xv+nS , Xv+1+nS) = (AnS+vX(n−1)S+v + BnS+v,AnS+v+1X(n−1)S+v+1 + BnS+v+1)

...
d
= (X(v),Av+1(Av+1X

(v) +Bv+1) + Bv+1)
d
= (X(v),Av+1X

(v+1) + Bv+1)
d
= (X(v), X(v+1))

d
= (Xv, Xv+1).

4) La condition
∏S−1
v=0 E|Av|r < 1 implique que γS(A) < 0. En effet, par l’inégalité de

Jensen pour la fonction convexe − log x, on a :

E
(

log
∣∣ S−1∏
v=0

Av
∣∣r) = r

S−1∑
v=0

E(log |Av|) = rγS(A)

≤ log
( S−1∏
v=0

E(|Av|r)
)
< 0,

De même
∏S−1
v=0 E(|Bv|r) < ∞ implique que

∑S−1
v=0 E(log+ |Bv|) < ∞. En effet, par

l’inégalité de Jensen,

E
(

log
∣∣ S−1∏
v=0

Bv
∣∣r) = r

S−1∑
v=0

E(log+ |Bi|)− r
S−1∑
v=0

E(log− |Bv|)

≤ log
( S−1∏
v=0

E(|Bv|r)
)
<∞,

ce qui implique que
∑S−1

v=0 E(log+ |Bv|) < ∞. Par conséquent, les résultats (1), (2) et
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Équations aux récurrences stochastiques univariées

(3) du théorème 1.1 sont vérifiés. De plus, pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1},

(
E(|X(v)|r)

)1/r
=

(
E
(∣∣∣ ∞∑

j=1

j−1∏
i=1

AiS+vBjS+v

∣∣∣r))1/r

≤
∞∑
j=1

(
E
(∣∣∣ j−1∏

i=1

AiS+vBjS+v

∣∣∣r))1/r

=

∞∑
j=1

(
E
(∣∣∣ j−1∏

i=1

AiS+v

∣∣∣r))1/r(
E(|BjS+v|r)

)1/r
=

(
E(|BS+v|r)

)1/r ∞∑
j=1

(
E(|AiS+v|r)

)(j−1)/r
<∞.

Donc, E(|X(v)|r) <∞, ∀v ∈ {0, . . . , S−1} et les séries définies dans (1.10) sont conver-
gentes en moyenne d’ordre r.
5) Puisque pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, X∗nS+v définie dans (1.15) converge presque
sûrement vers la série définie dans (1.10), alors par (1) − (3) du théorème 1.1 et le
théorème de convergence dominée de Lebesgue, on déduit que

E(|X∗nS+v|r)→ E(|X(v)|r), ∀v ∈ {0, . . . , S − 1}.

Ainsi, pour Xv = 0 p.s, v ∈ {0, . . . , S − 1}, on a E(|XnS+v(0)|r) → E(|X(v)|r), ceci

vient de fait que XnS+v(0)
d
= X∗nS+v. Pour une variable initiale quelconque X0 et Xv

données par (1.13), avec v ∈ {1, . . . , S − 1}, on déduit de l’équation (1.14) que pour
chaque v ∈ {0, . . . , S − 1},

E
(∣∣XnS+v(Xv)−XnS+v(0)

∣∣r) ≤ E
(∣∣∣ n∏

i=1

AiS+v

∣∣∣r).E(|Xv|r)

=
(
E(|AS+v|r)

)n
.E(|Xv|r)

=
(
E
(∣∣∣ S−1∏

i=0

Ai

∣∣∣r))n.E(|Xv|r)

=
( S−1∏
i=0

E(|Ai|r)
)n
.E(|Xv|r)→ 0,

chaque fois que E(|Xv|r) <∞, v ∈ {0, . . . , S − 1}.
6) De la relation (1.9), on déduit que (1.11) est vérifiée à chaque fois que E(X(v)m)
existe. Les équations (1.11) déterminent E(X(v)m) successivement pour m = 1, . . . , [r].
Le coefficient E(Akv) de E(X(v)k) satisfait |E(Akv)| ≤ E(|Av|k) < 1 parce que f(x) =
x
−1 logE(|Av|x) est une fonction convexe en x dans ]0, r].

(En effet, f(x)→ 0, si x→ 0 et f(r) = 0, f ′(0) < 0 et f ′(r) > 0. Autrement dit,
h(x) = E|Av|x convexe sur [0, r] parce que h”(x) > 0 sur [0, r]).

Dans la démonstration du théorème suivant, on aura besoin des notations suivantes :
Pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, on pose

Y
(v)
k = − log |AkS+v| = −

S−1∑
i=0

log |Ai+v+kS |
d
= −

S−1∑
i=0

log |Ai|, T (v)
k = log |BkS+v|,

S
(v)
k =

k∑
i=1

Y
(v)
i

d
= −

kS∑
i=1

log |Ai|, k ∈ N∗ (1.17)
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On définit la moyenne tronquée de Y (v) = − log |Av|
d
= −

∑S−1
i=0 log |Ai| comme suit :

MAv(y) = E(Y (v)+ ∧ y) =

∫ y

0
P (Y (v) > x)dx y > 0.

Théorème 1.2.

1. Supposons que P
(∏S−1

v=0 Av = 0
)

= 0 et pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1},
P
(
Bv = Cv(1− Av)

)
= 1 pour un certain Cv ∈ R, alors

XnS+v =
n∏
i=1

AiS+v(Xv − Cv) + Cv p.s., v ∈ {0, . . . , S − 1}, n ≥ 1.

(a) Si
∏S−1
v=0 Av = 1 p.s, alors toute variable aléatoire X(v) est une solution de

l’équation (1.9) et dans ce cas

XnS+v = Xv p.s., v ∈ {0, . . . , S − 1}.

(b) Si |
∏S−1
v=0 Av| = 1 p.s et 0 < P (

∏S−1
v=0 Av = 1) < 1, alors les solutions de

l’équation (1.9) sont celles qui vérifient

X(v) − Cv
d
= −(X(v) − Cv), v ∈ {0, . . . , S − 1},

et XnS+v
d→ X(v), v ∈ {0, . . . , S − 1}, pour toute v.a initiale X0, avec

X(v) d
= Cv + (Xv − Cv)Z,

où Z = ±1 avec une probabilité égale à 1
2 et indépendante de X0.

(c) Si
∏S−1
v=0 Av = −1 p.s, alors

XnS+v = (−1)n
(
Xv − Cv

)
+ Cv, v ∈ {0, . . . , S − 1}, n ≥ 1.

Les solutions de l’équation (1.9) sont celles qui vérifient

X(v) − Cv
d
= −(X(v) − Cv), v ∈ {0, . . . , S − 1},

et XnS+v
d→ X(v) si et seulement si Xv

d
= X(v), v ∈ {0, . . . , S − 1}. Dans

ce cas,

XnS+v
d
= X(v), v ∈ {0, . . . , S − 1}, n ≥ 1.

(d) Si
∏n
i=1Ai

P→ 0, alors X(v) = Cv p.s est l’unique solution de l’équation (1.9)

et XnS+v
P→ Cv, v ∈ {0, . . . , S − 1}, pour toute variable initiale X0.

2. Supposons que P
(∏S−1

v=0 Av = 0
)

= 0 et P
(
Bv = C(1 − Av)

)
< 1 pour chaque

C ∈ R, alors

(a) Si

n∏
i=1

Ai → 0 p.s et

∫ ∞
1

log q

MAv(log q)
dP (|Bv| ≤ q) <∞, (1.18)

alors l’équation (1.9) admet une unique solution en distribution X(v) qui est
donnée par (1.10) telle que la série dans (1.10) converge absolument presque
surement. De plus,

XnS+v
d→ X(v), v ∈ {0, . . . , S − 1} pour toute variable initialeX0.
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(b) Si l’une des deux condition de (a) n’est pas vérifiée, alors l’équation (1.9)
n’admet pas de solutions et

|Xt(X0)| P→∞ pour toute variable initialeX0.

Preuve. 1)
1. Supposons que |

∏S−1
v=0 Av| = 1 p.s. On pose

P (Av = 1) = p, ψv(t) = E(eitX
(v)

), φ
(v)
± (t) = E(eitBv/Av = ±1), v ∈ {0, . . . , S − 1}.

L’équation (1.9) devient comme suit :

ψv(t) = E(eitX
(v)

)

= P (Av = 1)E(eitX
(v)
/Av = 1) + P (Av = −1)E(eitX

(v)
/Av = −1)

= P (Av = 1)E(eit(AvX
(v)+Bv)/Av = 1) + P (Av = −1)E(eit(AvX

(v)+Bv)/Av = −1)

= P (Av = 1)E(eitX
(v)

)E(eitBv/Av = 1) + P (Av = −1)E(e−itX
(v)

)E(eitBv/Av = −1)

c’est-à-dire

ψv(t) = pψv(t)φ
(v)
+ (t) + (1− p)ψv(−t)φ(v)

− (t). (1.19)

(a) Si p = 1, alors de l’équation (1.19), φ
(v)
+ (t) = 1 et (Av,Bv) = (1, 0). p.s. Dans ce

cas, toute fonction ψv(t) est une solution de l’équation (1.19), c’est-à-dire toute variable
aléatoire X(v) est une solution de l’équation (1.9). Par l’équation (1.4), on déduit que

XnS+v = X(n−1)S+v = · · · = Xv p.s., v ∈ {0, . . . , S − 1}.

(b) Si p < 1, alors de l’équation (1.19),

ψv(t)

ψv(−t)
= pφ

(v)
+ (t)

ψv(t)

ψv(−t)
+ (1− p)φ(v)

− (t),

ce qui implique que

ψv(t)

ψv(−t)
=

(1− p)φ(v)
− (t)

1− pφ(v)
+ (t)

, dans un voisinage de zéro où ψv(t) 6= 0.

Si pour un certain t dans ce voisinage, φ
(v)
+ (t) 6= 1, alors

|1− pφ(v)
+ (t)| > |1− p| ≥ |(1− p)φ(v)

− (t)|.

Ceci contredit le fait que |ψv(t)|/|ψv(−t)| = 1. Par conséquent,

φ
(v)
+ (t) = 1 et |φ(v)

− (t)| = 1 qui implique qu’il existe Cv ∈ R tel que φ
(v)
− (t) = ei2tCv .

Maintenant, l’équation (1.19) devient

ψv(t) = pψv(t) + (1− p)ψv(−t)φ(v)
− (t)

qui implique que ψv(t) = ψv(−t)φ(v)
− (t) = ei2tCvψv(−t). Ceci implique que

e−itCvψv(t) = eitCvψv(−t).

Cette dernière équation est équivalente à

e−itCvE(eitX
(v)

) = eitCvE(e−itX
(v)

),
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c’est-à-dire
E(eit(X

(v)−Cv)) = E(e−it(X
(v)−Cv)).

Donc,

X(v) − Cv
d
= −(X(v) − Cv), v ∈ {0, . . . , S − 1}. (1.20)

C’est clair que X(v) = Cv satisfait l’équation (1.20) et donc de l’équation (1.9), on a

AvCv + Bv = Cv p.s qui implique Bv = Cv(1− Av) p.s. (1.21)

Les solutions de l’équation (1.9) sont celles qui vérifient l’équation (1.20) et par étération
sur l’équation (1.4), on déduit que

XnS+v = AnS+vX(n−1)S+v + BnS+v

= AnS+vX(n−1)S+v + Cv(1− AnS+v)

= AnS+v(X(n−1)S+v − Cv) + Cv

...

=

n∏
i=1

AiS+v(Xv − Cv) + Cv p.s., v ∈ {0, . . . , S − 1}.

ce qui implique que

XnS+v − Cv =
n∏
i=1

AiS+v(Xv − Cv)
d→ Z(Xv − Cv), v ∈ {0, . . . , S − 1}.

où Z = ±1 avec une probabilité égale à 1
2 , indépendante de X0 et donc indépendante

de Xv, v ∈ {1, . . . , S − 1}.
C’est clair que dans le cas où p = 1, chaque Cv satisfait l’équation (1.21). Toute variable
X(v) vérifie l’équation (1.9) et de l’équation (1.4), on déduit que

XnS+v
d
= Xv, v ∈ {0, . . . , S − 1}

.
(c) Si p = 0, c’est-à-dire Av = −1. p.s, alors de l’équation (1.4)

XnS+v = AnS+vX(n−1)S+v + BnS+v = −X(n−1)S+v + 2Cv, v ∈ {0, . . . , S − 1}.

qui implique que XnS+v − Cv = −
(
X(n−1)S+v − Cv

)
, v ∈ {0, . . . , S − 1},

et après n itération, on trouve

XnS+v = (−1)n(Xv − Cv) + Cv, v ∈ {0, . . . , S − 1}.

Les solutions de l’équation (1.9) sont celles qui vérifient

X(v) − Cv
d
= −(X(v) − Cv), v ∈ {0, . . . , S − 1},

et XnS+v
d→ X(v), v ∈ {0, . . . , S − 1} si et seulement si Xv

d
= X(v), v ∈ {0, . . . , S − 1}.

Dans ce cas,

XS+v − Cv = −(Xv − Cv)
d
= −(X(v) − Cv), v ∈ {0, . . . , S − 1}.
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c’est-à-dire XS+v
d
= X(v), v ∈ {0, . . . , S − 1}.

X2S+v − Cv = −(XS+v − Cv)
d
= −(X(v) − Cv), v ∈ {0, . . . , S − 1},

c’est-à-dire X2S+v
d
= X(v), v ∈ {0, . . . , S − 1}.

Finalement, pour tout n ∈ N, XnS+v
d
= X(v), v ∈ {0, . . . , S − 1}.

(d) Par hypothèse
∏n
i=1 AiS+v

P→ 0, alors

n∏
i=1

AiS+vXv
P→ 0, pour toute v.a initiale X0.

Maintenant, si XnS+v
d→ X(v) pour une certaine variable initiale X0, alors par l’équation

(1.14), on déduit que

XnS+v(Xv)−XnS+v(X
′
v)

d→ 0, v ∈ {0, . . . , S − 1}

donc XnS+v
d→ X(v) pour la variable initiale X ′0. Par conséquent, XnS+v

d→ X(v) pour
toute variable initiale. En particulier, X(v) satisfait,

XnS+v(X
(v))

d
= X(v), v ∈ {0, . . . , S − 1}.

En effet,

XS+v(X
(v)) = AS+vX

(v) + BS+v
d
= X(v),

X2S+v(X
(v)) = A2S+vXS+v + B2S+v

d
= A2S+vX

(v) + B2S+v
d
= X(v).

Donc, pour chaque n ∈ N,

XnS+v(X
(v))

d
= X(v), v ∈ {0, . . . , S − 1}.

Par conséquent X(v) est l’unique solution de (1.9). Maintenant puisqu’on a supposé qu’il
existe Cv ∈ R qui est une solution de (1.9), alors X(v) = Cv p.s., v ∈ {0, . . . , S − 1}.
2. (a) Puisque

∏n
i=1 AiS+v → 0 p.s, alors

∏n
i=1 AiS+vXv → 0 p.s pour toute variable

initiale X0. Rappelons que de la relation (1.16), on a

XnS+v
d
= X∗nS+v +

n∏
i=1

AiS+vXv, v ∈ {0, . . . , S − 1},

où X∗nS+v donnée par (1.15) est la somme partielle de la série définie par (1.10). Donc, la
condition suffisante de convergence en distribution de X∗nS+v est la convergence presque
surement de la série dans (1.10). La convergence absolue presque surement de la série
dans (1.10) est assurée par la deuxième condition dans (1.18). En effet, les variables

Y
(v)
k et T

(v)
k définies par la relation (1.17) vérifient la relation suivante :

P (|Y (v)
k | <∞) = 1 = P (T

(v)+
k <∞), k ≥ 1,

et l’intégrale dans (1.18) peut s’écrire sous la forme suivante :∫
[0,∞]

y

E(Y (v)+ ∧ y)
dP (T

(v)+
1 ≤ y) <∞. (1.22)

Sous la condition P
(∏S−1

v=0 Av = 0
)

= 0, il est clair que
∏n
i=1 AiS+v → 0 p.s implique∑n

i=1 log |AiS+v| → −∞ p.s, ceci implique P (− log |Av| > 0) = P (Y (v) > 0) > 0 et pour
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y = 0, on suppose que y/E(Y (v)+ ∧ y) prend la valeur 1/P (Y (v) > 0) <∞.
Maintenant, on va montrer que S

(v)
n vérifie pour une certaine constante cv > 0,

S
(v)
n−1 − T

(v)
n − cvn→∞ p.s (1.23)

qui implique que
∣∣ n−1∏
i=1

AiS+v

∣∣.|BnS+v|.encv → 0 p.s.

Pour montrer (1.23), notons d’abord que
∏n
i=1 AiS+v → 0 p.s implique que S

(v)
n → ∞.

Maintenant, on considère deux cas.
Cas 1 : Supposons que E(Y (v)+) =∞, alors

1

n

n−1∑
i=1

Y
(v)+
i →∞ p.s.

Par la convergence de l’intégrale dans (1.22), on va montrer que

T
(v)+
n∑n−1

i=1 Y
(v)+
i

→ 0 p.s. (1.24)

Pour montrer ceci, on utilise le lemme suivant de Goldie and Maller [94].

Lemme 1.1. Soient Y1, Y2, ... des variables aléatoires i.i.d non dégénérées en zéro et
supposons que Y1 + · · ·+ Yn →∞ p.s, alors il existe une constante c+ qui dépend de
la distribution de Y1 telle que pour chaque y ≥ 0,

y

E(Y +
1 ∧ y)

≤
∞∑
n=0

P
(

max
1≤j≤n

(Y1 + Y2 + · · ·+ Yj) ≤ y
)
≤ c+y

E(Y +
1 ∧ y)

où y/E(Y +
1 ∧ y) est interprétée comme étant 1/P (Y1 > 0) <∞ au point y = 0.

Maintenant les variables Y
(v)+

1 , Y
(v)+

2 , ... vérifient les conditions du lemme 1.1, alors

pour ε ∈]0, 1[ et en utilisant le fait que T
(v)
n est indépendante de {Y (v)

k }1≤k≤n−1,∑
n≥1

P
(
ε(Y

(v)+
1 + Y

(v)+
2 + · · ·+ Y

(v)+
n−1 ) ≤ T (v)+

n

)
=

∫
[0,∞[

∑
n≥1

P
(
Y

(v)+
1 + Y

(v)+
2 + · · ·+ Y

(v)+
n−1 ≤ y/ε

)
dP (T (v)+

n ≤ y)

≤
∫

[0,∞[

c+y/ε

E
(
Y (v)+ ∧ (y/ε)

)dP (T (v)+
n ≤ y)

≤ c+

ε

∫
[0,∞[

y

E
(
Y (v)+ ∧ y

)dP (T (v)+
n ≤ y) <∞

Par le lemme de Borel-Cantelli, on déduit (1.24).

Maintenant, puisque S
(v)
n → ∞ p.s et E(Y (v)+) = ∞, alors par la proposition 2.6 de

Goldie et Maller [94], on déduit que

J
(v)
− =

∫
[0,∞[

( y

MAv(y)

)∣∣dP (Y (v) ≤ −y)
∣∣ <∞ (1.25)
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et l’application du lemme 8.1 de Pruitt [123] implique que∑n−1
i=1 Y

(v)−
i∑n−1

i=1 Y
(v)+
i

→ 0 p.s. (1.26)

Par les relations (1.24), (1.26) et le fait que 1
n

∑n−1
i=1 Y

(v)+
i →∞ p.s, on déduit que∑n−1

i=1 Y
(v)+
i − n− T (v)+

n −
∑n−1

i=1 Y
(v)−
i∑n−1

i=1 Y
(v)+
i

→ 1 p.s, (1.27)

qui implique la relation (1.23), avec cv = 1.
Cas 2 : Supposons que E(Y (v)+) < ∞, alors par la relation (1.22), on déduit que

E(T (v)+) <∞. Puisque S
(v)
n →∞ p.s, alors E(Y (v)−) <∞ et µ = E(Y (v)) > 0.

Maintenant, puisque T
(v)+
n /n→ 0 p.s et (S

(v)
n−1 − nµ/2)/n→ µ/2 > 0 p.s,

T
(v)+
n

S
(v)
n−1 − nµ/2

→ 0 p.s,

ceci implique que

S
(v)
n−1 − nµ/2− T

(v)+
n

S
(v)
n−1 − nµ/2

→ 1 p.s,

ce qui implique (1.23) puisque S
(v)
n−1 − nµ/2→∞ p.s, avec cv = µ/2.

Finalement, dans les deux cas, (1.23) est vérifiée.
La série (1.10) converge absolument presque sûrement par le test de comparaison avec
la série de terme positif e−cvn.
Maintenant, en utilisant le fait que

∏n
i=1 AiS+v → 0 p.s, on déduit que

XnS+v
d
= X∗nS+v +

n∏
i=1

AiS+vXv → X(v) p.s, v ∈ {0, . . . , S − 1}.

Avec le même raisonnement que dans 1(d), on peut vérifier que X(v) donnée par (1.10)
est l’unique solution de l’équation (1.9). La condition P

(
Bv = C(1 − Av)

)
< 1 est im-

posée pour éviter la dégénérescence de la solution X(v).

2.(b) Supposons que P
(∏S−1

v=0 Av = 0
)

= 0 et pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1},
P
(
Bv = C(1− Av)

)
< 1 pour chaque C ∈ R et montrons que si l’une des conditions de

(1.18) n’est pas vérifiée, alors |Xt(X0)| P→∞. On considère deux cas :

Cas1 :
∏n
i=1Ai → 0 p.s et l’intégrale dans (1.18) diverge.

Pour montrer ce premier cas, on utilise le lemme suivant qui généralise le lemme 5.5 de
Goldie et Maller [94].

Lemme 1.2. Supposons que P
(∏S−1

v=0 Av = 0
)

= 0 et P
(
Bv = C(1 − Av)

)
< 1 pour

chaque C ∈ R. Si
∏n
i=1Ai → 0 p.s et |Xt(X0)| ne tend pas en probabilité vers ∞,

alors XnS+v converge en distribution vers une variable aléatoire X(v) et l’intégrale dans
(1.18) est finie.

Preuve. Puisque pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, XnS+v
d
= X∗nS+v +

∏n
i=1 AiS+vXv

et
∏n
i=1 AiS+v → 0 p.s, alors il suffit de montrer que X∗nS+v converge en distri-

bution. Comme |Xt| ne tend pas vers ∞ en probabilité, alors |X∗nS+v| ne tend pas
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vers ∞ en probabilité et par conséquent, il existe une sous-suite {nk} de N telle que
X∗nkS+v converge en distribution vers X∗(v) de fonction de répartition F (v) définie sur

R̄ qui vérifie F (v)(∞) − F (v)(−∞) > 0, où F (v)(∞) = limx→∞ F
(v)(x) et F (v)(−∞) =

limx→−∞ F
(v)(x). Maintenant, on peut vérifier facilement que

X∗(nk+1)S+v = X∗nkS+v +

nk∏
i=1

AiS+vB(nk+1)S+v, v ∈ {0, . . . , S − 1}.

C’est clair que :
∏nk
i=1 AiS+vB(nk+1)S+v → 0 p.s et X∗(nk+1)S+v

d→ X∗(v).
Notons que pour n > m ≥ 1, on a :

X∗nS+v =
n∑
j=1

j−1∏
i=1

AiS+vBjS+v =
m∑
j=1

j−1∏
i=1

AiS+vBjS+v +
n∑

j=m+1

j−1∏
i=1

AiS+vBjS+v

= X∗mS+v +
m∏
i=1

AiS+vB(m+1)S+v + · · ·+
n−1∏
i=1

AiS+vBnS+v

= X∗mS+v +
m∏
i=1

AiS+v

(
B(m+1)S+v + · · ·+

n−1∏
i=m+1

AiS+vBnS+v

)

= X∗mS+v +

m∏
i=1

AiS+v

n−m∑
j=1

j−1∏
i=1

A(i+m)S+vB(j+m)S+v

On pose :

X∗nS+v = X∗mS+v +

m∏
i=1

AiS+v

(
X∗(n−m)S+v ◦ θ

Sm
)
, (1.28)

où θ est le shift qui ajoute 1 à l’indice de AiS+v et l’indice de BiS+v.
On prend n = nk + 1 et m = 1, alors on déduit de l’équation (1.28) que

X∗(nk+1)S+v = X∗S+v + AS+v

(
X∗nkS+v ◦ θS

)
, (1.29)

et on écrit

X∗(nk+1)S+v = BS+v + AS+vX̃nkS+v, (1.30)

avec X̃nkS+v indépendante de (AS+v,BS+v) et X̃nkS+v
d
= X∗nkS+v.

L’équation (1.30) implique que sur {|X∗(v)| <∞},

X∗(v) d
= AS+vX

∗(v) + BS+v, X
∗(v) indépendante de (AS+v,BS+v). (1.31)

Maintenant, pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, soit X(v) une variable aléatoire qui a la
distribution de X∗(v) conditionnellement sur {|X∗(v)| < ∞} c’est-à-dire X(v) est de
distribution

G(v)(x) =
(
F (v)(x)− F (v)(−∞)

)
/
(
F (v)(∞)− F (v)(−∞)

)
, x ∈ R.

Maintenant, puisque {|X∗(v)| <∞} = {|AS+vX
∗(v) + BS+v| <∞}, alors on a

X(v) d
= AvX(v) + Bv, X(v) indépendante de (Av,Bv), (1.32)
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ceci montre que pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, X(v) est une solution de l’équation
(1.9). Par itération sur l’équation (1.32), on déduit que

X(v) d
= AS+vX

(v) + BS+v
d
= AS+v(A2S+vX

(v) + B2S+v) + BS+v

d
= AS+vA2S+vX

(v) + AS+vB2S+v + BS+v

...

d
=

n∏
i=1

AiS+vX
(v) +

n∑
j=1

j−1∏
i=1

AiS+vBjS+v

d
=

n∏
i=1

AiS+vX
(v) +X∗nS+v, X

(v) indépendante de ((AkS+v,BkS+v))k=0,...,n.

Comme X(v) est finie p.s et
∏n
i=1 AiS+v → 0 p.s, alors

∏n
i=1 AiS+vX

(v) → 0 p.s

et par conséquent X∗nS+v
d→ X(v), v ∈ {0, . . . , S − 1}.

Il reste maintenant à montrer que l’intégrale dans (1.18) est finie. Pour montrer ceci,
on va utiliser l’inégalité maximale de Grincevičius [97]. Pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1},
on définit la variable X∗j,nS+v comme suit

X∗j,nS+v =
n∑

k=j+1

k−1∏
i=j+1

AiS+vBkS+v, (1.33)

et on note par ”med” la médiane. L’inégalité de Grincevičius généralisée est

P

(
max

j=1,...,n

(
X∗jS+v +

j∏
i=1

AiS+v med
(
X∗j,nS+v +

n∏
i=j+1

AiS+vy
))

> x

)

≤ 2P
(
X∗nS+v +

n∏
i=1

AiS+vy > x
)
, x, y ∈ R, n ∈ N∗.

On utilise seulement le cas où y = 0. Notons que pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1},
X∗j,nS+v

d
= X∗(n−j)S+v. En effet, de la relation (1.33)

X∗j,nS+v = B(j+1)S+v + A(j+1)S+vB(j+2)S+v + · · ·+ A(j+1)S+v...A(n−1)S+vBnS+v

d
= BS+v + AS+vB2S+v + · · ·+ AS+v...A(n−j−1)S+vB(n−j)S+v

= X∗(n−j)S+v

et par conséquent,

P

(
max

j=1,...,n

(
X∗jS+v +

j∏
i=1

AiS+v med X∗(n−j)S+v

)
> x

)
≤ 2P

(
X∗nS+v > x

)
, x ∈ R.

Cette inégalité est vérifiée pour les variables (AS+v,−BS+v), . . . , (AnS+v,−BnS+v),−X∗nS+v

et par conséquent,

P

(
max

j=1,...,n

∣∣∣X∗jS+v +

j∏
i=1

AiS+v med X∗(n−j)S+v

∣∣∣ > x

)
≤ 2P

(
|X∗nS+v| > x

)
, x ≥ 0. (1.34)
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On pose m
(v)
n = medX∗nS+v. Pour 1 ≤ k ≤ n, la relation (1.34) implique que

P

(
max
j=1,...,k

∣∣∣X∗jS+v +

j∏
i=1

AiS+vm
(v)
n−j

∣∣∣ > x

)
≤ 2P

(
|X∗nS+v| > x

)
, x ≥ 0. (1.35)

Pour k fixé, il existe au moins x ≥ 0 dans l’ensemble de points C(X(v)) de continuité

de X(v) tel que P (|X∗nS+v| > x) → P (|X(v)| > x). Puisque X∗nS+v
d→ X(v), v ∈

{0, . . . , S− 1}, alors m
(v)
n−j → m

(v)
0 = medX(v). Par conséquent, de la relation (1.35), on

obtient

P

(
max
j=1,...,k

∣∣∣X∗jS+v +

j∏
i=1

AiS+vm
(v)
0

∣∣∣ > x

)
≤ 2P

(
|X(v)| > x

)
, x ∈ [0,∞[∩C(X(v)). (1.36)

On fait tendre maintenant k vers l’infini, on déduit que pour chaque v ∈ {0, . . . , S−1},

sup
j∈N∗

∣∣∣X∗jS+v +

j∏
i=1

AiS+vm
(v)
0

∣∣∣ < ∞ p.s. (1.37)

En utilisant la relation (1.37) et le fait que
∏n
i=1 AiS+v → 0 p.s, on déduit que

lim sup
n→∞

∣∣X∗nS+v

∣∣ < ∞ p.s. (1.38)

Par conséquent, on a (parceque
∣∣∣∏n−1

i=1 AiS+v

∣∣∣.|BnS+v| = X∗nS+v −X∗(n−1)S+v),

lim sup
n→∞

∣∣∣ n−1∏
i=1

AiS+v

∣∣∣.|BnS+v| < ∞ p.s. (1.39)

On utilise ce résultat qui généralise le lemme 5.3 de Goldie et Maller [94].

Lemme 1.3. Supposons que P (
∏S−1
v=0 Av = 0) = 0 et

∏n
i=1Ai → 0 p.s. On définit

a(v)
n =

n∑
i=1

Y
(v)−
i /

n∑
i=1

Y
(v)+
i et ÃiS+v = e−Y

(v)+
i

alors ∣∣∣ n∏
i=1

AiS+v

∣∣∣ =
( n∏
i=1

ÃiS+v

)1−a(v)n
pour tout n ∈ N.

De plus, il existe une constante av < 1 telle que

lim sup
n→∞

a(v)
n < av < 1 p.s, (1.40)

de sorte que dès que a
(v)
n < av p.s,

n∏
i=1

ÃiS+v ≤
∣∣∣ n∏
i=1

AiS+v

∣∣∣ ≤ ( n∏
i=1

ÃiS+v

)1−av
. (1.41)
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Preuve. Puisque
∏n
i=1 AiS+v → 0 p.s, alors S

(v)
n → ∞ p.s et par le résultat de Gol-

die and Maller [94] (Proposition 2.6), ceci est équivalent à J
(v)
− < E(Y (v)+) = ∞

ou bien 0 < E(Y (v)) ≤ E|Y (v)| < ∞. Si J
(v)
− < E(Y (v)+) = ∞, alors la relation

(1.26) est vérifiée, c’est-à-dire a
(v)
n → 0 p.s. Si 0 < E(Y (v)) ≤ E|Y (v)| < ∞, alors

a
(v)
n → E(Y (v)−)/E(Y (v)+) < 1 p.s. Dans les deux cas, il existe une constante av qui

vérifie la relation (1.40). On a :

S
(v)
n =

∑n
j=1(Y

(v)+
j − Y (v)−

j ) = (1− a(v)
n )

∑n
j=1 Y

(v)+
j et par conséquent,

∣∣∣ n∏
i=1

AiS+v

∣∣∣ = e−S
(v)
n =

( n∏
i=1

e−Y
(v)+
i

)1−a(v)n
.

Donc, l’inégalité (1.41) est vérifiée à chaque fois que a
(v)
n < av < 1.

Maintenant, de la relation (1.39) et la relation (1.41), on déduit que

lim sup
n→∞

n−1∏
i=1

ÃiS+v|BnS+v| < ∞ p.s. (1.42)

La convergence
∏n
i=1 AiS+v → 0 p.s implique que Ãv = min(|Av|, 1)

d
= min(|

∏S−1
i=0 Ai|, 1)

satisfait P (Ãv = 1) < 1.

On utilise ce résultat qui généralise le lemme 5.4 de Goldie and Maller [94].

Lemme 1.4. Si P
( S−1∏
v=0

Av = 0
)

= 0, P
(
0 ≤

S−1∏
v=0

Av ≤ 1
)

= 1, P
(
0 <

S−1∏
v=0

Av < 1
)
> 0,

P (Bv = 0) < P (Bv ≥ 0) = 1 et lim sup
n→∞

n−1∏
i=1

AiS+vBnS+v < ∞ p.s pour chaque

v ∈ {0, . . . , S − 1}, alors l’intégrale dans (1.18) est convergente.

Pour chaque v ∈ {0, . . . , S−1}, les variables (ÃnS+v, |BnS+v|) vérifient les conditions
du lemme 1.4, alors ∫ ∞

1

( log q

MÃv(log q)

)
dP (|Bv| ≤ q) <∞, (1.43)

où

MÃv(y) =

∫ y

0
P (− log Ãv > x)dx =

∫ y

0
P (Y (v)+ > x)dx =

∫ y

0
P (Y (v) > x)dx = MAv(y),

qui implique que l’intégrale dans (1.18) est finie.

Maintenant, supposons que l’équation (1.9) admet une solution X(v), si Xv
d
= X(v),

v ∈ {0, . . . , S − 1}, alors XnS+v(Xv)
d
= X(v). Dans le lemme 1.2, on a montré que si∏n

i=1Ai → 0 p.s et l’intégrale dans (1.18) diverge, alors |Xt(X0)| P→ ∞ pour toute
variable initiale X0. Ceci contredit l’existence de la solution X(v) de l’équation (1.9) et
par conséquent l’équation (1.9) n’a pas de solutions.

Cas2 :
∏n
i=1Ai ne converge pas vers zéro p.s.

On définit la fonction de concentration de Lèvy d’une variable aléatoire Y comme suit

Q(Y, λ) = sup
−∞<y<+∞

P (y ≤ Y ≤ y + λ) (1.44)
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pour chaque λ ≥ 0. C’est clair que Q(Y, λ) est non décroissante en fonction de λ qui
satisfait 0 ≤ Q(Y, λ) ≤ 1 pour tout λ ≥ 0.
Le lemme suivant donne les propriétés de la fonction de concentration de Lèvy [121].

Lemme 1.5. Si X et Y deux variables aléatoires indépendantes, alors

Q(X + Y, λ) ≤ min
{
Q(X,λ), Q(Y, λ)

}
pour tout λ ≥ 0.

Pour une variable aléatoire X, on définit la variable aléatoire symétrisée Xs = X−Y
où Y est une variable aléatoire indépendante de X et de même distribution que X.

On utilise ce résultat de Petrov [120], (théorème 2.15, page 68).

Lemme 1.6. Soient Y1, ..., Yn des variables aléatoires i.i.d et Sn =
∑n

i=1 Yi. Soient
λ1, λ2, ..., λn des nombres positifs tels que λi ≤ λ, i = 1, ..., n, alors

Q(Sn, λ) ≤ Λλ√∑n
i=1 λ

2
iP (|Y s

i | ≥
λi
2 )

où Λ est une constante positive.

De lemme 1.5, on déduit que

Q(Ssn, λ) ≤ Λλ√∑n
i=1 λ

2
iP (|Y s

i | ≥
λi
2 )

Pour λ1 = λ2 = ... = λn = λ = 2x, avec x > 0, on déduit que

P (|Ssn| ≤ x) ≤ Λ√∑n
i=1 P (|Y s

i | ≥ x)
(1.45)

Ce résultat généralise le lemme 5.8 de Goldie and Maller [94].

Lemme 1.7. Supposons que P
(∏S−1

v=0 Av = 0
)

= 0, P (Bv = C(1 − Av)) < 1 pour

chaque C ∈ R et
∏n
i=1Ai ne converge pas vers zéro p.s, alors |Xt(X0)| P→∞.

Preuve. La condition P (Bv = C(1 − Av)) < 1 pour chaque C ∈ R et chaque v ∈
{0, . . . , S − 1} implique que P (Bv = 0) < 1. Pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, il existe
une distribution conditionnelle régulière pour Bv sachant Av. On peut donc définir les
fonctions

F
(v)
m (q) = P (Bv ≤ q|Av = m) = P

(
Bv ≤ q|

∏S−1
i=0 Ai = m

)
, v ∈ {0, . . . , S − 1},

telles que pour chaque q ∈ R, F
(v)
m (q) en fonction de m est une version de la probabilité

conditionnelle P (Bv ≤ q|Av = m), tandis que pour chaque m ∈ R, F
(v)
m (q) en fonction de

q est une fonction de répartition. Pour chaque m ∈ R, on note par F
(v)−
m (.), la fonction

inverse continue à gauche de la fonction F
(v)
m (.).

Soit (Uj)j≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes et indépendantes de la
suite (AjS+v,BjS+v)j∈N pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, avec chaque variable Uj est

uniformément distribuée sur ]0, 1[. Pour chaque j ≥ 1, on pose B′jS+v = F
(v)−
Av (Uj),

ainsi de cette manière, on construit la suite (AjS+v,B′jS+v) i.i.d de même distribution
que (AjS+v,BjS+v) et que B′jS+v est conditionnellement indépendante de BjS+v sachant
AjS+v.
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Maintenant, on définit les variables aléatoires symétrisées

BsjS+v = BjS+v − B′jS+v, X∗snS+v =

n∑
j=1

j−1∏
i=1

AiS+vBsjS+v, v ∈ {0, . . . , S − 1}.

Notons que BsjS+v sont dégénérées en zéro seulement si BjS+v est une fonction de Borel
de AjS+v, i.e., BjS+v = f(AjS+v). Supposons que ce n’est pas le cas et soit

F (v)
n = σ{AS+v, ...,AnS+v}, la tribu engendrée par les variables AS+v, ...,AnS+v.

On applique l’inégalité (1.45) à la distribution conditionnelle de X∗snS+v sachant F (v)
n−1,

on obtient pour chaque x > 0.

P
(
|X∗snS+v| ≤ x

∣∣F (v)
n−1

)
≤ Λ√∑n

j=1 P
(∣∣∏j−1

i=1 AiS+vBsjS+v

∣∣ ≥ x∣∣F (v)
n−1

) p.s. (1.46)

Le dénominateur dans (1.46) est différent de zéro pour x > 0 suffisamment petit. En

effet, sous le conditionnement sur F (v)
n−1, on peut considérer

∣∣∏n−1
i=1 AiS+v

∣∣ comme une

constante m > 0, alors puisque BsnS+v est indépendante de F (v)
n−1 et P (|BsnS+v| ≥ x0) > 0

pour une certain x0 > 0, on a

P
(∣∣ n−1∏

i=1

AiS+vBsnS+v

∣∣ ≥ x∣∣F (v)
n−1

)
> 0 pour 0 < x < x0/m.

En utilisant l’inégalité (1.46) et l’inégalé de Jensen, (pr fonct convexe 1/x), on obtient

P 2
(
|X∗snS+v| ≤ x

∣∣F (v)
n−1

)
≤ Λ2

E

(∑n
j=1 I{|∏j−1

i=1 AiS+vBsjS+v |>x
}∣∣F (v)

n−1

)
≤ Λ2E

(
1∑n

j=1 I{|∏j−1
i=1 AiS+vBsjS+v |>x

} ∣∣∣F (v)
n−1

)
p.s.

et (pour la fonction convexe x2)

P 2
(
|X∗snS+v| ≤ x

)
= E2

(
P
(
|X∗snS+v| ≤ x

∣∣F (v)
n−1

))
≤ E

(
P 2
(
|X∗snS+v| ≤ x

∣∣F (v)
n−1

))
≤ Λ2E

(
1∑n

j=1 I{|∏j−1
i=1 AiS+vBsjS+v |>x

}) (1.47)

Supposons que pour un certain x > 0, la série dans le dénominateur de (1.47) converge
p.s, alors on a

P
(

lim sup
n→∞

{
∣∣ n−1∏
i=1

AiS+vBsnS+v

∣∣ > x}
)

= 0 (1.48)

qui implique que
∏n
i=1 AiS+v → 0 p.s. En effet, puisqu’on a supposé que les variables

BsnS+v ne sont dégénérées en zéro pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, alors on peut choisir
δ > 0 de telle sorte que P (|BsnS+v| > δ) > 0. Pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, on définit
les événements suivants,

M (v)
n = {

∣∣ n−1∏
i=1

AiS+v

∣∣ > x/δ}, Q(v)
n = {

∣∣BsnS+v

∣∣ > δ}
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Pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, Q(v)
n est indépendant de M

(v)
n , M

(v)
n−1,...,M

(v)
1 et par le

lemme de Loève pour les événements indépendants [[114], page 258], on déduit que

P
( ∞⋃
n=m

M (v)
n ∩Q(v)

n

)
≥ P

( ∞⋃
n=m

M (v)
n

)
inf

n=m,m+1,...
P (Q(v)

n )

= P (|Bsv| > δ)P
( ∞⋃
n=m

M (v)
n

)
et ceci montre que si P

(
lim sup
n→∞

M (v)
n

)
> 0, alors une infinité de M

(v)
n ∩ Q(v)

n se réalise

avec une probabilité positive, i.e., P
(

lim sup
n→∞

M (v)
n ∩ Q(v)

n

)
> 0 et par conséquent,

P
(

lim supn→∞{
∣∣∏n−1

i=1 AiS+v

∣∣.∣∣BsnS+v

∣∣ > x}
)
> 0, ceci contredit la relation (1.48). Donc

on a P
(

lim supn→∞{
∣∣∏n−1

i=1 AiS+v

∣∣ > x/δ}
)

= 0 et par conséquent
∏n
i=1 AiS+v → 0 p.s,

mais ceci contredit le fait qu’on a supposé dans lemme 1.7 que
∏n
i=1 AiS+v ne converge

pas vers zéro. Donc la convergence qu’on a supposé pour la série dans le dénominateur
de (1.47) n’est vraie, i.e., la série diverge p.s pour chaque x > 0. Par le théorème de

convergence monotone, on déduit que pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, |X∗snS+v|
P→∞.

Maintenant, pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, on a

P
(
|X∗snS+v| ≤ x

)
= E

(
P
(
|X∗snS+v| ≤ x

∣∣F (v)
n , Xv

))
≥ E

(
P
(
|X∗snS+v| ≤ x,

∣∣∣ n∑
k=1

k−1∏
i=1

AiS+vB′kS+v +
n∏
i=1

AiS+vXv

∣∣∣ ≤ x/2∣∣∣F (v)
n , Xv

))

= E

(
P
(∣∣∣ n∑

k=1

k−1∏
i=1

AiS+vBkS+v +
n∏
i=1

AiS+vXv −
n∑
k=1

k−1∏
i=1

AiS+vB′kS+v −
n∏
i=1

AiS+vXv

∣∣∣
≤ x,

∣∣∣ n∑
k=1

k−1∏
i=1

AiS+vB′kS+v +
n∏
i=1

AiS+vXv

∣∣∣ ≤ x/2∣∣∣F (v)
n , Xv

))

≥ E
(
P
(∣∣∣ n∑

k=1

k−1∏
i=1

AiS+vBkS+v +
n∏
i=1

AiS+vXv

∣∣+
∣∣ n∑
k=1

k−1∏
i=1

AiS+vB′kS+v +
n∏
i=1

AiS+vXv

∣∣∣
≤ x,

∣∣∣ n∑
k=1

k−1∏
i=1

AiS+vB′kS+v +
n∏
i=1

AiS+vXv

∣∣∣ ≤ x/2∣∣∣F (v)
n , Xv

))

≥ E
(
P
(∣∣∣ n∑

k=1

k−1∏
i=1

AiS+vBkS+v +

n∏
i=1

AiS+vXv

∣∣ ≤ x/2∣∣∣F (v)
n , Xv

)
×P
(∣∣∣ n∑

k=1

k−1∏
i=1

AiS+vB′kS+v +
n∏
i=1

AiS+vXv

∣∣ ≤ x/2∣∣∣F (v)
n , Xv

))

= E

(
P 2
(∣∣∣ n∑

k=1

k−1∏
i=1

AiS+vBkS+v +

n∏
i=1

AiS+vXv

∣∣ ≤ x/2∣∣∣F (v)
n , Xv

))
= E

(
P 2
(∣∣∣XnS+v(Xv)

∣∣∣ ≤ x/2∣∣∣F (v)
n , Xv

))
≥ P 2

(∣∣∣XnS+v(Xv)
∣∣∣ ≤ x/2),

qui montre que |XnS+v(Xv)|
P→∞, v ∈ {0, . . . , S−1} et par conséquent |Xt(X0)| P→∞.
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Maintenant, on considère le cas où BnS+v = f(AnS+v), v ∈ {0, . . . , S − 1}, alors

X2nS+v
d
= X∗2nS+v +

2n∏
i=1

AiS+vXv

=
2n∑
j=1

j−1∏
i=1

AiS+vBjS+v +
2n∏
i=1

AiS+vXv

=
n∑
j=1

j−1∏
i=1

ÃiS+vB̃jS+v +
n∏
i=1

ÃiS+vXv

où (ÃiS+v, B̃iS+v) = (A(2i−1)S+vA2iS+v,B(2i−1)S+v + A(2i−1)S+vB2iS+v) est i.i.d.

Notons que si
∏2n
i=1 AiS+v =

∏n
i=1 ÃiS+v → 0 p.s, alors∏2n+1

i=1 AiS+v = AS+v
∏2n
i=1 A(i+1)S+v = AS+v

(∏2n
i=1 AiS+v◦θS

)
→ 0 p.s, où θ est le shift

qui ajoute 1 à l’indice iS+v de AiS+v, par conséquent
∏n
i=1 AiS+v → 0 p.s. Puisqu’on a

supposé que
∏n
i=1 AiS+v ne converge pas vers zéro p.s, alors

∏n
i=1 ÃiS+v ne converge pas

vers zéro p.s. Si B̃nS+v est une fonction de Borel de ÃnS+v, B̃nS+v = g(ÃnS+v), qui inclut
le cas B̃nS+v = Cv(1−ÃnS+v) pour une certaine constante Cv, alors BS+v+AS+vB2S+v =
g(AS+vA2S+v) et par la proposition 1 de Grincevicius [98] on montre que pour chaque
v ∈ {0, ..., S − 1}, soit Bv = Cv(1 − Av) p.s pour une certaine constante Cv, soit
(Av,Bv) = (1, C∗v ) pour une certaine constante C∗v . Maintenant le premier cas n’est
pas possible parce qu’il contredit l’hypothèse que P (Bv = C(1 − Av)) < 1 pour toute
constante C. Si (Av,Bv) = (1, C∗v ), alors C∗v 6= 0 parce que P (Bv = 0) < 1. Par la
relation (1.16), on déduit que

|XnS+v(Xv)|
d
= |nC∗v + Xv|

P→ ∞ pour toute variable initiale X0 et par conséquent

|Xt(X0)| P→∞ pour toute variable initiale X0.
Si B̃nS+v n’est pas une fonction de Borel de ÃnS+v, alors avec le même raisonnement

( page 25 à 26), on montre que

|X2nS+v|
d
=
∣∣ n∑
j=1

j−1∏
i=1

ÃiS+vB̃jS+v +
n∏
i=1

ÃiS+vXv

∣∣ P→∞ pour toute variable initialeX0.

Par la relation (1.28), on déduit que

X(2n+1)S+v = BS+v + AS+v

(
X2nS+v ◦ θS

)
,

et puisque P (AS+v = 0) = P
(∏S−1

i=0 Ai = 0
)

= 0, alors |X(2n+1)S+v(Xv)|
P→∞.

Par conséquent, |Xt(X0)| P→∞ pour toute variable initiale X0.
Maintenant, comme pour le premier cas, si l’équation (1.9) admet une solution X(v),

alors si Xv
d
= X(v), v ∈ {0, ..., S − 1}, alors XnS+v(Xv)

d
= X(v). Or dans le lemme 1.7,

on a montré que si
∏n
i=1 AiS+v ne converge pas vers zéro p.s, alors |Xt(X0)| P→∞ pour

toute variable initiale X0. Ceci contredit l’existence de la solution X(v) de l’équation
(1.9) et par conséquent l’équation (1.9) n’a pas de solution.

1.4 Équations aux récurrences stochastiques multidimen-
sionnelles

On a déjà mentionné dans l’introduction que cette équation à coefficients iid a
été étudiée par Kesten [105], Bougerol et Picard [41] et dans le cas des coefficients
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indépendants et périodiquement distribués, l’équation a été étudiée par Aknouche (voir
ex Aknouche [19], [15]). Dans cette section, on généralise les résultats de Bougerol et
Picard pour le cas des coefficients ipd. On note par Md(R) l’ensemble des matrices
carrées de tailles d × d. On note par | . | n’importe quelle norme dans Rd et par ‖.‖ la
norme matricielle associée, i.e., pour toute matrice A ∈Md(R),

‖A‖ = sup
|x|=1

|Ax|. (1.49)

Soit l’équation aux récurrences stochastique

Xt = AtXt−1 +Bt, t ∈ Z, (1.50)

où {(At, Bt)}t∈Z est une suite de variables aléatoires ipd de période S ∈ N∗ définies sur
(Ω,F , P ) à valeurs dans Md(R)× Rd.

Comme dans le cas univarié, l’équation aux récurrences stochastique (1.50) peut
s’écrire sous la forme suivante

XnS+v = AnS+vX(n−1)S+v + BnS+v, n ∈ Z, v ∈ {0, . . . , S − 1}, (1.51)

avec AnS+v =
∏S−1
i=0 AnS+v−i, BnS+v =

∑S−1
j=0

∏j−1
i=0 AnS+v−iBnS+v−j et pour chaque

v0 ∈ {0, . . . , S − 1}, {(AnS+v,BnS+v)}n∈Z est une suite iid à valeurs dans Md(R)×Rd.

L’exposant de Lyapounov associé à la suite de matrices aléatoires ipd, (An)n∈Z est
défini, lorsque

∑S−1
j=0 E log+ ‖Aj‖ <∞, par

γS(A) = inf
{ 1

n
E log ‖AnSAnS−1 · · ·A1‖, n ≥ 1

}
. (1.52)

Puisque pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, la suite (AnS+v)t∈Z est i.d.d, on déduit par
l’application du théorème ergodique sous-additif (voir Furstenberg et Kesten [83], King-
man[108]) que

γS(A) = lim
n→∞

1

n
log ‖AnSAnS−1 · · ·A1‖ p.s (1.53)

De plus l’égalité (1.53) peut être généralisée au cas où le produit matriciel n’est pas
nécessairement multiple de S. En effet,

1

S
γS(A) = lim

n→∞

1

n
log ‖AnAn−1 · · ·A1‖ p.s

et plus généralement pour chaque t ∈ Z,

1

S
γS(A) = lim

n→∞

1

n
log ‖At · · ·At−n+1‖ p.s (1.54)

Les conditions suffisantes d’existence et d’unicité de la solution non-anticipative
strictement périodiquement stationnaire sont données par le théorème suivant.

Théorème 1.3. Supposons que
∑S−1

j=0 E log+ ‖Aj‖ < ∞,
∑S−1

j=0 E log+ |Bj | < ∞. Si

γS(A) < 0, alors pour chaque t ∈ Z la serie

Xt =
∞∑
j=0

j−1∏
i=0

At−iBt−j (1.55)

converge absolument presque sûrement et le processus (Xt)t∈Z est l’unique solution non-
anticipative strictement périodiquement stationnaire de l’équation (1.50).
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Preuve. Après quelques itérations en arrière dans l’équation (1.50), il apparait que la
série (1.55) est candidate à être une solution périodiquement stationnaire de l’équation
(1.50). Par conséquent, la condition suffisante est la convergence presque sûrement de
la série (1.55). Considérons la norme du terme général de la série (1.55),∣∣∣ j−1∏

i=0

At−iBt−j

∣∣∣ = exp

{
j
(1

j
log |At · · ·At−j+1Bt−j |

)}

≤ exp

{
j
(1

j
log ‖At · · ·At−j+1‖+

1

j
log+ |Bt−j |

)}
.

En utilisant la loi forte des grands nombres et le fait que
∑S−1

j=0 E log+ |Bj | < ∞, on

déduit que
1

j
log+ |Bt−j | → 0 p.s lorsque j →∞.

De plus, en utilisant la relation (1.54), on a∣∣∣ j−1∏
i=0

At−iBn−j

∣∣∣ 1j ≤ exp
{1

j
log ‖At · · ·At−j+1‖+

1

j
log+ |Bt−j |

}
p.s→ exp

{ 1

S
γS(A)

}
< 1 lorsque j →∞.

d’où la série (1.55) converge absolument presque sûrement par le test de Cauchy. Le
processus (Xt)t∈Z est strictement périodiquement stationnaire parce que pour chaque
t ∈ Z, Xt est une fonction mesurable de la suite ipd {(At, Bt)}t∈Z.

Notons que pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, la solution strictement stationnaire
(XnS+v)n∈Z de l’équation (1.51) est donnée par

XnS+v =
∞∑
j=0

j−1∏
i=0

A(n−i)S+vB(n−j)S+v (1.56)

La solution (Xt)t∈Z est unique pour l’équation (1.50), i.e., pour chaque v ∈ {0, . . . , S−1},
(XnS+v)n∈Z est unique pour l’équation (1.51). En effet, soit (Yt)t∈Z une autre solution
strictement périodiquement stationnaire de (1.50), i.e., (YnS+v)n∈Z est une autre solution
strictement stationnaire de (1.51), alors après n itérations de l’équation (1.51),

XnS+v − YnS+v = AnS+vA(n−1)S+v · · ·AS+v(Xv − Yv)

= AnS+vAnS+v−1 · · ·Av+1(Xv − Yv)
P→ 0,

ceci viens du fait que ‖AnS+vAnS+v−1 · · ·Av+1‖ → 0 p.s lorsque n→∞. Par conséquent,

YnS+v
d→ Xv, ∀v ∈ {0, · · ·S − 1} lorsque n → ∞. Puisque (YnS+v)n∈Z est strictement

stationnaire, alors sa distribution marginale est égale à celle de (XnS+v)n∈Z. Puisque
pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, le processus (XnS+v)n∈Z est l’unique solution stricte-
ment stationnaire de l’équation (1.51), alors le processus (Xt)t∈Z est l’unique solution
strictement périodiquement stationnaire de l’équation (1.50).

Pour l’équation aux récurrences stochastique

Xt = AtXt−1 +Bt, t ∈ N (1.57)

où {(At, Bt)}t∈N est une suite de variables aléatoires ipd de période S ∈ N∗ définie sur
le même espace de probabilité (Ω,F , P ) à valeurs dans Md(R)×Rd. L’équation (1.57)
peut s’écrire toujours sous la forme

XnS+v = AnS+vX(n−1)S+v + BnS+v, n ≥ 1, v ∈ {0, . . . S − 1}, (1.58)
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L’unique solution strictement périodiquement stationnaire de l’équation (1.57) est donnée
par le résultat suivant.

Théorème 1.4. Supposons que
∑S−1

j=0 E log+ ‖Aj‖ < ∞,
∑S−1

j=0 E log+ |Bj | < ∞. Si

γS(A) < 0, alors

1. XnS+v
d→ X(v), ∀v ∈ {0, . . . , S − 1}, avec {X(v), 0 ≤ v ≤ S − 1} satisfont

l’identité en distribution suivante

X(v) d
= AvX(v) + Bv, (1.59)

où X(v) et (Av,Bv) sont indépendantes, ∀v ∈ {0, . . . , S − 1}.
2. Pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, l’équation (1.59) admet une unique solution en

distribution qui est donnée par

X(v) d
=
∞∑
j=1

j−1∏
i=1

AiS+vBjS+v, (1.60)

où la série dans (1.60) converge absolument presque sûrement.

Si on choisit X0
d
= X(0), alors le processus (Xt)t∈N défini par l’équation (1.57) est

strictement périodiquement stationnaire.

Sans hypothèse supplémentaire, la condition suffisante du théorème 1.3 pour l’exis-
tence et l’unicité de la solution non-anticipative strictement périodiquement station-
naire de l’équation (1.50) n’est pas nécessaire. On a vu dans le cas d’une equation aux
récurrences stochastique univariée que si AnS+v = 1 p.s, alorsXnS+v = X(n−1)S+v, ∀n ∈
Z. Par conséquent, chaque processus strictement périodiquement stationnaire (Xt)t∈Z
est une solution de l’équation (1.50), en particulier XnS+v = Cv, ∀n ∈ Z, Cv ∈ R.
Pour éviter cette situation de dégénérescence, on introduit la condition d’irréductibilité
périodique de l’équation (1.50). Rappelons qu’un sous espace affine de Rd est la trans-
lation x+ V d’un sous espace V . Autrement dit.

Définition 1.1. Une partie H de Rd est dite sous-espace affine s’il existe un point
x ∈ H et un sous espace V ⊂ Rd tels que H = x+ V = {x+ v; v ∈ V }.

On définit les conditions pour l’irréductibilité périodique de l’équation (1.50).

Définition 1.2.

1. Pour v ∈ {0, . . . , S − 1}, un sous-espace affine Hv de Rd est dit invariant sous
l’équation (1.51), si {AS+vx+BS+v;x ∈ Hv} est contenu dans Hv p.s. Autrement
dit, un sous-espace affine H de Rd est dit invariant sous l’équation (1.50) le long
d’un certain canal v0 ∈ {0, . . . , S − 1}, si {AS+v0x+ BS+v0 ;x ∈ H} est contenu
dans H p.s.

2. Pour v ∈ {0, . . . , S− 1}, l’équation (1.51) est dite irréductible, si Rd est l’unique
sous-espace affine invariant sous l’équation (1.51). Autrement dit, l’équation
(1.50) est dite irréductible le long d’un certain canal v0 ∈ {0, . . . , S − 1}, si
Rd est l’unique sous-espace affine invariant le long du canal v0.

3. L’équation (1.50) est périodiquement irréductible si pour tout v ∈ {0, . . . , S− 1},
l’équation (1.51) est irréductible. Autrement dit, l’équation (1.50) est périodiquement
irréductible, si elle est irréductible le long de chaque canal v ∈ {0, . . . , S − 1}.
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Sous la condition d’irréductibilité périodique de l’équation (1.50), ce résultat qui
généralise le théorème de Bougerol et Picard [41], n’exige aucune condition sur les
espérances des parties positives des logarithmes de At et Bt.

Théorème 1.5. Supposons que l’équation (1.50) est périodiquement irréductible et ad-
met une solution non-anticipative strictement périodiquement stationnaire, alors

1.
∏k
i=0A−i → 0 p.s, lorsque k →∞.

2. Pour chaque v ∈ {0, . . . S − 1}, la série

XnS+v =
∞∑
k=0

k−1∏
i=0

A(n−i)S+vB(n−k)S+v (1.61)

converge presque sûrement et le processus ainsi défini (XnS+v)n∈Z est l’unique so-
lution non-anticipative strictement stationnaire de l’équation (1.51). Autrement
dit, la série

Xt =
∞∑
k=0

k−1∏
i=0

At−iBt−k

converge presque sûrement et le processus ainsi défini (Xt)t∈Z est l’unique solu-
tion non-anticipative strictement périodiquement stationnaire de l’équation (1.50).

Supposons que (Xt)t∈N est une solution non-anticipative strictement périodiquement
stationnaire de l’équation (1.57). Il est clair que le processus {(Xt, At, Bt)}t∈N est stric-
tement périodiquement stationnaire. Ce processus peut être étendu au processus stricte-
ment périodiquement stationnaire {(Xt, At, Bt)}t∈Z, ceci vient du fait que pour chaque
v ∈ {0, . . . , S − 1}, le processus strictement stationnaire {(XnS+v,AnS+v,BnS+v)}n∈N
peut être étendu au processus strictement stationnaire {(XnS+v,AnS+v,BnS+v)}n∈Z qui
vérifie l’équation (1.51) presque sûrement. Par conséquent, le processus étendu (Xt)t∈Z
est une solution non-anticipative strictement périodiquement stationnaire de l’équation
(1.50).

Notons que pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, on peut associer à chaque équation
(1.58) une châıne de Markov sur Rd. On pose Xv = x, alors à l’instant nS + v la châıne
sera à l’état XnS+v, où (XnS+v)n∈N est une solution de l’équation (1.51). Le noyau de

transition P
(S)
v de cette châıne de Markov est défini pour chaque x ∈ Rd et chaque

C ∈ B(Rd) par

P (S)
v (x,C) = P (XS+v ∈ C/Xv = x) = P (AS+vxv + BS+v ∈ C).

La distribution P
(S)
v -invariante de la châıne (XnS+v)n∈N est une mesure de proba-

bilité mv sur B(Rd) telle que

mv(C) =

∫
P (S)
v (x,C)dmv(x), C ∈ B(Rd). (1.62)

La solution non-anticipative strictement périodiquement stationnaire de l’équation

(1.50) est équivalente aux S distributions P
(S)
v -invariantes mv, 0 ≤ v ≤ S − 1 qui sont

liées par

mv(C) =

∫
P (Xv ∈ C/Xv−1 = x)dmv−1(x)

=

∫
P (Avx+Bv ∈ C)dmv−1(x), C ∈ B(Rd), 1 ≤ v ≤ S − 1.
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En effet, soit (Xt)t∈Z une solution non-anticipative strictement périodiquement sta-
tionnaire de (1.50) de S lois marginales mv, 0 ≤ v ≤ S − 1. La solution (Xt)t∈Z
est non-anticipative, alors pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, Xv est indépendante de
{(AnS+v,BnS+v)}n≥1 et pour chaque C ∈ B(Rd),

mv(C) = P (XS+v ∈ C) = P (AS+vXv + BS+v ∈ C)

=

∫
P (AS+vx+ BS+v ∈ C)dPXv(x)

=

∫
P (S)
v (x,C)dmv(x),

ceci montre que mv est une distribution P
(S)
v -invariante.

Inversement, pour chaque v ∈ {0, . . . , S−1}, soit mv une distribution P
(S)
v -invariante

dans le sens de la définition (1.62). Considérons S variables Xv, 0 ≤ v ≤ S − 1, qui
sont liées par l’équation Xv = AvXv−1 + Bv telles que Xv indépendante de la suite
{(AnS+v,BnS+v)}n≥1 et de loi mv. Pour n ≥ 1, on pose XnS+v = AnS+vX(n−1)S+v +

BnS+v, alors (XnS+v)n∈N est une châıne de Markov de noyau de transition P
(S)
v . Puisque

la loi mv de Xv est P
(S)
v -invariante, alors (XnS+v)n∈N est un processus strictement sta-

tionnaire et c’est une solution non-anticipative strictement stationnaire de l’équation
(1.58). Autrement dit (Xt)t∈N est une solution non-anticipative strictement périodique-
ment stationnaire de l’équation (1.57). Le processus (Xt)t∈N peut être étendu au proces-
sus strictement périodiquement stationnaire (Xt)t∈Z qui est une solution de l’équation
(1.50).

Lemme 1.8. Pour chaque v ∈ {0, . . . , S−1}, soit mv une distribution P
(S)
v -invariante,

alors le sous espace affine Hv de dimension minimale tel que mv(Hv) = 1 est invariant
sous l’équation (1.51).

Preuve. Pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, on a :

1 = mv(Hv) = P (XS+v ∈ Hv) = P (AS+vXv + BS+v ∈ Hv)

= E

(∫
IHv(AS+vx+ BS+v)dmv(x)

)

Si Lv =
{
x ∈ Rd;AS+vx + BS+v ∈ Hv, p.s

}
, alors mv(Lv) = 1 et le sous espace affine

Lv ∩ Hv est tel que mv(Lv ∩ Hv) = 1. Comme Hv est de dimension minimale, alors
on déduit que Hv ⊂ Lv et ceci montre que

{
AS+vx + BS+v;x ∈ Hv

}
⊂ Hv p.s et par

conséquent Hv est invariant sous l’équation (1.51).

Preuve du théorème 1.5. Soit Aff( d) l’ensemble des applications affines de Rd dans
Rd définies par

f(x) = Ax+ b, x ∈ Rd (1.63)

où A ∈ Md(R) et b ∈ Rd. L’ensemble Aff( d) est un espace vectoriel de dimension
d(d+ 1). La composition des applications affines définit un produit sur Aff( d). En effet,
si f(x) = Ax+ b et g(x) = Cx+ d, alors

(f ◦ g)(x) = ACx+Ad+ b.

Avec ce produit, Aff( d) est un semi-groupe topologique.
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Pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, soient les applications affines aléatoires FnS+v et
ΓnS+v, qu’on note aussi par la suite FωnS+v et ΓωnS+v, définies par :

FnS+v(x) = AnS+vx+ BnS+v, x ∈ Rd, n ∈ Z,
ΓnS+v = Fv ◦ F−S+v ◦ · · · ◦ F−nS+v, n ∈ N.

Soient µv la loi de Fv, µ
(v)
n la loi de ΓnS+v et νv =

∑∞
n=0 2−n−1µ

(v)
n qui sont des mesures

de probabilités sur l’espace Aff( d). On note par Sv le support topologique de νv qui est
un sous-semi-groupe fermé de Aff( d).

Puisque pour v ∈ {0, . . . , S − 1}, l’équation (1.51) est irréductible et admet une
solution non anticipative strictement stationnaire, alors pour chaque v ∈ {0, . . . , S−1},
il existe une distribution P

(S)
v -invariante mv qui n’est pas portée par un hyperplan affine,

c’est-à-dire n’est pas portée par un sous espace affine de dimension (d− 1).

Définition 1.3. Soit G un semi-groupe topologique. On dit que G agit sur l’espace
topologique B si on peut associer continuellement à chaque (g, x) dans G×B un élément
g • x de B de telle sorte que

(g1g2) • x = g1 • (g2 • x), g1, g2 ∈ G, x ∈ B.

Définition 1.4. Soit G un semi-groupe topologique agissant sur B. Si µ (resp ν) une

mesure de probabilité sur G (resp sur B), alors on note par µ
•∗ ν la distribution sur B

qui satisfait ∫
B
f(x)d(µ

•∗ ν)(x) =

∫
G

∫
B
f(g • x)dµ(g)dν(x)

pour toute fonction mesurable bornée f sur B. On dit que ν est µ-invariante si µ
•∗ ν = ν.

Pour chaque (f, x) ∈ Aff( d) × Rd, on associe le vecteur f(x) dans Rd, i.e., Aff( d)
agit sur Rd dans le sens de la définition 1.3. Donc pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1},
la distribution P

(S)
v -invariante mv est une distribution µv-invariante dans le sens de la

définition 1.4. On utilise le lemme suivant de Bougerol et Lacroix [44].

Lemme 1.9. Soit G un semi-groupe topologique agissant sur l’espace dénombrable
de cardinal 2nd localement compact B. Soit (Xn)n≥1 une suite d’éléments aléatoires
indépendantes de G de même distribution µ définis sur le même espace de probabilité
(Ω,F , P ). Si ν est µ-invariante sur B, alors pour chaque ω ∈ Ω0 tel que P (Ω0) = 1, il
existe une mesure de probabilité νω sur B telle que la suite

{X1(ω)X2(ω) · · ·Xn(ω)gν, n ≥ 1}

converge faiblement vers νω lorsque n→∞ pour toute g ∈ G0 tel que
λ(G0) =

∑∞
n=0 2−n−1µn(G0) = 1.

Par le lemme 1.9, il existe Ω0 ⊂ Ω tel que P (Ω0) = 1 et pour chaque ω ∈ Ω0,

ils existent des mesures de probabilités m
(ω)
v , 0 ≤ v ≤ S − 1, sur B(Rd) de propriétés

suivantes : pour chaque fonction bornée et continue φ : Rd → R,

lim
n→∞

∫
φ(ΓωnS+v(x))dmv(x) =

∫
φ(x)dm(ω)

v (x) (1.64)

et pour chaque v ∈ {0, . . . , S− 1}, il existe Aff( d)v ⊂ Aff( d) tel que νv(Aff( d)v) = 1 et
pour chaque f ∈ Aff( d)v,

lim
n→∞

∫
φ((ΓωnS+v ◦ f)(x))dmv(x) =

∫
φ(x)dm(ω)

v (x) (1.65)
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Soit Hω
v le plus petit sous espace affine de Rd tel que m

(ω)
v (Hω

v ) = 1. On utilise le lemme
suivant.

Lemme 1.10. Si pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, il existe une distribution P
(S)
v -

invariante mv qui n’est pas prtée par un hyperplan affine, alors pour chaque ω ∈ Ω0

, on a :

1. la suite {ΓωnS+v, n ≥ 1} est bornée dans l’espace vectoriel Aff(d).

2. pour n’importe quelle limite Γω∞(v) de la suite {ΓωnS+v, n ≥ 1}, on a :

— (a) l’ensemble {Γω∞(v) ◦ f, f ∈ Sv} est bornée

— (b) pour chaque f ∈ Sv, (Γω∞(v) ◦ f)(Rd) = Γω∞(v)(R
d) = Hω

v

Preuve. On fixe ω ∈ Ω0. Supposons que pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, la suite
{ΓωnS+v, n ≥ 1} n’est pas bornée, alors on peut trouver une sous suite {niS + v}i≥1 et
une application affine Γωv telle que

lim
i→∞
‖ΓωniS+v‖ = +∞ et lim

i→∞

ΓωniS+v

‖ΓωniS+v‖
= Γωv .

avec ‖.‖ est une norme sur l’espace vectoriel Aff( d).
Pour v ∈ {0, . . . , S − 1}, soit Hv = {x ∈ Rd; Γωv (x) = 0} et φ : Rd → R une fonction

continue . Si x n’appartient pas à Hv, alors ‖ΓωniS+v(x)‖ → +∞ et φ(ΓωniS+v(x)) → 0
lorsque i→ 0. Ceci implique que

lim
i→∞

∫
φ(ΓωniS+v(x))dmv(x) = lim

i→∞

∫
IHv(x)φ(ΓωniS+v(x))dmv(x) (1.66)

En utilisant la relation (1.64), on déduit que∣∣∣ ∫ φ(x)dm(ω)
v (x)

∣∣∣ ≤ mv(Hv) sup
x
|φ(x)| (1.67)

Puisque m
(ω)
v est une mesure de probabilité, alors mv(Hv) = 1. De plus, puisque la

distribution P
(S)
v -invariante mv n’est pas portée par un hyperplan affine, alors Hv est

égale à Rd. Donc Γωv (x) = 0, ∀x ∈ Rd, mais ceci contredit le fait que ‖Γωv ‖ = 1. Par
conséquent, la suite {ΓωnS+v, n ≥ 1} est bornée sur Aff( d).

Maintenant, pour v ∈ {0, . . . , S− 1}, soit Γω∞(v) la limite de la suite {ΓωnS+v, n ≥ 1},
alors par la relation (1.65), on déduit que pour chaque f ∈ Aff( d)v,∫

φ((Γω∞(v) ◦ f)(x))dmv(x) =

∫
φ(x)dm(ω)

v (x) (1.68)

pour toute fonction continue et bornée φ : Rd → R. L’égalité (1.68) est vérifiée pour
toute application affine f ∈ Sv parce que νv(Sv) = 1. Avec le même raisonnement qu’on
a utilisé dans la partie (i), on déduit (2)(a) de lemme 1.10, c’est-à-dire que pour chaque
v ∈ {0, . . . , S − 1}, l’ensemble {Γω∞(v) ◦ f, f ∈ Sv} est borné.

De la relation (1.68), on déduit que pour chaque f ∈ Sv,

m(ω)
v (C) = mv

{
x ∈ Rd; (Γω∞(v) ◦ f)(x) ∈ C

}
, C ∈ B(Rd) (1.69)

On pose C = Hω
v dans (1.69), alors puisque m

(ω)
v (Hω

v ) = 1, on déduit que mv est portée
par

{
x ∈ Rd; (Γω∞(v) ◦ f)(x) ∈ Hω

v

}
.
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Puisque pour chaque v ∈ {0, . . . , S−1}, la distribution P
(S)
v -invariante mv n’est pas

portée par un hyperplan affine, alors ceci implique que l’ensemble (Γω∞(v)◦f)(Rd) ⊂ Hω
v .

Maintenant, on pose C = (Γω∞(v) ◦ f)(Rd) dans (1.69), alors on déduit que

m(ω)
v

(
(Γω∞(v) ◦ f)(Rd)

)
= mv(Rd) = 1 = m(ω)

v (Hω
v ).

Puisque Hω
v est le plus petit sous espace affine qui vérifie m

(ω)
v (Hω

v ) = 1, alors on déduit
que (Γω∞(v) ◦f)(Rd) = Hω

v . Puisque par (1.64), les relations (1.65) et (1.68) sont vérifiées

pour l’application identité, f = IdRd , alors (Γω∞(v))(R
d) = Hω

v , ce qui montre (2)(b) de
lemme 1.10.

Pour la suite de la preuve du théorème 1.5, soit Ω1 = {ω ∈ Ω0; ΓωnS+v ∈ Sv, n ∈ N},
alors P (Ω1) = 1. Soit ω ∈ Ω1 et soit Γω∞(v) la limite de la suite {ΓωnS+v, n ≥ 1},
alors par le lemme 1.10, on déduit que l’ensemble Tv = {Γω∞(v) ◦ f, f ∈ Sv} est borné.

Comme pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, Γω∞(v) ∈ Sv et Sv est un sous semi groupe

fermé de Aff( d), alors l’ensemble Tv est aussi un semi groupe, sa fermeture Kv est un
semi groupe compact. Ceci implique que pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, il existe une
application affine hv ∈ Kv telle que hv ◦ hv = hv et Gv = {hv ◦ f ◦ hv, f ∈ Kv} est un
groupe compact. Pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, soit λv une mesure de Haar sur Gv
( voir Halmos [100]) telle que λv(Gv) = 1 et soit z ∈ Rd tel que

z =

∫
Gv

g(0)dλv(g).

Puisque la mesure de Haar est invariante sous la translation à gauche g(z) = z pour
toute application dans Gv. En particulier, pour f ∈ Sv,

(hv ◦ Γω∞(v) ◦ f ◦ hv)(z) = z (1.70)

Soit gv = hv◦Γω∞(v) et Vv un sous espace affine de Rd définie par Vv = {f(hv(z)); f ∈ Sv}.
Pour chaque f ∈ Sv, f(Vv) est inclus dans Vv. Puisque chaque équation (1.51) est
irréductible, alors Vv = Rd. Par conséquent, gv(Rd) = {z}. Puisque gv ∈ Sv, v ∈
{0, . . . , S − 1}, alors par le lemme 1.10 (b), on déduit que

Hω
v = (Γω∞(v) ◦ gv)(R

d) = Γω∞(v)({z})

Soit Zv(ω) = Γω∞(v)(z), alors par le lemme 1.10 (b), on déduit que Γω∞(v)(R
d) = {Zv(ω)}.

En d’autres termes, Γω∞(v) est une application affine qui satisfait Γω∞(v)(x) = Zv(ω), ∀x ∈
Rd, ceci montre que la suite {ΓωnS+v, n ∈ N} converge vers Γω∞(v). La suite {ΓωnS+v, n ∈ N}
converge vers Γω∞(v) pour chaque ω ∈ Ω1 et donc pour chaque x ∈ Rd,

lim
k→∞

k∏
i=0

A−iS+v x = lim
k→∞

(ΓkS+v(x)− ΓkS+v(0)) = 0 p.s, (1.71)

ce qui prouve (1) du théorème 1.5. De plus, pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1},

lim
m→∞

m∑
k=0

k−1∏
i=0

A−iS+vB−kS+v = lim
m→∞

ΓmS+v(0) = Zv p.s.

35
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Par stationnarité, pour chaque n ∈ Z, il existe ZnS+v telle que

lim
m→∞

m∑
k=0

k−1∏
i=0

A(n−i)S+vB(n−k)S+v = ZnS+v p.s. (1.72)

Maintenant, soit (Yt)t∈Z une solution strictement périodiquement stationnaire de l’équation
(1.50), alors pour chaque n ∈ N et chaque v ∈ {0, . . . , S − 1},

Yv = Fv(Y−S+v) = (Fv ◦ F−S+v ◦ · · ·F−nS+v)(Y(−n−1)S+v) = ΓnS+v(Y(−n−1)S+v),

qui implique

Yv − Zv = lim
n→∞

(
ΓnS+v(Y(−n−1)S+v)− ΓnS+v(0)

)
(1.73)

On a pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1},

∣∣ΓnS+v(Y(−n−1)S+v)− ΓnS+v(0)
∣∣ =

∣∣∣ n∏
i=0

A−iS+vY(−n−1)S+v

∣∣∣
≤

∥∥∥ n∏
i=0

A−iS+v

∥∥∥ |Y(−n−1)S+v|.

Par (1) du théorème 1.5,
∥∥∥∏n

i=0 A−iS+v

∥∥∥ → 0 p.s lorsque n → ∞. Puisque la loi de

Y(−n−1)S+v ne dépend pas de n, alors
∥∥∥ n∏
i=0

A−iS+v

∥∥∥ |Y(−n−1)S+v|
P→ 0 lorsque n→∞ et

par la relation (1.73), on déduit que Yv = Zv pour chaque v ∈ {0, . . . , S−1}. De la même
manière, on peut vérifier que pour chaque n ∈ Z, YnS+v = ZnS+v. Par conséquent, le
processus (ZnS+v)n∈Z défini par (1.72) est l’unique solution strictement stationnaire de
(1.51). Autrement dit, (Zn)n∈Z est l’unique solution strictement périodiquement sta-
tionnaire de (1.50).

Le résultat suivant qui généralise le théorème 2.5 de Bougerol et Picard [41] donne
les conditions nécessaires et suffisantes pour l’existence et l’unicité d’une solution non-
anticipative strictement périodiquement stationnaire de l’équation (1.50).

Théorème 1.6. Supposons que l’équation (1.50) est périodiquement irréductible et
S−1∑
i=0

E log+ ‖Ai‖ < ∞,
S−1∑
i=0

E log+ |Bi| < ∞, alors l’équation (1.50) admet une unique

solution non anticipative strictement périodiquement stationnaire si et seulement si l’ex-
posant de Lyapounov γS(A) est strictement négatif.

Preuve. Supposant qu’il existe une solution non anticipative strictement périodiqu
ement stationnaire de l’équation (1.50). Pour montrer que l’exposant de Lyapounov
associé à la suite ipd, (At)t∈Z est strictement négatif, on utilise ce résultat qui généralise
le Lemme 2.1 de Bougerol et Picard [42].

Lemme 1.11. Soit (Mn)n∈N une suite de matrices aléatoires ipd et supposons que∑S−1
v=0 E(log+ ‖Mv‖) <∞. Si

lim
n→∞

‖MnMn−1 . . .M1‖ = 0 p.s,

alors l’exposant de Lyapounov γS(M) associé à (Mn)n∈N est strictement négatif.
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Soit Mt la transposée de la matrice A−t, t ∈ Z, alors ‖MtMt−1 . . .M1‖ → 0 p.s
si et seulement si ‖A−1A−2 . . . A−t‖ → 0 p.s. L’exposant de Lyapounov associé à la
suite (Mt)t∈Z est aussi égale à γS(A). On a montré dans la preuve du théorème 1.5 que
A−1A−2 . . . A−t → 0 p.s lorsque t → ∞. Par le lemme 1.11, on déduit que γS(A) < 0.
Inversement, on a déjà démontré dans le théorème 1.3 que la condition γS(A) < 0
est suffisante pour l’existence et l’unicité d’une solution non-anticipative strictement
périodiquement stationnaire de l’équation (1.50).
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1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié l’équation aux récurrences stochastique uni-
latérale et bilatérale. Dans le cas unilatéral, nous avons montré que sous la condition
que l’exposant de Lyapounov associé à la suite des coefficients est strictement négatif,
le processus stochastique défini par l’équation aux récurrences stochastique converge en
distribution vers des variables aléatoires indépendamment du choix de la variable initiale
qui est indépendante de la suite des coefficients. Nous avons montré que lorsqu’on fixe
les variables initiales égales en distribution aux variables limites, le processus stochas-
tique défini par l’équation aux récurrences stochastique est strictement périodiquement
stationnaire. Nous avons montré que sous des conditions supplémentaires sur les mo-
ments des coefficients de l’équation aux récurrences stochastique, les variables limites
ont des moments d’ordres supérieurs finis. Dans le cas bilatéral, nous avons montré que
la condition suffisante pour que l’équation aux récurrences stochastique bilatérale ad-
mette une unique solution non-anticipative strictement périodiquement stationnaire est
que l’exposant de Lyapounov associé à la suite des coefficients soit strictement négatif.
Nous avons montré que sous la condition supplémentaire que l’équation aux récurrence
stochastique est périodiquement irréductible, la condition suffisante pour l’existence de
la solution non-anticipative strictement périodiquement stationnaire est aussi nécessaire.
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Chapitre 2

Théorie du Renouvellement et
Comportement des queues

2.1 Introduction

Le comportement asymptotique des queues de la distribution marginale de la solu-
tion stationnaire de l’équation aux récurrences stochastique Xt = AtXt1 + Bt, t ∈ Z, a
été étudié par Kesten [105], Goldie [93], Grey [96] et Grincevičius [97] lorsque (At, Bt)t∈Z
est une suite i.i.d. Dans le cas où les variables At sont des matrices et Bt sont des vec-
teurs, Kesten [105] a établi un théorème de renouvellement qu’il a utilisé pour démontrer
que dans le cas où (At)t∈Z sont des matrices aléatoires positives, la distribution station-
naire est à variation régulière. Dans le cas où (At)t∈Z et (Bt)t∈Z sont des variables
aléatoires à valeurs dans R, Goldie [93] démontre un théorème de renouvellement impli-
cite spécifique qu’il a utilisé pour montrer que la distribution stationnaire est à variation
régulière. Dans cette partie, on généralise le théorème de renouvellement et le théorème
de variation régulière de Goldie [93] pour le cas d’une suite (At, Bt)t∈Z i.p.d.

2.2 Théorie de renouvellement

Considérons une suite (Xn)n≥1 de variables aléatoires positives i.i.d de même dis-
tribution de probabilité F avec F (0) = 0. Les variables Xn représentent les durées de
vie d’une pièce dans une machine. La durée de fonctionnement de la machine après n
renouvellements de la pièce est représentée par le processus de renouvellement (Sn)n∈N
défini par :

Sn =

n∑
k=1

Xk.

Par convention S0 = 0 et l’indice 0 est considéré comme le renouvellement numéro zéro.
Le processus de comptage (Nt)t≥0 qui représente le nombre de renouvellements de

la pièce dans l’intervalle de temps [0, t] est défini en fonction du processus de renouvel-
lement par :

Nt =
∞∑
n=0

1{Sn≤t}.

On associe au processus de comptage (Nt)t≥0 une fonction de renouvellement qu’on note
par U(t), t ≥ 0, définie par :

U(t) = E(Nt), t ≥ 0.
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La fonction de renouvellement U(t) peut être écrite sous la forme suivante :

U(t) =
∞∑
n=0

F (n)(t), t ≥ 0,

où F (n) est la distribution de probabilité de Sn, avec F (0) = δ0 la mesure de Dirac en
0 et pour chaque n ≥ 1, F (n) = F ∗ F (n−1) sont les itérées successives de F pour le
produit de convolution ∗.

2.2.1 Théorème de renouvellement à support positif

L’objectif du théorème de renouvellement est d’étudier le comportement asympto-
tique de la fonction de renouvellement U(t) lorsque t tend vers l’infini. Ce problème est
lié au comportement asymptotique de la solution Z de l’équation de renouvellement

Z(t) = z(t) +

∫ t

0
Z(t− x)F (dx), t > 0, (2.1)

où z est une fonction mesurable et bornée sur des intervalles finis, Z est une fonction
positive inconnue et F est une mesure de probabilité à support dans R+, avec F (0) = 0
et d’espérance

m =

∫ ∞
0

xF (dx) =

∫ ∞
0

(1− F (x))dx ≤ ∞

.
L’équation (2.1) peut s’écrire dans la forme d’équation de convolution suivante

Z = z + F ∗ Z.

Le théorème suivant donne la solution de l’équation de renouvellement (2.1) qui s’écrit
en fonction de la fonction de renouvellement U (voir W. Feller [74]).

Théorème 2.1.

1. U(t) <∞ pour tout t ≥ 0,

2. Si z est bornée, alors la fonction

Z(t) =

∫ t

0
z(t− x)U(dx), t > 0 (2.2)

est l’unique solution de l’équation de renouvellement (2.1) qui est bornée sur des
intervalles finis.
Avec la convention que Z(t) = z(t) = 0 pour t < 0, on peut écrire la solution de
l’équation de renouvellement (2.1) dans la forme Z = U ∗ z.

Le comportement asymptotique de la fonction de renouvellement U dépend de la
nature de la mesure de probabilité F , c’est-à-dire selon que F soit arithmétique ou
non-arithmétique.

Définition 2.1. Une mesure de probabilité F sur (R,B(R)) est dite arithmétique si elle
est concentrée sur l’ensemble de points de la forme 0,±λ,±2λ, . . . ,. Autrement dit, si
son support est contenu dans λZ. Le plus grand λ avec cette propriété s’appelle le pas
de F .

Le théorème suivant donne la première forme du théorème de renouvellement qui
traite le comportement asymptotique de la fonction de renouvellement pour des mesures
de probabilités F quelconques à support dans R+ (voir W. Feller [74]).
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Théorème 2.2.

1. Si F n’est pas arithmétique, alors pour tout h > 0,

U(t)− U(t− h)→ h

m
, t→∞.

2. Si F est arithmétique, alors on a la même limite seulement lorsque h est un
multiple du pas λ.

Avant de donner la deuxième forme générale du théorème de renouvellement qui
traite le comportement asymptotique de la solution Z de l’équation de renouvellement
(2.1), on donne quelques cas particuliers.

On suppose que la mesure de probabilité F n’est pas arithmétique et d’espérance
m < ∞. Si z(t) = 1 pour t ∈ [a, b[, 0 ≤ a < b < ∞, et z(t) = 0 si t /∈ [a, b[, alors le
comportement asymptotique de la solution Z est donné par

Z(t) = U(t− a)− U(t− b)→ b− a
m

, t→∞. (2.3)

Si la fonction z est étagé sur [0,∞[ : Soit I1, . . . , In des intervalles dans [0,∞[ deux-
à-deux disjoints de longueurs finies l1, . . . , ln avec z prend les valeurs a1, . . . , an sur
I1, . . . , In et nulle en dehors de ces intervalles, alors

Z(t)→ 1

m

n∑
k=1

aklk =
1

m

∫ ∞
0

z(x)dx. (2.4)

L’intégrale de Riemann d’une fonction z est définie en termes d’approximation de fonc-
tions étagées et par conséquent la relation (2.4) sera vérifiée à chaque fois que z est
Riemann intégrable. La définition d’une fonction directement Riemann intégrable est la
suivante.

Définition 2.2. Soit z une fonction définie de R dans R. Pour h > 0 et k ∈ Z, soient mk

et mk, le plus grand et le plus petit nombres qui vérifient mk ≤ z(t) ≤ mk, (k− 1)h ≤
t < kh, alors la fonction z est dite directement Riemann intégrable (D.R.I) si les deux
séries de Riemann suivantes

σ = h
∑
k∈Z

mk, σ = h
∑
k∈Z

mk. (2.5)

sont finies et tendent vers la même limite quand h tend vers zéro.

Pour h > 0, on pose zk(t) = 1 si (k − 1)h ≤ t < kh, zk(t) = 0 sinon et on définit les
deux séries,

z =
∑
k∈Z

mkzk, z =
∑
k∈Z

mkzk,

alors l’intégrale de la fonction z est la limite commune quand h tend vers zéro des
intégrales de z et z. Soit Zk la solution de l’équation de renouvellement (2.1) correspon-
dante à zk, alors les solutions de (2.1) correspondantes aux fonctions z et z sont

Z =
∑
k∈Z

mkZk, Z =
∑
k∈Z

mkZk.

Par le théorème de renouvellement, on a Zk(t) → h/m, t → ∞ pour chaque k et par
conséquent,

Z(t)→ σ

m
et Z(t)→ σ

m
, t→∞.
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Si z est directement Riemann intégrable, alors

Z(t)→ 1

m

∫ ∞
0

z(x)dx, t→∞. (2.6)

Si F est arithmétique avec un pas λ, la solution de l’équation de renouvellement (2.1)
est de la forme

Z(t) =
∑
k∈Z

z(t− kλ)uk,

où uk → λ
m . On peut vérifier que pour chaque t ∈ R,

Z(t+ nλ)→ λ

m

∞∑
i=1

z(t+ iλ), n→∞, (2.7)

pourvu que le serie converge qui est le cas lorsque la fonction z est directement
Riemann intégrable. On a ainsi la deuxième forme du théorème de renouvellement qui
traite le comportement asymptotique de la solution Z de l’équation de renouvellement
(2.1) (voir W. Feller [74]).

Théorème 2.3. Supposons que z est une fonction directement Riemann intégrable,
alors la solution Z de l’équation de renouvellement (2.1) satisfait (2.6) si F n’est pas
arithmétique et satisfait (2.7) si F est arithmétique.

2.2.2 Théorème de renouvellement à support dans R

Supposons maintenant que la mesure de probabilité F vérifie F (] − ∞, 0[) > 0,
F (]0,∞[) > 0 et F n’est pas arithmétique. La définition d’une mesure de probabilité
transiente est la suivante (voir W. Feller [74]).

Définition 2.3. La mesure de probabilité F est dite transiente si U(I) =
∑∞

n=0 F
(n)(I)

est finie pour chaque intervalle fini.

Dans ce cas, l’équation de renouvellement est définie par :

Z(t) = Z(t) = z(t) + F ∗ Z(t) = z(t) +

∫ ∞
−∞

Z(t− x)F (dx). (2.8)

Le théorème de renouvellement dans ce cas est donné comme suit (voir Feller [74]).

Théorème 2.4.

1. Si F est d’espérance m > 0, alors pour chaque intervalle fini I de longueur h > 0,
on a

U(I + t)→ h

m
, t→∞,

U(I + t)→ 0, t→ −∞.

2. Si F est transiente sans espérance, alors U(I + t) → 0, t → ±∞ pour tout
intervalle fini.

La convolution U ∗ z n’est pas toujours définie et même si elle définie, ce n’est pas
la seule solution de l’équation de renouvellement (2.8).

Le théorème suivant donne une solution particulière de l’équation de renouvellement
(2.8) (voir Feller [74]).
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Théorème 2.5. Soit z une fonction continue et 0 ≤ z(t) ≤ α pour t ∈ Ih =]− h, h[ et
z(t) = 0 en dehors de Ih. Si F est transiente, alors

Z(t) =

∫ ∞
−∞

z(t− x)U(dx)

est une solution absolument continue de l’équation de renouvellement (2.8) avec

0 ≤ Z(t) ≤ α.U(I2h).

La fonction Z atteint son maximum dans un point dans Ih.

Lorsqu’une solution particulière Z de l’équation de renouvellement (2.8) est bien
définie, alors cette solution particulière vérifie le résultat du théorème 2.3, i.e

Z(t)→ 1

m

∫ ∞
−∞

z(x)dx, t→∞.

2.3 Théorie du renouvellement implicite périodique

Dans cette partie, on étudie le comportement des queues de la solution strictement
périodiquement stationnaire de l’équation aux récurrences stochastiques

Xt = AtXt−1 +Bt, t ∈ N∗, (2.9)

avec (At, Bt)n∈N est une suite i.p.d. Rappelons que l’équation (2.9) peut s’écrire sous
la forme suivante

XnS+v = AnS+vX(n−1)S+v + BnS+v, n ∈ N∗, v ∈ {0, . . . , S − 1}, (2.10)

avec AnS+v =
∏S−1
i=0 AnS+v−i, BnS+v =

∑S−1
j=0

∏j−1
i=0 AnS+v−iBnS+v−j et pour chaque

v ∈ {0, . . . , S − 1}, la suite (AnS+v,BnS+v)n∈N est i.i.d. Les conditions et les propriétés
de la suite i.p.d (At)n∈N des coefficients de l’équation aux récurrences stochastique (2.9)
sont données par la proposition suivante qui généralise le lemme 2.2 de Goldie [93].

Proposition 2.1. Soit (An)n∈N une suite i.p.d telle qu’il existe un certain α > 0 qui
vérifie

E(|Av|α) = E
(∣∣∣ S−1∏

i=0

Ai

∣∣∣α) =
S−1∏
i=0

E(|Ai|α) = 1, (2.11)

E(|Av|α log+ |Av|) ≤ E
( S−1∏
i=0

|Ai|α
S−1∑
i=0

log+ |Ai|
)
<∞, (2.12)

et la loi conditionnelle de log |Av|
(
i.e

S−1∑
i=0

log |Ai|
)

sachant

Av 6= 0
(
i.e

S−1∏
i=0

Ai 6= 0
)

est non arithmétique, (2.13)

alors on a les résultats suivants

−∞ ≤ E(log |Av|) =

S−1∑
i=0

E(log |Ai|) = γS(A) < 0, (2.14)

et 0 < m = E(|Av|α log |Av|) = E
( S−1∏
i=0

|Ai|α
S−1∑
i=0

log |Ai|
)
<∞. (2.15)
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Preuve. Puisque les variables Av, v ∈ {0, ..., S − 1}, ont la même loi que la variable∏S−1
v=0 Av, alors par la suite dans cette démonstration, on utilise la variable Av au lieu

d’écrire à chaque fois
∏S−1
v=0 Av. On pose Y (v) = log |Av| ∈ [−∞,+∞[. En utilisant la

convention que 0a log 0 = 0 pour tout a ≥ 0, alors

E(|Av|x log− |Av|) = E(exY
(v)

log− eY
(v)

)

= E(|Y (v)|exY (v)
1Y (v)<0) <∞, ∀x > 0. (2.16)(

log− eY
(v)

= max(0,− log eY
(v)

) = − log eY
(v)

= −Y (v), si Y (v) < 0

)
.

La transformation de Laplace-Steiljis de Y (v) est donnée comme suit

fv(x) = E(1Av 6=0|Av|x) = E(1Y (v)>−∞e
xY (v)

)

Sous la condition (2.11), la fonction fv(x) est finie et continue sur [0, α]. De la relation
(2.12) et (2.16), on a

E(|Av|x log |Av|) = E(|Av|x log+ |Av|)− E(|Av|x log− |Av|) <∞,

et on déduit que fv(x) a une dérivée finie sur ]0, α[, f ′v(x) = E(|Av|x log |Av|). La fonction
fv(x) a une deuxième dérivée finie sur ]0, α[ donnée par f ′′v (x) = E(|Av|x log2 |Av|). La
condition (2.11) implique que P (Av 6= 0) > 0, ainsi la condition (2.13) a un sens et
implique que P (|Av| ∈ {0, 1}) < 1. Par conséquent, f ′′v (x) > 0 dans l’intervalle ]0, α[
et donc fv est convexe dans [0, α]. Si P (Av = 0) = 0, alors fv(0) = fv(α) et comme
fv(x) est convexe alors f ′v(0) = E(log |Av|) < 0. D’autres parts, si P (Av = 0) > 0, alors
E(log |Av|) = −∞ parce que E(log+ |Av|) < ∞, ceci vient de (2.12). Finalement, la
relation ((2.14)) est vérifiée dans les deux cas.

Par les relations (2.12) et (2.16), on déduit (2.15). En effet,

E(|Av|α log |Av|) = E(|Av|α log+ |Av|)− E(|Av|α log− |Av|) <∞

Notons que E(|Av|α log |Av|) = f ′v(α) > 0, gràce à la convixité de fv.

2.3.1 Théorème de renouvellement implicite périodique

Le théorème de renouvellement implicite périodique suivant qui généralise le théorème
2.3 de Goldie [93] montre que lorsque la suite (At)t∈N indépendantes périodiquement
distribuées des coefficients de l’équation aux récurrences stochastique (2.9) vérifient les
conditions de la proposition 2.1 et que l’équation (2.9) admet une solution strictement
périodiquement stationnaire (Xt)t∈N telle que les queues des S distributions marginales
vérifient certaines conditions d’intégrabilité, alors ces S distributions marginales sont à
variations régulières d’indice de variation égale à α avec

∏S−1
v=0 E|Av|α = 1.

Théorème 2.6. Supposons que la suite i.p.d (An)n∈N satisfait les conditions de la
proposition 2.1 et l’équation (2.9) admet une solution strictement périodiquement sta-
tionnaire (Xn)n∈N, alors les S distributions marginales vérifient.
Cas 1 : Supposons que

∏S−1
v=0 Av ≥ 0 p.s. Si pour tout v ∈ {0, . . . , S − 1},∫ ∞

0

∣∣P (X(v) > t)− P (AvX(v) > t)
∣∣tα−1dt <∞, (2.17)
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respectivement,∫ ∞
0

∣∣P (X(v) < −t)− P (AvX(v) < −t)
∣∣tα−1dt <∞, , (2.18)

alors,

P (X(v) > t) ∼ C
(v)
+ t−α, t→∞, (2.19)

respectivement,

P (X(v) < −t) ∼ C
(v)
− t−α, t→∞, (2.20)

où

C
(v)
+ =

1

m

∫ ∞
0

[
P (X(v) > t)− P (AvX(v) > t)

]
tα−1dt, (2.21)

C
(v)
− =

1

m

∫ ∞
0

[
P (X(v) < −t)− P (AvX(v) < −t)

]
tα−1dt. (2.22)

Cas 2 : Supposons que P (
∏S−1
v=0 Av < 0) > 0. Si les conditions (2.17) et (2.18)

sont satisfaites, alors les relations (2.19) et (2.20) sont vérifiées, avec pour chaque
v ∈ {0, . . . , S − 1},

C
(v)
+ = C

(v)
− =

1

2m

∫ ∞
0

[
P (|X(v)| > t)− P (|AvX(v)| > t)

]
tα−1dt. (2.23)

Dans les deux cas, lorsque les conditions (2.17) et (2.18) sont satisfaites, alors pour
chaque v ∈ {0, . . . , S − 1},

C(v) = C
(v)
+ + C

(v)
− =

1

m

∫ ∞
0

[
P (|X(v)| > t)− P (|AvX(v)| > t)

]
tα−1dt. (2.24)

Preuve. Pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, on pose :

Y
(v)
k = log |Av+kS | =

S−1∑
i=0

log |Ai+v+kS |
d
=

S−1∑
i=0

log |Ai|,

V
(v)
k = log

∣∣∣ k∏
j=1

Av+jS

∣∣∣ =
k∑
j=1

Y
(v)
j

d
=

kS∑
i=1

log |Ai|,

r(v)(t) = eαtP
(
X(v) > et

)
,

δ(v)
n (t) = eαtP

( n∏
j=1

Av+jSX
(v) > et

)
.
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Cas 1 : Si
∏S−1
v=0 Av ≥ 0 p.s. Pour n ∈ N∗, t ∈ R et v ∈ {0, . . . , S − 1}, on définit

P (X(v) > et) =

n∑
k=1

[
P
( k−1∏
j=1

Av+jSX
(v) > et

)
− P

( k∏
j=1

Av+jSX
(v) > et

)]
+

P
( n∏
j=1

Av+jSX
(v) > et

)
=

n∑
k=1

[
P
(
eV

(v)
k−1X(v) > et

)
− P

(
eV

(v)
k−1AvX(v) > et

)]
+

P
(
eV

(v)
n X(v) > et

)
=

n−1∑
k=0

∫
R

[
P (X(v) > et−x)− P (AvX(v) > et−x)

]
P (V

(v)
k ∈ dx) +

P
(
eV

(v)
n X(v) > et

)
L’intervalle d’intégration ne contient pas−∞même si P (V

(v)
k = −∞) peut être supérieure

strictement à zéro.
Soient

g
(v)
1 (t) = eαt

(
P (X(v) > et)− P (AvX(v) > et)

)
, v ∈ {0, . . . , S − 1},

νn(dt) = eαt
n∑
k=0

P (V
(v)
k ∈ dt), v ∈ {0, . . . , S − 1}.

En termes de g
(v)
1 et νn, on peut écrire r(v) comme suit.

r(v)(t) = g
(v)
1 ∗ νn−1(t) + δ(v)

n (t), t ∈ R, n ∈ N∗, v ∈ {0, . . . , S − 1}.

En effet, v ∈ {0, . . . , S − 1},

g
(v)
1 ∗ νn−1(t) =

∫
R
g

(v)
1 (t− x)νn−1(dx) =

∫
R
g

(v)
1 (t− x)eαx

n−1∑
k=0

P (V
(v)
k ∈ dx)

=

∫
R
eα(t−x)

[
P (X(v) > et−x)− P (AvX(v) > et−x)

]
×

eαx
n−1∑
k=0

P (V
(v)
k ∈ dx)

= eαt
n−1∑
k=0

∫
R

[
P (X(v) > et−x)− P (AvX(v) > et−x)

]
P (V

(v)
k ∈ dx)

= eαt
n−1∑
k=0

∫
R

[
P (X(v) > et−x)− P (AvX(v) > et−x)

]
P (V

(v)
k ∈ dx) +

eαtP (eV
(v)
n X(v) > et)− eαtP (eV

(v)
n X(v) > et)

= r(v)(t)− δ(v)
n (t).

Donc,

r(v)(t) = g
(v)
1 ∗ νn−1(t) + δ(v)

n (t), t ∈ R, n ∈ N∗, v ∈ {0, . . . , S − 1}.
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On applique à la fonction r(v) l’opérateurˇdéfini comme suit

f̌(t) =

∫ t

−∞
e−(t−x)f(x)dx.

Pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, on a

(g
(v)
1 ∗ νn−1)ˇ(t) =

∫ t

−∞
e−(t−x)g

(v)
1 ∗ νn−1(x)dx

=

∫ t

−∞
e−(t−x)

(∫
R
g

(v)
1 (x− y)νn−1(dy)

)
dx

=

∫
R
νn−1(dy)

∫ t

−∞
e−(t−x)g

(v)
1 (x− y)dx

=

∫
R
νn−1(dy)

∫ t−y

−∞
e−(t−y−x)g

(v)
1 (x)dx = ǧ1

(v) ∗ νn−1(t).

Donc, (g
(v)
1 ∗ νn−1)̌(t) = ǧ1

(v) ∗ νn−1(t) et par conséquent,

ř(v)(t) = ǧ1
(v) ∗ νn−1(t) + δ̌(v)

n (t), t ∈ R, n ∈ N∗, v ∈ {0, . . . , S − 1}. (2.25)

Soit
η(dx) = eαxP (Y

(v)
1 ∈ dx), v ∈ {0, . . . , S − 1}.

Par les conditions (2.11), (2.12) et (2.13) de la proposition 2.1, on déduit que η(dx) est
une loi de probabilité non-arithmétique sur R d’espérance m ∈]0,∞[. En effet,∫

R
uη(du) =

∫
R
ueαuP (Y

(v)
1 ∈ du) =

∫ ∞
0

xα log xP (|Av| ∈ dx)

= E(|Av|α log |Av|) = m <∞.

La fonction de renouvellement associée à η(dx) est

ν(dt) =
∞∑
n=0

η(n)(dt) =
∞∑
n=0

eαtP (V (v)
n ∈ dt).

En utilisant le fait que la mesure de renouvellement ν vérifie la propriété

ν(t) <∞, ∀t ∈ R, (parce quem 6= 0).

on déduit que pour chaque fonction f directement Riemann intégrable sur R,

|f | ∗ ν(t) =

∫
R
|f(t− x)|ν(dx)

=

∫
R
|f(t− x)|

∞∑
k=0

eαxP (V
(v)
k ∈ dx)

=

∞∑
k=0

∫
R
|f(t− x)|eαxP (V

(v)
k ∈ dx) <∞

pour chaque t ∈ R.

Pour montrer que ǧ
(v)
1 est directement Riemann intégrable, on utilise le lemme sui-

vant ( lemme 9.2 dans Goldie [93]).
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Lemme 2.1. Si f ∈ L1(R), alors f̌ est directement Riemann intégrable.

Maintenant par la condition (2.17) du théorème 2.6 et le lemme 2.1, on déduit que

ǧ
(v)
1 est directement Riemann intégrable, ∀v ∈ {0, . . . , S − 1}. En effet,∫ +∞

−∞
|g(v)

1 (t)|dt =

∫ +∞

−∞
eαt
∣∣P (X(v) > et)− P (AvX(v) > et)

∣∣dt
=

∫ ∞
0

∣∣P (X(v) > y)− P (AvX(v) > y)
∣∣yα−1dy <∞,

c’est-à-dire g
(v)
1 ∈ L1(R), ∀v ∈ {0, . . . , S − 1}. Par le lemme 2.1, on déduit que ǧ

(v)
1 est

directement Riemann intégrable. De plus, puisque la mesure de renouvellement ν vérifie

la propriété que ν(t) <∞, t ∈ R et que ǧ
(v)
1 est directement Riemann intégrable, alors

pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1} et chaque t ∈ R,

|ǧ(v)
1 | ∗ ν(t) =

∫
R
|ǧ(v)

1 (t− x)|ν(dx)

=

∫
R
|ǧ(v)

1 (t− x)|
∞∑
k=0

eαxP (V
(v)
k ∈ dx) <∞.

Puisqu’on intègre par rapport à la mesure P (V
(v)
k ∈ dx), alors

|ǧ(v)
1 | ∗ ν(t) = E

( ∞∑
k=0

eαV
(v)
k |ǧ(v)

1 (t− V (v)
k )|

)
<∞, ∀v ∈ {0, ..., S − 1}.

Par le théorème de Fubini-Tonelli, les espérances

E

( ∞∑
k=0

eαV
(v)
k ǧ

(v)
1 (t− V (v)

k )

)
, v ∈ {0, ..., S − 1}

existent et on peut inter changer l’espérance et la somme. Par conséquent,

E

( ∞∑
k=0

eαV
(v)
k ǧ

(v)
1 (t− V (v)

k )

)
=

∞∑
k=0

E(eαV
(v)
k ǧ

(v)
1 (t− V (v)

k ))

= lim
n→∞

n∑
k=0

E(eαV
(v)
k ǧ

(v)
1 (t− V (v)

k )),

c’est-à-dire

ǧ
(v)
1 ∗ ν(t) = lim

n→∞
ǧ

(v)
1 ∗ νn(t), t ∈ R, ∀v ∈ {0, . . . , S − 1}.

Donc, en utilisant la relation (2.25), on déduit que

ř(v) = ǧ
(v)
1 ∗ ν, ∀v ∈ {0, . . . , S − 1}. (2.26)

pourvu que pour chaque t ∈ R, δ̌
(v)
n (t) → 0 lorsque n → ∞, ∀v ∈ {0, . . . , S − 1} qui

est vérifiée grâce au théorème de convergence dominée et le fait que δ
(v)
n (t)→ 0 lorsque

n→∞, ∀v ∈ {0, . . . , S − 1}. En effet, pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1},

lim
n→∞

δ(v)
n (t) = lim

n→∞
eαtP (eV

(v)
n X(v) > et)

= eαtP ( lim
n→∞

eV
(v)
n X(v) > et)

= eαtP ( lim
n→∞

e
∑n
i=1 Y

(v)
i X(v) > et) = 0, (Y

(v)
i sont iid et E(Y (v)) < 0).
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lim
n→∞

δ̌(v)
n (t) = lim

n→∞

∫ t

−∞
e−(t−x)δ(v)

n (x)dx

= lim
n→∞

∫ t

−∞
e−(t−x)eαxP (eV

(v)
n X(v) > ex)dx

=

∫ t

−∞
lim
n→∞

e−(t−x)eαxP (eV
(v)
n X(v) > ex)dx = 0, (V (v)

n → −∞ p.s).

On applique le théorème de renouvellement 2.3 à la relation (2.26), avec pour chaque

v ∈ {0, . . . , S − 1}, ř(v) = ǧ
(v)
1 ∗ ν est l’unique solution de l’équation de renouvellement

ř(v) = η ∗ ř(v) + ǧ
(v)
1 ,

avec ν est la mesure de renouvellement (fonction de renouvellement) définie par

ν =
∞∑
n=0

η(n),

on déduit que

ř(v)(t)→ 1

m

∫
R
ǧ

(v)
1 (x)dx lorsque t→∞, v ∈ {0, . . . , S − 1}.

Pour vérifier la relation (2.19), on utilise le lemme suivant ( lemme 9.3 dans Goldie [93]).

Lemme 2.2. Si pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1},∫ t

0
xαP (X(v) > x)dx ∼ C(v)

+ t, t→∞,

alors
P (X(v) > t) ∼ C(v)

+ t−α, t→∞.

Par le lemme 2.2, on déduit que la relation (2.19) du théorème 2.6 est vérifiée. En
effet, on a

ř(v)(t) =

∫ t

−∞
e−(t−x)r(v)(x)dx

=

∫ t

−∞
e−(t−x)eαxP (X(v) > ex)dx

=

∫ et

0
ye−tyαP (X(v) > y)y−1dy

=

∫ et

0
e−tyαP (X(v) > y)dy

= e−t
∫ et

0
yαP (X(v) > y)dy

→ C
(v)
+ , t→∞, ∀v ∈ {0, . . . , S − 1}

c’est-à-dire, ∫ et

0
yαP (X(v) > y)dy ∼ C(v)

+ et, t→∞, ∀v ∈ {0, . . . , S − 1}.
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Par conséquent, P (X(v) > t) ∼ C(v)
+ t−α, t→∞, ∀v ∈ {0, . . . , S − 1}.

D’autres parts,

ř(v)(t) = e−t
∫ et

0
yαP (X(v) > y)dy → 1

m

∫
R
ǧ

(v)
1 (x)dx, t→∞, ∀v ∈ {0, . . . , S − 1}

c’est-à-dire∫ et

0
yαP (X(v) > y)dy ∼ et 1

m

∫
R
ǧ

(v)
1 (x)dx, t→∞, ∀v ∈ {0, . . . , S − 1}.

Par identification, on a pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1},

C
(v)
+ =

1

m

∫
R
ǧ

(v)
1 (x)dx

=
1

m

∫
R
g

(v)
1 (x)dx

=
1

m

∫
R
eαx
(
P (X(v) > ex)− P (AvX(v) > ex)

)
dx

=
1

m

∫ ∞
0

yα
(
P (X(v) > y)− P (AvX(v) > y)

)
y−1dy

=
1

m

∫ ∞
0

yα−1
(
P (X(v) > y)− P (AvX(v) > y)

)
dy.

Cas 2a :P (
∏S−1
v=0 Av > 0) > 0 et P (

∏S−1
v=0 Av < 0) > 0. Dans ce cas, pour tout

v ∈ {0, . . . , S − 1},
k∏
j=1

AjS+v = eV
(v)
k , si

k∏
j=1

AjS+v > 0 et

k∏
j=1

AjS+v = −eV
(v)
k , si

k∏
j=1

AjS+v < 0.

Comme dans le cas 1 : On a pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1},

P (X(v) > et) =
n∑
k=1

[
P
( k−1∏
j=1

AjS+vX
(v) > et

)
− P

( k∏
j=1

AjS+vX
(v) > et

)]
+

P
( n∏
j=1

AjS+vX
(v) > et

)
=

n−1∑
k=0

[
P
( k∏
j=1

AjS+vX
(v) > et

)
− P

( k∏
j=1

AjS+vAvX(v) > et
)]

+

P
( n∏
j=1

AjS+vX
(v) > et

)
=

n−1∑
k=0

[
P
(
X

(v)
k = 1, eV

(v)
k X(v) > et

)
−

P
(
X

(v)
k = 1, eV

(v)
k AvX(v) > et

)]
+

n−1∑
k=0

[
P
(
X

(v)
k = −1,−eV

(v)
k X(v) > et

)
−

P
(
X

(v)
k = −1,−eV

(v)
k AvX(v) > et

)]
+

P
( n∏
j=1

AjS+vX
(v) > et

)
.
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Chapitre 2 : Théorie du renouvellement et Comportement des queues

Donc, on a :

P (X(v) > et) =
n−1∑
k=0

[
P
(
X

(v)
k = 1, X(v) > et−V

(v)
k
)
−

P
(
X

(v)
k = 1,AvX(v) > et−V

(v)
k
)]

+

n−1∑
k=0

[
P
(
X

(v)
k = −1, X(v) < −et−V

(v)
k
)
−

P
(
X

(v)
k = −1,AvX(v) < −et−Vk

)]
+

P
( n∏
j=1

AjS+vX
(v) > et

)
,

où X
(v)
k désigne le signe de

∏k
j=1 AjS+v =

∏kS+v
j=1+v Aj , v ∈ {0, . . . , S − 1}.

On remarque que X
(0)
k = X

(v)
k pour chaque v ∈ {1, . . . , S − 1}.

On définit g
(v)
−1 , v ∈ {0, . . . , S − 1}, par

g
(v)
−1(t) = eαt

(
P
(
X(v) < −et

)
− P

(
AvX(v) < −et

))
. (2.27)

En termes de g
(v)
−1 et g

(v)
1 , v ∈ {0, . . . , S − 1}, on déduit que

r(v)(t) = eαtP (X(v) > et)

= eαt
n−1∑
k=0

[
P
(
X

(v)
k = 1, eV

(v)
k X(v) > et

)
−

P
(
X

(v)
k = 1, eV

(v)
k AvX(v) > et

)]
+

eαt
n−1∑
k=0

[
P
(
X

(v)
k = −1, X(v) < −et−V

(v)
k
)
−

P
(
X

(v)
k = −1,AvX(v) < −et−V

(v)
k
)]

+

eαtP
( n∏
j=1

AjS+vX
(v) > et

)
=

n−1∑
k=0

eαt
∫
R

[
P
(
X

(v)
k = 1, X(v) > et−x

)
−

P
(
X

(v)
k = 1,AvX(v) > et−x

)]
P (V

(v)
k ∈ dx) +

n−1∑
k=0

eαt
∫
R

[
P
(
X

(v)
k = −1, X(v) < −et−x

)
−

P
(
X

(v)
k = −1,AvX(v) < −et−x

)]
P (V

(v)
k ∈ dx) +

eαtP
( n∏
j=1

AjS+vX
(v) > et

)
.
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r(v)(t) =

n−1∑
k=0

∫
R
eα(t−x)eαx

[
P
(
X

(v)
k = 1, X(v) > et−x

)
−

P
(
X

(v)
k = 1,AvX(v) > et−x

)]
P (V

(v)
k ∈ dx) +

n−1∑
k=0

∫
R
eα(t−x)eαx

[
P
(
X

(v)
k = −1, X(v) < −et−x

)
−

P
(
X

(v)
k = −1,AvX(v) < −et−x

)]
P (V

(v)
k ∈ dx) +

eαtP
( n∏
j=1

AjS+vX
(v) > et

)
=

n−1∑
k=0

∫
R
eαxg

(v)

X
(v)
k =1

(t− x)P (V
(v)
k ∈ dx) +

n−1∑
k=0

∫
R
eαxg

(v)

X
(v)
k =−1

(t− x)P (V
(v)
k ∈ dx) +

eαtP
( n∏
j=1

AjS+vX
(v) > et

)
=

n−1∑
k=0

∫
R
eαxg

(v)

X
(v)
k

(t− x)P (V
(v)
k ∈ dx) +

eαtP
( n∏
j=1

AjS+vX
(v) > et

)
.

Finalement, on a :

r(v)(t) =

n−1∑
k=0

E
(
eαV

(v)
k g

(v)

X
(v)
k

(t− V (v)
k )

)
+ δ(v)

n (t), v ∈ {0, . . . , S − 1}, (2.28)

avec δ
(v)
n (t) = eαtP

(∏n
j=1 AjS+vX

(v) > et
)
, v ∈ {0, . . . , S − 1}.

On a :

δ(v)
n (t) ≤ eαtP

(
|
n∏
j=1

AjS+v||X(v)| > et
)
→ 0, n→∞, ∀v ∈ {0, . . . , S − 1},

ceci vient du fait que

|
n∏
j=1

AjS+v| = eV
(v)
n → 0, n→∞, ∀v ∈ {0, . . . , S − 1}.

On définit une nouvelle distribution de probabilité pour les variables AnS+v, sous
laquelle la probabilité et l’espérance sont notés par P̃ et Ẽ. Sous la probabilité P̃ ,
pour chaque v ∈ {0, . . . , S− 1} les variables Av,AS+v, . . . ,AnS+v restent indépendantes
identiquement distribuées, avec

P̃ (Av ∈ dy) = P̃
( S−1∏
v=0

Av ∈ dy
)

= |y|αP (Av ∈ dy), y ∈ R.

52
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La relation (2.28) devient,

r(v)(t) =
n−1∑
k=0

Ẽ
(
g

(v)

X
(v)
k

(t− V (v)
k )

)
+ δ(v)

n (t), n ∈ N, t ∈ R, v ∈ {0, . . . , S − 1}.

avec

n−1∑
k=0

Ẽ
(
g

(v)

X
(v)
k

(t− V (v)
k )

)
= g

(v)
1 ∗ νn−1,1(t) + g

(v)
−1(t) ∗ νn−1,−1(t), ∀v ∈ {0, . . . , S − 1}.

En effet, pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1},

r(v)(t) =
n−1∑
k=0

∫
R
g

(v)

X
(v)
k =1

(t− x)P̃ (X
(v)
k = 1, V

(v)
k ∈ dx) +

n−1∑
k=0

∫
R
g

(v)

X
(v)
k =−1

(t− x)P̃ (X
(v)
k = −1, V

(v)
k ∈ dx) + δ(v)

n (t)

=

∫
R
g

(v)
1 (t− x)

n−1∑
k=0

P̃ (X
(v)
k = 1, V

(v)
k ∈ dx) +

∫
R
g

(v)
−1(t− x)

n−1∑
k=0

P̃ (X
(v)
k = −1, V

(v)
k ∈ dx) + δ(v)

n (t)

= g
(v)
1 ∗ νn−1,1(t) + g

(v)
−1(t) ∗ νn−1,−1(t) + δ(v)

n (t), n ∈ N, t ∈ R,

avec

νn−1, j(dx) =

n−1∑
k=0

P̃ (X
(v)
k = j, V

(v)
k ∈ dx), j = 1,−1.

En utilisant le même raisonnement qu’on a appliqué pour trouver la relation (2.25), on
déduit que

ř(v)(t) =

n−1∑
k=0

Ẽ
(
ǧ

(v)

X
(v)
k

(t− V (v)
k )

)
+ δ̌(v)

n (t), t ∈ R, n ∈ N.

Soient X(v) = (X
(v)
k )k≥0 des chaines de Markov avec X

(v)
0 = 1, ∀v ∈ {0, . . . , S − 1} et

les états de chaque chaine X(v) sont {−1, 1} avec la matrice de transitions

(
p q
q p

)
,

où

p = P̃ (Av > 0) = P̃
( S−1∏
v=0

Av > 0
)

= E(1Av>0|Av|α),

q = P̃ (Av < 0) = P̃
( S−1∏
v=0

Av < 0
)

= E(1Av<0|Av|α).

C’est clair que p > 0, q > 0 et p+q = 1. Soient η+, η− les lois conditionnelles de log |Av|
sachant Av > 0 et sachant Av < 0, i.e., les lois conditionnelles de

∑S−1
v=0 log |Av| sachant∏S−1

v=0 Av > 0 et sachant
∏S−1
v=0 Av < 0, sous la probabilité P̃ , respectivement.

η+(dy) = P̃ (log |Av| ∈ dy/Av > 0)

=
P̃ (log |Av| ∈ dy,Av > 0)

p
,

53
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η−(dy) = P̃ (log |Av| ∈ dy/Av < 0)

=
P̃ (log |Av| ∈ dy,Av < 0)

q
.

Rappelons que Y
(v)
k = log |AkS+v| et X

(v)
k = signe de

k∏
j=1

AjS+v ∈ {−1, 1}, k ∈ N.

Pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, conditionnellement à X(v) les variables aléatoires

Y
(v)

1 , Y
(v)

2 , . . . sont indépendantes avec des lois conditionnelles

P̃ (Y (v)
n ∈ ./X(v)) = 1

X
(v)
n =X

(v)
n−1

η
(v)
+ (.) + 1

X
(v)
n 6=X

(v)
n−1

η
(v)
− (.).

Soient 0 = N
(v)(+)
0 < N

(v)(+)
1 < . . . les valeurs de n pour lesquelles X

(v)
n = 1 et

N
(v)(−)
0 < N

(v)(−)
1 < . . . les valeurs de n pour lesquelles X

(v)
n = −1. Soit

I(v)(+)
n = max{i : N

(v)(+)
i ≤ n− 1}, I(v)(−)

n = max{i : N
(v)(−)
i ≤ n− 1},

alors pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, t ∈ R et n ∈ N,

ř(v)(t) = Ẽ

I
(v)(+)
n∑
k=0

ǧ
(v)
1 (t−W (v)(+)

k ) + Ẽ

I
(v)(−)
n∑
k=0

ǧ
(v)
−1(t−W (v)(−)

k ) + δ̌(v)
n (t), (2.29)

où W
(v)(+)
k = V

N
(v)(+)
k

et W
(v)(−)
k = V

N
(v)(−)
k

. Notons que δ̌
(v)
n (t) → 0 lorsque n → ∞

pour chaque t ∈ R, ∀v ∈ {0, . . . , S − 1}.
Soit η la loi de Y

(v)
1 +Y

(v)
2 + . . .+Y

(v)

N
(v)(+)
1

, avec N
(v)(+)
1 la première valeur de n pour

laquelle X
(v)
n = 1, alors (W

(v)(+)
k )k≥0 définie par

W
(v)(+)
0 = 0, W

(v)(+)
1 =

N
(v)(+)
1∑
j=1

Y
(v)
j , W

(v)(+)
2 =

N
(v)(+)
2∑
j=1

Y
(v)
j , . . . ,W

(v)(+)
k =

N
(v)(+)
k∑
j=1

Y
(v)
j .

est une marche aléatoire, avec la loi du pas η, c’est-à-dire

W
(v)(+)
k =

k∑
j=1

Z
(v)(+)
j où Z

(v)(+)
j sont indépendantes de même loi η.

On montre que

η = pη+ +
∞∑
n=2

q2pn−2η
(2)
− ∗ η

(n−2)
+ , (2.30)

à partir de laquelle on déduit les propriétés suivantes qui sont nécessaires pour appliquer
le théorème de renouvellement, ∫

R
yη(dy) = 2m, (2.31)

η est non arithmétique (2.32)

Pour vérifier ceci, notons que P̃ (N
(v)(+)
1 = 1) = p, P̃ (N

(v)(+)
1 = n) = q2pn−2, ∀n ≥ 2.

Si N
(v)(+)
1 = 1, alors Y

(v)
1 a la loi η+. Si n ≥ 2, alors Y

(v)
1 et Y

(v)

N
(v)(+)
1

ont la même loi
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η− et Y
(v)
k a la loi η+ pour k dans l’intervalle ]2, N

(v)(+)
1 [. Par conséquent, on déduit la

relation (2.30). Pour (2.31), on note par m+, m− les espérances de η+ et η−, alors∫
R
yη(dy) = pm+ +

∞∑
n=2

q2pn−2(2m− + (n− 2)m+) = 2(pm+ + qm−)

qui est égale à 2m parce que

m+ = E
(
1Av>0|Av|α log |Av|

)
/p et m− = E

(
1Av<0|Av|α log |Av|

)
/q.

Puisque, sous P̃ , log |Av|
d
=
∑S−1

i=0 log |Ai| est non arithmétique, alors on peut trouver
un sous ensemble B du support de cette loi non arithmétique tel que le groupe engendré
par B est dense dans R. Soient B+ et B− l’intersections de B avec les supports de
1Av>0| log |Av| et 1Av<0 log |Av|, respectivement.

Soit B∗ un ensemble qui contient tous les éléments de B+ et le double de chaque
élément de B−, alors B∗ engendre un groupe additif dense dans R. Pour chaque b ∈ B∗
et chaque ε > 0, si b ∈ B+, alors

P̃ (|Z(v)(+)
1 − b| < ε) ≥ pη+(]b− ε, b+ ε[) > 0,

et si 1
2b ∈ B−, alors P̃ (|Z(v)(+)

1 − b| < ε) ≥ q2
(
η−(]1

2(b− ε), 1
2(b+ ε[))

)2
> 0,

ainsi, b est contenu dans le support de Z
(v)(+)
1 , c’est-à-dire dans le support de η. Par

conséquent η est non arithmétique.
Soit ν =

∑∞
n=0 η

(n) la mesure de renouvellement associée à η. Par les propriétés
(2.30), (2.31) et (2.32) de η qu’on a déjà vérifié, chaque fonction directement Rie-
mann intégrable est ν-intégrable. En appliquant le lemme 2.1 à la relation (2.17) du

théorème 2.6, on déduit que pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, ǧ(v)
1 est directement Rie-

mann intégrable et |ǧ(v)
1 | ∗ ν(t) <∞ pour chaque t ∈ R, c’est-à-dire

Ẽ
∞∑
k=0

|ǧ(v)
1 (t−W (v)(+)

k )| <∞, v ∈ {0, . . . , S − 1},

et ceci nous permet d’appliquer le théorème de convergence dominée pour montrer que
pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1} et t ∈ R,

Ẽ

I
(v)(+)
n∑
k=0

ǧ
(v)
1 (t−W (v)(+)

k ) → Ẽ
∞∑
k=0

ǧ
(v)
1 (t−W (v)(+)

k ), n→∞, (2.33)

parce que I
(v)(+)
n → ∞. Pour l’autre espérance dans (2.29), on définit pour chaque

v ∈ {0, . . . , S − 1}, W (v)(−)
k =

∑k
j=0 Z

(v)(−)
j où les variables Z

(v)(−)
j sont indépendantes

pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, avec Z
(v)(−)
j , j ≥ 1 ont la même loi η et Z

(v)(−)
0 a

une loi η0 différente de η définie par η0 =
∑∞

n=1 qp
n−1η− ∗ η(n−1)

+ . Comme pour chaque

v ∈ {0, . . . , S − 1}, ǧ(v)
−1 est directement Riemann intégrable, alors par le théorème de

convergence dominée on trouve que pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1} et t ∈ R,

Ẽ

I
(v)(−)
n∑
k=0

ǧ
(v)
−1(t−W (v)(−)

k ) → Ẽ
∞∑
k=0

ǧ
(v)
−1(t−W (v)(−)

k ), n→∞, (2.34)
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parce que I
(v)(−)
n →∞. Par conséquent, la relation (2.29) devient

ř(v)(t) = Ẽ
∞∑
k=0

ǧ
(v)
1 (t−W (v)(+)

k ) + Ẽ
∞∑
k=0

ǧ
(v)
−1(t−W (v)(−)

k )

= ǧ
(v)
1 ∗ ν(t) + ǧ

(v)
−1 ∗ η0 ∗ ν(t), t ∈ R, v ∈ {0, . . . , S − 1}. (2.35)

En appliquant le théorème de renouvellement 2.3 à chaque terme du côté droit de
(2.35), on déduit que pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1},

ř(v)(t) → 1

2m

∫
R
ǧ

(v)
1 (x)dx+

1

2m

∫
R
ǧ

(v)
−1 ∗ η0(x)dx =

1

2m

∫
R

(g
(v)
1 + g

(v)
−1)(x)dx,

qui est égale au coté droit de la relation (2.23) du théorème 2.6. Comme dans le cas 1,
la relation (2.19) du théorème 2.6 est une conséquence directe du lemme 2.2.

Cas 2b :
∏S−1
v=0 Av ≤ 0 p.s. Soit (A′n)n∈N une suite de variables aléatoires ipd

indépendante de la suite (An)n∈N, avec A′n et An ont la même distribution de probabilité.
On montre d’abord que pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1},∫ ∞

0

∣∣P (X(v) > t)− P (AvA′vX(v) > t)
∣∣tα−1dt <∞. (2.36)

Pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, on a :∫ ∞
0

∣∣P (X(v) > t)− P (AvA′vX(v) > t)
∣∣tα−1dt

≤
∫ ∞

0

∣∣P (X(v) > t)− P (AvX(v) > t)
∣∣tα−1dt

+

∫ ∞
0

∣∣P (AvX(v) > t)− P (AvA′vX(v) > t)
∣∣tα−1dt.

Donc, la relation (2.36) est vérifiée si pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1},∫ ∞
0

∣∣P (AvX(v) > t)− P (AvA′vX(v) > t)
∣∣tα−1dt <∞. (2.37)

En effet,∫ ∞
0

∣∣P (AvX(v) > t)− P (AvA′vX(v) > t)
∣∣tα−1dt

=

∫ ∞
0

∫ 0

−∞

∣∣P (uX(v) > t)− P (uA′vX(v) > t)
∣∣P (Av ∈ du)tα−1dt .

=

∫ 0

−∞

∫ ∞
0

∣∣P (X(v) <
t

u
)− P (A′vX(v) <

t

u
)
∣∣P (Av ∈ du)tα−1dt

=

∫ 0

−∞

∫ ∞
0

∣∣P (X(v) < −y)− P (A′vX(v) < −y)
∣∣P (Av ∈ du)(−uy)α−1(−u)dy

=

∫ 0

−∞

∫ ∞
0

∣∣P (X(v) < −y)− P (A′vX(v) < −y)
∣∣yα−1dy(−u)αP (Av ∈ du)

=

∫ ∞
0

E|Av|α
∣∣P (X(v) < −y)− P (A′vX(v) < −y)

∣∣yα−1dy

= E(|Av|α)

∫ ∞
0

∣∣P (X(v) < −y)− P (A′vX(v) < −y)
∣∣yα−1dy,
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cette dernière quantité est finie grâce à (2.18) de théorème 2.6 et (2.11) de la proposition
2.1. Par (2.37) et (2.17) du théorème 2.6, on déduit que (2.36) est vérifiée.

Maintenant puisque, A′vAv ≥ 0 p.s. et∫ ∞
0

∣∣P (X(v) > t)− P (AvA′vX(v) > t)
∣∣tα−1dt <∞,

alors comme dans le cas 1, la relation (2.19) est vérifiée, avec

C
(v)
+ =

1

m2

∫ ∞
0

(
P (X(v) > t)− P (AvA′vX(v) > t)

)
tα−1dt

=
1

m2

∫ ∞
0

(
P (X(v) > t)− P (AvX(v) > t)

)
tα−1dt

+
1

m2

∫ ∞
0

(
P (AvX(v) > t)− P (AvA′vX(v) > t)

)
tα−1dt

=
1

m2

∫ ∞
0

(
P (X(v) > t)− P (AvX(v) > t)

)
tα−1dt

+
1

m2

∫ ∞
0

(
P (X(v) < −t)− P (AvX(v) < −t)

)
tα−1dt

=
1

m2

∫ ∞
0

(
P (|X(v)| > t)− P (|AvX(v)| > t)

)
tα−1dt,

avec m2 est donné, en utilisant (2.11) et (2.15) de la proposition 2.1, l’indépendance
entre Av et A′v, par

m2 = E(|AvA′v|α log |AvA′v|)
= E(|AvA′v|α log |Av|) + E(|AvA′v|α log |A′v|)
= E(|A′v|α)E(|Av|α log |Av|) + E(|Av|α)E(|A′v|α log |A′v|)
= m+m = 2m.
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2.3.2 Queues de la solution de l’équation aux récurrences stochastique

Dans la section précédente, on a montré que lorsque la suite (An)n∈N ipd des coeffi-
cients de l’équation aux récurrences stochastique (2.9) vérifient les conditions de la pro-
position 2.1 et que l’équation (2.9) admet une solution strictement périodiquement sta-
tionnaire telles que les S distributions marginales vérifient certaines conditions d’intégra
bilité, données dans le théorème 2.6, alors ces S distributions marginales sont à variations
régulières d’indice de variation égale à α qui est solution de l’équation

∏S−1
v=0 E|Av|α = 1.

Le théorème suivant qui généralise le théorème 4.1 de Goldie [93] au cas où la suite
(An, Bn)n∈N est ipd montre que lorsque la suite (An)n∈N vérifie les conditions de la
proposition 2.1 et que la suite (Bn)n∈N vérifie une certaine condition d’intégrabilité,
alors l’équation (2.9) admet une solution strictement périodiquement stationnaire et ses
S distributions marginales sont à variations régulières.

Théorème 2.7. Supposons que la suite ipd (An, Bn)n∈N des coefficients de l’équation
(2.9) satisfait les conditions de la proposition 2.1 et la condition

S−1∑
v=0

E|Bv|α <∞, (2.38)

alors l’équation (2.9) admet une solution strictement périodiquement stationnaire et
pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1},

P (X(v) > t) ∼ C
(v)
+ t−α, t→∞, (2.39)

P (X(v) < −t) ∼ C
(v)
− t−α, t→∞. (2.40)

1) Si
∏S−1
v=0 Av ≥ 0 p.s, alors

C
(v)
+ =

E
((

(AvX(v) + Bv)+
)α − ((AvX(v))+

)α)
αm

, (2.41)

et

C
(v)
− =

E
((

(AvX(v) + Bv)−
)α − ((AvX(v))−

)α)
αm

. (2.42)

2) Si P
(∏S−1

v=0 Av < 0) > 0, alors

C
(v)
+ = C

(v)
− =

1

2αm
E
(∣∣AvX(v) + Bv

∣∣α − ∣∣AvX(v)
∣∣α) (2.43)

Finalement, C
(v)
+ + C

(v)
− > 0, ∀v ∈ {0, . . . , S − 1} si et seulement si,

pour chaque c ∈ R, P
(
Bv = (1− Av)c

)
< 1, ∀v ∈ {0, . . . , S − 1}. (2.44)

Preuve. On a montré dans la preuve de la proposition 2.1 que

γS(A) =
S−1∑
v=0

E(log |Av|) < 0.

Maintenant, par l’inégalité de Jensen,

S−1∑
v=0

E|Bv|α <∞ implique
S−1∑
v=0

E log |Bv| <∞.
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Donc les conditions du théorème 1.1 sont vérifiées et par conséquent l’équation (2.9)
admet une solution strictement périodiquement stationnaire.

Pour montrer le reste du théorème 2.7, on utilise le lemme suivant (lemme 9.4 de
Goldie [93]).

Lemme 2.3. Pour toutes variables aléatoires X et Y définies sur (Ω,F , P ), on a∫ ∞
0
|P (X > t)− P (Y > t)|tα−1dt =

1

α
E
∣∣(X+)α − (Y +)α

∣∣. (2.45)

Lorsque l’intégrale dans (2.45) est finie, alors∫ ∞
0

(
P (X > t)− P (Y > t)

)
tα−1dt =

1

α
E
(
(X+)α − (Y +)α

)
. (2.46)

Preuve. On sait que X+ = max{X, 0} et X− = max{−X, 0}.
Pour t > 0, P (X > t) = P (X+ > t), donc on peut supposer que X et Y sont positives.∫ ∞

0
|P (X > t)− P (Y > t)|tα−1dt =

∫ ∞
0

(P (X ≤ t < Y )tα−1dt+

∫ ∞
0

(P (Y ≤ t < X)tα−1dt

= E
(
I{Y >X}

∫ Y

X
tα−1dt

)
+ E

(
I{X>Y }

∫ X

Y
tα−1dt

)
=

1

α
E
(
I{Y >X}(Y α −Xα)

)
+

1

α
E
(
I{X>Y }(Xα − Y α)

)
=

1

α
E|Xα − Y α|.

Revenons maintenant à la preuve du théorème 2.7. On vérifie d’abord la relation
(2.17) du théorème 2.6, c’est-à-dire, on montre que pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1},∫ ∞

0

∣∣P (X(v) > t)− P (AvX(v) > t)
∣∣tα−1dt <∞.

Par le lemme 2.3, pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1},∫ ∞
0

∣∣P (X(v) > t)− P (AvX(v) > t)
∣∣tα−1dt

=

∫ ∞
0

∣∣P (AvX(v) + Bv > t)− P (AvX(v) > t)
∣∣tα−1dt

=
1

α
E
∣∣∣((AvX(v) + Bv

)+)α − ((AvX(v)
)+)α∣∣∣ .

Il reste à montrer que pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1},

E
∣∣∣((AvX(v) + Bv

)+)α − ((AvX(v)
)+)α∣∣∣ <∞ (2.47)

Pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, on a

E
∣∣∣((AvX(v) + Bv

)+)α − ((AvX(v)
)+)α∣∣∣

= E
(
I{AvX(v)+Bv>0,AvX(v)≤0}(AvX

(v) + Bv)α
)

+E
(
I{AvX(v)+Bv≤0,AvX(v)>0}(AvX

(v))α
)

+E
(
I{AvX(v)+Bv>AvX(v)>0}

(
(AvX(v) + Bv)α − (AvX(v))α

))
+E
(
I{AvX(v)>AvX(v)+Bv>0}

(
(AvX(v))α − (AvX(v) + Bv)α

))
= I1 + I2 + I3 + I4 .
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Théorie du renouvellement implicite périodique

Pour montrer que I1, I2, I3 et I4 sont finis, on utilise le résultat suivant

|x+ y|r ≤ cr
(
|x|r + |y|r

)
, x, y ∈ R, r > 0. (2.48)

avec cr = max{2r−1, 1}.

∣∣|x|r − |y|r∣∣ ≤ { |x− y|r si 0 < r ≤ 1
r|x− y|(|x| ∨ |y|)r−1 si 1 < r <∞ (2.49)

Notons que la condition (2.38) implique que E|Bv|α < ∞, v ∈ {0, . . . , S − 1}. En
effet, par la relation (2.48), on a pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1},

E(|Bv|α) = E
(∣∣ S−1∑

j=0

j−1∏
i=0

AS+v−iBS+v−j

∣∣∣α)

≤ cSα

S−1∑
j=0

j−1∏
i=0

E(|AS+v−i|α)E(|BS+v−j |α).

Puisque,
∏S−1
i=0 E(|Ai|α) = 1, alors il existe une constante K telle que

j−1∏
i=0

E(|AS+v−i|α) ≤ K, j = 1, . . . , S − 1,

ceci implique que

E(|Bv|α) ≤ cSαK
S−1∑
v=0

E|Bv|α <∞.

Dans I1, on a : 0 < AvX(v) + Bv ≤ Bv, ∀v ∈ {0, . . . , S − 1}, donc

I1 ≤ E
(
I{Bv>0}Bαv

)
= E

(
(B+

v )α
)
<∞, v ∈ {0, . . . , S − 1}.

De meme, dans I2, on a : 0 < AvX(v) ≤ −Bv, ∀v ∈ {0, . . . , S − 1}, alors

I2 ≤ E
(
I{−Bv>0}(−Bv)α

)
= E

(
(B−v )α

)
<∞.

Lorsque α ≤ 1, la relation (2.49) nous donne pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1},

I3 ≤ E
(
I{Bv>0}Bαv

)
= E

(
(B+

v )α
)
<∞.

Si α > 1, les relations (2.48) et (2.49) nous donne pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1},

I3 ≤ αE
(
I{AvX(v)+Bv>AvX(v)>0}Bv(AvX

(v) + Bv)α−1
)

≤ αcα−1

(
E(I{Bv>0}Bαv ) + E

(
I{AvX(v)+Bv>AvX(v)>0}Bv(AvX

(v))α−1
))

≤ αcα−1

(
E((B+

v )α) + E
(
B+
v |AvX(v)|α−1

))
= αcα−1E((B+

v )α) + αcα−1E
(
B+
v |Av|α−1

)
E(|X(v)|α−1).

Maintenant, E
(
B+
v |Av|α−1

)
< ∞, ∀v ∈ {0, . . . , S − 1} grâce à la première condi-

tion (2.11) de la proposition 2.1, E|Bv|α < ∞ et l’inégalité de Holder. Tandis que
E(|X(v)|α−1) <∞, ∀v ∈ {0, . . . , S − 1} grâce au théorème 1.1.
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Dans I4, on a : 0 < −Bv < AvX(v), ∀v ∈ {0, . . . , S − 1} et lorsque α ≤ 1, la relation
(2.49) nous donne pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1},

I4 ≤ E
(
I{0<−Bv<AvX(v)}

(
− Bv)α

)
≤ E

(
I{Bv<0}

(
− Bv)α

)
= E

(
(B−v )α

)
<∞.

Si α > 1, la relation (2.49) nous donne pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1},

I4 ≤ E
(
I{Bv<0}

(
− Bv)(AvX(v))α−1

)
≤ E

(
B−v |AvX(v)|α−1

)
= E

(
B−v |Av|α−1

)
E(|X(v)|α−1).

Maintenant, E
(
B−v |Av|α−1

)
< ∞, ∀v ∈ {0, . . . , S − 1} grâce à la première condi-

tion (2.11) de la proposition 2.1, E|Bv|α < ∞ et l’inégalité de Holder. Tandis que
E(|X(v)|α−1) <∞, ∀v ∈ {0, . . . , S − 1} grâce au théorème 1.1.

Chaque Ii, i = 1, 2, 3, 4 est fini, alors (2.47) est vérifiée. Par conséquent la relation
(2.17) du théorème 2.6 est satisfaite et donc on a (2.39).

De la même méthode que le premier cas, on peut montrer que pour chaque v ∈
{0, . . . , S − 1},∫ ∞

0

∣∣P (X(v) < −t)− P (AvX(v) < −t)
∣∣tα−1dt

=

∫ ∞
0

∣∣P (AvX(v) + Bv < −t)− P (AvX(v) < −t)
∣∣tα−1dt

=
1

α
E
∣∣∣((AvX(v) + Bv

)−)α − ((AvX(v)
)−)α∣∣∣ <∞,

c’est-à-dire la condition (2.18) du théorème 2.6 est vérifiée et par conséquent on déduit
la relation (2.40). Maintenant, en utilisant le théorème 2.6 et le lemme 2.3, on déduit
les relations (2.41) et (2.42). En effet, pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1},

C
(v)
+ =

1

m

∫ ∞
0

(
P (X(v) > t)− P (AvX(v) > t)

)
tα−1dt

=
1

m

∫ ∞
0

(
P (AvX(v) + Bv > t)− P (AvX(v) > t)

)
tα−1dt

=
1

mα
E

(((
AvX(v) + Bv

)+)α − ((AvX(v)
)+)α)

C
(v)
− =

1

m

∫ ∞
0

(
P (X(v) < −t)− P (AvX(v) < −t)

)
tα−1dt

=
1

m

∫ ∞
0

(
P (AvX(v) + Bv < −t)− P (AvX(v) < −t)

)
tα−1dt

=
1

mα
E

(((
AvX(v) + Bv

)−)α − ((AvX(v)
)−)α)

.

Si P (
∏S−1
v=0 Av < 0) > 0, alors en utilisant la relation (2.46) on déduit que

C
(v)
+ = C

(v)
− =

1

2m

∫ ∞
0

(
P (|X(v)| > t)− P (|AvX(v)| > t)

)
tα−1dt

=
1

2m

∫ ∞
0

(
P (|AvX(v) + Bv| > t)− P (|AvX(v)| > t)

)
tα−1dt

=
1

2mα
E
(
|AvX(v) + Bv|α − |AvX(v)|α

)
.
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Pour montrer le denier point du théorème 2.7, on utilise ce résultat suivant qui
généralise le lemme 1 de A. K. Grincevičius [97].

Proposition 2.2. Soit la suite ipd (An, Bn)≥1 des coefficients de l’équation (2.9). Pour
chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, soient

X∗nS+v =
n∑
k=1

k−1∏
i=1

AiS+vBkS+v et X∗j, nS+v =
n∑

k=j+1

k−1∏
i=j+1

AiS+vBkS+v,

alors pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}

X∗nS+v = X∗jS+v +

j∏
i=1

AiS+vX
∗
j, nS+v

et

P
(

max
j=1,...,n

(
X∗jS+v +

j∏
i=1

AiS+v med
(
X∗j, nS+v +

n∏
i=j+1

AiS+vy
))
> x

)
≤ 2P (X∗nS+v +

n∏
i=1

AiS+vy > x), x, y ∈ R.

Sous les conditions du théorème 2.7, on peut faire tendre n vers l’infini dans l’inégalité
précédente. Pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1} et pour chaque j fixé, on a

X∗nS+v
p.s→

∞∑
k=1

k−1∏
i=1

AiS+vBkS+v
d
= X(v), n→∞,

X∗j,nS+v
p.s→

∞∑
k=j+1

k−1∏
i=j+1

AiS+vBkS+v
d
= X(v), n→∞.

Pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1} et y = 0, on a

P
(

sup
j∈N

(
X∗jS+v +

j∏
i=1

AiS+v medX(v)
)
> x

)
≤ 2P (X(v) > x), x ≥ 0,

et

P
(

sup
j∈N

(
X∗jS+v +

j∏
i=1

AiS+v medX(v)
)
< −x

)
≤ 2P (X(v) < −x), x ≥ 0.

Par conséquent,

P
(

sup
j∈N

∣∣X∗jS+v +

j∏
i=1

AiS+v medX(v)
∣∣ > x

)
≤ 2P (|X(v)| > x), x ≥ 0. (2.50)

Maintenant, on suppose que la condition (2.44) est vérifiée et on montre que pour
chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, |t|αP (|X(v)| > t) > 0 pour toute valeur de t très grande. On

pose pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, m(v)
0 = medX(v) et

T (v)
n = X∗nS+v +

n∏
i=1

AiS+vm
(v)
0 , n = 1, . . . , T

(v)
0 = m

(v)
0 .
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On peut vérifier que pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1},

T (v)
n = T

(v)
n−1 + U (v)

n , où U (v)
n =

n−1∏
i=1

AiS+v

(
BnS+v −m(v)

0 (1− AnS+v)
)
, n = 1, . . .

En effet,

T (v)
n = BS+v + AS+vB2S+v + · · ·+ AS+v...A(n−1)S+vBnS+v + AS+v . . .AnS+vm

(v)
0

= T
(v)
n−1 +

n−1∏
i=1

AiS+vBnS+v +
n∏
i=1

AiS+vm
(v)
0 −

n−1∏
i=1

AiS+vm
(v)
0

= T
(v)
n−1 +

n−1∏
i=1

AiS+v

(
BnS+v + AnS+vm

(v)
0 −m

(v)
0

)
= T

(v)
n−1 +

n−1∏
i=1

AiS+v

(
BnS+v −m(v)

0 (1− AnS+v)
)
.

Maintenant pour t > |m(v)
0 |, v ∈ {0, . . . , S − 1},

P
(
|T (v)
n | > tpour un certain n ≥ 1

)
≥ P

(
|U (v)
n | > 2tpour un certain n ≥ 1

)
,

parce que si |U (v)
n | > 2t, alors soit |T (v)

n−1| > t, sinon |T (v)
n | ≥ |U (v)

n | − |T (v)
n−1| > t. Par la

relation 2.50, on déduit que pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1},

P (|X(v)| > t) ≥ 1

2
P
(
|T (v)
n | > tpour un certain n ≥ 1

)
≥ 1

2
P
(
|U (v)
n | > 2t pour un certain n ≥ 1

)
≥ 1

2
P
(
|Bv −m(v)

0 (1− Av)| > ε
)
×

P
(∣∣∣ n∏
i=1

AiS+v

∣∣∣ > 2t/εpour un certain n ≥ 1
)
.

Par la condition (2.44), ε > 0 peut être choisi de telle sorte que

P
(
|Bv −m(v)

0 (1− Av| > ε
)
> 0, v ∈ {0, . . . , S − 1}.

Donc, il suffit de montrer que pour tout v ∈ {0, . . . , S − 1},

P
(
|
n∏
i=1

AiS+v| > et pour un certain n ≥ 1
)

= P
(

sup
n∈N

V (v)
n > t

)
(2.51)

est supérieure ou égale à δe−αt pour toute valeur très grande de t, où δ > 0.

Rappelons que pour tout v ∈ {0, . . . , S − 1}, (V
(v)
n )n≥0 est une marche aléatoire du

pas Y (v) = log |Av|
d
=
∑S−1

i=0 log |Ai| qui peut prendre −∞ avec une probabilité positive.

On considère la suite (n, V
(v)
n )n≥1 et on définit (τ

(v)
1 , ζ

(v)
1 )n≥1 comme le premier terme

dans la suite (n, V
(v)
n )n≥1 pour lequel V

(v)
n > 0. En d’autres termes,

{τ (v)
1 = n} = {V (v)

1 ≤ 0, . . . , V
(v)
n−1 ≤ 0, V (v)

n > 0}, n = 1, 2, . . .

et ζ
(v)
1 = V

(v)

τ
(v)
1

. La distribution conjointe de (τ
(v)
1 , ζ

(v)
1 ) est

Hn(dx) = P (τ
(v)
1 = n, ζ

(v)
1 ∈ dx), 0 < x <∞, n = 1, 2, . . .

63
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et les distributions marginales sont données par

Hn(∞) = P (τ
(v)
1 = n) = P

(
τ

(v)
1 = n, ζ

(v)
1 ∈]0,∞[

)
, n = 1, 2, . . .

P (ζ
(v)
1 ∈ dx) =

∞∑
n=1

P
(
τ

(v)
1 = n, ζ

(v)
1 ∈ dx

)
=
∞∑
n=1

Hn(dx)

=

∞∑
n=1

P
(
V

(v)
1 ≤ 0, . . . , V

(v)
n−1 ≤ 0, V (v)

n > 0, V (v)
n ∈ dx

)
= H(dx).

Par les résultats de Feller [74] sur les marches aléatoires ( les relations (5.11), (5.12) et
(5.13), page 411), on déduit que

P
(

sup
n∈N

V (v)
n > t

)
∼ 1−H(∞)

βα
e−αt, t→∞. (2.52)

Pourvu que

β =

∫ ∞
0

teαtH(dt) <∞, v ∈ {0, . . . , S − 1}.

Or β = E(Y (v)+eαY
(v)

) et par la condition (2.12), on déduit que β < ∞. Maintenant,
puisque 1 − H(∞) > 0 et 0 < β < ∞, alors 1 − H(∞)/βα > 0 et par conséquent
|t|αP (|X(v)| > t) > 0, ∀v ∈ {0, . . . , S − 1}, pour toute valeur très grande de t. Ceci

implique que C
(+)
v + C

(−)
v > 0, v ∈ {1, . . . , S − 1}.

Maintenant, on donne des conséquences du théorème 2.7, en particulier sur C
(v)
+ et C

(v)
− ,

v ∈ {0, . . . , S − 1}.

Corollaire 2.1. Lorsque 0 < α ≤ 1, on a :

C
(v)
+ + C

(v)
− ≤

1

mα
E(|Bv|α), v ∈ {0, . . . , S − 1},

tandis que lorsque α > 1, on a :

C
(v)
+ + C

(v)
− ≤

2α−1

m

(
E|Bv|α + E(|Bv||Av|α−1)E(|X(v)|α−1)

)
, v ∈ {0, . . . , S − 1}.

Preuve. Si 0 < α ≤ 1, alors par la relation (2.49) et (2.43) du théorème 2.7, on déduit
que

C
(v)
+ + C

(v)
− =

2

2mα

(
|AvX(v) + Bv|α − |AvX(v)|α

)
≤ 1

mα
E(|Bv|α).

Si α > 1, alors par les relations (2.48) et (2.49), on déduit que

C
(v)
+ + C

(v)
− ≤ 1

m
E
(
|Bv|

(
|AvX(v) + Bv| ∨ |AvX(v)|

)α−1
)
.

≤ cα−1

m
E
(
|Bv|

(
|AvX(v)|α−1 + |Bv|α−1

))
≤ 2α−1

m

(
E|Bv|α + E(|Bv||Av|α−1)E(|X(v)|α−1)

)
.
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2.4 Exemples

Dans cette partie, on applique les résultats du théorème 2.6 de renouvellement im-
plicite et le théorème 2.7 de comportement asymptotiques des queues de la solution
strictement périodiquement stationnaire de l’équation aux récurrences stochastique à
certains modèles de séries chronologiques non linéaires à coefficients périodiques, à savoir
le modèle ARCH(1) périodique, le modèle GARCH(1, 1) périodique, le modèle RCA(1)
périodique et le modèle bilinéaire périodique.

2.4.1 Processus ARCH (1) périodique

Soit (εt)t∈Z un processus ARCH périodique d’ordre 1 et de période S ≥ 1, c’est-à-
dire satisfait le modèle suivant :{

εt = σtηt,
σ2
t = ωt + αtε

2
t−1, t ∈ Z, (2.53)

où (ηt)t∈Z est une suite i.i.d telle que E(ηt) = 0, E(η2
t ) = 1 et ηt indépendante de

σt pour tout t ∈ Z. Les paramètres ωt et αt sont périodiques en t, i.e, ωt = ωt+kS et
αt = αt+kS pour tout k, t ∈ Z tels que ωt > 0 et αt ≥ 0 pour tout t ∈ Z.
Le processus (σ2

t )t∈Z satisfait l’équation aux récurrences stochastique

Xt = AtXt−1 +Bt, t ∈ Z, (2.54)

avec Xt = σ2
t , (At)t∈Z = (αtη

2
t−1)t∈Z est une suite ipd en raison de la périodicité en t de

αt et Bt = ωt. Le modèle ARCH(1) périodique défini par (2.53) peut être écrit encore
sous la forme suivante :{

εnS+v = σnS+vηnS+v,
σ2
nS+v = ωv + αvε

2
nS+v−1, t ∈ Z, v ∈ {0, . . . , S − 1}, (2.55)

Le processus (σ2
nS+v)n∈Z = (XnS+v)n∈Z , v ∈ {0, . . . , S − 1}, satisfait l’équation aux

récurrences stochastique

XnS+v = AnS+vX(n−1)S+v + BnS+v, v ∈ {0, . . . , S − 1}, (2.56)

avec (AnS+v,BnS+v) =
( S−1∏
i=0

αnS+v−iη
2
nS+v−i−1,

S−1∑
j=0

j−1∏
i=0

αnS+v−iη
2
nS+v−1−iωnS+v−j

)
est

une suite iid pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}.
Dans ce qui suit, on s’intéresse même au modèle{

εt = σtηt,
σ2
t = ωt + αtε

2
t−1, t ∈ N, (2.57)

où (ηt)t∈N est une suite iid telle que E(ηt) = 0, E(η2
t ) = 1 et ηt indépendante de σt pour

tout t ∈ N. Les paramètres ωt et αt ont périodiques en t, i.e, ωt = αt+kS et αt = αt+kS
pour tout k, t ∈ N tels que ωt > 0 et αt ≥ 0 pour tout t ∈ N.
Le processus (σ2

t )t∈N satisfait l’équation aux récurrences stochastique

Xt = AtXt−1 +Bt, t ∈ N, (2.58)

avec Xt = σ2
t , (At)t∈N = (αtη

2
t−1)t∈N est une suite ipd en raison de la périodicité en t

de αt et Bt = ωt.
L’application du théorème 1.1 assure la convergence de (σ2

t )t∈N en distribution et
donne les propriétés des S distributions limites.
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Théorème 2.8. Pour l’équation (2.58), supposons que

−∞ ≤
S−1∑
v=0

E(log(αvη
2
0)) < 0, (2.59)

alors

1. XnS+v
d→ X(v) = σ2(v) lorsque n→∞, v ∈ {0, . . . , S − 1}, avec

{X(v), 0 ≤ v ≤ S − 1} satisfont l’identité en distribution suivante

X(v) d
= AvX(v) + Bv, v ∈ {0, . . . , S − 1}. (2.60)

où X(v) et (Av,Bv) sont indépendantes, ∀v ∈ {0, . . . , S − 1}.
2. Pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, l’équation (2.60) admet une unique solution en

distribution qui est donnée par

X(v) d
=
∞∑
j=1

j−1∏
i=1

AiS+vBjS+v, (2.61)

où chaque série de l’identité (2.61) converge presque sûrement.

3. Si on choisit X0
d
= X(0), les variables {Xv, 1 ≤ v ≤ S − 1} sont données par

l’identité suivante
X(v) d

= AvX
(v−1) +Bv

d
= Xv,

alors le processus (Xt)t∈N défini par (2.58) est strictement périodiquement sta-
tionnaire. Le processus (εt)t∈N défini par εt =

√
Xtηt est strictement périodiquement

stationnaire. Maintenant supposons que pour un certain r ≥ 1,

( S−1∏
v=0

αv

)r(
E(η2r

0 )
)S
< 1,

alors

4. E(X(v)r) < ∞, ∀v ∈ {0, . . . , S − 1}, et les séries dans (2.61) convergent en
moyenne d’ordre r.

5. Si E(Xr
v ) < ∞, v ∈ {0, . . . , S − 1}, alors le processus (Xt)t∈N défini par (2.58)

converge en moyenne d’ordre r vers {X(v), 0 ≤ v ≤ S − 1}, en particulier

E(Xr
nS+v)→ E(X(v)r) lorsque n→∞, v ∈ {0, . . . , S − 1}.

6. Les moments E(X(v)m) sont déterminés par les équations

E(X(v)m) =
m∑
k=0

( m
k

)
E(AkvBm−kv )E(X(v)k) <∞, m = 1, . . . , [r],

où [r] désigne la partie entière de r.

L’unique solution non-anticipative strictement périodiquement stationnaire du modèle
(2.53) est donnée par le théorème suivant.
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Théorème 2.9. Pour l’équation (2.54), supposons que la condition (2.59) est vérifiée,
alors pour chaque t ∈ Z, la série

Xt =
∞∑
j=0

j−1∏
i=0

αt−iη
2
t−1−iωt−j , (2.62)

converge presque surement et le processus ainsi défini (X)t∈Z est l’unique solution
non-anticipative strictement périodiquement stationnaire de l’équation (2.54). Le pro-
cessus (ε)t∈Z défini par εt =

√
Xtηt est l’unique solution non-anticipative strictement

périodiquement stationnaire du modèle (2.53).

L’application du théorème de renouvellement implicite 2.6 et le théorème 2.7 de
comportement asymptotiques des queues des S distributions marginales de la solution
strictement périodiquement stationnaire nous donne le résultat suivant.

Théorème 2.10. On considère l’équation (2.54) et supposons que les conditions sui-
vantes sont vérifiées :

1. Pour un certain α > 0,

a)
∏S−1
v=0 E

(
(αvη

2
v)
α
)

= 1,

b) E
(∏S−1

v=0 (αvη
2
v)
α
∑S−1

v=0 log+(αvη
2
v)
)
<∞.

2. La loi de
∑S−1

v=0 log(αvη
2
v) sachant

∏S−1
v=0 (αvη

2
v) 6= 0 est non arithmétique,

alors

1. L’équation (2.54) admet une unique solution non-anticipative strictement périodiqu-
ement stationnaire (Xt)t∈Z et par conséquent le processus (εt)t∈Z défini par εt =√
Xtηy est l’unique solution non-anticipative strictement périodiquement station-

naire du modèle (2.53).

2. Ils existent des constantes C(v) > 0, v ∈ {0, . . . , S − 1} définies par

C(v) =

E

[[( S−1∏
i=0

αiη
2
i

)
σ2
v +

S−1∑
j=0

j−1∏
i=0

(αS+v−iη
2
i )ωS+v−j

]α
−
[( S−1∏

i=0

αiη
2
i

)
σ2
v

]α]
αE
(∏S−1

i=0 (αiη2
i )
α
∑S−1

i=0 log(αiη2
i )
)

telles que
P (σv > t) ∼ C(v)t−2α, v ∈ {0, . . . , S − 1}, t→∞, (2.63)

P (|εv| > t) ∼ E(|η0|2α)P (σv > t), v ∈ {0, . . . , S − 1}, t→∞. (2.64)

Remarque 2.1.

1. La condition (2.59) du théorème 2.8 est équivalente à la condition suivante :

0 ≤
S−1∏
v=0

αv < exp
(
− SE(log η2

0)
)
.

2. La condition
∑S−1

v=0 E|Bv|α <∞ du théorème 2.7 se réduit à
∑S−1

v=0 ω
α
v <∞ qui

est vérifiée.

3. La relation (2.64) se déduit du résultat de Breiman [48] suivant : Soient X et Y
deux variables aléatoires positives et indépendantes, Y est à variation régulière
d’indice α > 0 et l’une des conditions suivantes est vérifiée.

i) E(Xα+ε) <∞ pour un certain ε > 0.

ii) P (Y > t) ∼ Ct−α, t→∞ pour un certain C > 0 et E(Xα) <∞
alors

P (XY > t) ∼ E(Xα)P (Y > t), t→∞.
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2.4.2 Processus GARCH (1,1) périodique

Soit (εt)t∈Z un processus GARCH périodique d’ordre (1, 1) et de période S ≥ 1,
c’est-à-dire satisfait le modèle{

εt = σtηt,
σ2
t = ωt + αtε

2
t−1 + βtσ

2
t−1, t ∈ Z, (2.65)

où (ηt)t∈Z est une suite i.i.d telle que E(ηt) = 0, E(η2
t ) = 1 et ηt indépendante de σt

pour tout t ∈ Z. Les paramètres ωt, αt et βt ont périodiques en t, i.e, ωt = ωt+kS ,
αt = αt+kS et βt = βt+kS pour tout k, t ∈ Z tels que ωt > 0, αt ≥ 0 et βt ≥ 0 pour tout
t ∈ Z.

Le processus (σ2
t )t∈Z satisfait l’équation aux récurrences stochastique

Xt = AtXt−1 +Bt, t ∈ Z, (2.66)

avec Xt = σ2
t , (At)t∈Z = (αtη

2
t−1 + βt)t∈Z est une suite ipd et Bt = ωt.

Le modèle GARCH(1, 1) périodique défini par (2.65) peut être écrit encore sous la
forme suivante :{

εnS+v = σnS+vηnS+v,
σ2
nS+v = ωv + αvε

2
nS+v−1 + βvσ

2
nS+v−1, n ∈ Z, v ∈ {0, . . . , S − 1}, (2.67)

Le processus (σ2
nS+v)n∈Z = (XnS+v)n∈Z , v ∈ {0, . . . , S − 1}, satisfait l’équation aux

récurrences stochastique

XnS+v = AnS+vX(n−1)S+v + BnS+v, v ∈ {0, . . . , S − 1}, (2.68)

avec

AnS+v =
S−1∏
i=0

(αnS+v−iη
2
nS+v−i−1 + βnS+v−i),

BnS+v =

S−1∑
j=0

j−1∏
i=0

(αnS+v−iη
2
nS+v−1−i + βnS+v−i)ωnS+v−j

et (AnS+v,BnS+v)n∈Z est une suite iid pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}.
L’unique solution non-anticipative strictement périodiquement stationnaire du modèle
(2.65) est donnée par le théorème suivant.

Théorème 2.11. Pour l’équation (2.66), supposons que la condition suivante est vérifiée

−∞ ≤
S−1∑
v=0

E(log(αvη
2
0 + βv)) < 0, (2.69)

alors pour chaque t ∈ Z, la série

Xt =

∞∑
j=0

j−1∏
i=0

(αt−iη
2
t−1−i + βt−i)ωt−j , (2.70)

converge presque surement et le processus ainsi défini (X)t∈Z est l’unique solution
non-anticipative strictement périodiquement stationnaire de l’équation (2.66). Le pro-
cessus (ε)t∈Z défini par εt =

√
Xtηt est l’unique solution non-anticipative strictement

périodiquement stationnaire du modèle (2.65).
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L’application du théorème de renouvellement implicite 2.6 et le théorème 2.7 de
comportement asymptotiques des queues des S distributions marginales de la solution
strictement périodiquement stationnaire nous donne le résultat suivant.

Théorème 2.12. Pour le modèle (2.65), supposons que les conditions suivantes sont
vérifiées

1. Pour un certain α > 0,

a)
∏S−1
v=0 E

(
(αvη

2
v + βv)

α
)

= 1,

b) E
(∏S−1

v=0 (αvη
2
v + βv)

α
∑S−1

v=0 log+(αvη
2
v + βv)

)
<∞.

2. La loi de
∑S−1

v=0 log(αvη
2
v+βv) sachant

∏S−1
v=0 (αvη

2
v+βv) 6= 0 est non arithmétique,

alors

1. L’équation (2.66) admet une unique solution non-anticipative strictement périodiqu-
ement stationnaire (Xt)t∈Z. Le processus (εt)t∈Z défini par εt =

√
Xtηt est l’unique

solution non-anticipative strictement périodiquement stationnaire du modèle (2.65).

2. Ils existent des constantes C(v) > 0, v ∈ {0, . . . , S − 1} définies par

C(v) =
E
[(
Avσ2

v + Bv
)α − (Avσ2

v

)α]
αE
(
Av logAv

)
telles que

P (σv > t) ∼ C(v)t−2α, v ∈ {0, . . . , S − 1}, t→∞, (2.71)

P (|εv| > t) ∼ E(|η0|2α)P (σv > t), v ∈ {0, . . . , S − 1}, t→∞. (2.72)

2.4.3 Processus RCA(1) périodique

Soit (Xt)t∈Z un processus autorégressif périodique à coefficients aléatoires définie
par l’équation aux différences stochastique suivante

Xt = (ϕt + bt)Xt−1 + et, t ∈ Z, (2.73)

avec ϕt ∈ R périodique en t, i.e., ϕtS+v = ϕv, v ∈ {0, · · · , S − 1}, pour tout t ∈ Z et
(bt, et)t∈Z est une suite de variables aléatoires ipd de période S ≥ 1.
Le modèle RCA(1) périodique (2.73) peut s’écrire sous la forme suivante :

XnS+v = (ϕv + bnS+v)XnS+v−1 + enS+v, v ∈ {0, · · · , S − 1}, n ∈ Z. (2.74)

Dans ce cas, le modèle (2.73) satisfait l’équation aux récurrences stochastique

XnS+v = AnS+vX(n−1)S+v + BnS+v, v ∈ {0, · · · , S − 1}, n ∈ Z, (2.75)

avec

AnS+v =

S−1∏
i=0

(ϕnS+v−i + bnS+v−i), BnS+v =

S−1∑
j=0

j−1∏
i=0

(ϕnS+v−i + bnS+v−i)enS+v−j

(2.76)
et (AnS+v,BnS+v)n∈Z est une suite i.i.d pour chaque v ∈ {0, · · · , S − 1}.

L’unique solution non-anticipative strictement périodiquement stationnaire du modèle
(2.73) est donnée par le théorème suivant.
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Théorème 2.13. Pour l’équation (2.73), supposons que les conditions suivantes sont
vérifiées

S−1∑
v=0

E(log+ |ev|) <∞ et −∞ ≤
S−1∑
v=0

E(log |ϕv + bv|) < 0, (2.77)

alors pour chaque t ∈ Z, la série

Xt =

∞∑
j=0

j−1∏
i=0

(ϕt−i + bt−i)et−j , (2.78)

converge absolument presque surement et le processus (X)t∈Z est l’unique solution non-
anticipative strictement périodiquement stationnaire de l’équation (2.73).

L’application du théorème de renouvellement implicite 2.6 et le théorème 2.7 de
comportement asymptotiques des queues des S distributions marginales de la solution
strictement périodiquement stationnaire nous donne le résultat suivant.

Théorème 2.14. Pour l’équation (2.73), supposons que les conditions suivantes sont
vérifiées

1. Pour un certain α > 0

a)

S−1∏
v=0

E(|ϕv + bv|α) = 1,

b) E
( S−1∏
v=0

|ϕv + bv|α
S−1∑
v=0

log+ |ϕv + bv|
)
<∞,

c)
∑S−1

v=0 E|ev|α <∞.

2. la loi conditionnelle de
S−1∑
v=0

log |ϕv + bv| sachant
S−1∏
v=0

(ϕv + bv) 6= 0 est non

arithmétique, alors

1. L’équation (2.73) admet une unique solution non-anticipative strictement périodiquement
stationnaire (Xt)t∈Z.

2. Ils existent des constantes C
(v)
+ , C

(v)
− , v ∈ {0, . . . , S − 1}, pour les quelles

P (Xv > t) ∼ C(v)
+ t−α, v ∈ {0, . . . , S − 1}, t→∞,

P (Xv < −t) ∼ C(v)
− t−α, v ∈ {0, . . . , S − 1}, t→∞.

Les constantes C
(v)
+ , C

(v)
− , v ∈ {0, . . . , S − 1}, sont telles que

a) si
S−1∏
v=0

(ϕv + bv) ≥ 0 p.s, alors

C
(v)
+ =

E
[(

(AvXv + Bv)+
)α − ((AvXv)

+
)α]

αE(|Av|α log |Av|)
,

C
(v)
− =

E
[(

(AvXv + Bv)−
)α − ((AvXv)

−)α]
αE(|Av|α log |Av|)

.

b) si P
( S−1∏
v=0

(ϕv + bv) < 0
)
> 0, alors

C
(v)
+ = C

(v)
− =

E
[∣∣AvXv + Bv

∣∣α − ∣∣AvXv

∣∣α]
2αE(|Av|α log |Av|)

.
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Chapitre2 : Théorie du renouvellement et Comportement des queues

2.4.4 Processus Bilinéaire périodique

Soit (Xt)t∈Z un processus bilinéaire périodique définie par l’équation aux différences
stochastique suivante :

Xt = (ϕt + βtet)Xt−1 + et, t ∈ Z, (2.79)

où ϕt, βt ∈ R périodiques en t et (et)t∈Z une suite de variables aléatoires ipd de période
S ≥ 1.
Le modèle bilinéaire périodique (2.79) peut s’écrire sous la forme suivante :

XnS+v = (ϕv + βvenS+v)XnS+v−1 + enS+v, v ∈ {0, · · · , S − 1}, n ∈ Z, (2.80)

Dans ce cas, le modèle bilinéaire périodique (2.80) satisfait l’équation aux récurrences
stochastique

XnS+v = AnS+vX(n−1)S+v + BnS+v, v ∈ {0, · · · , S − 1}, n ∈ Z. (2.81)

avec

AnS+v =

S−1∏
i=0

(ϕnS+v−i + βnS+v−ienS+v−i), (2.82)

BnS+v =
S−1∑
j=0

j−1∏
i=0

(ϕnS+v−i + βnS+v−ienS+v−i)enS+v−j (2.83)

et (AnS+v,BnS+v)n∈Z est une suite i.i.d pour chaque v ∈ {0, · · · , S − 1}.
L’unique solution non-anticipative strictement périodiquement stationnaire du modèle

(2.79) est donnée par le théorème suivant.

Théorème 2.15. Pour l’équation (2.79), supposons que les conditions suivantes sont
vérifiées

S−1∑
v=0

E(log+ |ev|) <∞ et −∞ ≤
S−1∑
v=0

E(log |ϕv + βvev|) < 0, (2.84)

alors pour chaque t ∈ Z, la série

Xt =

∞∑
j=0

j−1∏
i=0

(ϕt−i + βt−iet−i)et−j (2.85)

converge absolument presque surement et le processus (X)t∈Z est l’unique solution non-
anticipative strictement périodiquement stationnaire de l’équation (2.79).

L’application du théorème de renouvellement implicite 2.6 et le théorème 2.7 de
comportement asymptotiques des queues des S distributions marginales de la solution
strictement périodiquement stationnaire nous donne le résultat suivant.

Théorème 2.16. Pour l’équation (2.79), supposons que les conditions suivantes sont
vérifiées

1. Pour un certain α > 0

a)
S−1∏
v=0

E(|ϕv + βvev|α) = 1,
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b) E
( S−1∏
v=0

|ϕv + βvev|α
S−1∑
v=0

log+ |ϕv + βvev|
)
<∞,

c)
∑S−1

v=0 E|ev|α <∞.

2. la loi conditionnelle de
S−1∑
v=0

log |ϕv + βvev| sachant
S−1∏
v=0

(ϕv + βvev) 6= 0 est non

arithmétique, alors

1. L’équation (2.79) admet une unique solution non-anticipative strictement périodiquement
stationnaire (Xt)t∈Z.

2. Ils existent des constantes C
(v)
+ , C

(v)
− , v ∈ {0, . . . , S − 1}, pour les quelles

P (Xv > t) ∼ C(v)
+ t−α, v ∈ {0, . . . , S − 1}, t→∞,

P (Xv < −t) ∼ C(v)
− t−α, v ∈ {0, . . . , S − 1}, t→∞.

Les constantes C
(v)
+ , C

(v)
− , v ∈ {0, . . . , S − 1}, sont telles que

a) si

S−1∏
v=0

(ϕv + βvev) ≥ 0 p.s, alors

C
(v)
+ =

E
[(

(AvXv + Bv)+
)α − ((AvXv)

+
)α]

αE(|Av|α log |Av|)
,

C
(v)
− =

E
[(

(AvXv + Bv)−
)α − ((AvXv)

−)α]
αE(|Av|α log |Av|)

.

b) si P
( S−1∏
v=0

(ϕv + βvev) < 0
)
> 0, alors

C
(v)
+ = C

(v)
− =

E
[∣∣AvXv + Bv

∣∣α − ∣∣AvXv

∣∣α]
2αE(|Av|α log |Av|)

.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié le comportement asymptotique des queues de la
solution strictement périodiquement stationnaire de l’équation aux récurrences stochas-
tique que nous avons étudié dans le premier chapitre. Nous avons démontré le théorème
de renouvellement implicite périodique afin de l’utiliser pour démontrer que les distri-
butions marginales de la solution strictement périodiquement stationnaire de l’équation
aux récurrences stochastique sont à variations régulières de même indice de variation.
Nous avons appliqué nos résultats à certains modèle périodiques de séries chronologiques,
à savoir le modèle ARCH(1) périodique, le modèle GARCH(1, 1) périodique, le modèle
RCA(1) périodique et le modèle bilinéaire périodique. Notons qu’il est très intéressant
d’étudier la variation régulière de la somme finie des variables de la solution strictement
périodiquement stationnaire de l’équation aux récurrences stochastique, comme il est
aussi intéressant d’étudier la variation régulière des distributions fini-dimensionnelles de
cette solution strictement périodiquement stationnaire.
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Chapitre 3

Modèles GARCH(p,q) et
ARCH(∞) Périodiques

3.1 Introduction

Les modèles autorégressifs conditionnellement hétéroscédastiques généralisés GARCH
introduits par Bollerslev [40] sont de grande importances grâce à leur capacité à représenter
adéquatement certaines séries financières. Ces modèles sont caractérisés par le fait que la
variance conditionnelle sur le passée du processus est une fonction linéaire des carrés des
valeurs passées du processus. Les propriétés probabilistes ont été étudiées via l’équation
aux récurrences stochastique, à savoir la stationnarité stricte, la stationnarité au se-
cond ordre, l’ergodicité, l’existence des moments d’ordres supérieurs et la propriété du
mélange (voir Bougerol et Picard [42], Davis et Mikosch [57], Francq et Zakoian [82],
Berkes et al [32]). Les paramètres de ces modèles ont été estimés par la méthode du
quasi-maximum de vraisemblance (voir Francq et Zakoian [81], Straumann et Mikosch
[133]). Ces dernières années Aknouche a étudié les modèles GARCH périodiques et
leurs propriétés probabilistes, à savoir la stationnarité périodique stricte, la stationna-
rité périodique au second ordre, l’existence des moments d’ordres supérieurs, l’ergodicité
périodique, la propriété du mélange et la structure d ?autocovariance (voir Aknouche
et al [14], Aknouche et Bibi [15], Bibi et Aknouche [34], Aknouche et Bentarzi [16]).
Les paramètres de ces modèles ont été estimés par la méthode du quasi-maximum de
vraisemblance (voir Aknouche et Bibi [15], Aknouche et al [14]).

3.2 Modèles GARCH(p, q) périodiques

Soit (εt)t∈Z un processus GARCH(p, q) périodique de période S ∈ N∗, c’est-à-dire
satisfait l’équation aux différences stochastique suivante :

εt = σtηt,

σ2
t = ωt +

q∑
i=1

αt,iε
2
t−i +

p∑
j=1

βt,jσ
2
t−j , t ∈ Z, (3.1)

où (ηt)t∈Z est une suite iid telle que E(ηt) = 0, E(η2
t ) = 1 et ηt indépendante de εt−i

pour tout i > 0. Les paramètres ωt, αt,i et βt,j sont périodiques en t de période S ∈ N∗
tels que ωt > 0, αt,i ≥ 0 et βt,j ≥ 0 pour tout i = 1, . . . , q, j = 1, . . . , p et t ∈ Z.
En posant t = nS + v, v ∈ {0, . . . , S − 1}, Le modèle GARCH(p, q) périodique (3.1)
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peut être écrit sous la forme suivante :
εnS+v = σnS+vηnS+v, ,

σ2
nS+v = ωv +

q∑
i=1

αv,iε
2
nS+v−i +

p∑
j=1

βv,jσ
2
nS+v−j , n ∈ Z, (3.2)

La deuxième équation du modèle (3.2) peut s’écrire sous la forme symbolique suivante

Bv(L)σ2
nS+v = ωv +Av(L)ε2

nS+v, n ∈ Z, (3.3)

avec L est défini par Liσ2
nS+v = σ2

nS+v−i, L
iε2
nS+v = ε2

nS+v−i et Bv(L), Av(L) deux
polynômes définis par

Av(L) =

q∑
i=1

αv,iL
i, et Bv(L) = 1−

p∑
i=1

βv,iL
i. (3.4)

3.2.1 Stationnarité périodique stricte

Le modèle GARCH(p, q) périodique défini par (3.1) peut aussi s’écrire comme équation
aux récurrences stochastique

Xt = AtXt−1 +Bt, t ∈ Z, (3.5)

où Xt = (ε2
t , · · · , ε2

t−q+1, σ
2
t , · · · , σ2

t−p+1)′, Bt = (ωtη
2
t , 0, · · · , ωt, 0, · · · , 0)′ et

At =



αt,1η
2
t . . . αt,q−1η

2
t αt,qη

2
t βt,1η

2
t . . . βt,p−1η

2
t βt,pη

2
t

1 . . . 0 0 0 0 0 0
...

. . .
...

...
...

...
...

0 . . . 1 0 0 . . . 0 0
αt,1 . . . αt,q−1 αt,q βt,1 . . . βt,p−1 βt,p
0 . . . 0 0 1 . . . 0 0
...

...
...

...
...

. . .
...

...
0 . . . 0 0 0 . . . 1 0


tels que (At, Bt)t∈Z est une suite i.p.d en raison de périodicité des paramètres ωt, αt,i,
βt,j , i = 1, . . . , q, j = 1, . . . , p et à valeurs dans Mp+q(R)× Rp+q.
On note par ‖ . ‖ la norme euclidienne sur Rp+q et la norme matricielle induite sur
Mp+q(R), l’espace des matrices carrées de taille (q + p)× (q + p).

L’exposant de Lyapounov associé à la suite ipd (At)t∈Z est défini par

γS(A) = inf
{ 1

n
E log ‖AnSAnS−1 . . . A1‖, n ∈ N∗

}
(3.6)

= inf
{ 1

n
E log ‖AnSA(n−1)S . . .AS‖, n ∈ N∗

}
,

pourvu que

S−1∑
v=0

E(log+ ‖Av‖) <∞, où AnS+v =

S−1∏
i=0

AnS+v−i, v ∈ {0, . . . , S − 1}.

Puisque E(η2
t ) <∞, alors

∑S−1
v=0 E(‖Av‖) <∞ et

∑S−1
v=0 E(‖Bv‖) <∞ et par l’inégalité

de Jensen, on peut vérifier que

S−1∑
v=0

E(log+ ‖Av‖) <∞ et

S−1∑
v=0

E(log+ ‖Bv‖) <∞. (3.7)
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Maintenant, puisque la suite (AnS)n∈Z est iid et vérifie les contions (3.7), alors par le
théorème 6 ergodique sous-additif de Kingman [108], on déduit que

γS(A) = lim
n→∞

1

n
log ‖AnSAnS−1 . . . A1‖ p.s., (3.8)

et par le lemme 2.1 de Bougerol et Picard [42], on a

si lim
n→∞

‖AnSAnS−1 . . . A1‖ = 0 p.s., alors γS(A) < 0. (3.9)

Le théorème suivant de Aknouche et Bibi [15] donne l’unique solution non-anticipative
strictement périodiquement stationnaire du modèle (3.1).

Théorème 3.1. L’équation (3.5) admet une unique solution non-anticipative stricte-
ment périodiquement stationnaire définie par

Xt =
∞∑
j=0

j−1∏
i=0

At−iBt−j , t ∈ Z, (3.10)

si et seulement si l’exposant de Lyapounov γS(A) associé à la suite ipd (At)t∈Z défini
par (3.6) est strictement inférieur à zéro, où la série converge presque sûrement pour
chaque t ∈ Z.

Preuve. Supposons qu’il existe une solution strictement périodiquement stationnaire
(εt)t∈Z de (3.1). Considérons le processus (Xt)t∈Z défini par (3.5). Pour chaque v ∈
{0, . . . , S − 1} et tout m > 0, après m itérations sur l’équation (3.5), on trouve

Xv =

m∑
j=0

j−1∏
i=0

Av−iBv−j +

m+1∏
j=0

Av−jXv−m−1.

On utilise les notations suivantes : pour x, y ∈ Rp+q et A,B ∈Mp+q(R),
x ≤ y si x − y ∈ Rp+q+ et A ≤ B si B − A ∈ Mp+q(R+). Maintenant, puisque les
coefficients de la matrice At et de vecteur Xv sont positifs, alors pour tout m > 1,

Xv ≥
m∑
j=0

j−1∏
i=0

Av−iBv−j p.s.,

et ceci implique que la série
∑∞

j=0

∏j−1
i=0 Av−iBv−j converge presque sûrement et par

conséquent

lim
j→∞

j−1∏
i=0

Av−iBv−j = 0 p.s. (3.11)

Soit (ek)1≤k≤q+p, une base canonique de Rp+q et on montre que pour chaque
k ∈ {1, . . . , q + p}, on a

lim
j→∞

j−1∏
i=0

Av−iek = 0 p.s. (3.12)

Comme Bv−j = ωv−jη
2
v−je1 + ωv−jeq+1, avec ωv−j > 0, alors par (3.11),

lim
j→∞

ωv−jη
2
v−j

j−1∏
i=0

Av−ie1 = 0 p.s. et lim
j→∞

ωv−j

j−1∏
i=0

Av−ieq+1 = 0 p.s., (3.13)
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Modèles GARCH(p,q) Périodiques

et par conséquent la relation (3.12) est vérifiée pour k = q+1. Pour chaque k = 1, . . . , p,
on a

Av−jeq+k = βv−j+1,kη
2
v−j+1Av−j+1e1 + βv−j+1,kAv−j+1eq+1 + eq+k+1,

et puisque βv−j+1,k ≥ 0, alors pour k = 1,

0 ≤ lim
j→∞

j−1∏
i=0

Av−ieq+2 ≤ lim
j→∞

j−1∏
i=0

Av−ieq+1 = 0 p.s (3.14)

et par conséquent, la relation (3.12) est vérifiée pour k = q + 2. Avec le même raison-
nement, on peut vérifier que la relation (3.12) est vérifiée pour k = q + 1, . . . , q + p.
D’autres parts, puisque

Av−j+1eq = αv−j+1,qη
2
v−j+1e1 + αv−j+1,qeq+1,

alors par la relation (3.13), on déduit que la relation (3.12) est vérifiée pour k = q.
Maintenant, pour k = 1, . . . , q − 1, on a

Av−j+1ek = αv−j+1,kη
2
v−j+1e1 + αv−j+1,keq+1 + ek+1,

alors

lim
j→∞

j−1∏
i=0

Av−ieq−1 ≤ αv−j+1,q−1η
2
v−j+1 lim

j→∞

j−1∏
i=0

Av−ie1 + αv−j+1,q−1 lim
j→∞

j−1∏
i=0

Av−ieq+1

+ lim
j→∞

j−1∏
i=0

Av−ieq = 0 p.s,

ceci vient de la relation (3.13) et le fait que αv−j+1,q−1 ≥ 0. De la même manière, on
peut vérifier la relation (3.12) pour k = 1, . . . , q − 2. Finalement, la relation (3.12) est
vérifiée pour chaque ek, k ∈ {1, . . . , q + p} et par conséquent

lim
j→∞

j−1∏
i=0

Av−i = 0 p.s. (3.15)

La suite
(∏j−1

i=0 Av−i
)
j∈Z converge presque surement vers zéro, alors toutes ses sous-

suites convergent vers zéro, en particulier la sous-suite de terme général

Sj−1∏
i=0

Av−i =

j−1∏
i=0

( S−1∏
k=0

Av−iS−k

)
=

j−1∏
i=0

Av−iS ,

où la suite
(
Av−iS

)
i∈Z est iid pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}. Par la relation (3.9), on

déduit que γS(A) < 0.
Supposons que γS(A) < 0, alors la relation (3.8) implique que la série dans (3.10)

converge presque surement pour tout t ∈ Z. En effet, on a

[Xt| =
∥∥∥ ∞∑
j=0

j−1∏
i=0

At−iBt−j

∥∥∥
≤

∞∑
j=0

‖AtAt−1 . . . At−j+1‖.‖Bt−j‖. (3.16)
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Chapitre 3 : Modèles GARCH(p,q) et ARCH(∞) Périodiques

Maintenant, on a

‖AtAt−1 . . . At−j+1‖1/j |Bt−j |1/j = exp
(1

j
log ‖AtAt−1 . . . At−j+1‖+

1

j
log ‖Bt−j‖

)
p.s→ exp

{γS(A)

S

}
< 1, j →∞,

d’où la série convergence presque sûrement par le critère de Cauchy pour les séries
à termes positifs. La solution (εt)t∈Z du modèle (3.1) est définie par εt =

√
Xt,q+1ηt

où Xt,q+1 désigne la (q + 1)ème composante du vecteur Xt. Cette solution est non-
anticipative parce qu’elle s’écrit comme une fonction mesurable de ηt−1, ηt− . . .. Elle est
aussi strictement périodiquement stationnaire en raison de la stationnarité stricte de
(ηt)t∈Z et la périodicité des paramètres.

Maintenant, supposons qu’il existe une autre solution strictement périodiquement
stationnaire (Yt)t∈Z de l’équation (3.5), alors pour tout n > 0,

‖Xt − Yt‖ = ‖AtAt−1 . . . At−n+1(Xt−n − Yt−n)‖
≤ ‖AtAt−1 . . . At−n+1‖.‖Xt−n − Yt−n‖.

On a, ‖AtAt−1 . . . At−n+1‖ → 0 p.s lorsque n → ∞ parce que la série dans (3.16)
converge presque sûrement et comme la loi de (Xt−n − Yt−n) ne dépend pas de n, alors

‖AtAt−1 . . . At−n+1‖.‖Xt−n−Yt−n‖
P→ 0 lorsque n→∞. Par conséquent, ‖Xt−Yt‖

P→ 0
lorsque n→ 0. Comme Xt − Yt ne dépend pas de n, alors on a nécessairement, Xt = Yt
pour tout t ∈ Z.

Remarque 3.1. Lorsque le modèle GARCH(p, q) périodique (3.1) admet une solu-
tion strictement périodiquement stationnaire, alors chaque modèle GARCH périodique
obtenu en remplaçant les coefficients αt,i et βt,j , i = 1, · · · , q, j = 1, · · · , p par des co-
efficients plus petits admet une solution strictement périodiquement stationnaire parce
que l’exposant de Lyapounov associé au nouveau modèle est inférieur à celui associé
au modèle initial. En particulier, lorsqu’on annule les coefficients βt,j , j = 1, · · · , p, le
modèle obtenu est le modèle ARCH(q) périodique qui admet une solution strictement
périodiquement stationnaire dès que le modèle initial GARCH(p, q) périodique admet
une solution strictement périodiquement stationnaire.

Rappelons que pour une matrice A ∈ Mp+q(R), le rayon spectral de A, noté ρ(A),
est défini comme la plus grande valeur propre en valeur absolue de ses valeurs propres.
Pour toute matrice A ∈Mp+q(R), on a le résultat suivant :

lim
n→∞

1

n
log ‖An‖ = log ρ(A). (3.17)

Par les relations (3.17) et (3.8), l’exposant de Lyapounov associé à une suite de matrices
(An)n∈Z non aléatoires et périodique en t de période S ∈ N∗ est défini par :

γS(A) = lim
n→∞

1

n
log ‖AnSAnS−1 . . . A1‖

= lim
n→∞

1

n
log
∥∥∥( S−1∏

v=0

AS−v

)n∥∥∥ = log ρ
( S−1∏
v=0

AS−v

)
. (3.18)

Le résultat suivant de Aknouche et Bibi [15] donne une condition nécessaire de la
stationnarité périodique strice.
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Corollaire. Si le modèle (3.1) admet une solution strictement périodiquement station-
naire, alors

ρ
( S−1∏
v=0

βS−v

)
< 1, (3.19)

où βt est une sous-matrice de At définie par

βt =


βt,1 βt, 2 . . . βt,p−1 βt,p
1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0
...

. . .
. . .

...
...

0 0 . . . 1 0


Preuve. Comme les termes des matrices At sont positifs, alors l’exposant de Lyapounov
associé à la suite (At)t∈Z est supérieur à celui associé à la suite obtenue en remplaçant les
coefficients des q premières lignes et des q premières colonnes par zéro dans les matrices
At. Par la relation (3.18), on a :

log ρ
( S−1∏
v=0

βS−v

)
= γS(β) ≤ γS(A),

et ainsi, si le modèle (3.1) admet une solution strictement périodiquement stationnaire,
c’est-à-dire γS(A) < 0, alors la relation (3.19) est vérifiée.

Le théorème suivant de Aknouche et Bibi [15] assure l’existence d’un moment d’un
certain ordre de la solution strictement périodiquement stationnaire du modèle (3.1).

Théorème 3.2. Supposons que γS(A) < 0. Soit εt = σtηt la solution strictement
périodiquement stationnaire du modèle (3.1), alors il existe κ > 0 tel que E(σ2κ

t ) < ∞
et E(ε2κ

t ) <∞.

Preuve. On utilise le lemme suivant dans la preuve du théorème 3.2.

Lemme 3.1. Soit (An)n∈Z une suite de matrices aléatoires positives ipd avec un expo-
sant de Lyapounov γS(A), alors

γS(A) < 0 ssi ∃κ > 0, ∃n0 ≥ 1 tels que δ = E‖An0SAn0S−1 . . . A1‖κ < 1. (3.20)

Preuve. Supposons que γS(A) < 0. Par définition,

γS(A) = inf{ 1

n
E(log ‖AnSAnS−1 . . . A1‖), n ∈ N∗},

alors il existe ∃n0 ≥ 1 tel que E(log ‖An0SAn0S−1 . . . A1‖) < 0. De plus,

E‖An0SAn0S−1 . . . A1‖ = ‖E(An0SAn0S−1 . . . A1)‖
= ‖

(
E(ASAS−1 . . . A1)

)n0‖
≤ (E‖ASAS−1 . . . A1‖)n0 <∞

et ceci vient du fait que la norme matricielle ‖.‖ est multiplicative, la positivité des
éléments des matrices An et la suite (An)n∈Z est ipd. On utilise le lemme suivant.

Lemme 3.2. Soit X une variable aléatoire positive. Si E(logX) < 0 et E(Xr) < ∞
pour un certain r > 0, alors il existe κ > 0 tel que E(Xκ) < 1.
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Par le lemme 3.2, on déduit qu’il existe κ > 0 tel que

δ = E‖An0SAn0S−1 . . . A1‖κ < 1. (3.21)

Maintenant, supposons qu’il existe κ > 0 et n0 ≥ 1 tels que δ < 1, alors par l’inégalité
de Jensen, on déduit que

γS(A) ≤ 1

n0
E(log ‖An0SAn0S−1 . . . A1‖) ≤

1

κn0
log δ < 0.

Ainsi, la preuve du lemme 3.1 est achevée. Revenons maintenant à preuve du théorème
3.2. Dans le lemme 3.1, on peut considérer κ ∈]0, 1[. Pour κ ∈]0, 1[, on a

(∑
i∈N xi

)κ ≤∑
i∈N x

κ
i pour toute suite numérique à termes positifs (xi)i∈N. En utilisant cette dernière

inégalité, on déduit que la solution strictement périodiquement stationnaire de l’équation
(3.5) définie par (3.10) satisfait

E‖Xt‖κ ≤
∞∑
i=1

E‖At . . . At−i+1‖κE‖Bt−i‖κ + E‖Bt‖κ

=

n0S∑
i=1

E‖At . . . At−i+1‖κE‖Bt−i‖κ +

2n0S∑
i=n0S+1

E‖At . . . At−i+1‖κ‖Bt−i‖κ

+
∞∑

i=2n0S+1

E‖At . . . At−i+1‖κE‖Bt−i‖κ + E‖Bt‖κ

≤
n0S∑
i=1

E‖At . . . At−i+1‖κE‖Bt−i‖κ + δ

n0S∑
i=1

E‖At . . . At−i+1‖κE‖Bt−i‖κ

+

∞∑
i=2n0S+1

E‖At . . . At−i+1‖κE‖Bt−i‖κ + E‖Bt‖κ

...

≤ φ
(

1 +
∞∑
j=0

δj
n0S∑
i=1

E‖At . . . At−i+1‖κ
)
<∞,

où φ = max1≤v≤S E‖Bv‖ et δ défini par (3.20).
Comme σ2κ

t ≤ ‖Xt‖κ et ε2κ
t ≤ ‖Xt‖κ, alors E(ε2κ

t ) <∞ et E(σ2κ
t ) <∞.

Le résultat suivant de Aknouche et Bibi [15] donne une condition suffisante pour
l’existence et l’unicité de la solution strictement périodiquement stationnaire du modèle
(3.1).

Corollaire 3.1. Pour l’équation (3.5), supposons que

ρ
( S−1∏
v=0

E(AS−v)
)
< 1, (3.22)

alors l’équation (3.5) admet une unique solution non-anticipative strictement périod
iquement stationnaire.

Preuve. On utilise le résultat suivant de Kesten et Spitzer [107].

Lemme 3.3. Soit (Bn)n∈N une suite de matrices aléatoires positives iid de tailles d×d,
alors

lim
n→∞

1

n
‖B1B2 . . . Bn‖ ≤ log ρ(E(B1)).
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Comme la suite
(∏S−1

i=0 AnS+v−i
)
n∈Z est iid pour chaque v{0, . . . , S − 1}, alors par

le lemme 3.3, on a

γS(A) ≤ log ρ

(
E
( S−1∏
v=0

AS−v

))
= log ρ

( S−1∏
v=0

E(AS−v)
)
.

La condition (3.22) implique que γS(A) < 0. Par le théorème 3.1, l’équation (3.5) ad-
met une unique solution non-anticipative strictement périodiquement stationnaire. Le

processus (εt)t∈Z défini par εt =
√
Xt,q+1ηt, où Xt,q+1 désigne la (q + 1)ème compo-

sante de vecteur Xt, est l’unique solution non-anticipative strictement périodiquement
stationnaire du modèle 3.1.

3.2.2 Existence des moments d’ordres supérieurs

Dans le prochain résultat, on donne des conditions suffisantes d’existence des mo-
ments d’ordre 2m pour la solution strictement périodiquement stationnaire du modèle
(3.1). Supposons que la suite (ηt)t∈Z admet des moments d’ordre 2m, i.e., E(η2m

t ) <∞.
On note par ⊗ le produit de Kronecker défini par : pour deux matrices quelconques
A = (aij) et B, on a A⊗B = (aij)B. Pour toute matrice A, on pose A⊗m = A⊗ . . .⊗A.
Dans cette partie, on utilise la norme matricielle, notée ‖.‖, définie pour toute matrice
A par : ‖A‖ =

∑
ij |aij |.

Théorème 3.3. Supposons que E(η2m
t ) <∞ pour un certain m ∈ N∗ et

ρ

( S−1∏
v=0

E(A⊗mt−v)

)
< 1, (3.23)

alors pour chaque t ∈ Z, la série dans (3.10) converge en moyenne d’ordre m et le
processus (εt)t∈Z défini par εt =

√
Xt,1 est l’unique solution non-anticipative strictement

périodiquement stationnaire du modèle (3.1) et admet des moments jusqu’à l’ordre 2m.

Inversement, si ρ

(∏S−1
v=0 E(A⊗mt−v

)
≥ 1, alors il n’existe pas de solution strictement

périodiquement stationnaire pour le modèle (3.1) telle que E(ε2m
t ) <∞.

Preuve. Supposons que la condition (3.23) est satisfaite. Pour chaque k > 0, soit

At,k = AtAt−1 . . . At−k+1 et Xt,k = At,kBt−k.

On sait que pour deux matrices quelconque A et B, on a

‖A‖.‖B‖ = ‖A⊗B‖ = ‖B ⊗A‖

et le produit de Kronecker ⊗ est associatif. En utilisant ces propriétés, on a

‖Xt,k‖m = E‖At,kBt−k ⊗ . . .⊗At,kBt−k‖
= ‖E(At,kBt−k ⊗ . . .⊗At,kBt−k)‖,

cette dernière égalité vient du fait que les éléments des matrices At,kBt−k sont positifs.
Pour toute vecteur de taille égale au nombre de colonne de la matrice A, on a

(AX)⊗m = A⊗mX⊗m,
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cette dernière égalité se déduit de la propriété de produit de Kronecker suivante : pour
toutes matrice A,B,C et D telles que les produits AB et CD sont définis, on a AB ⊗
CD = (A⊗ C)(B ⊗D). Il s’en suit que pour chaque k > 0,

E‖Xt,k‖m = ‖E(A⊗mt,k B
⊗m
t−k)‖

= ‖E(A⊗mt . . . . . . A⊗mt−k+1B
⊗m
t−k)‖

=

∥∥∥∥( S−1∏
v=0

E(A⊗mt−v)
)[k/S]

l(k)−1∏
i=0

E(A⊗mt−i )E(B⊗mt−k)

∥∥∥∥,
où l(k) est le reste de la division de k sur S et [ . ] désigne la partie entière. La norme
‖.‖ est multiplicative, alors de l’expréssion de Xt définie dans (3.10), on a

‖Xt‖m =
(
E‖Xt‖m

)1/m ≤ ∞∑
k=0

‖Xt,k‖m

≤
∞∑
k=0

∥∥∥∥( S−1∏
v=0

E(A⊗mt−v)
)[k/S]

∥∥∥∥1/m

.

∥∥∥∥ l(k)−1∏
i=0

E(A⊗mt−i )

∥∥∥∥1/m

‖E(B⊗mt−k)‖1/m.

Si la condition (3.23) est vérifiée, alors∥∥∥∥( S−1∏
v=0

E(A⊗mt−v)
)[k/S]

∥∥∥∥
converge vers zéro à vitesse exponentielle lorsque k tend vers l’infini et par conséquent
pour tout t ∈ Z, la série Xt converge en moyenne d’ordre m et converge presque
sûrement. Le processus (Xt)t∈Z est une solution strictement périodiquement station-
naire de l’équation (3.5). De plus, si la condition (3.23) est vérifiée, alors pour tout
t ∈ Z, ‖ε2

t ‖m ≤ ‖Xt‖m <∞ parce que la norme de vecteur Xt est supérieur à la valeur
absolue de chacune de ses composantes. Donc, la condition (3.23) est suffisante pour
l’existence de E(ε2m

t ).
Maintenant, supposons que E(ε2m

t ) <∞. Puisque pour tout t ∈ Z, Xt,k ≥ 0, alors

E(X⊗mt ) = E
(( ∞∑

k=0

Xt,k

)⊗m)
≥

∞∑
k=0

E(X⊗mt,k )

=

∞∑
k=0

E(A⊗mt,k B
⊗m
t−k)

=

∞∑
k=0

( S−1∏
v=0

E(A⊗mt−v)
)[k/S]

l(k)−1∏
i=0

E(A⊗mt−i )E(B⊗mt−k)

où l(k) est le reste de la division de k sur S et [ . ] désigne la partie entière. Comme
toutes les composantes de E(X⊗mt ) sont finies, alors on déduit que

ρ

( S−1∏
v=0

E(A⊗mt−v

)
< 1.
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3.3 Modèles ARCH(∞) Périodiques

Le modèle ARCH(∞) a été introduit par Robinson [129], ensuite il a été étudié
par Giraitis et Surgailis [86], Kazakevicius et Leipus [103], Giraitis et al [89], Giraitis
et al [87]. La classe des processus ARCH(∞) contient les processus ARCH et GARCH
d’ordres finis. En particulier, la solution non-anticipative strictement stationnaire du
modèle GARCH(p, q) admet une représentation ARCH(∞) (voir Giraitis et al [90],
Kazakevicius et Leipus [103], Francq et Zakoian [82]). Dans cette partie, on étudie le
modèle ARCH(∞) à coefficients périodiques, en particulier, on donne les conditions
suffisantes pour l’existence d’une solution non-anticipative strictement périodiquement
stationnaire et on donne la forme explicite de cette solution stationnaire qui s’écrit sous
forme d’une série de Volterra.

3.3.1 Stationnarité périodique stricte

Soit (εt)t∈Z un processus ARCH(∞) périodique de période S ∈ N∗, c’est-à-dire
satisfait le modèle 

εt = σtηt,

σ2
t = φt,0 +

∞∑
i=1

φt,iε
2
t−i, t ∈ Z, (3.24)

avec (φt,i)i∈N est une suite périodique telle que φt,0 > 0, φt,i ≥ 0, i ≥ 1 et (ηt)t∈Z est
une suite iid telle que E(ηt) = 0 et E(η2

t ) = 1. L’existence et l’unicité d’une solution
strictement périodiquement stationnaire du modèle (3.24) sont assurées par le résultat
suivant.

Théorème 3.4. S’il existe une constante p ∈]0, 1] telle que

S∏
v=1

E(η2p
t )

∞∑
i=1

φpv,i < 1, (3.25)

alors il existe une solution non-anticipative strictement périodiquement stationnaire du
modèle (3.24), donnée par

εt = σtηt,

σ2
t =

∞∑
k=0

∞∑
i1,...,ik=1

φt,i1 . . . φt−i1−···−ik−1,ikφt−i1−···−ik,0η
2
t−i1 . . . η

2
t−i1−···−ik

(3.26)

Le processus (εt)t∈Z défini par (3.26) est l’unique solution non-anticipative strictement
périodiquement stationnaire du modèle (3.24) telle que E(ε2p

t ) <∞.

Preuve. Après m itération sur la deuxième équation du modèle (3.24), on obtient

σ2
t = φt,0 +

∞∑
i1=1

φt,i1ε
2
t−i1

= φt,0 +
∞∑
i1=1

φt,i1φt−i1,0η
2
t−i1 +

∞∑
i1=1

φt,i1

∞∑
i2=1

φt−i1,i2η
2
t−i1ε

2
t−i1−i2

...

= φt,0 +
m−1∑
k=1

∞∑
i1,i2,...,ik=1

φt,i1 . . . φt−i1−···−ik−1,ikφt−i1−···−ik,0η
2
t−i1 . . . η

2
t−i1−···−ik

+

∞∑
i1,i2,...,im=1

φt,i1 . . . φt−i1−···−im−1,imη
2
t−i1 . . . η

2
t−i1−···−im−1

ε2
t−i1−···−im .
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Lorsque m tend vers l’infini, on obtient le développement en série de Volterra de σ2
t

et le processus (εt)t∈Z défini par (3.26) est candidat à être une solution strictement
périodiquement stationnaire du modèle (3.24). On pose

Yt = φt,0 +

∞∑
k=1

∞∑
i1,··· ,ik=1

φt,i1 · · ·φt−i1−···−ik−1,ikφt−i1−···−ik,0η
2
t−i1 · · · η

2
t−i1−···−ik .

Puisque p ∈]0, 1], alors en appliquant l’inégalité (a+ b)p ≤ ap + bp, on obtient :

Y p
t ≤ φpt,0 +

∞∑
k=1

∞∑
i1,··· ,ik=1

φpt,i1 · · ·φ
p
t−i1−···−ik−1,ik

φpt−i1−···−ik,0η
2p
t−i1 · · · η

2p
t−i1−···−ik .

Le fait que les variables ηt sont indépendantes, on obtient en posant
α = max

1≤v≤S
φv,0 :

E(Y p
t ) ≤ φpt,0 +

∞∑
k=1

∞∑
i1,··· ,ik=1

φpt,i1 . . . φ
p
t−i1−···−ik−1,ik

φpt−i1−···−ik,0E(η2p
t−i1) · · ·E(η2p

t−i1−···−ik).

≤ αp + αp
∞∑
k=1

∞∑
i1,··· ,ik=1

φpt,i1 . . . φ
p
t−i1−···−ik−1,ik

(E(η2p
t ))k.

= αp
(

1 +
∞∑
k=1

(E(η2p
t ))k

k∏
j=1

∞∑
ij=1

φpt−i1−···−ij−1,ij

)

= αp
(

1 +
∞∑
k=1

[ S∏
l=1

E(η2p
t )

∞∑
i=1

φpv−l+1,i

][k/S]
m(k)∏
l=1

E(η2p
t )

∞∑
i=1

φpv−l+1,i

)

= αp
(

1 +
∞∑
k=1

[ S∏
l=1

E(η2p
t )

∞∑
i=1

φpl,i

][k/S]
m(k)∏
l=1

E(η2p
t )

∞∑
i=1

φpv−l+1,i

)
,

où [ . ] désigne la partie entière et m(k) est le reste de la division de k sur S.

Puisque pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1},
∏m(k)
l=1 E(η2p

t )
∑∞

i=1 φ
p
v−l+1,i est majorée par

une constante et la série
∑∞

k=1

[∏S
l=1E(η2p

t )
∑∞

i=1 φ
p
l,i

][k/S]
est majorée par la série

géométrique
∑∞

j=0

[∏S
l=1E(η2p

t )
∑∞

i=1 φ
p
l,i

]j
qui converge grâce à la condition (3.25),

alors E(Y p
t ) <∞ et par conséquent la variable Yt est finie presque surement. Mainte-

nant,

∞∑
i0=1

φt,i0Yt−i0η
2
t−i0 =

∞∑
i0=1

φt,i0φt−i0,0η
2
t−i0

+

∞∑
i0=1

φt,i0η
2
t−i0

∞∑
k=1

∞∑
i1,··· ,ik=1

φt−i0,i1 · · ·φt−i0−···−ik−1,ikφt−i0−···−ik,0η
2
t−i0−i1 · · · η

2
t−i0−···−ik .

=
∞∑
k=0

∞∑
i0,··· ,ik=1

φt,i0 · · ·φt−i0−···−ik−1,ikφt−i0−···−ik,0η
2
t−i0 · · · η

2
t−i0−···−ik .

Donc, la suite (Yt) satisfait l’équation aux récurrences suivante :

Yt = φt,0 +

∞∑
i=1

φt,iYt−iη
2
t−i.
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La solution non-anticipative strictement périodiquement stationnaire du modèle (3.24)

est obtenue en posant εt = Y
1/2
t ηt.

De plus, E(ε2p
t ) = E(Y p

t )E(η2p
t ) <∞, ceci vient du fait que E(Y p

t ) <∞.
Maintenant, soit (εt)t∈Z une solution non-anticipative strictement périodiquement

stationnaire quelconque du modèle (3.24) telle que E(ε2p
t ) < ∞. Pour chaque m ≥ 1,

on a :

σ2
t = φt,0 +

m−1∑
k=1

∞∑
i1,i2,···ik=1

φt,i1 · · ·φt−i1−···−ik−1,ikφt−i1−···−ik,0η
2
t−i1 · · · η

2
t−i1−···−ik

+
∞∑

i1,i2,···im=1

φt,i1 . . . φt−i1−···−im−1,imη
2
t−i1 . . . η

2
t−i1−···−im−1

ε2
t−i1−···−im

= Yt,m +Rt,m.

C’est clair que Yt,m → Yt p.s lorsque m→∞. De plus, puisque (εt) est non anticipative,
alors εt est indépendante de η′t pour t > t′. Par conséquent,

E(Rpt,m) ≤
∞∑

i1,i2,···im=1

φpt,i1 · · ·φ
p
t−i1−···−im−1,im

φpt−i1−···−im−1,im
(E(η2p

t ))m−1E(ε2p
t )

=
E(ε2p

t )

E(η2p
t )

m∏
j=1

E(η2p
t )

∞∑
ij=1

φpt−i1−···−ij−1,ij

=
E(ε2p

t )

E(η2p
t )

[ S∏
j=1

E(η2p
t )

∞∑
i=1

φpj,i

][m/S]
q(m)∏
l=1

E(η2p
t )

∞∑
i=1

φpv−l+1,i,

où [ . ] désigne la partie entière et q(m) est le reste de la division de m sur S. Par la

condition (3.25) et le fait que
∏q(m)
l=1 E(η2p

t )
∑∞

i=1 φ
p
v−l+1,i est majorée par une constante

pour chaque v ∈ {1, · · · , S}, on déduit que la série
∑∞

m=1E(Rpt,m) est convergente, ce
qui implique que E(Rpt,m) → 0 lorsque m → ∞. Par conséquent, Rt,m → 0 p.s lorsque
m→∞. Finalement, σ2

t = Yt p.s et la solution est unique.

Remarque 3.2. Lorsque dans le théorème 3.4, p = 1, alors la condition (3.25) devient

S∏
v=1

∞∑
i=1

φv,i < 1, (3.27)

et cette condition assure l’existence et l’unicité de la solution non-anticipative stricte-
ment périodiquement stationnaire (εt)t∈Z telle que E(ε2

t ) <∞.

3.3.2 Stationnarité périodique au second-ordre

Le résultat suivant qui généralise le théorème 2.1 de Kokoszka et Leipus [109] donne
les conditions suffisantes pour que le modèle ARCH(∞) admette une unique solution
non-anticipative faiblement périodiquement stationnaire.

Théorème 3.5. Si E(η4
t ) <∞ et

S∏
v=1

(
E(η4

t )
)1/2 ∞∑

i=1

φv,i < 1, (3.28)

alors le processus (ε2
t )t∈Z donnée par (3.26) est aussi périodiquement stationnaire au

second ordre.
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Preuve. Par le fait que E(η4
t ) ≥

(
E(η2

t )
)2

= 1, on déduit que la condition (3.28) im-
plique la condition (3.27) et par théorème 3.4, le processus (εt)t∈Z donnée par (3.26) est
l’unique solution non-anticipative strictement périodiquement stationnaire du modèle
(3.24) avec E(ε2

t ) < ∞. Il reste à montrer alors la stationnarité périodique de la cova-
riance du processus (ε2

t )t∈Z qui exige que E(ε4
t ) <∞.

On pose :

Mt(k) =
∞∑

i1,··· ,ik=1

k∏
j=1

φt−i1−···−ij−1,ijφt−i1−···−ik,0η
2
t−i1−···−ij . (3.29)

On montre que la série dans (3.26) qui s’écrit

σ2
t =

∞∑
k=0

Mt(k) (3.30)

converge dans L2. On a

E
∣∣∣ ∑
n1<k≤n2

Mt(k)
∣∣∣2 =

∑
n1<k,k′≤n2

E
(
Mt(k)Mt(k

′)
)
, (3.31)

où, en utilisant l’inégalité de Schwarz,

E
(
Mt(k)Mt(k

′)
)

=
∞∑

i1,··· ,ik=1

∞∑
i′1,··· ,i′k′=1

[( k∏
j=1

φt−i1−···−ij−1,ijφt−i1−···−ik,0

)
×

( k′∏
j′=1

φt−i′1−···−i′j′−1
,i′
j′
φt−i′1−···−i′k′ ,0

)
E
( k∏
j=1

η2
t−i1−···−ij

k′∏
j′=1

η2
t−i′1−···−i′j′

)]

≤ α2
∞∑

i1,··· ,ik=1

∞∑
i′1,··· ,i′k′=1

[( k∏
j=1

φt−i1−···−ij−1,ij

)( k′∏
j′=1

φt−i′1−···−i′j′−1
,i′
j′

)
×

(
E
( k∏
j=1

η4
t−i1−···−ij

))1/2(
E
( k′∏
j′=1

η4
t−i′1−···−i′j′

))1/2]

= α2
[ ∞∑
i1,··· ,ik=1

k∏
j=1

φt−i1−···−ij−1,ij

(
E(η4

t )
)k/2][ ∞∑

i′1,··· ,i′k′=1

k′∏
j′=1

φt−i′1−···−i′j′−1
,i′
j′

(
E(η4

t )
)k′/2]

= α2
[ k∏
j=1

(
E(η4

t )
)1/2 ∞∑

ij=1

φt−i1−···−ij−1,ij

][ k′∏
j′=1

(
E(η4

t )
)1/2 ∞∑

i′
j′=1

φt−i′1−···−i′j′−1
,i′
j′

]

= α2
[( S∏

j=1

(
E(η4

t )
)1/2 ∞∑

i=1

φj,i

)[k/S]
m∏
l=1

(
E(η4

t )
)1/2 ∞∑

i=1

φv−l+1,i

]
×

[( S∏
j=1

(
E(η4

t )
)1/2 ∞∑

i′=1

φj,i′
)[k′/S]

m′∏
l′=1

(
E(η4

t )
)1/2 ∞∑

i′=1

φv−l′+1,i′

]
,

avec α = max
1≤v≤S

φv,0. [ . ] désigne la partie entière, m et m′ désignent les restes de la

division de k et k′ sur S, respectivement.
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Par la relation (3.31) et la condition (3.28), on déduit que

E
∣∣∣ ∑
n1<k≤n2

Mt(k)
∣∣∣2 → 0 p.s lorsque n1, n2 →∞

Rappelons que la covariance de (ε2
t ) est périodiquement stationnaire, si

Cov(ε2
t , ε

2
t−h) = Cov(ε2

t+nS , ε
2
t−h+nS), ∀t, n, h ∈ Z.

E(ε2
t+nSε

2
t−h+nS)

= E
[(
η2
nS+t

∞∑
k=0

∞∑
i1,··· ,ik=1

k∏
j=1

φnS+t−i1−···−ij−1,ijφnS+t−i1−···−ik,0η
2
nS+t−i1−···−ij

)
×

(
η2
nS+t−h

∞∑
k′=0

∞∑
i′1,··· ,i′k′=1

k′∏
j′=1

φnS+t−h−i′1−···−i′j′−1
,i′
j′
φnS+t−h−i′1−···−i′k′ ,0

η2
nS+t−h−i′1−···−i′j′

)]

=

∞∑
k,k′=0

( ∞∑
i1,··· ,ik=1

k∏
j=1

φnS+t−i1−···−ij−1,ijφnS+t−i1−···−ik,0

)
×

( ∞∑
i′1,··· ,i′k′=1

k′∏
j′=1

φnS+t−h−i′1−···−i′j′−1
,i′
j′
φnS+t−h−i′1−···−i′k′ ,0

)
×

E
( k∏
j=0

η2
nS+t−i1−···−ij

k′∏
j′=0

η2
nS+t−h−i′1−···−i′j′

)
= E(ε2

t ε
2
t−h). .

E(ε2
t+nS)E(ε2

t−h+nS) =
∞∑

k,k′=0

( ∞∑
i1,··· ,ik=1

k∏
j=1

φnS+t−i1−···−ij−1,ijφnS+t−i1−···−ik,0

)
×

( ∞∑
i′1,··· ,i′k′=1

k′∏
j′=1

φnS+t−h−i′1−···−i′j′−1
,i′
j′
φnS+t−h−i′1−···−i′k′ ,0

)
= E(ε2

t )E(ε2
t−h).

Finalement, Cov(ε2
t+nS , ε

2
t−h+nS) = Cov(ε2

t , ε
2
t−h), ∀t, n, h ∈ Z.

Le résultat suivant qui généralise le lemme 2.1 de Giraitis et al [87] donne une
représentation de la covariance Cov(ε2

t , ε
2
t−h) et montre que Cov(ε2

t , ε
2
t−h) ≥ 0.

Proposition 3.1. Supposons que la condition (3.28) est satisfaite, alors

0 ≤ Cov(ε2
t , ε

2
t−h) =

∞∑
k,k′=0

Rt(k, k
′) (3.32)
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où

Rt(k, k
′) = Cov(η2

tMt(k), η2
t−hMt−h(k′))

=
∑

ik<···<i1<t
i′
k′<···<i

′
1<t−h;γ(t,h,i,i′)≥1

[
(φt,t−i1φi1,i1−i2 . . . φik−1,ik−1−ikφik,0)

×(φt−h,t−h−i′1φi′1,i′1−i′2 . . . φi′k′−1
,i′
k′−1
−i′
k′
φi′
k′ ,0

)

×
(
(E(η4

t ))
γ(t,h,i,i′) − (E(η2

t ))
2γ(t,h,i,i′)

)
×(E(η2

t ))
k+k′+2−2γ(t,h,i,i′)

]
(3.33)

avec γ(t, h, i, i′) = |{t, i1, · · · , ik} ∩ {t− h, i′1, · · · , i′k′}|, le nombres d’éléments communs
entre les deux ensembles {t, i1, · · · , ik} et {t− h, i′1, · · · , i′k′}.

Preuve. On remarque que

ε2
t = η2

t

∞∑
k=0

Mt(k),

avec Mt(k) donnée par (3.29). Par conséquent,

Cov(ε2
t , ε

2
t−h) = Cov

(
η2
t

∞∑
k=0

Mt(k), η2
t−h

∞∑
k′=0

Mt−h(k′)
)

=
∞∑

k,k′=0

Cov
(
η2
tMt(k), η2

t−hMt−h(k′)
)

=
∞∑

k,k′=0

Rt(k, k
′).

avec

Rt(k, k
′) = Cov(η2

tMt(k), η2
t−hMt−h(k′))

=
∞∑

i1,··· ,ik=1

i′1,··· ,i′k′=1

(φt,i1φt−i1,i2 · · ·φt−i1−···−ik−1,ikφt−i1−···−ik,0)

×(φt−h,i′1φt−h−i′1,i′2 · · ·φt−h−i′1−···−i′k′−1
,i′
k′
φt−h−i′1−···−i′k′ ,0

)

×Cov(η2
t η

2
t−i1 · · · η

2
t−i1−···−ik , η

2
t−hη

2
t−h−i′1

· · · η2
t−h−i′1−···−i′k′

)

=
∑

ik<···<i1<t
i′
k′<···<i

′
1<t−h

(φt,t−i1φi1,i1−i2 · · ·φik−1,ik−1−ikφik,0)

×(φt−h,t−h−i′1φi′1,i′1−i′2 · · ·φi′k′−1
,i′
k′−1
−i′
k′
φi′
k′ ,0

)

×Cov(η2
t η

2
i1 · · · η

2
ik
, η2
t−hη

2
i′1
· · · η2

i′
k′

) (3.34)

Puisque les variables η2
t sont indépendantes, alors

cov(η2
t η

2
i1 · · · η

2
ik
, η2
t−hη

2
i′1
· · · η2

i′
k′

) = E(η2
t η

2
i1 · · · η

2
ik
η2
t−hη

2
i′1
· · · η2

i′
k′

)

−E(η2
t η

2
i1 · · · η

2
ik

)E(η2
t−hη

2
i′1
· · · η2

i′
k′

)
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Modèles ARCH(∞) Périodiques

est nulle lorsque les deux ensembles {t, i1, · · · , ik} et {t−h, i′1, · · · , i′k′} n’ont pas d’éléments
communs. Maintenant, si on pose γ(t, h, i, i′) ≥ 1 est le nombre d’éléments communs
entre les deux ensembles, alors

Cov(η2
t η

2
i1 · · · η

2
ik
, η2
t−hη

2
i′1
· · · η2

i′
k′

) =

=
((
E(η4

t )
)γ(t,h,i,i′) −

(
E(η2

t )
)2γ(t,h,i,i′)

)
×
(
E(η2

t )
)k+k′+2−2γ(t,h,i,i′)

.

Ce qui implique directement les relations (3.32) et (3.33).

Le résultat suivant qui généralise la proposition 2.1 de Giraitis et al [87] montre que
Cov(ε2

t , ε
2
t−h) est finie pour tout t, h ∈ Z.

Proposition 3.2. Supposons que la condition (3.28) est satisfaite, alors

0 ≤ Cov(ε2
t , ε

2
t−h) ≤ α2E(η4

t )λ
2
1

( ∞∑
k=0

( S∏
v=1

(
E(η4

t )
)1/2 ∞∑

i=1

φv,i

)[k/S]
)2

<∞. (3.35)

avec

α = max
1≤v≤S

φv,0 et λ1 = max
1≤m≤S

max
1≤v≤S

( m∏
l=1

(
E(η4

t )
)1/2 ∞∑

i=1

φv−l+1,i

)
(3.36)

Pour montrer cette dernière proposition, on utilise le lemme suivant et rappelons
que pour tout t ∈ Z, t = nS + v, avec n ∈ Z et v ∈ {0, . . . , S − 1}

Lemme 3.4. Supposons que la condition (3.28) est satisfaite, alors

0 ≤ Rt(k, k′) ≤ α2E(η4
t )
( S∏
j=1

(
E(η4

t )
)1/2 ∞∑

i=1

φj,i

)[k/S]+[k′/S]

×
(m(k)∏
l=1

(
E(η4

t )
)1/2 ∞∑

i=1

φv−l+1,i

)(m′(k′)∏
l′=1

(
E(η4

t )
)1/2 ∞∑

i′=1

φv−l′+1,i′

)
(3.37)

avec α = max
1≤v≤S

φv,0. [ . ] désigne la partie entière, m(k) et m′(k′) désignent les restes de

la division de k et k′ sur S, respectivement.

Preuve. On sait que

Cov
(
η2
t η

2
t−i1 · · · η

2
t−i1−···−ik , η

2
t−hη

2
t−h−i′1

· · · η2
t−h−i′1−···−i′k′

)
≤ E

(
η2
t η

2
t−i1 · · · η

2
t−i1−···−ikη

2
t−hη

2
t−h−i′1

· · · η2
t−h−i′1−···−i′k′

)
≤
(
E
(
η2
t η

2
t−i1 · · · η

2
t−i1−···−ik

)2
E
(
η2
t−hη

2
t−h−i′1

· · · η2
t−h−i′1−···−i′k′

)2)1/2

=
((
E(η4

t )
)k+1(

E(η4
t )
)k′+1

)1/2
= E(η4

t )
(
E(η4

t )
) k′+k

2 (3.38)
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De la la relation (3.34), on déduit que

Rt(k, k
′) = Cov(η2

tMt(k), η2
t−hMt−h(k′))

≤
∑

i1,··· ,ik=1

k∏
j=1

φt−i1−···−ij−1,ijφt−i1−···−ik,0

×
∑

i′1,··· ,i′k′=1

k′∏
j′=1

φt−h−i′1−···−i′j′−1
,ij′
φt−h−i′1−···−i′k′ ,0

×E(η4
t )
(
E(η4

t )
) k′+k

2

Pour α = max
1≤v≤S

φv,0, on a

Rt(k, k
′) = Cov(η2

tMt(k), η2
t−hMt−h(k′))

≤ α2
∑

i1,··· ,ik=1

k∏
j=1

φt−i1−···−ij−1,ij

∑
i′1,··· ,i′k′=1

k′∏
j′=1

φt−h−i′1−···−i′j′−1
,ij′

×E(η4
t )
(
E(η4

t )
) k′+k

2

= α2
( k∏
j=1

∞∑
ij=1

φt−i1−···−ij−1,ij

)( k′∏
j′=1

∑
i′
j′=1

φt−h−i′1−···−i′j′−1
,i′
j′

)

×E(η4
t )
(
E(η4

t )
) k′+k

2

= α2E(η4
t )
( S∏
j=1

(
E(η4

t )
)1/2 ∞∑

i=1

φj,i

)[k/S](m(k)∏
l=1

(
E(η4

t )
)1/2 ∞∑

i=1

φv−l+1,i

)

×
( S∏
j=1

(
E(η4

t )
)1/2 ∞∑

i′=1

φj,i′
)[k′/S](m′(k′)∏

l′=1

(
E(η4

t )
)1/2 ∞∑

i′=1

φv−l′+1,i′

)

= α2E(η4
t )
( S∏
j=1

(
E(η4

t )
)1/2 ∞∑

i=1

φj,i

)[ k
S

]+[ k
′
S

]

×
(m(k)∏
l=1

(
E(η4

t )
)1/2 ∞∑

i=1

φv−l+1,i

)(m′(k′)∏
l′=1

(
E(η4

t )
)1/2 ∞∑

i′=1

φv−l′+1,i′

)
.

Ainsi la relation (3.37) du lemme 3.4 est vérifiée.

Preuve de la proposition 3.2. Par le lemme 3.4, on déduit que pour t ≥ 0

0 ≤ Rt(k, k′) ≤ α2E(η4
t )
( S∏
j=1

(
E(η4

t )
)1/2 ∞∑

i=1

φj,i

)[k/S]+[k′/S]

× max
1≤v≤S

(m(k)∏
l=1

(
E(η4

t )
)1/2 ∞∑

i=1

φv−l+1,i

)

× max
1≤v≤S

(m′(k′)∏
l′=1

(
E(η4

t )
)1/2 ∞∑

i′=1

φv−l′+1,i′

)
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En utilisant la relation (3.32) de proposition 3.1, on déduit

Cov(ε2
t , ε

2
t−h) =

∞∑
k,k′=0

Rt(k, k
′)

≤ α2E(η4
t )
∞∑
k=0

( S∏
j=1

(
E(η4

t )
)1/2 ∞∑

i=1

φj,i

)[ k
S

]
max

1≤v≤S

(m(k)∏
l=1

(
E(η4

t )
)1/2 ∞∑

i=1

φv−l+1,i

)

×
∞∑
k′=0

( S∏
j=1

(
E(η4

t )
)1/2 ∞∑

i′=1

φj,i′
)[ k
′
S

]
max

1≤v≤S

(m′(k′)∏
l′=1

(
E(η4

t )
)1/2 ∞∑

i′=1

φv−l′+1,i′

)

≤ α2E(η4
t )λ

2
1

( ∞∑
k=0

( S∏
j=1

(
E(η4

t )
)1/2 ∞∑

i=1

φj,i

)[ k
S

]
)

×
( ∞∑
k′=0

( S∏
j=1

(
E(η4

t )
)1/2 ∞∑

i′=1

φj,i′
)[ k
′
S

]
)

= α2E(η4
t )λ

2
1

( ∞∑
k=0

( S∏
j=1

(
E(η4

t )
)1/2 ∞∑

i=1

φj,i

)[ k
S

]
)2

<∞,

avec α et λ1 sont donnés pas (3.36). D’où la relation (3.35) est vérifiée.

3.3.3 Propriété de la fonction covariance

Rappelons que la condition (3.28) du théorème 3.5 assure que le processus (ε2
t )t∈Z

définie par (3.26) est périodiquement stationnaire au second ordre. On a montré dans
les propositions 3.1 et 3.2 que sous la condition (3.28), la fonction covariance vérifie,
0 ≤ Cov(ε2

t , ε
2
t−h) < ∞ pour tout h ∈ Z. Dans le prochain résultat qui généralise la

proposition 3.1 de Giraitis et al [87], on montre que sous la condition (3.28), le processus
(ε2
t )t∈Z est un processus de courte mémoire dans le sens que la fonction covariance vérifie

∞∑
n=−∞

Cov(ε2
nS+v, ε

2
v) <∞, v ∈ {0, · · · , S − 1}.

Théorème 3.6. Si la condition (3.28) est vérifiée, alors

∞∑
n=−∞

Cov(ε2
nS+v, ε

2
v) <∞, ∀v ∈ {0, · · · , S − 1} (3.39)

Preuve. Comme dans la preuve de la proposition 3.1, on pose

Cov(ε2
nS+v, ε

2
v) = Cov

(
η2
nS+v

∞∑
k=0

MnS+v(k), η2
v

∞∑
k′=0

Mv(k
′)
)

=

∞∑
k,k′=0

Cov
(
η2
nS+vMnS+v(k), η2

vMv(k
′)
)

=
∞∑

k,k′=0

RnS+v(k, k
′). (3.40)
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avec

RnS+v(k, k
′) = Cov(η2

nS+vMnS+v(k), η2
vMv(k

′))

=
∑

ik<···<i1<nS+v

i′
k′<···<i

′
1<v

(φnS+v,nS+v−i1φi1,i1−i2 · · ·φik−1,ik−1−ikφik,0)

×(φv,v−i′1φi′1,i′1−i′2 · · ·φi′k′−1
,i′
k′−1
−i′
k′
φi′
k′ ,0

)

×Cov(η2
nS+vη

2
i1 · · · η

2
ik
, η2
vη

2
i′1
· · · η2

i′
k′

) (3.41)

On utilise les lemmes suivants.

Lemme 3.5. Si la condition (3.28) est vérifiée, alors pour tout v ∈ {0, · · · , S − 1}

RnS+v(k, k
′) ≤ α2λ2

1E(η4
0)

k∑
m=1

k′∑
l=1

QnS+v(m, l)
( S∏
j=1

(
E(η4

0)
)1/2 ∞∑

i=1

φj,i

)[ k−m
S

]

×
( S∏
j=1

(
E(η4

0)
)1/2 ∞∑

i=1

φj,i

)[ k
′−l
S

](
E(η4

0)
)m+l

2 (3.42)

avec α, λ1 sont donnés par (3.36) et pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1},

QnS+v(m, l) =
∑

im<···<i1<nS+v

im<···<i′1<v

(φnS+v,nS+v−i1φi1,i1−i2 · · ·φim−1,im−1−im)

×(φv,v−i′1φi′1,i′1−i′2 · · ·φi′l−1,i
′
l−1−im)

Preuve. Puisque dans la relation (3.41), on utilise seulement les indices de recou-
vrement I = {i1, · · · , ik, nS + v} ∪ {i′1, · · · , i′k′ , v}, alors l’ensemble I peut être facto-
risé en sous ensembles dont l’intersection est l’ensemble vide, Im,l,m = 1, · · · , k, l =
1, · · · , k′ constitués des indices (i) = {i1, · · · , ik} et {i′1, · · · , i′k′} tels que les ensembles
{nS + v, i1, · · · , im−1} et {v, i′1, · · · , i′l−1} ne sont pas recouvrant et im = i′l. Par les
relations (3.41) et (3.38), on déduit que
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RnS+v(k, k
′) ≤

k∑
m=1

k′∑
l=1

∑
(i),(i′)∈Im,l

(
φnS+v,nS+v−i1φi1,i1−i2 · · ·φik−1,ik−1−ikφik,0

)
×(φv,v−i′1φi′1,i′1−i′2 · · ·φi′k′−1

,i′
k′−1
−i′
k′
φi′
k′ ,0

)
E(η4

0)
(
E(η4

0)
) k+k′

2

≤ α2
k∑

m=1

k′∑
l=1

QnS+v(m, l)
∑

ik<···<im+1<im

i′
k′<···<i

′
l+1<im

(
φim,im−im+1 · · ·φik−1,ik−1−ik

)

×(φim,im−i′l+1
· · ·φi′

k′−1
,i′
k′−1
−i′
k′

)
E(η4

0)
(
E(η4

0)
) k+k′

2

≤ α2
k∑

m=1

k′∑
l=1

QnS+v(m, l)
∞∑

im,im+1,··· ,ik=1

im,i′l+1,··· ,i
′
k′=1

(
φnS+v−im,im+1 · · ·φnS+v−im−···−ik−1,ik

)

×(φv−im,i′l+1
· · ·φv−im−i′l+1−···−i

′
k′−1

,i′
k′

)
E(η4

0)
(
E(η4

0)
) k+k′

2

= α2
k∑

m=1

k′∑
l=1

QnS+v(m, l)
( k∏
j=m+1

∞∑
ij=1

φnS+v−im−···−ij−1,ij

)

×
( k′∏
j′=l+1

∑
i′
j′=1

φv−i′l−···−i
′
j′−1

,i′
j′

)
E(η4

0)
(
E(η4

0)
) k+k′

2

= α2
k∑

m=1

k′∑
l=1

QnS+v(m, l)
( k∏
j=m+1

(
E(η4

0)
)1/2 ∞∑

ij=1

φnS+v−im−···−ij−1,ij

)

×
( k′∏
j′=l+1

(
E(η4

0)
)1/2 ∞∑

i′
j′=1

φv−i′l−···−i
′
j′−1

,i′
j′

)
E(η4

0)
(
E(η4

0)
)m+l

2

= α2
k∑

m=1

k′∑
l=1

QnS+v(m, l)
( S∏
j=1

(
E(η4

0)
)1/2 ∞∑

i=1

φj,i

)[ k−m
S

]

×
( S∏
j=1

(
E(η4

0)
)1/2 ∞∑

i=1

φj,i

)[ k
′−l
S

]( β∏
h=1

(
E(η4

0)
)1/2 ∞∑

i=1

φv−h+1,i

)
×
( γ∏
p=1

(
E(η4

0)
)1/2 ∞∑

i′=1

φv−p+1,i′

)
E(η4

0)
(
E(η4

0)
)m+l

2 (3.43)

avec β, γ ∈ {0, · · ·S − 1}. Finalement, pour tout v ∈ {0, . . . , S − 1},

RnS+v(k, k
′) ≤ α2λ2

1E(η4
0)

k∑
m=1

k′∑
l=1

QnS+v(m, l)
( S∏
J=1

(
E(η4

0)
)1/2 ∞∑

i=1

φJ,i

)[ k−m
S

]

×
( S∏
J=1

(
E(η4

0)
)1/2 ∞∑

i=1

φJ,i

)[ k
′−l
S

](
E(η4

0)
)m+l

2 (3.44)
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Lemme 3.6. Si la condition (3.28) est vérifiée, alors pour tout v ∈ {0, · · · , S − 1},

∞∑
n=0

RnS+v(k, k
′) ≤ α2λ3

1E(η4
0)
( S∏
j=1

(
E(η4

0)
)1/2 ∞∑

i=1

φj,i

) 1
2

[ k+k
′

S
]
(k + 1)(k′ + 1).

Preuve. Pour chaque v ∈ {0, · · · , S − 1}, on a

∞∑
n=0

QnS+v(m, l) ≤
( S∏
j=1

∞∑
i=1

φj,i

)[m+l
S

]( q∏
j=1

∞∑
i=1

φv−j+1,i

)
Donc, pour chaque v ∈ {0, · · · , S − 1},

(
E(η4

0)
)m+l

2

∞∑
n=0

QnS+v(m, l)

≤
( S∏
j=1

(
E(η4

0)
)1/2 ∞∑

i=1

φj,i

)[m+l
S

]( q∏
j=1

(
E(η4

0)
)1/2 ∞∑

i=1

φv−j+1,i

)

≤ λ1

( S∏
j=1

(
E(η4

0)
)1/2 ∞∑

i=1

φj,i

)[m+l
S

]
.

Maintenant, pour chaque v ∈ {0, · · · , S − 1},

∞∑
n=0

RnS+v(k, k
′) ≤ α2λ3

1E(η4
0)

k∑
m=1

k′∑
l=1

( S∏
j=1

(
E(η4

0)
)1/2 ∞∑

i=1

φj,i

)[ k−m
S

]

×
( S∏
j=1

(
E(η4

0)
)1/2 ∞∑

i=1

φj,i

)[ k
′−l
S

]( S∏
j=1

(
E(η4

0)
)1/2 ∞∑

i=1

φj,i

)[m+l
S

]

≤ α2λ3
1E(η4

0)
k∑

m=1

k′∑
l=1

( S∏
j=1

(
E(η4

0)
)1/2 ∞∑

i=1

φj,i

) 1
2

[ k+k
′

S
]

= α2λ3
1E(η4

0)
( S∏
j=1

(
E(η4

0)
)1/2 ∞∑

i=1

φj,i

) 1
2

[ k+k
′

S
]
(k + 1)(k′ + 1).

Revenons maintenant à la preuve du théorème 3.6. Par la relation 3.40 et le lemme
3.6, on a pour chaque v ∈ {0, · · · , S − 1},
∞∑

n=−∞
cov(ε2

nS+v, ε
2
v) = Cov(ε2

v, ε
2
v) + 2

∞∑
n=1

cov(ε2
nS+v, ε

2
v)

=
∞∑

n=−∞

∞∑
k,k′=0

RnS+v(k, k
′)

≤ 2α2λ3
1E(η4

0)

∞∑
k,k′=0

( S∏
j=1

(
E(η4

0)
)1/2 ∞∑

i=1

φj,i

) 1
2

[ k+k
′

S
]
(k + 1)(k′ + 1)

≤ 2α2λ3
1E(η4

0)
∞∑

k,k′=0

( S∏
j=1

(
E(η4

0)
)1/2 ∞∑

i=1

φj,i

) 1
2

[ k
S

]+ 1
2

[ k
S

]
(k + 1)(k′ + 1)

≤ 2α2λ3
1E(η4

0)

( ∞∑
k=0

( S∏
j=1

(
E(η4

0)
)1/2 ∞∑

i=1

φj,i

) 1
2

[ k
S

]
(k + 1)

)2

<∞.
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3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié le modèle GARCH(p, q) périodique en uti-
lisant le fait que ce modèle s’écrit comme équation aux récurrences stochastique et
nous avons montré que le modèle GARCH(p, q) périodique admet une unique solution
non-anticipative strictement périodiquement stationnaire si et seulement l’exposant de
Lyapounov est strictement négatif. Nous avons trouvé une condition suffisante pour
que cette solution ait des moments d’ordre supérieurs. Nous avons étudié le modèle
ARCH(∞) périodique et nous avons trouvé une condition suffisante pour que ce modèle
admette une unique solution non-anticipative strictement périodiquement stationnaire
et nous avons trouvé une condition suffisante assurant que cette solution est aussi
périodiquement stationnaire au second ordre. Nous avons terminé notre étude de ce
modèle par la propriété de la fonction covariance de la solution périodiquement station-
naire au second ordre.
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Chapitre 4

Modèle INGARCH de Poisson
double mélangé

4.1 Introduction

Au cours des dernières années, les séries temporelles à valeurs entières ont suscité
un intérêt croissant, avec des applications dans de nombreux domaines scientifiques, par
exemple, l’économie et la finance ( voir Christou et Fokianos [49], Doukhan et al [70],
Weiss [140]) où de nombreux modèles et méthodes ont été introduits. Zhu et al [145] ont
proposé le modèle mélange INARCH de Poisson ( MINARCH(q)) avec une suite iid de
mélange. Dans ce modèle, la distribution conditionnelle est un mélange fini de distribu-
tions de Poisson où l’intensité de chaque composante (ou régime) est une fonction linéaire
des q observations retardées. Les modèles MINARCH vise essentiellement à prendre en
compte la multimodalité de la distribution marginale, un fait fréquemment observé dans
les applications réelles. Il s’avère que ce modèle peut également représenter d’autres ca-
ractéristiques bien connues des séries chronologiques à valeurs entières fréquemment
observées dans la pratique, telles que la sur-dispersion conditionnelle et l’asymétrie.
Pour plus de persistance de modèle, Diop et al [65], [66] ont généralisé le modèle de
Zhu et al [145] afin d’inclure les valeurs retardées de l’intensité de chaque régime. La
généralisation ( Mélange INGARCH : MINGARCH(p, q)) a été faite par Haas et al [99]
afin que chaque régime spécifique ait sa propre dynamique INGARCH. Plus précisément,
toutes les intensités retardées dans chaque régime sont conditionnées par la valeur ac-
tuelle du processus de régime. Ce dispositif, appelé par Aknouche et Rabehi [22] mélange
présent, évite au modèle d’avoir le problème de dépendance (voir M. Haas et all [99]
pour le cas de mélange GARCH à valeurs réelles. En particulier, il permet facilement
d’estimer les paramètres à l’aide de l’algorithme EM . Zhu et al [145], Diop et al [65],
[66] ont étudié les propriétés de la moyenne et la structure d’autocovariance de leurs
modèles. Cependant, certaines propriétés importantes telles que la stationnarité stricte
et l’ergodicité qui sont essentielle pour l’inférence asymptotique n’ont pas été prises en
compte. Dans cette partie, on étudie l’ergodicité d’un processus autorégressif de Pois-
son double mélangé qui généralise le modèle de Zhu et al [145] dans trois directions :
premièrement, la distribution conditionnelle du modèle proposé est une superposition de
deux mélanges de distributions de Poisson. Le premier mélange permet de définir fine-
ment de nombreuses spécifications de régime(s) pour l’intensité. Il est décrit par une suite
iid à valeurs dans un ensemble fini appelé processus de régime. Le second mélange qui un
facteur d’échelle de l’intensité, contrôle la distribution conditionnelle de chaque régime
( Poisson, binomiale négative,...). Deuxièmement, le modèle permet l’inclusion des va-
leurs retardées de l’intensité dans chaque régime qui sont plutôt dictées par les valeurs
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retardées (dans l’ordre respectif) de la suite de régimes (voir les exemples (4.16), (4.17)).
Notre spécification est alors différente de celle de Diop et al [65], [66] et se caractérise
par la dépendance du trajet de l’intensité ( i.e les variables λt(∆t)) sont dépendantes).
Troisièmement, l’intensité de chaque régime est une fonction générale de ses valeurs re-
tardées et les observations. En particulier, les représentations INARCH(∞) linéaires ou
non linéaires sont autorisées. Ainsi, le modèle qu’on propose est assez général et semble
qu’il présente une grande flexibilité potentielle par rapport au cas de mélange de Pois-
son, le modèle proposé contient quelques paramètres supplémentaires. Du point de vue
statistique, ce modèle souffre du problème de dépendance de trajet (i.e la dépendance
de θt(∆t) impliquée par la dépendance deλt(∆t)) qui rend l’estimation du maximum de
vraisemblance impossible, mais il peut en principe être estimé par d’autres méthodes
assez comparables, telles que la méthode généralisée des moments et les estimations
bayésiennes MCMC (voir Francq et Zakoian [78]) pour le cas de mélange GARCH à
valeurs réelles). Sous certaines conditions de contraction en moyenne, on montre que
le modèle proposé admet une solution faiblement dépendante strictement stationnaire
et ergodique avec une moyenne finie. Dans certains cas, les conditions suffisantes sont
également nécessaires pour l’ergodicité. Notre approche suit l’approche de dépendance
faible de Doukhan et Wintenberger [67], Doukhan et al [71].

4.2 Modèle général INGARCH de Poisson double mélangé

Considérons une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées (∆t)t∈Z à valeurs dans l’ensemble fini {1, . . . ,K}, K ∈ N∗ et de fonction de
probabilité de masse P (∆t = k) = π(k) où π(k) ≥ 0 et

∑K
k=1 π(k) = 1. Les valeurs prises

par ∆t sont appelées régimes ou composantes, tandis que les probabilités (π(k))1≤k≤K
représentent les proportions du mélange. Supposons aussi que pour tout k ∈ {1, . . . ,K},
(Zt(k))t∈Z est une suite de variables aléatoires positives iid de moyenne unité et de va-
riance σ2(k) ≥ 0. Contrairement à la variable du régime ∆t qui est finie, les variables du
mélange (Zt(k))t∈Z peuvent être discrètes ou absolument continues, mais elles sont sou-
vent considérées absolument continues. Considérons (Nt(.))t∈Z une suite indépendante
de processus de Poisson d’intensité unité. Un processus stochastique (Yt)t∈Z à valeurs
entières est dit processus autorégressif de Poisson double mélangé s’il est solution de
l’équation suivante :{

Yt = Nt

(
Zt(∆t)λt),

λt = f∆t

(
Yt−1, . . . , Yt−q, λt−1, . . . , λt−p; θ(∆t)

)
, t ∈ Z, (4.1)

où p, q ∈ N∪{∞} et {θ(1), θ(2), . . . , θ(K)} est l’ensemble de vecteurs paramètres avec
θ(k) ∈ Θk ⊂ Rmk où mk ∈ N∗. La fonction fk : N×]0,∞[×Θk →]0,∞[ est mesurable
pour chaque k ∈ {1, . . . ,K}. Pour chaque k ∈ {1, . . . ,K}, les processus (Nt(.))t∈Z,
(∆t)t∈Z et (Zt(k))t∈Z sont supposés indépendants. Deux cas particuliers importants du
modèle (4.1) sont : le modèle général INARCH(∞) de Poisson double mélangé pour
lequel p = 0 et q =∞, i.e.,{

Yt = Nt

(
Zt(∆t)λt),

λt = f∆t

(
Yt−1, Yt−2, . . . ; θ(∆t)

)
, t ∈ Z, (4.2)

et le deuxième est le modèle général INGARCH(1, 1) de Poisson double mélangé qui
correspond à p = q = 1, i.e.,{

Yt = Nt

(
Zt(∆t)λt),

λt = f∆t

(
Yt−1, λt−1; θ(∆t)

)
, t ∈ Z. (4.3)
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Le terme ”général” est introduit afin d’indiquer la forme fonctionnelle générale des
fonctions (fk)1≤k≤K .

Soit Ft la σ-algèbre générée par les variables {(Yt,∆t), (Yt−1,∆t−1), . . .}, alors le
modèle (4.1) peut être écrit sous la forme de distribution conditionnelle suivante : P (Yt = yt/Ft−1) =

K∑
k=1

π(k)

∫ ∞
−∞

e−z(k)λt(k) (z(k)λt(k))yt

yt!
dFZt(k)(z(k)), yt ∈ N,

λt(k) = fk
(
Yt−1, . . . , Yt−q, λt−1, . . . , λt−p, θ(k)

)
, t ∈ Z,

(4.4)
où FZt(k)(.) est la distribution cumulative de Zt(k).
Le modèle (4.4) consiste en une composition de deux mélanges de distributions

de Poisson avec des intensités (λt(k))1≤k≤K satisfaisant les représentations générales
INGARCH( i.e, l’integrale représente un mélange infini non dénombrable de distribu-
tions de poissons, après la somme un mélange fini de distributions de poissons). C’est
pour cela le modèle (4.1) est appelé autorégressif double mélangé de Poisson. Le premier
mélange, dirigé par ∆t, régit l’intensité λt en permettant un changement de régime. Le

deuxième, entrainé par Zt(k) est un facteur d’échelle pour l’intensité de la kème com-
posante et est conçu pour contrôler la distribution de cette composante. Comme on le
verra par la suite, la distribution de Zt(k) n’influence ni la moyenne conditionnelle du
modèle (cf. (4.5)) ni les conditions d’ergodicité du modèle (cf. (4.19) et (4.41)). Contrai-
rement au modèle autorégressif de Poisson à régime unique (voir Doukhans et al [71]),
λt dans (4.1) qui peut également être écrit comme λt(∆t), n’est pas Ft−1-mesurable. En
fait, à condition que ∆t ne soit pas dégénérée, le modèle (4.1) est une sous-classe des
modèles ”parameter-driven” dans le sens de Cox et al [71] qui ont classifié les modèles en
deux catégories principales : les modèles ”parameter-driven” (pour lesquels le paramètre
d’intérêt dépend d’un processus latent) et les modèles ”observation-driven” (pour les-
quels le paramètre d’intérêt ne dépend que des observations) (voir aussi Ahmad [1]).
Sous les propriétés indiquées ci-dessus, la moyenne conditionnelle et la variance condi-
tionnelle du modèle (4.1) sont données comme suit :

E(Yt/Ft−1) =

K∑
k=1

π(k)λt(k), (4.5)

Var(Yt/Ft−1) =
K∑
k=1

π(k)
(
λt(k) + σ2(k)λ2

t (k)
)

+
K∑
k=1

π(k)λ2
t (k)

−
( K∑
k=1

π(k)λt(k)
)2
, (4.6)

où λt(k) est donné dans (4.4). Notons que le modèle (4.1) est général parce que la
classe des distributions conditionnelles possibles de Yt sachant Ft−1 est assez large. Ces
distributions peuvent être données explicitement pour certaines distributions spécifiques
de (Zt(k))1≤k≤K et ∆t. Par exemple, lorsque ∆t et (Zt(k))1≤k≤K sont dégénérées en 1,
alors le modèle (4.1) se réduit au modèle autorégressif de Poisson (voir Doukhan et al
[71]). Lorsque ∆t est dégénéré en 1, i.e., K = 1, la variable Zt(k) s’écrit Zt et le modèle
(4.1) se réduit au modèle autorégressif de Poisson mélangé proposé par Christou et
Fokianos [49]. D’autres cas particuliers importants du modèle (4.1) sont donnés comme
suit :
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4.2.1 Mélange INGARCH (p, q) de Poisson

Lorsque Zt(k) est dégénérée en 1 pour tout k ∈ {1, . . . ,K}, alors la distribution
conditionnelle du modèle (4.1) se réduit au mélange fini de distributions de Poisson
(voir Zhu et al [145] pour le cas particulier du mélange INARCH(q)), i.e.,

Yt/Ft−1 ∼
K∑
k=1

π(k)P(λt(k)), (4.7)

où λt(k) est défini dans (4.4) et P(λ) désigne la distribution de Poisson de paramètre
λ > 0. La moyenne conditionnelle et la variance conditionnelle de Yt sont données
par (4.5) et (4.6) en prenant σ2(k) = 0 pour tout k ∈ {1, . . . ,K}. Ce modèle permet
aussi une sur-dispersion conditionnelle (i.e. la variance conditionnelle est supérieure à
l’espérance conditionnelle) à condition que K > 1.

4.2.2 Mélange INGARCH binomial négatif

Lorsque Zt(k) ∼ G(σ−2(k), σ−2(k)), où σ−2(k) > 0 pour tout k ∈ {0, . . . ,K}, alors
la distribution conditionnelle du modèle (4.1) se réduit à un mélange fini de distributions
binomiales négatives, i.e.,

Yt/Ft−1 ∼
K∑
k=1

π(k)NB
(
σ−2(k),

σ−2(k)

σ−2(k) + λt(k)

)
, (4.8)

où NB(r, p) et G(a, b) désignent respectivement la loi binomiale négative de paramètres
a > 0 et p ∈]0, 1[, la loi Gamma de paramètre de forme a > 0 et de paramètre d’intensité
b > 0. La moyenne conditionnelle et la variance conditionnelle de Yt sont donnés par
(4.5) et (4.6). Ce modèle est conditionnellement sur-dispersé même lorsque K = 1.

D’après la forme de la moyenne conditionnelle et la variance conditionnelle données
dans (4.5) et (4.6), il s’avère que dans le cas général où Zt(k) et ∆t ne sont pas dégénérés,
le modèle (4.1) permet une sur-dispersion conditionnelle avec un ordre de magnitude
supérieur à celui obtenu par un autorégressif de Poisson mélangé (Christou et Fokianos
[49]) et supérieur à celui obtenu par le mélange INGARCH (p, q) de Poisson (4.7).

D’autres distributions conditionnelles bien connues de Yt peuvent être obtenues à
partir de la spécification de la distribution de la variable de mélange Zt(k). Par exemple,
si Zt(k) est de loi inverse-gaussienne, alors Yt/Ft−1 suit un mélange fini de Poisson-
inverse-gaussienne. De plus, si la distribution Zt(k) est log-normal, alors la distribution
conditionnelle de Yt est un mélange de Poisson-log-normal.

En plus de la largeur de classe de distributions conditionnelles possibles de Yt, la
généralité du modèle (4.1) découle également de la forme générale des formes fonction-
nelles des régimes (fk)1≤k≤K qui peuvent être linéaires ou non linéaires. Certains cas
importants sont les suivants.

4.2.3 Modèle INARCH(∞) de Poisson double mélangé

Lorsque (p, q) = (0,∞) et pour chaque k ∈ {1, . . . ,K}, fk est linéaire en Yt−1, Yt−2, . . .,
on obtient la spécification INARCH(∞) de Poisson double mélangé infini suivante :

λt = α0(∆t) +

∞∑
j=1

αj(∆t)Yt−j , t ∈ Z, (4.9)
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où α0(k) > 0 et αj(k) ≥ 0 pour tout k ∈ {1, . . . ,K} et j ∈ N∗.

1) Lorsque pour tout k ∈ {1, . . . ,K}, Zt(k) ∼ G(σ−2(k), σ−2(k)) avec σ−2(k) > 0, on
obtient le modèle mélange INARCH(∞) binomial négatif.

2) Lorsque Zt(k) est dégénérée en 1 pour tout k ∈ {1, . . . ,K}, alors le modèle (4.9) est
le modèle mélange INARCH(∞) de Poisson (MINARCH(∞) de Poisson) qui est une
version infinie du modèle mélange INARCH(q) de Poisson (MINARCH(q) de Poisson)
introduit par Zhu et al [145],

λt = α0(∆t) +

q∑
j=1

αj(∆t)Yt−j , t ∈ Z, (4.10)

qu’on peut réecrire dans la forme de distribution conditionnelle suivante :{
Yt/Ft−1 ∼

∑K
k=1 π(k)P(λt(k)),

λt(k) = α0(k) +
∑q

j=1 αj(k)Yt−j , t ∈ Z, 1 ≤ k ≤ K. (4.11)

La moyenne conditionnelle du modèle MINARCH(q) de Poisson (4.11) est donnée
par (4.5) qui s’écrit aussi comme suit :

E(Yt/Ft−1) =

K∑
k=1

π(k)λt(k)

=
K∑
k=1

π(k)α0(k) +
K∑
k=1

π(k)

q∑
i=1

αi(k)Yt−i

=

K∑
k=1

π(k)α0(k) +

q∑
i=1

( K∑
k=1

π(k)αi(k)

)
Yt−i (4.12)

et sa variance conditionnelle est donnée par (4.6) en posant σ2(k) = 0 pour tout k ∈
{1, . . . ,K}, i.e.,

Var(Yt/Ft−1) =
K∑
k=1

π(k)λt(k) +
K∑
k=1

π(k)λ2
t (k)−

( K∑
k=1

π(k)λt(k)
)2
, (4.13)

où λt(k) est donné dans (4.11). De plus, la moyenne et la variance inconditionnelles du
modèle (4.11) sont données par :

E(Yt) =

K∑
k=1

π(k)E(λt(k)), (4.14)

Var(Yt) = E
(
Var(Yt/Ft−1)

)
+ Var

(
E(Yt/Ft−1)

)
=

K∑
k=1

π(k)E(λt(k)) +

K∑
k=1

π(k)E(λ2
t (k))− E

( K∑
k=1

π(k)λt(k)
)2

+Var
( K∑
k=1

π(k)λt(k)
)

= E(Yt) +

K∑
k=1

π(k)E(λ2
t (k))− (E(Yt))

2. (4.15)

99
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En général, la variance inconditionnelle (4.15) est supérieure à la moyenne incondi-
tionnelle (4.14), alors le modèle mélange INARCH(q) de Poisson peut décrire les séries
chronologiques à valeurs entières sur-dispersées.

La condition nécessaire est suffisante de stationnarité en moyenne pour le processus
mélange INARCH(q) de Poisson est donnée par le théorème suivant de Zhu et al [145].

Théorème 4.1. Une condition nécessaire et suffisante pour que le processus mélange
INARCH(q) de Poisson soit stationnaire au premier ordre est que les racines de l’équation

1−
q∑

1=1

( K∑
k=1

π(k)αi(k)

)
z−1 = 0,

sont à l’intérieur du cercle unité.

Si le processus mélange INARCH(q) de Poisson est stationnaire au premier ordre,
alors de la relation (4.12), on déduit que

E(Yt) = E
(
E(Yt/Ft−1)

)
=

∑K
k=1 π(k)α0(k)

1−
∑K

k=1

∑q
i=1 π(k)αi(k)

.

La condition nécessaire est suffisante de stationnarité au second ordre pour le processus
mélange INARCH(q) de Poisson est donnée par le théorème suivant de Zhu et al [145].

Théorème 4.2. Une condition nécessaire et suffisante pour que le processus mélange
INARCH(q) de Poisson soit stationnaire au second ordre est que les racines de l’équation
1 − C1z

−1 − . . . − Cqz
−q = 0, sont à l’intérieur du cercle unité, où pour tout u, l =

1, . . . , q − 1,

Cu =

K∑
k=1

π(k)

(
α2
u(k)−

q−1∑
v=1

∑
|i−j|=v

αi(k)αj(k)bvuϑu0

)
, Cq =

K∑
k=1

π(k)α2
q(k),

ϑl0 =

K∑
k=1

π(k)αl(k), ϑll =

( K∑
k=1

π(k)
∑
|i−l|=l

αi(k)

)
− 1,

et

ϑlu =

K∑
k=1

π(k)
∑
|i−l|=u

αi(k), u 6= l.

Dans le cas d’un mélange INARCH(1) de Poisson, le théorème 4.2 se simplifie comme
suit (voir Zhu et al [145]).

Corollaire 4.2.1. Le processus mélange INARCH(1) de Poisson est stationnaire au
second ordre si seulement si

K∑
k=1

π(k)α2
1(k) < 1.

Dans le cas d’un mélange INARCH(2) de Poisson, le théorème 4.2 se simplifie comme
suit (voir Zhu et al [145]).

Corollaire 4.2.2. Le processus mélange INARCH(2) de Poisson est stationnaire au
second ordre si seulement si

K∑
k=1

π(k)α2
1(k) + 2

(∑K
k=1 π(k)α1(k)α2(k)

)(∑K
k=1 π(k)α1(k)

)
1−

∑K
k=1 π(k)α2(k)

+

K∑
k=1

π(k)α2
2(k) < 1.
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4.2.4 Modèle INGARCH(1, 1) de Poisson double mélangé

Un exemple important du modèle (4.3) est le modèle linéaire INGARCH(1, 1) de
Poisson double mélangé défini pas la forme linéaire des fonctions fk, k ∈ {1, . . . ,K}
telles que pour tout k ∈ {1, . . . ,K}, fk = f , avec p = q = 1 et

f(y, λ; θ(k)) = ω(k) + α(k)y + β(k)λ,

où θ(k) = (ω(k), α(k), β(k))′ ∈]0,∞[3. Autrement dit, le modèle linéaire INGARCH(1, 1)
de Poisson double mélangé est donné par les équations suivantes :{

Yt = Nt

(
Zt(∆t)λt(∆t)

)
,

λt = ω(∆t) + α(∆t)Yt−1 + β(∆t)λt−1, t ∈ Z, (4.16)

1) Lorsque Zt(k) est dégénérée pour tout k ∈ {1, . . . ,K}, le modèle (4.16) se réduit au
modèle mélange INGARCH(1, 1) de Poisson (MINGARCH(1, 1) de Poisson). Comme
on l’a déjà mentionné dans l’introduction, ce modèle est différent du modèle mélange
INGARCH de Poisson (MINGARCH de Poisson) proposé par Diop et al [66] qui est
dans le cas où p = q = 1 a la spécification{

Yt = Nt

(
Zt(∆t)λt(∆t)

)
,

λt(∆t) = ω(∆t) + α(∆t)Yt−1 + β(∆t)λt−1(∆t), t ∈ Z. (4.17)

La différence entre (4.16) et (4.17) est due au terme β(∆t)λt−1 = β(∆t)λt−1(∆t−1)
dans (4.16) qui est différent de terme β(∆t)λt−1(∆t) dans le modèle de Diop et al [66]
( voir aussi Aknouche et Rabehi [22]).
2) Lorsque pour tout k ∈ {1, . . . ,K}, Zt(k) ∼ G(σ−2(k), σ−2(k)), avec σ−2(k) > 0, on
obtient le modèle mélange INGARCH(1, 1) binomial négatif (MINGARCH(1, 1) bino-
mial négatif). Ce dernier modèle obtenu est une extension du modèle INGARCH(1, 1)
binomial negatif (voir Zhu et al [144], [142], Christou et Fokianos [49]). Notons que sauf
pour le cas où K = 1, le modèle (4.16) n’est pas un cas particulier du modèle (4.9). En
effet, par substitutions successives dans (4.16), sous la condition

∑K
k=1 π(k) log β(k) < 0,

on obtient la forme INGARCH(∞) suivante :

λt = α0(∆t,∞) + α1(∆t,1)Yt−1 + α2(∆t,2)Yt−1 + . . . , t ∈ Z, (4.18)

où ∆t,∞ = (∆t,∆t−1, . . .)
′, ∆t,j = (∆t,∆t−1, . . . ,∆t−j+1)′, j ∈ N∗,

α0(∆t,∞) =

∞∑
j=0

j−1∏
i=0

β(∆t−i)ω(∆t−j),

et

αj(∆t,j) =

j−1∏
i=0

β(∆t−i)α(∆t−j), j ∈ N∗.

La différence entre les modèles (4.18) et (4.9) c’est que la suite (∆t,j)j∈N dans le modèle
(4.18) n’est pas iid. Par conséquent, le modèle (4.16) n’est pas un cas particulier du
modèle (4.9).

4.3 Conditions d’ergodicité

Dans cette partie, on propose des conditions nécessaires et suffisantes sur les fonc-
tions f1, . . . , fK pour que le modèle autorégressif de Poisson double mélangé (4.1), avec
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(p, q) = (1, 1) ou (p, q) = (0,∞), admette une solution faiblement dépendante stricte-
ment stationnaire, ergodique et de moyenne finie. La notion appropriée de dépendance
faible pour le modèle (4.1) est basée sur le concept du coefficient de dépendance τ in-
troduit par Dedecker et Prieur [61]. Plus précisément, soient
- (E, ‖.‖) un espace de Banach et (Xt)t∈Z un processus strictement stationnaire défini
sur (Ω,F , P ) à valeurs dans E.
- Pour une variable aléatoire Z définie sur (Ω,F , P ) à valeurs dans E et m ≥ 1, on note

‖Z‖m =
(
E‖Z‖m

)1/m
.

- Pour h : E → R, soit ‖h‖∞ = supx∈E |h(x)| et

Lip(h) = sup
x 6=y

|h(x)− h(y)|
‖x− y‖

.

- Λ1(E) est l’ensemble de fonctions h : E → R telle que Lip(h) ≤ 1.
Maintenant, on définit la notion de τ -dépendance introduite par Dedecker et Prieur [61]
comme suit.

Définition 4.1. Soit (Ω,F , P ) un espace de probabilité, M une sous σ-algèbre de F et
X une variable aléatoire définie sur (Ω,F , P ) à valeurs dans E. Supposons que ‖X‖1 <
∞ et on définit le coefficient τ comme

τ(M, X) =

∥∥∥∥∥ sup

{∣∣∣∣ ∫ f(x)PX/M(dx)−
∫
f(x)PX(dx)

∣∣∣∣ : f ∈ Λ1(E)

}∥∥∥∥∥
1

,

Le coefficient τ(M, X) vérifie l’inégalité τ(M, X) ≤ ‖X − Y ‖1, où Y est distribuée
comme X et indépendante de M. De plus, l’espace (E,A) (ou bien pour (Ω,F , P )) est
suffisamment riche pour qu’il existe une version X∗ distribuée comme X et indépendante
de M telle que τ(M, X) = ‖X − X∗‖1. Ce résultat de couplage définit le coefficient
τ comme le minimum τ(M, X) = min ‖X − X ′‖1 pour toute version X ′ distribuée
comme X et indépendante de M (voir Dedecker et Prieur [61], voir aussi Prieur [122]
et Wintenberger [141] pour plus de détails sur la comparaison entres les coefficients de
dépendances). En utilisant cette définition de τ(M, X), la dépendance entre le passé
du processus (Xt)t∈Z et ses k-uplet futurs est définie comme suit : considérons la norme
‖x− y‖ = ‖x1 − y1‖+ . . .+ ‖xk − yk‖ sur Ek, soit la σ-algèbre Mp = σ(Xt, t ≤ p) et

τk(r) = max
1≤l≤k

1

l
sup

{
τ
(
Mp, (Xj1 , . . . , Xjl)

)
: p+ r ≤ j1 < . . . < jl

}
,

τ(r) = sup
k>0

τk(r),

alors le processus (Xt)t∈Z est dit τ -faiblement dépendant si τ(r) tend vers zéro lorsque
r tend vers l’infini.

4.3.1 Modèle général INARCH(∞) de Poisson double mélangé

Pour le modèle général INARCH(∞) de Poisson double mélangé (4.2), considérons
l’hypothèse de contraction en moyenne suivante :
H1 : Pour tout k ∈ {1, . . . ,K} et y = (y1, y2, . . .), y′ = (y′1, y

′
2, . . .) ∈ N∞,

|fk(y; θ(k))− fk(y′; θ(k))| ≤
∞∑
i=1

κi(k)|yi − y′i|, (4.19)
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où (κi(k))i∈N,1≤k≤K sont des constantes positives qui vérifient

K∑
k=1

π(k)
∞∑
i=1

κi(k) < 1. (4.20)

La condition (4.19) signifie que les fonctions f1, ..., fK sont Lipschitziennes et satisfont
la contraction en moyenne (4.20). Il est intéressant de noter que dans le cas K > 1, il
n’est pas nécessaire que toutes les formes fonctionnelles des régimes

(
fk(y; θ(k))

)
1≤k≤K

soient contractantes.
Pour le modèle linéaire INARCH(∞) de Poisson double mélangé, i.e.,

Yt = Nt

(
Zt(∆t)λt),

λt = α0(∆t) +
∞∑
j=1

αj(∆t)Yt−j , t ∈ Z, (4.21)

où α0(k) > 0 et αj(k) ≥ 0, j ∈ N∗, k ∈ {1, . . . ,K}, la condition H1 se réduit à

K∑
k=1

π(k)
∞∑
i=1

αi(k) < 1. (4.22)

Considérons le modèle linéaire INARCH(q) de Poisson double mélangé, i.e.,
Yt = Nt

(
Zt(∆t)λt),

λt = α0(∆t) +

q∑
j=1

αj(∆t)Yt−j , t ∈ Z, (4.23)

où α0(k) > 0 et αj(k) ≥ 0, j = 1, . . . , q, k ∈ {1, . . . ,K}, la condition H1 se réduit à

K∑
k=1

π(k)

q∑
i=1

αi(k) < 1. (4.24)

qui est la même condition pour la stationnarité en moyenne donnée par Zhu et al [145]
pour le cas d’un mélange INARCH(q) de Poisson, i.e., pour le modèle (4.23) lorsque
Zt(k) est dégénérée pour tout k ∈ {1, . . . ,K}.

En posant, ζt = (Nt,∆t, Zt(∆t)) et

F (Yt−1, Yt−2, . . . ; ζt) = Nt

(
Zt(∆t)f∆t(Yt−1, Yt−2, . . . ; θ(∆t))

)
,

le modèle général INARCH(∞) de Poisson double mélangé (4.2) peut s’écrire comme
une chaine infinie suivante (voir Doukhan et Wintenberger [67]),

Yt = F (Yt−1, Yt−2, . . . ; ζt), t ∈ Z, (4.25)

où (ζt)t∈Z est une suite i.i.d.
Le résultat suivant de Aknouche et Demmouche [10] donne la condition suffisante

pour que le modèle (4.2) admette une solution faiblement dépendante strictement sta-
tionnaire et ergodique de moyenne finie.

Théorème 4.3. Si les conditions (4.19) et (4.20) sont vérifiées, alors le modèle (4.2)
admet une solution faiblement dépendante strictement stationnaire et ergodique (Yt)t∈Z
donnée par

Yt = H(ζt, ζt−1, . . .), t ∈ Z, (4.26)

pour une certaine fonction mesurable H : (N×]0,∞[×{1, . . . ,K})N → N. De plus, cette
solution a une moyenne finie.
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Preuve. La preuve est basée sur la vérification de la condition (3.1) de Doukhan et
Wintenberger [67]). Soit y = (y1, y2, . . .), y′ = (y′1, y

′
2, . . .) ∈ RN. Par (4.25), la propriété

de Lipschitz (4.19), le fait que E(Zt(k)) = 1 pour tout k ∈ {1, . . . ,K}, la propriété de
Poisson du processus Nt(.) et la propriété d’indépendance des processus (Nt(.))t∈Z,
(∆t)t∈Z et (Zt(k))t∈Z, on déduit que

E|F (y, ζt)− F (y′, ζt)| = E
(
E
∣∣Nt

(
Zt(∆t)f∆t(y; θ(∆t))

)
−Nt

(
Zt(∆t)f∆t(y

′; θ(∆t))
)∣∣/∆t

)
=

K∑
k=1

π(k)E
(∣∣Zt(k)fk(y; θ(k))− Zt(k)fk(y

′; θ(k))
∣∣)

≤
K∑
k=1

π(k)
∞∑
i=1

κi(k)|yi − y′i|. (4.27)

De la relation (4.27), on déduit que si les conditions (4.19) et (4.20) sont vérifiées, alors la
condition (3.1) de Doukhan et Wintenberger [67]) est satisfaite pour la fonction d’Orlicz
identité. Maintenant, par le théorème 3.1 de Doukhan et Wintenberger [67]), il existe
une solution de (4.25) donnée par (4.26) qui est faiblement dépendante, strictement
stationnaire, ergodique et de moyenne finie.

Pour le modèle linéaire INARCH(∞) de Poisson double mélangé défini par (4.9), le
théorème 4.3 se simplifie comme suit.

Corollaire 4.1. Sous la condition (4.22), le processus INARCH(∞) double mélangé de
Poisson défini par (4.9) est faiblement dépendant strictement stationnaire, ergodique et
de moyenne finie.

Pour le modèle mélange INARCH(q) de Poisson (MINARCH(q) de Poisson) défini
par (4.10), le théorème 4.3 se simplifie comme suit.

Corollaire 4.2. Sous la condition (4.24), le processus MINARCH(q) de Poisson défini
par (4.10) est faiblement dépendant strictement stationnaire, ergodique et de moyenne
finie.

Notons que la condition (4.22) est aussi nécessaire pour l’ergodicité du processus
linéaire INARCH(∞) de Poisson double mélangé (4.9).

4.3.2 Modèle général INGARCH de Poisson

Lorsque ∆t est dégénérée en valeur 1, i.e., K = 1, Zt(1) = Zt est dégénérée en
valeur 1 et p = q = ∞, le modèle général INGARCH double mélangé (4.1) se réduit
au modèle général INGARCH de Poisson introduit par Doukhan et al [71], i.e.,{

Yt = Nt

(
λt),

λt = f
(
Yt−1, . . . , λt−1, . . . ; θ

)
, t ∈ Z. (4.28)

Considérons les conditions suivantes :
H2 : Pour tout x,x′ ∈ N∞×]0,∞[∞,

|f(x; θ)− f(x′; θ)| ≤
∞∑
i=1

κi‖xi − x′i‖, (4.29)

où (κi)i∈N sont des constantes positives vérifiant

∞∑
i=1

κi < 1. (4.30)
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En posant Xt = (Yt, λt) et F (Xt−1, . . . , Nt) =
(
Nt(f(Xt−1, . . . ; θ)), f(Xt−1, . . . ; θ)

)
, le

modèle (4.28) peut s’écrire comme une chaine infinie suivante

Xt = F (Xt−1, . . . , Nt), t ∈ Z, (4.31)

Le résultat suivant de Doukhan et al [71] donne la condition suffisante pour que le
modèle (4.28) admette une solution ((Yt, λt))t∈Z faiblement dépendante strictement sta-
tionnaire et ergodique qui admet des moments de tout ordre.

Théorème 4.4. Si les conditions (4.29) et (4.30) sont vérifiées, alors le modèle (4.28)
admet une solution ((Yt, λt))t∈Z faiblement dépendante strictement stationnaire et ergo-
dique telle que E‖(Yt, λt)‖r <∞ pour tout r ∈ N∗.

Preuve. On montre d’abord que sous les conditions (4.29) et (4.30), le modèle (4.28) ad-
met une solution ((Yt, λt))t∈Z faiblement dépendante strictement stationnaire de moyenne
finie. La preuve est basée sur la vérification de la condition (3.1) de Doukhan et Win-
tenberger [67]). Pour tout x = (y, λ) ∈ R2 et ε > 0, soit la norme ‖.‖ε sur R2 définie
par ‖.‖ε = |y|+ ε|λ|. Soit x = (x1, x2, . . .),x

′ = (x′1, x
′
2, . . .) ∈ (N×]0,∞[)∞. Par (4.31),

la propriété de Lipschitz (4.29) et la propriété de Poisson du processus Nt(.), on déduit
que, i.e,. la condition (3.1) de Doukhan et Wintenberger devient

‖F (x, Nt)− F (x′, Nt)‖ε = E
∣∣Nt(f(x; θ))−Nt(f(x′; θ))

∣∣+ ε|f(x; θ)− f(x′; θ)|

= (1 + ε)|f(x; θ)− f(x′; θ)| ≤
∞∑
i=1

κi‖xi − x′i‖. (4.32)

De la relation (4.32), on déduit que sous les conditions (4.29) et (4.30), la condition
(3.1) de Doukhan et Wintenberger [67]) est satisfaite. Par le théorème 3.1 de de Dou-
khan et Wintenberger [67]), il existe une solution ((Yt, λt))t∈Z du modèle (4.28) qui
est faiblement dépendante strictement stationnaire et ergodique de moyenne finie. On
montre maintenant que cette solution est telle que E‖(Yt, λt)‖r <∞ pour tout r ∈ N∗.
Pour tout x = (y, λ) ∈ R2, ε > 0 et r ∈ N∗, soit la norme ‖.‖ε,r définie sur R2 par
‖x‖ε,r = (|y|r + ε|λ|r)1/r. Soit x = (x1, x2, . . .) ∈ (N×]0,∞[)∞. Par (4.29), on a

|f(x; θ)| ≤ g(x) + c,

où c = f(0; θ) et g(x) =
∑∞

i=1 κi‖xi‖ε,r. Par conséquent,

|f(x; θ)|j ≤
j∑

k=0

( j
k

)
cj−kgk(x), j < r

et

|f(x; θ)|r ≤ gr(x) +

r−1∑
k=0

( r
k

)
cr−kgk(x) = gr(x) +m(x), (4.33)

où m(x) =
r−1∑
k=0

( r
k

)
cr−kgk(x).

Maintenant, par l’inégalité de Jensen, on trouve pour tout j ∈ {1, . . . , r},

gj(x) ≤
( ∞∑
i=1

κi

)j−1
∞∑
i=1

κi‖xi‖jε,r.

Par conséquent,

E
( ∞∑
i=1

κi‖Xt−i‖ε,r
)j
≤
( ∞∑
i=1

κi

)j−1
∞∑
i=1

κiE‖Xt−i‖jε,r ≤
( ∞∑
i=1

κi

)j
E‖Xt‖jε,r. (4.34)
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On utilise le lemme suivant.

Lemme 4.1. Soit N une variable aléatoire de loi de Poisson avec la moyenne λ et soit
r ∈ N∗, alors les moments de N vérifient la relation suivante

E(N r) =
r∑
j=0

{ r
j

}
λj ,

où
{ r
j

}
désigne le nombre de Stirling de second espèce tel que

{ r
j

}
= 0 pour j /∈

{1, . . . , r} et pour r ≥ 0, 0 ≤ j ≤ r, satisfait la récurrence suivante{ r
j

}
=
{ r − 1
j − 1

}
+ j
{ r − 1

j

}
.

En posant, δt =
∑∞

i=1 κi‖Xt−i‖ε,r, alors par le lemme 4.1 on obtient

E‖Xt‖rε,r = E(Y r
t + ελrt ) ≤ (1 + ε)E(λrt ) +

r−1∑
i=0

{ r
i

}
E(λit).

Par (4.33), (4.34) et le fait que la solution est strictement stationnaire, on obtient

E‖Xt‖rε,r = E(Y r
t + ελrt ) ≤ (1 + ε)E(δrt ) + C1 ≤ (1 + ε)

( ∞∑
i=1

κi

)r
E‖Xt‖rε,r + C2,

pour certaines constantes C1 ≤ C2 <∞ puisque E‖Xt‖r−1
ε,r <∞. Par conséquent, pour

ε =
(∑∞

i=1 κi

)−1
− 1, on obtient

E‖Xt‖rε,r ≤
C2

1− (1 + ε)
(∑∞

i=1 κi

)r <∞.
4.3.3 Modèle général INGARCH(1, 1) de Poisson mélangé

Lorsque ∆t est dégénérée en valeur 1, i.e., K = 1, le modèle général INGARCH(1, 1)
de Poisson double mélangé (4.3) se réduit au modèle général INGARCH(1, 1) de Poisson
mélangé introduit par Christou et Fokianos [49],{

Yt = Nt

(
Ztλt),

λt = f
(
Yt−1, λt−1; θ

)
, t ∈ Z. (4.35)

Considérons les conditions suivantes :
H3 : La fonction f est Lipschitzienne, i.e., pour tout y, y′ ∈ N et λ, λ′ ∈]0,∞[,

|f(y, λ; θ)− f(y′, λ′; θ)| ≤ κ1|λ− λ′|+ κ2|y − y′|, (4.36)

où κ1 et κ2 sont des constantes positives satisfont la condition de contraction suivante

κ1 + κ2 < 1. (4.37)

Soit Xt = (Yt, λt), ζt = (Nt, Zt) et F (Xt−1; ζt) =
(
Nt(Ztf(Xt−1; θ)), f(Xt−1; θ)

)
, alors

le modèle (4.35) peut s’écrire comme la chaine de Markov suivante

Xt = F (Xt−1; ζt), t ∈ Z, (4.38)
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où (ζt)t∈Z est une suite i.i.d.

Le résultat suivant de Christou et Fokianos [49] donne une condition suffisante pour
que le modèle (4.35) admette une solution ((Yt, λt))t∈Z faiblement dépendante stricte-
ment stationnaire ergodique de moyenne finie.

Théorème 4.5. Si les conditions (4.36) et (4.37) sont vérifiées, alors le modèle (4.35)
admet une solution ((Yt, λt))t∈Z faiblement dépendante strictement stationnaire et ergo-
dique donnée par

Xt = H(ζt, ζt−1 . . .), t ∈ Z, (4.39)

pour une ceratine fonction mesurable H : (N×]0,∞[)N → N×]0,∞[. De plus, cette
solution a une moyenne finie.

Preuve. On montre d’abord que sous les conditions (4.36) et (4.37), le modèle (4.35) ad-
met une solution ((Yt, λt))t∈Z faiblement dépendante strictement stationnaire de moyenne
finie. La preuve est basée sur la vérification de la condition (3.1) de Doukhan et Win-
tenberger [67]). Pour tout x = (y, λ) ∈ R2 et ε > 0, soit la norme ‖.‖ε définie sur R2

par ‖x‖ε = |y|+ ε|λ|. Par (4.38), la propriété de Lipschitz (4.36), le fait que E(Zt) = 1,
la propriété de Poisson du processus Nt(.) et la propriété d’indépendance des processus
(Nt(.))t∈Z et (Zt)t∈Z, on déduit que

‖F (x; ζt)− F (x; ζt)‖ε = E
∣∣Nt(Ztf(x; θ))−Nt(Ztf(x′; θ))

∣∣
+ε|f(x; θ)− f(x′; θ)|

= E
(
E
∣∣Nt(Ztf(x; θ))−Nt(Ztf(x′; θ))

∣∣/Zt)
+ε|f(x; θ)− f(x′; θ)|

= E
(
Zt|f(x; θ)− f(x′; θ)|

)
+ ε|f(x; θ)− f(x′; θ)|

≤ (1 + ε) max
(κ1

ε
, κ2

)
‖x− x′‖ε. (4.40)

En choisisant, ε = κ1
κ2

, on trouve (1 + ε) max
(
κ1
ε , κ2

)
= κ1 + κ2 < 1. De la relation

(4.40), on déduit que si les conditions (4.36) et (4.37) sont vérifiées, alors la condition
(3.1) de Doukhan et Wintenberger [67]) est satisfaite. Par le théorème 3.1 de de Doukhan
et Wintenberger [67]), il existe une solution ((Yt, λt))t∈Z du modèle (4.35) donnée par
(4.39) qui est faiblement dépendante strictement stationnaire et ergodique de moyenne
finie.

Remarque 4.1. Lorsque Zt ∼ G(σ−2, σ−2), le modèle général INGARCH(1, 1) de
Poisson mélangé (4.35) se réduit au modèle général INGARCH(1, 1) binomial négative

introduit par Christou et Fokianos [49], i.e., Yt/Ft−1 ∼ NB
(
σ−2, σ−2

σ−2+λt

)
, où λt est

défini dans (4.35). Sous les conditions (4.36) et (4.37), le modèle général INGARCH(1, 1)
binomial négatif admet une solution ((Yt, λt))t∈Z faiblement dépendante strictement
stationnaire et ergodique donnée par (4.39) qui satisfait E‖(Yt, λt)‖r < ∞ pour tout
r ∈ N∗. (voir V. Christou et K. Fokianos [49] pour plus de détails sur les moments
d’ordres supérieurs de la distribution binomiale négative).

4.3.4 Modèle INGARCH(1, 1) de Poisson double mélangé

Pour le modèle général INGARCH(1, 1) de Poisson double mélangé (4.3), considérons
les conditions suivantes :
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H4 : Les fonctions f1, . . . , fk sont Lipschitziennes, i.e., pour tout k ∈ {1, . . . ,K}, y, y′ ∈
N et λ, λ′ ∈]0,∞[,

|fk(y, λ; θ(k))− fk(y′, λ′; θ(k))| ≤ κ(k)|y − y′|+ τ(k)|λ− λ′|, (4.41)

où (κ(k))1≤k≤K et (τ(k))1≤k≤K sont des constantes positives vérifiant une des conditions
de contraction suivantes :

max
1≤k≤K

(
κ(k) + τ(k)

κ(k)

) K∑
k=1

π(k)κ(k) < 1, (4.42)

1

min1≤k≤K

(
τ(k)
κ(k)

) K∑
k=1

π(k)
(
κ(k) + τ(k)

)τ(k)

κ(k)
< 1. (4.43)

Lorsque K = 1, chacune des conditions (4.42) et (4.43) se réduit à la condition de
contraction standard κ(k) + τ(k) < 1 ( voir Christou et Fokianos [49]). Pour le modèle
linéaire INGARCH(1, 1) de Poisson double mélangé définie dans l’exemple 4.16, i.e., les
fonctions f1, . . . , fk sont linéaires, les conditions (4.42) et (4.43) sont réduites à

max
1≤k≤K

(
α(k) + β(k)

α(k)

) K∑
k=1

π(k)α(k) < 1, (4.44)

1

min1≤k≤K

(
β(k)
α(k)

) K∑
k=1

π(k)
(
α(k) + β(k)

)β(k)

α(k)
< 1, (4.45)

où dans le cas p = 0, la condition (4.44) est la même condition de stationnarité en
moyenne donnée par F. Zhu et al [145].

En posant Xt = (Yt, λt), ζt = (Nt,∆t, Zt(∆t)) et

F (Xt−1; ζt) =
(
Nt

(
Zt(∆t)f∆t(Xt−1; θ(∆t))

)
, f∆t(Xt−1; θ(∆t))

)
,

le modèle général INGARCH(1, 1) de Poisson double mélangé (4.3) peut être écrit
comme une chaine de Markov suivante

Xt = F (Xt−1; ζt), t ∈ Z, (4.46)

où (ζt)t∈Z est une suite i.i.d.

Le résultat suivant de Aknouche et Demmouche [10] donne les conditions suffisantes
pour que le modèle général INGARCH(1, 1) de Poisson double mélangé (4.3) admette
une solution faiblement dépendante strictement stationnaire et ergodique.

Théorème 4.6. Supposons que la condition (4.41) est vérifiée. Si l’une des condi-
tions (4.42) ou (4.43) est vérifiée, alors le modèle (4.3) admet une solution faiblement
dépendante strictement stationnaire et ergodique

(
(Yt, λt)

)
t∈Z donnée par

Xt = H(ζt, ζt−1, . . .), t ∈ Z, (4.47)

pour une certaine fonction mesurable H : (N×]0,∞[×{1, . . . ,K})N → N×]0,∞[. De
plus, cette solution a une moyenne finie.
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Preuve. Pour tout x = (y, λ) ∈ R2 et ε > 0, soit ‖.‖ε une norme sur R2 définie par
‖x‖ε = |y| + ε|λ|. Par la condition (4.41), la relation (4.46) et les mêmes arguments
utilisés dans la preuve du théorème 4.3, on trouve

E‖F (x, ζt)− F (x′, ζt)‖ε = (1 + ε)
K∑
k=1

π(k)|fk(y, λ; θ(k))− fk(y′, λ′; θ(k))|

≤
K∑
k=1

π(k)(1 + ε) max
(
κ(k),

τ(k)

ε

)
‖x− x′‖ε. (4.48)

En prenant ε = max
1≤k≤K

(τ(k)

κ(k)

)
, alors pour tout k ∈ {1, . . . ,K},

(1 + ε) max

(
κ(k),

τ(k)

ε

)
= max

1≤k≤K

(
1 +

τ(k)

κ(k)

)
κ(k).

Par conséquent, la relation (4.48) devient

E‖F (x, ζt)− F (x′, ζt)‖ε ≤ max
1≤k≤K

(
1 +

τ(k)

κ(k)

) K∑
k=1

π(k)κ(k)‖x− x′‖ε. (4.49)

De même, si on prend ε = min
1≤k≤K

(τ(k)

κ(k)

)
, alors pour tout k ∈ {1, . . . ,K},

(1 + ε) max

(
κ(k),

τ(k)

ε

)
≤ τ(k)

εκ(k)
(κ(k) + τ(k)).

Par conséquent, la relation (4.48) devient

E‖F (x, ζt)− F (x′, ζt)‖ε ≤
1

min
1≤k≤K

(τ(k)

κ(k)

) K∑
k=1

π(k)
τ(k)

κ(k)
(κ(k) + τ(k))‖x− x′‖ε. (4.50)

Maintenant, depuis les relations (4.49) et (4.50), on déduit que si la condition (4.41)
est vérifiée et l’une des conditions (4.42) ou (4.43) est verifiée, alors la condition (3.1)
de Doukhan et Wintenberger [67]) est satisfaite. Par le théorème 3.1 de Doukhan et
Wintenberger [67]), il existe une solution de modèle général INGARCH(1, 1) de Pois-
son double mélangé(4.3) donnée par (4.47) qui est faiblement dépendante, strictement
stationnaire, ergodique et de moyenne finie.

Notons que sauf pourK = 1, il apparâıt que les conditions (4.41) et (4.42) ne sont pas
nécessaires pour l’ergodicité du modèle (4.3), même dans le cas linéaire. Pour le modèle
linéaire INGARCH(1, 1) de Poisson double mélangé défini par (4.16), le théorème 4.6
se simplifie comme suit.

Corollaire 4.3. Si l’une des conditions (4.44) et (4.45) est vérifiée, alors le modèle
linéaire INGARCH(1, 1) de Poisson double mélangé (4.16) est faiblement dépendant
strictement stationnaire et ergodique de moyenne finie.

4.4 Ergodicité périodique du modèle INGARCH(1, 1) de
Poisson mélangé périodique

Dans cette partie, on étudie le modèle général INGARCH(1, 1) de Poisson mélangé
périodique dont la distribution conditionnelle est un mélange de lois de Poisson et dont
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la moyenne conditionnelle est une fonction non linéaire de ses valeurs retardées et des
observations. En fonction de la variable du mélange, la distribution conditionnelle de
modèle proposé englobe une large gamme de distributions incluant la distribution de
Poisson, la distribution binomiale négative, la distribution double de Poisson. De plus, à
l’exception du cas de Poisson pur, le modèle proposé est conditionnellement sur-dispersé
et se réduit dans le cas apériodique au modèle général INGARCH(1, 1) de Poisson
mélangé introduit par Christou et Fokianos [49], [51]. On étudie certaines propriétés de
ce modèle proposé, à savoir la stationnarité périodique stricte, l’ergodicité périodique,
la dépendance faible périodique et l’existence des moments d’ordres supérieurs.

4.4.1 Modèle INGARCH(1, 1) de Poisson mélangé périodique

Soit
(
Nt(.)

)
t∈Z une suite indépendante de processus de Poisson homogènes d’inten-

sité unité. Considérons une suite de variables aléatoires (Zt)t∈Z positives, indépendantes
et périodiquement distribuées de période S ∈ N∗, c’est-à-dire Zt a la même distribution
que Zt+kS pour tout t, k ∈ Z, avec E(Zt) = 1 et Var(Zt) = σ2

t . La périodicité du pro-
cessus (Zt)t∈Z implique que la suite (σ2

t )t∈Z est périodique en t, i.e., σ2
t = σ2

t+kS pour
tout t, k ∈ Z. On suppose aussi que la suite ipd (Zt)t∈Z est indépendante de la suite(
Nt(.)

)
t∈Z.

Un processus stochastique (Yt)t∈Z à valeurs entières est dit processus autorégressif de
Poisson mélangé périodique ( i.e., satisfait le modèle général INGARCH(1, 1) de Poisson
mélangé périodique) s’il est solution de l’équation suivante{

Yt = Nt(Ztλt),
λt = ft(Yt−1, λt−1; θt), t ∈ Z, (4.51)

où (θt)t∈Z est une suite de paramètres périodiques en t de période S ∈ N∗, i.e., θt = θt+kS
pour tout t, k ∈ Z tel que θt ∈ Θt ⊂ Rmt , avec mt ∈ N∗.

La suite de fonctions
(
ft(.)

)
t∈Z définie par ft : N×]0,∞[×Θt →]0,∞[ est périodique

en t, i.e., ft = ft+kS pour tout t, k ∈ Z. Soit Ft une σ-algèbre générée par les variables
aléatoires Yt, Yt−1, . . ., alors grâce aux propriétés de

(
Nt(.)

)
t∈Z et

(
Zt
)
t∈Z, on déduit que

E(Yt/Ft−1) = λt.

Var(Yt/Ft−1) = λt(1 + σ2
t λt) ≥ E(Yt/Ft−1).

Ainsi, mis à part le cas de Poisson pur correspondant à σ2
t = 0, le modèle (4.51)

est conditionnellement sur-dispersé, bien que le modèle conditionnellement de Poisson
puisse générer une sur-dispersion (inconditionnelle) et même une sous-dispersion (in-
conditionnelle) (voir Christou et Fokianos [49]). De plus, la loi conditionnelle de Yt peut
être donnée explicitement pour des lois spécifiques de la variable Zt. En effet, si Zt est
dégénérée en la valeur 1 pour tout t ∈ Z, alors Yt/Ft−1 suit une loi de Poisson de pa-
ramètre λt, i.e., Yt/Ft−1 ∼ P(λt). De même, si Zt suit une loi Gamma de paramètre de
forme σ−2

t > 0 et de paramètre d’intensité σ−2
t > 0, i.e., Zt ∼ G(σ−2

t , σ−2
t ), alors Yt/Ft−1

suit une loi binomiale négative de paramètres σ−2
t > 0 et σ−2

t (σ−2
t + λt)

−1 ∈]0, 1[, i.e.,
Yt/Ft−1 ∼ NB(σ−2

t , σ−2
t (σ−2

t + λt)
−1).

Le modèle (4.51) peut être écrit sous la forme suivante :{
Yv+nS = Nv+nS(Zv+nSλv+nS),
λv+nS = fv(Yv−1+nS , λv−1+nS ; θv), n ∈ Z, 0 ≤ v ≤ S − 1 ,

(4.52)

où fv = fv+nS et θv = θv+nS pour tout n ∈ Z et v ∈ {0, . . . , S−1}. Le modèle (4.51) est
assez général et couvre une gamme étendue de modèles à valeurs entières bien connus.

110



Conditions d’ergodicité périodique

Par exemple, lorsque S = 1, on trouve le modèle général INGARCH(1, 1) de Poisson
mélangé proposé par Christou et Fokianos [49], [51]. D’autres cas particuliers importants
sont donnés par les exemples suivants

4.4.2 Exemples

Exemple 4.4.1. (Moyenne conditionnelle linéaire)
Pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, soit

fv(y, λ; θv) = ωv + αvy + βvλ, (4.53)

où θv = (ωv, αv, βv)
′ ∈ Θv ⊂]0,∞[3.

1) Lorsque Zv est dégénérée en valeur 1 pour tout v ∈ {0, . . . , S − 1}, le modèle
(4.51) se réduit au modèle linéaire INGARCH(1, 1) de Poisson périodique proposé par
Bentarzi et Bentarzi [31]. En effet, un processus stochastique (Yt)t∈Z à valeurs entières
est dit processus INGARCH(1, 1) de Poisson périodique de période S ∈ N∗, s’il satisfait
le modèle suivant {

Yt/Ft−1 ∼ P(λt),
λt = ωt + αtYt−1 + βtλt−1, t ∈ Z, (4.54)

où les paramètres ωt, αt et βt sont périodiques en t de période S ∈ N∗, i.e., ωt = ωt+kS ,
αt = αt+kS et βt = βt+kS pour tout t, k ∈ Z. De plus, ces paramètres sont tels que
ωt > 0, αt ≥ 0 et βt ≥ 0 pour tout t ∈ Z.

La condition nécéssaire et suffisante pour que le processus (Yt)t∈Z satisfaisant le
modèle INGARCH(1, 1) de Poisson périodique (4.54) soit périodiquement stationnaire
en moment d’ordre un est donnée par le résultat suivant de Bentarzi et Bentarzi [31].

Théorème 4.7. Le processus (Yt)t∈Z satisfaisant le modèle INGARCH(1, 1) de Poisson
périodique (4.54) est périodiquement stationnaire en moment d’ordre un si et seulement
si

S∏
v=1

(αv + βv) < 1. (4.55)

De plus, sous la condition (4.55), les S moments d’ordre un, E(Yv) = µ(v)
Y
, v ∈

{0, . . . , S − 1}, du processus (Yt)t∈Z sont données par :

µ(v)
Y

=
(

1−
S∏
i=1

(αi + βi)
)−1

S−1∑
j=0

( j∏
i=1

(αv−i+1 + αv−i+1)
)
ωv−j . (4.56)

Preuve. Pour chaque t ∈ Z, la moyenne E(Yt) = µ(t)
Y

vérifie la relation suivante

µ(t)
Y

= φtµ
(t−1)
Y

+ ωt. (4.57)

où φt = αt + βt. Après m itérations sur (4.57), on obtient

µ(t)
Y

=
( m∏
i=1

φt−i+1

)
µ(t−m)
Y

+

m−1∑
j=0

( j∏
i=1

φt−i+1

)
ωt−j , t ∈ Z. (4.58)

En remplaçant m par t en posant t = v + kS, avec v ∈ {0, . . . , S − 1} et k ∈ Z, la
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relation (4.58) devient

µ(v+kS)
Y

=

v+kS∑
j=1

( j−1∏
i=1

φv−i+1+kS

)
ωv−j+1+kS +

( v+kS∏
i=1

φv−i+1+kS

)
µ(0)
Y

=

kS∑
j=1

( j−1∏
i=1

φv−i+1

)
ωv−j+1 +

v∑
j=1

( j−1+kS∏
i=1

φv−i+1

)
ωv−j+1

+
( v+kS∏

i=1

φv−i+1

)
µ(0)
Y

=
k−1∑
m=0

( S∏
i=1

φv−i+1

)m S∑
l=1

( l−1∏
i=1

φv−i+1

)
ωv−l+1

+
( S∏
i=1

φv−i+1

)k v∑
j=1

( j−1∏
i=1

φv−i+1

)
ωv−j+1 +

( S∏
i=1

φv−i+1

)k( v∏
i=1

φv−i+1

)
µ(0)
Y

=
1−

(∏S
i=1 φv−i+1

)k
1−

∏S
i=1 φv−i+1

S∑
l=1

( l−1∏
i=1

φv−i+1

)
ωv−l+1

+
( S∏
i=1

φv−i+1

)k[ v∑
j=1

( j−1∏
i=1

φv−i+1

)
ωv−j+1 +

( v∏
i=1

φv−i+1

)
µ(0)
Y

]
.

Par conséquent, pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, limk→∞ µ
(v+kS)
Y

= µ(v)
Y

, avec µ(v)
Y

définie par (4.56) si et seulement si la condition (4.55) est vérifiée.

La condition nécessaire et suffisante pour que le processus (Yt)t∈Z satisfaisant le
modèle INGARCH(1, 1) de Poisson périodique (4.54) soit périodiquement stationnaire
en moment d’ordre deux est donnée par le résultat suivant de Bentarzi et Bentarzi [31].

Théorème 4.8. Le processus (Yt)t∈Z satisfaisant le modèle INGARCH(1, 1) de Poisson
périodique (4.54) est périodiquement stationnaire au second ordre si et seulement si

S∏
v=1

(αv + βv) < 1. (4.59)

De plus, sous la condition (4.59), les S variances, V ar(Yv) = γ(v)
Y

(0), v ∈ {0, . . . , S−1},
de processus (Yt)t∈Z et les S variances, V ar(λv) = γ(v)

λ
(0), v ∈ {0, . . . , S − 1}, de

processus (λt)t∈Z sont données par :

γ(v)
Y

(0) =
(

1−
S∏
i=1

(αi + βi)
2
)−1

S−1∑
j=0

j∏
i=1

(αv−i+1 + βv−i+1)2ϕv−j . (4.60)

γ(v)
λ

(0) =
(

1−
S∏
i=1

(αi + βi)
2
)−1

S−1∑
j=0

j∏
i=1

(αv−i+1 + βv−i+1)2ϕv−j − µ(v)
Y
, (4.61)

où µ
(v)
Y est définie par (4.56) et ϕv = µ(v)

Y
− (αv + βv)

2µ(v−1)
Y

+ α2
vµ

(v−1)
Y

.

Preuve. Pour chaque t ∈ Z, le moment d’ordre deux E(Y 2
t ) est donnée par

E(Y 2
t ) = E

(
E(Y 2

t /Ft−1)
)

= E(λ2
t ) + E(λt).
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Ce qui est équivalent à γ(t)
Y

(0) = γ(t)
λ

(0) + E(λt). Maintenant, on calcule E(λ2
t ). On a

E(λ2
t ) = E

(
E(λ2

t /Ft−1)
)

= φ2
tE(λ2

t−1) + ω2
t + (α2

t + 2ωtφt)E(λt−1) (4.62)

où φt = αt + βt. La relation (4.62) est équivalente à

γ(t)
Y

(0) = φ2
tγ

(t−1)
Y

(0) + (ωt + φtµ
(t−1)
λ

)2 + α2
tµ

(t−1)
λ

− µ(t)2
λ

.

Par le fait que µ(t)
Y

= µ(t)
λ

et µ(t)
Y

= ωt + φtµ
(t−1)
λ

, on déduit que

γ(t)
Y

(0) = φ2
tγ

(t−1)
Y

(0) + ϕt, (4.63)

où ϕt = µ(t)
Y
− φ2

tµ
(t−1)
Y

+ α2
tµ

(t−1)
Y

. Après m itérations sur (4.63), on obtient

γ(t)
Y

(0) =
( m∏
i=1

φ2
t−i+1

)
γ(t−m)
Y

(0) +
m−1∑
j=0

( j∏
i=1

φ2
t−i+1

)
ϕt−j . (4.64)

En remplaçant m par t, avec t = v + kS, v ∈ {0, . . . , S − 1} et k ∈ Z, on obtient

γ(v+kS)
Y

(0) =
v+kS∑
j=1

( j−1∏
i=1

φ2
v−i+1

)
ϕv−j+1+kS +

( v+kS∏
i=1

φ2
v−i+1

)
γ(0)
Y

(0)

=
kS∑
j=1

( j−1∏
i=1

φ2
v−i+1

)
ϕv−j+1+kS +

v∑
j=1

( j−1+kS∏
i=1

φ2
v−i+1

)
ϕv−j+1

+
( S∏
i=1

φ2
v−i+1

)k( v∏
i=1

φ2
v−i+1

)
γ(0)
Y

(0)

=
kS∑
j=1

( j−1∏
i=1

φ2
v−i+1

)
ϕv−j+1+kS +

( S∏
i=1

φ2
v−i+1

)k
×

v∑
j=1

( j−1∏
i=1

φ2
v−i+1

)
ϕv−j+1 +

( S∏
i=1

φ2
v−i+1

)k( v∏
i=1

φ2
v−i+1

)
γ(0)
Y

(0)

=

k−1∑
l=0

( S∏
i=1

φ2
v−i+1

)l S∑
j=1

( j−1∏
i=1

φ2
v−i+1

)
ϕv−j+1

+
( S∏
i=1

φ2
v−i+1

)k v∑
j=1

( j−1∏
i=1

φ2
v−i+1

)
ϕv−j+1

+
( S∏
i=1

φ2
v−i+1

)k( v∏
i=1

φ2
v−i+1

)
γ(0)
Y

(0),

et ceci implique que

γ(v+kS)
Y

(0) =
1−

(∏S
i=1 φ

2
v−i+1

)k
1−

∏S
i=1 φ

2
v−i+1

S∑
j=1

( j−1∏
i=1

φ2
v−i+1

)
ϕv−j+1

+
( S∏
i=1

φ2
v−i+1

)k[ v∑
j=1

( j−1∏
i=1

φ2
v−i+1

)
ϕv−j+1 +

( v∏
i=1

φ2
v−i+1

)]
γ(0)
Y

(0).
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Par conséquent, pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, limk→∞ γ
(v+kS)
Y

(0) = γ(v)
Y

(0), avec

γ(v)
Y

(0) définie par (4.60), si et seulement si la condition (4.59) est vérifiée.
Pour chaque t ∈ Z, la variance de λt est donnée par

γ(t)
λ

(0) = γ(t)
Y

(0)− µ(t)
Y

=
(

1−
S∏
i=1

φ2
t−i+1

)−1
S−1∑
j=0

( j∏
i=1

φ2
t−i+1

)
ϕt−j − µ(t)

Y
. (4.65)

On remplace t par v + kS, avec v ∈ {0, . . . , S − 1} et k ∈ Z, on obtient

γ(v)
λ

(0) =
(

1−
S∏
i=1

φ2
i

)−1
S−1∑
j=0

( j∏
i=1

φ2
v−i+1

)
ϕv−j − µ(v)

Y
. (4.66)

2) Lorsque Zv ∼ G(σ−2
v , σ−2

v ), v ∈ {0, . . . , S − 1}, le modèle (4.51) se réduit au
modèle INGARCH(1, 1) binomial négatif périodique. Ce dernier modèle généralise le
modèle INGARCH(1, 1) binomial négatif proposé par Zhu [144].

Exemple 4.4.2. (Moyenne conditionnelle exponentielle)
Considérons le modèle (4.52), avec pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1},

fv(y, λ; θv) = ωv + αvy +
(
βv + δv exp(−γvλ2)

)
λ,

où θv = (ωv, αv, βv, δv, γv)
′ ∈ Θv ⊂]0,∞[5.

1) Si pour chaque v ∈ {0, . . . , S− 1}, Zv est dégénérée, alors on obtient une version
périodique de la spécification proposée par Fokianos et al [76] (voir aussi Fokianos
[75], Doukhan et al [71]).

2) Si pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, Zv ∼ G(σ−2
v , σ−2

v ), le modèle (4.52) se réduit
à une extension périodique du modèle autorégressif binomial négatif exponentiel
de Christou et Fokianos [49].

Exemple 4.4.3. (Moyenne conditionnelle linéaire perturbée)
Considérons le modèle (4.52), avec pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1},

fv(y, λ, θv) = ωv(1 + λ)−γv + αvy + βvλ,

où θv = (ωv, αv, βv, γv)
′ ∈ Θv ⊂]0,∞[4. Plus γv s’approche de zéro et plus le modèle

résultant s’approche du modèle linéaire (4.53) dont il est une perturbation (voir Christou
[50]).

Exemple 4.4.4. (Moyenne conditionnelle mixte)
Le modèle (4.51) permet aussi différentes spécifications le long des canaux v ∈ {0, . . . , S−
1} (voir Aknouche et al [21]). Par exemple, pour S = 2, f1 et f2 définies par

fv(y, λ; θ1) = ω1 + α1y + β1λ,

fv(y, λ; θ2) = ω2 + α2y +
(
β2 + δ2 exp(−γ2λ

2)
)
λ.

Dans ce cas, les paramètres du modèle sont σ2 = (σ2
1, σ

2
2) ∈]0,∞[2 et θ = (θ′1, θ

′
2)′ avec

θ′1 = (ω1, α1, β1)′ ∈]0,∞[3 et θ′2 = (ω2, α2, β2, δ2, γ2)′ ∈]0,∞[5. Lorsque Zv est dégénéré
pour tout v ∈ {0, . . . , S − 1}, alors seul θ seul est retenu.
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4.4.3 Conditions d’ergodicité périodique

Dans cette partie, on donne une condition suffisante sur la suite (ft)t∈Z pour que
le modèle INGARCH(1,1) de Poisson mélangé périodique (4.51) admette une solution
strictement périodiquement stationnaire, périodiquement ergodique et périodiquement
faiblement dépendante de moyenne finie. Sous d’autres conditions supplémentaires, cette
solution possède des moments d’ordres supérieurs finis. Rappelons que la stationnarité
périodique stricte de période S ∈ N∗ d’un processus aléatoire (Yt)t∈Z est équivalente à la
stationnarité périodique stricte de ses S sous processus (Yv+nS)n∈Z, v ∈ {0, . . . , S − 1}.
De même, le processus (Yt)t∈Z est dit périodiquement faiblement dépendant de période
S ∈ N∗ si et seulement si pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, le processus (Yv+nS)n∈Z est
faiblement dépendant dans le sens de la définition 4.1 de τ -dépendance de la définition
introduite par Dedecker et Prieur [61].

Considérons l’hypothèse suivante qu’on qualifie de condition de contraction périodique
sur la suite de fonctions périodique (ft)t∈Z.
H3 : Pour tout v ∈ {0, . . . , S − 1}, y, y′ ∈ N et λ, λ′ > 0 :

|fv(y, λ)− fv(y′, λ′)| < κv,1|y − y′|+ κv,2|λ− λ′|, (4.67)

où κv,1 et κv,2 sont des constantes positives qui vérifient

S−1∏
v=0

(κv,1 + κv,2) < 1. (4.68)

Notons que si pour tout v ∈ {0, . . . , S − 1}, la fonction fv est contractante, i.e., fv est
Lipschitzienne dans le sens de la définition (4.67), avec (κv,1 + κv,2) < 1, alors la suite
de fonctions (ft)t∈Z est périodiquement contractante dans le sens de la définition (4.68).
Il est clair que la réciproque n’est pas vraie parce qu’on peut avoir une suite (ft)t∈Z
périodiquement contractante, alors qu’il existe v0 ∈ {0, . . . , S− 1} pour le quel fv0 n’est
pas contractante, i.e., fv0 est Lipschitzienne dans le sens de la définition (4.67), mais
(κv0,1 + κv0,2) ≥ 1.

Dans l’exemple 4.4.1, puisque pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, la fonction fv est
linéaire, alors la condition (4.68) se réduit à la condition suivante.

S−1∏
v=0

(αv + βv) < 1. (4.69)

Pour l’exemple 4.4.2, puisque pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, on a

∂fv(y, λ)

∂y
= αv, et

∣∣∂fv(y, λ)

∂λ

∣∣ < βv + δv,

alors la condition (4.68) devient

S−1∏
v=0

(αv + βv + δv) < 1. (4.70)

Pour l’exemple 4.4.3, puisque pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, on a

∂fv(y, λ)

∂y
= αv, et

∣∣∂fv(y, λ)

∂λ

∣∣ < βv + ωvγv,
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alors la condition (4.68) devient

S−1∏
v=0

(αv + βv + ωvγv) < 1. (4.71)

Pour l’exemple 4.4.4, la condition (4.68) devient

(α1 + β1)(α2 + β2 + δ2) < 1. (4.72)

Soit Xt = (Yt, λt), ζt = (Nt, Zt) et

Ft(Xt−1, ζt) =
(
Nt

(
Ztft(Yt−1, λt−1; θt)

)
, ft(Yt−1, λt−1; θt)

)
, (4.73)

alors la suite de fonctions (Ft)t∈Z est périodique en t de période S ∈ N∗ et le modèle
(4.52) peut être écrit sous la forme Markovienne non-homogène suivante

Xv+nS = Fv(Xv−1+nS , ζv+nS), n ∈ Z, 0 ≤ v ≤ S − 1, (4.74)

où (ζt)t∈Z est une suite indépendante périodiquement distribuée de période S.

Le résultat suivant de Aknouche et al [17] donne une condition suffisante pour que
l’équation (4.74) admette une unique solution strictement périodiquement stationnaire,
périodiquement ergodique et périodiquement faiblement dépendante.

Théorème 4.9.

1. Sous les conditions (4.67) et (4.68), l’équation (4.74) admet une unique solution
((Yt, λt))t∈Z non-anticipative strictement périodiquement stationnaire, périodiquement
ergodique et périodiquement faiblement dépendante de moyennes finies, donnée
par

Xv+nS = Hv(ξv+nS , ξv+(n−1)S , . . .), n ∈ Z, 0 ≤ v ≤ S − 1, (4.75)

pour certaines fonctions mesurables Hv, 0 ≤ v ≤ S − 1, définies de (N×]0,∞[)N

dans N×]0,∞[, où pour tout v ∈ {0, . . . , S − 1},

ξv+nS = (ζv+nS , ζv−1+nS , . . . , ζv−S+1+nS)′, n ∈ Z

.

2. De plus, si pour tout v ∈ {0, . . . , S − 1}, la variable Zv est dégénérée, alors
l’unique solution de l’équation (4.74) définie par (4.75) est telle que pour tout
v ∈ {0, . . . , S − 1},

E(Y r
v + λrv) <∞, ∀r ∈ N∗.

Preuve. 1) Après S itérations sur l’équation (4.74), on obtient les S équations Marko-
viennes homogènes suivantes :

Xv+nS = Fv(Xv+(n−1)S , ξv+nS), n ∈ Z, 0 ≤ v ≤ S − 1. (4.76)

où Fv = Fv ◦ Fv−1 ◦ . . . ◦ Fv−S+1 et pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1}, la suite (ξv+nS)n∈Z
est iid, avec ξv+nS = (ζv+nS , ζv−1+nS , . . . , ζv−S+1+nS)′. La preuve est alors basée sur le
théorème 3.1 de Doukhan et Wintenberger [67]. En effet, pour x = (y, λ) ∈ R2 et ε > 0,
soit la norme ‖.‖ε définie sur R2 par

‖x‖ε = |y|+ ε|λ|.
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Par les relations (4.76), (4.67), la propriété de Poisson du processus (Nt(.))t∈Z et l’indépendance
de (Nt(.))t∈Z avec la suite (Zt)t∈Z qui vérifie E(Zt) = 1 pour tout t ∈ Z, on déduit que
pour tout v ∈ {0, . . . , S − 1},

E(‖Fv(x, ξv+nS)− Fv(x′, ξv+nS)‖ε)

≤ (1 + ε)
S−2∏
k=0

(κv−k,1 + κv−k,2)
[
κv−S+1,1|y − y′|+ κv−S+1,2|λ− λ′|

]
≤ (1 + ε)

S−2∏
k=0

(κv−k,1 + κv−k,2) max
(
κv−S+1,1,

κv−S+1,2

ε

)
‖x− x′‖ε

On pose ε = κv−S+1,2.κ
−1
v−S+1,1. Par la relation (4.68), on déduit que pour chaque

v ∈ {0, . . . , S − 1},

E(‖Fv(x1, ξv+nS)− Fv(x2, ξv+nS)‖ε) ≤
( S−1∏
v=0

(κv−k,1 + κv−k,2)
)
‖x− x′‖ε

=
( S−1∏
v=0

(κk,1 + κk,2)
)
‖x− x′‖ε

< ‖x− x′‖ε.

Ainsi, on a montré que sous les conditions (4.67) et (4.68), la condition (3.1) de Doukhan
et Wintenberger [67] est satisfaite pour la norme ‖.‖ε. Par conséquent, par le théorème
3.1 de Doukhan et Wintenberger [67], on déduit que pour chaque v ∈ {0, . . . , S − 1},
l’équation (4.76) amet une unique solution ((Yv+nS , λv+nS))n∈Z non-anticipative stric-
tement stationnaire, ergodique, faiblement dépendante et de moyenne finie donnée par
(4.75). Ceci implique que le processus ((Yt, λt))t∈Z est l’unique solution non-anticipative
strictement périodiquement stationnaire, périodiquement ergodique, périodiquement fai-
blement dépendante de l’équation (4.74) ayant S moyennes finies.

2) Notons que la condition (4.68) implique que
∏S−1
v=0 (κv,1 + κv,2)r < 1 pour tout

r ∈ N. Maintenant, on peut vérifier facilement que E(Y r
t + λrt ) < ∞ pour tout r ∈ N∗

et t ∈ Z. En effet, pour r ∈ N∗ et x = (y, λ) ∈ R2, soit la norme ‖.‖ε,r définie sur R2

par ‖x‖ε,r = (|y|r + ε|λ|r)1/r. Pour tout t ∈ Z, on a

E(‖Xt‖rε,r) = E(Y r
t + ελrt ) = E(E(Y r

t /Ft−1)) + εE(λrt ). (4.77)

Puisque Yt/Ft−1 ∼ P(λt), alors la relation (4.77) devient

E(‖Xt‖rε,r) = (1 + ε)E(λrt ) +

r−1∑
i=0

{ r
i

}
E(λit) (4.78)

où
{ r
i

}
est le nombre de Sterling de second espèce défini dans le lemme 4.1.

Maintenant, par récurrence sur r ∈ N, on peut montrer qu’il existe ε > 0 tel que
E(‖Xt‖rε,r) < ∞ pour tout t ∈ Z. En utilisant le modèle (4.51) et la condition (4.67),
on déduit que pour tout t ∈ Z,

E(λrt ) = E
((
ft(Yt−1, λt−1; θt)

)r)
= E

((
ft(Yt−1, λt−1; θt)− ft(0, 0; θt) + ft(0, 0; θt)

)r)
≤ E

((
κt,1Yt−1 + κt,2λt−1 + ft(0, 0; θt)

)r)
= E

((
gt(Yt−1, λt−1) + bt

)r)
= E

((
gt(Yt−1, λt−1)

)r)
+Rt,r−1, (4.79)
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où gt(Yt−1, λt−1) = κt,1Yt−1 + κt,2λt−1, bt = ft(0, 0; θt) et

Rt,r−1 =
r−1∑
i=0

(
r
i

)
E
((
gt(Yt−1, λt−1)

)i)
br−it <∞.

D’autre part, en utilisant l’inégalité de Jensen, on déduit que

E
((
gt(Yt−1, λt−1)

)r)
= (κt,1 + κt,2)rE

( κt,1
κt,1 + κt,2

Yt−1 +
κt,2

κt,1 + κt,2
λt−1

)r
≤ (κt,1 + κt,2)r−1

(
κt,1E(Y r

t−1) + κt,2E(λrt−1)
)

≤ (κt,1 + κt,2)rE
(
‖Xt−1‖rε,r

)
. (4.80)

On remplace (4.80) dans (4.79), on trouve

E(λrt ) ≤ (κt,1 + κt,2)rE
(
‖Xt−1‖rε,r

)
+Rt,r−1. (4.81)

En combinant les relations (4.78) et (4.81), on obtient

E
(
‖Xt‖rε,r

)
≤ (1 + ε)(κt,1 + κt,2)rE

(
‖Xt−1‖rε,r

)
+ Ct, (4.82)

où pour tout t ∈ Z,

Ct = (1 + ε)Rt,r−1 +

r−1∑
i=0

{ r
i

}
E(λit) <∞.

Puisque (Xt)t∈Z est strictement périodiquement stationnaire, alors E
(
‖Xt‖rε,r

)
= E

(
‖Xt−kS‖rε,r

)
pour tout k ∈ Z. Par conséquent, de la relation (4.82), on déduit que

E
(
‖Xt‖rε,r

)
≤ (1 + ε)S

S−1∏
v=0

(κv,1 + κv,2)rE
(
‖Xt‖rε,r

)
+Kt, (4.83)

où pour tout t ∈ Z,

Kt =
S−1∑
j=0

j−1∏
i=0

(κt−i,1 + κt−i,2)rCt−j(1 + ε)j <∞.

Maintenant, pour tout ε > 0 tel que ε <
∏S−1
v=0 (κv,1 + κv,2)

−r
S − 1, on déduit de la

relation ( 4.83) que pour tout r ∈ N et t ∈ Z,

E
(
‖Xt‖rε,r

)
≤ Kt

1− (1 + ε)S
∏S−1
v=0 (κv,1 + κv,2)r

<∞.

Le résultat précédent montre que sous les conditions (4.67) et (4.68), le modèle
général INGARCH(1, 1) de Poisson mélangé périodique (4.51) admet une solution non-
anticipative strictement périodiquement stationnaire, périodiquement ergodique et pério-
diquement faiblement dépendante donnée par (4.75) et cette solution admet des mo-
ments de tout ordre. Pour les cas particuliers des exemples 4.4.1, 4.4.2 et 4.4.3, on a les
résultats suivants dû à Aknouche et al [17].

Corollaire 4.4. Sous la condition (4.69), le modèle INGARCH(1, 1) de Poisson périodique
avec une moyenne conditionnelle linéaire (cf. Exemple 4.4.1,1) admet une unique solu-
tion non-anticipative strictement périodiquement stationnaire, périodiquement ergodique
et périodiquement faiblement dépendante (Yt, λt)t∈Z telle que E(Y r

t +λrt ) <∞ pour tout
r ∈ N∗ et t ∈ Z.
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Corollaire 4.5. Sous la condition (4.70), le modèle INGARCH(1, 1) de Poisson périodique
avec une moyenne conditionnelle exponentielle (cf. Exemple 4.4.2,1) admet une unique
solution non-anticipative strictement périodiquement stationnaire, périodiquement er-
godique et périodiquement faiblement dépendante (Yt, λt)t∈Z telle que E(Y r

t + λrt ) < ∞
pour tout r ∈ N∗ et t ∈ Z.

Corollaire 4.6. Sous la condition (4.71) et σ2
t = 0, le modèle INGARCH de Poisson

périodique avec une moyenne conditionnelle perturbée (cf. Exemple 4.4.3) admet une
unique solution non-anticipative strictement périodiquement stationnaire, périodiquement
ergodique et périodiquement faiblement dépendante (Yt, λt)t∈Z telle que E(Y r

t +λrt ) <∞
pour tout r ∈ N∗ et t ∈ Z.

Dans le cas non-poissonnien, les conditions d’existence des moments d’ordre supérieurs
peuvent dépendre de la variance du mélange σ2 = (σ2

0, . . . , σ
2
S−1). En particulier, pour

le modèle INGARCH(1, 1) binomial négatif périodique avec une moyenne conditionnelle
linéaire (cf. Exemple 4.4.1, 2), i.e., Zv ∼ G(σ−2

v , σ−2
v ), v ∈ {0, . . . , S − 1}, le résultat

suivant montre que ces conditions varient en fonction de l’ordre du moment.

Proposition 4.1. Le modèle INGARCH(1, 1) binomial négatif périodique avec une
moyenne conditionnelle linéaire (cf. Exemple 4.4.1, 2) admet une unique solution non-
anticipative strictement périodiquement stationnaire et périodiquement ergodique (Yt, λt)t∈Z
telle que :

1. E(Yt) <∞, t ∈ Z si et seulement si la condition (4.69) est vérifiée.

2. E(Y 2
t ) <∞, t ∈ Z si et seulement si

S∏
v=1

(
(αv + βv)

2 + σ2
v−1α

2
v

)
< 1. (4.84)

3. E(Y 3
t ) <∞, t ∈ Z si et seulement si (4.84) est vérifiée et

S∏
v=1

[
(αv + βv)

3 + (3σ2
v−1 + 2σ4

v−1)α3
v + 3σ2

v−1α
2
vβv
]
< 1. (4.85)

4. E(Y 4
t ) <∞, t ∈ Z si et seulement si les conditions (4.84) et (4.85) sont vérifiées

et

S∏
v=1

[
(αv+βv)

4+6σ6
v−1α

2
v(αv+βv)

2+σ4
v−1α

3
v(11αv+8βv)+6σ6

v−1α
4
v

]
< 1. (4.86)

Preuve. Puisque Yt/Ft−1 ∼ NB(σ−2
t , σ

−2
t (σ−2

t + λt)
−1), alors d’après G. C. Jain et P.

C. Consul [102], les moments jusqu’à l’ordre 4 de la loi binomiale négative sont définis
par comment suit :

E(Yt/Ft−1) = λt. (4.87)

E(Y 2
t /Ft−1) = (1 + σ2

t ) + λt. (4.88)

E(Y 3
t /Ft−1) = (1 + 3σ2

t + 2σ4
t )λ

3
t + 3(1 + 1σ2

t )λ
2
t + λt. (4.89)

E(Y 4
t /Ft−1) = (1 + 6σ2

t + 11σ4
t + 6σ6

t )λ
4
t + (6 + 16σ2

t + 12σ4
t )λ

3
t

+7(1 + 1σ2
t )λ

2
t + λt. (4.90)

On remarque que pour chaque i = 1, . . . , 4, E(Y i
t /Ft−1) est un polynôme en λt de

degré i. Par conséquent, E(Y i
t /Ft−1) < ∞, i = 1, . . . , 4 si et seulement si E(λit) < ∞,

i = 1, . . . , 4.
Pour montrer le reste de la proposition 4.1, on utilise le lemme suivant.
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Chapitre 4 : Modèle INGARCH de Poisson double mélangé

Lemme 4.2. Soit l’équation aux récurrences ordinaire suivante

yt = atyt−1 + bt, t ∈ Z, (4.91)

où (at)t∈Z et (at)t∈Z sont deux suite réelles positives périodiques de période S ∈ N∗,
i.e., at = at+nS , bt = bt+nS pour tout t ∈ Z, alors l’équation (4.91) admet une unique
solution positive si et seulement si

S∏
v=1

av < 1. (4.92)

1) Par les relations (4.87) et (4.53), on trouve l’équation aux récurrences ordinaire
suivante

E(λt) = (αt + βt)E(λt−1) + ωt, t ∈ Z. (4.93)

L’équation (4.93) est sous la forme (4.91), alors par le lemme 4.2, on déduit que
l’équation (4.93) admet une unique solution positive si et seulement si la condition
(4.69) est vérifiée.
2) Par les relations (4.87), (4.88) et (4.53), on trouve l’équation

E(λ2
t ) =

(
(αt + βt)

2 + σ2
t−1α

2
t

)
E(λ2

t−1) + Ct, t ∈ Z, (4.94)

où Ct = (2αtωt + 2βtωt +α2
t )E(λt−1) + ω2

t qui est finie si et seulement si E(λt−1) <∞,
i.e., si et seulement si la condition (4.69) est vérifiée. Maintenant, l’équation (4.94) est
sous la forme (4.91), alors par le lemme 4.2, on déduit que l’équation (4.94) admet une
unique solution positive si et seulement si les conditions (4.69) et (4.84) sont vérifiées.
Remarquons que

S∏
v=1

(
αv + βv)

2 + σ2
v−1α

2
v

)
=

S∏
v=1

(αv + βv)
2 + c,

où c est une quantité positive. Par conséquent, si la condition (4.84) est vérifiée, alors
la condition (4.69) est vérifiée.
3) Par les relations (4.87), (4.89), (4.88) et (4.53), on trouve l’équation aux récurrences
ordinnaire suivante

E(λ3
t ) =

(
(αt + βt)

3 + (3σ2
t−1 + 2σ4

t−1)α3
t + 3σ2

t−1α
2
tβt
)
E(λ3

t−1) + Ct, t ∈ Z, (4.95)

où

Ct =
(
3α3

t (1 + 1σ2
t−1) + 3α2

tβt + 6αtβtωt + 3β2
t ωt + 3α2

tωt(1 + 1σ2
t−1)

)
E(λ2

t−1)

+
(
3α3

t (1 + 1σ2
t−1) + 3αtω

2
t + 3βtω

2
t + 3α2

tωt(1 + 1σ2
t−1)

)
E(λt−1) + ω3

t

qui est finie si et seulement si E(λt−1) et E(λt−1)2 sont finies, i.e., si et seulement si la
condition (4.84) est vérifiée. Maintenant, l’équation (4.95) est sous la forme (4.91), alors
par le lemme 4.2, on déduit que l’équation (4.95) admet une unique solution positive si
et seulement si les conditions (4.84) et (4.85) sont vérifiées.
4) Par les relations (4.87), (4.88), (4.89), (4.90) et (4.53), on trouve l’équation aux
récurrences ordinaire suivante

E(λ4
t ) =

(
αt + βt)

4 + 6α2
t (αt + βt)

2σ2
t−1 + α3

t (11αt + 8βt)σ
4
t−1

+6σ6
t−1α

4
t

)
E(λ4

t−1) + Ct, (4.96)
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où

Ct = [12α3
tβt(1 + σ2

t−1) + 12α2
tβtωt(1 + σ2

t−1) + 6α2
tβ

2
t + 4β3

t ωt

+4α3
tωt(1 + 3σ2

t−1 + 2σ4
t−1) + 12α5

tβ
2
t ωt(6 + 16σ2

t−1 + 12σ4
t−1)]E(λ3

t−1)

+[7α4
t (1 + σ2

t−1) + 12α3
tωt(1 + σ2

t−1) + 12α2
tβtωt + 6β2

t ω
2
t

+6α2
tω

2
t (1 + σ2

t−1) + 12αtβtω
2
t + 4α3

tβt]E(λ2
t−1)

+[α4
t + 4α3

tωt + 6α2
tω

2
t + 4αtω

2
t + 4βtω

3
t ] + ω4

t .

qui est finie si et seulement si E(λ3
t−1), E(λ2

t−1) et E(λt−1) sont finies, i.e., si et seule-
ment si les conditions (4.84) et (4.85) sont vérifiées. Maintenant, l’équation (4.96) est
sous la forme (4.91), alors par le lemme 4.2, on déduit que l’équation (4.96) admet
une unique solution positive si et seulement si les conditions (4.84), (4.85) et (4.86)sont
vérifiées.
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4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé le modèle général INGARCH(p, q) de Pois-
son double mélangé dans lequel l’intensité λt dépend de la variable du régime ∆t et
satisfait la représentation général INGARCH(p, q). En particulier, nous avons étudié
deux modèles particuliers, à savoir le modèle général INARCH(∞) de Poisson double
mélangé et le modèle général INGARCH(1, 1) de Poisson double mélangé, nous avons
trouvé des conditions suffisantes assurant la stationnarité stricte, la dépendance faible
et l’ergodicité de ces deux modèles. Notons que pour les modèles non linéaires de séries
chronologiques à valeurs entières, un problème qui restait jusque là ouvert est celui de
l’ergodicité qui n’est pas facile à établir et ceci due a la forme non linéaire du modèle.
L’approche des Poissons mélangés que nous avons adoptée ne résout pas le problème
pour toutes les distributions bien connues et ne fonctionne que pour p = q = 1 ou
p = 0, q =∞. Récemment, Aknouche et Francq [12] ont étudié l’ergodicité d’une classe
très générale de modèles INGARCH linéaires ou non linéaires, d’ordres quelconques
et pour une famille de distributions très large qui englobe la famille exponentielle et
d’autres lois importantes qui ne figurent pas dans la famille exponentielle, il s’agit de
la famille de lois dont l’ordre stochastique est régi par la moyenne, voir Aknouche et
Francq [12] pour la définition de cette famille. Dans le cas périodique, nous avons pro-
posé le modèle général INGARCH(1, 1) de Poisson mélangé périodique et nous avons
montré que sous une certaine condition de contraction périodique, ce modèle est stric-
tement périodiquement stationnaire, faiblement périodiquement dépendant de moyenne
finie et nous avons montré que lorsque les variables du mélange sont dégénérées en va-
leur un, ce modèle admet des moments finis de tout ordre. Notons qu’il est intéressant
d’étudier le modèle général INGARCH(p, q) de Poisson double mélangé périodique et
les modèles particuliers correspondants, à savoir le modèle général INGARCH(p, q) de
Poisson mélangé périodique, le modèle général mélange INGARCH(p, q) de Poisson
périodique, le modèle général mélange INGARCH(p, q) binomial négatif périodique.
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Conclusion générale

Dans cette thèse, nous avons étudié l’équation stochastique Xt = ψt(Xt−1), t ∈
N lorsque ψt est une application affine aléatoire définie par ψt(x) = Atx + Bt avec
((At, Bt))t∈N est une suite de variables aléatoires indépendantes périodiquement dis-
tribuées de période S ∈ N∗. Dans ce cas unilatéral, nous avons montré que sous
la condition que l’exposant de Lyapounov associé à la suite ipd (At)t∈N est stric-
tement négatif, le processus (Xt)t∈N défini par l’équation aux récurrences stochas-
tique Xt = AtXt−1 + Bt, t ∈ N converge en distribution vers des variables aléatoires
{X(v), 0 ≤ v ≤ S−1}, pour n’importe quelle variable aléatoire initiale X0 indépendante
de la suite ((At, Bt))t∈N, qui vérifient les égalités en distributions X(v) = AvX

(v−1) +Bv
pour v = 1, . . . , S − 1 et X(0) = A0X

(S−1) +B0. Nous avons montré que lorsque les va-
riables initiales ont les mêmes distributions que les variables limites, le processus (Xt)t∈N
défini par l’équation aux récurrence stochastique est strictement périodiquement station-
naire et périodiquement ergodique. En suite, nous avons montré que sous des conditions
sur les moments d’un certain ordre pour les variables At et Bt, les variabiles limites
ont des moments d’ordres supérieurs. Par ailleurs, nous avons étudié l’équation aux
récurrence stochastique multidimensionnelle et bilatérale, nous avons montré que la
condition suffisante pour l’existence et l’unicité d’une solution non-anticipative stricte-
ment périodiquement stationnaire et périodiquement ergodique est que l’exposant de
Lyapounov associé à suite ipd (At)t∈N soit strictement négatif. Nous avons montré que
sous l’hypothèse d’irréductibilité périodique de l’équation aux récurrence stochastiques,
cette condition suffisante est aussi nécessaire.

Ensuite, nous avons étudié le comportement asymptotique des queues de la solution
strictement périodiquement stationnaire et nous avons démontré que les S distributions
marginales sont à variations régulières de même indice de variation. Nous avons appliqué
nos résultats à certains modèles de séries temporelles périodiques. Ensuite, nous avons
étudié les modèles GARCH(p, q) et ARCH(∞) périodiques, nous avons établi la sta-
tionnarité périodique stricte, la stationnarité périodique au second ordre et l’ergodicité
périodique.

Enfin, nous avons étudié quelques modèles des séries temporelles à valeurs entières.
Nous avons proposé le modèle général INGARCH(p, q) de Poisson double mélangé
et nous avons montré que sous des conditions de contraction en moyenne, le modèle
général INARCH(∞) de Poisson double mélangé et le modèle général INGARCH(1, 1)
de Poisson double mélangé admettent des solutions strictement stationnaires faiblement
dépendantes et ergodiques avec des moyennes finies. Nous avons étudié le modèle général
INGARCH(1, 1) de Poisson mélangé périodique et nous avons montré que sous une cer-
taine condition de contraction périodique, ce modèle admet une solution strictement
périodiquement stationnaire, périodiquement ergodique et périodiquement faiblement
dépendante de moyenne finie.
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Conclusion

Le travail réalisé dans cette thèse comporte de nombreuses extensions possibles.
Par exemple, nous allons étudier l’équation stochastique Xt = ψt(Xt−1), t ∈ N lorsque
(ψt)t∈N est une suite de fonctions Lipschitzienne indépendantes périodiquement dis-
tribuées. Nous cherchons des conditions suffisantes pour que (Xt)t∈N converge en dis-
tribution et nous étudions le comportement asymptotiques des queues des distributions
limites. Il est aussi très intéressant d’étudier l’équation aux récurrences stochastiques
linéaire Xt = AtXt−1 + Bt, t ∈ N lorsque les suites des coefficients (At)t∈N et (Bt)t∈N
sont des chaines de Markov périodiquement stationnaires et périodiquement ergodiques
à espace d’états dénombrable ou à espace d’états continu.

Le chapitre 4 pourrait être complété par l’estimation des paramètres des modèles
proposés par la méthode du quasi-maximum de vraisemblance et l’étude des propriétés
asymptotiques de l’estimateur du QMV, par exemple la consistance et la normalité
asymptotique. Une autre voie de recherche est d’étudier quelques modèle de séries tem-
porelles à valeurs entières, par exemple le modèle général INGARCH(p, q) de Pois-
son double mélangé pour p, q ≥ 1 et pour p = q = ∞, le modèle général mélange
INGARCH(p, q) binomial négatif, le modèle général INGARCH(p, q) de Poisson double
mélangé périodique, le modèle général INGARCH(p, q) de Poisson mélangé périodique,
le modèle général mélange INGARCH(p, q) de Poisson périodique, le modèle général
mélange INGARCH(p, q) binomial négatif périodique.
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[127] Resnick, S. I. (1987) Extreme Values, Regular Variation, and Point Processes.
Springer- Verlag, New York.

[128] Resnick, S. I. (2006) Probabilistic and Statistical Modeling of Heavy Tailed Phe-
nomena. Springer- Verlag, New York.

[129] Robinson, P. M. (1991) Testing for strong serial correlation and dynamic conditio-
nal heteroskedasticity in multiple regression. Journal of Econometrics, 47, 67-84.

[130] Rossi, E. (2006) Lecture notes on GARCH models. University of Pavia.

[131] Rydberg, T. H,. and Shephard, N. (2000). BIN models for trade-by-trade data.
Modelling the number of trades in a fixed interval of time. In World Conference
Econometric Society. Contributed Paper 0740.

[132] Scotto, M.G., and Turkman, K. F. (2002) On the extremal behavior of sub-
sampled solutions of stochastic difference equations. Portugaliae mathematica., 59,
267-282.

[133] Straumann, D., and Mikosch, T. (2006). Quasi-maximum-likelihood estimation in
conditionally heteroscedastic time series : A stochastic recurrence equations ap-
proach. The Annals of Statistics, 34, 2449-2495.

[134] Straumann, D. (2004). Estimation in Conditionally Heteroscedastic Time Series
Models. Springer- Verlag, Zürich, Switzerland.
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