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NOMENCLATURE

Symboles

B, B : Champ magnétique, amplitude du champ magnétique

By, By, : développement limité du champ magnétique pour le calcul des vitesses de dérive
Bg : champ toroidal

Bg : champ poloidal

D: deutérium
¢, : vitesse de déplacement de I’onde

c; : vitesse d’amplification de 1’onde
E, E : Champ électrique, amplitude du champ électrique
H :Facteur de forme

He: helium
I,, : courant plasma

J : vecteur densité de courant

L : longueur caractéristique

m : masse d’une particule

A, T : densité et température moyennes

np : densité de deutérium

ny : densité de tritium

p : pression

Paipha : puissance de chauffage due aux particules alpha
Pehausy - puissance de chauffage additionnel
Prus - densité de puissance de fusion

Ppertes : puissance d’énergie perdue

q : facteur de sécurité

R, R, : grand rayon local, grand rayon du plasma

T: tritium
T,T,,T; : température du plasma, température électronique, température ionique

Tf : température du fluide Pb17Li

U : vitesse longitudinale

VI



v,, V) : composantes perpendiculaire et parallele de la vitesse d’une particule

v, : vitesse de dérive
u : vitesse longitudinale

v : vitesse transversale

. el
V: Composantes normale du vecteur vitesse V

I’ : volume du plasma

—

W : Composantes radiale du vecteur vitesse V

W' : quantité totale d’énergie dans le plasma

Lettres grecques

¢ : rapport d’aspect du plasma

6’ : angle poloidal

0 : épaisseur de quantité de mouvement

&: densité d’énergie libérée par réaction de fusion
&, : fraction d’énergie portée par les particules alpha
p* : rayon de Larmor

p : densité du fluide (kg/m3).

u : Perméabilité magnétique [H/m], (u=po .1+ )

0 : hauteur de couche limite dynamique

6" : épaisseur de déplacement

v : viscosité cinématique

A : longueur d’onde de la perturbation (A = 2/ )
< o'v > : section efficace de la réaction de fusion
T, : temps de confinement de 1’énergie

¢: angle toroidal

w, : pulsation de Larmor

6 : hauteur de couche limite dynamique

a : nombre d’onde ; ouverture azimutale

o : nombre d’onde adimensionnelles

B : le coefficient I’amplification de perturbation ou I’amortissement de la perturbation
n,Mo - variable adimensionnelles

Uso

R, = TS . nombre de Reynolds
H, = Boé‘\/;zv . nombre de Hartmann
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Abréviations

CFC : composite a fibres de carbone

D-T : Deutérium-tritium

FCE : Fréquence Cyclotronique Electronique

FCI : Fréquence Cycltronique lonique

HF : chauffage par ondes a Haute Fréquence

HFS : High Field Side, c6té fort champ du plasma
LFS : Low Field Side, c6té faible champ du plasma
LH : Lower Hybrid, fréquence hybride basse

LPT : limiteur pompé toroidal

JET: Joint European Torus

TFR: le Tokamak de Fontenay-aux-Roses

CCFE: Culham Center For Fusion Energy

EFDA: European Fusion Development Agreement
ITER : International Thermonuclear Experimental Reactor
CEA: Commissariat a I’Energie Atomique

KH : L’instabilité de Kelvin —Helmholtz

TS : L’instabilité de Tollmien-Schlichting
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Le début du XXe siecle a vu I’Humanité entrer dans un age ou elle a commencé a
exploiter pleinement les ressources €nergétiques de son environnement grace a la révolution
industrielle. Le début du XXIe voit cette humanité prendre conscience que ces ressources sont
limitées. A 1’heure ou 1’augmentation des besoins en énergie de la population mondiale
s’accélere et ou les problématiques liées a I’'impact de 1’activité humaine sur I’environnement
se font de plus en plus présentes, il devient urgent de trouver une alternative au trio des
énergies fossiles : charbon, gaz, pétrole. C’est dans ce contexte que s’inscrivent les recherches
sur la fusion thermonucléaire controlée. N’émettant pas de gaz a effets de serre, ne générant
pas de déchets nucléaires a haute activité et a vie longue et étant intrinséquement sure, elle
pourrait prendre une place prépondérante dans le panel énergétique des décennies a venir.

La fusion contrdlée, souvent résumée par I’expression « mettre le soleil en boite »
consiste a faire fusionner des atomes 1égers de telle sorte a produire de 1’énergie, reproduisant
ainsi les processus a I’oeuvre dans le coeur des étoiles tel que le soleil. Placer la matiere dans
des conditions adéquates pour déclencher des réactions de fusion constitue néanmoins un défi
scientifique et technologique colossal. Portés a des centaines de millions de degrés, les atomes
sont a I’état de plasma, rendant leur manipulation des plus difficiles. Depuis les années 1950,
date des premicres expériences sur le sujet en ex-Union Soviétique, de nombreux dispositifs
visant a controler ce plasma ont vu le jour. Le plus prometteur d’entre eux est aujourd’hui le
“Tokamak’’, acronyme russe signifiant TOroidalnaia KAmera MAgnitnaia Katouchka,
chambre toroidale a bobines magnétiques. Afin d’obtenir les conditions nécessaires a la
réalisation de réactions de fusion, la taille de ces machines n’a cessé d’augmenter, de méme
que la taille des collaborations s’intéressant au sujet. La prochaine étape de ces recherches est
le réacteur expérimental ITER, dont la construction a commencé sur le site de Cadarache, en
France. ITER représente la derniére ¢tape avant la construction d’un réacteur de
démonstration justifiant la possibilité de produire de 1’électricité de fagon industrielle a 1’aide

de la fusion nucléaire.
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Chapitre 1 Point de situation sur la fusion controlée : Projet ITER

1. Introduction

L’augmentation des besoins en énergie de la population mondiale, la pénurie a terme des énergies
fossiles et les problématiques climatiques associées a leur utilisation rendent indispensable le
développement de moyens d’exploiter des nouvelles sources d’énergie. La fusion thermonucléaire
contrdlée est une de ces alternatives. Ce premier chapitre présente les bases de la fusion et les moyens
mis en ceuvre pour la maitriser. Dans une premiére étape, on aborde d’abord le principe de la fusion
contrdlée, les caractéristiques et les méthodes de confinement utilisées pour maintenir le mélange de
combustibles dans un état susceptible, entretenir la réaction. Dans une seconde étape, on présente une

étude comparative de différents réacteurs expérimentés actuellement.

1.1. La fusion controlée
1.1.1 La réaction de fusion

La fusion nucléaire a pour but de faire réagir des noyaux légers pour les combiner en un noyau
plus lourd, contrairement a la fission nucléaire qui casse des noyaux lourds (uranium, thorium) en des
constituants plus légers. En effet, I’énergie de liaison par nucléon croit en fonction du nombre de
nucléons pour les éléments l1égers comme le deutérium ou le tritium et décroit pour les éléments plus
lourds. Comme le montre la courbe d’Aston (fig.1.1) qui découle de la relation de Bethe-Weiszicker,

donnant I’énergie de liaison par nucléon, le maximum de stabilité est obtenu au niveau du fer.
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Figure 1.1 — Courbe d’Aston - Energie de liaison par nucléon

Plusieurs réactions de fusion peuvent étre envisagées :

D?+ D? > He3+ n'+ 3,27MeV (1.1)
D%+ D% - T3+ H' + 4,03MeV (1.2)
D? + He® - He*+ H'+ 183MeV (1.3)
D%+ T3 > (He*+ 3,5MeV) + (n + 14,1MeV) (1.4)

La plus avantageuse en termes de section efficace, de rendement et de disponibilité¢ des
combustibles est a ’heure actuelle la réaction impliquant le deutérium et le tritium. En effet, le
deutérium est extrait de ’eau de mer a un coit relativement modeste (1$/g [Wesson (1)]) comparé a la
quantité d’énergie potentiellement récupérable. En revanche, le tritium n’est pas présent a 1’état naturel
sur Terre, et a une durée de demi-vie de 12,3 ans. Il peut étre produit a partir de 1’élément lithium Li
bombardé par les neutrons issus de la réaction de fusion dans des éléments de paroi spéciaux appelés
couvertures tritigénes selon les réactions suivantes :

Li®+ n > T + He*+ 4,8MeV (1.5)
Li”’+ n > T + He*+ n — 2,5MeV (1.6)

Les autres réactions de fusion sont plus difficiles a mettre en ceuvre, soit par absence de
combustible en quantité suffisante, soit a cause d’une section efficace trop faible. Bien que la réaction
envisagée a 1’étape industrielle soit celle impliquant le deutérium et le tritium, la plupart des
Tokamaks actuels n’utilisent que du deutérium. Introduire du tritium, élément radioactif, dans le
réacteur implique en effet des mesures de radioprotection strictes. Cependant un simple plasma de

deutérium est suffisant pour mener les études actuelles.
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La plus grande difficulté liée a I’utilisation de ces réactions de fusion est de vaincre 1’interaction
coulombienne entre les noyaux. En effet, il convient pour les faire fusionner de leur conférer une
énergie cinétique suffisante pour traverser la barriere de potentiel électrostatique. En pratique,
I’énergie nécessaire est plus faible que celle donnée par un calcul classique de potentiel coulombien
grice a I’effet tunnel. La section efficace d’interaction D-T est donnée par la figure 1.2. Son maximum
est atteint autour de 100 keV. Dans les réacteurs actuels, on cherche a atteindre des températures d’une
dizaine de keV, ce qui est suffisant pour provoquer des réactions de fusion.

1.1.2 Bilan énergétique

Le but de I'utilisation industrielle de la fusion nucléaire étant de dégager plus d’énergie que le
fonctionnement de la machine n’en consomme. Pour cela, il convient de réaliser un bilan énergétique
du procédé.

Pour un mélange de deutérium et de tritium, la densité de puissance par unité¢ de volume obtenue
par les réactions de fusion est donnée par :

Prys = np* npx< av > &

ou np et ny sont les densités de deutérium et de tritium, < ov > la section efficace de réaction

de fusion et £ la quantité d’énergie libérée par réaction. Le maximum de puissance fusion est obtenu

n
pourny = np = tz‘”,

ce qui donne :

1
Pqu:Zntotz < ov >E

Seule une partie de cette énergie (environ 1/5 d’apres 1’équation 1.4) contribue au chauffage du

plasma de fusion. Cette fraction est en effet portée par les particules alpha qui, du fait de leur charge,



restent confinées dans les champs magnétiques. Le reste de 1’énergie issue de la réaction de fusion est

porté par les neutrons, qui ne sont pas soumis aux champs de confinement. La puissance de chauffage

di aux particules alpha est donc donnée par :

1
Pa=fPadV=Zn2 < ov > &V

Ou &, est la fraction d’énergie de la réaction de fusion portée par les particules alpha et
V le volume du plasma. Les pertes d’énergie dans un plasma de fusion sont représentées par un
temps caractéristique de décroissance de 1’énergie, appelé temps de confinement de 1’énergie 7, défini

par:

Ppertes =
e

W est la quantité totale d’énergie contenue dans le plasma, et evaluée par :
w = f 3nTdV =~ 3nTV

On a donc
3nTV

pertes —
e

ou T est la température moyenne
A T’état stationnaire, les pertes sont contrebalancées par le chauffage des particules alpha et le
chauffage additionnel externe P, 4. Le bilan d’énergie global peut donc s’écrire :
Pehaurr + P = Ppertes (L.7)
3nTV

1
Pchauff+zn2 < ov > ¢V = -
e

1.1.3 Critére de Lawson

Lorsque le confinement s’améliore, et donc que la température et la densité du plasma
augmantent, les réactions de fusion se font plus nombreuses, et la part de la puissance de chauffage
provenant des particules alpha croit. Dans de bonnes conditions, cette puissance peut contrebalancer
les pertes, permettant ainsi de couper le chauffage externe du plasma. Cet état est appelé 1’ignition, par
analogie avec les combustibles fossiles. D’aprés 1’équation (1.7), il est atteint lorsque on pose.

P, pertes — By

c’est a dire,
_ 3nTV

12—
Zn < ogv > &V = .

En considérant la température uniforme sur tout le plasma, on obtient la condition suivante, dont

le membre de droite ne dépend que de la température.

12T

nt, > ———
e <ov>&,



Le minimum du membre de droite est atteint vers 30 keV, ce qui permet d’obtenir le critere dit
de Lawson (ou double produit de Lawson), du nom du physicien qui I’a énoncé, en premier, en 1957
[Lawson (2)]
nt, > 1,5 x 10°m>s
Ce critére n’est cependant pas optimal, sachant que le temps de confinement dépend lui-méme de la
température atteinte. On peut donc chercher a 1’affiner en considérant la température comme un
troisiéme parametre du produit. Dans les gammes de température considérées dans un Tokamak, la
section efficace peut étre approchée par la relation suivante :
< ov >= 11 x 107T*m%
On obtient donc le critére suivant pour atteindre 1’ignition, parfois appelé a tort critére de Lawson,
ou triple produit de fusion en imposant :

nT T, >3 X 10%m 3 kev.s

Pour des profils de température et de densité réalistes (paraboliques, par exemple), le critére, appliqué
a la température et a la densité centrale devient :
AT T, >3 X 10"m™3 kev.s

Notons que ce critére n’est basé que sur I’ignition, qui n’est pas forcément le scénario envisagé
pour de futurs réacteurs industriels. En effet, le chauffage additionnel externe du plasma constitue un
moyen de contréle de celui-ci, en particulier en cas d’événements imprévus dans la réaction. Par
ailleurs, on peut obtenir un bon bilan d’énergie sans aller jusqu’a I’ignition. On s’intéresse dans ce cas
au rapport des puissances injectées sur la puissance de fusion obtenue (alpha et neutrons confondus),
souvent noté O, d’apres la relation:

_ Pfusion
Pchauff

La condition @ = 1 est appelée breakeven a été approchée par le Tokamak européen JET pendant
la campagne D-T de 1997 [Keilhacker (3)]. Méme si 1’ignition n’est pas le scénario privilégié pour un
réacteur industriel, le triple produit de Lawson est toujours utilisé pour évaluer les performances

générales des réacteurs a I’aide de la valeur de Q.

1.2 La configuration tokamak

Afin de satisfaire aux conditions énoncées par le critere de Lawson précédemment
exprimé, différentes voies peuvent €tre employées. Le triple produit faisant intervenir trois
facteurs 7, le temps de confinement, n la densité et T la température sur lesquels on peut
jouer pour atteindre le critere. Par exemple, la fusion par confinement inertiel obtenue a I’aide
de lasers de forte puissance privilégie une densité extréme, au prix d’un temps de confinement

trés court. A contrario, la fusion par confinement magnétique cherche a obtenir une densité



modeste, mais sur des temps de confinement plus longs, de 1’ordre de la seconde. Les

grandeurs caractéristiques des différents procédés de confinement sont résumées dans
le table 1.1. Le procédé "naturel", a savoir, le confinement gravitationnel réalis¢ dans les

étoiles est pris pour référence.

t Soleil Confinement inertiel Confinement magnétique
Température [10°K] 15 100 100
Densité [m ™3] 1032 1039 1020
Temps de confinement [s] - 107° 1

Tableau 1.1 — Grandeurs caractéristiques associ¢es aux méthodes de confinement les plus courantes

1.2.1 Problématique du confinement magnétique

Un plasma est un gaz ionisé dont les ions et électrons sont séparés. Dans un plasma de fusion
thermonucléaire dont la température est de I’ordre du keV, la vitesse moyenne des ions est de 1’ordre
de la centaine de kilomeétres par seconde. Cette vitesse due a 1’agitation thermique est isotrope : les
ions et électrons se déplacent sans direction privilégiée, et vont donc avoir tendance a se déplacer vers
les zones de pression et de température plus faibles détruisant ainsi le confinement du plasma. Afin
d’empécher ceci et de maintenir le confinement, il faut contraindre le déplacement de ces particules.
On cherche donc a faire en sorte qu’elles parcourent le plus de distance possible dans le volume de
I’enceinte a vide avant de rencontrer un objet matériel, ce qui revient a augmenter leur temps de
confinement tel que défini précédemment. Pour ce faire, on les piége dans des champs magnétiques.
En effet, I’équation du mouvement d’une particule de charge q et de masse m dans un champ
magnétique s’écrit:

dv_ < B
mdt—qv

Dans le cas ou le champ magnétique est uniforme, orienté suivant la direction z, les équations de la

vitesse des particules dans les trois directions sont les suivantes :

v, _ dvy _ d*v, _
a2 —We Uy W = —WcDy W =0 (18)
avec
qB
=
D’ou les trois composantes de la vitesse et de la position qui sont :
v, = v,Sin w,t Uy = V,€0S Wt v, = Cte (1.9)
X = —pcos w.t y=psinwt z = Cte.t (1.10)




mouvement

de |a particule
ligne de champ

Figure 1.3 — Mouvement d’une particule chargée autour de la ligne de champ
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_my,
=B

*

p

ou p*: Le rayon de Larmor. La particule suit donc un mouvement circulaire dans le plan
perpendiculaire au champ magnétique et a une vitesse constante dans la direction du champ. Elle est
donc contrainte a suivre une trajectoire hélicoidale le long de la ligne de champ, comme cela est
illustré par la figure 1.3.

C’est sur ce principe que se base le confinement magnétique. En enroulant les lignes de champ
magnétique sur elles-mémes dans une structure de forme torique, on maintient les particules du plasma

a distance des objets matériels : C’est le procédé de confinement.

1.2.2 Configuration magnétique du Tokamak
Un Tokamak se présente sous la forme d’une chambre & vide de forme torique contenant le
plasma de fusion. Comme on I’a vu précédemment, 1’enroulement des lignes de champ sur elles-
mémes dans un tore permet en théorie de confiner les particules : elles sont contraintes a se déplacer le
long des lignes de champ (figure 1.4), et ne sortent pas du volume défini par I’ensemble de ces lignes.
La distance parcourue par les ions et les électrons avant de rencontrer un objet matériel correspond a
une centaine de fois plus grande que sans confinement. Cela revient, en fait, a compenser les forces de
pression par une force magnétique qui s’exprime par 1’équation:
j XB=Vp
Cependant, le champ produit de cette fagon, dit toroidal et noté Brou By qui présente un gradient

dans la direction du grand rayon du tore. Il décroit approximativement en1/R. Ce qui peut conduire a



une dérive des particules. En effet, pendant une giration de Larmor, la force magnétique subie par la
particule est plus faible du coté extérieur du Tore que du c6té interne. Le rayon de Larmor aura donc
tendance a étre plus faible du c6té interne et plus grand du coté externe, ou le champ magnétique est
plus faible. La particule va donc dévier. Plus formellement, si le champ magnétique a pour direction z

et son gradient dans la direction x, I’équation du mouvement de la particule dans la direction y s’écrit :

Figure 1.4 — Lignes de champ en présence d’un champ toroidal seul

En considérant que le gradient de champ magnétique est faible, on peut développer B en se
limitant au premier ordre de la forme :
B =B,+B'x
De méme, la vitesse peut s’exprimer sous la forme de la somme de la vitesse sans gradient de
champ v, et de la vitesse de dérive recherchée v; < v,q, dans I’hypothése des petites perturbations
ona:

17=17x0+17d

Ceci conduit a I’équation suivante, en négligeant les termes du second ordre :

dv, ! !
Zot = —(Ux0 + va)(By + B'X) = —Ux0By — VxoB'X — 4By (1.11)
Or, on a vu précédemment que la vitesse et la position de la particule dans un champ magnétique
uniforme sont données par :

Vyo = V,Sin Wt X = pSsin w,t



L’équation précédente devient :

%% = —Byv,sin W .t — B p*v,sin? w .t — V4B,
En prenant la moyenne temporelle de cette équation, on obtient I’expression de la vitesse de dérive
Vy:
pP’VB 1 pVBxVB
Ve =y

mv . ;. . ,
Sachant que p* = q—Bl, cette vitesse de dérive se projette dans un sens opposé correspondants aux

ions et les €lectrons.
La vitesse de dérive de courbure se calcule de la méme maniere en remplagant le terme induit par le
gradient de champ magnétique par un terme issu de la courbure. La vitesse de dérive totale est alors

donnée par :

1

2 2
17” + E vJ_

Vator = w, R

Cc

ou R est le rayon de courbure de la ligne de champ.

{ * * dhamyp toroidal
champ poloidal

/ﬂ/

Figure 1.5 — Lignes de champ en présence d’un champ poloidal seul (en bleu)

Pour compenser cette dérive qui peut conduire a un déconfinement du plasma, une solution consiste
a ajouter une composante au champ magnétique : la composante dite poloidale est notée Bp ou By ,

normale au champ toroidal (figure 1.5). La somme des deux champs forme des lignes hélicoidales
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(figure 1.6). Dans ce cas, les particules passent alternativement au-dessus et en-dessous du plan
équatorial, et elles dérivent tantdt vers I’extérieur et tant6t vers l’intérieur du plasma. Le champ
poloidal est généré par le plasma lui-méme, dans lequel on fait circuler un courant dans la direction

toroidale. Il est d’un ordre de grandeur plus faible que le champ toroidal : Bp /B = 1/10.

champ toroidal

composante resultante
(toroidal et poloidale)

Figure 1.6 — Lignes de champ en présence d’un champ toroidal et d’un champ poloidal

Cette configuration magnétique a deux champs constitue le principe de base du Tokamak. L’étude
de I’équilibre du plasma est I’objet de la Magnétohydrodynamique qui assimile ce dernier a un fluide
conducteur. Elle permet, en particulier, de montrer que les surfaces sur lesquelles s’appuient les lignes
de champ hélicoidales sont fermées et emboitées. On les appelle communément des surfaces
magnétiques.

Enfin, d’autres sources d’instabilités existent. L’asymétrie de surface du tore engendre un
déplacement vers I’extérieur du plasma lorsque sa pression cinétique augmente. Afin de compenser cet
effet déformant le plasma et de controler sa forme et sa position, il est nécessaire d’ajouter un champ
magnétique vertical.

1.2.4 Technologie du Tokamak et réalisation du Tokamak

Un Tokamak est composé de trois éléments principaux : la chambre a vide, les bobines toroidales
et les bobines poloidales (figurel.8) La chambre a vide torique maintient les conditions de vide
adéquates pour créer le plasma. Les bobines toroidales créent la composante du champ magnétique du

méme nom. Les bobines poloidales ont plusieurs réles. D’une part, le courant est généré par induction
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a partir d’un solénoide situé au centre du tore. Ce solénoide est en fait le circuit primaire d’un
transformateur dont le secondaire est le plasma lui-méme. Puisque le courant dans le solénoide ne peut
pas varier indéfiniment, les plasmas crées dans les tokamaks actuels sont le plus souvent de durée
bréve : une fois que le courant du solénoide est « €épuisé », la décharge s’arréte. Ceci justifie les
dénominations choc, de pulse ou de maniére plus générale de décharge qui sont souvent employées
pour qualifier un plasma de tokamak. Les bobines poloidales permettent également de contréler la
position et la forme du plasma en créant un faible champ magnétique vertical. Il faut ajouter a ceci des
moyens de chauffage additionnels du plasma. Ces systémes peuvent &tre soient des injecteurs de
particules neutres a haute énergie, transférant de la chaleur et/ou de la quantité de mouvement au
plasma, soient des chauffages par ondes. Ces ondes permettent de chauffer les ions (chauffage a la
fréquence cyclotronique ionique, FCI), les électrons tel que le chauffage a la fréquence cyclotronique
électronique, FCE et le chauffage a la fréquence hybride basse, LH. Certains de ces systémes de
chauffage peuvent également générer du courant, suppléant ainsi au fonctionnement pulsé du
solénoide central. A 1’avenir, de tels systémes seront indispensables pour assurer un fonctionnement

continu d’un réacteur commercial.

Solénoide
central

Bobine

proglg:ﬁﬂn toroidale

courant plasma plasma ligne de champ magnetique

Bobine poloidale

Figure 1.8 — Schéma de principe d’un Tokamak

Un autre systéme indispensable du Tokamak est 1’élément de paroi en contact avec le plasma. Les
matériaux constituant 1’élément de paroi en contact avec le plasma doivent satisfaire a plusieurs
exigences :

- Résister a des flux de chaleur élevés allant jusqu’a 15 MW /m?;

- Evacuer le flux de chaleur sortant du plasma ;
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- Ne polluer le plasma que faiblement. En effet, sous le flux de chaleur du plasma, des particules

se détachent de 1’élément en contact avec le plasma. Ces dernicres rentrent dans la zone
confinée et la refroidissent ;

Les matériaux utilisés, constituant les ¢éléments de premiére paroi, sont le plus souvent les
composites de carbone ou des matériaux métalliques a forte tenue aux flux thermiques comme le
tungsténe, le béryllium ou plus rarement le molybdéne. Le carbone présente I’avantage de ne polluer
que faiblement le plasma grace a son numéro atomique faible (Z = 6) . En effet, plus I’élément est
lourd, plus il est susceptible de rayonner une fois ionisé, et donc de refroidir le plasma. Les composites
a fibre de carbone ont également d’excellentes propriétés thermiques. En revanche, ils ont tendance a
piéger le deutérium et le tritium [Tsitrone (4)]. Dés lors, on parle de rétention, ce qui pose des
problémes de silireté nucléaire en cas de rupture de I’enceinte a vide. Les matériaux métalliques ne
présentent pas cet inconvénient, et sont donc actuellement testés en remplacement du carbone pour
certains €léments de paroi. Le tungsténe a ainsi de bonnes propriétés thermiques, mais présente le
risque de polluer le plasma du fait de son numéro atomique élevé (74) [Naujoks (5)]. A contrario, le
béryllium est plus léger (Z=4), mais a de moins bonnes propriétés thermiques : il supporte mal les flux
de chaleur élevés. Sa toxicité le rend par ailleurs difficile & manipuler.

Le plasma a également besoin d’étre alimenté en particules pendant la décharge. En effet, une
partie du contenu ionisé du plasma est neutralisé en arrivant au contact du limiteur, et une partie du
combustible est consommée par les réactions de fusion. Il est donc nécessaire de réalimenter
régulierement le plasma. Trois moyens principaux sont utilis€s dans cet objectif :

—L’injection de gaz standard. Elle utilise des vannes pi¢zo-¢lectriques et présente un débit faible mais
continu de I’ordre de quelques Pa.m3. s~ ![Pitcher (6)].

— L’injection supersonique pulsée. Le jet de gaz est plus rapide, mais fonctionne de fagon
intermittente. Le débit instantané est plus important (de I’ordre de la dizaine de Pa.m3.s™1)
[Bucalossi (7)]

—L’injection de glagon. Elle consiste a injecter une particule solide de combustible (deutérium ou
deutérium-tritium) dans le plasma. Cette technique permet de déposer de la matiére plus profondément
dans le plasma, mais elle semble plus difficile a mettre en ceuvre techniquement [Milora (8)].

En plus de ces éléments, un Tokamak est également équipé d’un ensemble de systémes de mesure
appelés diagnostics. Ces derniers sont utiles pour conduire la décharge plasma : on parle, dans ce cas,

de diagnostics en temps réel.

1.2.5 Les tokamaks actuels
L’histoire de la recherche sur la fusion a été jalonnée par I’augmentation de la taille des Tokamaks.
En effet, le temps de confinement défini dans la section 1.1.2 suit des lois empiriques de dépendance

est la taille du plasma. Une de ces lois les plus utilisées est la suivante :
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ou 7, le temps de confinement, R le grand rayon du tore,
Ip courant du plasma, n la densité , B champ magnétiquefacteurs et P la pression .

Depuis les années 50, des Tokamaks, de plus en plus grands, ont donc été construits. Des
innovations techniques comme les bobines supraconductrices ont également permis de faire progresser
les performances des Tokamaks tant en durée de la décharge qu’en performance de fusion. Nous
allons, ici, détailler les caractéristiques des deux machines: le Tokamak frangais Tore Supra et le

Tokamak européen JET

1.2.5.1 Tore Supra

Figure 1.10 — Vue extérieure du réacteur Tore Supra (Source : CEA/IRFM)

Tore Supra a été mis en service le 1 avril 1988 au centre du Commissariat a I’Energie Atomique
de Cadarache. Il est le successeur de TFR, le Tokamak de Fontenay-aux-Roses. Ses principales
caractéristiques sont résumeées dans le tableau ci-dessous 1.2 [9].

Les principales particularités de Tore Supra sont les 18 bobines toroidales supraconductrices

refroidies par de I’hélium superfluide a 1,8 K et ses composants face au plasma actif
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Grand rayon 2,40 m
Petit rayon 0,72m
Forme du plasma circulaire

Champ toroidal 3,85T
Courant plasma 1,5 MA
Chauffage FCI 9 MW
Chauffage LH 4 MW

Chauffage FCE 500 kW
Volume du plasma 25m?

Durée de la décharge Entre 10 s et 400 s

Energie thermique du plasma 600 kJ
Energie magnétique du plasma 4.5 MJ

Tableau 1.2 — Caractéristiques principales de Tore Supra

Figure 1.11 — Vue intérieure du réacteur Tore Supra (Source : CEA/IRFM)

refroidis par une boucle d’eau pressurisée a 120°C (voir figure 1.10). Le chauffage additionnel du
plasma est réalisé a I’aide d’antennes HF (FCI, LH et FCE). Les antennes hybrides, en particulier,
peuvent étre utilisées pour générer du courant plasma de fagon non-inductive, et donc de réaliser des
chocs de trés longue durée. Un record dans ce domaine a été établi en 2003 avec plus de 1,1 GJ
d’énergie injectée puis extraite du plasma, pendant une décharge de 6 minutes [van Houtte (10)].Le

dispositif Tore Supra dispose de trois types d’¢léments a paroi différente (voir figure 1.11) :
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un Limiteur Pompé a symétrie Toroidal (LPT) activement refroidi, un limiteur de protection
d’antennes sur le c6té de champ faible et des anneaux de garde sur le c6té a champ fort. Ceux-ci ont,
entre autres, pour but d’arréter les électrons découplés parfois produits durant les décharges . Tous ces
limiteurs sont composés de briquettes de composites de carbone (CFC), les autres €léments de paroi
sans contact direct avec le plasma sont en inox. Tore Supra dispose également de plusieurs injecteurs

supersoniques pulsés (ISPI).

1.2.5.2 JET
Le Joint European Torus est aujourd’hui le plus grand Tokamak du monde. Construit par 1I’Europe

entre 1979 et 1983, il est basé au "Culham Center For Fusion Energy" (CCFE), pres d’Oxford (U-K) et

est géré par "(European Fusion Development Agreement)"(EFDA).

Fige 1.12 — Vue extérieure du réacteur f JET (Source : EFDA-JET)

Ses caractéristiques principales sont résumées dans le tableau 1.3.

Grand rayon 2,96 m
Petit rayon horizontal 1,25 m
Petit rayon vertical 2,1m
Forme du plasma Point X
Champ toroidal 3.85T
Courant plasma max 4,8 MA
Chauffage FCI et LH 15 MW
Chauffage par injection de neutres 23 MW
Volume du plasma 100 m3
Durée de la décharge Jusqu’a 60 secondes
Energie thermique du plasma 10 Mj
Energie magnétique du plasma 10 MJ

Tableau 1.3 — Caractéristiques principales du JET




JET dispose de 32 bobines toroidales en cuivre refroidies par eau et d’un systeme de bobines
poloidales permettant la formation d’un plasma a point X. Son divertor a changé plusieurs fois de
configuration depuis son installation, et est actuellement composé de briquettes de composites de
carbone. Les autres ¢léments de paroi sont en acier. Le chauffage du plasma est réalisé principalement
a l’aide d’injecteurs de particules neutres, de facon normale ou tangentielle, et d’ondes HF,
principalement FCI et LH. La puissance disponible sur JET et la forme du plasma lui permettent
d’accéder au mode H, régime de confinement amélioré, ainsi qu’aux barriéres internes de transport.

JET détient actuellement le record du monde de la puissance fusion obtenue. Lors de la campagne
Deutérium-Tritium menée en 1997, 16 MW ont été fournis par les réactions de fusion, pour un total de
22 M] d’énergie produite grace a ces mémes réactions. Le facteur d’amplification Q = 0,65 a été
atteint pendant ces expériences.

JET est actuellement en cours d’amélioration dans le but d’augmenter ses performances. Les
¢éléments face au plasma sont également remplacés par des composants proches de ceux prévus pour

ITER : divertor en tungsténe, limiteurs en tungsténe et premiere paroi en béryllium.

Figure 1.13 — Vue intérieure du JET (Source : EFDA-JET)

1.2.6 ITER

ITER (International Thermonuclear Experimental Reactor) est le futur Tokamak international en
cours de construction sur le site de Cadarache au sud de la France. Fruit de dizaines d’années d’étude

et de collaborations internationales, son premier plasma est prévu en 2019. ITER sera le plus grand
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tokamak jamais construit, et une des plus vastes collaborations scientifiques du monde. Son but est de
démontrer la faisabilité technique de la fusion nucléaire par confinement magnétique. Les principales
caractéristiques du dispositif sont résumés dans le tableau 1.4 [Shimada (11)].

ITER disposera de bobines supraconductrices a la fois pour le systéme poloidal et pour le systéme
toroidal. Ces bobines seront refroidies avec de ’hélium a 4K. Celui-ci ne sera donc pas superfluide,
mais permettra de diminuer les cofits liés a 1’installation cryogénique. Il devra étre capable d’atteindre
un facteur d’amplification Q = 10 pour les scénarios deutérium/tritium a haute performance, et
Q = 5 pour les scénarios de longue durée. Le projet a également pour but d’explorer la physique des
plasmas majoritairement chauffés par les particules alpha produites par les réactions nucléaires
(burning plasmas), et de tester des modules de couvertures tritigénes qui, a partir des neutrons produits
par les réactions de fusion et de lithium, produiront le tritium nécessaire a l’alimentation en

combustible

Figure 1.14 — Schéma en coupe d’ITER (Source : ITER Organization)
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Grand rayon 6,20m
Petit rayon horizontal 2m
Petit rayon vertical 3,40 m
Forme du plasma Point X
Champ toroidal 53T
Courant plasma max 15 MA
Chauffage FCI 20 MW
Chauffage FCE 20 MW
Chauffage par injection de neutres 33 MW
Volume du plasma 830m
Durée de la décharge Jusqu'a 1000 s
Puissance fusion attendue 500 MW
Energie thermique du plasma 353 M]
Energie magnétique du plasma 395 MJ

Tableau 1.4 — Caractéristiques principales d’ITER

de la décharge. Dans la phase deutérium/tritium, ITER sera pourvu d’un divertor en tungsténe afin
d’éviter la rétention de combustible. Le reste des éléments de paroi sera en béryllium.
Le successeur d’ITER sera DEMO, un réacteur de démonstration préfigurant les premiers prototypes

industriels.

DEMO

Tore Supra  JET
25m 80m’ ~ 1000 - 3500
~OMW,  ~16 MW, ~ 2000 - 4000 MW,
- Donunant self heating >
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Figure 1.15 — Evolution technologique du procédé ITER en phase d’industrialisation a Cadarache

1.3 Conclusion

La maitrise de la fusion nucléaire contrdlée est un enjeu majeur pour le développement
énergétique de ’humanité pour les décennies a venir. Elle va donner accés a une source d’énergie
abondante, peu polluante, intrinséquement siire et pour un coit raisonnable. Différentes voies de
recherche sont actuellement suivies, la principale étant la fusion par confinement magnétique et sa
filiere le Tokamak. Celle-ci, aprés plus de 60 ans de recherches et d’améliorations successives des
machines, va franchir une nouvelle étape avec le projet ITER, une des plus grandes collaborations
scientifiques de I’histoire de I’humanité. Néanmoins, de nombreuses questions restent encore a
résoudre, tant du point de vue physique que technologique, avant de pouvoir concevoir un réacteur
industriel 2 méme de fournir de 1’électricité. Parmi ces questions, celle de la corrosion des parois de
refroidissements qui pose un probléme majeur de par les menaces qu’elles font peser sur un
fonctionnement sir et fiable d’un réacteur industriel. Il est donc nécessaire de comprendre les
phénomenes physiques qui en sont a la base du processus afin de garantir une durée de vie suffisante
au réacteur. C’est dans le cadre d’une prédiction du phénomene de corrosion qu’est envisage la

présente contribution.
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Chapitre 2 Problématique du refroidissement d’un réacteur a fusion

1. Introduction

L’équilibre de Tokamak est gouverné par les équations de la magnétohydrodynamique.
Un plasma est sujet a des perturbations pouvant détériorer cet équilibre et déclencher des
instabilités menant a la perte complete de 1’équilibre. L’apparition du phénomene de
corrosion généré des instabilités de striation qu’est de nature complexe constitue un des
facteurs limitant le domaine opérationnel des Tokamaks. Il apparait donc important d’en
comprendre la nature et les conditions de déclenchement. En outre, une corrosion entraine la
perte de matiere en paroi de la Boucle de refroidissement sur un temps caractéristique de
quelques mois. Ceci représente un risque majeur pour le fonctionnement de la machine dans
des conditions de sécurité et de slireté adéquates.

Pour les futurs Tokamaks, il devient de plus en plus nécessaire ou imperatif d’éviter la
corrosion ou d’en amoindrir les conséquences. L’objet du présent chapitre est donc de
présenter les analyses physiques de la corrosion, et de poser la problématique principale de la
notre recherche. Dans une premiere partie, on présente de fagon générale la boucle de
refroidissement et dans une seconde partie le phénomene de corrosion avec et sans champ

magnétique.
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2.2 Boucle de refroidissement

La couverture tapisse les surfaces internes de la chambre a vide, protégeant la chambre et
les aimants supraconducteurs de la chaleur et des flux de neutrons issus de la réaction de
fusion. Elle ralentit les neutrons, transformant leur énergie cinétique en énergie thermique qui
sera dissipée par les fluides de refroidissement. Dans les centrales de fusion, cette énergie
sera utilisée pour produire de I'électricité.

La couverture a été¢ congue de maniere modulaire afin de faciliter les interventions de
maintenance a l'intérieur de la chambre a vide. Chacun de ses 440 modules mesure 1 x 1,5
metre et pese jusqu'a 4,6 tonnes. Chaque module se compose d'une premicre paroi
démontable positionnée directement face au plasma et chargée d'évacuer la charge thermique
du plasma, ainsi que d'un bouclier semi-permanent qui assurera une protection contre les
neutrons.

La couverture est I'un des composants d'ITER les plus critiques et les plus délicats a
réaliser du point de vue technique car elle se trouve, directement positionnée face au plasma
chaud. A un stade ultérieur du programme ITER, des modules tritigénes figure (2.1) pour
générer par elles-mémes la totalité du tritium dont elles auront besoin, les futures centrales de
fusion devront produire de grandes quantités d'énergie. ITER expérimentera ce concept
fondamental d'autosuffisance en tritium.

Les matériaux liquides envisagés pour ces dernieres couvertures sont 1’eutectique
liquide Pb17Li (Tr = 235 °C) : eutectique avec 17 atomes de Lithium pour 83 atomes de
Plomb, soit une concentration de 0.63 % en masse. La communauté européenne a retenu
I’alliage Plomb-Lithium pour une raison essentielle li¢e a sa faible réactivité vis a vis de
I’oxygene et de I’eau, risque d’explosion en comparaison avec le Lithium pur. En outre, le
plomb présent dans 1’eutectique est un multiplicateur de neutron, propriété intéressante pour

le type de réaction nécessaire a la production de tritium.
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Figure 2.1 : Schéma de conception du refroidissement ITER.
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Toutefois, I’alliage Plomb-Lithium est trés agressif envers les matériaux de structure, de la

boucle de refroidissement qui constitue un inconvénient majeur par rapport au Lithium pur.
En conséquence, la compatibilité de 1’alliage tritigene liquide Pb-17Li vis a vis des matériaux
de structure usuels tels 1’acier austénitique 316L et 1’acier martensitique 1.4914, envisagés
pour les réacteurs a fusion thermonucléaire, a déja fait I’objet d’un important programme de
recherche au sein de la CEE. Ce programme de recherche a pour objectif une meilleure
compréhension de I’influence du champ magnétique sur les types d’interactions telles que la
corrosion qui interviennent entre 1’alliage liquide Pb-17Li, métal de refroidissement et les

parois constituant la boucle de transport de LiPb.

2.3. Le phénoméne de corrosion

Depuis le début des recherches sur la mise au point d’un métal liquide de refroidissement
pour les couvertures de réacteurs de fusion, comme ITER et DEMO, un certain nombre
d'expériences ont été effectuées [12], [13],[14] et [15]. IIs ont démontré que la paroi du
conduit, faite d'acier martensitique Eurofer 97 sélectionnés pour la couverture ITER, peut étre
corrodé de facon significative par le métal liquide .Des résultats similaires ont été¢ obtenus
pour D’acier austénitique [16] . En particulier, il a ét¢ démontré que la présence d’un champ
magnétique est responsable d’augmentation de la vitesse de corrosion. Récemment, des
nouvelles expériences effectuées a Riga [17], [18] et [19], dans des conditions tres voisines
des couvertures de fusion, ont fourni de nombreux renseignements et ont donné une base
quantitative de mesure du phénomeéne de corrosion. IIs ont été faits dans les conduits
rectangulaires de type Poiseuille, le fluide de travail étant I'alliage eutectique Pb-17Li porté a

une température de 1'ordre de 550 ° C.
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U, 5em/sec

Figure.2.3. Surface de I'échantillon EUROFER corrodé par le métal liquide Pb-17Li pendant
2000 heures. (a)B =1,7T, T =550°C,(b)B = 0,T = 570 ° c d’apres I. BUCENIEKS[18]

Figure 2. 3. Observation en microscopie optique de la surface: pariétale. Le fluide s'écoule

de gauche a droite. Source d’aprés R .Moreau et al [17]
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Bien que I’intensité du champ magnétique appliquée ne soit pas aussi forte que dans les

couvertures réelles, il est assez grand pour fournir le flux typique de Hartmann dont les
propriétés sont bien connues [20] et [21]. Un échantillon corrodé de la paroi a été analysé par
R.Moreau et al [17] qui confirme la premicre observation faite a Riga sur les autres
échantillons, a savoir, que l'interface corrodée, donne lieu a des rainures spectaculaires
alignées dans la direction principale avec la vitesse du fluide et possédant une périodicité
claire,( mais pas parfait) dans la direction de I’envergure (voir Figure 2.3).

Il semble donc indispensable de s’intéresser a I’effet du champ magnétique sur
I’hydrodynamique pariétale, puisque la corrosion de la paroi en interaction pourrait en
dépendre fortement.

L’objectif consiste donc a analyser I’influence de 1’hydrodynamique sur les processus de

corrosion, et ainsi a identifier le réle du champ magnétique.

2.4. Analyse de phénoméne de Corrosion
Il s’agit de rapporter brievement certaines propriétés que I’on dégage des observations de
I’état de surface de I’Eurofer par voie d’analyse SEM et de microscopie optique (Travaux de

R.Moreau [17]).

2.4.1. Analyse physique

L'interaction entre Eurofer et liquide de plomb-lithium est un processus complexe.
Plusieurs auteurs ont déja étudié [12],[13] et [22] les taux de dissolution global, avec et
sans champ magnétique appliqué extérieurement. Parmi les échantillons de paroi d’Eurofer,
qui ont été¢ transmis pendant 2000 heures a Pb-Li, a T =550°C en présence d'un champ
magnétique de 1,7 T, avec une vitesse moyenne d'écoulement de 5 cm / s. Des informations
précises sur cet échantillon corrodé ont été fournies a M.A. BOUABDALLAH par
M.R.MOREAU [17] (pour une description détaillée de l'expérience, voir [18] ). Au niveau
macroscopique, il a été observé que 1'épaisseur échantillon a été réduit de 1,5 mm a 1,4 mm,
ce qui équivaut a une vitesse moyenne de corrosion de 1,4 x 10~°um/ s. L'échantillon aprés
l'exposition apparait comme des rainures alignées avec la vitesse du fluide, qui peut étre
estimée par simple contact avec l'échantillon, et qui peut étre clairement observée au
microscope optique (Figure 2.4 ). La longueur d'onde dans le sens de I'envergure est de l'ordre
de 500um, Cela implique que le développement de ce modele est nécessairement lié au

processus d'érosion a l'interface.
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Une vue agrandie des crétes d'onde présente des fluctuations de hauteur , ce qui indique

que le mode sélectionné est caractérisé par un vecteur d'onde presque alignés avec la vitesse
mais pas exactement ( Figure 2.4 ), et que 1’analyse de l'instabilité ne doit pas supposer a
priori que la perturbation a une longueur d'onde simple dans le sens de 1'envergure.

La section transversale de 1'échantillon, observée par SEM, fournit une vue proche :
I'amplitude de la fluctuation est de l'ordre de 20 um et la forme de la fluctuation s'écarte
légerement de forme sinusoidale, figure 2.5. Ces caractéristiques sont confirmées par

profilométrie optique.

Figure 2. 4. Vue agrandie en microscopie optique montrant les caractéristiques le long de la

"vague de créte".

Figure 2.5. Observation au MEB d'une section transversale présentant la forme des

fluctuations de I'épaisseur.
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2.4.2. Analyse chimique

Une analyse chimique de 1’échantillon n’a montré aucun signe de diffusion de Pb dans
Eurofer: le processus est une dissolution des constituants Eurofer en plomb liquide.
(Figure. 2.6 ) . Des observations supplémentaires apres attaque chimique (Figure 2.7), ainsi
que les mesures de dureté locales a différents postes dans les vagues montrent une structure

uniforme martensitique avec une dureté constante (180 Hv):
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Figure. 2.6. (a) EDS-analyse aux rayons X effectu¢ dans SEM a des positions
différentes par rapport a la créte de la vague: pas de ségrégation spatiale de 1'élément
d'alliage est observée. L'analyse chimique (b) a la pointe de la vague de créte.
(M.R.MOREAU [17])
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(b)

Figure. 2.7. Gravure chimique révélant la structure martensitique, (a) dans la masse
(b) a proximité d'une onde. ( M.R.MOREAU [17])

2.5Conclusion

Ces simples observations conduisent aux conclusions suivantes : Il s'agit d'un processus
global a la corrosion d'Eurofer en plomb-lithium, qui est renforcée par la présence d'un
champ magnétique. Ce processus global de corrosion semble étre, en premicre approximation,
a l'instar de tous les éléments présents dans Eurofer, et il n'y a aucun signe de l'intégration de
plomb dans l'acier. La corrosion est spatialement structurée avec une longueur d'onde
dominante qui est de I'ordre de 500um, beaucoup plus grande que n'importe quelle fonction
de la microstructure de 1'alliage: 1'origine de cette instabilité se trouve dans le liquide. Cette
instabilité est liée a une dissolution renforcement local, et pas a un processus de dissolution /

redéposition.
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L’objectif consiste donc a analyser I’influence de I’hydrodynamique sur les processus de

corrosion, et ainsi a identifier le role du champ magnétique. Dans ce but en visant a clarifier et

a expliquer théoriquement le processus de la corrosion spatialement structurée.
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Chapitre 3 Les phénomenes d’instabilité paricétale

3.1. Introduction
L’étude des écoulements pariétaux a toujours été au centre du domaine de la mécanique
des fluides. Les premieres ¢tudes s’intéressant en détail a ce phénomene sont généralement
attribuées a Prandtl[23]. Son examen des écoulements de proche paroi 1’a en effet conduit a
négliger les termes inertiels pres d’un mur, pour analyser le mouvement des fluides dans ce
qu’il nomma alors la “couche de transition”. Cette approximation est désormais courante pour
faciliter la compréhension, et la modélisation, des écoulements pariétaux. Depuis, de
nombreux scientifiques ce sont intéressés a cette problématique et le terme “couche limite” est
désormais employé dans ’ensemble de la communauté. Il existe de nombreux ouvrages
spécifiques a ce sujet (Schlichting[24], Cousteix[25] ). La plupart des livres théoriques sur la
turbulence contiennent également une section propre aux écoulements de couche limite car
I’interaction entre un fluide et une paroi mene a une déstabilisation de 1’écoulement, source de
turbulence.
L’amélioration du rendement des machines est un enjeu majeur, c’est pourquoi il est
nécessaire de progresser dans la compréhension du phénoméne de transition du régime

laminaire au régime turbulent des écoulements de fluide.

3.2 Couche limite laminaire

Le concept de couche limite a été introduit pour la premicre fois par Prandtl en 1904
pour décrire la région proche de la paroi dans laquelle des effets combinés de la viscosité et de
la convection par I’écoulement moyen dominent sur le transport de la quantité¢ de mouvement.
La mise en mouvement d’un écoulement autour d’une plaque plane infinie conduit a une
diffusion de la quantité de mouvement vers I’intérieur du fluide, la figure 3.1 illustre ce
principe. La viscosité est également responsable de la diffusion de la vorticité dans
I’écoulement. A I’instant initial, le fluide est au repos et, évidemment, la vorticité est nulle
partout, apres la mise en mouvement brusque de I’écoulement autour de la plaque il va y avoir
la création de la vorticité qui va diffuser par la suite dans la couche limite. En revanche, a
I’extérieur de I’écoulement la vorticité n’a pas eu le temps de diffuser et 1I’écoulement est resté

irrotationnel.
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Figure 3.1 : Diffusion et convection dans une couche limite sur plaque plane.

L’enjeu réside alors dans la détermination statistique de ces structures : forme et organisation,
classification de la population des tourbillons, orientation des structures, comportement
moyen et agitation turbulente de 1’écoulement, ou encore mécanismes et lieu de la production
de turbulence.

Les premieres ¢tudes qui ont permis de répondre a ces questions sont expérimentales.
Diverses méthodes ont été utilisées, comme 1’ensemencement de I’écoulement par de la
fumée, ou un brouillard de bulles d’hydrogene ou de gouttes d’huile injectées dans la couche
limite par des rangées de trous microscopiques. De nos jours, les expérimentateurs préferent
utiliser des mesures par fil chaud ou des méthodes PIV (Particule Image Velocimetry). Ces
études ont notamment permis de mettre en évidence 1’existence de structures tourbillonnaires

caractéristiques.

Figure 3.2 : Visualisation des “streaks” : écoulement a treés basse vitesse formant des
structures cohérentes étirées le long de la paroi. Visualisation par méthode LIF (Laser-
Induced Fluorescence), réalisée par Gad-el-Hak [www.efluids.com/efluids/gallery/].
3.3 Analyse des travaux

On distingue deux types de transition vers la turbulence selon le niveau imposé du taux
de perturbation de 1’écoulement, comme on peut le voir sur les photos Figure (3.3). Ces

photos représentent des visualisations en coupe horizontale d’une couche limite sur plaque
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plane, I’écoulement évolue de la gauche vers la droite. On s’intéresse, ici, au début du

processus de transition, c¢’est-a-dire au niveau de la zone ou des structures commencent a
apparaitre. Sur la figure de gauche, ou les perturbations extérieures sont minimisées, on
observe une instabilit¢é qui se développe sous forme d’une onde se propageant selon

I’écoulement principal de facon invariante dans la direction de 1’envergure.

Figure (3.3). A gauche : transition classique par instabilité TS (Tollmien- Schlichting)

pour un taux de turbulence extérieure quasi-négligeable (Werlé, ONERA).
A droite : Transition de type by-pass pour un taux de turbulence extérieure de 6%

(Matsubara et Alfredsson, KTH[26]).

Sur la figure de droite, ou les perturbations extérieures sont imposées par une
turbulence de grille, en amont, la topologie semble complétement différente. On observe des
striations de vitesse, quasi-stationnaires et invariantes dans la direction de 1’écoulement mais
alternées dans la direction de I’envergure.

D’autres expériences nous révelent que, dans la plupart des écoulements sur paroi, on
observe que les nombres de Reynolds de transition sont bien inférieurs a ceux prédits par une
étude de stabilité linéaire classique. Par exemple, dans le cas de I’expérience de Reynolds, la
théorie linéaire prévoit que I’écoulement est inconditionnellement stable jusqu'a Re = 5772
(Orszag 1971), mais les expériences montrent la transition a des nombres de Reynolds pres de
Re= 1300 (Carlson, Widnall & Peeters 1982; Klingmann 1992; Lemoult, Aider et Wesfreid
2012), sous la forme de spots turbulents isolés.

L’étude qui suit concerne un analyse comparative des approches théoriques,

expérimentales et numériques (DNS) de la transition.
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3.3.1 Approche théorique

Les expériences montrent que les caractéristiques de stabilité d’un écoulement dépendent
fortement des conditions initiales et du for¢age continu par des perturbations ambiantes. La
solution a €té cherchée par des approches non-linéaires, le scénario classique étant largement
validé des cas faiblement bruités comme ceux rencontrés sur les voilures d’avion.

Cependant I’équation pour I’énergie des perturbations montre que ces termes non-linéaires
redistribuent I’énergie entre les modes, ce qui implique qu’initialement, il existe certainement
un mécanisme linéaire de croissance des perturbations. A ce sujet on pourra lire entre autre,
Walefte[27] et Henningson [28]. Ce constat amene a 1’étude des phénomenes transitoires dans
la théorie de stabilité linéaire.

En 1975, Ellingsen et Palm [29] ont montré, avec un modele non visqueux, qu’une
perturbation peut croitre linéairement au cours du temps. Landhal en 1975 proposa une
explication a partir de I’effet lift up’ : un tourbillon longitudinal interagit avec le gradient
de vitesse de I’écoulement de base pour donner des stries de hautes et basses vitesses.

En prenant en compte la viscosité, Hultgren et Gustavsson ont montré en 1981 que cette
croissance algébrique est transitoire puisque suivie d’une décroissance visqueuse. Cependant
si les amplitudes atteintes sont trop importantes, les effets non-linéaires peuvent provoquer
une transition by-pass. On est alors amené a rechercher la perturbation initiale qui maximise
le facteur d’amplification de [’énergie des perturbations. Les premicres études de
perturbations optimales ont été réalisées par Farrell [30] avec une approche multimodale : les
perturbations sont projetées sur la base des fonctions propres des équations de stabilité
linéaire. Les comportements asymptotique, amplifié ou amorti, est donné par I’étude modale.
Cette limitation au comportement asymptotique pour définir un critere de stabilité est
pleinement justifiée pour des opérateurs normaux, c’est-a-dire dont les fonctions propres sont
orthogonales, comme c’est le cas pour I’instabilit¢ de Rayleigh-Bénard. Cependant, en
général, les opérateurs en hydrodynamique ne sont pas normaux (exemple : Orr-Sommerfeld).
Dans ce cas, 1’énergie totale des perturbations n’est pas égale a la somme des énergies de
chaque mode. On a une interférence constructive ou destructive de plusieurs modes. De ce
point de vue, les stries peuvent s’interpréter comme le résultat d’un couplage fort entre les
modes Orr-Sommerfeld amortis et les modes de Squire (Hultgren et Gustavsson [31]). C’est
ainsi qu’on peut observer une étape de croissance algébrique de I’énergie des perturbations.
Butler et Farrell [32] ont ajouté que les plus fortes croissances transitoires correspondent a des

perturbations tridimensionnelles.
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En 1993, Trefethen et al. ont publié¢ dans la revue Science [33] un article de synthese sur

les conséquences de la non-normalité d’un opérateur sur les criteéres de stabilité. En plus de la
croissance algébrique, ils ont démontré la forte sensibilité de ces opérateurs décrivant la
dynamique des perturbations. Ils ont défini un pseudo-spectre comme étant la réunion des
spectres de 1’opérateur soumis a une perturbation de norme inférieure a un certain
parametre €. Dans le cas d’un opérateur normal, le pseudo-spectre est I’ensemble de tous les
points situés a une distance inférieure a € du spectre, mais dans le cas d’un opérateur non-
normal cet ensemble est beaucoup plus grand. L’étude spatiale de perturbations optimales
pour 1’écoulement de Blasius paralléle a été réalisée par Tumin et Reshotho [34] en 2001, a
I’aide d’une méthode multimodale.

La prise en compte du non-parallélisme de la couche limite a nécessité de nouvelles
méthodes numériques puisque les équations de stabilité deviennent des équations aux dérivées
partielles, dépendant de la coordonnée longitudinale, ce qui pose des problémes techniques
pour le calcul des modes propres. Luchini [35] ou Andersson et al. [36] ont alors utilisé une
technique d’optimisation basée sur les multiplicateurs de Lagrange. Les valeurs relativement
importantes des nombres de Reynolds de transition, ainsi que la forme quasi- stationnaire des
perturbations mises en jeu dans une étude de croissance transitoire ont amené Luchini
[37][35] a modeliser 1’évolution des perturbations dans la limite des approximations de
Prandtl. L’instabilité¢ se développe donc indépendamment du nombre de Reynolds, en net
contraste avec les prévisions classiques sur les modes TS qui font apparaitre une valeur
critique. Ce type d’adimensionnalisation s’est avéré efficace pour modéliser les phénomenes
de croissance transitoire. Goldstein et Wundrow [38] obtiennent des résultats similaires sur
I’interaction entre des tourbillons longitudinaux extérieurs et la couche limite par une
méthode de développement asymptotiques. Récemment les calculs de perturbations optimales
ont ét¢ étendus aux régimes non linéaires, toujours dans le cadre des approximations de
Prandtl,par Zuccher et al. [39].

Ces travaux décrivent la premiere étape de la transition du laminaire vers le turbulent. On
peut analyser le chemin inverse : comment un écoulement turbulent se laminarise. Cette
nouvelle approche consiste a étudier la formation, I’évolution et les interactions de structures
cohérentes métastables.

Ces structures sont des solutions non-triviales des équations de Navier-Stokes. Elles
peuvent étre calculées par une méthode de déformation continue par exemple. Nagata en 1990
suit la branche de solution des tourbillons de Taylor-Couette, en se plagant dans la limite de

courbure infinie des cylindres pour atteindre un écoulement de type Couette plan. Il obtient un
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état stationnaire d’amplitude finie tridimensionnel qui apparait a Re=125 selon une

bifurcation sous-critique. Dans le méme esprit, Clever et Busse on étudié 1’écoulement dans
un canal qu’ils superposent a une instabilité de type Rayleigh-Bénard. Par un passage a la
limite, en faisant tendre le nombre de Rayleigh vers zéro, ils obtiennent un état 3D
stationnaire pour Re < 145. Une analyse de la stabilité linéaire de ces solutions (1997) montre
qu’une bifurcation sous-critique de ces solutions conduit a de nouvelles solutions 3D sous la
forme de rouleaux oscillants.

Cherhabili et Ehrenstein (1995) [40] sont partis de solutions 2D de 1’écoulement de
Poiseuille a Re=2200 et ils ont étudié la déstabilisation du mouvement secondaire. Ils
établissent, dans ces conditions, des solutions 2D sous forme d’ondes progressives
d’amplitudes finies. Lors du passage a la limite de I’écoulement de Couette plan, ces solutions
deviennent des ondes stationnaires. L’étude de la stabilité de ces solutions faites par les
mémes auteurs en 1997 [41] montre que les perturbations les plus instables sont 3D,
périodiques en envergure et localisées dans la direction de I’écoulement, cet état pouvant étre
assimilé a un point fixe instable d’amplitude finie.

Hamilton, Kim et Waleffe (1995) [42] ont étudié par la technique de simulation DNS
I’écoulement de Couette plan dans une boite de taille minimale pour que la turbulence puisse
étre soutenue. En réduisant la taille du systéme, ils observent un processus quasi-cyclique et
spatialement organisé de régénération de structures. Ils en déduisent un nombre de Reynolds
critique basé sur I’espacement transversal minimum pour le processus d’auto-sustentation de
ces structures (ssp). Waleffe [42] par la suite propose un modele conceptuel de ce processus
en trois phases : formation des stries par des tourbillons longitudinaux, déstabilisation des
stries, régénération des tourbillons longitudinaux. C’est le cycle de paroi d’un écoulement
turbulent pariétal. Il reste cependant assez vague sur la détermination des conditions de
fermeture du cycle, c’est-a-dire sur la régénération des tourbillons.

Récemment on a enregistré une synthése des travaux a caractere théorique et expérimental
de ces structures cohérentes pour 1’écoulement dans une configuration de type pipe on tube
qui a été publiée par Hof et al dans la revue Science [43].

3.3.2 Approche expérimentale

Récemment plusieurs expériences ont été réalisées sur l’influence de la turbulence
extérieure qui ont été passée en revue par Kendall [44] ( 1998). Les premiers travaux sont
attribués a Taylor (1939), Dryden (1937) et Klebanoff [45] (1971) qui ont observé

effectivement des structures tridimensionnelles allongées dans la direction de 1’écoulement.
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En 1978 Arnal et Juillen [46], ont réalisé les premicres expériences détaillées concernant le

développement d’une couche limite laminaire soumise a une turbulence extérieure. Pour le
cas sans grille, on observe une transition naturelle, le signal fréquentiel montre des
fluctuations sinusoidales (mode TS) a 500 Hz dont le maximum d’amplitude se situe aux
environs du quart de la couche limite. Pour le cas avec grille, on observe des fluctuations de
vitesse longitudinale u,,,; pouvant atteindre un niveau suffisant de la vitesse extérieure avant
le début de la transition. Ces fortes amplitudes des valeurs rms contrastent avec les valeurs
obtenues dans le cas sans grille puisque les ondes TS avec des amplitudes de niveau de 1%
peuvent déclencher la transition. Dans le cas avec grille, pour des niveaux de turbulence
extérieure importants (Tu = 0.1 — 1%), les fluctuations dominantes dans la couche limite ne
sont plus des ondes TS. L’énergie associée aux perturbations dominantes est concentrée dans
les basses fréquences et le maximum de fluctuation se situe vers le milieu de la couche limite.
Ces expériences ont également montré que le spectre d’énergie dans la couche limite est
dominé par de basses fréquences contrairement a 1’écoulement extérieur ou le spectre est
caractéristique d’une turbulence de grille. Ce phénomene est le résultat d’une combinaison
entre un filtrage des perturbations extérieures ou ‘shear sheltering’ [47], et I’amplification de
stries quasi-stationnaires. Plus la couche limite s’épaissit et plus le filtrage est opérant. Ainsi,
pres du bord d’attaque, une large partie du spectre de la turbulence extérieure se retrouve dans
la couche limite, alors que les structures cohérentes émergent plus en aval. Par ailleurs, on
note que les fluctuations de vitesse longitudinales a I’intérieur de la couche limite sont
décorrélées de I’extérieur. Le mécanisme de production des stries est donc intrinséque a la
couche limite indépendamment de Ila fluctuation de vitesse longitudinale
extérieure (u).Toutefois, les études théoriques indiquent qu’il dépend également de la
fluctuation normale (v").

Le facteur de forme H de la couche limite décroit 1égerement en présence de stries. On
peut en déduire qu'une couche limite perturbée est plus stable vis-a-vis des ondes TS. En
effet, Arnal et Juillen [46] ont constaté que les ondes TS sont d’autant moins visibles que les
stries sont développées. Il est cependant difficile de mesurer les ondes TS de faibles
amplitudes dans un écoulement perturbé. En imposant des oscillations par ruban vibrant,
Boiko et al. [48] ont pu étudier le cas des ondes d’amplitude finie en utilisant une technique
de filtrage correspondant a la sélection de phase. Ils ont démontré que les ondes TS peuvent
exister et se développer. En outre, les effets non linéaires génerent des ondes sur toute la
gamme de fréquences instables. Il en résulte une augmentation significative du nombre de

spots turbulents, favorisant le processus de transition. Cependant, en 1’absence de forcage
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harmonique, il semblerait que le role des ondes TS dans le processus de transition en présence

de stries n’est pas important. De plus, en présence de perturbations extérieures la transition
peut se produire dans des régions ou les ondes TS sont stables, par exemple, dans le cas
d’écoulements accélérés. C’est pourquoi, ce genre de transition a été qualifié de ‘bypass’ par
Morkovin [49].

Bakchinov et al. [50] (1995), ont abordé la stabilité d’une couche limite perturbée par des
tourbillons longitudinaux. Les tourbillons sont crées directement dans la couche limite par des
rugosités arrangées régulierement en envergure. La transition n’est pas la conséquence directe
des structures de sillage, mais par la croissance d’ondes instables situées au dessus des
tourbillons stationnaires. Cette situation est analogue a celle rencontrée dans le cas de
I’instabilités Goertler ou cross-flow. Les ondes instables croissent linéairement jusqu’a ce que
les effets non-linéaires fassent apparaitre des harmoniques pour déclencher la turbulence selon
un scénario modal classique. Méme si cette instabilité est observable au travers d’un
processus de réceptivité naturelle, Bakchinov et al. [50] ont également é&tudié les
caractéristiques de cette instabilité soumise a un for¢age donné (ruban vibrant). L’instabilité
semble étre liée au cisaillement transversal. L’amplitude maximale est localisée au niveau de
la distance de la paroi ou la vitesse moyenne est égale a la vitesse de phase, c’est-a-dire au
niveau de la couche critique. Les fréquences observées sont bien au-dessus des fréquences
caractéristiques des ondes TS. Cependant le forcage des ondes TS montre que celles-ci
s’amplifient plus rapidement en présence de tourbillons par des effets d’interactions non-
linéaires. Ils ont ajouté, en perspectives, qu’il restait a comparer ces analyses au cas d’une
couche limite perturbée par une turbulence de grille.

Les stries sont également présentes en excitant localement, de mani¢re impulsionnelle, un
écoulement cisaillé. Ces structures finissent alors par s’amortir et sont parfois appelées
‘puffs’. Westin et al.[51] (1998) ont a ce sujet étudié la réponse d’une couche limite a un jet
impulsionnel situé en amont du bord d’attaque et au-dessus de la ligne de séparation. Le jet
(négatif) génere deux tourbillons contra-rotatifs, leur vitesse inter-tourbillons étant dirigé vers
la plaque. Au fur et a mesure que la couche limite s’épaissit, une strie de haute vitesse
associée a deux stries de basse vitesse se développent et finissent par décroitre. La nature a
caractere impulsionnelle de cette expérience permet de comparer les différentes vitesses de
propagation du front et de 1’arriere du ‘puff’. Une évaluation montre que le front se déplace
légerement plus vite que I’arriere ce qui donne un étirement longitudinal.

Des expériences plus récentes, confirment les résultats de base évoqués précédemment et,

qui ont été réalisées par Matsubara et al. (2001) [52]. Ils ont effectué des mesures dans une
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couche limite soumise a une turbulence de grille pour des taux variant de 1 a 6%. Leur étude,

trés complete, est basée sur différentes vitesses et différentes grilles. Leurs moyens de
mesures sont le fil chaud et les visualisations par injection de fumée. Ils retrouvent les
caractéristiques classiques des stries mentionnées précédemment. La fumée est un bon traceur
pour les stries car elle se comporte comme la quantité de mouvement. [Les fluctuations de
vitesse normale dirigées vers le haut, et réciproquement une fluctuation vers le bas amene de
I’air sans fumée pres de la paroi. En éclairant par une nappe de lumiere, on distingue ainsi des
zones claires (stries négatives), et des zones sombres (stries positives)]. A partir de ces
visualisations, qui peuvent s’interpréter comme la distance caractéristique entre deux stries,
celle-ci converge en aval vers la valeur 38, , ou §; désigne 1’épaisseur de déplacement. Cette
valeur correspond approximativement a 1’épaisseur de la couche limite. Avant d’atteindre
cette valeur asymptotique, la distance inter-stries dépend de la grille utilisée. Ce résultat est
confirmé par des mesures au fil chaud. Il faut ajouter qu’a I’extérieur de la couche limite, la
corrélation est strictement décroissante, en accord avec les caractéristiques d’une turbulence
de grille. Ainsi, les corrélations mesurées dans la couche limite sont bien le résultat d’un
mécanisme intrinséque. Matsubara et al, ont également réalisé une analyse spectrale. En
convertissant le signal temporel du fil chaud, par la transformée de Taylor (Uy, — X), ils
obtiennent que le spectre adimensionnel, selon la direction longitudinale, E*(oc*) = E(
)/UZRe,, est constant quel que soit x. En d’autres termes, ils observent des oscillations
longitudinales avec un nombre d’onde proportionnel a I’épaisseur de couche limite, malgré le
filtrage.

Jonas et al. [53] ont évalué expérimentalement I’effet des échelles spatiales de la
turbulence extérieure sur la transition by-pass. Une turbulence a petite échelle fait
transitionner plus tard la turbulence de méme intensité qu’avec une échelle plus grande.

Les caractéristiques générales des stries qui se dégagent des expériences sont les suivantes :
-trés basses fréquences comparées a celles des ondes TS ;
-sélection d’échelles transversales ;

~croissance de ’amplitude des stries en vx ;

-grandes amplitudes 0(10%U,) ;

Il existe un parallele avec les instabilités centrifuges (Goertler ou Dean). Ces écoulements
font naturellement apparaitre des tourbillons et des stries qui correspondent, ici, a une
instabilit¢ modale. Cependant pour les écoulements plans, en I’absence de courbure,

I’écoulement n’est plus linéairement instable et devient non-linéairement instable : instabilité
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d’amplitude finie. Pour plus de détails, on suggere de se référer a Swearingen et Blackwelder

[54] qui donne une interprétation de I’instabilit¢ de Goertler. On peut distinguer les
différentes instabilités qui se superposent aux stries selon leurs symétries :

-mode variqueux : u, v symétriques par rapport au milieu de la strie, w antisymétrique. Ce
mode, situ¢ sur le haut des stries, correspond a des stries tres espacées, de grandes longueurs
d’onde.

-mode sinueux : u, v antisymétriques par rapport au milieu de la strie, w symétrique. Ce
mode, situé sur les flancs des stries, correspond a des stries trés rapprochées, de faibles

longueurs d’onde.

Le mode variqueux est le résultat d’une instabilité de type Kelvin-Helmholtz sur une inflexion
du profil dans la direction normale a la paroi. La transition est caractérisée par des structures
A ou en ¢ fer a cheval’ (voir figure 3.4), avant que les interactions fortement non-linéaires
provoquent la transition vers la turbulence. On appelle cette transition une transition de type K

(ou transition harmonique car I’instabilité secondaire est de méme fréquence que le mode TS).

Figure (3.4). Champ de vitesse longitudinale instantanée mesurée par PIV pour une

transition de type H (a gauche) et de type K (a droite), d’apres Belin et al [55].

Un scénario similaire, dit de type H (ou sub-harmonique) a, par la suite, été observé par
Kachanov, Kozlov et Levchenko [56]. Dans ce cas, les ondes TS interagissent avec des ondes
obliques dont la fréquence est la moitié de celle du mode TS. Les rangées de tourbillons A qui
se forment suite a cette interaction sont en quinconce (voir figure 3.4). Herbert (1983) a
montré, par analyse de Floquet, que ces structures 3D résultent d’une instabilité secondaire

de I’écoulement moyen perturbé par le mode TS [57].

39



.

3.3.3 Approche numérique

Fasel [58] a étudié I’interaction entre les stries et les ondes TS par DNS. Pour modéliser la
turbulence extérieure il a utilisé une force de volume concentrée prés du bord d’attaque, qui
génere des tourbillons longitudinaux de basses fréquences a 1’extérieur de la couche limite. Le
forgage est choisi comme une somme de modes de Fourier en z et t, avec des amplitudes
gaussiennes en x et y. Les instabilités TS sont générées par soufflage/aspiration a la paroi.
L’interaction génere un paquet d’ondes tridimensionnel d’amplitude croissante. Pour une
certaine amplitude, des instabilités secondaires, par résonance fondamentale, causent la
0.75

rupture vers un spot turbulent. Cependant I’amplitude des stries croit comme x> en linéaire

06 en non linéaire. Pour Fasel [58] la route vers la turbulence est le résultat d’une

et x
résonance fondamentale avec une instabilité décrite par la théorie de Floquet. La transition
by-pass ne serait d’aprés lui qu’une transition classique déformée par les variations
transverses de I’écoulement de base.

Anderson et al. [59] ont étudié numériquement la déstabilisation des stries dans une
couche limite. Les stries sont générées en injectant, en entrée, les tourbillons issus de la
théorie linéaire des perturbations optimales. Ces tourbillons sont sinusoidaux dans la direction
transversale. Ensuite, Anderson et al. ont calculé 1’évolution non-linéaire des stries et leurs
instabilités par une simulation numérique directe (DNS). En parall¢le, ils ont étudié la stabilité
linéaire basée sur la théorie de Floquet avec une approche temporelle et non visqueuse. Le
mode sinueux est excité pour une amplitude de stric de 26% de U, alors que le mode
variqueux, plus stable dans ce cas, est amplifié a partir de 37% de U, . Dans chaque cas le
mode le plus amplifié¢ est un mode fondamental, ¢’est-a-dire qu’il présente la méme périocité
que I’écoulement de base.

Anderson et al. ont généré les instabilités secondaires dans leurs DNS par un forcage
localisé en (x,y) et oscillant en ( z,t ). Le maximum de I’instabilité se situe sur la ligne
critique U = 80% de U,. Leur premier constat est que les caractéristiques de stabilité de
I’écoulement modifié¢ dépendent fortement de la non-linéarité des simulations pour le calcul
des stries. Par exemple un profil de strie obtenu par calcul linéaire surestimera 1’amplification
variqueuse. De plus la déformation non-linéaire modifie la ligne critique et, ainsi, modifie
également 1’allure des instabilités. Anderson et al ; proposent en perspective d’aborder des
stries irrégulieres dans la direction transversale avec des points de transition localisés. Mais

pour aborder rigoureusement ce probléme, on en revient toujours a I’étape de réceptivité.
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Apres 1’étude de stabilité linéaire des stries optimales, Brandt et Henningson [60] ont
abordé en 2002 1’é¢tude complete de la transition. L’étape de réceptivité n’est pas modélisée,
les stries sont imposées comme condition d’entrée et les instabilités sont introduites par une
force de volume. Leur coefficient de frottement laminaire est surestimé a cause des stries de
grande amplitude. Pour vérifier la convergence numérique de leur écoulement turbulent, ils
utilisent une mesure de I’apériodicité temporelle. Sur la fin de la transition, les modes
bidimensionnel f = 0,avec § est le nombre d’onde transverse, et fondamental (f;)
décroissent pendant que I’harmonique (2f,) émerge. Les auteurs ont cherché a identifier les
mécanismes de formation de la vorticité longitudinale (w,) qui ferme le cycle de paroi,
signature d’une turbulence auto-entretenue. L’amplitude des stries atteint 19% de U, au
moment de la transition, soit environ le double de la valeur (moyennée) observée
expérimentalement. Les profils de vitesse moyenne présentent un point d’inflexion au niveau
de la frontiére de la couche limite. Selon Brandt et Henningson[60], la moyenne temporelle
des expériences peut masquer ces pics d’amplitudes. Apres la transition les profils moyens, et
rms, sont en accord avec ceux d’une couche limite turbulente développée. Les structures
principales observées ont la forme de tourbillons quasi-longitudinaux situés sur les flancs des
stries de basse vitesse. D’apres leurs calculs, il n’y a pas de continuité entre les stries
laminaires et les stries turbulentes. Dans cet article Brandt et Henningson[60] ont utilisé une
approche simplifiée en imposant des stries stationnaires symétriques, sans modéliser la
réceptivité, ce qui limite les conclusions possibles sur la stabilité des stries.

Dans le dernier article sur la DNS du groupe de KTH, Brandt, Schlatter et Henningson
(2004) [61] ont réalisé des simulations en modélisant la turbulence extérieure comme Jacobs
et Durbin [62] (nous y reviendrons dans le paragraphe suivant). Ils sont partis du constat que
de nombreux parameétres affectent la transition, pas seulement le taux de turbulence, mais
aussi ses €chelles spatiales, son spectre, et son degré d’isotropie et d’homogénéité. Ils ont
étudié les effets de 1’échelle de longueur intégrale de la turbulence extérieure (1). Quand [
augmente, le taux de turbulence extérieur décroit moins vite et la transition se produit plus tot.
Ceci est en accord avec les expériences de Jonas et al. [53]. la turbulence a petite échelle
pénetre plus facilement dans la couche limite, en contrepartie elle décroit plus vite a
I’extérieur. En d’autres termes, les courtes €chelles sont efficaces pour un forgcage continu
vers 1’aval. L’évolution du minimum de corrélation des stries dans la couche limite dépend
faiblement des caractéristiques de la turbulence. Les valeurs obtenues sont en accord avec
celles de Matsubara et Alfredsson [52] et sont inférieures a celles obtenues par la théorie des

perturbations optimales.
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Les mécanismes de réceptivité liées aux stries vis-a-vis des perturbations extérieures sont
de deux types :

-Linéaire : des fluctuations de vitesse normale de basse fréquence diffusent, ou
pénetrent, dans la couche limite probablement depuis le bord d’attaque. Dans ces
conditions, les stries sont générées selon le scénario ‘lift-up’ classique.
-Non-linéaire : Si les perturbations sont situées au-dessus de la couche limite, alors les
tourbillons longitudinaux sont crées dans la couche limite via des interactions
quadratiques [61]. C’est le scénario correspondant a la transition oblique : une paire

d’ondes obliques génere un tourbillon longitudinal qui donne naissance a des stries.

D’aprés Brandt et al [61], le mécanisme linéaire domine nettement quand des
perturbations de basse fréquence peuvent impacter directement la couche limite. C’est ce
mécanisme qui est observé dans les cas expérimentaux. Comme dans leurs articles précédents,
ils trouvent a la naissance des spots caractérisés par des instabilités sinueuses ou variqueuses
évoluant sous la forme de paquet d’ondes.

Dans leur DNS, Brandt et al [61] observent également des oscillations des stries qui
peuvent étre liées soit a une onde instable, soit induites par des fluctuations extérieures. Ils
n’ont pas observé d’ondes TS, mais en I’absence de forcage elles ne peuvent probablement
pas se développer assez vite.

Brandt et al [63] se sont intéressées a la possibilité d’instabilité absolue et aux liens
possibles entre un mécanisme d’instabilité auto-entretenue et la naissance de spots turbulents.
En regardant la réponse impulsionnelle des stries, 1’instabilité est sans ambiguité convective,
la vitesse arrieére du paquet d’ondes est de 0.7 de U, , soit le double d’un paquet d’ondes TS .
La réponse impulsionnelle des stries consiste en un mode instable sinueux et présente des
analogies avec les écoulements de type sillages. La nature convective de I’instabilité des stries
implique que, dans une transition by-pass, les stries se comportent comme un amplificateur de
bruit.

Jacobs et Durbin [62] ont également réalis€ des DNS. Ils n’ont pas obtenu d’instabilité
sinueuse préliminaire sur les stries. Selon leur scénario, les stries de basse vitesse modifient
les propriétés de réceptivité aux hautes fréquences. Ainsi la transition serait initiée sur des
stries isolées, 1’alternance transversale des stries n’est donc pas essentielles dans ce processus.

La premicere difficulté dans la simulation numérique d’une transition by-pass, c’est la
génération du bruit ambiant, ici la turbulence extérieure générée par une grille. Jacobs et

Durbin[62] ont appliqué une méthode proposée par Grosh et Salven (1978) [64] et utilisée
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par Jacobs et Dubin [47] pour I’interaction entre des perturbations extérieures et la couche

limite. Cette méthode a également ¢été utilisée par Rogallo [65]. La turbulence extérieure se
développant au-dessus d’une couche limite est décomposée sur une somme de modes de
Fourier en temps et envergure que multiplie le mode de Orr-Sommerfeld correspondant. Seule
la partie continue du spectre, correspondant a 1’extérieur de la couche limite, est sélectionnée.
Loin de la couche limite, un mode continu se comporte comme un mode de Fourier
(sinusoidal). Jacobs et Durbin[47] ont ainsi été les premiers a utiliser le spectre continu pour
créer une turbulence extérieure synthétique. Cette approche permet de simuler des
écoulements en aval du bord d’attaque pour un gain de calcul évident. L’écoulement est
supposé de type plaque plane idéale (Blasius). Les auteurs ont rejeté les modes discrets,
arguant qu’ils n’interviennent pas dans la transition, ce n’est vrai que dans le cas de nombres
de Reynolds sous-critiques. La dépendance longitudinale est remplacée par une dépendance
temporelle selon 1’hypothése de Taylor. Ils ont ainsi forcé en condition d’entrée de leur
simulation. La difficulté est maintenant de déterminer le poids de chaque mode. Jacobs et
Durbin[47] se sont basés sur des arguments statistiques :en fixant le taux de turbulence
extérieure d’une part, en vérifiant son évolution le long de la plaque et enfin, en vérifiant que
I’échelle intégrale correspond bien aux mesurees.

Jacobs et Durbin [62] présentent leurs résultats selon trois axes : moyenné au sens de
Reynolds, instantané et spectral en espace-temps. Cependant, les deux derniers étant
inaccessibles par I’expérience. Les parametres intégraux correspondent bien, a la réalité
excepté le facteur de forme (H) qui est sous-estimé. Le début et la fin de la transition sont bien
capturés. D’autre part, les taux de fluctuations fort sont trés proches de I’expérience,
notamment dans la phase non-linéaire. Un point de leurs simulations a été¢ de montrer que,
dans la zone laminaire, les mesures par fils chauds croisés donnent un pic de v, absent de
leurs simulations. Le pic mesuré correspond, en fait, a une erreur sur I'utilisation des fils
chauds croisés ( Inasawa et al [65]).

Le terme de production, intégré verticalement dans la couche limite, augmente dans la
zone laminaire et pré-transitionnelle pour décroitre ensuite et se stabiliser dans la zone
pleinement turbulente. Le rapport production/ dissipation apparait supérieur a un dans la zone
transitionnelle et se stabilise autour de I’unité dans la zone turbulente.

Jacobs et Durbin [62] proposent une approche instantanée du processus de transition qui
ne peut pas rendre compte des profils moyennés mesurés. C’est I’'une des difficultés majeures
générées par la turbulence extérieure a fortes variations temporelles. Leur premicre analyse

des champs instantanés concerne 1’existence de stries de hautes et basses vitesses qui
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persistent dans la zone intermittente jusqu’au point ou la couche limite est turbulente sur toute

I’envergure. La corrélation transversale de u'a mi-hauteur de la couche limite donne une
corrélation a grande échelle ou R,,, oscille autour de zéro comme la signature de stries en
signes alternés. (A noter qu’a I’extérieur de la couche limite 1’auto-corrélation décroit de
facon monotone). Dans leurs simulations, la transition provient de la partie supérieure de la
couche limite. Ils ont étudié la répartition transversale des €chelles a travers le spectre spatial
transverse. Le spectre d’entrée est large, sans sélection partie supérieure de la couche limite.
I1s ont étudi€ la répartition transversale des €chelles a travers le spectre spatial transverse. Le
spectre d’entrée est large, sans sélection particuliére, vers 1’aval le spectre se concentre

rapidement vers les petits nombres d’ondes. Un pic est observé pres de 6 = 1.4 et = R,, =

360. Ce mode dominant est consistant, en ordre de grandeur, avec le résultat des perturbations
optimales. Les simulations semblent indiquer que ce mode est le résultat d’une sélection de la
couche limite et n’est pas sensible aux détails du spectre extérieur, pourvu que cellui-ci soit
suffisamment large bande. Jacobs et Durbin insistent sur le fait que cette distance inter-stries
moyenne ne joue pas de réle dans la transition. Selon eux la transition se produit localement
sur un jet arriere isolé et instantané. Les stries proches de la paroi restent stables, du moins
dans la zone laminaire. Cependant prés de la frontiere de la couche limite, les stries
deviennent un site réceptif aux courtes échelles de la turbulence extérieure, ce qui initie une
instabilité de cisaillement. Cette instabilité croit rapidement, remplissant la couche limite pour
donner un spot qui se développe et se fond dans la région de turbulence développée.

A propos du lien qui pourrait exister entre les stries laminaire et turbulentes, il semblerait
que les premicres disparaissent apres la transition, elles ne se prolongeraient pas vers les
secondes.

Zaki et Jacobs [67] ont fait une analyse simplifiée du processus de transition propos¢.
Comme pour I’article précédent [62] ils ont utilisé le spectre continu de Orr-Sommerfeld.
Partant de 1’idée due la formation des stries pouvait s’interpréter comme le résultat d’un
couplage fort entre un mode d’Orr-Sommerfeld amorti et un mode de Squire, ces auteurs ont
montré qu’en superposant une paire de modes basse fréquence ( fortement couplés ) et une
paire de modes haute fréquence (faiblement couplés ), le processus complet de transition est
qualitativement simulé. Des modes tridimensionnels de Orr-Sommerfeld forcent 1’équation de
Squire par résonance (Hultgren et Gustavsson 1981 [31]). Ce forcage peut étre caractérisé par
un coefficient de couplage, comme le produit scalaire entre 1’adjoint du mode de Squire et le

terme de forgage. Ce coefficient peut s’interpréter comme la mesure de la propension du
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spectre continu a générer des stries. Pour prendre en compte les effets visqueux dissipatifs, le

coefficient est normalisé par le taux de décroissance modale. En injectant deux modes dans
des simulations numériques directes, Zaki et Jacobs ont montré qu’il faut combiner un mode
fortement couplé avec un mode faiblement couplé pour déclencher la transition. Ce résultat
est en faveur de leur scénario sur la transition by-pass. Il faut ajouter que c’est une
reproduction qualitative du processus de transition. L’amplitude des stries de basse vitesse
(backward jets ) est trés importante, de I’ordre de 40% de U,, suffisamment importante pour
créer un point d’inflexion sur la frontiére de la couche limite. Ainsi, le mode haute fréquence,
faiblement couplé initie une instabilité a courte longueur d’onde de type Kelvin-Helmbholtz.
Cette instabilité s’intensifie vers 1’aval et se dégénere en spot.

Jacobs et Durbin [68] ont également étudié par DNS la déstabilisation des modes de
Klebanoff. Les stries résultent de la réponse de la couche limite a une turbulence extérieure
simulée numériquement par une superposition de modes de Orr-Sommerfeld et de Squire. Ils
n’ont pas obtenu d’instabilités sinueuses préliminaires sur les stries, le déclenchement brutal
de la transition suggérant une instabilité¢ de type Kelvin-Helmholtz. Selon eux, la transition se
produit sur une strie basse vitesse isolée et serait provoquée par les courtes échelles de la
turbulence extérieure. Zaki et Durbin [69] ont repris ce scénario en ne considérant que deux
modes, basse et haute fréquence, pour représenter les perturbations extérieures. Le mode de
faible fréquence pénetre la couche limite dans la région proche du bord d’attaque et entraine
la formation de modes de Klebanoff. Les stries basse vitesse, associées a des fluctuations de
vitesse normale positives, remonte vers la frontiere de la couche limite ou elles créent un
point d’inflexion. Les stries basse vitesse deviennent donc des sites de réceptivité privilégiés :

elles interagissent alors avec le mode de haute fréquence, illustrée par la figure (3.5).

Figure. 3 .5.a : Visualisation de l'instabilité sinueuse des streaks et de la déstabilisation

de la couche limite laminaire.
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Figure .3.5.b- Vue de face de la transition des deux couches limites (les parois sont en haut

et en bas)

3.4 Instabilité temporelle d’écoulements paralleles
3.4.1 Généralités

Nous considérons des écoulements dont I’évolution spatio-temporelle est régie par
I’équation de continuité et les équations de Navier-Stokes d’un fluide incompressible comme

suit :

Z—ltl + (u.V)u = —%Vp + vAu (3.1

Vu=20 (3.2)
Dans 1’équation, ci-dessus, p, p et v désignent respectivement le champ de pression et la
masse volumique du fluide et la viscosité cinématique qui sont supposées constantes,
u = (u,v,w) le champ de vitesse. En général, on rend sous dimension le systéeme de Navier-
Stokes en introduisant une vitesse de référence U, et une longueur caractéristique L. On note
encore (x,y,z), (u,v,w) et p les variables sans dimensions (x/L, y/L, z/L), (u/Uy , v/Uy, /U,
ainsi que p/(pUZ) respectivement, le temps adimensionné étant tU, /L, et les équations de

Navier-Stokes sans dimensions deviennent alors :

Ju 1
5 (u.V)u=-Vp+ R—eAu (3.3)
Vu=0 (3.4)
avec Re le nombre de Reynolds qui est défini par :
Up L
Re = 22~
v

Ce qui suit est une discussion qualitative de couches cisaillées paralleles, dans le but de

justifier les développements ultérieurs.
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Le premier exemple est I’écoulement entre deux plaques paralleles qui évolue dans un

domaine —L < y < L, ou encore —1 < y < 1 en variables sans dimensions avec L la
longueur de référence. On peut déterminer un état stationnaire simple correspondant a une
solution des équations de Navier-Stokes pour cette géométrie, qu’on appellera 1’écoulement
de base, sous la forme

U= U®»,0,0).
En effet, (3.3) se réduit alors a

= k)

FIG. 3.6 — Géométrie de I’écoulement de Poiseuille plan.

d 1 0%U d 0
P2 -0 =020
dx Redy? oy 0z

On en déduit que la pression P ne dépend que de x dont la solution est la suivante :
P etp=br+
5z~ detp =bx+a.

Par conséquent, on en déduit alors :

bRe = d’v
dy?
dont la solution vérifie les conditions d’adhérence aux parois U(£1) = 0 et apres intégration
en trouve :
U= —% bRe(1 —y?) = (1 —y?)
avec

_dp 2 2v

dx —Re UQL
(et dans ce cas la vitesse de référence Uy = Uy, €st correspondant a la vitesse maximale

localisée au niveau du canal.
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Dans le cas précédant I’écoulement de base est strictement parallele. Cependant dans

d’autres configurations les écoulements sont faiblement non parall¢les. Bien que dans ce cas
I’écoulement de base soit plutét de la forme (dans une géométrie bidimensionnelle)
(U(x, y), V(x, y)), on admet que 1I’évolution de ces profils de vitesse est lente dans la direction

longitudinale et

ou
0x

& |6U insi V| < |U|
3y ,ainst que ,

ce qui est notamment le cas pour la couche limite le long d’une plaque plane qui coincide
avec la direction x. L’écoulement atteint une vitesse U, loin de la plaque pour y — oo et tend

vers z€ro vers la plaque a y = 0 la viscosité entraine I’adhérence de 1’écoulement a la paroi.

— L'I

L1

IS F |
= WF [
& o s J L)
I = bl Pzl P V27 DA A P Vi

X

FIG. 3.7 — Evolution de la couche limite le long d’une plaque plane.

Si I’on note L une longueur typique par rapport a la plaque, alors on suppose que les profils
de vitesse varient sur une distance §* avec § = §* /L < 1. En considéra le cas stationnaire et
bidimensionnelle de (3.3) tel que le nombre de Reynolds Re = U, L/v supposé grand, on

établit le systeme d’équations suivant :

ou ou _  dp 1 ,3%u  9%u
u ox tv dy  ox + Re “0x2 + dy? (3-5)
ov v _  0dp 1 ,9%v |, 9%v
ox tv ay  dy + Re “0x2 + dy? (3.6)
Ju v
S +=0 3.7)

La composante suivant x du champ de vitesse atteint sa valeur (sans dimension) maximal
égale a I’unité sur une distance de 1’ordre de grandeur § « 1 et I’on peut donc supposer que
ou/dy ~1/8, 0%u/dy?*~1/82 ainsi que v ~6. Le choix des grandeurs de référence implique
aussi que 0u/dx ~ 1 et par ’équation de continuité dv/dy ~ 1. Tandis que dv/dxet d°%v/
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dy? sont de I’ordre et d2v/dy?~1/5. On peut que si ’on suppose que § ~1/VRe etenne

gardant que les termes dominants dans les équations précédentes on obtient enfin le systéme

simplifié appelé les équations de la couche limite de Prandtl telles que :

du v

5t =0 (3.8)
o v oy 1%

UE + U@ = ox Re 92 (39)

op _

5 =0 (3.10)

La pression est donc constante a I’intérieur de la couche limite et est égale a la pression pour
y » 1, elle peut étre considérée comme étant constante dans la couche limite le long d’une
plaque plane. Les coordonnées (x,y) sont ici adimensionnées par L choisi comme une
longueur caractéristique de la plaque. Il existe alors une solution dite de similitude pour ces
équations. On peut montrer, en effet, que si I’on introduit la variable n = y vRe//x et en

utilisant la fonction de courant ¥ (telle que u = d¥/dy,v = —Jd¥/0x), sous la forme

¥ = ,/x/ReF(n), alors F est solution de 1’équation différentielle :

" 1 " /!
F" (m) +§ FmMF (n) = 0,avec F(0) =F (0) =0,n—>1,n - .
La composante de la vitesse est alors :
U@ =F" ()
Dans cette approximation localement parall¢le, on a néglige la composante V' normale a la

paroi. Nous obtenons alors une solution de similitude dont la variable  dépend de x et donc

de la position le long de la plaque. On note les coordonnées physiques avec une étoile, alors

*JUoL/vV

<

avec la variable de similitude

La mesure de I’épaisseur de la couche limite est précisément 6*. Sur la figure 3.1
I’épaississement de la couche limite est illustré par des profils le long de la plaque.

La coordonnée yest ici adimensionnée avec 1.72 §° (ce qu’on appelle ’épaisseur de
déplacement) du premier profil & gauche.

On suppose étre en présence d’un écoulement de base stationnaire (solution des équations de

Navier-Stokes, pas nécessairement parallele) U et d’une pression P et on superpose une
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perturbation u’ de fagcon a ce que u = U + u’ avec p = P+ p’ soient solutions des

équations de Navier-Stokes, ce qui donne le systeme d’équations pour la perturbation
%+(U- Nu+w. MU+ w.Vu = —Vp+%Au' (3.11)
V.u' =0 (3.12)
La théorie de stabilité linéaire suppose que la perturbation est infinitésimale. On écrit
formellement u’ = €, p’ = €p, et injectant cette expression dans 1’équation ci-dessus, on
obtient a I’ordre dominant (en faisant tendre & vers zéro les termes non linéaires (u.V)u'

disparaissent) alors, le systéme s’écrit comme suit :

%+(U- Nu+ W)U = —Vp+%Au (3.13)
Vu=0 (3.14)
Dans le cas d’un écoulement parallele U = (U(y),0,0), il est naturel de chercher la
perturbation sous forme de modes normaux, ce qui se justifie, par exemple, par une
transformation de Fourier par rapport a x et z, les directions homogenes de 1’écoulement, et

I’on obtient :

u = ii(y, t)el @52 | p = §(y, t)el@*+h?2) (3.15)
ce qui transforme le systéme en
ou - ~
— = Ly(a,B,Re, U(y))i&t — V(a, )P (3.16)
et 0=V(a,p)-u (3.17)

avec V(a,f) = (ia,0/0y,ip) et Ly(a,,Re,U(y)) un opérateur différentiel en y qui
dépend des nombres d’ondes a et , du nombre de Reynolds Re et également du profil de
I’écoulement de base U(y). Evidemment, % doit satisfaire des conditions aux bords dans la
direction non homogene y et la stabilité (temporelle) est déterminée en cherchant la solution
sous la forme

i =a(y)e™", p=p(ye " (3.18)
Dés lors, il en résulte un probléme aux valeurs propres pour un systeme d’équations
différentielles en y. Il est de coutume en hydrodynamique d’écrire 1’exponentiel sous la forme
-iw avec w = w, + iw;, complexe. L’écoulement de base est alors instable, s’il existe des

paramétres (a, B) et Re tels w, > 0.
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FIG. 3.8 — Courbe de stabilité linéaire pour la couche limite de Blasius.

La figure 3.8 montre un exemple de diagramme de stabilité pour la couche limite valable pour
des perturbations bidimensionnelles (avec f = 0). En général, de telles courbes ne peuvent
étre obtenues que numériquement, en discrétisant la variable d’espace y. Les résultats sont
obtenus pour un nombre de Reynolds Re local formé avec une quantité appelée épaisseur de

déplacement § et qui fait intervenir la longueur de similitude discutée plus haut :

*

Uo

§*(x*) = 1.72
On obseve un début d’instabilité pour un nombre de Reynolds critique Re. = 500. Or,

Re, = 6" (x")U,/v = 1.72 /% et il est bon d’avoir une idée de 1’ordre de grandeur.
0

Supposons que I’on ait un écoulement d’air, disons a une vitesse de 1m/s, le long d’une
plaque. En supposant que la théorie est valable a une faible distance de 1’origine x* = 0 de la
plaque (I’origine est en effet un point singulier pour la théorie), on notera un début
d’instabilité a x; =~ 8.510*v/U, ~ 30 cm (en prenant v = 1.5107°m?/s). Si I’on prenait de
I’eau a cette méme vitesse, alors x. =~ 8.5cm étant donné que la viscosité cinématique est
dans ce cas v = 107°m?/s. Bien entendu, I’instabilité apparait d’autant plus vite que U, sera
grande. Sur I’ordonnée de la figure 3.8 sont reportées les fréquences des perturbations
temporelles, adimensionnées avec §(x.)/U, = 500v/U; ce qui permet d’en déduire les
fréquences en Hertz pour des parameétres particuliers.

La question est alors de savoir, si la théorie linéaire prédit en effet le début de ’instabilité,
cependant elle ne peut fournir qu'une condition suffisante d’instabilité, & savoir, que si

I’écoulement est linéairement instable, alors il est réellement instable.
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FIG. 3.9 — Esquisse du domaine d’existence d’ondes progressives non linéaires

et bidimensionnelles pour I’écoulement de Poiseuille (£ = énergie de I’instabilité).

Un écoulement peut cependant étre linéairement stable, c-a-d stable par rapport a des
perturbations infinitésimales, mais instable par rapport a des perturbations d’amplitude finie.
Ou alors il peut étre instable transitoirement, car il faut étre conscient que la stabilité comme
prédite par I’analyse en modes normaux est un résultat asymptotique pour des temps ¢ grands.
Prenons I’exemple de I’écoulement de Poiseuille plan. II est bien connu que I’instabilité
linéaire n’apparait qu’au-dela du nombre de Reynolds critique Re, = 5772. Or, on observe
des instabilités, et I’apparition de la turbulence, pour cet écoulement a des nombres de
Reynolds bien plus faibles. On peut, par exemple, déterminer des solution de type ondes
progressives (bidimensionnelles) pour des nombres de Reynolds inférieurs a Re,, on parle
alors d’un comportement sous-critique, ce qui est esquissé sur la figure 3.9 donnant le nombre
de Reynolds en fonction de nombre d’onde a et de 1I’énergie nécessaire associée a 1’instabilité
considérée.
3.4.2 Stabilité temporelle linéaire de fluides parfaits
On suppose maintenant que 1’écoulement est celui d’un fluide parfait, c’est a dire on
suppose que la viscosité v et négligeable ce qui correspond a faire tendre dans (3.13) le
nombre de Reynolds vers I’infini et les équations régissant la stabilité linéaire deviennent
Ry (U Vu+wV)U=—Vp (3.19)
Vu=0 (3.20)
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Pour un écoulement de base parallele de la forme U = (U(y),0,0)les équations se

simplifient considérablement:

(a+ua)+dU()'— % 7-u=0 3.21
ot " D ax) YT Vg Wt T TR = (32D

(on note {i, ], k} les 3 vecteurs directeurs du systéme de coordonnées (x,y, z)). En cherchant

la perturbation sous la forme

u= a(y)ei(ax+ﬁz—wt) ,p = pA(y)ei(ax+Bz—wt)
on obtient pour les trois composantes du mode &4 = (&, ¥, W) le systéme
ia(U —c) il +Z—Zﬁ +iap = 0, (3.22)
iaU —c)p +2 = o, (3.23)
dy
ia(U —c)w +ipp = 0, (3.24)
.o ab .
iall +E +iaw = 0, (3.25)

avec ¢ = w/a. Sil’on multiplie I’équation (3.22) par « et (3.24) par [ et si on les additionne

on obtient le systeme suivant :

i@ — &) +Z—517 +i@gp = 0, (3.26)

. o~ o~ AP

ia(U —¢)v +E =0, (3.27)

e dD

iau +d—y =0, (3.28)
En posant @ = \/a? + B?%,p = %ﬁ,& i+ ali+ pw (et ¥ = v,¢ = ¢). Si une perturbation est

solution de (3.22)-(3.25), elle est aussi solution de (3.26)-(3.28), ce systéme étant celui qui
régit des perturbations bidimensionnelles de nombre d’ondes & et de champ de vitesse (i, ¥).
On peut donc énoncer une conséquence importante, connue sous le nom de théoreme de
Squire, le systeme d’équations pour des perturbations tridimensionnelles est équivalent & un
systeme d’équations pour des perturbations bidimensionnelles. Donc, on peut considérer le
systeme (3.26)-(3.28) (on omet le ~ pour les variables), en introduisant la fonction de courant
qui décrit le processus dans le plan bidimensionnel (x, y):

Y = @(y)eia(x—ct)

telle que 44 = i_@ , D = —ia® ce qui donne en injectant I’expression dans (3.26)
y
d@ dU T A
(U _C)d_y_aq’-i- p = 0. (329)
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Dérivant cette expression par rapport a y et en injectant le résultat dans (3.27) on établit

I’équation de Rayleigh :

w )(d2¢ 2'?) dZU'?f 0 (3.30)
dy? y

3.4.3 Critéres nécessaires d’instabilités en fluide parfait

On a vu précédemment que 1’équation de Rayleigh se réduit a :
(T _ 2@ g
(U —c¢) (dyz *P) CP=0. <y <y (3.31)

dans laquelle la fonction de courant ¥ décrit 1’évolution de la stabilité temporelle d’un fluide
parfait et incompressible.

Cette équation est a résoudre dans le domaine du fluide y; < y < y,; avec les
conditions aux limites éventuellement & 1’infini. Pour un domaine fini, (y;) = ¥(y,) =0
car la composante wvdu champ de vitesse suivant y vérifie v = —0¥/0x
(alors © = —ia®) et car le fluide ne traverse pas le bord. Pour un domaine infini, on

supposera que la perturbation tend vers zéro a I’infini et peut étre décrit a I’aide de (3.30)
UII
U-c

Multiplions alors 1’équation par & et 1’on intégre par parties ; tenant compte des conditions

P — a?P — 7 =0

aux limites on peut obtenir les résultats :
Y2 . Y2 g 2
(P')? + a?|P|?)dy +f ——|?|"dy = o. (3.32)
y U-c
1 Y1
On suppose que 1’écoulement est instable, de sorte que ['on peut poser
¢ =c, + ic; avec ¢; > 0. La partie imaginaire de 1’équation ci-dessus est regroupée comme
suit :

c- fyzu—”|¢|2dy. (3.33)
l V1 |U _Clz

qui doit s’annuler. En regroupant également la partie réelle on a :

2 U”(U _CT) |A|2

Y2
AP+ 1Py + | S

Y1 Y1

dy = 0. (3.34)

Considérons d’abord la partie imaginaire (3.33) : pour qu’elle s’annule il faut, au moins, un
point ou la dérivée seconde de U(y) s’annule correspondant a U"” = 0.
Dans ces conditions, on peut énoncer le théoréme connu sous le nom de critere de Rayleigh

qui est le suivant :
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" Une condition nécessaire d’instabilité est que le profil de vitesse de 1’écoulement de base

posséde au moins un point d’inflexion, autrement dit qu’il existe ys telque U"(ys ) = 0 .

Si I’écoulement est instable ¢; > 0 et (3.33) étant vérifiée, on peut écrire :

"

e lef
(cr—Us)J —— ¥ dy.
y, U —cl?
avec U = U(y; ) pour y; t.q. U”(ys ) = 0. On rajoute cette équation a (3.34) pour obtenir

fyz U"(U -Uy)

12 Yz . _
T 1Pl = —f (P2 + a?|P|2)dy . (3.35)

Y1 Y1

Donc, le membre de gauche doit étre négatif et on peut I’en déduire le critere de Fjortoft :
©’Si I’écoulement est instable, alors il existe un point y; tel que U"(y, ) = 0 ; si ’on note
Us = U(y, ), alors il existe en plus, au moins, un point y # y,, y; <y <Yy, tel que
U'(»)Uy) —Us) <07

Une interprétation plus parlante de ce dernier critere peut étre donnée si ’on suppose
qu’il n’y a qu’un seul point ys tel que U "'(y) = 0 et si on suppose que U(y) est croissant,
alors U)-Us < 0,siy < ysetU(y)-Us> 0siy > y,. Donc, si U'"(y)<
0 poury < ysetU"(y) > 0poury > ys, alors le critére n’est pas vérifié. Or, la vorticité
pour 1’écoulement de base paralléle est Q(y) = — U'(y) et donc dans ce cas, si I’écoulement
est instable : |Q(y)| = U'(y) posséde un maximum au point y, , (On trouve ce méme
résultat si on suppose que U(y) est décroissant.) L’évolution esquissée précédemment montre
I’existence de quelques profils types qui sont stables en fluide parfait et d’autres qui peuvent
étre instables. Dans tous les cas, on rappelle que les criteres précédents correspondent a des

conditions nécessaires d’instabilité.

3.4.4 Profils linéaires par morceaux, modéle de couche de mélange

Un mode¢le plus réaliste d’'une couche de mélange que celui illustré par la figure 3.11consiste
a considérer le profil linéaire par morceaux donné par la figure 3.9, et dont I’expression est de
la forme :

Ul! y > 6
U, + U, n Uy + Upy)y

2 26
UZr y < _6

Ul) = -6 <y<$é6 (3.36)

Cette fois-ci il y a une échelle de longueur &, car 2§ est 1’’epaisseur de la couche de
mélange. On remarque, ici, que la vorticité entre —6 < y < §est — (U; —U,)/(26). Il

semble naturel de considérer, ici, comme vitesse de référence :
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FIG. 3.10 — Déformations du profil de vitesse, illustrant le critére de Rayleigh et Fortoft

( Existence d’un point d’inflexion).

¥

FIG. 3.11 — Profil de vitesse du modé¢le de couche de mélange.
Uy=(U; +U,)/2 ainsi que § comme longueur de référence et alors le profil sans

dimension, noté encore U(y) devient

1+R, y>1
U(y) =y1+Ry -1<y<1 (3.37)
1—-R y < -1
avec la détermination du parametre R comme suit :
U,—-U
R=2 2
U, +U,

La stabilité est régie par 1’équation de Rayleigh (3.30) qui se réduit a :
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correspondant aux solutions suivantes :

Ae=*0-D y > 1
lf’(y) = Be~ -1 4 ceay+1) -1<y<l1 (3.38)
De%0+1) y < -1
Ensuite, il y a les raccords a fairceny = lety = —1 dutype (3.31) qui deviennent ici
A _B+Ce*® _ 1 339
1+R-c 1+R—-c 77 (3.39)
Be?* + (C D
= en y=-1 (3.40)

1+R—-c 1+R-c
Tandis que les raccords au voisinage de §y donnent lieu a

1+R—-c)(—a)A=(1+R—-c)(B(—a) + aCe?**) —R(B + Ce?*), y=1 (3.41)

(1—-R-c)(B(—a)e?** + Ca) —R(Be?**+C)=(1+R—-c)aD, y=-1 (3.42)
De (3.38) on en déduit que A = B + Ce?® et de (3.49) que D = Be?* + C et en injectant
ces expressions dans (3.40) et (3.41) respectivement, on trouve :

RB + (Re?®* —2a(1+ R —c)e*¥)C =0 (3.43)

(—Re?* —2a(1—R —c)e?*)B—RC =0 (3.44)
et ce systeme possede une solution non nulle si et seulement si I’on a :

—R? 4+ e**(R? — 4aR? — 4a*(1 — 2c + ¢ — R?)) = 0.

L’équation correspond a un polyndéme du second degré pour ¢ qui admet pour racines:

R
c=1 iﬁ\/(l —2a)2 — e, (3.45)

On note, ici, que si @ > a, avec a, solution de 2a, — 1 = e 2% (q, ~ 0.64) alors les
racines ¢ sont réelles et I’écoulement est stable, ou plutdét marginalement stable. On peut

Par contre, pour 0 < a < a les racines sont complexes avec

_ R [o—aa — (1 — 2
c=1%i_ Je (1 —2a)2. (3.46)
L’écoulement est alors instable car une racine a sa partie imaginaire positive qui correspond a

valeur propre temporelle telle que :

R
wi=5\/e‘4“—(1—2a)2. si0<a<a; w; =0, si a<a,. (3.47)

Le facteur d’amplification normalisé w;/R est tracé sur la figure 3.12. On observe que pour
a Klona:

e — (1 —2a)? = 4a® + o(a®)
et, donc que pour @ < 1 le facteur d’amplification devient w;/R = a ; dans ce cas, on
retrouve le résultat pour la feuille de vorticité de la figure 3.12. Le facteur d’amplification
maximale est obtenu pour a = 0.4 et sa valeur physique est
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RUO U1 - UZ
S~ 0.2 = 0.2
@i 5 26

étant donné que les grandeurs de référence sont Uy = (U; + U,;)/2 et §, ce qui illustre

I’influence de 1’épaisseur de la couche de mélange 2§ sur le taux d’amplification de

I’instabilité.
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FIG. 3.12 — Facteur d’amplification normalisé w;/R pour la couche de mélange.

3.5 Evolution spatio-temporelle d’une perturbation linéaire

Dans la partie précédente les perturbations d’écoulements paralléles ont été¢ déterminées
sous forme de modes normaux dépendant d’un nombre d’onde a réel et le calcul de la
fréquence temporelle complexe w permet de juger de D’instabilité¢ de 1’écoulement. La

perturbation (bidimensionnelle) est cependant solution d’une équation aux dérivées partielles
d d av . .
(§+Ua)u+v5(y)z = —Up (3.48)
Vu=0 (3.49)
pour un écoulement parall¢le, de fluide parfait, avec u = (u,v) le champ de vitesse de la
perturbation. Il est commode d’introduire la vorticité qui dans le cas d’un écoulement

bidimensionnel n’a qu’une composante dans la direction k normale au plan {i, j} et qui s’écrit

w = 0v/dx — du/dy. 1l s’ensuit I’équation pour la perturbation de la vorticité
d d d*u
(E+ Ua>a) —vd—yz(y) =0
Cette derniére équation est obtenue en dérivant la deuxiéme équation de (3.1) par rapport a x
et la premiere par rapport a y en faisant la soustraction (tenant compte de V -u = 0). La

fonction de courant est reliée a la vorticité par A¥Y = —w et tenant compte de v = —0J¥/0x,

on obtient I’équation pour la perturbation de la fonction de courant
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a ) 17
(Z+UZ)AY —U" (N =0, >0y, <y<y, (3.50)

avec les conditions aux bords et une perturbation initiale, a savoir

Y(x,y;,t)=0, i =12 ¥Y(xy0) = f(x7y). (3.51)

3.5.1 Transformée de Fourier et de Laplace
On opere d’abord une transformation de Fourier en x de I’ "equation (3.50) ce qui donne

d 0% _ _ _ R
(a - iaU) <6_yz - a2> P(a,y,t) —U"iaP(a,y,t) =0, ¥(a,y,0) = f(a,y), (3.52)

avec la transformée de Fourier
—~ +m .
Y(a,y,t) = J. Y(x,y,t)e " **dx

et f(a,y) la transformée de Fourier de la condition initiale. Par ¥ (a,y,t) = 0,t < 0, on

opére une transformation de Laplace de (3.52) en temps avec

+ oo
P(a,y,w) = P(a,y,t)e dt, weC
0

et on obtient
2 2

i} _ _ 0 R
(—iw + ial) (a—yz — a2> Y (a,y,w) —U"ia¥P(a,y,w) = <6_yz — a2>f (a,y)

ou €ncore

92 , U'a\m g
(ayz a aU—w) ¥= i(aU-w) (3.53)

~ 62 ~ .. . .
avec J = (ﬁ — a’z) f (a,y) .On remarque ici que I’équation de Rayleigh correspond

a I’équation ci-dessus mais en I’absence du second membre.

3.5.1.1 Fonction de Green
On omet pour I’instant la dépendance par rapport a a,w,U(y) dans (3.53) et on I’écrit
simplement

Lo = h, <y <y, (3.54)

2

.. d
(ici L=W—a2—

all]]—aw) avec les conditions aux bords ¢(y,) = @(y,) =0

Il est commode d’introduire la fonction (distribution) de Dirac 6(y) comme limite de

fonctions f, non nulle, valable seulement dans [I’intervalle ]| —e¢, e[ et telles

que fj: fedy = f_:g fedy =1. On peut alors donner un sens a la représentation suivante.
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h() = [, k()8 ~ y)dy

et si on calcule G (y, y) (cette fonction s’appelle la fonction de Green) telle que

Lc(y,y)=46(y~-%, GOnY) =G0y =0, (3.55)
alors la solution de (3.54) est
o) = [ Gy, D)y (3.56)

Donnons brievement les différentes étapes du calcul de la fonction de Green. Si on impose la
continuité de G(y,y) eny et en intégrant formellement (3.55) dans I’intervalle |y — &,y +
e[ en faisant tendre & — 0, on établit la relation de saut liée a la continuité de la fonction de
Green G :

G~ =1
avec Y4 respectivement la limite a droite et la limite a gauche en y. Nous sommes alors en

mesure de déterminer la fonction de Green. En effet, il existe u,(y) t.q.Lu; = 0 avec
u (y1) = Oetuy(y) t.q.Lu, = 0 avec u,(y,) = 0 et on cherche la fonction de Green

sous la forme

< _
0= T5r < @57
La continuité¢ et la relation de saut permettent de déterminer cq,c,, comme solution du
systéme
(¥ )-cua () =0
—qui(y) +cu(y) =1
On note

D) =ui (¥ )uz(¥) —u (7 )us (¥) (3.58)

le déterminant du systéme et la fonction de Green peut s’écrire

_ oy y
G(y, y) — .9

D(¥)
avec
_ u, (Muy (y), y1<y<y
0(y,7) = { 2t £
.7 u; (MNu,(y), y<y<y,

Etude de I’écoulement de Couette plan
Il s’agit d’un écoulement paralléle entre deux parois situées a y = hety = —h

respectivement, la paroi supérieure étant en translation uniforme de vitesse V et la paroi
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inférieure en translation de vitesse —V. Si I’on adimensionné par h et V, il est facile de voir

que I’écoulement de base est donné par le profil de vitesse
Uy) =y, —-1=<y<1l
vi W

h

FIG. 3.13 — Géométrie de 1’écoulement de Couette plan.
L’opérateur L prend ici la forme

_ 0 2

et par conséquent
u, = sinh((x(y + 1)), u, = sinh(a(y — 1)) et D(a) = sinh(2a),
La fonction de Green est dans ce cas

(sinh(a(y + 1)) sinh(a(y — 1))

. ) 1=sy<y
. asinh(2a)
Oy = { sinh(a(y — 1)) sinh(a(y + 1)) - (3:59)
asinh(2a) ’ ysy<l

Revenons maintenant a 1’équation (3.53) et tenant compte de la dépendance par rapport a
a,w et U(y), on peut écrire

2 (e, w,y,)3 (,y)
iD (@, 0)(@U) —w) >

P(a,y,w) = f (3.60)

Y1

La théorie des équations différentielles montre qu’étant donné que L ne contient pas de
dérivée premicre par rapport a y, le déterminant (3.58) (appelé aussi Wronskien) ne dépend

en fait, de y mais uniquement de « et w.
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3.5.2 Spectre continu et spectre discret

Il convient de faire, ici, quelques rappels quant a la transformation de Laplace d’une
fonction f (t) : si I’on note w = w, + ia alors la transformation de Laplace f(w) de f (t)
n’est rien d’autre que la transformée de Fourier en temps de la fonction nulle pour t < 0 et
égale a f (t)e™* pour t >0 car f(w) = f0+°°(f (t)e *)el@rt dt et par la formule de la
transformée de Fourier inverse

f@)e =517 feertda,

et par conséquent

f( ) _ _f+°°f —l(wr+1a)tdw — _f

La—oo

la+o —iwtdw

Dong, la transformation inverse de Laplace de (3.13) donne

R Va2 la+oo¢(a w, y’y)g (a y)e iwt B
P (a,y,t) _E f D@ ) (@lU() — ) dy dw. (3.61)

L’intégrant est une fonction de la variable complexe w et elle a des pdles lorsque le

dénominateur s’annule. Les valeurs w = aU(y) sont des pdles sur 1’axe réel directement en
relation avec le profil de vitesse U(y). On désigne ces fréquences réelles comme le spectre
continu qui n’induit cependant pas une amplification temporelle de la solution. Pour
I’écoulement de Couette plan par exemple seul ce spectre continu apparait avec w = ay,
—1 < y < 1, car dans ce cas D(a) ne dépend pas de w. Pour 1’écoulement de Couette plan

on peut donc écrire, par le théoréme des résidus,
Y2

P@y,0 = [ 609§ @pe 7 dy (3.62)
Y1

avec la fonction de Green G (y, ¥) donnée par (3.59). Cette perturbation est purement
oscillatoire en temps et ne s’amplifie pas : I’écoulement de Couette est ainsi stable en fluide
parfait.
Dans le cas général, ce sont les fréquences w telles que

D(w,a) =0 (3.63)
qui peuvent donner lieu a une instabilité. La relation ci dessus est appelée la relation de
dispersion : pour ces valeurs la construction par la fonction de Green tombe en défaut. Mais
cela signifie que 1’équation (3.53) sans second membre posséde une solution non nulle ce
qui, d’apres la théorie des problémes aux valeurs propres dans des équations différentielles,
n’est possible que pour des valeurs discretes de wj(a) telles que D(w;(a), a) = 0. Ces

valeurs sont précisément déterminées en résolvant 1’équation de Rayleigh. En plagant le
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contour d’intégration le long de i au-dessus de toutes les parties imaginaires de tous les

poles w; (voir figure 3.13), on trouve par le théoréme des résidus (on €carte la contribution du

spectre continu qui ne donne pas lieu a une amplification)

—Lm ()t

q)(a’;y»t) Z] aD( e )) h(y'a!wj(a))

avece

_ (2 0(awi(@),y,7)d (@F)
h(y, a, w,(a)) = fyl (aU(y) —wj(a)) dy.

On note w;(a) = wj(a) + iwj;(a) et

FIG. 3.14 — Transformation de Laplace inverse : intégration dans le plan complexe.

W, e = Max{w;,(a), pour tout aeR R et tout indice j}.

Si w,

Lmax

3.5.3 Instabilité convective et absolue

La transformation de Fourier inverse donne la perturbation

o h(yawj(@)) _
POyt = = Loy e da

et elle est donc une somme de termes de la forme

f (0(, y)ei(ax—w(a)t) da.
Fa

> 0 alors I’écoulement est instable et il est stable si cette valeur est négative.

Dans cette intégrale F, est I’axe de réels : cependant on peut déformer F, afin de chercher le

comportement asymptotique pour t — oo de I’intégrale ci-dessus dans un repere x

L’intégrale devient alors :
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I®) =] f(ay)e?D da. avec p(a) = av — w(a) (3.67)
Fa

On peut alors montrer (par la méthode dite du col, cf. Bender & Orszag “Advanced
mathematical methods for scientists and engineers”, Mac Graw Hill) que le comportement

asymptotique de cette intégrale pour t — oo est donné par

2 e
1O~ f @)l e (3.68)

avec a, € C tel que Z—Z(cxo) =0, (3.69)
[ d
d'ou v= ﬁ (ay),
ou encore
dw; dw;
%(ao) =0 et %(ao) = v. (3.70)

On note w, = w(ay) et I’amplification est alors donnée par

Yo = —pi =~V + Wy, (3.71)
L’amplification maximale est obtenue lorsqu’on a :
_% -y Owy,; ~0 ot _ ap; _ 0wy,
oa; oa; da, Oda,

En supposons que w(a) est une fonction analytique ; on aura dw,, ;/ da;= dw,, ,/ 0, et on en

déduit que I’amplification maximale est donnée par

0wy, 0wy ;

=0 (3.72)

)

da, Jda,
On peut en déduire qu’il suffit de chercher 1’amplification maximale pour

a, = a € Ret g, esttel que

dw dwij
Vg = d_ar (Xmax)s d_o_,L (amax) =0,

avec Uy la vitesse de groupe (qu’on supposera positive, ce qui sera toujours le cas pour des
¢coulements de base évoluant de la gauche vers la droite). C’est la raie x = V4t (en supposant

une perturbation initiale concentrée a 1’originex = 0; le long de laquelle s’opére
I’amplification maximale de la perturbation. Le nombre d’onde étant réel pour la direction
d’amplification maximale, il semble alors naturel de transformer le facteur d’amplification

temporel wg en un facteur d’amplification spatiale a partir de w; /v, . 11 s’agit 1a de la célebre

transformation de Gaster qui est justifiée pour v; # 0 qui est variable pour des faibles
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instabilités. Cependant la perturbation peut croitre le long d’autres directions x = vt de sorte

e . . d
que pour satisfaire alors la condition /da = 0, il faut chercher ¢ € C tel que ﬁ = v. Pour

v = 0 ,on obtient donc :
d
i (ap) =0 et on note w, = w(Ap) (3.73)

La fréquence complexe w, est appelée la fréquence absolue et si w,; > 0 alors la direction
x = 0 est instable. On parle alors d’une instabilité absolue : la perturbation croit dans ce cas
pour tout temps t > 0 1a ou elle est injectée (ici en x = 0). Par contre, si wy; < 0 alors la
perturbation est convectée. Si on se place en x > 0, alors on voit apparaitre la perturbation a
partir d’un temps t; et disparaitre a partir de t,.On parle alors d’une instabilité convective. Le
facteur d’amplification le long de x = vt est donné par (3.71) qui permet d’établir :

v_. = min{v pour y,= 0}, v, = max{v pour y,= 0} (3.74)
I’écoulement devient convectivement instable si v_ > 0 tandis que nous sommes en présence

d’une instabilité absolue si v_ < 0. Ces comportements sont illustrés sur la figure 3.14.

Etude de I’instabilité de couche de mélange
On reprend le modele de la couche de mélange de la figure 3.11 avec le profil donné par

les équations (3.37). Par (3.45) la relation de dispersion fournit la solution suivante :

R
w(@) = a iiE\/e“‘“—(l —2a)?. (3.75)

Uy -U
avec =12
Uy +U,
Par conséquent, on peut en déduire la dérivée ci-apres :
dw 1 —2a-—e*

—=1 =1
da Je ™ — (1 - 2a)?

(3.76)
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FIG. 3.14 — Diagramme de stabilité illustrant le comportement de 1’instabilité absolue (haut) et

de I’instabilité convective (bas).

Pour a € R,on obtient I’amplification maximale pour 1 — 2d,q, — e **max = 0 ce qui

donne @pay = 0.4 avec W;max ~ R 0.2 la vitesse de groupe v, = 1 (cf. figure 3.12). Ensuite,

on fait varier v et pour v = 0, on obtient la fréquence absolue pour ¢, tel que

d
ﬁ(ao) —0. (3.77)

D’une maniere générale, on peut résoudre la relation de dispersion pour a € C et la
condition (3.77) doit se traduire par une singularité dans le plan (w,, w;) .Si cette singularité
apparait pour une partie imaginaire wq; > 0 alors I’écoulement est absolument instable. On
peut ici procéder comme suit : on commence avec a = a, réel et ensuite on calcule les
fréquences pour des parties imaginaires «; < 0 successives décroissantes en faisant varier la
partie réelle, jusqu’a ce qu’une singularité apparaisse. Le résultat pour la couche de mélange
est donné en figure 3.15. On voit que pour R = 1.1 la singularité apparait dans le demi-plan
instable et I’écoulement est donc absolument instable, tandis qu’il est convectivement instable
pour R = 0.9. En effet, I’instabilité absolue apparait pour R > 1 ce qui implique que U, < 0.
C’est la présence de cette vitesse opposée dans la direction des x décroissants qui fait que la

perturbation n’est plus seulement convectée.
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FIG. 3.15 — Courbes w () pour des parties imaginaires a; décroissantes avec 1’apparition du

“cusp’ pour le modéle de la couche de mélange.

FIG. 3.16 —Profil de vitesse relatif a une couche de mélange absolument instable.
3.5.3.1 Instabilité spatiale
Si I’écoulement est convectivement instable, alors les perturbations se propagent dans des
directions x = vt (en supposant qu’elles se situent en x = 0 pour t = 0). Il n’y alors aucune
raison de considérer le probléme de stabilité temporelle. Reprenons la transformée de Fourier

et de Laplace (3.60) de la perturbation et considérons maintenant a la foisw € Ceta € C. La

relation de dispersion

D(a,w) = 0
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permet toujours de trouver w(a) car dD/dw # 0 en (a,w). Par le théoréeme des fonctions

implicites, « est fonction de w a partir de la relation de dispersion si dD/da # 0. Quand

cette derniere relation tombe-t-elle en défaut ? L’équation
aD N aD dw 0

. .0 . a2 : . .
Indique que s1£ # 0), c.-a-d. si I’écoulement est convectivement instable d’apres la

discussion qui précede, alors on pourra déterminer a(w). Dans des problémes d’instabilités
hydrodynamiques il y a des dérivées d’ordres supérieurs en x et il est donc clair qu’il y a
plusieurs branches solutions de a(w) = 0. Il ne s’agit pas ici de faire un exposé parfaitement
rigoureux de la théorie spatio-temporelle mais on peut se convaincre que pour w = w, + ia
avec a > W;mqy (cf. figure 3.14), alors il y a une branche a, (w) avec a; > 0 : en effet,
pour ces valeurs de w avec une partie imaginaire au-dessus du facteur d’amplification
maximale il ne peut pas y avoir « € R solution de la relation de dispersion.

Sans trop entrer dans des détails techniques et sans vouloir justifier tout a fait
rigoureusement 1’approche, la théorie spatiale peut étre mise en ceuvre comme suit.
Supposons que 1’on cherche une perturbation censée croitre dans la direction x > 0, alors
dans la transformation de Fourier (en supposant la perturbation ¥ = 0 pour x < 0) on
pourra considérer des nombres d’onde a € C et permutant en quelque sorte les roles de

w et a, on pourra écrire par analogie avec (3.65)

lll(x' y, t) = — Z} fLw }'I;’([:);’(a"'—(a))'w)) e—i(a+(w)x—wt)dw (378)

3 (@4 (@)w)

avec L, le contour d’intégration dans le plan des fréquences approprié, parall¢le a I’axe des x

et paramétrés par ia le point d’intersection avec I’axe imaginaire.
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FIG. 3.16 — Courbes a, (w) paramétrées par a avec w = w, + ia,—10 < w, < 10.

Pour a > w;mqx ;on obtient a;(w) dans le demi-plan des parties imaginaires positives.
Abaissant a la branche a,(w) touche d’abord I’axe des réels pour a = w;mqx €t en
descendant jusqu’a l’axe réel a = 0 on obtient des parties imaginaires «a;(w) < 0
pour € R. Mais par I’exposant e'*+(®)%) c¢’est précisément la partie imaginaire négative

qui traduit I’instabilité spatiale pour x > 0.

3.6 Instabilité visqueuse d’écoulements cisaillés

On peut écrire le systeme (3.3), (3.4) en termes de la vorticité w = rotu

aw+ 74 74 —1A 3.79
T (u Jw—(w )u—Re w. (3.79)

En effet, il suffit d’écrire
w"u = rotuAu+%|7||u||2
et d’appliquer I’opérateur rotationnel a(3.3), utilisant I’identité vectorielle
rot (ANB) = (B- V)A+ AdivB— (A- V) B— BdivA
ainsi que
rot (rotA) = V(divA) — AA
et en tenant compte que u et w sont a divergence nulle. A nouveau, si I’on considére un
écoulement de base parallele
= (U(y),0,0), etdonc Q(y) = -U'()k
et en linéarisant (notant la perturbation de la vorticité encore w) 1’équation pour la

perturbation devient

—+ U——vU”k+ U’——nU’l = —Aw (3.80)
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avec 1 la composante suivant j de la vorticité

On applique a nouveau le rotationnel a 1’équation (3.80) en tenant compte des identités

vectorielles
rot(aA) =arotA+Va ANA
et
rot(Aw) = —rot(rot(rotw)) = A(rotw) = —A*u
on trouve
0

A UaA +U’aw+1A2
T Y g T Y G, TR Y

Jw u
=V(U)YANiI+V@U") ANk — V(U)AE_V(U,)AE (3.81)

En observant que le produit scalaire avec j des deux derniers termes de (3.81) est nul et que

WoUHAD.j=U"Z, WU Ak).j=-U"2
0z o0x
la composante suivant y de (3.81) devient
a ] nov 1,5
(Z+Us)av-U"Z -~ a2 =0 (3.82)

3.6.1 Equation d’Orr-Sommerfeld et de Squire
On observe que 1’équation (3.82) ne fait intervenir que la composante v suivant la

direction j du champ de vitesse et cherchant la solution pour 1’écoulement parallele sous

forme de modes normaux v = pel(@x+fz-wt)
on obtient
(—iw + ial) (dyz - k2> U —iaU"V — R_e<dy2 - k2> v =0 k*’=a*+p> (3.83)

qui est la célebre équation d’Orr-Sommerfeld. Ne retenant que 1’équation suivant y du
systéme (3.80) et &crivant n = fel(@x+hz-wt)

on obtient / 'équation de Squire, a savoir

. ) A1
(—iw + iaU)n — -

a? R ol

(dyz —k?) 1 = —ipU'D (3.84)
11 suffit de résoudre (3.83) et (3.84) pour obtenir le champ de vitesse de la perturbation.

En effet, n = du/0z — dw/dx avec u et w les composantes du champ de vitesse suivant

x et z respectivement, et en écrivant ces composantes du champ de vitesse sous forme de

modes normaux on, on obtient
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A = ipa — iaw

Ajoutant 1’équation d’incompressibilité

.~ dD
i — —_=
ati —ifw + a 0
on déduit
e a0 oh
q= lags ipn W= l,de ian
at+pB? 4 az+p?

Il est donc possible de ne considérer que les deux équations aux dérivées partielles (3.83) et
(3.84) pour obtenir des résultats de stabilité au lieu de quatre équations si on utilisait les
variables primitives (u, v, w) et p. Ces équations sont a résoudre pour y; < y < y, etil faut
ajouter les conditions aux bords, résultant des conditions d’adhérence a des parois ou de

décroissance des perturbations a /’infini,

v
ﬁ(yi) = @(yi) = ﬁ(yi) =0, i =12 (3'85)

La composante normale de la perturbation de vitesse ¥ intervient dans I’équation de
Squire (3.84) comme un terme source. Supposons que la résolution de 1’équation d’Orr-
Sommerfeld (3.83) donne lieu a une fréquence complexe w avec w; > 0, c.-a-d.
I’écoulement de base est instable. Si w n’est pas valeur propre de I’équation de Squire (ce qui
signifie que (3.84) a la solution identiquement égale a zéro en I’absence du second membre),
alors connaissant ¥, la solution 7} peut étre déterminée par (3.84).

Or, on montre que si w est valeur propre de I’équation de Squire, alors w < 0. En effet,

multipliant (3.84) (sans second membre) par 7j et intégrant donne
1
i(al - w)f jiltdy = (|— 4 KAL) dy
La partie réelle du membre a gauche doit étre negative, a savoir
Y,
o [ Iirdy < 0
Y,
et donc w, < 0.
Par conséquent, la résolution de (3.83) renseigne sur I’instabilité de 1’écoulement. On peut
multiplier (3.83) par k/a alors

d? 1/ d 2
(—i& + ikU) < iy ) ku’“——( 3 k2> =0, (3.86)
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~ Kk ~ . . . N . ,
avec w = —w et Re = %Re. Or, I’équation (3.86) est équivalente a I’équation d’Orr-

Sommerfeld pour des perturbations bidimensionnelles de nombre d’onde & = k = \/a? + B2
On peut donc énoncer le théoréme de Squire pour les écoulements paralleles visqueux :
pour toute perturbation instable tridimensionnelle de fréquence complexe w, aux nombres

d’onde a,B(aveca > 0) et nombre de Reynolds Re, il existe une perturbation
. g . ~ ~ k = o4
b 2 2 A e = =
bidimensionnelle avec le nombre d’onde & = /a? + 2 de fréquence ® = —wet Re = ” Re.

Or, &5; > w; et Re < Re et on en déduit qu’a toute perturbation tridimensionnelle instable
correspond une perturbation bidimensionnelle plus instable a un nombre de Reynolds plus
faible.

Ce résultat justifie notamment de chercher le nombre de Reynolds Re. critique,
en-dessous duquel toute perturbation linéaire est stable mais au-dessus duquel il y des
perturbations linéairement instable, pour des perturbations bidimensionnelles. Pour la couche
limite de plaque plane, la courbe de stabilité linéaire est donnée par la figure 3.8. Bien sir, en
pratique 1’équation d’Orr-Sommerfeld doit étre résolue numériquement, en approchant les
opérateurs de dérivées (par rapport a y) par des opérateurs discrets, c.-a-d. des matrices. On
transforme ainsi le systéme en un probléme matriciel de valeurs propres généralisées. Pour le
profil de couche limite dans la variable de similitude discuté a la partie 3.4 le nombre de
Reynolds dans 1’équation (3.83) sera le nombre de Reynolds dit local formé avec 1’"epaisseur
de déplacement. L’instabilité apparait alors pour Re = 520 et a, = 0.3. Pour ces parametres,
la figure 3.17 montre le spectre que 1’on obtient en résolvant numériquement 1’équation
d’Orr-Sommerfeld. La vitesse de phase complexe ¢ = w/a est représentée et on observe 4
valeurs propres discretes, dont une a la limite de I’instabilité avec c¢; = 0, mais aussi une
famille de valeurs propres avec ¢, proche de 1 : c’est la trace d’un spectre continu stable.
Nous avons mis en évidence 1’existence d’un tel spectre pour I’équation de Rayleigh et il est
associ¢ a ¢ t.q. ¢ = U(y). Ici ce spectre est bien sir modifié par la présence de la viscosité
mais on retrouve néanmoins des valeurs ¢ = 1 proche de ’axe des réel, ce qui correspond au
profil constant pour y > 1 loin de la paroi. Sur la figure 3.18 le mode propre associé a la

valeur propre neutre (avec ¢ , = 0.4) est représenté, par sa partie réelle et imaginaire.
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FIG. 3.17 — Spectre temporel de Blasius, a Re = 520 et a = 0.3.
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FIG. 3.18 — Profil du mode ¥ associé au mode neutre avec ¢, = 0.4 de la figure 3.17

(courbe continue partie réelle, courbe hachurée partie imaginaire).

3.6.2 Non normalité et croissance transitoire

La stabilité¢ comme prédite par I’analyse par modes normaux est un résultat asymptotique,
dans le sens que toute perturbation infinitésimale tend vers zéro lorsquet — oo. Dans des
couches cisaillées cependant des phénomenes de croissance transitoire ont une grande
importance pour la transition de ces écoulements vers la turbulence. En effet, en présence
d’un comportement sous-critique la croissance en temps court d’une perturbation peut faire de
sorte que la dynamique s’¢loigne de 1’état de base et des non linéarités peuvent conduire a la

transition pour lesquelles le scénario s’appuyant sur la linéarisation des équations est en
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quelque sorte court-circuité. Ces phénomenes appelés en anglais by-pass transition ont fait
I’objet de nombreuses études.
3.7. Classification des transitions laminaire-turbulent

3.7.1.Transition by-pass

Pour des perturbations extérieures d’intensité supérieure a 1%, la croissance des modes
TS peut étre court-circuitée. On parle alors de transition by-pass, d’apres 1’expression
introduite pour la premiere fois par Morkovin en 1969 [64]. Ainsi, selon le taux de turbulence
extérieure, la transition peut avoir lieu pour un nombre de Reynolds inferieur au nombre de
Reynolds critique prévu par la théorie de stabilité linéaire. On observe alors, dans le cas d’une
transition by-pass, la présence de tourbillons longitudinaux quasi-stationnaires et alternés dans
la direction transversale. Ces tourbillons soulévent alternativement du fluide a faible vitesse
provenant de la zone proche de la paroi et ramenent du fluide a forte vitesse de la couche
externe vers la paroi. Ce mécanisme d’advection appelé ’effet lift-up’’ conduit a la formation
de «streaks », i.e. des structures longitudinales alternant dans la direction transversale de
zones a faible vitesse et de zones de forte vitesse.

La transition by-pass est diie a la croissance transitoire des perturbations. En effet,
certains modes peuvent suivre une phase transitoire de croissance algébrique, avant d’étre
amortis. Ainsi ces perturbations, bien que stables, peuvent si elles atteignent une certaine
amplitude, provoquer des instabilités secondaires qui conduisent finalement a la transition.
L’existence de ces perturbations a croissance transitoire est liée a la non-normalité de
I’operateur de Navier-Stokes linéarisé [20, 65]. Cette propriété fondamentale a conduit a
I’étude des perturbations optimales qui consiste a rechercher les perturbations qui donnent la
plus forte croissance transitoire.Apres, les travaux d’Andersson et al [66] et de Luchini [67]
ont montré qu’une paire de tourbillons longitudinaux contra-rotatifs correspond une forme de
perturbation optimale pour la croissance des streaks. De plus, non seulement ce mécanisme de
transition est bien indépendant une different de la croissance des ondes TS, mais Brandt et al
[65] ont montré que des streaks d’amplitude finie mais assez suffisante peuvent stabiliser les
ondes TS [19].

Lorsqu’ils atteignent une amplitude ces streaks deviennent eux-mémes instables.
Andersson et al. [66] ont notamment étudié ces instabilités secondaires par une analyse de
Floquet. Le processus de transition par déstabilisation des streaks a été analysé

numériquement par Brandt & Henningson [65] (voir figure 3.7).
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Figure 3.7. —Simulation de la transition vers la turbulence initiée par la déstabilisation de

streaks, d’apres Brandt et Henningson [65]

Notons que les phénoménes qui apparaissent dans ce scénario de transition sont
différents des structures cohérentes d’une couche limite turbulente que I’on nomme également
streaks.

Ces derniers se traduisent aussi par des allées tourbillonnaires alternées de zones de faible
et de forte vitesse. Cependant les échelles de longueur et de temps caractéristiques des streaks
turbulents sont différentes de celles d’une couche limite laminaire. D’apres les calculs de
Brandt &Henningson [65], il semble que les streaks turbulents ne résultent pas d’une

évolution continue des streaks transitionnels.

3.7.2.Transition oblique

La transition oblique est un autre scénario de transition ou la croissance transitoire de
perturbations joue un role important. Ce processus de transition se divise en trois
étapes successives:

D’abord, I’interaction non-linéaire d’une paire de modes obliques de méme angle, mais de
signe oppos¢, donne naissance a des paires de tourbillons longitudinaux contrarotatifs. Puis,
ce systéme de tourbillons conduit, par un phénoméene d’ascension par advection au voisinage
de la paroi (effet lift-up), a la formation de streaks. Enfin, des mécanismes d’instabilité
secondaire de ces streaks amorcent la transition.

Ce type de transition a été étudié en détail par Schmid & Henningson[68]. IIs ont simulé
numériquement la transition initiée par la croissance temporelle d’une paire d’ondes oblique.
Leurs résultats ont notamment montré que, pour une méme énergie initiale des perturbations,
ce scénario conduit plus rapidement a la transition de type K ou H. La transition oblique a

également fait I’objet d’études expérimentales comme celle de King & Breuer [69].

75



]

3.7.3. Transition par modes de Goertler

En présence de parois concaves ou de courbures de lignes de courant, on observe la
croissance de paires de tourbillons longitudinaux contrarotatifs, appelés onde stationnaires ou
tourbillons de Goertler [70] représentés sur la figure(3.8). Ce sont des ondes périodiques et

dont le vecteur d’onde est perpendiculaire a la direction principale de I’écoulement.

Turbulence ou cellule de Géertler

& Couche limite

Figure(3.8) Schéma de propagation longitudinale de I’instabilitéde type Goertler sur une

paroi concave (d’apres Goertler [70]).

Tout comme les ondes de TS ou KH, ces tourbillons correspondent & un mode normal de
I’écoulement de base. Celui-ci ne résulte ni d’'un mécanisme infléxionnel, ni d’un mécanisme
visqueux, mais est di a des effets centrifuges. Bien que la structure de ce mode soit fort
semblable a celle des tourbillons longitudinaux observés précédemment pour la transition
oblique, les tourbillons de Goertler se différencient de ces derniers par le mécanisme de leur
formation.

Néanmoins, comme le font remarquer Brandt & Henningson [65], le mécanisme
d’instabilité secondaire des tourbillons de Goertler est assez analogue a celui de la transition
oblique décrit précédemment. Les tourbillons de Goertler conduisent également par effet
lift-up a la croissance  de streaks qui se déstabilisent et provoquent la transition vers la

turbulence.

3.8 Synthése des processus de transition : chemin de bifurcation

Ainsi, la connaissance des différents phénomeénes d’amplification apparait comme 1’une
des clés essentielles dans ’analyse de la transition et sa prévision. Reshotko [71] propose le
schéma (3.9) pour présenter les différentes routes possibles ou chemin de bifurcation menant

du régime laminaire au régime turbulent. La fleche indique le sens croissant de I’amplitude
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des perturbations extérieures. Au cours de 1’étape de réceptivité, les perturbations extérieures

vont étre "digérées", puis, filtrées par la couche limite pour générer au sein de celle-ci de
nouvelles instabilités. En fonction des propriétés liées aux perturbations extérieures, le
processus de transition peut alors emprunter plusieurs chemins de bifurcations pour évoluer

vers la turbulence

1) Chemin A: Cette route A correspond au mécanisme classique de transition par
amplification du mode de Tollmien- Schlichting, ou par des ondes dites "crossflow" pour
les couches limites tridimensionnelles comme c’est le cas, par exemple, pour des ailes en
fleche. Une autre instabilité pour ce type de scénario est le mécanisme de transition par
instabilité¢ de type Goertler induite par les surfaces concaves. Pour ce type de mécanisme,
I’instabilité est de type modal, il s’agit d’étudier I’évolution du mode le moins stable, lui
seul étant responsable de la stabilit¢ de la couche limite et du déclenchement de la
transition. En général, ce chemin de bifurcation correspond a un processus de transition
caractérisé par de perturbation infinitésimal de faible amplitude se produisant dans des

configurations de dimension infinie.

Forcing Environmental Disturbances

sarripad it eeede ’

Receptivity

Tra nsie!t Carowvwii
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Pri s l e BEBypass

Secondary Mechanisms

Breakdown

Turbulence

Figure (3.9) Chemins de bifurcations : Différents scénarios possibles de transitions menant a
la turbulence .La fleche horizontale indique des perturbations extérieures croissantes en
amplitude. La fleche verticale indique le processus de transition choisi vers la turbulence.

d’aprés M.V.Morkovin[71].
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2)

3)

4)

5)

6)

Chemin B : Lorsque I’amplitude des perturbations extérieures augmente, le phénomene de
croissance transitoire (multi-modal) commence a apparaitre. Pour le scénario B,
I’amplitude des perturbations extérieures reste relativement faible de telle sorte que les
phénomenes d’amplification modale et de croissance transitoire cohabitent. Kosorygin et
Polyakov [72] ont noté que pour des taux de turbulence extérieure compris
entre :0.1% < Tu < 0.7% les ondes TS et les modes de Klebanoff étaient tous deux
présents dans la zone laminaire et que la transition était déterminée par I’interaction entre
ces deux types d’instabilités.

Chemin C: Le taux de turbulence est assez conséquent pour que le phénomene de
croissance transitoire masque totalement I’instabilit¢ modale :ce cas correspond a
Tu> 0.7% dans les expériences de Kosorygin et Polyakov [71]. La théorie des
perturbations optimales montre que les perturbations initiales, correspondant a des
tourbillons longitudinaux, entrainent la formation stries dans la couche limite. Ces stries
peuvent étre amplifiées transitoirement de fagon importante.

Chemin D : Ce processus est régit par une transition dite algébrique qui est pleinement
pilotée par I’amplification dans la couche limite des modes de Klebanoff : ce scénario
intervient, par exemple, lorsque la couche limite est soumise a des taux de turbulence
extérieure ¢levés

distinction entre les scénarios C et D est délicate. Dans les deux cas, la turbulence
extérieure pénetre la couche limite au niveau du bord d’attaque et entraine la formation de
stries. Dans le cas C, les stries croissent suffisamment lentement pour que la couche limite
effectue un filtrage des hautes fréquences de la turbulence extérieure. Ainsi, quand la strie
atteint une amplitude critique de transition, les hautes fréquences ont disparu et la
transition est déclenchée par une instabilité secondaire intrinséque a la propagation du
mode de Klebanoff. Pour le scénario D, les stries atteignent I’amplitude critique de
transition dans une région proche du bord d’attaque avant que le filtrage des hautes
fréquences de la turbulence extérieure (par la couche limite) ait pu avoir lieu : ces hautes
fréquences interagissent alors avec le mode de Klebanoff pour précipiter on accélérer le
processus de transition .

Chemin E : Il représente des cas de couches limites qui possedent un environnement tres
perturbé. Le forcage de la couche limite par les perturbations extérieures est tel qu’il n’y a

plus de régime linéaire dans la couche limite. Pour de tels cas, la notion méme de région
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laminaire et donc de transition est discutable : la couche limite apparait comme étant

pleinement turbulente deés le début de sa formation.

Dans ces conditions, étant donné le chemin choisi, Comment expliquer le mécanisme qui
est a I’origine de 1’apparition de I’instabilité correspondante ?
3.9 Explication du processus de stabilisation par les stries.
3.9.1 Explication physique: I’effet “lift up ”

La premiere analyse multimodale a été réalisée dans le cadre d’un écoulement non
visqueux. En 1975, Ellingsen et Palm [73] ont montré qu’en introduisant une perturbation
purement transversale dans un écoulement cisaillé, des fluctuations de vitesse longitudinale
apparaissaient et pouvaient croitre linéairement donnant ainsi naissance a des structures de
haute et basse vitesse alternées dans la direction transverse de 1I’écoulement. Ce mécanisme de
croissance a ¢té¢ baptisé "Effet Lift-up" par Landahl [74] (1980). I est illustré sur la
figure (3.10) :

= ) e - —
./Slne basse vitesse { | Strie haute vitesse )

"

Elevation du vortex lift-up

Base

Figure 3.10— Effet "Lift-up" : Interaction d’un tourbillon an vortex par effet de cisaillement

de la couche limite.

un tourbillon longitudinal, en interagissant avec le cisaillement de I’écoulement de base,
remonte les particules de faible vitesse vers la frontiére de la couche limite et abaisse les
particules de vitesse €levée vers la paroi, conduisant a la formation de stries haute et basse
vitesse, également appelées modes de Klebanoff [40]. Si 1’énergie de ces instabilités est
suffisamment amplifiée la transition est déclenchée : on parlera dans ce cas de transition By-
pass, terme introduit par Morkovin (1969) [75], signifiant Littéralement que la transition dite

naturelle induite par les ondes TS, est court-circuitée.
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3.9.2 Explication mathématique : non-normalité de I’operateur

L’origine des écarts entre théorie et expérience a d’abord été recherchée dans les termes
non linéaires des équations de Navier-Stokes. Néanmoins, dans I’équation de 1’énergie de
Reynolds- Orr, les termes non linéaires ne font que redistribuer 1’énergie entre les modes
(Henningson [76]). Ceci semble indiquer qu’il existe un mécanisme de croissance linéaire des
perturbations conduisant a réétudier la théorie de stabilité modale. Comme 1’ont démontré
Trefethen [77] ainsi que Schmid et Henningson [68], ce processus d’amplification linéaire,
appelé croissance transitoire ou croissance algébrique, est attribué a la non-normalité des
opérateurs. L’énergie des perturbations n’est plus égale a la somme des énergies de chaque
mode : la non orthogonalité des fonctions propres autorise des interactions constructives entre
plusieurs modes entrainant une augmentation significative de 1’énergie des perturbations. Ce
phénomene est illustré de facon trés schématique par la figure (3.11) : on considére deux
modes propres @;et @, tous deux strictement décroissants, dans le sens des abscisses
croissantes (ou pour des temps croissants), tels que @; et @, diminuent respectivement de 50%
et 20% a chaque pas.

On considere également le vecteur C = @, — @;. Méme si les deux modes considérés ici
sont purement décroissants, leur interaction C est amplifiée de fagcon transitoire avant de
tendre vers @,. On parlera donc de croissance transitoire lorsque des perturbations qui sont
individuellement amorties exponentiellement selon la théorie modale générent, lorsqu’elles
sont sommeées, une perturbation non-modale qui, elle, croit algébriquement, avant d’étre
amortie lorsque le comportement exponentiel reprend le dessus aux distances longues (ou aux

temps longs si I’on s’intéresse a la stabilité temporelle de 1’écoulement).
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Figure 3.11 — Exemple de croissance transitoire : interaction entre deux modes non normaux
@, qui décroit de 50% et @,qui décroit de 20%. Le vecteur C est formé de la différence

C=0,-0;. Cetexemple est issu de la revue de Schmid sur les stabilitées non-modal [40].
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Conclusion

Comme nous ’avons vu , la transition est un enchainement complexe de mécanismes de
réceptivité et d’instabilité, et que les perturbations initiales dans les écoulements cisailles et
peut étre déclenchée par une inhomogénéité instationnaire harmonique a la paroi
(soufflage/aspiration, vibration) ou a l’intérieur méme de la couche limite (ruban vibrant,
force électromagnétique) sous la forme de tourbillons longitudinaux qui peuvent interagir
avec I’écoulement de basse vitesse, Ce mécanisme, dit de lift-up peut donner lieu a la
croissance de petites perturbations qui a leur tour peuvent mener 1’écoulement vers le régime
chaotique pour des nombres de Reynolds bien en dessous du Reynolds critique pour
I’instabilité¢ de Tollmien-Schlichting. Alors dans ces conditions de travail que 1’on se place
pour réaliser la prédiction de 1’écoulement instable dans une cavité rectangulaire de type

Poiseuille.
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Chapitre 4 Formulation du probleme de I’instabilité de striation

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, On définit le probléme ainsi que la configuration de I’écoulement
associé¢ au systeme de coordonnées choisi. On introduit ensuite les équations régissant le
comportement du fluide conducteur de 1’électricité. Ces €quations sont fondées selon les lois
physiques de conservation de masse (continuité), de quantité¢ de mouvement (Navier-Stokes)
et I’écoulement est soumis a I’influence d'un champ magnétique qui développe une force de
Lorentz agissant sur le métal liquide lequel obéit aux équations de Maxwell, satisfaisant
les conditions initiales et aux limites.
4.2 Définition du probléme

Le concept de couverture liquide envisagée pour refroidir les réacteurs a fusion
thermonucléaire est basés sur I'utilisation de I’alliage Pb-17Li. L’écoulement du métal
liquide peut étre affecté par la présence d’un champ magnétique intense afin de confiner le
plasma. L’action du champ magnétique sur les caractéristiques de I’écoulement en conduite

mérite d’étre précisée au niveau des champs moyen et perturbé.

4.3. Géométrie du probleme

Le systeme physique considéré (Figure.4.1) consiste en une canal de section rectangulaire
de hauteur 2a = 10mm et largeur 2d = 27mm, et longueur L = 31,5mm. Un métal liquide
Pb17Li est caractérisé¢ par un faible nombre de Prandtl, il est électriquement conducteur de
conductivité o = 0,9 10°Q " 'm™,une vitesse moyenne d'écoulement de5cm /s, a la
température Tc = 550 ° C. Un champ magnétique By = 1,7T externe dont la direction est
parallele aux deux parois latérales telles que celle-ci sont électriquement isolantes.

Le champ magnétique induit un champ électrique E =V X B dans le fluide, et une
différence de potentiel entre les deux parois latérales, indiquée sur la figure 4.1 par les

symboles @ et © . La différence de potentiel engendre un courant dans le fluide et dans les
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parois et peut étre caractérisé¢ localement par la densité¢ de courant j. Le courant qui circule

perpendiculairement aux lignes de champ magnétique, induit une force de Lorentz F;, = j X B
qui agit a I’ opposé de la direction d’écoulement dans la section transversale du canal, sauf
prés des parois parce que les conductivités électriques peut vent étre différentes de celle du
fluide. Par conséquent, la force de Lorentz dans la majeure partie de I’écoulement agit contre
la pression d’entrainement. En outre, 1’action de force de Lorentz dans le noyau de
I’écoulement a pour effet d’aplatir la distribution de vitesse moyenne en forme de parabole

(écoulement de Poiseuille) voir la figure 4.1b.
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Figure 4.1 : a) Géométrie de I’enceinte et associée au systéme de coordonnées.
b) L’influence de la force de Lorentz F;, sur le profil de vitesse.
4.4 Bases théoriques
4.4.1 Equations
Les phénomeénes relevant de la magnétohydrodynamique sont décrits par un systéme
d’équations constitué¢ de la réunion des équations de I’hydrodynamique (équations de Navier-
Stokes) et des équations de 1’¢lectromagnétique (équations de Maxwell).
La premicre de ces équations hydrodynamique, exprime la conservation de la masse :
L +V.Vp =—pWV 4.1
la deuxiéme traduit la conservation de la quantité de mouvement
p|Z+ .V | = ~Vp +pg +pv [V +29(V)] + T A B 4.2)
la troisiéme correspond a la conservation de 1’énergie

p(&+7.9h) = —p¥ — pv |2 (a7)" - AV2 + (VA7) +27.47| + V(okv) + L+ @ (4.3)
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et la quatrieme est une équation d’état :

p=fmh (4.4)
La cinquiéme de ces équations (magnétique) exprime la conservation du flux d’induction
magnétique
VE =0 (4.5)
la sixieme traduit la loi de faraday
% VAR (4.6)

la septieme correspond a la loi d’Ampere :

o] =VAB (4.7)
et la huitieme a la loi d’Ohm :

J=G(E+VAB) (4.8)
Ce systéme est non linaire. La loi d’Ohm é€noncée, ici ,est une forme réduite de 1I’expression
(4.8) plus générale établie en physique des plasmas dans le cadre d’un modele simplifié.
(voir Annexe 1)

J=0(E+VAB) (4.9)
Enfin, il est important de savoir que les autres équations de la MHD résultent aussi
d’approximations. On a en effet négligé :
-la force électrique (peE , Pecharge électrique volumique) devant la force magnétique

(f A E) dans I’équation de Navier-Stokes, ainsi que les forces de gravité.

. oE . B
-les courants de déplacement (Ci2 E) devant les courants de conduction (V A ;) dans

I’équation d’Ampere.

Ces deux approximations peuvent se résumer par une seule inégalité :

ou
v est la viscosité cinématique

~1/2 egt la vitesse de la lumiére

¢ = (&olo)
Ry, = uooVL est le nombre de Reynolds magnétique
V,L vitesse, dimension caractéristique.

En pratique, en MHD on vérifie toujours la condition : V/c < 107° et R, = 107>
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Le nombre de Reynolds magnétique R, = uoVyB, qui caractérise I’importance relative de
la convection magnétique par rapport a la diffusion magnétique. Lorsque R,,, < 1 I’équation
de I'induction se réduit a V2B* = 0. Dans ces conditions, les perturbations du champ
magnétique par les courants induits peuvent étre négligées et le champ magnétique ne dépend
pas du champ de vitesse. Dans la plupart des installations R,, est faible ou modéré. Dans le
réacteurs a fusion caractérisé par des vitesses typiques de lordre de U~10"2m/s,
puo~10"1 et L~10"2 donc R,,~107° « 1.

Dans le cas de la fusion, les nombres de Hartmann et le parametre d’interaction prenant
des valeurs asymptotiques pour les écoulements de Pb-17Li, sont typiquement de 1’ordre de
10* @ 10°. IIs sont généralement grands en ce qui concerne les écoulements de métaux
liquides et atteignent facilement 103 pour des champs magnétiques de ’ordre de 1tesla.
L’épaisseur des couches (figure 4.2) dépend en fait de leur orientation vis-a-vis du champ
magnétique. Les couches perpendiculaires au champ, d’épaisseur §, = 1/H, , sont beaucoup

plus minces que les couches parall¢les au champ, d’épaisseur §, = 1 /Hal/ z

t oy P x
=
4 ne "
U/ gL/
] w E

Figure 4.2 : Régions caractéristiques d’un écoulement MHD a grand nombre de Hartmann.

Dans ces conditions, I’écoulement s’organise en cceur et couches. Dans la partie centrale, le
coeur est presque bloqué alors qu'une partie du débit transite dans des couches trés minces
proches des parois qu’on appelle couche de Hartmann.[ 72 ]
4.4.2 Equations en coordonnées curvilignes.

En raison de I’organisation de 1’écoulement telle que dans la partie centrale le cceur est
presque bloqué alors qu’une partie du débit transite dans des couches trés minces proches des

parois (couche limite magnétique)(figure. 4.3).
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(a)

Figure. 4.3. Lignes de courant au sein de I’écoulement avec et sans champ magnétique

I est avantageux d’utiliser les coordonnées curvilignes orthogonales au lieu des
coordonnées cartésiennes. De ce fait le choix du systéme de coordonnées curvilignes

orthogonales est bien adapté a la description de I’écoulement considéré.

Soit V le vecteur vitesse de composantes (V;,V,et V3), sa projection dans les directions
respectives xq, x,et x5 , permet d’établir les équations du mouvement pour un fluide dont les
propriétés physiques sont constantes (masse volumique et viscosité dynamique constantes).
(voir Annexe 2)

4.4.3. Equation de continuité

Celle-ci se déduit de I’équation de la divergence :
(hzh3V1) o (h3h1Vz) o (h1h2V3) =0 (4.10)

4.4.4. Equation de Navier-Stokes

On peut donner une idée de la projection des équations du mouvement dans une
configuration arbitraire telle que la composante selon la direction x; qui est la suivante :

(Bt h1 axl hz axz h3 6x3 hlhz axl hlhz axz

1 oV V, 0Oh V3 0h
(2—[h1h3( W V2 Oh _3_1)] +)
h1 axl hlhz 6x2 h1h3 6x3

o) (2 )+ R (2))| ¢
L%%%@%Q%E%%ﬂ ]

hz 6x2 hz h1h3 6x3 h3 6x3 h1 axl h1h2 6x1 h]_ 6x2 h1h3 6x3
V1 ahz] 2# (6h3) [ 1 6V3 Vl ahl V2 6h3]

hihy 9%1] hyihy \0x1) lhs 9xs  hihs 9x, ' hihy, 9%,

6V V1 6V1 V, aVZ V3 6V3 ( Vy 6h2 Vi 6h1) ( Vi 6h1 V3 6h3) _
h1h3 6x3 hlhg axl -

-_—

oh h, 0 (V:
2 ()
hlhz Bxl h1 6x1 hl

(4.11)
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Afin de simplifier ’expression des équations de Navier-Stokes on adopte la métrique
spécifique a la zone cceur d’écoulement et couches limites concave, celles-ci imposent les
relations suivantes :

h, =1-

R(xz) hZ =1 et h3 =1

ou R(x,) étant le rayon de courbure locale de sorte que R(x,) soit positif pour un écoulement
concave sil’orientation de x,yetzetV,V, ,Vzau champ de vitesse U,V,et W nous

obtenons alors les coefficients liés a la géométrie adoptée soit :

h, = 1—@ ou hy=1-y.K(y) avec K(y)= R(y)
avec hy,=h;=1
L’utilisation de ces propriétés permet d’établir :
4.4.5. Equation de continuité
(1-Ky)~ 1"—”+——1<(1—1<y) W+2=0 (4.12)

4.4.6. Equation de Navier-Stokes
Celles-ci sont explicitées suivant chaque direction par :

-Suivant la direction x on a :

P+ (L —Ky) W+ v W S K- Ky)'UV) = —(L = Ky) T T uTPU —
2K(1 — Ky) ™2 ‘;—Z —2KU(1 - 1<y)-2 —K(1—Ky)~! a—” V(A —Ky)* +],B, (4.13)
-Suivant la direction y on a :

aV+(1 Ky)~ 1U6V+VaV+WaV+K(1 Ky)"lu*} =
ot YV T ey TV oz Y -
_Z_; +u[V3V — 2K(1 - Ky) 22— 2KV(1 — Ky) 2 — K(1 - Ky)_lz—Z— U(1-Ky) P+

bj, (4.14)

-Suivant la direction z on a :
{2+ -Ky) Ut +V—+W P =L u|rrv -k - k) + by
P y 5, TH )5 y
(4.15)
ou V2= (1 —Ky)~ 2—+—+——y(1 — Ky)~ 3'3K
x2  9y?
En outre, la conservation du flux magnétique V. B = 0, seulement une composante est induite

b(y,z) tel que [b(y, z), By, 0] . En utilisant la loi d’Ampére nous obtenons.
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1980 _ . _10b . 1db

Jx uay ’ Jy = yez Jz 1y

L’équation de conservation de la charge s’écrit :
L (4.16)
Le courant est en relation avec le champ électrique par la loi d’Ohm
Jr =0(E;+uBo), Jjy, =0k,
Le débit du canal est caractéris¢ par I’équation (4.4), (4.5) et (4.6) avec les variables
inconnues U, b, j, ,j;,E;.
On réduit le nombre de variable en appliquent ’opérateur V. a la densité de courant. On

obtient alors :

0,y _ _1 9% , 0%

dy 8z  u9y? = 9z2 (4.17)
et en outre a la relation d’Ohm

2y _y _ jrdB OBy p 2U

ay az [( oy 9z By ay] (4'18)
En combinant les équations (4.28) et (4.29) on obtient :

2 2
uoB, L+ L2190 (4.19)

9y " ay? ' 9z2

Compte tenue de la complexité des équations (4.12), (4.13), (4.14) et (4.19), il s’avere
indispensable de poser les hypothéses nécessaires a la résolution du probléme considéré.
Cependant 1’étude de la stabilit¢ du mouvement requiert une bonne connaissance des
propriétés physiques, liées au champ des vitesses, notamment, I’évolution de la configuration
des lignes de courant au sein de I’écoulement. Il apparait que ce dernier point pose de
sérieuses difficultés. Pour nous permettre 1’analyse de la stabilité¢ du mouvement dans le cadre

de la théorie linéaire, quelques hypothéses simplificatrices sont nécessaires.

4.5. Traitement du probleme

L’étude de la stabilit¢ du mouvement de base vis a vis d’une perturbation infinitésimale
est analysée suivant la méthode classique de Rayleigh. La décomposition de I’ensemble de
I’écoulement en champ moyen et perturbé permet la résolution dans le cadre de la théorie
linéaire des fluides parfaits. Dans ce travail, il s’agit de généraliser cette méthode aux fluides
réels, donc visqueux, pour énoncer un critere réaliste des conditions d’apparition de
I’instabilité de type Goertler.
4.5.1 Mise en ceuvre de la méthode

On décompose I’écoulement global en deux mouvements.
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*- Mouvement principal, ou écoulement laminaire de base, celui-ci est choisi de maniere a

vérifier les équations de la couche limite telle que :

Uu=1U,, Vo=Wy=0 , P=P, et b=b, (4.20)
*- Mouvement secondaire qui traduit le comportement et 1’évolution de la perturbation au sein
du fluide (¢coulement perturbé).

Cette décomposition représente un €coulement au cours duquel deux couches d’un fluide
glisseraient I'une sur 1’autre (mouvement d’un fluide parfait sur un fluide incompressible
instable). De ce fait, la surface de séparation de ces deux couches subirait des perturbations
dues aux discontinuités tangentielles de la vitesse contenue dans le plan de séparation des
deux couches.

Supposons que la surface de discontinuité subisse une petite perturbation au de laquelle
telle que toutes les quantités (vitesse, pression) sont des fonctions périodique et si I’on se
limite au mode fondamental de la décomposition de Fourier, on obtient la représentation
suivante :

U = U, + u, cos(az) .exp(fBt)

V =0+ v, cos(az).exp(ft) 4.21)

W =0+ w; sin(az) . exp(fSt)

P = Py + p; cos(az) .exp(Bt)

b = by + b, cos(az).exp(Bt)
Cette formulation est relative a la description d’une onde stationnaire se propageant dans la
direction z.
Le terme cos(az) désigne le développement de la perturbation dans la direction azimutale.
Le coefficient S désigne I’amplification de perturbation ou I’amortissement de la perturbation
selon son signe.
C’est dans ces conditions que I’on cherche a résoudre les équations de la stabilité avec un
certain nombre d’hypotheses simplificatrices telles que :
-L’hypothese de confinement des tourbillons qui suppose que ces tourbillons sont maintenus
confinés a I’intérieur de la couche limite. Cette hypothése restrictive n’est pas toujours
justifiée et peut exclure ainsi le cas du phénomene de perturbations qui peuvent se propager
dans la région globalement stable située a I’extérieur de la couche limite. Ce dernier
phénomeéne est comparable a la situation d’un écoulement instable que I’on enregistre dans le

cas de I’écoulement de Taylor-Couette entre deux cylindres tournants contrarotatifs.
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-L’hypothese de I’effet de courbure sur 1’écoulement : Gdoertler a admis que la contribution

des termes en - au mouvement sont négligeables au sein de la couche limite a 1’exception des

expressions relatives a la force centrifuge. Cette hypotheése est donc équivalente a
I’approximation de Boussinesq [73], formulée pour simplifier les équations du mouvement

régissant 1’instabilité de Rayleigh-Benard. Dans le cas de 1’écoulement de Taylor-Couette,
elle est voisine de 1’approximation d’un petit espace annulaire(% < 1).

Cette hypothése ne peut se justifier que si les équations sont lies a I’écoulement principal,
mais elle ne convient que si I’on considére les équations correspondantes a des perturbations
susceptibles de se propager a I’extérieur de la couche limite.

Néanmoins 1’analyse de la stabilit¢é du mouvement exige la formulation de quelques
hypotheses simplificatrices en raison de la complexité des équations de Navier-Stokes a
résoudre.

4.5.2. Hypothése Simplificatrices

Tenant compte de la nature de I’écoulement et de la structure des équations a résoudre on est
conduit a procéder aux simplifications suivantes :

*-Hypotheése de 1’écoulement parall¢le, on admet que la couche limite définit un écoulement
paralléle dans la direction principale satisfaisant au principe de conservation de la masse
(traduite par le fait que la vitesse transversale V' et radiale W sont petites comparées a la

vitesse longitudinale U).

et . n e F)
*-On admet qu’a l'intérieur de la couche limite, le terme KU peut étre négligé devant % .

*-On suppose que les quantités u,, v;,w; et p; sont petites par rapport aux composantes de
vitesse et de la pression de 1’écoulement de base, b; est petite par rapport au composante de
champ magnétique induite. De sorte que 1’on puisse négliger les termes d’ordre supérieur al.
En d’autres termes ceci revient a négliger les produits et les carrés de ces quantités.

*-On suppose que la contribution de la force de pesanteur dans un conduit horizontal peut étre
négligée.

*-Nous ne prendrons en compte que les premiers termes du développement limité de

I’expression dans les équations de Navier-Stokes.

(1-Ky)
*-Nous ne prendrons pas en compte I’effet Hall ce qui implique que la conductivité perd son
caractere tensoriel.

*-la Conservation du flux magnétique V. B = 0, il y a seulement une composante qui induite

b(y, z) telle que B(b, By, 0).
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- Il n’y a pas de courant €lectrique dans la direction de I’écoulement ( /,, = 0).

Sous ces conditions les équations qui régissent le mouvement général peuvent s’écrire

comme Ssuit :

au  av aw

%o, KV+5=0 (4.22)
ou ou ou ou 10P 0%U . 0%U , 9%U ou
E+UE+VE+WE—KUV——;a+v[ﬁ+ﬁ+ﬁ+l{a]—]zBo (4.23)

WPy gy WD o 108 [0V Y 0 v pou)
at+Uax+Vay+KU +Waz_ pay+v ax2+ay2+az2 Kay+2Kax + bj, (4.24)
ow ow ow ow 19pP a’w | 9’w  9*w ow .
E_*_UE-I_VE_*—WE__;&-I_V F‘f‘ayzﬁ'@—l(a]‘i‘b]y (425)

oU , 9%b , 9%b
,llO'BoE'F a_yz+67= 0 (4.26)

L’examen de ces équations met en évidence les différentes contributions dues a
I’écoulement courbure par rapport a 1’écoulement plan. Ainsi, tous les termes figurant dans
chaque équation caractérisent la contribution spécifique de la courbure au niveau des forces
liées a 1’accélération convective et des efforts visqueux. Celle-ci fait apparaitre au niveau de
I’équation (4.22) la correction apportée par la courbure caractérisant la conservation de la
masse.

Dans I’équation (4.23) du systeme le terme (—KUV') correspond a la force de Coriolis.
Le terme(J,B,) correspond a la contribution de la force de Lorentz.

Dans I’équation (4.24) le terme (KU?) est lié a la force centrifuge.

4.5.3. Equation du mouvement principal ou champ moyen de vitesse

Le champ hydrodynamique correspondant au mouvement principal caractérisé par la
vitesse (Uy, Vy = Wy = 0) , lapression P = P, et le champ magnétique induit b = by, ainsi
que ’application des hypotheses et des simplifications conduisent aux €quations suivantes :

Equation de continuité (conservation de la masse)

AU,

o= (4.27)

Equation de Navier-Stokes ( conservation de la quantité de mouvement )

Uy _  10Py 82Uy | 8%Ug _ ,,0Up ) _
? - p Ox + ( dy? + 9272 K dy ) ]ZBO (427)
KU.2 = — L% bob 42
UO p 0y uoy ( 8)
— _ 10k | bodbo
=t (4.29)
9Uo 4 97ho _
HoBo 5+ 5 = (4.30)

D’apres les équations (4.27) et (4.29) il vient les considérations suivantes :
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1- Uyest indépendante de x, par conséquent 1I’écoulement est uniforme suivant cette direction.

En tenant compte de ces résultats, en dérivant I’équation (4.28) par rapport a la variable
z ,et en dérivant 1’équation (4.29) par rapport a la variable y puis on additionne, en
appliquant la condition de Cauchy-Schwartz :

7 (5) =5 @) (431)
d’oul’ona:
% =0 (4.32)

d’apres cette relation on en déduit que Ujyest indépendante de z.

Les équations (4.27), (4.30) sont les équations de base pour déterminer la distribution de la
vitesse et le champ magnétique induit.
A celles-ci, on impose les conditions aux limites suivantes:
y = *a, Uy=0, by =0
4.5.4 Equation du mouvement secondaire
Le mouvement secondaire correspondant a 1’instabilité de type Goertler, est régi par

les équations suivantes :

";—”yl +aw, =0 (4.33)
9Uo _ _10m ur _ 2 Bo by
Puq + vy oy~ 5ox v(ay2 a 1)+ oy (4.34)
10p 02%v
B, + 2KUyu, = _;6_3/1 + v(ﬁ - a?v)) (4.35)
62
Bw; = %pl +v( ayw; — a?w,) (4.36)
d%b ou
ayzl - azbl + ,uO-BOa_yl =0 (437)
Avec les conditions aux limites
y = *a, u; =v; =w; =0 traduit I’adhérence du fluide a la paroi.
y = ta, b =0 traduit I’isolation électrique des parois.

En remplacant w; et p; par leur expression en fonction de v; et @ dans (4.33) et (4.34) nous

obtenons les équations suivantes :

8%uy 2 By dby _ 09U
9y B +va)u, + oy 121 3y (4.38)
4 2
v (?9;41 — (B + 2va?) :;21 +a?(B +va?)v, = —2a*KUouy (4.39)
d2%p du
W;—azbl +,U.O'Boa—yl= 0 (440)
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En remplacant b, par leur expression en fonction de wu; dans (4.36) nous obtenons les

équations suivantes :

64 a 62 6U aU

a;‘: — —(ﬁ +2va? + O'BOZ) L+ (,3 +vaP)u, = —a—yz(vl ayo) ——( v (4.41)
4 2 2

O S S e

Ces équations restent valables tant que les composantes des perturbations de vitesse sont
petites par rapport a la vitesse de base.
4.6. Equations adimensionnelles
En pratique, il convient de rendre sans dimensions les variables du probleme, de fagon a
faire apparaitre les parametres adimensionnels qui caractérisent le phénomene considéré.
4.6.1. Equations du mouvement principal

Pour rendre le probléme adimensionnel on utilise les variables suivantes :
I a? I . P !
y=an, tzt(T)a UO=UUOO) J=1JoJ > b=b0b

a?

avee  Un == (=30, jo=0UwBo, by = u/apv U,

__Uxa _ o
Re—T, Ha—Boa/p—v

En remplagant y, z,t, Uy, b par leur expression adimensionnelle et en supprimant les (‘) Les

dp

équations (4.27)et (4.30) deviennent :

ou ou |, 0%*U b
E—I—Kaa-l‘ 6_1;2+Ha% (443)
ou Zp
Hooo + —n =0 (4.44)

Les conditions aux limites liées a I’équation (4.41) et (4.42) sont les suivantes :
n = =1, U=0, b=0
4.6.2. Equation du mouvement secondaire
Le changement de variable que nous avons adopté pour rendre les équations du mouvement

secondaire adimensionnelles est le suivant :
Uug _ "N
ReUy ’ Uso

u =
Les équations (4.39) et (4.40) deviennent :

3471: (Ba + 2a%a? + H, )2u+a2a2(ﬁ + a?a )u=%(vg—5)—a2a2(vz—5) (4.45)

i‘:—(ﬁa + 2a%a )6217

P ot a’a? (B + a? )v = —2a?a®R2KUu (4.46)

avec les conditions aux limites suivantes :
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n=+1, u=0v=0et Z_ZZO (4.47)

En utilisant les notations suivantes :

= — (B2 2,2 - a _ 1 — _
o=aa,  t=[Brew, =R [T, K= RO)=Rewp (—en)

En obtient le systéme suivant :

0%u 24 0%u 92 U U
6—71‘1_—(T2+O'2+Ha )W+T202u=a—nz(v£)—az(v£) (448)
o*v 2 24 0%v 2 2. _ 2 2
6_774_(T +a)a—772+TGV——2GOJ U uexp (cn) (4.49)
avec les conditions aux limites suivantes :
ou ov
n=4=4l1, u=0, v=_0et %—0 %—O (4.50)

Conclusion

Les hypotheses de travail ayant été fixées et le choix des variables adoptées celles-ci
conduisent a la résolution de 1I’équation régissant 1’écoulement laminaire de base (équation du
mouvement moyen ou mouvement principal). La donnée du champ de vitesse moyen permet
d’aborder la question de la stabilité de ce profil vis-a-vis de la perturbation considérée en vue

de prévoir son apparition et d’étudier son comportement sous l’influence de différents

parametres (effet de champ magnétique, etc...).
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CHAPITRE 5

Etude du champ moyen



Chapitre 5 Etude du champ moyen

1. Introduction

Les méthodes de résolution des équations régissant les phénomenes hydrodynamiques,
ont connu ces dernieres années un développement considérable. Dans le cas qui nous
intéresse, on recense principalement deux méthodes qui débouchent sur des traitements
différents.
-La premiére approche consiste, a traiter globalement par simulation numérique 1’écoulement
du fluide, par conséquent a considérer les équations de Navier-Stokes dans leur ensemble.
-La deuxiéme approche s’intéresse, par une analytique ou numérique aux différents types de
mouvement au sein de 1’écoulement général. Le passage d’un type de mouvement a 1’autre
dépend des conditions aux limites et des parametres de controle de I’écoulement. Cette
derniere approche cadre bien avec note objectif car elle présente 1’avantage de mettre en relief
les propriétés caractéristiques de 1’écoulement, assocides aux différents régimes de
I’écoulement considére.
C’est précisément dans ces régimes que les équations de Navier-Stokes peuvent étre
simplifiées et traitées dans le cadre d’une modélisation du probléme par la technique de la
couche limite. Préalablement, la détermination du mouvement principal s’avere indispensable
pour préciser la distribution des vitesses moyennes et les caractéristiques de la couche limite,
dans les différents régimes d’écoulement les plus significatifs.
5.2 Propriétés du mouvement

D’une facon générale, les deux régions physiquement significatives sont :

-Zone d’écoulement potentiel

Région ou I’influence de la viscosité est négligeable, le fluide se comporte comme un
fluide parfait v = 0. Dans ce régime, le mouvement est généralement dit potentiel et la
vitesse de I’écoulement est ici supposée constante = U, .
-Zone de couche limite

Région de faible épaisseur ou I’influence des forces de viscosité est importante et ne peut

étre négligée devant les autres forces.
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5.3 Analyse du mouvement principal

on se place dans les conditions suivantes :
e Ecoulement réel (fluide visqueux v # 0).
e Régime laminaire sans perturbation soit : u,v,w = 0etp =0

. . . (e au
* Ecoulement permanent ou régime stationnaire caractérisé par —— = 0.

Le changement de variable effectué ainsi que les hypotheses adoptées nous ont permis de

rendre le probléme unidimensionnel. L’équation (4.43) devient :

ou , 9%U ob
—Ka%+ W-I-Ha%_ -1 (5.1)
oU . 9%b
Ha%+ 6_112 =0 (5.2)

avec les conditions aux limites suivantes :
n==1, U=0, b=0 (5.3)

5.3.1 Solutions approchées

En supposant que le rayon de courbure de 1’écoulement obéit a une loi de type
exponentielle telle que :R = Ryexp (—cn) avec exp (—cn) terme qui caractérise 1’ouverture
azimutale de I’écoulement.
avec Ry : le rayon de courbure circulaire du conduit.
et ¢ : la concavité de I’écoulement (¢ > 0).
Sachant que la fonction exp (—cn) est majorée par 1 pour tout 7 > 0 et en tenant compte de

la définition de la couche limite on a :
Ka = (i) exp(—cn), Ry > a donc 2«1 (5.4)
Ry Ry

. au . d?u au _r d?u
Remarquons que si Ka— est petit devant —, le terme Ka — est négligeable devant — .
dn dn? dn dn?

Tenant compte de ces approximations, les équations (5.1) et (5.2) deviennent :

b , 0%U

Hogot 52=1 (5.5)
ouU , 9%b

Haa + 6_7]2 =0 (56)

a laquelle on associe les conditions aux limites suivantes :

— U=o, b=0 (5.7)

C’est un systeme couplé en U et b non homogene, les solutions sont de la forme générale
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U(m) = A[cosh(H,n) — cosh(H,)] (5.8)

b(n) = — Hl + B, sinh(H,n) + B, (5.9)

A partir des conditions aux limites pour b a 7 = %1, on obtient les valeurs des constantes
d’intégration B; et B, .Enfin, en insérant les solutions pour Uet b dans 1’équation (5.5) nous

fixons 4 on obtient alors:

_ 1 _ cosh(Hgn)
U(n) - Hgtanh (Hg) [ cosh(Hg) ] (5'10)
b(n) = — L 4 SHan) (5.11)

Hg = Hgsinh (Hg)
Ce profil est analogue au profil analytique de Chang et Lungren[74]
Le profil de vitesse est présenté sur la figure 5.1 pour différentes valeurs de nombre de
Hartmann.
Nous allons discuter les deux cas limites de champ magnétique externe. Le cas B, = 0,
c'est-a-dire H, = 0 et le cas de trés fort champ magnétique externe H, > 1
Pour H, = 0, nous élargissons les fonctions hyperboliques dans la section pour U dans

une séries de puissance.

1 1
cosh(Hsn) =1+ E(Han)z + ﬁ(HanyL + 0((Ha77)6)

1 2
tanh(H,) = H, — §H,ﬁ + EHa5 + 0((H)")

On obtient la solution suivante:
1
U =51 -1 (5.12)
Ce profil est analogue au profil analytique pour I’écoulement de Poiseuille.

Pour H, > 1, les fonctions hyperboliques asymptote a

cosh(H,n) - %exp(Han) , cosh(H,) - %exp(Ha) , tanh(H,) - 1
L’introduction de ces expressions dans les équations (5.10) et (5.11) , nous obtenons
UG = - {1 = exp[ Ho(lnl = DT} (5.13)
b(n) = — -+ 5-exp[ Ha(ln| = 1)] (5.14)

Ces relations montrent une décroissance exponentielle de la vitesse et du champ

magnétique induit au voisinage des parois. Cela donne lieu a des couches minces §yest de

’ordre 8 = O(H, ™) (voir figure 4.2) est appelé couche de Hartmann.
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| Ha=0 =1 Ha=3 Ha=10 Ha=20 — Ha=30 Ha=100 —— Ha=200|
3_7
Uln) 1
-1 -0.5 0 0.5 1
n
| =1 Ha=3 Ha=10 Ha=20 Ha=50 Ha=100 —— Ha=200
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/
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=]
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Figure 5.1 :a) Les profils de vitesses pour différents nombres de Hartmann, b)Les champs

magnétiques induits pour différents nombres de Hartmann.
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Remarques :
Dans le deux cas de champ magnétique, on obtient la solution approchée utilisée par
Goertler [5] qui correspond au profil linéaire du mouvement moyen :

U(n) = —n pour 0<n<1 (515

Ha+1
La connaissance de la distribution de la vitesse a travers le canal, le débit volumique

peut étre calculée par I’intégration de vitesse
1
Q=[,U(mdn =2

Pour discute les pertes de pression hydromagnétiques pour un début fixe par rapport a la

Hg—tanh (Hy)
Hg?tanh (Hg)

(5.16)

hydraulique, nous formons le rapport Q(H, # 0)/Q(H, = 0), nous obtenons

Q(H, #0) %(Ha =0) H, —tanh (H,)
Q(H, =0) g_z(l_]a +0) H,*tanh (H,)

200

180

160

140
d(H, +0) ] o

dx
_— 120
(F,0) _ :
dx

100

30

60

40

20

0 50 100 150 200
H

a

Figure 5 .2 : Les résultats expérimentaux pour la chute de pression ( #) dans un canal de
section rectangulaire par rapport a la solution analytique pour 1’écoulement de Hartmann

Re = 1480 (Branover et al, (1967)[75)]).

L’accord entre les points de données mesurées et les valeurs théoriques est particu-

lierement bon pour les petites nombres de Hartmann, un certain écart des valeurs en H, plus
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grands peut attribué a I’effet des parois latérales qui font peser sur les pertes de pression par la

formation de survitesse dans leur voisinage.

. d (o
*Si le terme Ka d_Z n’est pas négligeable et pour un rayon de courbure constant

R = Ry(c = 0) I’équation qui régit le mouvement principal (5.1) devient la suivante :

a oU . 9%U ob
—R—o%-i— 6_712+Ha%_ -1 (5.17)
oU . 9%b
Hogr + 52 = 0 (5.18)

les conditions aux limites (5.3) restent inchangées on pose : § = Ri , 11 vient alors :
0

au . 9%Uu ab
- $+ 6_172+Ha5__1 (5.19)
oU , 9%b
Haaﬁ' 6_772 = 0 (520)

C’est un systeme couplé en U et b non homogene, ce systéme d’équations différentielles peut
étre ramené a une équation linéaire non homogéne d’ordre supérieur, du 3°*¢ ordre, on

¢liminant U(n) ou () , par exemple pour b(7), on obtient I’équation suivante :

a3b 9%b 20b
6_113_ ﬁ_ a %—Ha (5.21)
b
Posons : P N(n)
on obtient une équation de 26™¢ ordre a coefficient constant avec 26™¢ membre :
02N oN 2
6_172_'85_1_1‘11\,=Ha (522)

Cette €quation a des solutions générales de forme N = Ny + N,

1°) Solutions de I’équation homogene, on pose une solution sous forme exponentielle

N(n) = exp (Pn), ou P est une racine de I’équation algébrique suivante
P2—BP—H,*=0

En général deux solution de cette équation et par conséquent il existe deux solutions

indépendantes de 1’équation homogeéne peut étre comme

Nyp(n) = Aexp (Pin) + Bexp (P,1)

VAT B2 +b VAT 4+b
avec Pp=——— et Pp=——

Les constantes encore inconnus Aet Bdoivent étre a déterminer suivant les conditions aux

limites pour b(n)a la position de la paroi n = £1.
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2°) Solution de I’équation particuliere N, = — Hi
a

La solution générale de I’équation (5.21) est la suivante :

1
N@m) =— 7t Aexp (Pn) + Bexp (P,n)

a
b+VaH2—b? b—VaH?—D2
avec Pp=——F— et Pp=———

A partir de ce résultat on détermine la solution générale du probléme a résoudre (5.19) ,

(5.20) ot :

1 A B
-+ — P —exp(P
U(m) . + . exp(Pin) + 1. exp(P,n) + C;

n A B
b(m) = “H. +ooex p(Pin) + —eXp(Pzn) + G,
1

A partir des conditions aux limites pour U et b an = %1, on obtient les valeurs des
constantes d’intégration A4, B, C; et C, .Enfin en insérant les solutions pour Uet , on

obtient alors:

1 2H' gE A 2HA 93 Wi
U{HJ=HEE((;W’-_W za*—w"—_ma) (I"m_g‘?;‘"{z .a*‘—um‘) '32_4HE-2_1 +

1 |V gtama 1 147 1 1 : ?_anat :
(—zH’azgzH Z'ﬁ[sr( J)+s='ﬁ_um () A N T +(2Ha ¢ 7 (e (% J)

PN e s S PR v sy PN s SR PN
(—e EHBZ frme + gz'ﬁgd?fﬁ e ](9239;'{5 e Z'ﬁs 2 e ) — 4Ha®

gﬁm (9_?) m— et ¢ 23(9 : ] m+92 e "F(Fz 'U'-gz ~ 4Hd’
T ()

+eiez B* — 4Ha®

2Ha e%("“"'m_ fois il A

+
1 I §E= H -
o182V BHHE _ =38 3 /FF-3Ha? )J T 4Ha? (—{ﬁwf: —4Ha?)

2Hae _2{_'&+‘m b

lp limmme  1p 1o =
(—e'i'gei’*'ﬂ e ezt gV MHa ),.,-',5‘*—4!1“:15 (%{B—ﬁ,u'ﬁi—‘lﬁafj
B | i P—
(—e%ﬁe_i.l*;?{e['%"'m"“‘} ],E 4 e3P (e%‘g)te%‘mh““:,!ﬂz—éﬂaz
b = i 1 F e B e 1 -3 1
Hﬂ{—e_iﬂﬂi‘m -I-EEHE-E{E;-:H':H}(EEE EE-\'F"“M' _E‘EFE‘E\-'F““'HB' )M‘W
(et (BT ) g 3T (B A [

1, 1= aps 1: Ll e apas ly 1 ops R Wy =
Ha(—e 28 g2 F 302 + @3B g TV Bi-Ha }(.-zz"gsez“ﬁr bl P el )Jﬁ‘—il-h'n‘

b(1)= - 7+
(

+
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Nous allons discuter les deux cas limites de champ magnétique externe. Le cas B, = 0,

c'est-a-dire H, = 0 et le cas de trés fort champ magnétique externe H, > 1

Pour H, — 0, les équations (5.19) et (5.20) devient :

ou 0%U
—ﬁa+ a_nz=_1 (5.23)

Cette équation a une solution générales de forme

B
u@m) = A.%+%+B (5.24)

A partir des conditions aux limites pour U an = %1, on obtient

_ ehn n cosh(p)
UV =~ 55 T 5 Bsmnte) (5.25)

Ce profil est analogue au profil analytique utilisé¢ par Hammerlin[76].

Sachant que la fonction exponentielle est développable dans tout le domaine de définition, et
en tenant compte du fait que = Ri <1,
0

ef = 14 By +2B%n* +2B*n* + - B*n* + O(Bn®)
sinh(B) = B +<B* + 0(8%)
1 1
cosh(B) = 1+ 5 (B)* + 5 (B)* + 0((A)°)

on obtient en faisant le développement limité de 1’expression (5.25) par rapport a 7 ,a ’ordre
un (n = 1) Pexpression du profil linéaire utilisé par Goertler [77].

U(n) ~ % - %nz +0(B) pour 0<n<1 (5.26)
A I’ordre deux (n = 2) ’expression du profil devient :
1 1 1 1
U(n) z5—5n2+(+gn—gn3)ﬂ+0(ﬁ2) pour 0<n<1 (5.27)

Celle-ci est du type parabolique aux coefficients pres analogue a celle utilisée par

J.D.Swearingen et R.F.Blackwelder. [78].
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Figure 5.3 : Les profils de vitesses pour différents nombres de Hartmann et § fixe
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Figure 5.4 : Les profils de vitesses pour différents f et nombres de Hartmann fixe
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On peut en obtenir une relation simplifiée par rapport a la précédente (5.25) en fusant le
développement limité par rapport anet f = 1:

U(n) = 0.4621 + 0.1491n — 0.4254n% — 0.1418 n® — 0.0354 n* + 0(7n°)

le profil approché utilisé par les chercheurs suivants : A.M.O.Smith[79] ,[80] ,
Hammerlin[76], Kobayashi[81],[82], P.Hall[83],[84],[85].

5.3.2 Solution générale
-*- Dans le cas ou le rayon de courbure est assez grand, de sorte qu’on puisse assimiler
I’écoulement proche de la paroi a un écoulement parall¢le en plaque plane et sans champ

magnétique 1’équation différentielle devient :

2
LU ——

BT =—1 (5.28)

Celle-ci admet la solution suivante :

um) = fon {exp (— g exp(—cz)) fOZ exp (% exp(—c()) d{}dz +
D f: exp (— g exp(—c()) d{ (5.29)

D est une constante d’intégration évaluée a :

_ 1—f01[exp(—€ exp(—cz)) foz exp(gexp(—cf))df]dz

D = (5.30)
Iy exp(Eexp(-ce))as
Dans le cas ou la pression longitudinale est nulle ( Z—i = 0), on obtient alors:
~(fy g exp(-£¢)ag)+-(f; s exp(-E¢ exp(-cm))as)
U =—= Cef) el ) (5.31)

-y gexp(-£¢)ae)+-(f, exn(-£¢)ap)

-*- Dans le cas ou le rayon de courbure est assez grand, de sorte qu’on puisse assimiler
I’écoulement pres a la paroi a un écoulement paralléle en plaque plane et avec un champ
magnétique. En conservant les expressions des coefficients utilisées dans 1’équation(5.28) le

mouvement principal est alors régit par les équations différentielles suivantes :
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—B.e —cna_U_|_ a_U+Haa_b =1 (5.32)
on
ou , a%p
Haaﬁ' 6_772 =0 (533)

C’est un systéme couplé en U et b non homogene, ce systéme d’équations
différentielles peut étre ramené a une équation linéaire non homogene d’ordre supérieur du
3¢™€ ordre, on éliminant U(n) ou (1) , par exemple pour b(7), on obtient 1’équation

suivante :

a3b e 2 92 b 20b

= —Be - H.*3 = H, (5.34)

ab
Posons : Fri Z()

on obtient une équation de 28™¢ ordre a coefficient constant avec 26™¢ membre :
0%z —cn 9Z 2
9z ns _ =
o BT~ HPZ = H, (5.35)

Cette équation a de solutions générale

1 +ely 1 Ha-¢1 B 12Ho+c 1 g™
Z(ﬂjz gl ¢ (Bassg (— ,E ﬁ—)-l-BE‘SSE”(Z ,Z.ﬁ—)).fﬁ
¢ c c c

Ly 1 MHa-c 1 e 12Hatc 1 fe
el ¢ EESSEEH( . ) Easseik’( ,-.—) L+
2 2 ¢ 2 ¢ 2«

1 12Ha-c 1 g 12Hatc 1 e
)+ gsse ( )

Bu( - -
; Bessall (5. —— 3= 7 ¢

=) -5 ,f."-"‘F+|:i
(Bmm,(uﬂa ElﬁT) Bessa 1 2Hi+s1f3_)

o 7
j i
_,Erl|
(Besseu(l 2Ha - r:Jl ﬁ_) Basse ”{(IIZHEH 1 ﬁ_) Bess e&h’(l 2Ha - r:l ) Bassall (IIZHLIHJ!II&I_)
e Ve 2 ¢ 4 A 2 e 'Y o¢
1 Ma-c 1 e 12Ha4c 1 e E ”’“T_fli
B Hf( ,-.—) (— - )
~ ((Besse 1 1 . esse 77 et
1084y
Besseu(l Ha - C,l 'g—) Bes eu(l Hiate 1L) el ¢
J ¢ Vo o U
- - = = |dn
on o &N o
[Basse”( M- ”L) assaui’(l ,1 'ﬂ—) Eesseiﬂ'( M- ,I.L)Eesseﬂ(l EH,I.&)
' ¢ ¢ 1T o¢ 2 ¢ T ¢ ¢ T ¢
(5.36)
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L’expression (5.36) normalisée permet de retrouver, les différents cas de profils

proposés, par les chercheurs en vue d’établir le diagramme de stabilité marginale liée a la

structure d’ondes stationnaires de type Goertler.

Sachant que les fonctions de Bessel sont développable dans tout le domaine de définition, et

enprend Ha =1, f =1, c =1, on obtient I’équation suivante :

Z(n) ~ (0.60653 — 0.151631" + 0(n’) ) (0.68439 — 0.491487
+0.26761n" + 0(n’) )¢, + (0.60653 — 0.15163 1

+0(n’))(-2.1502 — 430041 —3.7628n° + 0(n’) ) C,

A partir de ce résultat on détermine les solutions générales du probléme a résoudre

UM = (0071022 + 0.204021 — 0.276507 17 + 0.1595447°
—0.0542957") €, + (-0.7010400829 — 5.6083206621

— 15.77330405M° — 19628861497 — 10.7343909970" ) c,

A partir des conditions aux limites pour U = 0 an =0etU = 1an = 0, on obtient

U(n) = 0.14637n + 0.250512 + 0.4072 ° + 0.1958 n*  pour0<n <1

0.6

(n) 7

0.4

02

n

Figure 5.5 : Evolution de profil de vitesse de 1’écoulement principal
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5.4 Résultats et discussion

Etant donné la grande complexité de la relation (5.36) exprimant le profil de vitesse
moyenne, les résultats sont accessible numériquement en utilisant la méthode
d’approximation de Simpon avec une précision inférieure a 1% .Dans ces conditions, nous
pouvons représenter le profil de vitesse, que 1’on compare aux profils qui ont proposés par
différents auteurs Goertler [77], Smith [79] [80], Hammerlin [76], Kobayashi [81]. Il est
important de signaler que les profils de vitesse employés par les chercheurs qui se sont
penchés sur ce probleme, correspondent a des profils “’phénoménologique’” on approchés ne
provenant pas de la résolution de 1’équation différentielle du mouvement principal.

Deux cas peuvent se présenter (selon la présence du champ magnétique ot non)

5.4.1 Sans champ magnétique

Lorsque le rapport entre la hauteur de conduit et le rayon de courbure de 1’écoulement est trés

petit g = % « 1, le profil de vitesse moyenne solution de I’équation différentielle du

mouvement principal, est indépendant de la nature de I’écoulement. En d’autres termes, quelle
que soit la courbure le profil de vitesse du mouvement principal a I’intérieur de la couche
limite celui-ci a la méme allure que le profil linéaire tracé dans I’intervalle[0,1] voir figure
(5.3¢),d)e))

Tandis que pour des valeurs de f = 0.5, =1 et ¢ allant de (0,001 a 1), la vitesse de
I’écoulement principal est 1égerement affectée par la courbure comme le montre la Figure
(5.3a),b))

5.4.2 Avec champ magnétique

Dans ce cas I’évolution du profil de vitesse dépend du parametre d’influence H, .

On rappelle que le nombre de Hartmann (H,) traduit le rapport des forces
¢lectromagnétiques aux forces de viscosités.

Les résultats obtenus, dans ce cas, mettent en évidence les effets des forces
¢lectromagnétiques engendrées par le champ magnétique. L’allure du profil de vitesse de
I’écoulement principal est de forme parabolique comme le montre la Figure.5.1. On
remarque, lorsque le champ magnétique augmente, le maximum du profil de vitesse a

tendance a se déplacer vers I’intérieur de la couche limite.
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Conclusion

Au regard de I’ensemble des résultats obtenus sur le profil de vitesse, solution de
I’équation différentielle du mouvement principal, celui-ci semble donc parfaitement adapté
pour décrire le phénoméene étudié.

Lorsque (H, = 0), le profil solution de I’équation différentielle est voisin de la courbe
d’évolution linéaire proposée par Goertler.

Par contre, lorsque (H, # 0), l’allure du profil de vitesse, solution de 1’équation
différentielle est de forme parabolique qui s’aplatit au centre du canal avec 1’augmentation de
I’intensité de champ magnétique presque les force de Lorentz sont beaucoup plus petite pres
des parois ce qui permet des vitesses beaucoup plus élevées comme le montre la Figure.5.1.

En conséquence, le profil de vitesse moyenne ainsi calculé peut étre considéré comme une
généralisation de toutes les lois de distributions de vitesse recensées dans la littérature et se
préte bien a 1’étude des problémes de stabilité¢ d’écoulement dépendant de plusieurs

parametres.
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CHAPITRE 6

Etude de la stabilité du mouvement par
la méthode de Galerkin



Chapitre 6 Etude de la stabilité¢ de I’écoulement perturbé par la
méthode de Galerkin

6.1 Introduction

On se propose d’étudier le probléme de la stabilit¢ du mouvement moyen, établit
précédemment, vis a vis de I’instabilité de type Goertler dans le cadre de la théorie linéaire.

En fait, le systeme d’équations de la stabilité qui est proche de celui établit par Goertler a
¢té résolu par cet auteur par la méthode des équations intégrales de type Fredholm.

Ici, on se propose de résoudre directement le systeme d’équations différentielles linéaire
couplées a I’aide d’une méthode d’approximations qui est la méthode de Galerkin.

Dans ces conditions, on est conduit a I’établissement d’un systeme d’équations algébriques
linéaires permettant d’en déduire une relation de dispersion qui met en évidence 1’évolution
du nombre de Goertler en fonction des parametres d’influence du probléme, a savoir, le
nombre d’onde, le coefficient d’amplification ou d’amortissement de 1’instabilité ainsi que les
caractéristiques géométriques de 1I’écoulement considére.

Cependant cette méthode nécessite préalablement la transformation du systeme

d’équations différentielles en un systeme d’équations intégro-différentielles.

6.2 Méthode de GALERKIN
6.2.1 Principe de la méthode

Cette méthode consiste a approcher le systéeme d’équations différentielles a résoudre en
minimisant les erreurs résiduelles associées de fagon a converger vers les solutions avec la
précision désirée.
6.2.2 Mise en ceuvre de la méthode
Considérons le systeme d’équations différentielles couplées en u et v établi au chapitre 4 :

L1u = sz } (61)

Lyv = —2Gi02Uu exp (—cn)
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\ _d4_ 2 2 2 d? 2 2 _aUdz_ 02U d? 63U_ 2
ol Li=75 (t’+o +Ha)dn2+r a?, Ly =50ams = 2502 + 5
_ 2 _d 2

et L() = d_772 o , L= d_nz T
et les conditions aux limites associées :

u(0) =v0)=0

u(H)=vA)=1 (6.2)

dw©) _ dv() _

dn ~ dn

Le but de la méthode consiste a définir des erreurs résiduelles correspondant aux équations du
systeme (6.1) et de chercher a les minimiser de maniere a obtenir une solution optimale
satisfaisant I’approche du phénomene a étudier.
On définit les résidus comme suit:
RPwv) = Liu—Lyv (6.3)
RP(w,v) = LoLv + 2G302Uu exp (—cn)
qui sont nuls si (u,v) correspondant a des solutions exactes du systéme d’équations
considéré.
Pour résoudre le probléme, on cherche la solution sous la forme approchée, résultant d’une
combinaison linéaire de fonctions convenablement choisies. Dans ces conditions, on suppose
que les perturbations radiale et tangentielle sont de la forme :

u(n) = ajuy + ayuy ...+ anun}
v(n) = vy + Bov; -t Brvy

ou Uy, Uy ..., Uyet V1, Uy ..., U, sont des fonctions linéairement indépendantes et = N , un entier

(6.4)

a fixer de facon a assurer la solution approchée avec le maximum de précision.

Soit u et v, les fonctions génératrices, celles-ci sont choisies de sorte qu’elles satisfassent
aux conditions aux limites du probléme. De ce point de vue les autres fonctions uq, u; ..., u,et
Vy,V; ..., U, apparaissent comme les corrections appliquées a ujet v;, on aura alors

I’expression de la solution approchée ci-apres :

u(n) = Zg=1 AplUp (77)}
17(77) = £V1=1 .ann(n)

avec les conditions aux limite suivantes :

(6.5)

U, =v, =Du, =0 pour n=0et n=1
les constantes «, et 8, sont choisies pour rendre la solution optimale sur le support

d’approximation considéré [0,1].
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Ainsi, si on remplace uet v par leurs expressions approchées (6.5), dans le systéme

d’équations on n’obtient plus une égalité. De cette facon, on peut définir les erreurs

résiduelles associées a chacune des équations comme suit :

W — $N_ o (L) = SN B (Lovy) } (6.6)

3 = BNt Bu(LoL)vn(n) + 26302 Th_y i ()

Ces résidusfr(ll),fflz) traduisent en fait 1’écart entre la solution approchée que nous cherchons et
la solution exacte qui est inconnue.

Les coefficients a,, et 3, sont choisis de sorte que les erreurs résiduelles ffll),fflz) soient
respectivement orthogonales au sous-espace vectoriel u engendré par les fonctions {u,} et v
engendré par les fonctions {v,} . Cette facon de procéder tient a la remarque suivante :

Soit I’espace hilbertien H = L? [0,1] muni du produit scalaire

(flg) = fy FIg(0dx 67)

soit (B) une partie d’un espace de Hildert (H), une condition nécessaire et suffisante pour

qu’un élément f de (H) appartienne a 1’ensemble orthogonal de (B) dans (H) est :
(flg) =0

quelle que soit g appartenant a (B).

Si les fonctions de base {u,} et {v,} appartiennent a (H) ; u et v sont alors des sous-espaces
hilbertients de dimension finie de (H).

Rappelons le résultats : A.Bouabdallah [86], en prenant les fonctions {u,} et {v,} comme

bases de la solution approchée u et v définie par (6.5), les erreurs résiduelles ffll),fflz)

appartiennent a (H). On peut alors exprimer 1’orthogonalité de ffll) avec ’espace u

. 2 S
respectivement 57(1 ) avec v en ecrivant :

(60 ) = Jo G el (6.8)
(62]om) = fo G vm)dn (6.9)
soit :
NGRSV (6.10)
Jy (€Pv,)dn =0 6.11)

En remplag:antffll),ff) par leur expression, on obtient alors le systéme suivant :
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1 1
g=1 Un fO (Llun)umdn - Z?{:l Bn fO (Lavp)umdn =0 } (6.12)
1 1 :
2G§0* Th-1 an fo Ut Vndn + X3=1 B fo ({LoL}vy)vyndn = 0
Posons :
1 1
[amn] = fo (L1un)umd77: [bmn] = - fo (Lavp)umdn
1 1
[Cmn] = fo Uupvpdn, [dmn] = fO (LOL)Umdn
Le systeme défini par les équations (6.12) peut s’écrire sous la forme suivante :
Zg:l AnAmn — Zg=1 Brnbmn =0
2 2 yN N (6.13)
2G0° Yin=1 AnCmn + Zn:l Prndmn =0

On aboutit a un systéme d’équations algébriques de 2N équations a 2N inconnues a résoudre.

6.3 Relation de dispersion

Nous pouvons écrire le systeme (6.13), sous la forme d’une équation matricielle suivante :
[G][X] =0 (6.14)

Ou [G] est la matrice des coefficients dépendant des paramétres physiques du probléeme a

résoudre. Celle-ci est définie par la matrice suivante :

_ [amn] [Dinn]
1= l2630% el ] 615

et [X] le vecteur colonne lié¢ aux coefficients algébriques a 2N inconnues (a4, &y ..., ay) et
(B1, B2 -, Prn) du probléme.
Pour déterminer les coefficients des matrices : [@mnl, [Pmnls [Cmnl €t [dmn], on utilise

I’expression normalisée du profil de vitesse de 1’écoulement principal établi au chapitre 5.
Et on suppose que la perturbation est de la forme polynomiale telle qu’elle a été proposée par
R.C.Diprima [87] et A.Bouabdallah [86] , dont I’expression choisie est la suivante :

u,(m) =n(1 —mn™*

va () = n*(1 —n)*n"~! (6.16)
les u,, et v,, doivent satisfaire les conditions aux limites du probleme :

u,(m) =0 pour n=0etn=1

v,(n) = % =0 pour n=0etn=1 (6.17)

La valeur critique associée au parametre de Goertler G en fonction du nombre d’onde o est

déterminée en exprimant que le déterminant associée est nul.
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det

[@mn] [bmn]] —0 (6.18)

2G§0%[emn]  [dmn]
Ceci signifie que la solution obtenue a (6.15) est non triviale (condition de Crane). Par
conséquent (6.18) donne:

[amn]- [dimn] — ZG(%O-Z [cmn]- [byn] =0
Cas particulier: En se limitant a un calcul effectué en premicre approximation, soit au

premiere ordre, on impose la condition nécessaire d’existence de solutions qui se traduit par :

ajy b11] _
] P A B
avec
1 1
i1 = fo (Liupuidn, by = _fo (Lzv1)usdn
1 1
€11 = fo Uuyvydn, dig = fo (LoLvy)vadn
formellement, on obtient le resultat:
all. dll - ZGgO-ZCl]_. b11 - 0 (619)
il vient alors :
2 _ _11.d1s
0 20'2C11.b11

Les expressions de aqq et dy;sont des fonctions du nombre d’onde, le calcul effectif de
c11 et de by, permet d’établir de manicre précise la relation entre le nombre de Goertler et le
nombre d’onde soit :

Go = f(0) / a:nombre d'onde

La valeur critique est déterminée de sorte que la dérivée de la fonction f(o) soit
G , o .. st L :
nulle :a—; = (0. La détermination de G, critique nous permet d’établir le diagramme de

stabilité marginale.

6.4 Résultats et discussion

Une étude comparative des profils de vitesse entre différents auteurs a pu mettre en évidence
I’incidence du profil de distribution de vitesse moyenne sur la prévision du nombre de
Goertler critique, donc sur I’apparition de I’instabilité de Goertler.

Les résultats théoriques sont regroupés sur le tableau suivant :
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Auteurs Profil Mouvement Principal Goc a, Méthode de Calcul

0<n<1 16.7 | 1.22 | Méthode de Fredholm

Goertler ;
v ={77 "]

Hammerlin Profil polynomial de type Blasius | 8.38 | 0.6 | M¢éthode de Fredholm

A.M.O.Smith | Profil polynomial de type Blasius | 8.23 | 0.7 | Approche numérique

Meksyn Profil polynomial de type Blasius | 54 | 240 | Méthode de Riemman

Kobayashi Profil polynomial de type Blasius | 9.40 | 0.6 | Méthode de Fredholm

Présent Travail | Profil Solution de I’E.D.P (5.13) | 13.6 | 2.58 | M¢éthode de Galerkin

Les résultats expérimentaux disponibles sont les suivants :

Aihara [88]
R(m) Uu(@m/s) A(cm) ac Go
3 7 1.8 3.48 31
5 3 3.5 1.79 27
5 7 3.5 1.79 65
5 13 3.5 1.79 120
10 11 2.1 2.99 34
10 16 2.1 2.99 49

D’apres Aihara [88] on peut noter (tableau ci-dessus) que pour un rayon de courbure fixé,
le nombre d’onde o est indépendant de la vitesse.
Par contre lorsque la vitesse de I’écoulement est fixée et le rayon de courbure variable le

nombre d’onde varie. Ceci est confirmé également par les mesures de Bipps [89] tableau ci-

joint :
Bipps [89]
R(m) U(m/s) Alcm) a. Gy
0.5 0.075 1.5 4.18 12.3
0.5 0.30 0.65 9.66 14.11
1 0.075 2.0 3.14 13.50

Lorsque le rayon de courbure est fixé le nombre d’onde dépend de la vitesse de
I’écoulement. Il en est de méme lorsque la vitesse de I’écoulement est fixée et le rayon de

courbure varie, le nombre d’onde varie comme suit d’apres Winoto et Crane [90].
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Winoto.,Crane [90]
r s A(em) ac Goc
a r
3.50 0.07 1.8 3.48 15
2.75 0.05 3.2 1.96 9

avec 1 : rayon de courbure du conduit, a : largeur de conduit, § : hauteur de couche limite
dynamique.

Suite a ces travaux et dans le but de pouvoir comparer nos résultats avec ceux déja établis
sur les plans théorique et expérimental, on a considéré lecas [ =0

Dans ces conditions notre profil de vitesse du mouvement principal, se situe entre les
profils utilisés par : Goertler[77], Hammerlin[76], A.M.O.Smith[79], Kobayashi[81].Tous les
profils de vitesse du mouvement principal ont la méme épaisseur de perte de quantité de
mouvement, d’une part, et la vitesse de ’écoulement principal est indépendante des
caractéristiques géométriques du conduit, d’autre part.

Quant a I’évolution du seuil critique Gy, = 13.6 en fonction du nombre d’onde a, = 2.58
celle-ci  est proche de Bipps[89] pour le rayon de courbure le plus élevé R =1

(Go, = 13.5eta, = 3.14) et également avec la moyenne de valeurs obtenues par Winoto et

Crane[90].Go, = =~ =12 et a, =" =272 .

6.4.1 Cas sans champ magnétique.

Le tracé des variations du parametre de Gy en fonction du nombre d’onde o permet d’établir
le réseau de courbes délimitant les zones de stabilité et d’instabilité. En particulier , les calculs
mettent en évidence systématiquement une valeur minimale du nombre de Goertler coincidant
avec la valeur critique recherchée. Le diagramme de stabilité a été établi avec le paramétrage

suivants (f = 0,H, = 0) fig(6.1).
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Fig(6.1) :Diagramme de stabilité marginale (f = 0,H, = 0)

La courbe définissant le diagramme de stabilité présente la méme allure dans 1’ensemble et
semble similaire a celle des auteurs: Goertler[77], Hammerlin[76], A.M.O.Smith[79],
Kobayashi[81].

Notre résultat concernant le nombre de Goertler critique est situé entre les valeurs théoriques
de Goertler et H.Witting [91].

Les écarts relatifs sur Gy, sont respectivement 4,2% et 4,8% par rapport aux résultats
expérimentaux obtenus par Bipps [89] et elles sont voisines de celles de Winoto et Crane [90].
Par contre, la différence apparait trés importante par rapport aux résultats de Aihara[88], et
Wesfreid [92].

6.4.2 Cas avec champ magnétique.

Dans ce cas, le profil de vitesse de 1’écoulement principal dépend fortement du nombre de
Hartamann H, . On enregistre une trés grande variation de la valeur critique du nombre de
Gortler lorsque le champ magnétique est €levé et qui se fait parallélement a I’augmentation du

nombre d’onde Fig(6.2) :
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Fig(6.3) :Diagramme de stabilité marginale

B =0,H, = 100)
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Fig(6.4) :Diagramme de stabilité marginale
B =0,H, =200)
Au regard de ce résultat, on peut conclure, dans ce cas, que le champ magnétique a un effet
sensible sur le parametre critique de Goertler. Par conséquent, les forces de Lorentz ont une
influence sur les conditions d’apparition des ondes de Goertler.
On suppose que ces différences sont attribuées probablement au profil de vitesse du
mouvement principal dont 1’allure est parabolique asymétrique de concavité plus importante

que dans le cas sans champ magnétique.

champ magnétique Goc ac
H=0 13.6 2.58
H=1 26.25 2.82
H=5 40.40 3.93
H=10 84.28 523
H=20 430.79 9.55
H =150 4539.21 23.96
H =100 25965.89 47.98
H =200 1.473 10° 95.98
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Fig(6.4) :Diagramme des valeurs critiques du nombre de Gdertler en fonction

nombre d’onde critique.

On constate que la valeur critique du nombre de Goertler multiple en exponentiel.

Conclusion

Les courbes d’évolution de la stabilité marginale que nous avons obtenus présentent la méme
allure que celles qui sont proposées par différents chercheurs. Cependant une différence
importante réside dans I’évaluation du nombre critique de Goertler[91] et celle de
Witting[98], mais elle est assez proche des résultats expérimentaux récents de Bipps [89]. Par
ailleurs, en présence des forces de Lorentz (présence du champ magnétique), on constate une
augmentation du nombre critique de Goertler et du nombre d’onde ce qui signifie que la taille
des tourbillons a tendance a diminuer considérablement dans la direction azimutale.
Finalement, il apparait que la courbure ainsi que la force de Lorentz ont tendance a favoriser
I’apparition des ondes de Goertler et a diminuer leur taille donc de démultiplier le nombre
d’onde.

D’une fagon général, ceci confirme notre hypothese de travail quant a I’influence de la forme

du profil de vitesse moyenne sur 1’instabilité de Goertler.
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Conclusion générale et perspectives

Afin d’exploiter les futurs tokamaks dans de bonnes conditions de fiabilité, stireté, sécurité
et performance, il est indispensable de maitriser le phénoméne de corrosion, et ainsi
d’identifier le role du champ magnétique. Pour contrdler ce processus pouvant provoquer des
dégats irréversibles sur les €léments de paroi au contact avec le métal liquide Li-Pb qui est
trés corrosif. D’apres la revue bibliographique, il apparait que méme si les phénomenes de
corrosion sont étudiés depuis longtemps, ils n’ont représenté jusqu’a une période récente
qu’une contribution assez modeste qui s’intéresse aux machines de fusion. Ce probléme a été
découvert lorsque on a abordé le refroidissement par métal liquide de la couverture tritigéne
des réacteurs a fusion, tels que ITER et DEMO, qu’un certain nombre d'expériences [1], [2] ,
[3] et [4] ont montré que la paroi du conduit, fait d'acier martensitique Eurofer 97 peut étre
corrodée par LiPb. C’est dans ce contexte que 1’on s’est intéress¢ a [’apparition des
phénomenes de corrosion par I’instabilité de striation au niveau de la paroi d’Eurofer . Il
apparait donc important d’en comprendre la nature et les conditions de déclenchement. Il
s'agit d'un processus global de corrosion de I’Eurofer par le métal plomb-lithium qui est
renforcée par la présence d'un champ magnétique. L’analyse de la stabilité a permis de mettre
en évidence plusieurs mécanismes susceptibles de faire transitionner 1’écoulement proche de
la paroi. Cette étude permet de mettre en €vidence I’analyse menée par Reshotko [71]. Le
probleme de la prévision des phénomenes de transition est assez délicat a aborder dans la
mesure ou il existe peu de corrélations entre des essais expérimentaux et des calculs de
stabilité qui existent pour des instabilités de striation en régime laminaire. Les scénarios selon
lesquels les perturbations qui sont amplifiées par les instabilités de la couche limite vont
effectivement créer des ondes instables en régime subcritique. Seuls les chemins de
bifurcation envisagé par Morkovin A, B et C sont pertinents pour des taux de perturbation
extérieure compris entre : 0.1% < Tu < 0.7% . Les chemins D et E correspondent a des taux
de perturbation treés élevés (Tu = 1% ). Aussi, dans ce mémoire, nous ne considérerons pas
le scénario A classique de la transition. Par contre, les scénarios B et C peuvent étre
intéressants si 1’on envisage le controle de la transition a 1’aide de rugosités. Le profil de
vitesse moyen était déterminé, on peut faire la prédiction des phénomenes d’apparition de
I’instabilité de striation. En régime subcritique, on réalise 1’étude de la stabilite du phénomene
de striations vis-a-vis du profil moyen précédent. Cette analyse conduit a résoudre un systeme
d’équations couplées de I’instabilité par la méthode de Galerkin. En fait, le probléme aux

valeurs propres condiment a établir un systéme aux d’équations algébriques homogenes et si
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I’on impose au déterminant d’étre nul on débouche sur la relation de dispersion qui lie

I’ensemble des parametres d’influence de nature géométrique et dynamique. Cette derniere

permet de trouver le diagramme de stabilité marginale de type G,. = Go(ac) -

Perspectives

Sur la base de résultats précédents, il est opportun de poursuivre notre travail dans les
directions suivantes :

- Dans le cadre d’une théorie linéaire. Prédire 1’instabilité de striation sous forme d’onde
progressive en rapport avec le phénomene combiné de “’lift up’” générant 1’advection
pariétale.

- Dans le cadre d’un théorie non-linéaire de type Landau-Stuart ou de type Ginzburz-
Landau il s’agit de prédire I’évolution de I’amplitude d’équilibre au voisinage de Re,
avec ou sans champ magnétique.

Enfin, ce travail pourra servir ultérieurement comme base de validation permettant
d’élaborer une modélisation par simulation numérique afin de généraliser la prédiction de ce

phénomeéne d’instabilité de corrosion.
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Annexe 1
On démontre en effet que pour un mélange ternaire (neutres A d’indice a, ions A+
d’indice i, électrons e- d'indice e)

et isotherme, la loi d’'Ohm généralisée s’écrit [70]

-

TN S fz fZ
G+ .97 -]

~JAB)AB+]

te a B
1-1¢

e

=ae(E+VA§+ Vp.)

ou t, est le temps de collision effectif des électrons
1 1 1

te tei ten

et to ,t tin les temps de collision électron-ion, électron-neutre et ion-neutre

en’

respectivement. La densité n est celle commune aux ions et aux €lectrons :

n.=n;= n. La densité des neutres n, est a priori différente, et permet de définir la fraction

neutre f :
= na+n
Les paramétres {, S, et B sont tels que :
_ 1
( - 1+ﬂte_n s Ben = Weten , Pe = Wet,
Wi "tin

et les pulsations cyclotroniques ont pour expressions

me m;

Ensuite, la conductivité électrique 0, en I’absence de champ magnétique est définie :

2
__nqgte
me

q. : charge de 1’électron

m, : masse de 1’électron
Pour des échelles de temps grandes devant t, et des échelles de longueur trés

supérieures aux dimensions caractéristiques du milieu (longueur de Debye, rayon de Larmor
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_

des ions), les termes entre crochets ainsi que les termes de pression sont négligeables, et il

reste finalement

_ 2
428 g7 0B L G AB) A = 0, (E +V A )

Par projection parallelement ( // ) et perpendiculairement (1) a E , On obtient i explicitement
- _ - - — - _ O-_H - — - -
J=0.E; +0,(EL+VAB)—-"(EL+VAB)AB

en définissant les conductivités de Pedersen 0y,

_ 1+£23B,,8
Op = 2 2 2 2 O¢
(14°¢B,nB) +(1=2f)°B

et de Hall oy
_ (A=2f)B
91 = 2 2 2,2 €
(14°¢BnB) +(1-2f)"B

On peut alors écrire la loi d’Ohm sous la forme tensorielle

J=G(E+VAB)

avec le tenseur G exprimé dans des axes ou z est paralléle a B :
o, —oy O

c=|oy o, O

0 0 o,

Dans le cas limite du plasma complétement ionisé ( f = 0), on retrouve les expressions

classiques : o, = ;0 oy = La
' Popt e H14p27e

ou f3 est le parame¢tre de Hall. Si de plus f « 1 alors 6,,~0, , o5~0 et la conductivité perd

son caractére tensoriel.
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Annexe 2

Définition d’une base dans le repére curviligne.
On définit le vecteur: V =V, &, + V,e, + V3¢5
avec € =1 eté,.(é, X €)= 0mais & n’est pas forcément orthogonal aé, X é;.

( €; orthogonaux aux surfaces x;et dirigés vers les x;croissants).

T

Figure : 4.4-Surfaces quelconques définissant un champ de coordonnées curvilignes

Relations de passage
Coordonnées d’un point dans les systémes de coordonnées

-Généralisation : On définit dans le repere cartésien, un autre ensemble de trois
surfaces non-nécessairement planes et non-nécessairement perpendiculaires entre elles. Par
exemple, la surface de base est la surface de la terre.

-Chaque point peut étre défini par I’intersection des plans (x;,x,,x3) = cste et
(x,y,z) = cste

-Si on se déplace le long de I’axe des x ou le long de n’importe qu’elle autre direction
parallele, seules les valeurs de x varient dans le repére cartésien (y et z restent constantes),
mais x;, Xx,et x3 varient.

-On a donc les relations de changement de reperes :

x = x(xq,%3,X3) Inversement, on a : X1 = x1(x,y,2)
y = y(X1, %2, X3) X2 = Xx2(x,Y,2)
z = (X1, X, X3) x3 = x3(x,Y,2)
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Relations différentielles entre les systémes de coordonnée

Par définition la différentielle associée a se qui est fonction de conduisons x;, x5, x3est :

dr= 2 g+ 22 g, + 2 ey = P+ Py, Oy
x_axl %1 *2 dx; X3 X1 = dx x dy Y 0z z

dx,
Inversement on calcule de la méme fagon. Les deux résultats précédents peuvent étre

écrite de fagon construite comme suit :

dx; = z—dx; et dx; = —dx;

Conservation de la distance
La longueur d’un élément de distance dans les deux repéres dut étre identique :
dl> = g1,dx} + gipdx;dx; + gizdx dxs
921d%2dx1 + gppdxi + gozdx,dis
g31dx3dx; + gspdxzdx; + gszdx;
= gijdx;dx;

-Si on identifie I’expression de dl?dans les deux repéres, on obtient I’expression des

UITR
_Ox 0x 0Oy dy 0z 0z
gl} B Oxl- ax] axi ax] axi ax]
-Les espaces dans lesquels cette équation est valable sont les espaces métriques ou de

Riemann.

Facteurs d’échelles
En considérant que les systemes de coordonnées curvilignes ou en chaque point les
surfaces d’isovaleurs des coordonnées (ou bien les vecteurs directeurs) sont mutuellement
orthogonales on a alors :
8.8 =08, = gij=0sii#]
Pour simplifier, on écrira : g;; = h} = dI* = (hyd x;)* + (had x3)*+( had x3)?

-h;: facteur d’échelle ; h;dx; > 0 et a les dimensions d’une longueur.
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Déplacement élémentaire
Dans ces conditions, I’élément différentiel d7 s’écrit :
dr = hydx,e; + hydx,e; + hydxses
Expression des opérateurs différentiels

Gradient

Par définition, le vecteur gradient est le vecteur qui a I’intensité et la direction du plus fort

taux d’évolution spatiale de la fonction a laquelle il s’applique. Les composantes de

V@ (x1,x,, x3)dans la direction e;par exemple, est donné par :
= op 100
eV = — = ——
ar;  hy0xq
avec 1; = h; 0x, : déplacement élémentaire dans la direction e;

Par conséquent, le gradient de la fonction @ s’écrit :

1 00
hy 6x1\ s
- 10 1
fo=| L0 | g1
h, 0x, i ha
1 00
h; 0x;

Divergence

Par définition, la divergence est I’opposée du flux de masse dans un élément de volume. Si un

fluide est animé d’un mouvement colinéaire au vecteur e; , son flux a travers le volume

définit par des vecteurs colinéaires a e; (figure 4.5) est :

d(h,hyv
[—v1(xy, X2, x3) + v1 (X1 + dxq, X5, x3)|hpdx, hadxs = w dx dxydx;

0x
Par unité de volume et dans le cas ou le flux n’a pas d’orientation particuliére on a:
= - 1 d(hyh3v1) | 0(hihsvy) | 0(hihyvs)
V' ) ) =
VX Xs) = g | = — Y Ty, T
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_f: 1 ﬂ!-}il

Figure.4.5-Position du vecteur v = v, e; dans un volume donné.

Rotationnel
Par définition, le rotationnel est la tendance spatiale d’un vecteur a tourner sur un surface
unitaire. Pour trouver I’expression du rotationnel, on calcule la circulation d’un vecteur v’ le
long de la courbe située sur une surface x; = cste (voir figure 4.6)

circ = v5(xy, x3)hydx, + v3(xy + dxy, x3)hsdxs — v, (X4, X3 + dx3)h,dx,

d(h3vs3) _ d(h,v,) d

— , hadx, =
v3(x2, x3)h3dxs ox, x5

X,dx;

Par unité de surface et pour une surface d’orientation quelconque :
hie; hye; hsez
1 0 0 0
h1h2h3 axl axz ax3
hivy  hyv,  hivs

v) X 7(.7(1,X2,X3) =

X2 = cste: l = hzdX4
IX2 +dX5  x3)

o
Xa= cste; | = hod X3

Xa= cste; | = had X2
x- g - .
(X2.X34+dXx3) (X24dX2.X3 +dX3)
3 Xo= cste; l = hagdXx 3

Figure .4.6- Circulation d’un vecteur auteur d’une courbe située sur une surface x; = cste.
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