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© X N e e W=

N : ensemble des nombres entiers naturels.

N* : ensemble des nombres entiers naturels non nuls.

Z : ensemble des nombres entiers relatifs .

Q : ensemble des nombres rationnels.

R : ensemble des nombres réels.

C : ensemble des nombres complexes.

La lettre p désigne toujours un nombre premier (sauf mention contraire).

(Z) coefficient binomial, o n et k deux entiers ou 0 < k < n.

(a,b) désigne le plus grand commun diviseur de a et b ((pged(a,b)), a et b étant des

entiers.

" a divise b ".

a | b ou a et b sont deux entiers signifie :
atb ot a et bsont deux entiers signifie : "' a ne divise pas b ".

Z,, désigne 'anneau des n-entiers, un n- entier étant un nombre rationnel dont le déno-
minateur est premier avec n € N .

Z,, désigne I'anneau des p-entiers, p étant un nombre premier, un p-entier est alors un
nombre rationnel dont le dénominateur est premier avec p.

H, =1+ % + % + 4 % le n — iéme nombre harmonique.

¢p(a) quotient de Fermat défini pour p premier et pour a € Z — pZ par : g,(a) = —ap;_l
w, quotient de Wilson défini pour p € Z par w, = —(p_;)”’l.

@ fonction indicatrice d’Euler.
Poura € Qet be Qet n € N*, n > 2, a=0b (mod n) signifie que a — b € nZ, et se
lit : @ est congru a b modulo n.
Pourac QetbeQetne N n>2 a#b (mod n) signifie que a — b ¢ nZ, et se

lit : @ est non congru a b modulo n.



Introduction

Ce mémoire est consacré a une étude approfondie de nombreux articles concernant des
propriétés des quotients de Fermat. Rappelons que pour un nombre premier p et un entier
a non divisible par p, on appelle quotient de Fermat le nombre g,(a) exprimé par la formule
suivante :

On sait, d’aprés le petit théoréme de Fermat que ¢,(a) € Z.
Cette étude est composé de quatre chapitres que nous allons détailler successivement.

Le premier chapitre de ce mémoire est consacré a des rappels utiles a4 la compréhension des
articles qu’on étudie aux chapitres 3 et 4. Dans ce chapitre, nous commencons par rappeler de
nombreuses définitions et propriétés des coefficients binomiaux et des congruences définies sur
un anneau commutatif. Nous étudions plus particuliérement les propriétés des congruences
définies dans I'anneau Z,) des p-entiers et plus précisément des congruences concernant des
sommes comportant des sommes harmoniques.

Dans le deuxieme chapitre, nous nous intéressons a 1’étude du quotient de Fermat en base
a =2,

Nous prouvons certains resultats célébres concernant des nombres harmoniques tels que celui
découvert par Eisenstien, en 1850. Nous étudions de nombreuses propriétés du quotient de
Fermat telles que la relation suivante qui lie le quotient de Wilson & une somme de quotients
de Fermat

qu(a) =w, (mod p).

Dans ce chapitre, nous rappelons aussi le célébre critére établi en 1909 par Wieferich|24]
concernant le premier cas du dernier théoréme de Fermat :
r-t 1

(pfoyz et 2" +y+2/=0) = —5—€Z
p



Les deux derniers chapitres de ce mémoire sont consacrés a I’étude de trois articles. Plus
précisément, le troisiéme chapitre est une étude approfondie de la congruence suivante :

vl 1 2! 22 2r~1

(T)2 = - (12 + ? + ...+ W) (mod p).

Nous y prouvons la relation précédente en détaillant les preuves données de ce résulat dans
deux articles différents, le premier article étant celui d’Andrew Granville [10]intitulé : " The
square of the Fermat quotient" et le deuxiéme étant celui de Romeo Mestrovic [17] intitulé :
" An elementary proof of congruence by Skula and Granville".

Enfin au quatriéme et dernier chapitre de ce mémoire, nous détaillons la preuve de la
congruence suivante donnée en 2006 par Karl Dilcher et Ladislav Skula dans leur article
[6] intitulé "The cube of the Fermat quotient" :

qp(2)3

p—1 o p—1 i
2 7 —1)/
-3 E -3 + Z E ( ) (mod p).
Jj= Jj=1

3
< j j
Signalons que cette derniére congruence est équivlente a la congruence suivante :

J

322

162% (mod p).



Chapitre 1
(Généralités

1.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a de nombreux rappels. Nous commencons par rappeler la définition
et les propriétés des coefficients binomiaux. Nous étudions ensuite I’anneau des n-entiers Z,)
et certaines propriétés de cet anneau. Nous précisons la notion de p-entier et la définition des
congruences dans 'anneau Z,). Nous étudions plus particulierement les congruences modulo
p et modulo p? pour les nombres harmoniques d’indice p — 1.

Dans tout ce qui suit, nous désignons par K I'un des corps Q, R ou C et par A un anneau
non nécessairement commutatif.

1.2 Coefficients binomiaux

1.2.1 Définition et propriétés

Pour tous entiers naturels n et k, on définit le coefficient binomial (Z) de maniére suivante

(TL) B a(afl)(aflz!)...(akarl) pour n > k‘,
k 0 pour k> n.

Rappelons la formule du binéme qui affirme que si a et b sont deux éléments d’un anneau qui

commutent, alors pour tout entier n € N, on a

VneN (a+b)"=Y (Z) a" ki,

k=0



Les coefficients binomiaux vérifient les propriétés suivantes et le théoréme rappelé ci-dessous,
nous sera utile aux chapitres 2 et 3.

Théoréme 1 Pour tous entiers naturels n et k, on a

1. Pourn >k >0,
ny n (11)
k) \n—k) '

TORI)

3. Pour tous entiers naturels n, k et j tel quen >k, on a

SR

j=k

2. Pourn >k >0,

Preuve.

1. Pour tous entiers naturels n et k tel que 0 < k <n, on a

(Z) - k!(nni B (n— k)!(nni (n—kN (n ’ k)

2. Pour tous entiers naturels n et k tel que n > k, on a

L(n\ 1 n! 1 n(nm-1)
E(k) T n(n—k)k T n(n—k)k(k—1)

1 (n—1)! 1 /n-1
Ck(k—Dn—-1—-(k—1) EkE\k—1)
3. Nous allons prouver (1.3) en raisonnant par récurrence sur n, qu’on a :

— Pourn=Fk,ona: i (i) = (’Z_) =1let (:ﬁ) = 1, donc la formule est vrai pour n = k.
j=k

— Supposons la formule vraie pour n € N fixé tel que n > k.

S (-2 () ()
(i) ()
B <(n2i)1+ 1)’

ce qui montre la formule est vraie pour n + 1. On conclut, par récurrence sur n, que

pour tout (n,k) € N? tel que n >k, on a > (i) = (Zﬂ)
j=k

On a alors :

Ce qui établit par récurrence la relation (1.3). O

9



1.3 Etude de 'anneau Z,, des n-entiers

1.3.1 Définition et propriétés de I’anneau Z,,

a
b
de z, noté dénom(x) et le numérateur" de x, noté num(z) par :

Pour tout entier rationnel z, o x = ¢ avec a € Z et b € Z*, définissons "le dénominateur"

a = dénom(z) et b=num(z).

Dans le cas ol a et b sont premiers entre eux, x s’écrit de maniére unique sous la forme
(appelée forme réduite de x).

Définition 2 Pour tout entier n > 2, on appelle n-entier tout nombre rationnel dont le
dénominateur est premier avec n. On désigne par Zgy) l'ensemble des n-entiers. Autrement

dit :
Ziny={2€Q/ pgcd(n,dénom(z)) =1}.

Remarquons que pour qu’un nombre rationnel x € Z,), il faut et il suffit qu’il puisse s’écrire
comme le quotient de deux entiers a et b, v = ¢ avec pged(n, b) = 1, § n’étant pas nécessaire-
ment la forme irréductible de x. Cette proprié¢té permet de prouver facilement les propriétés
de Zyy données dans le théoréme suivant :

Théoréme 3 .
1. L’ensemble Z, est un sous-anneau de Q.
2. 1 C Z(n).

3. Ly est un anneau principal. De plus :
— Pourn > 2, les idéauz non nuls de Z,y sont les mZ ot m = ¢;"¢5*...¢>", q1, G2, -+, Grs
désignent les diviseurs premiers avec n, aq,Qo, ..., ., €lant des entiers naturels,

4. Le groupe des unités de l'anneau Z,) est
UZpy) ={2€Q/ pgcd(n,denom(x)) =1 et pged(n,num(x)) = 1}.
La preuve du théoréme précédent est bien détaillée dans le mémoire, de R. Chellal dirigé
par le professeur F. Bencherif [5].

Le corollaire suivant est un cas particulier du théoréme (3).
Corollaire 4 [3/Pour n = p, p étant un nombre premier,
Zpy={x€Q |/ pmne divise pas dénom(z) },
UlZyp)={x€Q /pt num(z) etpt dénom(z)}.

De plus Zy,) est un anneau principal et tout idéal non nul de Z,) sont les p™Z,), ot m un
entier naturel.

10



1.4 Congruences dans Z et dans Z,

1.4.1 Congruences dans Z
On sait que tout idéal I de Z peut s’écrire I = mZ, ot m est un entier naturel. La congruence
modulo I'idéal mZ s’énonce ainsi, z et y étant deux entiers :
r=y (modm)<= z—yemL.

Nous allons maintenant rappeler les principaux théorémes classiques d’arithmétique : Théo-
réme de Wilson, de Fermat, d’Euler.

Théoréme de Wilson

Ibn al-Haytham (Bassorah, 965 -Le Caire, 1039) est un mathématicien, philosophe et phy-
sicien d’origine Perse. C’est le premier mathématicien connu pour avoir énoncer le théoréme
suivant appelé théoréme de Wilson.

Théoréme 5 [20] Pour tout nombre premier p > 2, on a l’équivalence suivante :

p est un nombre premier <= (p —1)! = —1 (mod p).

Théoréme de Fermat

Le théoréeme suivant est appelé " petit théoréme de Fermat", il date de 1640.

Théoréme 6 [20/Pour tout nombre premier p et pour tout entier a premier avec p, on a

a? ' =1 (mod p).

Remarquons qu’on peut aussi énoncer le petit théoréme de Fermat sous la forme équivalente
suivante :
a’? =a (mod p) pour p premier et a € Z-

Théoréme d’Euler

Le théoréme d’Euler qui suit est une généralisation du petit théoréme de Fermat. Ce théoréme
fait intervenir la fonction indicatrice phi d’Fuler notée ¢. Cette fonction est définie pour tout
entier n > 1 par

p(n)=card{a e N:a<net (a,n) =1},
v (n) s’appelle aussi 'indicateur d’Euler de n. Le théoréme établi en 1760 par Euler s’énonce
alors comme suit :

11



Théoréme 7 [8] Pour tout entier n > 2, et pour a € Z, on a

(a,n) =1=0a*"™ =1 (mod n),

=g i-3)

1.4.2 Congruences dans Z, des p-entiers

avec

Les idéaux de Z, sont les p™Z,), ou m un entier naturel; la congruence modulo I'déal
P L) s’énonce ainsi : x et y étant deux p-entiers, on a :

r=y (modp) e ax—yepZy
Nous allons établir maintenant un important théoréme de congruence :

Théoréme 8 Pour tout nombre premier p > 3, on a

1 1 1
l1+4-4+-+---+—=0 d p). 1.4
+2+3+ +p—1 (mod p) (1.4)

Preuve. On a

p—1
1 1 1 2
SR R ;;:1

Ko —F) (1.5)

pour 1 <k < 2= ona (p 7 € Ly et donc Zk 1 55 € Lyl résulte de la relation (1.5)
quelonab1en1—|—2+3+ —i—EEpZ(.

La relation (1.4) est prouvée. O

k(p—k)

Nous allons maintenant établir des congruences modulo p et modulo p? concernant les
nombres harmoniques et des sommes particuliéres dans I’anneau 7, des p-entiers.

Pour cela on commence par étudier des congruences modulo p sur les sommes de puissances
p—1
> k™. Les congruences obtenues vont nous permettre de prouver de nombreux résultats dans
k=0
ce mémoire.

12



Théoréeme 9 Pour tout nombre premier p > 3 et pour tout entier m € Z, on a

-1 St —1|m,
1™ 42" 4 4 (p—1)" = L | (1.6)
0 st p—1fm.

Pour prouver ce théoréme, on va utiliser les deux propriétés suivantes :

— Le corollaire du petit théoréme de Fermat ; pour p premier et pour m € (p — 1)Z, on a
pour tout entier k tel que 1 <k <p—1
(p—1) divise m = k™ =1 (mod p)
— Le groupe multiplicatif (Z/pZ)* est cyclique [12].

Preuve.
~ Sip—1]|m. On a alors :

m4+2"+ . +(p—-1)"=1414...+1=p—1=-1 (mod p).
— Si p—11{m. Soit alors g un entier tel que g engendre (Z/pZ)* on a g —1 Z 0 (mod p) et

I 4+2" 4+ A+ (p—1D"=1+g"+ ()™ + ...+ (g™
=14+g"+(g") + .+ (g™

_gmri -t
o
_ (g1
=1
=0 (mod p).
Le théoréme (9) est prouvé. O
p—1
Théoréme de Wolstenholme et congruences modulo p pour > ;%m
k=1
En 1862, Joseph Wolstenholme (1829- 1891) a énoncé le résultat suivant :
Théoréme 10 [25/Pour tout nombre premier p > 5, on a
p—1 1
7= 0 (modp?) (1.7)
k=1

Preuve. On a pour p > 5 et en exploitant les deux théorémes (8) et (9) qu’on vient de

prouver :
— 1 p—1 p—1
1 1 P 1 P 1 9
- == = = =-=% — =0(mod
Y30 () S = b = e
La relation (1.7) est prouvée U

13



Théoréme 11 /18] On a pour tout nombre premier p impair et pour m € N, on a

p—1 .
1 —1 St —1|m,
— = p-1 (1.8)
— km 0 si p—1tm.
Preuve.
— Sip—1|m, on ad’aprés le petit théoréme de Fermat :k™ =1 (mod p) pour 1 <k <p-—1
et comme k™ est une unité de Z,, on a aussi k%n =1—p=—1 (mod p) ce qui implique

p—1
Y =p—1=-1 (mod p).
k=1
— Si p— 1+ m. Considérons g comme une racine primitive modulo p. On sait qu’on a alors

g' =1 (mod p)si et seulement si p — 1 | I. Ainsi g™ # 1 (mod p) Notons que 1’ensemble
{9,29,...,(p—1) g} est équivalent modulo p a I'ensemble {1,2,...,(p — 1)} . Ainsi nous

obtenons
-1 p—1 p—1 p—1 p—1
1 ) — 1 1 1 1 1
okl Db T2 g = 2 2 gm0 (modp),
(g iy = (k) il il iy
et comme g}n —-1= 1;;‘; # 0 (mod p), nous en déduisons : ) = =0 (mod p).
k=1

14



Chapitre 2

Le quotient de Fermat

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous commencons tout d’abord par énoncer la définition des quotients
de Fermat, nous citons ensuite quelques propriétés importantes : propriétés de Gotthold Max
Eisenstein ([7], 1850), propriétés des quotients de Fermat et des quotients de Wilson(|21], 1905)
et le critére de Wieferich(|24] ,1909) pour le premier cas du dernier théoréme de Fermat.

2.2 Définition des quotients de Fermat
Définition 12 Pour tout nombre premier p et pour tout entier a € 7 tel que (a,p) =1 on
définit q,(a) le quotient de Fermat en base a par

aP~t —1

qp(a) = P

On sait, d’apres le petit théoréme de Fermat que gy(a) € Z.

A laide de cette définition nous pouvons calculer les congruences suivantes pour les valeurs
de a. On trouve

¢(1) =0 (mod p).
¢p(—a) = ¢,(a) (mod p).

Notation 13 ¢, est fonction de p. On note aussi qy(a) quand cela est nécéssaire.

15



2.3 Propriétés des quotients de Fermat

2.3.1 Propriétés de Gotthold Max Eisenstein

1. En 1850, Gotthold Max Eisenstein(1823-1852)[7|, énonca et démontra les propriétés

suivantes :
@pla—1)=1 (mod p). (2.1)
@pla+1)=—-1 (mod p). (2.2)
¢(a+p) = qpla) — i (mod p). (2.3)

Nous citons les propriétés apparentées au logarithme :

ala”) = rgy(a)  (mod p). (2.4)
(1) = ~gpla) (mod p) (2.5)
a(3) = 4p(a) = ,(b)  (mod p). (2.6)
apl(ab) = gp(a) + g,(b)  (mod p). (2.7)

r-1_g

2. G. Eisenstein établit aussi que le quotient de Fermat ¢o = peut s’exprimer comme

une somme faisant intervenir les inverses des entiers compris entre 1 et p — 1,

1 p—1 _1)k-1
6= (mod p), 23)
2 k
k=1
@=-13"1 (modp) (2:9)
w(2)=-5) 7 (modp). :
k=1
On peut aussi citer[4] :
1
7, (2) = Z T (mod p). (2.10)
1<k<p—1
K2
11
55 Z z (mod p). (2.11)
k=2tL

3. On a aussi les propriétés suivantes dues & Dmitry Mirimanoff (1895)[18] :

gp(a+np) = qy(a) — né (mod p). (2.12)
gp(a+np*) = —q,(a) (mod p). (2.13)

16



La preuve des relations
Relation(2.1). On a

(p+ 1 =1
b

- p—1\ 1
D)+ L )P
k=2
— pP—1\ 1o
——l+p+p) p )P
k=2

= —1 (mod p), ce qui établit (2.1).

aGp(p+1) =

Relation(2.2). La preuve de cette relation est analogue a la preuve de (2.1).
Relation(2.3). On sait, d’aprés le petit théoréme de Fermat et comme a { p, on peut écrire :

(a+pr'-1
p

-1
()t D (e

gla+p) =

p
p—1 _1
= qpla) —a" > +pa" > + ) (p N )a”_l_kpk_l
k=2
aPt 2 p—1 1k k-2
= gy(a) — - +p. <ap +;( N )ap I

1
= gy(a) — — (mod p), ce qui établit (2.3).
a

Relation(2.4). D’aprés le petit théoréme de Fermat a?~* =1 (mod p), on a

W@ o1_ @y -1
gp(a”) = D = D

(@ = D@y 4 @y )
p

gp(a) ((a” 1>T T @) 4 )

gp(a) ()" + (1) 2+ ... +1)

Gla)(1+1+...+1)

r.qy(a) (mod p), ce qui établit (2.4).

Relation(2.5). D’aprés la définition méme des quotients de Fermat, on a a?~! = pg,(a) + 1.

Il en résulte que :
1 _ 1 _ 1 — pgy(a)
a7t pgy(a) + 1 (pgp(a) +1)(1 — pgy(a))’

17




alors :

1 1 — pgy(a)
= 2.14
@1 0 Pyl .
en ajoutant (—1) aux deux membres de (2.14), on en conclut
a 1—p%q(a)? '

en divisant par p les deux membres de (2.15), on obtient
 glap-1)

1 —pgp(a)?’
= —qy(a) (mod p), ce qui établit (2.5).

gp(1/a)

Relation(2.6). D’aprés la définition méme des quotients de Fermat, on a a?~! = pg,(a) + 1
et P! = pq,(b) + 1. Tl en résulte que :

(g)?l _ pgpla) +1 (pqp(a) + 1) (1 —pqp(b))

b/ pgp(b) +1 \pgyp(b) +1) \1— pgy(b)
_ pap(a) — pgp(b) — P*gp(a)gp(b) +1
1 — p?gy(b)? ’

alors : ,
(2)”‘1 _ pap(a) = pgp(b) — PPgp(a)gp(b) + 1 (2.16)
b 1 —p%q,(b)? ’ '
en ajoutant (—1) aux deux membres de (2.16), on trouve
-1 _ 2 2
(2)p 1 = P%(@) = pap(b) — Pap(a)gp(b) + Pap(b). (2.17)
b 1 — p?g,(b)?

en divisant par p les deux membres de (2.17), on trouve

<9> _ 4(a) = gp(b) — pgy(a)gy(b) + pgy (D)
"o T T~ g, (0"
= gy(a) — gp(b) (mod p), ce qui établit (2.6).

Relation(2.7). D’apres la définition méme des quotients de Fermat, on a a?~* = pg,(a) + 1
et ¥»~1 = pq,(b) + 1. Il en résulte que :

(ab)P™" = p*qp(a)gp(b) + pay(a) + pay(b) + 1, (2.18)

en ajoutant (—1) aux deux membres de (2.18), on obtient

(ab)’™" =1 = pgy(a)gy(b) + gp(a) + gp(b), (2.19)

18



et en divisant par p les deux membres de (2.19), on trouve

gp(ab) = pgp(a)gp(b) + pgp(a) + pay(b)
= qp( )+ q,(b) (mod p),  ce qui établit (2.7).
P p—1 p—1
Relation(2.8). Ona, 22 = (1+ 1) = > () = > () + 2 alors 2? —2 = Y (7), d’ou l'on
k=0 k=1 k=1

p—1
At - g — L p Aerire -
éduit : g = 55 > (k), alors on peut écrire :
k=1

152 (=1)(2)..(k = 1)
= - d
2 2 o1k (modp),
k=1
1 p—1 —1)k-1
=3 ( k) (mod p), ce qui établit (2.8)
k=1
p—1
Relation(2.9). En exploitant (2.8) et en ajoutant aussi la quantité nulle : —3 >~ 1 =
k=1
(mod p) tel que p # 2, on obtient
(2) = 1/1 1 . 1 1/1 i 1 + 1
q”—212"'p1 s\1taz ™ 1
/11 L1, 1
“\2 1 (p A R R ey gD
p—1
11 . .
=-352.% (mod p), ce qui établit (2.9).
k=1
p—1
Relation(2.10). En exploitant (2.8) et en ajoutant aussi la quantité nulle : 3 > ¢ = 0
k=1

(mod p) tel que p # 2, on obtient

Il
7 N
el B
+
Wl =
+
o] =
+
+
=
| |~
B
N———

o=

1<k<p—1
kf2
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p—1
Relation(2.11). En écrivant la relation (2.9) sous la forme : ¢,(2) = Z T— > %,on
=(p+

k=1 1)/2
obtient :
p=1 _ _
)= Lyl 1p11+1 — 1
LA VAN S DA A k
k=1 k=1 k=(p+1)/2
p—1
Si p # 2, on a la quantité —% % =0 (mod p) est nulle. On peut donc écrire :
k=1
1 2
,(2) = 5 Z z (mod p), ce qui établit (2.11).
k=(pr1)/2
Relation(2.12). On a
=1 _1
a(a+ np) (a + np)
p
p—1
> (7 )arE p)t — 1
k=0
p

p—1
a’t =1+ np(p—1)a*? + w3 (") (np)

p

aP~! i -1
R RS I G L
k=2

1
=gy(a) —n— (mod p), ce qui établit (2.12).
a

Relation(2.13). On a

(a+mnp?)Pt -1

qp(a+ np?) =
p
(p 1)6#’ =k (np)F — 1
B p
—1
art—14+np? Y (P ) aP R (np?)ht
B k=1
p
p—1 p—1
=g+ 3 (7))
k=2



2.3.2 Propriétés des quotients de Fermat et des quotients de Wilson

Définition 14 Pour tout nombre premier p, on appelle quotient de Wilson le nombre entier
w, défini par

(p—1DI+1

—p )

wp:

En 1905, M. Lerch [21] énonca et démontra le théoréme suivant :

Théoréme 15 Pour tout nombre premier p impair, on a
p—1
qu =w, (mod p). (2.20)
k=1

Preuve.
Nous allons calculer le nombre ((p — 1)!)?~! modulo p?, par deux méthodes différentes :
— La premiere méthode se base sur la définition des quotients de Wilson, on a

(=00 = Gy = 77 = 3 (-1

k=0
=y (P -1 +p2 (" )y

=1—(p—1)pw, (mode)
=1+ pw, (modp?). (2.21)

— La deuxiéme méthode par la définition des quotients de Fermat, on a

(tp =1 = T#"

p—1
= [[(pax + 1)
k=1

p—1

=1 —|—pz g, (modp?). (2.22)
k=1

En exploitant les relations (2.21) et (2.22). On déduit de ce résultat que :

p—1

1 +quk =1+ pw, (modp?),
k=1

finalement on obtient : .
—
qu =w, (mod p).
k=1

La preuve du théoréme (15) est compléte. O
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2.3.3 Critére de Wieferich dans le premier cas du dernier théoréme
de Fermat

Le dernier théoréme de Fermat

Le théoréme suivant appelé "dernier théoréme de Fermat " ou " grand théoréme de Fermat",
a été énoncé par Fermat(|11], 1637); et est resté conjecture pendant 350 ans jusqu’a sa
démonstration par le Mathématicien Andrew Wiles en 1995. Aujourd’hui il est souvent appelé
a juste raison "théoréme de Fermat Wiles."

Théoréme 16 Il n’est pas possible de trouver pour un entier n > 2, des entiers x, y, et z
non nuls tel que

:L,n + yn — zn'
Cet énoné équivaut aussi a affirmer il n’est pas possible de trouver pour un entier n > 2, des
entiers x, y, et z non nul tels que

"+ y" 42" =0.

Critére de Wieferich

En 1909, Arthur Wieferich prouva son célébre critére pour le premier cas du dernier théoréme
de Fermat, c’est a dire dans le cas ou le produit z.y.z n’est pas divisible par p. Dans un article
[24] intitulé : " Zum letzten Fermat’schen Theorem ", le résultat obtenu donne le théoréme
suivant :

Théoréme 17 Pour tout nombre premier impair p, si l’équation xP +yP + 2P = 0 est possible
en nombres entiers premiers a p, alors (2P~1 — 1) est divisible par p*. Ce qu’on peut énoncer
comme suit en terme de quotient de Fermat "Pour tout nombre premier impair p, si [’équation

op—1

xP + yP 4 2P = 0 est possible en nombres entiers premiers a p, alors g = T_l est divisible

par p." Autrement dit :
e |
(ptayz et s’ +yP+2P=0) = p—QEZ'

Dans la méme année (1909), Mirimanoff [19] prouva l'impossibilité de I’équation de Fermat
en nombres entiers premiers a p est donc établie pour tous les nombres premiers p tel que
(2P~ — 1) ne soit pas divisible par p?, ¢’est-a-dire pour tous les nombres premiers p tel que
0p(2) = 2221 20 (mod p).

En 1910, Mirimanoff a démontré le théoréme (17) pour a = 3, avec p premier impair comme

suivant : "Pour tout nombre premier impair p, si ’équation x? + y? 4+ zP = 0 est possible en
nombres entiers & p, alors ¢z = 31%_1 est divisible par p."
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Les nombres premiers de Wieferich

Définition 18 On appelle nombre premier de Wieferich un nombre premier p tel que p?
divise (2P~1 — 1) c’est a dire que :
DL |

7,(2) = Y =0 (mod p).

Les seuls nombres premiers de Wieferich connus aujourd’hui sont :
— p = 1093 trouvé en 1913 par Meissner [16].
— p = 3511 trouvé en 1922 par N. Beeger|2].

Critére généralisé de Wieferich

Définition 19 Si I’équation xP + y? + 2P = 0 est possible en nombres entiers premiers a p,
alors pour un certain nombre entier m, on a le quotient de (mP~' — 1) par p est divisible par
P.
Autrement dit :
mP~t —1
(ptayz et 2’ +y"+2/=0) = ——5—€Z
p

Signalons que ce critére a été prouvé par de nombreux auteurs pour m premier avec m < 41
comme D. H et Emma Lehmer dans ([14], 1941), A.Granville et M. B. Monagan dans ([11],
1988) quand m est un des 24 nombres premiers p; = 2, py =5, ..., pay = 89.
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Chapitre 3
Le carré du quotient de Fermat

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser a une étude approfondie d’une congruence
modulo p, conjecturée par Skula et qui s’énone de la maniére suivante : pour tout nombre
premier p > 5, on a

() e (BB ) wean o

Nous y prouvons la congruence précédente en détaillant les preuves données de ce résulat

dans deux articles différents, le premier article étant celui d’Andrew Granville[10] intitulé :
"The square of the Fermat quotient” et le deuxiéme étant celui de Romeo Mestrovi¢ [17]
intitulé : "An elementary proof of congruence by Skula and Granville".

3.2 Premiére démonstration d’Andrew Granville(2004)

Andrew Granville définit d’abord les trois fonctions suivantes [15] :

P — (z—1)P -1

q(z) = ;
p—1
x
g(z) = 7
k=1
p—1
x
k=1
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Propriétés : on peut remarquer que les fonctions précédentes vérifient quelques propriétés

intéressantes, en particulier :

On a aussi :
G(-1)=0 (mod p).
g(r) = ~a?g(1)  (mod p).
a(z) = —g(z) (mod p).
Preuve.

Relation(3.2). Pour p un nombre premier impair, on a

1-2P - (-2 =1 2P—(x—-1—-1

a1 —x) = - = q(a).

p p
Relation(3.3). D’aprés la dérivée de G(z), on a

bS]
L
B
Q
—
8
S~—

1 T

x k T
Relation(3.4). Pour p un nombre premier tel que p > 3, on a
@F—(@2-1)—1 22»—-2 _22'_1

2.5~ =2.4,(2).
5 p 5 »(2)

q(2) =

Relation(3.5). Pour p un nombre premier tel que p > 3, on a

p—1
(=1)*
k=1
1 1 1

-T2 §_32+'“+ (p—1)2
&l & 1

2 kR~ 2 (p— ok

=7
T (2R 2 (2k)

k k=1
=0 (mod p), ce quiétablit (3.5).

25



Relation(3.6). On a

(z) = $ 3;_’9 =a? i
P = 2~ v
k=1 k=1
p—1 p—1
1 1
= xp = xp —’

— k.art ; (p — k)zk

et comme (p — k) = —k (mod p), on trouve

1
g(x) = —2Pg(=) (mod p), ce qui établit (3.6).
T
Relation(3.7). La dérivée de ¢(x), donne :

¢(x) =a"" = (z - 1)

p—1 1
_ (p B >(_1)jx(p—1)—j
=0~/

p—1 1
= — ( B )(_1)j$(17—1)—j7
—\ J

= (—1)/ (mod p), on en déduit que

— Pl

J! 1.2...5
p—1 p—2
dx)=-) 2?71 =_ ij = —¢'(z) (mod p).
p j=1

Ainsi, ¢(x) + g(z) = ¢o (mod p) mais, en faisant x = 0 la constante d’intégration ¢, est nulle,
d’ou : q(z) + g(x)

0 (mod p), finalement on obtient
q(z) = —g(x) (mod p), ce quiétablit (3.7).

U

A partir des propriétés ci-dessus, on peut déduire un corollaire qui nous sera utile pour
prouver le lemme (21) et détailler d’autres relations de ce mémoire.

Corollaire 20 Pour tout nombre premier p tel que p > 5, on a

1. D’apres les relations (3.7) et (3.2), on a
9(x) = —q(r) = —¢(1 —2) = g(1 —z) (mod p),
ce qui implique

g(x) =g(1 =) (mod p). (3.8)
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2. D’apres les relations (3.7) et (3.8), on a

~gla) = ag(1) = ag(1~ 1) (mod p)
ce qui implique
o) = —a"g(1 = =) (mod p).

3. Si on remplace x par 2 dans (3.7) et (3.4), on a

20,(2) = 02) = ~g(2) =~ 3 > (mod p).

ce qui implique

'E
»—t
Ea

2
= (mod p), puisque p # 2.
1

qp(2)

N | —
B
Il

(3.9)

(3.10)

Signalons que la congruence(3.10)a été publiée en 1900 par James Glaisher [9], son article

intitulé : "On the residues of the sums of the inverse powers of a number in arithmetical

progression”

Premiére démonstration de la conjecture de Skula par d’Andrew Granville (2004).

Cette démonstration repose sur le lemme suivant :

Lemme 21 Soit p un nombre premier tel que p > 5, on a

q(z)? = —22°G(x) — 2(1 — 2")G(1 — z) (mod p).

Preuve. D’aprés la dérivée de la fonction ¢(z)?, on a

_ 2 ( Z( ) <>>

7=0
et comme (p;I)(—l)j = 1, on peut écrire

p—1

L(ey = ~29() ( - Zx@-”-f)

J=0

+2g9(x) (2P + 2P+ L+ 1)
_2$p@ +2¢(z) (E) _ _prM +2(1— xp)lg(_x)

r—1 x (1—2x)’

92
T

27

(3.11)



D’aprés la relations (3.8) et (3.3), on obtient

iq(:z:)2 — g9 2(1 — xp)g(l — )

dx x (1—x)
= —22°G'(z) — 2(1 — 2P)G'(1 — x)

- (-207G(@) = 21~ a")G(1 - 7)) (mod p).

D’ou :
q(z)? 4+ 2.27.G(z) + 2.(1 — 27).G(1 — 2) = ¢ + c3.2”  (mod p).

Pour déterminer les constantes ¢y et c3 il suffit de prendre z = 0 et z = 1, on trouve que les
deux constantes cy et c3 sont nulles. Finalement on en déduit que :

q(z)? = —22PG(x) — 2(1 — 2P)G(1 — x) (mod p). (3.12)
Par suite, en faisant = 2 dans (3.12), on a
q(2)* = —2.2°G(2) — 2(1 — 2°)G(-1) (mod p),

en exploitant les congruences de G(—1) = 0 (mod p), petit théoréme de Fermat o = a
(mod p) et on a aussi ¢(2) = 2.¢,(2), on obtient directement :

qp(2)2 = —G(2) (mod p).

On en déduit que :

(5
p

21 22 2p71 q
—(ﬁ—f—?—l—...—}-(p_ly) (mod p).

3.3 Deuxiéme démonstration de Romeo Mestrovié¢(2011)

3.3.1 Lemmes préliminaires

Cette démonstration repose sur les lemmes suivants :

Lemme 22 Soit p un nombre premier tel que p > 5, on a

(27 =) (25 + Q—i)kﬁ’“l (mod p). (3.13)
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Preuve. En exploitant le résultat de Glaicher (3.10) , on peut donc écrire :

2 2 2
1= 2k 1 ("= ot 1 A= 2Dk
e (i) Ut _ 1
7 (2) _< 22 k;) —4<E el B 22 - (mod p),

k=1 k=1

on sait d’aprés le petit théoréme de Fermat que 22 ~! = 1 (mod p) et comme p — k = —k
(mod p), on obtient

p—1 5 2 p—1_ g 2 p—1 2
- (5] - (53 - () oo

k=1 k=1

Par suite, on suppose que tous les entiers positifs 2 et j tel que i <p—1et 7 <p—1. Alors:

, p—1 1 p—1 1 p—1 1 p—1 1
vor-(Srx) (Sre) - (575) (£75)
1
- Z ij 2i+j+ Z

1
2] 9t +j + Z Zj i +j

t+j <p 1 +j >p t+j =p
1 1 1
-2 Gamt 2 Gam o 2 gy (medn)
t+j <p i +j 2p t +j=p

Pour simplifier les calculs, nous désignons par :

1 1 1
S1= Z ij2i+j’82: Z g2t +J e 55 = Z

ij2i +i’
t+j <p i+j =2p i +j =p

— On commence par Sy; comme p >5eti+j<p,i+j€ {23, ..p},ona

1 P 1
Sl:.z ij2it :Z.Z ij2k

i+7<p k=2 i+j=k
p p k—1
1 1,1 1 1.1 1
2o 2 G =l w2 Gty
k=2 i+j=k k=2 =1
P k-1 k—1 p
11 1 1 1
=2 it ) T 2 gt )
k=2 = i=1 k=2
p —1
B 2Hk_1 o Hk—l . ch
>y -5
On en déduit que :
k=2



— Nous allons maintenant calculer Sy; pour p > 5 et en posant i + j = k avec k € {p,p +
1,...(2p — 2)} alors :

(p—i)+(p—J)=2p—(i+j) <p et:
1 1
SQ - Z . — .
7 9i+] — ) (p = 5)22p—(i+4)’
o U e, P T O =)
d’aprés le petit théoréme de Fermat 2?7 = 22 (mod p) et comme p —i = —i (mod p) et
p—j=—j (mod p), on obtient :
1 1 9 +4)
i+j<p i+j<p
1~ 2821 1
—‘ZZ ZZEA G ==
k=21i+j = k=2 i=
128 i1 & 1< 2k
=;Z Z,+Z =1 2_ 7 e+ Hi)
k=2 = i=1 i=1 k=2
1N 202 H, =2V H S 2FH,
= Z - = Z 2 = - (mod p)
k=2 k=2 k=1
On en déduit que :
p—1 Sk
2"H,
= mod p). 3.15
=3 hpy tmodn (315

— Enfin nous calculons S3; pour p > 5 et pour ¢ + j = p et comme j = p — 7, on obtient

S3 =

>

Ly Y]
i+j:p132 J
1 211

Cp e

1=

1
= op (prl +

2P.p

p—1 1
;i(p—i)Zp
1 1 (221 2L
p—l)_%<;;+i1p—l
gy L (Hp
A I P ’

en exploitant les congruences de Wolstenholme (10) et le petit théoréme de Fermat a?~! =

1 (mod p), on en déduit :

qP(2>2

53:

Sg, d’ott :

p

_Z(k+1

k=1

2r=
Finalement, d’aprés les relations précédentes :( 3.14),
4p(2)* =51+ S —

e

H,_,
p

(3.16)

) =0 o)

(3.15) et ( 3.16). Il en résulte :

(mod p).

Dy

k=1 k=1

k—l—l



Ce qui achéve la démonstration du lemme (22).

Lemme 23 [22/ Soit p un nombre premier et k € {1,2,3..p — 2}, on a

H,=H, -1 (mod p).

Preuve. Comme 1 <k <p—-2alors1 <p—k—-1<p—2,0na

i ko pokd
Hyn=) =3 -+ > (
i=1 i=1 i=1
ce qui implique :
p—k—1
Ho=Ho= 3 o
=1
et comme H, 1 =0 (mod p), on obtient
p—k—1 1
H, = -=H, ;_ mod p).
k ; ; p—k—1 ( p)

(3.17)

Les deux lemmes précédents (22) et (23) nous permettent de prouver le lemme suivant : [

Lemme 24 Soit p un nombre premier p > 5, alors :

(3.18)

p—1 H, p—1 ok
2 _
w27 = ToF 2.2 (mod p).
k=1 k=1
Preuve. D’aprés le lemme (22), on peut écrire
p—1 —1 p—1 g
2" H,,
2)? = ko dp).
k=1 k=1
. = om R okn
Nous désignons par : Ty = > W et  To=)> e

k=1 k=1

— Nous allons commencer par 7} ; en exploitant les congruences de Wolstenholme et le petit

théoréeme de Fermat, on déduit que :

kE~ op—1-
P (k: + 1)2 2p
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et comme Hy = Hy 1 — on trouve

1
k41
p—2 1 p—2 p—2
Hk+1 ka1 Hk 1 1
T, =9 T kg + —9 - -
! Z (k + 1)2k+1 ; k + 1)2k+1 ; (k + 1)22k+1
p—1 p—1
1 Hy,
NI S ;—W N
d’ou :
Ty, =2 E ka E (mod p). (3.19)

— Nous allons maintenant calculer Tg, en utlhsant les congruences de Wolstenholme et le
petit théréme de Fermat, on a :

— 2FH, Hy 1\ *=22"H, 226H
kz:: k: p—l,( 1>+;k+izk:1k+i (mod p),
d’aprés le lemme(23), on obtient
Ly — Hy < H
ngkz_;p_—zklz ;k—z ;k— (mod p),
d’ou :
= — pX: /{;i (mod p). (3.20)

D’aprés les relations (3.19) et (3.20), on trouve directement :

1H -1
AN

(mod p).

= Sl %

Lemme 25 Soit p un nombre premier p > 5, on a

—1
H,
gk—

N | —

> 2:,_,1 (mod p). (3.21)

1<i<j<p-1

Signalons qui en 2012, Zhi-Wei Sun prouve dans son article intitulé" Aritmetic theory of

harmonic numbers " [23] que pour tout nombre premier p > 3, on a S P~ Iy =0 (mod p)
Preuve. En remarquant que ’'on a
p—1 p—1
1 1 1 1 1
- — | = , . — 3.22
(Z k) ( Mk) X et X vwtimm 62
k=1 k=1 1<i<j<p—-1 1<j<i<p—1 k=1
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et comme on a la congruence Y + =0 (mod p), alors donc la relation (3.22) devient

S Loy LS g medyp)
- - = m
ij.27 ij.2 52 2k b),

1<i<j<p—1 J- 1<j<i<p—1

Par suite, on obtient :

- 1
Z ij.Qj+ K22k — Z ij.29

1<i<j<p—1 k=1 ) 1<j<i<p—1
2r—1
- Z 2 (modp)
1<j<i<p-1
1 2(p—3)
=-— Z ———————— (mod p)
1<iti2p 2 =D = J)
1 2J
=-3 Z = (mod p).
1<i<yj<p—1
On en déduit que :
1 .
1 = 1 1 pX
A = —— — d p). 3.23
Z ij.20 ) mE =3 _ 7; (modp) (3:23)
1<i<j<p—1 k=1 1<i<j<p—1
D’une part, on remarque aussi que :
p—1 Hk B p—1 Hk—l + 1 g Hk—l . p—1 1
2k k2k k. 2k k2.2k
k=1 k=1 k=1 k=1
_p—21p—1 1 +p—1 1 B p—1 1 +p—1 1
L | L |2k K22k i.7.29 k2 2k
k=1 k=1 k=1 1<i<j<p—1 k=1

On en déduit que :

o, i T S|
2 ok 2 i 2 2.2k (3:24)
k= k=1

1 1<i<j<p—1

D’apreés la relation (3.23) et la relation (3.24). Il en résulte que :

p—1 ;
H 1 2
AL -3 > = (mod p). (3.25)

k=1 1<icj<p—1

D’autre part, on a aussi

<§%> (Ii%k): > 3—J+ > f—J (3.26)

k=1 1<i<i<p-1 Y 1ciep-1 Y
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et comme Z £ =0 (mod p), alors la relation (3.26) devient :

27 27
Z — 4+ — =0 (mod p),
1]

1
1<i<icp-1 Y 1<i<<p-1

Par suite, on a
27 2J
Z —=- Z —  (mod p), (3.27)
= 1] = 1]
1<j<i<p-1 1<i<j<p-1
pour p # 2, en multipliant les deux membres de la relation (3.27) par %, on obtient
1 2J 1 2J
5 Yo == ) — (mod p), (3.28)
1<j<isp—1 Y 1<i<j<p-1 Y
D’aprés la relation (3.25) et la relation (3.28), on peut écrire :

1 2J
5 > P (mod p)

-1

H
k.2

*d

k=1 1<j<i<p-1

ce qui implique

H, 1 9
Shely 2
=1 1<5< -1
1 2P
2 1<]<Zp =0 —J)
1 21
=3 — (mod p)
1<i<j<p—1
p—1 p—1
et comme la congruence : Y. L =1((3 1)*+ X ) =0 (mod p), on obtient :
1<i<j<p—1 k=1 k=1
L H, 1 9i 5 1
2k 2 L j = ij
k=1 1<i<j<p—1 1<i<j<p—1
1 20— 1
= - — (mod p).
2 1<i<j<p—1 t
i<j<p
On en déduit que :
p—1
H, 1 9i _
— = d
k=1 1<i<j<p—1



Lemme 26 Pour tout entier naturel n non nul, on a

n

20 1 1
> )
k=1

1<i<j<n

Preuve. On a,

Y ey et s (),

1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n )
en exploitant la relation (1.2) du théotéme (1), on peut écrire :

> Iy () X (o))

1<i<j<n W 1<i<j<n ) k=1 1<i<j<n ) k=

1 3 1/i—1\ Il (i1
k& j\k—1) “~k‘&=ji=\k-1)
k=1 1<i<j<p—1 k=1 i=k

Jj=1

3 IA

Par suit, en exploitant aussi la relation (1.3) du théotéme (1), on trouve :
2—1 1=1(j j—1
> e () -2 (o)
1<i<j<n = Jj=t
7 —1 "1 (n
S e2 (i) z@(k).
k=1

La démonstration du lemme (25) est compléte. O

Deuxiéme démonstration par Romeo Mestrovié¢ (2011)

D’aprés le lemme (24), on a donc

p— p k
H, 2
2 _
7,(2)° = kg_ ok = (mod p).

Par suite, on sait que d’aprés les lemmes (25) et (26), on a Z e 3 21;1 _
2 1<idiip 7

> 72 (3) (mod p) ce qui implique :

k=1



Si on remplace n par (p — 1), on obtient

05(2)* S %( > Zl (mod p), (3.29)

1 k=1

)_l

i

et comme (*.') = (—1)F (mod p) alors la relation (3.29) devient

p—l

bS]

=
||
—
[\
=

]{52 k’_ (mOd p)v

k=1

en utilisant la congruence (3.5) qui affirme que G(—1) = Z =0 (mod p), on obtient :

-1
2=_ Z (mod p).

k=1

Ainsi la démonstration de Romeo Mastrovié¢ est compléte.
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Chapitre 4

Le cube du quotient de Fermat

4.1 Introduction et théoréme principal

Ce chapitre est consacré a une réformulation détaillée des preuves des nombreux résultats
de l'article de Karl Dilcher et Ladislav Skula [6] intitulé " The cube of the Fermat quotient .
Ces résultats sont résumés dans le théoréme suivant :

Théoréme 27 Pour tout nombre premier p, p > 5, on a

'E
H
DO
<.
i
—
—
—_
~—
<

(mod p). (4.1)

0(2)° = — Z = 16 Z ig (mod p). (4.2)

L’obtention de ces résultats nécessite de nombreux calculs ainsi que 'utilisation de la congruence
d’Andrew Granville [10], que nous avons énoncé au troisiéme chapitre. Dans ce chapitre nous
allons particulierement nous intéresser a la prermiére congruence autre pouvant se démontrer
de la méme maniére en utilisant les mémes résultats intermédiaires.

4.2 La preuve de Karl Dichler et de Ladislav Skula (2006)

Avant de prouver le principal théoréme de ce chapitre, nous allons d’abord prouver des
résultats qui nous seront nécessaires.
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On commence par définir la fonction suivante qui affirme que pour tout nombre premier p tel
quep>5etje{l,2,..,p—1},ona

p—1 2

Gs(x) = Z = (4.3)

Elle présente quelques propriétés intéressantes, en particulier :

ay(r) = 0 (4.4
G5(1) =0 (mod p). (4.5)
xpcg(i) = _Gy(z) (mod p). (4.6)

Preuve.
Relation4.4. On sait d’aprés la définition de G(x) que nous avons énoncé au troisiéme
chapitre, on peut écrire

1

, 1= G(x)
G3(I):Z j2 :EZJ_Q: z
j=1

J=1

Relation4.5. On utilise le corollaire (?77), on obtient

p—1 1
Gs(1) = = =0 (mod p).
j=1
Relation4.6. On a
p—1 1
2PG3(=) = _
= j3.ad
- 3 — 3
pr i Al V)
et comme p — j = —j (mod p), on a donc
1 bl i
ZEPG3(;) = - Z 7 = —G3(z) (mod p).
j=1

i

Le lemme suivant nous sera utile pour donner la preuve du théoréme (29) qui suit ce lemme
Lemme 28 [10] Soit p un nombre premier tel que p > 5, on a

Gr) =G —z)+2PG(1 — i) (mod p).
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Preuve. Considérons la dérivée de membre de gauche, alors on peut écrire

g(1 — ) p—1 1 p 91— ;)
m—i—px G(l—;)+xx2(1_%),

et comme le terme prP~'G(1 — %) est nul puisque p est en facteur, on trouve

T

% <G(1 _a)+27G(1 — 1)) _

d » 1\ _g(l—2z)  9(1- 1) ~zg(l—x) +aPg(l - 1)
%(G<1_$>+xG(1_5)):m+xl’(l’—l)_ l’(l‘—l)
a0 —g) _g@)@-1) _ g)
x(r —1) z(z —1) x

=G'(z) (mod p),

d’oul ]
Gr)—Gl—z)—2PG(1 —=)=Cy (mod p),

T

ou Cy est une constante, en faisant x = 1 et on a aussi d’aprés le théoréme (11) que
p—1

G(1) =Y 7 =0 (mod p), ce qui implique :
=1

Co=0 (mod p).
On obtient directement :

G(z) —G(l —z) —2’G(1 — i) =0 (mod p).

La preuve du lemme est compléte.

Théoréme 29 Si p est un nombre premier tel que p > 5, alors :

éq(m)?) = PGy(x) — (1 — ) Ga(1 — 2) — 22 (1 — 2¥) G (1 — é)

+C12P(1 — 2P)  (mod p).

ot C1 est une constante.

Preuve. On considére la dérivée de g(x)3 :
d
dz’

On considére maintenant la dérivée de g(x) :

(2)* = 3.q(2)*.¢/(2),

J(@) =2 = (@ =17



et, comme (p;I) = (=1)? (mod p), donc on a

p—1
¢ (r) =2 — ij (mod p). (4.9)
=0
p=1l
On a aussi ) 2/ = 1= (4.9) devient :
j=0
1—a?
"(z) = 2P~ — 4.1
(@)=t - 22 (4.10)
en exploitant la relation (4.10) et la congruence (¢(z)* = —227G(x) —2(1 —2?)G(1 —x)) du
lemme (21), on peut ecrire :
d 3 = D D p—1 L —aP
de(x) = 3. (—22"G(z) — 2(1 — 2P)G(1 — x)) (w -
_ G(1 —x) G(z) G(1—x)
— __Ra2p—1 _PN2T N T P(1 _ P\ N7/ @aD(1 _ PN T
6P G(z) + 6(1 — 2P) - + 627(1 x)l—x 627 (1 — aP) .
x 11—z
G G(1—
+ 62P(1 — 2P) (1 Exg)j _ & " x)) (mod p). (4.11)
On a d’une part, et d’aprés le lemme (28) :
1
Gr) =G —z)+2PG(1 — 5) (mod p), (4.12)
en multipliant les deux membres de (4.12) par (1/1 — x), on trouve
G(z) _ G(l—z)+2"G(1—1)
l—xz 1—x
G(1 —x) 1 (1 —3)
en multipliant aussi les deux membres de (4.12) par —1/z, on trouve
G(l—=z)  Gx)—2?G(1—-1)
T N T
:_G(x) (1 1\GOA-3)
x r 2 1-1
G(z) 1G(1—-12) 1G(1—2
= xp; -1 —a' =1 (mod p) (4.14)



ajoutant, membre a membre les relations (4.13) et (4.14), on trouve

Gx) Gl-2) G-z G ,161-1

_ N 2T ) 41
1—=z x 11—z 11—z q;x? 1—% (4.15)
En utilisant (4.15) et (4.11), on peut écrire :
d 3 _ 2pG(5U> p ,G(1 —2)
dxq(x) = —6x . +6(1 — 2P) -
G1l—z) G(x) 1G(1-1)
P(1 _ oD _ - T\ T a)
+ 627 (1 x)( T . 2’ -1
= 6(—z% — 2" + x2p)G($) —6(z”+1—a")(1— xp)M
T 1—2z
1 G(1-12)
—61:27’(1—3:”); . %
G(z) Gl—=z) 1G(1-1)
—6 (= N op ey T )
6(:1: x (1—a) 1—x z x>x2 1—%

D’ou :

a@)’ = —a"Gy() — (1 — ") Gs(1 — 2) — 22(1 — a?)Ga(1 — i)

+ Cy + Cya? 4+ Cyz®  (mod p),

| =

ou Cy, Cret Cy sont des constantes ; en faisant © = 0 et comme ¢(0) = 0 et G3(1) =0 (mod p),
on établit que :
Co=0 (mod p)

par suite, en faisant = 1 et comme ¢(1) = 0 et G3(0) = 0, on établit que
Cy=—-C; (mod p)

ce qui implique

éq(x)g’ = —2PG3(r) — (1 — 2P)G3(1 — ) — 2% (1 — 2P)G3(1 — i)

+ C12P(1 —2P)  (mod p). (4.16)

g

La preuve du théoréme (29) est compléte. Nous allons maintenant nous intéresser a la dé-
termination modulo p de la constante Cf.
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Détermination de la constante (]

On considére le polyndéme suivant :
plz) =2 —z + 1.

C’est un polynome irréductible dans Q [X], puisqu’il posséde deux racines dans C, il est
unitaire car le coefficient de 2% est égale 1, ce qui signifie un polyndéme minimale, soit a
comme élément primitif d’ordre 6. Pour cela on peut écrire :

'a0:1’

a' = a,

a’®=a-—1,

a®=a.a®= -1, (4.17)
at =a.a® = a(-1) = —aq,

a®=aa'=a(—a)=—a*=—(a—1)=1-—a,
a®=ad"=a(l-a)=a—-a>*=a—(a—1)=a—-a+1=1.

Remarque 30 D’aprés Uéeriture de (4.17), on peut calculer q(a).
a’ —(a—1)P -1

q(a) =

Ce qui établit : q(a) = 0.
Revenons a la relation (4.16), si on remplace x par a, on obtient
—aGy(a) — (1 — aP)Ga(1 — a) — a® (1 — aP)Ga(1 — 2) b a1 —a’) =0 (mod p),
en remarquant qu’on peut écrire : a = 1 — % méme aussi a’(1 — a?) = 1, on a donc
—aP.G3(a) — (1 —a?).G3(1 —a) — a’.G3(a) + C; =0 (mod p),
ce qui implique
Cy =2aP.G3(a) + (1 —a?).G3(1 —a) (mod p).

Il est facile de constater que : a.(a — 1) = 1 et a”. (1 —a”) = 1, on en déduit que 'on a la
—— ——

congruence suivante : a a?
a?.Gs(a) = aP.Gs(a) (mod p),
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enfin, on obtient
C) =3.a".G3(a) (mod p).

Nous allons maintenant nous intéresser a la détermination modulo p de a?G3(a), pour cela,
on définit la somme suivante : pour tout entier r et j € {1,2,...,(p— 1)}, on a

p—1 1

- 3 L (418)
=1 7
j=r(mod6)

Si:r =1 (mod 6), on a t(r) = t(l), alors on peut écrire G3(—1) :

Ga(—1)=> Y D (=1)t(j)

J Jj=0
=t(0) — t(1) + t(2) — t(3) + t(4) — t(5)
= 2(t(0) + t(2) + t(4)). (4.19)
D’ autre part, on a
1 1 1 1
t0)+t(2)+t4) = = —
(0) +t(2) +t(4) 23+43+63+ +(p i
TG NS NS D =
N 63 123 183 (B3p—3)3) ~
j=0 (mod 6)
2 (i+1p 1 2 P 1
_ a3 _ 93
3D ST SR S
=0 J=ip+1 =0 k=1
j=0 (mod 6) j=—ip (mod 6)
= 27(¢(0) + t(—p) + t(=2p)) (mod p)
d’apreés la définition de (4.18), on a t(j) = — ( — j) (mod p), alors on peut distinguer deux
as : le cas o p =1 (mod 6) et le cas p = —1 (mod 6)

1. Premier cas : p=1 (mod 6).

On sait d’apreés la congruence t(j) = t(p—j) (mod p) qui montre que t(—p) = —t(2p) =
—t(2) (mod p) et t(—2p) = t(4) (mod p). On trouve :

£(0) + £(2) + £(4) = 27(£(0) — 2¢(2) + £(4)) (mod p). (4.20)

D’une part, on a
5

a’Gs(a) = Z aPtit(5) = aPt(0) + a" (1) + aPT2(2) 4 aPT3(3)aP T (4) + aP ()
= a't(0) + a*t(1) + a®t(2) + a*t(3) + a’t(4) + a®t(5), (4.21)
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on sait d’aprés la congruence t(j) = t(p — j) (mod p) qui montre que t(1) = —¢(0)
(mod p), t(3) = —t(4) (mod p) et t(5) = —t(2) (mod p), la relation (4.21) devient :

a’Gs(a) = a't(0) — a*t(0) + a*t(2) — a’t(4) + a’t(4) — a’t(2)
=t(0)(a — a®) +t(2)(a® — a®) + t(4)(a® — a?),

d’aprés la relation (4.17), on a (a — a?) = 1, (a®> — a®) = —2 et (a® — a') = 1, on peut

alors écrire :

a’Gs(a) = t(0) — 2t(2) + t(4)
3

= 2(6(0) — #2) + 1(4)) — 5(H(0) + 1(2) + (4)),

en utilisant les relations (4.20) et (4.19), on en déduit que :

a’Gs(a) =

I

|

|
0
w

|
—_
~—
=
Q
o
S

Ce qui établit Cy = —2G3(—1) (mod p).

. Deuxiéme cas : p = —1 (mod 6).

On sait la congruence t(j) = —t(p — j) (mod p) que t(—p) = —t(2p) = —t(2) (mod p)
et t(—2p) = t(2) (mod p). On trouve :

£(0) + £(2) + £(4) = 27(£(0) + 2¢(2) — t(4))  (mod p). (4.22)

D’une part, on a

a’Gs(a) = Z aPtit(5) = aPt(0) + aP (1) + aPT2(2) + aPT3(3)aP T (4) + aPTOH(5)

= a’t(0) + a't(1) + a*t(2) + a®t(3) + a*t(4) + a°t(5), (4.23)

on sait la congruence t(j) = t(p — j) (mod p) que t(1) = —t(4) (mod p), t(3) = —t(2)
(mod p) et t(5) = —t(0) (mod p), la relation (4.23) est devient :

a’G3(a) = a't(0) — a*t(0) + a’t(2) — a*t(4) + a’t(4) — a®(2)
=t(0)(a” — a*) +t(2)(a — a®) + t(4)(a® — a°),
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d’aprés la relation (4.17) (a® —a?) =1, (a —a?) =1, et (a® — a®) = —2, on peut écrire :
a’Gs(a) = t(0) +t(2) — 2t(4)
= 2(00) + 1(2) — 26(4)) — (H0) + 1(2) + 1(4)),

—~

en utilisant les relations de (4.19) et (4.22), on en déduit que

S
D)
w

(@)

%l ~

(£00) +£(2) +t(4)) — %(t(o) +1(2) +1(4))

(((0) +1(2) +t(4)))

(mod p).

W N O i~
Q2
—
|
—_
SN—

Ce qui établit C; = —2G3(—1) (mod p).

4.2.1 Démonstration du théoréme principal
Daprés le (29) et sachant que C; = —2G3(—1), on a
éq(:z:)3 = PG) — (1— a")G(1 — 2) — 22(1 — 2)G(1 — i)
— 2G(-af(1 =) (mod p),

en faisant z = 2, alors :

éq(2)3 = _2G(2) — (1= 27)G(=1) — 22(1 — 2)G(1 — %)

_ 203(4)2?(1 —27)  (mod p).

Puisque : 2PG3(1/x) = —G3(x) (mod p) et la relation (3.4) montre que :

B(2) = —2G(2) + 2C5(~1) — 2G4(2) + Gal(~1)
:—3G3( )—|—4G3( 1)
722
= —3G3 —|— Z ]Zl j3 IIlOd p)

Ainsi la congruence (4.1) est prouvée et la preuve du théoréme principal est maintenant
compléte.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons pu constater que le quotient de Fermat intervient dans de
nombreuses congruences dont certaines comportent des nombres harmoniques. Notre mémoire
a porté sur 'étude des puissances des quotients de Fermat ¢, (2) pour n =1, n=2et n = 3.
Nous avons détaillé la preuve des congruences suivantes :

152k
q,(2) = ) kZ: = (mod p).
p—1 ok
R(2)=-3 5 (modp).
k=1
p—1 p—1
20 7
2) = -+ - d
qp( ) p ] + 4 ‘= j3 (mo p)7

cette derniére congruence s’écrivant aussi de maniére équivalente

_—3Z2J %Z% (mod p).

Ces congruences sont dues a Eisenstein (1850), Glaisher (1905) [9], Andrew Granville (2004)[10],
Karl Dilcher et Ladislav Skula (2006) [6] ainsi qu’a Romeo Mestrovi¢(2011) [17].

Les congruences faisant intervenir la puissance quatriéme du quotient de Fermat q;‘(Q) ne
semblent pas avoir fait I’objet d’une étude particuliére et approfondie & ce jour. Il nous semble
qu’une étude sur ce sujet représente une intéressante perspective de recherche pour poursuivre
le travail que nous avons réalisé dans ce mémoire.
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