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Introduction générale

Depuis le debut des années 1970, les formes de I’intermédiation financiere connaissent de
profondes mutations. L’extension du r6le des marches financiers constitue un témoin privilégié
de ces évolutions qui accompagnent le developpement des technologies de I’information, la
déréglementation et la globalisation de I’économie. D’abord anglo-saxonne, cette revolution
financiére a rapidement concerné I’Europe continentale et touche aujourd’hui I’ensemble de la
planéte. En substituant une logique de marché a I’intermédiation bancaire traditionnelle, elle a
contraint les assurances, les entreprises et surtout les banques a évoluer et a vu de nouveaux
participants, tels les investisseurs institutionnels, émerger. La « finance », ainsi que «les
assurances » sont aujourd’hui les secteurs les plus dynamiques de I’économie et offrent de
nombreuses et attrayantes opportunités de recherches.

La vocation premiére de I’assureur est d’accepter des risques. Pour ce faire, il doit gérer
ses actifs. En effet, I’assureur cherche a le fois de faire fructifier les provisions techniques (capital
d’emprunt), constituées avec la prime versee par ses assurés et son capital propre. Dés lors qu’il
accepte de souscrire une couverture, il s’expose a un risque technique([20]), qui peut sinon mettre
en péril son entreprise, du moins compromettre sa capacité a tenir I’engagement contracté. Or, le
placement des actifs comporte un risque ([24],[56]), qui lui aussi, constitue une menace pour la
compagnie. Les fonds propres visent a amortir le choc d’une fluctuation inattendue des résultats.
Mais cela ne suffit pas, il faut donc une bonne gestion de risque, et cela peut se faire par le
contrdle optimal du bilan de la compagnie d’assurance.

La théorie du contrble optimale repose sur la construction d’un objet assez complexe,
« un processus contrélé » par un second processus aléatoire, appelé « contrble » ou « stratégie ».
On cherche typiquement a obtenir la stratégie optimale, qui minimise en espérance, un certain
colt (occasionné par le choix de la stratégie, représentée par une fonctionnelle de la trajectoire
controlee), sous certaines contraintes ([35],[41], [48]]).

L’objet central de la théorie du contrble optimal stochastique est « la fonction valeur »
qui représente le colt minimal que I'on peut espérer atteindre parmi toutes les stratégies
possibles. Cette fonction contient toute I’information du probleme. Elle est solution d’une
équation aux deérivées partielles non-linéaire de second ordre, appelée I’équation « d"Hamilton-
Jacobi-Bellman » (HJB). Cette derniere n’admet pas en général une solution explicite, au sens
classique. Mais gréce a la programmation dynamique dont le principe est fréquemment utilisé en
theorie du contrdle, et qui est initialement di a Bellman ([02]) dans le cas de problemes de
controle discrets. L’équation (HJB) permet de faciliter I'approximation numérique de la fonction
valeur et du processus de contrdle optimal.

L'objectif de notre travail est d'étudier les probléemes de contrdle optimal, appliqué a
I’assurance ([24],[56]). Ces problemes sont abordés par la méthode de la programmation
dynamique qui permet d'obtenir une caractérisation analytique de la fonction valeur du probléme
d'optimisation comme solution de I’équation HIB.



Pour commencer, nous allons introduire dans le chapitre | des généralités sur les processus
aléatoires, plus précisément les processus de diffusion qui sont a la base de la modélisation des
problemes financiers et qui sont solution de certaines équations différentielles stochastiques.
Nous parlerons du mouvement Brownien géométrique qui est en fait un cas particulier du
processus de diffusion utilise dans le modéle de Black et Scholes ([42],[43]).

Nous passerons dans le chapitre Il & des processus de risque plus compliques, les processus
stochastique contr6lés, qui sont solutions d’équations différentielles stochastique contrblées, et on
définit un probleme de contrdle optimal. On montre ensuite un principe de la programmation
dynamique, qui permet de faire le lien entre le probléme d’optimisation et une équation eux
dérivées partielles (EDP) de type Hamilton-Jacobi-Bellman. ([35]).

Nous présenterons dans le chapitre 1l des concepts et des définitions de base concernant
I’assurance et la réassurance. Puis, nous passerons dans chapitre IV a la modélisation
mathématique en assurance, ou nous commencerons par une introduction a I’analyse du risque en
assurance, pour passer apres au probléme de contrdle stochastique optimale, ou nous présenterons
les étapes du contrble pour une seule variable de contr6le, avec comme objectif la minimisation
de la probabilité de ruine, i.e. notre fonction valeur sera la probabilité de ruine ou de survie, nous
terminerons le chapitre par un exemple de contrdle stochastique par deux variables de contrble a
la fois, qui sont I’investissement et la réassurance, tout en suivant les mémes étapes données dans
chapitres 1V.([24]).

Finalement, apres avoir définit le probléeme de contrdle stochastique optimal en assurance,
nous passerons dans le chapitre V, a un exemple numérique pour des sinistres exponentiellement
distribués, ou nous verrons trois approches différentes pour la détermination de la stratégie
d’investissement optimale. Nous commencerons par la minimisation de la probabilité de ruine
comme critere d’optimisation, dans ce cas la stratégie d’investissement optimale sera déterminée
par la discrétisation de I’équation HIB du probléme correspondant, ainsi que la probabilité de
survie optimale du probléeme([67]). Puis nous passerons a un autre critére, qui est la maximisation
de I'utilité¢ de la richesse, ou dans ce cas nous avons une solution exacte de la stratégie
d’investissement optimale pour une utilité exponentielle (CARA)(voir [14],[18],[19]). Nous
finirons par présenter I’approximation de diffusion, ou le processus de Cramer Lundberg est
approximé par un mouvement brownien avec dérive. Et nous terminerons par une comparaison,
qui nous permettra a la fin d’avoir une stratégie qui tient compte de la maximisation de I’utilité de
la richesse, ainsi que de la minimisation de la probabilité de ruine[07].

L’objectif de notre étude est de faire connaitre et de rependre la notion de contrdle
stochastique a travers les modeles théoriques qui seront utilisés, ainsi que I’implémentation des
algorithmes développés pour I’estimation et les calculs. L’ implémentation sera faite en Maple.



Chapitre | : Processus stochastique

CHAPITRE I

PROCESSUS STOCHASTIQUE

I-1-Introduction

La théorie de processus stochastiques est la théorie du 20° siécle, sa premiére apparition fut a
travers des applications en finance et en assurance, qui ont montré quelques ressemblances
remarquables.

En 1900, Bachelier a écrit dans sa fameuse these: « Si, a I’égard de plusieurs questions
traitées dans cette études, j’ai comparé les résultats de I’observation a ceux de la théorie, ce
n’était pas pour verifier des formules établies pour les méthodes mathématiques, mais pour
montrer seulement que le marché a son issu obéit & une loi qui le domine, la loi des
probabilités. », cette thése est intitulée « La théorie de la speculation », et le point le plus
important de cette thése est que Bachelier a montré que les marchés financiers sont dominés par
les lois des probabilités, et plus précisément, le comportement irrégulier des données de la bourse
(stockmarket) est trés proche au mouvement de petites particules suspendus dans un fluide qui est
associés a un des processus étudié avant par Einstein et Schmowkowski, et de la le lien entre le
mouvement brownien et la finance est né. Ca a prit 50 ans aux économistes pour comprendre
I'importance de ce lien; cependant, aujourd'hui personne ne doute de la nature fondamentale de
cette observation.

L’étude des processus aléatoires constitue 1’un des objectifs les plus profonds de la théorie
des probabilités. Elle souléve des problémes mathématiques intéressants et souvent tres difficiles.
Ce chapitre présente quelques aspects des processus aléatoires essentiels dans les mathématiques
de la finance et de I’assurance du fait de leur frequence d’occurrence dans les applications :
processus de poisson, mouvement brownien et intégrale stochastique...

I-2- Définitions :

Comme un processus déterministe, un processus aléatoire se décrit par une fonction £(@) (a
valeurs réelles, complexes, ou vectorielles), ou & I’argument de la fonction, parcourt un
ensemble@, la fonction &(@) observée au cours d’une expérience assujettie a certaines

conditions Y s’appelle fonction échantillonnée ou réalisation du processus aléatoire.

Un processus aléatoire (processus stochastique) est donc une famille de variables aléatoires
(d’aléas numériques) &(@) dépendant du paramétre 6 : {£(6),0 € O}

Si I’ensemble @ est arbitraire, il est plus commode de remplacer le terme processus
aléatoire par fonction aléatoire (ou suite stochastique), réservant la dénomination processus
aléatoire aux cas ou © est continu (exemple le paramétre & figure le temps). Si I’argument de la
fonction aléatoire est une variable tridimensionnelle, cette fonction est dite champ aléatoire. Si
O est discret on parle plus volontiers de suite aléatoire ou de processus aléatoire a temps discret
quand &=t (le temps).



Chapitre | : Processus stochastique

Définition 1.1 : (Processus stochastique a temps continu)
Un processus stochastique a temps continu et a valeurs dans un espace muni d’une tribu F,
est une famille (X, ), de variables aléatoires définies sur un espace de probabilité (Q, 4, P)a

valeurs dans (E,F). Dans la pratique I’indice ¢ représente le temps, donc 7=R"

Un processus stochastique peut étre consideré aussi comme une fonction aléatoire mesurable
définie comme suit :

X: RxQ >R
Le processus X(t,co) décrit I’évolution chronologique du comportement aléatoire d’un certain
phénoméne, abusivement, il est parfois noté X (¢)ou X, .

Définition 1.2 (filtration)
Soit un espace de probabilité (2, 4,P). On appelle filtration, une famille(Ft)ter croissante de sous

tribu de 4, ou F7, represente I’information dont on dispose a I’instant .

Définition 1.3 (processus adapté) : On dit qu’un processus (X, ),_, estadapté a F ', si pour

toutt, X, est F' -mesurable. Autrement dit, la filtration est la description mathématique de

I’ensemble d’information dont I’observateur dispose a I’instant t. Cette information permet, a cet
observateur, d’attribuer des probabilités de maniére cohérente aux évenements

Définition 1.4 : Un processus (Xt)tel que X, =0 est a accroissements indépendants si :
vo<t, <t <..<t ,lesvariables aléatoires
X . X -X X -X,..X -X

n Iy

sont indépendantes.

Définition 1.5 Un processus a accroissements indépendants est a accroissements stationnaires si
la loi de I’accroissement (X, — X, )ne dépend pas de¢, pour toutz > 0.

I-3-Quelques exemples de processus :

Les processus aléatoires que nous allons citer dans ce chapitre ont un large champ d’application
dans la modélisation de systémes reels. Parmi les plus élémentaires des processus, nous trouvons
les processus de comptage définis ci-apres

I-3-1-Processus de comptage :

Un processus aléatoire {Nt;t > o}a valeurs entieres est un processus de comptage Si

)N, =0

i)Vs<t;Ng<N,.
Les trajectoires d’un tel processus sont donc des fonctions en escalier dont les marches sont de
taille aléatoire. Les processus de comptage peuvent modéliser de nombreux phénomenes. Si I’on
s’intéresse au nombre d’accés de clients a un serveur durant une p“eriode (0, 7), on observe en
fait un processus de comptage sur cet intervalle de temps. De méme, le nombre de particules

détectées par un capteur ou le nombre de buts marqués lors d’un match de football peut étre
modeélisé par des processus de comptage.
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I-3-2- Processus de Markov :

Ce sont des processus en temps continu. lls se caractérisent par la propriété de mémoire a court
terme ; i.e. Connaissant I’état du processus au temps présent, la prédiction de I’état futur se fait
indépendamment du passe du processus.

Définition 1.6 : Soit {X,,z>0} un processus aléatoire & valeurs entiéres.

On dit que le processus {Xt,tz 0} est un processus de Markov si, pour tout s,z>0,i,j € IN et

x,€IN,0<u<s,
P(X,., =jl X, =i)

En d’autres termes, un processus de Markov est un processus ayant la propriété suivante. La loi

conditionnelle de la variable future X, sachant I’état présent X et toute I’histoire du processus

jusqu’au temps s ne d"epend que du présent et est indépendante du passe.

Un exemple de processus de Markov en temps continu est le processus de Poisson (défini ci-

dessous). Si I’on pose pour état au temps ¢ le nombre total d’arrivées a cet instant, le processus de

Poisson est un processus de Markov a valeurs dans IN et qui n’effectue des sauts que de I’état

vers I’état (n + 1),n > 0. Un tel processus s’appelle un processus de naissance pure.

=jlX, =i, X, =x,V0<u<s)=P(X

1+s

I-3-3- 1-3-4-Processus poisson

Le processus stochastique de comptage {N,}est un processus de poisson de taux A > 0si :
(@ N(0)=0 ps,,

(b) N est a accroissements indépendants et stationnaires,

(c) pour tout 0< s << : N(t)- N(S)~ POIS(A(t —5)), i.e.

p(N(z)_N(s):k):ew(ﬂ(fk;ls))k, ken

12

10

N(t)
6

o~

o . . - .
0 2 4 6 8 10

t
Figure 1.1 : Simulation de processus de poisson homogéne d'intensité 4 =1.

Dans les application en assurance, N(t) représente le nombre de sinistre dans I’intervalle de temps
[0,¢]pour un portefeuille bien défini.
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1-3-4- Mouvement brownien :

Definition 1.7 :
Soit le processus stochastique {7 (¢ ),z > 0}, défini sur la base (Q, (a[)»o,a,P), ou(a,),.,est une
filtration, #(¢)est un mouvement brownien s’il vérifie les conditions suivantes :

a) W(0)=0, et W(t) estcontinu pour t=0.

b) J(£) est un processus a accroissements indépendants.
On suppose quev o<y <r<..<t, alors les accroissementsi(s,)-W(t,),......
Wit ,)-W(,_) ,sont mutuellement indépendants et stationnaires.

c) Tous les accroissements W(t+s)-W(s) sont normalement distribués, de moyenne 0, et de
variance o ’t, avec o parametre fixé.

d) Pour presque toutw € Q, les fonctionsW, = VK(a;) sont continues. Ce qui signifie aussi que
W, est un processus presque stirement a trajectoire continues.

Cette définition permet de caractériser la loi de la variable W, (pour la démonstration voir [57]).

Nous remarquons en premier, que la définition ci-dessous présente plein de similitude avec la
définition du processus de poisson (1-3-3), les deux processus sont des processus de Lévy, et la
plus importante différence se trouve dans le comportement des trajectoires, le mouvement
brownien a des trajectoires continues, tandis que le processus de poisson est comme un processus
de comptage, un processus de saut (voir figure 1.1).

I-3-5-Processus de Lévy :

Définition 1.8 :
Un processus {X(z),tzo}surIR" (X,(Q,F)—)IR”’), est un processus de Lévy s’il satisfait les
conditions suivantes :

1) Pour tout choix den >1eto< ¢, < £, < ...< 1,

Les variables aléatoires x, , x, - X, X, -X,, ... X,
2) X, =0 ps.
3) Laloide x,, - x, nedépend pasdes.
4) (X,)est continu en probabilité, c’est a dire que pour tout 7 > 0 et pour tout & >0
limP| X, - X,|>&]=0

st

- X, sontindépendantes.

5) Il existe un ensemble Q, € F tel que P[Q,]=1et pour tout @ € Q, , X,(w)est continu a droite

en tout ¢ > Oet a une limite a gauche en tout z > 0.
Un processus aléatoire vérifiant les conditions (1) a (4) (on n’impose plus d’hypothéses de
continuité) est appelé processus de Lévy en loi. Voir [74]et [75].
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Remarque : Un processus de Lévy en loi décrit de la maniére la plus générale une marche
aléatoire a paramétre réel sur /R : le mouvement aprés I’instant ¢ ne dépend que de la position a
cet instant, et la loi d’évolution est invariante par translation d’espace (homogénéité spatiale) et
de temps (homogeéneité temporelle).

indépendantes.

I-4- Processus de diffusion :

Ce sont des processus markoviens continus définis sur un espace euclidien R m
dimensionnel. Ces processus n’ont pas été entierement décrits a ce jour. Les processus de cette
nature peuvent servir de modeéle probabiliste a la diffusion.

On se propose, tout d’abord, d’étudier le processus du mouvement brownien comme modele de
diffusion en milieu homogeéne.

I1-4-1-Processus Wienerien :
Historique :

Le wienerien s’appelle également processus du mouvement brownien, ceci pour la raison
suivante : Le botaniste Robert Brown (1827) avait observé le mouvement incessant et irrégulier
de petites particules de pollen (de la taille d’un micron.) Dans un liquide sous I’influence des
chocs avec les molécules du liquide en agitation thermique.

On dit qu’une particule en suspension dans un fluide est en mouvement brownien lorsque le
rapport entre sa masse et la masse des molécules est grand devant I’unité. L’idée selon laquelle le
mouvement de la particule brownienne, serait une conséquence du mouvement des molécules du
fluide s’est répandue dans la deuxiéme moitié du 19° siécle. C’est Albert Einstein, en 1905 qui a
donné la premiére explication théorique claire de ce phénomeéne. Il a alors construit un modele
mathématique de ce dernier, ce qui a permis d’etablir les fondements de la théorie atomique de la
matiere. Cependant, juste avant Einstein et dans tout un autre contexte (la description de
I’évolution des cours de la bourse de Paris), Bachelier (1900) avait déja obtenu la loi du
mouvement brownien dans sa these intitulée « la théorie de la spéculation ».

Le mouvement brownien est couramment utilisé aujourd’hui dans les modéles de mathématiques
financiéres. Il a joué un role important en mathématique, puisque historiqguement c’est pour
représenter la position d’une particule brownienne qu’un processus stochastique a été construit
pour la premiére fois par Wiener (1923). Voir[57].

Les phénomeénes de fluctuation mis en évidence dans le mouvement brownien sont en fait
universellement répandus. Les concepts et les méthodes mis en ceuvre dans I’étude du
mouvement brownien ne sont pas limités a ce cas, mais sont généraux et applicables a une large
classe de phénomeénes physiques.
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Définition 1.9 (mouvement brownien standard) : Un mouvement brownien standard {Wz ,t>o}
est un processus stochastique adapté construit sur un espace probabilisé filtré{Q, F, IF, P} tel
que: (MB1l) VoeQ,W,(®)=0.
(MB2) vO0<t,<t,<..<t,, les variables aléatoiresW, —W, , W, —W,,...., W, —
sont indépendantes et stationnaires.

fa

(MB3)Vs,t>0tels que s<t¢, la variable; —Ws est de distribution normale,

d’espérance 0 et de variance t—s ( W,—-W,~N(0,t—s))
(MB4) Yo Q) , latrajectoirer — W,(w ) est continue P.p.s.

En général, la filtration utilisée est IF ={F, ,>0}ou F, = {W,,0<s<t} est la plus petite tribu
pour laquelle les variables aléatoires {/7,,0<s <t} sont mesurables, contenant les ensembles de
mesures nulles. voir [38]

,? , ,
0.0 0.E 1.0 1.5 20
Figure 2 : simulation du mouvement brownien standard
I-4-2-Introduction a la notion de martingale :

Une martingale est un jeu de hasard. Elle représente une maniere de jouer tendant & ramener, en
un ou plusieurs coups et par une augmentation progressive, le montant de sa perte, plus un certain
bénéfice.

I-4-2-1-Martingale a temps discret :

Définition 1.8 : Soit (¢, 7, P) un espace et {F, , n >0} une filtration sur cet espace.

Une suite (M,,n>0) de variables aléatoires réelles est une F,-martingale si :

. (M, ,n>0)est F,-adaptés, et, pour tout n>0, E(M,
J Pour tout » >0 :

)< +o0.

n’

EM,,/F)=M, (11)

n+l n
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Remarque 1.1: Cette définition signifie que la meilleure prévision de M,.; compte tenu de
I’information disponible & I’instant n (c’est-a-dire ) est donnée par M,

Remarque 1.2 : Notons que (1.1) est équivalent a dire que pour tout p>0 :

EWM,,, /F)=M,.
En effet, en utilisant le fait que la suite des tribus F, est croissante on a :
E(Mn+2 /E1)=E(E(Mn+2 /Fn+l)/Fn):E(M11+1/Fn):Mn

Remarque 1.3 : Si (M,,n >0) est une martingale, alors :
E(Mn+l): E(E(Mn+1/Fn)): E(Mn)
L’espérance d’une martingale est donc constante au cours du temps.

I-4-2-2-Martingale a temps continu

Définition 1.10 : Soient Soit {Q, F, IF,P} un espace filtré ou IF ={F, ,¢>0} une filtration sur
cet espace. Soit (M, >0) un processus adapté a cette filtration. On dit que (A,,z>0) est une
martingale par rapport a la filtration {F, ,z>0} si:

(M1) V20, E,[M[]<e.

(M2)  Vt>0, M, estF, -mesurable.

(M3)  Vs,t20 telque s<t,E,[M,/F]=M;.
En particulier lorsque M, est une martingale, on a, pour tout ¢, E(M, )= E(M,).

Proposition 1.1 : Si W, un mouvement Brownien de filtration naturelle 7", alors les processus :
2

W,, Wt et exp(aW, —%tj sont des F,” -martingales.

I-4-3-Propriétés du mouvement brownien : voir [76]et[38]

Proposition 1.2 : Le mouvement brownien est une martingale.

Ceci implique que I’état du systeme n’est pas défini en fonction de I’état du systéme a des
instants antérieurs, mais est aléatoire, et obéit a une certaine loi de probabilité, ceci peut
s’exprimer avec la formule suivante :

Soit 4> to> 1ty > >t ,onalors:
n

P (e)<w/W(ty)=wyW(t,)=wy,oo. . (2, )= w, |= P (e) < w/ W (ty) = w, |
Proposition 1.3 :Le mouvement brownien est un processus markovien.
Ce qui implique que I’état du systeme n’est pas défini en fonction de I’état du systéme a des
instants antérieurs, mais est aléatoire, et obéit a une certaine loi de probabilité, ceci peut
s’exprimer avec la formule suivante :
Soit >t >t >...>t, ,onalors:

P[XtSX/XtOZ)CO,....,Xt =t n]:P[XtSXtozxo]
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Proposition 1.4 :
Les trajectoires du mouvement brownien sur I’intervalle [0,T ] ne sont pas a variation bornée.

Intuitivement, ce dernier résultat signifie que chacune des trajectoires du mouvement
brownien sur I’intervalle [0, T ] est de longueur infinie.

I-4-4-Variation et extension du mouvement brownien : voir [40]

Nous pouvons faire différentes modifications du mouvement brownien, qui conduisent a des
processus stochastiques plus complexes, nous allons citer les plus importants, et ceux qui
intéressent notre travail :

A/ Mouvement brownien avec dérive :

La généralisation la plus simple du processus de Wiener est le mouvement brownien avec deérive.
Soit W(t) un processus du mouvement brownien standard. Le processus stochastique qui aura la

distribution suivante est un mouvement brownien avec dérive :

Y()=W(t)+ wt ou bien dy=y dt+o dw-
Ou dw est I’accroissement du processus de Wiener, 4 est une constante appelée parametre de
dérive.

B/ Processus d’1to :

Nous avons déja mentionné que le processus de Wiener pouvait servir a construire des
modeles pour une large catégorie de variables stochastiques. Pour cela nous allons examiner des
cas particuliers et importants, qui sont la généralisation du mouvement brownien avec dérive.
Soit{ X(f), t >0}, un processus stochastique représenté par I’équation suivante :

dx, = pu(x,t)dt +b(x,t)dw, ,
Ou dw est I’accroissement du mouvement brownien, et ;; (x,7) et b(x,f) sont deux fonctions (non
aléatoires).
Alors : X(t) est appelé processus d’Ito.
Les nouvelles caractéristiques sont que la dérive et le coefficient de variation sont des fonctions

de I’état actuel du systeme et du temps.
1 (x,t) et b(x,t) représentent respectivement la proportion instantanée de la dérive et de la

variance.
C/ Mouvement brownien géométrique :

Le cas le plus important du processus d’It6 est le mouvement brownien géométrique, qui
est freqguemment utilisé pour modéliser plusieurs variables économiques et financiéres, et il est
definipar: 4 (xf)=pux € b(x,)=cx ,00 yeto sontdes constantes.

L’ equation devient :
dx=puxdt+o xdw

10
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Définition 1.11:
Soit {Y(t),tZO} un processus du mouvement brownien avec dérive u et de coefficient de

diffusion 2 ,alors le processus défini par :

X(H)=e"" ., >0
est appelé mouvement brownien géométrique défini sur [0,+oo[
(Pour plus de détails, voir [31] et [42]).

I-4-5- Processus de diffusion :

Ce sont des processus définis par des equations différentielles stochastiques, que nous
allons definir et déterminer, pour cela on se propose d’étudier, tout d’abord un processus de
diffusion sur un espace euclidien & une dimension et déterminer son équation différentielle
stochastique.

I-4-5-1-Equations différentielles stochastiques :

Soit: x, la coordonnée d’une particule assez petite en suspension dans un liquide a
I’instant z.
Si I’on néglige I’inertie de la particule, on peut admettre que le déplacement de la particule est la
résultante de deux composantes : un déplacement « centré » du a la vitesse macroscopique du
liquide, et les fluctuations provoquées par I’agitation thermique des molécules du liquide.
Soit : a(¢,x) vitesse du mouvement macroscopique du liquide au point x a I’instant 7.
On supposera que la composante fluctuactive est une variable aléatoire dont la répartition dépend
de la position x de la particule, de I’instant t ou est considéeré le déplacement de la durée At ,de
I’intervalle pendant lequel est envisagé le déplacement (On admet que la valeur moyenne de ce
déplacement est nulle indépendamment des valeurs prises par (t, x, , At), le déplacement de la
particule s’écrit alors approximativement.

Xpon —X, =alt,x)At+&, 1 (1.2)

Sia(t,x) estnulle, et la repartition de &, ,, ne dépend pas de x comme nous |’avons admis en

t

1+At

étudiant le mouvement brownien, alors E(¢&7,,) = AAt.

Le processus est homogene puisqu’il semble naturel d’admettre que de petites variations de t et
de x sont pratiqguement sans effet sur les propriétés du milieu, on supposera donc que :

gt,x,,At = G(tvx)-gr,m
Ou o(t,x) caractérise les propriétés du milieu au point x a I'instant t, et & , la valeur de
I’accroissement du processus du mouvement brownien :w (: + A7) - w(r) .
On a donc I’approximation suivante pour I’accroissement : x, + At — x,
X=X ma(t,x, )At+o(t,x, )[W(t+At)-W(t)],; (1.3)

Pour que cette formule soit exacte il faut comme on le fait ordinairement en analyse, remplacer
les accroissements par les différentielles, on obtient I’équation différentielle suivante :
dx, =a(t,x,)dt+o(t,x,)dW, ; (1.4)

Qui peut servir de point de départ a la définition du processus de diffusion.

11
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A noter que I‘équations (1.4) ne peut encore étre interprétée de facon stricte. En effet, la quantité

w(t+AD-w(1) | si y(7) est processus du mouvement brownien admet une répartition normale
At

d’espérance mathématique o et de variance 1 . Donc elle est continue non différentiable, comme
At

w(¢) n’a pas de derivees, la definition usuelle de la différentielle dw, n’a pas de sens. ([57]).

D’une maniere plus générale on appelle processus de diffusion un processus définit par
I’intégrale stochastique suivant :

X, =Xy + Ia(s,xs)ds + Io*(s,xs)dws ;
0 0

Ou la solution a cette intégrale est un processus de diffusion.
On écrit souvent I’équation ci dessus sous sa forme différentielle plus compacte :

dx, = a(t,x,)dt + o(t,x,)dw, ;
Appeléee équation différentielle stochastique.

La partie a(z,x,)est appelée Drift ou terme de tendance ou bien coefficient de transfert, et
correspond a la moyenne instantanée.

La partie o(z,x,)est appelée volatilité ou terme de diffusion et correspondant a I’écart type
instantané.

o’ (t,x,) =coefficient de diffusion.

I-4-5-2-Approximation formelle par un bruit blanc : voir [5]

Définition d’un bruit blanc :
Un processus {Z, },20 est dit bruit blanc (White noise) d’espérance nulle et de variance o, et on

note {Z,}_, — WN(0,5?) si et seulement si :
E(Z)=0VteTc®R

20

c’sih=0
0 sih#0
Si les variables Z, sont indépendantes et identiquement distribuées.

Par analogie avec le bruit blanc en temps discret, on cherche & définir un processus stochastique
{B, } 5o Vérifiantvs>0 et >0 :

7z (h) = COV(Zz ! Zt+h) :{

E(B,)=0
E(B,,B,.,,)= 6 (h)
ou &, est la mesure de Dirac en 0.

Un tel processus n’existe pas ; son idéalisation est la dérivée d’un mouvement brownien :
Pour Ar>0, considérons le processus :

W(t+At)-W(¢t
SRLCEVRIL0

12
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Il est facile de montrer grace aux propriétés du mouvement brownien de dimension 1 que :

E(C)=0
h h
E (Ct'CtJrh):Alt( _Atj T (Atj
Lorsque A7—0 - E(C,C,,)>5,h)- Il est donc clair que la dérivée formelle % a les

propriétés d’un bruit blanc gaussien. On peut donc considérer I’approximation du bruit blanc en
terme de covariance : B = %
L’équation (1.4) peut s’écrire comme suit :

ax
dtt =a(t,X,)+o(t, X,)B, (1.6)

I-4-5-3-Intégrale stochastique par rapport a un mouvement brownien :

L’intégrale stochastique fut introduit en mathématique dans les années 40 par Itd, a
I’époque c’était une nouvelle espéce d’intégrale, qui avait pour but de résoudre (ou détourner) les
difficultés rencontrées par Bachelier dans I’application du mouvement brownien (pour la
description de I’évolution des cours sur la bourse de paris en 1900).

Nous sommes a présent conduit a donner un sens a (1.6) sous forme d’intégrale. Cette intégrale
est appelée intégrale stochastique par rapport au mouvement Brownien.

Nous allons voir les conditions d’existence de ce type d’intégrale et les hypotheses qui permettent
d’affirmer qu’il s’agit d’une martingale.

Ona:

X, =XO+j.a(s,XS)ds+j‘0'(s,XS)dwt, te[0, 7] (1.7)

Si Xt est défini sur la base (Q,F,(F)),...,, P)etsi

0<t<T?

Pﬁ|a(s,Xs)|ds<+oo}:1 et P[]‘az(s,)(s)ds}zl

Alors I’équation (1.7) est appelée «équation différentielle d’Itd ».Le dernier terme de celle ci
s’appelle intégrale stochastique de Itd, on intégrale stochastique par rapport au mouvement
brownien.

I-4-5-4-Construction de I’intégrale stochastique

Soit (,),., un F-mouvement Brownien sur un espace probabilisé filtré (Q,F,(F,),_,.,, P) . Nous

>0
t

allons donner dans ce paragraphe, un sens précis a I’intégrale stochastique If(s,a))dWS pour une
0

classe de processus f(s,w) adaptés a la filtration (F, ),._, .

On va commencer par construire I’intégrale stochastique sur un ensemble de processus dits
élémentaires (ou processus en escalier). Dans toute la suite, on fixe 7'un réel strictement positif et
fini.

13
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Définition 1.12 : On appelle processus élémentaire (Ht) un processus de la forme :

0<t<T

(@)=Y @, 0

Ol 0<fy<t <....<t,=T une subdivision de [0,7] et (4,),

..., uUne famille de variables

aléatoires F," — mesurables et de carré intégrable.

L’intégrale stochastique d’un processus élémentaire H est alors, par définition, le processus
continu (I(H),),..., définitpar,si reft,,z,,]:

0<t<T

1(H), = YW, -w, )+..m,-m,)

1<i<p
Notons que I(H ), peut s’écrire :

[(H)t = Z¢1 (VVZI-AI - VVIHM) (avec ti NE= mln(tut))

I<i<p
t
Ce qui prouve la continuité de la fonction # — 7(H ),. On notera J'HSdWS pour I(H),. On a alors
0

le résultat essentiel suivant :

Proposition 1.5 : si (H,),_,_, est un processus élémentaire

0<t<T

)yerr €St UNE Fi-martingale continue.

a)  Le processus I (H ydw
0
rr 2 rr
b) EjH¢%}=Eijﬂ.
K ke
2 T
< 4E[ | H_fds} .
0

c) E| sup

t<T

(voir [38],[5]).

jH‘TdWS
0

T ps L T
Remarque 1.4 : On pose par définition .[HSdWS = J'deWS +'[Hdex (Relation de Chasles)
0 0 t

On vient de définir et de donner des propriétés de I’intégrale stochastique pour les processus
élémentaires, nous allons maintenant étendre cette intégrale a une classe de processus adaptés :

T
H = {(H, )ocr<r » PrOCESSUS adaptés a (£, )., EU H fdsJ < 400 }
0

Cet ensemble est un espace de Hilbert pour le produit scalaire (X,,Y,) = E[J'X,Ytdt].

14
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Proposition 1.6 : Soit (,),_,., un F,-Brownien. Alors il existe une unique application J de
dans I’espace des F,-martingales continues définies sur [0,7]. Telle que :

1) Si(H,),.,., estun processus élémentaire, P.p.s. pour tout 0<¢ < T:J(H), = I(H),.

2)  Sit<T: E(J(H)f): E@desj.

Cette application linéaire est unique au sens suivant, si J et J'sont deux prolongements linéaires
vérifiant les propriétés précédentes, alors :

Pps 0<t<T:J(H),=J'(H),.
t
On note, si H € 91, szdWS =J(H),.
0
De plus cette intégrale stochastique vérifie la propriété suivante :

Proposition 1.7 : Si (H, ),_,_, un processus de 74, alors :

T
< 4E( | Hfds]
0

0<¢<T
2

E| sup

t<T

j.HSdWS
0

(Voir [38]et [5]).
Nous aurons besoin d’un résultat permettant de relaxer 1I’hypothese d’intégrabilité portant sur
H_ . Posons:

s

~

T

H = {(H Jozs<r €5t un processus adapté a (F,) . [ H’ds <+ P.p.s}
0

La proposition suivante permet de prolonger I’intégrale stochastique de # a H .

Proposition 1.8 :1l existe une unique application J de I’espace 9 dans I’espace vectoriel des
processus continus définis sur [0,7]. Telle que :
1) Propriétés de prolongement. Si (Ht )OQST est un processus élémentaire, P.p.s pour tout t tel que

0<t<T:J(H),=I1(H)

/K

2) Propriétés de continuité : si (th )120

T
une suite de processus de H telle que I(HS” )zds tend
0

vers 0 en probabilité alors sup J(H” )[

0<t<T

tend vers 0 en probabilité.

On note toujours J‘HSdWS pour J(H),. (voir [38]).
0

Remarque 1.5: Il est important de noter que dans ce cas UHSdWSj n’est pas
0 0<i<T

(nécessairement) une martingale.
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I-4-5-5-Lemme d’ It6 : (voir [76] et [38])

Le lemme d’1t6 nous donne le processus que suit toute fonction d’une variable qui suit un
processus d’Ité (dont le processus brownien géométrique est un exemple). En particulier, le
lemme d’1t6 nous donne la fagcon de différentier t—>f(VK) si f est une fonction deux fois

continlment différentiable. Sachant que calculer cette différentielle par le calcul usuel mene a
I’échec.

La définition suivante nous précise la classe de processus pour laquelle on peut énoncer la
formule d’Ité.

Définition 1.12: Soit (Q,F,(F,),.,,P) un espace probabilisé muni d’une filtration et (,)_, un

t

F,-mouvement Brownien. On appelle processus d’1t6 un processus (X,)
que :

>0

a valeurs dans R tel

0<t<T

t t
Pps VI<T X, =X,+[Kds+[Hadw,
0 0

Avec: - Xjest Fy-mesurable ;
- (K, )oerep €t (H,),.,., des processus adaptés a F, ;

T
- “Ks|ds<+°° P.p.s;
0

- T|HS|2ds <+ P.p.s.
La propositioon suivante précise I’unicité de la decomposition précédente :
Proposition 1.9: Soit (M, ),.,., une martingale continue telle que :
M, = ]'sts avec P.p.s ]'|Kx|ds < +00
0 0

Alors :
Pps Vi<T, M,=0

Ceci entraine que :
La décomposition d’un processus d’Itd est unique. Ce qui signifie que si :

X, =X, +j‘stS+j‘Hst =X, +j'K;ds+j.H;ds
0 0 0 0

Alors X,=X; dP.p.s, H =H] dsxdP.p.p, K, =K dsxdP.p.p

- Si(x,)

0<t<T

t t
est une martingale de la forme X +IKSds+szdVK ,alors K, =0 dtxdP.p.s.
0 0

La formule d’Itd prend la formule suivante (nous I’admettrons sans démonstration et nous
renvoyons a [41] pour une démonstration élementaire dans la cas du mouvement Brownien)
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Lemme : (voir [76] et [38)

Soit (X,),.,., un processus d’1td :

X, =X, +jK.gdS+jH.ngK
Et / une fonction deux fois continlment différoentiable ona:
j (X, )dx, += j f1(x,)d{x, x).
Ou par definition :
<X,X>t=ijds et jf Jax, jf de+jf )H AW,
0

De méme si (z,x)— £(¢,x) est une fonctlon deux fois dlfferentlable en x et une fois différentiable
en ¢, ces dérivées étant continues en (z,x) (on dit dans ce cas que fest de classe C'*, ona:

ft.x,)=r0x jf 5, X, )dX, +jf 5, X, )dX, += jf” 5, X,)d(X,X).

Exemple : Le modéle de marché de Black et Scholes (voir [76] et [43])

Le processus stochastique S = {S, 0<t<T } represente I’évolution du prix d’un titre risqué ou :

2
S, =Sy exp{,u—azjt+O'Wt}

Ou u eto sont deux constantes et I représente un mouvement brownien standard.
Comme W, est de loi N(0,¢), alors

2 . 2
[ﬂ_GZJHGW’ est de loi N((y_(;]t,a%}

et S, est de loi lognormale.
Nous allons montrer grace au lemme d’Itd que le processusS ={S,:0<¢<T} est solution de
I’équation différentielle stochastique :
dS,=uS,dt+c S, dw,
Supposons que S, est indépendante du mouvement brownien,

o E[S,]= E[S, ]E[exp{( y—%ZJ t+o mH

= E[Solexplu 1}
. E[Sf]: E[S&]E exp{z(y—%jﬁ 20 m}
= Eng Je;(p{Zy t+ O'Zt}
o Var[s E[S0 exp{zu 1+ azt}— E[Sq|exp{2u 1}
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En utilisant le lemme d’1td, il est possible de montrer que le processus stochastique S défini par

o2
S, =8y exp y—7 t+o W,

est une solution a I’équation intégrale

t t
S,~So=u[S, dut+o[S,dw,
0 0
2

En effet, si f(w,z) =S, exp{{y—%}tﬂy w} alors  f(w,,t)=S, et f(,,0)=S,

2
et %(w,t)za Flwi) a—];(w,t)=02 Flwi)
Ainsi S, —Sy= f(W,,t)- £(7,,0)
(& il 19/
_QW(Wu,u)qu +£(8t (Wu,u)+ 2 o2 (Wu,u)Jdu
t t 2
=Io‘f(Wu,u)qu +I((y—%}f(Wu,u)+%02f(Wu,u)] du
0 0

= [o W u)aW, + [ u f W, ,u)du
0 0

sz'Su qu+j',uSu du
0 0

Nous venons de démontrer que le processus stochastique S = {Sr 0<t<T }ou

2
S, =8y eXp{[u—%Jt+aW,}

est une solution de I’équation différentielle stochastique

dS,=uS,dt+oc S, dw,

Remarque 1.6 : La solution d’une équation différentielle stochastique consiste a trouver le(s)
processus stochastique(s) satisfaisant I’équation donnée. Or, le lemme d’Itd6 permet I’inverse,
c’est-a-dire qu’il permet de trouver I’EDS satisfaite par un processus stochastique donné. S’il
advient que le processus stochastique choisi satisfasse I’EDS donnée, alors nous aurons trouvé
une solution a cette équation.

En ce sens, le lemme d’Itd nous fournit des solutions & des EDS. Cependant, il ne s’agit pas
d’une méthode systématique permettant I’obtention de solutions. Son utilisation demande de
I”intuition.
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I-4-5-6-L"existence d’une solution a une équation différentielle stochastique :
Il existe deux types de solutions a une équation difféerentielle stochastique : les solutions fortes et
les solutions faibles. Considérons I’équation différentielle suivante :

XO =C

X, =u(t,X,)dt+o(t, X,) dw, (1.10)
ou {, :¢ >0} est un mouvement brownien standard définie sur I’espace (Q, F,{F, : ¢ >0}, P).

a) Solution forte : Une solution forte consiste a trouver un processus stochastique X existant sur
le méme espace probabilisé filtré (Q, F, {F, :# > 0}, P) que le mouvement brownien et satisfaisant

I’équation :
t t
X, = Xo+ [ ulX,,5)ds+ [o(X,,5)aw, .
0 0

On dira que la solution forte est unique si, lorsque X et X représentent deux solutions fortes de la
méme équation différentielles stochastiques, on a

Plx, =X, t>0]=1.
b) Solution faible : Nous sommes en présence d’une solution faible si nous pouvons
construire :

1- Un espace probabilisé filtré (le?‘ {1?} > 0},5) ;
2- Un (52,13, {ft > O},Is)-mouvement brownien standard {W, > O} ;
3- Un (Ez,ﬁ, {ft > O},ﬁ)-processus stochastique {)?t > 0} ; tel que :
R, = Fos [ul®,)ds + [olX,)ai?,
0 0
Théorémel.2 : Soit I’équation différentielle stochastique :

t t
X, :Xo+Iy(Xs,s)ds+Ia(Xs,s)dVK
0 0

X,=7
Si i eto sont des fonctions continues et s’il existe une constante K telle que :
|,u(t, x)—,u(t, y)| +|o*(t,x)— U(t, y)| < K|x—y| (1.12)
|,u(t, x] + |0(t, x)| < K(1+ |x|) (1.12)
EhZ|2J< o0 (1.13)

AlorsVT > 0, il existe une solution unique de I’équation différentielle définie ci-dessus
dans[0,7], de plus cette solution (X, ),_,_, vérifie :

E[ sup|X2|2} < 400 (1.14)

0<s<T

Remarque 1.7 :

Il est possible d’avoir plusieurs solutions fortes & une méme équation. Si la solution forte est
unique il y aura aussi une unique solution faible. Par contre, si la solution faible est unique, il se
peut qu’il y ait plusieurs solutions fortes.
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1-4-6-Générateur infinitésimal d’une diffusion

A une solution d’une équation différentielle stochastique est associée naturellement un opérateur
du deuxieme ordre qui caractérise sa loi. On le voit apparaitre de la maniére suivante

Théoreme 1.3 :
Soit f une fonction de classe CZ(IR”) a dérivées bornées et soit X, une solution de
X, =X, +[b(Xx )ds+ [ o(X,)aw,
Ou W, est un IF,-mouvement Brownien p-dimensionnel. Alors :
M, = f(X,)= f(X,)= [ (4f XX, )ds

est une /F,-martingale ou

1r=3a,() L 50 0L

i xlﬁx/ = ij

(R
a=—o00" ,l.e. g =

L’opérateur A4 est appelé le générateur infinitésimal de la diffusion.

Preuve : En utilisant la formule d’Itd, montrons que

106)= )~ (4o s = z;f_(xx{zojk o Yo |

J o (X, )dw !

0

t T
Rappelons que le processus est une martingale si I(Hsdws Jocrer Si EUHfds} <+00,
0 0

Utilisant le fait que f est “a dérivées bornées ainsi que les propriétés (1.12) et (1.14), on obtient
2
E{LT gc]zajk (XS)< ds } < k(1+ EEL(JEXSZD <o

Propriétés du générateur infinitésimal

a- Ellipticité : Soit 4 un opérateur du deuxieme ordre qui a une fonction 1 de
classe C?(IR", IR )associe :
o’f of
A a b(x)—
f = ;1 ,(x )aa ;,( )8xj
Ou les coefficienta, etb,sont des fonctions reelles. On suppose sans perte de généralité
quea; =a,
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Définition 1.12 : On dit qu’un opérateur A est elliptique si et seulement si

zn:a”(x)ﬂinj >0,VxelR",nelR"

i,j=1
ceci est équivalent a dire que la matrice (ai].(x))l_j est symétrique semi-définie positive dans IR",

ou encore que les valeurs propres de la matrice (ai,. (x))i ; sont positive. S’il existec >0 tel que :

n

. VxelR",nelR"

2 a,(x)nm, =
1,j=

L’opérateur est dit uniformément elliptique et toutes les valeurs propres de la
matrice (a[j(x))i/, sont strictement positives. Lorsqu’une ou plusieurs valeurs propres sont nulles,

la relation ci-dessus n’est pas satisfaite et I’équation est dégénéreée.

Le genérateur infinitésimal 4 d’une diffusion est elliptique (éventuellement degénéreé)

. 1
puisquea = 500

b- Principe du Maximum :
On dit qu’un opérateur 4 satisfait au Principe du Maximum
si et seulement si :
Vo e D?(IR"), si x, est un point de maximum local de v, alors Av(x,)<0 :

Le générateur infinitésimal 4 d’une diffusion satisfait le Principe du maximum.
Voir [35].

I-5-Conclusion :

L’intérét de notre travail est le contrble stochastique et la gestion dynamique de portefeuille,
lorsque les prix des actifs sont modélisés par des processus stochastiques.

Pour cela nous avons fournis dans ce chapitre une introduction aux méthodes numériques utiles
en finance, tel que le calcul stochastique, en particulier les équations différentielles stochastiques
du type It6.

Ce chapitre a pour but d’aider le lecteur a se familiariser avec les outils mathématiques qui sont a
la base de toute modélisation financieres.
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Chapitre 11

CONTROLE DE PROCESSUS DE DIFFUSION

I1-1.Introduction

Les problémes de contréle optimal stochastique ont de nombreuses applications en
gestion, économie et finance. Ce sont des situations ou I'on fait face a des systemes dynamiques
évoluant dans des conditions d'incertitude et ou il s'agit de prendre des décisions a chaque date
afin d'optimiser un critére économique.

L'objectif de cette partie est d'étudier les problemes de contrble de diffusion avec
plusieurs applications en économie, finance et assurance. Ces problemes sont abordés par la
méthode de la programmation dynamique qui permet d'obtenir une caractérisation analytique de
la fonction valeur du probléme d'optimisation comme solution d'une inéquation ou équation aux
dérivées partielles dite de Bellman. On présentera la théorie des solutions de viscosité qui donne
un cadre adéquat pour étudier de facon générale et rigoureuse les problémes de controle
stochastique.

On illustrera cette théorie avec un exemple d’applications aux problemes d'investissement
et de consommation optimaux.

Pour décrire un probléme de contrble stochastique, il est important de préciser quelle est
I’information disponible a tout instant. Plusieurs situations sont possibles :

1- Le contrdleur n’a aucune information pendant I’opération du systéeme. Dans ce cas, il
choisit un contrdle qui est en fonction du temps. Ces contréles sont appelés en
« boucle ouverte » ou « open-loop » en anglais.

2- Le contrdleur connait I’état du systéme a chaque instant. C’est le cas de I’observation
(ou information) compléte.

3- Le contrbleur a une connaissance partielle de I’état du systeme. C’est le cas de
I’observation incomplete.

Pour les problémes de contrble déterministe, les contréles peuvent étre indifféremment
choisis en boucle ouverte ou en boucle fermée, appelés alors « feedback ». Les contrdles en
feedback ne donneront pas un plus petit minimum. En effet, I’état du systéme a tout instants peut
étre réduit des données initiales et du contrdle appliqué jusqu’a I’instantpar la résolution de
I’équation différentielle satisfaite par I’état du systeme. Donc I’observation de I’état courant du
systéme a tout instants ne donne pas d’avantage d’information que les données initiales.

Par contre, pour les problémes de contrble stochastique, a partir d’une donnée initiale et

d’un controle, le systeme peut suivre différentes trajectoires. Dans le cas stochastique la
trajectoire optimale dépend de I’information disponible au contrdleur a tout instantz.
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Dans le cas de I’information complete, auquel nous nous restreindrons ici, la methode de
la programmation dynamique conduit & des équations aux dérivées partielles du deuxieme ordre
non linéaires (équation de Hamilton-Jacobi-Bellman) dont la .résolution permet d’obtenir la
fonction valeur et des contrdle en boucle fermée. Dans le cas de I’observation incompléte, la
méthode de la programmation dynamique conduit a des équations de dimension infinie.

11-2-Controle de diffusion :

Soit7 >0 et soit(Q, {IF;0<¢< T} IP,{W,;0 <t <T})un espace de probabilité complet.’” est un
mouvement brownien p-dimensionnel et /F est la filtration naturelle.

Nous construirons une équation différentielle stochastique contr6lée (EDSC) a partir
d’une famille d’équations différentielles stochastiques (EDS) dont les coefficients de dérive et de
diffusion dépendent d’un parametre supplémentaire, appelé contrdle.

On considere des systémes dynamiques dont I'état X; est modélisé par des processus

stochastiques de diffusion dans/R". Les variables de décision, appelés variables de contréle,
sont des processus stochastiques dont la valeur peut étre décidée a tout instant en fonction des
informations disponibles a cet instant, et ces variables de contr6le apparaissent dans I'équation
d'évolution du systeme. On note P, les contr6les et I'on suppose qu'ils sont a valeurs dans une

partie fermée Pa, de IR* (P,, est un compact dans un espace métrique séparable). Les contrdles
P, sont des processus adaptés a IF;, selon la terminologie usuelle.

On suppose que l'état X; du systéme dynamique est régi par une équation différentielle
stochastique de la forme

{dX, =b(X,, B)dt+o(X,,P)aW,
(2.1)
Xy=x

OU W, est un processus de Wiener p-dimensionnel. Le terme de dérive b(X,, P)est un vecteur de
dimension » et o(X,, P,)est une matrice n x p.

1ot

L'équation (2.1) peut se réécrire sous la forme d'un systeme de »n équations
p
dX; =b'(X,,P)dt+> o,(X,,R)aW,, X;=x', i=l...n (2.2)
j=1

On suppose que b et sont continues sur IR" x P,,, avech(., P), o(., P)de classe C*(IR" )et qu'il
existe une constante C > 0 telle que

ID.b(x,P)<C, |D,o(x,P)<C (2.3)
|b(x, PX < C(l+|x| +|P|), |0'(x, PX < C(1+|x| +|P|) (2.4)

D _designe la dérivée en x. Sous ces hypotheses, I'équation (2.1) admet une solution unique et
le processus X; est bien défini (voir [35], Théoreme 3.3.1).
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Définition 2.1 la solution (2.1) est un processus (X,;0 < < T')adapté tel que pourz [0, 7]
X, =x+ [ b(X, B Mu+[ (X, B)JW, IP-ps.

X est appelé le processus stochastique controleé.

Exemple (Portefeuille autofinance)

Soit un marché financier composé d’un actif sans risque S° de taux constant, et un actif

risqué, de type Black et Scholes de prix, tel que
ds®=S°(rdt) et dS, = u S, dt +o S, dW,,

Our,uetosont des parametres a estimer ,/ est un mouvement brownien standard
unidimensionnel. Si a chaque instantz, X, est la valeur d’un portefeuille autofinancé(dans lequel
il N’y a pas d’apport ni de retrait extérieur) sans vente a découvert et que P, € P, = [0,1]est la
proportion d’actif n°1 dans le portefeuille (donc la proportion de I’actif n°2 estl-P),

alors X satisfait ’/EDSC
dX, = X (P(rdt)+ (L~ B udt + cdW,))

Nous nous intéressons au temps de sortie du processus X d’un ouvertO < IR?. Il suffit pour cela
de supposer les fonctionsb eto définies seulement surOxP,,, (nous pourrons si nécessaire

prolonger les fonctionsb eto sur IR x P,,, ou bien considérer le processus X solution de (2.1),
arrété a son premier instant de sortie de O).

Le probléme de contréle revient & déterminer la stratégie qui optimise un certain critére sur
un horizon de gestion. Supposons tout d'abord qu'il n'y a pas de contraintes sur I'état, c'est a dire

que l'espace d'état est /R " tout entier. Posons le probléme d'optimisation.

- Dans le cas d'un horizon infini, le processus X; est stationnaire (b eto sont indépendants
du temps 7) et on définit le co(t actualisé par

J(x,P(.))zEU: “w(X,, Pyt X, —xj (2.5)

Ou A > Oest le taux d'actualisation et la fonctionu : IR" x IR* — IR" est parfois appelé le co(it
instantané. On suppose que u satisfait une condition de croissance polynomiale, c'est a dire 3C
et k tels que

u(x, P) < Cli+ |5 +|P[') (2.6)
Le probléme est de déterminer le processus P(.) qui minimise la fonctionnelle J et de calculer la

fonction valeur
olx)= min J(x,P() @

- Dans le cas d'un horizon finiT', les coefficients b eto dans la dynamique du systéeme

peuvent dépendre du temps 7). Nous supposons qu’ils sont de classe C* par rapport au temps
et tels que :
b

otf

80‘

8: (28)
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Partant d’un état x & I’instant ¢, on défini pour tout processus de contréle P(.), le colt :
T
J(z,x,p(.)):E( [[uls, x,, P s + g(X,)1 x, :x) (2.9)

Ou g est appelé le colt sur I’état final, on suppose g a croissance polynomiale. La fonction valeur

dépend alors du temps
o(t,x)= min J(¢,x, P()) (2.10)

P(')E‘Dud
Remarque 2.1:
Lorsque I’on cherche a maximiser un gain (au lieu de minimiser un co0t), alors on écrira que
olx)= max. (x, ()= -min(-J(x, () 210

Ceci pour se conformer a la littérature ou les problemes d’optimisation sont en genéral écrits sous
forme de minimisation

11.3 Probléme de temps d’arrét optimal :

Un des probléme de contrdle les plus simples est celui du temps d’arrét optimal pour
lequel a tout instant ¢, seulement deux actions sont possibles : arréter le processus ou laisser
évoluer librement.

Definition 2.2 : on dit qu’une variable aleatoire z est un temps d’arrét admissible si c’est un IF, -

temps d’arrét.
Soit &(.) et g(.) des fonctions reguliéres. Pour un temps d’arrét admissibles <z < T , on définit le
codt :

J(t,x,7)= E(er(s,XS)ds+g(r,X7)/Xt = x)

et le coOt optimal ou I’inf est considéré sur I’ensemble des temps d’arrét admissible :
V(t,x)= infTJ(t,x,r) (2.11)
t<r<

I1.4. Programmation dynamique:

Le principe de la programmation dynamique est initialement da & Bellman [02] dans le
cas de problemes de contrdle discrets. Dans le cadre continu, nous trouverons une justification
intuitive de cette idée tres naturelle dans la section 1.1 du livre de Krylov [41].

Ce principe est fréquemment utilisé en théorie du contréle pour montrer que la fonction
valeur est solution d'une équation aux dérivées partielles (EDP) non-linéaire, appelée équation
« d"Hamilton-Jacobi-Bellman » (HJB). Cette équation permet de faciliter I'approximation
numérique de la fonction valeur 7 et du processus de contr6le optimal.

Proposition 2.1. La fonction valeur définie en (2.7) satisfait :
v(x)= min E( j:e*”u()(, PYit+eu(X,) X, = x) (2.13)
Pour tout temps darrét @ par rapport a la filtration I .

Ce résultat permet, en particulier, de relier la valeur devau point x avec ses valeurs en
des points voisins, et donc d'établir I'équation satisfaite paro .
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Nous nous contentons ici dexpliquer briévement ce principe et nous référons a [16] pour
la démonstration.
Supposons que l'on exerce un contréle P, sur l'intervalle de temps [0,9]. A l'instant@, I'état du

systéme est X, et nous pouvons l'observer. Supposons connue la politique optimalel;t a partir de
linstant @, autrement dit, supposons connu le contrﬁIeE ,t>0, tel que

v(X,)= E(J:o0 e_’l(’_g)u(X, , E)ﬁ/Xg)

Considérons le contrdle P; tel que

(2.14)

{Pt sur  [0,0]
p={.
P pour t=86

t

Le colit associé a ce contrble est
J(x, P())= E(( j: e u(X,, PYt+e*v(X, )) 1 X, = x) (2.15)

Le principe d'optimalité nous dit que si I'on choisit P, sur (0, ) de maniére a minimiser (2.15), on
obtient le codt optimal.

11.5. Equations d"Hamilton-Jacobi-Bellman

La fonction valeur est solution d'une équation aux deérivées partielles non-linéaire appelée
équation d'Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) ou équation de Bellman ou encore équation de la
Programmation Dynamique.

Notons 4" l'opérateur aux dérivées partielles du second ordre qui & une fonction de classe

CZ(IR")associe :

APv=b(x, P).Du(x)+%traoj (x,P)D’v(x) (2.16)
. v ov

~Na (&P b (x, P) Y 2.17

S P) 205 )2 @17

. 1 . 1&
Oua =500, 1e. a; :EZO',,(O'/.,(
k=1

11.5.1 Equation parabolique

Dans le cas d'un horizon fini, sous les hypotheses de régularité (2.3, 2.4, 2.6, 2.8) de b, a*, u la
fonction valeur v définie par (2.10) est solution de I'équation d'HJB parabolique :

ov . P — "
E(t,x): ggg)(A u(t,x)+u(t,x,Pt))— 0 dans [O,T[x IR (2.18)
U(T,x): g(x)

L'existence d'une solution forte n'est 1a aussi assurée que sous I'nypothese d'uniforme ellipticité
(2.22) ci-dessous.
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Si I'espace d'etat est un ouvertOde IR", la fonction valeur

U(t,X): mln E(irATu(S’Xs"PsyS+f(T’Xr)]'r<T+g(XT)11<T/Xt :.)C)

P(JePy

Ou le colt fest a croissance polynomiale est solution de I'équation d'H.J.B

ov (4P - x
E(t’x): LQJ{J(A ol(t, x)+ u(t,x,R))— 0 dans [O,T[ 0 (2.19)
u(T,x): g(x)

Avec la condition au limite de Dirichlet
o(t,x)= f(t,x) sur[0,T[x80 (2.20)

Si le processus est réfléchi sur la frontiere, la fonction valeur

ole.x)= min £ [/ uls. X, P Yis+ [ £, )+ (X, )1 X, =)

P(.)eP,,
est solution de I'équation d'H.J.B (2.19) avec la condition au limite de Neumann

au(t,x)
on

= f(t,x) sur[0,T[x00 (2.21)

11.5.2 Equation elliptique

On se place dans le cas d'un horizon infini et on suppose que les fonctions b, o et u satisfont

les hypothéses de régularité (2.3, 2.4, 2.6). On suppose de plus quil existe ¢ > 0 tel que
Za[j(x,P)ninj 2c|77|2,Ver,,ueIR", PeP, (2.22)

i,j=1
Alors, la fonction valeur v définie par (2.7) est solution de I'équation d'H.J.B elliptique
—A0(x)+ Irjn}i)n(APu(x)+ u(x, P )): 0 dans IR" (2.23)

Si Pa, est compact, le minimum dans (2.23) est toujours atteint. Sinon des conditions supplémentaires

sont nécessaires. Si l'espace d'état est un ouvertOde IR"et que le processus est arrété sur la
frontiere, la fonction valeur est définie par
u(t,x)zPr(T;i}rJ J(t,x, P())

Avec
J(x)= E( jo’ e u(X,, PYt+e " f(X, ) X, = xj (2.24)

Ou r(w)=inf{t, X, (w)e O}
Est le premier instant ou le processus X; sort du domaine O et fest le colt d'arrét.
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La fonction o(x)satisfait I'équation d'H.J.B
—Av(x)+ Q’ILH(APU()C)+ u(x, P)) =0 dans O (2.25)

avec la condition au limite de Dirichlet
v(x)=f(x) suroo (2.26)
Si le processus est réfléchi sur la frontiere, I'equation d'évolution du processus s'écrit

dX,=b(X,,P)dt+o(X,,P)dW —n, d¢, (2.27)

[ AR

& est un processus strictement croissant lorsque X, e 00 etdé, =0 si X, € O,n_ est la normale
extérieure a la frontiere 60 deO en x.
La fonction valeur, définie par

U(x)zprg}eingU; e uX,,P,)dt+J. e f(X HE T X, = )

ou fest le colt associé a la réflexion du processus, satisfait I'équation d'H.J.B (2.25) avec la
condition au limite de Neumann

Z—U = f surdO (4.28)

n
La condition (2.22) est la condition d'uniforme ellipticité. Elle implique I'existence d'une
solution forte de I'équation d'HJB, c'est & dire une fonction de classe D? qui vérifie I'équation en
tout point. L’unicité de la solution est assurée dans le cas d'un ouvert O borné. Il n'y a pas
unicité quand I'équation est définie dans un ouvert non borné. Parmi toutes les solutions, la
fonction valeur se trouve alors étre celle qui ne croit pas trop rapidement lorsque |x| — 0.
Lorsque (2.22) n'est pas Vérifiée, I'équation est dite dégénérée et dans ce cas, il n'y a pas de
solution forte a I'équation d'HJB. Il faut alors considérer une notion de solution faible comme
les solutions de viscosité (voir paragraphe 11.6).
La résolution de I'équation d'HJB permet de définir en tout point x un contréle optimal P(x) qui
ne dépend que de x - c'est un controle en “feedback”, c'est a dire que c'est le contrdle que I'on doit
utiliser lorsqu'on se trouve au point x. Il ne dépend donc que de I'état du systeme et non pas de la
variable z. (voir [35]).

11.5.3 Interprétation probabiliste

Donnons ici une derivation formelle de I'équation d'HJB dans le cas elliptique (2.7). On admet

pour cela le Principe d'optimalité de la Programmation dynamique et lon suppose toute la

régularité nécessaire sur la fonction valeur pour pouvoir appliquer la formule d'Itd ordinaire.
D'aprés la formule de Itd, on a, sachant que X; évolue selon I'équation (2.1)

e o(X,)=0(x)+ [ (- 2e#0(X, )+ e Do(X, )b(x,, P)lis
+ % J:) e trD*(X,)oo” (X, P, )ds

+[ e #Du(X,)o(x,, )W,
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Prenant I'espérance, on obtient, en utilisant que I'espérance de I'intégrale stochastique est nulle :
9
Eleu(x,))= U(x)+E( [ ae70(x,)+ e Dolx, )b(x,, P s

+ % IOH e *trD*v(X oo’ (X, P, )dsJ

On reporte cette expression dans I'équation (2.13), en faisant un développement au premier
ordre en@et en faisant tendre & vers 0, on fait On obtient :

olx)= min{@u(x, Pt olx)+ e(_ Aol + Duls)bly, )+ Lol (x, p)j}

Peby

Soit I’équation d’H.J.B :

Pely

—/lu+min{b(x,P)Du(x)+%traaT(x,P)Dzu(x)+u(x,P)j} 0

Dans la pratique, soit I'on démontre le principe d'optimalité (2.13) et on en déduit que la
fonction valeur est bien solution de I'équation d'HJB, soit on établit de maniere formelle
I'équation d'HJB associée au probléme et on vérifie par un théoréme dit "Théoréme de
Vérification" qu'une solution v de cette équation, possédant certaines conditions de régularité et
un bon comportement & linfini si l'espace détat est non borné (par exemple une croissance
polynomiale), est bien la fonction valeur du probléme de contréle stochastique. (Voir [15] et
[16]). Par exemple dans le cas elliptique, le théoréme de vérification s'énonce comme suit

Théoréme 2.1. Soito une solution de I'équation H.J.B (2.24, 2.26) de classe C?(O)et & croissance

polynomiale surO . Alors, Vx € O
- v(x)< J(x, P)pour tout processus de contrdle admissible P(,) tel que

lime™E,1 v(X(¢))<0 (4.29)

xTr2t
- Si P*(.) est un contr6le admissible tel que pour tout x,
}r)n}i)n(APu(x)+ u(x, P)): AP*U(x)+ u(x, P*(x))

lime“E1. o(x"(:)<0 (2.30)

ou X*(z) désigne la trajectoire associée au contrdle P*, alors u(x) =J (x, P*)ou J est défini en (2.24)
et P* est optimal.

Sivest bornée surO , (en particulier lorsque O est borné etvest continu surO , les conditions
(2.29 ,2.30) sont automatiquement satisfaites et on a le corollaire :

Corollaire 2.1.
Soit v une solution de I'équation d'H.J.B (2.24, 2.26) de classe CZ(O)et bornée surO . Supposons

de plus que A > 0 ouz < oo avec une probabilité 1 pour tout contréle admissible P(.). Alorsv est la
fonction valeur du probleme de contr6le stochastique correspondant.
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11.5.4 Inéquation variationnelle associée au probléme de temps d'arrét optimal
Le colt optimal¥(¢,x)= inf E(J.rk(s,)(s )e(z, X Mé 1 X, :x) satisfait l'inéquation
t

t<r<T

variationnelle
min{AV+86—It/+k(x), g(t,x)_v(t,x)} L0 dand0,T[xIR"  (231)

OU A est I'opérateur associé & la diffusion X Soit B, lensemble darrét optimal, i.e. le processus
sarréte dés que B, est atteint. Alors (s, x)< g(s,x)et g(t,x)=V(t,x) seulement dansB,.
L'ensemble B, est a déterminer.

Donnons une preuve simple et heuristique de (2.31) basée sur le principe d'optimalité de
la Programmation dynamique :
Supposons que le processus soit au point x a l'instant 7. On a le choix d'arréter le systéeme
ou de le laisser évoluer.
- si on arréte, le codt que I'on doit payer est g(t,x). Donc
V(t,x)< glt,x) (2.32)
- le Principe d'optimalité nous permet d'exprimer le prix a payer pour laisser évoluer le
systeme pendant un intervalle de temps 6 et utiliser ensuite les décisions optimales

E( [ k(X s+ (145, X(z+5))j

Lorsque 5 tend vers 0, utilisant la formule d'1to et la propriété E(W(t+5)-w(r)) = 5des
processus de Wiener, on obtient que cette quantité tend vers

) o dV .
a#+mﬂ*+¢%;+lz
Le colt optimal est majorée par cette quantité ce qui conduit &
OSAV+%—I:+k (2.33)

Comme l'une des deux décisions est optimale, I'une des inégalités (2.32) ou (2.33) est une égalité, d'ou
I'équation (2.31). (Voir [72], chapitre 3 section 2) pour une démonstration détaillée.

Le cas actualisé. Si le codt est actualisé :
. —jﬁ(é),X(Q))dH —jﬁ(Q,X(B))dH
J(t,x,7)=E J. e k(s, X, )ds +e " g, X\ X, =x

t

Ou ﬂ(.)est une fonction positive continue et bornee, on obtient la méme équation (2.31) pour le colt
optimal mais l'opérateur doit étre remplacé par A — SI ou I est l'identité.
Par exemple, le prix d'une option américaine s'écrit

V[ _ SUpE(eI’ r(s, X )ds f(XT)\[Ej

t<r<T

Utilisant tout d'abord la propriété markovienne de X, on écrit?, = u(t, X, )avec

M(t,X)= sup E(e—_!.r(S,Xs)dsf(Xr )/Xt _ x]

t<r<T
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La fonction u(z, x)est solution de I'inéquation variationnelle :
min{%—lt/ + Au—ru,u(t,x)-V(z, x)} =0

u(T, x) = f(x)
On référe a [16](section 3) pour une démonstration directe. Par exemple dans le modele de Black et
Scholes, le prix de I'option américaine

Vt :supE(eJ.’fr(_g,XS)dsf(XT)\Xt)

t<r<T

(2.34)

est solution de (2.34) avec

2
Au(t,x)z lO'zxz 8—2+ rxa—u
ox ox

Souvent, la fonction valeur du probléme de contréle étudié n'est pas de classe D’ et ne
verifie pas I'équation de la Programmation Dynamique au sens classique. Il est alors utile
d'introduire le concept de solutions de viscosité qui permet de définir une notion de solution
faible particuliérement bien adaptée a ces équations non linéaires souvent dégénérées, comme
nous allons le voir dans le paragraphe suivant.

11-6- Solutions de viscosité
11-6-1- Introduction

Pour démontrer le théoreme de vérification qui identifie la solution de I'équation d'HJB avec celle du
probléme de controle stochastique, on utilise la formule d'ltd ce qui requiert en général que la
solution v de I'équation d'HJB soit de classe D”.

Or, il arrive souvent que I'équation d'HJB n'ait pas de solution forte (dans le cas dégénéré par
exemple). Dans ce cas, il faut définir une notion de solution faible.

L'approche usuelle, pour les équations elliptiques du deuxiéme ordre, est I'approche varia-
tionnelle. Cette approche est particulierement bien adaptée aux problémes linéaires ou aux problemes
ou le terme linéaire est dominant.

Une autre approche, plus récente, est I'introduction des solutions de viscosité. Cette notion a été
introduite pour résoudre des équations du premier ordre, et elle s'étend de fagon naturelle aux équations
elliptiques (ou paraboliques) du deuxiéme ordre (voir [44, 10, 01]). La notion de solution de viscosité
est bien adaptée pour des équations fortement non linéaires elliptiques dégénérées ou non.

On montre que si la fonction valeur est continue (pas nécessairement de classe C?), et satisfait le
principe d'optimalité de la programmation dynamique, alors elle est solution de viscosité de I'équation
d'HJB correspondante (voir [16]).

11-6-2- Solutions de viscosité d'équations elliptiques du deuxiéme ordre :

On considere des équations elliptiques du type
F(D%,Du,0,x)  dansO (2.34)
Ou F est une fonction numérique continueS” xIR",IR,O, S"est l'espace des matrices
symétriquesn x n, O est un ouvert de R".
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Sivest réguliére, on note Do son gradient{Du = (8—0 ....... S—UJJ etD’vsa matrice hessienne
X, X

x,0x

2
D’v =£ ov J . Lellipticité de (2.34) est exprimée par
i,

F(A,p,u,x)ZF(B,p,u,x),AZB, A,BeS", pelR",velR,xe0, (2.36)
On rappelle que

A>» B+« (Ap.p) = (Bp.,p) ¥Ypec R"

Ou (.,.) désigne le produit scalaire usuel dans R". Un cas particulier de (2.35) est

F(X, p,u,x)rprllaoi({i;ay(x,P)Xy + Zbi(x,P)pl. —Av+ulx, P)}

i,j=1
Ou la condition dellipticite (2.36) est satisfaite lorsque la matrice (a;(x, P));; est symétrique semi-
définie positive dans O x P, c'estadire:

3 a.x,Pmn.>20,VxeO,nelR",PeP
y iy ad

i,j=1
S'il existe ¢ > 0 tel que

Za,j(x,P)n[nj 2c|77|2, VxeO,nelR",PeP, (2.37)
i,j=1
L’équation est uniformément elliptique.
Les équations d'HJB elliptiques de type (2.23) rentrent dans ce formalisme.
La notion de solution de viscosité repose sur le théoreme suivant qui peut étre vu comme une variante
du Principe du Maximum.

Théoréme 2.2 : v e D?(0)est solution classique de (2.35) si et seulement si V¢ € D*(0), si x, est
un point de maximum local dev — ¢, alors :

F(D2¢(xo)’D¢(xo)’ U(xo)v xo)Z 0
etV ¢ e D*(0), si x,est un point de minimum local dev — ¢, alors :

F(D2¢(x0 )’ D¢(xo )’ U(xo )1 X0 )S 0

Ce théoréme fournit une définition de la solution classique qui a I’avantage de ne faire
intervenir aucune régularité dev et qui va nous permettre de définir les solutions de viscosité.
Donnons tout d'abord la preuve de ce theoréme.

Preuve : Soit v € D?(0)une solution classique de (2.35). Sig € D*(0); et si x,est un point de
maximum local dev— ¢, on a
Du(x,)=Dglx,)et D*v(x,) < D*¢(x;)
En utilisant I'ellipticité de I'équation, on obtient :
F(D2¢(x0 )’ D¢(x0 )v U(xo )’ xo)Z F(Dzu(xo )’ DU(xo )’ U(xo )* xo): 0
Et la premiere propriété est démontrée. La deuxiéme s'obtient de maniére analogue.
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Réciproquement, sivest de classe D’ on peut prendre ¢ =uvdans les deux propriété et donc,
comme tout point x,de O est p a la fois un point de maximum et de minimum local dev - v,

F(D?0(x, ), Do(xy) v(x, ) x, Jest & la fois négatif et positif en tout point de O. Donc
F(D?(x,), Do(x, ) 0(x, ), x, )= 0 dans O est la preuve set complete.
On peut donner a présent la définition de solution de viscosité.

Définition 2.3 : v € D(O)est solution de viscosité de (2.35) si et seulement si :
V¢ e D*(0), si x, estun point de maximum local dev — ¢, alors :

F(D*(x,), D(x, ) 0(x5), %) 0 (238)
etV ¢ e D?(0), si x,est un point de minimum local dev — ¢, alors :
F(D2¢(xo)’D¢(xo)' U(xo)’ xo)S 0 (2.39)

Sivne vérifie que (2.38) (resp. (2.39)), on dit que v est une sous-solution de viscosité (resp. sur-
solution de viscosite).

Le role de I’ellipticité est central dans cette définition. Remarquons que les equations
paraboliques sont un cas particulier des équations elliptiques telles que nous les avons définies :

on remplace simplement la variable x par la variable(x,¢), Duet D%u représentant alors le
gradient et le hessien par rapport a la nouvelle variable (x,t)
L'espace naturel pour chercher des solutions est I'espace des fonctions continues.

11.7 Application a I'optimisation dynamique de portefeuille

On s'intéresse ici a I'application du contrdle stochastique a l'optimisation dynamique de
portefeuilles en temps continu. On considére un modéle de type Black-Scholes pour la
modélisation des cours des actifs.

Dans le cas ou les transactions sur les actifs financiers sont gratuites, le probleme peut étre
résolu explicitement. Le cas des colts de transaction proportionnels au montant de la
transaction fait appel a la théorie des contréles singuliers.

Soit un espace de probabilité complet(Q, £, P)muni d'une filtration (F, )_, représentant les
informations disponibles a l'instant .

On considere un investisseur possedant un compte en banque, aussi appelé actif sans risque,
(de type “caisse d'épargne’) rapportant un intérét fixe » > 0 et n actifs risqués de
prixS.(¢)=1....na linstant « Les cours des actifs risqués sont modélisés par des processus de

diffusion

ds.(t) =S.(t)adt +o.dw(t)), i=1 .. n (2.40)
Oug, eto,sont 2 paramétres inconnus représentant respectivement le rendement instantané
moyen et la volatilitt de I’actifi, et W,(f)est un mouvement Brownien standard. En

général ¢, > ret les actions qui ont le meilleur rendement moyen ont également la plus grande
volatilité.
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On note :- so(t).' capital détenu dans le compte en banque a l'instant ¢

- 5,(z) - capital investi dans le;" actif risqué a l'instant ¢
ets(z)=(s,(¢),5,(¢),......s,(t))le vecteur de R™ représentant la position de l'investisseur &
l'instant t.

Nous pourrons considérer des modeéles avec ou sans consommation. Dans le premier cas,
I'investisseur consomme avec un taUXc(t)en retirant de l'argent du compte en banque. Nous

supposons que les augmentations du capital proviennent des gains dds a la variation des cours.
En I'absence de transactions entre les comptes, les quantités d'argent dans les comptes évoluent
selon les équations :

(2.41)

{dso ()= (o (6)— (e,

dsi(t) :aisi(t)dt+0',.s,.(t)dW(t), i=1..n

1

Avec les valeurs initialess,(0)=x,i = 1, ... n.

Dans le modéle sans consommation, en l'absence de transactions entre les comptes, la
quantite d'argent dans le compte en banque évolue donc selon I'équation :

ds,(t)=rs,(¢)dt, (2.42)
Nous supposons que l'investisseur a la possibilité d'acheter ou de vendre I'actif risqué
(i =1 .. n)d tout instant. Les transactions se font par I'intermédiaire du compte en banque et

sont instantanées.
Dans le cas d'un horizon de gestion infini, l'objectif de l'investisseur est de maximiser une
fonction d'utilité de la consommation de la forme

E[ e ulc(t))dt (2.43)

Ou E représente I'espérance, 6 > 0est le facteur d'actualisation etu est une fonction d'utilité.
Dans ce cas, on peut prendre le taux d’intérét en investissement sans risque comme taux
d’actualisation & = r, i.e. on actualise par rapport a I’investissement sans risque. Ou r peut étre
estimé facilement a partir de I’équation (2.42).

Dans le cas d'un horizon de gestion fini 7, I'objectif est de maximiser une fonction de la
valeur finale du portefeuille
Eup(T) (2.44)
Ou p(¢)est la fortune totale de I'investisseur a I'instant ¢ définie par
ple)=so(0)+ 2 5,(0) (2.45)
i=1
Les fonctions d'utilité HARA. Les fonctions HARA sont les fonctions d'utilité u(x)définies
pour x >0 par

u(x)zl(x+77)7, y<1, y#0, 720 (2.46)
4

u(x)=log(x+7), >0 (2.47)
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Les fonctions HARA permettent de modéliser le comportement de I’investisseur par rapport au
risque. Le coefficientl— y est I’aversion au risque relative. L'investisseur prend le maximum de

risque pour » =1(tout largent est investi dans l'action qui a le meilleur rendement et la plus
grande volatilité) et le risque pris decroit avec y .

La fonction (2.47) est appelée fonction HARA de paramétre 0. En effet elle peut, gréce au
théoréme asymptotique suivant, s'interpréter comme le cas limite y =0 :

Théoréeme 2.7.1. Pour toute variable aléatoire positive f et pour toute mesure &, nous avons
d'egalite :

1
!Iigqud,uy = exp([log fdy) (2.48)
1
En particulier |in3(wdy)? = exp(Elog p(T)) (2.49)
V>
1
|im(5E | we‘s’cy(t)dt)y = exp(éE [ Iogc7(t)dt) (2.50)
y—0 0 0

Supposons que les transferts d'argent entre comptes n'entrainent pas de co(t de transaction.
Ce probleme est appelé « probléeme de Merton »car il fut formulé a l'origine par Merton en
1971. Considérons un probléme en horizon infini avec consommation, et considérons comme

variable d'état la fortune totale ,o(t)de I'investisseur définie en (2.45) et comme variables de
controle
s(t)

c(t): le taux de consommation ety,(t)="2=, la proportion de capital investi dans

ple)
I'actifi, Vi = 1, ... n.
Plus précisément, une politigue d'investissement-consommation est un ensemble
(c(¢), »,(¢).,_, )de processus F,-adaptés t.q :

..... c(t)ZO, .[ c(s)ds <oop.p. ¢,

|y,.(t] <K, p.p. t, ou K peut varier d'une politique a une autre.
La dynamique du systeme est donnée par I'équation différentielle stochastique

n

o) =(rp<t>+p<r>;(ai—r> ,.<z>—c<r>jdr+p<t>§aiy,.<t>dm<r>
p0)=3" 5 =p

Soit p la fortune initiale ; une politique P est dite admissible si

p(t)=0,:>0
Ce qui signifie que la quantité d'argent totale p(t), solution de (2.51) doit rester positive. Les
quantités s,()ets,(¢),(i=1....,n) peuvent, elles, prendre des valeurs négatives. Dire que
so(t)< Osignifie que nous avons emprunté la quantités,(s) sur le marché des placements sans
risques.

(2.51)
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Dire que s,.(t)< 0 pour uni>1signifie que : nous avons des dettes libellées en actifs risqués par

suite de ventes a découvert.
Notons P, I'ensemble des politiques admissibles pour un eétat initial . L'objectif est de

maximiser sur I'ensemble des politiques admissibles une fonction d'utilité de la consommation de
la forme

J(p,P)=E, [ " ulc(t))ar (2.52)

OuE, Represente I'espérance conditionnelle a I'état initial o, o > Oest le taux d'actualisation.
etu(c)est une fonction d'utilité définie par

V4
u(c)="-,y <1,y #0. (2.53)
Y
Définissons la fonction valeur
V(p)=supJ(p,P) (2.54)

Remarque 2.7.1 :
Soitz =inf{t >0, p(t)=0}le temps de sortie de /R™*. Une politique est admissible si c()=0p.s.
(presque slrement) pour ¢ >z et donc p(t): 0,V¢>7.Cela rend compte de labsence d'opportunité

darbitrage, c'est a dire I'impossibilité de réaliser un profit sans prendre de risque. Une stratégie
d'arbitrage pourrait faire passer une fortune initiale nulle a une valeur non nulle.

Siy >0, nous pouvons écrire
V(p)=supE, [ e ulc(t))dr (2.55)

PeP

Ou Preprésente I'ensemble de toutes les politiques. En effet pour toute politique P
admissible, nous avons J(,o,P)=Epjore“”u(c(z))dz puisque u(c(¢))=0 pourt>7.

Si P est quelconque, nous pouvons construire une politique admissible P, qui coincide avec la
politique P jusqu’ar, qui fait sauter le processu3s(t)a l'origine a l'instant 7 et telle que
c(t)=0pourt>rz.

Siy <0, nous pouvons se restreindre a considerer les politiques telles que p(t)> 0 Vt. En effet, s'il
exister > 0tel que p(r)=0alorsc(¢)=0pourt>retu(c(t))=co. Donc si pour une certaine
politique P, p(t)atteint 0, J(p, P)=—o0.

La fonction valeur V" définie en (2.54) est croissante ; de plus J est concave car la dynamique
est linéaire et la fonction u est concave.
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Le probleme de Merton peut se résoudre explicitement par la résolution analytique de
I'équation d'HJB associée, un fait remarquable pour un probleme de contréle stochastique. Nous
avons le théoreme :

Théoréme 2.7.2 : (voir [35]), Nous supposons

1 Sa-r ’
5>}/(r+2(1_7/) [1( - JJ (2.56)

1 1 &fa-r)
C=1_?/[§—)/[r+2(1_7);( - JD (2.57)

Alors, la fonction valeur 7 est égale a

et notons

Vip)==c"*p" (2.58)
e
La consommation optimale est : c'(p)=C,
et la politique optimale d'investissement est
o.—r
(p)l=y =—1— 2.59
Vi (,0) Vi 0'1-2(1—]/) ( )

Preuve : L'équation d'HJB correspondant au probleme s'écrit

~oV(p)+ mg;lx{AV(p)Jru(c)}:O pour p >0 (2.60)
c20,y;
Avec
Av(p)= (m oY (a1, —CJV’(p)+;p2iaf2y?V”(p) (2.61)
i=1 i=1

- av .., v
our(p)= e (p)=
Siy >0, nous avons la condition & la limite : 7(0)=0 (2.62)
Qui s'explique par le fait que si le capital initial est nul, alors la consommation doit étre nulle
pout toutz > 0 et donc u(c(z))=0 vz >0

Siy<0, limV(p)= - (2.63)

p—0
Nous pouvons séparer les "max" dans I'équation (5.60) qui devient :

=~V (p)+u'(V'(p)+rpV'(p)+ pi max(e; =)y, V’(p)+%p6fyfV”(p) =0 (2.64)

Ouu” est la transformée de Fenschel deu définie par
u'(v)= mgx{—cu+u(c)}

2 (2.65)
= (——1}1)”1 siv>0
e

Siv<0,u"(v)est égale a+oo.
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Chapitre I1 : Contréle de processus de diffusion

Pour assurer une consommation finie, il faut donc imposer V'(p)Z 0,Vp=>0. La consommation

optimale vaut alors :
-1

' (p)=V"(p)=

Considérons a présent le maximumen y,. SiV" <0, c'est a dire si V' est concave, il est atteint pour
tout o > Opour
v (p)= —(&,=r)'(p)
palV"(p)
En reportant dans (2.64), nous obtenons
2 1712
% Ir// A7 o (2.66)

Nous cherchons une solution de (2.66) concave, croissante et vérifiant les conditions aux limites
(2.62) ou (2.63) selon le signe de . Nous la cherchons de la forme :

—5V+r,0V'—i

v(p)=2p’ (2.67)
Avec Ay > 0. En reportant dans (2.66), on obtient
A= 1 ct
Y
Ou C est défini en (2.57).
La derniere étape consiste a s'assurer, par le theoréeme de Vérification, que la solution 7 définie en
(2.58) est bien la solution du probléme d'optimisation (voir [70] pages 175-176 et [71]). Pour cela,

on laisse au soin du lecteur de vérifier, en appliquant la formule d'Itd aV(x)e’& et en regardant
séparément les casy <0et0 <y <1, les 2 points suivants

- V(x)>J(p, P) pour toute politique admissible P.

-V (x)=J(p, P Javec P* =(c*, y}).

Analyse des résultats

La politique optimale, donnee par le théoreme, consiste a consommer & un taux proportionnel a la
fortune totale Zc(t)= C,o(t) Vt, et conserver dans chaque actif risqué une proportion constante de

la fortune totale : vz y'(¢)= y’ = constante.

La politique de transaction optimale est donc la suivante : siy, <y’ : acheter actifi,
siy, > y; : vendre actifi.

La proportion optimale y* < [0,1]si et seulement sir <a, <r+c?(1-y).
Sig, >r+af(1—y), l'actif i est tellement avantageux que I'on emprunte de l'argent pour en
acheter. Par contre si¢, <r, c'est le contraire, on vend I'actif i a découvert.
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La figure (2.1) illustre le casn =1, c'est a dire le cas d'un portefeuille composé d'un compte en
banque et d'un actif risqué, avec en abscisse le capital x,investi dans le compte en banque et en

ordonnée le capital x, investi dans l'actif risqué. Le domaine admissible se situe au dessus de la
droitex, +x, =0.
La stratégie optimale d'investissement est de maintenir le portefeuille sur "la ligne de Merton"

d'équation x, = %! ~x,. Des que le portefeuille s'en écarte, l'investisseur doit opérer une

1
transaction pour s'y ramener selon les directions indiquées sur le dessin.

xy actif risqué
[

*

f'l = I?‘rl I
1—of

vente d’actif risqué
————— ligne-te Merton

————— achat d’actif risqué

- Ip

actif sans

risque

zo+ 1 =0

FIG : Espace des positions dans le cas d’un compte en banque et d’un actif risqué
montrant la "ligne de Merton "

Remarque :

siy <0, la condition (2.56) est toujours satisfaite. Siy >0la fonction valeur}V est finie si et
seulement si (2.56) est satisfaite.

Aprés avoir donné les concepts du controle stochastique des processus de diffusion, nous allons
maintenant voir des informations de base en assurance et réassurance dans le chapitre suivant,
afin de pouvoir passer au contréle stochastique des processus de diffusion appliqués en assurance

non vie.
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CHAPITRE I

Assurances et Réassurance

I11-1.Assurance :
111-1.1. Information de base sur I’assurance :
111-1.1.1. Besoin de sécurité

La sécurité est un des besoins fondamentaux de I’étre humain. La vie comporte toutefois des
risques et des dangers qui peuvent menacer la santé, la vie et les biens que I’on possede. C’est la
raison pour laquelle les étres humains ont, depuis toujours, eu recours a I’assurance pour se
protéger contre ce qui pouvait leur arriver. De nos jours, vivre sans assurances dans un pays
industrialisé n’est pas concevable. Les Suisses, hommes et femmes, sont trés soucieux de leur
sécurité. En 2004, chaque habitant de la Suisse a consacré 7'109 francs aux assurances privées
(assurances sociales non comprises), ce qui représente le montant le plus élevé au niveau
mondial.

111-1.1.2. Solidarité

L’assurance repose sur le principe de la solidarité. Un grand nombre de personnes ou
d’entreprises, exposées aux mémes risques, versent leurs primes a une caisse commune qui doit,
en cas de sinistre, fournir la prestation contractuellement convenue a I’assuré qui en est victime.
C’est selon ce principe d’assurance, toujours valable de nos jours, que les caravanes
babyloniennes se sont « assurées » 1700 ans déja avant Jésus-Christ. Les marchands itinerants,
tous exposés aux mémes risques, se sont associés. La communauté prenait soin de ceux que le
malheur avait frappés. Manquait a cette communauté de risque I’aspect commercial de
I’assurance. Les assureurs institutionnels se situant en dehors de la communauté de risque elle-
méme n’apparurent que plus tard, c’est-a-dire au Moyen Age.

111-1.1.3. Loi des grands nombres

De nos jours, les statistiques fondées sur les mathématiques sont les éléments les plus importants
de I’assurance. La théorie des probabilités et le traitement statistique d’un grand nombre de cas
particuliers d’assurance permettent d’eétablir certaines certitudes de regularite, soit la fréquence
avec laquelle ils vont se produire. La loi des grands nombres ne dit pas qui sera victime d’un
événement bien détermine, mais seulement combien de membres d’une communauté le seront.
Le hasard en tant que facteur provoquant des dommages assurés devient ainsi une valeur
moyenne pouvant étre chiffrée statistiquement.
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111-1.1.4. Contrat d’assurance

Un contrat d’assurance offre une couverture d’assurance. Cette derniere couvre les conséquences
financiéres d’un événement dommageable. La caractéristique de I’événement dommageable est
que I’on ne sait en général pas s’il surviendra et quand il se produira. Dans le contrat d’assurance,
des choses et des personnes peuvent étre assurées contre des événements dommageables
(assurance de choses ou de personnes).

111-1.2.Droit des assurances :
111-1.2.1.Surveillance des assurances

La loi sur la surveillance des assurances (LSA) est entrée en vigueur en 1885. La protection des
assurés est son objectif principal. Depuis lors, les entreprises privées d’assurances sont placees
sous le contrdle de la Confédération qui délivre I’autorisation d’opeérer et exerce par ailleurs des
contrdles permanents portant sur leurs activités d’assureurs. Les compagnies d’assurance doivent
respecter certaines mesures de solvabilité permettant de limiter le risque.

11-1.2.2.Primes et prestations

Toutes les personnes qui font partie d’une communauté de risques s’acquittent de leur
contribution afin de pouvoir venir en aide a ceux qui sont victimes d’un dommage. Cette
contribution est la prime qui comprend les éléments suivants:

e Le risque: cette partie de la prime est calculee sur des bases mathématiques, des
statistiques d’assurance, ainsi que des valeurs empiriques. Cette partie de la prime doit
suffire a régler tous les sinistres. Elle se fonde sur la moyenne d’une période de longue
durée.

o Les frais: le conseil & la clientele, la conclusion de I’assurance et le traitement des
sinistres occasionnent des frais qui sont répartis entre la communauté des assurés.

e L’épargne: pour les assurances-vie de capitalisation, vient s’ajouter I’objectif de
I’épargne. Une part de la prime vient financer la prestation en espéces convenue pour la
fin du contrat, les intéréts crédités par la compagnie d’assurances jouant ici un role
particulierement important.

Lorsque le cas couvert par I’assurance survient, la compagnie d’assurance doit verser la
prestation convenue, a savoir:

o Prestations en especes: versements en capital, rentes, indemnités journaliéres,
dédommagements de toute nature.

o Prestations de services:mesures de défense contre les prétentions injustifiées de tiers a
I’encontre des assurés (en assurance responsabilité civile notamment), protection
juridique, conseil, aide en cas de sinistre, assistance.
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I11-1.3.Classification de I'assurance

La distinction la plus générale, la plus complémentaire et la plus commode est celle qui est
faite au niveau européen entre assurances vie et assurances non-vie. Elle recoupe la distinction
traditionnelle entre assurance-vie et assurance dommages (ou lard pour Incendie Automobile et
Risques Divers dont I'equivalent anglo-saxon est " Property Casualty ") qui coincide elle-méme a
peu pres avec la distinction la plus adéquate entre assurance des personnes et assurance des biens.
Il suffit en effet d'ajouter l'assurance santé a l'assurance-vie pour aboutir a l'assurance de
personnes.

111-1.3.1.Assurance-vie

L'assurance-vie est une assurance de personnes qui a pour objet de garantir le versement d'une
certaine somme d'argent (capital ou rente) lorsque survient un événement lié & la personne
assuree : son déces, un accident, une maladie ...

111-1.3.2.Assurance non vie

L'expression "assurance non vie" désigne toutes les assurances autres que l'assurance sur la vie
que peuvent souscrire les consommateurs, comme l'assurance incendie, lI'assurance familiale,
I'assurance domestique, l'assurance vol, lI'assurance complémentaire pour maladie, I'assurance
automobile, etc.

Dans ce domaine, la législation communautaire offre au consommateur en gros le méme schéma
de droits que dans le domaine de I'assurance sur la vie. Cependant, certaines des regles différent
et certains types d'assurances sont soumises a un statut particulier.

I11-1.4.Les formes de I’assurance
111-1.4.1.Choses / patrimoine / personnes
En matiere d’assurance, on opére souvent une distinction selon le type du risque assuré.

e L’assurance de biens matériels (ou de choses) couvre les dommages dus a la destruction
ou au vol de choses comme les biens mobiliers ou immobiliers.

e L’assurance de patrimoine couvre les pertes financiéres dues a la survenance d’un
événement assuré. Citons a titre d’exemple les assurances responsabilité civile, protection
juridique et pertes d’exploitation, mais aussi I’assurance gréle pour les cultures.

e L’assurance de personnes comprend toutes les assurances par lesquelles une personne est
couverte pour frais de guérison, incapacité de gain temporaire ou définitive, invalidité,
vieillesse ou décés.
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111-1.4.2.Dommages / montant assuré

Lorsque I’événement assuré survient, [’assurance dommages paie le dommage effectif,
mais au maximum le montant assuré convenu. L’assurance dommages est usuelle en
assurance responsabilité civile, de choses et casco notamment.

Lorsque I’événement assuré survient, [’assurance de sommes verse la somme fixée
contractuellement. Les assurances de sommes se trouvent dans I’assurance-vie, accidents
et maladie.

111-1.4.3.Assurance individuelle / globale / collective

Une assurance individuelle ne concerne qu’une personne particuliére (contrairement a
I’assurance collective) ou une seule chose (contrairement a I’assurance globale).

L assurance globale couvre un ensemble d’objets. Ainsi, dans I’assurance de I’inventaire
du ménage, I’ensemble des choses mobilieres d’un logement est assuré globalement.

L assurance collective englobe dans un méme contrat un groupe de personnes ou une
certaine quantité de choses. La caracteristique essentielle de I’assurance collective est que
la conclusion, I’encaissement des primes ainsi que la gestion du contrat ne se traitent pas
directement avec chaque assuré, mais sont I’affaire du représentant de la collectivité. Les
formes les plus fréquentes de I’assurance collective sont les assurances accidents et
maladie du personnel d’entreprise ainsi que les assurances-vie collectives / caisses de
pension.

I11-1.4.4.Facultative / obligatoire

En matiére d’assurance facultative, il appartient a chaque particulier de décider s’il veut
souscrire une assurance pour un risque donné. Une assurance de responsabilité civile de
simple particulier, une assurance protection juridique ou une assurance-vie, par exemple.
En matiere d’assurance obligatoire, il y a obligation légale de la souscrire. Les
assurances obligatoires veulent atteindre des objectifs socio-politiques (assurance
maladie, AVS, etc.) ou assurer la protection des lésés (par exemple assurance
responsabilité civile pour véhicules automobiles).

Nous allons donner maintenant un tableau récapitulatif des clases et des formes d’assurance
d'aprés Daniel Collignon, " classification des assurances de personnes ", et Dominique Santini,
" tableau des assurances de dommages ", encyclopédie de I'assurance, déja citée.
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Tableau des assurances

Assurance des personnes

Assurance (dommages) de biens

et des responsabilités

Assurance vie
- assurances en cas de déces
- assurances en cas de vie
- assurances mixtes
- OU épargne capitalisation (sans assuré

parfois) ou " tontiniére " (apres abus des
assurances mixtes)

Autres assurances de personnes
- assurance accident
- assurance incapacité-invalidité

- assurance remboursement des frais
médicaux

Assurances collectives

- assurances couvrant les emprunteurs
(souscrites par les banques)

- assurances souscrites par les entreprises
(prévoyance et retraite)

Assurance automobiles

Assurances de dommages aux biens :
- des particuliers (ex : multirisques
habitation, avec volet responsabilite)

- des professionnels (ex : multirisques
commerciales)

-agricoles (ex : multirisques avec
volet dommage et responsabilité)

- protection juridique
Assistance

Assurances de la construction (branche
gérée en capitalisation)
- dommages a I'ouvrage

- responsabilité civile décennale
Assurances de responsabilité civile

- hors volet responsabilité de

I'assurance dommages, risques

professionnels et d'entreprises
Assurance transport

- maritime

- aeronautique
- spatial

- assurance des marchandises
Assurance crédit
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111-1.5.Assurance automobile :

L’assurance automobile peut rassembler dans un document unique la garantie de la

responsabilité civile du propriétaire et du conducteur (assurance au tiers ou assurance directe), la
garantie des dommages causés au véhicules (assurance tierce et assurance collision), la garantie
des blessures ou des déces des passagers (assurance personnes transportées ou familles
passagers), la garantie en cas de vol, d’incendie et de bris de glace.
Dans de nombreux pays la loi a rendu obligatoire la souscription d’une assurance d’une
responsabilité civile ‘RC’ pour les possesseurs de véhicules automobiles ou plus généralement de
véhicules a moteurs. Il existe aussi différentes primes facultatives qui peuvent étre souscrites par
I’assure.

* Responsabilité civile (RC) :

Couramment définie comme I’institution par laquelle une personne est tenue de réparer un
dommage causé a autrui, et distinguees de la responsabilité pénale, elle-méme traditionnellement
congue comme I’imposition d’un chatiment a qui a commis certaines violation des lois. La
responsabilité civile se trouve actuellement dans une situation paradoxale : dans la plupart des
nations industrialisées, elle occupe une place de premier plan. Le montant de cette garantie est
représenté sous forme de code tarif.

* Définition du code tarif :

Codage appliqué par les compagnies d’assurance pour distinguer les différentes classes d’assurés
regroupant certaines caractéristiques de I’individu et de son véhicule.

Il est généralement représenté sous forme d’une combinaison de 5 chiffres :
« Genre/région de circulation/usage/puissance»

e Le code genre
Le code genre représente les deux premiers chiffres du code tarif. Pour notre cas, nous nous
intéressons au code « 00 » qui représente les véhicules particuliers sans remorque.

e Zone de circulation
C’est le troisiéme chiffre du code tarif, il existe deux zones de circulation :

- La zone nord représentée par le chiffre 1 ;
- La zone sud représentée par le chiffre 2.

e L’usage du véhicule
Ce code nous donne des informations sur I’utilisation du véhicule et sur la profession du
conducteur, c’est le quatrieme chiffre du code tarif.

e Puissance fiscale du véhicule :
Il s’agit du dernier chiffre du code tarif, il est représentatif de la puissance des véhicules
Iégers, et du tonnage des véhicules dont le poids excede 3.5 tonnes.
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Remarque :

Les sociétés d’assurance doivent s’adapter en permanence a la réglementation en vigueur afin de
préserver leur statut d’assureur. En particulier, elles doivent respecter certaines mesures de
solvabilité permettant de limiter le risque de défaillance, ce dernier étant étroitement lié a la forte
volatilité de la « sinistralité ». Cette caractéristique rend nécessaire :

- la constitution de provisions prudentes pour les sinistres a payer qui integrent la
volatilité de la sinistralité

- une réassurance qui permet d’eécréter les sinistres graves.

- L’existence de capitaux propres importants qui permettent d’amortir les écarts de
sinistralité.

Pour cela nous nous intéressons maintenant a la réassurance, son réle, et les différentes formes
quelle peut avoir.

I11-2-La Réassurance :

La reassurance est peu connue du grand public, pourtant c’est un secteur de I’économie
indispensable a I’activité de I’assurance. De plus elle constitue un instrument de premier plan
pour toute organisation soucieuse de la bonne gestion de ses risques. Bien qu’utilisée dans touts
les secteurs d’activité de I’assurance, elle demeure fortement orientée vers I’assurance non-vie.

La réassurance est un mécanisme permettant de transférer tout ou une partie du risque
accepté par un assureur vers un réassureur afin de limiter ses engagements. A ce titre, la
réassurance est familierement qualifiée d’assurance au deuxieme degré dans la mesure ou elle
consiste en une Vvéritable assurance des assureurs. En conséquent, elle représente un des secteurs
d’activité les plus méconnus du public en raison d’une absence de relation directe entre les
réassureurs et les assurés.

Contrairement aux sociétés d’assurance dont I’exercice de leurs fonctions est localisé a un
niveau régional, provincial ou national, la réassurance se veut essentiellement internationale.
Ainsi, le reassureur acceptant en genéral des risques de faible fréquence mais a un co(t trés élevé
peut améliorer la mutualisation de ses risques en les répartissant a I’échelle mondiale. Cette
mutualisation géographique peut méme conduire, par exemple, a la couverture des tempétes
européennes, des tremblements de terre au Japon et des ouragans aux Etats-Unis a I’intérieur d’un
traité de réassurance unique.

111-2-1-R6le de la réassurance :

Le recours & la réassurance permet de répondre a deux objectifs précis :

- Protection BILAN : I’assureur transfert des risques aux réassureurs, cette cession se traduisant
en quelque sorte par un « un prét de capitaux propres» a I’assureur. Dans cette optique,
I’assureur cherche a déterminer le meilleur équilibre entre son risque consolide et sa
probabilité de défaillance due a une insuffisance de capitaux propres.
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- Protection RESULTAT : I’assureur transfert des risques aux réassureurs afin d’assurer une
stabilité de son résultat technique dans le temps.
Au-dela de sa contribution financiére au bon fonctionnement de la société d’assurance, la
réassurance apporte et transmet expérience et compétence a travers une collaboration technique
dans I’évaluation des risques, leur souscription et I’élaboration de nouvelles couvertures a savoir :
e compiler et représenter des sources de données de souscription partout dans le monde.
e Evaluer les risques spéciaux et les risques de « pointe ».
e Aider certaines sociétés d’assurance pour investir leurs capitaux, pour trouver des
partenaires, etc.....
Leur vision globale du marché permet aux réassureurs d’aider les sociétés d’assurance a
développer de nouveaux produits et leur apporter des précieux conseils ans le bonne sélection et
gestion de risque.

111-2-2-Les formes de réassurance :

- Les traités: Note de présentation, note de couverture et texte contractuel

- Les facultatives: Note de présentation, note de couverture

- Les contrats dérives: Les sinistres de marché, les double trigger, I'exemple des Weather
Derivatives, les obligations a remboursements aléatoires.

111-2-2-1-Les traités de réassurance :

Dans le cadre des traités de réassurance, la réassurance est a caractere obligatoire pour la cédante
et pour le réassureur dans un cadre préalablement établi. Les traités de réassurance s'appliquent a
un portefeuille et/ou a une globalité d'affaires.

La réassurance obligatoire consiste a réassurer un ensemble de polices appartenant a une classe
prédeterminée par un méme traité. C’est un accord automatique entre les deux parties ou toute
police respectant entierement les critéeres de la classe doit étre réassurée. Cette catégorie
représente I’approche la plus souvent rencontrée.

111-2-2-2-Les facultatives :

Dans le cadre des facultatives, il s'agit de reassurance a caractere facultatif pour la cédante qui
peut étre:

- acceptée au cas par cas par le réassureur ( et éventuellement refusée)

- acceptée a priori par le réassureur dans un cadre bien spécifiquement défini auparavant

Les facultatives s'appliquent a un risque ou a une affaire au cas par cas.

Elle consiste donc a réassurer individuellement chaque police d’assurance selon ses
caractéristiques propres. Ce processus est utilisé notamment pour les grands risques industriels et
les risques spéciaux faisant appel a des connaissances particuliéres ou les risques technologiques,
pour les risques exclus de la réassurance obligatoires, et les risques ne rentrant pas dans les
normes usuelles de souscription. Le mécanisme se rapproche alors de celui de la souscription en
assurance directe avec la prise encharge du risque une seule police.
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111-2-3-La nature de la réassurance :

Nous avons 3 types de réassurance :

- La réassurance proportionnelle: En quote-part, en excédent de plein, facultatives et Fac/Ob

- La réassurance non-proportionnelle : En excédent de sinistre (par risque, par événement), en
excédent de perte annuelle.

- Les réassurances alternatives ou financiéres

I11-2-3-1-La réassurance proportionnelle

Définition 4.1 :La réassurance est proportionnelle lorsque le réassureur s'engage a prendre une
proportion de tout sinistre a la charge de I'assureur, strictement proportionnelle a la part de la
prime originale qu'il a recue de celui-ci, pour réassurer le risque affecté par le sinistre.

Les différentes formes de réassurance proportionnelle :

Au sein de la réassurance proportionnelle, on trouve:
- les traités de réassurance obligatoires en quote-part et en excédents de sinistres
- les cessions facultatives

a- Les traités de réassurance obligatoires en quote-part et en excédents de sinistres :

- Dans un traité en quote-part, I'assureur céde et le réassureur accepte obligatoirement un
pourcentage constant de tous les risques protégés par le traité et dans la limite de celui-ci.

- Dans un traité en excédents de pleins, I'assureur ne réassurera un risque que si le montant de
celui-ci dépasse le montant qu'il souhaite conserver, c'est a dire le plein de conservation.

Ainsi, a la différence du traité en quote-part, dans le traité en excédents de pleins, la portion
réassurée de chaque risque est variable en fonction de la somme totale assurée et de la
conservation de la cédante.

a-1-L'utilisation des traités proportionnels :

- L'utilisation du traité en quote-part

Le traité en quote-part est d'une gestion trés simple et apporte une bonne garantie de réassurance
a la cédante. Il est utilisé:

- par les sociétés nouvelles. Celles-ci ont des fonds propres relativement limités et une
appréciation difficile des résultats techniques des premieres années, elles ont donc besoin de
I'appui de leur reassureur, qui pourra notamment connaitre des pertes techniques au cours des
premiéres années et qui seront compensées par la suite.

- pour augmenter la marge de solvabilité. Il permet en effet d'améliorer le rapport existant entre
I'encaissement conservé qui est diminué de la part cédée en réassurance et les fonds propres de la
Sociéteé.

- comme composante d'un plan de réassurance. La quote-part peut étre utilisée dans le cadre
d'échanges d'affaires avec d'autres assureurs ou réassureurs pour des affaires présentant les
mémes probabilités de résultats. Elle peut aussi étre utilisée pour faciliter le placement d'un plan
de réassurance qui par ailleurs présenterait au détriment du réassureur un trop grand déséquilibre
OuU méme une experience mauvaise.
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Il présente cependant I'inconvénient pour I'assureur de ne pas créer de capacité et de céder
une part importante de primes au réassureur.

On constate cependant que le recours au traité en quote-part a tendance a diminuer dans
un marché de I'assurance en pleine concentration, puisque le role de partenaire financier que joue
le réassureur de quote-part intéresse de moins en moins des groupes d'assurance puissants
financiérement.

a-2- L'utilisation du traité en excédents de pleins

Le traité en excédent de pleins présente un certain nombre d'avantages pour la cédante.

L'assureur peut augmenter sa rétention de primes sans pour autant bouleverser I'équilibre du
portefeuille qu'il conserve aprés réassurance en augmentant la valeur de son plein de rétention.
Ce mode de réassurance permet a la cédante de disposer d'une capacité maximale pour une
cession de primes aussi réduites que possible et facilement controlables.

Cependant, il existe un certain nombre d'inconvénients. le principal est que le traité en excédents
de pleins peut apparaitre superflu aux assureurs, puisque dés qu'un risque a fait I'objet d'une
cession au traité, il y aura une répartition du sinistre entre I'assureur et le réassureur, en cas de
sinistre si faible soit-il.

A la différence du traité quote-part, le traité en excédent de pleins ne peut étre utilisé que dans la
mesure ou l'assureur connait précisément son engagement. Ainsi, ce type de traité n'est pas utilisé
dans les branches dont les engagements ne sont pas définis a lI'avance comme la responsabilité
civile générale par exemple.

b-Les cessions facultatives :

Dans le cadre des cessions facultatives, la cédante est libre de céder ou de ne pas céder un risque
au reéassureur et sa décision est prise individuellement pour chaque affaire. Le réassureur est libre
d'accepter ou de refuser I'offre que lui soumet l'assureur.

On parle au sein de la cession facultative:

- de traités facultatifs/obligatoires lorsque l'assureur céde facultativement au réassureur qui a en
revanche l'obligation d'accepter le risque si celui-ci fait entre dans les limites du traité.

- de traités facultatifs/facultatifs lorsque le réassureur n'a pas d'obligations d'acceptation.

I11-2-3-2- La réassurance non-proportionnelle

Définition 4.2 :

La réassurance non-proportionnelle ne s'intéresse seulement au montant des sinistres,
indépendamment de la taille des risques souscrits.

La réassurance non-proportionnelle comprend trois éléments:
- un seuil appelé aussi franchise ou priorité : c'est la limite que s'est fixé la cédante et qu'elle
conserve pour compte propre.
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- un montant d'engagement ou portée qui est le montant maximum que payera le réassureur en
cas de mise en jeu de la réassurance. Le plafond désigne la somme de la priorité et de la portée de
toutes les tranches.

- la tarification (taux de prime) qui correspond a la rémunération recue par le réassureur en
contrepartie du transfert de risque effectue lors de la prise d'effet de couverture.

Les difféerentes formes de réassurance non-proportionnelle :

La réassurance non-proportionnelle se présente sous trois formes principales:

- I'excédent de sinistres (excess of loss) par risque et par événement

- I'excédent de perte annuelle (stop loss)

- I'excédent de sinistres cumulés (aggregate excess)

Il existe aussi d'autres formes moins utilisées comme le spread loss, I'Ecomor et le Cosima.

a- L'excédent de sinistre :

Dans ce cas, I'assureur conserve sur chaque sinistre (par risque ou par événement) le montant de
la priorité. Le réassureur prendra en charge I'excédent, avec ou sans limitation.

Un excédent de sinistre par risque va avoir pour objectif d'écréter les sinistres importants
provenant de risques individuels importants. 1l se situe a I'intérieur du plein de souscription de la
cédante et s'apparente donc aux excédents de pleins de la réassurance proportionnelle, cependant
ces derniers partagent risques et sinistres dans la méme proportion, y compris les sinistres
mineurs affectant les grands risques. Les branches incendie, transport maritime, aviation et crédit
sont concernés par cette forme de réassurance.

Un excédent de sinistre par événement joue pour un ou plusieurs risques sinistrés. Lorsqu'il y a
plusieurs sinistres, une méme cause doit étre constatée. L'excédent de sinistre par sinistre ou
événement couvre tous les cas de figure: un ou plusieurs risques touchés par une méme cause.
L'excédent de sinistre catastrophe n'interviendra que lorsque deux risques au moins sont sinistrés
par la méme cause originelle.

b- L'excédent de perte annuelle ou stop loss :

Le stop loss a I'inverse de I'excédent de sinistre prend en considération la totalité de la sinistralité
de la cédante, dans une branche donnée et durant une période donnée. Le but est donc de couvrir
une fréquence anormale de sinistres, petits et grands.

La priorité et I'engagement sont constitués d'un rapport sinistres sur primes, le réassureur étant
engagé des que la somme des sinistres dépasse ce rapport sinistres/encaissements des primes
jusqu'au plafond prévu.

c- L'excédent de sinistre cumulé ou aggregate excess :
Comme pour le stop loss, la priorité et la portée sont calculées en additionnant les sinistres
survenus dans une branche donnée et pendant une période donnée, généralement un an.

Cependant, on ne se refére pas a un encaissement de base, la portée et la priorité sont exprimés en
montants absolus et ne donnent lieu a aucun ajustement postérieur.
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Trés simple dans le fonctionnement de base, ces couvertures sont parfois délicates a tarifer pour
le reéassureur qui doit rapporter portée et priorité aux chiffres de base de la cédante afin de
mesurer sa véritable prise de risque.

Les autres formes de réassurance non-proportionnelle :

- L'Ecomor (excédent du colt moyen relatif)
On isole une variable: le sinistre de rang n des x plus grands dans la statistique. La priorité, la
portée et le taux sont exprimés en fonction de ce sinistre ainsi déterminé.

- La Cosima (couverture des sinistres majeurs)
Les n (3 & 5 généralement) plus grands sinistres d'un exercice sont protégés pour un exercice
donné au premier franc sans priorite.

- Spread loss et chainer

Ce sont des traités non proportionnels dont la tarification dépend de la statistique des années
précédentes : ils sont peu usités sous leur forme classique mais ils ont servi de base a certaines
formes de réassurance financiere.

111-2-3-3- La réassurance financiére

Définition de la réassurance financiére :

La réassurance financiére est un complément du programme de réassurance classique gréace a des
produits impliquant largement la cédante dans les résultats du traité.

Le marché a évolué pour passer de contrat sans risque (qui étaient en fait de purs produits
financiers) a de véritables produits de réassurance avec transfert de risque (comprenant a la fois
risque de souscription et de déviation des cadences de reglement). A de rares exceptions pres, la
réassurance financiere n'est donc plus un marche de pures transactions financieres.

S'il est difficile de la définir, on peut toutefois dire que les éléments la caractérisant sont :

- un engagement limité

- I'expression plus explicite qu'en réassurance traditionnelle de la durée et donc de la prise en
compte des revenus financiers

- la plus grande participation du réassuré dans les résultats (auto-réassurance).

La réassurance financiére est une fagon, pour l'assuré et pour I'assureur de régulariser ses résultats
nets (de sa rétention) en créant un fonds permettant de faire face aux irrégularités futures, lorsque
les possibilités Iégales de réserves d'équilibrage sont insuffisantes.

Elle offre également des solutions dans des situations ou l'approche traditionnelle n'est pas
applicable (couvertures rétrospectives sur des sinistres déja survenus, alternative partielle au
marché traditionnel en cas de manque de capacité ou en période de surtarification, risque non
assurable).

La réassurance financiére peut étre utilisée comme un outil complémentaire de régularisation des
résultats du bilan, d'escompte de réserve, ou comme un outil efficace en cas d'acquisition.
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La réassurance financiére est vendue a la fois par des réassureurs spécialisés et traditionnels.
Toutefois, le développement de nouveaux produits et la nécessité d'inclure de plus en plus de
risque de souscription exigent des compagnies de reéassurance plus capitalisées et les
connaissances nécessaires de souscription au risque.

Les réassureurs spécialisés sont géneralement situés dans un environnement offshore doté d'une
fiscalité mais surtout de possibilités comptables favorables.

Les principales caractéristiques :

Il est difficile d'établir une classification réelle des différents produits regroupés sous le vocable
Réassurance financiére : ces produits ont en fait constamment évolué au fil des ans pour répondre
a la demande du marché.

On peut cependant présenter différentes caractéristiques:
- Produits Prospectifs et Rétrospectifs

A l'instar des produits de réassurance traditionnels, ces produits peuvent protéger des pertes et
des engagements futurs : dans ce cas, on parlera de couvertures prospectives.

Si le contrat s'applique rétroactivement a des sinistres déja survenus, on parlera de couverture
rétrospective.

On trouve parfois des contrats mixtes spécifiques, ou protégeant deux portefeuilles différents par
un méme contrat (Couverture "Cat" prospective et couverture rétrospective sur portefeuille a
déroulement long).

- Contrats continug et contrats de durée ferme

Les contrats continus (tels que Spread Loss, Funded Covers etc.) sont spécifiques a la réassurance
financiére dans la mesure ou la perte éventuelle n'est constatée et réalisée que a la résiliation du
traité.

Les contrats de durée (tels que finite risk et shared risk) constituent une étape intermédiaire entre
la réassurance traditionnelle et non traditionnelle. lls scindent la prime entre prime de risque réel
et auto réassurance mais comprennent un véritable transfert de risque : le résultat du réassureur
est directement associé a la survenance d'un sinistre et est connu ou estimé a la fin de la période
de couverture.

Dans tous les cas, l'engagement est plafonné et le transfert de risque peut varier
considerablement.
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CHAPITRE IV

Controle stochastique de processus de diffusion en assurance

IV-1- Introduction :

On s’intéresse au probléme d'optimisation pour un premier assureur, pour cela on se
concentrera, dans ce chapitre, sur les problemes a horizon de planification infini. La fonction
objective principale sera la probabilité de ruine (ou de survie). Cependant la plupart des
techniques présentées ici peuvent étre utilisées pour d'autres types de fonctions objectives.
Comme nous allons le voir dans le chapitre V.

Une tendance récente dans la gestion de risque est de remplacer le capital risque (ou une
partie du Capital risque) par un contrdle de risque plus sophistiqué. Pour cela, nous allons tout
d’abord voir les définitions mathématiques de base en assurance, comme le processus de risque,
la charge de sécurité, etc.., puis nous passerons au contrdle stochastique, ou nous avons deux cas
de figures importants, le premier est le contréle par une seule variable de contrdle, telle que
I’investissement en actifs risqués (marché financier), la réassurance, et les nouveaux commerces.
Le deuxiéme cas de figure est la combinaison de plusieurs variables de contréle, ou nous allons
nous restreindre & deux variables de contrdle, qui sont I’investissement et la réassurance, a la fois.

Dans ce sens les outils mathématiques présentés sont une partie de la gestion de
responsabilité d'actifs, de I’analyse financiére dynamique, et de la gestion du risque holistique
dans I’assurance. Le contrble stochastique a bien évolué dans le monde de la finance depuis
I’apparition des documents de Merton ([47] et [48]). Les livres de Fleming & Rishel [15],
Fleming & Soner [17] et de Karatzas & Shreve [41], qui couvrent la plupart des problémes
d'aujourd'hui, et les méthodes utilisées dans ce domaine.

IVV-2- Analyse du risque

Dans cette partie, nous commencons par décrire le modéle classique de risque pour une
compagnie d’assurance. Dans le domaine de I’actuariat, on qualifie de risque la probabilité de
banqueroute de la compagnie, c’est-a-dire la probabilité pour que sa réserve devienne nul un jour,
du fait d’un mauvais calcul du taux de cotisations des assurés ou de sinistres trop importants a
couvrir.

IV-2-1 Présentation du modele classique de risque

Dans le modele le plus simple, une compagnie d’assurance dispose d’un capital initial positifu ,
chiffré dans une unité quelconque. Au cours du temps, le capital de cette compagnie peut évoluer
en fonction des cotisations des assurés, de la fréquence des sinistres dont sont victimes les assurés
et des montants a rembourser que ces sinistres occasionnent.

On convient de noter u + X, le capital au tempsz. On suppose que

- Les occurrences des sinistres suivent un processus de poisson {N,; ¢ > 0}de

paramétre A >0 ;
- Lesinistre k£ occasionne pour la compagnie une perte aléatoire ¥, >0 ;

- Les cotisations des assurés sont capitalisées linéairement au cours du temps a un taux
constantc > 0.
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Nous interprétons les parametres de ce modéle en remarquant que Areprésente I’intensité des
sinistres et cest appelé le taux de cotisation (de prime). Dans la pratique, les cotisations sont
rarement capitalisées continlment au cours du temps, mais en général a des instants discrets.
L’hypothese de linéarité est simplificatrice, et nous supposons donc que les préléevements des
cotisations chez les assurés seront faits de maniére homogéne et constante dans le temps.
Conditionnellement a I’événement N, =0, la valeur du capital de la compagnie au temps ¢ est

donc égal au+ct, ou ct est le revenu de la compagnie.
Ainsi, nous pouvons décrire la réserve de certaine branche de I’assurance non vie comme suit :

L'excédent = Le capital initial + Le Revenu - I'Ecoulement

Le premier a avoir utilisé ce modele dans I’assurance non vie est Filip Lundberg en 1903
[44]. Puis son travail a été généralisé, par Harald Cramér en 1930 [06] et [07]. Ainsi le modéle a
été appelé le modele de Cramér-Lundberg ou le modele classique de risque. Ou le surplus
(processus de reserve) a été modélisé comme suit :

X(t)=u+ct-S(t). (4.1)

Comme nous I’avons décrit plus haut:N(t) un processus de Poisson homogene d'intensité
constante 4 .Les tailles des sinistres Y,,7,,.... sont iid, de distribution G, qui est indépendante
de N(t),t >0. uest la réserve de risque initiale; et ¢ est le taux de prime qui est constant. Ce
processus est généré par les variables aléatoires Y, Y, ,....., W, W,,.....avec Y, ~G, W, ~ Exp(A),
ou W, est le temps d’interarrivée entre le sinistre Y et Y. si i>2et W, est le temps d'attente
jusquau  premier  sinistre.  Alors  N(¢)  peut étre  écrit comme  suit:
N(t)=max{k: W, +...+W, <t}Soit: T est Iinstant d’occurrence du sinistreY,,
e, =W +...+W,,i>0 .

IV-2-2- Généralisation du modéle de risque classique

D'autres modeles de risque ont été appliqués a l'assurance, par mis eux le modele de
Sparre-Andersen ou le processus de risque de Markov modulé. Dans les deux modéles, on
suppose que les sinistresY, sont iid et indépendants du processus des arrivés des sinistres N (t);

qui est dans le modele Sparre-Andersen un processus de renouvellement
N(t)=max{k : W, +....+ W, <t}

Avec I, une suite de variables aléatoires positif iid, indépendantes desY,.

Pour le modéle de risque de Sparre-Andersen on a les parameétres suivants :s,c,G, et X ou X
est la distribution des temps des interarrivées W, : Dans ce modele, le processusX(t)n'est plus

Markovien; pour obtenir un processus de Markov on doit agrandir I'espace d'état. Si T(t) est le
temps écoulé depuis le dernier sinistre, alors(x(¢), 7(¢)) est un processus de Markov.
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Dans le modeéle de risque Markov-modulé, on considére un processus de Markov M (¢)
homogene et continu dans le temps défini sur l'espace des états {1]} et
d’intensités0 < 1, < 1, <...< 4,, on utilise le processus A(t)= A,y COMMe intensité stochastique

du processus de poisson non homogene N(t) : nous avons donc dans ce modele les parametres :

s,¢,G, A, A ,...,/1,,(1)1].)”_:1_.1 ol b, sont les taux (intensités) de transition du processus de

Markov M(¢), dans ce modele Aussi, X (¢)n'est pas Markovien; par contre le processus (X (¢), A(r))
est Markovien.

On peut trouver des exemples sur ces modéles de risque, dans ([62], chapitres 6 et 12.3).
La généralisation la plus simple du processus de risque de Lundberg est I’implémentation d’un
taux d'intérét constant, qui permet a la réserve de gagner des intéréts a un taux constantr, Dans
ce processus, les sauts sont les mémes que ceux du processus de Lundberg et entre les sinistres le
processus se développe avec la dynamique :

X(t)' = c+rX(t)

1\VV-2-3- Distribution des tailles des sinistres :

Nous pouvons classifier les distributions des tailles de sinistres en deux classes, la premiére
regroupe les distributions de queue légere « light tailed », la deuxiéme celle des distributions de
queue lourde « heavy tailed ».voir [4].

IVV-2-3-1. Les distributions a queue légere:

Les distributions de sinistre a queue légere sont définies comme des distributions dont la
fonctions de distribution G(y)=1-G(y)satisfaitG = Oe™ Joour » >0, ou Oest le symbole de
Landau, le tableau suivant nous donne quelque exemple de distribution a queue Iégere.

distribution La queue G ou la densité g parameétres
Exponentielle G=e% 6>0
Gamma Vit ) a, >0
— a-l -fy
= e
g(») @)’
Weibull E(y):e"y c>0,72>1
Normal centre (2
réduite g(y)— ;e
Toute distribution de support borné

Figure 1V-1 : distribution des tailles de sinistre a queue légére

Toute distribution ayant un support(o,oo)
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IV-2-3-2. Les distributions a queue lourde:

Nous définissons les distributions de sinistre a queue lourde comme une distribution G qui
satisfait M ()= co pour tout » >0, ou M(r)= J':e’de(y)est la fonction génératrice des moments

deYa r. Nous noterons I’ensemble de toutes les distributions de queue lourde par H.
H peut étre divisé en plusieurs classes importantes, comme nous pouvons le voir ci-dessous.

Définition 4.1: Soit/ une fonction mesurable de Lebesgue positive, définie au voisinage[a,oo)de

I’infini est satisfaisant

lim M =1VvVi>0
Alors nous pouvons dire que/ varie lentement (dans le sens de Karamata).
Une fonction mesurable de Lebesgue /> 0 satisfaisant :

lim l(ﬁ“x)
1)

Pour p € IR, f estappelé a variation reguliere d’exposant o, et on écrit f' e R .
Ainsi, R,est la classe des fonctions a variation lente.

=A"ViA>0

Définition 4.2: Soient fetg deux fonctions mesurables de Lebesgue. Alors la convolution de
fetgnoté par f * gestlafonction est la fonction

(f*ghx)= [ flx—2)g(z)ez
Notons par /" la convolution d’ordre n de f

fn*(x):(f*f* ........ *f)(x)

n fois
Maintenant nous sommes en mesure de définir les classes de distributions a queue lourde :
- Nous avons en premier la classe sans nom définie comme suit :

L= iFa’f sur(0,00): lim F(x— y)/F(x)=1 vy > O}
- laclasse des distributions sous-exponentielles « subexponential »

S = {Fdf sur(0,00): lim F(x)/l?(x): n,vnz 2}

X—>0

- la classe des distributions avec variation réguliere

R= {Fdf sur(O,oo):F epr :n,VpZO}
- la classe des distributions avec variation dominante :

D= {Fdf sur(0,00): limsup F (x/2)/F (x) < oo}

X—>0
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A partir de 1a nous avons les relations suivantes :

() RcScLcHetRcD
(@) LNDcS
(iif) Dz SetSzD

distribution La queue F ou la densité f Parametres | Classe
Lognormal o 2 /(2
g f(y): B e nv-s) o’ uelR,0c>0 S
\ 27oy
Pareto . kY
F(y) - ( ] k,a>0 R
k+y
Burr
k,o,7>0 R
k+ y
Bektander-type-I =(1+2(8/a)In
P Bla)iny) @, >0 s
—ﬂ(lny) —(a+1)iny
Bektander-type-II F(y)=e“” y P’ lp a>0,0<p<1
WEIbu” F(y):e_c’yr C>0,0<T<1
Loggamma “ a1l _p-
f(y)=—1!ia)(|ny) y a,f>0 R
-stable tronquée F \ i
a q F(y), o0 Y est une variable l<g<? R

aléatoire « -stable

Tableau 1V-2 : Distributions a queue lourde

1VV-2-4- Résultats de base en assurance :
1VV-2-4-1-Coefficient relatif de sécurité :

Soit le processus de risque de Cramér-Lundberg défini comme suit :

X, =u+ct— i Y,
k=1
Il vient immédiatement de cette définition que le risque moyen pour un intervalle(o,t]est égal a
E[X,]=ct+E[N,Jo = (c - Aa)
Ou e = E[Y]. Nous notons
y=(c-2a)/(2a)
Nous supposons par la suite que y >0, cela montre que le processus de risque dérive presque

srement vers+o. Cette condition garantit bien une couverture parfaite contre le risque de
sinistralité.
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D’apres la loi forte des grand nombres :
lim2e—c—2a PS.

>0 t

En effet, nous avons

T, T,
V>0, g b o
Nt Nt Nt
D’apreés la loi forte des grands nombres, nous avons
v . 1ps
N, 2
N aps
t
Ceci entraine
N,
Y.
Xt zl l N[
“l=c- L sc—Jda PS
t N, ¢

t

Puisque y > 0, (X, )devient négatif un nombre fini de fois.

1\V/-2-4-2 Générateurs infinitésimaux :

Des générateurs infinitésimaux L sont définis pour le processus de Markov X (t)et pour
une fonction f (u) (suffisamment lisse) sur I'espace d'état comme suit :

L) = lim L (e 1) () X(0) =]

Ou la fonction f(u)est limitée (restreinte) au domaine Dde L pour lequel cette limite existe. Si
le processus de Markov est homogene, alors le générateur infinitésimal ne dépendent pas dez.
Evidemment, Dest linéaire et L, est un opérateur linéaire.

Dans les exemples suivants, tous les processus sont stationnaires. Les domaines du générateur ne
seront pas spécifiés précisément, mais il doit étre clair que dans chaque cas il contient I’ensemble
de toutes les fonctions f(«) ayant des dérivées bornées de tous ordre.

1 X(¢)=a+bt:Lf(u)=bf"(u)

2. dX(t)=a(X(t))dt +b(X ()W (t): Lf (u) = alu)f'(u)+ %bz(u) 1" (1)
3.X(t)=u+ct—S(t), le processus de risque de Lundberg :

Lf ()= B[ =Y )= f ()] +ef () (42)
5. (X(z),M(t)) le processus de risque de Markov modulé :

L G0) = 2 ELf = ,0)= o f ) Db f )
6. (X(¢),7(z))le modele de Sparre-Andersen : |
1) = S L= 1,0)= 1} f ) 1)
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1VV-2-5 Probabilité de ruine

Une des mesures de risque classique est la probabilité de ruine, qui est donnée par I’expression
suivante, pour un horizon finie7 :
w(u,T)=PEtel0,T] X(t) <0/ X, =u), T <.

Que nous pouvons reécrire comme suit:

w(w,T)=P(r<TIXy=u), T<o.
Ou 7 est I’instant de ruine du processus de risque, définie par

=inf{r>0, X(r)<0}.

Pour un horizon infini elle est de la forme :

w(u)=P{3r>0,X(t)<0/ X, =uj.
Qui est égale a 1 tant que ¢ < /1E[Yl] (aucune charge de sécurité). Dans le cas d'une charge de
sécurité positive, oll nous avons X (¢) — o . La probabilité de ruine satisfait I’équation intégro-
differentielle de premier ordre :

0=AE[w(u—-Y)-y(u)]+cy'(u),u=0 (4.3

Qui correspond au générateur infinitésimal définie par (4.2), nous verrons ¢a plus en détails, un
peu plus loin.(Voir Grandell [20]).

Pour des tailles de sinistres exponentielles de densité :

f(x)=0exp(-6x),x>0.

La probabilité de ruine est égale a :
w(w) =2 exp(—r, u), (4.4)
C

Ou a=1/9 c’est la taille moyenne des sinistres et 7, =(c—Aa)/(ac)est le coefficient

d'ajustement du probléme, qui est la solution positive r de I’équation de Lundberg
A+rc= ﬂE[eXp(r X)] (4.5)
Nous allons voir comment nous pouvons tirer I'équation (4.3) de (4.1). Considérons la probabilité
de survie 6(u)=1-w(u); telle que :
S(u)=0 pour u<0

0=Ag(u)-8w))+cs (u),u=0, (4.6)
Ou
q(u): I u— x (96 “xdx = J‘é‘(x)é’e’g(“'x)dx. 4.7
Il est facile de voir que dans I’ ensemble{ >0}, q(u) satisfait I'équation différentielle.
¢ (u)=0(5(u)-q(u))
Et ainsi, dans I’ensemble {u > 0}la fonction &(x) & une dérivée seconde continue 5”"(u) pour

laquelle :
0=4 (El(u)— q'(u))+ ¢’ (u)
=20 (5(u)-qu))+ A6 (u)+c5 (u)
=cO5 (u)- 25 (u)+cd (u)
Cette équation différentielle a coefficients constants a une solution générale de la forme :
Su)=G+C,expl-ryu)
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Puisquez =0 et z =—r, sont les solutions de I'équation caractéristique :
0=(cO-A)z+cz’
En utilisant 5(u)—>l pouru — o, nous obtenonsC; =1. De (4.5) au pointu =0, nous
obtenons 25(0)=¢5'(0), ou A(1+C,)=—cr,C,, ou finalement
A la
2 cry+A4 T
Alors la probabilité de survie a une solution exacte dans ce cas, elle de la forme :
5(u):1_17“e—rou et y(u)=2%e

Avec 1, le coefficient de Lundberg classique qui est égale & 7, = (c — 1a)/(a ¢)

Dans le modéle de Markov modulé, 1a probabilité de ruine w(u,i)dépend de I'excédent
initial et de la valeur initiale du processus A(¢), qui estA(0)= A4, . Et elle satisfait le systéme
d’équations intégro-différentielles itératif de premier ordre défini comme suit :

1
O:/IiE[t//(u—X,i)—(//(u,i)]+cy/“(u,i)+Zbijy/(u,j) yu20,i=1..1.
=

Dans le modéle Sparre-Andersen, la probabilité de ruine w(u)=w(u,0)est tirée de la
fonctiony (u,z). Si les temps d’attente’’, ont une densité continue f(.), alors la fonction
w(u,t)satisfait I'équation intégro-différentielle suivante:

:1fj(;zt)E[W(u_X,l-)_w(u,l-)]+cm(u,t)w,(u,t),uzo,tzo.
Pour plus de détails sur le calcul de la probabilité de ruine de ces modéles, voir (Paulsen [51]).
Nous rappelons que toutes ces equations intégro-différentielles sont tirées a partir des

génerateurs infinitésimaux des processus de risque sous-jacents (voir ci-dessus, partie 1V-1-2-4-
2).

IVV-2-6- Majoration de la probabilité de ruine et approximation de Crameér-Lundberg :

L approche utilisée dans cette partie pour majorer la probabilité, de ruine est fondée sur
I’introduction d’une martingale exponentielle,, cette approche constitue une demarche

courante pour les questions d’atteinte.

Avec I’abus officiel de notation utilisé pour le conditionnement (voir le paragraphe sur les
martingales dans le chapitre 1 sur le mouvement brownien). Nous supposons de plus que les
variables M, sont intégrables.

Un temps d’arrét pour un processus est un temps aléatoire 7 , tel que I’événement(r < t)ne dépend
que du passé du processus au temps¢, pour touts > 0. Par ailleurs, 7, = inf(t,r)est aussi un temps

d’arrét, cette fois nécessairement borné. Dans une version simplifiée, le théoreme d’arrét
s’énonce de la maniére suivante. Ce résultat est trés utile pour estimer des probabilités de ruine.

Proposition 4.1 : (voir [49])
Soit 7 un temps d’arrét borné, i.e, z <, <o. Alors E[M,|= E[M,]
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Nous allons introduire le processus aléatoire suivant pour les details voir ([49], ch. 3 et ch. 5) :
—r(u+X,)
e

Notons que
L (r)=Ele™ |- ‘”E{ qu

En conditionnant selon les valeurs de N, , nous obtenons

=<5 o =0elen] =elar (el ]
Finalement, nous avons
Ly, (r)=explt(Ah(r)-re)i= eV

Ou h(r)=Ele™ |-1=M,(r)-1 avec M,() est la fonction génératrice des moments de ¥ la
distribution des tailles des sinistres.

Et f(z)z%e’bz(l—G(z))=%e"°Z(_?(z)

est la densité d’une loi de probabilité, pour la demonstration voir [64]

Notons T(u) le temps de ruine (atteinte de 0). Il s’agit d’un temps d’arrét non borné, et nous

)= ()< 0)

Proposition 4.2: (voir [49])
Le processus (M,) est une martingale, aussi appelée martingale de Wald.

Démonstration :
Nous utilisons I’indépendance des accroissements de (Xt). Cette propriéeté provient du fait que

les (Y;)sont indépendantes et que le processus (N, ) est lui-méme accroissements indépendants.
Soits < ¢, les variables Y,et Y, —Y, sont donc indépendants. D’ou :
Ele "™ N\ M ., s'<s|= Ele ety s <s|= ML, (r)E|e )|
Nous avons donc
E[efr(l”x’) \M ., s'< SJ= ML, (r)LX’_XS (r)

Puisque L, ()L, _, ()= L, (r), nous obtenons le résultat énonc.
Proposition 4.3:(Inégalité de Lundberg) Nous avons
Yu>0, wlu)<e™. (4.8)

Ou r, I’exposant de Lundberg classique
Cette inéquation est appelée I’inégalité de Lundberg.
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Démonstration : 7, =7, soitz, <o, Considéronsz = (u) (uest fixé pour la démonstration),
etr, =z, , d’apres la proposition 4.1, nous avons :
Elp, |=Mo=e
En conditionnant, nous avons
EM, |=EM \r<t,|P(r <t,)+ E|M_\z>1,|P(c > 1,)

et
EM, |2 EM, \t<t,|P(r <t,)= E[M \z<1,]P(z <1,)

Par ailleurs, nous avonsu + X, < 0si(z <t,)est réalisé. Ceci entraine, en utilisant I’inégalité de
Jensen (pour la fonction1/x)

> E[e”g(’) \r< to]

1
E\M \t<¢t, |>
S BITETY

En prenant le sup sur I’intervalle ,z, |dans I’espérance, puis en faisantz, — o, nous avons
w(u)<e " supexp{t(Ah(r)-rc)}
>0

Dans cette derniere inégalité, » est une variable libre quelconque. Un choix possible est
évidemment I’exposant de Lundberg tel que

Ah(ry)—ryc=0
Qui conduit au résultat annoncé (proposition 4.3)

Remarque 4.1: L’inégalité de Lundberg peut étre affinée comme suit :

ae™< y/(u) <ace™. (4.9
Avec
¢ [ G (y)ay e ["G(y)dy
a=inf ————, a,=sup —————.
i< [T e G y)dy oz "¢ G (v )dy
OuG(y)=1-G(y) la distribution queue de Y, et z, =sup{z : G(z) <1} est la borne droite du support
de G (voir [13]).

Proposition 4.4 : Le comportement asymptotique de ://(u)est déterminé par :

c—Aa
limylu)e™ =——————=C. (4.10)
U—>0 ( )e AMY(I"O)—C
Sic#0,onalors:
w(u)z Ce ™" (4.11)

Cette approximation est appelée approximation de Cramér-Lundber g
Pour des sinistres de forte intensité avec une distribution de queue lourde (pour laqueller, =0) le

comportement est totalement différent.
Pour les sinistres de Pareto de densité g(x)=a ,x>1,a>1nous avons

X
7 u)~ Cu Y

—(a+1)
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C’est un comportement typique des distributions des tailles de sinistre a queux lourdes G , plus
précisément pour toutes les distributions sous-exponentielles, Voir ([13] et [24]), Nous avons

l//(u) ~ ch G(x, oo )x .

La différence entre les deux cas apparait en augmentant I'excédent initial, afin de partager en
deux la probabilité de ruine. Dans le cas de sinistre exponentiel I’augmentation de I'excédent

initial est dew, = u +log(2)/r, tandis que dans le cas de sinistre de Paretou, ~ 2"y .

Pour une vue générale et plus compléte sur les probabilités de ruine sur un horizon infini pour le
modele Lundberg voir (voir [56] et [24])

IVV-3- Contrdle stochastique et variables de contréle

Nous considérons une compagnie d'assurance gérant le risque d’un portefeuille avec des
sinistres modélisés par le processus de Lundberg. Pour la gestion de risque (dynamique) de cette
compagnie, nous avons différentes possibilités, et ce grace aux différentes variables de contrdles
possible pour un assureur, telles que : I’investissement optimal, réassurance optimale (il y a
differentes forme de réassurance), contrle de prime optimale, nouveau business optimal. Le
choix de la variable de contréle revient & I’assureur (décideur), qui peut choisir un contrdle par
une seule variable, comme il peut faire la combinaison de plusieurs variables. Les politiques sont
choisies et changées a chaque point dans le temps selon la position du risque de la compagnie.
Voir [24],[25],[26],[27],[30],[31]. Nous traiterons dans cette partie seulement des politiques
impliquant une seule variable de contr6le et nous essayerons de trouver la stratégie dynamique
optimale pour la variable de contréle choisie, c'est-a-dire pour chaque variable de contr6le nous
définissons un probleme de contréle stochastique que nous essayerons de résoudre.

IVV-3-1 Variables de contrdle

Dans cette partie, nous allons juste citer quelques variables de contrdle, tout en donnant le
processus de richesse contrélé de la compagnie d’assurance en fonction de la variable de controle
étudiée.
IV-3-1-1 Investissement optimal :

Ici nous considérons un actif risqué (ou un nombre fini d'actifs risqués) dans lequel I'assureur
peut investir et un actif sans risque, un compte bancaire, avec un taux d'intérét o. A chaque

instant ¢ I'assureur investira un montant 4(¢) de la richesse actuelle U(¢)dans Iactif risqué, et ce
qui reste est investit dans un actif sans risque a un taux d’intérét p (siU/(¢)— A(z) > 0).

Pour simplifier les calculs, nous prenons le modéle classique qui est le mouvement brownien
géométrique pour la dynamique des prix d’actif Z(z).

dZ(t)= pz(t)dt + oZ(t)dw (t), 2(0)= z,

Ou W (t)est le processus de Wiener standard.
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Si ()= A(t)/z(¢)est la part investie au temps #; alors la position totale de I’assureur, qui est donc
un processus de risque controle, suit la dynamique :
dU(t)= cdt—dsS(t)+ pU(t)dt +0(¢)dZ(t)— pO(t)Z (¢t )dt
=dX(t)+ pU(t)dt +6(t)dZ () - p6(t)Z (¢ dt
Que nous pouvons réécrire comme suit :

U(0)=u.

dU(t)= pU(¢)dt +cdt—dS(t)+ Alt(u— p)dt+odw(t)), v0)=u.  (4.12)

Ou X(t)  processus de risque de Lundberg et S(¢) le processus de sinistralité (4.1).

Pour simplifier les étapes et les notations nous nous limiterons dans cette partie au cas p=0.
Nous tiendrons compte de toutes les stratégies de commerce possibles H(t) qui sont des
processus stochastiques /F, , mesurables ( préevisibles), ou (IE)est la filtration générée par les
deux processus Z(t)etS(¢),z > 0.Ainsi pour le choix de#(z), nous pouvons utiliser I’information

sur tous les prix des actions et des sinistres avant I’instant ¢; mais pas I’information au temps ¢
qui pourrait étre le colt d'un sinistre qui se produit a I’instantz . Nous n’avons pas de contrainte
de budget comme &(¢)Z(¢)<U(¢). On peut emprunter une somme d'argent arbitraire et l'investir

dans l'actif risqué. Nous négligerons aussi le co(t des transactions et nous tiendrons compte des
sinistres de n'importe quel taille (aussi infinitésimale).

IV-3-1-2 Réassurance proportionnelle optimale :

Dans un contrat de réassurance proportionnelle chaque sinistre individuel de taille Y est divisé
entre I’assureur et le réassureur selon un facteur de proportionnalité a .

L’ assureur payea Y, le réassureur paye(l—a)Y, Pour cela l'assureur paye une prime de

réassurance h(a)au réassureur. Nous permettons un ajustement continu du facteur de
proportionnalité, avec a(t) previsible.
Sous la stratégie a(t)le processus de risque contrdlé du premier assureur est de la forme :

NK

U(t)zu+ct—JZh(a(v))dv—Za(]} i t20. (4.13)

i=1

La régle habituelle pour estimer la prime h(a)est le principe d'espérance :
h(a)=ay AE(Y)

Avecy >1.Sic>y AE(Y), ou y est la charge relative de sécurité.
L assureur veut minimiser son risque alors, il peut choisira(¢)=0, i.e. il transférerait tout son

risque au réassureur. Pour exclure cette situation non intéressante nous supposerons toujours que
la réassurance est chére :¢ > y AE(Y)

IV-3-1-3- Réassurance XL illimitée optimale

Dans la réassurance des grandes pertes (excess of loss) (XL), chaque sinistre de taille Y est
divisé entre I’assureur et le réassureur selon la priorité0 < b <oo, L’assureur paye le min(Y, b), le
réassureur paye(Y —b)" =max{Y —»,0}, pour cela Ilassureur paye une prime de
réassurance h(b)au réassureur. Nous acceptons un ajustement continu du facteur de
proportionnalité, avech(z) prévisible.
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Sous la stratégie b(t) le processus de risque contrélé de I’assureur est donné par
NI
U)=u+ct—[ h(p(v)dv-3 minfp(T,), Y}, >0. (4.14)
i=1

Une des regles possibles pour calculer h(b)est de nouveau le principe d'espérance, comme suit:
n(e)=y 2E[(y ) |
Avec y >1: nous supposerons aussi que la réassurance est chére: ¢ <y 4 E(Y)
en utilisant le principes de variance pour calculer h(b), nous avons :
+ 4P
W)= 2E[(v -b) J+ paE|(y - 5) ¥
Qui donne plus de poids a la queue de la distribution des tailles des sinistres.
Ou bien, le principe d'écart-type qui nous donne :

n(b)= 2E|(Y -bY ]+ ,B\ME|((Y by f

En général, la réassurance chére est la situation ou on ac < /(0).

IVV-3-1-4 — La réassurance XL optimale :

Dans des situations pratiques, les contrats de réassurance XL sont limités par une
constante 0 < L < oo, qui mene a la division, ou le partage du colt de sinistre Y : le réassureur paye
le min{(Y—b)*,L}, I’assureur paye ce qui reste  f(Y,b,L)=min{Y,b}+ (Y —b—L)". Pour cela
l'assureur paye une prime de réassurance (b, L) sous la dynamique d’un contrat de réassurance
XL. En fonction de la stratégie (b(¢), L(¢))le processus de risque de I’assureur est donné par :

U(t)=u+ct [ (e(v) L(v))dv—élf (b(7;).L(T.)) (4.15)

La réassurance est chére sic<h(0,oo) : comme précédemment pour la prime, nous avons le
principe d'espérance
h(b, L) =y AE|min{(y - b)", L |
Le principe de la variance : h(b, L)= iE[min{(Y—b)+,L}]+ ﬂﬂE[min{(Y—b)*,L}zJ
Pour réduire au minimum son risque, un assureur choisiraL(z) =0, S'll pouvait se le permettre.

Ainsi L(t)< oo sera un choix raisonnable pour la compagnie d’assurance seulement si la queue de

la distribution des tailles de sinistres compte pour la prime de réassurance, comme c’est le cas
dans le principe de la variance ou celui de I'écart-type.

IV-3-1-5 Controle optimal de prime

Un assureur peut controler le volume de son chiffre d’affaire en fonction de la prime ¢, en
choisissant un taux de prime le plus grand possible, et un petit nombre de contrat dans son
portefeuille, et cela diminuera & son tour l'intensité des sinistres 4. Ceci sera modélisé par une
fonction non croissante A(c): si c(¢) est le taux de prime instantané, alors A(c(z)) sera l'intensité

instantanée du processus des sinistres. Dans le modeéle réaliste on al(cc)=0, afin de na pas

obtenir un probleme de minimisation de risque insignifiant, on doit changer un peu la structure
autrement l'assureur réduirait son risque a zéro par le choix d'un taux infini de prime. Une des
possibilités est l'introduction d’un co(t de capitale, c'est-a-dire pour I'excédent initial un taux
d'intérét p doit étre payé continuellement.

64



Chapitre 1V : Contrdle stochastique de processus de diffusion en assurance

IVV-3-1-6-New business optimal

L’assureur contrble le risque de son portefeuille en choisissant d’investir une proportion
appropriee de son commerce dans un second portefeuille indépendant du premier.

Si X(¢)et X, (z)sont les deux portefeuilles (indépendants )de la compagnie d'assurance, tout deux
modeélisés comme des processus de risque de Lundberg avec les paramétresA,c,Get4, ¢,,G,,
respectivement, et sib(z)est la proportion donnée au tempszdans le portefeuille X,(¢); alors la
position totale de I'assureur est le revenu de prime jusqu'a I’instantz, qui est égale a

ct+ j.ilb(u)du

Et les sinistres payées jusqu'au tempsrsontS(t)z Y, +.....+ Yy, pour le premier portefeuille, avec

la distribution de Poisson composé de paramétres AretG, et Sl(t)pour le second portefeuille
avec une intensité de sinistres instantanées 2,h(¢) et une distribution des tailles des sinistres G, .
Pour des applications pratiques, nous devons supposer b(z)>0etb(z)<1 (le volume maximal
possible est Xl(t)). Pour plus d’informations sur les variables de contrdles voir ([24], [30]).

IVV-3-2- Contrdle stochastique :

Un des problémes classiques les plus étudiés dans les finances est le probléme de
consommation et d’investissement optimal de Merton, comme nous I’avons vu dans le chapitre
I1, partie 11.7. Nous allons juste le rappeler, dans sa forme la plus simple, il est défini comme
suit :

Un investisseur a une richesse initiale r,; il peut dynamiquement consommer une partie de sa

richesse, et investir dynamiquement une autre partie dans un actif risqué, dont le processus des
prix est modélisé par un mouvement Brownien géométrique .Ce qui reste est laissé dans un
compte bancaire avec un taux d’intérét constantr, si A(¢) est le montant investi et c(¢)le taux de

consommation & I’instantz ; alors la richesse R(¢) a la dynamique suivante :
dR(t)= At Nadt +bdWw (¢t))+(R(¢)— Alt)rdt —c(t)dt = 1.

Notre objectif est de déterminer la politique optimale (4(¢),c(¢)) parmi 1’ensemble de

toutes les politiques admissibles qui maximisent une fonction d’utilit¢ de consommation de la
forme

Eﬁeptu(c(t))dt}

0

Our =inf{: R(z)< 0} est Iinstant de ruine de I'investisseur, p > Oest un taux d’actualisation et

u(x)= x” est une fonction d’utilité spéciale, avec y <1.
Ce probleme est spécifié par la dynamique de l'actif risqué, par les deux variables de contrdle
A(z)etc(z), et par la fonction objective & maximiser.
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IVV-3-2-1 Fonctions Objectives :

Pour définir correctement un probleme d'optimisation, nous avons besoins de spécifier
I’horizon de planification et la quantité qui doit é&tre maximiseée.
Nous avons le cas d’un horizon fini, ou l'optimisation est faite sur un intervalle de temps
fini[0.7]; et Le cas d'horizon infini.

Dans le cas d'horizon fini, une fonction objective peut étre généralement écrite comme la
somme de deux composants : le co(t de fonctionnement est le codt finale.

Sio(t)est la stratégie avec des valeurs dans un espace d'actionz , alors la fonction
objective a maximiser est

0

Eﬁu(fe(t), o)Xt + U(R(:), a(r),f)}

Ouz estun temps d’arrét.
Dans le cas d'horizon infini, la fonction objective est de la forme :

Eﬁu(R(t), o(0). ¥t + U(R(z) a(f),f)}

0
Our est un temps d’arrét illimité et U(R(c)o(z)z) pourraient étre le colt de
bangueroute, quand z est I’instant de ruine. Pour le probléeme Merton a horizon infini, mentionné
ci-dessus, nous avonsU = Oetu(r,o,t) = exp(— pt\c(t)), ¥ <1. Sic(t)est le taux de dividende,
U(s)est le codt final quand le capitale final ests, alors la valeur de la société sera égale a :

Eﬁexm—pzxc(t»ydr+U<R<f)>}

Nous serons principalement intéressé par la probabilité de ruine (ou de survie), i.e, le colt
de fonctionnement est zéro, et U =1siz =00 ,U =0 si non.

1VV-3-2-2 Générateurs infinitésimaux :

Nous avons déja vu la notion de générateur infinitésimal dans le chapitre I, et nous avons donné
quelques exemples plus haut dans la partie 1V-1-2-4-2, Cependant, dans la suite, nous aurons
besoin du générateur infinitésimal pour un processus de risque contrdlé, pour ce la nous allons
donner d’autres exemples, qui sont nécessaire a la suite de notre travail.
Reprenons le probléme de I’investissement optimal, ou la richesse de la compagnie est définie par
I’équation (4.12), pour un taux d’intérét nul p =0 .
On considere que la stratégie de contrble est constante. Ainsi, pour un investissement optimal
avec montant constante 4 investi dans I'actif risqué, la position totale de l'assureur U(t)aura la
dynamique suivante

dU(t)= cdt —dS(t)+ A(udt + o dw (t)) (4.16)
Et ainsi le générateur infinitésimal pour le processus (X (¢), Z(¢)) (qui est Markovien) est égale a :

Lf (u,y)=AE[f (Y, ) f(w, y)]+cf,(u, y)+ Aﬂﬁ,(u,y)%AZsz”(u)
Lyf(u)

Lyf ()
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Nous pouvons voir que le générateur infinitésimal est indépendant de y (pour un mouvement
brownien géométriqueLZf[u), la valeur initiale n'a aucune influence sur le retour de
I'investissement) et ainsi nous utiliserons la notation suivante :

Lf ) = 2ELf (=)= Sl of, )+ g £, )+ 5 4% ()

Pour une réassurance proportionnelle, avec une proportion constantea, le processus de risque

controlé de l'assureur devient :
N()

U(t)zu—(c—h(a))t—aZYi

i=1
Et le générateur infinitésimal correspondant est

Lf ()= AE[f (u—a¥)= f )]+ (e~ ha))f"(u)

Pour la réassurance illimitée XL avec priorité constante b € [O, oo[, le générateur est égale a

Lf(u)= 2E[f(u~Y nb)= f(u)]+(c~h(b))f ()
Et pour un contrat de réassurance général g(x,a)avec une prime de réassurance 4(a)et un vecteur
de décision fixéa, le générateur est
Lf(u)=2E[f(u~g(¥,a))= f(u)]+(c~ hla))f"(u)
Les équations intégro-différentielles pour la probabilité de ruiney (s)sont toutes de la forme :
Ly(u)=0, u>0
Ou L est le générateur infinitésimal du processus de risque sous-jacent. Il est évident que la
fonction (u)est dans le domaine de L ; cependant ce probléme peut étre traité en utilisant le
théoreme de vérification, ci-apres.

IV-3-2-3. L’équation Hamilton-Jacobi-Bellman

Le calcul de la fonction objective a maximiser et de la stratégie optimale correspondante
(si elle existe) est une tadche non insignifiante, I'espace des stratégies possibles est trés grand
(I’ensemble de tous les processus IF,-prévisibles) pour une recherche compléte. Nous utiliserons
une méthode indirecte. Le principe de cette derriere méthode pour le cas d'horizon fini est basé
sur deux observations : la premiere est que la stratégie optimale dépend seulement de I'état initial
et le temps a la maturité. Et la deuxiéme est que la stratégie optimale est spécifiée par sa valeur
au point de I’instant initial pour chaque état initial (et chaque instant de maturite).
Nous donnerons seulement I'équation HIB sans décrire la fagon dont elle a été tirée du probleme
d'optimisation.

Si Aest une action fixée de l'espace des actions, qui est considéré comme une stratégie
constante a(t)= 4 alors le processus controlé R*(¢)doit étre un processus de Markov homogene,

avec le générateur infinitésimal L“. pour le probléme d'optimisation considéré dans ce travail (vue
générale), i.e, avec la fonction valeur de la forme :

V()= rTJ%X E[U(R" (z),alr), r)]

Ou 7 =inf{f: R*(£)<0} est I'instant de ruine du processus de contrdle.
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L'équation HJB est de la forme :
m:'l:lXLAV(u):O, u>0 (4.6)

Le maximum 4 = A(u)dans ce probleme définit la stratégie optimale : si le processus contr6lé est
dans I'étatu , alors la stratégie optimale est 4(u).
Considerons comme un premier exemple sans optimisation, un processus de Wiener avec
dérive positive a et diffusion constanteb = 0.
dR(t)= adt +bdW(t),t >0, R(0)=>s.
Nous voulons déterminer la probabilité de ruine
l//(s): P{R(t)< O/R(O)z s} , s>0

Le processus R(¢)a le générateur infinitésimal

L (5)=af (5)+ 50105 @)

Pour un petit intervalle de temps de 0 adr ; nous pouvons avoir une ruine qui se produit
dans[0,dt] avec la probabilité o(dz), ou bien la ruine se produit aprés dr avec la probabilité

w(R(dt)).En faisant une intégration sur toutes les valeurs possibles pour R(d), nous obtenons :
w(s)= Ely (R(dr))]+ oldr)
Supposons que la fonction w(s)est dans le domaine D de L; nous obtenons I'équation

différentielle (qui correspond a notre équation intégro-différentielle pour les probabilités de ruine
dans les modéles avec sauts)

0=ay/(s)+ 2w (s)
La solution générale de cette équation différentielle linéaire avec des coefficients constants est la
suivante :
l//(S)= C+C, exp(— 2as/b2)

Pour s — conous devons avoiry(s)— 0, ainsiC, =0 . A s=0, nous sommes immédiatement
ruinés a cause des fluctuation dus processus de Wiener, et ainsiC, =0 , et nous
obtenonsy (s) = exp(— 2as/b2). Bien sir ce n'est pas une démonstration rigoureuse pour la formule
de la probabilité de ruine puisque nous supposons quey(s)— 0. Pour cela nous utiliserons le
theoreme de vérification ci-dessous, pour montrer que c’est bien la solution.

Considérons maintenant le probleme d'investissement optimal de Browne [7], pour une stratégie
d'investissement donnée A4(z) ( A(z)est la somme investie au temps t) le processus de risque d'un
investisseur est donné par (on peut réécrire (4.16) comme suit) :
dU*(c)=adt—bdW(t)+ A\ udt + cdw(t))
() (2)
O : W (¢), W (r)sont deux processus de Wiener standards indépendants.

(1) modélise le retour du portefeuille de la compagnie d’assurance modélisé par un mouvement
Brownien avec dérive,i.e. on fait une approximation du processus de poisson composé par un
mouvement brownien géométrique. Et (2) représente le retour d'investissement de I’actif risque,
dont le prix est modélisé selon un mouvement Brownien géométrique.
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Le probléeme est de déterminer la stratégie d'investissement optimale A(t) qui maximise la
probabilité de survie:

Su)= P{UA(t)Z 0 pour tout t |U*(0) = u}
Selon (4.6) I'équation HJB de ce probléme est de la forme :

0= mjlx{a V'(s)+ %bZV”(s)+ Auv'(s)+ % AZO'ZV”(S)} , §>0
Le maximum 4 existe seulement si»"(s)< 0, et dans ce cas il est donné par
A= A(s)=- ur(s)

GZV"(S)
On obtient :
2171( )2
0= ar(s)s Lorr(s)s 22V
2 2 aV"(s)
Apreés la division par V'(s) et le calcul de la solution négative £ de I'équation :
2
0= +1b23+1ﬂ—zz
2 z 20

Nous obtenons une solution de la forme :
A(s): izk , V(s) =1—exp(— ks), s>0
O

Ceci veux dire que la somme constante  k /o est optimale et la probabilité de ruine résultante
exp(— ks)est plus petite que la probabilitt de ruine sans investissement

(exp(— 2a/b2)s)pours > 0. Notons que la stratégie est anticyclique : si les prix montent alors les

parts (les options) sont vendues, et si les prix décrois alors des parts sont achetées. De nouveau,
les calculs ci-dessus ne résolvent pas encore notre probléme de maximisation puisque nous ne
savons pas Si V(s) est la solution unique de I'équation HJB et si elle est la probabilité de survie

maximale possible : Pour cela nous utiliserons le théoréme de vérification ci-dessous.
IVV-3-2-4. Théoreme de vérification :

Le théoréme de vérification, nous permet de faire le lien entre une solution d'une équation
intégro-différentielle ou une équation HIB et le probleme donné de calcul de probabilités de ruine
ou de maximisation d'une fonction objective. Pour une meilleure vue, reconsidérons la probabilité
de ruiney(s) du mouvement Brownien avec dérive positive. Nous avions trouvé une solution

V(s) = exp(— 2a/b%s)de I'équation (4.7). Soitz le temps de ruine du processus R()= at + bW (t);
et définissons le processus: Y(¢)=V(R(t A 7)).
Nous pouvons voir a partir de I’équation (4.7) que Y(t)est une martingale pour laquelle nous

avons :
E[r(r)]=1(0)=V(s)

Pourz — oo, nous avons Y(¢) — 0 sur I’ensemble {r < co}et ¥(¢)— Osur I’ensemble {z = oo}.

Qui montre que V(s )est en effet la probabilité de ruine pour I'excédent initial s .

/6)=lim £l ()= Plr <o)< )
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Comme un deuxiéme exemple, considérons le probleme d'optimisation de Browne [5].
Nous avons vu que I'équation HJB (4.6) a une solution lisse bornée ¥ (s), avec la propriété que

pour toutes les stratégies possibles 4 nous avons :

L'V(s)>0,5>0. (4.8)
Soit4"(t)= uk/c® la stratégie construite avec l'optimum 4(s) I’équation HJB (le montant
constant investi) et 4(z)n'importe quelle stratégie arbitraire admissible. SoientR"(¢)et R(¢)les
processus de risque correspondants, 7~ etz les instants de ruine correspondants, et définissons les
processus ¥ () =V (R (t A 7" ))et (1) =V (R(t a 7).
De [I'équation HJB nous pouvons voir queY*(t)est une martingale, et selon (4.8) le
processus Y(¢) est une sur-martingale et tous deux commencent & la valeur ¥ (s), Ainsi pour

toutz >0 :
v(s)= £l ()= E[r ()]

Pour le nouveau raisonnement nous avons besoin des valeurs aux frontieres, qui sont tirés
du probléme d'optimisation et qui sont satisfaites par la solution V(s). Dans notre probléme

d'optimisation, nous voulons maximiser la probabilité de survie 5(s)du processus de risque

(contrdlé). Les conditions naturelles aux frontiére (aux limites) pour la fonction valeur sont
5(0)=0 (et 8(s)=1pours < 0), notre solution ¥(s) (de 4.6) satisfait les mémes conditions aux

frontiéres (pour la deuxiéme condition, nous pouvons observer que V(s) peut étre arbitraire
pours <0). Pour ¢ — oo nous avons :
Y(£)—> Osur{r <o} et ¥ (1) Osur{e” < oo}

Vu que R (¢)est un mouvement Brownien avec dérive positive, ¥ (¢)— Osur{r” = oo}.
Ainsiz¥(s) = lim EY* ()= Pl < }.

Le comportement asymptotique du processusY(t) quandz — oo est moins clair. Nous
présenterons donc poure >0 le processus R, (t) avec une stratégie d'investissement A(t)+ &”et
I’excédent initial s+ & ; I’instant de ruine 7, et le processus Y, (¢) =V (R,(t A 7,)).

Nous avons R, ()= +R(t)+&%(at +bW (¢))et de la R () dans I’ensemble {z, = 7 = o}.
Comme ci-dessus, nous avons ¥ (s +&)> {r, = r =}, en outre,

P{z'1<oo et 1'200}
< Ple+&%(at+ bW (1)< 0 pour t}

= exp(— 2a52/(b254)€)

Plr=0}<Plr=1,= w}exp(— 2a€2/(b26‘4)€)
<V(s+ g)exp(— ZaSZ/(b284 )5)
Poure — 0, on obtient {r =} < ¥(s), ainsi, pour une stratégie d'investissement arbitraire 4(¢)la
probabilité de survie correspondante (s )est bornée par ¥ (s); 8(s)< ¥ (s)

Et le maximum est atteint par la stratégie 4°(¢).
Voir [24].

De I3, nous obtenons :
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Dans les problemes d'optimisation suivants, le théoréeme de vérification est semblable a
celui du probleme de Browne [07], donc nous I'omettons et nous référerons a la littérature a
chaque fois qu’il ne suit pas le méme modele (par exemple, dans le cas de réassurance optimale).

IV-3-2-5 Les étapes de la solution :

Pour la solution d'un probleme de contréle stochastique via I'équation HIB nous suivrons
les étapes suivantes : Soit un processus de risque contrdlé pour un contrdle constant 4 et son
générateur infinitésimal et soit I’équation de HJB. Montrons alors que cette équation a une
solution lisse satisfaisant les conditions naturelles aux frontiéres tirées du probléme
d'optimisation. Puis il suffit de montrer en utilisant le théoreme de Vérification que la solution de
I'équation HJB est la fonction valeur du probleme d'optimisation, et enfin le maximum de
I'équation détermine la stratégie optimale. Le plus gros probléme est dans la deuxiéme partie :
avoir une solution explicite d'une équation HJB dans la structure considéré n'est jamais possible;
la meilleur chose que nous pouvons esperer est une preuve d'existence, qui nous donne en retour
une bonne méthode numérique pour I’approximation ou I’estimation.

Maintenant que nous avons défini les étapes du contrble stochastique et les variables de contréle
possible pour une compagnie d’assurance, et avoir donné le processus de richesse contr6lé de la
compagnie pour chaque variable de contrdle, nous pouvons maintenant passer a I’équation de
HJB correspondant a chaque probléme, ainsi que la variable de contrdle optimal.

IV-4-Investissement Optimal pour I’assureur :

IV-4-1- L’équation HJB et ses différentes formes pratiques
Considerons une stratégie d'investissementA(t) (le montant investi dans l'actif risqué) qui

est un processus prévisible par rapport a la filtration naturelle générée par les processus S(t)(les
sinistres) et Z(t)(prix de l'actif risqué). Ceci nous permet d’utiliser pour la stratégie toute
I'information disponible juste avantz. Ainsi A(t)ne peut pas dépendre de I'information au temps +.

L'équation HIB pour le probléeme de maximisation de la probabilité de survie par l'investissement
est

Sljp{/lE[V(u )1 )]+ (et M)vr(@%ffw@)} 0,u>0

La résolution pour 4 est possible a chaque fois que V"(u)< 0 , et on obtient
A= Aw)=— 2T
oc°V (u)
Si 4(0)=0 alors les fluctuations du processus de Wiener méneraient a une ruine immédiate,
i.e.7(0)=0; qui ne peut pas étre optimal puisque dans le cas sans investissement nous avons
5(0)=1-AE[Y]/c >0si AE[Y]<c,de 14, 4(0)=00uV"(0)=-c , si on travaille avec A(u)
optimale, on obtient I'équation intégro-différentielle :
2
AE[V (1 =Y) =V )]+ V()= 1”—21/( u L so. (4.9)

V')

Sous les conditions naturelles aux frontiéres qui sont? ()= 0pour u <0,V () =1etV"(0)= .
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L’equation (4.9) est du deuxiéme ordre avec une singularité a O(V"(O) = —oo), qui est peut utilisée
méme pour des solutions numériques, puisque pour le terme intégral A(u)= E[V(u—Y)] nous
avons besoin des valeurs de V(s) pour0<s<u; c’est pour cela que la singularité au point zéro

est inquiétante.

Nous remplacerons [I'équation par un systéme réciproque d’équations integro-
différentielles qui méne a un algorithme numérique stable, a une preuve élémentaire pour
I'existence d'une solution et a une solution presque explicite pour le cas de sinistres
exponentiellement distribués, voir( [24], et [30]).

Pour simplifier les notations nous diviserons d'abord les deux cotés de I'équation par

u?/c? et notons la nouvelle intensité de sinistres et le nouveau taux de prime de nouveau par A
ete respectivement(ﬂ =Ac? [y, c= CO'Z/,uZ). Cela méne a I’équation (4.9) avecu =0 =1.
Ensuite nous introduisons la fonction 7'(u)= A(u)’ et récrivons (4.9) comme suit :

l(h(u)—V(u))JrcV’(u):%V’(u) W), u>0. (4.10)

Ou /T(u) est la racine positive de 7'(u), et supposons que Y a une densité continue g(y).
Nous pouvons voir que la fonction (x )a une dérivée continue pour « > 0, et ainsi nous pouvons
dériver encore une fois et nous obtenons :

4(h'(u)_V'(u))+cw(u)=%V"(M)A(u)_%w(u)fr(u), 00

En utilisant V"(u)A4(u)=—V"(u)et en multipliant les deux cotés de I'équation par A(u), nous
parvenons a |I’équation :

m((i+%jV’(u)—/1h’(u)J+cV’(s)= L), w20 (@.11)

Les conditions aux frontiéres correspondantes sont #(x)=0 pouru <0,7(0)=0,
et’ (o) =1. Les deux équations différentielles (4.10) et (4.11) sont équivalentes a I'équation (4.9),
dans le sens que (4.9) a une solution lisse concave V(u)satisfaisant les conditions naturelles aux
frontieres si et seulement si le systtme (4.10) et (4.11) admet une solution (V(u),7(u))
avecV (u)concave, T(u)=(V"(u)/V"(u)) satisfaisant les conditions naturelles aux frontiéres. Le
systeme d’équations différentielles peut étre utilisé pour un calcul numérique et I'algorithme qui
en résulte est stable. Voir[24].

On commence par To(u):O et on calcul la fonction Vo(u) a partir de I’équation (4.10) et
les conditions naturelles aux frontieres (qui donne la probabilité de survie sans investissement).
Avec comme point de départ(V,(u),7,(u)), définissons I'ordre de fonctions(V,(u),T, (u))

récursivement par 1, (u)= E[V, (u-Y)),

l(VnJrl(u)_hn(u)) — Vn'+1(u)’ u Z 0' Vn+l(w):1' (4_12)
1
c+— Tn(u)
2
1 () 1, ~
Et {mi—z Vn,(u)}/Tml(uj+c = 4Tn+l(u), u>0,T,(0)=0.
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M(oo):lpeut étre satisfaite par I'homogénéité du systeme : Si g(y) est une solution
de (4.12), alors« g(y) est aussi une solution, de Ia, en commengant parg(O):l, nous obtenons
avecV,,,(u)= g(u)/g()une solution satisfaisant’, ,(c0)=1.

n+l

L’échantillon des fonctions (V,(«),T,(x)) converge, et la limite est une solution du systéme

n ' n

(4.10) et (4.11) satisfaisant les Conditions aux frontieres naturelles.

La conditionV

1VV-4-2 Existence d'une solution :

Il 'y a deux document qui prouvent l'existence de I'éguation (4.9), un basé sur des
méthodes plus classiques comme dans [65] et [25], et I’autre avec une preuve de monotonie
([261). Pour la preuve dans [25] on suppose une densité localement bornée g(y) de la distribution
des tailles de sinistre, pour la preuve dans [24] nous avons besoins d’une densité continue g(y).

La preuve de monotonie n’est pas seulement utilisée pour le probleme d'investissement optimal
dans le modéle Lundberg mais elle peut aussi étre utile pour le processus de risque de Markov
modulés. La preuve de monotonie est comme suit : d'abord on résout le probléeme pour une
fonction donnée fixée h(u)croissante, bornée et continuellement différentiable. L'équation

correspondante est I'équation HIB pour le probléme d'optimisation suivant : pour une fonction
d’utilité donnée A(x ), nous maximisons I'espérance de la richesse cumulée escomptée

E@exp(—pnh(u(t))d{

Par le choix d'une stratégie d'investissement optimale A(t): On peut montrer que I'équation HJB
de ce probléme a une solution lisse?, (), le maximum de I'équation HJB définit la stratégie
optimale d'investissement et ¥, (u)est la fonction valeur du probléme. La preuve d'existence est

basée sur un I’argument de monotonie utilisant un schéma itératif semblable a I'algorithme
numerique ci-dessus, Il se sert des inégalités différentielle étudiées dans [64].
Deuxiémement, un échantillon de fonctions monotones est défini, en commencant avec la

probabilité de survie sans investissement?,(u), et résolvant récursivement pour la fonction
valeur?,,,(«)du probléme d'optimisation ci-dessus avec la fonction d’utilité /, ().

Les fonctions¥, (1) sont les fonctions de valeur du probléme d’optimisation d’investissement
optimal jusqu’au n-iem sinistre. Si ¥,,(u)>V,(u) alors il est de méme pour les fonctions

n+l

correspondantes /4, et vice versa. Donc nous pouvons montrer que nous avons un échantillon
monotone ¥, (u)qui converge, et la limite s'avére étre une solution du probléme d'optimisation

original. Comme nous allons le voir ci-dessous.
Donc d’apres Hipp & Plum 2000, 2003, voir [25] et[26], nous avons:

Etape 1: Pour h(u) fixée, croissante, bornée et continuellement différentiable, 1’équation de
Bellman du probléme d’optimisation :

On veut avoir max{E[j'exp(—pt)h(U(t))dt}} avec U(t)=cdt—dS(t)+ A(t)dZ(t), U0)=u
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Nous avons le systéeme définis par les équation (4.10) et (4.11) :

Hha )=V )+ ) =2V )

T [(/1 . %JV’(M)—M'(M)]+ 6= 2 )
AvecU(0)=0, etV (o) =1.
Qui est monotone au sens suivant

T<T,=>V,<V,=>T<T,
Nous avons

Mu)hu)cm L
) (443 o) ()}«:m@){z;'(u)w(u).

Convergence monotone

0<T, ( )é (u)
0< V S h oo
Avec : 1t ( J =
4
Les limites vérifient le systeme d’équations.

Etape 2 :L’investissement optimal jusqu’au n-ieme sinistre

On définit les fonctionsVn(u) qui sont les fonctions de valeur du probléme d’optimisation
d’investissement

V. ()= max E[/ljexp(— o) (U(0)de

V,(u)est la probabilité de survie sans investissement, et elle vérifie I’équation :
AE[Vy (=Y )=V, (u)]+cVi(u)=0

ho ) = EVo(u—Y))]

Pour¥,(u), T, () =0, h,(u), nous avons

Ty(u) < T, (), Vo) < V3 (), by () < yfue), et
AlorsV, (u)—V, (u), h,(u)— h,(u) (monotonie)

On veut montrer que
V*(u)=max E /Ijexp(—pt) JU@)de =V, (u).
0

Nous avons déjay ™ (u) <V, (u), il reste a montrer que V" (u)> ¥, (u).
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Nous avons, pour une stratégie arbitraire A(z) :

V. (u)>V,(u)> E_/Ij'exp(— pt)h, (U(t))dt}

—E AJ' exp(— pt)h, (U (t))dt}

L O
Ainsi: V" (u)<V,(u), ce qui implique que ¥, («)résout bien I’équation H.J.B.
I1\V-4-3 Taille de sinistre exponentielle

Pour des tailles de sinistre exponentielles de densité g(y)=6@exp(-#),y >0, & partir
d’un  systéme d’équations différentielles iteratif, nous obtenons une seule équation
différentielle pour A(u). Ce phénomeéne est présent non seulement pour les distributions
exponentielles, mais aussi pour les distributions arbitraires « phasetype ». Ces distributions ont la
propriété agréable que l'opérateur non local i(u)=E[V'(u—Y)| peut étre remplacé par un
opérateur local impliquant les dérivées de i (u) etV (u).

Définition 4.3 :
g(y)est une distribution « phasetype», si elle vérifie I’équation différentielle linéaire :

Dg(y)= éaig(i) (v)=0

Exemples :
PourY ~ Exp(#), nous avons I’E.D :

0g(y)+g'(y)=0
PourY ~ Erlang(2), g(y)= yexp(~y) nous avons I’'E.D : g(v)+2g'(y)+g"(y)=0
Pour simplifier les notations nous supposons queY a une moyenne égale a 1. Si la densité
deYeste™,y >0, alors la fonction (x) satisfait I’équation différentielle :

B(u)=V(u)-hu), u>0.
Nous pouvons voir & partir de (4.9) que '(u) peut étre représenté avec le facteur 7 '(u)

h’(u):V(u)—h(u):%(c+% T(u)jv-(u), §s0,

Nous obtenons alors une équation différentielle dépendante de T(u)seulement :

,/Tiui{i—k%—c—% T(u }+c:%T'(u), u=0. (4.13)

Cette équation est étroitement liée a I'équation de Lundberg ci-dessous, avec laquelle nous
pouvons obtenir le ccefficient d'ajustement (4.5), comme suit :

&+rc+%:iE[eXp(rY)].
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Dans le casY ~ Exp(1), I’équation précédente devient :
A
1-r»
L'équation a deux solutions, R >0et—y <0, puisque les coefficients de cette équation coincident

avec ceux de (4.13), nous pouvons réécrire (4.13) comme suit :

Au)= 2cA(u)(ﬁ—RJ($+y} u>0

Cette équation différentielle a une solution avecA =0, qui satisfait I’équation suivante

o

La fonction#(u)avec #(0) = Lsatisfaisant —¢(u est :
tu): exp( Ru)

(L4 )"

La fonction(u)est liée & V' (u)etV'(u) via: V' (u )_iV(O)t(u), et

1

/1+rc+1: ou cr2+r(l+%—cj—5=0.

I (4.14)
c+ j
Pour une expression explicite de la constante.[ ds voir [28]. Nous montrons dans la figure

IV.1,de [25], l'optimum A(u)pour différentes distributions des tailles des sinistres, Exp(1) :la
courbe la plus basse, Erlang(2)(la convolution de deux Exp(1)la courbe du milieu) et Erlang(3)
(convolution de trois Exp(1)courbe supérieure).

i reserve inifiale

Figure IV.1 : Stratégies d’investissement optimales pour des sinistres d’Erlang
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IVV-5- Réassurance optimale et new business optimal

Pour la réassurance optimale nous présenterons les étapes générales comme dans [64] et [26].
Soit A4 l'espace des actions possibles, et poura € 4 soitf(Y,a) la partie du sinistre Y payée par

I'assureur et soit Y—f(Y,a) la partie payée par le réassureur.

Nous supposons que0< f(y,a)< yet quey — f(»,a) est non décroissante pour touta € 4. En
outre, Adoit étre un espace compact topologique pour lequela — g(y,a)est continue pour
touts y .

Finalement, nous supposons qu'il y a a, € 4 pour lequel f(y,ao):ypour tout y . La prime de
réassurance pour un actifa égale h(a), une fonction continue sur 4. Alors le processus de risque
de l'assureur sous une stratégie dynamique a(t) se développe comme suit

V)= b et - j;_h(a(s))ds_”g) FalT) 10,

Le probleme est de déterminer la stratégie dynamique optimale admissiblea(t),tzo, pour
laquelle la probabilité de survie de I'assureur est maximale. Les stratégies admissiblesa(z) sont
des processus prévisibles (par rapport a la filtration générée par S(¢)). L’équation HIB pour ce
probleme est

SUpLAE(Y (u = /(7. )= (u)}+(c ~ hla))(u)
Et les conditions naturelles aux frontiéres sont ¥ (x)=0 pouru <0etV(w)=1. Il n'y a aucun

exemple pour lequel cette équation a une solution explicite, pas méme pour le maximum a(u). Le

but de cette partie est de prouver I'existence d'une solution lisse pour cette équation et déterminer
un algorithme numérique pour son calcul. Dans certain cas, nous pouvons donner les propriétés
génerales de la solution optimale

L'approche générale commence par l'observation queV' >0, et de 1a, le sup est atteint
pour un certaina pour lequel ¢ —#(a)> 0. La résolution pour ¥ () nous donne :

V'(u)= inf{ﬂ’E[V(u)_V(”_f(Y’a))]} (4.15)
c—h(a)
OU 4, ={a e A:h(a)<c} . Cette équation peut étre résolue via I’itération :

acdy

V'n+l (u): inf EE[Vn(u)_Vn(u_f(Y’a))] Cu>0,

acdy c—h@)
En commengant par ¥, (u)la probabilité de survie sans réassurance, i.e. avec la spécification du
contrata,. L’échantillon de fonctions¥, () est non décroissant, ainsi il converge vers une
fonction bornée V(u)qui s'avere étre une solution de I'équation (4.15). Donc nous pouvons tirer

I'existence d'une solution dans la plupart des structures générale. Pour le calcul numérique,
I'équation (4.15) nous donne un algorithme stable. Les conditions aux frontieres peuvent de
nouveau étre vérifiées en utilisant I'homogénéité de I'équation.
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Il 'y a plusieurs régles possible d’estimation de h(a) pour le contrat de réassurance.
Comme nous I’avons deja vu, une des régles possibles est le principe d’espérance :
h(a)=2pE[Y - f(Y,a)]
Avec p >1. La réassurance est chére sous cette régle si 1pE[Y > c].
Avec le principe de la variance, nous avons :
h(a)=AE[Y - £(¥,a)|+ pAE|(Y - £(¥,a)})
Qui est cher si AE[Y |+ pAE[V? > c.

Pour le new business optimal, nous obtenons une équation HIB plus simple pour laquelle
la stratégie optimale est le « bang-bang » (puisque I'équation HJB est linéaire par rapport aux
variables de contrdle) : I'équation HJB est la suivante :

0=sup{AE[V (u—Y)—V(u)]+cV'(u)+bALEV (u—2Z)-V )]+ bep (u)}

0<bh<1

Qui a un optimumb = b(u), qui est égal & zéro si L E[V (u—2Z)—V (u)]+ ¢V (u)<0, et est égal & 1
siLE[V(u—2)-V(u)]+cV'(u)>0, Ceci donne la formule suivante pour la dérivée 7" (u) :

V()= min{zE[V )=V (u- Y)]7 AE[V () =V (u=Y)]+ AE (u)-V (- Y)]} @.16)
Cette équation peut étre résolue via I’itération: o
- ALV 0] 20 Y e )l

c ¢+,

7

n+l

Qui nous donne un échantillon non décroissant des fonctions ¥, (1) convergeant vers une fonction

¥ (u)qui est une solution de (4.16). Pour le calcul numérique, la formule (4.16) nous donne un
algorithme stable.

IVV-5-1 Réassurance proportionnelle optimale :

Ici, 4=[0,1] et f(y,a)=ay. Nous considérons la régle suivante de calcul de prime de
réassurance :
h(a)= Ap(1—a)E[Y] avec ApE[Y]> ¢, I'équation HIB dans ce cas est de la forme :

V()= inf |ZEV @V u=a)]] - (4.17)

adod]| ¢ —Ap(1-a)E[Y]

Nous ne pouvons pas calculer la fonction de valeur ou I'optimum dans leurs formes explicites,
pas méme dans le cas de taille de sinistre exponentielle.
Cependant pour les distributions exponentielles (ou phasetype), nous pouvons remplacer
l'opérateur non local f(u,a)= E[V'(u—aY)|par un opérateur local, pour les sinistres de densité

g(y)=exp(-y), y>0, nous avons

@)= 20/ )- r(wa)) w0
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Nous remarquons que le minimum dans (4.17), est a € (a, 1]aveca, > 0 pour Ap(1—a,)E[Y]=c.
Ceci implique que pour l'optimum nous avonSa(u)z a,. De la, pour le processus de risque
controle U*(t) et sous la stratégie optimum, nous avons des sinistres bornés inférieurement par
une constante positive. Alors nous pouvons facilement montrer que U*(t)—) oosur I’ensemble de
non ruine {r* =oo}. Nous ne pouvons pas faire cette hypotheése de borne inférieure pour une
stratégie arbitrairesa(r); et de la pour le théoréme de vérification, nous avons besoin d'un

raisonnement différent. Dans le probléme d'investissement optimal nous avions remplacé le
processus contrélé U (t)par un autre avec un léger changement de controle et d’excédent initial.

Ici nous pouvons remplacer le processus contrélé U(t)par un processus ou le taux de primecdu
premier assureur est légérement changé et utilisant ensuite la continuité de la solution de (4.17)
par rapport ac . Pour des détails voir Schmidli [59] Et Vogt [63].

Dans la figure 1V.2, de [25], nous montrons une fonction optimum pour le cas de sinistres
exponentiels avec des moyennes différentes. Etonnamment, nous voyons différents types de
fonctions : Pas de réassurance pour tout s(a(s)=1) continue, non-croissante et finalement avec
saut et ensuite croissante. Nous vairons plus en détail la convergence de a(s) dans chaque cas
dans la partie 1V.6.3.

d" IZHJ T

U © reserve initiale

Figure 1V.2 : Stratégies de réassurance proportionnelle

IV-5-2 Réassurance XL illimitée optimale
Ici, 4=[0,0] et f(u,a)=y ~a .Nous considérons tout d’abord /()= ﬂpEl(Y—a)+J, le principe
d'espérance. L'équation HJB lit La fonction a étre réduite au minimum est discontinue :
V()= inf ZEV )V w=Y na)] (4.18)
0<a<oo c _h(a)
La fonction a minimiser est discontinue :
flu,a)=E[V(u—-Y na))
Avec un saut aa = u : Dans la figure 1V.3 nous montrons les fonctions £ (i, a)pour des Tailles de
sinistre exponentielles. Nous voyons que le maximum esta = o chaque fois que le maximum n'est
pas dans [0,u](puisque poura >unous avons E[V(u—Y aa)|=E[V(u—Y)]et puisque h(u) est
non croissante). Donc le maximum sera a =coou a=wuou dans I’intervalle(a,,u)ol a, est tiré
de h(a,)=c.
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Pour des sinistres exponentiels pour lesquels le calcul numérique de la fonction
valeur 7 (u) peut étre simplifié pour g(y)=6e %, nous avons

Slua)= [ V(- ylg(y)dy+V(u-a)e™

] L“ POkl r)dy—e IOH V(vk—a—y)dy+Viu-a)e™
= f(u)— e flu—a)+V(u—al™

OuU f(u)= E[V(u—Y)]. Dans la figure 4, nous montrons le maximuma(x) pour des tailles de
sinistre exponentielles, pours petit, nous avonsa(u)= oo, alors a(u)=u ,ce qui signifie que sous
cette réassurance le sinistre suivant ne causera pas de ruine et alors a(u)=u avec convergence
dea(u). Pour le théoréme de vérification, qui utilise de nouveau la variation de Il'intensité la
prime et pour d'autre détails techniques voir [29] et [63].

IV-5-3 Optimale XL réassurance :

Pour la réassurance XL avec limite nous avons un probléme de contrble avec deux
variables de décision: A e[0,00]x(0,0]ou(b,L)e Areprésente le vecteur de prioritéhet de
limite L .

Aucune réassurance ne sera identifiée pour la paire(O,oo), dans ce cas nous ne pouvons
pas dire grand-chose sur la fonction valeur et la stratégie de réassurance optimale, a part de
I’existence et du théoréme de vérification et les propriétés asymptotiques dans le cas des sinistres
faibles. C'est d0 a I’estimation coriace des variables de décision bivariées.

On pourrait supposer que l'assureur choisirait toujours L =oo puisque sa survie sera
causée par les événements extrémement grands et donc il réassurera la queue illimitée de la
distribution des tailles de sinistre, tant que la prime de réassurance ne donne pas beaucoup de
poids a la queue. Ce serait le cas, par exemple, pour les sinistres de Pareto et pour le principe
d'espérance. Cependant, Vogt [63] a montré que L =oon'est jamais optimal sous le principe
d'espérance et pour des grandes tailles de sinistre de densitég(y), et avec taux de

hasard #(v)= g(y)/(1—G(y)) pour lequel(y)—0ou y— oo (qui est vrai pour des sinistres de

Pareto). Et pour des sinistres exponentiels et Le principe d'espérance L = ooest toujours optimal.
C'est contre l'intuition, Quoique vrai.

U reserve inifiale

Figure 4 : Stratégies de réassurance XL optimale
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IVV-5-4 nouveau business optimal :

Ici nous avons 4 < [0,1]et I'optimum a(u)est égal & 1 pour u <u,et zéro pouru > u,, olu est le
point d'intersection des deux courbes de I' Equation HIB
R AE[V (u)-V (7))
C
L AE )=V (u=Y)]+ AEV () -V (u-Z)]
ctg
Au point u =0 le choix b =1est optimal chaque fois que ¢/A < ¢/, , i.e. méme si le business est

non-profitable (sans chargement de sécurite). Bien sir, de telles stratégies peuvent étre possible
seulement s'il y a un marché sur lequel le business de la compagnie d’assurance peut étre vendue
(voir [27]).

IVV-6-Stratégies et fonctions valeurs le cas asymptotique
IVV-6-1 Investissement optimal : sinistres exponentielles

Dans le cas de sinistres exponentiels I'équation suivante caractérise A(u) :

( (A<lu>‘RJy(Afu)‘y]R=exp<—<R+y>u)
Ou A(u)>0.

Cela implique A(u)—)l/R pour u — oo, Formule (4.14) et la relation asymptotique

#(u) ~ exp(~ Ru )implique tout les deux que la fonction valeur asymptotique () est donnée par
1-V(u)~ Cexp(~ Ru), u — o0 0U C est une constante positive. La méme expression asymptotique
peut étre obtenue a partir d’une stratégie constante : A(u) =1/R rapportant une probabilité de
survie ¥, (u) satisfaisant de1—V,(u)~ C, exp(— Ru),u — .

IVV-6-2 Investissement optimal : sinistres de forte intensité

Pour les grandes sinistres (comme la famille de distributions sousexponentielles), une
théorie générale sur la fonction valeur asymptotique pour les problémes d'investissement optimal
n'est pas disponible. Un cas a récemment été traité et résolu selon la théorie de Karamata pour les

fonctions variant reguliérement. C'est le cas de la distribution des tailles de sinistre avec queue
variant réguliérement avec l'exposant p < -1, i.e.

P(Y>t)=t"L(t), t > oo

Avec une fonction variant lentement Z(z). Dans ce cas, I'asymptotique de la probabilité de ruine
sans investissement est donné par

w'(u)~ Cou"Ly(u), u— oo
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Avec une fonction variant lentement différente ,(¢). Gaier et Grandits [68] ont pu prouvez
qu'avec l'investissement optimal, la probabilité de ruine y(u)=1-V (u)satisfait :

w(u)~ Cu’Ly(u), u—> o

Et I'optimum A(x) est asymptotiquement linéaire,

Avec la stratégie tirée de la fonction linéaire ()= (a/(b?(1— p)))nous pouvons obtenir
presque le méme comportement asymptotique de la probabilité de ruine correspondante z//(u) :

wi(u)~ Cu’ L, (u), u— o0

Dans le cas des grands sinistres, on peut améliorer la situation de I'assureur :x* " est remplacé par

u” et cela peut étre réalisé, au moins au méme ordre, ceci peut étre prouvé, en utilisant des
méthodes de [68], par l'investissement d'une Proportion constante spécifique de richesse actuelle.

IVV-6-3 Réassurance optimale

Pour le probléme de reassurance général il y a un comportement asymptotique de la fonction
valeur et de la stratégie optimale dans cas des petits sinistres : nous pouvons montrer que
I"arrangement f(y,a),a € Asatisfaisant les hypothéses :

e Aest un espace compact topologique,
ey — f(u,a)est continue pour tout y € IR
ey — f(u,a) est monotone pour tout y € 4

o|f(y.a)- f(z.a) <|y—z| pourtout y e 4

e Le coefficient d’ajustement R = sup,_, R(a)existe, ou R(a)est la solution positive de I’équation

A+(c~h(a))r = 2E[exp(rf (Y, a))],
Nous pouvons montrer que pour les distributions de taille de sinistre satisfaisant :
e Y a une densité continue g(y).
o E[exp(rY)]> o pour »> R
. Sup{E[eXp(R(Y - Z)XY - Z] > 00
La fonction valeur du probléme satisfait la relation asymptotique

1-V(u)~ Cexp(~ Ru)
Et pour la stratégie optimale nous avons
alu)—>a", t >

OU a" est solution pour laquelle R(a)atteint le maximum (voir Vogt [63]).
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Pour la probabilité de survie Vl(u)du processus contrdlé avec une stratégie constante
a(t)= a"nous avons
1-V(u)~ C,exp(~ Ru)

Le calcul du coefficient d'ajustement :

R = Sup{R(a ‘ae A)}
peut étre simplifiez : Rest le parametre positif pour lequel la fonction V(u):l—e’R” satisfait
I'équation HJB, i.e.

0 = sup{AE[L-exp(Rf (Y, a))|+ R(c ~ h(a))}

acA

Et una’est le maximum de cette équation. Pour voir cela, soit R"la solution de I’équation ci-

dessus, ou nous supposons que le sup est atteint aa™ € 4. Observons tout d’abord que poura € 4
arbitraire, nous avons

AElexp(R" £(Y,a))-1]> R (c - h(a)),

Le ceefficient d'ajustement R(a )est défini via

AE[exp(R(a)/ (Y, @))-1]= R(a)c'~h(a))

Et nous avons
AE[exp(1f (Y ,a))~1]2 r(c ~h(a))

Si et seulement sir> R(a), en appliquant cela pour =R nous obtenons R > R(a)pour

touta € 4 . Puisque R” = R(a")< R , nous obtenons Iaffirmation R = R’
Pour les nouveaux aspects sur la maximisation du ccefficient d'ajustement voir [28].

Pour les sinistres de forte intensité, la situation est moins transparente. Pour la réassurance
XL illimitée le processus contrdlé a un ceefficient d’ajustement égale aR =sup,_, R(a), et avec

cette quantité I'inégalité de Lundbergl—¥ ()< exp(~ Ru)est vérifige.

Les expériences numériques confirment I’hypothése, que dans ce cas aussi, les stratégies
convergent versa*pour laquelle R™ = R(a*) (voir Vogt [63]).

Pour la réassurance XL (limitée) le coefficient d’ajustement n’existe pas, mais des
expériences numériques semblent toujours indiquer que les stratégies convergent, (voir [66]).
Dans ce domaine, il y a beaucoup de questions intéressantes et qui ouvrent des recherches
appropriees pour des applications pratiques.
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IVV-7-Contrble stochastique par I’investissement et la réassurance

Dans cette partie, on s’intéresse a la minimisation de la probabilité de ruine par
I’investissement et la réassurance. On prend en considération un modele de risque classique, ou
on suppose que I’investissement en actifs risqués est modélisé selon le modele de Black et
Scholes, il est de méme pour la réassurance, comme nous I’avons vu précédemment :

N/
Soit le processus de risque : X =u+ct—-) Y,

i=1
Ou u>Oest le capital initial, ¢ > Oest le taux de prime, (N(z)),.,est un processus de poisson de
taux A >0 modélisant le nombre de sinistre sur[0,7], et (¥,:i € IN) est une suite de variables

aleatoires iid et indéependante de N, modélisant la taille des sinistres, et de fonction de
distribution G(y)ou G(0) = 0. Nous notons par7, Iinstant d’occurrence du i-eme sinistre. Nous

interprétons ici le processus {X,Ol}comme une approximation du risque collectif, aprés escompte
par inflation, i.e. la prime et la taille des sinistres augmentent par inflation. Dans le reste de cette
partie nous considérerons que toutes les quantités monétaires sont escomptées par inflation.

Nous supposons que le taux de prime est fixé d’avance, et nous n’avons pas besoin de
supposer que la charge de sécurité est positive, par ce que cette derniére découle directement de
I”investissement, aussitét qu’un excedent devient assez important.

Comme nous le savons la compagnie d’assurance a plusieurs décisions a prendre, nous
considérons dans cette partie que la compagnie a la possibilité d’investir son capital dans un actif
risqué et de prendre une réassurance, nous considérons la réassurance proportionnelle, afin
d’éviter les probléme techniques, et nous supposons que G(y) est continue.

L actif risqué est décrit selon le mouvement Brownien géometrique :

Z, = exp{aVK + (,u —%ajt}

Ou W, est le mouvement brownien standard, les parametres x eto sont supposés strictement
positifs et Z, est la valeur escomptée au temps¢ d’une unité investie au temps 0.
Soit{At} la quantité investie dans I’actif risqué au tempss. Admettons que la compagnie

d’assurance peut investir plus que son excédent actuel dans I’actif risqué, dans ce cas I’argent
doit étre emprunté pour une telle stratégie. Cependant, pour un grand capital, le fait d’investir
plus que I’excédent dans I’actif risqué ne peut étre optimal, rappelons que la probabilité de ruine
d’un mouvement brownien décroit trés rapidement suivant une loi exponentielle.( voir [37]).

Le niveau de rétention de la réassurance estb, € [0,1], ce qui signifie que pour un sinistre
qui se produit au tempsz, I’assureur payeb,Y , et le réassureur(l—b, )Y . Pour cette réassurance le
taux de prime est c(b,) doit étre payé. Les stratégies{4, }et{p, }doivent étre mesurables et
prévisibles par rapport a la plus petite filtration continue{IE}, telle que {(Xflm)} soit
mesurable. Alors le processus de surplus verifie I’équation différentielle stochastique suivante :

dX® =(c—c(b,)+ud, )dt + oA dW, —b,dS, (4.19)
XOAB =u
N,

OUS, =Y, =u+ct— X" est le processus de sinistre.
i=1
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Afin que {XtAB}soit bien définie, nous supposons que{At}est localement bornée. Le temps de
ruine est défini comme suit :

= inf{tZO:X,AB <O}
C’est un temps d’arrét par rapport a la filtration {IF, }.
La quantité a optimiser est la probabilité de ruine ultime :

t//AB(u):IP{rAB <oo}

i.e. nous voulons maximiser la probabilité de survie 6 (u)=1-w**(u). La fonction valeur
correspondante est5(u)=sup,, , 5 (u).

Nous faisons les hypotheses suivantes sur la fonction c(b). La fonction est decroissante et
continue, ¢(1)= 0, lim,+, ¢(b)/(1-b)> 0, et il existe une valeur > Otelle que c(b) > c pourb < bet
c(b)<cpourb>b. Si E[Y]=c0, nous supposons quec(0)< . L’existence deb est nécessaire
afin d’empécher que la totalité du portefeuille ne soit réassuré, rapportant 5(u) =1pour toutu .

Le fait que c(b)soit continue n’est pas nécessaire mais simplifiera la suite de notre travail, et le
fait que c(b)soit décroissante découle naturellement (en prétendant que la réassurance soit un
meilleur marché). Sic(b)n’est pas strictement décroissante au voisinage de 1, nous choisirons
toujours une réassurance maximale avec un colt nul, et le probléme pourrait étre reformuler
autrement , avec des sinistres réassurés avec des colt nuls au départ. Dans le cas ouc(b)est

décroissante au voisinage de 1, nous avons une prime linéaire qui est une condition technique et
qui implique que la stratégie de réassurance optimale pour un petit capital n’est pas la
réassurance.

Si E[r]=wla condition surC(0)est nécessaire afin d’éviter la ruine certaine (le portefeuille

entier peut étre réassuré). Cependant de tels sinistres ne sont pas assurables, mais il y a des
compagnies qui prétendent tout assurer.

V-7-1-L'équation de Hamilton-Jacobi-Bellman

Supposons que la fonction §(u)est deux fois continuellement différentiable, les intégrales
stochastiques par rapport au mouvement Brownien sont des martingales bornées. Alors nous
pouvons montrer que la fonction 5(u)satisfait I’équation H.J.B, voir [60]:
1

sup sup{E o2 475"+ (¢ — elb)+ )5 () + A5 —bY )]~ 5(u))} 0 (420)

bel0,1] 420
Ou 5(u)=0pouru <0, une des conditions aux frontiéres est5(c0)=1, une autre condition sera
déterminée ci-dessous.
Il s’en suit immédiatement que la fonction f(x) = k&(u) résout I’équation (4.20) avec la condition
aux frontiéres f(c0)=k . Au lieu de cela nous allons chercher une solution avec f(0)=1 ; nous
avons 5(0) > 0 qui découle du fait que nous n’avons ni investissement ni réassurance si la charge

de sécurité est positive ; si cette derniere est negative, nous avons une probabilité positive pour
gu’aucun sinistre ne se produit (pas de revendication) avant que le capital ne soit assez important
afin d’atteindre une charge de sécurité positive pour I’investissement , a ce niveau la ruine n’est
pas certaine.
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Nous allons d’abord voir que nous avons deux possibilités : soit la ruine se produit, ou
bien X/ tend vers Iinfini quandz — o, nous pouvons penser que les résultats sont

intuitivement claire et evident, cependant ce type de résultat n’a pas encore été prouvé. Hipp et
Plum [23] ont detournés le probléme en utilisant une famille de stratégie se rapprochant des
stratégies habituellement utilisées (sous certaines considérations).

Lemme 4.1 ([58]) :

Soit{(4,, B, )}une stratégie arbitraire, alors

Soit la ruine se produit ou bien X" diverge vers I’infini quand ¢ — oo,
Avec une probabilité égale a 1.

Lemme 4.2 ([58]) :
Supposons que la fonction &(u )est deux fois continuellement différentiable, et résout I’équation

Hamilton-Jacobi-Bellman (4.20), alors :
i) &(u)est strictement croissante.
i) &(u)est strictement concave.
Remarque 4.1 :

Afin de montrer que &(u )est strictement croissante, il n’est pas nécessaire de supposer que &(u)
résout (4.20), il y a une probabilité positive qu’en utilisation les mémes stratégies jusqu'a ruine, la
ruine se produira pour un capital initial x et le déficit & la ruine est inférieur a(y —x)/2.. Alors
pour un capital initial y, il y a une probabilité strictement positive pour que la ruine n'arrive pas.
Nous allons donc nous restreindre & la solution strictement croissante et strictement

concave de (4.20).
Le maximum sur 4 de (4.20) est atteint pour :

A== ”25’(”) __ ) (4.21)

o 5”(u) sz"(u)

Notons que 4" (1) est mesurable et localement bornée. De la I’équation a résoudre devient :

i%g]—%+(c—c(b))f’(u)+l(E[f(u—bY)]—f(u)) @.22)

Cette équation est continue en u et enb, il en découle que I’argument »*(x)(non nécessairement
unique) pour lequel le maximum est atteint existe et queb*(u) peut étre choisi mesurable. Nous
noterons dans la suite b(u)si nous ne l'interprétons pas comme la stratégie optimale.

Pouru petit, I’équation précédente ne variera pas largement commeb varie. Le maximum
de (4.22) sera donc déterminé par le minimumc(b) pour u petit. Ainsi nous pouvons supposer

que pour u petit, le maximum est atteint pour” () =1.

Lemme 4.3 ([58])
Supposons qu’il existe une solution f(u) de I’équation (4.22) sur un certain intervalle[O,n)

avecn > 0, alors il existes > Otel que” (u)=1pouru < ¢.
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Preuve : Notons que 5(0) = 1.Soit :

Hlub)= #(()) +(e=elb)f () + AEL =07 - £ )
H(u,l}-:lbq(u,b) _ _](-:Ebb) f’(u)+iE[f(u - Y?L—_/;(u —bY)lIRu/b}
Par le théoréme de Taylor

alors

Su=bY)= flu=Y)+@-b(5(r))

Oué&(Y)e(0,u), car £'(x)est bornée sur[0,7/2], nous avons par la convergence limite

R i e A1

Pouru <7n/2, la valeur absolue de ce terme peut étre choisie arbitrairement petite en
choisissantu assez petit. D’un autre coté lim,., c¢(b)/(1-b)>0. Ainsi pour u assez petit H (u,b)
est strictement décroissante enb pourb au voisinage de 1. Ainsib(u)<1pour0 <u<g, ceci est

possible seulement silim,+,b() <1 , ceci est possible seulement si #(0,5)= H(0,1)=0pourb <1
car H(u,b)est continue en u et enb , puisque H(0,b)est strictement décroissante en b pourb au

voisinage de 1, ceci n’est pas possible.
En principe, I’équation (4.22) pourrait étre résolue numériquement et ne doit pas étre examiné
plus loin. Cependant, nous voulons trouver la présentation alternative pour déterminer £'(0).

cette représentation alternative donnera une occasion de montrer qu'une solution de (4.22) existe.
De plus, il sera possible de trouver une solution en itérant I’équation (4.22). Cela se trouve étre
utile pour déterminer les stratégies optimales. Cette approche a été choisie par Hipp et Plum [25].
Nous pouvons écrire I’équation (4.22) comme suit :

~ f"(l/l) _ lu2 1
o2 uf 207 inf, oy 20/ )~ Efa—BY )~ (c—clb))f )

Nous pouvons observer que le dénominateur doit étre strictement positif pouru > 0, en intégrant
deu,au, nous obtenons :

L = “ ]{. L dx + 1

Slu) 20 Jint, g0 A(f ()= E[f (x=bY )= (c=c(B))/ () f'(wo)

Puisque f"(u, )est décroissante enu,, il est possible de faire tendre u,vers zéro(u, — 0), qui
donne :

LA : S
76 20 gy 200 G o) O 70 429

Oul/o=0. Nous savons d’apres [18]queA*(u)tend vers zéro quandu —»0+. En

effetmﬁo/l*(ubo, qui implique 5(0)=0, parce que pour tout petit intervalle I’infimum du
retour d’investissement est strictement négatif.
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Pour c(p"(u))— Oet 4"(u) — 0, nous pouvons conclure de (4.20) que £(0+)=A/c, en prenant la
dérivé dans (4.23), ou en posantu — 0dans (4.21), nous obtenons f"(O +)=—00.,
Posons g(u)= £'(«), et donnons I’équation :

glu)=—— : (4.24)
yr

. J‘ - 1 de+ ©
20" 3 inf, o A (- Gle/B))+ [ - G(x - =) b)iglehz - c—clb)igls) 2

V-7-3 Théoréme de Vérification ([58])

Nous allons juste citer le théoréme qui montre que I'approche de Hamilton-Jacobi-Bellman méne a la
solution correcte, pourvu que les valeurs initiales soient correctement choisies. Notons que, par similitude

avec la preuve de Hipp et Plum [25], nous n'avons pas besoin de supposer que f(u)est bornée.

Théoréme 4.1 : ([58])

Soit f(x): IR, — IR, une fonction strictement décroissante et deux fois continuellement
différentiable résolvant I’équation H.J.B (4.20) ou (4.22). Ce sera le cas

pourf(x)=1+_[0xg(z)dz, a condition queg(x) soit une solution décroissante de (4.24),

alors f(x)est bornée et (u)= f(u)/ f ().

De plus les stratégies optimales sont 4”(X, )ets"(X, ), ou 4"(x)est donnée par (4.21) eth(x)est
I’argument qui maximise le coté gauche de I’équation H.J.B. Particuliérement il y a au maximum
une solution strictement décroissante deux fois continuellement différentiable de (4.2)
avec £(0)=1.

Pour plus détails sur I’existence de la solution, ainsi que sa convergence et sur la majoration de
la probabilité de ruine et le coefficient de Lundberg, nous renvoyons le lecteur a [58], [59],[61],
et [25].
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CHAPITRE V

Controle Stochastique Par Investissement Optimal
Et Applications Numériques

V-1-Introduction :

Ce chapitre est consacré au contrfle par I’investissement, L'objectif du probleme de contréle
résultant est de déterminer la stratégie d'investissement optimale pour une compagnie d’assurance
selon des criteres différents. Dans ce chapitre nous allons reconsidérer le cas d’une compagnie
d'assurance qui investit tout son capital (la réserve) dans un Portefeuille se composant d'un actif
non risqué (actif sans risque) et un actif risqué. Dans la premiere partie nous allons revoir la
détermination de la stratégie d’investissement optimale qui réduit au minimum la probabilité de
ruine en temps infini, nous déterminerons aussi la probabilité de survie optimale (voir[67]), pour
des sinistres exponentiels, et ce en utilisant la méthode des différence finies pour la discrétisation
de I’équation H.J.B, nous terminerons cette partie par I’étude de I’influence des paramétres du
modele sur la stratégie d’investissement optimale, ainsi que sur la probabilité de survie
correspondante.  Dans la deuxieme partie, notre probléeme de contrle reposera sur la
maximisation de I'utilité de la richesse de la compagnie d’assurance, pour une utilité
exponentielle de type CARA (voir [14],[18],[19],[77]), ou nous déterminerons aussi la borne
supérieur de la probabilité de ruine, grace a I’inégalité de Lundberg, et au coefficient
d’ajustement(voir [14],[18],[19]). Nous présenterons dans la troisieme partie, I’approximation de
diffusion, ou le processus de Cramer Lundberg est approximé par un mouvement brownien avec
dérive (voir [7] et [11]), nous déterminerons aussi la stratégie d’investissement optimale qui
maximise I’utilité de la richesse de la compagnie, ainsi que la probabilit¢é de ruine
correspondante(voir [7]). Et nous terminerons par une comparaison des trois approches, qui nous
permettra a la fin d’avoir une stratégie qui maximise I’utilité de la richesse, et minimise a la fois
la probabilité de ruine, grace au coefficient d’ajustement (Lundberg), qui peut étre considéré
comme la meilleur estimation du parameétres d’aversion au risque.

V-2 — Contro6le par minimisation de la probabilité de ruine :

Comme précédemment, on modélise le processus de réserve d'une compagnie d'assurance
dont le risque {X(z),z>0}suit un processus de Cramér-Lundberg, avec un processus de sinistre

{S(¢),¢>0} d’intensité A, et un montant de sinistre ¥ de distribution G(y)et de densité g(y). La

prime est collectée avec un tauxc par unité de temps. Ainsi, le processus de risque est déterminé
par :

dX(t)=cdt—dS(t), X(0)=u. (5.1)
Avec :

La compagnie veut choisir une stratégie d'investissement qui minimise au mieux la probabilité de
ruine en temps infini.
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Le portefeuille d'investissement se compose d’actif sans risque dont la valeur B(t) suit :
dB(t)
—~=pdt, p=0.
B(0) pdt, p
Et un actif risqué dont le prix Z(¢)suit un mouvement Brownien géométrique :
dZ\t
Tg))=ydt+adW(t) et z(0)=z, ©£>0,6>0.
La compagnie d’assurance suit la politique d’investissement suivante :
- le surplus de la compagnie U(t)sera investi & tout moment t.

- A(¢)sera investie a I’instant t dans I'actif risqué, et la partie restante U(¢)— A(z)dans
I'actif sans risque.
Notons par {[ (t),t > O}Ie processus de retour d'investissement, il est defini par :

di(t)=[U(t)- At)|pdt + At )t + At )od W (¢) (5.2)

Et le processus de surplus {U (t),t > O}de cette compagnie peut étre défini comme suit :

dU(t) =dx(r)+dll), U(0)=u

dU ()= cdt —ds(t)+[U(e)- A()|pdt + A\t + A )oaw (),  U(0)=u (5.2)
V-2-1.L'équation de Hamilton-Jacobi-Bellman du probléme de control :

Le probleme de contr6le peut étre décrit comme suit :

mjn{ p(u) =Pr@t>0,U(t)<0\U(0)=u) }
D’ou les contraintes suivantes :
dU(t)=dx(¢)+di(t), t>0
U0)=u
On définie la probabilité de survie 5(x) comme suit :
) =1-y(u)

De 13, on peut definir le probleme équivalent, et qui est la détermination de la stratégie
d’investissement optimale qui maximise la probabilité de survie :

Sup{ S(u) = Pr{UA(t) <0 pourtout t >0/U*(0)= u}} (5.3
A
L’équation HJB de ce probléme est de la forme :
0= Sup[; 2 475" (u)+[c+ pu+(u— p)A)5 (u)+ A[E[5(u—-Y)- 5(u)]]} (5.4)
La stratégie d’investissement optimale est alors de la forme
v _u=p)5(u) 5.5
A (u)— 25 (w) (5.9)
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Pour que la solution existe, il faut que5"(u)<0. On suppose aussi que x> pSiu<p, la

solution est triviale et elle donnée par 4”(u)=0. Sous ces hypothéses la stratégie 4" () donnée
par (5.5) est positive. En la remplagant dans I’équation de HIB (5.4), nous obtenons pour « >0 :

zE[ﬁ(u—Y)—5(u)]+(C+P”)5'(”):%(#;Zp) 5" (u)

Nous rappelons que cette équation ne se préte pas toujours a une résolution analytique exacte,
alors nous allons procéder a la résolution par la méthode des différences finie comme nous allons
le voir dans les paragraphes ci-aprés. (Voir [67]).

V-2-2.Solution numérique de I’équation HIB :

Soit G(y)la fonction de répartition deY, nous pouvons alors réécrire I’équation HIB sous sa
forme intégro-différentielle (voir [67]). comme suit :

4 SuHG+(c+up)s ) =2 ot (HJ 5.7)

2 5w\ o

Pour alléger I’écriture, notons (“ p] parl", —par/l‘ —parp et parc nous aurons alors :
o

j[& 5)]dG +(c'+up')5 (u) =%[5 ()}

&' (u)
Soit : H(t)=1-G(r), en mtegrant par partie, nous aurons :

0 u

[[6—y)-6()]dG = -5(u)E(u)- [ 8'(u—y)H(»)

Alors I’équation devignt : 0
—2'85(0)H (u)- A" j ' (u—y)H(My +(c+up')5 (u) = % [‘;(E‘u);z (5.8)
Soitg(u)=6"(u), et a partie de la condltlon initiale ¢+ ap = 25(0), nous avons :
el Oy rut) - ) T 69)
2 q(u)

V-2-3.Résolution pour des sinistres exponentiels :

Nous allons voir une résolution numérique pour des sinistres exponentiels, pour une vue
plus générale, concernant d’autre distribution de sinistre, nous renvoyons le lecteur a [65], ou on
peut retrouver un algorithme numérique pour la résolution de I’équation HIB en fonction de la
distribution des tailles des sinistres.

Soient: g(y)=60e™", G(y)=1-e", H(y)=e". Posons: v(y)=q(y)e’”, alors :

(D)= (D) —gu(y) LWV ()-0vy)
V(y)=q'(v)e” -ovy), ) o)
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En remplacant dans I’équation (5.9), nous obtenons :

—Z'Iv(y)dy+(c'+u,0')v(u)—c'=% ([)( Z’] ( ) (5.10)

Soit : w(u) = (mj : Puisque ¢'(y)=5"(y)<0et5'(y)>0, nous avons alors :

v(v)=q'(y)e” —ovy) < ov(y)

1 _Hv(u)—v'(u)_ _v'(u) .
R o

L’equation HJB (5.10) devient alors :
Iu 1 1 1 1
=2 [y + (e up o)== =S vl wlw)
0

En dérivant par rapport au , puis en divisant parv(u) les deux coté de I’equation ci-dessus, nous
obtenons :

V() _EMW_EM

(_ ﬂl+p')+ (CIHI'D‘) v(u) - 2 v(u) 4

En utilisant (5.11), nous aboutissons a
w'(u)=—-20w(u)- 4((— A4p')+6(c+up') - ;jwlw(u) +4(c'+up')

Qui est une équation différentielle ordinaire non linéaire, il nous reste a déterminer la condition
initiale

Jw(u) = ) ql) | O6) _ of A (1) (5.12)

Nous avons alors pour u =0 :

Nous proposons de résoudre cette équation par la méthode des différences finies.
Soit : 4 la longueur de I’intervalle utilise dans le schéma numérique, notons w(nh)par w, , et nous

discrétisons I’équation comme suit :
Wo=w + h{— 20w, — 4((— A+p')+60(c+nhp') - ;)W +4(c'+nh p-)} (5.13)

Gréace au schéma récursif et a la condition initiale, nous pouvons obtenir la solution numérique
de w(u) a partir de la, nous pouvons avoir la stratégie d’investissement optimale, comme suit

Pourn,ona: An= 2 \/;,, (5.14)
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V-2-4-Application numérique :

Soit une compagnie d’assurance, dont le processus de réserve a I’instant ¢ vérifie I’équation (5.2).
La compagnie a la possibilité d’investir dans un actif sans risque de taux p
Pour le modéle étudié, nous avons les valeurs des parameétres suivants : #=0.1, 0 =0.3, 6 =1,
A=3et h=0.01.

Les graphes ci-dessous, nous donnent la stratégie d’investissement optimale en fonction
du capital initial, pour un taux d’intérét non nul p = 0.04 dans la figure V.1.1, puis pour un taux

d’intérét nul (pas d’investissement dans I’actif sans risque) dans la figure V.1.2.

AC:EIIZIIZI .
3 : chmuu z
25
4
g ]
3t
15 [
=1
1 L
05 L
2 8 10 15 o a g 10 15 zh
5 reserve initiale L reserve initiale
Fig.V.1 Stratégie d’investissement Fig. V.2 stratégie d’investissement
Optimale pour p =0.04 optimale pour p =0

D’apres la figure V.1, on peut intuitivement penser que la stratégie d’investissement
optimale décroit quand le capital initial augmente et le taux d’intérét est important a la fois. Ce
qui est une tendance logique. La compagnie préfére ne pas prendre trop de risque en investissant
dans I’actif risqué, vu que le taux d’intérét de I’investissement sans risque est important, la
compagnie préfere ce qui est sdr et ne pas prendre de risque. Tandis que dans la fig.V.2 (p =0),
on remarque clairement que pour un capital initial assez grand, on retrouve une stratégie
d’investissement constante. On peut penser que dans ce cas I’assureur favorise la stabilité, et
préfére ne pas prendre trop de risque.

Aprés la determination de la stratégie d’investissement optimale, nous pouvons
déterminer les probabilités de survie optimales. Voir [67]

V-2-4.Probabilité de survie optimale :

Nous réécrivons I’équation HJIB comme suit :

u

ﬂ'jé(u)eg("'”)dx - /1'5(14)+ (c'+up')5'(u)= —;5'(u) w(u)

0
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Soit : g(u)= [ &(x)e”"\dx, alors nous aurons
0

xq@)_zv@o+gnﬂpm$@)=_%aﬁo o)
()= =6 S(x) ™+ 5(u) = ~Olu) + 5 (5.16)

4(0)=0 (5.17)
En discrétisant le systéme d’équation, comme précédemment, on note 8, = 5(nh)et g, = q(nh), et
nous avons

ﬂ‘lqnﬂ - ﬂ’lénﬂ + (C'J"(n +1)hpl) [§”+l ~ 5”] = _% [5n+1h_ 5,7]@

h
1 1 1 1
5 _ ((l’l +1)hp +c +§ \Y Wn+1 )571 - ﬂ’ thl (5.18)
" (n +1)hp'+c'+% w,,—A'h
qn+1 = qn + h(_ an + 5/1 ) (519)

A partir de cette équation, et de la condition initiale, nous pouvons calculer la valeur
numérique ded(x), il restera & multiplier 5(u )par une constante appropriée afin de satisfaire la

condition au bord §(c0)=1. Voir [67].

La probabilité de ruine (survie) en fonction du capital initial de notre modéle pour p = 0.04 est
donnée par le graphe suivant :

[
] DLE;
0.8
I:IEE DB
04 na]
iF! 0]
e R W 2 R iR FTITTTE 2 A0 12 14 dE 4
1 capital initial 1 capiial initial
Fig.V.3 probabilité de survie Fig.V.4 probabilité de ruine

Les graphes ci-dessus, nous permettent de vérifier que sous la stratégie d’investissement
optimale que nous avons déterminée, la probabilité de ruine (de survie) diminue (augmente)
asymptotiquement. Cependant, il est plus intéressant de voir I’influence des parametres sur la
probabilité de ruine, ainsi que sur la stratégie d’investissement optimale.
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V-2-5-Influences des différents parameétres :
V-2-5-1-Influence du taux d’intérét :
Les graphes suivant vont nous aider a comprendre I’influence du parametre p (taux

d’intérét) sur la stratégie d’investissement optimale, ainsi que sur la probabilité de survie
correspondante.

Ao =0
5
-
p=0.02
a =
a=00H
2 =
o=0.06
1
a’ 3 10 15 20

i reserve inifiale

Fig.V.5 Stratégie d’investissement optimale pour différentes valeurs de p

O 27746 @ 10 1= 14 1B 18 20 U

Fig.V.6 probabilité de survie pour différentes valeurs de p

La figure V.5, nous permet de confirmer notre intuition, on voit clairement que plus le
taux d’intérét augmente, plus I’investissement en actif risqué diminue. Il est clair que I’assureur
préfére ne pas prendre trop de risque, et investir plus dans I’actif sans risque a chaque fois que le
taux d’intérét augmente. Cela se justifie dans la figure V.6, ou I’on voit clairement que la
probabilité de survie augmente quand p augmente.
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V-2-5-2-Influence du rendement moyen instantané u :

L]
AQEIEIEI

EEEEEL
o oo ooo
Ll e o S IS 5
[ Ry e T e Y ]

o~ ES 10 15 =0
1 réserve initiale

Fig.V.7 Stratégie d’investissement optimale pour différentes valeurs de u

ne 040
— =10
c =035
0E — =030
c =025
—u=010
o=
o 2 4 5] B 10 12 14 16 18 =Z0

I Féserve initiale

Fig.V.8 probabilité de survie pour différentes valeurs de u
D’apres le graphe V.7, la stratégie d’investissement optimale augmente quand le
rendement moyen instantané de I’actif risqué x augmente, et la probabilité de survie augmente

également, comme on peut le voir dans la figure V.8. Donc il est plus judicieux d’investir dans
I’actif risqué quand x augmente, qui justifie la condition x> p imposée au modele.
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V-2-5-3-Influence de la volatilité o :

A’ZDDD
-: s J= 04
31 —: o=01
z“r-__
11
———
o 5 10 15 20

i | réserve initials
Fig.V.9 Stratégie d’investissement optimale pour différentes valeurs de o
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Fig.V.10 probabilité de survie pour différentes valeurs de o

La figure V.9, nous permet de voir que plus la volatilité augmente, moins on investie dans
I’actif risqué, I’assureur préfére investir plus dans I’actif sans risque. Et dans la figure V.10, on
voit bien que la probabilité de survie diminue quand la volatilit¢ augmente, donc le choix
d’investir plus dans I’actif sans risque et moins dans I’actif risqué est plus raisonnable, car la
volatilité mesure la rapidité de I’amplitude des variations de cours de I’actif risqué, et un cours a
forte volatilité fluctue souvent avec des grandes amplitudes. Donc plus la volatilité augmente,
plus le risque augmente. La volatilité freine I’investissement dans I’actif risqué. Cette approche
est probabiliste, il existe d’autres qui se basent sur I’utilité de la compagnie, plutét économiste.
Nous allons traiter dans le paragraphe suivant le cas d’une utilité exponentielle.
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V-3- Contrdle par maximisation de I’espérance de I’utilité de la richesse

On se propose de travailler sur un horizon fini T fixé, (voir Begona Fernandez [14], J Gaier,
P.Grandits et W.Schachermayer [18]), nous supposons que la richesse de la compagnie
d’assurance a une fonction d’utilité exponentielle, de la forme :

1
h(l/l): —fef”)" yu=0
¢

V-3-1- L’équation Hamilton-Jacobi-Bellman :

Pour déterminer la stratégie d'investissement qui maximise l'utilité exponentielle de I'excédent a
un instant fixé, avec réserve initialez , Nous définissons la fonction de valeur :

V(t,u)=sup E“[n(U(T))] (5.21)
A(r)
Et I’équation H.J.B du probléme de contrdle est donnée par :
0= sup[V, + %azAsz +c+ pu+(u—p)Aly, }dz (5.22)
V(T,u): h(u)
Le max est donné par :
alr)=-1=PV. (5.23)
o'V,
En remplace b(¢ )dans (5.23) par sa valeur de (5.22), il en résulte I’équation différentielle :
2 2
Vb (ctupl _1(”‘f’j ) g (5.24)
2 U Vl{ll
V(T,u)=h(u)

V-3-2- Stratégie d’investissement optimale :

Supposons maintenant que la solution de (5.23) est de la forme
V(t,u)z _Ee—¢(t)u+ﬁ(t) (5.25)

Avec s(T)=0 etg(T)= ¢ , qui assure la condition initiale 7 (7",u)= h(x), nous déterminons
I’équation HIB (5.24) qui en résulte :
2
ug - B +(c+up)¢+1('u_pj =0
2\ o

Cette équation doit étre résolue pour tout u et pour tout# , pour des détails sur les étape du
calcul voir Begona Fernandez [14].
La fonction valeur sera de la forme :

V(eu)= exp{— % (y; ) (T-1)+ Cj(l— e’ )+ /IJ’TVde}.exp{— ¢e_p(T_t)}

2

Ou {w s> 0}est un mouvement brownien standard, et la stratégie optimale est la suivante

Atu)= (“(;qu)ep” ) (5.26)
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En particulier pour p=0(pas d’investissement dans I’actif sans risque), nous aurons :
V(to) = exp{_;”z(r )+ (T 1)+ AW (T - t)}.e-ﬂf“
o

et

A(tu)=-"2 (5.27)
o
Le graphe suivant, nous donne la stratégie d’investissement en fonction du parameétre d’aversion
au risque pour p=0

a0

G0

40

204 &

o 0z 04 0B na 1

@

Fig.V.11 : stratégie d’investissement optimale en fonction
du paramétre d’aversion au risque ¢ € (0,1)

La figure V.11, nous montre que la stratégie d’investissement varie par rapport au parametre
d’aversion au risque ¢ est décroit quand il diminue ; plus on est averse au risque, moins on

investie dans I’actif risqué.
V-3-3--Probabilité de ruine :

Dans cette partie, nous allons voir comment on peut approximer au mieux la probabilité
de ruine au moyen de I’équation de HJB, sous forme de théorémes, le lecteur pourra les retrouver
dans [14]. Nous finirons par determiner le meilleur estimateur pour I’aversion au risque, qui nous
permettra d’avoir la stratégie d’investissement qui maximise la richesse et qui donne la
probabilité de ruine minimale

Revenons au modéle donné dans la partie (V-3-3-2), alors le processus de réserve (la
richesse), associé a la stratégie d’investissement optimale sous sa forme intégro-différentielle est
donné par :

t 2 t t
U, =u+cdt—S(t)+I(u¢_/20) e"p(T"S)dS+IpU:ds+I(ﬂ¢_p)e’p(T’S)dWS, U(0)=U p>0  (5.28)
0 o 0 0 o

U*=u+cdt—S(t)+j
0

t

K ds+[-“aw pour p=0 (5.29)
(o}

¢

O t—

M
po
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Théoreme 5.1 (voir [12] ):
Soita = E(Y,), et supposons que :

(a) la distribution de ¥;admet une transformé de Laplace (finie) L(r)pour 0 < r < k <o,
(b) sik <o, alorslim,,, =o.
(c) la condition suivante sur la charge de sécurité est vérifiée :

{e”[c+(”_f)zﬂ_,w>o, si p>0
go

2

e+t 2650, si p=0
(o2

Alors la probabilité de ruine satisfait I’inégalité suivante :

0<s<T

P{sup —Y > 0} <e?

Ou:
Q) si p >0, alors pour toutg >0,5" est la solution positive de I’équation :

001 5{[ s } P2 Ubh e auls)-1)-0 (530)

(i)  si p=0 alors pour toutg >0,5" est la solution positive de I’équation :

O_2 2 462672

2 2 2
(s, ¢)=—5[c+¢” ]+U r s+ AL(5)-1)=0 (5.31)
On voit clairement que pour p =0, et u = o =0 (pas d’investissement), on retrouve I’équation de
Cramér-Lundberg.
Soit ™, la solution de I’équation de Cramér-Lundberg

8)=-6c+AL(5)-1)=0 (5.32)
si p=0 et %l<¢, alors :
o<
Pour la démonstration (Voir [14]) nous devons utiliser la version simplifiée du lemme 5-1, défini
ci-dessous, nous allons juste le citer. (Lemme 3.1 dans [12])
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Lemme 5.1 (Voir [14]) : Soit
L,=z=S(t)+ [bds+[ddm,
0 0

Ou tout est définis de la méme maniére que précédemment, avec (b,)_,est un processus

intégrable adapts, (d,)._, est prévisible, et E[ [ dfds} <o

(i) la distribution des variables aléatoires (Y;)_, admet une transformé de Laplace finie L(r)
pour0<r<k <o,

(ii) il existe & e (0,k)et une constante/,(5)> 0, tels que, pour touts € [0,7] ,
s S5% s
5[ b,du + ) [, didu+2s(L(5)-1)< hy(5)

Alors pour m > z

p[sup L, > m} <oxp(6(z—m)+ 1, (8))

0<s<T
La preuve de ce lemme est basée sur I’inégalité maximale des martingales, voir [10].

Pour estimer
P[sup -Y' > 0}

0<s<T

Nous ne pouvons pas appliquer directement le lemme 5.1, nous pouvons observer que :

0<s<T 0<s<T

P[sup -Y' > 0} = P[sup -Z, 2 O}
OuZz =Y%e"

; N, t _ 2 t _
Zt :Z+I Ce*ﬂrdr_ze*/’ffyi +I(/” 6) e*pTdr_i_J.(/u p)eprdVVr
0 i=1 0 ¢G 0 ¢O-

Soit : — Z*définie comme suit

N, _ 2 t _
_Ztlz_z_cte*P’_ZYi_t(:u :?) e—pT_J.(;u p)e—pTdVVr
i1 po o ¢o

Alors, il est claire que

et
P[sup -7, > 0} = P{sup -Z'> 0}

0<s<T 0<s<T

Nous appliquerons alors le lemme & —Z* avec/,(5)=TI(5), I’existence de la solution positive
est garantie, grace a la condition de la charge de sécurité.
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Proposition 5.1:
Supposons que les variables aléatoires sont exponentiellement distribuées de moyenne « , et

—pT
¢ (5.33)

O<g<
a

Alors la fonction valeur définie par I’équation (5.21) a la forme suivante

o Pt o )

.exp%ﬁuePU‘”}

En particulier, pour p =0 : O<g< 1
o

et

V(t,u):_exp{_;;g(T_t)+c¢(T_t)_z ¢Z (T_t)}ew

1-ga
Comparons maintenant avec les travaux de Gaier, Grandits, Schachermayer [25].

Remarque 5.1: Gaier, Grandits et Schachermayer, voir [17], ont montré que la stratégie
d’investissement optimale, quand p =0 est:
A =ulro’
Ou rest le coefficient de Lundberg, pour la démonstration, qui repose sur la théorie des
martingales, nous renvoyons le lecteur a [18] et Begona Fernandez [14]. Nous vairons plus loin
les caractéristiques du coefficient de Lund berg et la facon de le déterminer.
Pour chaque ¢, nous obtenons une solution positive ¢,de/, en utilisant le théoreme implicite,

nous pouvons montrer que &,est maximum pourd, = ¢ . Gaier, Grandits, Schahermayer, voir
[18] et [19], ont obtenu une stratégie A,qui garantie I’optimalité de la probabilité de

ruine 4,= £ od 7est solution de I’équation suivante :

~ 2 H
ro

2

/I(L(r)—l)z i S +er (5.34)
20

Il est facile de montrer que &. =7 .Ainsi si nous choisissons¢ = 7, nous obtiendrons la stratégie

optimale pour une fonction d’utilité exponentielle et qui donne la probabilité de ruine minimale.

Alors, pour des sinistres exponentiellement distribués et p =0 , Begona Fernandez [14] a montré

que la fonction (5, 4) définie par (5.36) devient :

1(5,¢): aé‘ 252_((c+ 'uzja+ 'Li 2]5+[c+'32—1aJ (535)
2¢°c do 200 o
et pour chaque ¢ < (0,1/c), la solution positive 5, de/est de la forme :
N . N2 N
§¢: i+c+2A'u _ C+2A/U + 12_C+A,uz—2/10{ (5.36)
200 470 A" o2 2a ad’c?
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Pour des sinistres exponentiels I’équation (5.31) devient :

2 2

f(r):carz[ # a+ﬂa—c]r— - (5.37)

20° 20°
Ou la solution est satisfaite par : J; =7 .

Nous allons voir maintenant comment on peut déterminer le coefficient de Lundberg, i.e., nous
allons voir comment on a eu I’équation (5.30).

V1-3-4-Coefficient d’ajustement :

Théoréme 5.2 : Pour le modéle décrit precédemment, et pour des sinistres exponentiels
supposons quec =0, alors la probabilité de ruine minimale y(u)pour un assureur, investissant

dans un marché financier, peut étre bornée comme suit :

wu)<e™

i.e. pour des sinistres exponentiels la probabilité de ruine décroit exponentiellement.
Intuitivement, on peut penser que la meilleure approximation de » est celle qui réalise le
minimum de la fonction f(u)=exp(-r«), et donc le sup sur » pour une stratégie d’investissement

optimale donnée.
Donc, il suffit de résoudre sup{Lf(u)}=0
A

w(u)<inf, " (u)<inf, exp(—r(4)u)=exp(- ru)
r= sgpr(A)

Caractéristiques :

L'f(u)=0 Avec f(u)=exp(-ru), r = r(4), & résoudre pour r(A). (4 stratégie constante)
OuLAf(u) est le générateur infinitésimal du processus de réserve pour la fonction f(u) donné
comme suit :

£1(0)= | 3% )+ e+ = p)a )+ ABL - 1]
Nous avons : f(u)=exp(-ru), f'(u)=—rexp(-ru), /"(u)=r*exp(-ru)
En remplacant dans I’équation ci-dessus, on obtient alors :
;O'ZAzrze"”‘ — {c +up+(u— p)A}re'”‘ + Z[E[e"(”) —e" ]] =0

;O'ZAZI"Z —{c+up+(,u—p)A}r+/1[E[erx]—l]=0 (5.38)

Posons : j(r)=Ele™]-1=M (r)-1, 0UM (r)est la fonction génératrice des moments de la
distribution des tailles des sinistres.
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Nous avons déja vu dans le chapitre 1V, la probabilité de ruine pour le processus de
Cramer-Lundberg, ainsi que le coefficient de Lundberg correspondant, nous allons juste les
rappeler, ou la probabilité de ruine est définie comme suit :

wlu)="exp(-,u), (5.39)

c

Ou a =1/9 c’est la taille moyenne des sinistres et 7, est le coefficient d'ajustement du probléme,

donné par
i =(c—Aa)/(ca) (5.40)

Nous rappelons qu’il est la solution positive r de I’équation de Lundberg
A+re=AE[exp(rY)). (5.41)

Maintenant nous allons voir le coefficient de Lundberg pour p =0, ou I’équation (5.39) devient :
%GZAZfZ —(c+ AV + 2h(7)=0 (5.42)

Pour un paramétre d’aversion au risque¢, notons le coefficient de Lundberg par7,, qui est

solution de I’équation :

%UZAZ@Z —(c+ pA), + 2h(7,)=0

En remplagant A*(t,u): 1/ po? dans I’équation précédente, nous aboutissons &

1 4% ., 1) -
Eﬁrgﬁ —(C-I‘ﬁ 7"¢ +ﬂh(l”¢)=0
Pour des sinistres exponentiels :

et notre équation devient :
2 2 2 2
@;_0;}:;{[H#Jm%#}@+[c+%_m}o (5.49
o O o O

qui n’est que I’équation (5.35), ou 7 est la plus grande solution positive de cette équation, qui est
un polyndéme de second degré, aprés résolution on trouve :

2 2 2 22 2 2 2 2
ng o J_\/(LWHWZ ] _2(g+c¢az b ]
2a Y7, 2a Y7, a au Y7,

104




Chapitre V : Contro6le stochastique par I'investissement et applications numériques

Aprés quelque modification, on retrouve la solution (5.36) donnée par Begona Fernandez [12]

. « \2 R
’2¢=( 1 Jrc+A ,uj_\/(c+A ,uj Jr212_c+A u—2a (5.44)

2 5 2 5 2 5

20 A"o A o a ad o

Nous passons maintenant au calcul du coefficient de Lundberg pour¢ = 7, alors en remplagant
A'(t,u)= u/Fo? dans I’équation (5.41), nous aboutissons a :

e (5.45)

Ah(F) = “

2
o
En remplagant h(z?) par sa valeur, I’équation précédente devient :
2

+ﬂa—cj?+”—2=0
20

~2
car —(a # 2

20
La solution positive de cette equation est

;:\/(a,uanZO'z(/la—c)jz_‘_ e _[ay2+2az(/1a—c)j

deao? 20.¢ch deao?

Que nous pouvons reécrire sous cette forme :
1 ILlZ 2 ILIZ 1 1 /12
r=r+ || =+ + ——r |-+ 5.46
° (2[0 ZCO'ZD 2co? (a oj 2(0 200‘2] (5.40)

Ou r,est le coefficient d'ajustement dans le cas sans investissement, définie par I’équation
(5.40).nous pouvons retrouver cette solution dans [18].

Nous allons maintenant voir graphiquement le coefficient d’ajustement en fonction du parametre

d’aversion au risque 0 < ¢ < — =1, toujours pour le modele étudié précédemment.
(04

Apres calcul 7, est donné par

0.5000000000 + ¢ + 32.40000000 ¢*

2
- J(O.SOOOOOOOOO + ¢ +32.40000000 ¢*) —2.000000000 ¢ — 10.80000000 ¢*

Ou le maximum de cette fonction est donné par le coefficient de Lundberg7, =7et ¢ =7 , et son
comportement est représente par le graphe suivant .
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o oz 04 05 o's 1 @

Fig.V.12 : Coefficient d’ajustement en fonction
du paramétre d’aversion au risque ¢ < (0,1)

On voit bien graphiquement que le coefficient d’ajustement augmente pourO<¢<r, puis
diminue pour7<¢ <1, le sup de 7, est atteint pour ¢ =7, donc la meilleur approximation de la
borne sup de la probabilité de ruine (e™™ )est donnée par le coefficient de Lundberg comme

parametre d’aversion au risque, nous pouvons donc conclure qu’il nous permet de maximiser la
richesse de la compagnie, tout en minimisant sa probabilité de ruine.

VI-4-Approximation de diffusion :
VI1-4-1-maximisation de la richesse :

Dans cette partie, nous allons approximer le processus de Lundberg par un mouvement
brownien avec dérive, et nous allons déterminer la stratégie d’investissement optimale qui
maximise I’utilité exponentielle de la richesse terminale de la compagnie, pour ce probléme.

Le processus de risque est donc de la forme :

dR(t)=ndt + EdW (1) (5.47)
ou
n=c - AE[ x| Etg? = 2E[x?]
{fo(t),z > o} est un mouvement brownien standard.
Ainsi le processus de réserve peut étre réécrit comme suit :

dU*(¢)=ndt + EdW (¢)+ [U* (¢)— A(t)|ode + A(t)padt + Ao (¢)

— 7+ [0 (0)- Ao+ A+ Yo (e) + £a70) (549)

Et I’équation H.J.B de ce probléme est

sup{Vt + [A(u—p)+pu +77]Vu +%(A202 +E% 4 2v0§4)VW} =0 (5.49)
A
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Nous suivrons les méme étape de la partie V-3, pour la méme fonction d’utilité (), nous
rappelons la fonction valeur donnée par I’équation (5.21), comme suit :

Vit,u)= sup E™[n(U(T))
Avec la condition : y/(7,u)=h(u),
Ou A est la fonction d’utilité exponentielle de la forme A(u ) = k _%em >0 et_[};;((;‘))) — 4
La solution de ce probléme est de la forme :
s()=W=p)V _vn (5.50)

o’V o

uu

En remplacant 4 par sa valeur dans (5.49), I’équation H.J.B devient :

2 .2
vn Y AR Y 2

Vil putn——L(u-p)lV —=| L | o 4= £2(1- =0 ,pourt<T (551

,[puna(ﬂp)}uz(a)l/ 25(V)Vm, pourt <7  (5.51)

u
V(T,u)=hlu)

Le probléme a été résolu pour ; =& =0 par Pliska [54], i.e. pas de processus de risque, ce qui n’ai

pas vraiment intéressant, mais il nous permet d’avoir une idée sur la fonction valeur du probléme.

Effectivement Brown [07] a détourné ce probléme, avec quelques modification de la fonction

valeur comme nous allons le voie ci-dessous, puis nous citerons le théoréme qui nous donne la

stratégie d’investissement optimale de notre probléme.

Pourn = £ =0, Pliska [54], a montrer que la fonction valeur est de la forme suivante :

V(z,u):k_j;exp{_wep(f')_1(“;/’]@_;)}

2
Et la stratégie d’investissement optimale en actif risqué est donnée par :
A(0)= (n —;0) o P71

En utilisant ce résultat comme une premiére hypothése, pour résoudre I'équation (5.51), Browne a
essayé d'adapter une solution de la forme :

V(e,u)=k —Zexp{— gue’’™) —;[M)(T —t)+g(T- 1)} (5.52)
(e}
Ou g(.)une fonction appropriée.

La condition 7 (7, u)= h(u)= k—%e“ﬁ“ devientg(0)= 0, en insérant la solution (5.52) dans
I’équation (5.51), nous avons :
g'(T —t) _ _¢(77 B Vg(,u _p)j P70 +E¢2§2(1_V2 )eZp(T—t)
o 2
En intégrant, avec la condition g(0) = 0, nous aboutissons a la fonction suivante :

v&(u— P T1) _ ) s , o2PT1) _
e s o
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Notons que la fonction (5.52) satisfait :

V,(eu)=[ ()= 2] pe” “) (5.54)
Vo (t) =7 (t,)-2](° ) (5.55)
Nous pouvons maintenant remplacer la valeur de ¥, et ¥, de I’équation (5.54) et (5.55) dans
I’équation (5.50) afin d’obtenir le contrdle optimal, qui est donné par :
a(0)= W) it _vn (5.56)
O' (o}
En remplagant 4'(s)de (5.56) dans I’équation (5.48), le processus de richesse optimal satisfait
I’équation différentielle stochastique suivante :

dU*(t)z(pU*( )+ v +oy.e” p(r—t )dt+1/72 p(r—t +7/3dW( ) (5.57)

2

Avec, =1 (- p).y, {WJ . 7a=n°(L=v?), et W(r) est un mouvement brownien
o po

standard.

L’équation (5.57) est une équation linéaire, voir ([36], pg. 354), et admet une unique solution :

U'()=U(0)e”" + ﬁ(e’” —1)+ ¢72te"”(T"’) + ep’f\/yze'ZpT +y,e?Tdw(s) ,pourt<T (5.58)
P 0

Nous pouvons maintenant citer le théoréme suivant qui nous donne la stratégie
d’investissement optimale qui maximise I’utilité de la richesse, pour une classe d’utilité, dans le
cas de I’approximation de diffusion.

Théoréme 5.3 : Voir [07]
Si on veut maximiser I’utilité de la richesse terminale, sur un horizon fini 7" , pour un taux
d’intérét positif p, et une fonction d’utilité de la forme :

WT,u)= k—%em‘

Alors la fonction valeur est de la forme

V(t,u):k—Zexp{—mep(T’) ;[“Upj(r )+ g(r— t)} (5.59)

Ou la fonction g(T —t)est donnée par I’équation (5.53), et la stratégie d’investissement optimale
al’instant ¢ est:

A (0)=W=p) ot _vn (5.60)
po’ o

Remarque 5.2 : il est important de noter que le contrdle optimal donné ci-dessus se réduit au
contréle optimal dans le cas le plus simple d'un marché complet(, = £ =0), comme décrit dans

[26], plus une autre constante 7 , qui est indépendante du taux auquel des fonds externes
O

accumules de la compagnie (i.e. indépendante der). De la, il reste une question ouverte, si on

peut avoir pour d'autres fonctions d’utilité, des décompositions semblables dans un marché
incomplet.
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Remarque 5.3 :

Brown a montré [07], qu’il est beaucoup plus facile de déterminer la stratégie d’investissement
optimale, qui minimise la probabilité de ruine, dans le cas d’une approximation de diffusion (par
un mouvement brownien avec dérive), que dans le cas des processus de risque classique. Et ce, en
appliquant les résultats de Pestien et Sudderth [51].

Il a noté, que spécialement pour un taux d’intérét p > 0, le processus de richesse se développe

comme un processus de diffusion, avec une dérive infinitésimale 1(4)= pu+ A(u—p)+7, et un
paramétre de diffusiono*(4)= A% + &2 + 2voed . En choisissant 4™ qui maximise 4(4)/o*(4), NOUS
obtenons la stratégie d’investissement optimale, ce qui est logique, car comme nous I’avons déja
vu dans le chapitre IV, la probabilitt de ruine d’un mouvement brownien décroit

exponentiellement en fonction de la dérive divisée par le paramétre de diffusion. Et nous avons
donc le théoréme suivant :

Théoréme 5.4: Voir [07]
Le contrdle optimal, qui maximise P|U*, > 5|, (et qui minimise la probabilité de ruine) est la

fonction :

(o2

A*(f)=1N[pu +n—v§(i_’{)))2 +(1—v2)§2(ﬂ_pj2 —(mw)} (5.61)

Remarque 5.3:

Il est clair, que cette politique qui dépend du capital initial, n’est pas équivalente a celle donnée
par (5.56), pour n'importe quelle valeur du paramétre d'aversion pour le risque .

Il est aussi, intéressant de noter que le contréle donné par (5.61) est decroissant par
rapport a la réserveu , avec 4°(0)=cet 4"...(u)=0. Intuitivement, nous pouvons dire que si le but

de I’assureur est de minimiser sa probabilité de ruine, il est plus commode d’investir plus dans
I’actif sans risque avec un taux d'intérét positif et mois dans I’actif risqué.

Nous passons maintenant a la minimisation de la probabilité de ruine, qui va nous donner
une idée sur le paramétre d’aversion au risque qui nous permettra d’avoir une équivalence entre
I’équation (5.60) et (5.61).

VI-4-2-Minimisation de la probabilité de ruine :

On commence toujours par de déterminer la stratégie d’investissement optimale qui minimise la
probabilité de ruine comme suit :
w(u)= P{U(t) <0, pour t> 0}
= P{r <0\U(0)=u}
Ou la fonction valeur du probleme est donnée par
V(u,z) =inf P{r <oo\U(0)=u,Z(0)= z}
Qui ne dépend pas dez, et = est I’instant de ruine.
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L’equation de H.J.B de notre probleme est de la forme :
. 1
0= |rlf{V, +[A(u—p)+ pu+nly, +E(A202 iy 2vm§A)VW}, u>0 (5.62)

7(0)=1,7(0)=0
La stratégie d’investissement optimale est de la forme

g =W=p) Vv (5.63)

~ 7 u

pc® V. o

uu

Pour v=0et p =0, nous avons donc

_ 1
ozugf{n +[du+nl, +E(A202+§2)Vw}, u>0 (5.64)

7(0)=1,7()=0
Nous savons que la stratégie d’investissement optimale est de la forme :

A=t
02 Vlllt
Notons ¥, parV'(u) et ¥, par ¥"(u), et en remplacant dans I’équation (5.53), on a alors
0= 1)+ 3 ()22
2 ZV”(M)
wV'u) V")
25 = _
1) V)
l[,[ VI/ u
2n = E+§2s, ou '((u)):S
Az—L2 avec V(u)zexp(—su)
oS

Maintenant il reste a verifier que V(u):exp(—su) est bien une solution de I’équation

H.J.B, i.e., il faut montrer que c’est la fonction valeur. Pour ce la, nous allons juste citer le
theoreme de vérification, sans la démonstration, voir [30].

V-4-2-1-Théoréme de vérification :

Soit 4, Une stratégie arbitraire, prévisible.
dU(t)= ndt + EdW (¢t )+ A(t N udt + cdw (¢)), U(0)=u
r=inf{t,U(r)< 0}
Soit Y(t)=V(U(t A 7))
D’apreés le lemme d’Itd, voir [30], nous avons :

dr(t)= V’(U(t))(ndt + def/(t))+ V(U () At Nt + odw (¢))+ % V(U ))NE + 4%(c)o?)
Avec

0<[Ap+nl(u)+ % (AZGZ +& )V"(u), u>0
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Pour A une stratégie arbitraire (\Voir [30]) :
Y(¢)est une sur-martingale : E[Y(¢)]> E[Y(0)]=V ()
V(u)<lim,,, E[Y(c)]= P{r <o\U(0)=u}
Puisque 7(0)=1,¥(0)=0 et U(r)=0et U(t) > o dansI'ensemble {r = oo}
Pour I’optimum de I’équation de Bellman, on obtient une martingale :
V(u)=lim, E[Y( )]= P{r <oo\U(0)=u}
Alors ¥ (u)est bien la fonction valeur.

Maintenant nous allons juste présenter les étapes intermédiaire pour le calcul de la probabilité de
ruine quand v=0et p#0 :

A partir de (5.63) et de (5.61), nous avons :
)=y e - “ 2| [ (565)
0 (pt+J) +K2—(pt+77)
Avec J:n——vé(ﬂ_p) etk =,/(1—»? (—ﬂ_p
o

Il s’en suit

u

p'(u) =1+ [y (e)de
° (5.66)

:1+y/'(o)Iexp[ (ﬂ pj m ,01+'J

Pour calculery(0) il suffit d’utiliser la condition a la limitelim,_, y'(0)=0, nous avons alors

0=1+y'(0)exp [” p) (5.67)
0 04/ pt+J +K2 pt+77
Ainsi nous avons le théoréme suivant, voir [11]
Théoreme 6.4 : voir [11]
La probabilité de ruine minimale du probleme definie par I’équation (6.62) est donnée par :
jexp _(,Uo_pj \/( J)2 d]t<2 ( ) ds
t —(pt
V/(u)zl—i 5 pLrJ) = pL+n (5.68)
J'exp (ﬂ pj ds
0 04/ pt+J +K2 pt+77

Avec J - U_M etk = /1—1? )g(#_ﬁ’j
o

(o2
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V-4-2-2-coefficient d’ajustement :

Nous allons maintenant calculer le coefficient d’ajustement qui nous permet d’avoir la
stratéegie d’investissement optimale qui maximise I’utilité de la richesse et qui minimise la
probabilité de ruine, i.e. qui nous permettra d’avoir une équivalence entre I’équation (5.61) et
(5.60) pour p =0.

Comme nous I’avons déja vu dans la partie V-3-4, pour déterminer le coefficient d’ajustement, il
suffit de résoudre :
L'f(u)=0

AVeC f(u)=exp(-ru), r:=r(4), & résoudre pour 7(A4). (4 stratégie constante)
OUL'f(u) est le générateur infinitésimal du processus de réserve pour la fonction f(u), alors en

remplacant la fonction valeur V(t,u) par f(x) dans I’équation (5.62), le coefficient d’ajustement
r est la solution de I’équation suivante :

%Qﬁoﬁ+§2+2wﬂﬂy2—Lﬂy—pﬁ+pu+nﬁ+ﬂh@)=0
Plus précisément pour p = 0, nous avons
;(AZO'Z +& 4 20024 —(Au+ )i+ Ah(F) =0 (5.69)

En remplacant A4 par sa valeur donnée par I’équation (5.60), pour ¢ =7 dans I’équation (5.69),

on trouve :
1., 2\r2 ( VfﬂjA 1(/“]2 ~
o2 | g R 2 A L an(R)=0 5.70
S e L - B R G (5.70)

Browne [07] a monter que le coefficient qui donne I’équivalence entre I’équation (5.61) et
(5.60) pour p = 0.est la solution positive du polyndme suivant :

0= &h-vF* —(n—%}? —%@ (5:71)

Et ce, garce au développement de h(r) en série de Taylor.
ar 1

Nous avons 4(7) = =l+ar+(ar) + O((a r) ) alors dans ce cas

l-ar 1

%52(1—\/) —(n—vé“j J + Ah(F

et e

(o2 O
i.e. résoudre (5.70) se simplifie a la résolution de (5.71), et la solution est donnée par :

(=23
fzw (5.72)

Avec /A :(77—@)2 +§2(1—vzxﬁjz
o
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Dans la partie V-3-2-nous avons calculer la stratégie d’investissement qui maximise la
richesse de la compagnie pourp =0 et qui est donnee par I’équation (5.27), nous pouvons

remarquer qu’elle est équivalente a la solution du probleme de maximisation de la richesse pour
I’approximation de diffusion pour v=0 et p=0, qui est donnée par I’équation (5.60),nous

avons aussi vu dans la partie V-3-3, que la meilleur estimation du paramétre d’aversion au risque
est le coefficient de Lundbergs, maintenant nous allons le calculer pour I’approximation de
diffusion, a partir de I’équation (5.72), puis nous allons constater qu’en prenant ¢ =7, on

retrouve bien la solution donnée par le théoréme 5.2.

Alors, pour v=0 et p=0,la stratégie d’investissement de ce probleme a été calculée

explicitement, dans la partie V-3-3, voir théoreme 5.3. C’est une constante indépendante du
surplus initial, de la forme :

g E 1 (5.73)
o’

Et la probabilité de ruine minimale, comme une fonction de la réserve initiale est une fonction
exponentielle définie comme suit :

w*(u):exp{—n+ A gfz'uzlaz u} (5.74)

Comparant maintenant 4~ (5.73), avec le résultat précédent :
A =ulrc’.

1 1 uY
_ngz—nf——(ﬁj +Ah(7)=0
2 2\ o

A~ 2 2
@"_en séries de Taylor, nous obtenons : 77 —5—?2 + 2 >~0
1-ar 2 20

La solution positive de cette équation quadratique est

En développanty, —

Fol (1] it (5.75)
e \g) "o

En remplagant dans 4" = 41/7c* , on trouve exactement A =2

Donc, pour ¢ =r, on a bien la stratégie d’investissement optimale, qui maximise I’utilité de la
richesse et qui réduit au minimum la probabilité de ruine.
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V-5- comparaison des probabilités de survie :

Pour une comparaison numerique, nous reprenons notre modele défini dans la partie V-2-4, avec
les mémes paramétres et p =0,a partir de I’équation (5.42), nous obtenons 7 = 0.2210479285, la

stratégie d’investissement correspondante est 4™ = 5.026561971, et la probabilité de ruine décroit
exponentiellement, nous allons représenter dans le méme graphe I’approximation de la
probabilité de survie du probleme de maximisation de la richesse avec le coefficient de Lundberg
r=0.2210479285 comme paramétre d’aversion au risque et la probabilité de survie déterminé
par la méthode des différence finie dans la partie V.1, pour p =0:

o

0.5

— 0 par maxirmisatiorn
de la richesse enn jof de 7

— différence finie

- = . T ) il

D T T T T
2 -4 =] [&] m 12 14 16 18 20

Fig.V.13 comparaison des probabilités de survie

Comme nous I’avons déja vu dans la figure V.13, quand le capital initial augmente, la stratégie
d’investissement est asymptotiquement constante, tel que nous avons 4" ~ 5 qui coincide avec la
stratégie d’investissement optimale 4™ =5.026561971 qui maximise I’utilité exponentielle de la
richesse de la compagnie, avec I’exposant de Lundberg comme parameétre de I’aversion au risque.
Donc ce dernier, nous permet vraiment d’avoir la stratégie d’investissement optimale qui
maximise la richesse de la compagnie et qui minimise a la fois la probabilité de ruine. Et la figure
4.1.1, nous permet de voir que les probabilités de survie pour les deux approches ont le méme
comportement asymptotiquement (quand le capital initial est assez important).

En remplacant 7 donné par I’équation (5.75) dans 4" = uz/7c* , nous obtenons 4™, qui est
la solution optimale du probleme de diffusion obtenue par Brown [07], donc, en prenant le
coefficient de Lundberg comme paramétres d’aversion au risque (@=r), la stratégie

d’investissement optimale vérifie les deux théoreme de Browne (5.2) et (5.3). Ainsi, le coefficient
de Lundberg nous permet donc de déterminer la stratégie d’investissement optimale qui a la fois
maximise I’espérance de I’utilité exponentielle de la compagnie et donne la probabilité de ruine
minimale.
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Revenant a notre exemple, ou dans ce cas, nous obtenons A"~ =4.13246et7 = 0.26887, et
maintenant, nous allons représenter la probabilité de survie graphiquement et la comparer avec la
probabilité de ruine obtenue par la méthode des différences finies pour p =0.

0.6 — :différence finie

— approximation de diffision

0.2

07T g e 10 12 14 1B 18 20

Fig.V.14 comparaison de la probabilité de survie pour la méthode des différences
finies avec I’approximation de diffusion

Le graphe nous montre clairement que le comportement asymptotique de probabilité issue
de I’approximation de diffusion se confond avec la probabilité de survies obtenue a partir de la
discrétisation (asymptotiquement identique).

VI- Conclusion :
Nous avons vu plus haut, que la stratégie d’investissement par minimisation de la
probabilité de ruine devient constante 4 ~5, pour un capital initial assez important, et elle est

approximativement égal a 4" = 5.026561971, qui est la stratégie d’investissement qui maximise
la richesse pour une utilité exponentielle, avec le coefficient de Lundberg comme parametre
d’aversion au risque. Nous pouvons donc constater que le coefficient de Lundberg est le meilleur
choix de parametre d’aversion au risque, car il nous permet a la fois de maximiser la richesse de
la compagnie, ainsi que de minimiser la probabilité de ruine, tout en nous évitant de nous
encombrer par des méthodes de discrétisation de I’équation HIB, qui sont plus colteuses.

Avec la simulation par la diffusion, nous avons obtenu7 = 0.26887 qui est supérieur au
coefficient de Lundberg déterminé par I’équation (5.34) 7 =0.2211, donc il nous donne une
meilleure borne pour la probabilité de ruine.

Ainsi, nous avons fini par établir un lien entre les différentes approches, qui nous a permit
de faire une comparaison entres les différentes stratégies d’investissements obtenues, et de
déterminer une stratégie d’investissement optimale qui maximise la richesse de la compagnie et
minimise a la fois sa probabilité de ruine, et ce en choisissant un parametre d’aversion au risque
trés particulier, appelé coefficient de Lundberg.
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Conclusion générale

L’objet de notre travail a été de mettre en évidence les méthodes du contrble
stochastique dans la gestion du portefeuille d’une compagnie d’assurance ; Ces méthodes sont
issues des développements de la théorie financiére (Merton), et constituent un instrument
véritablement indispensable aux assureurs voulant se couvrir de tout le spectre de leurs
attitudes face au risque.

Nous avons considéré le cas d’une compagnie d’assurance, a laquelle, on associe un
processus de risque modélisé par le processus de Cramér-Lundberg, ou le processus des
sinistres est représenté par un processus de poisson composé. Cette compagnie, a plusieurs
choix possibles pour gérer son risque. Nous avons étudié I’une d’entre elles qui est le contrdle
stochastique du processus de richesse de la compagnie, ce dernier peut étre modeélisé comme
un processus de diffusion contr6lé. Nous avons choisi I’investissement optimal comme
variable de contréle, ou nous considérons que la compagnie peut investir dans un actif sans
risque et dans un actif risqué selon le modéle de Black & Scholes, qui est sans doute le plus
celébre dans le monde de la finance et dans les milieux professionnels et qui considére que le
temps est une variable aléatoire continue ou le colt de I’actif est modélisé selon un
mouvement Brownien Géométrique. Ceci nous a contraint a exposer un outil mathématique
qui nous semble incontournable qui est calcul stochastique (processus de diffusion, controle
de processus de diffusion,...). Ce dernier a été utilisé et appliqué tout au long de notre travail.

Le but de notre travail est de déterminer la stratégie d’investissement optimale pour
une compagnie d’assurance, qui peut avoir plusieurs critéres de choix pour la détermination
de la politique optimale. Nous avons le principe de I’utilité espérée, ou I’on cherche a
maximiser une certaine fonction d’utilité de la richesse de la compagnie en question, et le
principe de la théorie de ruine. Notre principal objectif dans ce cas est la minimisation de la
probabilité de ruine. Nous avons aussi combiné entre les deux approches, afin d’avoir une
politique qui maximise I’utilité de la richesse de la compagnie et qui minimise la probabilité
de ruine.

Pour pouvoir appliquer de maniére concréte cette théorie, nous avons eu recours a des
approximations et a I’estimation d’un parameétre trés important qui est le coefficient de
Lundberg. L’approximation par différences finies sera pour nous un outil précieux, car elle
nous permet de discrétiser I’équation H.J.B de notre probléme afin de déterminer directement
la stratégie d’investissement optimale qui minimise la probabilité de ruine.



Conclusion générale

Ce qui nous a permis aussi d’établir une comparaison graphique avec la politique
obtenue par la maximisation d’une utilité exponentielle de la richesse, ou nous avons une
solution explicite de la stratégie d’investissement optimale.

Ainsi, ce travail permettra de donner au lecteur une idée générale sur le contrble
stochastique des processus de risque par I’investissement, les différentes approches avec
lesquelles on peut considérer le probleme (selon le choix du décideur) et le lien qui peut y
avoir entre elles, afin d’avoir le meilleur résultat possible (la stratégie d’investissement
optimale) en combinant entre la gestion dynamique du portefeuille et la théorie de ruine.
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Annexe 1 : stratégie optimale par minimisation de la probabilité de ruine

[

E le taux d'inferét fixe nul

[ > restart:

with (plots):
F:=—2%theta*w-4%* (

G:=—theta*y+phi;
mu:=0.1:
sigma:=0.3:

theta:=1.00:

lambdal :=3.00:
rhol:=0.000:

ol:=3.60:
R:={(mu—rhol}f5igma}“2:
lambda:=lambdal /R:
rho:=rhel/R:

c:=cl/R:
alpha:=(mu—rhcl}fsigma“E:
0:

W
yi=0:
phi:=(lambdal/cl) :
u 0:

h:=0.01;

alist
bli=t:
clist:
dlist
eli=t:

[w,w] :
=[u,alpha*sqgrt(w)]:
=[u,¥y]:

r=[u,phi]:

from 1 to 2000 do
w + F*h:
yi=yt+tE+th:

for i

w

+c+1f2*sqrt{w}}-lambda*h}:
u + h:

alist, [u,w]:

pu

alist
blist:
alist
dlist
elist:
Pl
P2
B3
P plots [pointplot] ([
plots [peointplot] ([ £list
od:

= clist, [u,¥y]:

= dlist, [u,phi]:
=elist,[u,1—{phif3.
plots [pointplot] ([
plots [pointplot] ([
plots [pointplot] ([

]

=[u,l-(phi/3.76)]: flist

T6)]:

alist
kli=st
dlist
elist

Détermination de la staratégie d'investissement optimale
par la minimisation de la probabilité de ruine

{—lambda+rho}+theta*(c+u*rhc}-1{2}*sqrt{w}+4*{c+u*rho};

:=[u,phif3.?6]

phi:={((u+h}*rho+c+{1f2}*sqrt{w}}*phi—lamhda*h*y]f({{u+h}*rho

=klist, [u,alpha*sgrt({w)]:

flist
1):
1):
1):

] ,color=red) :

flist,[u,phifB.?ﬁ]:

jakal
[O..20,0..1],color=red) :

JView
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Annexe 1 : stratégie optimale par minimisation de la probabilité de ruine

p2; p3; pd; p5 ;
Warning, the name changecocrds has been redefined

l'xl I'_
F:=—2€lw—4|—}a+p—E'{f+:ep}—:|a.,.'11-'+4c—4up

G=—8v+d
f1=0.01
I
3
2_
1
o . S TR . neaa. >
stratégies d'investissement optimales
as
3_
25
2_
1.57
1'
0 5 10 15 20
0.6
0.4
0.2
o 5 10 1520

probabilités de ruine optimales
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Annexe 1 : stratégie optimale par minimisation de la probabilité de ruine

determination de la strateégie d'investissement optimale
par la minimisation de la probabilité de ruine
en utilisant dsolve
- pour un taux d'interét nul :

[ > restart:

with (DEtools) :

with(plects):

with (linalg) :

interface (rtablesize=2100) :

mu:=0.,1:

sigma:=0.3:

theta:=1.00:

lambxdal :=3.00:

rhol :=0.000:

cl:=3.60:

R:=( (mu-rheol) /sigma) *~2:

lambda:=lambdal /R:

rho:=rhol/R:

cr=cl/R:

alpha:=(mu-rhol) /sigma™2:

ode:=diff (y(x) x)=-2*theta*y(x)-4* ( (rho-lambda) +theta* (c+x*rho)
1/2) *sqrt(y(x))+4* (c+x*rho) ;

io:=y(0)=0;

x0:=0:

h:=0.01:

N:=2000:

x_;ist:=ﬁrray{ 1..W+1, i -> x0+(i-1)*h):

dsolve ({ode,ic} , v (x) , type=numeric method=classical [rkZ],
stepsize=h, output=x list }:

sol:=dsclve ({ode,ic},y(x) , type=numeric , method=classical [rk2],
stepsize=h) :

odeplot (scl, [x,y(x)],0...20,title="figure 2.1"):

odeplot (scl, [x,alpha*sgqro(y(x))],0...20,title="figure 1.2

:S5tratégie d'investissement optimale")
Warning, the name changescoords has besen redefined

Warning, the assigned name adjcoint now has a global binding

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and
unprotected

d —
ode = -y(x) ==2.00 y(x) - 19.60000000 o/ ¥(x) + 129.6000000
X

ic=v(0)=0
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figure 1.2 Siratégie

dinvestissement cptimale

. s 7T 2o
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Annexe 2 : influence du taux d’intérét

L effet du taux d'interét

[ > restart:

with (plots) :

1- taux d'interét nul

F:=—-2%theta*w-4% |
{—lamhda+rho]+theta*(c+u*rho}—1{2}*sqrt(w}+4*{c+u*rho]:
G:=-theta*y+phi:

mu:=0.1:

sigma:=0.3:
theta:=1.00:

lamkxdal :=3.00:
rhol:=0.000:

ol:=3.60:

R:=( (mu-rhol) /sigma)*2:
lambda:=lambdal /R:
rho:=rhol/R:

cr=cl/R:

alpha:=(mu-rhol) /sigma*2:
w o= 0:

yi=0:

phi:=(lambdal/cl) :

u = 0:

h:=0.01:

alist := [u,w]:

Blist:=[u,alpha*sgrt (w)]:

elist:=[u,y]:

dlist :=[u,phi]:

flist :=[u,phif3.ﬁﬂ]: elist:=[u,l—{phif3.80}]:

for i from 1 to 2000 do

w = w + F¥h:

yi=y+E*h:
phi:={{{u+h]*rhc+c+{1!2]*sqrt{w}}*phi—lambda*h*y}f{((u+h]*rhc+c+
lfﬂ*sqrt{w]]—lamhda*h}:

u = u + h:

alist := alist, [u,w]:

Blist:=klist, [u,alpha*sqgrt(w)]:

elist = clist, [u,y]:

dlist := dlist,[u,phi]:

flist := flist,[u,phiIH.SD]:
elist:=elist,[u,l—{phifB.BD}]:

Pl := plots[pointplet] ([ alist ]):

P2 = plots[pointplet] ([ klist ]):

3 = plots|[pointplet] ([ dlist ]):

pd = plots[peintplet] ([ =list ] ,view = [0..20,0..17):
PS5 := plots|[pointplet] ([ flist ] ,view = [0..20,0..1]):
od

pZ2: pl:pd: pi:
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2- taux d'interét rho = 0.02

F2:= -2%theta2vw2-4% (
{—lambda4+rh04}+theta2*(c4+u2*rh04}—1f23*sqrt{w2}+4*(c4+u2*rhm4}
: G2:=—thetaZ2*y2+phi2:

muZ:=0.1:
sigmaZ:=0.3:

thetaZ:=1.00:
lambdab5:=3_.00:
rhob:=0.020:

ch:=3.60:

RZ:=( (mu2-rhob) /siqma?) *2:
lambdad:=lambda5/R2:

rhod :=rho5/R2:

cd:=cb/R2:
alpha2:=(mu2-rhob) /sigma2”2:
w2:= 0:

v2:=0:

phi2:=(lambdab/ch) :

uz = 0:

h2:=0.01:

aZzlist := [u2,w2]:

bB2list:=[u2,alpha2¥*sgrt(w2)]:

c2list:=[u2,y2]:

d2list :=[u2,phil]:

£2list :=[u2,phi2/3.80]:

e21i5t:=[u2,1—(phi2f3.803]:

for i from 1 to 2000 do

w2 = w2 + F2%h2:

y2:=y2+G2%h2:

phi2:=(((n2+h2) *rhod+cd+ (1/2) *sqgrt (w2) ) *phi2-lambdad *h2*y2) [/ ( ( (u
2+h2}*rho4+c4+lﬁ2*5qrt{w23}—lamhda4*h2]:

uz := u2 + h2:

azlist := aZlist, [uZ,wZ]:

b2list:=b2list, [u2,alphaZ¥*sgrt({w2)]:

c2list := c2list, [u2,y2]:

d2list := d2list, [u2,phiZ]:

f2list := f21ist,[u2,phi2f3.80]:
e2list:=e2list, [u2,1- (phi2/3.80)]:

p2l = plots[pointplet] ([ aZlist ]}:

P22 := plots[pointplet] ([ kZ2list ], color=green):

p23 = plots[pointplet] ([ d21list ]} :

p24 := plets[peointplot] ([ =21list ],view = [0..20,0..1]):
p25 = plets[pointplet] ([ £21list ] ,view = [0..20,0..1],
color=green) :

od:

p22: p23:p2d: p2b:
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3- taux d'interét rho = 0.04

fi=—2%t*W-4*%( (—1+r)+t* (C+T*%r)-1/2) *sgrt (W) +4* (C+T*r) :
gr=—t*Y+p:
m:=0.1:

s:=0.3:

t:=1.00:
11:=3.00
rl:=0.040:
Cl:=3.60:
F:=({m-rl)/=s)*2:
1:=11/K:
r:=rl/K:

=01 /K:
a:=(m-rl)/="2:
W := 0:

Y:=0:
p:={llfﬂlj:

o := 0:

H:=0.01:

Alist := [U,W]:

Blist:=[U,a%*sgrt (W) ]:
Clist:=[T,¥Y]:

Dlist :=[U,.pl:

Elist :=[U.pf3.80]:
Flist:=[U,1—[pf3.BD}]:
for j from 1 to 2000 do

W := W + f£*H:

Y:=Y+g*H:

= ((U+H) *r+C+ (1/2) *sqrt (W) ) *p-1*H*Y) / ( ( (U+H) *r+C+1 /2% sqrt (W) )
1+*H) :

T := 1T + H:

Ali=st := Alist, [U,W]:

Blist:=Blist, [U,a*sgrt (W) ]:

Clist := Clis=st,[U,¥]:

Dlist := Dlist, [U,p]:

Flist Flist, [U,p/3.80]:
Elist:=Elist,[U,l—{pr.BOJ]:

Pl := plots[pointplot] ([ Alist ]):

P2 := plots[pointplot] ([ Blist ], color=red):

F3 := plots[pointplot] ([ Dlist ]):

P4 := plots[pointplet] ([ Elist ] ,view = [0..20,0..1]):
PH := plots[pointplet] ([ Flist ],view = [0..20,0..17,
color=red) :

ad:

PZ: P3:P4: P5:
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3- taux d'interéet rho = 0.06
Fl:=—-2*thetal*wl-4+* (

(—lamhda2+rh023+theta1*{c2+ul*rh92}—1f23*sqrt{wl}+4*{c2+ul*rhc?}:

Gl:=-thetal*yl+phil:
mul:=0.1:

sigmal:=0.3:

thetal:=1.00:
lambdad:=3.00:
rho3:=0.060:

cd:=3.60:

Rl:=({(mul-rho3) /sigmal)*2:
lambda? :=lamkda3/R1:

rhoZ :=rho3/R1:

oZ:=c3/Rl:

alphal :=(mul-rho3) /sigmal®2:
wl:= 0:

yl:=0:

phil:={lambd33fc3}:

ul := 0:

hl:=0.01:

allist ;= [ul,wl]:

bllist:=[ul,alphal*sgrt(wl)]:
cllist:=[ul,yl]:
dllist :=[ul,phil]:

fllist :=[u1,philf3.?8]: ellist:=[u1,1—(philfB.?ﬁ}]:

for i from 1 to 2000 do
wl := wl + Fl*hl:
yl:=yl+E1*hl:

phil:={{{ul+h1]*rh92+c2+{1f2}*sqrt{wl}}*phil—lamhda?*hl*yl}f{{{u1+

hl}*rhcﬂ+c2+1f2*sqrt{w1}}—lambdaﬂ*hl}:

ul := ul + hl:

allist := allist, [ul,wl]:

bllist:=bllist, [ul,alphal*sgrt(wl)]:

cllist = ecllist, [ul,yl]:

dllist := dllist,[ul,phil]:

fllist := fllist,[ul,phiIIB.TB]:
ellist:=ellist,[ul,l—{philfB.?B}]:

pll := plets[peointplot] ([ allist ]):

plZ := plots[peintplot] ([ kllist ], color=klue):
pl3 = plots[peintplot] ([ d1list ]):

pld := plots|[peintplot] ([ ellist ] ,view = [0..20,0.
pls = plots[peintplot] ([ £f1llist ] ,view = [0..20,0,
color=klues) :

od:

plZ: pli:pld: pls5:

.11}
.17,

plots[display] ([p2,P2,pl12,p22]) :nous permet d'avoir les stratégies d'imvestissement

optimale en fonctions
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Annexe 2 : influence du taux d’intérét

valeurs du taux d'interét sur le méme graphe

plots[display] ([p5,P5,pl5,p25] ,view = [0..20,0,
Warning, the name changscoords has besen redefined

A1)

F2=-2682 11-'3—4! —d+pd+02(cd +ul pd) —E_|—.,."l11'3 +dcd+4ul pd

Fl=-281 11-';*—4! 22+ p2+081{c2+ul p2)—5|a.,"'11'f +4 2 +4ul p?
—: 2=0.08
— @=0H
— a=002
—: g=0

1
0 5 10 15 20
stratégies d'investissement optimales pour différentes valeur du taux d'inters
1 -
0.8
0.6
0.4+
02

0 2 4 & 8 10 12 14 16 18 20

i probahilités de ruine optimales pour différentes valeur du taux d'interét
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Annexe 3 : Coefficient d’ajustement

Coefficient d'ajustement on de Lundberg

=\ 1-Calcnl du coefficient de Lundberg dans le cas sans investisment :

By =le—da)(ca)

[ > restart:
with (plots):
r[0] :=(c-lambda*alpha)/ (c*alpha) ;

alpha:=1.00:
lambda:=3.00;
c:=3.60:
r[0];
01666666667

[ >

F=r+ h+

|'/1 f
flal

[ » restart:

lE' 2-Calcul du coefficient de Lundberg pour A*{f,u |= ,u_,.'" ro

Warning, the name changecocrds has been redefined
c— Ao
R
L co
(> mu:=0.1
sigma:=0.3

(1)

(2)

r:=rl+sqrt(((c0+(mu*2/ (2*c*sigma*2)))/2)*2+ (mu*2/ (2*c*sigma™2
}}*{lfalpha—rﬂ}}—{{r0+[mu“2f{Q*G*SigmaAEJ}}IE}:

-
/ 4 4
1

| |z£ 1L

2 uz |i— rd |

4 + x| +
E /\/ I._\ 2 4rg /_.I

.

cg

()

FET+
2 2

> rD:={c—1ambda*alpha}f[u*alpha}:
mu:=0.1:
sigma:=0.3:
alpha:=1.00:
lambda:=3.00:
o:=3.,60:

classique, 1.2 le cas sans investissement.
rd = 0.1666666667
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Annexe 3 : Coefficient d’ajustement

>

[ > r:=r0+sqrt{{{r0+{mu“2ft2*e*sigma“23]Jf2)“2+{mu“2fIE*c*sigma“Q
M) *(1/alpha-x0) ) - { (x0+ (mu*2/ (2*c*sigma*2) ) ) /2) ; nous allons calculer
le coefficient de Lundberg pour ¢ = r a partir de 1'équation (2). dans le cas ou nous avons
seulement l'investissement en actif risqué_ ie o =0

r=02210479286

[ >

. . . -1 | s, - i~
= | 3-calcul du coefficient a partir du polynome ca r —i @ £ s+Aa—c|r+ £ ==10

. 2o ) 2o

nous allons calculer le coefficient 4 partir du polynome directement, juste pour confirmer que la
solution positive est celle donnée par I'équation (2) et calculée précedement.
[ > restart:
with (plots) :
fi=c*alpha*r*2+ ( (mu*2*alpha/ (2*sigma”2) ) +lambda*alpha-c) *r- (m
u*2/ (2*sigma*2)) ;
Warning, the name changecocrds has been redefined

\

Ca | u

2 F
f=coar + THho—c|r—" 3
L V2o 2ag
[(> mu:=0.1:
sigma:=0.3:

alpha:=1.00:
lambda:=3.00:
c:=3.60:
fsolve (£, r) ;nous permet d'avoir les reaine de I'équation précedente f) qui n'est que le
polynome qui nous permet d'avorr le coefficient de Lundberg
L -0.06981336070, 0.2210479285
[ on voit bien que la solution positive est bien la solution donéé dans 2.

=\ 4- calcul dn coefficient de Lundberg en fonction du paraméire d'aversion an risque

¢ 21 110

e N v
£+c?' —Aﬂ&—ﬂ (3
o 7

Ts

T T EERY
= = |/ - & )
i+¢+c_c:— |_ i1 @ o |
2a w ) Y2 M

&

'

|
=|

L o J7.

' 3 .
lII/c:+.~I',u] 1 c+d4du-2ic
- _
2 2

|:|=| w5 |_ H sl 1 a Wl
2 4ot ) 1!11 e o ad o

(1 c?+;1'lu\'
[ » restart:
> R:=1/(2*alpha)+phi+c* (phi*2*sigma*2/mu*2) -sgrt ((1/ (2*alpha) +p
hi+c*{phi“E*sigma“Qfmu“Z]]“2—2*{phifalpha+c*phi“2*sigma*2f{al
pha*mu”2) -lambda*phi*2%sigma®2,/mm"2) ) ;
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Annexe 3 : Coefficient d’ajustement

T
-
¥

1 ch o M cd'a | 2¢ 2cd o 2hd o
R:q + 0+ A5 + 0+ = - — =+ "
! - W Volee Y W
[ > with (plots):
mu:=0,1:
sigma:=0.3:

alpha:=1.00:
lambda:=3.00:

c:=3.60: R;
Warning, the name changecocrds has been redefined

0.5000000000 + ¢ + 32.40000000 dp:

| -4/ (0.5000000000 + & + 32.40000000 ¢°) — 2.000000000 & — 10.80000000 ¢’
[ > plot(R,phi=0.00...1.00) ;nous allons représenter lgraphiquement le coefficient

d'ajustement en fonction du paramétre d'aversion au risque ¢ = {D__l}.

02

015

0.1

0.051

rhi

Fig.1 : Coefficient d'ajustement en fonction du paramétre d'aversion au risque

[ On voit bien graphiquement que le coefficient d'ajustement augmente pour 0 < ¢ < 7, puis
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diminue pour # £ ¢ <1, le sup de ;7;',; est atteint pour ¢ =7 . nous allons comme meme calculer
le Sup de cette fonction ( du coefficient d'ajustement en fonction de @ ). pour confirmer que
c'est bien le coefficient de Lundberg 7 le sup et qui est atteint pour ¢ =7

[ > R:=0.5000000000+phi+32.40000000%phi®2- ((.5000000000+phi+32. 40
L 000000*%phi®2)*2-2.000000000%phi-10.80000000%phi®2)~(1/2) :

[ > maximize (R) ;

L 02210479290

[ le maximum est bien le coefficient de lundberg 7 = 02210479290

[> phi:=0.22104T79286 ;R;

b -=02210479286

L 221047929

[ on voit bien que 7; =7 .ie., pourg =7 nous avons 7, =7

nous venons de montrer que la meilleur approximation pour le paramétre d'aversion au risque
n'est que le coefficient de Lundberg. Pour mieux le voir nous allons représenter graphiquement
'approximation de la probabilté de rune, ou plus précisement. de la borne superieure de la
probabalité de mune pour différentes valeurs de &

[ > restart:R:=1/(2*alpha)+phit+c* (phi*2*sigma®2/mu*2) -sqrt((1/ (2*
alpha)+phit+c* (phi*2*sigma”2/mu*2) ) *2-2* (phi/alphatc*phi®*2*sig
ma®2/ (alpha*mu*2) -lambda*phi*2*sigma™2 /mu*2) ) ;

1 cd o / 1 6 ch'a | 2¢ 2cdo 2hd o
— s | - - T
2 o o1 E

alpha:=1.00:
lambda:=3.00:
cr=3.60:
psii=exp (-R*u) ;
probabilté de ruine
W=
|' | / 2 E

2 i
=, 0.5000000000 + ¢+ 32 40000000 ¢-‘ — ) (05000000000 + & + 3240000000 & ) — 2.000000000 ¢ — 1020000000 4
e

Sud

[ nous avons done l'expression de la probabilité de nune en fonction du paramétre d'aversion au
risque .

[ > psi:=u->exp(-(.5000000000+phi+32.40000000%phi®2- ((.5000000000
+phi+32 . 40000000*%phi~2)*2-2.000000000%phi-10.80000000%phi*2)
(1/2)) *n) ;
listephi:=[0.100,0.22104752%,0.300,0.400,0.600,0.800] :
liste:=seq(psi(u) ,phi=listephi) :

plet([liste] ,u=0...20,psi=0.00...1.00,calor=[klack, red,
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green, blue,yellow black]) ;

W= —

P

i
| 2
7 7T
| —.0.5000000000 + ¢ + 3240000000 4~ - a.|'|| (05000000000 + & + 3240000000 67 ) — 2.000000000 ¢ — 1030000000 ¢2 | :u;l

e
1 -
08
b
1,
W
W
0.6 RS
b,
pst AN
0.4 RN
0.2
0 2 4 6

L u
[ » delta:=u->l-exp(-(.5000000000+phi+32.40000000*%phi®2- ((.500000

0000+phi+32.40000000%phi®2)*2-2.000000000%phi-10.80000000%phi
A2)4(1/2)) *u) ;

listephi:=[0.100,0.221047929,0.300,0.400,0.600,0.800]:
liste:=seq(delta(u) ,phi=listephi) :
plot([liste] ,u=0...20,delta=0.00...1.00,color=[kblack, red,
green, blue,yellow black]) ;
o =u—1
P f 3

t

- ] £ - ]
= 0 5000000000 + § + 32.40000000 ¢ - .z\lll {0.5000000000 = § + 32.40000000 tzj — 2.000000000 ¢ — 1020000000 ¢~ | I.|!_.|
—-e
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