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Résumé

La condensation de Bose Einstein est 1’accumulation d’un nombre macroscopique
d’atomes bosoniques dans le niveau d’énergie fondamental. Elle est obtenue a basse
température, lorsque la longueur d’onde thermique moyenne est de 1’ordre de la distance entre
particules. Elle a été prédite par Einstein en 1925. Du fait des tres basses températures
nécessaires pour obtenir cette condensation, il a fallu attendre 1995 pour que des physiciens
en fassent une premiere réalisation expérimentale. Cette réalisation a relancé les études des
propriétés des gaz a basse température, qui ne sont pas encore totalement comprises. Notre
travail entre dans ce cadre : contribution a la compréhension de systemes bosoniques, lorsque
la statistique quantique est indispensable.

Il se compose de deux parties. Dans la premiere partie, nous considérons un gaz
atomique de bosons sans interactions libres dans une boite a une, deux et trois dimensions de
volume donné. Nous étudions les propriétés de ce gaz, en particulier son potentiel chimique et
sa capacité calorifique. Ces propriétés sont habituellement étudiées dans la littérature en se
placant dans le cas des dimensions macroscopiques ou les niveaux d’énergie sont trés serrés.
Les sommations peuvent alors étre remplacées par des intégrations sur 1’espace des phases
permis, en prenant un état par volume adéquat de cet espace. En ce qui nous concerne, nous
effectuons les calculs en utilisant les expressions exactes des énergies, les sommations
discretes mises en jeu. En particulier, 1’énergie du fondamental est non nulle. Ces
considérations conviennent bien aux systemes de petites dimensions. Nous étudierons le
potentiel chimique réduit en fonction de la température pour les trois cas et pour les
différentes méthodes (approximation dite classique, exacte et notre approximation), les
variations de la fraction d’atomes condensée en fonction de la température T et 1’énergie
totale par rapport a la température puis la capacité calorifique a volume constant pour les trois
cas et les différentes méthodes.

La deuxiéme partie traite de systemes bosoniques a faible nombre de niveaux
d’énergie. Du fait de I’indiscernabilité des particules identiques, la fonction de partition
canonique des systemes quantiques est difficile a calculer lorsque le nombre de particules est
élevé. Toutefois la fonction de partition grand canonique est plus pratique a calculer. C’est
pourquoi les grandeurs thermodynamiques de ces systémes sont calculées dans I’ensemble
grand canonique. Cependant, certains systémes ont un nombre de particules constant et leur
¢tude est plus appropriée par I’ensemble canonique. Nous considérons des systémes
bosoniques a faible nombre de niveaux d’énergie. Pour ces systeémes nous pouvons déterminer
la fonction de partition canonique et donc les énergies canoniques. Nous les comparons aux
énergies grand canoniques de systemes équivalents. Les deux ensembles sont supposés
conduire au méme résultat a la limite thermodynamique. Les résultats obtenus sont présentés
sous de courbes, qui montrent les variations des écarts relatifs moyens de 1’énergie et de la
capacité calorifique a volume constant en fonction de la température T.
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Introduction générale

Introduction :

Parmi les grandes decouvertes physiques qui ont marqué le vingtieme siécle figurent la
supraconductivité, la superfluidit¢ de I’Hélium liquide, la condensation de Bose
Einstein et I’effet laser [Boy00]. Ces phénomenes sont similaires en ce sens qu’ils sont
une manifestation macroscopique de la nature quantique, résultant de 1’occupation
macroscopique d’un seul état quantique (état fondamental). Cet effet est lie a
I’indiscernabilité des particules identiques (fermions, bosons) en mécanique quantique,
ce qui conduit, dans le cas de bosons, a la statistique de Bose Einstein, explicitée pour la
premiére fois par Bose pour les photons (la masse des photons est nulle) [Bos24]. La
condensation de Bose-Einstein est 1’accumulation d’un nombre macroscopique
d’atomes bosoniques dans le niveau d’énergie fondamental. Elle est obtenue a basse
température, lorsque la longueur d’onde thermique moyenne est de 1’ordre de la

distance entre particules d ~ n*?

(n étant la densité spatiale du gaz bosonique
considéré). Du point de vue statistique quantique, quand la température est inférieure a
la température de condensation, une fraction importante d’atomes s’accumule dans le

niveau fondamental, T_eétant la température de la condensation. Dans cet état quantique,

appele état condense, les paquets d’ondes associés aux bosons individuels se recouvrent
entre eux, formant ainsi une seule onde quantique macroscopique. La condensation de
Bose Einstein a été prévue théoriquement par Einstein en 1925 [Ein25]. Toutefois, on a
cru pendant longtemps que la réalisation de la condensation de Bose Einstein est
pratiqguement impossible. Ceci est d0 au fait que cette réalisation nécessite, d’apres le
critére d’Einstein, des densités élevées et des températures trés basses. « C’est une belle
théorie, mais contient-elle une vérité ? » C’est par ces mots qu’Einstein lui-méme
décrira son résultat dans une lettre a Paul Ehrenfest [Pai82], avant de se détourner
définitivement du phénomeéne de condensation. Cette défiance demeura générale
pendant les années qui suivirent. Il a fallu attendre 1937, avec la découverte de la
superfluidité de I’hélium liquide [Kap38, All38], pour que la prédiction d’Einstein soit
reconsidérée avec intérét. London [Lon38] remarqua que la température de la transition

superfluide, T, =2.2K, est étonnamment proche de la température de condensation de
Bose Einstein d’un gaz parfait de méme densité que I’hélium liquide, T, =3.2K, il eut

I’intuition que les deux phénomenes devaient étre liés. Du fait des tres basses
températures necessaires pour obtenir cette condensation, il a fallu attendre 1995 pour

gue des physiciens en fassent une premiere réalisation expérimentale, ce qui a relancé
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les études des propriétés des gaz a basse température qui obéissent a la statistique
quantique. Le développement des techniques de piégeage et refroidissement d’atomes
par laser (prix Nobel 1997 attribué a Chu [Chu98], Phillips [Phi98] et Cohen Tannoudiji
[Tan98,]) ou par des champs magnétiques [Hes86] statiques a permis de relancer cette

recherche. En 1995, a Boulder (Colorado), la découverte par le groupe d’E. Cornell et
C. Wieman d’un condensat de rubidium * Rb[And95] suivie de peu par son analogue
pour le Lithium (équipe de Houston [Bra95]), le sodium (équipe du MIT [Dav95]),
I’hydrogéne (équipe du MIT [Fri98]), le rubidium®Rb [Cor00], I’hélium-4 dans 1’état
métastable en 2001 (ENS Paris et laboratoire Charle Fabry Orsay) [Rob01],
“'K [Mod01], **Cs[Web03] et depuis peu un atome de terre rare, 1’Ytterbium

“"Yb [Tak03], est venue couronner ces efforts. Notre travail entre dans ce cadre :
contribution a la compréhension de systemes bosoniques lorsque la statistique quantique

est indispensable.

Il se compose de trois chapitres que nous avons structurés comme suit.

Dans le premier chapitre nous allons d’abord présenter quelques généralités sur
les statistiques quantiques, qui seront suivies par ’explication du phénomeéne de
condensation de Bose Einstein.

Dans le deuxieme chapitre, nous étudierons la capacité calorifique a volume
constant C, d’un gaz atomique de bosons sans interactions dans une boite a une, deux
et trois dimensions de volume donné. Nous allons étudier les propriétés de ce gaz, en
particulier son potentiel chimique et sa capacité calorifiqgue. Ces propriétés sont
habituellement étudiées dans la littérature [Pit03] en se placant dans le cas des
dimensions macroscopiques ou les niveaux d’énergie sont tres serrés. Les sommations
peuvent alors étre remplacées par des intégrations sur 1’espace des phases permis, en
prenant un état par volume adéquat de cet espace. En ce qui nous concerne, nous
effectuons les calculs en utilisant les expressions exactes des énergies, des
dégénérescences et des sommations discretes mises en jeu. En particulier, I’énergie du
fondamental est non nulle. Nous étudierons ensuite le potentiel chimique réduit en
fonction de la température pour les trois cas et par les différentes méthodes
(approximation dite classique, exacte et notre approximation). Nous examinerons les

variations de la fraction d’atomes condensée, de 1’énergie totale et de la capacité
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calorifique a volume constant pour les trois cas et les différentes méthodes en fonction
de la température T.

Dans le troisiéme chapitre, nous présentons un travail sur les systemes de
bosons a faible nombre de niveaux d’énergie. Du fait de 1’indiscernabilité des particules
identiques, la fonction de partition canonique de systemes quantiques (bosons ou
fermions) est difficile a calculer lorsque le nombre de particules est élevé [Pat96].
Toutefois, la fonction de partition grand canonique est plus pratique a calculer. C’est
pourquoi les grandeurs thermodynamiques de ces systémes sont calculées dans
I’ensemble grand canonique. Cependant, certains systemes ont un nombre de particules
constant et leur étude est plus appropriée par 1’ensemble canonique. Les deux
ensembles sont supposés conduire au méme résultat a la limite thermodynamique
[Kos08].

Nous nous sommes intéressés a des systéemes bosoniques a faible nombre de
niveaux d’énergie. Nous arrivons a calculer la fonction de partition canonique dans ces
cas. Nous en deduisons I’énergie moyenne de ces systémes. Nous comparons la valeur
obtenue a celle qui découle d’un ensemble grand canonique, de méme nombre de
particules (en moyenne). Nous tracons la différence relative de ces deux énergies et de
ces capacités calorifiques a volume constant en fonction de la températureT , pour
différentes valeurs du nombre de particules N . Les résultats obtenus sont présentés sous
forme de courbes, qui montrent les variations des écarts relatifs moyens de 1’énergie et

de la capacité calorifique a volume constant en fonction de la température T.

En résumé, le plan de ce mémoire est agencé comme suit : dans le premier chapitre,
nous exposons les statistiques quantiques qui contiennent les outils théoriques adaptés a
I’étude de la condensation de Bose Einstein.

Nous présentons ensuite notre travail dans deux parties. Dans le premiére partie, nous
étudions le comportement des bosons sans interaction mutuelles dans des boites a une,
deux et trois dimensions pour différentes méthodes. Dans la deuxiéme partie, nous
comparons les ensembles canonique et grand canonique dans 1’étude des systémes de

bosons et nous terminerons par une conclusion générale.
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Chapitre | :

Geénéralités sur les statistiques quantiques

| =1 Introduction :

La physique statistique permet d’expliquer le comportement et I'évolution de
systéemes physiques, comportant un grand nombre de particules (systéemes
macroscopiques), a partir des caractéristiques de leurs constituants microscopiques (les
particules). Ces constituants peuvent étre des atomes, des molécules, des ions, des
électrons, des photons, des neutrinos, ou des particules élémentaires. Ces constituants,
et les interactions qu'ils peuvent avoir entre eux sont, en général, décrits par la
mécanique quantique [Tan03, Tan05, Ric08], mais, la description macroscopique d'un

ensemble de tels constituants ne fait pas directement appel (ou en tout cas pas toujours)
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a la mécanique quantique. De ce fait, cette description macroscopique, en particulier, la
thermodynamique , a été obtenue pour partie avant le développement de la mécanique
quantique en tant que théorie physique, essentiellement dans la seconde moitié du
XIX® siécle [Yav75].

I-2 Détermination de ’opérateur densité d’équilibre D :

L’état quantique d’un systéme physique est décrit par un opérateur densitéﬁqui
maximise I’information manquante ou 1’entropie statistique.

L’opérateur densité d’équilibre D est déterminé par deux conditions :

- Désordre maximal

L’entropie statistique S([S) est définie a partir de I’opérateur densité D [Neu83],

[Tan98] décrivant 1’état quantique d’un systéme et ses propriétés importantes sont

additivité, concavité et invariance dans une transformation unitaire.

$(D)=—kTrDlog D (I-1)
- Les opérateurs A ont des valeurs moyennes fixées.
Tr(DA)=(A) (I-2)

L’opérateur densité d’équilibre D est déterminé en rendant I’entropie statistique S ([3)

maximale, compte tenu des contraintes (I-2). Pour n’importe quelle variation dD de D

autour de la valeur d’équilibre D , on doit avoir dS =0 et dTr(f)A)zo.On introduit

alors la fonction de partition Z, associée a D ainsi que divers ensembles statistiques

(microcanonique, canonique, grand canonique) correspondants a divers types de

contraintes.
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En statistique quantique, dans un systeme de particules identiques (bosons ou fermions)
on utilise I’ensemble grand canonique [Hua63, Diu89, Leb01], et le systeme dans ce cas
échange des particules et de la chaleur avec 1I’environnement externe. La température T

et le potentiel chimique x sont fixes.

Les contraintes pour I’ensemble grand canonique sont :

—
2>

~—
Il
=

(I-2-1)

—
I

~—
Il
c

(1-2-2)

Elles expriment que les valeurs moyennes des opérateurs nombre de particules N et

hamiltonien H sont constantes.

Cette maximisation sous contraintes se traite simplement dans le formalisme des

multiplicateurs de Lagrange [Bal85]. On obtient :

e—aN—ﬂH

[S:— -
Z. (1-3)

La fonction Z est un facteur de normalisation appelé « fonction de partition grand
canonique ».

Les multiplicateurs de Lagrange « et £ sont associés aux contraintes sur <N> et <F| >

Le paramétre f est relié a la température T par S =T le paramétre « est relié au

potentiel chimique x par a =—pu ainsi qu’a la fugacité z =e ™ =/,
I-3 Expression de la fonction de partition grand canonique :

Nous utilisons les propriétés de I’opérateur densit¢ d’équilibre D, telle

queTrD = <D> =1, pour obtenir :
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Z, :Tr(e“Nﬁ” ) (1-4)

La détermination des valeurs de z et S qui Vérifient les contraintes (I1-2-1) et (I-2-2) se

fait par I’intermédiaire des relations :

0
N _sznZG(z,,B,V) (1-5)

0
U ——ﬁLnZG(z,,B,V) (1-6)

Il faudrait inverser pour obtenir z et g comme fonctionde N etU .

On détermine la pression d’équilibre par la dérivee du logarithme de la fonction de

partition :

0
P—kTa—VLnZG(z,,B,V) (1-7)

I-4 Gaz parfait quantique :

Dans un gaz parfait, les particules sont considérées sans interaction. Pour un systéme

de N particules sans interaction, I’hamiltonien total H est une somme de termes & une

particule.

H=h(1)+h(2)+....+h(N) (1-8)

A

Notons {|ﬁ>} une base de vecteurs propres de I’hamiltonien a une particule h et g,

Iénergie associée a |1, donc on écrit :

hA)=¢,|4) (1-9)

10
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Si le nombre de particules peut varier, il est commode de travailler dans 1’espace de
Fock (somme directe des espaces de Hilbert correspondant aux diverses valeurs

possibles de N ).

Les états |I) du systeme de N particules sont définis par le nombre d’occupation N,
des divers états individuels| ) (|I> :‘{|/”t>}>)

Les nombres d’occupation N, :

» valent 0 ou 1 lorsque les particules sont des fermions (principe de
Pauli).

» sont des entiers positifs ou nuls quelconques dans le cas de
bosons.

Les opérateurs H et N vérifient les relations suivantes :

N[I)=N, 1) avecN, = >N, (I-10)

H[1)=E|l) avecE, => N,¢, (I-11)
A

ou I’indice | représente un état microscopique possible du systeme ayant une

énergie E =E, et un nombre de particulesN = N, .
Nous exprimons la fonction de partition grand canonique Z, donnée en (I-4) dans
la base {|1)} .

Zs =Z|:<I|e‘““‘ﬂ” 1=

e‘("“’ﬂé‘z)Na e‘(“*’ﬁ&)’“a ' -
N,

N,

A

on pose é/g — ze_(oﬁﬂm)Nﬂ (|_13)
N,

11
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¢, représente la fonction de partition, relative a un état quantique individuel A .

Cette écriture a ’avantage majeur de 1’utilisation du formalisme grand canonique.

Donc I’expression de la fonction de partition est :

Zs=11¢. (1-14)

A

I-4-1 Statistique de Fermi Dirac :

La statistique de Fermi Dirac est réalisée dans les systemes de particules décrites
par des fonctions d’ondes antisymétriques. Cette statistique régit le comportement des
systemes de fermions, particules indiscernables, de spin demi entier, obéissant au

principe de Pauli.

Dans le cas des fermions, les valeurs possibles de N, dans la somme (I-13) sont

N, =0ou N, =1 du fait du principe de Pauli. On a donc :

P =lve =142 (1-15)
La fonction de partition vérifie :

Z. = 1:1450 = ]:[(1+ 26 ) (1-16)
On a aussi :

logZs =" log(1+ze ™) (1-17)
A

L’équation (I-5) permet alors de calculer le nombre total de particules N dans le

systeme :

12
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— = =3'N I-18
2N, (119
Avec N, est le nombre d’occupation moyen de I’état A .

I-4-2 Statistique de Bose Einstein :

La statistique de Bose Einstein est réalisée dans les systemes décrits par des
fonctions d’onde symétriques. A cette statistique obéissent les systémes de particules
indiscernables ayant un spin entier (bosons), pour lesquels aucune restriction n’est

imposee au nombre de particules pouvant se trouver dans un état d’énergic e, .

Pour le cas de bosons, chaque état individuel peut étre occupé par un nombre

quelconque de particules. N, peut prendre alors toutes les valeurs entiéres
positivesN, =0,1,2,......,00 .

A partir de 1’équation (I-13) nous avons :

R VRN 29

N, N;

BE

Le calcul de .- se ramene a une série géomeétrique de raison (ze’ﬂgi) tel que

ze7 <1 pour < g, (0Ug, représente 1’énergie du niveau fondamental de h') donc la

série (1.19) est convergente.

1
BE _
P T et (1-20)
La fonction de partition est alors :
1
s = 4. I-21
=i (1-21)

A

Pour déterminer le nombre de particules, il faut utiliser I’équation (I-5). On a:

13
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N —Zﬂ—z# (1-22)
~1—zefs Szl ]

I-5 Limite classique :

Les distributions de Fermi Dirac et de Bose Einstein conduisent a un résultat identique

[Bel93] pour le nombre moyen d’occupation des particules dans un état N, quand

z<x1l(ou N, <1).

N, (1-23)

+1 pour Fermi Dirac
=T aveCc a=
ze" +a

—1 pour Bose Einstein

Pour que N, soit trés inférieur a 1, z'e”* doit étre trés supérieur a 1 pour toutes valeurs

de g, ; ¢, est’énergie d’un état occupé par une particule. On a alors :
N, = ze (1-24)

C’est la fonction de distribution classique ; il s’agit néanmoins d’un résultat quantique.
A partir de (I-24), nous allons retrouver les résultats obtenus pour le gaz parfait.
Nous remarquons que les valeurs grandes et négatives du potentiel chimique u

correspondent a un gaz bien décrit par la physique classique (distribution de Maxwell

Boltzmann).
L —>—0 donc N, =ze

A haute température, lorsque les effets quantiques ne se font plus sentir, la statistique de
Bose-Einstein tend vers la statistique de Maxwell Boltzmann ; il en est de méme pour la

statistique de Fermi-Dirac qui régit les fermions.

14
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limite classique

B(e,-1)

fig I-1Distribution de Fermi Dirac et Bose Einstein et limite classique (MB)

-6 Phénomeéne de condensation :

La condensation de Bose-Einstein est 1’accumulation d’un nombre
macroscopique d’atomes bosoniques dans le niveau d’énergie fondamental. FElle est
obtenue a tres basse température, lorsque la longueur d’onde thermique moyenne est de

I’ordre de la distance entre particules.

Nous avons calculé le nombre total de particules pour un ensemble de bosons en

équilibre thermodynamique et sans interactions :

1 ©
S e 29

Ouz=e™. Comme les nombres de particules sont positifs, quelque soit i on a

& — >0 donc i < ¢g. Si I’énergie de 1’état fondamental est nulle &, =0 alors <0, ce

qui est equivalentaz <1.
On peut séparer le nombre de particules Ny dans 1’état fondamental et le nombre de

particules N dans les états excités et écrire :

15
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z . 1
N=—"t+) ——7— -2
1-z ,2:1: 77 -1 (1-26)

= 1
Vec 0 1—7 =) Z—leﬁgi -1

Quand z augmente et prend une valeur proche de I’unité, nous voyons que le nombre de

particules de 1’état fondamental N, prend des valeurs considérables et de 1’ordre d’une

fraction non négligeable de N .

On peut voir facilement que N, est une fonction croissante de z .
La condensation de Bose Einstein est obtenue lorsque N =N, ou N, estlavaleur

maximale de N, atteinte lorsque la valeur de la fugacité est z =1:

Z 1 N
N,=— impligue 77 =1+ — Donc z=—2_=~1 ou le potentiel
°T1-7 Pid N, N, +1 P
chimique #—0
N =i 1 (1-27)
emax - e—ﬂgi _1

Tant que le nombre de particules N du gaz est inférieur aN les particules sont

emax !
distribuées sur les états excités et le nombre de particules dans le fondamental est
microscopique donc négligeable devant N . Quand le nombre de particules N devient
supérieur aN

les états excités vont acquérir N le reste des particules, soit

emax ? emax ?

N, =N-N,. sera placé dans I’état fondamental dont I’occupation est alors

macroscopique. Ce phénomene est la condensation de Bose Einstein. Il a été prévu
théoriquement par Einstein en 1925 [Ein25]. Du fait de la tres basse température

nécessaire pour obtenir cette condensation, il a fallu attendre 1995 pour que des
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physiciens en fassent une premiére réalisation expérimentale. Cette realisation a relancé
I’étude des propriétés des gaz a basse température, qui obéissent a la statistique

quantique.

En statistique de Bose Einstein, le niveau de plus basse énergie a tres basse température
contient tous les bosons (cas limite de condensét de Bose Einstein).

I-7 Température critique T_:

Pour déterminer la température de condensationT,, il faut que la valeur
maximale du nombre de particules dans I’ensemble des états excités soit inférieure

ou égale au nombre total de particules N <N (T<T,).Dans lecas T<T,, un

emax
grand nombre de particules se condense dans 1’état fondamental.

D’une certaine facon, on assiste a une redistribution des particules depuis les états

excités vers 1’état fondamental, la fugacité restant trés proche de I'unité(T <T,). Pour

T >T, le nombre de particule de 1’état fondamental est négligeable devant la population
des états excités. Par conséquent, la température critique caractérise une transition de
phase. Cette transition de phase a été prévue par Einstein pour un gaz de bosons et I’effet
de cette transition est 1’apparition d’une nouvelle forme de la matiére qui s’appelle

condensat de Bose Einstein.

I-8 La longueur d'onde thermique de de Broglie:

La longueur d'onde thermique de De Broglie est un concept de la physique
statistique et de la mécanique quantique. Elle représente la longueur d'onde de de
Broglie moyenne des particules d'un gaz porté a une certaine temperature. Cette
longueur d'onde thermique caractérise 1’étalement spatial & mi hauteur du paquet

d’onde associé a la particule.

D'aprés le principe de la dualité onde corpuscule, une particule possédant une quantité

de mouvement p se voit associer une longueur d'onde A, =h/p, h étant la constante
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de Planck. Une particule peut étre traitée comme une onde avec pour longueur d'onde
celle de De Broglie. Pour un gaz porté a une température T, I'énergie typique d'une
particule est de l'ordre de KT, k étant la constante de Boltzmann. La relation entre
énergie E et quantité de mouvement d’une particule libre non relativiste de masse m
étant E = p / 2m, on peut alors définir la longueur d'onde thermique de De Broglie

A4 d'une particule massique en equilibre d'un gaz comme :
h
P — 1-28
* Tzt (129
Ou ]/x/27r est introduit pour raisons de commodité (écriture plus pratique des

équations).

La longueur thermique de De Broglie représente un moyen pour déterminer si le
systeme doit étre considéré de maniere quantique ou classique. En effet, les effets
quantiques commencent a étre importants lorsque la longueur d'onde thermique de De
Broglie devient comparable avec les autres longueurs caractéristiques du systéme,
comme la distance moyenne entre particules. En particulier, sa valeur apparait dans le
calcul explicite ou I'on regarde I'effet des corrections quantiques dans la définition des

états d'énergie des particules d'un gaz confinées dans un volume V donné.

I-9 Relation entre la température et la longueur d'onde thermique de

De Broglie:

A température élevée, la longueur d’onde de de Broglie est tres petite devant la

-1/3

. . . N : o
distance moyenne entre particules n™"(ou n= Vest le nombre de particules par unité

de volume). On a alors nA3, <<1 ; dans ce cas il n’y a pas de condensation.

Par contre, quand la tempeérature T décroit, la longueur d’onde de de Broglie A, croit,
et pour une certaine valeur deT (T =T,)on arrive anig, = 2.612[Tan97].

Ceci se produit lorsque le nombre de particules dans les états excités atteint sa valeur
maximale donnée par I’expression (I-27) ou I’on remplace la sommation par une

intégrale.
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QuandT <T,, la longueur d’onde de de Broglie A croit encore, le nombre de particules

de I’état fondamental prend une valeur macroscopique (condensation de Bose-Einstein).

I-10 Réalisation expérimentale de la condensation de Bose-Einstein :

fig I-2 La condensation des atomes de sodium [Ket02]

Observation de la condensation de Bose-Einstein par imagerie. Le nombre total
d'atomes & la transition de phase est d’environ7 10°, la température au point de

transition est de 2uK

La réalisation expérimentale des condensats a été possible grace au
développement des techniques de refroidissement d’atomes par laser. Les trés basses
températures obtenues ont permis d’atteindre le régime de condensation pour des gaz
suffisamment dilués. Le laboratoire NIS/JILA (Boulder, Colorado, Etats-Unis), dirige
par Eric-Cornell et Carl Wieman, est parvenu a obtenir pendant quelques secondes un

condensat de Bose-Einstein. La température du gaz était alors de 1’ordre de100nK .

Le chercheur Wolfgang Ketterle étudie également, de son coté, «le
refroidissement par laser et le piégeage des atomes froids » ainsi que la superfluidité
dans les gaz a « basse température ». Il réalise avec son équipe la condensation de Bose
Einstein pour des atomes de sodium. Ces trois chercheurs (Wieman, Cornell et
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Ketterle), ont recu en 2001 le prix Nobel de physique «pour la découverte de la
condensation de Bose-Einstein dans les gaz et pour des avancées dans I’é¢tude des

propriétés de ces condensats ».
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Chapitre 11 :

Gaz de bosons dans une boite

11-1 Introduction :

La condensation de Bose FEinstein est 1’accumulation d’un nombre
macroscopique d’atomes bosoniques dans le niveau d’énergie fondamental. Elle est
obtenue a basse température, lorsque la longueur d’onde thermique moyenne est de
I’ordre de la distance entre particules. Elle a été prévue théoriquement par Einstein en
1925 [Ein25]. Du fait des trés basses températures nécessaires pour obtenir cette
condensation, il a fallu attendre 1995 pour que des physiciens en fassent une premiére

réalisation expérimentale [And95, And97].
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Dans ce chapitre, nous considérons un gaz d’atomes bosoniques Sans
interaction dans des boites a une, deux et trois dimensions, de volume donné. Nous
allons étudier les propriétés de ce gaz, en particulier son potentiel chimique et sa
capacité calorifique. Ces propriétés sont habituellement étudiées dans la littérature en se
plagant dans le cas des dimensions macroscopiques ou les niveaux d’énergie sont tres
serrés. Les sommations peuvent alors étre remplacées par des intégrations sur 1’espace
des phases, en prenant un état par volume adéquat de cet espace. En ce qui nous
concerne, nous effectuons les calculs en utilisant les expressions exactes des énergies,
des dégénérescences et des sommations discrétes mises en jeu. En particulier, I’énergie
du fondamental est non nulle. Nous proposons aussi une approximation qui prend en
compte cette énergie non nulle du fondamental. Ces considérations conviennent bien

aux systemes de petites dimensions.

L’occupation du niveau d’énergie i [Sal01], [HerO1] est :

no_ Lt
Yo lefa g

(1-1)

B = % ou k est la constante de Boltzmann, T est la température absolue.

& = &’ sont les niveaux d’énergie dans le cas & une dimension.

2_2

&, est I’énergie de 1’état fondamental [Tan77] telle que g, = %
m

Le nombre quantique i est un entier non nul, lest la longueur de la boite et m la masse

des particules.

h est la constante de Planck. On définit le potentiel chimique réduit par u'= Ll

&y

Le potentiel chimique réduit «' est déterminé & partir de la relation N :Zni
i=1

pour conserver le nombre de particules.

La population du fondamental est :
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Ze—ﬂgo

N =2
0 1z

Sachant que N, >0

on a ze” <1 soit z<e™ (zétant la fugacité).

au' .
avec z =e”* = e® donc onatoujours: <,

I1- Détermination du potentiel chimique et de la capacité a volume

constant:

Nous avons commencé par déterminer le potentiel chimique réduit du gaz pour

un nombre de particules donné en fonction de la température. Dans chaque cas, on fixe

a (doncT)et on ajuste la valeur du potentiel chimique réduit x' pour obtenir le

nombre de particules fixé a une valeur mésoscopique(lO“,lOG). Ayant déterminé le

potentiel chimique réduit, nous utilisons sa valeur pour étudier la capacité calorifique a

volume constant de ce gaz.

I1-A Boite a une dimension :
I1-A-1 approximation dite classique (Littérature) &, =0

C’est I’approximation qui est donnée dans la littérature [Pit03]. On considére un
systéme de dimensions macroscopiques. Les niveaux d’énergie sont alors trés serrés ;
on peut remplacer la somme par une intégrale sur ’espace des phases, en prenant un
état par volume h" de I’espace des phases (pour un systtme a n dimensions). Le

nombre de particules total a une dimension est tel que :

:_U dxdp 1 _ +\/Zi@ (112)
h 7~ exp(ﬂpj 1 1—2 4 i=1 |

2m

Q.)

A trés basse température, le potentiel chimique réduit u ( ea”) tend vers
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zero ( z —)1). Le premier terme est le nombre de particules dans 1’état fondamental, nous

trouvons ce terme pour i=0 dans la sommation.
Nous constatons que cette expression de N diverge : cette approximation n’est pas
acceptable a basse température. Cette divergence entraine que la condensation de
Bose Einstein n’est pas présente dans les boites a une dimension (dans la limite

thermodynamique).

Avec les mémes approximations, I’énergie interne de ce systéme peut étre écrite sous

la forme [Hua63] :

ue 1( 7 \*& 7
NleZE(4_aj 2 (11-3)

izt |

Cette expression converge mais sa dérivée par rapport a la température diverge donc
cette approximation n’est pas adaptée aux systémes sans intéraction dans une boite

a une dimension, de longueur finie.
I1-A-2 Sommation exacte &, #0 :

Les niveaux d’énergie sont donnés par la relation : &, = &,i’

En utilisant la variable a sans dimension qui est définie comme suit:a = fe, ,ona:

1 ze®
ex __ _
Noi™ = 7% -1 1-ze® (11-4)
La population des états excités est :

2

ex s} Z e—al
N, 1 —Zzl—l e (11-5)

—1—

La condensation de Bose Einstein est obtenue lorsque N =N oU Ngmax €St la

emax

valeur maximale de N, atteinte lorsque z—e®. Donc:
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emaxl Z (| |-6)

Energie totale U™ :

—ai?

o0 o0 £ 2
ex & glifze
UM =2 ne =2 "——0F
i=1

i1 1l—ze (I1.7)

L’énergic interne de ce systeme peut étre écrite sous la forme :

o0

u> a i’ze?
=— 1.8
NKT N .2—1:1 ze® (118)

Capacité calorifique a volume constant:

Y
Yoot

(11.9)

N,V
On dérive 1’énergie totale, on trouve:

ex iz((azi )+T(8z De‘f’“z
CV_l a < oT

NK :Né e )2 (11.10)

Pour calculer la capacité calorifique a volume constant on doit déterminer la dérivée

de la fugacité par rapport a la températureT .

Pour  exprimer cette  dérivée, il faut dériver le nombre de

particules N (N est constant) :

oN

- _0 }
Tl (1-11)

Ce qui conduita :
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oN

N _@(a_ajﬂ(@j i
oT |y, ocalaT ) oz laT (-12)

Sachant que le nombre de particules est noté N .

T 11-13
Tz -1 (1-13)
Nous avons :
N )
71 T — =0 (11-14)
NV i=1 (Z_leal —1)
.., oOa a
Onanutilisé¢; —=——
-

La dérivée de la fugacité par rapport a la température est :

(2)-- ;(; ze )

a
oT T i“ p-a’ (11-15)

i=1 (1— z e )2

On note :
oz
T [a—Tj - —a Z |1ex (“-16)
0 iZZ e—ai2
> —
i=1 (1— ze™ )
Z 1 ex —
Avec : 1

i o a (11-17)
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En utilisant la relation précédente dans (11-10) nous trouvons :

C, EX_aZ » j2e (lz z'ex)
=1

NS (ze®) (11-18)

Calcul numérique :

Nous avons établi un programme fortran pour calculer la fraction condensée N, /N,
I’énergie totaleU,™, le potentiel chimique réduit x',* et la capacité calorifique a

volume constant C,,* pour un nombre de particules donné. On donne des valeurs a a

et on effectue la sommation sur les différents nombres quantiques jusqu'a la
convergence. Pour les faibles valeurs dea, les sommations se font sur des nombres

d’itération tres grands et le calcul dure longtemps.

Les résultats sont donnés sur les graphes suivants :

Nous choisissons deux valeurs meésoscopiques de nombre de particules

N =10'etN=10° pour étudier le comportement et la variation des grandeurs

thermodynamiques en fonction de la température T.

N=10*

0,5

y ex

1

0,0

0,5

T 1
0 5000 10000

fig 11-1 : Variation du potentiel chimique réduit en fonction de la température

dans une boite & une dimension(N = 104) .
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1,00

0,75

0,50

Ny, /N,

0,25

0,00

N=10*

T
40000

T
80000

T
120000

fig 11-2 : Fraction de particules accumulées dans le fondamental en fonction de la température

T dans le cas a une dimension(N = 104) .

0,50

0,00

1000000

1E7

1E8

1 1E9
a

1E10

1E11

1E12

fig 11-3 : Variation de C, ™/ Nk en fonction de la température T dans le cas & une dimension.
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0,54

0,04

T T T
0 2500 5000 7500

| [

fig I1-4 : Variation de '™ en fonction de la température T dans une boite & une
dimension ( N = 106) .

1,00 N=10°

0,75 4

ex

ex/N

S 0,50 4

0,25 4

0,00

T T
0 80000 . 160000

fig 11-5 : Fraction d’atomes accumulées dans 1’état fondamental en fonction de la

température T pour une boite a une dimension(N = 106) .
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0,44 N=108

C,, ®/Nk

0,24

T T T T T
1E10 1E11 1 1E12 1E13 1E14
a

fig 11-6 : Variation de C, ;™ / Nk en fonction de la température T dans une boite & une
dimension (N = 106)

Nous observons que C, ;*/Nk dans le cas d’une boite a une dimension croit

uniformément de zéro a la valeur limite 0.5 en fonction de la températureT .

Conclusion:

Il n’existe pas de condensation de Bose Einstein pour le gaz de bosons sans interaction

dans une boite a une dimension. (N. diverge quand z-—>e®dans la limite

thermodynamique). La dérivée de la capacité calorifique est continue.
I1-A-3 Notre approximation g, #0 :

Nous réécrivons d’abord I’expression de N sous la forme qui suit :

o o0

NS S N— o) 9 (11-19)

i1 27l eXp(aiz)—l i=L j=1
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En utilisant la formule de sommation d’Euler Mac- Laurin au premier ordre [Abr70]

(appendice C), nous transformons la sommation en intégrale comme suit :
0 @ " © = L, 1 ., e—aj
NP =2/ [e¥dx=D 2/ [e ¥ dx—[e ¥ X+~ (11-20)
= = 0 0

En utilisant le changement de variable u®=ajx* et du=./ajdx doncona:

T —ajx? 1 7 —u? _1 T

!e J dx_—aj'([e du_z a_j

. L F = (1-21)
!e a dx_—aj l‘ e du =5 a—jerf (a/aj)

En portant (11.21) dans (11.20) , nous avons :

N ﬁl—erf(ﬁ) g
P = Zzl " 7 = (11-22)

ou le nombre de particules dans 1’état fondamental est : Ng' = 1 Z€ — (11-22-1)
—-ze

Le nombre de particule dans les états excités est :

Vi =27 € {\F. (1erf (aaT )+ ]*Z (\/7 [1-ert (m))+e2aljz (1-22)

Ou erf est la fonction erreur [Rei65]. Cette expression de N reste convergente quand

8

z —>e? donc ' —1 (laplus grande valeur de 4" est maintenant 1 et non plus zéro).

L’énergie interne est donnée par 1’expression :

uP = iz_l s —SOZZJZIZ e " (11-23)

i=1

En utilisant ;
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Z e—ajiz :_ize—ajiz
joa

On peut écrire 1’équation (11-23) comme suit :

Ulap _(5‘0 > ZJ 6 2 —ajiz
—a =__ Y - e
KT kT & j aaizzl: (11-24)

En remplagant la sommation par une intégrale suivant la formule d’Euler Mac-Laurin

au premier ordre, nous trouvons :

ap © 4] 2 -2
U;=—azz—_ﬁ je-alx dx+ 2 (11-25)
KT o ) oaly 2

Comme I’intégrale est donnée par (11-22), on obtient :

Pour exprimer 1’énergie interne on a besoin de connaitre

0 - 0 - 0a

—erf(yJaj)=—-cerf (yaj) — 11-27
o (Vai) a (Jaj) o (11-27)
La dérivée de la fonction erf par rapport a la variable a est:

oa a

0 - _i _a'i i) — l—a' - __= -
aerf(ﬁ)—ﬁe J@a(ﬁ) e ¥ et == (11-28)

a T

En portant (11-28) dans 1’équation (II-27), nous trouvons :

0 g ) [iae® i
a—_l_erf(\/a)—\/;e (Tj_ \/;T (11-29)

o (1-erf(ai)) 1] [i 4 (o -\ 1 ]
E[TJ_?{\/% +(1 erf(ﬁ))zﬁ} (11-30)
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o0 0

0 Ze_aj j —alla *aJ
G_TZ( ) =ZZ‘( ) z Zze (11-31)

[ =1

Nous derivons le terme entre parenthése :

ur &z’ -y e je ]
le - az_ll j (Za\/;(l erf(\ﬁ)) 2a 2 J (11-32)

L’énergie interne devient :

l;};p :iz—;(\/%(l—erf (\/a))+(aj+1)e-ai] (11-33)

La capacite calorifique a volume constant est donnée par le calcul suivant :

v

C, _1dU(Taz)
Nk Nk  oT

NV

La derivée partielle de 1’énergie est :

C 1 (6U oU ca oU azj
=t

Nk Nk oa ol oz oT

En utilisant les équations (11-29), (11-30) et (11-31) nous avons :

e et(\a) 1a(2) [e 0T a ae .
TJZ:;Z ﬁjS/z +EZ j + ;Z (e ) Za_T+Ej=1Z S

= _ (11-34)

Nous pouvons écrire la capacité calorifique a volume constant sous la forme suivante :

c.r_1f [ et (\Ei)(3 Ta) 3 .1 ( 1_) .
NK _N{ 16a,§‘z] Ji \2j zar +50 (2 )+ S0 (267 av o || (11-39)
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. T oz .
ou le terme ——— a pour expression :

z 0T
o ([ _ .
16_12( a1 () ) (136
z 0T 2 o T - e’aj
jZl:Jz{\/;(l—erf (\/a))+2]
La fonction g, (cr) est telle que :
00 an
gn(a)= Z_n
j=1

Nous présentons, dans les figures qui suivent, la variation de la capacité calorifique a

volume constant dans la sommation exacte et par notre approximation.

Nous constatons qu’elles sont confondues a haute température et 1égerement différentes
a tres basse température pour les cas sommation exacte et notre approximation, alors

que le résultat de la littérature diverge [Dao09b].

Cv/Nk

0,10
0,5

04

0,3

0,05 4

Cv/Nk

0,2 4

0,14

a trés basse température 001

0,00

T T T T T T T T T T T T
10000 1 100000 1000000 1000 10000 1000001000000 1E7  1E8 11E9 1E10 1E11 1E12

fig I1-7 : Variation de la capacité calorifique a volume constant en fonction de la température T

dans une boite a une dimension ; (a) est un agrandissement de la courbe & trés basse température.
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Conclusion :

Nous avons considéré un systeme de N bosons, de masse m, sans interaction

dans une boite a une dimension et de longueur finieL. Nous avons déterminé une
expression approchée de N;”puis de 1’énergie interne U;® qui utilise les niveaux
d’énergie exacts ; en particulier, une énergie du fondamental non nulle. Nous obtenons
des expressions de N puis de la capacité calorifique a volume constant qui ne divergent
pas lorsque z —e®et que a est non nul (V fini). Si a est nul (limite thermodynamique)
I’expression de N diverge. Ces expressions de N;* et de C, * sont proches des valeurs

exactes a haute température ; la différence avec les valeurs exactes est faible a basse
température (I’écart relatif moyen de la capacité calorifique est autour de 1% ; il est de
22% a tres basse température). Notre approximation est meilleure que celle utilisée dans
la littérature car cette derniére conduit a des expressions de grandeurs
thermodynamiques qui divergent alors que la notre donne des expressions qui

convergent et qui sont proches des valeurs exactes.

I1- B Boite a deux dimensions :

11-B-1 Approximation dite classique (Littérature) &, =0 :

Le nombre de particules total & deux dimensions est tel que [Hun63]:

dxdp 1 7 &7
N =t (11-37)
h zlexp[’gp j_l 1-z 4a4i
2m

Le premier terme de 1’équation (II-37) est le nombre de particule dans I’état
fondamental et le deuxieme terme représente le nombre de particule dans les états
excites. A la limite thermodynamique quand z —1le deuxieme terme diverge, dans ce

cas il n’y a pas condensation de Bose-Einstein dans une boite a deux dimensions.

Pour le systéme a deux dimensions, on a I’énergie de 1’état fondamental qui est prise

nulle donc cette expression de 1’énergie interne est écrite sous la forme :
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U, (72 _
NKT _(4ajz 2 (11-38)

iz |

Cette expression converge mais sa dérivée par rapport a la température diverge quand
Z —1donc cette estimation n’est pas adaptée aux systémes sans interaction dans une

boite a deux dimensions de longueur finie.

11-B-2 Sommation exacte ¢, #0 :

Les niveaux d’énergies sont donnés par la relation :
&= go(iz + Jz)
Le nombre total de particules s’écrit :
N =N 5+ N, &

L’occupation du fondamental (i=1, j=1) est:

ex 1
Noo =z 7 (11-39)
L’occupation des états excités :
N, =) ————+ —_— (11-40)
2 — Zflea(l +1) _1 ;122 Zflea(l +] )_1
L’énergie totale U,™ :
Uzex a 0 © i2+j2
=2 (11-41)
NKT N ;;Z-lea(' )4
Capacité calorifique a volume constant:
D’apres la relation (11.9), nous obtenons a :
(-2 2\ o-ali?+j?) 2 s oz
N i?+j%)e a(i*+ %) z+| — [T
¢ _ags or (11-42)
Nk N 4

P 2
NV i=1 j:]. (1_2 ea(|2+12))
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Pour avoir la capacité calorifique a volume constant il faut utiliser la dérivée de la

fugacité par rapport a la temperatureT .

La dérivee de la fugacité :

ea(i2+j2) (11-43)

az 1ex
On note : T(—jz—az2

On aalors:

] (11-44)

Nous pouvons écrire la capacité calorifique a volume constant en utilisant la relation
(11.44). Elle est telle que :
2w oo (i%2a 2 —a(i2+j2)( 2 s2) -ex)
cr| a (i*+j)e (i*+ ) z-2

- 11-45
Nk NV N 'Z—lllz—ll (1—2 al*+i%) —1)2 ( :
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Calcul numérique :

Pour le cas a deux dimensions nous avons établi un programme fortran pour
calculer la fraction condensée N,,” /N, I’énergie totaleU,™, le potentiel chimique

réduit x';* et la capacité calorifique C, ,* .

Les résultats sont donnes sur les graphes suivants :

1,00
4
N=10
0,75 4
P4
=~ 0,50 H
]
o~
(=}
P4
0,25 4
0,00 T T
0 1000 1 2000
a

fig 11-8 : Fraction de particules accumulées dans le fondamental en fonction de la

température T dans le d’une boite (cas a deux dimensions).

297 N=10*

0,5

0,0

T T T T
0 500 1000 1500 2000
R
a

fig 11-9 : Potentiel chimique réduit en fonction de la température T pour une boite a deux

dimensions.
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u'décroit lentement et uniformément en fonction de la température T puis décroit

brusquement.

2,04
4
N=10

1,54
l—
z

1,0 -
=~ T
T o yd
o]

0,5

0'0 T T T T T T T

1 10 100 1000 10000 100000 1000000
-1
a

fig 11-10 : Variation de 1’énergie interne en fonction de la température T pour le cas d’une

boite & deux dimensions( N = 104) .

— T T
100000 1000000 1E7

fig 11-11 : Courbe représentant la variation de la capacité calorifique a volume constant
C, , /' Nken fonction de latempératureT (cas a deux dimensions).
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1,00 1
N=10

0,75

I'N

3
§ 0,50

NO

0,25 -

0,00

T T T
0 40000 ’ 80000 120000

fig 11-12: Fraction de particules accumulées dans I’état fondamental en fonction de la
température T (cas a deux dimensions).

Dans ce cas, la fraction d’atomes accumulés dans 1’état fondamental décroit

linéairement en fonction de la température T , et nous observons la forme de la fraction

condensée dans une boite a deux dimensions comme dans un piége harmonique a une

dimension [Ing97, Red09].

2,5

N=10°
2,04

0,5

0,0

T
0 70000
-1
a

fig 11-13 : Variation du potentiel chimique réduit en fonction de la température T (cas de boite

a deux dimensions (sommation exacte)).
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0,5 1

N ———— o
01 1 10 100 1000 10000 1000001000000 1E7 1E8 1E9

-1

a

fig 11-14 : Variation de I’énergie totale en fonction de la tempeérature T (cas deux
dimensions (sommation exacte) ).

1,0000

¢ 0,9999 4
4

S~
X
)
N
>
o

0,9998 4

0,9997 4
T T T —
1E7 1 1E8

fig 11-15 : Variation de C, ,* / Nk en fonction de la température T dans le cas a une boite a
deux dimensions.

Nous avons constaté que C,,”/Nk croit rapidement puis décroit uniformément pour

redevenir constante & la valeur limite 1. Elle est & dérivée positive entre 0 & 1.25 10°
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pour N =10* et 6.7 10" pour N =10° et négative ailleurs puis tend vers 1 & haute

température [Dao09a].

11-B-3 Notre approximation &, #0 :

Le nombre de particules est :

N 1
= z‘lexp(a(i2+ jz))—l

NP = (11-46)

On peut I’écrire sous la forme :

N;p :iiizle—am?ﬂ'?) (11-47)

=1 i=1 j=1

En utilisant la formule de sommation d’Euler Mac-Laurin, au premier ordre, nous

transformons la sommation en intégrale comme suit :

o 0 —al 0 —al
NP :Zz'(jea'xzdmez J“ea'yzdyfz ] (11-48)
1=1 1 1

Le nombre de particules total est alors:

NZP :Z::zl(\/%(l—erf (Ja_l))+e_: Jz (11-49)

Avec le nombre de particule dans 1’état fondamental s’€crit sous la forme :

. ze?®
N OpZ ZW (”'49'1)

Le nombre de particule dans les états excités est :

NP e :Z::z' e (\/g(l—erf (\/ﬁ))+e4a'J+iz' (\/g(l—erf (\/H))+ e_: JZ(II-49-2)

1=1
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L’énergie interne :

o EE ) S e

QD
—~
N
+
—
N
S~—"
N—
|
[N
1
JUN
I
—
Il
UN

On divisée par g =1/KT , nous trouvons :

U - o a(i?+j? . 0~ -a(i’+j?
= _szZIZZ(I +j)e ( ”:—aZz'a—ZZe (17 (11-51)

=1 =l j=1 I=1 i=1 j=1

En remplagant la sommation par une intégrale suivant la formule d’Euler Mac-Laurin

au 1° ordre nous obtenons :

i%g(ﬁeﬁ“xz dx + eza j@eﬁ“yzdw%ﬂ (11-52)

En effectuant les intégrales, on a :

T (I I

On dérive le terme entre parentheses en fonction dea :

- a —al
kT =‘a2T 2 2a 2a _Ee_al [E(l_erf (H))+ez ) (1-54)

Donc I’expression de 1’énergie interne s’écrit :
Uzap _ = 7 /4 L p o
= —;T{(ﬂ/a(l—erf (Val))+(al +1)e J( /H(l—erf (Val))+ - || (-55)
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Capacité calorifique a volume constant :

On dérive I’énergie interne par rapport a la température, la capacité calorifique a volume

constant est :

X
N
Il
M
| ™~
7\
D
E
—_—
T
(¢»]
=
]
—_—
)
N—
N —
+
—~
ol
+
[ By
N—
D
o
N—
7\
e
—_
-
(¢»]
=
]
—_—
)
N —
N —
+
D
|
N—
N

4al (l_ er;(lx/a)) e +al%e™ J[E(l erf («/a_l)) + i;j (11-56)

=\ 7 T Z(l—erf (Ja_l)) e
+az— { 4—m(1—erf (\/ﬁ))+(al+l)ea']{ 4al 2a + 2a +|Ee‘a'

Cette expression peut étre simplifiée, et écrite sous la forme suivante :

5t o | o))
P

ot () ey e | oo ()2

T oz e s )
En outre, le terme _8_T est défini comme suit:
yA

16_2 (\/Z (1-ert (<aT))+ (a +1)eau]£ 2 (e (Ja—u))f:] e
7 oT iu'[\Z(l—erf (H))+ezlj

j=1
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I1-B-4 Tableau des differentes méthodes pour le méme nombre
particules :

Fugacité pour 10* particules & deux dimensions
Notre approximation Approximation dit
a Zex classique
Zapp Ecart relatif
0.005 1.00994 1.01002 8.45e-5
0.002 1.00388 1.00397 9.02e-5
0.00175 1.00337 1.00348 1.10e-4
0.00125 1.00235 1.00245 1.02e-4
0.001 1.00182 1.00193 1.15e-4
0.0008 1.00137 1.00150 1.34¢e-4
0.0007 1.00110 1.00126 1.50 e-4
0.0006 1.00076 1.00092 1.64e-4
0.0005 1.0000005 1.000127 1.27e-4
0.00049996 1.00000 1.000126 1.26 e-4
0.000489999 0.99985 0.99997 1.18¢e-4 Le nombre total de
0.00045 0.99896 0.99904 8.11e-5 particu|e5 diverge_
0.0004 0.99671 0.99676 4.50 e-5
0.0003 0.98252 0.98253 1.11e-5
0.0002 0.92763 0.92763 0
0.00015 0.85809 0.85809 0
0.0001 0.72549 0.72549 0
0.00008 0.64359 0.64359 0
0.00005 0.47404 0.47404 0
0.00002 0.22586 0.22586 0
0.00001 0.11997 0.11997 0
0.000008 0.09714 0.09714 0
0.000005 0.06183 0.06183 0
0.000002 0.02518 0.02518 0
0.000001 0.01266 0.01266 0
0.0000008 0.01014 0.01014 0
0.0000005 0.00635 0.00635 0
0.0000002 0.00254 0.00254 0
0.0000001 0.00127 0.00127 0
0.00000008 0.00101 0.00101 0

L’écart relatif moyen est défini comme suit :

Zoa — Zapp

Z

exa

Ecart =
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Discussion :

> Notre approximation est meilleure que celle donnée dans la littérature car cette

derniére conduit & des expressions qui divergent quand z —e** alors que notre
expression convergente.

» L’expression du nombre de particules converge dans les cas sommation exacte
et notre approximation quand (z — 1)

» Quand la fugacité tend vers un (z —>1)nous trouvons les mémes résultats que

ceux de I’expression exacte.

Nous présentons, dans la figure qui suit, les variations de la capacité calorifique a
volume constant donnée par la sommation exacte et par notre approximation dans le
cas d’une boite a deux dimensions.

Nous constatons qu’elles sont confondues pratiqguement partout ; elles sont Iégerement

différentes a haute température pour les cas sommation exacte et notre approximation.

Le traitement classique donne un résultat qui diverge.

1,0005

1,0000

0,9995 4

—— Sommation exacte
—=— Notre approximation

0,9990 4

T L | T | T L |
10000 100000 1000000 1E7
1

fig 11-16 : Variation de la capacité calorifique a volume constant en fonction de la

température pour la sommation exacte et notre approximation.
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I1-C Boite a trois dimensions :

11-C-1 approximation dite classique (Littérature) &, =0 :

Le nombre de particules total a trois dimensions [Tan97] est tel que :

ﬂdXdp - ( J i(z)i (11-59)
zlexp(ﬂpzj -1 1z =
2m

A trés basse température, le potentiel chimique réduit u’ (z :ea"') tend vers 0. A la

limite thermodynamique quand z —1 le deuxiéme terme atteint sa valeur maximale
donnée par I’expression (I-27). On dit il y a condensation de Bose-Einstein dans une

boite a trois dimensions.

Pour la boite a trois dimensions, 1’énergie interne de ce systéme peut étre écrite

sous la forme :

U 3 2 7!
NKT (4a) 2 (11-60)

it |

La dérivée de 1’énergie interne par rapport a la température (appendice B) est exprimée

comme suit :

C,;y 3 95/2(2) 93/2(2)]
v3 _Y|g -3 11-61
(gm(z) 00, (2) (11-61

Nk 4
11-C-2 Sommation exacte &, =0 :
Les niveaux d’énergies sont donnés par la relation :

& ik =¢90(i2 +j%+k%)

Le nombre de particules a trois dimensions est donné par la relation:
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w1
N =222 ) (11.62)

1.4 _1

On peut separer le nombre de particules de 1’état fondamental et le nombre de particules

dans les états excités et noter :
ex __ ex ex
N 3 NO 3 + Ne 3

Occupations de I’¢tat fondamental N, ,* (i = j =k =1) et des états excités N, :

ex 1
Ny = e _q
Ne . = 2 + 2, 32 + 2 2 2
3 ; Z_l a(| +2) _1 ;;Z:; Z_lea(l +j +1) _1 ;;; Z_lea(l +j°+k )_
Energie interne exacte U ;" :
Usex A4S E (i2+j2+k2)
=— T (11-64)
NKT N 21;; ;1) g
Capacité calorifique exacte a volume constant :
En utilisant (11.9), on arrive a:
C = (i2+j2+k2)e7a(i . +k)(a(i2+j2+k2)z+T(§;D
y a o0 0 o0
N3k :WZZZ (11-65)

2
i=1 j=1 k=1 (1_2 ea(i2+j2+k2)j

Pour exprimer la capacité calorifique a volume constant il faut calculer la dérivée de la

fugacité par rapport a la températureT .

La dérivée de la fugacité:
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(i+5°+ kz)efa(iz“ﬁkz)
i-1 j=1 k=1 (1_ . ea(i2+j2+kz)j2

e—a(i2+j2+k2)

2
il -1 k=1 (1_e—a(iz+jz+k2))

(11-66)

avec .

—a(i2+j2+k2)

(iP+j2+K)e

i=1 j=1 k=1 (1_ 7 ea(izﬂ-ukz))z
3 = (11-67)

e—a(i2+j2+k2)

En portant (11-66) dans la relation (I1-65), nous arrivons a :

C s i2+j2+k2 e—a(i2+j2+k2) i2+j2+k2 7_ 7'¢

5 (11-68)
i=1 j=1 k=1 (1_2 e—a(i2+j2+k2)j

Calcul numérique :

De méme que pour les cas a une et deux dimensions, nous avons établi un

programme fortran pour déduire la fraction condensée N, ,* /N , I’énergie totaleU,* , le

potentiel chimique «'.,* et la capacité calorifiqueC, ;~ .
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00 :
TIT,

fig 11-17 : Variation de "' en fonction de la température T dans le cas d’une boite a trois

dimensions.

1,00 -

0,754

0,50 4

N,/ N

0,254

T
400

0,00 .
0 200
a

fig 11-18 : Fraction d’atomes condensée en fonction de la température T dans une boite & trois

dimensions.
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INKT

ex
3

U

4 100 1000 10000

fig 1-18 : Energie totale en fonction deT dans une boite a trois dimensions.

2,5+

C,, "INk

0,0 T J
800 1000

T T
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fig 11-19 : Variation de C, ;* / NK en fonction de la température T pour le cas d’une boite a

trois dimensions( N =10 ) )
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3,0 _

1,5

ex

0,0

-1,5

T T T T 1
0 1500 3000 4500 6000 7500
-1
a

1ex

fig 11-20 : Variation de x';* en fonction de la température T pour le cas d’une boite a trois

dimensions( N :106) . Nous constatons que la variation est plus brutale que lorsque N =10*

Dans le cas a trois dimensions, le potentiel chimique reste constant puis varie
brutalement au voisinage de la température de condensationT,. La variation est d’autant
plus brutale que le nombre de particules est grand. Elle permet de déterminer la

température de condensationT. .

1,00
N=10°

0,75

0,25

0,00

T T
0 4000 8000

fig 11-21 : Fraction d’atomes condensée en fonction de la température T pour le cas d’une

boite a trois dimensions(N =106) .

Nous observons que la variation de la fraction d’atomes condensée décroit
uniformément entre 1et 0.
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T
100000

T
10000

T
1000

0,0 T T T
1 10 100

-1

a

fig 11-22 : Energie interne U , / NKT en fonction de la température T dans le cas a trois
dimensions N =10°.

Nous utilisons 1’échelle logarithmique pour mieux voir la variation de I’énergie sur un

plus grand intervalle.
2,51
N=10°
2,0

~ T e

<

®>C’J

O 1,04
0,5
0'0 T T T 1
0 10000 2000(?1 30000 40000

a

fig 11-23 : Variation de C, ;™ / NK en fonction de la température T (cas a trois dimensions).

Nous remarquons que C,.,*/Nk croit rapidement jusqu’a 2.1 pour N =10%et 1.976
pour N =10° ; elle présente un point anguleux aT_, caractéristique d’une transition de

phase (la condensation de Bose-Einstein) et décroit pour redevenir constante a la valeur
limite 1,5. Elle est a dérivée discontinue a la température de condensationT_. Cette
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transition est du deuxiéme ordre car elle est liée a la discontinuité de la dérivé de la

capacité calorifique (dérivée seconde de 1’énergie interne).
Conclusion:

e Il n’existe pas de condensation de Bose Einstein a une dimension 1D,
la dérivée de la capacité calorifique est continue.
e La condensation de Bose Einstein existe pour les calculs exacts des

énergies ; la dérivée de la capacité calorifique, & volume constant, a trois

dimensions 3D est discontinue au voisinage de la température critiqueT,_.

e La capacité calorifique, a volume constant, a deux dimensions (2D)

a un comportement intermédiaire entre le cas a une dimension (1D)

(dérivée de C,* continue) et le cas a 3D (dérivée de C, ;* discontinue).

11-C-3 Notre approximatione, #0 :

Le nombre de particules total est donné par la relation :

NEeTY S DEDH DU

Compte tenu de la formule de sommation d’Euler Mac-Laurin, au premier ordre, nous

transformons la sommation en intégrale comme suit :
" 3
N :22'( 4i(1—erf (»\/J))JFET] (11-70)

L’occupation de I’état fondamental est : N 3" = ————— (1-70-1)

La population des états excites s’écrit sous la forme suivante :
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3230: 7' e ( il (l—erf (JH))+ e_;al ]+

4a
ap 1l 4 e i
N 3excites 3|Z:1:Z € [ 4_a|(1_erf (\/H))"' 2 ] + (“'70'2)

S [ oeen () 55|

L’énergie interne :

En utilisant la formule de sommation d’Euler Mac-Laurin, au premier ordre, nous
transformons la sommation en intégrale ce qui conduit a :

3
© 7 a e—al
Zl“l—a—(,’ (1 erf (\/_I))+ > j (11-72)
En tenant compte de la relation de dérivation suivante :

%(\/% (1-erf (VaT ))J :;—;[\/% (1-ert (<aT ))+e-a'J (1-73)

On obtient ;

Ukip =gizll [\/;(1 erf («/_I))+(al+1)ea'](\/%(l—erf (\/a_l))Jre_zaI ]2 (11-74)

En utilisant la relation (11-9), la capacité calorifique a volume constant prend la forme :
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al2

o U R (O 16

I@?EZ[ Zar (et (Ja_'))+<a'+1>ea'][ (e (Ja_l))ﬁ_:T

. ia 1—erf (H) +e@ - ol V2
+a.z:1:T 4 l( ) +al2ea}( —I(l—erf («/a_l))+7j

(11-75)

2a da

S A TN +1>ea}{ fa'(l_er;(l@))%al %}[J;. r-er ()%

Il est possible de simplifier 1’expression de la capacité calorifique a volume constant,
pour 1’écrire comme suit:

al

+§T;(a__lz_ iz' ( 4i(1—erf (\/a_l))+(al +1)ea']

al

S oo () e | oo )5
|

@)

|
N | w
||M8
_|N

E

gar (et (V0 >)+<a|+1>e'a'J( 2ar (e <@>)+e_a'}2

7N\
S
Q_J\ﬁ
—_
T
D
=
i
—
S
N —
N —
+
‘m
N—
N

(11-76)

‘a
—_—
T
D
=1
—_—
)
N—
N —
+
—_
D
+
H
N—
D

Sy
~——,
7\

‘n
—_———
T
D
=L
I~
B
N—
N—
J’_
N—e

., ) T oz .
ou I’expression de | ——— | est:
zoT

—al

ZZ( i et (Ja_'))“a'”)ealj( i (Ja_l))+62]2 (1-77)

al al

IZZ:IZ' (\/Z(l—erf (JaT))+E’2'j3
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Discussion :

+«* Notre approximation est meilleure que celle donnée dans la littérature car cette

derniére conduit a des expressions qui divergent quand z —e* alors que notre
expression est convergente.
% Le nombre de particules converge dans les cas « sommation exacte et notre

approximation» a basse température.

% Quand la fugacité tend vers 1 (z —>1) notre approximation donne des résultats

proches de ceux des sommations exactes alors que ceux de la littérature en sont

éloignés [Daol0].

I11-C-4 Tableau des différentes méthodes pour le méme nombre de particules :

Fugacité pour 10* particules a trois dimensions
Notre approximation Approximation dit
a Zex classique
Zapp Ecarts 1

Ziit Ecarts 2

0.005 1.01494 1.01511* / / /

0.003 1.00813 1.00892 7.836E-4 / /

0.0029 1.00725 1.00822 9.630E-4 / /

0.0028 1.0051 1.00609 9.849E-4 / /

0.00275 1.00282 1.00359 7.678E-4 / /
0.0027 0.99939 0.99997 5.803E-4 0.96675 0.03266
0.00265 0.99484 0.99529 4.523E-4 0.95996 0.03506
0.0026 0.98924 0.98960 3.639E-4 0.95146 0.03819
0.00255 0.98263 0.98293 3.053E-4 0.94428 0.03903
0.002498 0.92386 0.92400 1.515E-4 0.93503 0.01209
0.002 0.85171 0.85180 1.056E-4 0.80877 0.05042
0.001 0.40575 0.40575 0 0.38650 0.04744
0.0009 0.35417 0.35417 0 0.33794 0.04583
0.0008 0.30293 0.30293 0 0.28963 0.0439
0.0007 0.25262 0.25262 0 0.24209 0.04168
0.0005 0.15743 0.15743 0 0.15173 0.03621
0.0003 0.07484 0.07484 0 0.07270 0.02859
0.0001 0.01453 0.01453 0 0.01429 0.01652

Les écarts relatifs moyens sont définis comme suit :

Zoa — Zapp |Zexa - ZIi'[|

, et Ecart, =
z

exa exa

Ecart, =
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Conclusion :

A haute température nous avons trouvé des résultats similaires pour les méthodes
exactes et notre approximation tandis que le résultat de la littérature en est proche

(écarts allant de 1% a 5%).

A basse température, notre approximation reste tres proche du calcul exact (moins de
0.01%) alors que le résultat de littérature en est assez eloigné (écart relatif moyen autour
de 3%).

A trés basse température(z>1), notre approximation reste proche du résultat exact

0.01% alors que I’expression de la littérature diverge.
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Chapitre 111 :

Comparaison ensembles canonique et
grand canonique pour I’étude de systémes de

bosons

I11-1 Introduction :

Dans ce chapitre, nous étudions la différence entre 1’ensemble canonique et
I’ensemble grand canonique pour des systemes bosoniques a faible nombre de niveaux
d’énergie. Du fait de 1’indiscernabilité des particules identiques (bosons, fermions), la
fonction de partition canonique des systemes quantiques est difficile a calculer lorsque
le nombre de particules est élevé. Toutefois, la fonction de partition grand canonique est

plus pratiqgue a calculer. C’est pourquoi les grandeurs thermodynamiques de ces
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systémes sont calculées dans 1’ensemble grand canonique. Cependant, certains systemes
ont un nombre de particules constant et leur étude est plus appropriée par 1’ensemble

canonique.

Nous nous intéressons a des systemes bosoniques a faible nombre de niveaux
d’énergie (deux, trois et quatre niveaux). Nous arrivons a calculer la fonction de
partition canonique dans ces cas. Nous déterminons I’énergie moyenne et la capacité
calorifique a volume constant de ces systémes par I’ensemble canonique. Nous
comparons les valeurs obtenues a celles qui découlent d’un ensemble grand canonique,
de méme nombre moyen de particules. Nous voulons savoir si ces ensembles sont

équivalents pour le calcul de 1’énergie moyenne.

I11-2 Systeme a deux niveaux :

Nous commengons par appliquer cette méthode a un systeme a deux niveaux

d’énergie g, ete, qui contient N particules.

111-2-1 Ensemble canonique :

I11-2-1-1 La fonction de partition :

On définit la fonction de partition Qn du systéme:

QN =Ze‘/’E' (11-1)

Ou Q" et E; sont respectivement la fonction de partition pour n niveaux d’énergie et
I’énergie du systeme. N étant le nombre de particules.

Nous considérons un systéeme d’un nombre macroscopique d’atomes bosoniques
en équilibre a la température T dans deux niveaux d’énergie. La fonction de partition
devient :

QzN — g4 +e—ﬂ((N—l)gl+gz) +e—/i’((N—2)gl+2£2) +”“+e—ﬂ(2.91+(N—2).92) +e—ﬁ(gl+(N—l)gz) 4o PNe (111-2)
Ona:

Q) = e (1) el o g N Ia) g N (11-3)
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La sommation entre parenthéses est une progression géométrique de raison e 2%
On obtient donc :
1— e_ﬂ(N +1)(e2-&1)
N _ —fNg
QZ =€ ( 1_e—ﬁ(a‘2—sl) (“I-4)

Pour des raisons de simplicité, mais sans perte de généralité, on pose, dans ce cas,

I’énergic du premier niveau égal a 0 (& =0) et celle du deuxiéme niveau égale a¢
(¢,=¢), La fonction de partition pour un systtme de deux niveaux d’énergie

équidistants vaut alors:

_ -B(N+l)e
Q) = (le—] (111-5)

1-e %

111-2-1-2 L’énergie interne :

L’énergie interne est donnée par la relation :

N
us =—a'°aLﬂQ2 (111-6)
qui conduit a :
.y N+1 efﬁ(N+1)5
us =& _(N+2)ee 7 (11-7)
2 1_e Pe 1_e—ﬂ(N+l)a

On définit le paramétre a :
a=pLPe=¢elKkT (11-8)
I’énergie interne, pour deux niveaux d’énergie, devient :

us ae?® a(N +1)(-:‘_(N+l)a
ﬁzl_e—a - 1_e—(N+1)a (Ill-g)
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111-2-1-3 Capacité calorifique :

En utilisant la relation (11-9), la capacité calorifique, a volume constant, pour ce systeme

a deux niveaux, s’écrit .

C:VC2 aze_a a2 ( N +1)2 ef(NJrl)a

= - 111-10
k (1_ o2 )2 (1_ o (N+a )2 ( )
111-2-2 Ensemble grand canonique :
I11-2-2-1 Grand fonction de partition :
La fonction de partition de I’ensemble grand canonique a pour expression :
Zo =[1¢" =[]——r (11-11)
: Al ze A
Pour deux niveaux d’énergie, la fonction de partition devient :
1 1
Z, = (1m-12)

€ 1-2 (1— ze‘ﬁ‘g)

111-2-2-2 L>énergie interne :

En utilisant I’expression de Z; donnée en (I11-12) et la relation (I-6), 1’énergie interne
s’écrit :
zee™ "

Uy =—"— 11-13
2 1_ Zefﬁg ( )

En adoptant la définition (I11-8) du parameétre a, on écrit:

a

U; _ zae”
KT 1-ze™

(I1-14)
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111-2-2-3 Capacité calorifique :

Pour déterminer la capacité calorifique a volume constant, il faut connaitre la variation
de la fugacité en fonction de la température T. Pour cela, on a besoin de dériver
I’expression du nombre de particules.

L’expression de nombres de particule pour le systéme a deux niveaux d’énergie s’écrit :

(111-15)

Le nombre de particules étant constant, sa dérivée par rapport a la température est

nulle. On peut écrire :

oN oN oz OoN oca
—| = ——+ ——==0 (11-16)
oT |yv oz oT oa oT
CL PSP (@j——ze 2(_—6‘) (11-17)
(T TR
On peut en déduire la variation de la fugacité en fonction de la température T :
ae™®
2
T(0d 1-ze™*
_(a_;jz_ ( ) (111-18)
z 1 e’

2T “a\2
(-2 (1-ze*)
Pour définir la capacité calorifique pour I’ensemble grand canonique a deux niveaux

d’énergie on utilise la relation (II-9).

L’expression de la capacité calorifique a volume constant devient :

o aze™® T(aszrazea
c,, aze* z\ oT

R (1_Ze_a)2 (11-19)
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I11-3 Systéme a trois niveaux:

Nous utilisons maintenant des systémes a trois et quatre niveaux d’énergie,

chacun contenant N particules.

111-3-1 Ensemble canonique :

111-3-1-1 La fonction de partition pour trois niveaux d’énergie équidistants:

—@® OO — k c=p4
—@ 9@ — | b=ps

— 0000 — i a=p

I, j et k sont les nombres de particules qui pouvant occuper respectivement les niveaux

a, betc,telsque:i+j+k =N

D’aprés (I11-1) on peut écrire la fonction de partition sous la forme :

N—i

N S o
Q:;\‘ :Zze—(a.ler.JJrc.(N—l—J)) (|||-20)

i=0 j=0

[—

En prenant trois niveaux équidistants : g, =0,¢, =¢ et g;,=2¢0na:

N

Q= > ey (11-21)

N Nei
i=0 j=0

111-3-1-2L’énergie interne :

L’énergie interne s’écrit :
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u$ =122 : (111-22)

=3 —gq0i= (111-23)

111-3-1-3Capacité calorifique :

La capacité calorifique, & volume constant, pour trois niveaux équidistants est donnee

par la relation :

N—

N
2 i=0 J:0

=a
N

2 N N-i N N 2

2N 2|_J —a2N 2i— Jzze a(2N-2i-j) (ZZ N — 2|—J) —aZN 2i— j)j

k [ize 2N —2i— JJ
i=0 j=0

]: i=0 ]

C
Cv3

111-3-1-4L.a fonction de partition pour quatre niveaux d’énergie équidistants :
On consideére un systéme a quatre niveaux d’énergiea,b,c et d sur lesquels on répartit

N bosons.

—— 09— k c=ps

—0 0000 — i a=p

65

(111-24)



Chapitre Il : Comparaison ensembles canonique et grand canonique pour 1’étude de systémes de bosons

I, J, k et | sont les nombres de particules qui peuvent occuper respectivement les

niveauxa,b,c et d,telsque: i+ j+k+I=

De maniére générale, la fonction de partition @ N particules s’écrit sous la forme :

N N-i N-i—j

z ~ (ai+h. j+ck+d.(N-i-j-k)) (”I'25)

i=0 j=0 k=0

=

Sig, =0,¢,=¢, & =2¢ et g, =3¢ (niveaux d’énergie équidistants), nous avons :

N ENG! 3N-3i-2jk
Y= g PeEN-S21) (111-26)
0

i=0 j k=0

N
o

111-3-1-5 L’énergie interne :

L’énergie interne prend la forme :

N N—-iN-i—j
ZZ 8 3N 3i—-2]j k) Be(3N=3i-2 j—k)
U4C _ =0 j=0 k=0 N N—i N—i—j (111-27)
Z o fe(3N-3i-2jK)
i=0 j=0 k=0

N N—i N-i—j
. z (3N 3j 2J k) -a(3N-3i-2j-k)
U, i=0 j=0 k=0
ﬁ_a LG aanosizjk) (1-28)
e e
;jo k=0

111-3-1-6 Capacité calorifique :

Elle a pour expression :

66




Chapitre Il : Comparaison ensembles canonique et grand canonique pour 1’étude de systémes de bosons

i 2

N N=i N=i-j o 2 a(3N-3i2ik N NSNS C 3N-3i-2j-k
DY S (3N-3i-2j-k) e NI N (3N —3i—2j—k)e V=21
_g2| 2% e | 2% i (1m-29)
Aok =k —a(3N-3i-2jk) iNfiNfH —a(3N-3i-2jk)
e e
;:j:o k0 i0 j-0 k=0

111-3-2 Ensemble grand canonique :
111-3-2-1 La grand fonction de partition :

D’apres (I11-12), la grande fonction de partition, pour trois niveaux d’énergie, s’écrit :

1 1 1

Ze = (1-2) (1-ze ) (1-ze**) (11-30)

111-3-2-2 L’énergie interne :

En utilisant (I11-14), 1’énergie interne de 1’ensemble grand canonique devient :

e 2gze7¥*
us= + 11-31
P ol-ze” 1-ze (31

En multipliant par 8, U devient :

U; zae™ N 2aze™

=8 _ 11-32
kT 1-ze?® 1-ze™ ( )
111-3-2-3 Capacité calorifique :
L’expression du nombre de particules est :
2 1
N=S—— 111-33
iZ_O: 1—ze 7 ( )

On utilise (11-9), et on dérive le nombre de particules pour trouver la variation de la
fugacité en fonction de la température T :

On utilise (I11-16), nous trouvons :
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1 2e7?

I(ﬂj:_ae—a (1-ze*) (1-2™) (111-34)
oT .

-a -2a

z
e

(1-z)’ ' (1- ze"”‘)2 ’ (1— ze’za)2

La capacité calorifique, & volume constant, grand canonique a pour expression :

% Toz| zae™® . 2zae™*® |4 za’e™ ., 4za2e’2"‘2 (111-35)
k zol (1—ze‘a) (1—ze‘za) (1— ze""‘) (1— ze‘z"")

111-3-2-4 La grande fonction de partition :
La grande fonction de partition, pour quatre niveaux d’énergie, s’écrit :

__1 1 1 1 _
% ) (e ™) (e ™) e ] (11-36)

111-3-2-5 L’énergie interne :

En utilisant (I-6), I’énergie interne s’écrit :

o zee”  2g7e¥F  3gze
U, = -+ wy e (In-37)
1-ze 1-ze 1-ze

En multipliant par # nous avons :

G -a -2a -3a
U_4: Zae . 2azeizé1 N 3aze _ (11-38)
kT 1-ze 1-ze 1-ze

111-3-2-6 Capacité calorifique :
De la méme maniére nous dérivons 1’expression du nombre de particules pour trouver la

variation de fugacité par rapport la température T donc:

L’expression du nombre de particules est :
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3
1
Ne=S = 11-39
; 1—ze ¥ ( )

En utilisant , (111-16), nous trouvons :

Y + 2a\? + 322
1(2) . (1—ze ) (l—ze ) (1—ze ) (11-40)
z\oT

La capacite calorifique grand canonique est telle que:

Cé, Toz| zae™ 2zae™ 3zae™ za’e™® 4za’e?*  9za’e™
S _Toa + + + + = (111-41)

N2 0a\2 a2 o\2 _ 2+ _
k zol (1—zea) (1—ze2a) (1—ze3"") (1—zea) (1—ze2'°‘) (1—ze3a)

I11-4 Les écarts relatifs :

e Energie interne : Nous calculons I’écart relatif de 1’énergie interne pour

différent nombre de niveaux d’énergie (deux, trois et quatre niveaux).

ué-us
AUU” = “UG . (111-42)

n n

e Capacité calorifique : Nous calculons aussi I’écart relatif de la capacité

calorifique a volume constant pour deux, trois et quatre niveaux d’énergie.

cé —c¢
n L 70 7 (111-43)

vn vn

AC,
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111-5 Calculs numériques :

Nous avons établi un programme fortran pour déduire les écarts relatifs pour
I’énergie interne U et la capacité calorifique C, pour ces systéemes a deux, trois et quatre
niveaux d’énergie équidistants. Pour un nombre de particules connues, on donne des

valeurs a a et on ajuste la valeur de la fugacité pour obtenir le nombre de particules

fixé & une valeur mésoscopique allant de 10> & 10°. Pour les faibles valeurs de a et
quand le nombre de niveaux augmente, les sommations se font sur des nombres trés

grands et le calcul dure longtemps. Les résultats obtenus sont donnés sur les figures

qui suivent.
0,375 - . . n 0375
a A
0,300 / \\ 0,300
7
/ |
[
.o
N=10 [ J
A \
0,225 - [ | / 0,225

0,150 4 0,150

0,075 4 0,075

0,000 : R 70,000 4 : : ;
1 10 100 1000 10 100 1000 10000
1

fig 111-1 Variation des écarts relatifs moyens de I’énergie et de la capacité calorifique, a

volume constant, en fonction de la température T pour N =10%et N =10°

(Systeme a deux niveaux).
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0375 : : N 0375
—a— AU/U
—4— ACvV/Cv
a - a J—
FAY AN
[ \
0,300 1 | \ 0,300 1 [
s &
/ /
. fot
N=10 Z &
0,225 - 0,225 - ‘
0,150 0,150 -
0,075 - 0,075 -
0,000 : : 0,000 -y : : .
100 1000 10000 100000 1000 10000 100000 1000000
-1 -1
a a

fig 1112 Variation des écarts relatifs moyens de I’énergie et de la capacité calorifique, a

volume constant, en fonction de la température T pour N =10%et N =10° N =10°
(Systéme a deux niveaux).

0,375 T T T 0,375 T T AUIT™
—4— ACVICV|
a 2| a P
A
il A
0,300 - / 0,300 - [
7 ¢
| /
J |
I [
N=10° 1
0,225 ‘ | 0,225
/ 4l [
[ | i
| [
/ |
/
/
0,150 4 / 0,150
: 3
\
s
0,075 i | 0,075
0,000 —+ T = T T 0,000 T T T
10000 100000 1000000 1E7 100000 1000000 1E7 1E8
1 -
a a

fig 111-3 Variation des écarts relatifs moyens de 1’énergie et de la capacité calorifique, a

volume constant, en fonction de la température T pour N =10°et N =10
(Systéme a deux niveaux).
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0,375 1 T T T
—A— AUV
—4A—ACV/C

0,300

0,225

0,150

0,075

0,000
1000000 1E7 1E8 1E9
1

fig 111-4 Variation des écarts relatifs moyens de 1’énergie et de la capacité calorifique, a

volume constant, en fonction de la température T pour un systéme & deux niveaux
d’énergie ( N =10° )

Cas d’une trois niveaux d’énergie équidistants :

—a— AU

0,25 A —a— ACvV/Cv

0,25 4

0,20
0,20 4

0,15 015 4

0,10 0,10 4

0,05 0,05 4

0,00 .

. . 0,00
10 100 1000

fig 111-5 Variation des écarts relatifs moyens de I’énergie et de la capacité calorifique, a

volume constant, en fonction de la température T pour N =10%et N =10%dans le cas d’un

systeme a trois niveaux d’énergie.
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0,25 4

0,25

0,20

0,20

0,15

0,15

0,10

0,10

0,05 -

0,05

T
1000000

T
100000

. 0,00
100000 1000
-1

0,00

fig 111-6 Variation des écarts relatifs moyens de I’énergie et de la capacité calorifique, a

volume constant, en fonction de la température T pour N =10*et N =10° dans le cas d’un

systeme a trois niveaux d’énergie.
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fig 111-7 Variation de I’écart relatif moyen de I’énergie et la capacité calorifique, a volume
constant, en fonction de la température T pour un systeme a trois niveaux d’énergie( N =10° )
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Chapitre Il : Comparaison ensembles canonique et grand canonique pour 1’étude de systémes de bosons

Cas d’une quatre niveaux d’énergie équidistants :
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fig 111-8 Variation des écarts relatifs moyens de 1’énergie et de la capacité calorifique, a

volume constant, en fonction de la température T pour N =10%et N =10°dans le cas d’un

systeme a quatre niveaux d’énergie.
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fig 111-9 Variation des écarts relatifs moyens de I’énergie et de la capacité calorifique a volume

. , R . . Yy . _1n4
constante en fonction de la température T pour un systéme a quatre niveaux d’énergie N =107,
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Chapitre Il : Comparaison ensembles canonique et grand canonique pour 1’étude de systémes de bosons

Les courbes obtenues ont des allures gaussiennes pour les écarts relatifs moyens
de I’énergie dont les maxima sont autour de 21%, 17% et 13% pour deux, trois et quatre
niveaux d’énergie respectivement. Ces maxima sont tels que le produit NT™ est
constant. Pour la capacité calorifique a volume constant, nous constatons que les allures
des écarts relatifs moyens ont des maxima et minima. Ensuite 1’écart relatif moyen de

la capacite calorifique a volume constant croit uniformément pour redevenir constant a

la méme valeur maximale. Ces maxima T,"et minima T,' sont tels que le

produits NT, et NT,™ respectivement sont constants. La valeur du minimum de C, est

proche de zéro.
En tracant les maxima des écarts relatifs moyens de 1’énergie en fonction de niveaux

d’énergie, nous trouvons la courbe ci-dessous :

0,22 -
0,21
0,20
0,19

0,18

0,17

Max(aU/U)

0,16

0,15

0,14

0,13 T T T T
2,0 2,5 3,0 3,6 4,0

Nombre de niveaux d'énergie

fig 111-10 Variation du maximum de I’écart relatif moyen de 1’énergie en fonction du nombre

de niveaux d’énergie.

Discussion :
» La variation du maximum de I’écart relatif moyen de I’énergie décroit

uniformément en fonction de nombre de niveaux d’énergie.
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Chapitre Il : Comparaison ensembles canonique et grand canonique pour 1’étude de systémes de bosons

» Quand le nombre de niveaux d’énergie augmente, les deux ensembles canonique
et grand canonique conduisent a la limite thermodynamique.

» Quand le nombre de niveaux d’énergie est faible, I’ensemble canonique et
I’ensemble grand canonique sont sensiblement différents [Kes10, Meh10], ce

qui n’est pas en accord avec les chercheurs [Kos08].

Conclusion :

Nous avons considéré des systemes bosoniques a faible nombre de niveaux
d’énergie (deux, trois et quatre niveaux). Nous calculons la fonction de partition
canonique dans ces cas. Nous en déduisons I’énergie moyenne et la capacité calorifique
de ces systemes. Nous comparons les valeurs obtenues a celles qui découlent d’un
ensemble grand canonique, de méme nombre de particules (en moyenne). Nous avons
tracé la différence relative de ces énergies et de ces capacités calorifiques, a volume
constant, en fonction de la température T, pour différents niveaux d’énergie et pour
différentes valeurs du nombre de particules. Les courbes obtenues ont des allures
gaussiennes pour 1’énergie interne et pour les différents nombre de particules dont les
maxima sont tels que le produit NT™ est constant. De méme pour 1’énergie, la capacité
calorifique, a volume constant, présente des maxima et des minima en fonction de la
température. Puis la capacité calorifique, a volume constant, croit uniformément pour
redevenir constante. A faible nombre de niveaux d’énergie, I’ensemble canonique et
I’ensemble grand canonique sont différents. Cette différence décroit quand le nombre de
niveaux d’énergie croit et tend vers la limite thermodynamique. Nous en concluons
que les énergies moyennes et les capacités calorifiques, déduites des ensembles
canonique et grand canonique, peuvent différent sensiblement pour les systemes a faible
nombre de niveaux d’énergie, ce qui n’est pas en accord avec les chercheur [Kos08].
Par contre, au vu de la diminution du maximum de I’écart quand le nombre de niveaux
augmente, on peut en déduire que les deux ensembles canoniques et grand canonique
sont équivalents a la limite thermodynamique pour les systemes a nombre infini de

niveaux d’énergie, ce qui est alors en accord avec les conclusions de la littérature.
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Conclusion :

Apreés avoir rappelé quelques genéralités sur les statistiques quantiques, en
particulier le formalisme de I’ensemble canonique qui est adapté a I’étude des systémes
en statistiques quantiques, nous avons présenté notre travail. Notre travail se compose
de deux parties.

Dans la premiére partie, nous avons étudié un systéeme de bosons libres dans une
boite & une, deux et trois dimensions. Nous avons considéré 1’expression du nombre de
particules N, de 1’énergie totale U et de la capacité calorifique, a volume constant, C,.
Le calcul de ces grandeurs est basé sur des sommations sur les niveaux d’énergie. Ces
sommations sont effectuées par trois méthodes différentes :

» une méthode basée sur des sommations discrétes sur les niveaux d’énergie.

» une méthode basée sur une approximation dite classique ou I’énergie de 1’état
fondamental est prise nulle et les sommations discrétes remplacées par des
intégrales. Cette méthode est celle qui est appliquée dans les travaux cités dans
la littérature.

» une méthode basée sur une approximation que nous proposons ou les
sommations sont remplacées par des intégrales et ou 1’énergie du fondamental
est prise non nulle.

Nous comparons les résultats donnés par ces trois méthodes.

v" Dans les cas a une et deux dimensions, la littérature donne des résultats qui
divergent a basse température. Notre approximation donne des résultats qui ne
divergent pas et qui restent toujours proches de ceux donnés par les sommations
exactes.

v Dans le cas de la boite a trois dimensions, notre approximation conduit a des
résultats toujours proches de ceux des sommations exactes ; ceux de la littérature
en sont proches a haute température et s’en ¢€loignent sensiblement a basse
température.

Notre approximation s’est toujours avérée meilleure que celle de la littérature.

La deuxieme partie de notre travail est liée a I’équivalence ensemble canonique-
grand canonique. Les systemes quantiques (bosons et fermions) sont étudiés dans
I’ensemble grand canonique car la fonction de partition canonique est difficile a calculer
alors que la fonction de partition grand canonique est plus aisée a exprimer. Les deux
ensembles sont supposés conduire aux mémes résultats, au moins dans la limite
thermodynamique (nombre de particules infini). Nous avons considéré des systémes de
bosons a faible nombre de degrés de liberté. Nous arrivons a calculer la fonction de
partition canonique dans ces cas. Nous en déduisons 1’énergie moyenne et la capacité
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Conclusion générale

calorifique a volume constant par I’ensemble canonique. Nous comparons les valeurs de
ces grandeurs a celles déterminées par I’ensemble grand canonique. Nous avons
constaté que deux de ces valeurs ne sont pas toujours égales : il existe un domaine ou la
différence relative peut atteindre 21% pour 1’énergie et 33% pour la capacité calorifique
a volume constant. Ces différences persistent méme pour N tres grand. Nous en avons
conclu que ces deux ensembles ne sont pas toujours équivalents et qu’il faut étre tres
prudent : il faut tenir compte du domaine d’étude pour des comparaisons.

Parmi les perspectives & ce travail, nous citerons les comparaisons entre
ensemble canonique et ensemble microcanonique ainsi que les comparaisons entre
ensemble grand canonique et ensemble microcanonique. La détermination de fonctions
de partition canoniques pour les systemes de bosons et de fermions dans des cas
généraux en tenant compte d’interactions serait aussi trés intéressante.
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Appendice : A

Fonction de Bose :

Les fonctions de Bose sont notées g, (2) (n>1), elles sont définies sur I'intervalle[0 1],
sur lequel elles sont croissantes, par :

Sachantque z<1,0na:

Elles ont les propriétés suivantes :

a9,(z) 1

* oz :Eg“’l(z)

e Pourz<l, g,(z)~z2

e Pourz=1,g,(1)=cst quand n>1
Par exemple : g,,,(1)=2.612, g, (1)=1.341 .
g, (1) diverge pour n<1

Les variations de g,,, (z)avec z sont représentées sur la figure ci-dessous

2,612 vt

93,(2)

0,000
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Appendice B

Expression de la capacité calorifique, a volume constant, dans I’approximation
classique :

Lorsque la température T est supérieure a la température de condensation (T > TC) :

I’expression du nombre de particules dans une boite a trois dimensions de volume V
s’écrit sous la forme :

Vv

N :_393/2(2) (B-1)
ﬂ’dB

L’expression de 1’énergie interne est :
3V

U v KTgs/, (2) (B-2)

dB

On peut éliminer L3 de (B-1) et (B-2), ce qui donne I’expression suivante de 1’énergie
dB
interne :

U :§Nk_|_gs,2—(2) (B-3)
2 93/2(2)

On définit I’expression de la capacité calorifiqueC, , a volume constant, qui est calculée
pour N etV constants par C, :a—U
T |ny
En utilisant la relation, (B-3) nous trouvons :
z z
V| 3Nk Gso(2) 37 0 (95’2( )]2 (B-4)

Ml 2 0yp(2) 2 oz 9s,(2) ) oT

On cherche aa_'zr . On dérive la relation (B-1) par rapport a la température T et on aura :

i g3/2(z) :0
oT\ A%

Ce qui conduita :

og yA 323.0T

?g;T()ij'B :_gs/z(z);% (B'S)
09,,(z) 1 0z .

Sachant que ; =223/ — — z)— eten utilisant (B-5)on a:

oz _ 32 9s(2) (B-6)

aT 2T g9,,(2)
Le deuxiéme terme de (B-4) conduit a :

0 (gs/z(z)]:1[95/2(2)_91/2(Z)gs/z(z)] (B-7)

| 9.0(2)) 2 9. (2)

0z

On replace (B-6) et (B-7) dans (B-4), et on en déduit I’expression de capacité
calorifique a volume constant
&=§(5 95/2(2)_393/2(2)] (B-8)
Nk 4 g3/2 (Z) g1/2 (Z)
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Appendice C

La sommation d’Euler Mac Laurin :

En mathématiques, la formule d'Euler Mac-Laurin (appelée parfois formule
sommatoire d'Euler) est une relation entre sommes discrétes et intégrales. Elle fut
découverte indépendamment, aux alentours de 1735, par le mathématicien suisse
Leonhard Euler (pour accélérer le calcul de limites de séries lentement convergentes) et
par I'écossais Colin Mac-Laurin (pour calculer des valeurs approchées d'intégrales).

Pour déterminer des développements asymptotiques de sommes et de séries, la forme la
plus utile de la formule de sommation est sans doute :

o0

b ¢ f f(b B,, 2k-1 2k-1
éf(n)~£f(x)dx+#+zm(f( '(b)-1* (@) (c)

=T

ou a et b sont entiers. Ce développement reste souvent valide méme lorsque I'on prend
les limites quanda — —o oub — +o0, ou les deux a la fois. B,, sont les polyndmes de

Bernoulli.

e Les premiers polyndmes de Bernoulli sont :

e Larelation entre les polynémes de Bernoulli et la fonction Zéta de Riemann est:

8, (1) ¢ (2k)2(2k)!

(C-2)
(2”)2k
En se limitant au premier ordre, on peut écrire :
b b
=[x dx+w (C-3)
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