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Introduction générale :

Congues a l'origine pour des phénomeénes de diffusion et des états d’équilibre, les séries de Fourier
décomposent une fonction en harmoniques. L’analyse de la fonction se faisait & travers les coéfficients
de Fourier et la synthése par la série de Fourier associée.

L’analyse temps-fréquence est un enjeu principal en traitement du signal. Pour étudier les signaux
transitoires, I’analyse fréquentielle utilisant la transformée de Fourier se devait d’étre aussi localisée
dans le temps. D.Gabor introduit, en 1946, une analyse temps-fréquence utilisant une fenétre tem-
porelle (fonction fenétre) pour localiser 'analyse de Fourier. L’étude compléte de la fonction nécessitait
le glissement de cette fenétre le long de ’axe temporel.

J.Morlet, en 1982, modifia les "ondelettes” de Gabor et fut a 'origine de 'apparition de ce nouvel
outil mathématique. La plus grande partie de la théorie des ondelettes, tant au niveau des idées
théoriques que des applications pratiques, était connue bien avant leur apparition comme nouvel outil
mathématique [K L95].

L’analyse multi-échelle dévoloppée par S.Mallat (1982),se retrouve déja dans les travaux
de Littlewood-Paley et Stein (1930 ).Elle vise la caractérisation des structures locales auxquelles la
transformée de Fourier ne pourrait pas accéder directement. La formule de A.P. Calderon est une

décomposition de I'identité et s’écrit pour toute fonction de f de L2 (R)
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A T'exemple de la synthése de Fourier, la fonction f se reconstruit par la superposition des %, ;.En
discrétisant cette formule, J. Morlet (1982) mettait au point un nouvel outil mathématique pour les
traitements numériques. Il permet I’analyse et la synthése des signaux transitoires. Cette situation
est fréquente en géomagnétisme et concentre une part importante de I'information.

Les données expérimentales sont systématiquement entdchées de bruit. Leur exploitation directe
est tres difficile dans certaines études (localisation et spécification des singularités géomagnétiques).

Le débruitage consistera alors a réduire au maximum ce bruit d’une part et a altérer le moins possible



le signal utile.

L’¢limination du bruit est congue comme une opération d’estimation d’une fonction inconnue a
partir des données bruitées. Différentes méthodes ont été développées suivant le type et 'intensité
du bruit pour trouver un estimateur de cette fonction. Les premiéres sont les méthodes linéaires.
Les limitations de ces techniques, particulierement leur manque d’adaptivité spatiale, ont conduit au
développement de méthodes non linéaires basées sur la décomposition en ondelettes orthogonales. Ces
méthodes sont spatialement adaptables et sont presque minimax sur de nombreux espaces fonctionnels
tel que 'espace de Besov, auquel appartient probablement le signal utile.

Le présent travail traite, dans la premiére partie, la procédure de seuillage introduite par Donoho et
Johnstone. Elle consiste a I’élimination du bruit par seuillage des coefficients d’ondelettes empiriques.
Ces méthodes de débruitage s’appliquent aux processus temporels contenant un bruit blanc gaussien.
Pour d’autres bruits tels que le bruit MA(1), AR(1) et ARMA(1,1), I’étude sera faite en utilisant un
seuillage & chaque niveau de décomposition des coefficients d’ondelettes.

Nous nous intéresserons, dans la partie suivante du travail, a la détection des singularités (locali-
sation) et a ’estimation de leurs régularités par la transformée en ondelettes continue.

Nous testerons les performances de ces méthodes de debruitage pour un bruit blanc (White
Noise),un processus Auto Régréssif (AR), Moyenne Mobile (MA) et un Auto Régréssif - Moyenne
Mobile (ARMA) . Nous appliquerons ces méthodes a la distribution des taches solaires sur 22 cycles
entre les époques 1754-1996 afin de mettre en évidence les singularités en rapport avec 'activité solaire
maximale.

Ce mémoire est organisé de la maniére suivante :

Le premier chapitre est consacré a la théorie des ondelettes ainsi qu’a ces principales propriétés.

Le deuxiéme chapitre abordera le probléme de I’estimation non paramétrique d’une fonction.

Dans le troisiéme chapitre, nous montrerons que les maxima du module de la transformée en
ondelettes continue sont liés aux singularités d’une fonction et que la décroissance du module de la
transformée aux fines échelles indique I'ordre des singularités.

Le dernier chapitre comporte ’application des méthodes, développées dans le deuxiéme et troisiéme
chapitre, a des données synthétiques et réelles et 'interprétation des résultats obtenus.

La conclusion générale souligne l'intérét de ce travail et propose des ouvertures pour un prolonge-

ment de cette étude.



Chapitre 1

Analyse temps-fréquence et ondelettes.

1.1 Introduction.

Les ondelettes sont nées d’une convergence entre les travaux mathématiques déja anciens et des
idées récentes mises en oeuvre par des spécialistes du traitement du signal .Elles conduisent & une
analyse temps-fréquence.

Dans ce chapitre, nous présentons la théorie des ondelettes ainsi que ses principales propriétés.
Nous verrons aussi qu’il existe des bases de L2 (R) dans lesquelles une fonction peut étre décomposée
en la somme de deux parties : une approximation & I’échelle voulue et des détails aux échelles plus

fines.

1.2 L’analyse d’une fonction.

1.2.1 Deéfinitions.

Pour caractériser a la fois la localisation temporelle et fréquentielle d’un signal f, il faut le
décomposer sur des fonctions de base concentrées a la fois en temps et en fréquence. Pour définir
ces fonctions, il faut partir d’une fonction ¢ de L% (R) appelée ondelette mére. Elle doit vérifier les
proprietés suivantes:

e Elle doit étre oscillante : condition d’orthogonalité entre les ondelettes et les mondémes de degrés

d’ordre m-1.

+o0
/ thp(t)dt =0, pour k=0,..,m — 1.
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e Elle doit étre localisée c’est-a-dire ¥ et ses dérivées jusqu’a l'ordre m sont & décroissance rapide

La famille d’ondelettes s’obtient en appliquant a ’ondelette mére o :

1/ L’opérateur de dilatation D,, défini par :

Dublt) = Z=0(7) = (1)

ou a € R représente le facteur d’échelle (ou de dilatation). Plus sa valeur est grande, plus

Pondelette 1) est dilatée et étirée suivant ’axe du temps (voir figure 1.1)

2/ L’opérateur de translation Ty, défini par :
Typ(t) = Y(t —b) oubeR.

L’ondelette 1 est ainsi translatée d’une quantité réelle b suivant ’axe du temps t (voir figure

1.1).
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Figure 1.1 . Ondelettes avec différents facteurs d’échelle et de translations

L’ondelette effectue ainsi un “Zoom” sur n’importe quel phénomeéne intéressant d’une fonction a
une échelle a au voisinage du point b.
La recherche tant théorique qu’appliquée sur les ondelettes, a permis la définition et la construc-

tion de plusieurs ondelettes. Chacune d’elles étant adaptée a des applications bien précises. Parmi



ces ondelettes, citons 'ondelette de Morlet, Meyer, Coifman, Daubechies, et celle dite “Chapeau
Mexicain”.

La selection de I'ondelette a utiliser dépend du type d’analyse & réaliser et du signal a étudier.
Toutefois, nous pouvons citer trois propriétés essentielles que doit posséder I'ondelette; la régularité,

l'ordre des moments nuls et la compacité du support.
A partir d’une famille d’ondelettes, on peut obtenir une décomposition multi-échelle de la fonction

f dans L2 (R) par la transformation en ondelettes continue. Nous la définissons par le produit de

convolution :
wf (a,b) = f*v, (D).

Cette transformation permet une représentation bidimensionnelle temps -fréquence d’une fonction
unidimensionnel. Lorsque le facteur d’échelle a tend vers zéro, la décroissance de ces coefficients
caractérise la régularité de f au voisinage de b. Ceci est trés utile pour détecter des phénomeénes
transitoires.

Le schéma ci-dessous montre que la corrélation entre le signal & analyser et la famille d’ondelettes est

maximal, lorsque la dilatation de I'ondelette coincide avec une constante de temps présente dans la

signal.

Dilatation Transformée en ondelattes

_/\/\_ l‘

iy

. g

5

%% -T. Bonne r:orréli';-.m f
2t "“‘QH!

\ — temps
corrélahon —/\/’W\/W _

signal a analyser

Figure 1.2 : La transformée en ondelettes est une carte de coefficients, de corrélation entre

la famille et le signal & analyser

1.2.2 Propriétés :

La transformée en ondelettes présente les propriétés suivantes :



e Linéarité :
w{af + Bg}(a,b) = awf (a,b) + pwg (a,b) Va,B €R
e Commute avec translation :
w{Th [} = wf (a,b—bo)

e Commute avec dilatation :

w{ Dy [} = wf (i,ﬁ) a0

ap ao

1.2.3 Localisation temps - frequence (Principe d’incertitude )

La propriété de localisation temps-fréquence est limitée par le principe d’incertitude de Heinsen-
berg.

Soit £y et &, les valeures moyennes de ¢ et § pour les mesures de probabilités:

1 1 - 2
TGN i Gl
t =+/oot\w<t>12i JY: =7§@<£>\2 =
) otz 9]

On appelle les écarts types (ou durées utiles) de I'ondelettes ¢ en temps Aty et en fréquence A&y

les quantités définies par :

+o0 1/2
dt
Aty = / £ty o (1) 2 2
J 1ol



et

+o00 1/2
L2 de
A, = _/OOK_WWO) ol

Si v est a support compact alors 1Aﬂ est analytique et ne peut pas s’annuler idendiquement sur un
intervalle, sans étre nulle identiquement. Plus precisement nous avons:

Théoreme.(K.L)

Soit 1 € L? (R), ¥ # 0, alors Aty Ay > %

et la valeur minimale est atteinte pour les gaussiennes.

Remarque.

Cette inégalité n’a de sens que si 1 appartienne a l’espace de Hilbert H défini par 1 )

H= <f €l? /afel?etéfe L2) muni de la norme <||f||§ + [l 2 + Hngj) /

L’information sur le comportement de f analysée par 1) sera connue a la résolution a.Atydans le
domaine temporel et & la résolution é.Afw dans le domaine fréquentiel.

Le principe d’incertitude de Heinsenberg, exprimé par le produit de ces résolutions, s’écrit :

WNTENIES (L.1)

Nous remarquons que ce produit est indépendant de 1’échelle. La résolution temporelle n’est pas
constante dans le demi-plan temps-échelle . Conformément au principe d’incertitude (1.1), la résolution
fréquentielle varie également en fonction d’échelle. Par ailleurs, si on réalise une comparaison entre
la pavage du plan temps-fréquence réalisé par la transformée de Fourier a fenétre glissante ou on
a At.AE > % et le pavage du plan échelle-fréquence introduit par la transformée en ondelette, le
deuxiéme n’est pas régulier [GY94]. La précision en temps et en fréquence est variable en fonction de
I’échelle a. Cette propriéte de la transformée en ondelettes continue permet ’analyse des processus

temporels non-stationnaires.

1.2.4 Ondelettes et moments.

L’une des principales caractéristiques de la transformation en ondelette est de révéler 'aspect
irrégulier des signaux [MH92|. Elle présente aux fines échelles des coefficients de grande amplitude 1a ou
le signal est irrégulier, et des coefficients trés petits 14 ot il est régulier. La sensibillité de la transformée
en ondelettes aux comportements irréguliers est obtenue en imposant une condition d’orthogonalité

entre les ondelettes et les polyndmes. C’est la condition de nullité de moments. L’utilisation d’un

10



nombre de moments nuls élevé se répercute sur 'augmentation du support de 'ondelette. Pour cela,

on se limite dans le choix du nombre de moments nuls pour préserver la propriété de localisation.

1.2.5 Meéthode de calcul d’un coeflicient en ondelettes.

Soit f un signal & analyser. Nous prenons l'ondelette de Morlet comme ondelette meére 1, carac-

térisée par une fréquence —. Nous centrons sur une valeur du temps b et nous multiplions le signal f
a

par les valeurs de 1. L’aire P est égale au coefficient d’ondelettes wf (a,b) correspondant & chaque

valeur de la fréquence 1/a et du temps b [MJRS&7] (voir figure 1.3).

Figure 1.3 : Mesure du coefficient wf (a,b).
1.3 Formule de reconstruction.

Il est possible de reconstruire le signal initial & partir de sa transformée en ondelettes.
Théoréme :(GIW90)

Soit ¢ une fonction, appelée ondelette mére, vérifiant les conditions suivantes :
Flof )
i/ / d\ = Cy < 400. ( Condition d’admissibillité)

i/ [[¢lly =1,

11



On définit alors les ondelettes de base par :

Yop (t) = %Tﬁ (t ; b) ¥(a,b) € R* xR.

Pour tout signal f € L2 (R), on considére ses coefficients d’ondelettes :

+oo
zwww—/f@mw@w

Alors, on a :

a- Conservation de I’énergie :

“+00 +00

+o0
1 2 dadb o 2
o [ [ mranrSE= [irora
Z00 0 —00

b- La formule de reconstruction :

+00 +00
1 dadb
=g [ [ wr@n.,n
—oo 0
7 dadb
2
au sens faible suwvant : si fo (t) = — / / wf (a,b) v, (t) a—2, alors  f. L f.
C¢ ’ a e—07T
—00 a>e

Démonstration :

Pour démontrer ce théoréme, donnons d’abord une autre expression de wf (a,b) :

+o0o
uﬁ@@z/f@%ﬂwﬁ

D’apres ’égalité de Plancherel-Parseval, il vient que :

+oo
wflab) = [ F©ba©d
puisque

Yoy (&) = Vae 2™ (ag) .

12



Il en résulte que :

+00
wf(ab) =a / 7 (€)1 (ag) -2
—Jﬂ[% (a)| (),

ou F est la transformée de Fourier inverse.

a/ Montrons la conservation de I’énergie :

T dadb [ d
[ [wreorSE= [ [|r[f©d]o] o
—oo 0 0 —o0

En utilisant ’égalité de Plancherel-Parsevel, on trouve :

+00 +00 +oo +oo 9 9
/u/mv oS = [ [ 7] o wof ey
0 —oo
D’otu, d’apres le théoréme de Fubini :
+00 +00 +00 +o0
[ [ s @orE e / / FOf - [i | gae
-0 0
o wmf
= [ |f(©) dad§
[ Z e
Par un changement de variable (A = af) :
+00 400 +o00 +00 |7 2
/ / wf (a, b 242 _/ Gl { QTA(/A;‘ D
Compte tenu de ’hypotheése i/ :
400 +00 +o00
//!wf @l =, [ |fef

Par conséquent :

“+o00 +o00

//!wf Qda‘”’—%/v (1) .

13




Ceci achéve une partie de la démonstration du théoréme.

b/ Montrons a présent ’autre partie du théoréme :
+oo

Soit J (a) = / wf (a,b) v,y () db, on a alors :

—0o0

Par conséquent :

Posons :
da A N 2, da
g=(t) = [ J(a) — = F1(€) |0 (ag)] e*medg—.
a!s ags 4 ‘ ‘ ¢
Puis montrons que :
h(Ee )= F(©). | (ag)| ne

est intégrable sur R X [a, +00[.par rapport a la mesure produit p ® %
a

+o0o +o0
| [meantae = [ [|7@)] [ emetag
—ooa>e —00 a>e
o el
:/‘f(g)‘/.—a dadt.
—00 a>e

14



En effectuant le changement de variable A = a&, on trouve :

//Ihea d&—/(f(/‘ dAde

—o0 a>e A>Ee
A€ + / (f(&)’ / '\wa)( dANdE.

—lWM/ ,M

A>Ee [€/>1 A>Ee

La premiére intégrale s’estime :
/) (/‘ d/\d§<0¢/’f
A>¢ee
=%/V@1Hm&ﬁ

D’apres I'inégalité de Holder, il vient par conséquent :

L b
/’f(ﬁ)‘ / T

-1 A>Ee

On en déduit donc :
/ ) / ’ d/\d§ < +o0.
A>Ee
Et la seconde

/‘ / |>\| ‘“dﬁ X / | |§|- / 5| ande

§1=1 l§1>1 A>ge

< [ PO

lg1=1

<[4 /ralwl
<24l /‘f )| e 51/2 —1|s|>1 (&) e}
= % fHJLZ’

15



car, par hypothése, on a : 1} =1.
. 5
A e
Donc / ‘f(f)‘ / o d\dé < 400, et par conséquent, il en est de méme pour
[€]>1 A>Ee

+o0 d

a
| [ oG

a
—o0 a>e

Ainsi d’apres le théoréme de Fubini, il en résulte que :

g (t) —70 / F(6) 4 (ag) 76t g

—o0a>e
= 7]8(5) eimet, / —‘w(jg’dadf
_iiew.
d ()] ol
[
10, (¢) = da= | . d\. On a alors :
ou aég a [0 )\de ‘)\‘ n a alors
_ A 2 ~ 2
ICof = geliZs = |Cuf = F(F00)| = |Fcui-to
= H.]E(Cw - 05) ;
o 2
= [1co-o-@F |F©) a
= [ le-s@r i) der
|€|<e=1/2 )
Cy=0: P |F (©)] ds
|[=e=1/2
Si |¢| < e~1/2, on peut donc écrire :
el
0 (€) > / RIS =Cy (¢)

D’ou
0<Cy—0-(§) <Cy—Cy(e). et Cy(e) = Cy quand € — 0.
D’autre part si |{| > ¢ — 1/2, il s’ensuit que 6, (§) > 0. Par conséquent 0 < Cy, — 0. (§) < Cy.

16



On en déduit donc que :

ICof — s < (Co=Co@F. [ |F@] de+c3 fo)| ae

|§l<e—1/2 |g]-e=1/2

0 <l [Cof ~ gl <l Cu—Co @ [ |FO drimed [ |Fef

lg]<e—1/2 lg]-e=1/2

Finalement lim._q ||Cy f — g€||li2 = 0. Ce qui conclut la preuve du théoréme.
La formule de reconstruction présente I'intérét de converger dans un grand nombre d’espaces fonc-

tionnels ou la transformée de Fourier est mise en échec.

1.4 Représentation temps-fréquence.

La représentation temps-échelle met en jeu deux opérations réciproques : I’analyse et la synthése.

1.4.1 L’analyse du signal par ondelettes.

Pour effectuer I’analyse du signal, on décompose en somme de constituants simples appelés fonc-
tions élémentaires.
Les fonctions élémentaires de 'analyse de Fourier sont les fonctions sinusoidales. Elles dépendent d’un
seul paramétre (la fréquence). La représentation temps-fréquences en ondelettes fait intervenir deux
paramétres a et b o a est lié a la fréquence et b au temps. Les coefficients wf (a,b) que 1'on affecte
a chaque fonction élémentaire 1, ; pour décomposer un signal quelconque donnent une information

directe sur les propriétés temporelles et fréquentielles du signal.

1.4.2 La synthése du signal par ondelettes.

On reconstruit le signal a partir des coefficients d’ondelettes wf (a,b) en effectuant la somme
en continu des termes wf (a,b) ¥, (t), pour toutes les valeurs des paramétres a et b de fréquence
et de temps. On doit donc disposer de la collection compléte des ondelettes v, , . Les ondelettes
fines et pointues permettent de reconstituer les détails fins et compliqués du signal, tandis que les
ondelettes larges et plates contribuent a ses traits grossiers. Mais cette procedure utilise beaucoup
trop de coefficients d’ondelettes. On peut pallier a cet inconvénient et reconstituer entiérement le

signal en se restreignant aux coefficients correspondant a un réseau de points convenablement choisis
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dans le plan temps-fréquence.

1.5 Décomposition d’une fonction en ondelettes.

Les informations contenues dans la formule de reconstruction sont largement redondantes. On
peut construire des ondelettes qui générent des bases orthonormées de .2 (R). La construction de ces
bases est liée a I’approximation multirésolution des fonctions.

Définition:
Une suite (Vj),.z de sous -espaces fermés emboités de L2 (R) est une analyse multirésolution si
elle vérifie:

: (0L , 2
i. jQZV] {0}; jLGJZV] est dense dans L* (R) .

ii. Vf€L?(R),Vj€Z, ona:
F(t) € V; & £(20) € Voo
iii. Vf€L2(R),Vk€Z ona:

fyeVoe ft—k)eW

iv. Il existe dans Vj une fonction ¢, appelée fonction d’échelle telle que la collection des

{¢(t — k) ,k € Z} soit une base de Riesz de Vp.

Rappellons qu’'une famille{e;} est une base Riesz d’un espace de Hilbert H si et seulement si les

deux conditions suivantes soient satisfaites :

e Les combinaisons lineaires finies g «aje; sont dense dans H.

)

e Il existe deux constantes positives finies c; < ¢y telles que pour toute suite (a; )on ait:

2
a(Y e < < oD Jai*)?
7 2 )

E Q€5
%

Les proprietés de I'analyse multirésolution traduisent de fagon intuitive qu’on a considéré une suite
de grilles discretes de pas régulier et variant d’un facteur 2 selon que la résolution est plus grande ou

plus petite.
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1.5.1 Espaces d’approximation et détail.

Dans les propriétés d’analyse multirésolution (V) ez il existe dans V{ une fonction ¢ dite fonction
d’échelle ou ondelette pere tel que la collection {¢ (t — k), k € Z} soit une base de Vj. Il s’ensuit que
la famille (27/24(27t — k), k € Z) engendrée par translation ( de paramétre k277) et par dilatation (par
le paramétre 27) de I'ondelette pére ¢ constitue une base pour I’espace Vj a échelle j.

La projetection de f sur 'espace de V; fournit sa décomposition sur la base de ces fontions d’échelles.
Cette décomposition constitue I'approximation de f a I’échelle j. En notant A; (f) la projection de f

sur I’espace d’approximation Vj, on aura
A () =D <10 = bin
k

Comme V; C Vj41,Vj € Z, il y a donc des fonctions dans V1 qui n’appartienent pas a V. Pour avoir
tous les éléments de Vi1, on a besoin de Vj et d’'un espace complémentaire. Soit W; le complément

orthogonal de V; dans V1.

Vi = V;aW
Ainsi L? (R) se construit comme somme directe des sous-espaces W,complementaires
orthogonaux des V;

+oo
L2 (R) = oW; = Vod(aW;).
—o0 >0

Les sous-espaces W; (appelés espaces des détails) ne forment pas une famille emboitée, mais les pro-
priétés d’invariance par dilatation d’échelle et de translation sont conservées. Sous ces conditions, on
peut montrer qu’il existe une focntion 1, appelée ondelette, qui par dilatation et translation engendre
une base orthonormée des W;, et par voie de consequence de L2.

Plus I’échelle j est fine plus 'approximation est précise. En passant d’une échelle j — 1 & une échelle
j, on rajoute des détails & 'approximation du signal. Plus précisémment, I’approximation & 1’échelle
j pourra donc étre reconstruite & partir de I'approximation & ’échelle j — 1 et des détails du signal

fournis par la projection orthogonale de f sur I’espace de détail W;_; (notée D; (f)) selon la relation

Aj(f) = Aj-1(f) + Dj—1(f),
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avec D1 (f) = Z <Lk = Vi
k
Nous verrons par la suite que ces approximations et ces détails sont déterminés par des filtres discrets

particuliers. On peut ainsi décomposer de fagon unique toute fonction f € .2 (R) en série orthogonale

F=>_Di(f).

jez
1.5.2 Base d’ondelettes orthonormeée :

Mallat et Meyer [LC95] ont construit différentes bases hilbertiennes de L2(R) a partir de ’analyse

multirésolution (V) La procédure de construction de base orthonormée d’ondelettes s’effectue de

=

la fagon suivante :

e Choisir une fonction d’échelle ¢ dans Vj engendrant par translation une base de V4.

e (¢, (t —k))rez est la base orthonormée deVj obtenue par la formule :

~

:

g) = Y
\/§ b€ + 26m)

e Définir Wy comme le supplémentaire orthogonal de Vy dans V.

e Obtenir une base orthonormée (¢(t — k))rez de Wy en choisissant ¢ (appelé ondelette) telle que

Y()=v2Y ()" h(-n—1)¢, (2t —n),

oth(—-n—-1)=<¢, (t+n+1),¢, (t/2) ~.

e Obtenir finalement une base orthonormée de L?(R) par :
Vi (1) = (27292t — k) jezpez (0t (d1 (t — k))kez U (¥4 (1)) >0, kez)-

Y. Meyer (1985) a prouvé que la famille d’ondelettes donnaient des bases conditionnelles pour les
espaces de Lebesque P (1 < p < +00), de Holder et de Besov By, (les espaces de Besov By, sont

des généralisations des espaces de Sobolev W = Bf'; et des espaces de Holder H* = ngﬁoo). Ainsi,
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on peut caractériser ces espaces fonctionnels par des modules des coefficients d’ondelettes. De telles

caractérisations se sont révélées trés utiles pour analyse des régularités des fonctions [MEY90] .

1.6 Algorithme pyramidal.

Nous avons donné le procédé permettant de construire la famille (¢, (t—k))rezU (¥} (t)) >0, kez

qui constitue une base orthonormée de L2(R). On peut alors écrire :

)= ale; () +> > diw; (t)

keZ >0 kez

I’algorithme pyramidal développé par Mallat permet de calculer les coefficients d’approximation a;,i et
les coefficients de détail (appelés coefficients en ondelettes) di en se basant sur I’analyse multirésolution
(V) ez MEY90).

Soit f € L2(R), alors

= Z agﬁbo,k (t)

keZ

D’autre part
Vo=V_1® W

Il vient que

Ao (f) =Aa(f)+D-1(f)

= Z allc‘b—l,k (t) + Z dllcw_Lk’

kEZ keZ

avec

aj ==<fid 1, -==f{), 2729 (27t — k)~
di, =< fi_yp === f(1),27 20 (27— k) >

Vu 'emboitement des deux sous-espaces d’approximation V_q et Vj, toute fonction de V_1 peut étre

exprimée en fonction de la base Vj. On peut écrire :

¢ (27t — k) Z<¢> —k),¢(t—n) > ¢(t—n)
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c’est-a-dire

ap == Liooapm =D <[00 == O bon -
n
= Za% < ¢_17k7¢0,n ~ -
n

Par un changement de variable adéquat, on en déduit que :

1 0
ap = Zan =< ¢O,n72k:7 ¢71,0 ~ -
n

Par analogie, il en résulte :

1 0
d, = Zan < Pon—aksV_10 ~ -
n
Si on pose

h(k) =< ok d_10 >~
g(k) =<, _10 > -

On aura

dj. :Zg(n—Qk)ag.

Les coefficients d’approximation et d’ondelettes a' et d' sont donc obtenus en convoluant a® respec-
tivement par h et J (iL et g sont les filtres symétriques de h et g).

Cette décomposition peut se généraliser facilement : A_; (f) se décompose en A_;_1 (f) et D_1_; (f)
(V_j =V_;_186W_;_1) le passage de la résolution —j a la résolution —j—1 s’effectue par 'intermédiare

des filtres h et §.

aifl = Zﬁ (n —2k) al,

d‘,i“ = Zg(n —2k) al,
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L’algorithme pyramidal de décomposition en ondelettes se présente schématiquement par :

Figure 1.4 : Principe de l'algorithme pyramidal

de décomposition de Mallat

Pour reconstruire la fonction f a partir de la décomposition, il suffit d’inverser le schéma précédent.

En effet, comme :
ij = V,j,1 D W,jfl.

On peut donc écrire :

6 (277t —n) =271 < g (27— k), ¢ (27— k) = ¢ (2791t — k)
+279IN " < (279t — k), (270 — k) - (279 — )

En introduisant les filtres h et g définis précédemment, nous aurons :

G_jn = Z h(n—2k)¢_;_1 )+ Zg (n—2k)v_;_4 ().
k k
D’ou :
al, = Eh(n — 2k) af:rl + Zg (n — 2k) dﬁl.
k k

L’algorithme de reconstruction se schématise donc de la fagon suivante :

h
&
g
AN
d! d? d3

Figure 1.5 : Principe de reconstruction de Mallat
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Les filtres h et g sont respectivement un filtre passe bas et un filtre passe haut, donc la reconstruction

d’une fonction sera gouvernée par ’équation suivante :

A= h(n=2k)A; 1 (f)+ > gn—2k)D_j1(f).
k

k
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Chapitre 2

Estimation non linéaire par ondelettes

orthogonales et réduction de bruit.

2.1 Introduction :

Dans ce chapitre, on présentera l’estimation fonctionnelle pour des problémes de regression non
paramétrique et ce, par I'utilisation des techniques adaptives et non linéaires, fondées sur les décom-
positions en ondelettes orthogonales. Plus précisément, on fera appel a la méthode de seuillage des
coefficients d’ondelettes empiriques. Il sera démontré que les estimateurs qui en découlent sont presque

minimax pour de nombreux espaces fonctionnels.

2.2 Meéthodes adaptives sur les espaces fonctionnels.

Soit X un signal bruité qui s’écrit comme la somme d’un signal déterministe S et d’un signal
parasite e (bruit ). Ces signaux sont de longueur n, sont representés par des vecteurs.
Supposons que la fonction inconnue S appartient a une certaine classe fonctionnelle F (C') .
Le probléme est de trouver un estimateur S* de S dépendant de X1, ....., X;, qui satisfait aux deux

critéres suivants :

~

(a) S* atteint (ou approche au mieux) le risque minimax :

R(n,F) =inf Sup R(S,S)
S SeF(c)
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(b) S* est aussi réguliere que S avec une grande probabilité.

Différentes méthodes ont été développées pour tenter d’apporter une réponse au probléme. Les pre-
miéres sont les méthodes linéaires. Malheureusement elles ne sont pas presque minimax sur une large
classe d’espaces fonctionnels. En effet, si on suppose que f appartient a espace de Sobolev W2 (c)
(m désigne le degré de différentiabilité et c la limite quantitative de la m*®™¢ dérivée), Efroimovich
et Al (1984) ont montré comment construire des estimateurs linéaires qui sont minimax sur une var-
ieté de classe W2 (¢) quand m et ¢ varient [DON95]. Ces méthodes sont asymptotiquement aussi
performantes lorsque m et ¢ sont inconnus que connus. Par contre, si on suppose que f appartient
a l'espace.Sobolev Wi, (¢) avec p < 2, alors les méthodes linéaires ne peuvent pas étre ni minimax
ni asymptotiquement minimax. De plus, si le type de régularité est inconnu, alors on ne sait pas
comment estimer adaptivement les fonctions régulieres [DJKP 95]. Ces limitations ont donc conduit,
il y a quelques années, au développement des méthodes non linéaires basées sur la décomposition en
ondelettes orthogonales pour trouver un estimateur qui vérifie les deux critéres ci-dessus. Contraire-
ment aux méthodes linéaires, ces méthodes sont spatialement adaptables. De plus, elles sont presque
minimax sur de nombreux espaces fonctionnels, tels que I'espace de Besov, auxquelles probablement

les fonctions non bruitées appartiennent.
2.3 Transformée en ondelettes d’un signal bruité.
La transformée en ondelettes maintient le modéle de regression non paramétrique inchangé :
w =+ N. (2.1)

ou p est un vecteur de coefficients d’ondelettes du signal utile S, N est la transformée en ondelettes

du bruit e et w sont les coefficients d’ondelettes des observations

w=WX
w=wWSs
N = We.

avec W est la transformée en ondelettes.
Il est facile de montrer que la matrice de variance covariance du bruit dans le domaine des ondelettes

Vp, = E (N.N") égale a :
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Vn =W QnWt

avec (0, est la matrice de variance covariance de e.

Si W est orthogonale et Q,, = 021, alors on a :
V,, = o2I,.

Ceci signifie que :
La transformée en ondelettes orthogonales transforme le bruit blanc (gaussien) en un bruit blanc

(gaussien).

2.4 Filtrage par seuillage des coefficients d’ondelettes.

L’analyse des coefficients en ondelettes d’un processus temporel bruité nous ameéne a déduire
que les petits coefficients sont dominés par le bruit et que les grands coefficients détiennent plus
d’information sur le processus que sur le bruit. En remplacant les petits coefficients par zéro, on
obtient un processus débruité. Différents types de seuillage existent, qui permettent d’effectuer ce tri
des coefficients, notamment le seuillage dur et le seuillage doux.

a- Seuillage dur ou ”hard thresholding”.
Le seuillage dur est le plus ”intuitif”. On se fixe un seuil A > 0, on ne conserve que les coefficients
d’ondelettes supérieurs a A et on met & zéro les autres :

Nous aurons donc le seuillage suivant :

N (W, A) = Lijy>ay (W)
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Coefficient
senille

-y _ oefficient

Figure 2.1 : Seuillage dur

Ce seuillage est discontinue.
b- Seuillage doux ou ”soft thresholding ”.

Dans le cas du seuillage doux, on met toujours & zéro les coefficients inférieurs & un seuil \. Par
contre, pour ceux supérieurs a A, on atténue I’amplitude des coeflicients par la valeur du seuil afin de

s’assurer d’avoir enlever 'effet du bruit méme pour les forts coefficients :

Ns (w7 )‘) = signw (’w| - >‘)+ :
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Coefficient
aenllé -

i oefficient

Figure 2.2 : Seuillage doux

Dans ce cas, la fonction de seuillage 7, (w, \) est continue et lipshitzienne.

Ce type de seuillage garantit la continuité de la transition.

2.5 La procédure du seuillage.

La méthode non linéaire (seuillage par ondelettes) a été introduite récemment pour trouver un

estimateur de S qui vérifie les propriétés a- et b- ci-dessus, cette méthode consiste a :

1. Appliquer aux n données la transformée en ondelettes discréte pour obtenir les coefficients

d’ondelettes (w;);, .
2. Appliquer le seuillage doux a chaque coefficient d’ondelettes empirique.
3. Calculer I'estimateur Sn a partir de la transformée en ondelettes inverse.

Contrairement aux méthodes linéaires, les estimateurs qui en découlent & partir de cette procédure
sont optimaux dans le sens suivant :
S (t) est aussi régulier que S (t), ce qui est traduit par :

Il existe une suite (m,),, telle que 7, — 1 quand n — 400, et une constante C' telle que :

Prob{HS'HBg’q <C ||S||Bg’q} > T
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En d’autres termes, si S est une fonction nulle (S (£) = 0,Vt ), alors S est aussi une fonction nulle.avec

une probabilité au moins aussi grande que 7.

2.6 Séléction d’une méthode non linéaire :

Donoho [DJ92] a démontré que si on suppose dans le modele (2.1), et que les p; sont des variables

aléatoires vérifiant :
Tlpa <c 2.2
7l , < (2:2)
ou 7 est une suite de moment définie par :

1/pAq ]
) Vi=1,..,n.

A
i = (Bl
L’estimateur 4* = (i17);, de la forme p* = §* (w;),Vi = 1,...,n, ot 0* est une fonction non linéaire

de wj, réalise le risque minimax bayesien défini par :

Ry (n,02,(c)) = inf sup {EWEM 16— M||12%}

H Tedg ,

et que l'utilisation de la fonction non linéaire ”seuillage doux” ou ”seuillage dur” fournit un estimateur
Bayesien presque minimax. Ce qui est traduit par le théoréme suivant .
Théoréme 1 : ([DJ92])

Soit le modele: w; = u; + ui, Vi = 1,...,n, et supposons que les p,; sont des variables aléatoires de
loi & priori m; € M3, ou Mg = {m : HTHbg,q < c}.

Alors, il existe deux constantes finies K (p A q) et K’ (p A q) telles que lon ait :

Ry s (n,02,(c)) <K (pAq) Ry (n,0%,(c))
Ry, (n, Sl (c)) <K'(pAq) R} (n, 05, (c)) )

avec Rj ¢ (resp R} ,;,) est le risque minimax Bayesien associé au seuillage doux (resp seuillage dur) et
O, (¢) est un corps de Besov.

Preuve :
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Notons :
_ (S) 2
r(Niymi) = Er By, 1057 (wi) — g

()
A

le risque de Bayes de 'estimateur 0 ; obtenu par seuillage doux avec un seuil A;.

On peut alors écrire le risque minimax Bayesien associé¢ au seuillage doux avec un seuil A = (\;);-;

comme :
n
Rp s (n.05,(c) = ingS}\l/Il) ZT (Ai, m5)
T (2.3)
= sup inf Z 7 (Niy 75) (d’apres le théoréme minimax)
AeMg, A
En posant :

Péquation (2.3) peut donc s’écrire :

R (n,05,) = sup (Z P (m)> (2.4)

«

»q» la borne supérieure est atteinte par

Grace a la semi-continuité p, et a la compacité faible de M
une certaine mesure 7* qui est la mesure & priori la plus défavorable pour les estimateurs obtenus par
seuillage [DJ94] :

n

Rps (n,05,) =Y _p. (7))
i=1

Par ailleurs, on définit le pire risque Bayesien du seuillage doux quand le moment d’ordre p est inférieur

a 7P par :

. s 2 A
Pripng (Tis 8i) = AE[IU{I-EOO] wup {E“Eui 5(&-) (wi) = i+ B I < 77 q}

avec s; = varNN;.

Pour comparer cette performance avec I'estimateur Bayesien minimax, on définit :

. TiySi
K (p A q) = sup uzna T2

, 2.5
Tissi Ppag (Ti> Si) ( )
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aveC pyg (7is5i) = it sup { Er, Ey, 16 (wg) — il Er, ] < 7).

Notons :

68 (wi) —

2
TA;png (Tis i) = sup {EmEui B |M|p/\q < Tf/\q} .

Soit 7* = (77),_; ,, une suite de moments associés a 7*, comme 7 € My et 7* € OF , par définition

de 7y, prg, OD @ :

Pa (7)) < T paq (775 80)

A partir des résultats établis ci-dessus, on peut alors écrire :

n
5s(m05,) = p.(x;) dapres (24)
=1

n
= Z p)\i,p/\q (7:7 Si)
1=1
n

< K(pAq) Z Pprg (T5,8:) d’aprés (2.5)
i=1

< K(pAq) Ry (n,05%,)

Ceci achéve une partie de la démonstration du théoréme 1. Pour I'autre partie, c’est-a-dire, pour le
cas du seuillage dur, on démontre de maniére similaire.

Remarque :

D’apres les évaluations numériques, il a été constaté que K (p) et K’ (p) sont inférieurs a 2,22,
Vp € ]0,+oc], la constante K (p) tend a étre petite que K’ (p) [DJKP95]. Le seuillage doux semble
avoir de meilleures propriétés statistiques que le seuillage dur.
Par conséquent, on appliquera le seuillage doux aux coefficients d’ondelettes avec un choix particulier
du seuil. La question qui se pose maintenant est de savoir comment choisir le seuil qui préserve autant
que possible I'information utile contenue dans le signal d’une part et d’autre part attenue le plus

possible le bruit. La réponse nous est fournie par la section suivante.

2.7 Choix de seuil.

Le seuillage est une technique d’estimation d’une fonction inconnue. En général, il n’est pas
possible de calculer I’estimateur qui minimise I’erreur quadratique moyenne , car on ne connait pas la

fonction sans bruit. Donoho et Johnstone [AA95]ont montré que des estimateurs obtenus par seuillage
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avaient un risque proche de la borne inférieure.
Dans cette section, nous supposons que le signal est contaminé par un bruit blanc gaussien de

variance 2.

2.7.1 Variance et biais.

L’étude faite par [JAS00] a montré que le choix du seuil est lié a la variance et le biais. En effet,
le risque de l’estimateur i, obtenu par seuillage avec un seuil A s’écrit comme la somme du biais et

de la variance :

~ 2 ~ 2 ~ ~ 2
Ellpy = pllz = 1B (ty) — pllz + Elloy — E (i)l

[~
I

Risk — Varance + Bias

e

Variance

Figure 2.3 : Variance, biais et risque en fonction des valeurs du seuil

On constate & travers cette formule (voir figure 2.3) que si le seuil est trés grand alors tout le bruit
est supprimé ainsi qu'une partie du signal utile. La variance de i, tend a étre trés petite mais le
biais est trés important. Les méthodes qui visent & enlever tout le bruit risquent d’éliminer une partie
importante du signal. Par contre, un petit seuil préserve le signal (la variance reste importante) mais
il est inéfficace pour I’élimination du bruit (le biais n’est pas important). D’ou le meilleur compromis

entre la variance et le biais est la valeur du seuil pour laquelle on a minimum de risque.

2.7.2 Comportement asymptotique du seuil au risque minimum.

Le comportement du seuil optimal quand le nombre de données tend vers l'infini est donné par
le résultat suivant :

Théoréme 2: ( [JANOO])

Si X minimise le risque R (\, ), alors 2 est asymptotiquement équivalent a o+/2logn.
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Donoho et Johnstone ont utilisé cette valeur asymptotique comme seuil, elle est connue sous le nom
du seuil universel.
On construit donc Pestimateur fi par seuillage doux des coefficients en ondelettes (w;);"; avec le

seuil asymptotique \; = o+/2logn, c’est-a-dire :

ot =mn, (w, U\/Qlogn>

Lemme 2 :
Soit (Xy),, une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées et de fonction

distribution F. Et soit M, = max{Xy/k =1,...,n}. On a alors pour toute suite réelle (\y)

n

lim (P(M,<\)))=¢ %< lim n(l—Fx(\))=a (2.6)

n—-+o00 n—-+o0o

Dans le cas particulier, A, = oy/2logn et Fx (z) = ® (z) est la distribution de la loi normale N (0, 0?),

on sait que :

1—®(x) ~o?Z (z) lorsque x — 4-00.
x

avec ¢ (z) est la densité de la loi normale N (0,0?).

On obtient donc

1 1
) B _ . 2 =
R R e R e

Il résulte de (2.6) que

lim P (Mn < \/210gn.a) =1.

n—-+o0o

Ce qui signifie qu’avec une probabilté proche de un, la bande définie par +o+/2logn englobe toutes
les réalisations du bruit (i.i.d)

Johnstone et al [DJ93] ont montré des propriétés optimales pour ce choix, parmi ces propriétés,
on a:
a- Imitation d’un estimateur d’oracle :

L’estimateur d’oracle est un estimateur construit connaissant la fonction recherchée. On le définit
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par :

avec 51 = 1{|Nz‘|>0}'
Notons R (OS,pu) = E||jn — u||§2 le risque idéal obtenu avec cet estimateur d’oracle. L’estimateur
réalise un résultat meilleur que les estimateurs obtenus par la méthode polynémiale par partie dotée

d’un oracle
R(S0,S) < (Ci+ CyLogn) R(PP,S),

ou C; et C9 sont des constantes réelles.
D’un autre coté, I’emploi du seuil universel donne des résultats aussi bon que la reconstruction séléctive

optimale.
o2
R(S},S) < (2logn+1). <R(SO,S) + ;) )
Il en résulte que :
R(S},S) < (Ci+ Cylogn)(2logn + 1) R(PP,S).

Ceci signifie que la procédure de seuillage par le seuil universel, en s’appuyant seulement sur les
données, atteint a un facteur (logn)2 pres les performances des méthodes polyndémiales équipées d’un
oracle.
b- La propriété minimax :

Les résultats précédents relient les performances du seuil universel & la séléction idéale des coeffi-
cients. Alors on se pose la question de savoir quand la reconstruction séléctive est une bonne méthode
pour la réduction du bruit. Nous devons nous attendre & de bons résultats quand la représentation en

ondelettes est éparse. C’est justement le cas des fonctions qui appartiennent a I'espace de Besov By,

Si une fonction S appartient a un tel espace, le risque de I'estimateur construit & partir de seuillage

doux avec le seuil universel, atteint a un facteur logarithmique prés le risque minimax :

. 2
Sy — SH]L2 < Klogninf sup E

N 2
g — SH . 2.7
Sn SEBg, " L2 2.7)

sup F
SeBg,
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On constate que lorsque n est grand, ’estimateur 5’}{ est loin d’étre un estimateur minimax. Afin
d’améliorer ce résultat un autre seuil a été proposé.
2.7.3 Reéduction du risque.

Pour réduire le risque, il faut essayer de trouver un seuil qui minimise I’erreur en moyenne quadra-
tique. Comme 'EQM dépend de la fonction inconnue f. On a donc besoin d’abord d’estimer cette

quantité.

a- Estimation de ’erreur en moyenne quadratique :

On consideére la fonction :
L. 2
FA) ==y —wle -
"’L n
L’espérance de cette fonction est :

1 ) .
EFW) =E |- lw = plle + Nl = alle +2 < (w = p) s (=) > 28)

. 2 .
= 0%+ R(jiy, ) = —E < w, iy

Le lemme suivant nous permet de réécrire le troisiéme terme d’une autre fagon.
Lemme :( [DJ95])

Si la densité ¢ (w;) est gaussienne, alors pour un seuillage doux on a :
E [w;, fuy,] = 0P (Jws| > A).

Preuve :

La densité gaussien satisfait I’équation différentielle d’ordre un :

wid (wi) = —02¢ (wy)
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On a donc

“+oo
E (wi, f1y,) = /ﬂxi-’wﬂ(wi)dwi

—00

+o0

2—02//1,\,45/ (wi) dw;.

—00

La propriété de continuité de seuillage doux permet d’appliquer I'intégration par partie. On peut donc

écrire :

. . Ofy,
E (wi, fiy,) = —02fiy,¢ (w;) + o a—A’qb(wi) dw;
Wy
—00
Il est facile de voir que :
I 1 , sinon.
Ce qui établit le résultat.
Par ailleurs, on définit la fonction suivante :
1 n
G =—; > B (wi, fiy,) (2.9)
i=1
d’apres le lemme, il vient que
1 n
G(A)==> P(lwl >N (2.10)
i
On introduit également la matrice suivante
Ofiy,
D, — 2
K 8wi]~

Notons que si 7 # j, on a alors D;; = 0. Par contre pour ¢ = j, on obtient :

0 ,si|w| <A
D;; =
1 , sinon.
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Ainsi, il en résulte que :
tr (D) =#{i:fi, #0} =n—no.

avec tr (D) est la trace de D, et ng = # {i : i, =0} .

En outre, on considére la matrice Jacobienne A :

00X,
A = —=2,
I 0X;
On a alors :
A=uw"'Dw

ol w est la matrice de la transformation en ondelettes.

Si la transformation est orthogonale, alors on peut écrire :

A=a'D (@@ )7,

tr (A) =tr (D).
avec ces notations, de plus pour la variable de Bernouli, on a
ED;;=P(D;;=1)

on peut écrire G comme suit :

Ainsi a partir de (2.7), (2.8) et (2.9), on peut écrire comme approximation de 'EQM :

2
SURE (\w) = F(\) — o2 + 2%# (A).
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Cet estimateur est sans biais par construction.

Ayant un estimateur de l'erreur en moyenne quadratique, le seuil SURE est alors obtenu par la
minimisation de cette quantité. A I'inverse de seuil universel, le seuil SURE dépend du signal a traiter
et semble donc plus adaptif.

Par ailleurs, il a été démontré que pour n grand, SURE est proche du vrai risque et \° presque du
seuil optimal [DJ95].

b- Propriété minimax.

Des propriétés d’adaptivité spatiale [DJ95] s’avérent intéressantes pour le choix du seuil A*. En

effet, parmi ces propriétés on a :

sup R(SZ,S) <~inf sup R(S’, S)] (2.11)
SeBg . (C) S SeBg,(C)

oll v est une constante qui dépend des paramétres «, p et q.

Ce résultat montre que pour toute fonction S appartenant a By, (C), lestimateur 5’;’; est presque
minimax.

La comparaison du résultat (2.7) avec le résultat (2.11) permet de constater que la performance presque
minimax, en utilisant le seuil A* (SURE), est meilleure que celle du seuil A* (universel) d'un facteur

logarithmique.

2.8 Extention au bruit coloré.

Si le bruit est coloré, sa répartition est différente selon les niveaux. Un seuil global ne peut pas
éliminer efficacement tout le bruit. Un seuillage dépendant du niveau semble une solution adaptée a

cette situation.

2.8.1 Stationnarité et la transformée en ondelettes d’un bruit corrélé.

Sous I’hypothése que le bruit est de type AR(1), MA(1) ou ARMA(1,1) ( généralisation du bruit

blanc), la matrice de covariance de la transformée en ondelettes du bruit e est :
Vi = WQ WV,
ou Qn=(y(r— S))ﬁszl, avec 7y (r — s) = cov (er, €5) .

Les erreurs (Njk)j , aux niveaux différents sont corrélées, mais elles sont décorréllées sur le méme
’

niveau.
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Lemme :( [JANOO])
Soit e un bruit corrélé stationnaire, alors la variance des coefficients d’ondelettes de ce bruit a la
position k et a la résolution j, E (Njk)2, ne dépend que de cette résolution j.

Preuve :

La covariance des coefficients en ondelettes bruitées au (5 — 1)"™ niveau s’écrit comme suit :

ENj 1 xNjo1g =YY (u—2k).g(v—20) Eeye,

:Zzg(u—Qk).g(v—ﬂ)’y(u—v).

En posant m = u — 2k et n = v — 2[, il vient que :
ENj 1xNj10=> > §(m).g(n)y2(k—1)+m—n).

m n

A partir de cette formule, il en résulte que, pour tout entier r, on a :
EN;j 1 krNj104r = ENj_1 k. Nj_1.

En particulier, on obtient :

2 2 2

ENjfl,kJrr = ENjka —0j-1-

Remarque:
1/Ce lemme explique pour quelle raison on note I’écart type du bruit au niveau j par o;.

2/Le bruit N est stationnaire decorrelé pour chaque niveau.

2.8.2 Estimation d’une fonction par ondelettes :

A partir de I’étude de la matrice de covariance des coefficients en ondelettes bruités. On constate
que si le bruit est un processus stationnaire corrélé, sa transformée en ondelettes va étre stationnaire
décorrélée pour chaque niveau. L’extension naturelle de la méthode de seuillage par ondelettes consiste
a appliquer un seuillage dépendant d’échelle sur les données transformées w [JS94].

Plus précisément, soit (\;) une suite de seuils. On applique le seuillage doux avec le seuil

Aj = 0jv/2logn sur les coefficients de niveau j (o est I’écart type du bruit au niveau j).
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on définit dans ce cas l'estimateur g = (,&jk)j , bar :

it = e (wins 77/ 10gn)

L’estimateur S’n est alors obtenu par 'application de la transformée en ondelettes inverse sur les
coeflicients en ondelettes conservés fi .
Il a été démontré que le risque de ce seuillage est & un facteur (2logn + 1) du risque atteint par

un seuillage optimal :

R (Sn, s) < (2logn + 1) (F+ R (SO, S)) ,

— 1
oﬂa2:—§ a?.
n 4
J

2.8.3 Seuillage d’un bruit coloré :

a- Filtrage par un seuil non unique :
Les signaux bruités par un processus stationnaire de type MA(1), AR(1) ou ARMA(1,1) ont
des caractéristiques différentes d’une échelle & une autre. Pour éliminer ce type du bruit, on peut

utiliser le seuil SURE dépendant d’échelle. Ce seuil est déterminé par la minimisation de la quantité:

oy 2 05 .
SURFE ()\j,wj) = n—] py” — wj e + n—] (nj - 2nj)

avec n; est le nombre de coefficients au niveau j.

soit
A = Ir/{inSURE (Aj, wj).
j

La détermination de ce seuil ainsi que le seuil universel dépendant d’échelle nécessite ’estimation de
I’écart type du bruit & chaque niveau. Donoho a proposé comme estimation du niveau de bruit la

quantité suivante :

b= médiane (w;)
70,6745

Adaptivité et optimalité :

41



La méthode de seuillage SURE dépendant d’échelle atteint asyptotiquement le comportement
minimax, c’est-a-dire, si la fonction signal utile appartient a '’espace de Besov By, 'estimateur 3’2

obtenu par seuillage SURE dépendant d’échelle est presque minimax.

sup R(S%,S)~inf sup R(S,S) quand n — +oo.
SeBg, S SeBg,
pour tout p,q € [1, +0o0].
On déduit que l'estimateur S5 est presque minimax que l'on connaisse ou non les paramétres p,
q et a. Ceci résoud le probleme d’adaptivité dans I'espace de Besov. Ainsi, la procédure de seuillage
SURE ne nécessite pas la connaissance exacte de la régularité de la fonction pour trouver un seuil qui

s’approche du seuil optimal

2.9 Qualité de reconstruction.

La procédure du seuillage avec le seuil universel A" fournit une reconstruction plus lisse du signal
[DJ93], car les détails les plus fins du processus temporel sont éliminés par ce seuillage. Cependant,
la performance presque minimax du seuil A* n’est pas optimal. Pour améliorer cette performance,
le recours au seuil SURE devient nécessaire. Ce seuil permet de réduire le risque des estimateurs
par seuillage . Néanmoins, la reconstruction du processus temporel utilisant le seuil SURE laisse
apparaitre un bruit visible [DJ95]. Ceci s’explique par la minimisation de la fonction perte quadratique

qui entraine un meilleur compromis entre la variance et le biais.
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Chapitre 3

Analyse multi-échelle par la

transformée en ondelettes.

3.1 Introduction .

Tres souvent I'essentiel de I'information d’un signal se situe au niveau des singularités et ses struc-
tures irréguliéres. I’analyse classique de Fourier ne permet pas a I’étude des composantes transitoires
(de durées différentes) d’un processus temporel.

La transformée en ondelettes permet une analyse des structures locales d’un signal avec un zoom
dépendant de 1’échelle considérée.

Dans ce chapitre, nous exposerons ’analyse multi-échelle par transformation en ondelettes con-
tinue et sa capacité a détecter les singularités d’une fonction et & caractériser les régularités de ces

singularités.

3.2 Ondelettes et régularité globale et locale des fonctions.

L’analyse multi-échelle permet de caractériser certaines propriétés de régularité des fonctions

locales ou globales.

3.2.1 Convergence ponctuelle de la formule de reconstruction.

Avant d’étudier les propriétés de régularité des fonctions, il faut d’abord revenir sur la formule
de reconstruction. Elle est prise au sens de la convergence dans L2 (R). Il est naturel de se demander
dans quel cas on peut avoir convergence en tout point ou en un point donné.

On sait que dans les cas ot une fonction f € L' (R) ainsi que sa transformée de Fourier fell (R),
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alors la formule d’inversion de Fourier :
f@) =50 [ F@ea
o ©
R

converge en tout point de continuité de f.
Ce résultat peut étre utilisé pour montrer une propriété similaire dans le cas de la transformation en
ondelettes.
Supposons que f, f c L' (R)
et soit 1 € L' (R) une ondelette mére vérifiant la condition d’admissibilité , alors la formule de

reconstruction :

“+00 +o00
d

flo)= o /oo [ wf (,0) b () b

est valide point par point.

3.2.2 Régularité Holderienne.

La régularité Holderienne a été étudiée depuis le début du siécle (Haar, 1909). L’outil classique
est l'analyse de Fourier. Néanmoins, il s’agit d’'une méthode “globale” et elle ne peut pas donner
d’information locale sur les degrés de régularité. Nous allons voir que les ondelettes, avec un choix
adapté au probléme, permettent de donner des renseignements précis.

a- Régularité globale.

Soit 0 < o < 1, on introduit ’espace de Holder :

AN*={f:R—C,IK < o0, tel que |f(z)— f(y)| < K|z —y|* Vx,yeR}

La méthode classique [HER94] pour caractériser de telles fonctions repose sur la transformée de
Fourier :

si f est une fonction bornée telle que :
[1F©]a+iea <o
R

alors f € A“.

En revanche, on n’a pas la réciproque de ce résultat. Pour ’analyse en ondelettes, nous verrons

44



que ’on obtient des conditions nécessaires d’un coté et suffisantes de 'autre.
Théoréme 1 :([JAF89))

Soit 1 € C* (R) une ondelette contintiment différentiable, et soit 0 < a < 1

(2) Si londelette 1 vérifie :
@()—0¢¢/Mp ) dz =0

/u|w )] dz < oo

et si la fonction f est globalement a-holderienne, alors
lwf (a,b)] < Ka®. (3.1)

pour une constante positive finie K.

(13) réciproquement, si l'ondelette v vérifie :

/sup ’1[1 (u+9) }du<oo
[6]<1

et si \wf (a,b)] < Ka® pour une certaine constante positive finie K, alors f est globalement

a-holderienne.

Avant de donner la preuve de ce résultat, on remarque la caractérisation de 'exposant « se fait
par 'analyse du comportement de la transformée en ondelettes a travers les échelles.
Preuve :

(i) Puisque 7 (0) = 0, on a alors :

+o0
wf w):% / (f (@) = £ (1)) $up () da.

par conséquent

+oo
K o
wf @b <5 [ o= b (@)]da.
—00
car f est globalement a-holderienne.
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T —
En effectuant le changement de variable y =

, on trouve

lwf (a,b)] < K'a®.

(ii) Supposons qu’il existe une constante K telle que 'on ait :

f@) - fly) =—
Cy

1
_Cw

1
+_
Gy

La premiére intégrale s’estime

+oo [z—y|

[ ] =5 v @) - < £ty - vas )] b | 2] [

—oo 0

lwf (a,b)| < Ka®.

+00 400 d
a
| [ 12 50 s @)= < Fotbay = 0y )]
—oc0 0
+o0 [z—y| d
a
/ / (< Fotbup = Y (8) = < Fotbuy = Yy ()] S5db
Ton o0 .
a
/ / ['< f: ¢a,b - wa,b (:B) - = f> wa,b -~ wa,b (y)] ﬁdb
—00 |z—y|
p +oo |[z—yl d
a a
/ < fotbap = bap (v) ;db |
—oo 0
+o0 [z—yl p
a
< 2K / a® Wa,b (a:)‘ ﬁdb
—oco 0
|z—y|
<o ¢lls [ 0 lda
0
<K'z —y|*
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et la seconde

+0oo +oo
[ ] 5w va o)~
—00 |z—y|
da FT da
<fawa,b>"(1Z)a,b(y)] ﬁdb’ < / / |¢a(l‘_b)_wa(y_b)|}Kf,wa,b>-};db
*“ji;y| +oo d
<K / a® / ’@b <u_mf;y> — 1 (u) du;a
\ﬂryl ’00 ’ .
al — Yl /
SK/la = da/z}ipl}w (u+6)|du
T—y —00
<Kz —yl*

En réunissant les deux estimations, on obtient

f (@) = f) < K" |z —y|*.

Ce qui acheéve la preuve du théoréme.
Pour analyser I'exposant de holder «, tel que o < n, il est nécessaire d’utiliser un nombre plus

élevé de moments nuls. En effet, soit /' une ondelette qui posséde un moment nul, défini par :

ol 0 est une fonction réguliére.

Supposons que " est une ondelette ayant n moments nuls. L’ondelette 1" peut s’écrire :

__dn_1¢l($)
- dxn—1

P (x)

On a donc

n—1 dnil

wf(aa) = (0" L (7))
m—1
~ (" (e +0h) (@)

n—1

D’aprés le théoréme précédent, T (z) est globalement o — (n — 1) holderienne s'il existe une

dxz™—
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constante positive finie K telle qu’on ait
dr! a—(n—1)
‘—da:"l < Ka .

f*q ()

Par conséquent

_\n—1 dnil 1
()" f# h (2)

< Ka®.

D’ou
lwf (a,b)| < Ka®.

C’est-a-dire que f est globalement « holderienne pour a < n.

On déduit que si les ondelettes possédent un nombre de moments nuls plus élevé, elles permettent
une analyse plus fine des singularités d’un ordre plus élevé.
Remarque :

Le résultat donné par le théoréme (extrémement révélateur et caractéristique) met en évidence
l'usage différent de deux propriétés essentielles des ondelettes : les moments nuls et la régularité. Les
moments nuls sont utilisés dans la phase de I'analyse permettant de compacter I'information sur la
partie intéressante de la fonction analysée, sa régularité. En revanche, la régularité de 1 n’intervient
qu’au moment de la synthése de f.

b- Régularité locale.

La transformée en ondelettes étant une méthode locale, elle permet d’étudier les propriétés de
régularité locale des fonctions. Nous allons voir comment ”presque caractériser ” les exposants de
Holder locaux de fonctions & ’aide de la transformée en ondelettes.

Definitions.

1/ Une fonction f est a- holderienne en zy, s'il existe une constante hg et un polynéme P, de

degré n = [a] tel que pour h < hg
|f (o + h) = Po (h)| = O(|h]*)

2/ Pour determiner la régularité de f en xg on prend la borne supérieure des o pour lesquels f

est a-holderienne, i.e :

ag =sup(a / f(z) est a-holderienne en zg).
-
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La régularité holderienne o donne une indication sur la différentiabilité de f d’une maniére précise.

Si la régularité holderienne g de f satisfait n < ag < n + 1, alors f est n fois différentiable mais
sa (n 4 1)-iéme dérivée posséde une singularité en xg et ag caractérise cette singularit [MEY92] :

Le résultat suivant est une version locale du théoréme 1.

Si une fonction f posséde une certaine régularité en un point xg, sa transformée en ondelettes va
avoir le méme comportement que précédemment par rapport & la variable d’échelle.
Théoréme 2 :( [JAF9])

Soit 1 € L' (R) tel que :

~

=0

e 1 (0) .
. /|z|a b ()] da < +oo.
R

Si f est a-holderienne en xq, alors il existe une constante C' telle que pour tout point x appartenant

au voisinage de o et a >0

wf (a,b)] < C(a® +[b— 0% (3.2)

Ainsi, on retrouve I’exposant en étudiant le comportement de la transformée en ondelettes & travers
les échelles. La comparaison du résultat (3.1) avec le résultat (3.2) fait ressortir que le module de la
transformée en ondelettes, caractérisant la régularité globale, a le méme comportement que le module
de la transformée en ondelettes caractérisant la régularité locale. De méme, cette comparaison permet
de voir que le coté local du comportement holderien se trouve dans le terme O (|b — zo|®) .

Preuve :

Nous avons

wf (a,b)] =] / [F (@) = f (20)] oy () dor |
R
K

< /[|z—b|a+ 1b— o[ ¥ (x;b> dz.
R

D’ou

|lwf (a,b)] < Kia® + Ko |b — z|”
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avec

)| dx

1—K/m

Ky = KIWHL1 -

Ce qui conclut la preuve.

En revanche, la réciproque de ce théoréme est en général fausse, mais néanmoins vraie”’a un
logarithme preés”, comme le montre le théoréme suivant, di a S.Jaffard [HER94] : Si la transformée
en ondelette de f satisfait aux estimations locales précédents (& un logarithme pres), ainsi qu’une
condition de régularité globale supplémentaire, alors la fonction elle-méme est réguliére.

Théoréme 3 :( [HERY4])
Supposons que l'ondelette ¢ a un moment nul, est o support compact et est cotinument différen-

tiable. Soit f € L' (R) bornée et continue, et soit 0 < o < 1. Si, en outre,

i/ il existe deux constantes K et 7, avec 0 < vy < a, telles que pour tout a > 0 :

lwf (a,b)| < Ka”.

ii/ la transformée en ondelettes satisfait o

b— $0|a

wf (a,b)| < K' [ a® |— 3.3

uf (0.0)] < & (a4 o2t (3.3
pour une certaine constante positive K', alors la fonction f est a-holderienne en xg.

Preuve :

La démonstration de ce théoréme sera faite pour le cas xg = 0. Le cas zyp # 0 est déduit par

translation.
On a
A d
a
@ = [ [ <= b0 .
Cw b a
—00

La décomposition de cette intégrale en deux termes nous donne :

//<f¢ab>%b( db—+—//<f¢ab>%b()db—

a<1 a-1 R
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Posons :

fss(z //<f,zpa,b>zpa,b(x)dbz—§ et frs(z //<fwab>wab( )db_

a<l R a-1R

On va traiter indépendamment ces deux termes.

1/ Puisque 9 est d’intégrale nulle, de méme que tous les g, O peut donce écrire, pour tout |h| <1,

| frs(h) — frs (0 _|//[<f%b>w<h b)_ﬂf%bw< )}db@
//W( ) =0 (F)| < £ - 055
ST [ [rols () (52) - ()

Comme [ (z +t) —1z| < c|t| et 1 est & support dans [—R, R], R < oo, il en résulte

(hst)- As©F <l [ [ [ a7 1i@ldydbia
a>1|b|<aR+1 |y—b|<aR

< [ [ ot )l dyda

a>1|y|<2aR+1

En utilisant I'inégalité de Schwartz, on trouve :

Ihﬂm—hMWSJMHU@Mw/aH%RHW%a

a1

qui entraine,
| frs (h) = frs (0)] < . |n].
2/ Dans le cas a < 1, | fss(h) — fss(0)|, pour h assez petit, peut étre majoré par,

| fss (h) — fss(0)] < Ty +To + T3+ Ty,

51



avec

ne [ [l

d
( )’db ¢ 0<y<a,
a§\h|“/"’R

n= / \Logrbrﬂ‘”(h;b)dbda

B2/ <as<|h| R
B N |b]“ (b) da
Ty = d
’ Zhlé(“ T Zogll¥ \"a) a2
- b b da
T, = a® (=2} )2l
4 h</a<14( |Log\bu'¢< ) w( )') Z

e 77 se majore par

a§|h‘a/w

D’ou
Ty <c.|h|*. (3.4)

e Supposons que 9 est a support dans [—R, R], on a alors I'intégrale T5 peut étre majorée par :

B _ |aR + |h||*
T2 < / a® 1 H?ﬂ”ﬂ} da + / a 1 HwHLl ‘LOg (aR+ ’h‘)’da
a>|h] |h|*/7 <a<|h|
1
<ec |h|*[1+ a~'da).
Zog ] |
|h|*/7 <a<|h|
Par conséquent
Ty, <. |h|*. (3.5)
e De méme pour T3, on a
_ _ aR)”
T3 < / a® 1 ||’¢||L1 da+ / a 1 ||7,ZJ||]L1 mda
a>|h| a<|h| (3.6)

<ec |h|*
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e et finalement,

R + [R]|*
|Log (aR + |h])]

Ty <ec.|h / a 3la +
|h|<a<1
< B [1+ B + A (1 + |h|a*2)].

<" |h* .

| (aR + |h|) da

(3.7)

En réunissant (3.4),(3.5),(3.6) et (3.7), il vient alors, pour h assez petit,

| fss (h) — fss(0)] <" |h".

On a ainsi démontré que la fonction f est a-holderienne en zg = 0. Ce qui achéve la preuve du

théoréme 3.

Remarque :

Si une fonction f a un comportement holderien d’exposant o en un point g, sa primitive a alors
un comportement holderien d’exposant o+ 1 en xg. La réciproque est en général fausse, a cause de
possibles oscillations rapides au voisinage de la singularité (I’exemple de la fonction sin (1/x)).

Mallat et Hwang [MH92] montrent comment exploiter ces résultats pour la caractérisation numérique
des singularités. Ils s’intéresseront a la recherche des maxima locaux du module de la transformée en
ondelettes continue en considérant des valeurs différentes de la variable d’échelle. C’est ce que nous

allons développer dans la section suivante.

3.3 Approche multi-échelle par la transformée en ondelettes.

3.3.1 Extréma de la transformée en ondelettes et les zéros crossing :

Supposons que 6 est une fonction réguliére, et soient ¢! et 1)? deux ondelettes définies par :

d*0
p=20 2=

les transformées en ondelettes continues pour chacune de ces ondelettes sont définies respectivement

par :

w'f(a,t) = frpp(t) et wf(at) = f*) (L)
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w'f (a,t) = f # (ad‘)“) (1) = ad (£ 20, (1)

et

2(9& 2
W (at) = £ () () = a5 (7460, 1),

Pour une échelle a fixée, les extréma locaux de w! f (a,t) correspondent aux zéros crossings de w?f (a, t)

et des points d’inflections pour f x 0, (t) (voir figure 3.1).

Les mémes procédures permettent de déterminer les zéros crossings de w?f (a,t) ainsi que les ex-
tréma locaux de w! f (a,t). Toutefois, ’approche pour déterminer les extréma locaux permet d’obtenir
des résultats plus précis. En effet, un point d’inflection de f %6, (¢) peut étre un maximum ou bien un
minimum de w'f (a,t). Les maxima locaux du module de la premiére dérivée de f * 6, (t) indiquent
les points de variations aigues de f. Par contre les minima correpondent & des variations lentes (voir
figure 3.1). Ces deux types de points d’inflections peuvent étre distingués en examinant si I’extrémum
de w'f (a,t) est un maximum ou un minimum. Mais, ils ne peuvent pas étre différentiés & partir des

zéro-crossing de w?f (a, t).

f(x) —

%0 (x)

w'f(a,x)

w2f{a,x) _

Figure 3.1 : Signal et sa transformée en ondelettes continue

Pour la détection des singularités, Mallat prend en considération seulement les maxima locaux de

la transformée en ondelettes. Ceci est traduit par le résultat suivant.
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Théoréme 4 :( [MH92])
Soit n un entier strictement positif, et soit 1) une ondelette & n moments, & support compact et n

fois contintiment différentiable. Soit f € L' (o, ]).

o S’il existe une échelle ag > 0 telle que pour toute échelle a < ag et x € [a,B], |wf (a,z)]
n’admet pas des mazxima locaux, alors Ye > 0 et o > n, f est globalement o holderienne sur

la+e,8—¢l.

e 5i v est la n-iéme dérivée d’une fonction réguliére, alors f est globalement n-holdrienne sur

la+e,8—¢l.

Pour la preuve de ce théoréme, voir [M H92].

Ce résultat montre qu’il ne peut y avoir de singularité sans maximum local de la transformée en
ondelettes dans les fines échelles. Comme conséquence de ce résultat nous avons:

La ferméture de I’ensemble des points z € R, ou f n’est pas m-holderienne, est incluse dans la
ferméture des maxima de la transformée en ondelettes de f. Ainsi, toutes les singularités peuvent
étre localisées par une suite des lignes maxima quand 1’échelle tend vers zéro (une ligne maxima du
module de la transformée en ondelettes continue est une courbe dans le domaine temps-échelle, le
long de laquelle tous les points sont des maxima du module). Dans le cas ou 'ondelette est la dérivée
n-iéme d’une gaussienne, les lignes maxima sont connexes et continues jusqu’aux échelles les plus fines

[MH92)].

3.3.2 Quantification locale de la régularité.

Avant d’énoncer le résultat qui permet de déterminer le degré de la régularité ponctuelle, définis-
sons d’abord un ”cone”.
Définition.
Soit f une fonction et fixons un point xg. On appelle cone d’un point xg, dans le plan temps-échelle,

I’ensemble des points (x, a) satisfaisant :

|z — 20| < K.a (3.8)

ol K est une constante positive finie.

Il est facile de voir que le comportement de f en x = x(, va se répercuter sur la transformée en

ondelettes dans le cone du point zp. Dans le cas ot le point (a,x) est a Uintérieur du cone défini
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ci-dessus, (3.1) et (3.4) (voir théoréme 2 et 3) imposent, quand a tend vers 0,

jwf (a, )| = O (a®).

Par contre s'il est a I'extérieur de ce cone, la valeur |wf (a, )| est controlée par la distance de x avec
xg. Plus précisément, on a le résultat suivant :

Supposons que 'ondelette ¥ est la dérivée n-iéme d’une fonction réguliére a support compact et n
fois contintiment différentiable et soit av un non entier inférieur & n. La fonction f est a-holderienne
en zo si et seulement si, il existe une constante ¢ telle qu’en chaque maximum du module (a,z) a

l'intérieur du cone défini en (3.8) :

lwf (a,z)] < c.a®.

En passant aux logarithmes, il vient

log|wf (a,z)| < aloga + logec.

et asymptotiquement, on obtient :

L loglwf (a,n)|
imsup ———————— =«
a\,0 loga

Cette propriété permet d’estimer la régularité holderienne « au point xg, en prenant la pente maximale
des lignes droites dans un diagramme log — log .

Le résultat ci-dessous est traduit par le théoréme suivant :
Théoréme 4:

Soit f une distribution tempérée dont la transformée en ondelettes continue est définie sur |a, (]
et xg € |a, B. et soit l'ondelettes 1 est la dérivée n-iéme d’une fonction réguliére & support compact

et n fois continiment différentiable.

o S’il existe une échelle ag > 0 et une constante K telles que, pour tout x € |a, B] et a > ag, tous

les mazima du module de wf (s,x) appartiennent & un cone défini par :

|z — 2] < K.a (3.9)

alors, pour tout point x1 € |a, B[ tel que x1 # xo, f est uniformement n holderienne au voisinage

de x1.
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e Soit o < m, la fonction f est o holderienne en xq si et seulement s’il existe une constante A

telle qu’en chaque maxima du module (a,x) & Uintérieur d’un cone défini en (3.9) on ait :

lwf (a,z)] < A a®

3.4 Meéthode de traitement :

La méthode de traitement des signaux qui permet la localisation et la spécification des singularités,

se présente comme suit :

1- Choisir une famille d’ondelettes analysantes qui satisfait les conditions des deux résultats de

Mallat.
2- Calculer la transformée en ondelettes par convolution du signal avec I'ondelette considérée.
3- Rechercher les maxima du module de la transformée en ondelettes.

4- Tracer les dilatations en fonction des maxima du module de la transformée en ondelettes pour

localiser les singularités.

5- Tracer les modules de la transformée en ondelettes le long d’une ligne maxima (appelée fonction
ridge) en fonction de dilatation dans un diagramme log —log, puis calculer la pente afin de

déterminer l'ordre de la singularité.
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Chapitre 4

Analyse des données de nombre de

taches solaires.

4.1 Introduction.

Dans ce chapitre, un signal synthétique est créé sur la base d’'un modéle paramétrique. Le signal
est bruité par un WN , MA(1), AR(1) et ARMA(1,1). Pour éliminer ces bruits, nous utiliserons le
seuillage des coefficients d’ondelettes orthogonales empiriques. Cette étude est destinée a tester les
performances du seuillage..Dans le but de détecter les singularités et d’estimer leurs régularités, nous
appliquerons au signal généré ainsi qu’aux signaux débruités la transformée en ondelettes continue.
Cette étude numérique nous permettra d’évaluer les performances de la démarche utilisée.

Ces mémes méthodes seront appliquées aux données de nombre de taches solaires.
Ce chapitre débutera donc par une description, de maniére générale, du Soleil, une discussion sera

ensuite donnée sur les résultats obtenus.

4.2 Généralité sur le Soleil.

4.2.1 Le Soleil.

Le Soleil est I’étoile la plus proche de la Terre. Il émet de la chaleur, de la lumiére et un flux

de particules chargées,essentiellement des protons et des électrons, avec une intensité variant suivant
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Pactivité solaire (voir figure 4.1).

Figure 4.1: images du soleil prises par le satellite ”SOHO” a deux années d’intervalles. & gauche
I’activité solaire est presque nulle. & droite en revanche elle est extrémement intense. on

observe des violentes éruptions solaire qui projette dans I’espace un vent solaire [GRE00] .

4.2.2 Taches solaires :

Les taches solaires ayant pour siége la chromospheére, sont quelques peu plus froides et donc plus
sombres que leur entourage. Elles sont visibles & partir de la terre et grandissent pendant quelques
jours. Leurs durées varient de plusieurs jours a quelques mois et indiquent une activité solaire renforcée.
De plus, les taches solaire apparaissent souvent en groupe.

H.Schwabe fut le premier & observer réguliérement les tdches et & en relever soigneusement le
nombre. Il a annoncé, en 1843, 'existence d’un cycle de 10 ans dans ’apparition des taches. Par la
suite, R.Wolf a confirmé I’hypothése de Schwabe en étudiant toutes les données disponibles sur les

taches. Il a adapté comme indice d’activité solaire, la quantité :

R =Fk(10g + f)

R étant le nombre relatif de taches et k une constante propre a I’observation. g et f sont respectivement
des nombres de taches.

Il a attribué le numéro 1 au cycle commencant en 1754, soit 22 cycles jusqu’a 1996. Dans chaque cycle,
Pactivité solaire passe par un minimum et par un maximum (lorsque I'activité est & son maximum, la

variation du nombre de taches est trés importante); la périodicité des cycles varie entre 9 et 14 ans.

4.2.3 Effet de taches solaires :

Lorsque l'activité solaire est a son maximum, les taches solaires sont plus nombreuses sur la

surface du soleil. Notre astre émet des éruptions solaires violentes (rafales de vent solaire constitué de
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protons et d’électrons) ainsi que de grande quantité de rayon X et d’ultraviolet (voir figure 4.2); elles

ont des conséquences diverses [BURO1] :

e — perturbation des propagations des ondes utilisées dans la télécomunication.

— perturbation des dispositifs électroniques qui se trouvent sur Terre ou embarqués sur les

avions et & fortiori & bord des satellites et des navettes spatiales.
— risque d’irradiation grave pour les astronautes qui se trouvent dans l’espace.

— génération de courants induits dans les réseaux de distributions de 1’électricité ou des cables

téléphoniques.

Figure 4.2 : tache et éruption solaires

a- certains groupesde taches solaires
b- les taches apparaissent noire
¢~ éruption solaire au dessous du groupe de taches
d- boucles de champ magnétique solaire chargées de protons et d’électron
émis lors de I’éruption

(a, b, cetdont été prises sur la méme région ) [BURO1].
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4.3 Signal synthétique :

Le signal synthétique permettant de tester les performances des méthodes décrites précidement a

la structure suivante :
12 16 20
S =" S(t—t)+ > S(t—tir2)+ Y S (t—tisa)
i=1 i=1 i=1

avec

ota;,c; ERetb;=n;+q;: 0<a; <1, n; €N pour 7 =1, 20.

Les temps t;4; correspondent aux singularités du signal synthétique qui apparaissent respective-
ment aux minima, temps de commencement du chaque cycle, et aux maxima, point & partir duquel le
cycle change de signe, et de régularité bi en ces points. Les valeurs de ces singularités sont présentées

dans le tableau 1.
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n instants n instants
1 0 25 1764
2 48 26 1805
3 157 27 1913
4 198 28 1960
5 307 29 2042
6 348 30 2082
7 459 31 2146
8 506 32 2187
9 619 33 2250
10 672 34 2292
11 798 35 2359
12 846 36 2407
13 940 37 2471
14 980 38 2522
15 1069 39 2589
16 1110 40 2637
17 1198 41 2722
18 1240 42 2762
19 1327 43 2855
20 1375 44 2902
21 1462 45 3005
22 1515 46 3042
23 1611 47 3088
24 1660 48 3197

Tableaul: les instants des singularités du signal synthétique.

Plus précisément, la construction du signal synthétique se fait comme suit :

On construit les six premiers cycles dans lesquels les pas entre deux maxima successifs sont re-
spectivement : 150, 150, 158, 166 et 174. Les huit cycles suivant ont des pas qui correspondent
respectivement a : 134, 130, 130, 135, 140, 145, 145 et 155. Les pas des dix derniers cycles sont
respectivement : 122, 105, 105, 115, 115, 125, 140, 140 et 155. Nous obtenons un signal synthétique
constitué de 24 cycles.

Cette structure du signal synthétique est suggérée par les géophysiciens. Il modélise au mieux
les structures des cycles de taches solaires. Les paramétres a, b, et ¢ sont choisis afin de reproduire
la Forme de la fonction S(t) (a savoir la valeur et la position du maximum et la largeur du ” lobe
principal”.

Ce signal synthétique est donc appliqué pour décrire en moyennes mensuelles les cycles solaires, a

partir de nombre de taches solaires (voir figure 4.3).
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Figure 4.3. Signal synthétique avec différentes singularités

4.4 Performance du débruitage

Nous allons examiner et commenter les performances de la procédure de seuillage présentée dans le
chapitre 2 pour un bruit blanc gaussien ainsi que des bruit MA (1), AR(1) et ARMA(1,1) avec différents
parametres.

Tout au long de ce travail, ondelette utilisée est celle de Daubéchies de coefficient 6 (Daub6) et
la décomposition en ondelettes orthogonales sur le signal synthétique obtenu ci-dessous a été réalisé

jusqu’a cinquiéme niveau.

4.4.1 Un bruit blanc gaussien

Dans cette section, nous proposons de tester les performances de la méthode non linéaire, seuillage
par ondelettes orthogonales, sur les données simulées synthétique bruité artificiellement avec un bruit
blanc gaussien additif. Comme la transformée en ondelettes transforme un bruit blanc gaussien en un
bruit blanc gaussien, alors pour éliminer ce bruit nous utiliserons un seuil unique.

Le signal synthétique obtenu ci-dessus est contaminé par un bruit blanc gaussien additif d’espérance
nulle et d’écart type 7. Le graphe de cette simulation est montré sur la figure 4.4, ou le bruit ajouté

induit des perturbations sur le signal synthétique qui peuvent étre génante pour 1’étude de détection et
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spécification des singularités. La détection et la spécification des singularités d’un processus temporel

étant l'objectif visé par la présente étude.

X(1)
200

150 - A

100 B

50 B

t (mois)

-50

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Figure 4.4. Signal synthétique bruité avec un bruit blanc (o = 7)

Le débruitage avec un seuil global est montré sur les figures suivantes. On a le résultat du seuillage
avec le seuil universel est montré sur la figure 4.5. On peut voir sur cette figure que visuellement le
bruit est éliminé. Mais il y’a une légere perte d’information. Cependant, en utilisant le seuil se basant
sur la minimisation de I'erreur en moyenne quadratique, le seuil SURE, on constate une amélioration

dans la préservation de I'information (voir figure 4.6).
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Figure 4.5. Signal obtenu aprés seuillage de fig 4.4 avec un seuil universel

S

200

150 + A

100 H A

-50 ‘ t (mois)

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Figure 4.6. Signal obtenu aprés seuillage de figd.4 avec un seuil SURE

Un bruit de type processus stationnaire corrélé

De méme nous contaminons le signal synthétique par un bruit additif de type:

a) MA( 1)

Pour 6= 0.3, on peut remarquer sur la figure 4.7 que 'intensité de ce bruit est élevée par rapport
a celle du bruit gaussien d’écart type 7. la géne devient importante pour 1’étude de détection des
singularités . Malheureusement le débruitage avec un seuil global universel et SURE sont loin d’étre

a la hauteur; car ils ne permettent pas d’éliminer efficacement le bruit ( voir figure 4.8 ).
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Figure 4.7. Signal synthétique bruité avec un bruit MA(1) [# = 0.3]

S(t) S(t)

zn i i i i i i 20,

- 150,

o 100,

D D)

0 0

0 D i) D am 2D am HD 0 50 00 150 20 XD 00 HO
t (mois) (b) t (mois

Figure 4.8. Signal obtenu aprés seuillage de fig 4.7. avec un seuil : (a)-universel (b)-SURE

L’application d’'un seuillage dépendant d’échelle a des conséquences différents selon le seuil choisi.
Dans le cas du seuil universel dépendant d’échelle, le bruit est totalement éliminé.

Certaines caractéristiques du signal synthétique sont éliminées avec le bruit (voir figure 4.9). Par
contre avec le seuil SURE dépendant d’échelle, il apparait sur la figure 4.10 que les caractéristiques du

signal synthétique sont conservées, malgré une persistance d’un faible niveau de bruit apreés seuillage.
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Figure4.9. Signal aprés seuillage de fig 4.7 avec un seuil universel dépendant d’échelle
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Figure 4.10. Signal apres seuillage de fig 4.7 avec un seuil SURE dépendant d’échelle

Pour 6= 10, on constate que l'intensité du bruit augmente (voir figure 4.11). nous commengons par
présenter les résultats des méthodes se basant sur seuillage des coefficients en ondelettes avec un seuil
global : le seuil universel n’arrive pas a éliminer le bruit correctement (voir figure 4.12 - (a) ) et avec

le seuil SURE le bruit n’a pas été totalement supprimé (voir figure 4.12 - (b))
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Figure 4.11. Signal synthétique bruité avec un bruit MA(1) [#=10]
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Figure 4.12. Signal obtenu aprés seuillage de fig 4.11 avec un seuil : (a) - universel (b) - SURE

L’apport d’un seuillage dépendant des niveaux ne se fait ressentir que pour la méthode ot le seuil
minimise 'erreur en moyenne quadratique, pour le seuil SURE dépendant d’échelle une amélioration
considérable est constaté dans la figure 4.14. Mais, malheureusement, le signal obtenu est légérement
déformé, cela provient du fait que le bruit utilisé est de forte intensité ( voir figure 4.13 et 4.14).

A partir de ce dernier cas, on peut déduire que lorsque le parameétre devient trés grand, le signal

synthétique a tendance a se déformer.
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Figure 4.13. Signal obtenu aprés seuillage de fig 4.11 avec un seuil universel dépendant d’échelle
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Figure 4.14. Signal obtenu aprés seuillage de fig 4.11 avec un seuil SURE dépendant d’échelle

b) AR (1)

Nous suivrons le méme cheminement pour l’évaluation des résultats de notre approche sur le

méme signal bruitée, cette fois-ci avec un bruit coloré de type Auto Régressif d’ordre 1. La figure 4.15
montre le signal synthétique bruité par AR(1) avec ¢ = 0.3. On apercoit sur cette figure ’apparition
des grandes perturbations. Comme précédemment, nous commengons par présenter les résultats des

méthodes de débruitage avec un seuil unique. La figure 4.16 présente les résultats du seuillage avec
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le seuil global universel et SURE qui laissent apparaitre beaucoup de bruit. Donc un seuil unique

n’arrive pas a éliminer tout le bruit de type Auto Régressive d’ordre 1.
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Figure 4.15. signal synthétique bruité avec un bruit AR(1) [¢=0.3]
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Figure 4.16. signal obtenu apres seuillage de fig 4.15 avec un seuil: (a)-universel
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Par contre avec le seuil universel dépendant d’échelle la figure 4.17 montre qu’une partie de I'information

a été éliminée en méme temps que le bruit. Sur la figure 4.18, on constate que le seuillage avec le

seuil SURE dépendant d’échelle apporte une amélioration considérable. Néanmoins la reconstruction

du signal aprés seuillage fait apparaitre un bruit résiduel.
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Figure 4.17. Signal obtenu aprés seuillage de fig 4.15 avec un seuil universel dépendant d’échelle
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Figure 4.18. Signal obtenu apreés seuillage de fig 4.15 avec un seuil SURE dépendant d’échelle

En augmentant la valeur du parameétrep , on apercoit sur la figure 4.19 que ce bruit déforme le signal
synthétique, il est intéressant de remarquer que le rajout du bruit AR(1), avec tend vers 1, fait exploser
le signal synthétique (déformation totale du signal synthétique). De ce fait, il n’est pas avantageux

d’utiliser la méthode de débruitage quand s’approche de la non stationnarité ( voir figure 4.20 ).
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Figure 4.19. Signal synthétique bruité avec un bruit AR(1) [¢=0.99]
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Figure 4.20. Signal obtenu aprés seuillage de fig 4.19 avec un seuil :
(a)- universel, (b)- SURE,(c)- universel dépendant d’échelle,
(d)- SURE dépendant d’échelle

c¢) ARMA(1,1)
Pour 8 = 0.3 etp = 0.3 le graphe de simulation est donné sur la figure 4.21. D'utilisation de la

procédure du seuillage avec le seuil global pour réduire le bruit est loin la plus efficace ( voir figure

4.22).
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Figure 4.21. Signal synthétique bruité avec un bruit ARMA(1,1) [¢=0.3, 6=0.3]
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Figure 4.22. Signal obtenu apres seuillage de fig 4.21 avec un seuil : (a)- universel (b)- SURE

Cependant 1'usage de la méthode de seuillage SURE dépendant d’échelle est nettement meilleure par

rapport aux autres seuils (voir figure 4.22 a 4.24).
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Figure 4.23. Signal obtenu aprés seuillage de fig 4.21 avec un seuil universel dépendant d’échelle
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Figure 4.24. Signal obtenu apreés seuillage de fig 4.21 avec un seuil SURE dépendant d’échelle

En fixant la valeur du parameétre ¢ a 0.3 et en augmentant la valeur du parameétre 6 jusqu’a 10, on
constate sur la figure 4.25 que le rajout de ce bruit induit des perturbations trés importantes sur le
signal synthétique. Pour réduire le bruit, ’apport de seuillage dépendant d’échelle donne de meilleurs
résultats par rapport au seuil universel et SURE (voir figure 4.25 & 4.28 ), mais malheureusement , le
signal obtenu n’est pas conforme au signal synthétique (déformation du 11, 12, 19, 20 et 24 cycles).

Ceci s’explique par l'intensité du bruit.
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Figure 4.25. Signal synthétique bruité avec un bruit ARMA(1,1) [¢=0.3, 6=10]
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Figure 4.26. Signal obtenu apres seuillage de fig 4.25 avec seuil : (a)-universel (b)-SURE
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Figure 4.27. Signal obtenu apreés seuillage de fig 4.25 avec un seuil universel dépendant d’échelle
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Figure 4.28. Signal obtenu apreés seuillage de fig 4.25 avec un seuil SURE dépendant d’échelle

La figure 4.29 montrent que U'effet du bruit ARMA(1,1) est d’autant plus important lorsque les valeurs
du parametre augmentent (¢ prend la valeur 0.99 et § = 0.3 ). Cependant, on constate que la
déformation du signal synthétique est moins forte que celle apportée par le bruit AR (1) pour les
méme valeurs du parameétre mais plus forte que celle apportée par le bruit ARMA (1,1) avecy =0.3 et
0 = 10. Dans ce cas 'application des méthodes se basant sur le seuillage des coefficients d’ondelettes

ne donnent pas des résultats intéressant ( voir figure 4.30 ).
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Figure 4.29. Signal synthétique bruité avec un bruit ARMA(1,1) [¢ = 0.99,60 = 0.3]
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Figure 4.30. Signal obtenu aprés seuillage de fig 4.29 avec un seuil :

(a)- universel, (b)-SURE, (c)-universel dépendant d’échelle,
(d)- SURE dépendant d’échelle

Etude de I’ erreur en moyenne quadratique.

L’ analyse des résultats issus du débruitage est basée sur ’étude de I'erreur en moyenne quadratique

entre le signal synthétique sans bruit S(t) et le signal estimé S(t) obtenu par la méthode de seuillage
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doux.

On propose de présenter 'effet du seuillage avec différents types de seuil sur le signal synthétique
contaminé premiérement par un bruit blanc gaussien avec plusieurs valeurs d’écart type, ensuite par
MA(1), AR(1) et ARMA(1,1) pour différentes valeurs des parametres et .

- Dans le cas ou le bruit est gaussien, le tableau 2 contient les mesures des erreurs en moyenne
quadratique aprés seuillage. Ces mesures permettent de conclure que la performance de la méthode se
basant sur la minimisation de TEQM (le seuil SURE) est supérieure a celle obtenue avec la méthode

se basant sur le seuil universel.

Bruit gaussien (¢ = 1)

Type seuillage Seuil universel Seuil SURE

Seuillage global 0.110 0.079

Bruit gaussien (o = 3)

Seuillage global 0.145 0.103

Bruit gaussien (¢ = 5)

Seuillage global 0.237 0.116

Bruit gaussien (o =7)

Seuillage global 1.585 1.092

Bruit gaussien (o =9)

Seuillage global 2.398 1.977

Tableau 2: les erreurs en moyenne quadratique aprés seuillage (cas d’un bruit gaussien)

- Dans le cas ou le bruit est un MA(1), les mesures d’erreurs en moyenne quadratique les plus mau-
vaises ont été obtenues en utilisant le seuil universel global (voir tableau 3). Une légére amélioration
de ces mesures sont enregistrées si on applique le seuillage avec le seuil SURE global. L’application
de seuillage dépendant d’échelle donne de meilleures résultats en comparaison avec ceux obtenus
précédemment. En particulier, si on utilise le seuil SURE dépendant d’échelle, il est important de
souligner que méme si f= 1 ce seuil donne de bon résultat. Nous verrons, par la suite, que ceci n’est
pas valable lorsque le bruit est un AR(1) ou ARMA(1,1) quand tend vers 1. Pour = 10, on constate

une nette augmentation des valeurs de V'EQM.
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Bruit MA(1) (6=0.1)
Type seuillage Seuil universel Seuil SURE
Seuillage global 3.141 2.395
Seuillage dépendant d’échelle 1.302 0.950
Bruit MA(1) (6 =0.3)
Seuillage global 4.611 4.047
Seuillage dépendant d’échelle 1.978 1.242
Bruit MA(1) (6 =0.6)
Seuillage global 5.049 4.383
Seuillage dépendant d’échelle 2.427 1.995
Bruit MA(1) (6=0.9)
Seuillage global 5.739 5.068
Seuillage dépendant d’échelle 2.966 2.277
Bruit MA(1) (6 =1)
Seuillage global 7.092 6.573
Seuillage dépendant d’échelle 3.882 3.171
Bruit MA(1) (6 = 10)
Seuillage global 11.206 10.463
Seuillage dépendant d’échelle 7.767 7.144

Tableau 3: les erreurs en moyenne quadratique apres seuillage (cas d’un bruit MA(1))

- Dans le cas ou le bruit est un AR(1), d’aprés le tableau 4, pour ¢ égal & 0.1 et 0.3 les résultats
basés sur ’erreur en moyenne quadratique confirme l'efficacité de seuil SURE dépendant d’échelle.
Par ailleurs, on constate que 'augmentation du paramétre ¢ n’est pas bénéfique, ceci est prouvé par

les grandes valeurs de P'EQM.
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Bruit AR(1) (¢ =0.1)

Type seuillage Seuil universel Seuil SURE
Seuillage global 6.791 6.195
Seuillage dépendant d’échelle 3.738 2.955

Bruit AR(1) (¢ =0. 3)

Seuillage global 9914 9.167

Seuillage dépendant d’échelle 5.953 4.908

Bruit AR(1) (¢ = 0. 6)

Seuillage global 17.921 17.100

Seuillage dépendant d’échelle 13.105 12.466

Bruit AR(1) (¢ = 0. 9)

Seuillage global 45.802 44.485

Seuillage dépendant d’échelle 43.331 42.937

Bruit AR(1) (¢ = 0. 96)

Seuillage global 71.789 71.062

Seuillage dépendant d’échelle 69.431 69.155

Bruit AR(1) (¢ = 0. 99)

Seuillage global 124. 666 124. 328

Seuillage dépendant d’échelle 122. 843 121.700

Tableau 4: les erreurs en moyenne quadratique apres seuillage (cas d’un bruit AR(1))

- Dans le cas ou le bruit est un ARMA(1,1), les évaluations des résultats de 'EQM son présentées
dans les tableaux 5 et 6. On remarque qu’a partir dep = 0.3 et croissante les méthodes se basant sur
le seuillage dépendant d’échelle présentent des mesures d’EQM meilleures en comparaison avec celles
se basant sur le seuillage global. Plus précisément 1’amélioration de ces valeurs est constatée dans
le cas de seuil SURE dépendant d’échelle. On remarque aussi un écart entre les valeurs de 'EQM,
spécialement dans le cas o= 0.3 , 0= 1 et = 0.3, 0= 10. Par ailleurs, on constate qu’a partir de
inférieur & ¢ = 0.9 et § = 0.3 P’application de seuil SURE dépendant d’échelle conduit aux résultats
ayant des performances meilleurs de ceux obtenus par les autres seuils. Par contre, I’application
du seuillage global ou dépendant d’échelle, pour ¢ >0,9, donne de trés mauvais résultats en termes

d’erreur moyenne quadratique, mais moins mauvais si on compare avec ceux de AR(1).
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Bruit ARMA(L, 1) (p=0.3,0=0.1)

Type seuillage Seuil universel Seuil SURE
Seuillage global 9.178 8.562
Seuillage dépendant d’échelle 5.645 4.771

Bruit ARMA(1, 1) (¢ =0.3,0=0.3)

Seuillage global 8.796 8.013

Seuillage dépendant d’échelle 5.182 4.452

Bruit ARMA(L, 1) (p=0.3, 0= 0.6)

Seuillage global 8.053 7.608

Seuillage dépendant d’échelle 4.826 4.211

Bruit ARMA(L, 1) (p=0.3, 0=0.9)

Seuillage global 7.857 7.139

Seuillage dépendant d’échelle 4.354 3.992

Bruit ARMA(L, 1) (p=0.3,0=1)

Seuillage global 7.281 6.833

Seuillage dépendant d’échelle 4.065 3.640

Bruit ARMA(L, 1) (9= 0.3, 0 = 10)

Seuillage global 18.539 18.117

Seuillage dépendant d’échelle 14.446 13.523

Tableau 5 : les erreurs en moyenne quadratique apres seuillage (cas d’un bruit ARMA(1,1)

avec ¢ = 0.3 et 0 varie)
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Bruit ARMA(L, 1) (¢=0.1,0=0.3)

Type seuillage Seuil universel Seuil SURE
Seuillage global 5.812 5.234
Seuillage dépendant d’échelle 3.206 2.581

Bruit ARMA(L, 1) (¢ =0. 6, 0=0.3)

Seuillage global 10.832 10.150

Seuillage dépendant d’échelle 6.795 6.020

Bruit ARMA(L, 1) (9 =0.9,0=0.3)

Seuillage global 32.721 32.114

Seuillage dépendant d’échelle 29.658 28.835

Bruit ARMA(L, 1) (¢ = 0. 96, 0= 0. 3)

Seuillage global 50.667 49.306

Seuillage dépendant d’échelle 47.149 46.182

Bruit ARMA(L, 1) (¢ =0.99,0=0.3)

Seuillage global 85.083 84.127

Seuillage dépendant d’échelle 82.919 82.430

Tableau 6: les erreurs en moyenne quadratique apres seuillage (cas d’un bruit ARMA(1,1)

avec @ varie et § = 0.3)

Les figures 4.31.1 et 4.31.2 montrent les erreurs quadratiques moyennes des signaux débruités par
seuillage SURE dépendant d’échelle en fonction de différents parametres. Ces erreurs sont d’autant
plus grandes que le bruit est important. La plus grande valeur de 'EQM est obtenue lorsque le bruit
est un processus Auto Régressif d’ordre 1, qui se rapproche de la non stationnarité. Cependant, il faut
souligner que pour le cas du bruit ARMA(1,1) avec constante ( ¢ = 0.3 ) et croissante ( 0.1< 6§ <
1), les valeurs de 'EQM décroissent. Cela est dia a la régression du niveau du bruit. Ensuite, les
mesures d’erreurs en moyenne quadratique remontent dés que le bruit reprenne de lintensité ( ¢ =
0.3, 1< # < 10 ). On remarque aussi sur la figure 4.31.2, lorsque le parameétre tend vers l'infini les
valeurs de 'EQM tendent aussi vers l'infini ( voir figure (a), (c) ). Et quand le parameétre s’approche

de 1, les mesures des erreurs en moyennes quadratiques apres seuillage tendent vers U'infini ( voir (b),
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(d) ), ce qui explique l’explosion du signal synthétique.

EQM

]

1 3 5 7 5
Figure 4.31.1: lerreur en moyenne quadratique du signal obtenu

par seuillage SURE en fonction de I’écart type o
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Figure 4.31.2 : 'erreur en moyenne quadratique du signal obtenu
par seuillage SURE dépendant d’échelle en fonction :
(a) du parametre, (b) du parametre, (c) du parameétre 6 (¢constante)

et (d) du parameétre ¢ (fconstante)

Conclusion

D’apres les évaluations visuels et I’analyse des erreurs en moyenne quadratique, effectuées sur les

résultats des opérations de seuillage doux non linéaire par ondelettes orthogonales dans le cas d’'un

bruit blanc gaussien ( WN ) ou d’un bruit de type processus stationnaire corrélé (AR(1), MA(1),

ARMA(1,1)) que le seuil universel n’est pas adapté a 1’élimination du bruit présent dans les données

simulées. L’application d’un seuillage universel dépendant des niveaux ,bien qu’il améliore légérement
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les résultats, il reste dans ce cas insuffisant. Les seuils se basant sur la minimisation de 'EQM ont
permis d’obtenir de meilleurs résultats. En augmentant la valeur du parameétre , on constate que ce
bruit déforme le signal synthétique et les valeurs de 'EQM obtenues tendent vers 'infini quand se

rapproche de la valeur 1. De ce fait, il n’est pas avantageux d’utiliser la méthode de débruitage.

4.5 Application de la transformée en ondelettes & la détection et a

la spécification des singularités.

Nous allons maintenant appliquer la transformée en ondelettes continue & la détection et a la carac-
térisation des singularités du signal synthétique.

Une analyse en ondelettes des signaux débruités par la méthode de seuillage SURE dépendant
d’échelle a été également appliquée dans le but de distinguer les singularités engendrées par le bruit
restant apreés le débruitage de celle du signal synthétique. Tout au long de cette section, I’ondelettes

utilisée est celle dite ”chapeau mexicain” et I'intervalle de dilatation est [2, 27] .

4.5.1 Détection et spécification des singularités.

La figure 4.32 montre la position des lignes maxima du module de la transformée en ondelettes
continue du signal synthétique dans le plan temps-échelle. En vertu des résultats évoquée dans le
chapitre3, les lignes maxima convergent vers les points ou le signal synthétique a des singularités
quand le parameétre de dilatation décroit. Toutefois, il est & signaler qu’il n’existe pas des lignes
maxima qui convergent vers le point ol la fonction n’a pas de singularités. Les lignes maxima du
modules de la transformée en ondelettes des signaux obtenus apres I’élimination du bruit (voir figure
4.6, 4.10, 4.18 et 4.24) sont représentées sur les figures 4.33, 4.34, 4.35 et 4.36. On peut voir cependant
des nouvelles lignes maxima qui apparaissent, ’ensemble de ces lignes n’ atteignent pas la valeur
de dilatation 24. On constate aussi sur ces figures, que 47 lignes dominantes gardent un caractére

commun que celui observé dans le signal synthétique
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Figure 4.32 : Lignes maxima du module de la transformée en ondelettes du signal synthétique
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Figure4.33. Lignes maxima du module de la Figure4.34. Lignes maxima du module de la

transformée en ondelettes continue du signal transformée en ondelettes continue du signal
présenté dans la figure4. 6. présenté dans la figure4. 10.
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Figure4.35. Lignes maxima du module de la Figure4.36 . Lignes maxima du module de la
transformée en ondelettes continue du signal transformée en ondelettes continue du signal
présenté dans la figure4. 18. présenté dans la figure 4.24.

Comme nous nous intéressons & détecter les instants ol il y a eu un maximum de nombre de taches

solaires, ainsi que d’estimer leurs irrégularités. Il est préférable donc d’étudier la transformée en
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ondelettes continue de chaque cycle. Nous proposons d’étudier la transformée en ondelettes continue

du cycle NO 24.

4.5.2 Analyse en ondelettes du cycle N° 24.

Notons, tout d’abord, que la régularité de S(t - t;; ) au point t;;; est égal & b;. Par conséquent, la
régularité de S(t -t4g ) en tgg = 3197 mois vaut 8/5.

Nous présentons ici I’étude de la transformée en ondelettes continue du dernier cycle synthétique.
D’apres la figure 4.37, on remarque qu’il y a une seule ligne qui converge vers le point t = 3197 mois

ol la singularité se produit.

Log2(dilatation)
N

1 1 1 1 1 1 1 1
3100 3120 3140 3160 3180 3200 3220 3240 3260
temps(mois)

Figure4.37. Ligne maxima du module de la transformée en ondelettes continue

du cycle synthétique N° 24

Pour estimer la régularité, nous avons tracé le module de la transformée en ondelettes le long de
cette ligne maxima en fonction des dilatations dans un diagramme log-log ( voir figure 4.38 ) et sa

pente maximale vaut 1.600 qui coincide avec la régularité théorique de la singularité tg
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Figure4.38. Diagramme log-log de la fonction ridge associe au ligne maxima montrée

sur la figure4.37, le calcule de la pente donne 1.600 (a > 2)

Les lignes maxima du module de la transformée en ondelettes du signal obtenues aprés I’élimination du
bruit blanc gaussien d’écart type 7 ( c’est-a-dire le cycle NO 24 montré sur la figure 4.6) sont illustrées
sur la figure 4.39. On constate qu’il y a des lignes maxima en plus qui sont générées par le bruit
restant aprés seuillage. Ces lignes n’atteignent pas la valeur de dilatation 24 . On remarque aussi
sur cette figure une ligne maxima dominante par rapport aux autres lignes. Cette ligne dominante

converge vers le point t = 3197mois. Ce dernier coincide avec celui du cycle synthétique NO 24.
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Figure4.39. Lignes maxima du module de la transformée en ondelettes
continue du cycle N° 24 de la figure 4.6.

Pour caractériser les différentes singularités, nous étudions la régularité de chacune d’entre elles. Les
fonctions ridges définies par la variation de Logs wf (z,a) en fonction de logza le long d’une ligne
maxima, permet de calculer ces régularités.

D’apres la figure4.40, nous remarquons que les fonctions ridges varient différemment les unes des
autres. Les fonctions ridges 3 et 4 ont une tendance linéaire positive a partir de a > 2% et 2 < a
< 2140 avec des régularités de I'ordre az= 1.587 et au= 0.706 respectivement, alors que la fonction
ridge 2 a une tendance linéaire négative a partir de 213 <a < 218 dont la régularité est de 'ordre as

= -0.301. Il est & noter que la valeur de a3 est proches avec celle du dernier cycle synthétique.
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Figure4.40. Diagramme log-log des fonctions ridge associées aux lignes maxima indexées sur

la figure 4.39. le calcul des pentes pour les lignes 2,3,4 donnent respectivement :

a=-03012"<a<2"®), a=1.587 (a>2"% et a=0.706 (2< a<2'*)

Nous appliquons la transformée en ondelettes continue aux cycles N°24 des signaux obtenus par
seuillage avec un seuil qui minimise 'EQM dans le cas § = 0.3 et = 0.3, o= 0.3. En observant
les lignes maxima du module de la transformée en ondelettes du cycle N°24 de la figure 4.41 et 4.42
respectivement. Nous remarquons paraport au dernier cycle synthétique que le bruit restant aprés
seuillage a généré de nouvelles lignes maxima. On voit qu’elles sont reparties sur toute la longueur du
signal . Notons qu’elles sont d’amplitude variable . L’analyse en ondelettes révéle une ligne maxima
plus dominante que d’autre. Cette ligne dominante est localisée en t = 3197mois qui coincide avec

celle du dernier cycle synthétique.
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Figure 4.41. Lignes maxima du module de la transformée en ondelettes continue du
cycle N° 24 de la figure 4.10.
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Figure4.42. Lignes maxima du module de la transformée en ondelettes continue
du cycle N° 24 de la figure 4.24.

Les fonctions ridges, décrivant la variation du module de la transformée en ondelettes continue
en fonction de dilatation le long d’une ligne maxima sont représentées dans la figure 4.43 et 4.44.
En observant ces fonctions ridges ,on voit qu’elles sont a tendance linéaire positif et négative. Les
fonctions ridges 1 et 2 ( voir figure 4.43 ) ainsi que les fonctions ridges 1, 4 et 5 ( voir figure 4.44 )
avec des régularités a valeur négatives montrent une décroissance a partir de 2< a < 22, 2< a < 287
,2< a < 216 ,2< a < 2125 o 2< g < 214 respectivement. Les fonctions ridges associées a la ligne
maxima dominante 3 de la figure 4.43 et 3 de la figure 4.44 deviennent quasi linéaire & partir de a > 22
et a >221 avec des régularités de 'ordre a3=1.631 et a3=1.620 respectivement. Ces valeurs sont trés

proches de la régularité du dernier cycle synthétique. Sauf que leurs fonctions ridges sont influencées

par le bruit restant apres seuillage.
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Figure 4.43. Diagramme log-log des fonctions ridge associées aux lignes maxima indexées

Sur la figure4.41. le calcul des pentes pour les lignes 1,2,3,4 donnent respectivement :

0=-1988(2<a<2),0=-0.6712<a<2"")a=1.631(a=2%) et a=-1.4402 < a <2'%)
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Analysons maintenant le cycle N° 24 du signal obtenu par seuillage dans le cas AR (1) pour ¢ =
0.3 (cycle N° 24 de la figure 4.18). La figure 4.45 illustre les lignes maxima qui lui sont associe. On
remarque, & la premiére vue, une ligne dominante en amplitude ainsi que plusieurs lignes maxima qui
sont générés par le bruit restant. Ces lignes sont plus ou moins important en amplitude par rapport
a celle associe au dernier cycle synthétique. En les comparant, avec les figures 4.39, 4.41 et 4.42 des
différences apparaissent par rapport au nombre de lignes qui diminue, leurs formes et amplitudes. La

ligne la plus dominante converge vers le point 3197 mois quand la dilatation décrois. Cette valeur est

1 15 2 2.5 3 35

Log2(dilatation)

Log2(dilatation)

Figure4.44. Diagramme log-log des fonctions ridge associées aux lignes maxima indexées sur
la figure 4 .42. le calcul des pentes pour les lignes 1,3,4, 5 donnent respectivement :
a=-0.2002<a<2"%0a=1.620(a>2*")a=-1.362(2<a<2"®)eta=-0.600(2<a<2'

égal a celle du cycle synthétique N° 24 ( ou la singularité du dernier cycle se produit).
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Figure4.45. Lignes maxima du module de la transformée en ondelettes continue du
cycle N° 24 de la figure 4.18.

Pour définir la nature des singularités contenues dans le cycle N924, nous déterminons leurs régularités
.Les fonctions ridges de ce cycle peuvent étre classées en deux types:

Typel:

C’est le cas ou la fonction ridge a une tendance linéaire positive (o« > 0). Cette tendance est
perturbée par le bruit. Elle est observée au début de la fonction, cas 5 de la figure 4.46 qui décrit une
variation quasi - linéaire a partir de a > 22. le calcul de la pente donne a5 = 1.642. I est & noter que
la valeur de cette régularité est proche avec celle du cycle synthétique N°24.

Type2:

Correspond au fonction ridge ayant une tendance linéaire négative (a< 0 ),cas de la fonction ridge

1 et 3 ( voir figure 4.46 ) qui prend une tendance linéaire décroissante a partir de 2<a <215 ¢t a > 22

respectivement. On trouve respectivement a; = -1.991 et a3 = -1.333.
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Figure4.46. Diagramme log-log des fonctions ridge associées aux lignes maxima indexées sur la
figure 4.45. le calcul des pentes pour les lignes 1,2,3,4 et 5 donnent respectivement :

a=-1.9912<a <2"%,a=0.675( > 2"?),a=-1.333(a = 29,0 =0.320(a > 2*°)et
a=1.642(@a > 2%)

Conclusion

A partir de ces résultats, on constate, qu’on prendra en considération que les lignes maxima les
plus significatives ainsi que les fonctions ridges associées a ces lignes ol on prendra les portions linéaire
de ces fonctions ridges et les pentes correspondantes donnent les régularités des singularités estimées.
La transformation en ondelettes continue permet par conséquent de localiser temporellement une
singularité ainsi que de localiser sa géométrie sans information a priori sur sa position.

La méme procédure a été utilisée pour déterminer et caractériser les singularités éventuellement
présentes dans les autres cycles. Les résultats obtenus sont présentés dans les tableaux ci-dessous.

Le tableau 7, regroupe les résultats obtenus a partir de l'analyse en ondelettes continues des
données simulées. On constate que les valeurs des singularités sont identique & celles contenues dans
chaque cycle synthétique. Pour caractériser ces différentes singularités, on a calculé les régularités
de chacune d’entre elles. Ces derniéres sont résumées dans le méme tableau. Notons que les valeurs
trouver coincide avec les régularités théoriques du chaque cycle synthétique. D’apreés le tableau 7 On

remarque que ’amplitude des régularités est comprise entre 1.210 et 1.600
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n instants régularités
1 48 1.400
2 198 1.350
3 348 1.260
4 506 1.480
5 672 1.555
6 846 1.500
7 980 1.400
8 1110 1.350
9 1240 1.260
10 1375 1.480
11 1515 1.555
12 1660 1.500
13 1805 1.444
14 1960 1.300
15 2082 1.400
16 2187 1.350
17 2292 1.260
18 2407 1.480
19 2522 1.555
20 2637 1.500
21 2762 1.444
22 2902 1.300
23 3042 1.210
24 3197 1.600

Tableau 7: Les instants des singularités correspondant aux maxima du

signal synthétique et leurs régularités.

L’application de la transformée en ondelettes continue sur chaque cycle des signaux débruités par

seuillage révele des lignes maxima plus dominantes que d’autres. Ces lignes dominantes converges

vers les instants des singularités. Les tableaux ci-dessous renferme les résultats correspondants.

Selon les tableaux 8, 9, 10 et 11, les amplitudes des régularités aux points de ces singularités sont

comprises entre:

- 1.200 et 1.587 dans le cas d’un bruit blanc gaussien,

- 1.222 et 1.631 dans le cas d’un bruit du type MA(1) avec 6= 0.3,

- 1.233et 1.620 dans le cas d’un bruit du type AR(1) avec o= 0.3,

- 1.190 et 1.642 dans le cas d’un bruit du type ARMA(1.1) avec 0= 0.3 et o=

0.3.

A partir de ces résultats, on déduit donc que les variations des régularités contenues dans différents

cycles analysés sont trés proches de celles des cycles synthétique.
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n instant régularité n instant régularité
1 48 1.415 13 1805 1.440
2 198 1.361 14 1960 1.309
3 348 1.266 15 2082 1.403
4 506 1.487 16 2187 1.356
5 672 1.545 17 2292 1.261
6 846 1.502 18 2407 1.477
7 980 1.390 19 2522 1.551
8 1110 1.365 20 2637 1.505
9 1240 1.270 21 2762 1.432
10 1375 1.489 22 2902 1.303
11 1515 1.553 23 3042 1.200
12 1660 1.499 24 3197 1.587

Tableau 8: Les instants des singularités correspondant aux maxima du signal présenté dans la

figure 4.6. et leurs régularités sauf les lignesdominantes prises en considération.

n instant régularité n instant régularité
1 48 1.394 13 1805 1.438
2 198 1.357 14 1960 1.310
3 348 1.258 15 2082 1.399
4 506 1.488 16 2187 1.347
5 672 1.561 17 2292 1.263
6 846 1.511 18 2407 1.481
7 980 1.416 19 2522 1.562
8 1110 1.366 20 2637 1.511
9 1240 1.253 21 2762 1.451
10 1375 1.475 22 2902 1.290
11 1515 1.569 23 3042 1.222
12 1660 1.504 24 3197 1.631

Tableau 9: Les instants des singularités correspondant aux maxima du signal présenté dans la

figure 4.10. et leurs régularités sauf les lignes dominantes prises en considération.
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n instant régularité n instant régularité
1 48 1.388 13 1805 1.429
2 198 1.348 14 1960 1.298
3 348 1.249 15 2082 1.419
4 506 1.471 16 2187 1.340
5 672 1.541 17 2292 1.250
6 846 1.506 18 2407 1.465
7 980 1.391 19 2522 1.535
8 1110 1.339 20 2637 1.513
9 1240 1.241 21 2762 1.447
10 1375 1.483 22 2902 1.295
11 1515 1.532 23 3042 1.233
12 1660 1.498 24 3197 1.620

Tableau 10 : les instants des singularités correspondant aux maxima du signal présenté dans

la figure 4.24. et leurs régularités sauf les lignes dominantes prises en considération.

n instant régularité n instant régularité
1 48 1.420 13 1805 1.455
2 198 1.337 14 1960 1.319
3 348 1.285 15 2082 1.379
4 506 1.469 16 2187 1.343
5 672 1.528 17 2292 1.280
6 846 1.499 18 2407 1.466
7 980 1.410 19 2522 1.540
8 1110 1.328 20 2637 1.512
9 1240 1.277 21 2762 1.450
10 1375 1.461 22 2902 1.306
11 1515 1.533 23 3042 1.190
12 1660 1.509 24 3197 1.642

Tableau 11 : les instants des singularités correspondant aux maxima du signal présenté dans

la figure 4.18. et leurs régularités sauf les lignes dominantes prises en considération.

D’aprés ces tableaux, on constate que les résultats obtenus montrent un accord presque parfait avec

ceux déduits de la simulation faite sur le signal synthétique. Néanmoins , il faut souligner que les
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régularités des singularités estimées ( par exemple t1 , t7 , t15 ) sont trés légérement différentes, cette

différence dans la régularité est due au bruit restant dans le signal aprés seuillage.

4.6 Analyse de la série de nombre de taches solaires.

Les données réelles exploitées sont représentées par une série chronologique non stationnaire de valeurs
mensuelles représentant la distribution de taches solaires sur 22 cycles solaires entre les époques 1754 a
1996. On constate sur la figure 4.47 que les cycles ont des durées et d’amplitudes variables. Les cycles
les plus intenses sont plus courts et les plus faibles sont les plus long. On remarque aussi que la série
des données réelles de nombre de taches solaires est entachée du bruit. La présence du bruit étant un
inconvénient majeur pour la détection et la spécification des singularités; il est donc nécessaire, dans
une premiére étape, de pouvoir réduire le bruit présent dans les données réelles. La méthode utilisée

sera celle développée dans la section précédente.
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Figure4.47. Nombre de tiches solaires en moyenne mensuelles (22cycles solaires)

4.6.1 Réduction du bruit.

Le bruit est atténué en effectuant un seuillage SURE dépendant d’échelle, procédure tester sur le
signal synthétique bruité. On peut constater sur la figure 4.48 une amélioration nette de la série des

données réelles de nombre de taches solaires.
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Figure 4.48. Signal obtenu apres seuillage de figd4.47 avec un seuil
SURE dépendant d'échelles
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4.6.2 Détection et spécification des singularités.

La série & analyser est celle montrée sur la figure 4.48. Les lignes maxima du module de la transformée
en ondelettes continue de cette série (voir figure 4.49) montrent qu’elles convergent vers les points de

singularités quand la dilatation décroit

INYNAY I
(/ﬁ\ l/"} 2 2”' th )

jfiiﬂ!\ H:mj Al
i R i

1] 500 1000 1500 2000 2500 emps(mois)

log2(dilatation)
=
T
|

Figure4.49. Lignes maxima du module de la transformée en ondelettes continue du
signal de la figure4.48

Comme pour le signal synthétique, on considére le dernier cycle (noté cycle N922 réel), d’aprés les
lignes maxima obtenues (voir figure 4.50), on constate que les lignes gardent un caractére commun
que celui observé dans le cycle N°24 aprés seuillage. La ligne dominante converge vers le point de

singularité qui apparait en temps t3=2825 mois.
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Figure4.50. Lignes maxima du module de la transformée en ondelettes du cycle

réel N°22 de la figure 4.48.

La fonction ridge associée a cette ligne permet de calculer la régularité de cette singularité, on trouve
alors aig = 1,25 (voir fonction ridge 3 sur la figure 4.51). Cette singularité correspond a 1’ événement
de I’ activité solaire relevé dans I’ année 1989, ou il s’est produit une violente éruption solaire qui a
engendré par la suite un orage géomagnétique. Cette orage a mis en panne le systéme de distribution

d’électricité dans une grande partie de Canada et des Etats - Unis.
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Figure4.51. Diagramme log-log des fonctions ridge associes aux lignes maxima indexées sur la
figure 4.50. le calcul des pentes pour les lignes 1,2 et 3 donnent respectivement :

0=-0.13(2"*<a<2"%), a=0522<a<2"Yet a=125Q2<a<2’).

Les instants des singularités ainsi que leurs régularités des autres cycles sont présentés dans le tableau

12)
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n instants regularités n instants regularités
| 101 1.39 12 1496 1.41
2 198 1.37 13 1616 1.47
3 299 1.33 14 1754 1.60
4 415 1.42 15 1907 1.35
5 544 1.63 16 2017 1.43
6 717 1.58 17 2143 1.40
7 836 1.52 18 2268 1.31
8 951 1.36 19 2436 1.28
9 1086 1.38 20 2575 1.45
10 1219 1.44 21 2648 1.34
11 1354 1.32 22 2825 1.25

Tableau 12 : les instants des singularités correspondant aux maxima du signal présenté dans

la figure 4.48. et leurs régularités sauf les lignes dominantes prises en considération.

4.7 Conclusion

Nous avons utilisé différentes méthodes de seuillage selon le type de bruit. Nos exemples confirment
d’apres les résultats obtenus, les performances du seuil SURE sont meilleurs que celles du seuil universel
pour un bruit blanc. En effet, le seuil SURE minimise 'erreur écart quadratique moyen avec pénalité.
Le seuil SURE dépendant d’échelle aboutit a de meilleurs résultats en comparaison avec les autres
seuils quand le signal synthétique est contaminé par un bruit stationnaire coloré de faible intensité.
Toutefois, il faut souligner que le rajout d’un bruit de forte intensité fait ”exploser” le signal synthétique
(déformation totale du signal) et les méthodes exposées ne sont d’aucune aide. Pour des processus,
méme stationnaires mais se rapprochant de la non stationnarité, les performances de ces méthodes
sont mises en échec.

La localisation des singularités du signal synthétique, aprés seuillage, est reconstituée avec une
bonne précision . Nous avons remarqué que le bruit restant a généré d’autres lignes maxima plus
au moins importantes en amplitude. La localisation temporelle n’est pas une condition suffisante
pour déterminer si les singularités détectées sont générées par un méme phénomeéne physique. Pour
cela nous avons calculer les régularités qui sont caractéristiques de chaque singularité. Ces derniéres
sont données par la variation, du module de la transformée en ondelettes continue en fonction de la

dilatation le long d’une ligne maxima. Les fonctions ridges peuvent étre classées en deux types:
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typel: fonctions ridges a tendances linéaire positive ( a> 0). Cette tendance peut étre influencée
par le bruit restant apreés seuillage. Celles-ci sont caractérisées par une partie déformée située au début
de la fonction ridge pour devenir ensuite quasi-linéaire. Notons que le bruit restant ne détruit pas le
modele des fonctions ridges.

type2 : fonctions ridges ayant une tendance linéaire négative ( a< 0). Ce type de fonctions sont
attribuées au bruit [ MAN96].

Nous nous sommes intéressés aux fonctions ridges de typel ou nous avons étudie uniquement
la partie linéaire. Les résultats obtenus montrent que les performances des algorithmes développés

” robustesse” mériterait & étre

persiste méme dans les cas médiocre de débruitage. Cette relative
analysée.

Apres avoir, établit une étude sur des données simulées synthétique débruités décrivant 'activité
solaire, les résultats obtenus nous ont encouragé & pousser cette étude en utilisant les données réelles.
L’application d’un seuillage SURE dépendant d’échelle suivi des méthodes de localisation des sin-
gularités sur les données réelles de nombre de tache solaire nous permet de mettre en évidence les
événements relatif aux activités solaires observées. Nous retrouvons les cycles , les instants des sin-
gularités et nous avons estimé les régularités en ces points. Les régularités obtenu sont positives non
entiére qui varient de maniére aléatoire. Leurs amplitude est comprise entrel.25 et 1.63.
Conclusion générale :

L’idée essentielle, sur laquelle repose les méthodes d’analyse par ondelettes, consiste & représenter
des processus temporels & différentes échelles. Cette possibilité est extrémement interessante en géo-
magnétique ol 'information, portée par les signaux, est souvent véhiculée de maniére variable dans
le temps. C’est le cas, par exemple, des signaux solaires.A l'instar de I’analyse de Fourier, ’analyse
en ondelettes a pu, elle aussi, donner lieu & des algorithmes trés efficaces pour plusieurs applications
surtout lorsqu’il s’agit de phenomenes presentant de brusques discontinuités ou des variations trés lo-
caliseés dans le temps ou ’espace.Les algorithmes developpés sont basés sur ’analyse des informations
contenues dans les coefficients d’ondelettes du signal.

Le travail que nous avons présenté dans ce mémoire, s’est basé sur 'utilisation a la fois des on-
delettes orthogonales et la transformée en ondelettes continue. Les spécificités de ces deux classes nous
ont été utile pour traiter deux problémes trés différents : les ondelettes orthogonales pour éliminer le
bruit présent dans des séries temporelles non-stationnaires et la transformation en ondelettes continue
pour localiser et spécifier les singularités géomagnétique.Les resultats de la transformée en ondelettes
continue sont obtenus en corrélant chaque élément de la famille d’ondelettes avec le signal. Lorsqu’une

fluctuation dans le signal s’accorde avec la période caractéristique d’une ondelette, la corrélation est
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bonne,sinon,elle est quasi nulle, cette correlation nous a permet de localiser des singularités qui se
traduit par une ligne maxima dominante qui converge vers la singularité quand le parametre de di-
latation décroit vers zéro. Les fonctions ridges decrivant I’evaluation du module de la transformée en
ondelettes continue le long de ces lignes maxima, nous ont renseigné sur les degreés des regularités des
singularités contenus dans le signal etudie.

Nous avons utilisé la méthode non lineaire, seuillage par ondelettes orthogonales pour reduire le
bruit. Contraitrement aux méthodes lineaires les éstimateurs qui en decoule & partir de cette procedure
sont optimaux : Iestimateur de la fonction inconnu est aussi régulier que la fonction inconnu.Les tests
effectués sur des données synthétiques bruités avec différents type de bruit (bruit blanc, MA(1), AR(1),
ARMA(1,1)) montrent que la qualité de débruitage dépend du seuil utilisé. Nous avons opté pour le
seuil qui minimise ’erreur en moyenne quadratique, qui présente de meilleures propriétés minimax sur
de nombreux espaces fonctionnels tel que I'espace de Besov By, (R) ,auxquel appartient probablement
le signal utile

Nous avons constaté que la géométrie des lignes maxima du module de la transformée en ondelettes
continue et les variations des coefficients en ondelettes le long de ces lignes permettent de distinguer
les singularités engendrées par le bruit restant aprés seuillage de celle propre au signal synthétique.

Sur la base de simulation faite sur le signal synthétique, nous avons analysé les données réelles
de nombre de taches solaires. Les resultats obtenus a partir de I’ analyse en ondelettes continue des
données reelles ont revelé:

1- L’ analyse par la transformée en ondelettes continue des données de nombre de taches solaires,
montre un comportement quasi-simillaire que celui observé dans les données simulées.

2- Les fonctions ridges ont une tendance lineaire positive, elles sont influencées par le bruit restant
aprés seuillage.

3- La variation des regularités des singularités contenue dans les differents signaux analysées est
aleatoire.

Nous avons clairement mis en evidence, & partir de localisaton temporelle, plusieurs evenements
de lactivité solaire & 'intérieur des cycles ainsi que leurs régularités.

Nous pensons qu’il faut pousser cette étude en analysant, & partir de cette nouvelle technique,
I’analyse par ondelettes, des données d’observations du champ magnétique terrestre afin de voir les
contributions de ces activités solaire dans la variation du champ magnétique, et si elles ont un caractére
propre qui permet de les dissocier des variations connues et observées dans les enregistrements du

champ.
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