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Introduction Générale 
 
 
Un des problèmes fondamentaux rencontré en finance concerne la nécessité de mettre 

en place une évaluation journalière du risque. Le calcul des risques est aujourd'hui 

largement utilisé en finance internationale. Il s'agit par exemple d'éviter les faillites 

retentissantes et donc d'être capable de prévoir l'occurrence des crises et, si possible, 

leur intensité. Il est nécessaire d'être en mesure d'évaluer les possibilités d'apparition des 

évènements rares. Il peut aussi s'agir pour l'investisseur d'estimer le profit le plus élevé 

possible dans un environnement risqué. Dans le cas des indices boursiers par exemple, 

l'investisseur peut se servir du caractère volatil de ces marchés pour intégrer dans son 

portefeuille les valeurs susceptibles de monter très haut tout en se prémunissant contre 

celles qui peuvent chuter fortement à un horizon donné. 

Quoiqu'il en soit la maîtrise des risques est la base du travail du gestionnaire. Plus que 

jamais, elle est d'actualité. Dans ce contexte, il convient de préciser ce que l'on entend 

par risque. On peut assimiler la notion de risque à la probabilité de réalisation d'un 

évènement rare (ou imprévu). C'est l'objet de la théorie des valeurs extrêmes 

(Leadbetter, Lindgren et Rootzèn, 1983), développée en probabilité et ayant 

d'innombrables applications dans divers domaines. 

On peut citer comme exemple : 

- La finance où l'hypothèse de gaussianité, incompatible avec les observations 

surtout en hautes fréquences, est de plus en plus fortement remise en cause; 

- L'assurance dont l'une des préoccupations est la prise en compte des grands 

sinistres; 

- L'hydrologie, domaine dans lequel la prévision des crues par exemple est 

particulièrement importante; 

- La météorologie où l'étude de la vitesse du vent permet d'évaluer le degré de 

résistance des matériaux face à la pression exercée par le vent (au cours d'une 

tempête par exemple) sur les bâtiments ou les structures de génie civil; 

- Enfin, la macro-économie réelle dans le but de prévoir les crises économiques. 
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Signalons que plusieurs approches sont possibles en théorie des valeurs extrêmes. Nous 

nous intéressons ici à l'étude des fonctions de distribution (en particulier la fonction de 

répartition). La théorie probabiliste traditionnelle des valeurs extrêmes d'une série 

concerne la distribution asymptotique des maxima ou des minima d'une suite de 

variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (v.a.i.i.d.). L'étude de ce 

problème remonte à l'antiquité (dès l'apparition des catastrophes) même si les résultats 

récents sont essentiellement fondés sur les avancées théoriques des cinquante dernières 

années. 

Conscient des limites de l'approche traditionnelle, induite notamment par l'hypothèse 

d'indépendance des variables aléatoires, des extensions à la théorie initiale ont 

rapidement vu le jour. C'est ainsi que l'hypothèse d'indépendance a été remplacée par 

une forme particulière de dépendance puis par l'étude des processus stationnaires à 

temps discret. La remise en cause de l'hypothèse d'indépendance est une exigence 

incontournable dans l'optique des applications. En finance ou en météorologie par 

exemple, l'hypothèse d'indépendance est souvent mise en défaut. 

Donc un des récents développements de la théorie des valeurs extrêmes a consisté à 

lever l'hypothèse d'indépendance des observations; on suppose que les observations sont 

identiquement distribuées mais dépendantes. Elles forment alors un processus 

stationnaire par exemple Markovien ou fortement mélangeant; Les modèles de Markov 

sont utilisés dans beaucoup de problèmes d’application. Par exemple les modèles 

autorégressifs de coefficient aléatoire qui sont utilisés  dans l'analyse non linéaire de 

série temporelles et le processus ARCH dans l'économétrie, et le processus de Lindley 

dans la théorie des files d'attente. Dans plusieurs de ces situations les valeurs extrêmes 

sont très importantes; par exemple, dans les sciences économiques ils peuvent 

correspondre à une faillite ou à un réalignement obligatoire de taux de change, et dans la 

théorie des files d'attente une longueur excessive de la file peut causer une panne du 

système entier. Bien que les propriétés extrémales des modèles spécifiques mentionnés 

puissent être examinées par une approche directe. 

Après avoir rappelé certains résultats, établis dans le cas indépendant, et qui nous seront 

utiles par la suite, nous allons surtout nous intéresser au cas dépendant et stationnaire. 
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Nous commençons donc par rappeler dans le premier chapitre les principaux aspects et 

définitions des processus stochastiques, plus particulièrement le processus ponctuel et 

les chaînes de Markov. Dans le deuxième chapitre nous décrivons la théorie des valeurs 

extrêmes d'une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées 

en caractérisant la loi des extrêma et les observations qui excèdent un seuil fixé et nous 

étudions le comportement au niveau des " queues" de certaines distributions dites 

Heavy-tailed. Tandisque le troisième chapitre sera consacré aux valeurs extrêmes d'une 

suite de variables aléatoires dépendantes, donc nous considérons des critères pour la 

convergence faible du processus ponctuel et faisons des prolongements des résultats 

d'un niveau à multi niveaux; ainsi, des extrêmes des chaînes de Markov stationnaires 

sont étudiés, ensuite nous aborderons dans un quatrième chapitre deux exemples 

d'application, le premier concerne un processus AR(1) avec des marginaux uniformes, 

le deuxième concerne le comportement extrémal des solutions des équations aux 

différences stochastiques du premier ordre à coefficients aléatoires. 
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Chapitre 1 
 

Processus stochastiques  
 

Dans ce chapitre, nous commençons par présenter des notions élémentaires des 

processus stochastiques afin de les introduire aux valeurs extrêmes.    

 

1.1- Principaux aspects et définitions des Processus stochastiques 
 

1.1.1- Processus stochastique : 

Un processus aléatoire ou stochastique est un phénomène dépendant du hasard et du 

temps, on le note X(t,ω) ou Xt définit comme suit : 

                                                    X : R+x Ω →  R 

                                                           (t,ω)  → X(t,ω) 

Cette application est mesurable lorsque l'on munit R+x Ω de la tribu B (R+) x A. 

B (R+) est la tribu des Boréliens. 

Pour t fixé, X(t) = X(t, .) est une variable aléatoire sur un espace de probabilité (Ω, A, P). 

Pour ω fixé, X(.,ω) est une réalisation ou une trajectoire du processus stochastique. 

Par ailleurs, on peut définir les processus aléatoires en faisant appel à la notion dite 

" Filtration". 

 

1.1.2- Tribu : 

Définition 1. Soit A  un ensemble de parties de Ω. On dit que A est une tribu 

(ou σ-algèbre) si : 

1. Ω Є A. 

2. si A Є A, alors Ac Є A. 

3. si (An, n Є N) est une suite d’éléments de A, alors .A∈∪ ∈ nNn A   
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Le couple (Ω, A ) est appelé espace mesurable. Un ensemble Ω⊂A est dit mesurable si 

A Є A. 

Par exemple l’ensemble des parties de Ω : P (Ω) est une tribu. L’ensemble { }Ω,φ est 

également une tribu. C’est la tribu triviale sur Ω. 

Si Ω est au plus dénombrable, la tribu la plus souvent considérée est P (Ω). Pour des 

raisons techniques difficiles mais  fondamentales, ce n’est quasiment plus le cas si Ω 

n’est plus fini ou dénombrable. 

Exemple : On considère l’ensemble Rd (espace euclidien réel de dimension d). La tribu 

borélienne est la plus petite tribu qui contienne tous les ouverts de Rd. Cette tribu est 

différente de P (Rd). On la note B (Rd). Tout ensemble appartenant à B (Rd) est appelé 

borélien. Si K est un borélien, on note { })R(B;)(B dAKAK ∈⊂=  la tribu borélienne 

sur K. 

  

1.1.3- Filtration : 

Définition 2. Soit un espace de probabilité (Ω, A, P). On appelle filtration une famille 

(Ft)tЄT croissante de sous tribu de A, où Ft représente l’information dont on dispose à 

l’instant t. 

 

1.1.4- Processus adapté : 

Un processus X(t) est dit adapté à la filtration ( Ft, t ≥ 0) si la variable aléatoire X(t,ω), t 

fixé, est mesurable pour la σ-algèbre Ft. 

 

1.1.5- Processus stochastiques particuliers : 
Soit X(t) un processus stochastique et soit k Є N, t1, t2, …, tk une succession de valeurs 

du temps. 

 

a- Processus stationnaire : 

On considère les instants t1+ τ, t2+ τ, …, tk+ τ, .0>τ∀  
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Le processus X(t) est dit stationnaire lorsque les variables aléatoires [ X(t1), X(t2), 

…, X(tk)] et [X(t1+ τ), X(t2+ τ), …, X(tk+ τ)] ont la même distribution de 

probabilité. Cela signifie qu'à priori, quel que soit l'horizon considéré on met la 

même distribution de probabilité sur l'état du système (même moyenne et même 

variabilité). 

 

b- Processus à accroissement indépendants : 

Un processus X(t) est à accroissements indépendants si 

N ∈<<<<∀ kt...tt k210 , 

les variables X(tk) – X(tk-1), …, X(t2) – X(t1), X(t1) – X(0) sont indépendantes. 

Cela s'interprète par le fait que les états décrits par ce type de processus évoluent 

dans un univers où les variations passées n'influencent pas les variations futures. 

 

c- Processus à accroissement stationnaires : 

Considérons à présent deux instants θ1 et θ2, supposons θ1 ≤ θ2. Le processus X(t) 

est à accroissement stationnaire  si  la  distribution  associée  à  l'accroissement de la 

variable sur  l'intervalle  [θ1, θ2] ne dépend que de la durée écoulée (θ2 - θ1). 

En terme d'équation on écrit : 

              

                  { } ),()()( 12
*

12 θθεεθθ −=<− FXXP  

 

Les chaînes de Markov constituent l’exemple le plus simple des processus 

stochastiques, lorsque dans l’étude d’une suite de variables aléatoires, on abandonne 

l’hypothèse d’indépendance. Il s’agit d’un processus à temps discret d’où le nom de 

« Chaîne ». Il y a les chaînes de Markov dont l’ensemble des états est continu, leur 

étude n’est pas abordée ici, et les chaînes dont l’ensemble des états est discret. Celles-ci 

font l’objet de la section suivante. L’ensemble E des états est donc soit N, soit une partie 

finie de celui-ci.  
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1.2- Chaîne de Markov : 

Définition 1. Le processus stochastique à temps discret { } 0≥nnX définit sur un espace 

d’état dénombrable E est une chaîne de Markov si  

           )/(P),...,,/(P 100111 iXjXiXiXiXjX nnnnnn ======= +−−+    

Pour tout 0≥n  et pour tout Eiiij n ∈− 11,...,,, . 

Le « futur » et le « passé » de la chaîne sont conditionnellement indépendants par 

rapport au « présent ». Lorsque ijnn piXjX ===+ )/(P 1  ne dépend pas de n, on dit 

que la chaîne est homogène et la matrice EjiijpP ∈= ,)( est appelée matrice de 

transition ; et on a ,,0 Ejitoutpourpij ∈≥  ∑
∈

∈=
Ej

ij Eitoutpourp ,1 i.e. P est 

une matrice stochastique. 

 

Exemple (La marche aléatoire). Considérons une particule se déplaçant le long de la 

droite réelle. Si au temps n, elle occupe une position Xn, sa position au temps n+1 est 

Xn+1=Xn+ ξn, ou ξn est le nième pas de cette marche; donc c'est  une chaîne de Markov 

homogène dans le temps, caractérisée par l’ensemble des états { },...2,1,0ZE ±±== et 

la matrice de transition Z∈= j,iij )p(P , avec, pour tout 2)j,i( Z∈ , 

 

1.rqp      
;   ,

;1      ,
;1,

, =++
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=
+=

=
ijsir
ijsiq
ijsip

p ji  

 

Où p est un nombre fixé tel que 0 < p < 1. Un tel processus est appelé promenade 

(marche) aléatoire sur Z. 

 

1.2.1-  Mesure de probabilité et loi initiale : 

Supposant que { } 0≥nnX est une chaîne de Markov homogène de matrice de transition 

EjiijpP ∈= ,)(  ; soit Eii ∈= )(μμ la distribution de la variable aléatoire initiale X0, i.e. 

).(P 0 iXi ==μ Ainsi la description probabiliste du processus entier { } 0≥nnX  est 
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déterminée par μ et P. on peut dire que μ est l’état initial du processus, en particulier on 

a, pour une suite des états i0,…, in,                                                

           

        ,...),...,,(P
11001100 nn iiiiinn ppiXiXiX
−

==== μ                               (1.1) 

 

Pour ,0≥n  on définit la nème étape de probabilités de transition par 

                        EjiPiXjXp ij
n

mnm
n

ij ∈==== + ,)()/(P)(  

On a aussi  

                                       EjPjX j
n

n ∈== ,)()(P μ  

i.e. la distribution de Xn est donnée par la mesure de probabilité .nPμ  

Finalement on a les équations de Chapman-Kolmogorov : pour m >0, n >0, et ,, Eji ∈  

∑
∈

+
+ ====

Ek

n
kj

m
iknm

nm
ij ppiXjXp )()(

0
)( )/P(          

Ainsi l’inégalité de Chapman-Kolmogorov :  )()()( n
kj

m
ik

nm
ij ppp ≥+ . 

 

1.2.2- Classification des états :  

On note pour un évènement e, Pi(e) = P(e / X0 = i )  

Définition 2. On dit que l’état j est accessible à partir de l’état i pour ,, Eji ∈ et on 

écrit ji ⎯→⎯ s’il existe 0≥n  tel que .0)( >n
ijp On écrit aussi ji ⎯→← si 

ijetji ⎯→⎯⎯→⎯ . Si ji ⎯→← on dit que les états i et j communiquent et forment une 

classe de communication. 

Remarques : en raison du fait que, pour tout i, on a ,pi,i 10 =  tout état communique avec 

lui-même. Un état est appelé état de retour, s’il existe n ≥ 1 tel que .0)(
, >n
iip  

Certaines classes peuvent ne comporter qu’un seul élément ; ce sont les singletons. 

Comme exemples, mentionnons : 

Un état de non retour i : ;10,1 )(
,

)0(
, ≥== npourpp n

iiii   

Un état absorbant i : .11,1 )(
,

)0(
, ≥== npourpp n

iiii  
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1.2.3- Etats récurrents et transitoires : 

Pour tout état j, désignons par Tj l'instant d’atteinte de l'état j à partir de l’instant 1, 

autrement dit,  

                                            { }jXnT nj =≥= :1inf  

Cet instant d’atteinte est un temps d’arrêt de la chaîne. Rappelons que cela signifie que 

pour tout n ≥ 0, l’évènement {Tj = n}, qui est égal à { }jXjXjX nn =≠≠ − ,,..., 11  ne 

dépend que de X1,…,Xn, ce qui est vrai. 

Pour chaque Eji ∈,  on définit 

                                         )npourjX(F niij 0P >==  

Pour tout i, j, on a 10 ≤≤ ijF et 0>ijF  si et seulement si .ji ⎯→⎯  

 

Définition 3. L'état Ei∈ est récurrente si Fii = 1. Il est transitoire si Fii<1. 

Si i est récurrent   ∑
∞

=
∞=⇔=⇔

1
1

n

)n(
iiii .pF   

Si i est transitoire ∑
∞

=
∞<⇔<⇔

1
1

n

)n(
iiii .pF        

On définit ).'( iétatlàretourepremiersdutempsleEii =μ  

 

Définition 4.  L'état récurrent Ei∈ est récurrent positif si ∞<μ i  et récurrent nul si 

.i ∞=μ  

Théorème 1. Dans une classe de communication, soit tous les états sont récurrents, ou 

bien tous les états sont transitoires.  

 

Définition 5. Une chaîne de Markov est dite irréductible si elle est formée d'une seule 

classe d'états communicants. 

 

1.2.4- Distribution stationnaire : 

  Soit { } 0≥nnX une chaîne de Markov à espace d'état E, rappelons que le vecteur 
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 Eii )( ∈π=π  sur E est une distribution si et seulement si 0≥π i  pour tout i et∑∈ =πEi i .1  

 

Définition 6. La distribution π  sur E est stationnaire si et seulement si  

                 

                              π=πP                  ou bien               ∑
∈

∈π=π
Ei

jiji .Ej,p  

 On a aussi, pour tout ,n 1≥  

                             π=π nP                ou bien            ∑
∈

∈=
Ei

j
n

iji Ejp .,)( ππ  

i.e. si la distribution de X0 est π, alors, pour tout ,1≥n la distribution de Xn est aussi π. 

 

Définition 7. On appelle période d’un point xi de E le PGCD des entiers n tels que 

.0>n
iip     La chaîne de Markov { } 0≥nnX  est apériodique si sa période est égale à 1.  

 

Résultats  

1- Une chaîne de Markov irréductible apériodique et récurrente positive admet une et 

une seule distribution stationnaire. 

2- Lorsque E est infinie et la distribution stationnaire n’existe pas, E est récurrente 

nulle ou transitoire. 

3- Une chaîne de Markov irréductible apériodique est régulière, si elle est récurrente 

positive donc elle est ergodique.  

 

1.2.5- Distribution limite : 

Théorème 2. On appelle distribution limite d’une chaîne de Markov (Xn)n la limite de 

p(n) (si elle existe) lorsque n tend vers l’infini où p(n) est la distribution de Xn . On note 
)(lim n

n
p

∞→
=π c’est-à-dire ).(lim iXPi nni ==π∀

∞→
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1.3- Processus linéaires : 

1.3.1- Bruit Blanc : 

Un processus {Zt} est dit bruit blanc d'espérance nulle et de variance σ 2 et dans ce cas 

on note Zt →WN(0, σ 2) ; si et seulement si : 

• E(Zt) = 0 ; t∀  

• 
⎩
⎨
⎧

≠
=σ

==γ − 00
02

hsi
hsi

)Z,Zcov()h( httZt
 

 

1.3.2- Processus ARMA(p,q) : 

Le processus { }Z∈t,X t est dit un processus autoregressif moyenne mobile d'ordre p et 

q noté ARMA(p,q) si : 

i) {Xt} est stationnaire. 

ii) ;t Z∈∀  {Xt} vérifié l'équation : 

qtqttPtPtt Z...ZZX...XX −−−− θ++θ+=φ−−φ− 1111  

 où : ji ,θφ  sont des réels (i = 1, …,p ; j = 1, …,q) et Zt →WN(0,σ 2). 

 

1.3.3- Processus AR(p) : 

{ }Z∈t,X t est un processus autorégressif d'ordre p noté AR(p) est défini par l'équation : 

;ZX)B( tt =φ  avec : 

• ).p,...,i(,B...BB)B( i
p

p 11 2
21 =∈φφ−−φ−φ−=φ R   

• Zt est un bruit blanc. 

Soit .Z...ZZ)Z( p
pφ−−φ−φ−=φ 2

211  

Le processus {Xt} est stationnaire si et seulement si les racines du polynômes )Z(φ sont 

de module supérieur à 1 ; si 0≠φ )Z( pour 1≤Z  alors )B(φ admet un inverse et  

.Z)B(Z)B(X ttt ψ=φ= −1  

On dira que Xt est causal s'il s'obtient à partir de Zt par un filtre linéaire causal : 

∑
∞

=
−ψ=

0j
jtjt .ZX  
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Soit a1, a2, …, ar les racines de l'équation 0=φ )Z( ; on a :r,...,iai 11 =∀>  

rd
r

dd )Za...()Za()Za()Z( 11
2

1
1 111 21 −−− −−−=φ  

ai est une racine de multiplicité di ; )Z(,pdetd
r

i
ii φ=∈ ∑

=1
N s'écrit : 

∏
=

−−=φ
r

i

d
i

i)Za()Z(
1

11  

En développant )Z(φ en fractions rationnelles on peut écrire  

[ ] [ ]∑
=

−−−−−−− −=−−−=φ=
r

i
t

d
iit

d
r

dd
itt .Z)Ba(KZ)Ba...()Ba()Ba(Z)B(X ir

1

1111
2

11 1111 21  

où Ki sont des constantes. 

Pour que ψ(Z)  converge dans le disque unité on doit avoir 11 <−
ia , donc les racines 

de )Z(φ doivent être situées à l'extérieurs du disque unité pour avoir un processus 

stationnaire. 

La fonction d'autocovariance est donnée par : 

 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤ψψσ
=γ ∑

−

=
+

nonsi

phsi
)h(

hp

k
hkk

0
0

2

 

 

1.3.4- Processus MA(q) : 

{ }Z∈t,X t  est un processus moyenne mobile d'ordre q noté MA(q) est définit par 

l'équation : tt Z)B(X θ= . 

Avec : ).q,...,j(,B...BB)B( j
q

q 11 2
21 =∈θθ++θ+θ+=θ R  

Le processus {Xt} est inversible si et seulement si les racines du polynômes ),B(θ  sont 

de module supérieur à 1. 

La fonction d'autocovariance est donnée par : 

 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤θθσ
=γ ∑

−

=
+

nonsi

qhsi
)h(

hq

k
hkk

0
0

2
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1.4- File d'attente : 
La théorie des files d'attente est un grand domaine d'application des processus aléatoires 

qui fait l'objet d'une abondante littérature théorique et appliquée. Sauf dans les cas les 

plus simples, auxquels nous nous limiterons, l'étude des files d'attente est difficile : on 

dispose le plus souvent d'une excellente modélisation mathématique, mais l'obtention à 

partir de ces modèles des quantités significatives (délais d'attente, longueur de la queue, 

etc.) est souvent délicate. Les cas mathématiquement les plus simples ne coïncident pas 

avec les cas les plus usuels dans le domaine des transports ou des communications, on 

est alors amené à utiliser des techniques de simulation.   

Les files d'attente sont en général décrites au moyen d'une notation dite de Kendall qui 

est la suivante : 

                                   A/B/C/K/m/Z 

 

Six facteurs sont ainsi précisés : 

A : qui représente le processus d'entrée 

B : qui représente le processus de service 

C : qui représente le nombre de serveurs 

K : qui représente la capacité maximale 

m : qui représente la population des usagers 

Z : qui représente la discipline de service 

Pour décrire les processus d'entrée (lettre A), on utilise les notations suivantes : 

GI  : loi générale indépendante 

G   : loi générale 

Hk : loi hyperexponenetielle d'ordre k 

Ek  : loi d'Erlang k 

M   : loi exponentielle 

D    : loi constante 
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1.5- Equations aux différences stochastiques : 
Considérons l'équation aux différences stochastiques  

              ,1 nnnn BYAY += −    n =1, 2, …                                               (1.2) 

Où le couple (An, Bn) sont des variables aléatoires indépendantes identiquement 

distribués (i.i.d) dans R2. Cette équation surgit dans diverses disciplines, par exemple 

sciences économique, physique, technologie nucléaire, biologie et sociologie. Dans 

toutes les applications Yn représente des stocks de certains objets au temps n, Bn la 

quantité ajoutée juste avant le temps n (ou emporté au cas où Bn < 0), et le facteur An 

indique l'affaiblissement intrinsèque ou l'augmentation du stock Yn-1 entre le temps n – 1 

et n.  

On note par (A, B) le couple aléatoire générique avec la même distribution que (An, Bn). 

On commence par la variable aléatoire à valeur réelle Y0 , supposé toujours 

indépendante de la suite i.i.d. ((An, Bn)). 

On veut étudier dans quels cas Yn converge en distribution, et étudier sa distribution 

limite ; cette convergence est reliée à l'existence des solutions de    BAYY
d

+=  . 

On note par ⎯→⎯d   la convergence en distribution, et par 
d
=   l'égalité en distribution. 

On commence par une simple observation concernant la distribution limite. 

 

Lemme1. Si YY d
n ⎯→⎯ pour une variable aléatoire Y à valeur dans R, alors Y satisfait 

l'équation stochastique  

                                    ,BAYY
d

+=                                                (1.3)  

Y et (A, B) sont indépendants.  

 

Preuve. Dans R3 on a 

                                    ),,(),,( 1 YBAYBA d
nnn ⎯→⎯−  

Avec (A, B) et Y indépendant. En conséquence, le côté droit de (1.2) converge en 

distribution à celui de (1.3). □ 

Avant de formuler les théorèmes principales nous faisons quelques observations qui 

jouent un rôle important dans leurs démonstrations. 
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Par itération de (1.2) on obtient pour n = 1, 2, ...   

       .......... 011121211 YAAABAAABAABABY nnnnnnnnnnn −−−−− +++++=             (1.4) 

On écrit Yn = Yn(Y0) toutes les fois où la dépendance en Y0 est appropriée. 

Par itération de (1.2) commençant par différent ,0Y ′ 0Y ′′  mais la même suite ((An, Bn)) on 

obtient pour n = 1,2,…  

       ).(...)()( 002100 YYAAAYYYY nnn ′′−′=′′−′                                                           (1.5) 

On met 0*
0 =Y  et pour n = 1, 2, … 

....... 121321211
*

nnn BAAABAABABY −++++=                                                   (1.6) 

Ainsi 

,... 021
* YAAAYY nn

d

n +=                                                                                         (1.7) 

qui se suit immédiatement de (1.4), (1.6) et 

        ))),((,())),((,( 111010
n
kknkn

d
n
kkk BAYBAY =+−+−= =    dans  R2n+1. 

On note que *
nY sont les sommes partielles de la série infinie 

         ∑
∞

=
−

1
121 ....

k
kk BAAA                                                                                        (1.8) 

Donc une condition suffisante de la convergence en distribution de *
nY est la 

convergence avec probabilité 1 de la série (1.8). Après nous formulons un analogue du 

lemme 1 pour *
nY ,  généralisé aux temps d'arrêt. 

 

Lemme 2. Soit N un temps d'arrêt concernant ∞
=0)nn(F  , où Fn est la σ- algèbre 

engendrée par Y0 et n
kkk BA 1)),(( = . Si N < ∞ avec probabilité 1 et  ,* YY d

n ⎯→⎯ alors 

        *
21 ... NN

d
YYAAAY +=                                                                                  (1.9) 

Y et ),...( *
21 NN YAAA sont indépendants. 

Le comportement limite de la marche aléatoire 
∞

==∑ 01 )log( n
n
k kA est crucial à celui de Yn .  

Le lemme suivant cite les cas appropriés. 
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Lemme 3. Un et seulement un des cas suivants se produit. 

Cas I.   .log1 ∞−⎯→⎯∑ =
dn

k kA   

Cas II.  0log =A avec probabilité 1. 

Cas III. .0]0log[suplim 1 >>∑ =
n
k kAP  

On écrit 

               AE log=μ  

dans le cas où l'espérance existe, fini ou infini (i.e., au moins un de +)(log AE et 

−)(log AE  est fini). Toutes les fois où μ apparaît, son existence est implicitement 

supposée. 

On note cela par la loi forte des grands nombres  

             μ⎯→⎯∑
=

n

k
kA

n 1
log1  avec la probabilité 1.                                       (1.10) 

 

Lemme 4. (a)  si ,0<μ≤∞− alors le Cas I se produit. 

                  (b)  si ∞≤μ<0 , alors le Cas III se produit. 

                  (c)  si μ = 0 alors les trois Cas se produisent. 

                  (d)  si AE log  n'existe pas, alors les Cas I et III se produisent. 

 

Théorème 1. Supposant que (1.3) a une solution. Alors on a les résultats suivants 

(i) Cas I du lemme 3. La solution de (1.3) est unique en distribution et Yn(Y0) 

converge en distribution pour tout Y0. 

(ii) Cas II du lemme 3. Il existe un réel c tel que B = c(1-A) avec la probabilité 

1. Si A ≠ 1 avec probabilité positive, alors toutes les solutions de (1.3) sont 

ces Y avec ).( cYcY
d

−−=−  Si A = 1 avec la probabilité 1,  donc   (A, B) = 

(1, 0) avec la probabilité 1, alors tout Y satisfait (1.3). Si A = -1 avec 

probabilité positive, alors Yn(Y0) converge en distribution pour tout Y0 

seulement si Y0  est une solution de (1.3). 
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(iii) Cas III du lemme 3. Il existe un réel c tel que B = c(1-A) avec probabilité 1, 

et Y = c avec probabilité 1 est l'unique solution de (1.3). Par ailleurs, Yn(Y0) 

converge en distribution seulement si Y0 = c avec probabilité 1. 

 

Théorème 2. (a) Si 0 ≤ μ ≤ ∞, alors (1.3) a une solution si et seulement si B = c(1-A) 

avec probabilité 1 pour un réel c. 

(b) Si - ∞ < μ < 0, alors (1.3) a une solution si et seulement si .log ∞<+ BE   

(c) Si μ = - ∞, alors (1.3) a une solution si ∞<+ BE log  ou A = 0 avec probabilité 

positive. 

Dans les cas (b) et (c) la série (1.8) converge et est une solution de (1.3). 

D'où soient les lemmes suivants  

 

Lemme 7. Si - ∞ < μ < 0, alors *
nY converge avec probabilité 1 si et seulement si 

.log ∞<+ BE  Si μ = - ∞, alors  *
nY   converge avec probabilité 1 si  ∞<+ BE log    ou 

 A = 0 avec probabilité positive. 

Lemme 8. Si - ∞ < μ < 0 et *
nY  converge en distribution, alors ∞<+ BE log . 

Corollaire 1. Si - ∞ < μ < 0, alors la série (1.8) converge en distribution si et seulement 

si elle converge avec probabilité 1.         

 

1.6- Processus Ponctuel :   
Définition 1. Soit (Xn) une suite de vecteurs aléatoires définie sur l'espace d'état E, on 

définit aussi pour EA ⊂  

                                        { },:)( AXicardAN i ∈=   

i.e. N(A) compte le nombre des Xi qui tombent dans A. 

N(A)=N(A,ω) est aléatoire pour un ensemble A donné et, sous les conditions générales, 

N(.,ω) définit la mesure de comptage aléatoire avec les réalisations de Xn engendré par 

la σ-algèbre B  de sous ensemble de E. C'est la signification intuitive du processus 

ponctuel N. 
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Dans notre cas, l'espace d'état E, où les points se trouvent, est un sous ensemble de 

l'espace euclidien de dimension fini qui peut contenir les points de coordonné infini, et 

E est engendré par la σ-algèbre B  des ensembles boréliens générée par les ensembles 

ouverts. On peut exprimer le processus ponctuel en utilisant la mesure de Dirac δx pour 

:Ex∈    

                                 B∈
⎩
⎨
⎧

∉
∈

=δ A
,Axsi
,Axsi

)A(x 0
1

 

 

A

 
Fig.1.1- Configuration des points aléatoires Xi dans R+×R+. 

Le nombre de points qui appartient à l’ensemble A constituent la variable de comptage N(A) ; 

dans ce cas N(A,ω) = 9. 

 

Pour une suite donnée 1≥ii )x(  dans E. 

                 { } ,A,Ax:icardI)A()A(m i
i Ax:i

x
i

i
B⊂∈==δ= ∑ ∑

∞

= ∈1
 

définit la mesure de comptage sur B appelée mesure ponctuelle si m (K) < ∞ pour tout 

ensemble compact .EK ∈  

Soit MP(E) l'espace de toutes les mesures ponctuelles sur E engendré par une σ-algèbre 

appropriée M P(E). 

 

Définition 2. (Définition du processus ponctuel) 

Un processus ponctuel sur E est une application mesurable. 

                               N : [Ω, F, P] →[MP (E) ,  M P(E)].   
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 Remarques: 

1) La σ-algèbre MP(E) contient tous les ensembles de la forme              

{ }BAmEm ∈∈ )(:)(M P  pour B∈A  et pour un ensemble borélien ][0,B ∞⊂ , i.e. c'est 

la plus petite  σ-algèbre qui génère les applications m → m(A) mesurable pour tout 

B∈A . 

2)       Le processus ponctuel est un élément aléatoire ou fonction aléatoire qui suppose 

que les mesures ponctuelles sont des valeurs.  

3)       Le processus ponctuel peut être écrit sous la forme ∑
∞

=
δ=

1i
X i

N pour la suite (Xn) 

de vecteurs aléatoires de dimension d. Ainsi, pour .Ω∈ω  

∑
∞

=
ω ∈δ=ω

1i
)(X A),A(),A(N

i
B  définit la mesure ponctuelle sur B. 

4) Supposant que ∑
∞

=
δ=

1i
xi

m est la mesure ponctuel sur E. Soit (yi) la sous suite de 

(xi) contenant toutes les valeurs mutuellement distinctes de (xi) sans répétitions. 

On définit  la multiplicité de yi par : 

                                               { }jii xyjjcardn =≥= ,1: . 

Ainsi on peut écrire : ∑
∞

=
δ=

1i
yi i

nm . Si ni = 1 pour tout i, alors m est appelée mesure 

ponctuelle simple, et multiple si non. Par analogie, si les réalisations du processus 

ponctuel N sont des mesures ponctuelles simples, alors N est un processus ponctuel 

simple, et multiple si non. Alternativement, le processus ponctuel N est simple si 

                                                 { }( )( ) .1,1 =∈≤ ExxNP   

 

1.6.1- Exemple 1 (Processus ponctuel des excédants) : 

L'un des processus ponctuels reliés aux valeurs extrêmes est le processus ponctuel des 

excédants. 

      Soit u un nombre réel et (Xn) une suite de variables aléatoires donc le processus 

ponctuel des excédants  

            { } ,...,,n,I(.)(.)N
n

i
uXinn i

21
1

1 =δ= ∑
=

>−                                                 (1.2) 
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définit sur l’espace d'état E = (0,1] compte le nombre des excès du seuil u par la suite  

X1,…,Xn. Par exemple, si on prend l'intervalle (0,1]; alors : 

Nn(0,1] = card { i : 0 < n -1 i ≤ 1 et Xi > u } 

             = card { i ≤  n : Xi > u}. 

On écrit par la suite pour une mesure μ : 

μ (a, b] = μ ((a, b]) , μ [a, b] = μ ([a, b])    etc. 

Soit X(k) la kéme grande statistique d'ordre de l'échantillon X1,…,Xn . Alors : 

{Nn(0, 1] = 0 }  =  { card {i ≤  n : Xi > u} = 0} 

                           =  {aucun des Xi , i ≤ n, excède u} 

 

{ Nn(0, 1] < k } = { card {i ≤  n : Xi > u} < k} 

                           =  {au moins k des Xi , i ≤ n, excède u} 

                           =  {la statistique d'ordre X(k) n'excède pas u} 

                           =  {X(k)≤  u}. 

 

Le processus ponctuel des excédants peut être écrit sous la forme : 

           ∑
=

=δ= −

n

i
X,inn ,...,,n(.),(.)N

i1
211                                                              (1.3) 

de dimension 2 d'espace d'état E = (0, 1] ∩ (μ, ∞). 

 

Un

Xj

j 

. . . .
.. . . . .. . .

.. .
. . .
. . .

 
          Fig.1.2- Processus ponctuel des excédants 
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j 

. . . .
.. . . . .. . .

.. .
. . .
. . .

)1(
nu

)1( −r
nu

)(r
nu

 
       Fig.1.3- Processus ponctuel des excédants à multi niveaux 

 

1.6.2-  Exemple 2 (Processus de comptage de renouvellement) :      

Soit (Yi) une suite de variables aléatoires i.i.d. positive, Tn = Y1+...+Yn  ,  n≥1. 

On note le processus de comptage de renouvellement généré par (Yi)  par : 

                           { } .0,:)( ≥≤= ttTicardtN i  

A ce processus on peut relier le processus ponctuel : 

                            ∑
∞

=
∈δ=

1
),()(

i
T AAAN

i
 B  

D'espace d'état E = [0, ∞). Notons que pour A = [0, t] on obtient : 

                               N(t) = N [0, t]  ,  t ≥ 0 

Dans ce sens, chaque processus de renouvellement correspond à un processus ponctuel. 

Ce processus ponctuel est simple car 0 < T1 < T2 < ... avec probabilité 1.Et le processus 

de poisson est un processus de renouvellement particulier de variables aléatoires 

exponentielle Yi. 

1.6.3- Exemple 3 (Sommes aléatoires conduites par un processus de 

comptage de renouvellement) 

On considère les sommes aléatoires conduites par un processus de renouvellement : 

                          .0,)(
)(

1
≥= ∑

=
tXtS

tN

i
i   

Ici (N(t)) est un processus de comptage de renouvellement définit en exemple 2 et (Xi) 

est une suite i.i.d. indépendante de (N(t)). 

Les sommes aléatoires sont reliées au modèle de risque de renouvellement dont on peut 

interpréter les v.a. Xi comme la taille des sinistres arrivant à l'instant Ti . 
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Le processus ponctuel relié à (S(t)) est donné par : 

                 ∑
∞

=
∈δ=

1
),( ),()(~

i
XT AAAN

ii
 B, 

D'espace d'état E = [0, ∞)×R. 

Par exemple, dans le contexte d'assurance 

   { }uXbTaicardubaN ii >≤<=∞× ,:)),(],((~  

Compte le nombre de sinistres arrivant dans l'intervalle de temps (a,b] et excédant la 

valeur du seuil u. On note que N~  est très proche au processus ponctuel des excédants. 

 

                     

u

X1

X2

X3 X4

X5

X6

X7 X8

X9

 X10

 
                          Fig.1.4- Visualisation du processus ponctuel des excédants correspondant 

                                                                          aux sommes aléatoires de l'exemple 3.   
     

1.6.4- Distribution et fonctionnelle de Laplace : 

      Les réalisations du processus ponctuel N sont des mesures ponctuelles. Donc la loi de 

distribution ou de probabilité de N est définit sur les sous ensembles des mesures 

ponctuelles : 

                                    PN(A) = P(N Є A) ,  A Є MP(E) .  

Cette distribution n'est pas facile à imaginer. Heureusement, la distribution de N est 

déterminée uniquement par la famille des distributions des vecteurs aléatoires fini 

dimensionnels    

                                      ( N(A1), …, N(Am))                                                      (1.4) 
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Pour tout choix de B∈mAA ,...,1  et .1≥m La collection de toutes ces distributions est 

appelée distributions finies dimensionnelles du processus ponctuel. On peut imaginer 

les distributions finies dimensionnelles plus facilement que la distribution PN . En effet, 

(1.4) est un vecteur aléatoire de variables aléatoires à valeurs entières qui est 

complètement donné par les probabilités  

                   

                  .,...,1,0),)(,...,)(( 11 mikkANkANP imm =≥==    

 

On sait que c'est souvent facile à décrire la distribution des variables aléatoires ou 

vecteurs aléatoires par des moyens analytiques. Par exemple, on utilise une classe 

entière de transformées : transformée de Laplace, fonction génératrices etc. Le même 

outil existe pour les processus ponctuels : 

 

Définition 3. (Fonctionnelle de Laplace) 

La fonctionnelle de Laplace du processus ponctuel N est donnée par 

              

∫ ∫

∫

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
−=

)(M Ep

).()()(-exp

exp)(

E
N

E
N

dPxdxg

dNgEg

ηη

ψ

                                      (1.5) 

Elle est définie pour des fonctions g mesurables non négatives sur l'espace d'état E.  

Remarques.  

1) La fonctionnelle de Laplace Nψ  détermine complètement la distribution d'un 

processus ponctuel. 

2) Les fonctionnelles de Laplace sont des outils importants pour la découverte des 

propriétés des processus ponctuels; sont particulièrement utiles pour étudier la 

convergence faible des processus ponctuels. 

3) L'intégrale ∫
E

dNg dans (1.5) est bien définie comme un intégrale de Lebesgue-

Stieltjes. On écrit ∑∞
= δ= 1i Xi

N pour des vecteurs aléatoires à valeurs dans E; alors 

                                                    ∫ ∑
∞

=
=

E i
iXgdNg

1
).(  
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En particulier, ∫ ∫ ==
A E

A ANdNIdN ).(  

 

Exemple. (Fonctionnelle de Laplace et transformée de Laplace) 

Pour avoir une idée sur l'utilisation des fonctionnels de Laplace on considère les 

fonctions spéciales 

                                     g(z) = z IA ,   z ≥0,  A Є B. 

Alors 

                   { },)(expexp)( ANzEdNgEg
E

N −=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
−=ψ ∫   

De sorte que la notion de la transformée de Laplace ordinaire du variable aléatoire N(A) 

est intégrée dans le fonctionnel de Laplace. Supposant maintenant que B∈mAA ,...,1 . Si 

on choisi les fonctions 

                         ,0,...,0,... 11 1
≥≥++= mAmA zzIzIzg

m
 

Alors on obtient la transformée de Laplace conjointe des distributions finies 

dimensionnelles, i.e. des vecteurs aléatoires (1.4). A partir des remarques ci-dessus on a 

constaté que les distributions finies dimensionnelles déterminent la distribution de N. 

d'autre part, les distributions finies dimensionnelles sont déterminées uniquement par 

leurs transformées de Laplace, et par conséquent le fonctionnel de Laplace détermine 

uniquement la distribution de N.  

 

1.7- Processus de Poisson : 
Définition 1. On dit que le processus aléatoire X(t), [,0[ ∞+∈t  est un processus de 

Poisson de paramètre d’intensité λ, λ >0 si   

1. X (0) = 0.  

2. Quelle que soit la suite t0, t1, …, tn , avec nttt <<<≤ ...0 10  les accroissements 

X(t0), )()(),...,()(),()( 11201 −−−− nn tXtXtXtXtXtX  sont indépendants. 

3. Quels que soient s et t, ,0 ts ≤≤ l’accroissement X(t) - X(s)suit une loi de 

Poisson de paramètre λ (t – s) : 
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     { } ∈−==
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k
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estkX(t)-X(s)
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!

))((P
)(λ

λ N                                       (1.6) 

Remarque. m(t) = E(X(t)) = λ t   et  Var(X(t)) = λ t , .Tt ∈  

                  

Définition 2. Le processus ponctuel N est appelé processus de poisson ou mesure 

aléatoire de poisson de moyenne μ si les deux conditions suivantes sont vérifiées: 

a) pour A∈  B , 

( ) .0
)(0

)(
!
))((

)(
)(

≥
⎪
⎩

⎪
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⎧

∞=

∞<
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==
μ−

k
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Aμsi
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Ae

kANP

k
A

 

b) pour m≥ 1, si A1,…, Am sont des ensembles mutuellement disjoints dans B alors 

    N(A1 ), …, N(Am) sont des variables aléatoires indépendantes.  

 

1.8- Processus de Poisson composé : 

Soit )( iΓ les points du processus de poisson N sur [0, ∞) d'intensité λ > 0 et (ξi) une 

suite des variables aléatoires des entiers non négative, indépendante de N. Considérant 

le processus ponctuel multiple : 

∑
∞

=
Γδξ=

1i
i i

N~  , on note 

∑ ∑
∞

= =
Γ ≥ξ=δξ=

1 1
000

i

)t(N

i
ii .t,]t,(t],(N~

i
 

On appel le processus ponctuel N~  processus de poisson composé d'intensité λ et de 

taille des groupes ξi. Les probabilités 0P 1 ≥=ξ=π k),k(k  sont les probabilités des 

groupes de N~ . 

Nous prenons aussi comme exemple de processus stochastique à accroissement 

indépendant et stationnaire le processus Brownien. 

 

1.9- Mouvement Brownien : 
Le mouvement Brownien est le plus célèbre et le plus important des processus 

stochastiques, ceci pour plusieurs raisons. 
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Pour des raisons historiques d'abord : la découverte du processus qui s'est faite durant la 

période 1900-1930 et à laquelle sont attachés les noms de Bacheliers, Smoluchowski, 

Einstein, Wiener, Kolmogorov et Brown fut le premier cas où le calcul des probabilités 

s'appliquait à la description d'un phénomène physique indépendamment de tout jeu de 

hasard, à savoir la description du mouvement d'une petite particule dans un liquide ou 

un gaz soumise à des chocs moléculaires dus à l'agitation thermique. 

Des raisons mathématiques ensuite : ce processus est un objet mathématique 

remarquable sur lequel s'accumulent un nombre considérable de propriétés, seul 

processus à accroissements indépendants stationnaires à trajectoires continues, il est 

relié à la fois à la théorie des processus stationnaires et du bruit blanc et à la théorie des 

fonctions harmoniques (fonctions réelles sur Rd telles que Δf = 0) encore appelée théorie 

du potentiel. Enfin presque tous les processus de Markov à trajectoires continues 

peuvent se représenter à partir du mouvement brownien, c'est la théorie des équations 

différentielles stochastiques. 

Considérons à présent une petite particule dans un liquide effectuant un mouvement 

désordonné dû aux chocs incessants qu'elle reçoit. Notons Xt la position de la particule à 

l'instant t. Les hypothèses raisonnables suivantes ont été prises par Einstein. 

      1.1. Xt+h – Xt est indépendant de σ {Xs s ≤ t}; 

1.2.  La loi de Xt+h – Xt ne dépend pas de t; 

1.3.  Les trajectoires sont continues. 

La première hypothèse revient à dire que les chocs qui vont intervenir dans ] t, t+h] 

vont déterminer le mouvement durant cet intervalle de temps, c'est-à-dire qu'on néglige 

l'effet de l'inertie de la particule à l'instant t. 

La seconde que la situation reste identique à elle-même dans le temps, (la température 

ne change pas). 

La troisième, que la particule ne saute pas. 

 

Définition 3. Soit le processus stochastique {W(t), t ≥ 0}, défini sur la base 

(Ω, (Ft)t>0 , P)  W(t) est appelé mouvement brownien ou processus de Wiener s'il vérifie 

les conditions suivantes: 

a ) W(0) = 0, et W(t) est continu pour t = 0. 
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b) W(t) est un processus à accroissements indépendants; on suppose que t0<t1<…<tn ,   

alors les accroissements W(t1) – W(t0), …, W(tn) – W(tn-1), sont mutuellement 

indépendants et stationnaires. 

c) Tous les accroissements W(t+s) – W(s) sont normalement distribués, de moyenne 0,  

et de variance σ 2t, avec σ paramètre fixé. 

d) Pour presque tout ω Є Ω, les fonctions Wt = Wt(ω), sont continues, ce qui signifie 

aussi que Wt est un processus presque sûrement à trajectoire continues. Cette définition 

permet de caractériser la loi de la variable Wt . 

 

1.9.1- Propriétés du mouvement brownien :  

i) Le mouvement brownien est un processus markovien ceci implique que l'état du 

système n'est pas défini en fonction de l'état du système à des instants antérieurs, mais 

est aléatoire, et obéit à une certaine loi de probabilité. 

ii) Les trajectoires du mouvement brownien sur l'intervalle [0,T] ne sont pas à variations 

bornée. Intuitivement, ce dernier résultat signifie que chacune des trajectoires du 

mouvement brownien sur l'intervalle [0,T] est de longueur infinie. 

iii) Le mouvement brownien est récurrent. Cela signifie que le mouvement brownien 

visite une infinité de fois chacun de ses états. 

 

Remarque: Si le processus W(t) est de variance égale au temps alors le processus W(t) 

est appelé processus de Wiener ou mouvement brownien standard qui satisfait : 

                                

                                    E(W(t)) = 0 et E ( W 2(t) ) = t. 

 

1. 10- Processus de Markov : 
Un processus de Markov est un processus aléatoire où son évolution future ne dépend 

pas de son passé, mais uniquement de l'état présent. Lorsque le processus est discret, on 

parle des chaînes de Markov. Autrement dit, soit une séquence quelconque d'instants 0 

< t1 < t2 … < tn < tn+1 auxquels un processus prend les valeurs arbitraires x1, x2, …, xn Є 

R. Ce processus est Markovien si la probabilité conditionnelle au temps tn+1 vérifie :  
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[ ] [ ]nnnnnn x)t(X/B)t(XPx)t(X,...,x)t(X,x)t(X/B)t(XP =∈====∈ ++ 122111  (1.23)   

Où B est un sous ensemble de B R (B R est une σ-algèbre). 

Par extension, on parle de processus de Markov du nème ordre lorsque l'état futur du 

processus dépend des n états précédents. On déduit rapidement les propriétés suivantes:  

 

• [ ] [ ]nnnnnn xX/XExX...,,xX,xX/XE ===== ++ 122111  

• [ ] )()./(.)./(,,..., 111122111111 xXPxXxXPxXxXPxXxXxXP nnnnnnnn ========= ++++ L

 

Cette dernière relation montre que la statistique du processus est déterminée par les 

probabilités de transition et la densité de probabilité initiale. 

Généralement, les probabilités de transition sont données par : 

RBtsoù)x)s(X/B)t(X(P)B,t;x,s(P B∈<=∈=                                     (1.24) 

Pour des valeurs fixes (s, x) et une valeur non fixe t, P(s, x; t, .) est une fonction de 

probabilité (mesure) dans la σ-algèbre. Sous ces conditions P(s, x; t, .) est dit densité de 

transition avec :  

                                 ∫=
B

dy)y,t;x,s(P)B,t;x,s(P  

On dit que le processus de Markov à temps continu est homogène si la densité de 

transition P(s, x; t, y) dépend seulement de la différence (t-s) et non pas des instants s et 

t. Par simplification, on peut écrire : )y,st;x(P)y,st;x,(P)y,t;x,s(P −=−= 0  

                 RB),B,st;x(P)B,st;x,(P)B,t;x,s(P B∈−=−= 0  

 

Cependant, les densités de transition ne sont toutefois pas arbitraires. Elles doivent 

satisfaire l'équation de Chapman Kolmogorov, défini comme suit : 

∫
+∞

∞−

∈≤τ≤ττ= Ry,xettstoutpourdz)y,t;z,(P).z,;x,s(P)y,t;x,s(P      (1.25) 

Pour les probabilités de transition, ces équations prennent la forme : 

∫
+∞

∞−

∈ττ= RB),dz,;x,s(P).B,t;z,(P)B,t;x,s(P B                                               (1.26) 

L'intégrale ci-dessus est une intégrale de Riemann Stieltjes. 
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 Cas particulier (processus de Wiener) : 

Le processus de Wiener standard est un cas particulier des processus de Markov 

homogène où la densité de transition est donné par : 

                     ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
−

−
−π

=
)st(

)xy(exp
)st.(

)y,t;x,s(P
22

1 2
 

Nous rappelons que le processus de Wiener est un processus gaussien à accroissements 

indépendants vérifiant : 

• W(0) = 0 avec probabilité 1. 

• E(W(t)) = 0 

• Var(W(t)-W(s)) = t - s pour tout ts ≤≤0 . 

 

Après avoir présenté dans ce chapitre l'essentiel des processus stochastiques, on va 

passer maintenant à la théorie des valeurs extrêmes.  
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Chapitre 2 
 

Théorie des valeurs extrêmes 
 

 

2.1- Introduction : 
Dans ce chapitre on va présenter l’essentiel de la théorie des valeurs extrêmes, qui a 

pour but de caractériser la loi des évènements extrêmes, le maximum et le minimum 

ainsi que les observations qui excèdent un certain seuil indépendamment de la loi 

initiale des observations, pour cela on va commencer par un outil de base dans la théorie 

des valeurs extrêmes c’est la statistique d’ordre qu’est nécessaire dans le cas où on 

s’intéresse, non pas aux observations à l’état brute, mais au comportement des 

réalisations ordonnées. 

 

2.2 - Statistiques d’ordre : 
 

2.2.1- Définitions : 

Définition 1. Soit une suite de variables aléatoires X1, . . ., Xn indépendantes et 

identiquement distribuées (i.i.d.). On appelle statistiques d’ordre X(1) , . . . , X(n) ces 

variables aléatoires ordonnées ( dans l’ordre croissant) : 

                                                           )()1( ... nXX ≤≤  

X(i) est donc la i-ème statistique d’ordre dans un échantillon de taille n. 

Deux statistiques d’ordre sont particulièrement intéressantes pour l’étude des 

évènements extrêmes, ce sont les statistiques d’ordre extrêmes qui correspondent à la 

plus petite statistique d’ordre (statistique du minimum) X(1) 

                                                                               ),...,min( 1)1( nXXX =  

et à la plus grande statistique d’ordre (statistique du maximum) X(n) 

                                                                             ),...,max( 1)( nn XXX =  
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On peut aussi noter la i-ème statistique d’ordre par : [ ]ini XouX : . 

 

Définition 2. 

  

i) L’écart E = X(n) - X(1) est appelée étendue. 

 

ii) La Statistique  
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est appelée médiane, ce dernier est utilisé pour caractériser l’emplacement de 

l’échantillon et l’étendue pour décrire sa dispersion. 

iii) La statistique ∑
−

+=−
=

rn

ri
irn X

rn
T

1
)(, 2

1 est appelée moyenne tronquée d’ordre r. 

 

2.2.2- Densité et loi des statistiques d’ordre : 

Soit F la fonction de répartition des n variables aléatoires X1, . . . , Xn et f sa densité,  

Proposition 1. La fonction de répartition de la ième statistique d’ordre peut être exprimé 

sous la forme suivante : 

FX(i) (y) = P [ au moins i des Xl sont plus petits ou égaux à y ] 

Ce qui donne 

                  [ ] [ ] lnl
n

il
iX yFyF

l
n

yXPyF
i

−

=
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si F est continue, alors 
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2.2.3- Densité conjointe de deux statistiques d’ordre : 

Proposition 2. La densité conjointe des deux statistiques d’ordre X(i) et X(j) avec i < j 

est donnée par : 

).()()](1[)]()([)]([
)!()!1()!1(

!),( 11
, )()(

zfyfzFyFzFyF
jniji

nzyf jniji
XX ji

−−−− −−
−−−−

=

 

 

2.2.4- Distribution des k grandes statistiques d’ordre : 

Proposition 3. Pour k = 1, . . . ,n on note Fk,n la distribution de X(k). Alors 

- ∑
−

=

− −=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1

0
, ).(1)()()()(
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nk xFxFoùxFxF

n
r
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- Si F est continue alors 

                                    ∫
∞−

=
x

nknk dzzfxF ,)()( ,,  

Où fk,n est la densité de Fk,n par rapport à F 

  

                   ).()(
)!()!1(

!)( 1
, xFxF
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nxf kkn
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−−

−−
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2.2.5- Distribution des extrema dans le cas fini : 

Pour les statistiques d’ordre extrêmes, nous obtenons des expressions très simples ; on 

définit les variables aléatoires Mn= max (X1, . . . , Xn) et mn = min (X1, . . . , Xn). 

Proposition 4. Les fonctions de répartition du maximum et du minimum sont donnés 

par :                                  

                                            { }n
M xFxF

n
)()( =  

                                          { }n
m xFxF

n
)(1)( −=  

En effet, on a 

).,.,.()()( 1 xXxXPxMPxF nnM n
≤≤=≤=  

                                  )(..).( 1 xXPxXP n ≤≤=  

                                  nxF )]([= . 
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)(1)()( xmPxmPxF nnmn
≥−=≤=  

                                ),...,(1 1 xXxXP n ≥≥−=  

                                )(...)(1 1 xXPxXP n ≥≥−=  

                                nxF )](1[1 −−=  

 

Remarque 1. Dans le cas où les Xi ne sont pas identiquement distribuées, on a de la 

même manière : 

                                )()(
1

xFxF
n

i
XM in ∏

=
=  

 

Remarque 2. Notons que, pour des variables aléatoires suivant une loi F, la loi du 

maximum vérifie la relation suivante : 

                 
⎩
⎨
⎧

=
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==
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xFxF n

nMn n
 

Ainsi, lorsque n tend vers l’infini, la distribution du maximum est une fonction qui 

dégénère et présentera un saut à la valeur minimale x telle que F(x) = 1 ; valeur que l’on 

appelle souvent upper-end point ou right-end point, elle est notée par 

{ }1)(:sup <∈= xFRxxF  est appelée aussi extrémité supérieure. 

 

2.2.6- Fonction de distribution empirique : 

Définition 3. Pour x є R on introduit la fonction de distribution empirique :  

{ }

{ } Rx
n

xXniicard
n

xF

n

i
xX

in

i
∈Ι=

≤≤≤=

∑
=

≤
1

,1

,1:1)(
 

Où IA représente l’indicatrice de l’ensemble A. 

 

2.2.7- Fonction quantile : 

Définition 4. La fonction quantile F ← de la distribution F est définie par 

                              { } .10,)(:inf)( <<≥∈=← ttxFRxtF  
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Pour un échantillon X1, . . . , Xn on note la fonction quantile empirique par F ← 

      

              
n

kt
n
kpourXtF kn

111)( )(
−

−≤<−=← ,   pour k = 1, . . .,n. 

Dans le paragraphe suivant on va présenter un résultat sur la transformation des 

quantiles, qui est nécessaire dans la simulation d’échantillon et par suite dans 

l’estimation des p-quantiles. 

 

2.2.8- Transformation des quantiles : 

Soit X1, . . . , Xn une suite de variables aléatoires i.i.d. de distribution F, et U1, . . . , Un 

une suite de variables aléatoires i.i.d. uniformément distribuées sur [0,1] et notant par 

U(1) , . . . , U(n) la statistique d’ordre correspondante, alors 

- 11 X)U(F
d
=

←    (égalité en distribution). 

- Pour tout n Є N,   )).U(F,...),U(F(X...X( )n()(
d

)n()(
←←

= 11  

- La variable aléatoire F(X1) a une distribution uniforme sur [0,1] si et seulement si F est 

une fonction continue. 

 

2.2.9- Estimation du p-quantile : 

On note xp le quantile de la loi de Xi , une estimation du quantile est donnée par : 
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2.2 - Valeurs extrêmes : 
 

Nous avons vu dans la 1ère partie que, pour une taille d’échantillon fixée, le maximum 

des observations Mn = max (X1, . . . , Xn) suit F n, lorsque Xi suit la loi F. Mais pour des 

échantillons devenant de plus en plus grand, ce résultat n’aura plus beaucoup de sens 

car la loi F n dégénère. On veut donc chercher une loi non dégénérée pour le maximum 

de l’échantillon, convenablement standardisé. 

Le théorème suivant est un résultat fondamental concernant la distribution limite du 

maximum, il donne une condition nécessaire et suffisante pour l’existence  d’une loi 

limite non dégénérée. 

 

Théorème 1. (Fisher – Tippet)  

Soit (Xn) une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de 

loi F. S’il existent deux suites de constantes 0>na , n∀  et Rbn ∈  et une distribution 

non dégénérée H telles que : pour +∞→n ,  

                              

                                    { } )()( xHabMP nnn →−  

 

Alors H appartient à l’un des trois types suivants de distribution : 
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A travers ce résultat, on remarque que chacune de ces trois distributions est la 

distribution limite unique du maximum standardisé ( Mn - bn) / an. 
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Remarque. Pour distinguer les trois distributions, on utilise généralement les notations 

suivantes:  Λ pour Gumbel, Φα pour Frechet et ψα pour Weibull. 

 

 

 
Fig.2.1 - Densités des valeurs extrêmes 

 

2.2.1- Domaines d'attraction : 

Définition 1. On dit que la variable aléatoire X (ou la distribution F) appartient au 

domaine d'attraction (ou domaine d'attraction maximal) de la distribution des valeurs 

extrêmes H s'il existe des constantes an>0, bn Є R telles que : 

                                      H
a

bMP
n

nn →
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −

 

On écrit ))H(MDAFou()H(MDAX ∈∈  

Donc l'ensemble des lois F pour les quelles le maximum normalisé suit la loi H est 

appelé domaine d'attraction de H.  

Pour les trois distributions des valeurs extrêmes, les suites {an} et {bn} qui normalisent 

le maximum sont les suivantes : 

Gumbel :        an = 1      ou  an= constante,           bn= log n. 

Weibull :        an = n1/α,                                          bn=0. 

Fréchet :        an = n1/α,                                          bn=0. 
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Domaine d'attraction 
             (H) 

Gumbel Fréchet Weibull 

 

 

              F 

Normale 

Exponentielle 

Lognormale 

Gamma 

Weibull 

 

Cauchy 

Pareto 

Uniforme 

Weibull 

 

                                              
Tab.2.1- Domaine d'attraction 

 

C'est par exemple le cas de la distribution exponentielle, nous avons : 

                                               F(x) = 1- exp(-x) 

Nous remarquons que : 

             

[ ]nnn

nn
n

nnn
n

nn

)bxaexp(

)bxa(F)bxaM(Px
a

bMP

−−−=

+=+≤=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
≤

−

1

 

 

Si nous posons an = 1 et bn = log n, nous avons : 

 

                 

))xexp(exp(

)xexp(
n

limx
a

bM
Plim

n

nn

nn
n

−−=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
≤

−
∞→∞→

11
 

Car :         n
n

)
n
x(lim...

!
x

!
xx)xexp( +=++++=

∞→
1

32
1

32
 

Donc l'exponentielle appartient au domaine d'attraction de Gumbel.  

Nous indiquons maintenant les critères les plus utilisés pour déterminer les domaines 

d'attraction et les constantes de normalisation.  

 

Définition 2. Une fonction f est dite à variation régulière d'indice α et on note f Є RVα 

si pour tout x >0, on a 
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                                               α

∞→
= x

)t(f
)tx(flim

t
 

Théorème 2. )(MDAF αΦ∈  si et seulement si α−∈− RVF1 ,  dans ce cas,  

an = F-1(1-n-1) et bn = 0.  

Ce théorème permet de caractériser très simplement les distributions )(MDAF αΦ∈ . 

En effet, elles doivent vérifier 

                                 α−

∞→
=

−
− x

)t(F
)tx(Flim

t 1
1

  pour x > 0. 

 

Théorème 3. )(MDAF αψ∈ pour α > 0 si et seulement si  α−
− ∈−− RV)xx(F F

11  

et xF < ∞, dans ce cas , an = xF - F-1(1-n-1) et bn = xF. Donc on a 

                                      α

↓
=

−−
−− x

)hx(F
)xhx(Flim

F

F
h 1

1
0

 

 

Théorème 4. )(MDAF Λ∈  si et seulement s'il existe une fonction strictement positive 

g(t) telle que         x

xt
e

)t(F
))t(xgt(Flim

F

−

↑
=

−
+−

1
1

                                                (2.2) 

Pour tout x réel, en plus si (2.2) est vérifiée pour toute fonction g strictement positive, 

alors elle est aussi vérifiée pour le choix suivant de g : 

                        

                      
)(1

))(1(
)(

tF

duuF
tg

Fx

t

−

−
=
∫

          pour t < xF . 

 

Définition 3. Une distribution est dite max-stable pour des suites {an}, an>0 et {bn}, si        

.n),x(F)xab(F nn
n ∀=+  

Définition 4. Une distribution est du même type qu'une distribution des valeurs 

extrêmes donnée par (1.1) si et seulement si elle est max-stable.  
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2.2.2- Paramétrisation γ : 

La paramétrisation γ des distributions des valeurs extrêmes permet de grouper les lois 

Fréchet et Weibull. 

Proposition 1. En considérant la transformation 
α

=γ
1

 on peut réécrire les fonctions 

(2.1) de la manière suivante 

Loi Gumbel :                    x)eexp()x( x ∀−=Λ −  

Loi Fréchet et Weibull : 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ≠γ>γ+γ+−=

γ−

γ nonsi
,xsi))x(exp()x(H

/

0
0011 1

 

Propriétés : 

i) Hγ = H0 = Λ quand 0→γ  (par valeurs positives ou négatives). 

ii) Hγ pour 0>γ  est la loi Fréchet 

iii) Hγ pour 0<γ  est la loi Weibull 

iv) Les densités correspondantes sont données par : 

           Densité de H0  xx e)eexp()x(h −−−=0  

            Densité de Hγ   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ≠γ>γ+γ+

=
γ+−

γ
γ

nonsi

,)x(si)x)(x(H
)x(h

)/(

0

0011 11
 

v) hγ = h0  quand 0→γ . 

 

2.2.3- Distribution GEV : 

Nous pouvons caractériser les trois types de distribution par une distribution unique en 

introduisant un paramètre de forme (shape parameter) ξ 

              

                       
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

σ
μ−

ξ+−=
ξ−

ξσμ

/

,,
xexp)x(H

1
1  

 

Défini sur le support {x : 1+ξ σ -1(x-μ)>0} et que nous notons GEV(μ, σ, ξ), cette 

fonction de distribution correspond à la loi de probabilité de Von Mises-Jenkinson, mais 
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elle est plus connue sous le nom de «Generalized Extreme value distribution » (GEV), 

nous avons alors les correspondances suivantes : 

Fréchet     01 >= −αξ  

Weibull    01 <−= −αξ  

Gumbel    0→ξ  

Remarquons que les paramètres μ et σ sont en fait les limites de bn et an. 

La fonction densité correspondante est : 

         
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+=
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
− ξ

ξ
ξ

ξσμ σ
μξ

σ
μξ

σ

/11

,, 1exp11)( xxxh  

En fait la distribution GEV est Hγ en introduisant les paramètres de position μ et 

d'échelle σ. 

 

2.2.4- Outils statistiques d'exploration : 

Dans l'étude statistique, l'exploration des données est très importante, dans le cas 

extrême, on utilise des méthodes classiques comme la représentation graphique qui sert 

ainsi à visualiser l'existence ou non des valeurs extrêmes, et l'estimateur de Hill,…etc. 

 

2.2.4.1- Graphe de la fonction de survie : 

La méthode la plus simple pour visualiser la queue de distribution d'une situation réelle, 

est de reporter sur un graphe l'estimateur de sa fonction de survie, un estimateur sans 

biais de la fonction de survie h(s) est donnée par la formule suivantes: 

                                        { }∑
=

>Ι=
n

i
sX in

)s(ĥ
1

1
 

Qui représente la fonction empirique des dépassements. 

 

2.2.4.2- Graphes de quantiles et de probabilités : 

On cherche une fonction de distribution F qui s'ajuste bien aux observations 

i.i.d nii )X( ≤≤1 , pour cela on défini la statistique d'ordre  )()1( ... nXX ≤≤ comme on a 

vu dans la transformation des quantiles, pour F continue, les variables aléatoires  
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Ui = F(Xi) pour i = 1, …, n sont i.i.d uniforme sur [0,1] on a                        

nkk

d

nkk UXF ,...,1)(,...,1)( )()( == =   

On peut montrer que 
1

1
+
+−

=
n

kn)]X(F[E )k(        k = 1, …, n. 

 Le graphe 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ =

+
+− n,...,k:

n
kn,)X(F( )k( 1

1
1

 est appelé graphe de probabilités  

(PP-Plot) 

et le graphe 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ =

+
+−← n,...,k:))

n
kn(F,X( )k( 1

1
1

est appelé graphe de quantiles  

(QQ-Plot). 

Si la courbe a une forme linéaire, alors les observations sont i.i.d et de fonction de 

répartition F, et si le graphe devient concave (resp. convexe) vers la droite, la 

distribution F attribue trop (resp. pas assez) de poids aux grandes valeurs. 
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      Fig.2.2-Graphique des quantiles (QQ-plot) 
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2.2.4.3- Graphe de la fonction moyenne des dépassements : 

Définition 5. (Fonction moyenne de dépassement) 

Soit X une variable aléatoire avec right end point xF, alors                        

FxuuXuXEue <≤>−= 0),/()(  , 

est appelée fonction moyenne de dépassement (FMD), elle fournit un moyen efficace 

d'exploration des données.  

Le principe de la méthode de la FMD consiste à comparer graphiquement la FMD 

estimée aux FMD théorique. 

Disposant d'un échantillon nii )X( ≤≤1 , la FMD en un seuil s ≥ 0 est naturellement 

estimée par : 
∑

∑

= >

= >

Ι

Ι−
= n

i sX

n
i sXi

n
i

i
).sX(

)s(ê
1

1  

La figure (2.3) montre les fonctions moyennes de dépassements théoriques de quelques 

lois usuelles. 

Souvent, la FMD est estimée aux valeurs X(n-k) , k = 1, …, n-1, le numérateur 

s'écrit : ∑
=

−+− −
k

i
)kn()in( )XX(

1
1  tan disque le dénominateur vaut k. 

On représente alors les variations de : 

                               ∑
=

−+−− −==
n

i
)kn()in()kn(nk,n XX

k
)X(êE

1
1

1
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        Fig.2.3 – Fonction moyenne de dépassement théorique 
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2.2.5- Distribution de Pareto Généralisée (GPD) : 

Définition 6. La loi GPD Gγ,σ avec les paramètres γ Є R et σ > 0 est définie de la 

manière suivante : 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=γ−

σγ∈

≠γ
σ
γ

+−

=
σ−

γ−

σγ

01
),(

0)1(1

)(
/

/1

,

sie
Dx

six

xG
x

 

 

⎩
⎨
⎧

<−
≥∞

=σγ
0]0[
0)0[

),(
γsiσ/γ,
γsi,

D  

 

Définition 7. Les lois Pareto généralisées sont les lois   )(log1)( xGxW +=  

Où G(x) est une des lois des valeurs extrêmes. 

Résultat : les lois Pareto généralisées avec le paramètre α sont : 

 

Exponentielle GP0 

010 ≥−= − xsie)x(W x  

Pareto GP1 

0,11)(,1 >α≥−= α−
α xsixxW  

Béta GP2 

0,01)(1)(,2 <α≤≤−−−= α−
α xsixxW  

 

2.2.6- Distribution à queue lourde (Heavy-Tailed) : 

On s'intéresse à la queue de distribution .Rx)xX(P)x(F ∈∀>=−1  

On dit que F est à queue lourde (Heavy tailed) si et seulement si                        

.,
)t(F
)t(F /

t
0

1
1 1 >λ∀λ⎯⎯ →⎯
−

λ− γ−
∞→

 Où γ > 0 est appelé l'indice de la queue de 

distribution. 
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2.2.7- Exemples de distributions Heavy-Tailed : 

Il existe plusieurs distributions Heavy-Tailed, la table suivante (2.2) donne une liste 

non-exhaustive de ces distributions, toutes ces distributions ont un support (0,+∞) à 

l'exception de celui de la loggamma qui a un support (1,+ ∞). 

 

Nom Queue F ou densité Paramètres 

 

Lognormale 
2

2

2

2
1 σ

μ−
−

σπ
=

)x(log

e
x

)x(f  

 

0, >σ∈μ R  

 

Burr 

α

γ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+β

β
=

x
)x(F  

 

0,, >γβα  

 

Weibull 

 
γ−= cxe)x(F  

 

 

10,0 <γ<>c  

 

Loggamma 
11 −α−−β

β

βΓ
α

= x)x(log
)(

)x(f  
 

0, >βα  

 
Tab.2.2 – Exemples de distributions Heavy-Tailed 

 

 

2.2.8- Estimateur de Hill (Hill, 1975) : 

L'estimateur de Hill est construit de la manière suivante : on considère une suite de v.a. 

i.i.d. (X1, … , Xn) de loi commune F, à queue lourde ( Heavy Tailed) telle que :  

,x),x(Lx)x(F 01 >=− α−  L(x) une fonction à variation lente telle que, 

                                        ,
)x(L
)x(Llim

x
1=λ

∞→
 pour tout λ > 0 

Alors si on note 
nkγ̂ l'estimateur de Hill de 

α
1

, il a l'expression suivante : 
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                                ∑
=

−+− −=γ
k

i
)kn()in(k ,XlogXlog

k
ˆ

1
1

1
 

 

Théorème (Hall, 1982). On suppose qu'il existe deux constantes strictement positives C 

et D telles que 

                              )).(1()(1 β−β−α− ++=− xoxDxCxF  

Si kn vérifie  

           ∞→→+∞→
α+ββ

nquand
n

k
etk )/(

n
n 022  

Alors l'estimateur de Hill est asymptotiquement normal et on a : 

                                 

                             ).,(N)(k L
n,kn n 2

101
α

⎯→⎯
α

−γ  

 

Cet estimateur, le plus utilisé en théorie des valeurs extrêmes, a été largement étudié. 

Les résultats de consistance sont établis pour γ > 0. Sa faible consistance a été établie 

par Mason (1982), sa forte consistance a été établie en particulier par Hall et Welsh 

(1984) et Deheuvels, Haeusler et Mason (1988) qui pour une suite bien choisie de kn 

donnent la vitesse de convergence optimale. Resnick et Starica (1995) ont démontré la 

consistance de l’estimateur de Hill dans le cas de variables dépendantes. On a aussi 

défini les conditions sous lesquelles l’hypothèse de normalité asymptotique de cet 

estimateur est vérifiée ( Hall (1982)), Csörgo, Mason (1985), Athreya, Lahiri, Wu 

(1998), Davis, Resnick (1988b)). 

En raison des hypothèses imposées pour obtenir un bon comportement asymptotique, 

l’estimateur de Hill n’est en fait efficace que pour les lois extrêmes de Fréchet. C’est en 

cela que réside la grande différence entre les estimateurs de Pickands (qui sera définit 

dans la section suivante) et de Hill, même si du point de vue de leur construction, leur 

explication « intuitive » est sensiblement la même. Nous renvoyons aussi à Hauesler et 

Teugel (1985), Deheuvels, Haeusler et Mason (1988) et à Bacro, et Brito (1998) qui ont 

proposé récemment un estimateur plus général que l’estimateur de Hill avec les mêmes 
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propriétés asymptotiques. Une approche fonctionnelle pour étudier les propriétés de 

l’estimateur de Hill est considérée par Dekkers et de Hann (1989). 

 
Fig.2.4- Estimateur de HILL 

 

 

2.2.9- Estimateur de Pickands : 

Il est fondé sur le calcul des quantiles. Cet estimateur a été introduit par Pickands (1975) 

et revisité par Drees (1995 ou 1998), Dekkers et al (1989) qui ont établi sa faible 

consistance. 

Il est défini de la manière suivante. Soient (X1, X2, …, Xn) un échantillon d’une v.a. de 

loi F, dont la loi limite du maximum est Hγ(x), et désignons par (X(1), X(2), …, X(n)), la 

statistique d’ordre associée. Notons nγ̂  l’estimateur de Pickands de γ. Alors, étant 

donnée une suite m = m(n), on a : 

                                      )log(
2log

1ˆ
)14()12(

)12()1(

+−+−

+−+−

−

−
−=

mnmn

mnmn
n xx

xx
γ  

Les propriétés asymptotiques de cet estimateur sont les suivantes : 
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Théorème. - Sous les hypothèses précédente, si m(n) → ∞ et                       

∞→→ nquand
n

)n(m 0  ,  alors : γγ →nˆ  en probabilité quand n→ ∞. 

- Sous les mêmes hypothèses, si 

 ∞→→→ nquand
n

nmet
n
nm 0

loglog
)(0)(

, alors : γγ →nˆ , p.s quand n → ∞ . 

Sous des hypothèses affectant la fonction F, que nous précisons ci-dessous, l’estimateur 

de Pickands admet, asymptotiquement, une distribution normale. Posons : 

H0 : Supposons que 1)
)(1

1()( −

−
=

xF
xU  ait une dérivée positive et qu’il existe une 

fonction a positive telle que, pour x > 0 et γ є R. 

                           

                             x
ta

tUtxtUxt
t

log
)(

)()()(lim
11

0
=

′−′ −−

→

γγ

 

Théorème. Pour des v.a. i.i.d. dont la fonction F vérifie l’hypothèse H0 , 

si m = m(n) → ∞ , avec ,))(/)(()()
)(

()( 223 tatUttgoù
ng

nonm ′== − α  

n → ∞ , alors 

                          ∞→Γ→− nNm n ),,0(]ˆ[ γγ  

où                         

                          .)2log)12(2/)12( 2122 −+=Γ + ααα  

 

Remarques : 

- la normalité asymptotique de l’estimateur est obtenue aussi pour des 

suites m (n) → ∞ avec ).(log)( 2 nonm =  

- Pour les propriétés asymptotiques de l’estimateur de Pickands nous 

renvoyons à Drees (1995 et 1998). 
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L’estimateur de Pickands, fondé sur l’utilisation des quantiles, est général dans sa 

conception et peut être utilisé dans l’estimation des paramètres des trois distributions 

extrêmes. 

Une généralisation de l’estimateur de Pickands a été introduite par Dekkers, Einmahl et 

de Haan (1989 a et b). Un estimateur proche de celui-ci a été proposé par ces auteurs. 

Sous des conditions de régularité de la loi F, ils obtiennent la normalité asymptotique de 

cet estimateur. 

                                      

 
Fig. 2.5 – Estimateur de Pickands 
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2.3- Indice Extrême :  
L’indice extrême est une quantité qui, d’une manière intuitive, permet de caractériser le 

rapport entre la structure de la dépendance des données et leur comportement extrémal ;  

comme d'habitude on note par Mn le maximum de l'échantillon X1, …, Xn, )~( nX  est la 

suite associée au i.i.d. (i.e. de fonction de distribution commune F) et on note par 

)~( nM la suite correspondante des maximums. 

Définition. Soit (Xn) une suite strictement stationnaire et θ un nombre non négatif. 

Supposant que pour tout τ > 0 il existe une suite (un) telle que  

 

              ,)(lim τ=
∞→

nn
uFn                                                                                  (2.3) 

         θτ−

∞→
=≤ e)uM(Plim nnn

                                                                            (2.4)  

Alors θ est appelé indice extrême de la suite (Xn). 

 

Remarques : 

1- Dans le cas de v.a. i.i.d. ou de suites faiblement stationnaires, θ est égale à 1. 

2- La définition de l'indice extrême peut être indépendante de la suite particulière 

(un); plus précisément, si (Xn) a l'indice extrême θ > 0 alors, pour toute suite de 

nombres réels (un) et τ Є [0, ∞), les relations (2.3), (2.4) et 

{ }τ−→≤ exp)uM~(P nn  sont équivalentes; la conséquence particulière est : 

            Si F Є MDA(H) pour une certaine distribution des valeurs extrêmes H alors : 

 

    .H)dM(cH)dM~(c d
nnn

d
nnn

θ−− ⎯→⎯−⇔⎯→⎯− 11                      (2.5) 

       

            Pour des constantes de normalisation appropriées cn > 0 et dnЄ R. 

3- Si on suppose que la distribution des valeurs extrêmes H est max-stable, H θ est 

du même type que H, i.e. il existe des constantes c > 0, d Є R  telles que : 

                              );dcx(H)x(H +=θ    

      Ceci  implique  également  que  les  limites  dans  (2.5)  peuvent  être  choisies        

      identiques après un simple changement des constantes de normalisation. 
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2.4- Valeurs Extrêmes et Assurance : 

En ce qui concerne l’application de la théorie des valeurs extrêmes à l’assurance, on 

peut observer que les évènements naturels ou les risques industriels n’ont pas le 

monopole des sinistres extrêmes. Ceux-ci sont aussi présents, relativement, dans les 

branches responsabilité civile (Automobile ou générale) qui sont touchées par des très 

graves sinistres corporels. 

Selon le réassureur Zurichois Swiss [11] les catastrophes intervenues en 1999 ont été 

responsables de la mort de plus de 105.000 personnes et ont engendré 28.6 milliards de 

dollars de sinistres pour les assureurs, un montant qui n’avait jusqu’ici été dépassé 

qu’une seule fois. Ces pertes étaient principalement imputables à cinq tempêtes et à 

deux tremblements de terre, qui à eux seuls ont coûté 15.9 milliards de dollars aux 

compagnies d’assurances. 

Les mathématiciens ont mis au point un outil pour mesurer la probabilité de réalisation 

d’évènements dus au hasard. Il s’agit de la théorie des probabilités. Les données qui 

relient cette théorie aux évènements de tous les jours sont issues des statistiques. 

Ces deux branches des mathématiques, qui constituent la stochastique ont produit des 

outils puissants qui sont non seulement employés dans de nombreux domaines 

scientifiques, mais également dans l’assurance et la finance. 

La théorie des valeurs extrêmes est un de ces outils issus de la stochastique. 

Afin de concevoir un estimateur d’indice de prime tout à fait adéquat à la sinistralité, 

Wang [11] a introduit le principe de la prime ajustée, cet estimateur d’indice est proposé 

pour une tarification de réassurance. 

La réassurance est une opération par la quelle l’assureur partage avec une autre 

personne (le réassureur), selon des modalités variables, les conséquences pécuniaires 

des engagements assumés envers ses propres assurés. 

La réassurance est une technique permettant à l’assureur direct de céder à une autre 

société, le réassureur, une partie de risques qu’il a souscrits. 

Donc le principe de la prime ajustée est utilisé pour déterminer un estimateur de prime 

de réassurance. Ce principe se présente comme suit : 
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1- Principe de la prime ajustée :   

o Principe de Wang : 

Définition. Une  fonction  de  distorsion  g  est une fonction  g : [0,1]           [0,1]  avec 

g(0) = 0 et g(1) = 1. 

Comme tout principe de chargement de prime, l’idée des opérateurs de distorsion est 

d’imposer une marge de sécurité en augmentant la valeur attendue des sinistres. 

L’originalité du processus réside dans le traitement mathématique : il s’agit d’effectuer 

une distorsion de la loi de probabilité sous-jacente des sinistres à l’aide d’une fonction g. 

En assurance dommage, un risque est une v.a. positive X modélisant un montant cumulé 

de sinistres sur une période donnée. Elle est définie par sa fonction de répartition 

).()( xXPxFX ≤=    

Alors, la prime pure du contrat associé à cette v.a. vaut l’espérance de cette dernière, 

c’est-à-dire la valeur attendue des sinistres, soit : 

                 ∫
+∞

=
0

.)()( dttFXE X   

En s’inspirant de cette formule, S.Wang(1996) propose un nouveau procédé de calcul de 

prime en appliquant une transformation à la fonction de survie. Il obtient alors la prime 

chargée (ou prime ajustée au risque) suivante : 

                ∫
∞

=∏
0

.))(()( dxxFgXg  

Wang propose d’utiliser la fonction puissance, ),1()( /1 ≥= puug p il en résulte le 

principe de PH-transform (propositional Hazards) définit par : 

             ∫
∞

−=∏
0

/1 .))(1()( dxxFX p
u  

Le paramètre 1≥p  est appelé coefficient de distorsion ou le coefficient d’aversion au 

risque. La prime ajustée pour un seuil élevé u > 0 est donnée par : 

             ∫
∞

−=∏
u

p
u dxxFX .))(1()( /1  

Notons que le seuil u doit être grand et dépend de la taille de l’échantillon ( 1≥n ). Pour 

cette raison on va supposer que .1, ≥= nuu n Ce qui conduit à écrire )(Xu∏  comme : 
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             ∫
∞

−=∏
n

n

u

p
u dxxFX .))(1()( /1  

Analytiquement il est souvent difficile d’exprimer cet indice par une forme exacte, 

Necir et Boukhetala (2004) ont proposé un estimateur asymptotiquement convergeant 

en loi de probabilité, permettant ainsi de définir un intervalle de confiance pour 

l’encadrement de cette prime. Ce qui donne un outil souple et interactif pour la 

conception d’un système d’aide à la tarification en réassurance. 

D’autre part, cet estimateur constitue un schéma numérique facile à implémenter sur 

ordinateur, avec lequel l’utilisateur peut réaliser des scénarios en simulation, qui 

pourront lui servir comme étape intermédiaire avant de fixer son système tarifaire. 

Cet estimateur tel qu’il a été conçu par A. Necir et K. Boukhetala [22], se présente 

comme suit : 

2- Estimation de la prime Ajustée [22] : 

Dans cette section on va présenter la forme finale de l’estimateur de la prime ajustée 

développer par Necir et Boukhetala. 

Soit nkk =  une suite d’entier satisfaisant 0/et   ,1 →∞→≤≤ nkknk  tel que 

)/1( nkQun −=  où  { } ,10,)(,inf)( <≤≥∈= sstFRtsQ  

est la fonction quantile ou l’inverse généralisée de F, alors )(X
nu∏ s’écrira : 

                           =∏ )(X
nu ∫

∞

−

−
)/1(

/1 .))(1(
nkQ

p dxxF  

Pour tout 1≥n , soit )()1( ,..., nXX  la statistique d’ordre de l’échantillon nXX ,...,1 . 

La forme finale de l’estimateur sera  

              { }∑
=

−+− ≥−=∏
k

i
inin

p
u pXXniX

n
1

)()1(
/1 .1,)/()(ˆ  

Pour plus de détaille voir A. Necir et K. Boukhetala [22]. 

Cet estimateur a été implémenté, sous forme d'un logiciel interactif, pour application au 

problème de réassurance concernant des donnés de sinistralité observées au sud de 

l'Algérie. (Projet de fin d'étude réalisé par T.Kessi et A.Tata sous la direction de M. 

K.Boukhetala).     
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Chapitre 3 

Le comportement Extrémal des chaînes de Markov 

stationnaires  

 

3.1-Introduction : 

Soit { }0; ≥kX k  une suite pas nécessairement stationnaire markovienne de distribution 

marginale F. Supposant que pour tout 0>τ  il existe une suite { })(τnu  des nombres 

réels tels que 

                      .)))((1( ∞→τ→τ− nquanduFn n                                      (3.1) 

Notre intérêt principal est la distribution asymptotique des processus 

ponctuels ,0,)( >ττ
nN des excès du temps normalisés de )(τnu par{ }kX , définit par 

                     =)()( ANn
τ  # { })(,/; τ>∈ nk uXAnkk  

Pour l’ensemble Borélien [ ).,0 ∞⊆A  

Fixant un entier 1≥r  et .0...1 >>> rττ  On note nN  le vecteur du processus ponctuel 

),...,( )()( 1 r
nn NN ττ  et, soit )(INn  noté )),(),...,(( )()( 1 ININ r

nn
ττ I est un intervalle dans [0,∞). 

Supposant que {Xk} satisfait une restriction de dépendance de grande série et soit {pn} 

une suite des nombres entiers positifs qui croit en n à un taux approprié ; si Xk a un 

indice extrême θ >0, alors une condition nécessaire et suffisante de la convergence en 

distribution de Nn lorsque n →  ∞ est la convergence de la distribution conditionnelle de 

])/,0(( npN nn sachant qu'il y a au moins un excès de un(τ1) dans [1, pn]; En particulier 
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on voit que les marginaux )( iN τ  sont des  processus de Poisson composés d'intensité 

iθτ  pour les  événements de Poisson et les probabilités composées sont indépendantes  

de τ . 

L'indice extrême, qui mesure " le groupement des extrêmes, "  est important pour les 

propriétés extrêmes des suites  stationnaires et mesure aussi la dépendance de {Xn}; si 

X1,…,Xn sont indépendants alors 1=θ ; si X1,…,Xn sont fortement dépendants alors 

0≈θ . Dans la suite nous présentons la notion d'une  queue de chaîne qui détermine les 

caractéristiques extrémales (une  version stationnaire) de la suite originale de Markov ; 

et on montre que les suppositions des marginaux absolument continus et l’existence 

d’une densité de transition ne sont pas nécessaires pour nos résultats.                        

En fait nous avons uniquement besoin que la distribution  marginale de la chaîne soit 

dans le domaine d'attraction d'une  certaine loi de valeur extrême avec des conditions 

plutôt  faibles sur les probabilités de transition. En outre nous établissons la 

convergence en  distribution du processus ponctuel d’excès à multi niveaux, Nn,  et 

donnons ainsi une description plutôt complète des propriétés  extrémales. Des 

expressions sont données pour l'indice extrême et pour  d'autres quantités caractérisant 

les limites des distributions. Le calcul explicite est rarement possible, mais les  

expressions sont bien conformées à la simulation. Les résultats donnent, par exemple, 

les distributions  conjointes asymptotiques du keme  grands maximum sous des  

normalisations appropriées.  

3.2 – Les  Processus ponctuels des Excès  des suites stationnaires 

générales : 

Dans cette section nous spécifions les conditions de convergence en distribution du 

processus ponctuel ),...,( )()( 1 r
nnn NNN ττ= défini en section 1. Les conditions sont faciles 

à appliquer aux chaînes de Markov, un sujet qui sera encore développé dans la section 

3. Chaque marginale, ,)( i
nN τ  de Nn est un processus ponctuel sur [0, ∞). Ainsi )( i

nN τ  

converge vers ),...,( )()( 1 rNNN ττ= si et seulement si 

),...,1,,...,1;)(( ,
)(

ijin kjriBN i ==τ converge en distribution vers 
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),...,1,,...,1;)(( ,
)(

iji kjriBN i ==τ pour ki = 1,2,… et Bi,j l’ensemble des boréliens 

bornés avec { } 00)( ,
)( =>∂τ

jiBNP i , où ∂B  représente les bornes de B. 

Supposant, que { }0; ≥kX k est une suite stationnaire de distribution marginal F et pour 

tout    τ > 0 il existe une suite { })(τnu  des nombres réelles satisfaisant (3.1).  

Supposant que la suite {Xk} satisfait certaines restrictions de dépendance de grandes 

suites. Supposant que les événements extrêmes situés loin de l’échantillon peuvent être 

indépendants.  

3.2.1- Restriction de dépendance des suites stationnaires et condition de    

mélange : 

Comme on l’a signalé dans l’introduction, l’une des pistes naturelles de généralisation 

de la théorie traditionnelle des valeurs extrêmes repose sur la remise en cause de 

l’hypothèse de dépendance des variables aléatoires Xi. Il s'agit maintenant de proposer 

des réponses appropriées aux questions précédentes dans le cas d'une suite 

d'observations dépendantes. D'abord, les résultats actuels concernant les suites 

dépendantes sont, pour la plupart, des extensions de ceux développés dans le cas 

indépendant. Ensuite, ces résultats sont, pour l'essentiel, très difficiles à mettre en 

application sur des exemples concrets. Enfin, plusieurs conditions de dépendance ont 

été analysées dans la littérature théorique ; il est, par conséquent, nécessaire de préciser 

celles qui sont utilisées ici. 

On peut mesurer la dépendance entre le passé des v.a. Xj (i.e. avant j = m) et leur futur Xj 

(i.e. après j = n), suivant la vitesse avec laquelle leur séparation en n = m augmente. On 

définit alors des conditions de mélange sur les variables. La condition de mélange peut 

être vérifiée sous de faibles hypothèses concernant les auto-covariances entre les 

variables aléatoires. Signalons que l'hypothèse de la mélangeance a souvent été retenue 

dans le cas des variables aléatoires Gaussiennes stationnaires. 



Chapitre 3                                  Le comportement Extrémal des chaînes de Markov stationnaires 

                                                                                                                                         56                         

Une façon intuitive de définir la notion de m-dépendance (ou de mélangeance) pour des 

v.a. est la suivante : les v.a. Xi et Xj sont dépendantes quand .mji ≤−  et 

indépendantes quand mji >− . Plus précisément, pour i1, i2, … , in; si on note : 

                              ),,...,(),...,( 11,..., 11 niinii xXxXPxxF
nn
≤≤=  

La m-dépendance correspond à : si i1< i2 < …< ip < j1 < …< jq , avec ,1 mij p >−  alors, 

              ).,...,(),...,(),...,,,...,( 1,...,1,...,11,...,,,..., 1111 qjjpiiqpjjii yyFxxFyyxxF
qpqp

=  

 

La forte mélangeance (strong mixing) des suites stationnaires, décrite par la condition 

(*)  ci-dessous est une façon alternative de définir la dépendance entre les variables 

aléatoires. 

Etant données une suite de v.a. X1, X2, …, Xn et une suite αl → 0, quand l → ∞, on dit 

que les v.a. X1, X2, …, Xn sont fortement dépendantes si : 

 

                             ,)()()( lBPAPBAP α<−∩                                        (*) 

 

Pour .,,...),,(),,...,( 211 lpXXBXXA lplpp ∀∀σ∈σ∈ ++++  

 

3.2.2- Conditions de mélange D(un) et Δ(un) : 

Définition 1.  Soit { }1;)( ≥nu m
n  ,  m = 1,2,…,r,  une  suite  des  nombres  réels. 

Pour 1≤ i ≤ j ≤ n, nous définissons ),...,( )()1( r
nn

j
i

j
i uuBB =  σ-algèbre générée par les 

évènements{ })(m
nk uX ≤ , i ≤ k ≤ j , 1 ≤ m ≤ r , et soit j

iA sous classe de j
iB consistant des 

intersections des évènements dans la classe générée. Pour 1 ≤ l ≤ n-1, nous écrivons 

                     { }lnjBABPAPBAP n
lj

j −≤≤∈∈−∩=β + 1,,:)()()(max 1 BBln,         
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Et soit )( ,, lnln β≤α  le maximum correspondant quand A et B sont restreints à j
1A et 

n
lj+A , respectivement i.e. 

 

                    { }lnjBABPAPBAP n
lj

j −≤≤∈∈−∩=α + 1,,:)()()(max 1 AAln,  

 

La condition ),...,( )()1( r
nn uuΔ  est vérifiée pour {Xk} si 0, →β

nln   quand ∞→n pour une 

suite ln = o(n). Parallèlement, La condition ),...,( )()1( r
nn uuD  est vérifiée pour {Xk} si 

0, →α
nln  quand ∞→n   pour  ln = o(n). 

La condition D(un), qui est plus faible que la forte mélangeance habituelle, a été 

introduite par Leadbetter [20] qui a utilisé la condition de mélange pour restreindre la 

dépendance de grande série des évènements {Xk ≤ un}. 

La condition de mélange légèrement plus forte Δ(un) a été introduite par Hsing [15] et 

elle est plus faible que la forte mélangeance. 

La condition D(un) se trouve à la base de l'identification des distributions des maxima 

des suites de v.a. stationnaires ; cette condition semble jouer un rôle primordial dans 

l'existence de la distribution limite des maxima d'une suite de v.a. stationnaires. En 

effet, lorsque la condition D(un) est vérifiée pour une suite appropriée (un), le théorème 

fondamental permet de montrer que pour toute distribution non dégénérée la loi des 

maxima des v.a. stationnaires (Xn) appartient au domaine d'attraction de l'une des trois 

distributions traditionnelles (Gumbel, fréchet, Weibull). 

Typiquement, les excès d'un niveau donné un  apparaissent en groupes. Pour identifier 

cela nous divisons {1,2,…} en intervalles de même longueur, dépendant de n, et 

affectons les excès de différents intervalles aux groupes séparés. La définition suivante 

précisera la longueur d'intervalle, pn , requis pour accomplir l'indépendance 

asymptotique des événements extrêmes dans des intervalles séparés. 
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Définition 2. Supposant que {Xk} satisfait la condition ),...,( )()1( r
nn uuΔ . La suite des 

entiers positifs {pn ; n ≥ 1} est dite ),...,( )()1( r
nn uuΔ  - séparation si, quand 

0/, →∞→ npn n  et 0/, →nln pn
n

β  où ln,β  est donné dans la définition 1. 

ln dans la définition doit satisfaire 0, →
nlnβ . Réciproquement, tout  ln = o(n) satisfait 

0, →
nlnβ  peut utiliser dans la construction de ∆(.)-suite de séparation pn  en prenant pn 

la partie entière du ).)(,max( 2/12/1
, nln nln

n
β  ),...,( )()1( r

nn uuD - suite de séparation est définie 

de la même manière en utilisant{ }ln,α . 

3.2.3- Indice Extrême sous les conditions D(un) et Δ(un) :  

Soit Mi,j = max{ Xi+1 ,…, Xj } pour i < j et nous écrivons Mj pour M0,j . Nous disons que 

la suite {Xk} a l’indice extrême θ (0 ≤ θ ≤ 1) si { } θττ −→≤ euMP nn )(   ou en 

équivalence si { } ))(()( ττ θ
n

n
nn uFuMP ≈≤  quand ∞→n , pour tout .0>τ  

On a ))(( τnuD est égal à ),...,( )()1( r
nn uuD  avec r =1  et  ).()1( τnn uu =  

Proposition 1. Supposant que ))(( τnuD  est vérifiée pour {Xk}, pour tout τ > 0. Alors 

{Xk} a un indice extrême θ si et seulement si pour tout τ 0 > 0 il existe une ))(( 0τnuD - 

suite de séparation {pn} telle que  

          { } θ→τ>τ≤ )(/)( 000 nnp uXuMP
n

  quand .∞→n                           (3.2) 

Nous remarquons que si {Xk} a un indice extrême θ et { })(τnu  est une suite telle que 

0)))((1( >→− ττnuFn et ))(( τnuD est vérifiée, alors nous pouvons remarquer que 

(3.2) est vérifiée avec )( 0τnu est remplacée par )(τnu  pour toute ))(( τnuD - suite de 

séparation. 
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Maintenant, nous fixons un entier 1≥r  et soit .0...1 >>> rττ Alors de (3.1), nous 

avons )(...)( 1 rnn uu ττ << pour n suffisamment grand. Il sera ici facile de travailler 

avec une transformation simple des processus d'excès. Spécifiquement, nous définissons 
)(~ j

nN  le processus ponctuel des excès de )( jnu τ  n’excédant pas ),( 1+jnu τ   c’est-à-dire 

,~ )()()( 1+−= jj
nn

j
n NNN ττ  j =1,…, r-1 et )()(~ r

n
r

n NN τ= , et soit ).~,...,~( )()1( r
nnn NNN =  Ainsi, pour 

{ } ,,...1,0Z),...,(i 1
rr

rii =∈= + soit Aj = Aj(i) l’ensemble { }jkilil kkjj
r ≠≥−=∈ ,,1,Zi  

et on met { }.,...,2,1,;Zi)i(00 rkilAA kk
r =≥∈== +  

Le lemme suivant, qui sera la partie principale dans la démonstration du théorème1, 

relie la loi non conditionnelle des processus à la loi conditionnelle sachant X0. 

Pour la démonstration on utilise l’observation suivante : 

Pour les évènements E1,…,En tel que chaque intersection se compose de plus de m (≤ n) 

différents Ei a une probabilité qui égale à zéro i.e.  

                                      .)E...E(P)E(P
n

i

m

j i...i
jiii

j

∑ ∑
= = << ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∩∩=
1 1 1

1U    

Lemme 1. Supposant que {Xk} satisfait ))(( 1τnuD et soit ij , j = 1,…,r, des entiers non 

négatifs avec au moins un distinct de zéro. Ainsi, avec 01 =+rτ et ∞=+ )( 1rnu τ , 

0)(,0~))(),((/,0~
1010

1 1

1 →τ
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦

⎤
⎜
⎝

⎛−
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

ττ∈∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦

⎤
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
τ

τ−τ
+

=

+∑ n
n

njnjnj
n

n

r

j

jj pA
n
p

NnPuuXA
n
p

NP

 quand ∞→n                                                                                                          (3.3) 

pour toute ))(( 1τnuD - suite de séparation {pn}. 

Preuve. De [24] supposant premièrement que chaque ij est strictement positif. Soit {pn} 

une D(un(τ1))- séparation et soit vj(m) tel que : 

{ }jn
j

nnj inmpnlNmplmv =++≤= )])(,[(~;max)( )(   pour  m ≥ 0,   j = 1,…,r ;  et 
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vj(m) est le dernier instant avant  pn+ m  pour le quel  l'intervalle [l, pn+ m] contient  ij 

excès de un(τj) n'excédant pas un(τj+1). Avec ∑ == r
j jic 1 et utilisant la stationnarité, on a 

{ }0)],0((~ P AnpN nn ∈   

{ }jlvvkv jlj

r

j

cp

k

n

≠>== ∑ ∑
=

+−

=
;)0()0(,)0(P

1

1

1
    

{ }jnnjnjnk

r

j

cp

k
AnpnkNuuX

n

∈ττ∈= +
=

+−

=
∑ ∑ )],((~,)](),((P 1

1

1

1
    

{ }∑ ∑
=

+−

=
+ ∈+ττ∈≥

r

j

cp

k
jnnjnjnk

n

AnkpnkNuuX
1

1

1
1 )])(,((~,])(),((P                          (3.4) 

{ }∑ ∑
=

+−

=
τ>=−

r

j

cp

k
nppj

n

nn
uMkkv

1

1

1
12, )(,)( P                                                          

{ }∑
=

+ ∈ττ∈+−≥
r

j
jnnjnjnn AnpNuuXcp

1
10 )],0((~,)](),(( P )1(  

{ }.)(),( P 12,1 τ>τ>− nppnp uMuMc
nnn

 

Dans la troisième étape on a utilisé )AP(B)(P)(P c∩−≥ BA  pour chacune des 

sommes. La dernière inégalité suit de la discussion précédant  juste le lemme, puisque 

au plus ij des évènements {vj(k) = k}, k ≤ pn – c +1, peuvent se produire au même 

temps. 

Pour une inégalité dans l'autre sens, on divise l'espace d'échantillon selon qu'il y a un 

excès de  un(τ1) ou non dans l'intervalle (pn, 2pn]. De la même manière, on obtient 

 

{ }0)],0((~ P AnpN nn ∈  

{ }∑
=

+ ∈ττ∈+−≤
r

j
jnnjnjnn AnpNuuXcp

1
10 )],0((~)],(),(( P)1(                             (3.5) 

{ })(,)(MP 12,1pn
τ>τ>+ nppn uMu

nn
. 
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Maintenant, combinant (3.4) et (3.5), (3.3) s'obtient de (3.1) si on montre que  

{ } 0)(),( P 12,1 →τ>τ> nnppnp puMuMn
nnn

 quand n → ∞. Cependant, ceci suit en 

utilisant des arguments standards [20]; le cas où ij égale à zéro est traité de la même 

manière. □  

Avant d’entamer les résultats les plus importantes de cette section, nous introduisons 

quelques autres notations. Pour un entier fixé r ≥1 , soit I { }1,...;Zi 11 ≥≥≥∈= + iii r
r . 

Ainsi, pour i∈  I on écrit ij = (i1-1, …, ij-1, ij+1, …, ir) (i.e. de r-vecteur avec kème 

composante égale à ik – 1 si k ≤ j et ik si non),  j = 0,1,…,r (i0 = i ). Finalement soit Pj la 

distribution conditionnelle de {Xk} sachant ),(0 jnuX τ>  j = 1,…,r.  

3.2.4- Convergence en distribution du processus Ponctuel et probabilités 

composées : 

Théorème 1. Supposant que la suite stationnaire {Xk ; k ≥0} a un indice extrême θ > 0 

et que ))(),...,(( 1 rnn uu τστσΔ est vérifiée pour {Xk} pour tout σ > 0 et τ1>…> τr >0. 

Alors ),...,( )()( 1 r
nnn NNN ττ=  converge en distribution vers le processus ponctuel 

),...,( )()( 1 rNN ττ quand ∞→n  si et seulement si pour tout i∈  I il existe une constante  

π (i) telle que  

∑
=
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)i(i,0i,0  quand ,∞→n (3.6) 

Pour une ))(),...,(( 1 rnn uu ττΔ - suite de séparation {pn}. Dans ce cas, π est la mesure de 

probabilité sur I et )N,...,N( )(
n

)(
n

rστστ1 converge en distribution vers le processus 

ponctuel avec la transformée de Laplace 

          ⎟
⎟
⎠
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⎜
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=

∞
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)( )))(),...,((1(expexp dttftfLdNfE r
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j
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j τσθστ               (3.7) 
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Pour tout 0>σ , où )( jN στ est le jeme marginal du processus limite, f j ≥ 0 et L est la 

transformée de Laplace de π. 

Preuve. De [15], il suffit de montrer que (3.6) est équivalente à 

       { } i)(0]),0((i]),0(( )( 1 π⎯→⎯>= τ npNnpNP nnnn   quand    n → ∞. 

Utilisant le lemme1 avec r = 1, i1 = 1, ainsi la proposition 1 et la remarque suivante, on 

voit que { } θ⎯→⎯τ>τ )(0]),0(( 1
)( 1

nnn pnpNnP  quand n → ∞, pour une D(un(τ1))-suite 

de séparation {pn}. Puisque toute ))(),...,(( 1 rnn uu ττΔ - suite de séparation est aussi 

D(un(τ1))- séparation, donc on doit montrer que 

0)(i],0(i],0(i],0(
1

11
1

⎯→⎯τ
⎭
⎬
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 quand n → ∞. 

Cependant, ceci suit du lemme 1 par un calcul un peu long; nous omettons les détails.□ 

La transformée de Laplace L apparaît dans (3.7) est indépendante de σ et par 

conséquent la mesure de probabilité π apparaît dans le théorème dépend que de τ1, τ2, … 

, τr à travers τ2 / τ1 , τ3 / τ1,…, τr / τ1 et elle est indépendante de τ1 si r = 1. Dans la suite le 

π(i) est désigné sous le nom des probabilités composées. Ainsi, de (3.7) nous 

remarquons que chaque marginal )( iN στ du processus limite est un processus de poisson 

composé d’intensité θστi pour les événements de poisson.  Si nous supposons que 

))(),...,(( 1 rnn uu στστΔ est vérifiée uniquement pour σ = 1, la conclusion du théorème 

est toujours valide pour la restriction de )( i
nN τ et )( iN τ sur (0,1] avec, dans (3.7), σ = 1 et 

l’intégration sera sur (0,1]. 

On peut même utiliser le théorème1 pour trouver la distribution des caractéristiques 

extrêmes du processus de Lindley. 

 

 



Chapitre 3                                  Le comportement Extrémal des chaînes de Markov stationnaires 

                                                                                                                                         63                         

Exemple (Processus de Lindley) : 

Considérant la file d’attente GI/G/1, où les clients arrivent selon un processus de 

renouvellement de distribution des interarrivées générale, et les temps de service sont 

des réalisations i.i.d., de distribution générale. Si le néme client doit attendre un moment 

Wn jusqu’à ce qu’il soit servi, alors le temps d’attente du client n +1 est Wn plus la 

différence, notée Dn+1 = xn - tn+1, entre le temps de service du client n noté xn et le temps 

d’interarrivée entre  le client n et  n +1 noté tn+1 = τn+1- τn , si la quantité est positive, et 0 

ailleurs. Ainsi {Wn ; n ≥ 0} est décrit comme un « processus de Lindley », i.e. par 

                           Wn+1 = (Wn + Dn+1)+ , n = 0,1,…,  

 

où x+ = max (0, x), {Dn} est une suite i.i.d., et W0, le temps d’attente du client d’indice 

zéro, est indépendant de {Dn}. Le processus Wn+1 est une chaîne de Markov de 

probabilités de transitions stationnaires ; et soit 1,
1

≥= ∑
=

nDS
n

k
kn  désigne la suite des 

sommes partielles associées, donc, {Wn} a même distribution que le maximum de la 

marche aléatoire (Sn) et dans la section 3 on verra qu'un comportement similaire de 

queue, déterminé par les fonctions des suites i.i.d, est donné par une grande classe de 

chaîne de Markov. En effet, le comportement extrême du processus de Lindley peut 

également être tiré à partir des résultats de la  section 3. 

Il est possible d'énoncer un résultat complet de  convergence pour {Xk}. 

Spécifiquement, nous supposons que )(τnu soit continue et strictement décroissante en 

τ>0 pour tout n donc la fonction inverse 1−
nu est bien définie. Ainsi, supposant que 

))(),...,(( 1 rnn uu ττΔ  est vérifiée pour {Xk} pour tout  r = 1, 2, …  et  tout  choix  de 

τ1, τ2, …, τr > 0. On note cette condition de mélange légèrement forte par la conditionΔ . 

Soit *
nN  le processus ponctuel de [0, ∞) × (0, ∞) de points à .0)),(,/( 1 ≥− kXunk kn   
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Théorème 2. [24]. Supposant que la suite stationnaire  {Xk ;  k ≥ 0}  a  l'indice  extrême 

θ > 0 et satisfait la conditionΔ . Alors *
nN converge en distribution vers un certain 

processus ponctuel *N  sur [0, ∞) × (0, ∞) si et seulement si pour tout r ≥ 1 et tout 

choix de τ1>…> τr >0, ils existent des constantes π (i), i∈  I , satisfaisant (3.6)  pour 

certain ))(),...,(( 1 rnn uu ττΔ - suite de séparation {pn}.  Dans ce cas, *N  a la 

représentation  

                     ∑ ∑
∞

= =1 1
),(

i

K

j
YTS

i

ijii
δ ,                                                                         (3.8) 

où (Si , Ti ), i ≥ 1, sont les points d'un processus de poisson homogène sur [0, ∞)×(0, ∞) 

de moyenne θ, Yi j , 1 < j < Ki , sont les points du processus ponctuel η i sur [1, ∞),  

η1, η2,…sont i.i.d et indépendantes du processus de poisson, et δ (x, y) (A) = 1 si 

Ayx ∈),(  et zéro ailleurs. 

Le processus ponctuel ηi décrive asymptotiquement la structure locale de dépendance de 

la suite. Ecrivant η pour η i arbitraire. Utilisant la représentation du processus limite du 

théorème2 et [15], on voit de la structure de *N  que la relation suivante entre la 

distribution de η et les probabilités composées vérifient : 

                    

                    { }∫
+ττ

ττ

−==ττη=π
11

1

/

/

2
1 ,,...,2,1;))/,1([)(

p

p

dxxpjixPi jj                  (3.9) 

                   où { }1;1max ≥≥= jijp   et ./ 11 ∞=+rττ   

et on va voir dans le chapitre 4 l'exemple 1, une écriture explicite de la structure de *N . 
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3.3 - Processus ponctuel d'Excès pour des chaînes de Markov 

stationnaires : 
 

Dans cette section nous étudions les propriétés extrémales d'une classe assez grande des 

chaînes de Markov stationnaires en utilisant la proposition 1 et le théorème 1 ensemble. 

Ainsi, nous utilisons la supposition de base donnée par [28] 

 

             { } 00 =>>
∞→∞→ nnp,p

np
uX/uMPsuplimlim

n
                                                      (3.10) 

 

Pour des suites appropriées { pn} et {un}. 

Soit {Xk ; k ≥ 0} une chaîne de Markov d'espace d'état .R⊆E  On écrit xE = sup E 

et  pour  une  chaîne  stationnaire  de  fonction  de  distribution  marginale (d.f)  F  soit  

xF = sup{ x; F(x)<1} ≤  ∞. Si xF < ∞,  on suppose que E ∩ [ xF ,  ∞) est vide,  implique 

que xE = xF sans prendre en considération si le right-end point de F soit fini ou non. Les 

chaînes stationnaires étudiées seront limitées à celles pour lesquelles F appartient au  

domaine d'attraction d'une loi de valeur extrême. Ceci garantit que la loi conditionnelle 

de X0, correctement  normalisé, sachant que X0 > u , converge vers une distribution de 

Pareto généralisée quand u ↑ xF voir la proposition 2. Ainsi, quand l'indice extrême 

existe et est  strictement positif, il y a une normalisation linéaire du maximum, Mn , qui 

converge en distribution quand n → ∞ vers certaines variables aléatoires non 

dégénérées, ont nécessairement une distribution de type de valeur extrême.  

 

3.3.1- Domaine d'attraction et Chaîne de Markov : 

Proposition 2. Une fonction de distribution F est dans le domaine d'attraction d'une 

certaine loi de valeur extrême si et seulement si pour certain ,, ∞<γ<∞−γ   

,x)x()]u(F[)]x)u(gu(F[lim /

xu F

∞<<∞−γ−=−+− γ
+

↑

1111           (3.11) 

où y+ = max{0, y} et                                

                                     xF = ∞ et g(u) = - γ u              si γ < 0, 

                                     xF < ∞ et g(u) =  γ ( xF - u )    si γ > 0 
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si γ = 0, alors la fonction auxiliaire g est  unique et strictement positive sur (x0, xF) pour 

x0 < xF. Par conséquent, si (3.11) est vérifiée, ils existent an > 0, bn telles que 

                    ))x(exp()bxa(F /
nn

n γ
+γ−−→+ 11    quand   n → ∞ 

 

Considérant le processus de Lindley {Wn} mentionné dans la section 2. On s’intéresse 

aux très grandes valeurs du temps d’attente. Sous les suppositions sur la distribution de 

D1, la version stationnaire existe et satisfait { } )exp(0 uCuWP α−≈>   quand u → ∞ 

pour les constantes C, α > 0.  

Donc (3.11) est vérifiée pour la distribution marginale avec γ = 0, g(u) ≡ α -1 et xF = ∞. 

Ainsi, les probabilités de transition satisfont 

                              

                           { } { }xDPuWxWWP ≤→=≤− 1001 /   quand   u → ∞. 

 

Utilisant l'argument heuristique Aldous[1] a approximé l'indice extrême par P{Z+M<0}, 

où Z et M sont indépendants, Z a une distribution exponentielle et M est le suprême 

d'une marche aléatoire générée par la suite i.i.d. {Dn}.Relativement à [26], c'est un 

résultat exacte dans le cas du processus de Lindley. 

Supposant maintenant que {Xk ; k ≥ 0} est stationnaire de fonction de distribution 

marginale F telle que (3.11) est vérifiée pour un - ∞ < γ < ∞. On définit  

                                       γ−
+γ−=ψ /)x()x( 11   

On note par ( w→ ) la convergence faible. Ainsi, on considère les probabilités de 

transition qui satisfont 

 

      [ ]( ){ } )x(HuX/x)u(guXP w→=≤−ψ 01  quand  u ↑ xE , u Є E,                (3.12) 

 

 pour une fonction de distribution H sur [0 , ∞). Si H({0}) > 0, supposant alors que  

 

                   
[ ]( )

{ } .xX/uXPsupsuplimlim
)u(gux

Exxu E

0010
==>

δ≤−ψ
∈↑↓δ

                                   (3.13) 

On remarque que (3.12) est équivalente à  



Chapitre 3                                  Le comportement Extrémal des chaînes de Markov stationnaires 

                                                                                                                                         67                         

                      { } )x(HuX/xXXP /
w

γ−→=≤ 1
001        pour  γ < 0  et  

          ( ) ( ){ } )x(HuX/xXxXxP /
wEE

γ→=≤−− 1
010   pour  γ > 0, et x ≥ 0. 

quand γ = 0, (3.12) est égale à 

               ( ) ( ){ } ,)e(HuX/xXgXXP x
w→=≤− 0001  - ∞ ≤ x < ∞. 

 

Également, (3.13) peut être donnée en trois versions différentes et  le sup  étant  pris  sur 

x Є E  tel que  

                x ≤ uδ                               quand  γ < 0 

                x ≤ u + g(u) log δ             quand  γ = 0 

               δ−−≤ )ux(xx EE          quand  γ > 0 

 

Le processus de Lindley satisfait (3.12) avec { }xDPxH ≤α= )exp()( 1 . 

On va présenter quelques autres exemples dans le chapitre 4. 

On doit préciser que le cas H({0}) > 0 est possible; par exemple, l'indépendance 

asymptotique de X1 et X0 dans les queues correspond à H({0}) = 1.  

 

3.3.2- Queue de la chaîne : 

 

Soit {An ; n ≥ 1} une suite i.i.d. de distribution marginale H et soit Y0 une variable 

aléatoire indépendante de {An}. On définit la queue de la chaîne {Yn ; n ≥ 0} par  

                            Yn = AnYn-1      pour  n ≥ 1  

Et on note par P μ la loi de {Yn} tel que μ est la distribution de Y0. L'utilisation du mot 

"queue" se rapporte au fait que le comportement de la chaîne originale est déterminé par 

{Yn} si la valeur initiale, X0, est suffisamment loin dans la queue droite de la distribution 

marginale, F; voir le théorème 3 et le lemme 2. Ainsi, soit R(x) le nombre des instants 

pour que la chaîne de queue excède x (>0)  pour  n ≥ 1;  i.e. 

                                     

                        R(x) = # {n ≥ 1 ; Yn > x } ,   x > 0.                                             (3.14) 

 

Finalement, pour  τ1 > τ2 > … > 0, soit le r-vecteur Λ j donné par 
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                 ( ) .r,...,j,)(R),...,(R rjjj 11 =ττττ=Λ  

 

Nous formulons maintenant le résultat principal concernant les  propriétés extrémales de 

la classe des chaînes de Markov étudiées.  

 

3.3.3- Résultat principal des caractéristiques extrémales des Chaînes de 

Markov : 

 

Théorème 3. Supposant que {Xk ; k ≥ 0} est une chaîne de Markov stationnaire qui 

satisfait (3.11) et (3.12) pour un γ , - ∞ < γ < + ∞. Ainsi, si la limite H dans (3.12) est 

une densité positive à 0, supposant alors que (3.13) est vérifiée. Soit la distribution 

initiale de la queue de la chaîne donnée par μ(dx) = x -2 dx, x > 1, et soit {un(τ)}, τ > 0, 

une  suite qui satisfait (3.1).  

i) Supposant que D(un(τ)) est vérifiée pour tout τ > 0. Si pour un τ0 > 0 il existe 

D(un(τ0))-suite de séparation {pn} telle que (3.10) est vérifiée avec un = un(τ0) 

alors {Xk} a l'indice extrême θ donné par    

                                                       

                               { }.)(RP 01 ==θ μ                                                            (3.15) 

 

ii) Supposant que {Xk} a l'indice extrême θ > 0 et, pour τ1 > … τ r > 0, 

satisfaisant ))(),...,(( 1 rnn uu τστσΔ  pour tout σ > 0. Supposant ainsi qu'il y 

a ))(),...,(( 1 rnn uu ττΔ - suite de séparation  {pn}  telle  que  (3.10)  est  

vérifiée avec un = un(τ1). Ainsi, pour tout  σ > 0,  )N,...,N( )(
n

)(
n

rστστ1   

converge  en distribution vers le processus ponctuel )N,...,N( )()( rστστ1  

caractérisé dans le théorème 1, avec les probabilités composées π(i)  

données  par : 

                      

                 { } { }[ ]∑
=

−
μμ− ∈=Λ−=Λ

τ

τ
θ=π

r

j
jjjj

j iPiPi
1

1
1

1 i,)(  I.                 (3.16) 
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Pour la démonstration du théorème on peut sans perte de généralité supposer que la 

fonction auxiliaire g a les propriétés suivantes quand u ↑xF : 

  γ−→u)u(g                        si xF = ∞ ,                                                         (3.17) (i) 

 γ→− )ux()u(g F                   si xF < ∞ ,                                                         (3.17) (ii) 

 Fxu)u(gy →+                        si y γ < 1 ,                                                         (3.17) (iii) 

( ) γ−→+ y)u(gu)u(gyg 1    uniformément locale pour y avec y γ < 1.        (3.17) (iv)  

 

Cela est insignifiant pour γ ≠ 0 et vérifié pour γ = 0, de [25]; Resnick montre que si 

(3.11) est vérifiée pour une fonction auxiliaire g qui n'admette pas les propriétés (3.17), 

alors il existe une autre fonction auxiliaire g~ qui satisfaite (3.17) et (3.11), avec g est 

remplacée par g~ et g~ ~ g quand u ↑ xF. 

Le lemme suivant est important puisqu'il décrit  le comportement local de la chaîne 

quand elle commence d'un niveau élevé. 

 

Lemme 2. Soit {Xk ; k ≥ 0} une chaîne de Markov pas nécessairement stationnaire. 

Supposant que les probabilités de transition satisfont (3.12) avec H({0}) = 0, pour un γ, 

 - ∞ < γ < ∞, et une fonction g(u) strictement positive sur un intervalle (x0 , xE ) et 

satisfait (3.17) avec xF remplacé par xE. Alors pour tout p ≥ 1, la loi conditionnelle de 

( )( )pkuguX k ,...,1;)(][ =−ψ  sachant que X0 = u converge vers la loi de 

( )∏ =k
i pkA1 ,...,1;  quand u ↑xE , u є E, où {An ; n ≥ 1} est une suite i.i.d. de distribution 

marginale H. 

 

Preuve. [24]. Supposant que  γ < 0. Et utilisant (3.17),  xE =  ∞  et  (3.12)  est  

équivalente à 

                  { } ),()(/)( /1
001 xHxHuXxXXPxH wu =→=≤= γ− pour x ≥ 0.  

Soit )(HC  l’ensemble des points de continuité de H  et choisissant 110 xx <′< , 0 ≤ x2 , 

tels que ).(,, 211 HCxxx ∈′ Ainsi, utilisant la propriété de Markov, 
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EuuoxHyuXxXXP
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dyHyxHyuXxXXP
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∩∞′∈
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∫

 

De { } 0)0( =H par supposition, on aura 

                                 

       { } ).()(0,/, 1210101212 xHxHXuXxXXxXXP w→>=≤≤  

 

Avec  le même  type  d’argument il est facile de  montrer  inductivement,  que  

pour un  p ≥ 1,         { } 1/1,...,1;0 0 →=−=> uXpiXP i       et       

{ } ∏
=

− →−=>==≤
p

i
iwiiii xHpiXuXpixXXP

1
01 )(1,...,1;0,/,...,1;  quand  u → ∞ ,  

u є E. 

le cas de γ = 0 et γ > 0 peut être traiter de la même façon ; nous omettons les détailles.□ 

Nous remarquons que quand γ = 0, d’après le lemme la loi conditionnelle de 

( )pkuguX k ,...,1;)()( =−  converge vers la loi de ( )∑ =k
i pkA1 ,...,1;log , qui est le 

comportement d’une marche aléatoire observé par Smith [28]. 

 

Preuve du Théorème 3. Fixant r ≥ 1 et τ1 > τ2 > … > τr > 0. On écrit  )()(
jn

j
n uu τ=  , 

 j =1,…, r, et rappelant que Pj est la loi conditionnelle de {Xk} sachant que )(
0

j
nuX > . 

Utilisant (3.10) et d'après la proposition 1 et le théorème 1 on peut montrer que 

                                   ( ){ } { }ii],0(limlim =Λ== μ

∞→∞→ jnjnp
PnpNP  

pour i = (i1, …, ir),   i1≥ … ≥ ir ≥ 0   et   j =1, …, r.  

Soit  )( p
jΛ  le r-vecteur avec la kème composante 

                             

                        =Λ )(
,
p

kj  # { },;1 kjmYpm ττ>≤≤        k, j = 1, …, r, 
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où {Yn} est la queue de la chaîne. Puisque { } { }ii)( ≤Λ↓≤Λ μμ
j

p
j PP   quand p → ∞ il 

suffit de montrer que  

                            ( ){ } { }ii],0( )( =Λ→= μ p
jnj PnpNP     quand  n → ∞. 

Cependant, ceci est vrai si on montre que 

  { } { }tsYPtsuXP
ss

s
s ljm

l
nmj ,...,1;,...,1;)( =ττ≤→=≤ μ   quand  n → ∞,            (3.18) 

 

Pour t = 1,…, p, 1 ≤ m1 < … < mt ≤ p et l1, … , lt Є {1,…,r}. 

En effet, soit κn la loi conditionnelle de ( ) )( )()(
0

j
n

j
n uguX −  sachant que .)(

0
j

nuX >  

Avec { }1;0 <γ>=γ xxI    et   ( ))(][ )()( j
n

j
nn uguEIE −∩= γ     on a  κn(En) = 1.  

Ainsi, de (3.11),  κκ wn → ,  où ( ) γ
+

− γ−−=ψ−= 11 )1(1)(1)( xxxκ ,  x Є Iγ. 

 

Supposant premièrement que H({0}) = 0. Pour x Є Iγ  on met 

F
j

n
j

nn xuxguxa →+= )()( )()(  quand n → ∞ et on définit 
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si an(x) Є E et égale à  0 ailleurs, et 

                   ( ) .1    ;)()(
1

1

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ≤≤ττψ≤= ∏

=

−s

s

m

i
lji tsxAPxh   

On remarque de (3.1),(3.11) et (3.17) qu’on a 

                       

                ( ) ( )
s

s
ljnn

l
n xxagxau ττψ→−ψ −1)( )())(()]([                                (3.19) 

 

Uniformément locale en x quand n → ∞ pour s = 1,…, t. 

Formulant (3.18) en différentes notations, on doit montrer que           

).()()()( dxκxhdxκxh
I I

nn∫ ∫
γ γ

→  

Ceci suivra d’une version légèrement prolongée du théorème 5.5 dans [5] si on peut 

montrer que l’ensemble 
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                        { }{ })()(,; xhxhmaisxxavecExxIxC nnnnnn →/→∈∃∈= γ  

Consiste au plus d’un nombre comptable d’éléments et par conséquent a la probabilité 

zéro sous la mesure limite κ, Soit D l’ensemble des discontinuités de la fonction de 

distribution du ∏∏ t
i

m
i AA 11 ),...,( 1  sur la ligne segment 

{ }γ− ∈ττττψ Ixx
tljlj ;),...,())(( 

1

1  dans Rt. Puisque x Є En donc an(x) Є E, d'après le 

lemme 2 et (3.19) on a DC ⊆ . 

Après, supposant que (3.12) est vérifiée avec H({0}) > 0 et que (3.13) est vérifiée aussi. 

Utilisant la propriété de Markov, on remarque que pour chaque ,1≥p  

{ }xXuXP p

ugux
Ex

=>
δ≤−ψ

∈
0

))(][(

/sup         

{ },/)()(sup 0
)(1

1
1

))(][( )1(

xXuguXp pjp
p

j
ugux
Ex

pjp

=δψ+>≤ −−

=
δ≤−ψ

∈
∑

+−

 

où γ−=ψ γ−− )1()(1 yy , y Є (0, ∞), est la fonction inverse deψ  sur Iγ . 

D'où, il est facile de montrer, utilisant (3.17), que (3.13) est 

      { } 0/supsuplimlim 0

))(][(
0

==>
δ≤−ψ

∈↑↓δ
xXuXP p

ugux
Exxu F

  pour tout p ≥ 1.                      (3.20) 

 

Pour t = 1,…,p, 1 ≤ m1 < … < mt ≤ p  et  l1,…, lt Є {1,…,r}, 

 

On définit { } { }.;1min;1min )(
kk

k
k ljm

l
nmn YtkvetuXtkv ττ>≤≤=>≤≤=  

 

Pour montrer (3.18) , pour le moment il est plus facile de montrer  

               { } { }svPsvP nj =→= μ  quand   n → ∞                                                  (3.21) 

 

(3.21) implique (3.18) ce sera suffisant pour accomplir la preuve.  

Si ms = 1 la preuve de (3.21) est complètement analogue au cas où  H({0}) = 0, donc on 

peut supposer que ms > 1. Procédant comme dans la preuve du lemme 2, on a 

∏
=−

− −→
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

==∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
ψ

p

i
iiii

i

ii aHbHuXpiba
Xg

XX
P

1
0

1

1 ))()((/,...,1;],(
)(

              (3.22) 
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quand u↑xF,  u Є E, et  0 < ai < bi ≤ ∞ pour i = 1,…, p - 1, - ∞ ≤ ap < bp ≤ ∞ et ai, bi sont, 

si sont finis, les points de continuité de H. On choisit δ > 0 comme point de continuité 

de H tel que H(δ) < 1 si H({0}) < 1. Pour k = 0, 1,… soit Bk = {g (Xi) > 0 ; i = 0,…,k} et 

on définit  

         
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=δ>⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
ψδ≤⎟⎟
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+ ki
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i

ii

k
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kk ,...,1;

)(
,

)( 1

11
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et 

                      .1,...,1;
)( 1

1*
1

⎭
⎬
⎫

⎩
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⎧

+=δ>⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
ψ∩=
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−
+ ki

Xg
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ii
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De (3.17) on trouve que { } ∗
−

−
= ∪∪⊆> 1

1
1

)(
0 s

s
mi

m
i

j
n DDuX  pour tout n suffisamment grand. 

Ainsi pour n quelconque, on a 

           { } { } { }∑
−

=
−∩=+∩===

1

1

*
1 )()(

s

s

m

i
mnjinjnj DsvPDsvPsvP  

                            ).()( δ+δ= nn TS   

Le même raisonnement pour le cas où H({0}) = 0 on montre  

           { }11;,)( −≤≤δ>=→δ μ
skn mkAsvPT  quand n → ∞. 

δ peut être prise arbitrairement petite et { } 01,0, =−≤==μ
sk mkAsvP .□ 

Le corollaire suivant précise des situations où la distribution composée à un niveau  

{π(i); i ≥ 1} a une forme simple, étant géométrique d'indice extrême θ, comme 

paramètre ; c'est 1)1()( −θ−θ=π ii  , i ≥ 1. 

 

Corollaire 1. Supposant que {Xk ; k ≥ 0} est une chaîne de Markov satisfaisant les 

conditions du théorème 3  

i) si A1 < 1  p.s., alors 11 EA−=θ . 

ii) si A1 = 0  avec probabilité (a.p.)  p > 0 et A1 ≥ 1 a.p. 1 – p, alors 

{ }.01 ==θ AP   
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Dans les deux cas la distribution composée à un niveau {π(i)} est une géométrique de 

paramètre θ.  

 

Démonstration. Utilisant les expressions pour θ et {π(i)} données en (3.15) et (3.16) du 

théorème 3 , respectivement. □ 

 

Une prolongation du théorème lorsque γ < 0. Supposant que (3.11) est vérifiée avec  

γ <0, et inf{x; F(x) > 0} = - ∞ et  

  

              { } ,,)(/ 01 EuuquandxHuXxuXP w ∈∞→→=≤                         (3.23) 

 

Pour une fonction de distribution H sur (- ∞, ∞), on pose .0))0,(( >−∞H  si 

{ } ,0)0( >H supposant ainsi que (3.13) est vérifiée ou que 

 

                  { } 0/supsuplimlim 010
==>

δ≤
∈∞→↓δ

xXuXP
ux

Exu
 

Soit { }1; ≥nAn  une suite i.i.d. avec { } )(1 xHxAP =≤ et on définit  la queue de la 

chaîne 1,1 ≥= − nYAY nnn , Y0 est indépendant de { }nA . Ainsi, si {Xn} satisfait les 

conditions (i) et (ii) du théorème 3, le résultat du théorème est vérifié avec la 

distribution initiale μ est remplacée par ,)( /11 dxxdx γ−γ=μ pour x > 1 et  Λj  est 

remplacé par  

 

           )),)((),...,)((( 1
γ−γ− ττττ=Λ rjjj RR  j = 1,…, r,  

 

où R(.) est donné en (3.14). Ainsi, si 11 <A  p.s., alors 
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Spécifiquement, si ,01 1 ≤<− A alors 2/1

1 )(1
γ−

−=θ AE et aussi si 01 =A  a.p. p > 0 et 

11 −≤A  a.p. 1 - p, alors { }( )2
1 11 −≤−=θ AP .  

 

Dans les deux cas, {π(i)} est géométrique de paramètre θ, cette prolongation peut être 

prouvée exactement de la même  manière que le théorème 3 et le corollaire 1.  

Maintenant nous aborderons dans le quatrième chapitre deux exemples d'application, le 

premier concerne un processus AR(1) avec des marginaux uniformes, avec une étude 

simulation, le deuxième concerne le comportement extrémal des solutions des équations 

aux différences stochastiques du premier ordre à coefficients aléatoires en donnant un 

algorithme de simulation. 
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Introduction : 
 
Dans ce chapitre on applique les résultats de la section 2 du chapitre 3 sur deux 

exemples. Le premier illustre les idées à travers d'un processus où il est possible 

d’exprimer les caractéristiques extrêmes des suites aléatoires explicitement. Le 

deuxième exemple concerne les équations aux différences stochastiques à coefficients 

aléatoires. On considère le comportement extrême au niveau multiple et la possibilité 

d’avoir un processus à valeurs négatives. 

 

4.1- Exemple 1 (Processus AR(1)) :  

Soit X0 uniformément distribué sur E = (0, 1) et pour k ≥ 1 soit Xk un processus 

autorégressive d’ordre 1 strictement stationnaire donné par 

                                    ,1
1 kkk X

r
X ε+= −                                        (4.1) 

Où r ≥ 2 est un entier et Xk ~ U[0, 1] , {εk} sont i.i.d. et uniformément distribués sur 

{ }rrr )1(...,,1,0 −  et {ε k } est indépendant de X0. La suite stationnaire {Xk} a été  

étudiée par Chernick [8] comme un exemple où des groupes des valeurs élevées se 

produisent. Il a montrer par un argument directe que {Xk} a l’indice extrême 

.)1( rr −=θ  On va utiliser ici le théorème 3 pour trouver l’indice extrême et les 

probabilités composées limites associées au excédants d’un et deux niveaux. En outre, 

on va décrire explicitement le processus limite N* du résultat de convergence complète 

dans le théorème 2. 

Soit F la fonction de distribution de X0. Alors (3.11)  

,x)x()]u(F[)]x)u(gu(F[lim /

xu F

∞<<∞−γ−=−+− γ
+

↑

1111      (3.11) 

où y+ = max{0, y} et                                

                                     xF = ∞ et g(u) = - γ u              si γ < 0, 

                                     xF < ∞ et g(u) =  γ ( xF - u )    si γ > 0 

 

est vérifiée pour F avec γ = 1 et  utilisant (4.1) on remarque que les probabilités de 

transition  satisfont (3.12)  

      [ ]( ){ } )x(HuX/x)u(guXP w→=≤−ψ 01  quand  u ↑ xE , u Є E,             (3.12) 
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avec 

                    
⎩
⎨
⎧

≤
<≤−

=
.,1

,0,)1(
)(

xr
rxrr

xH                                   (4.2) 

 

Puisque { } ,0)1()0( >−= rrH nous devons vérifier aussi (3.13).  

 

                   
[ ]( )

{ } .xX/uXPsupsuplimlim
)u(gux

Exxu E

0010
==>

δ≤−ψ
∈↑↓δ

              (3.13) 

 

Cependant, pour un δ et u avec r10 ≤δ<  , u > 1 - δ , on a 

{ } 0/sup 01/)1(1 ==>δ−−≤ xXuXPux  et (3.13) suit immédiatement. 

Après, puisque les Xk sont uniformes, on définit nun τ−=τ 1)(  pour τ > 0, on vérifie 

))(),...,(( 1 rnn uu ττΔ   pour r ≥ 1,  τ1 > …> τr >0.  On note  qu’un  évènement  dans 

{ }( )rmjkiuX mnk
j

i ≤≤≤≤τ≤σ= 1,;)(B  peut être écrit comme union disjoint fini 

des évènements de type  

                 

                                  { },;)()( 1 jkiuXu
kk mnkmn ≤≤τ≤<τ +   

 

Où { } −∞=τ∈ )(,,...,1,0 0nk urm  et .)( 1 ∞=τ +rnu Soit ε > 0 donné. Alors pour v fixé 

avec 0 < v <1, utilisant le même type d’argument que dans la preuve du théorème 2.1 

dans [12], on voit que  

     { } { })2(2)(1)(1 ][
0

1
0][, nrXnPnXnPn vn

r

i
iivnn ε>+ε−τ−≤<ε+τ−≤β ∑

=
. 

Puisque { } 0)2(][
0 →ε> nrXnP vn   quand n → ∞ alors 0][, →β vnn  quand n → ∞ et 

))(),...,(( 1 rnn uu ττΔ est vérifiée. 

Maintenant les résultats des parties (i) et (ii) du théorème 3 sont vérifiés si on montre 

que                 

                 { } 0)(/)(suplimlim 0, =τ>τ>
∞→∞→

nnpp
np

uXuMP
n

                            (4.3) 
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Pour tout τ > 0 et toute suite {pn} avec pn → ∞, pn = o(n). Cependant,  

  { })(/)( 0 τ>τ> nnj uXuXP  

            { })(1,...,2,1;0),( 0 τ>−=>ετ>= ninj uXjiuXP                         (4.4) 

            { })(1,...,2,1p,0),( 0 τ>−==ετ>+ ninj uXjiouruXP  

             = (A) + (B),  

 Ici 1))1(()( −−≤ jrrA   et  

      { }∑
−

=
τ>−≤>ε=ετ>=

1

1
0 )(1;0,0,)()(

j

i
nlinj uXiluXPB  

            { } ii
j

i
inj rrrXuXP 1

1

1
)1(1)( −

−

=
−=τ>≤ ∑                                        (4.5) 

            { } ,)1(1)( 1
1

1
0

ii
j

i
nij rrrXuXP −

−

=
− −=τ>= ∑  

où on utilise la propriété de Markov et le fait que { },/)( xXuXP inj =τ>  0 < x < 1 , 

i < j, est une fonction de x non décroissante. La distribution conditionnelle de Xp sachant 

X0=1/r est uniforme sur { }1,...,0;1 1 −=++ ppp ririr  et donc 

               

               { } { } .1,1)(1)( 1
0 ≥+τ>≤=τ> + pruXPrXuXP p

npnp  

 

Par conséquent, de (4.5) on a 

             

                { } 1
0 ))1()(1()()( −−−+τ>≤ j

n rrjuXPB                                    (4.6) 

 

Finalement, combinant (4.4) et (4.6) on aura 

{ } { } ∑
∞

+=

−−+τ>≤τ>τ>
1

1
00, ,))1(()()()(

pj

j
nnnnpp rrjuXPpuXuMP

n
 

et (4.3) donne pn = o(n).  

Ainsi les conditions du corollaire 1 (ii) sont vérifiées et {Xk} a l’indice extrême 

rr )1( −=θ et les probabilités composées à un niveau sont .1,)1()( ≥−=π − irri i  
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En particulier du théorème 6.1 dans [17] , si )(k
nM est le k ème plus grand parmi X1,…, Xn , 

alors 
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Pour x < 0 et k ≥ 1. 

Après considérant les excès de deux différents niveaux, un(τ1) et un(τ2) avec τ1> τ2>0. 

Soit 121 >ττ=x  et soit m = m(x) la partie entière de .loglog rx  

Il est facile de montrer que les probabilités composées à deux niveaux 

{ }1,0;);,(),( ≥≥≥π=π ijixjiji  sont données par   
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                                             (4.7) 

 

La distribution (4.7) peut être utilisé pour obtenir la distribution asymptotique conjointe 

de lkMM l
n

k
m ≠,, )()( ; voir [15] théorème 4.3.2. 

Finalement considérant le processus ponctuel *
nN  sur [0, ∞) ×(0, ∞) de points à 

.0,))1(,( ≥− kXnnk k Soit ∑ = π= i
ji xjxS 1 );0,()( , pour x = τ1/ τ2 > 1, i ≥ 1, d'après 

(3.9) et { } .)),1([)(
1

2dyyiyPxS
x

i ∫ −≤η=  Cependant, selon (4.7), 
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Par conséquent on voit que { } 1)),1([ =≤η ixP  si 1 < x ≤ r i et zéro ailleurs. 

Donc, la représentation (3.8) est vérifiée pour N* avec Yij = r j -1  p.s.  j ≥ 1; c’est-à-dire 

N* est distribué comme ∑ ∑∞
=

∞
= −δ1 1 ),( 1i j rTS j

ii
, où {Si, Ti} sont les points du processus de 

poisson homogène sur [0, ∞) × (0, ∞) de moyenne (r-1)/r. 

 

4.1.1- Simulation et Application : 

 

Dans le but d'étudier le comportement extrémal d'une chaîne de Markov stationnaire où 

on exprime explicitement les caractéristiques extrêmes on a généré des échantillons 

issues de loi uniforme sur [0,1] et qui sont des processus stationnaires autorégressives 

d'ordre 1 et on a calculé l'indice extrême et les probabilités composées limites associées 

aux excédants à un et à deux niveaux et cela par la procédure suivante : 
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Organigramme de simulation :  

     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Générer un échantillon de loi 

Xk→ U[0,1] tel que kkk X
r

X ε+= −1
1

 

est un AR(1) 

Estimer ρ=1/r à l'aide de la 
méthode du maximum de 

vraisemblance 
)/(minˆ 12 −≤≤

=ρ kknkMV XX  

Prendre  [ ]ρ= ˆ/1r̂   

Calcul de l'indice extrême 

r
r

ˆ
1ˆˆ −

=θ   

Calcul des probabilités composées 
à un niveau 

1ˆ)1ˆ()(ˆ ≥−=π − irri i  

Calcul des probabilités composées 
à deux niveaux ),,(ˆ xjiπ telles que 

x = τ 1 / τ 2  , τ 1 > τ 2 > 0 
m = [log x / log r] 

i = m+1 
 j = 0 

i = m+j 
 j ≥ 1 

i = m+j+1 
 j ≥ 1 

irrxji −−=π ˆ)1ˆ(),,(ˆ  11ˆ),,(ˆ −− −=π xrxji i  ij rrxxji −−− −=π ˆˆ),,(ˆ 11  ij rrxxji −−− −=π 11 ˆˆ),,(ˆ  

i ≤ m 
 j = 0 
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On remarque que ces quantités dépendent de r tel que 1/r est le coefficient du modèle 

AR(1) ; donc pour chaque échantillon on aura une valeur de r . On prend des 

échantillons de tailles k = 100 et pour un nombre d'excès i = 5, on a obtenu les résultats 

suivants pour θ d'abord (Tab.4.1) : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Tab.4.1- Les valeurs de θ en fonction de r. 

 

Le tableau suivant (Tab.4.2) représente les valeurs des probabilités composées à un 

niveau d'excès π (i) en fonction des différentes valeurs de r et θ.  

 

r̂  θ̂  

2 0.5000 

3 0.6667 

4 0.7500 

5 0.8000 

6 0.8333 

7 0.8571 

8 0.8750 

9 0.8889 

10 0.9000 

12 0.9167 

13 0.9231 

16 0.9375 

24 0.9583 

39 0.9744 

43 0.9767 

58 0.9828 

88 0.9886 

161 0.9938 
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r̂  θ̂  i )(ˆ iπ  

3 0.6667 1 0.6667 

2 0.2222 

3 0.0741 

4 0.0247 

5 0.0082 

4 0.7500 1 0.7500 

2 0.1875 

3 0.0117 

4 0.0047  

5 0.0029 

5 0.8000 1 0.8000 

2 0.1600 

3 0.0320 

4 0.0064 

5 0.0013 

 

Tab.4.2- Les valeurs des probabilités composées à un niveau π (i) 
 
Lorsque r augmente l'indice extrême θ augmente et quand θ atteint la valeur 1 on 

obtient une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées, donc 

les petites valeurs de θ indiquent qu'il y a une forte dépendance entre les variables. 

D'après le tableau (Tab.4.2) les probabilités composées à un niveau d'excès π (i) 

représentant la distribution du processus ponctuel qui comptent le nombre des points Xi 

excédant le niveau i est une fonction décroissante.  

Le graphe suivant (Fig.4.1) représente la variation de θ en fonction de r. 
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                                                            Fig.4.1. Variation de θ en fonction de r 

 

Et pour les probabilités composées à deux niveaux (excès) π(i,j; τ1, τ2) tel que τ1 > τ2 , on 

aura 5 valeurs de x = τ1/ τ2  et sont (4, 7, 1.75, 10, 2.5) et les valeurs de m 

correspondantes sont (1, 1, 0, 2, 0) donc les probabilités composés à deux niveaux pour 

r = 4 et pour les 5 valeurs de τ1 et τ2 et m sont : 
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Tab.4.3- Les probabilités composées                                                    Tab.4.4- Les probabilités composées 
  à deux niveaux pour τ1 = 4 et τ2 = 1                                                      à deux niveaux pour τ1 = 7 et τ2 = 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

i j π̂ (i,j; 4,1) 
1 0 0.7500 
2 0 0.7500 
2 1 0.1875 
3 1 0.0586 
3 2 0.0469 
4 2 0.0146 
4 3 0.0117 
5 3 0.0037 
5 4 0.0029 
6 4 0.0009 
6 5 0.0007 
7 5 0.0002 
7 6 0.0002 
8 6 0.0000 
8 7 0.0000 
9 7 0.0000 
9 8 0.0000 
10 8 0.0000 
10 9 0.0000 

i j π̂ (i,j; 7,1) 
1 0 0.7500 
2 0 0.8571 
2 1 0.0804 
3 1 0.0268 
3 2 0.0201 
4 2 0.0067 
4 3 0.0050 
5 3 0.0017 
5 4 0.0029 
6 4 0.0004 
6 5 0.0003 
7 5 0.0001 
7 6 0.0000 
8 6 0.0000 
8 7 0.0000 
9 7 0.0000 
9 8 0.0000 
10 8 0.0000 
10 9 0.0000 
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Tab.4.5- Les probabilités composées                                                    Tab.4.6- Les probabilités composées 
  à deux niveaux pour τ1 = 7 et τ2 = 4                                                      à deux niveaux pour τ1 =10 et τ2 =4  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Tab.4.7- Les probabilités composées 
à deux niveaux pour τ1 = 10 et τ2 = 1 

i j π̂ (i,j;10,4) 
1 0 0.7500 
1 1 0.4500 
2 1 0.0750 
2 2 0.1125 
3 2 0.0188 
3 3 0.0281 
4 3 0.0047 
4 4 0.0070 
5 4 0.0012 
5 5 0.0018 
6 5 0.0003 
6 6 0.0004 
7 6 0.0001 
7 7 0.0001 
8 7 0.0000 
8 8 0.0000 
9 8 0.0000 
9 9 0.0000 
10 9 0.0000 

i j π̂ (i,j;7,4) 
1 0 0.7500 
1 1 0.3214 
2 1 0.1072 
2 2 0.0804 
3 2 0.0268 
3 3 0.0201 
4 3 0.0067 
4 4 0.0050 
5 4 0.0017 
5 5 0.0013 
6 5 0.0004 
6 6 0.0030 
7 6 0.0001 
7 7 0.0001 
8 7 0.0000 
8 8 0.0000 
9 8 0.0000 
9 9 0.0000 
10 9 0.0000 

i j π̂ (i,j;10,1) 
1 0 0.7500 
2 0 0.1875 
3 0 0.1500 
3 1 0.3844 
4 1 0.0844 
4 2 0.0961 
5 2 0.0211 
5 3 0.0240 
6 3 0.0053 
6 4 0.0060 
7 4 0.0013 
7 5 0.0015 
8 5 0.0003 
8 6 0.0004 
9 6 0.0000 
9 7 0.0000 
10 7 0.0000 
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On remarque d’après les probabilités composées à deux niveaux que la distribution du 

processus ponctuel (nombres de points Xi qui dépassent un(τ1) et un(τ2) ) est une fonction 

décroissante quelque soit les valeurs de τ1 et τ2 donc quelque soit m. 

 

4.2- Exemple 2 (Equations aux Différence Stochastiques) : 

Soit Y0 une variable aléatoire et soit {(An, Bn); n ≥1} des variables aléatoires i.i.d. à 

valeur dans R2 indépendantes de Y0. On définit Yn , n ≥1, par l'équation au différence 

stochastique  

                                            nnnn BYAY += −1                                (4.8)     

Le comportement extrémal des solutions de (4.8) était étudié dans [12] pour le cas où An 

et Bn sont non négatifs presque sûrement. Les résultats, incluent les expressions de 

l'indice extrême et les probabilités composées limites à un niveau, ont été appliqués à un 

processus ARCH d'ordre 1 d'intérêt en modélisation économétrique. Ici on va prolonger 

le résultat de [12] en posant P{A1 < 0} > 0 et établissant un résultat à multi niveaux. 

 Supposant que )1( 11 AB − est non dégénéré et que la distribution conditionnelle de 

1log A sachant 01 ≠A  est non bornée. Ainsi, supposant qu'il existe un α > 0 telle que 

,11 =αAE    ,log 11 ∞<+α AAE     et    .0 1 ∞<< αBE  

Sous ces suppositions, les résultats de Vervaat [29] et Kesten [19] montre que l'équation 

,11 BYAY d += ∞∞  où Y∞ est indépendant de (A1, B1), a une solution unique en 

distribution, donné par 

                                             .
1

1

1
∑ ∏
∞

=

−

=
∞ =

j

j

i
ijd ABY  

Si Y0 =dY∞, alors {Yn} est stationnaire et Yn converge en distribution vers Y∞ quelque 

soit la distribution de Y0. En outre, ils existent des constantes non négatives c+ et c-, 

avec c+ + c- > 0, telles que 

 

       { } α−
+∞ ≈> tctYP   et { } α−

−∞ ≈−< tctYP  quand t → ∞.          (4.9) 

 

Soit Y0 =dY∞, donc {Yn} est stationnaire. Dorénavant, on va se restreint au cas où c+ > 0. 

Cela est évidemment vérifié lorsque {(An, Bn)} sont dans 2R + et en outre, utilisant le 



Chapitre 4                                                                             Exemples d'Application et Simulation   

                                                                                                                                         88                         

résultat de Goldie([14], théorème 3.1), on remarque que c+ > 0 aussi lorsque 

P{A1<0}>0. 

On définit ,)( /1 α= xnxun  x > 0. Pour vérifier les conditions du théorème 2, on doit 

montrer d'abord que 

          { } 0suplim /1
0

/1
, ⎯→⎯>> αα

∞→
xnYxnMP

npp
n

  quand  p → ∞.          (4.10) 

Pour tout x > 0 et toute suite {pn} avec pn→ ∞, pn = o(n). Comme dans la preuve du 

théorème 2.1 dans [12], on introduit le processus auxiliaire  

                    Yn
# = ∏

=
≥

n

j
j nAY

1
0 ,1,  Y0

# = Y0, 

Et on écrit Δn=Yn - Yn
#, n ≥0. Puisque {Δn} est indépendant de Y0, on a 

 

{ }
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

>Δ+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

>>≤>>
α

+=

α
α

+=

αα

22
Y

/1

1

/1
0

/1

1
j

/1
0

/1
,

# xnPxnYxnPxnYxnMP
nn

n

p

pj
j

p

pj
pp UU  

= (A) + (B). 

Ecrivant Qn pour la distribution conditionnelle de )( /1
0

αxnY sachant ,/1
0

α> xnY on 

constate de (4.9) que Qn converge faiblement vers Q, où ,)( 1dyydyQ −α−α=  y > 1. 

Rappelons que Y0 =dY∞ et que c+ est supposée strictement positive. 

Maintenant, pour un ε > 0 on choisie x~ tel que { } .),~( ε<∞xQ On a alors 

)()2(1)(
),1( 1 1

dyQyAPA n

p

pj

j

i
i

n

∫ ∏
∞ += = ⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

>= U                                       

                                                                                                         (4.11) 

       { }.),~()()2(1
]~,1( 1 1

∞+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

>≤ ∫ ∏
+= =

xQdyQyAP nn
x

p

pj

j

i
i

n

U  

Il découle des suppositions faites que 0log 1 <AE ; voir par exemple [14], lemme 2.2, 

et donc il existe t > 0 avec 11 <tAE ; et [12], section 3. 

Puisque le premier terme dans (4.11) est borné par ,))~2/(1()(1 1∑ +=
np

pj
tjt xAE  

on obtient .0)(suplimlim =
∞→∞→

A
np

Ainsi, 
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 .
44

/1

0

/1

1 1
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⎫
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⎨
⎧
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⎬
⎫
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Le premier terme dans (4.12) converge vers zéro quand n → ∞ puisque 0log 1 <AE  

implique ∞<∞
= =∏U 1 1j

j
i iA  presque sûrement et le deuxième terme aussi tend vers zéro, 

de (4.9) on aura pn = o(n). Donc (4.10) est vérifié. 

Après, si on procède de la même manière que l'exemple 1 alors la condition de mélange 

))(),....,(( 1 rnn xuxuΔ sera vérifiée pour {Yn}. 

De (4.9) la fonction de distribution de Y0 satisfait (3.11) avec .1−α−=γ  Ainsi, on voit 

clairement que (3.23) est vérifiée avec { }xAPxH ≤= 1)(  et que (3.24) est satisfaite 

dans le cas où P{A1 = 0} est différent de zéro. Par conséquent, les résultats du théorème 

2 sont vérifiés pour {Yn}, avec μ et Λj remplacés par μ  et jΛ  , respectivement, comme 

c'est donné dans le paragraphe qui suit le corollaire 1. 

Finalement on remarque que la supposition que {Yn} soit stationnaire n'est pas 

importante; le résultat de convergence du processus ponctuel est vérifié 

indépendamment de la distribution de Y0. 

Nous présentant maintenant l'algorithme de simulation de la solution de l'équation au 

différence stochastique donc le comportement extrémal de cette solution.  
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4.2.1- Algorithme de simulation : 

          Etape1: Générer des variables aléatoires  A1, B1, Y0  de la loi  en  question  vérifiant 

          11 BYAY NN +=         {(A1, B1) couple aléatoire générique avec la même distribution  que 

                                             (An, Bn) et indépendant de Y0 , pour N suffisamment grand.} 

          Etape2: tant que { } ε<−> α−
+tctYP N    et  { } ε<−−< α−

−tctYP N   et  (c++ c- > 0) 

                                         {α > 0, t = Nh, h > 0.} 

                        faire      .
1

1

1
∑ ∏
=

−

=
=

N

j

j

i
ijdN ABY   

Cet algorithme est facile à implémenter. 

 

4.3- Conclusion : 

Pour réaliser l'exemple 1, nous avons simulé des donnés en se basant sur la loi uniforme 

et en utilisant un programme de Matlab et cela nous a permis de voir les différents 

résultats tirés de la théorie, mais ce programme reste toujours valable pour des donnés 

réelles, ainsi ces méthodes peuvent servir en système de tarification en réassurance.  



91      

 
 
Conclusion Générale 
 
Notre principal objectif était d'étudier le comportement extrémal des valeurs réelles de 

chaînes de Markov stationnaires sous des hypothèses assez générales, des conditions 

sont obtenus pour la convergence en distribution du processus ponctuel des excédants à 

multiniveaux  associés aux familles des suites à haut niveau, et applicable aux suites 

stationnaires générales, ces conditions sont aussi valables pour les chaînes de Markov, 

et sont prises pour grandes classes des chaînes. Les plus importantes hypothèses 

utilisées sont que les distributions marginales appartiennent au domaine d'attraction de 

loi des valeurs extrêmes avec des conditions plutôt faibles sur les probabilités de 

transitions, ainsi le résultat de la convergence complète a été donné. Les résultats qui 

représentent les quantités caractérisant les distributions limites sont appliqués avec des 

simulations à un processus AR(1) avec des marginaux uniformes; et aux solutions d'une 

équation au différence stochastique d'ordre un à coefficients aléatoires. 

 

En outre, il pourrait être intéressant d’étudier dans des travaux futur d’autres suites pour 

l’estimation des paramètres des distributions asymptotiques des valeurs extrêmes, par 

exemple poser des hypothèses relatives aux autocorrélations des observations, remettre 

en cause à la fois l’hypothèse de stationnarité et celle d’indépendance, étudier le cas de 

v.a. dépendantes gaussiennes, des processus non stationnaires et enfin le cas des 

processus à temps continu.      
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1- Modes de convergence : 
 

1- Convergence en distribution : 
 
Définition. On dit que (An) converge en distribution ou converge faiblement vers la 
v.a. A )( AA d

n ⎯→⎯ si pour toute fonction  f conjointe continue la relation 
                           ,,))(())(( ∞→⎯→⎯ nAfEAfE n   
est vérifiée. 
 
2- Convergence en probabilité : 
 
Définition. On dit que (An) converge en probabilité vers la v.a. A )( AA P

n ⎯→⎯ si 
pour tout ε positif la relation 
                  ,,0)( ∞→⎯→⎯ε>− nAAP n  
est vérifiée. 
 
La convergence en probabilité implique la convergence en distribution, l'inverse est 
vrai si et seulement si A = a p.s. pour une constante a. 
 
3- Convergence presque sûr : 
 
Définition. On dit que (An) converge presque surement (p.s.) ou avec la probabilité 
1 vers la v.a. A )( .. AA sp

n ⎯→⎯  si pour P-presque tout ω Є Ω la relation  
                   ,),()( ∞→ω⎯→⎯ω nAAn  

     est vérifiée. 
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2- Programme de simulation : 
 
Nous présentons dans cette annexe le programme utilisé dans la simulation 
 
 
X=rand(10,1); 
    for k=2:10 
      a(k-1)=(X(k)/X(k-1)); 
   end 
rho=min(a); 
r=round(1/rho) 
 
tita=(r-1)/r 
 
   for i=1:5 
      p0(i)=(r-1)*r^-i 
   end 
 
tho1=1:3:10 
tho2=1:3:10 
n=length(tho1); 
h=zeros(n,n); 
m=zeros(n,n); 
for i=1:n           %i=1:n 
   for j=1:n        %j=1:i-1            
      if tho1(i)>tho2(j) 
         h(i,j)=tho1(i)/tho2(j) 
         m(i,j)=round(log(h(i,j))/log(r)) 
      else h(i,j)=0  
         m(i,j)=-1 
      end 
   end 
end  
k=zeros(1,n*(n-1)/2);   
hh=zeros(1,n*(n-1)/2); 
s=1 
for i=2:n 
   for j=1:i-1 
      k(s)=m(i,j) 
      hh(s)=h(i,j) 
      s=s+1 
   end 
end 
 
d=0 
for i=1:s-1 
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   if k(i)==0 
      d=d+1;   %c'est le nombre de zéro dans k 
   end 
end 
h4=zeros(1,d);   
kk=zeros(1,length(k)-d);   
u=1 
i=1 
for s=1:(n*(n-1)/2)-1  %5=6-1=2*(n-1)=length(k) 
   if k(s)>0 
      kk(u)=k(s) 
      hhh(u)=hh(s) 
      u=u+1 
   else  
      kk(u)=k(s+1) 
      h4(i)=hh(s) 
      i=i+1 
      hhh(u)=hh(s) 
      u=u+1 
   end 
   if k((n*(n-1)/2))>0 
      kk(u)=k(n*(n-1)/2)     % kk(u)=m sous forme d'un vecteur 
      hhh(u)=hh((n*(n-1)/2)) 
   else 
      h4(i)=hh(n*(n-1)/2) 
   end 
       
end 
        
   p1=zeros(length(kk)+1,length(kk)); 
   for i=1:length(kk)+1 
       for j=1:length(kk) 
           p1(i,j)=2 
       end 
   end 
                
      for u=1:length (kk) 
      for i=1:kk(u) 
         p1(i,u)=(r-1)*r^(-i);  %i<=m, j=0 
      end 
      p1(kk(u)+1,u)=r^(1-i)-hhh(u)^(-1);  %i=m+1, j=0 
   end 
   dd=0 
   for i=1:length(kk)+1 
       for j=1:length(kk) 
           if p1(i,j)<2 
               dd=dd+1; 
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           end 
       end 
   end 
   p11=zeros(1,dd); 
   g=1 
   for i=1:length(kk)+1 
       for j=1:length(kk) 
           if p1(i,j)<=1 
               p11(g)=p1(i,j); 
               g=g+1; 
           end  
       end 
   p2=zeros(10,10-length(kk),length(hhh)); %i<=10, i=m+j, j>=1 
   p3=zeros(10,10-length(kk)-1,length(hhh)); %i=m+j+1, j>=1 
   for i=1:10 
       for j=1:10-length(kk) 
           for u=1:length(hhh) 
               p2(i,j,u)=2 
           end 
       end 
   end 
   for i=1:10 
       for j=1:10-length(kk)-1 
           for u=1:length(hhh) 
               p3(i,j,u)=2 
           end 
       end 
   end 
    
   for u=1:length(kk) 
      for i=1:10 
         for j=1:i-kk(u) 
            p2(i,j,u)=hhh(u)^(-1)*r^(1-j)-r^(-i); 
         end 
         for j=1:i-kk(u)-1 
            p3(i,j,u)=hhh(u)^(-1)*r^(-j)-r^(1-i); 
         end 
      end 
   end 
   dd2=0 
   for i=1:10 
       for j=1:10-length(kk) 
           for u=1:length(hhh) 
               if p2(i,j,u)<2 
                   dd2=dd2+1; 
               end 
           end 
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       end 
   end 
   dd3=0 
   for i=1:10 
       for j=1:10-length(kk)-1 
           for u=1:length(hhh) 
               if p3(i,j,u)<2 
                   dd3=dd3+1; 
               end 
           end 
       end 
   end 
   p22=zeros(1,dd2); 
   g2=1 
   for i=1:10 
       for j=1:10-length(kk) 
           for u=1:length(hhh) 
               if p2(i,j,u)<=1 
                   p22(g2)=p2(i,j,u) 
                   g2=g2+1; 
               end 
           end 
       end 
   end 
   p33=zeros(1,dd3); 
   g3=1 
   for i=1:10 
       for j=1:10-length(kk)-1 
           for u=1:length(hhh) 
               if p3(i,j,u)<=1 
                   p33(g3)=p3(i,j,u); 
                   g3=g3+1; 
               end 
           end 
       end 
   end 
   % si m=0: 
    
      p111=zeros(length(h4)); %m=0,j=0,i=m+1=1 
   for u=1:d 
      p111(u)=1-1/h4(u);   % suite de p11 
   end 
    
      p4=zeros(10,length(h4));   %i=m+j<=10,j>+1 
   p5=zeros(10-1,length(h4));  %i=m+j+1>=1, j>=1 
   for i=1:10 
       for u=1:d 
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           p4(i,u)=2 
       end 
   end 
   for i=1:10-1 
       for u=1:d 
           p5(i,u)=2 
       end 
   end 
    
   for u=1:d 
      for i=1:10 
         p4(i,u)=h4(u)^(-1)*r^(1-i)-r^(-i);  % i=0+j donc i=j 
      end 
      for i=2:10 
         p5(i,u)=h4(u)^(-1)*r^(-i+1)-r^(1-i); % i=0+j+1 donc j=i-1 
      end 
   end 
   dd4=0 
   for i=1:10 
       for u=1:d 
           if p4(i,u)<2 
               dd4=dd4+1; 
           end 
       end 
   end 
   dd5=0 
   for i=1:10-1 
       for u=1:d 
           if p5(i,u)<2 
               dd5=dd5+1; 
           end 
       end 
   end 
   p44=zeros(1,dd4); 
   g4=1 
   for i=1:10 
       for u=1:d 
           if p4(i,u)<=1 
               p44(g4)=p4(i,u); 
               g4=g4+1; 
           end 
       end 
   end 
   p55=zeros(1,dd5); 
   g5=1 
   for i=1:10-1 
       for u=1:d 
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           if p5(i,u)<=1 
               p55(g5)=p5(i,u); 
               g5=g5+1; 
           end 
       end 
   end 
   end 
    
 
 
   
 


