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On pense communément que �l�ordinateur de l�avenir�sera

massivement parallèle et tolérera les erreurs. Toutefois la

conception d�une telle machine s�étant avérée étonnamment

di¢ cile, nous aurions abandonné depuis longtemps si le cerveau

n�était pas une preuve vivante que le traitement parallèle et tolérant

les erreurs est possible et très e¢ cace.

John S. Denker, 1985

(Dans Les Rêves de la Raison)
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Introduction

Modéliser un phénomène physique n�est pas toujours aisé et peut même, parfois, devenir

problématique. Les nombreuses expériences réalisées permettent l�acquisition d�un nombre

de plus en plus important de données. Celles-ci revêtent diverses formes et sont générale-

ment décrites par un signal, c�est à dire , par l�association d�un temps ou d�une position

à une grandeur donnée. De nombreux domaines d�applications des sciences font appel à

des techniques d�approximation. Il s�agit, dans la majeure partie des cas, de fournir des

bases de fonctions permettant de proposer une approximation d�un signal issu de mesures

physiques. L�approximation proposée doit, cependant, être la plus proche possible du signal

d�origine. La multitude des techniques mises en oeuvre témoigne de la diversité des objec-

tifs recherchés dans cette tâche. Ce peut être un souci de modélisation d�un phénomène

physique, de l�extraction de certaines caractéristiques d�un signal donné ou encore de la pré-

diction de séries temporelles. Un des critères de choix d�un approximateur parmi d�autres

est son aptitude à approcher la fonction désirée avec la structure la plus simple et un nom-

bre de paramètres mis en jeu le plus petit possible. En e¤et, dans la pratique, le nombre

de fonctions nécessaires pour réaliser une approximation est un critère important dans la

préférence d�un approximateur par rapport à un autre. En d�autres termes, le concepteur

de modèles doit toujours faire en sorte que le nombre de paramètres ajustables soit le plus

faible possible: on dit que l�on cherche l�approximation la plus parcimonieuse.

Le problème d�approximation de tâche peut-être avantageusement traité par le modèle

des réseaux de neurones arti�ciels. Ces nouvelles techniques neuronales se sont avérées

très adaptées pour la résolution de tels problèmes. En e¤et, de nos jours, les réseaux de

neurones ne cessent d�élargir leur champ d�application pour de nombreuses raisons. Nous

citerons, d�une part, la propriété d�approximation parcimonieuse qui est un des résultats

mathématiques solides établis[1] et qui explique pourquoi les réseaux de neurones con-

stituent d�excellents modèles non linéaires. D�autre part, les techniques algorithmiques

d�apprentissage ont fait de très grands progrès grâce notamment à l�utilisation de méth-

odes d�optimisation non linéaires e¢ caces qui, associées à l�algorithme de rétropropagation

pour l�évaluation du gradient de l�erreur (mesure de l�écart entre la sortie du réseau et
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Introduction

la tâche à approcher), permettent des apprentissages rapides et précis. Grâce à ces pro-

priétés, les réseaux de neurones, lorsqu�ils sont convenablement mis en oeuvre, permettent

d�améliorer les résultats obtenus à partir d�autres méthodes classiques de modélisation non

linéaires.

Les réseaux de neurones arti�ciels, dont la conception est très schématiquement in-

spirée du fonctionnement de vrais neurones biologiques, sont fondés sur des modèles qui

tentent d�expliquer comment les cellules du cerveau et leurs interconnexions parviennent,

d�un point de vue global, à exécuter des tâches complexes. Initialement, ces systèmes arti-

�ciels qui stockent et retrouvent l�information de manière �similaire�à celle du cerveau se

sont avérés particulièrement adaptés aux traitements en parallèle des problèmes complexes

comme la reconnaissance des formes[2] par exemple. Dans les réseaux de neurones arti�ciels,

de nombreux processeurs appelés cellules ou unités, capables de réaliser des calculs élémen-

taires, sont structurés en couches successives capables d�échanger des informations au moyen

de connexions qui les relient. Cette architecture connexionniste s�inspire de l�organisation

neuronale du cerveau humain.

Les réseaux de neurones trouvent leur origine en 1943 avec la notion de neurone formel

de McCulloch et Pitts[3] qui établirent un premier modèle mathématique du neurone bi-

ologique. Les réseaux de neurones vont prendre leur essor dans les années cinquante avec

l�Intelligence Arti�cielle. En particulier, Rosenblatt[4] établit un premier modèle de réseaux

de neurones capable d�apprendre, le perceptron, pour simuler le fonctionnement de la rétine.

Cependant, ce modèle montre rapidement ses limites[5] et l�engouement pour les réseaux de

neurones se tarit à la �n des années soixante. L�intérêt pour les réseaux de neurones va être

ravivé par le développement de nouveaux modèles (comme les réseaux de Hop�eld[6]) et par

la redécouverte de l�algorithme de rétropropagation de l�erreur par Rumelhart[7], originelle-

ment inventé par Werbos[8]. Les réseaux à propagation ou réseaux feed-forward, réseaux

non bouclés, sont aujourd�hui les modèles de réseaux de neurones les plus répandus. Ils sont

largement utilisés dans le cadre de la modélisation statistique: classi�cation, reconnaissance

de formes, régression non-linéaire, prédiction de séries temporelles,...etc.
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Introduction

La propriété fondamentale des réseaux de neurones, l�approximation universelle parci-

monieuse, fait de ceux-ci une représentation mathématique très avantageuse pour les mod-

élisations statique et dynamique non linéaires des phénomènes. En e¤et, il a été démontré

qu�un réseau de neurones de type perceptron, ayant une couche cachée est un «approxima-

teur universel parcimonieux» [1, 9], c�est à dire qu�il peut approcher toute fonction multi-

variable non linéaire et ses dérivées avec une précision à priori �xée, pourvu qu�il soit soumis

à un apprentissage e¢ cace. Ce potentiel d�approximation est cependant di¢ cile à exploiter

car il n�existe à ce jour aucune méthodologie précise permettant de réaliser avec certitude

l�approximation désirée pour un système donné. C�est pourquoi, le choix et l�application

d�un modèle neuronal demeure un domaine de recherche très actif contrairement aux mod-

èles classiques.

Les premiers réseaux de neurones utilisant des fonctions sigmoïdes comme fonctions

d�activation, sont issus de travaux à connotation biologique[1, 9]. Par la suite, une des

évolutions les plus marquantes des réseaux de neurones formels a été l�abandon de la mé-

taphore biologique au pro�t de fondements théoriques solides. Cet e¤ort de recherche s�est

tout d�abord dirigé vers les réseaux de fonctions radiales (RBF, Radial Basis Functions), en

particulier les gaussiennes[10]. Broom[11] semble être parmi les premiers à proposer l�idée

d�utiliser des réseaux RBF pour l�approximation de fonctions non linéaires. Récemment[12]

, des familles de fonctions, issues du traitement du signal et de l�image, appelées ondelettes

ont été utilisées avec succès pour la résolution de problèmes d�approximation de fonctions.

De manière analogue à la théorie des séries de Fourier, les ondelettes sont principalement

utilisées pour la décomposition de fonctions[13]. Cette décomposition consiste à écrire une

fonction donnée comme une somme pondérée de fonctions obtenues à partir d�opérations

simples e¤ectuées sur une fonction principale appelée ondelette-mère. Ces opérations con-

sistent en des translations et dilatations de la variable de la fonction.

La décomposition en ondelettes étant une méthode d�approximation de fonctions, un

lien entre cette décomposition et les réseaux de neurones a été établi par de nombreux
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Introduction

auteurs[14, 15] où la fonction d�activation considérée est une ondelette. Ce type de réseau

de neurones est communément désigné sous l�appellation de réseau d�ondelettes.

Récemment, Giraud et Touzeau[16] ont utilisé une architecture classique à une seule

couche cachée pour montrer que cette dernière produit une analyse multi-échelles raisonnable-

ment e¢ ciente, pratique et robuste. En suivant l�évolution des paramètres d�échelles durant

les premiers pas de l�apprentissage, Giraud et Touzeau ont noté et mis en évidence la fusion

de deux paires d�échelles. Ils ont alors suggéré que de nouvelles cellules peuvent spontané-

ment émerger durant le processus d�apprentissage et éventuellement représenter les dérivées

de la tâche élémentaire par rapport à leurs paramètres d�échelle. Dans le but de con�rmer

et d�étayer cette suggestion, nous avons considéré di¤érentes tâches contenant des dérivées

d�ordre p de la fonction d�activation par rapport aux paramètres d�échelle. Cette étude nous

a permis de généraliser le résultat obtenu au cas où (p+1) paramètres d�échelles fusionnent

durant le processus d�apprentissage. En e¤et, nous avons montré que des dérivées d�ordre p,

à savoir,
@pf

@�p
, vont spontanément émerger dans la base fonctionnelle. Notons que pour les

tâches qui adoptent un tel comportement, il nous a été possible d�améliorer l�approximation

de la tâche considérée et de réduire considérablement le temps d�apprentissage en implé-

mentant directement les tâches élémentaires ainsi que leurs dérivées dans la base fonction-

nelle. Ceci nous a amené à montrer, à travers une étude systématique, les performances

des réseaux d�ondelettes dans les problèmes d�approximation de fonctions[17]. En e¤et, en

tant que modèle connexionniste, les réseaux d�ondelettes ont l�avantage de pouvoir béné-

�cier de nombreux résultats de l�analyse en ondelettes. Nous montrerons, en particulier,

que ces réseaux présentent des capacités propres, liées notamment à la localité des fonctions

utilisées. Nous comparerons, par la suite, les performances de ces réseaux d�ondelettes rela-

tivement à deux autres modèles connexionnistes bien connus: les perceptrons multicouches

(MLP à fonction d�activation sigmoïdale) et les réseaux à fonctions radiales (RBF).

Dans le but de mettre en évidence l�e¢ cacité de l�approximation à l�aide des réseaux de

neurones dans les problèmes physiques, il nous a semblé nécessaire de ne pas nous contenter

de cette étude, mais de montrer à travers un problème physique bien déterminé la validité
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Introduction

d�une telle approche[18] en empruntant à la physique des plasmas quelques modèles non

linéaires[19, 20, 21]. Pour cela, nous avons choisi d�analyser les conditions d�existence des

structures localisées (ondes solitaires) associées à deux modèles de plasma di¤érents: l�un

intégrable et l�autre non intégrable. Cette partie nous a permis de déterminer l�expression

analytique explicite du pseudo-potentiel lorsque le système dynamique correspondant est

non intégrable. L�intérêt d�une telle approximation est à rechercher du côté expérimental.

Rappelons que lors des expériences sur les plasmas de laboratoire, l�opérateur, à travers

une série de mesures de sonde, n�a accès, généralement, qu�aux di¤érentes températures

des espèces de particules présentes dans le plasma ainsi qu�aux pro�ls de leurs densités

respectives. Il devient alors possible de prédire l�existence ou non d�une structure solitaire

lorsque les paramètres du plasma sont, à priori, connus. Notre méthode d�approximation

peut alors apparaître, à bien des égards, comme une alternative, certes perfectible mais

�able, pour la description de la dynamique d�un système non intégrable.

La structure de cette thèse se présente sous la forme d�un premier chapitre où sont

introduites les techniques d�analyse en ondelettes. Il s�agit beaucoup plus d�une présentation

succincte qui se limitera à la présentation des résultats utiles à la mise en oeuvre des fonctions

ondelettes dans les réseaux connexionnistes.

Le chapitre deux est consacré à la présentation des dé�nitions et rappels concernant les

réseaux de neurones classiques. Nous présentons notamment les architectures des réseaux

bouclés et non bouclés. Un aperçu sur l�apprentissage de ces modèles est donné ainsi que

les méthodes d�apprentissage qui s�appuient sur la rétropropagation de l�erreur. Il s�agit en

fait de trouver les paramètres du modèle qui minimisent l�erreur. L�apprentissage étant un

problème d�optimisation non linéaire, il est généralement résolu par des méthodes basées

sur le gradient. Dans un souci de clarté et a�n de faciliter la compréhension, il nous a

paru nécessaire de distinguer, dans ce chapitre, l�étape de calcul du gradient de la fonction

de coût par rapport aux paramètres (rétropropagation du gradient de l�erreur) de l�étape

de modi�cation des paramètres (méthodes du gradient simple[22], de quasi-Newton[15],

de Levenberg-Marquardt[15],...etc.). Nous terminons le chapitre par un énoncé des pro-
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Introduction

priétés spéci�ques aux réseaux de neurones, suivi d�une présentation de la méthodologie

pour l�application et la mise en oeuvre de ces techniques neuronales. Cette partie s�achève

par une revue générale des domaines d�applications.

Dans le chapitre trois, les capacités des réseaux d�ondelettes sont étudiées sur des prob-

lèmes d�approximation de fonctions. Dans cette étude, nous avons e¤ectué une investigation

systématique faisant intervenir tous les paramètres susceptibles d�améliorer l�approximation

des tâches considérées. Sachant que les fonctions ondelettes sont caractérisées par leur

décroissance rapide, elles sont donc négligeables en dehors d�une zone désignée comme la

zone d�in�uence associée à l�ondelette. De ce fait, dans le cas des réseaux d�ondelettes, nous

parlerons de la zone d�in�uence associée à chaque neurone, tenant compte des paramètres

de translation et de dilatation. Les paramètres de translation ont pour e¤et de déplacer la

zone d�in�uence par rapport à l�origine et les paramètres de dilatation de modi�er l�étendue

de cette zone. Nous montrons donc que cette possibilité de modi�er la réponse des cellules

cachées (et donc celle du réseau) en modi�ant les paramètres des ondelettes, constitue une

particularité du modèle tel qu�il a été dé�ni. Cette étude nous permettra également une

bonne compréhension des paramètres du modèle et de leur évolution au cours de la phase

d�apprentissage.

Le chapitre quatre est consacré à la validation de nos résultats théoriques en les appli-

quant à un problème physique; l�analyse de certaines oscillations localisées (ondes solitaires)

associées à di¤érents modèles de plasma, ainsi que la détermination de l�expression analy-

tique du pseudo-potentiel pour des systèmes dynamiques non intégrables.

En�n, une conclusion générale est consacrée au rappel de la démarche globale de recherche

et des objectifs. Elle s�attellera en plus à la présentation des di¤érents prolongements et

perspectives envisageables tant du point de vue théorique qu�appliqué.
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1 Analyse en ondelettes
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1.1. Introduction

1.1 Introduction

Les perspectives de recherche actuelles sont dominées par les applications industrielles de

l�analyse et du traitement du signal. Ce dernier est devenu une composante essentielle de

l�activité scienti�que et technologique contemporaine. Il est utilisé dans les télécommunica-

tions, dans la transmission et l�analyse des images fournies par les satellites, dans l�imagerie

médicale, tout comme dans l�analyse et l�interprétation de séries temporelles complexes.

Dans ce contexte, la compréhension d�un problème physique donné consiste a traiter ces

signaux et d�y distinguer l�information considérée comme importante. Une première ap-

proche consiste a analyser le contenu fréquentiel de ces signaux au moyen de la transformée

de Fourier. Malheureusement, cette méthode atteint vite ses limites. La transformée de

Fourier, de par sa globalité, est incapable de localiser les variations abruptes (transitoires)

d�une fonction, généralement séparées par des zones aux comportements plus doux. L�idée

originale sur laquelle se basent les ondelettes est apparue vers les années 1940 grâce au

physicien Denis Gabor[23], qui a introduit la notion de la transformée de Fourier à fenêtre

glissante dans le but de remédier au problème de localisation temps- fréquence en proposant

de multiplier le signal par une fonction localisée dans le temps (fenêtre) et ensuite appliquer

la transformée de Fourier. L�inconvénient de cette transformée est que la taille et la forme

de la fenêtre sont inchangées au cours de l�analyse. C�est à partir de là que sont nées les on-

delettes qui s�adaptent d�elles mêmes à la taille et aux caractéristiques qu�elles recherchent.

Elles sont très étendues pour étudier les basses fréquences (les grandes échelles) et très �nes

pour étudier des phénomènes plus transitoires (hautes fréquences, ou petites échelles). A�n

d�employer un poncif du genre, on dit souvent que les ondelettes fonctionnent comme un

"microscope mathématique" dont la résolution serait �xée par le paramètre de dilatation et

l�optique serait déterminée par le choix de l�ondelette.

L�analyse par ondelettes a été donc introduite au début des années 1980, dans un contexte

d�analyse du signal. Il s�agissait à l�époque de donner une représentation des signaux perme-

ttant de faire apparaître simultanément des informations temporelles (localisation dans le

temps, durée) et fréquentielles, facilitant par là l�identi�cation des caractéristiques physiques
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1.1. Introduction

de la source du signal. Les balbutiements de cette analyse sont généralement attribués à un

géophysicien, Jean Morlet, motivé par la détection de singularités dans des signaux sis-

miques, et aidé par un mathématicien, Alex Grossman[24]. Leur collaboration a conduit à

la transformée en ondelettes continue (CWT). A la base de la CWT se trouve l�idée de dé-

composer un signal, une fonction, en briques élémentaires simples, à la manière de l�intégrale

de Fourier ou, plus généralement, de l�analyse harmonique. Dans le cas des ondelettes, on

obtient ces "atomes" à partir d�une fonction de départ, l�ondelette mère, en agissant au

moyen de translations et dilatations. La formalisation de l�analyse a été faite ensuite par

quelques mathématiciens jusqu�aux travaux en commun de Stéphane Mallat (motivé par

des considérations pratiques en imagerie) et Yves Meyer[25] qui ont généralisé l�analyse en

ondelettes à l�analyse multirésolution basée sur une hiérarchie d�espaces d�approximation

imbriqués, ce qui a conduit à des algorithmes rapides réalisant la transformée discrète en

ondelettes. Puis Ingrid Daubechies[26] a généralisé l�analyse multirésolution en construisant

des ondelettes à support compact performantes numériquement. Certains utilisent donc les

ondelettes pour leur régularité, d�autres pour leur simplicité et leur rapidité de calcul. Cer-

tains les utilisent comme une nouvelle méthode spectrale pour résoudre les équations aux

dérivées partielles (edp)[27], dans un but d�homogénéisation[28, 29, 30], d�analyse et de mod-

élisation de phénomènes[31] . Les développements des années 90 sont allés en direction de

performances numériques, de l�étude et de la résolution à partir d�ondelettes des équations

aux dérivées partielles. Quelques détails concernant l�histoire de cette épopée mathématique

des années 1980-1990 se trouvent dans l�ouvrage de vulgarisation de Hubbard[32] . Beau-

coup de disciplines se sont donc intéressées au développement des ondelettes et de l�analyse

multirésolution.

Les ondelettes n�ont depuis lors pas cessé de se développer dans de nombreuses disciplines

et de trouver de nouveaux champs d�application. Elles sont devenues un outil puissant et

e¢ cace dans de nombreux domaines: en analyse harmonique, pour l�analyse fonctionnelle

de données médicales (en vue d�établir un diagnostic), pour la vision par ordinateur, en

17



1.2. Transformée continue en ondelettes

traitement du signal et en analyse de turbulences. Leur succès est dû à leur adaptativité

aux données et à leur facilité d�implémentation.

Avec quelques années de recul, nous réalisons maintenant que ce sont ces origines "sci-

enti�quement cosmopolites" qui ont donné à la théorie toute sa richesse et sa beauté, en

même temps que ses vastes domaines d�application.

Nous présenterons l�analyse par ondelette de façon succincte sans trop rentrer dans les

détails. Le lecteur intéressé pourra trouver de plus amples explications sur la théorie des

ondelettes dans l�ouvrage de Mallat[13].

1.2 Transformée continue en ondelettes

Soit 	 une fonction su¢ samment régulière et bien localisée. Cette fonction est appelée

"ondelette" si elle véri�e la condition suivante dite condition d�admissibilité dans le domaine

fréquentiel[33].

Z +1

0

���	̂(!)���2 d!
!
=

Z 0

�1

���	̂(!)���2 d!
!
< +1 (1.2.1)

où 	̂ désigne la transformée de Fourier de 	. Cette condition a pour e¤et de restrein-

dre l�ensemble des fonctions admissibles comme fonctions analysantes. Elle entraîne, en

particulier, que l�ondelette est d�intégrale nulle, soit

Z +1

�1
	(t)dt = 0 (1.2.2)

Cette condition minimale est souvent renforcée en exigeant que l�ondelette ait (m + 1)

moments nuls, c�est à dire véri�e la condition suivante[13]

Z +1

�1
tk	(t)dt = 0 pour k = 0; :::;m (1.2.3)

On dit qu�une ondelette oscille, pendant un certain temps, comme une onde et se localise

grâce à un amortissement. L�oscillation d�une ondelette se mesure par le nombre de moments
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1.2. Transformée continue en ondelettes

nuls et sa localisation s�évalue par le segment sur lequel elle prend des valeurs assez di¤érentes

de zéro.

Les ondelettes forment donc une représentation des fonctions de L2(R) dans une base

dont les fonctions sont bien localisées en espace et en fréquence. Elles conservent les avan-

tages de la transformée de Fourier sans les inconvénients liés au manque de localisation.

L�ondelette 	(t) appelée "ondelette mère" engendre les autres ondelettes 	a;b(t), a > 0 et

b 2 R, de la famille, par translation dans le temps d�un paramètre b et par dilatation d�un

paramètre échelle a . Ce dernier correspond à l�inverse de la fréquence: plus a est petit,

moins l�ondelette (la fonction analysante) est étendue temporellement et par conséquent la

fréquence centrale de son spectre est plus élevée. La dilatation change l�étendue temporelle

de l�ondelette (a > 1 augmente son étendue temporelle, a < 1 la réduit), tandis que la

translation localise l�ondelette dans le temps. Nous avons alors

	a;b(t) =
1p
a
	

�
t� b
a

�
; a > 0; b 2 R (1.2.4)

La famille f	a;bg est la famille d�ondelettes associée à 	: Les ondelettes gardent la même

forme et le même nombre d�oscillations et sont les translatées-dilatées d�une même fonction.

Nous donnons une illustration de l�in�uence des paramètres a et b sur l�allure de l�ondelette

analysante sur les �gures 1, 2, 3 et 4 suivantes.
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1.2. Transformée continue en ondelettes

Figure 1: Ondelette "Chapeau-Mexicain".

Figure 2: Ondelette "Chapeau-Mexicain" translatée d�un paramètre b = �5.
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Figure 3: Ondelette "Chapeau-Mexicain" dilatée d�un paramètre échelle a = 1=3.

Figure 4: Ondelette "Chapeau-Mexicain" dilatée d�un paramètre échelle a = 3.

1.2.1 Transformée en ondelettes

Soit un signal ou une fonction f : R ! R appartenant à L2(R). La transformée continue

en ondelettes (CWT) dé�nit une nouvelle description pour la fonction f . A l�inverse d�une
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1.2. Transformée continue en ondelettes

représentation fréquentielle pure, la CWT de cette fonction ausculte simultanément son

"contenu" spatial et en échelle, la dépliant ainsi dans un espace plus grand que l�espace

initial. L�exploration du contenu de f peut être réalisée par la comparaison de cette dernière

avec une ondelette 	 connue. Ce processus se réalise par un produit scalaire, engendrant

ainsi les coe¢ cients

Wf (a; b) = h	a;bj fi =
Z +1

�1
dt f(t) 	�a;b(t)

=
1p
a

Z +1

�1
dt f(t) 	�(

t� b
a
) (1.2.5)

où le symbole � dénote la conjugaison complexe. L�ensemble des coe¢ cients Wf (a; b) carac-

térise univoquement f et constitue la transformée continue en ondelettes de cette dernière.

Il existe également une lecture fréquentielle de cette transformée. En e¤et, en utilisant le

théorème de convolution, la relation (1.2.5) peut être réécrite sous la forme

Wf (a; b) =
1

2�

Z +1

�1
d� f̂(�)

p
a 	̂�(a�)eib� (1.2.6)

Daubechies[34] a montré que si l�ondelette est convenablement choisie, la transformée en

ondelettes est inversible et il devient alors possible de reconstruire la fonction après l�analyse,

soit

f(t) = C�1	

Z +1

0

Z +1

�1

1

a2
h	a;bj fi	a;b(t)dadb (1.2.7)

Le coe¢ cient C	 est donné par l�équation suivante

C	 = 2�

Z +1

�1

���	̂(�)���2 d�
�

(1.2.8)

Sa condition d�existence correspond à la condition d�admissibilité de l�ondelette analysante

donnée par l�équation (1.2.1). L�ensemble des coe¢ cients dé�nis par la relation (1.2.6) per-

met de passer d�une description temporelle à une description dite temps-échelle. Toutefois

lors de ce passage, il faut garantir qu�aucune information n�a été perdue et pouvoir ainsi
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1.3. Transformée en ondelettes discrète

reconstruire f au moyen de ces coe¢ cients. Il est utile de préciser que ces a¢ rmations

peuvent être justi�ées en vertu du théorème suivant[33]:

Théorème 1. Soit 	 2 L1(R) une ondelette admissible. Toute fonction f 2 L2(R) peut

être décomposée comme suit

f (t) = C�1	

Z +1

�1

Z +1

0

dbda

a2
Wf (a; b)	a;b (t) (1.2.9)

où l�égalité est vraie presque partout sur R.

La projection de l�équation précédente sur f dé�nie le corollaire suivant, qui exprime la

conservation de l�énergie, dé�nie comme k f k2, lors du changement de représentation.

Corollaire 1. Si 	 2 L1(R) et si C	 <1, alors

kfk2 =
Z
R

dt jf(t)j2 = C�1	
Z
R�+�R

dbda

a2
jWf (a; b)j2 (1.2.10)

1.3 Transformée en ondelettes discrète

1.3.1 Discrétisation de la transformée continue

Il est légitime de se demander s�il est nécessaire de connaître la transformée Wf (a; b) sur

R+� � R tout entier pour reconstruire f . Lorsque la réponse est négative, l�utilisation

d�un sous-ensemble discret semble un objectif raisonnable. La décomposition discrète en

ondelettes est obtenue en contraignant les paramètres a et b à prendre leurs valeurs dans

un sous-ensemble discret de R . La forme la plus courante de cette discrétisation utilise des

ensembles de paramètres a et b dé�nis par

a 2 fap0gp2Z et b 2 fna
p
0b0gp;n2Z (1.3.1)

Par conséquent, au lieu d�utiliser la famille d�ondelettes donnée par l�équation (1.2.4), on se

sert pour la transformée discrète, de la famille dénombrable d�ondelettes suivante
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1.3. Transformée en ondelettes discrète

	p;n(t) = a
�p=2
0 	(a�p0 t� nb0); a0 > 1 et b0 > 0 �xés avec p; n 2 Z (1.3.2)

Un choix de paramètres courant est a0 = 2 et b0 = 1[34].

1.3.2 Analyse multirésolution et bases orthonormées d�ondelettes

Nous présentons dans cette partie l�analyse multirésolution de type ondelettes. Cette présen-

tation ne se veut pas exhaustive. Le lecteur peut consulter la référence[13] pour un tour

plus complet du sujet. Nous introduirons les bases orthonormées d�ondelettes en partant de

la notion d�analyse multirésolution de l�espace des signaux d�énergie �nie. Celle-ci fournit

un cadre pour la décomposition d�un signal sous la forme d�une suite d�approximations

de résolution décroissante, complétée par une suite de détails. Cette notion implique

donc l�imbrication d�espaces d�approximations et elle permet de dé�nir des algorithmes

performants de transformée en ondelettes rapides. A titre d�exemple, lorsqu�un camera-

man e¤ectue un zoom, il part d�une vision globale des choses pour se focaliser sur une

zone d�intérêt en faisant apparaître des détails. L�analyse multirésolution formalise ce type

d�approximation. Les approximations multirésolution calculent l�approximation d�un signal

f(t) à diverses résolutions par projection orthogonale sur une famille d�espaces fVjgj2Z.

Dans ce contexte, une analyse multirésolution est dé�nie comme une suite de sous-espaces

vectoriels fermésfVjgj2Z de L2(R) véri�ant les propriétés suivantes:

8 (j; k) 2 Z2; f(t) 2 Vj , f(t� 2�jk) 2 Vj: (1.3.3)

Vj � Vj�1: (1.3.4)

[Vj
j2Z

= L2 et \Vj
j2Z

= f0g : (1.3.5)

8j 2 Z; f(t) 2 Vj , f(2t) 2 Vj+1: (1.3.6)

24



1.3. Transformée en ondelettes discrète

9' 2 V0 tel que f'(x� k)gk2Z forment une base orthonormée deL2(R): (1.3.7)

Attardons nous sur la signi�cation de ces propriétés; la première propriété signi�e que Vj

est invariant pour des translations proportionnelles au paramètre d�échelle 2�j. La seconde

propriété traduit l�emboîtement des espaces et l�amélioration de l�approximation lorsque j

décroît. La propriété (1.3.5) assure que la suite fVjg converge vers L2 tout entier et donc

que la suite des projections converge vers f . En�n, la propriété (1.3.6) nous assure que

la dilatation par 2 d�un signal f(t) est une approximation de f(t) à une résolution plus

grossière 2�j+1.

L�analyse multirésolution d�un signal f consiste à réaliser des projections orthogonales

successives du signal sur les espaces Vj, ce qui conduit à des approximations de plus en plus

grossières de f au fur et à mesure que j croit. La di¤érence entre deux approximations

consécutives représente l�information du "détail" qui est perdue au passage d�une échelle à

l�autre; cette information est contenue dans le sous-espace Wj orthogonal à Vj tel que

Vj�1 = Vj �Wj (1.3.8)

On dit qu�un élément de l�espace d�approximation de niveau j � 1 se décompose en

l�approximation de niveau j , qui est plus grossière, et du détail correspondant à ce niveau j.

Les
�
'j;k
	
k2Z engendrent Vj tandis que les f	j;kgk2Z engendrent Wj. Comme L2(R) = �

j2Z

Wj, tout signal est la somme de tous ses détails et les f	j;kg(j;k)2Z2forment une base or-

thonormée d�ondelettes de L2(R).
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CHAPITRE

2 Réseaux de neurones
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2.1. Introduction

2.1 Introduction

Il est rare que les grandes conquêtes technologiques s�inspirent du vivant. La nature n�est

pourtant pas avare de réalisations qui nous étonnent ou tiennent en échec notre curiosité.

Parmi elles, le cerveau occupe évidemment une place de choix. En e¤et, la pensée est

produite par le cerveau ou plutôt en est une propriété. Ce dernier est tout simplement

le siège de l�intelligence et de l�apprentissage chez l�humain. La physiologie du cerveau

montre que celui-ci est constitué de cellules (les neurones) interconnectées. Il y�a environ

100 milliards de neurones dans un cerveau humain. Bien que ceux-ci travaillent en régime

impulsionnel, on peut les assimiler à des sommateurs. Chaque neurone peut recevoir les

signaux par des extensions très rami�ées de leur corps cellulaires (les dendrites) et envoient

l�information par de longs prolongements (les axones). Les contacts entre deux neurones,

de l�axone à une dendrite, se font par l�intermédiaire de synapses.

Un réseau de neurones arti�ciels est un modèle du traitement de l�information dont la

conception est très schématiquement inspirée du fonctionnement de vrais neurones. En

e¤et, l�hypothèse principale, à la base de l�essor des réseaux de neurones arti�ciels, est

que le comportement intelligent est sous-tendu par un ensemble de mécanismes mentaux

et émerge par conséquent de la structure et du comportement des éléments de base du

cerveau. De façon grossièrement similaire, un réseau de neurones arti�ciels, basé sur un

modèle simpli�é de neurone, est donc constitué d�un très grand nombre de petites unités

de traitement identique appelées "neurones arti�ciels". Ces derniers sont connectés entre

eux par des liaisons pondérées, les connexions, appelées aussi "synapses" d�après le terme

biologique correspondant. De tels réseaux permettent certaines fonctions du cerveau, comme

l�apprentissage par l�exemple et le travail en parallèle. Cependant, le neurone arti�ciel reste

tout de même loin de posséder toutes les capacités de son analogue biologique. Certains

réseaux de neurones sont des modèles de réseaux biologiques mais d�autres ne le sont pas

forcément.

Un réseau comporte plusieurs couches de neurones: une couche d�entrée, une de sortie

et une ou plusieurs couches intermédiaires ou cachées. L�estimation des paramètres (poids
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synaptiques) du réseau est e¤ectuée lors d�une phase de développement du réseau appelée

"phase d�apprentissage". En e¤et, lorsqu�on présente au réseau un exemple d�apprentissage,

les neurones entrent simultanément dans un état d�activité qui provoque une modi�cation

des forces synaptiques. Il s�ensuit une recon�guration de l�ensemble des synapses. On dit

que le réseau s�auto-organise à partir d�exemples qui lui sont présentés.

L�histoire des réseaux de neurones arti�ciels est tissée à travers des découvertes con-

ceptuelles et des développements technologiques survenus à diverses époques. En e¤et, la

motivation initiale du développement des réseaux de neurones formels était "neuromimé-

tique". Elle partait du constat que les organismes les plus simples e¤ectuent, sans e¤ort

apparent, des tâches que les ordinateurs ne réalisent qu�imparfaitement, au prix de lourds

calculs; la reconnaissance d�objets en est un exemple frappant. Les neurologues Warren

Sturgis Mc Culloch et Walter Pitts constituèrent un modèle simpli�é du neurone biologique

communément appelé "neurone formel"[3]. Ils montrèrent que des réseaux de neurones

formels relativement simples sont capables de réaliser des fonctions logiques et arithmé-

tiques. Cependant, leurs travaux n�ont pas donné d�indication sur une quelconque méthode

permettant d�estimer les coe¢ cients synaptiques. Vers la �n des années quarante, Donald

Hebb[35] proposa une théorie fondamentale pour l�apprentissage et en 1957, une première

application concrète des réseaux de neurones est survenue avec l�invention du modèle du

"perceptron" par un dénommé Franck Rosenblatt[4]. Cependant, vers la �n des années soix-

ante, un livre publié par Marvin Minsky et Seymour Papert[5] a mis en exergue quelques

limitations théoriques du perceptron et l�engouement pour les réseaux de neurones se tarit

alors vers la �n des années soixante. L�intérêt pour les réseaux de neurones va être ravivé par

le développement de nouveaux modèles (tels les réseaux de Hop�eld[6]) et la redécouverte

par Rumelhart[7] de l�algorithme de rétropropagation de l�erreur, originellement inventé par

Werbos[8]. Dés lors, le domaine des réseaux de neurones arti�ciels a connu un essor consid-

érable et a suscité un intérêt toujours croissant. Il est devenu un domaine où bouillonnent

constamment de nouvelles théories, de nouvelles structures et de nouveaux algorithmes. Ils

servent aujourd�hui à toutes sortes d�applications dans divers domaines. Ils sont utilisés dans
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le traitement des signaux, pour bâtir des systèmes de vision par ordinateur, pour faire des

prévisions sur le marché monétaire, pour le diagnostic médical, pour l�exploration pétrolière,

en robotique,...etc. Le domaine des réseaux de neurones demeure toutefois un sujet d�un

grand intérêt pour les chercheurs qui désirent améliorer les performances de ces réseaux et

étendre leur champ d�applications.

2.2 Neurone biologique

La majorité des neurones sont constitués de trois parties (voir �gure 5):

1. Le corps proprement dit de la cellule où se situe le mécanisme du déclenchement du

neurone.

2. Son prolongement, l�axone (qui peut atteindre plusieurs dizaines de centimètres) le

long duquel voyagent les impulsions nerveuses dirigées vers la périphérie et vers de minces

rami�cations.

3. Les dendrites, qui reçoivent des informations (impulsions nerveuses) des autres neu-

rones et les apportent vers le corps cellulaire.
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2.2. Neurone biologique

Figure 5: Neurone biologique, d�après T. Al Ani, Laboratoire A2SI- ESIEE- Paris.

Les axones sont recouverts de cellules dites cellules de Schwann, du nom de l�anatomiste

allemand qui les découvrit au XIX éme siècle. Lorsque ces cellules s�enroulent autour de

l�axone, il se forme un revêtement appelé gaine myélinique qui présente des points découverts

ou noeuds de Ranvier, nom du savant français qui les a observé en premier. L�impulsion

nerveuse voyage par saut d�un noeud de Ranvier à un autre à une vitesse d�environ 200

m/s. Quand l�axone d�un neurone rencontre un autre neurone, le contact s�établit par

l�intermédiaire d�une structure appelée synapse. Tous les neurones sont connectés par des
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synapses dont le nombre est d�environ 10 000 milliards. Ceci signi�e qu�un neurone reçoit

en moyenne des excitations en provenance de 1000 neurones et qu�il émet également des infor-

mations vers 1000 neurones di¤érents.

Il existe au moins 4 modes de communication entre neurones: liaison terminaison axonale-

dendrite, liaison terminaison axonale-corps cellulaire, liaison axone-axone et liaison dendrite-

dendrite. La synapse est une sorte de bulbe: entre la surface du bulbe (bouton terminal) et

celle du nouveau neurone se trouve un espace dit espace synaptique. Pour que l�impulsion

nerveuse, qui est un signal de nature électrique, puisse franchir cet espace, des substances

électrochimiques entrent en action: les neurotransmetteurs, normalement contenus dans

le bouton terminal, qui, une fois libérés, modi�ent les propriétés électriques des neurones

suivants faisant ainsi repartir le signal électrique.

A l�apparition d�excitations qui se traduisent au niveau du noyau cellulaire par une

tension supérieur à un seuil, le neurone est alors activé et cela déclenche un processus de

dépolarisation: le neurone émet sur l�axone une tension positive d�environs +60 mV en se

comportant comme un système non linéaire. Il est clair que le neurone biologique, qui est

une entité indivisible, est l�élément fondamental sur lequel repose le système nerveux.

De façon grossièrement similaire, un réseau de neurones arti�ciels est un modèle du

traitement de l�information dont la conception est très schématiquement inspirée du fonc-

tionnement de vrais neurones.

2.3 Neurone formel

Un neurone formel est l�unité élémentaire d�un réseau de neurones[3]. Il reçoit un nombre

variable d�entrées en provenance de neurones amonts. A chacune de ces entrées est associé

un paramètre appelé coe¢ cient ou poids représentatif de la force de la connexion. Chaque

neurone est doté d�une sortie unique, qui se rami�e ensuite pour alimenter les neurones

avals. D�un point de vue mathématique, un neurone formel est une fonction algébrique non
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2.3. Neurone formel

linéaire, paramétrée et à valeurs bornées. Le fonctionnement d�un neurone arti�ciel peut

être modélisé par la représentation graphique suivante (�gure 6).

Figure 6: Représentation graphique d�un neurone formel, dont la sortie est donnée par

y = f(
nP
i=1

!ixi):

Les variables fxig sont désignées sous le terme d�entrées du neurone, les f!ig sont des

paramètres, appelés "poids de connexions" et la valeur de la fonction désigne la sortie du

neurone. Cette représentation est le re�et de l�inspiration biologique. En e¤et, toutes les

connexions n�ont pas la même importance pour le neurone. Le poids a¤ecté à chaque con-

nexion mesure cette importance relative. Il faut bien comprendre que le neurone arti�ciel est

un modèle pragmatique qui, comme nous le verrons plus loin, nous permettra d�accomplir

des tâches intéressantes. Les poids des connexions représentent une grossière approxima-

tion de véritables synapses qui résultent en fait d�un processus chimique très complexe et

dépendant de nombreux facteurs extérieurs encore mal connus. La fonction f est appelée

fonction d�activation (fonction de seuillage ou encore fonction de transfert).
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2.4 Fonction d�activation

La fonction d�activation f sert à introduire une non linéarité dans le fonctionnement d�un

neurone. Son choix se révèle être un élément constitutif important des réseaux de neurones.

En e¤et, les propriétés de la fonction d�activation in�uent sur celle du neurone formel et il

est donc important de bien choisir celle-ci pour obtenir un modèle utile en pratique.

Dans la formulation d�origine de Mc Culloch et Pitts, la fonction d�activation est la

fonction saut de Heaviside. La plupart des neurones formels utilisés actuellement sont

des variantes du neurone de Mc Culloch et Pitts dans lesquels la fonction de Heaviside

est remplacée par une autre fonction d�activation. D�une manière générale, la fonction

d�activation peut-être paramétrée de di¤érentes manières. Deux types de paramétrages

sont fréquemment utilisés.

1. La sortie du neurone est une fonction non linéaire d�une combinaison linéaire des

entrées fxig pondérées par les paramètresf!ig. Dans ce cas, le choix recommandé pour f

est une fonction en forme de "s". A titre illustratif, voici quelques fonctions couramment

utilisées.

- La fonction sigmoïde : y = f(x) = 1
1+exp(�x) .

- La fonction tangente hyperbolique : y = f(x) = tanh(x).

- La fonction arctangente : y = f(x) = arctan(x).

Pour un choix de la fonction tangente hyperbolique, par exemple, la sortie d�un neurone

admet alors pour équation[22]

y = tanh(v) = tanh(�!0 +
n�1P
i=1

!ixi) (2.4.1)

où v est appelé "potentiel" et le coe¢ cient !0 est le seuil d�activation du neurone, appelé

"biais". En général, on intègre ce seuil dans les signaux d�entrée en considérant une entrée

�ctive x0 de valeur constante égale à 1 à laquelle on associe le coe¢ cient synaptique !0.

2. Les paramètres interviennent directement dans la fonction d�activation, ils sont at-

tachés à la non-linéarité du neurone. Dans ce cas les fonctions d�activation utilisées sont
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2.5. Réseaux de neurones formels

- Les fonctions radiales(RBF), introduites par Powell[36] dans le cadre de l�interpolation,

c�est à dire de la recherche de fonctions passant exactement par un nombre �ni de points

(dits points de collocation). Une fonction donnée est dite radiale si elle ne dépend que

de la distance du point courant x au point de collocation xn. On peut utiliser diverses

fonctions radiales, notamment des fonctions localisées (qui tendent vers zéro dans toutes

les directions de l�espace des variables) telles que des gaussiennes centrées aux points de

collocation. Broom[11] semble être parmi les premiers à proposer l�idée d�utiliser des réseaux

RBF pour l�approximation de fonctions non linéaires.

- Les fonctions ondelettes qui tirent leur origine de la théorie du signal[37].

A titre d�exemple, la sortie d�un neurone à non-linéarité gaussienne a pour équation

y = exp

2664�
nP
i=1

(xi � !i)2

2!2n+1

3775 (2.4.2)

où les paramètres !i, i = 1; :::; n, sont les coordonnées du centre de la gaussienne et !n+1est

son écart-type.

Un neurone formel réalise donc simplement une fonction non linéaire, paramétrée de ses

entrées. L�intérêt des neurones réside dans les propriétés qui résultent de leur association

en réseaux.

2.5 Réseaux de neurones formels

Un réseau de neurones est constitué d�un ensemble d�unités (neurones formels) intercon-

nectées. C�est un graphe orienté dont chaque sommet représente un neurone. Ce dernier

possède des entrées, des sorties et des paramètres. Les connexions du graphe transportent

les sorties de certains neurones vers les entrées d�autres neurones. Chaque neurone est ca-

pable de calculer ses sorties en fonction de ses entrées et de ses paramètres. L�exemple le

plus simple de réseaux de neurones est donné par le perceptron multicouches. Ce dernier est

constitué de plusieurs couches de neurones connectées entre elles de l�entrée vers la sortie. A
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2.5. Réseaux de neurones formels

titre illustratif, nous présentons, sur la �gure 7 suivante, le schéma d�un perceptron à trois

couches.

Figure 7: Perceptron à trois couches.

- La couche d�entrée est la première couche du réseau. Elle contient les variables d�entrées

qui peuvent être les données sources que l�on veut utiliser pour l�analyse.

- La couche cachée est celle qui n�a qu�une utilité intrinsèque pour le réseau. Elle n�a

donc pas de contact direct avec l�extérieur. Le choix de sa taille n�est pas implicite et doit

être ajusté.

- La couche de sortie donne directement le résultat obtenu par le réseau après compila-

tion. Sa taille est déterminée par le nombre de variables que l�on veut en sortie.

Théoriquement, rien n�interdit de construire un réseau possédant plusieurs sorties. Cepen-

dant, dans la pratique, il est généralement souhaitable de décomposer un problème à N

sorties en N problèmes à 1 sortie. En e¤et, sauf cas particulier (notamment lorsqu�il s�agit

de l�utilisation des réseaux de neurones comme classi�eurs, dont les sorties sont des estima-

tions des probabilités d�appartenance d�un objet à une classe ; la somme des sorties, dans

ce cas, doit alors être égale à 1), il n�y a pas de lien entre les di¤érentes grandeurs que l�on

cherche à modéliser. En règle générale, les connexions entre les neurones qui composent le
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2.5. Réseaux de neurones formels

réseau décrivent la topologie du modèle. Cette topologie fait le plus souvent apparaître une

certaine régularité et l�on peut par conséquent distinguer di¤érentes sortes de réseaux:

�Les réseaux multicouches classiques: il n�y a pas de connexion entre les neurones d�une

même couche et les connexions ne se font qu�avec les neurones de la couche aval. Tous les

neurones de la couche amont sont connectés à tous les neurones de la couche aval.

�Les réseaux à connexion locale: ce sont également des réseaux multicouches mais tous

les neurones d�une couche amont ne sont pas connectés à tous les neurones de la couche aval.

Le nombre de connexions est donc moins important que dans le cas d�un réseau multicouches

classique.

� Les réseaux à connexions récurrentes: une ou plusieurs sorties de neurones d�une

couche aval sont connectées aux entrées des neurones de la couche amont ou bien de la

même couche. Ces connexions récurrentes ramènent de l�information en arrière par rapport

au sens de propagation dé�ni dans un réseau multicouches classique.

�Les réseaux à connexions complexes: chaque neurone est connecté à tous les neurones

du réseau, y compris lui-même. Dans ce cas, aucun sens général de propagation n�est dé�ni.

C�est la structure d�interconnexion la plus générale possible.

D�une manière générale, on distingue deux types de réseaux de neurones: les réseaux

non bouclés et les réseaux bouclés[22].

2.5.1 Réseaux de neurones non bouclés

Un réseau de neurones non bouclé, tel que représenté sur la �gure 8, est un réseau représenté

graphiquement par un ensemble de neurones "connectés" entre eux avec l�information circu-

lant des entrées vers les sorties sans "retour en arrière": si l�on représente le réseau comme

un graphe dont les noeuds sont les neurones et les arêtes les "connexions" entre ceux-ci, un

tel graphe de connexions est dit acyclique, c�est à dire, si l�on se déplace dans le réseau, à

partir d�un neurone quelconque, en suivant les connexions, on ne peut pas revenir au neu-

rone de départ. Il convient d�insister sur le fait que le temps ne joue aucun rôle fonctionnel

dans un réseau de neurones non bouclé: les entrées sont constantes et les sorties le sont
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également. Le temps nécessaire pour le calcul de la fonction réalisée par chaque neurone

est négligeable et fonctionnellement, on peut considérer ce calcul comme instantané. Pour

cette raison, les réseaux de neurones non bouclés sont souvent appelés «réseaux statiques»

par opposition aux réseaux bouclés ou «dynamiques» .

Figure 8: Réseau de neurones non bouclé à (n+ 1) entrées, une couche de Nc neurones

cachés et un neurone de sortie linéaire.

2.5.2 Réseaux de neurones bouclés

Un réseau de neurones bouclé, appelé aussi réseau "dynamique", est un réseau dont le graphe

des connexions peut contenir des cycles, c�est à dire, lorsqu�on se déplace dans le réseau en

suivant le sens des connexions, il est possible de trouver au moins un chemin qui revient

à son point de départ: un tel chemin est désigné sous le terme de "cycle". La sortie d�un

neurone du réseau peut donc être fonction d�elle-même; cela n�est évidemment concevable

que si la notion de temps est explicitement prise en considération. Ainsi, à chaque connexion

d�un réseau de neurones bouclé est attaché, outre un poids, un retard, multiple entier de

l�unité de temps choisie. Un réseau de neurones bouclé à temps discret est donc un système

dynamique, régi par une ou plusieurs équations aux di¤érences non linéaires, résultant de
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2.5. Réseaux de neurones formels

la composition des fonctions réalisées par chacun des neurones et des retards associés à

chacune des connexions.

Il a été montré dans les références[38, 39] que tout réseau bouclé peut être mis sous une

forme particulière, appelée forme canonique, qui est une représentation d�état minimale.

Elle est constituée d�un réseau non bouclé et de connexions de retard unité ramenant les

sorties de ce réseau non bouclé vers les entrées de celui-ci. La forme canonique permet

de mettre clairement en évidence un ensemble minimum de variables d�état. De plus, son

utilisation facilite la mise en oeuvre de l�apprentissage du réseau. La forme canonique des

équations régissant un réseau de neurones bouclé est donnée par les relations suivantes

x(k + 1) = ' [x(k); u(k)] (2.5.1)

y(k) = 	 [x(k); u(k)] (2.5.2)

où ' et 	 sont des fonctions non linéaires réalisées par un réseau de neurones non bouclé

et où k désigne le temps discret. Le réseau de la �gure 9 peut-être mis sous la forme

canonique, strictement équivalente, mais beaucoup plus facilement manipulable, représentée

sur la �gure 10.
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2.5. Réseaux de neurones formels

Figure 9: Réseau de neurones bouclé à deux entrées. Les chi¤res dans les carrés indiquent

le retard (exprimé en nombre de périodes d�échantillonnage) attaché à chaque connexion.
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2.5. Réseaux de neurones formels

Figure 10: Forme canonique du réseau de neurones représenté sur la �gure 9. q�1est un

symbole habituel en automatique qui représente un retard d�une unité de temps.

Ainsi, un réseau de neurones bouclé peut être mis sous une forme canonique, qui comprend

un réseau de neurones non bouclé et des bouclages (récurrences) externes à celui-ci. Il est

donc utile de noter que les propriétés des réseaux bouclés sont directement liées à celles

des réseaux non bouclés. Ces derniers permettent de modéliser, de manière statique, des

processus non linéaires qui peuvent être utilement décrits par des équations algébriques. De

même, il est intéressant de mettre en oeuvre des réseaux de neurones bouclés pour modéliser,

cette fois-ci, de manière dynamique, des processus qui peuvent être utilement décrits par

des équations récurrentes ou équations aux di¤érences.
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2.6 Processus d�apprentissage

Après avoir introduit les notions de base concernant les réseaux de neurones et la ques-

tion du choix de leur structure, nous allons présenter dans cette partie les méthodes algo-

rithmiques permettant d�estimer les paramètres de ces réseaux, cette phase est dite phase

d�apprentissage. Parmi les propriétés désirables pour un réseau de neurones, la plus fon-

damentale est sûrement la capacité d�apprendre de son environnement et d�améliorer ainsi

sa performance à travers ce processus d�apprentissage. Ce dernier est tout simplement

une phase de développement du réseau de neurones durant laquelle le comportement du

réseau est modi�é jusqu�à l�obtention du comportement désiré. Au cours de cette phase,

les paramètres des neurones sont alors estimés a�n que le réseau remplisse au mieux la

tâche qui lui est a¤ectée. On distingue deux types d�apprentissage: l�apprentissage «super-

visé» et l�apprentissage «non supervisé» . Cette distinction repose sur la forme des exemples

d�apprentissage. Dans le cas de l�apprentissage supervisé, les exemples sont des couples (En-

trée, Sortie associée) alors que l�on ne dispose que des valeurs (Entrée) pour l�apprentissage

non supervisé.

- Apprentissage supervisé: Lorsqu�on connaît en tout point ou en un ensemble de points

les valeurs que doit avoir la sortie du réseau en fonction des entrées correspondantes, on

parle d�apprentissage supervisé. Pour les réseaux à apprentissage supervisé, on présente

donc au réseau des entrées et au même temps les sorties désirées. Le réseau doit alors se

recon�gurer, c�est à dire calculer ses poids a�n que la sortie qu�il donne corresponde bien à

la sortie souhaitée. Ce type d�apprentissage est utilisé pour des tâches d�approximation, de

modélisation statique et dynamique, de classi�cation,...etc.

- Apprentissage non supervisé: Ce type d�apprentissage est utilisé dans un but de visu-

alisation ou d�analyse de données. En e¤et, lorsqu�on dispose d�un ensemble de données et

l�on cherche à les regrouper, selon des critères de ressemblance qui sont inconnus à priori,

on parle d�apprentissage non supervisé. Dans ce cas, on présente une entrée au réseau et on

le laisse évoluer librement jusqu�à ce qu�il se stabilise.
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D�une manière générale, cette étape, appelée phase de développement du réseau de

neurones, requiert l�utilisation de techniques d�optimisation qui consistent à déterminer les

paramètres optimaux par minimisation directe d�une fonction, appelée fonction de coût,

vis-à-vis des paramètres du modèle. La procédure adaptative de mise à jour des poids obéit

essentiellement à un objectif; la recherche du minimum de la fonction de coût (ou fonction

d�erreur) dans un espace multidimensionnel.

2.6.1 Algorithmes d�optimisation

Position du problème

On dispose d�un ensemble de N mesures
�
yk = y(xk); k = 1; :::; N

	
de la sortie correspon-

dant à N valeurs des entrées
�
xk
	
=
n�
xk1; x

k
2; :::; x

k
q

�To
, (k = 1; :::; N) ( Dans tout ce qui

suit, les vecteurs ainsi que les matrices sont représentés en caractères gras). Conformé-

ment à l�usage dans le domaine des réseaux de neurones, nous désignons cet ensemble par

l�expression "ensemble d�apprentissage". A�n de déterminer les valeurs des paramètres,

composantes du vecteur !, on minimise une fonction de coût représentative des di¤érences

entre les valeurs mesurées et les valeurs, calculées par le modèle, qui sont supposées en

constituer une bonne prédiction. Pour chaque élément k de l�ensemble d�apprentissage, on

dé�nit le résidu

rk = y
k � g(xk;!) = y(xk)� g(xk;!) (2.6.1)

où yk est la k�ememesure de la sortie et xk est la k�eme mesure du vecteur des entrées.

La dé�nition d�une fonction de coût est primordiale lors de la mise en oeuvre d�un réseau

de neurones. Cette fonction doit permettre de mesurer l�écart entre la sortie du modèle et

les mesures faites sur les exemples d�apprentissage. Si cet écart est important, la fonction de

coût doit être grande et inversement. Il existe un grand nombre de fonctions possibles[40].

La fonction la plus couramment utilisée et dont nous nous sommes servi lors de notre travail,
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est la fonction dite des "moindres carrés". Cette dernière est dé�nie comme la somme, sur

tous les éléments de l�ensemble d�apprentissage, des carrés des résidus, soit[40]

J(!) =
1

2

NP
k=1

�
yk � g(xk;!)

�2
=
1

2

NP
k=1

Jk(!) (2.6.2)

Modèles linéaires par rapport aux paramètres

Dans le cas où le modèle est linéaire par rapport aux paramètres à ajuster, la minimisation

de la fonction de coût et donc l�estimation du vecteur des paramètres ! peut se faire à l�aide

de la méthode des moindres carrés. Cette dernière ramène le problème à la résolution d�un

système d�équations linéaires. La sortie du réseau étant linéaire par rapport aux paramètres,

représentés par le vecteur ! = [!1; !2; :::; !q]
T , le modèle peut être décrit par une équation

du type

g(xk;!) = !T'(xk) pour k = 1; :::; N (2.6.3)

où '(xk) est une fonction vectorielle, de dimension q, du vecteur des variables du modèle.

Ces fonctions ne contiennent pas de paramètres ajustables pendant l�apprentissage.

L�estimation des paramètres est fondée sur la minimisation de la fonction de coût des

moindres carrés, dé�nie précédemment (2.6.2). En utilisant une notation matricielle ,

l�expression de la fonction de coût J(!) devient alors

J(!) =
1

2
(Y �X!)T (Y �X!) (2.6.4)

avec

X =

266666666664

'(x1)T

:

:

:

'(xN)T

377777777775
(2.6.5)

Y =
�
y1; y2; :::; yN

�T
(2.6.6)
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! = [!1; !2; :::; !q]
T (2.6.7)

La matrice X est appelée matrice des observations. La fonction de coût étant quadratique

(par rapport au vecteur des paramètres à estimer), elle atteint son minimum pour la valeur

du vecteur des paramètres annulant sa dérivée. La solution !mc de ce problème sera donnée

par:

�
XTX

�
!mc = X

TY , !mc =
�
XTX

��1
XTY (2.6.8)

Cette solution existe à condition que la matrice XTX soit inversible. Cette condition est

généralement véri�ée.

Modèles non-linéaires par rapport aux paramètres

Lorsque le modèle est non linéaire par rapport aux paramètres, la méthode rapide de réso-

lution précédente n�est plus utilisables. On a alors recours à des méthodes itératives pour

e¤ectuer l�estimation des paramètres. Ces méthodes d�optimisation sont coûteuses en temps

calcul mais restent simples à mettre en oeuvre et s�appliquent à toutes les fonctions de coût

dérivables par rapport aux paramètres. L�apprentissage des réseaux de neurones s�intègre

dans ce cadre.

Le principe de ces méthodes est de se placer en un point, de choisir une direction de

descente du coût et ensuite, de se déplacer d�un pas suivant cette direction. On atteint

un nouveau point et l�on recommence la procédure. On poursuit cette démarche jusqu�à

satisfaction d�un critère d�arrêt. Ainsi, à l�itération k, on calcule

!k = !k�1 + �k�1dk�1 (2.6.9)

�k est le pas de la descente et dk est la direction de descente . Les méthodes d�optimisation

non linéaires que nous présentons se di¤érencient par le choix de la direction de descente et

du pas. Elles font appel aux:

- Gradient de la fonction de coût J(!), vecteur des dérivées premières de J par rapport

à !, noté rJ = Grad(J(!)).
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- Hessien, matrice des dérivées secondes de J par rapport à !, notée H = H(J(!)):

Dans le cas des réseaux de neurones, on utilise l�algorithme de rétropropagation du

gradient de l�erreur pour le calcul du gradient[7]. On utilise en général une approximation

du Hessien pour les méthodes de quasi Newton. Néanmoins, le Hessien peut évidemment

être calculé exactement.

Il faut noter que ces méthodes ne sont pas spéci�ques aux réseaux de neurones: ce

sont des méthodes très générales d�optimisation qui existaient bien avant l�introduction des

réseaux de neurones.

Evaluation du gradient de la fonction de coût par rétropropagation Considérons

un réseau de neurones non bouclé avec des neurones cachés et un neurone de sortie. Chaque

neurone i calcule une grandeur yi qui est une fonction non linéaire de son potentiel �i, soit

yi = f(
niP
j=1

!ijxj) = f(�i) (2.6.10)

Les ni entrées du neurone i peuvent être soit les sorties d�autres neurones, soit les entrées du

réseau. Dans toute la suite, xj désignera donc indi¤éremment soit la sortie yj du neurone

j, soit l�entrée j du réseau. A�n d�évaluer le gradient de la fonction de coût J , il su¢ t

d�évaluer le gradient du coût partiel Jk(!) relatif à l�observation k et de faire ensuite la

somme sur tous les exemples. L�algorithme de rétropropagation consiste essentiellement en

l�application répétée de la règle des dérivées composées, soit

�
@Jk

@!ij

�
k

=

�
@Jk

@�i

�
k

�
@�i
@!ij

�
k

= �ki x
k
j (2.6.11)

Calculons à présent les quantités �ki . Ces dernières peuvent être avantageusement calculées

d�une manière récursive en menant les calculs depuis la sortie du réseau vers ses entrées. En

e¤et, pour le neurone de sortie i
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�ki =

�
@Jk

@�i

�
k

=
@

@�i

h�
yk � g(xk;!)

�2i
= �2

�
yk � g(xk;!)

��@g(xk;!)
@�i

�
k

(2.6.12)

Soit

�ki = �2
�
yk � g(xk;!)

�
f 0(�ki ) (2.6.13)

Pour un neurone caché i, la fonction de coût ne dépend du potentiel du neurone i que

par l�intermédiaire des potentiels des neurones m qui reçoivent la valeur de la sortie du

neurone i, c�est à dire de tous les neurones qui, dans le graphe des connexions du réseau,

sont adjacents au neurone i, entre ce neurone et la sortie. Dans ce cas

�ki =

�
@Jk

@�i

�
k

=
P
m

�
@Jk

@�m

�
k

�
@�m
@�i

�
k

=
P
m

�km

�
@�m
@�i

�
k

(2.6.14)

Or

�km =
P
i

!mix
k
i =

P
i

!mif(�
k
i ) (2.6.15)

d�où

�
@�m
@�i

�
k

= !mif
0(�ki ) (2.6.16)

Finalement, nous obtenons la relation suivante

�ki =
P
m

�km!mif
0(�ki ) = f

0(�ki )
P
m

�km!mi (2.6.17)

Ainsi les quantités �ki peuvent être calculées récursivement en parcourant le graphe des

connexions "à l�envers" depuis la sortie vers les entrées du réseau.

Méthode du gradient simple La méthode la plus simple à mettre en oeuvre est la méth-

ode du gradient simple[22]. L�algorithme correspondant consiste à choisir comme direction
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2.6. Processus d�apprentissage

de descente l�opposé du gradient de la fonction de coût (dk = �rJ(!k) = �Grad(J(!k)))

par rapport aux paramètres ! = [!1; !2; :::; !m]T . Celui-ci s�écrit

rJ =

266666666664

@J
@!1

:

:

:

@J
@!m

377777777775
(2.6.18)

Le pas �k est une constante. Ainsi, à l�itération k, la modi�cation des paramètres s�écrit

!k = !k�1 � �k�1rJ(!k�1) (2.6.19)

Un "réglage" du pas de gradient �k est nécessaire: en e¤et, une petite valeur de ce paramètre

ralentit la progression de l�algorithme; en revanche une grande valeur aboutit généralement

à un phénomène d�oscillation autour de la solution. Cette méthode est très utilisée. Elle a

pour avantages une grande facilité de mise en oeuvre et une grande robustesse. La méthode

est e¢ cace loin d�un minimummais la vitesse de convergence diminue lorsque l�on s�approche

du minimum (la modi�cation des paramètres est proportionnelle au gradient de la fonction

de coût qui tend vers 0).

Méthodes du second ordre Les méthodes du second ordre utilisent les dérivées secondes

de la fonction de coût au lieu de modi�er les paramètres uniquement en fonction du gradient

de la fonction de coût. Ce sont des méthodes dérivées de la méthode de Newton, dont nous

présentons le principe ci-après .

La méthode de Newton utilise la courbure (dérivée seconde) de la fonction de coût pour

atteindre plus rapidement le minimum. La modi�cation des paramètres est donnée par

!k+1 = !k �H�1
k rJ(!k) (2.6.20)

où H(!k) est la matrice Hessienne de la fonction de coût, calculée avec le vecteur des

paramètres disponible à l�étape courante, elle est donnée par
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H(!k) =

26666664
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37777775 (2.6.21)

La direction de descente est dans ce cas

dk = �H�1
k rJ(!k) (2.6.22)

Le pas �k est constant et vaut 1. Cette méthode de recherche itérative du minimum présente

de très bonnes propriétés de convergence au voisinage du minimum mais nécessite l�inversion

d�une matrice à chaque itération, ce qui peut s�avérer lourd en temps calcul. L�algorithme

de BFGS (du nom de ses inventeurs Broyden, Fletcher, Glodfarb et Shanno), ainsi que

l�algorithme de Levenberg-Marquardt, que nous présenterons dans le paragraphe suivant,

sont des méthodes "quasi-newtoniennes" qui permettent de pallier à ces inconvénients.

L�algorithme de BFGS Cet algorithme est fondé sur une approximation de la méthode

de Newton exposée précédemment. L�inverse de la matrice Hessienne est approché par une

matriceMk dé�nie positive et modi�ée à chaque itération. La suite des matrices fMkg est

construite de manière à converger vers l�inverse du Hessien. La modi�cation des paramètres

est dé�nie comme suit

!k+1 = !k � �k+1Mk+1rJ(!k) (2.6.23)

où �k+1est le pas etMk+1 est calculée itérativement selon la formule suivante[15]

Mk+1 =Mk + I

�
1 +


TkMk
k
�Tk 
k

�
�Tk �k

�Tk 
k
� �k


T
kMk +Mk
k�

T
k

�Tk 
k
(2.6.24)

où


k =rJ(!k)�rJ(!k�1) (2.6.25)

et

�k = !
k � !k�1 (2.6.26)
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A la première itérationM0 est prise égale à la matrice identité. La vitesse de convergence de

cet algorithme est beaucoup plus grande que celle de la méthode du gradient simple. De plus,

elle est relativement insensible au choix du pas. Cette méthode dite quasi-newtonienne n�est

e¢ cace qu�à proximité du minimum de la fonction de coût: il convient donc de combiner

l�utilisation de cet algorithme avec, dans un premier temps, une approche du minimum par

une méthode du premier ordre.

L�algorithme de Levenberg-Marquardt La méthode de Levenberg-Marquardt[41, 42]

consiste à modi�er les paramètres selon la relation suivante

!k+1 = !k � [H(!k)+�k+1I]�1rJ(!k) (2.6.27)

où H(!k) est la matrice Hessienne de la fonction de coût, dé�nie précédemment et I est la

matrice identité. Cette méthode e¤ectue un compromis entre la direction du gradient et la

direction donnée par la méthode de Newton. En e¤et, lorsque �k+1est grand, on reconnaît la

méthode du gradient simple avec un pas égale à 1=�k+1 et lorsque �k+1est petit, l�algorithme

s�approche de celui de la méthode de Newton.

2.7 Applications des réseaux de neurones

Nous commençons tout d�abord par dégager les propriétés spéci�ques aux réseaux de neu-

rones qui sont à l�origine de leur intérêt pratique toujours croissant. Nous présentons, par la

suite une méthodologie pour l�application ou la mise en oeuvre de ces techniques neuronales.

Cette partie s�achèvera par une revue générale des domaines d�applications.

2.7.1 Propriétés spéci�ques aux réseaux de neurones

L�intérêt porté aujourd�hui aux réseaux de neurones tient sa justi�cation dans les quelques

propriétés fascinantes qu�ils possèdent. Nous citons, tout d�abord, le parallélisme, la capacité
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d�adaptation et la mémoire distribuée, qui proviennent directement de la modélisation des

propriétés du système nerveux de l�homme.

La notion de parallélisme se situe à la base de l�architecture des réseaux de neurones,

considérés comme ensembles d�entités élémentaires qui travaillent simultanément. Le par-

allélisme permet une rapidité de calcul mais exige tout de même de penser et de poser

di¤éremment les problèmes à résoudre.

La capacité d�adaptation se manifeste par la capacité d�apprentissage dans les réseaux de

neurones, ce qui permet au réseau de tenir compte de nouvelles contraintes ou de nouvelles

données du monde extérieur. Cette propriété se caractérise également, dans certains réseaux,

par leur capacité d�auto-organisation.

La mémoire est distribuée sur plusieurs entités. Elle correspond, dans un réseau donné,

à l�activation des neurones et surtout à la constellation ou évolution des synapses. La perte

d�un élément ne correspond pas à la perte d�un fait mémorisé, ce qui n�est pas le cas en

informatique, où une donnée correspond à une case mémoire et la perte de cette case entraîne

la perte de la donnée stockée.

Parmi les principales propriétés qui émergent directement de l�étude du fonctionnement

des réseaux de neurones formels est la capacité de généralisation. A partir d�ensembles

d�exemples, les réseaux de neurones apprennent à retrouver des règles sous-jacentes ou

à mimer des comportements qui permettent de résoudre le problème posé. Cette pro-

priété s�avère être une propriété très importante et surtout essentielle dans diverses applica-

tions. Elle donne lieu à une propriété mathématique fondamentale des réseaux de neurones:

l�approximation universelle parcimonieuse.

Propriété fondamentale des réseaux de neurones

Une propriété fondamentale des réseaux de neurones est l�approximation universelle parci-

monieuse. Cette expression traduit deux propriétés distinctes: d�une part, les réseaux de

neurones sont des approximateurs universels et d�autre part, une approximation à l�aide des
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réseaux de neurones nécessite, en général, moins de paramètres ajustables que les approxi-

mateurs usuels.

L�approximation universelle La propriété d�approximation universelle a été démontrée

par Cybenko[9, 43] et peut s�énoncer de la façon suivante:

Toute fonction bornée su¢ samment régulière peut être approchée uniformément, avec

une précision arbitraire, dans un domaine �ni de l�espace de ses variables, par un réseau

de neurones comportant une couche de neurones cachés en nombre �ni, possédant tous la

même fonction d�activation, et un neurone de sortie linéaire.

C�est cette propriété qui justi�e notre choix de l�architecture de réseaux de neurones

à une couche cachée. D�un point de vue pratique, cette propriété réduit grandement la

recherche de la structure adaptée à la tâche que l�on souhaite réaliser: une fois les variables

du réseau déterminées, la complexité du modèle est simplement contrôlée par le nombre de

neurones dans la couche cachée. Ce dernier est le seul degré de liberté qui subsiste pour

la détermination de l�architecture du réseau. Il convient de souligner que cette propriété

d�approximation universelle n�est pas spéci�que aux réseaux de neurones: il existe bien

d�autres familles de fonctions paramétrées possédant cette propriété; c�est le cas notamment

des ondelettes et des fonctions radiales, par exemple. La spéci�cité des réseaux de neurones

réside dans le caractère parcimonieux de l�approximation.

La parcimonie

En pratique, lorsqu�on cherche à modéliser un processus ou phénomène à partir de données,

on cherche toujours à obtenir les résultats les plus satisfaisants possibles avec un nombre

minimal de paramètres ajustables. Dans cette optique, Hornik[44] a montré que

Si le résultat de l�approximation (c�est à dire la sortie du réseau de neurones) est une

fonction non linéaire des paramètres ajustables, elle est plus parcimonieuse que si elle est

une fonction linéaire de ces paramètres. De plus, pour des réseaux de neurones à fonction

d�activation sigmoïdale, l�erreur commise dans l�approximation varie comme l�inverse du

nombre de neurones cachés, et elle est indépendante du nombre de variables de la fonction
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à approcher. Par conséquent, pour une précision donnée, donc pour un nombre de neurones

cachés donné, le nombre de paramètres du réseau est proportionnel au nombre de variables

de la fonction à approcher.

Ces résultats s�appliquent aux réseaux de neurones à fonction d�activation sigmoïdale,

puisque la sortie de ces neurones n�est pas linéaire par rapport à leurs coe¢ cients. Ainsi,

l�avantage des réseaux de neurones par rapport aux approximateurs universels (tels que les

polynômes) est d�autant plus sensible que le nombre de variables de la fonction à approcher

est grand: pour des problèmes faisant intervenir une ou deux variables, on peut généralement

utiliser indi¤éremment des réseaux de neurones ou des polynômes. En revanche, pour des

problèmes présentant trois variables ou plus, il est généralement avantageux d�utiliser les

réseaux de neurones. Bien entendu, cette propriété est démontrée de manière générale et

pourrait se révéler inexacte pour un problème particulier.

Qualitativement, la propriété de parcimonie peut se comprendre de la manière suiv-

ante: lorsque l�approximation est une combinaison linéaire de fonctions élémentaires �xées,

il s�agit d�ajuster uniquement les coe¢ cients de la combinaison. En revanche, lorsque

l�approximation est une combinaison linéaire de fonctions non linéaires à paramètres ajusta-

bles, il s�agit d�ajuster les coe¢ cients de la combinaison ainsi que les fonctions élémentaires

à travers leurs paramètres spéci�ques. On conçoit facilement que cette souplesse supplé-

mentaire, conférée par le fait que l�on ajuste la forme des fonctions que l�on combine, per-

met d�utiliser un plus petit nombre de fonctions élémentaires, donc un plus petit nombre

de paramètres ajustables. Il convient de noter que cette remarquable parcimonie justi�e

l�intérêt industriel des réseaux de neurones. En e¤et, en pratique, on cherche une approx-

imation d�une fonction non linéaire modélisant un processus donné à partir de données

disponibles. Le nombre de mesures nécessaires pour estimer les paramètres de manière

signi�cative est d�autant plus grand que le nombre de paramètres est grand. Ainsi, pour

modéliser une grandeur avec une précision donnée à l�aide des réseaux de neurones, il faut

moins de données que pour la modéliser, avec une précision comparable, à l�aide des tech-
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niques classiques de modélisation non linéaires. De manière générale, on dit que les réseaux

de neurones permettent de faire un meilleur usage des mesures disponibles.

2.7.2 Mise en oeuvre des réseaux de neurones formels

Il est avantageux d�utiliser des réseaux de neurones pour toute application nécessitant de

trouver une relation non linéaire entre des données numériques. La mise en oeuvre d�un

réseau de neurones nécessite donc:

- De déterminer les entrées pertinentes, c�est à dire les grandeurs ayant une in�uence

signi�cative sur le phénomène à modéliser. A titre d�exemple, lorsqu�on connaît la nature

des entrées désirables pour un modèle donné, et que l�on cherche à faire un choix parmi ces

grandeurs, on essaye de ne prendre en considération en entrée du modèle que les grandeurs

qui agissent de manière signi�cative sur le processus; c�est à dire, celles dont l�e¤et est plus

important que l�incertitude de mesure.

- De collecter les données nécessaires à l�apprentissage et à l�évaluation de la performance.

- De trouver les nombres de neurones cachés pour obtenir une approximation satis-

faisante. Théoriquement, l�écart entre l�approximation réalisée par un réseau de neurones

et la tâche à approcher est inversement proportionnel au nombre de neurones cachés[45].

L�idée la plus naturelle consisterait à choisir le nombre de neurones cachés le plus grand

possible. Cependant, en raison d�un nombre excessif de neurones cachés, et donc un nombre

excessif de paramètres, la sortie du réseau peut passer avec une très grande précision par

tous les points d�apprentissage, mais fournir des résultats dépourvus de signi�cation entre

ces points. Toutefois, la fonction réalisée par le réseau devrait, non seulement, passer le

plus près possible, au sens des moindres carrées, des points de l�ensemble d�apprentissage,

mais être également capable de généraliser de manière satisfaisante. A priori, il n�existe pas,

à l�heure actuelle, de résultats précis permettant de prévoir le nombre de neurones cachés

nécessaires pour obtenir une performance spéci�ée du modèle, compte tenu des données

disponibles. Il faudrait donc avoir recours à une procédure numérique de conception de

modèle.
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- D�estimer les paramètres du réseau correspondant à un minimum de la fonction de

coût, c�est à dire, d�e¤ectuer un apprentissage. La sortie d�un réseau de neurones étant

non linéaire par rapport aux paramètres, la fonction de coût peut présenter des minimas

locaux, et les algorithmes d�apprentissage ne donnent aucune garantie de trouver le minimum

global. Le nombre d�exemples d�apprentissage joue un rôle fondamental dans l�existence des

minimas locaux. En e¤et, lorsqu�on dispose d�un nombre su¢ sant d�exemples, le problème

des minimas locaux ne se pose pratiquement pas. En pratique, face à ces problèmes, il su¢ t

d�e¤ectuer plusieurs apprentissages avec des initialisations di¤érentes des paramètres. En

procédant de la sorte, on a une plus grande chance de trouver le minimum global.

- D�évaluer les performances du réseau de neurones à l�issue de l�apprentissage. Pour

cela, il convient de constituer, outre l�ensemble d�apprentissage utilisé pour le calcul des

paramètres du réseau, un ensemble de test, composé de données di¤érentes de celles de

l�ensemble d�apprentissage, à partir duquel on estime les performances du réseau après un

apprentissage.

2.7.3 Domaines d�applications

Les réseaux de neurones servent à toutes sortes d�applications dans divers domaines. Ils ont

aujourd�hui un impact considérable et il est attendu que leur importance ira en grandissant

dans le futur. Parmi ces domaines d�applications privilégiés, nous citerons:

- La reconnaissance de formes ou de caractères, domaine où les réseaux de neurones ont

acquis leur notoriété et prouvé qu�ils constituent des alternatives �ables à d�autres méthodes

de classi�cation.

- Le traitement du signal et de l�image.

- La prévision et la modélisation de phénomènes statique et dynamique. La modélisation

d�un processus consiste à représenter son comportement statique ou dynamique à l�aide

d�un modèle mathématique paramétré. La première phase d�une modélisation consiste à

rassembler les connaissances dont on dispose sur le comportement du processus, à partir

d�expériences et/ou d�une analyse théorique des phénomènes physiques mis en jeu. La
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seconde phase consiste à estimer les paramètres du modèle en mettant en �uvre un système

d�apprentissage. L�estimation des paramètres du modèle est e¤ectuée en minimisant la

fonction de coût dé�nie à partir de l�écart entre les sorties mesurées du processus et les

valeurs prédites par le modèle. La qualité de cette estimation dépend de la richesse des

séquences d�apprentissage et de l�e¢ cacité de l�algorithme utilisé.

- L�approximation de fonctions non linéaires.

- Le diagnostic médical: on dispose d�une importante base de données de symptômes aux-

quels sont associés di¤érents diagnostics qui ont été validés. Réaliser un réseau de neurones

reproduisant le diagnostic peut-être e¤ectué en utilisant les couples symptômes/diagnostics

en tant qu�échantillon d�apprentissage.
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CHAPITRE

3 Investigation systématique

d�un réseau de neurones

pour l�approximation de

tâches
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3.1 Introduction

Depuis maintenant plusieurs années, les modèles des réseaux de neurones ont connu une

grande popularité et suscité un intérêt toujours croissant. Ils sont largement utilisés dans le

cadre de la modélisation statistique: classi�cation, reconnaissance de formes, régression non-

linéaire, prédiction de séries temporelles...[46]-[48]. Ils ont été aussi utilisés avec succès pour

l�identi�cation et le contrôle des systèmes dynamiques[49]. Le problème de la description

analytique d�un ensemble de données apparaît dans de nombreuses sciences et applications et

peut être identi�é comme étant un problème de modélisation de données ou d�identi�cation

d�un système. Les réseaux de neurones constituent un moyen adéquat de représentation,

car connus pour être des approximateurs universels[1]. La tâche souhaitée est généralement

obtenue grâce à une procédure d�apprentissage qui consiste en un ajustement des "poids

synaptiques". Pour cela, une multitude d�algorithmes d�apprentissage ont été proposés

pour ajuster ces poids. La convergence de ces algorithmes d�apprentissage est un critère

déterminant pour que les réseaux de neurones soient utiles dans di¤érentes applications[50,

51]. En réalité, un e¤ort considérable a été consenti pour le développement de techniques

d�accélération de convergence des algorithmes d�apprentissage. De plus, il est de plus en plus

admis que le choix des fonctions d�activation est aussi important que le choix de l�architecture

du réseau et de l�algorithme d�apprentissage. Les sigmoïdes[1, 9] ont été les premières

fonctions d�activation proposées. Leur utilisation était, en fait, initialement justi�ée par

une analogie biologique. Il a été démontré par plusieurs auteurs qu�elles peuvent approcher

une fonction continue sur un domaine compact avec une précision arbitraire pour un nombre

donné de cellules ou neurones cachés. En dépit du fait que les sigmoïdes sont les fonctions les

plus communément utilisées, il n�existe à priori aucune raison pour qu�elles soient optimales

pour tous les cas. Il est alors légitime d�explorer les possibilités d�utilisation d�autres types

de fonctions. A ce propos, plusieurs fonctions d�activation ont été proposées depuis, parmi

lesquelles nous citerons la Gaussienne[52], la Lorentzienne[53] et l�onde plane[54].

Tout au long des deux dernières décennies, l�approximation sur la base de fonctions

ondelettes[14, 55, 56] a fait l�objet d�un profond regain d�intérêt en tant qu�alternative aux
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autres techniques plus classiques. Rappelons que le principe général de l�analyse en on-

delettes repose sur l�utilisation des dilatations et des translations. En e¤et, en modi�ant les

valeurs des paramètres de dilatation, les ondelettes peuvent distinguer les caractéristiques

locales d�un signal à di¤érentes échelles et grâce aux translations, elles peuvent couvrir toute

la région dans laquelle il est étudié. Il a été prouvé que toute fonction peut être écrite sous

la forme d�une superposition d�ondelettes admissibles. Les coe¢ cients d�un tel développe-

ment caractérisent complètement la fonction qu�il est possible de reconstruire de manière

numériquement stable en connaissant ces coe¢ cients. Les ondelettes constituent une classe

de fonctions satisfaisant un ensemble de propriétés mathématiques importantes. Consid-

érons, sans perte de généralité, que ces fonctions sont limitées, ont un support compact et

que leurs translations et dilatations génèrent une base de fonctions pour la représentation

de n�importe quel élément appartenant à une famille de fonctions de carrés sommables. Il

a été démontré que ces familles de fonctions sont des approximateurs universels[34]. Par

conséquent, les réseaux d�ondelettes peuvent être considérés comme une alternative aux

réseaux de neurones classiques (les perceptrons multi-couches) et aux réseaux à fonctions

radiales.

Dans le langage des réseaux de neurones, on désigne par modèle connexionniste, un en-

semble de réseaux dont les cellules de base, reliées entre elles selon une certaine architecture,

utilisent une classe donnée de fonctions d�activation. Par conséquent, à un modèle connex-

ionniste correspond une classe de fonctions. Nous considérons, dans ce qui suit, trois modèles

de réseaux de neurones à une seule couche cachée, comportant N cellules, permettant de

répondre au problème d�approximation de tâches. Ces trois modèles sont:

- Le perceptron multicouches, où la fonction d�activation utilisée est la fonction sigmoïde.

Cette dernière étant une fonction continue, indé�niment dérivable et bornée, qui se prête

donc facilement au calcul dans l�apprentissage des réseaux.

- Un réseau à fonctions de base radiales, où la fonction d�activation choisie est une

gaussienne.
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- Un réseau d�ondelettes. Pour cela, nous avons fait le choix de deux ondelettes couram-

ment utilisées: l�ondelette de Morlet et l�ondelette «Chapeau Mexicain» .

Nous disposons alors de trois modèles équivalents sur le plan théorique permettant,

pour des réseaux à une couche de cellules cachées, une approximation avec une précision

arbitraire. Ceci ne signi�e pas que les ensembles de fonctions générées soient tous équiva-

lents. L�utilisation pratique des résultats théoriques concernant les capacités de ces modèles

connexionnistes s�avère di¢ cile. Ce problème reste, en e¤et, une question d�actualité, non

encore résolu pour le développeur d�applications. Pour cette raison, situer ces di¤érents

modèles connexionnistes reste toujours une question ouverte.

Dans ce chapitre, nous nous proposons d�étudier les capacités des réseaux d�ondelettes

relativement aux deux autres modèles connexionnistes sus-cités. Nous e¤ectuerons, en outre,

une investigation systématique faisant intervenir tous les paramètres susceptibles d�améliorer

l�approximation des tâches considérées[17].

3.2 Architecture du réseau et apprentissage

Nous allons d�abord donner un aperçu succinct du modèle et de l�architecture du réseau

de neurones, ce dernier émanant directement des résultats séminaux de Kolmogorov[58,

59]. Il s�agit du second théorème de Kolmogorov qui a été subséquemment reformulé par

Kurkova[60] de manière plus pratique quant aux applications des réseaux de neurones arti-

�ciels et avec moins de contraintes à satisfaire sur les fonctions à approcher. Le théorème

de Kolmogorov stipule que toute fonction continue sur le cube unité En de dimension n

(E = [0; 1]), peut être représentée sous la forme

f (x1; x2; :::; xn) =

2n+1X
j=1

	j

 
nX
i=1

�ij (xi)

!
(3.2.1)

où 	j et �ij sont des fonctions réelles et continues. Les fonctions �ij sont indépendantes

de la fonction donnée f alors que les fonctions 	j sont spéci�ques à f . Plus tard, Hecht-

Nielsen[61] nota une ressemblance entre la structure formelle de l�expansion de Kolmogorov
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sur la base de fonctions continues à travers d�autres fonctions auxiliaires avec un réseau de

neurones à trois couches. Il a alors reformulé le théorème de Kolmogorov comme suit

Toute fonction continue dé�nie sur le cube Enà n dimensions (E = [0; 1]), peut être

implémentée exactement grâce à un réseau à trois couches ayant (2n+1) cellules dans la

couche cachée avec des fonctions d�activation de type sigmoïdale de l�entrée à la couche

cachée.

Autrement dit, un réseau à une seule couche cachée est capable de décrire toute fonction

continue, en utilisant (2n+ 1) cellules, où n est le nombre d�entrées. En pratique, il est bien

entendu que ces minimas théoriques ne sont atteints qu�au prix d�un nombre plus grand de

neurones cachés.

En vertu de ce qui a été énoncé ci-dessus, considérons un réseau à trois couches composé

d�une entrée X, d�une couche cachée de réponses élémentaires et pour les besoins de sim-

pli�cation, on se contentera d�un neurone de sortie linéaire. Les cellules élémentaires de la

couche cachée reçoivent la même entrée X. Chaque unité ou cellule donne lieu à une sortie

f qui dépend de deux paramètres: le paramètre de translation b et le paramètre échelle �.

Les poids synaptiques de sortie ! (b; �) regroupent linéairement ces sorties élémentaires en

une sortie globale F (X). Nous obtenons alors l�expansion suivante[37]

F (X) =

Z
! (b; �) f

�
X � b
�

�
dbd� (3.2.2)

En discrétisant l�équation (3.2.2) à l�aide de N unités ou cellules, nous obtenons la fonction

approchée suivante

Fapp (X) =
NX
i=1

! (bi; �i) f

�
X � bi
�i

�
(3.2.3)

Pour dé�nir la meilleure approximation possible Fapp, il convient de minimiser l�erreur

quadratique moyenne " = hF � Fapp j F � Fappi commise, d�abord par rapport aux poids

synaptiques !i, ensuite par rapport aux paramètres translation et échelle bi et �i respec-

tivement. Par rapport aux poids !i, la minimisation consiste à résoudre l�équation

@

@!i
(hF � Fapp j F � Fappi) = 0 (3.2.4)

En utilisant l�équation (3.2.3) et en adoptant la notation simpli�ée suivante
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f((X � bi)=�i) = fi (3.2.5)

nous obtenons

@

@!i

 
hF j F i � 2

NX
j=1

!j hfj j F i+
NX

j;k=1

!j hfj j fki!k

!
= 0, i = 1,..., N . (3.2.6)

dont la solution est donnée par

!i =
NX
j=1

�
g�1
�
ij
hfj j F i , i = 1,..., N . (3.2.7)

où g représente la matrice dont les éléments sont donnés par

gjk = hfj j fki (3.2.8)

Minimisons alors l�erreur quadratique moyenne par rapport aux paramètres échelle �i, en

notant que nous n�avons besoin que des dérivées de fi par rapport aux �i. Nous obtenons

alors
@"

@�i
=
�2!i
�2i

�
Xf 0

�
X � bi
�i

�
j F � Fapp

�
= 0, i = 1,..., N (3.2.9)

La minimisation de " par rapport aux paramètres translation bi, donne

@"

@bi
=
�2!i
�i

�
f 0
�
X � bi
�i

�
j F � Fapp

�
= 0, i = 1,..., N (3.2.10)

où f 0 représente la dérivée de la tâche élémentaire avant toute translation et dilatation.

3.3 Résultats numériques et discussion

Nous allons maintenant procéder à la présentation de nos résultats numériques. Pour cela,

considérons la tâche suivante présentant plusieurs oscillations localisées[16]

F (X) = 0:10167 exp(�X=10)f0:60717 tanh[4(X�1:66133)]�4:33575 tanh[4(X�9:56591)]g

(3.3.1)
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Dans la recherche de la meilleure approximation de F dans l�intervalle [0; 20], nous utilisons

un réseau à N = 5 cellules cachées. L�apprentissage du réseau est e¤ectué par la descente

du gradient avec un pas �xe, en minimisant l�erreur quadratique moyenne commise sur

l�approximation par rapport à l�ensemble des paramètres du réseau. Ces paramètres sont en-

suite corrigés en fonction de la direction fournie par le calcul. L�initialisation des paramètres

est faite soit de manière aléatoire, soit donnée par la formule heuristique, traditionnellement

utilisée pour les paramètres échelles des réseaux d�ondelettes, �i = 2i�(N+1)=2. Après environ

80 pas, kFappk2 se sature et une assez bonne comparaison entre F et Fapp peut être repro-

duite. Signalons au passage que toute exécution numérique de notre code de calcul converge

de manière régulière vers une saturation de la norme kFappk2. La �gure 11 illustre nos résul-

tats obtenus dans le cas d�un réseau de type perceptron, avec comme fonction d�activation

une sigmoïde
h
f (x) = 1

1+exp(�x)

i
. Les deux courbes (la tâche et sa meilleure approxima-

tion), après un léger rapprochement, dévient l�une de l�autre. Cette déviation devient moins

prononcée dans le cas des réseaux à fonctions gaussiennes
h
f (x) = A exp

�
�x2

2

�i
comme

l�indique la �gure 12. Ce résultat est principalement dû au pro�l gaussien qui semble

mieux convenir que la sigmoïde dans l�approximation de la tâche considérée (3.3.1). Fapp

est alors développée, successivement, sur la base de la famille des ondelettes de "Morlet"h
f (x) = cos(6x) exp

�
�x2

2

�i
et �Chapeau Mexicain�

h
f (x) = (1� x2) exp

�
�x2

2

�i
et nos

résultats sont tracés, respectivement, sur les �gures 13 et 14. Ces dernières montrent une

nette amélioration par rapport aux deux cas précédents (en particulier, dans le cas de

l�ondelette "Chapeau Mexicain" ). Il apparaît clairement que le choix des fonctions de base

peut a¤ecter la qualité de l�approximation.
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Figure 11: Tracé de la tâche (3.3.1) (trait plein) et sa meilleure approximation (tirets)

dans le cas de la sigmoïde.

Figure 12: Tracé de la tâche (3.3.1) (trait plein) et sa meilleure approximation (tirets)

dans le cas de la gaussienne.

Figure 13: Tracé de la tâche (3.3.1) (trait plein) et sa meilleure approximation (tirets)

dans le cas de l�ondelette de Morlet.
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3.3. Résultats numériques et discussion

Figure 14: Tracé de la tâche (3.3.1) (trait plein) et sa meilleure approximation (tirets)

dans le cas de l�ondelette "Chapeau Mexicain".

Il est important de signaler que contrairement aux cas des réseaux à fonctions sigmoï-

dales où l�initialisation des paramètres est e¤ectuée de manière aléatoire, pour les réseaux

d�ondelettes, une attention particulière doit être portée à cette phase d�initialisation des

paramètres. Les ondelettes étant des fonctions à décroissance rapide, une initialisation

aléatoire des paramètres de translation et de dilatation serait ine¢ cace: en e¤et, si les

translations sont initialisées à l�extérieur du domaine contenant les exemples (ou encore le

domaine de dé�nition de la tâche à approcher), ou si les dilatations choisies sont trop pe-

tites, la sortie de l�ondelette est pratiquement nulle, de même que sa dérivée. L�algorithme

d�adaptation des paramètres étant fondé sur une technique de gradient, il devient inopérant.

Comme l�algorithme utilisé ajuste de manière itérative les poids du réseau pour minimiser

l�erreur quadratique moyenne (noté ci-après MSE), qui indique la déviation moyenne par

rapport à la tâche, nous avons alors décidé de l�utiliser comme critère d�évaluation de la

précision des di¤érents modèles connexionnistes utilisant di¤érentes fonctions d�activation.

Prenant N = 5 et un nombre d�itérations itr = 71, les résultats obtenus, résumés dans le

tableau suivant,
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Fonction d�activation MSE (%)

Sigmoïde 13.6

Gaussienne 13

Ondelette de Morlet 12

Ondelette "Chapeau Mexicain" 11.6

Ondelette "Chapeau Mexicain" avec translation 5.2

révèlent que l�ondelette "Chapeau Mexicain" produit la meilleure précision. L�amélioration

de la précision est plus signi�cative dans le cas où le paramètre de translation est pris en

compte. Tenant compte de cela, nous avons alors décidé de choisir l�ondelette "Chapeau

Mexicain" comme fonction d�activation pour l�étude de l�in�uence du nombre de neurones

et du nombre d�itérations sur la meilleure approximation.

Pour montrer l�in�uence du nombre d�itérations sur la meilleure approximation, nous

avons considéré, respectivement, 501 et 1001 pas et les résultats sont tracés sur les �gures

15 et 16. Nos résultats indiquent qu�une augmentation du nombre d�itérations se traduit

par une légère amélioration de la précision.

Figure 15: Tracé de la tâche (3.3.1) (trait plein) et sa meilleure approximation (tirets)

dans le cas de l�ondelette "Chapeau Mexicain" (�gure 4) avec un nombre d�itérations égal

à itr = 501.
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Figure 16: Tracé de la tâche (3.3.1) (trait plein) et sa meilleure approximation (tirets)

avec un nombre d�itérations égal à itr = 1001.

La �gure 17 montre les variations de l�erreur quadratique moyenne en fonction du nombre

d�itérations dans le cas de l�ondelette "Chapeau Mexicain" avec N = 5. Les résultats

obtenus montrent qu�une augmentation du nombre d�itérations entraîne une diminution de

la valeur du MSE. Ce dernier décroît de manière abrupte avant d�atteindre une valeur �xe

égale à 0:114. La prise en compte du paramètre de translation reproduit qualitativement

des résultats similaires (�gure 18) avec, cependant, une meilleure précision et une nette

amélioration de l�approximation comme l�atteste la �gure 19 (à comparer avec la �gure 14).

En e¤et, l�erreur sur l�approximation converge rapidement vers une valeur faible. Ceci est

vraisemblablement lié à la convergence des paramètres de translation des cellules cachées.

On comprend alors bien le comportement de l�algorithme d�apprentissage, qui consiste en

fait à "aligner" les centres des fonctions de base sur les extremas de la fonction à approcher.

Les paramètres de dilatation sont ensuite modi�és de manière à améliorer l�approximation

fournie. Ce phénomène est principalement dû à l�utilisation de modèles à fonctions locales,

pour l�approximation de fonctions présentant des variations ou des oscillations localisées.

D�ailleurs, ce sera souvent le cas des fonctions réelles, qui sont généralement dé�nies par un

ensemble d�apprentissage. En e¤et, en dehors du domaine couvert par le vecteur d�entrée,

ne disposant pas d�informations sur la fonction, on peut donc supposer que ses variations

sont locales.
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Figure 17: Tracé de la norme de l�erreur quadratique moyenne (MSE) en fonction du

nombre d�itérations dans le cas de l�ondelette "Chapeau Mexicain" avec N = 5. Le

paramètre de translation est négligé.

Figure 18: MSE en fonction du nombre d�itérations dans le cas de l�ondelette "Chapeau

Mexicain" avec N = 5. Le paramètre de translation est pris en compte.
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Figure 19: Tracé de la tâche (3.3.1) (trait plein) et sa meilleure approximation (tirets)

dans le cas de l�ondelette "Chapeau Mexicain" avec N = 5 et itr = 71. La paramètre de

translation est pris en compte.

Par ailleurs, en variant la dimension N de la base des tâches élémentaires de 7 à 15,

nous avons noté que ce dernier peut a¤ecter la performance du réseau de neurones et, par

conséquent, la meilleure approximation Fapp. Les résultats sont résumés dans les �gures

20-24, où la fonction et sa meilleure approximation sont représentées pour 5 valeurs choisies

de N , soient N = 7, 9, 11, 13, et 15. Il est clair qu�une augmentation de N entraîne une

nette amélioration de Fapp. La �gure 25 représente l�erreur quadratique moyenne (MSE)

en fonction du nombre de neurones dans le cas de l�ondelette "Chapeau Mexicain" avec un

nombre d�itération égal à 71. Nous constatons qu�à mesure que le nombre de neurones N

augmente, l�erreur quadratique moyenne décroît, entraînant une nette amélioration de la

meilleure approximation. Cette amélioration est plus nette et plus visible dans le cas où le

paramètre de translation est pris en compte (�gure 26) donnant ainsi lieu à de très faibles

valeurs du MSE comme l�indique d�ailleurs la �gure 27 (à comparer avec la �gure 24) en

dépit du caractère oscillatoire de la tâche choisie.
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Figure 20: Tracé de la tâche (3.3.1) (trait plein) et sa meilleure approximation (tirets)

dans le cas de l�ondelette "Chapeau Mexicain" avec N = 7.

Figure 21: Tracé de la tâche (3.3.1) (trait plein) et sa meilleure approximation (tirets)

dans le cas de l�ondelette "Chapeau Mexicain" avec N = 9.
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Figure 22: Tracé de la tâche (3.3.1) (trait plein) et sa meilleure approximation (tirets)

dans le cas de l�ondelette "Chapeau Mexicain" avec N = 11.

Figure 23: Tracé de la tâche (3.3.1) (trait plein) et sa meilleure approximation (tirets)

dans le cas de l�ondelette "Chapeau Mexicain" avec N = 13.
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Figure 24: Tracé de la tâche (3.3.1) (trait plein) et sa meilleure approximation (tirets)

dans le cas de l�ondelette "Chapeau Mexicain" avec N = 15.

Figure 25: MSE en fonction du nombre de neurones N dans le cas de l�ondelette

"Chapeau Mexicain". Le nombre d�itérations est itr = 71 et le paramètre de translation

est négligé.
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Figure 26: MSE en fonction du nombre de neurones N dans le cas de l�ondelette

"Chapeau Mexicain". Le nombre d�itérations est itr = 71 et le paramètre de translation

est pris en compte.

Figure 27: Tracé de la tâche (3.3.1) (trait plein) et sa meilleure approximation (tirets)

dans le cas de l�ondelette "Chapeau Mexicain" avec N = 15 et itr = 71. Le paramètre de

translation est pris en compte.

72



3.3. Résultats numériques et discussion

Il est utile de noter que généralement un petit nombre de neurones est su¢ sant pour

atteindre une très bonne approximation dans le cas de tâches relativement lissées. En e¤et,

en considérant les deux tâches suivantes

F (X) =
�
1 + 2X �X2

�
exp

�
�X2=2

�
(3.3.2)

F (X) = exp [� (X + 1) =2]X sin (3X + 7) (3.3.3)

communément utilisées dans la littérature, nous avons constaté qu�une très bonne approx-

imation a été atteinte dans les deux cas (voir �gures 28-29), bien que le paramètre de

translation ait été négligé (MSE=0:88 � 10�4et 0:15 � 10�2 dans le cas, respectivement, des

tâches (3.3.2) et (3.3.3)).

Figure 28: Tracé de la fonction F (X) = (1 + 2X �X2) exp (�X2=2) (trait plein) et sa

meilleure approximation (tirets) dans le cas de l�ondelette "Chapeau Mexicain" avec

N = 5 et itr = 71. Le paramètre de translation est négligé.
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Figure 29: Tracé de la fonction F (X) = exp [� (X + 1) =2]X sin (3X + 7) (trait plein) et

sa meilleure approximation (tirets) dans le cas de l�ondelette "Chapeau Mexicain" avec

N = 5 et itr = 71. Le paramètre de translation est négligé.

A�n de se rapprocher plus du minimum de la fonction de coût, nous avons également

considéré une méthode de gradient du second ordre: l�algorithme BFGS, décrit dans le

chapitre précédent. En e¤et, cette méthode, dite �quasi�newtonienne�, n�est e¢ cace que si

elle est appliquée au voisinage d�un minimum. D�autre part, la règle du gradient simple est

e¢ cace lorsqu�on est loin du minimum et sa convergence ralentit considérablement lorsque

la norme du gradient diminue (c�est à dire lorsqu�on s�approche du minimum). Ces deux

techniques sont donc complémentaires. De ce fait, nous avons opté pour une optimisation

en deux étapes: utilisation de la règle du gradient simple pour approcher un minimum, et

de l�algorithme BFGS pour l�atteindre. Au delà d�environ 80 itérations, nous avons alors

complété l�apprentissage avec l�algorithme BFGS. Nos résultats (�gure 30) indiquent que la

valeur de MSE passe de 11:7% à 71 itérations à une valeur de 7:18% à 1001 itérations dans

le cas de la tâche (3.3.1). Il est important de signaler que la di¢ culté essentielle lors de

l�application de cet algorithme réside dans le choix de la condition de passage du gradient

simple à la méthode de BFGS.
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Figure 30: MSE en fonction du nombre d�itérations. L�apprentissage est d�abord e¤ectué

à l�aide de l�algorithme du gradient simple et, au delà de 80 itérations, l�algorithme BFGS

est implémenté.

Notons �nalement qu�il est quasiment impossible de conclure de manière dé�nitive quant

à la supériorité d�un modèle en général, tant la diversité des fonctions à tester est grande.

Nous avons constater, néanmoins, sur une multitude de fonctions considérées que les dif-

férents modèles fournissent des approximations plus ou moins bonnes, selon la proximité du

modèle de l�approximation avec la structure de la fonction à approcher.

Dans une étude précédente[16], Giraud et Touzeau ont, tout en montrant la manière

avec laquelle évoluent les paramètres d�échelle durant les 100 premiers pas de la descente du

gradient, noté et mis en évidence la fusion de deux paires d�échelles. Ils ont alors suggéré que

de nouvelles cellules peuvent spontanément émerger durant le processus d�apprentissage et

éventuellement représenter les dérivées de la tâche élémentaire par rapport à leurs paramètres

d�échelle. Dans le but de con�rmer et d�étayer cette suggestion, nous avons considéré dif-

férentes tâches contenant la première, la seconde et la troisième dérivée de la fonction

d�activation par rapport aux paramètres d�échelle. Tel que indiqué sur la �gure 31, où

la première dérivée de la fonction d�activation autour de � = 4 est prise comme tâche à
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approcher, l�évolution de Log2(�i), durant les premiers pas du processus d�apprentissage,

exhibe une tendance à la fusion entre �1 et �2 con�rmant ainsi la suggestion de Giraud et

Touzeau. La même tendance persiste même si un neurone formel quelconque est ajouté à la

tâche précédente: �1 et �2 adoptent une tendance similaire à la fusion alors que l�évolution

de �3 dévie des deux autres valeurs (�gure 32). En réalité, lorsque la fusion a lieu, i.e.,

�i ' �j, la base fonctionnelle dégénère compte tenu du fait que fi et fj ne sont plus dis-

tinctes (fi ' fj). La représentation strictement équivalente suivante

!ifi + !jfj � (!i + !j)=2� (fi + fj) + (!i � !j)=2� (fi � fj) (3.3.4)

montre qu�une renormalisation du terme (fi � fj) fait que la base fonctionnelle contiendra,

en plus du premier terme (!i + !j)=2� (fi + fj), une nouvelle réponse élémentaire

@f

@�
= lim

�i!�j

fi � fj
�i � �j

(3.3.5)

De manière analogue, une deuxième (troisième) dérivée de la fonction d�activation entraîne

une tendance à la fusion entre �1;2;3 (�1;2;3;4) comme l�indique la �gure 33 (�gure 34). Dés que

�1 ' �2 ' �3, les tâches élémentaires correspondantes f1, f2 et f3 deviennent quasi égales

et donc la base fonctionnelle contient une nouvelle réponse élémentaire
@2f

@�2
. Ces nouvelles

tâches élémentaires qui apparaissent spontanément, représentent les dérivées secondes des

tâches élémentaires. Ce résultat peut donc être généralisé au cas où (p + 1) paramètres

d�échelles fusionnent durant le processus d�apprentissage: des dérivées d�ordre p, à savoir,
@pf

@�p
, vont spontanément émerger dans la base fonctionnelle. Notons que pour les tâches qui

exhibent un tel fusionnement, l�approximation de la fonction peut être légèrement améliorée

et le temps d�apprentissage considérablement réduit en implémentant directement les tâches

élémentaires ainsi que leurs dérivées directement dans la base fonctionnelle. Un tel résultat

peut être déduit à partir de la �gure 35 (à comparer avec la �gure 14). Celle-ci illustre

les résultats obtenus lorsque les dérivées premières de la tâche élémentaire sont directement

implémentées dans la base fonctionnelle.
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Figure 31: Variation de Log2 (�i) en fonction du nombre d�itérations. La dérivée première

de la fonction d�activation autour de � = 4 est prise comme tâche à approximer.

Figure 32: Variation de Log2 (�i) en fonction du nombre d�itérations. Un neurone formel

arbitraire est rajouté à la tâche de �gure 31.
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Figure 33: Variation de Log2 (�i) en fonction du nombre d�itérations. La dérivée seconde

de la fonction d�activation autour de � = 4 est prise comme tâche à approximer.

Figure 34: Variation de Log2 (�i) en fonction du nombre d�itérations. La dérivée

troisième de la fonction d�activation autour de � = 4 est prise comme tâche à approximer.
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Figure 35: Tracé de la tâche (3.3.1) (trait plein) et sa meilleure approximation (tirets)

dans le cas de l�ondelette "chapeau mexicain" lorsque les dérivées premières de la tâche

élémentaire sont rajoutées dans la base fonctionnelle.
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CHAPITRE

4 Analyse d�une structure

solitaire à l�aide d�un

schéma de réseaux de

neurones
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4.1. Introduction

4.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons procédé à l�investigation systématique d�un réseau

de neurones pour l�approximation d�une fonction. Nous avons alors noté que les réseaux de

neurones, eu égard à leur qualité d�approximateurs universels, peuvent aussi bien modéliser

un ensemble de données que décrire le comportement non linéaire d�un système dynamique.

C�est pourquoi, l�objectif principal du présent chapitre sera d�appliquer nos résultats précé-

dents pour l�analyse de certaines oscillations localisées (ondes solitaires) associées à di¤érents

modèles de plasma. Mais, tout d�abord dé�nissons de manière succincte l�état plasma.

Il est communément admis que 99% de la matière de l�univers est à l�état plasma, mi-

lieu composé de particules neutres, d�ions et d�électrons[62]. Un plasma se dé�nit donc

comme étant un gaz électri�é dont les atomes sont dissociés en ions à charge positive et

en électrons à charge négative[63]. Les atmosphères, les nébuleuses et la majeure partie

de l�hydrogène interstellaire sont à l�état plasma. Notre planète est elle même entourée

d�un plasma à une distance comprise entre 90 et 500 km de sa surface. D�un autre côté,

dans notre vie quotidienne, le nombre d�exemples d�états plasma est quelque peu limité et

restreint. Nous citerons, à titre d�exemple, les gaz conducteurs à l�intérieur des tubes �uores-

cents tels les tubes à néon, les propulseurs spatiaux et les plasmas couramment utilisés dans

l�industrie notamment en micro-électronique. Il est utile de noter que n�importe quel gaz

ionisé ne se trouve pas forcément à l�état plasma. Un gaz présente toujours un certain degré

d�ionisation. Ce n�est qu�au moment où la concentration des particules chargées provoque

une charge d�espace capable de limiter le libre parcours moyen des ions et des électrons

que les caractéristiques du gaz changent de manière signi�cative[64]. Un plasma se dé�nit

comme étant un gaz quasi-neutre composé de particules chargées et de particules neutres

qui exhibent un comportement collectif. Lorsque les particules chargées se meuvent dans

un plasma, des concentrations locales de charge positive et de charge négative sont générées

au sein de ce plasma. Ces concentrations, et donc ces charges d�espace, donnent naissance à

des champs électriques. En outre, le mouvement des particules chargées génère des courants

et crée, par conséquent, des champs électromagnétiques. Ces champs électromagnétiques
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4.2. Onde acoustique poussiéreuse solitaire

a¤ectent et perturbent le mouvement d�autres particules chargées qui à leur tour peuvent

in�uencer le reste des particules du plasma. En fait, toute perturbation a¤ectant la neutral-

ité d�un plasma provoque de forts champs électromagnétiques qui tendent à la restaurer. La

façon la plus naturelle d�obtenir un plasma est de chau¤er un gaz jusqu�a ce que l�énergie

moyenne des particules soit comparable à l�énergie d�ionisation de l�espèce considérée. Dans

un plasma, il existe de nombreux processus à travers lesquels les modes instables peuvent

se saturer et atteindre de grandes amplitudes. Lorsque ces amplitudes sont su¢ samment

grandes, les non linéarités ne peuvent plus être négligées[65]. De manière générale, les non

linéarités proviennent de divers phénomènes tels la force de Lorentz, le piégeage des par-

ticules dans le potentiel de l�onde,...etc. Dans un plasma, ces non linéarités contribuent à

la localisation des ondes donnant naissance à di¤érentes structures non linéaires telles les

ondes solitaires, les ondes de choc, les double couches, les vortex,...etc. Un soliton résulte

de l�équilibre de deux e¤ets: la non linéarité et la dispersion. Cependant, quoique la plu-

part des ondes dans les plasmas présentent de la dispersion et que le plasma lui-même se

comporte comme un milieu non linéaire, seulement un nombre restreint d�ondes est connu

pour admettre des solutions solitaires. Les ondes acoustiques ioniques exhibent de telles so-

lutions localisées et ont été largement étudiées tant sur le plan théorique qu�expérimentale.

D�ailleurs la redécouverte de l�équation de Korteweg de Vries pour ce type d�onde dans les

plasmas a été sans nul doute le premier pas pour démêler quelque peu le domaine très ardu

des phénomènes non linéaires.

4.2 Onde acoustique poussiéreuse solitaire

4.2.1 Analyse des conditions d�existence par la méthode du pseudo-

potentiel

Récemment, Mamun et al.[66] ont considéré un plasma composé de grains d�impureté à

charge négative, qd = �Zde, et d�ions positifs de température Ti, distribués selon la loi de

Maxwell �Boltzmann. A l�équilibre, ni0 = Zdnd0 où ni0 et nd0 désignent respectivement
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4.2. Onde acoustique poussiéreuse solitaire

les densités numériques non perturbées des ions et des grains de poussière. Les oscillations

acoustiques de faible vitesse de phase associées à un tel plasma sont alors gouvernées par

les équations �uides normalisées suivantes

@Nd
@T

+
@(NdVd)

@X
= 0 (4.2.1)

@Vd
@T

+ Vd
@Vd
@X

=
@	

@X
(4.2.2)

@2	

@X2
= Nd � exp(�	) (4.2.3)

La densité des grains Nd, leur vitesse �uide Vd, le potentiel électrostatique 	, le temps T et

la variable d�espace X sont normalisés par nd0 (valeur à l�équilibre), Cd = (ZdTi=md)
1=2(la

vitesse acoustique poussiéreuse), Ti=e, !�1pd = (md=4�nd0Z
2
de
2)1=2 (la période plasma pous-

siéreuse) et �pd = (Ti=4�nd0Zde2)1=2 (la longueur de Debye), respectivement. Dans le but

d�étudier les propriétés de l�onde acoustique poussiéreuse de large amplitude, les équations

(4.2.1)-(4.2.3) sont habituellement réécrites en introduisant la variable � = X �MT , où

M est appelé nombre de Mach (vitesse du soliton / Cd). En imposant des conditions aux

limites appropriées aux solutions localisées (	 ! 0, Vd ! 0, Nd ! 1 lorsque � ! �1 ),

nous obtenons à partir de (4.2.1) et (4.2.2) la relation

Nd =
Mp

M2 + 2	
(4.2.4)

En portant la relation (4.2.4) dans l�équation de Poisson (4.2.3), en multipliant chaque

membre de l�équation résultante par (d	=d�), en intégrant une fois et en imposant les

conditions aux limites appropriées aux solutions localisées (	 ! 0, d	=d� ! 0 lorsque

� ! �1 ), nous obtenons la quadrature

1

2

�
d	

d�

�2
+ V (	) = 0 (4.2.5)

où

V (	) = 1 +M2 �M2(1 + 2	=M2)1=2 � exp(�	) (4.2.6)

représente le potentiel de Sagdeev[67] ou pseudo-potentiel. L�équation (4.2.5) peut être

perçue comme étant l�équation du mouvement d�une pseudo- particule de masse unité, de
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4.2. Onde acoustique poussiéreuse solitaire

position 	 et de vitesse (d	=d�), oscillant dans un potentiel V (	). Il est aisé de véri�er

à partir de l�équation (4.2.6) que V (	) et dV (	)=d	 sont nuls en 	 = 0. Les conditions

d�existence d�une solution en onde solitaire de l�équation (4.2.5) peuvent alors être énoncées

comme suit : (i) [d2V (	)=d	2]	=0 < 0 (on dit alors que le point �xe à l�origine est instable),

(ii) 	 admet un extremum non nul noté 	m tel que V (	m) = 0, (iii) V (	) < 0 lorsque

	 varie de 0 à 	m. L�analyse numérique de (4.2.6) pour di¤érentes valeurs de M montre

que le potentiel de Sagdeev ne pourra jamais s�annuler pour toute valeur de 	 > 0 et M >

1, écartant ainsi la possibilité d�existence des solitons acoustiques poussiéreux compressifs

(	 > 0). Cependant, une analyse similaire indique que des solitons de raréfaction à potentiel

négatif (� < 0) existent. Des ondes acoustiques poussiéreuses solitaires d�amplitude �nie

existent pour 1 < M < 1:58.

4.2.2 Analyse des conditions d�existence à l�aide d�un réseau de

neurones

Supposons maintenant que le système dynamique précédent ne soit pas intégrable, c�est à

dire qu�il n�est pas possible de trouver l�expression analytique explicite du pseudo-potentiel

V (	) (4.2.6). Approchons alors le membre de droite de l�équation de Poisson (4.2.3) en

l�écrivant sous la forme

d2	

d�2
=

Mp
M2 + 2	

� exp(�	) '
N=5X
i=1

!ifi (4.2.7)

où

fi = f (	=�i) =

�
1� 	

2

�2i

�
exp

�
� 	

2

2�2i

�
(4.2.8)

représente l�ondelette "Chapeau-Mexicain" et la sommation porte sur le nombre de neurones.

!i et �i désignent, respectivement, le poids et le paramètre échelle dont les valeurs sont

obtenues grâce au schéma d�apprentissage construit précédemment. Sachant que

d2	

d�2
= �dV

d	
(4.2.9)
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4.2. Onde acoustique poussiéreuse solitaire

nous obtenons aisément l�expression approchée de V (	) suivante

V (	) ' �
N=5X
i=1

!i	exp
�
�	2=2�2i

�
(4.2.10)

Dans le but d�obtenir la meilleure approximation possible et de voir dans quelle mesure celle-

ci dépend du domaine d�approximation, nous avons choisi d�entreprendre un apprentissage

sur trois domaines proches mais quelque peu di¤érents, à savoir, 	 = [�1:1; 0], [�1:12; 0] et

[�1:124; 0]. Pour amorcer le processus d�apprentissage, les valeurs des paramètres d�échelle

sont initialisées à 1, 2, 5, 8 et 20. Nos résultats sont alors résumés dans les trois tableaux

suivants:

Intervalle 1, 	 = [�1:1; 0]

i 1 2 3 4 5

!i 1117.39 1097.95 -5361.85 -970.38 4117.03

�i 3.36277 3.36377 5.34902 8.00071 20.0074

Intervalle 2, 	 = [�1:12; 0]

i 1 2 3 4 5

!i 888.593 873.311 -4239.89 -779.509 3257.68

�i 3.37317 3.37417 5.35283 8.00076 20.0075

Intervalle 3, 	 = [�1:124; 0]

i 1 2 3 4 5

!i 886.965 873.357 -3974.27 -862.61 3076.75

�i 3.4936 3.4946 5.40501 8.0007 20.0089

et représentés sur la �gure 36.
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4.2. Onde acoustique poussiéreuse solitaire

Figure 36: Pseudo-potentiel associé à l�onde acoustique poussiéreuse avec M = 1:5. Trait

plein: expression exacte. Tirets: intervalle 1. Pointillés: intervalle 2. Tirets-pointillés:

intervalle 3.

Celle-ci montre les pro�ls du pseudo-potentiel approché et celui exact tracé à partir de

l�expression (4.2.6). L�accord est quelque peu remarquable dans la mesure où les résultats

de l�intervalle 2 (pointillés) prévoient l�existence d�une structure solitaire qui possède les

mêmes propriétés intrinsèques que celle associée au pseudo-potentiel exact dont l�expression

est donnée par la relation (4.2.6): même profondeur du puits et même point d�intersection

avec l�axe des potentiels 	. Rappelons que la profondeur du puits et le point d�intersection

du pseudo- potentiel avec l�axe-	 traduisent, respectivement, la largeur de la structure

solitaire ainsi que son amplitude. Par commodité, nous reproduisons, sur la �gure 37, les

pro�ls du pseudo-potentiel exact ainsi que de celui que l�on peut construire à partir des

résultats de l�approximation associée à l�intervalle 2.
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4.3. Onde solitaire dans un plasma complexe à charge variable

Figure 37: Pseudo-potentiel associé à l�onde acoustique poussiéreuse avec M = 1:5. Trait

plein: expression exacte. Pointillés: intervalle 2.

L�intérêt d�une telle approximation est à rechercher du coté expérimental. Rappelons que

lors des expériences sur les plasmas de laboratoire, l�opérateur, à travers une série de mesures

de sonde, n�a accès, généralement, qu�aux di¤érentes températures des espèces de particules

présentes dans le plasma ainsi qu�aux pro�ls de leurs densités respectives. Il devient alors

possible, en procédant de la même manière que précédemment, de prédire l�existence ou non

d�une structure solitaire lorsque les paramètres du plasma sont, à priori, connus.

4.3 Onde solitaire dans un plasma complexe à charge

variable

Le modèle de plasma précédent appartient à la classe des systèmes intégrables dans la mesure

où les expressions analytiques de leurs pseudo-potentiels peuvent être obtenues de manière

exacte. Cette classe englobe, entre autres exemples, l�équation classique de Korteweg-de
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4.3. Onde solitaire dans un plasma complexe à charge variable

Vries (K-dV), l�équation de Korteweg-de Vries modi�ée (mK-dV) ainsi que l�équation non

linéaire de Schrödinger (NLSE). Il n�en est plus de même lorsqu�il s�agit, par exemple, de

l�équation K-dV à coe¢ cients variables et, dans ce cas là, un traitement perturbatif, un

développement en séries de puissances ou encore une intégration numérique s�avèrent, par-

fois, plus que nécessaires. Les chercheurs ont de tout temps redoublé d�e¤orts dans leur

quête de rendre intégrables des systèmes dynamiques qui ne le sont pas et le sujet reste

toujours d�actualité. Ce problème est, en quelque sorte, l�analogue de celui inhérent aux

systèmes hamiltoniens (et non hamiltoniens) ou encore, à celui relatif aux systèmes à com-

portement chaotique (et régulier). Notre méthode d�approximation peut alors apparaître, à

bien des égards, comme une alternative pour la description de la dynamique d�un système

non intégrable. Pour la mettre en application, nous emprunterons à la physique des plasmas

un modèle de plasma non intégrable en nous inspirant des travaux que nous avons menés

parallèlement à ceux sur l�approximation, les ondelettes et les réseaux de neurones. On se

propose, pour cela, de construire le pseudo-potentiel approché, associé à une onde solitaire

dans un plasma complexe contenant des grains d�impureté à charge variable dont une frac-

tion est piégée dans les gradients du potentiel de l�onde solitaire. Mais que veut dire plasma

complexe?

A ce propos, rappelons que la dé�nition d�un plasma à deux composantes (électrons et

ions) telle qu�énoncée au début de ce chapitre peut s�avérer, pour plusieurs raisons, incom-

plète et restrictive. En e¤et, un plasma réel contient toujours une composante additionnelle

d�impuretés chargées communément appelées poussières[68]. La présence de ces extra par-

ticules chargées positivement ou négativement (selon les conditions de leur environnement)

et de taille micrométrique ou sub-micrométrique rend la nature du plasma beaucoup plus

complexe. Un plasma complexe est un gaz de basse température, complètement ou par-

tiellement ionisé comprenant des électrons, des ions et une composante additionnelle de

grains de poussière chargés et extrêmement massifs. Les plasmas complexes sont aussi

bien présents dans le milieu interplanétaire que dans les queues et chevelures des comètes,

les anneaux planétaires, les boucles solaires et les nuages moléculaires interstellaires. La
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présence de grains de poussière d�origine météoritique a d�ailleurs été détectée dans la mé-

sosphère terrestre à des altitudes allant de 80 à 100 km grâce à des mesures directes de

sonde. Au vu des nouveaux phénomènes qu�ils introduisent et font intervenir, tels que la

�uctuation de la charge électrique, l�appauvrissement électronique et la dissipation anor-

male de l�énergie, ces grains de poussière massifs et hautement chargés peuvent modi�er les

propriétés intrinsèques du plasma traditionnel à deux composantes. Un grain d�impureté

immergé dans un plasma acquiert une charge électrique qui peut valoir plusieurs milliers de

fois celle de l�électron. La charge du grain de poussière provient généralement d�un concours

de plusieurs processus physiques telles que la collection des électrons et des ions du plasma

ambiant, l�émission photo-électronique dans les milieux radioactifs, l�émission électronique

secondaire, l�émission par ions énergétique,...etc. Dans les plasmas de laboratoire de basses

températures, la collection des électrons et des ions semble être le mécanisme de charge le

plus dominant.

4.3.1 Modèle théorique et équations de base

Considérons un plasma non magnétisé composé d�électrons, d�ions à charge positive et de

grains d�impuretés (ou poussières) de densités ne, ni, et nd, respectivement. Les grains de

poussière sont supposés être des sphères de rayon r, de même masse md et de même charge

électrique négative qd = �eZ, où Z représente le nombre de charge. Sur une échelle tem-

porelle caractéristique du mouvement des grains de poussière (massifs et relativement lents),

les électrons et les ions peuvent être supposés en équilibre thermodynamique (distribués selon

la loi de Maxwell-Boltzmann). Leurs densités numériques (nombre de particules par unité

de volume) sont alors données par[63]

nj = nj0 exp

�
�qj�
Tj

�
(4.3.1)

où j = e, i dénote, respectivement, les électrons et les ions, � représente le potentiel élec-

trostatique, qj=e;i = �e les charges électriques et Tj les températures. L�indice 0 indique

des quantités à l�équilibre (� = 0). Les grains de poussière, dont une partie est piégée dans
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le potentiel de l�onde, sont modelisés grâce à la fonction de distribution, dite de Schamel,

suivante[69]

fd = fdf + fdt (4.3.2)

où

fdf (x; vd) = nd0

�
md

2�Tdf

�1=2
exp

 
�
mdv

2
d=2� e

R �
0
Zd�

Tdf

!
pour jvdj �

s
2e
R �
0
Zd�

md

(4.3.3)

fdt (x; vd) = nd0

�
md

2�Tdf

�1=2
exp

 
��
mdv

2
d=2� e

R �
0
Zd�

Tdf

!
pour jvdj �

s
2e
R �
0
Zd�

md

(4.3.4)

L�indice f (t) représente la contribution des grains de poussière libres (piégés). � est un

paramètre déterminant le nombre de grains de poussière piégés et sa valeur est dé�nie

comme étant le rapport de la température des grains libres Tdf sur celle des grains piégés

Tdt, i.e., j�j = Tdf=Tdt. Le paramètre de piégeage � permet l�introduction de di¤érentes

températures dans la fonction de distribution des vitesses du grain de poussière, � = 0 (ou 1)

correspondant à une fonction de distribution en forme de plateau (ou Maxwellienne). Notons

qu�un trou dans la région de piégeage, correspondant à un dépeuplement ou appauvrissement

en particules piégées, est représenté par les valeurs négatives de � (fonction de distribution

de type vortex). En intégrant la fonction de distribution (4.3.2) précédente sur tout l�espace

des vitesses, nous obtenons pour � < 0

nd (�) =

Z +1

�1
fd (x; vd) dvd = nd0

�
exp

�
� �

Tdf

�
erf c

�r
� �

Tdf

�
+

2p
���

W
�r

�
�

Tdf

��
(4.3.5)

où � = �e
R �
0
Zd� etW(x) est l�intégrale de Dawson dé�nie parW(x) = exp (�x2)

R x
0
exp (t2) dt.

L�équation de Poisson peut alors s�écrire sous la forme (pour � < 0)

d2	

dX2
= exp (	)� f exp (��	) + (f � 1)

Qd0
QdNd (4.3.6)

où

Nd = nd=nd0 = exp (�
�) erf c
�p

�
�
�
+

2p
���

W
�p

�
�
�

(4.3.7)
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d�

dX
= Qd

d	

dX
(4.3.8)

f = ni0=ne0, � = Te=Ti et 
 = rT 2e =e
2Tdf . Le système de variables adimensionnelles suivant

	 =
e�

Te
, � =

e2

rT 2e
�, X =

x

�De
, Qd =

eqd
rTe

(4.3.9)

a été introduit et �De = (Te=4�ne0e2)
1=2 représente la longueur de Debye électronique. La

condition de quasi-neutralité de la charge électrique requiert ne0 � ni0 + Z0nd0 = 0.

Dans le modèle standard de la sonde électrostatique appliqué au grain de poussière[70],

la charge électrique du grain provient essentiellement de la collecte des électrons et des ions

du plasma de base. Par conséquent, la charge du grain poussière qd = �eZ est déterminée

de manière self-consistante par

vd
dqd
dx

= Ie + Ii (4.3.10)

En réalité, l�équation précédente traduit le principe de conservation de la charge électrique.

Ie et Ii représentent, respectivement, les courants de charge électronique et ionique et sont

dé�nis par[70]

Ij = �r
2qj (8Tj=�mj)

1=2 njWj (4.3.11)

où r << �e représente le rayon du grain de poussière et mj=i;e les masses. Pour qd < 0,

nous avons[71, 72]

We = exp (eqd=rTe) (4.3.12)

et

Wi = 1� eqd=rTi (4.3.13)

Les grains de poussière sont initialement accélérés à une vitesse vd0 grâce à un faible champ

électrique. Par conséquent, nous obtenons à partir de l�équation de conservation du nombre

de particules, après intégration, la relation

ndvd = nd0vd0 (4.3.14)

En réarrangeant les termes de l�équation (4.3.10), nous obtenons l�équation de la charge

adimensionnelle suivante

dQd
dX

= kNd

�
� exp (	 +Qd) +

r
�

�
f exp (��	) (1� �Qd)

�
(4.3.15)
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où

k =

s
2ne0e2r2

mev2d0
(4.3.16)

et � = me=mi. L�équation (4.3.15) est une équation dynamique additionnelle couplée aux

autres équations du plasma à travers les courants de charge. La charge électrique du grain de

poussière devient alors une nouvelle variable dynamique couplée de manière self-consistante

aux autres variables dynamiques du plasma telles la densité numérique des particules et

le potentiel électrostatique. A l�équilibre et en l�absence de toute perturbation (	 = 0),

l�équation (4.3.15) requiert

f =

r
�

�

exp (Qd0)

1� �Qd0
(4.3.17)

Dans la simulation numérique qui va suivre, la valeur de f est déduite à partir de la relation

(4.3.17) ci-dessus, tandis que les valeurs des autres paramètres sont préalablement dé�nies.

4.3.2 Analyse des conditions d�existence par la méthode du pseudo-

potentiel

En multipliant chaque membre de l�équation de Poisson (4.3.6) par d	=dX et en intégrant

une fois, nous obtenons la quadrature suivante

1

2

�
d	

dX

�2
+ V (	) = 0 (4.3.18)

où V (	) représente le pseudo-potentiel ou potentiel de Sagdeev[67] et est donné par

V (	) = � exp (	)� f
�
exp (��	)� (f � 1)

Qd0

Z 	

0

QdNdd	+ 1 +
f

�
(4.3.19)

Le temps caractéristique du mouvement du grain de poussière est de l�ordre de dizaines

de millisecondes alors que son temps de charge est typiquement de l�ordre de 10�8 s. Le

déplacement du grain de poussière est donc négligeable devant l�échelle spatiale du problème.

Par conséquent, le processus de charge peut être traité comme un phénomène local et le

terme convectif de l�équation (4.3.15) peut être négligé. Nous obtenons alors la relation

Ie + Ii ' 0 (4.3.20)
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à partir de laquelle nous établissons l�expression de la charge du grain suivante

Qd = �Lambert
�
exp [	 (1 + �) + 1=�]

p
��f

�
+
1

�
(4.3.21)

La fonction de Lambert[73], appelée aussi fonction omega, est la fonction inverse de y = xex

et certains problèmes bien connus en électrostatique et en mécanique quantique peuvent

être traités avec une grande aisance en l�utilisant. Lambert(x) est réelle pour x � �1=e et il

est aisé de véri�er que l�argument exp[	(1+�)+1=�]p
��f

[voir équation (4.3.21)] est toujours positif.

L�énergie potentielle � est alors donnée par

� =

	Z
0

Qdd	 =

1

2 (1 + �)

�
Lambert2 [exp (1=�) =

p
��f ]� Lambert2 [exp (�	+	+ 1=�) =p��f ]

	
+

1

(1 + �)
fLambert [exp (1=�) =p��f ]� Lambert [exp (�	+	+ 1=�) =p��f ]g+ 	

�

(4.3.22)

A l�instar de la section précédente, on se propose maintenant d�approcher le terme

QdNd =

�
�Lambert

�
exp [	 (1 + �) + 1=�]

p
��f

�
+
1

�

�
�
exp (�
�) erf c

�p
�
�

�
+

2p
���

W
�p

�
�
��

(4.3.23)

en l�écrivant sous la forme

QdNd =

�
�Lambert

�
exp [	 (1 + �) + 1=�]

p
��f

�
+
1

�

�
�
exp (�
�) erf c

�p
�
�

�
+

2p
���

W
�p

�
�
��

=

N=5X
i=1

!ifi (4.3.24)

où

fi = f (	=�i) =
1

1 + exp (�	=�i)
(4.3.25)

représente la fonction Sigmoïde et la sommation porte sur le nombre de neurones. !i et �i

désignent, respectivement, le poids et le paramètre d�échelle dont les valeurs sont obtenues

93



4.3. Onde solitaire dans un plasma complexe à charge variable

grâce au schéma d�apprentissage construit précédemment. Nous obtenons alors

V (	) = � exp (	)� f
�
exp (��	)� (f � 1)

Qd0

N=5X
i=1

!i

Z 	

0

d	

1 + exp (�	=�i)
+ 1 +

f

�

= � exp (	)� f
�
exp (��	)� (f � 1)

Qd0

N=5X
i=1

!i�i log

�
1 + exp (�	=�i)
2 exp (�	=�i)

�
+

1 +
f

�
(4.3.26)

Pour amorcer le processus d�apprentissage, les valeurs des paramètres d�échelle sont

initialisées à 2, 200, 200, 40000 et 4000. Nos résultats sont alors résumés dans le tableau

suivant

i 1 2 3 4 5

!i �0:6753108 10:8819398 10:88178957 �12:07508619 �12:07508619

�i 1:99999 � 10�5 200 � 10�5 200:001 � 10�5 22 � 10�2 22 � 10�2

et tracés sur la �gure 38. L�accord est plus que remarquable dans la mesure où Vapp

prévoit l�existence d�une structure solitaire (�gure 39) dont l�amplitude et la largeur sont

quasi-similaires à celles de la structure solitaire que nous obtenons par intégration numérique

de l�équation (4.3.6) et en faisant appel aux relations (4.3.7), (4.3.21) et (4.3.22) (voir �gure

40). Il serait peut être utile de noter que le graphe en tirets (voir �gure 40) a été obtenu

en implémentant directement l�expression approchée (4.3.24) dans le programme numérique

qui nous a permis de résoudre l�équation de Poisson (4.3.6). Par ailleurs, la même approche

peut être utilisée pour di¤érentes valeurs des paramètres de notre modèle de plasma. Notons

en�n qu�il est toujours possible de procéder de la même manière que précédemment pour

étudier d�autres systèmes non intégrables.
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Figure 38: Pseudo-potentiel approximé associé à l�onde solitaire avec �d = �0:9,

Qd0 = �1:5, Te = 1eV, � = 10, Tdf=Ti=10 et rd = 0:1�m.

Figure 39: Structure solitaire obtenue à partir du pseudo-potentiel approximé.
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Figure 40: Structure solitaire obtenue à l�aide de l�intégration numérique des équations de

base sans approximation (trait plein) et celle obtenue en utilisant l�approximation (tirets).

Intéressons nous maintenant au cas des faibles amplitudes. A partir de l�équation

(4.3.20), il est possible d�établir la relation transcendantale suivante

(1 + �)	 = ln

�
1� �Qd
1� �Qd0

exp (Qd0 �Qd)
�

(4.3.27)

En négligeant les termes d�ordre 0 (��1), la relation précédente devient

�	 = Qd0 �Qd + ln
Qd
Qd0

(4.3.28)

En supposant que la variation relative de la charge du grain de poussière est su¢ samment

petite

ln
Qd
Qd0

' (Qd �Qd0) =Qd0 (4.3.29)

nous obtenons
Qd
Qd0

= 1� �	

Qd0 � 1
(4.3.30)

En utilisant les équations suivantes

QdNd = Qd0

�
1� �	

Qd0 � 1

��
exp (�
�) erf c

�p
�
�

�
+

2p
���

W
�p

�
�
��

(4.3.31)
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� =

Z 	

0

Qdd	 = Qd0

�
	� �	2

2 (Qd0 � 1)

�
(4.3.32)

Nd = 1� 
Qd0	+
4 (1� �)
3
p
�


Qd0
p
�
Qd0	3=2 +


Qd0
2

�
�

Qd0 � 1
+ 
Qd0

�
	2 + 0

�
	5=2

�
(4.3.33)

il devient alors possible d�établir l�expression, en faible amplitude, du pseudo-potentiel V (	)

suivante

V (	) = A1	
2 + A2	

5=2 + 0
�
	3
�

(4.3.34)

où

A1 =
1

2

�
(f � 1) 
Qd0 +

(f � 1)�
Qd0 � 1

� 1� f�
�

A2 =
8 (� � 1)
15
p
�

(f � 1) 
Qd0
p
�
Qd0 (4.3.35)

La solution de l�équation

1

2

�
d	

dX

�2
+ A1	

2 + A2	
5=2 = 0 (4.3.36)

est alors donnée par

	(X) =

�
2
A1
A2

�2
sec h4

"r
�A1
8
X

#
(4.3.37)

Celle-ci représente une solution solitaire de faible amplitude à condition que

f � 1
1 + f�

�

Qd0 +

�

Qd0 � 1

�
< 1 (4.3.38)

La solution solitaire (4.3.37) di¤ère du soliton, dit de Korteweg-de Vries, suivant

	(X) = 	M sec h
2

"r
1

6
	MX

#
(4.3.39)

de par la puissance et l�argument de la fonction Sech. Dans le but de mieux asseoir et

étayer les di¤érences entre les solutions solitaires (4.3.37) et (4.3.39), nous avons décidé de

procéder à un apprentissage en faisant appel au réseau de neurones déjà établi[18]. Les

�gures 41 et 42 illustrent l�évolution de Log2(�i) pour (4.3.39) (�gure 41) et (4.3.37) (�gure

42). En l�absence des particules piégées (�gure 41), l�évolution des paramètres d�échelle �i
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exhibe un comportement très intéressant. Une tendance à la fusion, similaire à celle déjà

rapportée dans les chapitres précédents, entre �1, �2, et �3 est alors observée. Cette ten-

dance (au merging) disparaît en présence des particules piégées comme l�indique la �gure 42

où les �i, au terme d�un accroissement itératif, se maintiennent à des valeurs constantes. Ce

phénomène peut alors être attribué à la saturation produite, de concert, par les processus

de charge et de piégeage du grain de poussière. On peut alors établir une certaine analogie

avec le travail de Buti[74] qui a montré qu�une petite fraction de grains de poussière chargés

peut éliminer le chaos généralement observé dans les systèmes Alfvéniques non dissipat-

ifs. Expérimentalement (où un ensemble de données est générée), l�existence ou non du

phénomène de fusion peut, dans une certaine mesure, nous renseigner sur l�existence ou non

des particules piégées résonantes. Rappelons que des fonctions de distribution électronique

en forme de plateau, caractéristiques de la présence des électrons piégés, sont généralement

observées dans les expériences portant sur l�onde acoustique ionique.
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Figure 41: Tracé de Log2 (�i) en fonction du nombre d�itérations dans le cas

F (X) = sech2 (X).

Figure 42: Tracé de Log2 (�i) en fonction du nombre d�itérations dans le cas

F (X) = sech4 (X).
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Les travaux présentés dans cette thèse ont porté sur l�application des réseaux de neurones-

ondelettes à l�approximation de tâches et à l�analyse de certaines oscillations localisées as-

sociées à deux modèles de plasmas dont l�un appartient à la classe des problèmes non

intégrables. De nos jours, ces réseaux sont perçus comme un puissant outil pour développer

des solutions alternatives de plus en plus e¢ cientes.

Dans un premier temps, la technique de l�analyse en ondelettes a été présentée de manière

succincte. Une description des réseaux connexionnistes a ensuite été donnée. Un aperçu sur

l�apprentissage de ces modèles ainsi que les méthodes d�apprentissage qui s�appuient sur la

rétropropagation de l�erreur ont été alors rapportés. Nous avons, par la suite, dégagé les

propriétés spéci�ques aux réseaux de neurones qui sont à l�origine de leur intérêt pratique

toujours croissant. Nous avons alors présenté une méthodologie pour l�application et la mise

en oeuvre de ces techniques neuronales. Cette partie s�est achevée par une revue générale

des domaines d�applications.

Les capacités des réseaux d�ondelettes ont été étudiées sur des problèmes d�approximation

de fonctions. En particulier, nous avons montré, à travers une étude systématique, les per-

formances des réseaux d�ondelettes. Nous avons alors pu situer les capacités de tels réseaux

relativement à deux autres modèles connexionnistes bien connus: les perceptrons multi-

couches et les réseaux à fonctions radiales. Bien qu�il semble di¢ cile de conclure de manière

dé�nitive quant aux mérites des di¤érents réseaux, nos résultats ont clairement plaidé en

faveur des réseaux d�ondelettes tenant compte des deux paramètres structurels des fonc-

tions utilisées (les translations et les dilatations). En e¤et, nous avons noté que l�erreur

sur l�approximation converge rapidement vers une valeur faible lors de la prise en compte

des deux paramètres des ondelettes dans l�apprentissage du réseau utilisé. Cette conver-

gence est vraisemblablement liée à la convergence des paramètres de translation des cellules

cachées. On comprend alors le comportement de l�algorithme d�apprentissage consistant en

fait à "aligner" les centres des fonctions de base sur les extremas de la fonction à approcher.

Les paramètres de dilatation sont ensuite modi�és de manière à améliorer l�approximation

fournie. Ce phénomène est principalement dû à l�utilisation de modèles à fonctions lo-
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cales pour l�approximation de fonctions présentant des variations ou oscillations localisées.

D�ailleurs, ce sera souvent le cas des fonctions réelles qui sont généralement dé�nies par un

ensemble d�apprentissage. En e¤et, en dehors du domaine couvert par le vecteur d�entrée,

ne disposant pas d�informations sur la fonction, on peut supposer que ses variations sont

locales. Nous avons également pu tester les performances d�un algorithme du second ordre

couramment utilisé: l�algorithme BFGS. Ce dernier a pu réduire considérablement l�erreur

commise sur l�approximation. Ceci laisse encore augurer des améliorations possibles qui

pourraient être apportées par d�autres algorithmes plus performants. Par ailleurs, nous

avons clairement démontré que la tendance à la fusion des paramètres d�échelles au cours

du processus d�apprentissage donne lieu à de nouvelles tâches élémentaires correspondant

aux dérivées de la fonction d�activation relativement au paramètre d�échelle. Nous avons

alors noté que pour les tâches qui exhibent un tel comportement, l�approximation de la

fonction peut être légèrement améliorée et le temps d�apprentissage considérablement ré-

duit en implémentant directement les tâches élémentaires ainsi que leurs dérivées dans la

base fonctionnelle. Dans le but de mettre en oeuvre les techniques d�approximation dévelop-

pées ci-dessus, il nous a semblé nécessaire de montrer à travers un problème physique bien

déterminé la validité d�une telle approche en empruntant à la physique des plasmas deux

modèles non linéaires. Pour cela, nous avons choisi d�analyser les conditions d�existence

des structures localisées (ondes solitaires) associées à deux modèles de plasma di¤érents

dont l�un appartient à la classe des systèmes non intégrables. Cette partie nous a permis

de construire le pseudo-potentiel correspondant à un système dynamique non intégrable.

Notre méthode d�approximation peut alors apparaître, à bien des égards, comme une alter-

native, certes perfectible mais �able, pour la description de la dynamique d�un système non

intégrable.

Di¤érentes applications peuvent tirer pro�t du phénomène de fusion (merging) observé

lors de notre investigation. En réalité, pour les systèmes biologiques, la diversi�cation

des neurones entre tâches élémentaires et leurs dérivées pourrait constituer des concepts

pouvant revêtir un intérêt certain. En e¤et, le système visuel par exemple est constitué
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de capteurs qui sont les yeux, du nerf optique qui assure la liaison entre les capteurs et le

cerveau et du cortex visuel qui assure une partie importante du traitement de l�information

visuelle. Les fonctions de l�oeil sont au nombre de deux: la vision et le regard. Ce dernier

étant un mouvement de poursuite oculaire, donc faisant intervenir la notion de vitesse,

une analogie pourrait, dans une certaine mesure, révéler l�existence probable de cellules

particulières dérivées dans le réseau responsable de la fonction regard. En e¤et, de nos jours,

ce n�est plus le paradigme neurobiologique qui contribue au développement des réseaux de

neurones. Au contraire, ce sont les réseaux de neurones formels qui contribuent, de plus en

plus fréquemment, à la compréhension des systèmes nerveux vivants, car ils constituent des

outils précieux pour en construire des modèles, simples mais utiles. Il y�a là un champ de

recherche fascinant, complètement ouvert.

Par ailleurs, ce phénomène de fusion nous a permis de conclure quant à l�existence (ou

non) des particules piégées résonantes. Une identi�cation dynamique nous a alors permis

de distinguer entre di¤érents types de structures solitaires.

Les perspectives du présent travail de recherche sont nombreuses. On se propose à

l�avenir d�étendre notre analyse au cas multi-dimensionnel. Par ailleurs, il serait intéres-

sant de considérer un problème de modélisation d�un phénomène physique complexe en

faisant appel à des réseaux à plusieurs entrées et plusieurs couches cachées. L�utilisation de

réseaux bouclés nous permettront de décrire la dynamique d�un système physique donné en

faisant appel, à titre d�exemple, à l�équation de Du¢ ng. Il serait également souhaitable de

considérer d�autres systèmes non intégrables.

Finalement, nous pouvons a¢ rmer (et c�est là une intime conviction), que dans un avenir

très proche, on peut s�attendre à ce que les architectures parallèles soient généralisées. Ces

dernières constitueront probablement la première génération de neuro-ordinateurs. Ainsi,

les réseaux de neurones, dotés peu à peu de supports matériels de plus en plus adaptés et

puissants, mieux étudiés et mieux connus, deviendront une véritable technologie nouvelle.
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