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Chapitre 1

Introduction

Soit :
dan dnil
o +anilw + i+ ag

Un op§rateur di®§rentiel lingaire p coe=xcients analytiques au voisinage de z§ro
dans C:

D =an

B.Malrange g prouv§ dans [M74] que D agissant comme §tant un op§rateur
dif§rentiel lin§aire dans I'espace des s§ries formelles C et sur le sous espace des s§ries
convergentes CTxg est g indice et il a donn§ les valeurs de ces indices.

Rappelons qu‘un endomorphisme:
D: E;jY E
D'un espace vectoriel E est p indice si
dimgkerD <+1 et dimgCokerD < L
Et on noteson indice par le nombre :
A(D;E) =dimckerD j dimcCokerD
Ensuite J-P.Ramis p prouv§ dans [R84] des r§sultats similaires dans les espaces
CI[[X]]; des stries convergentes de type Gevrey d'ordre s et dans les sous espaces C[[X]]s.c+
et C[[X]]s.c: des sHries de type supgrieur ou infarieur g C, 8s > 0:
Rappelons que:
Clixls =.[, Clllsc Cli¥lse+ =\, Clilcrr et CliXllses =,
CliXls.c i+
Ou
CliXllsc =F Po anX" 2C[[X]] =9K =>0;8n _ 0;janj - K(nH)SC"sg
n,
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Ses m§thodes sont relifes g I'analyse fonctionnelle et les perturbations compactes
des op$rateurs.

Juste aprgps, Deligne sugggre dans la lettre g J-P.Ramis [D86] que I'ensemble les
points singuliers d'un op§rateur di®§rentiel peut se d§crire avec des espaces convenables
§quipls avec un faisceau qui prend en consid§ration la croissance ou la d§croissance des
classes d'expenentielles des solutions de I'op§rateur dans chaque direction autour de
I'origine.

Dans le prfisent travail, on va §tudier le faisceau de Deligne avec une application
aux th§orgmes d'indices comme suit:

On commence par des pr8liminaires dans le premier chapitre, sur les op§rateurs
di®rentiels, les espaces Gevrey d'ordre s gBn§ralisis et quelques th§orgmes de base.

Ensuite dans le deuxipme chapitre ,on dficrit le faisceau de Deligne F associ§ g
un point singulier-notre cas est I'origine et on montre que I'opfrateur D est un
isomorphisme de H'(U;F);8i_1.

Lorsque U est un petit secteur (th§orpme 2.1) et on introduit la notion des gros
points singuliers avec quelques remarques.

Dans le troisipme chapitre ,on d§veloppe une méthode d*alggbre homologique pour
gtablir les th§orpmes d'indice pour D sur les petits secteurs , petits disques, tores et
multisecteurs et on les gBn§ralise sur les grands sous- ensembles par la technique de
Mayer Vietoris.

On dficrit le faisceau F* dans le quatrigme chapitre ,et on applique la technique
developp§ie dans le chapitre priicidant pour prouver les thforpmes d'indices dans cet
espace, en particulier ,dans les espaces C[[X]],; C[[x]](s) et C[[X]ls.cs:

Finalement , on dfcrit le faisceau F¥op k= (kq;kauiiiiiike) pour appliquer la

technique priicidente et calculer I'indice sur I'espace des s§ries multisommables.



Chapitre 2

Pr8liminaire:

Dans ce chapitre on va rappeler quelques d§ nitions et rfsultats de base de
la th§orie locale des §quations di®§rentielles lin§aires.

On xe un op§rateur di®§rentiel lingaire :

Ou les aj sont des fonctions analytiques au voisinage de zfro .
Il est pr§f§rable de consid§rer un systgme di®§rentiel au lieu d'une $®quation
di®frentielle.

2.1 Equation di®frentielle- Systame di®§rentiel:

L'§tude des §quations di®§rentielles linfaires p coexcients analytiques est §quivalente

p celle des systamesdi®§rentiels linfaires d'ordre un g coezxcients m§romorphes .

Rappelons qu'on passe facilement d'une §quation (E) :

d" d
(E) : a"dx?'/ +onnnnninn+ ald_z/( +ap=0:
p son systame compagnon
dy
¢ & =AY:



Ou: A=

En prenant pour inconnue:

2 3
y

dy
Y= dx

njl

gx”i¥
Rficiproquement , on peut passer d'un systame p une $quation en ra-
menant le systame g la forme compagnon,et ceci peut se faire par le changement

lingaire d'inconnue d§ ni comme suit :

Y i1 MY:

g coe=cients m%romorphes, c'est-p-dire :
-
M 2 GL(n; Cfxg % )

2.1.1 Point singulier et point ordinaire:

le point Xo =0 est un point singulier d'un systame ¢ si c'est un poble de
I'un au moins des coeZcients de la matrice A:

lorsque le point xo =0 n'est pas singulier on dit qu'il est ordinaire.



2.1.2 Point singulier regulier:

le point xo =0 est un point singulier rfgulier du systeme 4 si A posspde
un péle p
I'origine et si 9 P (n£ n)matrice inversible p coezcients m§romorphes g

I'origine telle que :
PilAP j P ilp?
posspde au plus un podle d'ordre un.

Sile point xo=0 est un point singulier r§gulier du systame , alors toute
solution sfrie

formelle du systpme est convergente.

Thorme 1

Si le point Xp =0 estun point singulier rfgulier , alors il existe une solution

fondamentale de la forme :

Y = F()x-

ou: L est une matrice constante et F(X) est une matrice

inverssible g coezcients m§romorphes g I'origine.

Les autres solutions fondamentales sont de la forme :
Z(X) =Y (X)C:

ou C est une matrice constante inverssible.



2.1.3 Point singulier irr§gulier::

Si le point Xo = 0 n'est ni un point ordinaire ni un point singulier r§gulier, on dit que

c'est un point singulier irr§gulier.

Thorme 2 (poincar§- Fabry):

Tout systame di®frentiel linfaire admet une solution fondamentale de la forme:

1
¥ =4 poxte T = Agytte T
avec: tV=x v2N)
Q =diag(qy; =nnign) o @i 2 tilc =

A:est une matrice inversible p coezcients s§rie formelle.

L: (n£ n) matrice constante.

2.2 Invariants formels:

2.2.1 Forme normale:

On appelle forme normale d'un systame
dy

— =AY
dx
le systpme:
dy
— =AY
dx 0
Dont la solution fondamentale est de 1 la forme:
Yo = XI_eQ(;)

Ou L et Q sont df nies dansle th§orpme précEdent .

De plus, on peut choisir L et Q simultan§ment df§composfies en somme
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directe de blocs diagonaux:

L= e et 0= QO
. 1-i-n 1-i-n
Sachant que les g; qui se trouvent dans les mémes blocs sont soit tous nuls

; soit de méme degr§ ,

bien que la forme normale ne soit pas unique, lesq; etles blocs de Jordan
de L sont uniques . Ainsi, ils fournissent un ensemble complet d'invariants

formels.

2.3 Rami cation :

On diraque le systeme ¢ appartient au cas sans rami cation si les
1 1 —
polynémes qj(;) de Q(T) sont non rami es (v=1):
Et on dira que le systeme ¢ appartient au cas avec rami cation [t]

si Q contient au moins unpolyndbme rami e q: (v>1). le plus petitv est

appel§ degr§ de rami cation.

Si le degr§ de cette rami cation est:

p tel que .(t=xiP);
1

. — 1 1
alors Q contient les p polynémes rami es : q(;), q(m)., ....... , q(m)

avec méme ordre de multiplicit§s.

Les degr§s des polyndmes @ non nuls par rapport g 1=x sont appel§s les
niveaux de D:
Remarque 1

Les niveaux sont positifs dans le cas sans rami cation et sont des

nombres rationnels positifs dansle cas avec rami cation .

lls sont §xactement les pentes positives du polygone de Newton .

11



Figure 2-1:

2.4 Polygone de Newton :

Etant donn§ une §quation di®%rentielle lin§aire , on Ilui associg son polygone
de Newton de la fason suivante :
Pour chagque monome Xj% apparaissant e®ectivement dans I'§quation
,On marque dans \ le demi- plan” N£Z le point de coordonn§es (i;j i i) .
Le polygone de Newton est I'enveloppe convexe de la famille des deuxigmes

quadrants de sommets chacun des points marquéis
Exemple 1

la singularit§ ( xo =0) de I'fquation (1) est de niveau 1
I'§quation (1) est I'fquation d'Euler :

X*f+y =X 0
On lui associe |I'fquation homorggne:

XY+ +x)uiy=0 (2

Son polygone de Newton est marqu§ dans la gurel.l:

Le degr§ de rami cation p est facile g lire sur le polygone de Newton, c'est
le p.p.c.m des d§nominateurs des pentes non nulles des di®§rents cotfs de ce

polygone , on les note par

12



Par convention si g; estle polynéme nul alors ko =0 (les degr§ls sont ceux
de g; pas de g;j-qp).
Pour un cot§ d'une pente kj de N(D) (polygone de Newton) il y a un K;j
polynéme caract§ristique
Et il y a une correspondance entre les Kj jracines caractgristiques et les
polynémes rami §s de niveaux k;:
Plus pré§cisiment , pour chaque Kj-racine caractfristique ® de multiplicit§

m, ily a m-polynémes rami §s de la forme:

1 i® Ea
=)=—=(1+ ;
1) = g (L +00)
les nombres Jkﬂ sont appelfs K; jconstant caracteristique.
J

2.5 Ph8inom$ne de Stokes:

Les polyndmes rami es gj, jouent un réle fondamental dans le phnomgne de Stokes.

On dit que leurs degr§s sont appelfis les niveaux de D. Les directions pour
lesquelles 1'une des expenentielles e au moins est p d§croissance maximale (le
terme dominant de 1=x est rfel n§gatif) sont appelfes les directions anti-Stokes
du systpme.

Celles pour lesquelles le terme dominant est purement imaginaire sont appelfes
les directions de Stokes.

Les directions de Stokes sont les directions en lesquelles se manifeste le

ph§nomgane de Stokes.

2.6 Espaces des Series Gevrey:
Soit une sfrie formelle

PO 8nx"2C [[x]

n>=

13



Soient s et C>0 , il existe K>0 tel que:
jan) < KC"$(n1)®; 8n _ O:

£

On dira que cette s§rie est Gevrey d'ordre s et d'ordre précis§ (s,C).

On notera:

ClXllsc =T o anxX"=9k > 0;8n _ 0; janj < K"C™(n!)° g
On pose: -0

CIxl=_[ CliXlsc- , ClMl=), Clllsc

C Xl =,), C [, , Clixllss =, ClXllss-

C Dl =\, CXllsicen- , CllXllscs =, L CliMlsc ;-
et

¢ =ClMly: = [ ClxI
Par convention C[[x]] = C[[X]]+1

Pour tout s >0, et C, D préiserve les espaces Gevrey d¥ nis ,sauf I'espace C[[X]];.c

en gfinfiral ..

2.7 Developpements asymptotiques:

Il est bien connu que les solutions formelles de I'fquation Du =0 sont relifies
aux solutions analytiques p travers un d§veloppement asymptotique.
On fait un §clatement r§el du point z§ro dans C, c'et-p-dire, en utilisant les
coordonnes polaires (i;%).
On identi e:
C°=Cjf0g & R=2V,Z£]0; +1[:
avec cette identi cation un secteur ouvert dans C est I'ensemble ouvert .
§=1F(F)=p <p<|retd <<z g
Et un intervalle ouvert 1 de St est | =]us; po[ de longueur I = ju1 i Moj
On introduit maintenant sur S? les faisceaux suivants:
1) On designe par A le faisceau des germes des fonctions analytiques ayant un
developpement asymptotique g I'origine:
pour tout g 2 S, un germe de A @ p est d§ ni par une fonction analytique sur

un secteur ouvert

14



8= I1£]0;r[ tg: p21 et vErifant: -

N 53 z
8N 2N; lim 4 (fF(X)i anx")-=0
xi¥0o X

N n=0

2) Pour tout s, A(s)  est le sous-faisceau de A form§ par les germes vEri ant
localement la condition de d§veloppement asymptotique Gevrey d’ordre k:
- NFPL -
9K;C >0;8N 2N ;-F(X) j anX"- - K(NDSjxjN cNs
n=0

N#icessairement:

=" a2 Cl[X]ls:
n_0

-

3) A <0 est le sous faisceau de A form§ par les germes plats (c'est-p-dire, germes
de d§veloppement asyptotique nuls).

4)  Pour tout k>0, A K est le faisceau des germes des fonctions holomorphes
vEri ant la condition des exponentilles croissantes d'ordre k g I"origine :

9K >;A > 0;jf(X)j - Kexp(ﬁ)

* A - iK est |e faisceau des germes de fonctions holomorphes vEri— ant la condition

des exponentielles dfcroissantes d'ordre k g I'origine:

IK > A>0;jf(x)j - Kexp(:Le)

5) On va encore utiliser les faisceaux A "K' et A - ik d§ nit comme suit:
pour tout k>0:

A~k =lim A "Ki® st un sous faisceau de  AK.
)
Ungerme T2 A ljok' si 9 8 contenant ;92> 0;9 K et C >0 tel que :
8x2 8§ jf(x) <K eXp(E‘E?)
La d§ nition de A-ik"  est obtenue par le changement de k par jk et2 par -2

Notation 1

Etant donn§ un morphisme de faisceaux :
D: H iV #
On note Coker(D;#) le faisceau Conoyau de D. et
ker(D;#) est le noyau de D, par d§ nition

15



ker(D;#) =fy 2 #= Dy =0qg:

C'est-p-dire, les solutions de D, donc on va le note par Sol(D;#) au lieu de
ker(D; #).

Si A* est I'un des faisceaus d§ nis ci-dessus on &crit V# au lieu de Sol(D;#) et
on a I'fgalit§ suivggite:

S voik sik - kg
V'“‘=§v-ikj+1 sikj <k - Kj+1

- 0 si ky<k:

. _1 A —A
dans la suite on va poser s = g et §j = 1= ......

2.8 Th%orgmes de bases : \ cas ou I'ordre k est donng§"

Thorme 3 de Borel-Ritt:(cf [M95], Thm1.1.4.1)

La suite de faisceaux sur S?1:
0jYA<C jT A ¥ C[[x]] i¥0 :

est exacte , opu T est la fonction de Taylor g I'origine.
Thorme 4 de Cauchy-Heine:(cf [M95], Thm1.3.2.1.i et ii)

L application :
HO(SH A= ) i1 HYSHA)
Est I'application nulle.
1-HO (S A=A <) = C[[x]] :

En e®et :d'aprgs la suite exacte :
0§YA<C YA W C[x]]iv¥o0

On a la bijection
A=A <0 ¥ C[[X]]

16



D'ou:

HO(SH A=A =0) "HY(SYCIIXIN)  on HO(S; ClIXI) =C[IX]]

D'ou le r§sultat .o
2.HO(St; A <0) = C[[x]]=Cfxg

En e®et ,d'aprps la suite exacte pricidente,on a la suite de cohomologie suivante:
0i ¥ HOSHA=Y) i ¥ HO(SHA) i ® HOSYHCIKD i HIY(SHASO) 8

Et le th§orgme de Cauchy- Heine implique :

0j ¥ HOSHA =0 §8 HO(SHA) i ¥ HO(SY ClIx]D i HY(SHA) i1 0
k k k
0 Cfxg CIIXI]

D'oy :
H(SH A=) =C[[X]]=Cfxg =

Thorme 5 de Ramis-Sibuya: (cf [M95]Thm 2.1.4.2 ,cor2.1.4.3 et 2.1.4.4.)

Pour tout k=0, I'application :
HI(SLA -iK) § 1 HI(SL A )

est I'application nulle.

Un méme raisonement que le pricgdent donne les r§sultats suivants:
HO(SL A=A k) = HO(S A=A - ik ) = C[[q:

Et
H1(SL; A - ik) = C[[x]],=Cfxg:

Thorme 6 principal d'existence du developpement asymptotique:

17



Les suites de faisceaux sur S1t:
0 IV=0;1 A0 H A<0 ;u0:

Et 8k > 0;

-

0 Y V=kir Ak {1 Ak jEQ:

sont exactes.

La forme classique du th§orgme d'existence du d§veloppement asymptotique
est:
Etant donn$:

f 2 C[[x]|(resp Cl[x]ls) tel que D f =0 ety 2 Slalors il existe un secteur
V =1£]0;r[ avec u2 1 et TF2AV) (resp Ag) (V) ) tel que :

Tf=1f et Df =0 surV:

De plus, il est toujours possible de choisir | centr§ un p et de longueurs é_/i
Lemme 1 de Malgrange:

Pour tout k=0,
H(SL; A -K)=0.
Et la forme faible de lemme est :

HY(SLA ki) =0

Thorme 7 de€S base \cas ou le type ¢ est donnfe™:

+

On va df nir les faisceaux A -kc' et A -ikc

-Un germe de A -Kc¢'  est une fonction f2 A -X¢' telle que ::
9 8 = I£]0; r[un secteur ouvertet o 2 1;92> 0 et K > 0 telle que:

8x 2 § ;jf(X)j - Kexp(;’—)(;l.é):

Un germe de A ~ikKe* g o est une fonction f 2 A - ikc* telle que:
9 8 = I£]0; r[un secteur ouvertet o 2 1;92> 0 et K > 0 telle que:

8x 2 § ;jf(x)j - Kexp %):

18



Les th§orpmes de base rappelfis plus haut peuvent étre remplac§s par laproposition
suivante :
Pour tout k=0, c>0on a :
i) la suite:
0§l AT JEAG L, i ClXls;ays i 10

est exacte ou T  est I'application de Taylor

ii) Pour tout k=0, I'application :

HY(SY A ike™) 8 HY(SY Agyayi )
est nulle.

iii) Pour tout k=0, les suites :

08 V<kel ;o A-kel B A-kel uo:
Et 8k > 0;

0¥ V-ike ju A-ike” i A-ike™ 0

sont exactes.

(iv)HL(SL A <kc) =0

19



Chapitre 3

Faisceau de Deligne ¢:

Dans ce chapitre on va supposer que D est singulier g I'origine , et on remplace fOg
par le disque ferm§ X (D'aprs la lettre de Deligne g Ramis 01/86; la taille d'un point)
et on muni X par un faisceau convenable qui nous permet de prendre en consid§ration
le taux de croissance ou dcroissance des solutions de D dans Chaque direction autour
de I'origine .

De plus, I'ensemble des sections globales de ce faisceau sur X est isomorphe p Cfxg.

3.1 Le disque ferm§ X:(cf [D86])

X est I'espace topologique obtenu par la compacti cation de C par le cercle , c'est-p-
dire, X est I'union de C® et S1£]0;+1[ oy C® et SI£]0;+1[ sont identi es par les
coordonn§s polaires ([D.86]).

8 k=0 ;B(0; k) : le disque ouvert de rayan k et de centre 0
B(;k) : lafermeture de B(0;k).

3.2 Le faisceau £ sur Xx:

F est le faisceau correspond au préfausceau F d¥ ni par :
8 k=0, F(B(0; k)) = C[[x]]s s= %
8 1 intervalle de St et 8fk; 0 <& <k:
FOIERRD) = HO(1; A-R=A- ik )

FO£k 1D =Ho(A R )

20



£ est un faisceau de C-alggbre, telle que:
La “bre au dessus de 0 de F: f£,=C[[X]]1L1i:
La restriction au cercle S £ fkg de F est :
Fisteng = A K =A"TK":
De plus:
HO(X;F) = Cfxg
8k = < > OHY(B(O;K); ) = ClIxls-
8k = % > 0:HO(B(0;k); £ ) = C[IXL,
Avec Fon va prouver, en particulier, les th§orpmes d‘indices de D dans les espaces

» Cl[X]ls+; Cl[x]ls: et Cfxg:

3.3 Une section typique def: exp(q(%)):

L'ensemble de d§ nitions de la fonction equ(%) comme etant une section de £ quand
degq = k est un entier (voir Fig2.1)

Le disque B(0; k) est partitionn§ en des secteurs , un secteur : quand expq est §gal
p 0 et l'autre quand expq n'est pas d§ nie .

Le support de expq est exactement I'intersection de son ensemble de d§ nition avec
X i B(0; k).

1- Un secteur (resp.tore)est un sous-ensemble de X de la forme | £ [ﬂ;ﬂ') (resp.
SLe[fR)).

2- Un multisecteur est un r§union nie non disjointe d'un disque centre p I'origine
et d§s secteurs §jde la forme:

i £ k)
vBri- ant les conditions:

i1 %l et & - Ko -}j - }j+1 8j:

3.4 L'action de D sur la cohomologie de £ :

Le but de cette partie est de prouver le th§orgme suivant :
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Figure 3-1:

Les applications lineaires suivantes:

D: HiUH ir HUF 8i_1

Sont des isomorrphismes quand U est un disque , un secteur, un multisecteur ou
un tore.

La preuve se fait comme suit:

En utilisant I'algabre homologique §lf§mentaire et des propri§t§s de base du faisceau
Coker(D; F);on rduit le probl§me aux conditions du corollaires 2-7, qu'on va la prouver
en utilisant les recouvrements acyclique pour Sol(D,F).

Avant de retourner g la preuve du th§orgme 2-1, on montre I'existence du recou-

vrement acyclique qui est utilis§ dans la preuve.

3.5 Acyclicit® pour sol (D,F):

Rappelons que si le N*®™e groupe de cohomologie de U est nul ,on dit que U est
acyclique en degr§ N.
Si U est acyclique pout tout n, on dit qu'il est acyclique.
* Un petit disque est un disque B centr§ p I'origine qui est soit ouvert ou ferm§

inclue dans B(0; k;)

22



* Un secteur §troit est un secteur 1£ [ﬂ,}) contenu dans un secteur J £[0; +1]
on Ji=p-

On va maintenant prouver que les petits disques et les secteurs §troit sont acycliques
pour Sol(D;F) et lapreuve  est bas§e sur I'§xistence d'un isomorphisme de faisceaux
entre Sol(D; F) etSol(h; F)

Ou B est la forme normale de D.

Propri§t®s de Sol(D,F):

* Dans X; Sol(D; f—')j =V
Slef+dg
Car: D: Ak ¥  A-Kestsurjective (cf[Mal])
D'ou: 8k&O0
sol(D; A-k=a-iky =y -foy - ik gk o<f <k
Et:

Sol(D; A ki =A" iK'y =y -kizy - ik":
Donc, la rstriction de Sol(D; F) au cercle S £ fkgk& 0

est: 8
o < -Kj=y/ - iKje si kj<k<kj+1
" siefkg - vV 'kji1:V - iKj+1 Si k:kj

Par convention,ko = 0;ky+1 = +1 etV ik =Q,

Be plus:
< HOU£I K Sol(D; &) = Ho(I,Vv-Rrv-ik)

= HO(l £k +1[, Sol(D;B)) = HO(I,V-K)

Lemme 2 .

Soit U un petit disque ou un secteur , B la forme normale de D, alors:

les faisceaux Sol(D, F) et Sol(B,F) sont isomorphes sur Unf0g.

L'isomorphisme est sur Unf0g, car 0 est une singularitg de D. ou la transformation
de D p H est mBromorphe.

A cause de la transformation m§romorphe, il est §quivalent de consid§rer le systame
compagnon de D avec matrice fondamentale de la solution formelle £¥ opy F 2
GL(n: C) et ¥ = x-e*():
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Dans le cas d'un secteur U , choisir une d§ftermination de I'argument de x dans
¥ et une §valuation asymptotique F de F pour U, alors I'application ¥ j ¥ FY¥ est
I'isomorphisme entre Sol(D; £ ) et Sol(19; f):

Dans le cas d'un petit disque U, localement, c'est-p-dire,sur un secteur V I'application
précedente est un isomorphisme mais maintenant le support de 1°™¢ colonne de ¥ et
FY est vide dis que q & 0 . De plus quand g; = 0 la I°™ colonne £ du £ est dans
Csf (IMR 92].4).D'une mani§re §quivalente d§ nit une section globale de F" sur U et

I'application

¥ inpEY
fournit I'isomorphisme. o]
i) Quand U=l E[N,i) est un secteur , I"application:
HO(1 £[/; +1];Sol(D;F)) §¥ HOU; Sol(D; B))
est surjective.
i) Quand U est un petit disque:
HO(U; Sol(D; £)) = ker(D; C):
i) Consfquence directe du lemme
i)HO(U; Sol(D; B)) est form® par les solutions formelles m§romorphe de D par
cons§quent, il est form§ par les solutions formelles m§romorphe qui peuvent étre pro-

long§s p I'origine d'ou le r§sultat.o
Proposition 1 : (Acyclicit§):

Soit U un secteur ou un petit disque alors:
Hi(U;Sol(D;F)) =0 8i_1

Une application du proposition 6-3 [Ive] donne le r§sultat

3.6 Preuve du Th®orpme principal:

On considgre les suites exactes des faisceaux:
(1) 0j¥ Sol(D:f) ¥ B A F j¥ Coker(D:F)j¥0

et on le d§compose sous la forme:
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@) 0j¥ Sol(D:B) j* B T ImD:f) jro:
Et
(3)0i¥ ImD:f) i1 §¥ Coker(D;F)ju0:
La correspondance des suites de groupe de cohomologie nous donne:
(4)0§ ¥ HO(U;Sol(D; £)) i TH(U; £) {1 HOU; Im(D; B)) i1 H(U;Sol(D;F))i 1 H(U; &) X
HLU; Im(D; B)) i ¥ H2(U; Sol(D; B)) i ¥ H2(U;F) i H2U; Im(D;B) it O
Et
(5) 07 ¥ HO(U; Im(D; £)) '8 HO(U; B) § ¥ HO(U;Coker(D:B)) i1 HL(U; Im(D:f)) j's
HI(U:B)§1 HLU;Coker(D:B)) i ¥ H2(U; Im(D: f)) i' H2(U:B) j ¥ H2(U: Coker(D;£)) i O:

Pour simpli er I'§criture de ces suites ,on utilise le lemme suivant
i)Coker(D; ) = Coker(D; C[[x]]); € = C[[x]] ;:
ii)Le support du faisceau Coker(D; ) est dans fO0g:
i) SoitU %2 X, si 02 U Alors:
HO(U; Coker(D; F)) = Coker(D; C[[X]]):
iv) 8UY¥2X: d'application :
HOU; B) j ¥ HO(U; Coker(D; F)):
est surjective.
V) Les applications :
HLU: ImD;#)) i't H1(U: F)
H2(U; Im(D; P)) '8 H2(U; F)
sont des isomorphismes.
i) Par passage p la limite inductive:
Coker(D; &) =lim Co ker(D; C[[]Js):
Et il est suxsant :1I>e0 prouver que :
(6) 8s_ sq;Coker(D;C[[X]]s) = Coker(D; C[[x]]):

Plus prcisement. on applique le lemme de serpent g la suite exacte:

0 if CIx]lsi? Clx]] i¥ CX]=C[[x]ls i ¥ O
D# D# D#
0 i¥ Clixlls i® C[IX]] ¥ C[IX]]=C[[x]ls i ¥ O
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D'ou:
0 i® ker(D;C[[X]ls) i ¥® ker(D;C[[x]]) i® ker(D;C[[IX]I=C[[X]]s) i ¥
i¥ Coker(D;C[[X]]s) i® Coker(D;C[[X]]) i ¥ Coker(D;C[[X]]=C[[X]]s) i ¥ O:
Pour vEri er (6) il su=t de montrer que :
(@) ker(D; C[[X]]=C[[x]ls) =0
(b) Coker(D; C[[x]]=C[[X]]s) =0 8s _ s1
Pour cela on applique le lemme du serpent g la suite exacte:
0§l C[X]]s=Cfxg i ¥ C[[X]]=Cfxg i ¥ C[[X]]=C[[x]ls i ¥ 0:
D'ow:

(7) 0 i ¥ ker(D;C[[X]ls=Cfxg) i ¥ ker(D;C[[X]]=Cfxg) i ¥ ker(D;C[[X]]=C[[X]]s) i ¥

Coker(D; C[[x]]s=Cfxg) i ¥ Coker(D;C[[X]][=Cfxg) i ¥ Coker(D;C[[X]]=C[[X]]s) i ¥

On a Coker(D; C[[X]]=Cfxg) = 0 (d'apr§is thorpme 1.4.1 M74)

Donc Coker(D; C[[X]]=C[[X]]s) =0 d'ou (b) et d*apr§s ((MR92] 4.iv) on a :

8s_s1:

ker(D; C[[X]]s=Cfxg) i ¥ ker(D;C[[X]]=Cfxg)

est bijective.

Donc la suite (7) devient:.

0i® ker(D; C[[x]]=C[[X]]s) i¥ Coker(D;C[[x]]s=Cfxg) i¥ 0

On consid§re la suite de cohomologie correspondante g la suite du thorgme principal

d'existence du d§veloppement asymptotique:
0jI V- ik o A-ik e A-ikjuQ

Et de la cons§iquence du th§orgme du Borel-Ritt

H(S% A~ 1K) = C[[x]]s =Cfxg

On tire :

Coker(D; C[[x]]s=Cfxg) =0:

Doy le r§sultat.

ii)C'est la cons§iquence directe du th§orgme principal d'existence du developpement
asymptotique.

ii)U%X telque:02U

D'apr8s ii) , HO(U; Coker(D;F))= la “bre de Coker(D;F) au dessus de 0.
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Et d'apr§s (i):

HO(U; Coker(D; F)) = Coker(D; C[[x]]):

iv) D'apr§s ([M74]. th§orgme 1.4.1) on a:

:HO(U; Co ker(D; £)) = Coker(D; C[[X]])

Alors: Coker(D; C[[X]]) qui est H°(U; Coker(D; F)) a son reprisentant dans Cfxg
donc dans HO(U; F) (car HO(X;F) = Cfxg)

v) Dans la suite exacte (5)

H(U; Coker(D;F)) et H?2(U; Coker(D; F)) sont nuls puisque le support de Coker(D; £)
contient au maximum un seul point . et la suite (5) devient la suite suivante :

0i¥ HYU;ImD; ) it HOWU:F) §¥ HOU;Coker(D:F)) i¥

i¥ HIU; Im(D; £) i HYU;P) j ¥ HL(U;Coker(D;F)) j ¥
k
0
i1 H2(U: Im(D;B)) i1 H2(U:B) ;1 H2U: Coker(D;£)) i1 0
k
0
D'ou le r§sultat.
D'apr§s le lemme pr§c§dent et les deux suites exactes (5) et (4) on peut enoncer le
rfsultat suivant :
Les applications lin§aires:
D: HI(U;F) jI HIUPH i=12
sont des isomorphismes si et seulement si :
(i) Le morphisme de connection + : HO(U; Im(D; f)) i ¥ H(U; Sol(D; F))
est surjectif.
(i) H2(U; Sol(D; F)) =0
On va maintenant vEri er que les conditions (i) est (ii) sont satisfaites.
Le morphisme de connection = : H°(U,Im(D,£)) i ¥ HY(U,Sol(D,f)):
+ est une application surjective quand U est un disque ou multisecteur et quand U

est un tore ou un grand secteur d'apr§s la proposition 2.8
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Si U est un disque ou un multisecteur, alors le morphisme de connection.

£: HOU; Im(D; £)) i ¥ H'(U;Sol (D;F))

est surjectif.

Soit [f] une classe de cohomologie dans H(U; Sol(D; F)) et U = fug . 27Z=0Z
Un recouvrement de U par des secteurs U_=1_£[0;%_) tel que 0 2 U_ et I'intersection
de chaque triplet de secteurs est fOg; ce recouvrement est acyclique pour Sol(D;F)

La classe de cohomologie [f] peut étre reprisnte comme un 1-cocycle f = (. +1),

sur U

Pour prouver la proposition ,il su=t de trouver une famille (g. 2 HO(U ;F); . 2
Z=aZ) tel que :

(i)La section locale h_ = Dg_ est une partition de la section globale h 2 HO(U; B)

(if)Le 1-cocycle (g_ig2)_;» estcohomologuep un1-cocycle f dans H1(U;Sol(D;F))

Rappelons que deux 1-cocycles sont dits cohomologues s'il existe une 0-cochaine
(Cyin telle que:

fiy =CigijG'"  8iij

On va ver er d'abord que f est cohomologue pun 1-cocycle * = (" . 41) telleque

. =0

=fog

En e®et la restriction (f . +1-roy) €st un 1-cocycle de H(fog; Sol(D: F)) qui est
trivial
alors il existe des sfries T solutions de I'equation Du = 0 telles que :
f . r1=fog = f\>+1 i fi 8.
Le th§orgme principale nous permet de prolonger f\ par un §l§ment T de
HO(1 £[0; +1.];Sol(D; F)) (coro2.4)
On pose le 1-cocycle:
f=Fa+f i f suru_.
" . +1 est cohomologue p f ; +1:
Maintenant ,pour tout _ on prolonge f en un §l§ment de Hl(lh £[0; +1.];Sol(D; F))
Et on considgre leur restriction g | _£f+1.g qui fournit un 1-cocycle de H(1_;V <0)
(acyclicite) donc forcement de H(1_; A<C) par Cauchy- Heine,il existe g_ 2 HO(1 ;A)

telle que:
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On note donc g_ I'§l§ment de HO(U’; F) et soit h_=Dg_;cequi termine la preuve

Si U est un tore ou un secteur large I'application :
+: HO(U; Im(D; F)) i ¥ HY(U; Sol(D; F))

est surjective.

Dans le cas d'un secteur ou d'un disque ,on fait le méme raisonnement que la preuve
pr§c§dante .

On suppose maintenant que U est un tore S £ [ﬂ;ik) (pas un disque ),soit U un
recouvrement 2- nie de U:

Rappelons qu'un recouvrement est dit 2- nie si l'intersiction de chaque triplet
secteurs est vide.

Soit [f] une classe de cohomologie representge par un 1-cocycle de H1(U; Sol(D; F))

La restriction de ce cocyclep I £f+1g de nit un 1-cocycle de H(SL: A" Ri) qui
est trivial (prop 1.1 (iv));

Donc

8, F . +1=ig +g+1 ;g 2HOI ;AK)

Et alors :

g 2HU ;F) =

3.7 Nullit§ du second groupe de Cohomologie H2(U, Sol(D,F)):

Si U est un disque , un multisecteur , un secteur ou un tore ;alors:
H2(U; Sol(D; f)) =0:
On a vu que les petits disques et les secteurs sont acycliques pour Sol(D,F).

Si U est un secteur, multisecteur ou un tore qui ne contient pas 0, U admet un
recouvrement 2- nie U par des petits secteurs fermfis , par le th§orgme de Leray([God]
Cor du Th§orgme 5.2.4) on a

H2(U; Sol(D: F)) = 0:
Si U est un disque ou multisecteur qui ne contient pas z§ro, on prend un recou-

vrement U par des petits secteurs fermf§s qui contient le z§ro et qui est 2- ni dans sa
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r§striction g U n f0g.
La r§striction g f0g d'un 2-Cocycle . f 1o de H2(U; Sol(D; £)) est un 2-Cgcyc|9
de H2(f0g; Sol(D; F)) qui est trivial ,et alors il existe des solutions formelles f:1
de Du =0 telles que :
fao=fa+ fio+r fo_ surU \ U\ Uo
Soit T 1 le r§lavement asymptotique de ﬁl sur U \ Ua
Alors (f_10) est un Cobord d'un 1-Cocycle (f 1) de H(U; Sol(D; £)) cela prouvra
que H2(U; Sol(D; F)) =0
Et le th§orpme de Leray implique que H2(U; Sol(D; F)) =0

D'ou la n de la preuve du th§orgme principal. ©

3.8 les gros points singuliers et quelques remar-

ques:

Parmi les sous ensembles de X ayant un rapport important avec D, il y a les gros
points singuliers et les multisecteurs construits sur ces derniers .1ls sont d§ nis comme

suit: :
De nition 1 :

1- Un k-gros point dans x est un arc | £ fkg ou | est un intervalle ferm§ de
longueur %=k. Il est dit de support le polynme q(;lp) = &1+ o(xi%)) de degrg k s'il
est centr§ en une direction anti-Stokes de q. dans le cas sans rami cation p2 N
celasigni e que ®2 Slesttel que aeilk® est rfel nfgatif.

2- un (k1;kg::::::::ko)-multisecteur est un multisecteur
U =BOKL L, (5 £10kD [ £[0;+1)

Ou , pour tout j,lj £ fkjg est un Kk gros point et les intervalles [0; Kj+1[
sont ouverts dans [0; +71]

3- Un sous ensemble U de X est dit g§n§rique pour g s'il ne contient pas
un gros point de support g, il est dit g§in§rique pour D, s'il est g§n§rique pour tout les
gj;J =1v

Dans le cas contraire, il est dit singulier pour q ou pour D:
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pour D et pour tout g; 1 q j = 1:tv de degr§ degq,:
1. Les gros points singuliers de D sont comptfis avec leurs multiplicitfs comme les

polyndmes gj;j = 1::::iv et ils sont des invariants formels de D

(d§ nition 2-2) induit un §l§ment de HO(U; F)

3. Enutilisant le thorpme principal d'existance d'un d§veloppement asymptotique
on a prouvl que les petits disques les secteurs §troits sont acycliques pour Sol(D; f)

Ce r§sultat n'est pas le plus important, mais il est suzsant pour I'application

A nos th§orgmes d'indice. Et en utilisant I'existance des multisommes des solutions
on va VBri er maintenant que I'isomorphisme du lemme 23 et alors I'acyclicit§ de la
proposition 2.5 sont vrais quand U est fortement ggn§rique (k-multisecteurs). On insiste
sur le fait qu'on n' a pas besoin d'une am§lioration dans I'application aux th§orgmes
d'indice.

4.Les k-multisecteurs gBnfriques sont acycliques pour Sol(D; F), et les gros points
singuliers ne sont pas acyclique pour Sol(D;F). Plus précisEment

dimH1(U; Sol(D; F)) =#fl = U est le support de qg:
De nition 2

On appelle cette quantit§ (dimH(U; Sol(D; £))) la multiplicit§ de U par rapport
a D:

Soit U un multisecteur fortement ginfirique et B la forme normale de D. ,alors
les faisceaux Sol(D; F) et Sol (B;f) sont isomorphes sur U j f0g:

Preuve. [ ]

Le méme proc§d¥ que dans le lemme 2-3 est utilis§.

culier, un rlpvement F® sur U

D’ou le r§sultat demeure vrai ,en remplasant q1;0z2; :::0n ParqL i O 2 i ;5 qn i i
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Le multisecteur U sera fortement g§ngrique et il existe un multisecteur U; %2 U, §gal

L'application Y " j ¥FY " est I'isomorphisme entre Sol(D; F) et Sol(1B; £).
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Chapitre 4

Application aux th§orgmes d'indices:

Dans ce chapitre , on va appliquer les proprit§is préc§identes du faisceau F pour

prouver les th§orames d'indices de D agissant sur le groupe de cohomologie HO(U; F)

quand U est secteur , un multisecteur, un disque ou un tore qui contient le cas d'un
arc, en particulier ,les gros points.

Le calcul des indices est fait comme suit: on calcul les indices de D dans le cas

des petits disques et secteurs §troites od le calcul est facile et aprps on dgduit le cas

g®ngral de U par la technique de Mayer -Vietoris et I'isomorphisme2.1.

4.1 Th8orgme d'indice:

4.1.1 Th§orgme g§nfral d'indice:

Soit U un disque, un secteur, un multisecteur ou un tore, alors D est g indice
sur HO(U;F) et :
A(D;HO(U; F)) = dimHO%(U; Sol(D; £)) i dimH°(U; Coker(D; £)) j dimH(U; Sol(D; F)):
Rappelons que: s

< -
HO(U; Coker(D;F)) = _ 0 si02U
- Coker(D;C[[x]] si02U

On appliquons les propositions 2.8, 2.9 et le lemme 2.6 aux suite exactes(4)et

(5).
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On obtient les suites exactes:
0§ YHO(U; Sol(D: £)j ¥ HO(U; B) j T HO(U; Im(D; £)) § *H(U; Sol(D; £)) j 1 0:
et
0j HOMU; ImD;H)i® HOWU;F) i1 HOWU; Coker(D;F)) i o:
Les espaces HO(U; Sol(D; F)) et H1(U; Sol(D; F)) sont de dimension ~nie (cf propo-
sition2.5)
De plus HO(U; Coker(D; f)) est soit 0, soit Coker(D; C[[X]])
Donc D est g indice et en utilisant I'additivit§ de la composition des operateurs
pour I'indice, on obtient:
AD; HOU; B)) = AD; HO(U; B) § ¥ HO(U; Im(D; £)) +AHOU; Im(D; ) i'®
HO(U; B)):
La suite (4) implique:
A(D;HO(D; £)j ¥ HO(U; Im(D; F)) = dimHO9(U; Sol(D; £)) j dimH(U; Sol(D; F)):
et la suite (5) implique:
A(D; HO(U; Im(D; F)) j ¥ HO(U; F)) = j Codim(i) = jdimH®(U;Coker(D;F)):
Le reste de cette partie est consacr§ au calcul de ces indices en termes d'invariants
formels

de D: C'est-p-dire en fonction des gros points Singulier de D.

4.1.2 Indice sur des petits disques ouverts:

Soit k=2 - kg =2 etsoit U=B(0;k) un disque ouvert de rayon k centr§ p
I"origine
Alors :
HO(U; F) = C[[X]s~ et A(D;HO(U; F)) = A(D; C[[X]])
De plus:

Ker(D; C[[X]ls+) = H(U; Sol(D; F)) = ker(D; C[[X]])
Coker(D; C[[x]ls+)) = H(U; Coker(D; F) = Coker(D; C[[X]])
Dans ce cas , H(U; Sol(D; F)) = 0 (cf Proposition 2.5) et les deux suites exactes
pré§c§dentes
seront:

(6) 0j ¥*HO(U; Sol(D; F)) i ¥ HOWU;B) i ¥ HO(U;F)§ ¥ HO(U;Coker(D;F))j¥0
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k k
ClX]ls+ Clixls+

De plus, HO(U; Sol(D: F)) = ker(D:; C[[x]]) (Corollaire 2.4)
et
Coker(D; C[[X]]) = H°(U; Coker(D; £)) (Lemme 2.6(ii ))

De la m&me mani§re, on considgre les petits disques ferm§s.

4.1.3 Indices sur de petits disques ferm€s :

Soit k=4<k; == et soit U = B(0; k) un disque ferm§ de rayon k centr§ g I'origine,
alors:
HO(U;F) =Clix]ls; et A(D; HO(U; F)) = A(D; C[IX]])
De plus: g
< ker D: C[[x]]s: = HO(U; Sol(D; F)) = ker(D; C[[X]])
- Coker(D; C[[X]ls: =HO(U:; Coker(D; F))) = Coker(D;C[[X]])

Rappelons que A(D,C[[x]]) est donn§ dans [M74] par:

L'application D: C[[X]] §¥ CI[[x]] est g indice et on a:
A(D;C[IX]) = Sup (i °(a))

ou © est la valuation discrete de C[[x]] (cf Appendice)

41.4 Indice sur un secteur §troit:

Soit U un secteur §troit et 3 la forme normale de D,
Alors:
A(D; HO(U; F)) = dimHO(U; Sol(D; F)):
A(D; HO(U; F)) = #fj=degq; < Rg + #fj/degq; 2 [ k) et expq; est plate sur Ig
A(D; HO(U; F)) = #Fj=degq; < flg + #Fk-gros points singuliers de D dans Ug
Dans ce cas on a aussi H(U,Sol(D; f))=0, De plus , H(U,Coker(D; f))=0.
(Lemme 2.6.ii) et Sol(D;F) est isomorphe p.Sol(19; £) (Lemme 2.3), alors: le th§orpme
3.1 implique la premi§re §galit§.
La deuxi§me §galit§ est obtenue par le calcul des solutions non nuls d§ nies sur U.

Donc :
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AD;HO(U:R)= #fj/degqj <Ng+ #fj/degqj 2 [ﬂ,}) et expg; est plate sur Ig
Et d'aprs la d§ nition 1.4.4 [MR 94] on a
#1j/ degq; 2 LTS expg; est plate sur Ig
=#1j/ degqj 2 [K.X) et Re(aei™*)<0 sur Ug
= #fk-gros points singulier sur Ug
Dans la suite on deduit I'indice de D pour des grands ensemblesU par les resultats

préc§dentes et la technique de Mayer- Vietorie:

415 Technique de Mayer-Vietoris:

Soit U =U; [ U, ou Uq; U, sont ouvert ou ferm§ dans U

Si D est un isomorphisme sur H'(U,F),H(U;,F), H'(U1\U2; F) pour i_ 1 et
j=1,2et Destp  indice sur HOU 1,F) et HO(U,,F) et dans HO(U1\U>,F):lors
est p indice sur HO(U,F) et:

A(D; HY(U; F)) = A(D; HO(U1; F)) + A(D; HO(U2; F)) i A(D; HO(U1 \ Uz; F))

On ecrit la suite de Mayer-Veitoris de Cohomologue ([Ive] proposition 5.6 et 5.10)

OFTHOUA E T HOUIR 1 HIUNUE DI HLUR) i UG it

H1(U; \Uy;B) j TH2(U; B)j X L H2(U ;B i TH2(U;\ Uz F)i 1o
et on applique I'additivit§ de la cé?éctaristique d'Euler.
Le lemme suivant est utilie pour le cas rami e.On consid§re une deuxi§me copie
XLFEt .de X,F (resp. B="D) le relfvement de D (resp B) par le relvement
p-feuille rami e
Ve XU3EIX; tjOIx=tP

416 Rami cation:

Soit U un secteur §troit qui ne contient pas I'origine ,Alors D est p indice sur %i%(U)
vEri ant :
A(D'; HO(% 11 (U); FY) = pAD; HO(U; F))
Dans ce cas , A(D; HO(U; £)) = dim HO(U; Sol(1B; £))

L'image inverse %i1(U) de U est une runion disjointe de p secteurs §troits U,
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" P .
ADYHOWIL(U); FY) = dimHOUT; Sol(Bt; Ft))
i=1
Ce r§sultat est obtenue du fait que % est un isomorphisme entre Sol (Bt; I‘—‘t)jUt et

Sol(@; #);, pour tout i.

41.7 Indice sur le tore:

Soit O<® - & - +12 et U =S £[f’)un tore , alors :

" 0 P
AD;H°(U;F)) = i kj#fl=degq, = kjg
k; 2[k;k)
A(D; HO(U :£)) = #fgros points singulier de D dans U compt§ avec leur multi-

plicit§sg

En particulier, siU est generique , A(D;H°(U;F)) = 0 et si U = St £ [k; +1]
Alors:

2A(D; HO(U :£) est la variation de la fonction:

wildimy/ ik
Soit U = fU_g_»z- 7 un recouvrement 2- nie de U par un secteur §troit.

Le lemme de Mayer-Vietoris appliqu§ par recurence sur U_ (Lemme 3.5) nous donne:

M ADHUR = T ADHOUH) § ADIHOU, \U_us; P

Il'y aplusde U que des UZ,ZRDLZJ,H; donc si U est gin§rique c'est-p-dire quand D
n'a pas des niveaux dans [ﬂ;i) la proposition 3.4 implique

A(D; HO(U; £)) =0:
Si il existe un unique niveau kj 2 [ﬂ;b le calcul se fait comme suit :

On suppose que kj est un entier et on considpre les gros points singuliers

polynome q;de degr§f k;. Pour chaque A; on considare I'intervalle non vide I ;; =
U_ \ Ai: La fonction expq est plate sur I i \ I _+1:i que sur I _.j, elle nous donne (jj1)
la valeur de I'indice sur chaque K;j points singuliers.
Si maintenant k; = fo- le lemme 3.6 de rami cation et la formule (7) impliquent:
A(DY HO(%i1(U); FY) = pA(D; HO(U; F)):
d'ou le rfsultat (I'unique niveau de Dt est rj)
D'une manifre analogue , on fcrit tout disque comme §tant une r§union convenable

de disques
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et de tores ; les propositions 3.2, 3.3 et 3.7 impliquent le rfjsultat suivant:

4.1.8 Indice sur disques:

Soit0 - k=21 - 1 et soit U un disque ouvert ou ferm§ de rayon k.

8
§ Cfxg siU =X
HO(U: B = Cl[X]ls+ siU = B(0;Kk)
§ CIIXls s SiU=B(O:k) 06 k& 1
- ¢ siU = f0g
Et:

A(D; H(U; £)) = A(D; C[[X]]) i #fgros points singuliers de D sur U compt§ avec

leurs multiplicit§sg
La fonction sj¥A(D;C[[x]]s+) est constante par morceaux, croissante et semi-

continue g gauche et :

8

% A(D; Cfxg) Si $<So
A(D; C[[X]]S+)=§ A(D;C[[x]]s;,) sisj<s<sj;j=12...

- A(D; C[IMD) sisi<s

et la discontinuit§ est donn§e par:
A(D;C[[><]]sj+) - A(D;C[[X]]S;ﬂ) = kj#fl=degy = k;g:
La fonction s§¥ A(D; CI[X]ls: ) est constante par morceaux croissante et semi con-

tinue p droite et :

8

% A(D; Cfxg) Sis - So
AD;C[[Hs+) = = A(D;C[[x]]sjiil) sisj - s - sjj1;) = L2mn°

- AD;ClxD) sis; <'s

De plus:
A(D;C[[x]]sjiil) =A(D;C[[x]]sj+) 8j = 1:2::m0:

Et
A(D;C[[X]ls;) = A(D;C[[X]ls+) 8SE spiiiiiso:
Rappelons que ki<ko<.............. ko sont les niveaux de D et s; = k—llz::::::::::::::;So =
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Figure 4-1:

4.1.9 Indice sur les gros points :

Soit k = 0 et U un k-gros point 1 £ fkg, soit multp(U) la multiplicit§ de U par
rapport g D;.alors:
A(D;HO(U; F) = #fj=degqj <Kkg:
Méme raisonnement que la proposition 3.7 .
On suppose d'abord que k est un entier: pour le recouvrement (U ) .i..oOna:
ADHOUF) =" AW HOU )i T ABHOU. \U oy B):

Il'yaunU_ plus qD?U, \ U_+1 donc chéq:ule expgj est le terme #fj/ deggj <Ko,
pour I'autre on va calculer les exponentielles de niveau k qui sont plates sur chaque I_
et \1_+1(U =1_£fKko).

Si U est le support de I'expenentielle de niveau k elle est plate sur 1_ que sur
I_\I_+q1; sinon, elle est plate sur I_\1 _+1 que sur I :

Si Kk est rationnel la preuve est faite comme dans la proposition 3.7.

Ala n,on§crit un (kg;::::ke)-multisecteur sous forme d'une runion convnable

d'un disque et des kj-secteurs , j = 1::::::;9 .

a.1.10 Indice sur multisecteurs:

Soit k= (ka;:iiitke) et U un k-mulitsecteur Alors: D est g indice sur HO(U; F) et :
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A(D; HO(U; ) = A(D; C[[x]]) i #Fgros points singuliers de D compt&s avec leurs
multiplicitfs dans Ug
En particulier, si U est g§nfrique
AD:CIIXTN) =A(D; H(U:F)):

On rsume les valeurs des indices sur les sous-ensemble de A dans le tableau suiv-

ant:

UvaX Indice : A(D; HO(U; F))
En gfn§ral dimHO(U; Sol(D; F)) j dimH(U;Sol(D; F)) i dimHO(U; Coker(D; F))
Petit disque A(D; C[[X]])

Secteur dimHO(U; Sol (1; F)) = #fj=degy; < kg + #fgros points singuliersg

k-gros point #fj=degq; < kg i multip (V)

Tore i #fgros points singuliers de D dans Ug

Disque Mulitsecteurs A(D; C[[x]] i #fgros points singuluers de D dans Ug)
NOTE:

Les gros points singuliers sont compt§s avec leurs multiplicit§s.
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Chapitre 5

Propri§tfs du F* et ses applications aux th§orgmes

d'indice de D:

Dans ce chapitre, on introduit la notion de I'espace topologique XX et le faisceau F*
sur XK qui prend en consid§ration le type de croissance ou d§croissance d'expenentielle
d'un ordre k, puis on applique la t§chnique d§velopp8e dans le 3°™M€ chapitre pour
prouver les thforgmes d'indice dans cet espace.

En particulier, on obtient les th§orgmes d'indice dans les espaces des sfries Gevrey
Cl[X]]s , Cl[X]]sy et C[[x]]s'(_l)ﬂ; dOe p J-P-Ramis.

5.1 L'espace Xk:

Soit k=0, et Y K une copie du tore S'£]0; +1 [:

XK est I'espace topologique obtenu en remplasant le tore ferm§ YK =S £[0; +1]
par le cercle S £ fkg plus pricis§ment, on identi e d'un cot§ la frontifire ST £ fkg du
disque ouvert B(0;k) du X avec la frontire St £ fog du ¥* et d'un autre cot§ la
frontiire S £f+1.g de Y * avec la frontifre S £ fkg de X i B(0; k) .

Comme espace topologique, I'espace XK est isomorphe g X, d'ailleurs la d§ nition
suivante du préfaisceau FK sur un ouvert U depend de la position de I'ouvert U; il est
soit p I'extarieur du tore ¥X, dans ¥ ou entre deux frontifires des cercles de YK.

Soit (u; fk; % g) les coordonnges polaires dans ¥ X et %, : XXj¥ X lasurjection

canonique.
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Pour tout & > 0, on appelle un disque ouvert de rayon f dans X * qu'on note B(0; K)
I'image inverse

%31 (B(0; K)) du disque ouvert de rayon f centr§ g I'origine.

Pour ¢ 2 [0; + 1], on appelle disque ouvert (respectivement: disque ferm§) de rayon
fk;cg, la rfunion de B(0; k) et de S* £ [0; c[ (respectivement: S £]0;c]) les disques
ouverts et les secteurs ouverts folrment urﬂe base de XX

La de nition d'un secteur 1£ K;fk; cg estsimilair ,cest-p-dire,un secteur 1£]; fk; cgl

est I'union d'un secteur 1 £]k; k[ et de S1£]0; ([

5.2 Le faisceau EX sur X

Soit k=>0:
Le faisceau F¥ correspond au pr§faisceau d§ ni comme suit:
* g |'int@rieur de Xn¥k: Fk =F:
*g I'int@rieur de YK:
FY(IE1fk; ig; fk3gD = HO(I; A KT =A" TK37y;
* Entre deux frontifres de Y ¥:
BX(LE]fk:; Big: k) = HO(1: A-F=a " ikicTy.
EXOE]fK: ek = HO(1; A-kie? =A~ iy,
Le faisceau F est le faisceau de Cfxg j module (pas C jalggbre) , dans la ristriction
au cercle STEfk;cg; 0 - ¢ - +1:

8 -
% A-K'zpa-ik  5i c=0:

k N . _
Is1etiicq - ; A-ket=p- ik si O<c<+1
- -k - ik+ - _
A=A si c=+1
De plus:

8
= Cl[X]ls~ si c=0
HO(B(0; fk; cg)); F*) = s Clils;y+ i 0<c<+1

- C[[X]](s) sic=+1
et
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Cl[[x]ls sic=0

HO(B(0; fk; cg); F¥) = ClXllypys si 0<c<+1

W AW

Cl[X]]si sic=+1
Pour un intervalle I de S*: s
= HOLASATTY) sic=0
HO(1 £[0;fk;cgl; FX) = _ HO(; A=A 1K) si 0<e<+1
= HO(I; A=A TR sic=+1
Avec F¥on va prouver, en particulier, les th§orpmes d'indice de D dans les espaces
CIlXIls, Cl[X](s),CliXIls;(2y+ €t CliXIls; 2y -
On note par:
B(0,fk,cg) le disque ouvert dans X centr§ g I'origine est I'union du disque B(0,k)
et le tore SYE[Fk,0g,fk,cg[ et B(0,fk,cg) sa fermeture.

Notation 2

On note par B(0; Tk; cg) Le disque ouvert dans X centr§ g I'origine est I'union du
disque B(0;k) et de tore SL£]fk;0g; fk;cg[ qu'on note par B(0; fk;cg) et sa fermeture
est not§ par B(0; fk; cg)(cf “gure 4.1)

5.3 Une section typique du faisceau £k \exp a)
quand deg g=k""

L'ensemble de d§ nition de la fonction equ(%) comme §tant une section de F¥
quand degq = k est un entier est comme indique sur la gure 4.2
Les secteurs sont maintenant remplacs par des p§tales, le complement du support
est sous la forme des margeurites et expg est §gale z§ro sur une pf§tale sur deux . La
fermeture des morceaux des p§tales dans ¥ quand expq n'est pas d§ nie sont les gros
points singuliers de q dans XK. Comme dans le cas de(X;F) ils ont un réle important
par rapport aux indices de D:
1- Un k-gros point dans XK est la fermeture d'une composante connexe oy la fonc-

tion exp(-i—ﬁ*,fi—(@); A > 0 n'est pas df nie dans ¥, il est dit de support les polynémes
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Figure 5-1:
9G) =158+ o(k)-

On consid§re aussi le cas oy A tends vers z§ro et le cas rami e par le choix d'une
determination ® de I'argument ®
Un k-gros points a pour §quation polairedans ¥, % - Acos(k(® j 1)) ;
k(®iw2[HE+2%;4+2%] 12Z
quand ®&k on d§ nit un &-gros points dans Xk comme §tant un k-gros points de
X (d§ nition 2.11)
2- Le point top a = (®; fk; Ag) 2 Y& d'un k-gros point du support g est appel§
point k-anti-Stokes de q:
On note par SingX(q) I'ensemble de points k-anti-Stokes de ¢, Si degq & k ,alors:
Sing“(q) =7
3- Un sous ensemble U de XX est dit gnBrique pour q s'il ne contient pas des gros

points de support q , il est dit g§n§rique pour D s'il est gfinfrique pour tout gj ,

Dans le cas contraire on dit qu'il est singulier pour g ou pour D.
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5.4 L'action de D sur le groupe de cohomologie
de Fk:

L' opSrateur di®8rentiel D induit un morphisme de faisceaux sur FX et alors aussi sur ses
groupes de cohomologie, I'expos§ dans le 26™e chapitre a son analogue dans (XK; £X),
En particulier I'isomorphisme suivant:

Les applications lin§aires :

D: Hi(U;FK) 1 HOWU;FK) i _ 1

Sont des isomorphismes quand U est un disque , un secteur, un multisecteur ou un
tore (D% nition 4.1)

La preuve est semblable g celle du th§orpme 2.1 avec quelques modi cations nficessaires,
les th§orgmes de base pour un ordre donn§ sont remplac$s par la propsition 1.1 pour
un typ§ donng§.

Les secteurs sont acycliques pour Sol(D; £%) (cf proposition 2.5)

Le morphisme de connection

+  HOU;Im(D;FK) i1 HL(U; Sol(D; £K))
est surjectif quand U est un tore ou un secteur qui ne contient pas I'origine ,de

meme que la propositionl.1(iv) est le lemme de Malgrange.

5.5 Th@orgmes d'indice de D dans (Xk,EX) :

55.1 Thforgme general de I'indice dans (Xk,Fk):

Soit U un disque , un secteur , un multisecteur ou un tore (D§ nition 4.1). ,alors D
est g indice sur HO(UK; FXet
A(D; HOUX: BX)) = dimHO(U; Sol(D: £%Y)) i dimH(UX: Sol (D; £¥) § dimH °(U*; Coker (D; £X))

Ou 8
< 0 si02 Uk

HO(UK; Coker (D; B*)) = _ 3
- Coker(D; C[[x]]) si 02 Uk

Preuve. Meéme preuve que dans th§orgme 3.1. m

Le th§orpme 4.2 implique que la technique de Mayer-Vietoris est valable dans
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Figure 5-2:

(XK; £%) qui nous permet de d§duire les th§orpmes d'indice sur les grands ensembles
partire des petits disques les secteurs §troits(méme dans (X; F)) .
Sur les petits disques de rayon inffrieur g k et R, le faisceau £¥ est E, sur les

secteurs §troits le r§sultat est analogue g celui de proposition 3.4.

5.5.2 Indice sur les secteurs §troits:

Soit U un secteur §troit dans X et soit D la forme normale de [§, alors:
AD; HOUK; BK)) = dimHOUX; Sol(; X))
La preuve de cette figalit§ est analogue p celle de la proposition 3.4.o
Et le calcul de dimHO(UK; Sol(D; X)) quand Uk = I £ (ff; fk; cg) et ¢ est une
constante k-caract§ristique de D exige quelques pricautions :
Soit S le sous-faisceau de F engendre par expq avec degq = k et on suppose que
un point singulier p Singqg est p I'int§rieur de la fronti§re de I'arc | £ fk; cg(cf. g 4.3)
p cause de I'§troitpsse de I, le point singulier a est nficfissairement unique, donc
UK n B g une seule composante connexe dans UX (U ferm§ ) et deux composantes si
a2 Uk (Ukouvert) .
D’ou le r§sultat suivant:

Sous les conditionsgpréictidentes:
< 1 si Uk=1£ [k Fk;cq]

=2 si Uk=1£[ffk el
On va formuler les indices de D sur les grands UK,

dimH o(Uk;s) =
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55.3 Indice sur le tore de Xk

Soit U =S!E£[K;KX] untore dans XK.
i) Soit0- §- 3- +1 et K=rfkagk&="~Fkig, alors:
AD;HOUK BR) = § . #UR\ Singk (g)g
=kﬁ#fpointk i anti6Stokes de D sur U compt§ ave
cleur multiplicit$g
ii) Pour & K quelconques on a :
AD; HO(UK; FK)) = j # [ fR-gros points singulier sur UXg -fpoint k-anti stokes
dans UXcompt§s avec leur multiplicit§sg.
i) Soit U =(U)) 2z-az un recouvrement 2- nie par des secteurs §troits.
La technique de Mayer-Vietoris est applicable d'op:
AD:HOUK ) =" AD;HOUK FA)) § AD;HOUK\ UK,y #6)
il y a plus de UX que de UK\ UK,
Donc :

A(D; HO(UK; Ek)) = P dimA(D; HO(UK; E)):
=1 >

>

Et
A(D; HO(UK; Bk)) = dimHOUK; Sol(9; Ek))
Et la m&thode de calcul dans lemme 4.5 ,proposition 3.7 nous donne le r§sultat.
i) On §crit U comme rgunion de deux secteurs, I'un de la forme (i) et I'autre d'un
secteur §troit quelconque, et on applique la tfchnique de Mayer-Vietoris. On obtient
le rsultat Rl

5.5.4 Indice sur disques de Xx:

Soit UX un disque de rayon K dans X:
i) Soit K = fk;cg, alors:
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C[[X]ls+ si U*=B(0,fk,0q)
ClIX]ls si U*=B(0,fk,0q)
C[[x]]s;(_1)+ si Uk=B(0,Tk,cq)

HO(UK, £ =
ClIXllg, 2y s UK=B(0,fk,cg)

06c&+1

CliXllis) si U*=B(0,fkcg)
- C[[X]lsi si UX=B(0,fk,+1g)

VARV /ARXKAKAXKARKY 00

Et:
A(D; UK) = A(D; C[[X]]s+) i #Tk-gros points singuliers de D dans UX comptes avec
multiplicitfisg
=A(D; C[[X]])i #fFk-gros points singuliers comptes avec multiplicit§sg
En particulier:
A(D,C[[x]ls+) =A(D,CI[[x]ls)
A(D,C[[X]] ;) ot c est petit.
si(+)*+
AD.CINl;@y-) =AO.ClXlsqy:)
Op c n'est pas une constante k-caracteristique de D
A(D; C[[X]ls) = A(D; Cl[x]ls1)
=A(D;C[[x]] ;) ouc estgrand.
s

o]

[

La fonction C = % i?® A(D; CI[X]]s:c+) est croissante et semi-continue g gauche.
La fonction C =2 1 A(D; C[[X]lsci)  est croissante et semi-continue g
droite.
Soit K<k ou K>k et soit U le disque de rayon K induit par UX dans XX. alors:
AD; HOUS ) = AD; HO(U; F))

55.5 Indice sur k-gros point:

Soit UK un k-gros point et Uk le plus petit secteur ferm§ qui contient UK.
Soit multp (UK) la multiplicit§ de UX comme etant un k-gros points singuliers de
D dans XX , alors:
AD:HOUNF9) = AD: HOU F)
= #fj=degqj <kg i multip(U*):

En particulier si U est g§n§rique
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A (D;HOUX; FK)) = #fj=degq; < kg
Méeme raisonnement que dans la proposition 3.9

On rfisume les valeurs des indices de cette partie dans le tableau suivant:

Uk Xk Indice A(D,H® (UK, EX))
En gfn&ral dimHO(UK; Sol(D; F¥)) j dimH(UX; Sol(D; £%)) j dimH°(Uk; Coker(D
Petit disque AD,C[[XID
K-gros point #fj/deg gj<kg- multp (UX)
Tore -#[fR-gros point singulierg-#fpoint k-antistokes dans Ug
Disque Multisecteurs A(D,C[[X]])- #Fgros point singulier t de D dans UXg

Tous les gros points singuliers sont comptis avec leurs multiplicit§s.
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20.7425Chapitre 6

24.8830

20.7425Chapitre 6

24.8830

20.7425Chapitre 6

24.8830

20.7425Chapitre 6

24.8830Proporietes de FX et multisommabilite:

Dans ce chapitre on note par k= (kq; :::::iiiky) un multi-indice tel que
O<ky<iiuniin<ky<+1
Repetons a kq; iz ky la construction a k de(XX; F—‘\k) a partir de (X; If) pour obtenir

I'espace topologique XK et le faisceau F¥ qui prend en consideration le type de croissance ou
decroissance d’'expenentiel pour chaque ordre ki; :::; ky:

On rassemble dans (XX; FK) les proprietes locales des faisceaux (XK; FX) pour k = ky:::iiky:



10.9513.6

Figure6-1:
Un k-multisecteur U dans XK est une reunion ~nie:
bo]de
U=B(0;k;;0) [ ,-:E (1j £10; kj+1;0]):
¥ . % ly). (par convention ky+1;0 = +21.)(cf gure 5.1)
Notation 3

* Un multisecteur U dans XX est un sous-ensemble ferme dans XK:

Proposition 2

Soit U un k-multisecteur dans XK,alors: HO(U; FX) est I'espace des series k-multisommables

(cf Remarque 2.2) m

De plus, les proprietes de F¥ sont prolongees dans X, donc on utilise une autre fois la
technique de Mayer-Vietoris pour prouver les theoremes d'indice dans HO(U; F¥) quand U est
un disque, un secteur, un multisecteur, un tore ou un gros point car U est un sous-ensemble

d'un FX pour kK = kq:iky.

Thorme 8



Soit U un k-multisecteur dans XK, alors: D est a indice dans I'espace des series
multisommables HO(U; FK) et
boldA(D; HO(U; F¥)) = boldA(D; C[[x]]) - #gros point singulier de D dans U comptes
avecleurs multiplicites.
En particulier, si U est generique, c'est-a-dire: U ne contient pas des gros points singuliers
alors :
boldA(D; HO(U; F¥)) = boldA(D; C[[x]]):
[ |
D'apres la de nition 5.1,U est une reunion nie, on applique la technique de Mayer-Vietoris on
obtient:
boldA(D; HO(U; FK)) = boldA(D; H(B(0; k¢; 0); FK)) + boldA(D; HO(J_jf2 Uj; FX))
Ou Uj = 1j £ [0; kx+q;0]:
Et d'apres le 3¢ chapitre on obtient le resultat.
A la "n on remarque que les formules d'indices donnees dans le 3°™€, 4°™M¢ et 5°™¢ chapitre

sont relative a I'invariant formel meromorphe de D qui est boldA(D; C[[X]])

Conclusion 1

En utilisant une procedure generale on a prouve les theoremes d'indice pour un operateur
di®erentiel D sur les grands sous-ensembles a partir de ceux sur les petits sous-ensembles dans
les espaces (X; F); (XX; FK) et (XK; FK):

On a prouve que l'indice de D sur un petit disque centre a I'origine est egal a I'indice de D
dans I'espace des series formelles C[[x]] et ce dernier a ete calcule par B-Malgrange dans
[M74]; sur un petit secteur, I'indice de I'operteur D est I'indice de sa forme normale [ et est
egal au nombre des solutions sur ce secteur.

Cette procedure appliquee sur les disques dans I'espace (X; FX) fournit en particulier, I'indice
de D dans les espaces C[[X]ls+;C[[X]ls: et Cx, le calcul de I'indice dans Cx a ete calcule par
deux methodes, une par I'analyse fonctionnelle due a B-Malgrange dans [M74] et I'autre par
P-Deligne et B-Malgrange (cf Appendice).

Les indices dans C[[x]]s+; C[[X]ls: , bien que ne soient pas donnes explicitement dans [R84]

mais sont une consequence des indices dans les espaces Gevrey ..



La procedure appliquee sur les disques dans I'espace (XX; EK) donne , en particulier les indices
de D dans C[[X]], ,C[[x]](s); C[[x]]s;(%)+ et C[[x]]s; @ ces indices sont etablis par J-P.Ramis
[R.84] par I'analyse fonctionnelle qui a ete initiee par B-Malgrange [M74] et dans
I'espace C[[x]]s;% ,D n'est pas a indice en general (par exemple I'operateur d'Eleur: XZ% +1
sur C[[X]]1;1):

La procedure appliquee sur les k-multisecteurs dans I'espace (XK; Ifk) ou k=
(kq; i ky) sachant que kg < i <k fournit I'indice de D dans I'espace des series
k-multisommables.

Les valeurs de ces indices sont calculees en fonction des invariants formels meromorphes de
D et surtout les gros points singuliers.

En utilisant une procedure generale on a prouve les theoremes d'indice pour un operateur
di®erentiel D sur les grands sous-ensembles a partir de ceux sur les petits sous-ensembles dans
les espaces (X; F); (XK; FK) et (XX; Fk):

On a prouve que l'indice de D sur un petit disque centre a I'origine est egal a I'indice de D
dans I'espace des series formelles C[[x]] et ce dernier a ete calcule par B-Malgrange dans
[M74]; sur un petit secteur, I'indice de I'operteur D est I'indice de sa forme normale B et est
egal au nombre des solutions sur ce secteur.

Cette procedure appliquee sur les disques dans I'espace (X; FX) fournit en particulier, I'indice
de D dans les espaces C[[X]ls+;C[[X]lsi: et Cx, le calcul de I'indice dans Cx a ete calcule par
deux methodes, une par I'analyse fonctionnelle due a B-Malgrange dans [M74] et I'autre par
P-Deligne et B-Malgrange (cf Appendice).

Les indices dans C[[X]]+; C[[XI],; , bien que ne soient pas donnes explicitement dans [R84]
mais sont une consequence des indices dans les espaces Gevrey ..
La procedure appliquee sur les disques dans I'espace (XX; EK) donne , en particulier les indices
de D dans C[[X]]s ,C[[X]]s); CIXI] @) et C[[X]] si@) ces indices sont etablis par J-P.Ramis
[R.84] par I'analyse fonctionnelle qui a ete initiee par B-Malgrange [M74] et dans
I'espace C[[x]]s;% ,D n'est pas a indice en general (par exemple I'operateur d'Eleur: xch'—x +1
sur C[[x]]1;1):

La procedure appliquee sur les k-multisecteurs dans I'espace (XK; Ifk) ou k=

(kq;:mnky) sachant que kg < <ky  fournit I'indice de D dans I'espace des series

k-multisommables.



Les valeurs de ces indices sont calculees en fonction des invariants formels meromorphes de

D et surtout les gros points singuliers.

1. Claim 1 24.8830Appendice:

14.4186.1 1)

Les theoremes d'indice de B.Malgrange et J-P.Ramis sont prouver par des methodes de
I'analyse fonctionnelle et les perturbations compactes, on va les rappeler dans cette partie:
17.2822 Theoremes d'indice dans I'anneau des series formelles :
De nition:
On appelle valuation sur un corps K une application surjective

bold®: K ¥ ZU+1 telle que:

1) bold®(xy) = bold®(x) + bold®(y):

2) bold®°(x +y) _ min (bold®(x); bold®(y)).

3) bold®(0) = +1.:

14.418 Theoreme 1: (cf [M74])
Soit D: C[[x]] ¥ C[[x]] un operateur di®Rerentiel
1
dxi
Alors: D est a indice et
boldA(D; C[[X]]) = supi=1:n(i § bold®(a;)):

D= aid— ou aj(x) 2 Cx
1

14.418Theoreme 2: (cf [M74] et [K71])
Soit D:Cx ¥ Cx un operateur di®erentiel tel que:
P d
Avec D = a/V—r 3; &0
i=1 dax! ~
Alors: D est a indice et boldA(D;Cx) =n j bold°(a,):

14.418Theoreme 2: (cf [M74] et [K71])
Soit D:Cx ¥ Cx un operateur di®erentiel tel que:
=P xd
Avec D= a""— ai &0
i=1 dax! ~
Alors: D est a indice et boldA(D;Cx) =n j bold®(an):



14.418Theoreme 3: (cf [R84]):
P 1
Soit D = aid—. aj 2 Cx
;o axt
i) a) Les operateurs D : C[[X]]s D C[[x]]s sont d‘indice ni pour s>1
b) Les operateurs D : C[[X]]s) ¥ C[[X]]¢s) sont d'indice ni pour s>1.
c) Les operateurs C[[x]] 1+ ¥ C[[X]] 1+ et C[[X]] 1: ¥ C[[X]] 1:
S, = S, = S= S;=
_ c C c
sont d'indices nis pour s=>0 et C>0.

14.4186.2

On donne ici le calcul de I'irregularite irrg(D) apres Deligne [D77] et Malgrange [M79]
14.418Proposition 7.1: (Deligne- Malgrange):
Soit N(boldy) la dimension de la _brevtfgldudev <Oet boldu 2 St et varN la variation de la
fonction
boldy ¥ N (boldy) sur St.
Alors:
irrg(D) =dimH(St;v<0)
DimH(St;V <0) = var(N)
Preuve:
La suite exacte longue de cohomologie correspondante a la suite:
01 A 1 Al A=A<? 1 0:
est donnee par
Ho(sLA) 1 HOYSLA=A?) 1 HISLA) ® HIsLA)
k k & -
Cx CIIx]] 0
D'ou H1(S1; A<0) = C[[x]]=Cx
De la, on tire la suite exacte longue de cohomologie:
0 ¢ HIGSLVO 1 HYSLA<O) & HYSLAO) ® 0
k k
C[[x]IFCx  C[[x]]=Cx
Deduite de la suite exacte courte des faisceaux :
v=lr A<D A0 1 ¢

Implique les relations :



ker(D; C[[x]]=Cx) = H1(S%;A<0):

Coker(D;C[[X]]F=Cx) =0:
i) Le calcul de  dimHI(S1;V =C) par P.Deligne est relie aux fait que V <0 est constante par
morceaux et que la fonction boldy ¥ N(boldy) est semicontinue a gauche.

Soit bold®;; | 2 Z=bold*Z les directions de Stokes de D dans un ordre cyclique. et soit

i1 ¥ St etj:]bold®; bold®+1[ ¥ St les inclusions naturelles.
On note par : jaVv =0 le faisceau constant de "bre V<0 sur A prolonge par zero sur SInA:
et igynayV <0 I'image directe du faisceau V<0 par I'inclusion canonique
La suite:
0 'I_ juv <o v =0 - i1,V <0 0

I
est une suite exacte de faisceau sur St d'ou:

) P )
boldA (V<0) =" boldA (j;,V <) + boldA(i;.V <0)
|

par de nition:
boldA(D; V<9) + dimH?(S*;V <% j dimH(S%; V=9 et HO(SL V) =0:

k
0

Alors:

boldA(V<0) = jdimH1(S1;V <0)

et:

dimH(SL;v=0) = j P boldA(iV <9 + boldA(ijV <))

De plus: !

boldA(j;,V<°) = jdimH(SL;j,V <9
HOSLjiv= =0 (car le support ]bold®;,bold®, . [ n'est pas ferme dans S1)
Donc:

boldA(j;V <% = j dimH!(bold®;; bold®+1[; V=)  (V <Cest constante sur
Jbold®;; bold®pc1[ )
= iolimvb<c?T de 8boli® 2 ]bold®;; bold®j+1]
et
boldA(ij=V <) = dimHO(SL; ij=V <9) ; HO(S!; 1=V <0) car le support bold®) est reduit a un
seul point ).

Donc



Afi \/ <0Y = dimV <0
boldA(i;=V )—dlmVIOOId®

Maintenant ,on utilisant le fait que V <%est localement isomorphe au faisceau W <0 des solutions

plates de la forme normale B de D (le theoreme principale de devioppement asymptotique

Jresulte :
H <0 - A <0 A <0 T <0 .
dlmvbo.id®L i d|me0|d®L = dlm\ﬂboﬂdq i d'm\ﬂbold®,_'

et en chaque point, bold® 2 S dim b<($ld® est le nombre des exp(gj) qui sont plates en
bold®
<0

. Le coexcient 4 vient du fait qu'un expg; augmante dim%¥ <% i dim\*ﬁbold®l

bolde, par un, si

bold® est une direction de Stokes de g

Sachant que expgj est plate sur Jbold®; bold®+1 [ d'ou il contribue le un demi de ses
directions de Stokes.

On remplacant A<C par A" ik etV <0 par V - iK et on utilisant le theoreme de Borel -Ritt au
lieu du theoreme principal du developpement asymtotique on obtient un resultat semblable
avec condition Gevrey.

14.418 Proposition 7.2:

Soit N~ ik (boldy) la dimension de la "bre V" ik deV " ik aboldy 28! (s =4);

alors: D est a indice sur C[[X]]s=Cxet boldA(D; C[[X]]s=Cx)= dimH1(S%;V - ik):

varN - ik

N~
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