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Chapitre 1

Introduction

Soit :

D = an
dn

dxn
+an¡1

dn¡1

dxn¡1
+ ::::::::::: +a0

Un op¶erateur di®¶erentiel lin¶eaire µa coe±cients analytiques au voisinage de z¶ero

dans C:

B.Malrange µa prouv¶e dans [M74] que D agissant comme ¶etant un op¶erateur

dif¶erentiel lin¶eaire dans l'espace des s¶eries formelles C et sur le sous espace des s¶eries

convergentes Cfxg est µa indice et il a donn¶e les valeurs de ces indices.

Rappelons qu'un endomorphisme:

D : E¡! E

D'un espace vectoriel E est µa indice si

dimEkerD < +1 et dimECokerD < 1
Et on noteson indice par le nombre :

Â(D;E) = dimCkerD ¡ dimCCokerD

Ensuite J-P.Ramis µa prouv¶e dans [R84] des r¶esultats similaires dans les espaces

C[[x]]s des s¶eries convergentes de type Gevrey d'ordre s et dans les sous espaces C[[x]]s;C+

et C[[x]]s;C¡ des s¶eries de type supµerieur ou infµerieur µa C, 8s > 0:

Rappelons que:

C[[x]]s = [
C>0

C[[x]]s;C ,C[[x]]s;C+ = \
²>0

C[[x]]s;C+" et C[[x]]s;C¡ = [
²>0

C[[x]]s;C¡"

Oµu

C[[x]]s;C = f P
n¸0

anxn 2 C[[x]] = 9K > 0; 8n ¸ 0; janj · K(n!)sCnsg
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Ses m¶ethodes sont reli¶ees µa l'analyse fonctionnelle et les perturbations compactes

des op¶erateurs.

Juste aprµes, Deligne suggµere dans la lettre µa J-P.Ramis [D86] que l'ensemble les

points singuliers d'un op¶erateur di®¶erentiel peut se d¶ecrire avec des espaces convenables

¶equip¶es avec un faisceau qui prend en consid¶eration la croissance ou la d¶ecroissance des

classes d'expenentielles des solutions de l'op¶erateur dans chaque direction autour de

l'origine.

Dans le pr¶esent travail, on va ¶etudier le faisceau de Deligne avec une application

aux th¶eorµemes d'indices comme suit:

On commence par des pr¶eliminaires dans le premier chapitre, sur les op¶erateurs

di®¶erentiels, les espaces Gevrey d'ordre s g¶en¶eralis¶es et quelques th¶eorµemes de base.

Ensuite dans le deuxiµeme chapitre ,on d¶ecrit le faisceau de Deligne F̂ associ¶e µa

un point singulier-notre cas est l'origine et on montre que l'op¶erateur D est un

isomorphisme de Hi(U; F); 8 i¸1.

Lorsque U est un petit secteur (th¶eorµeme 2.1) et on introduit la notion des gros

points singuliers avec quelques remarques.

Dans le troisiµeme chapitre ,on d¶eveloppe une m¶ethode d'algµebre homologique pour

¶etablir les th¶eorµemes d'indice pour D sur les petits secteurs , petits disques, tores et

multisecteurs et on les g¶en¶eralise sur les grands sous- ensembles par la technique de

Mayer Vietoris.

On d¶ecrit le faisceau F̂k dans le quatriµeme chapitre ,et on applique la technique

developp¶ee dans le chapitre pr¶ec¶edant pour prouver les th¶eorµemes d'indices dans cet

espace, en particulier ,dans les espaces C[[x]]s;C[[x]](s) et C[[x]]s;C§ :

Finalement , on d¶ecrit le faisceau F̂k¹ oµu k
¹
= (k1; k2:::::::::::::kº) pour appliquer la

technique pr¶ec¶edente et calculer l'indice sur l'espace des s¶eries multisommables.
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Chapitre 2

Pr¶eliminaire:

Dans ce chapitre on va rappeler quelques d¶e¯nitions et r¶esultats de base de

la th¶eorie locale des ¶equations di®¶erentielles lin¶eaires.

On ¯xe un op¶erateur di®¶erentiel lin¶eaire :

D = an
dn

dxn
+ :::::::::::::::: +a1

d

dx
+ a0

Oµu les ai sont des fonctions analytiques au voisinage de z¶ero .

Il est pr¶ef¶erable de consid¶erer un systµeme di®¶erentiel au lieu d'une ¶equation

di®¶erentielle.

2.1 Equation di®¶erentielle- Systµeme di®¶erentiel:

L'¶etude des ¶equations di®¶erentielles lin¶eaires µa coe±cients analytiques est ¶equivalente

µa celle des systµemesdi®¶erentiels lin¶eaires d'ordre un µa coe±cients m¶eromorphes .

Rappelons qu'on passe facilement d'une ¶equation (E) :

(E ) : an
dny

dxn
+ ::::::::::::::::: + a1

dy

dx
+a0 = 0:

µa son systµeme compagnon

¢ : dY

dx
= AY:
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Oµu: A =

2
66666666664

010:::::::::::::::::::::::0

001:::::::::::::::::::::::0

0::::::::::::::::::::::::01

¡a0
an

:::::::::::::::::: ¡ an¡1
an

3
77777777775

En prenant pour inconnue:

Y =

2
6666664

y

dy
dx

dn¡1y
dxn¡1

3
7777775

R¶eciproquement , on peut passer d'un systµeme µa une ¶equation en ra-

menant le systµeme µa la forme compagnon,et ceci peut se faire par le changement

lin¶eaire d'inconnue d¶e¯ni comme suit :

Y ¡! MY:

µa coe±cients m¶eromorphes , c'est-µa-dire :

M 2 GL(n; Cfxg
·

1

x

¸
)

.

2.1.1 Point singulier et point ordinaire:

le point x0 = 0 est un point singulier d'un systµeme ¢ si c'est un pôle de

l'un au moins des coe±cients de la matrice A:

lorsque le point x0 = 0 n'est pas singulier on dit qu'il est ordinaire.
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2.1.2 Point singulier regulier:

le point x0 = 0 est un point singulier r¶egulier du systµeme 4 si A possµede

un pôle µa

l'origine et si 9 P (n £ n)matrice inversible µa coe±cients m¶eromorphes µa

l'origine telle que :

P¡1AP ¡P¡1P 0

possµede au plus un pôle d'ordre un.

Si le point x 0= 0 est un point singulier r¶egulier du systµeme , alors toute

solution s¶erie

formelle du systµeme est convergente.

Thorme 1

Si le point x0 = 0 est un point singulier r¶egulier , alors il existe une solution

fondamentale de la forme :

Y = F(x)xL

oµu : L est une matrice constante et F(x) est une matrice

inverssible µa coe±cients m¶eromorphes µa l'origine.

Les autres solutions fondamentales sont de la forme :

Z(x) = Y (x)C:

oµu C est une matrice constante inverssible.
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2.1.3 Point singulier irr¶egulier::

Si le point x0 = 0 n'est ni un point ordinaire ni un point singulier r¶egulier, on dit que

c'est un point singulier irr¶egulier.

Thorme 2 (poincar¶e- Fabry):

Tout systµeme di®¶erentiel lin¶eaire admet une solution fondamentale de la forme:

Ŷ = Á̂ (x)xLe
Q(

1

t
)
= Á̂(t)tvLe

Q(
1

t
)

avec: tv= x (v 2 N )

Q = diag(q1; ::::::::::::qn) oµu qi 2 t¡1C
·

1

t

¸

Á̂:est une matrice inversible µa coe±cients s¶erie formelle.

L: (n£ n) matrice constante.

2.2 Invariants formels:

2.2.1 Forme normale:

On appelle forme normale d'un systµeme
dY

dx
= AY

le systµeme:

dY

dx
= A0Y

Dont la solution fondamentale est de la forme:

Y0 = xLe
Q(

1

x
)

.

Oµu L et Q sont d¶e¯nies dans le th¶eorµeme pr¶ec¶edent .

De plus , on peut choisir L et Q simultan¶ement d¶ecompos¶ees en somme
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directe de blocs diagonaux:

L =
L

1·i·n
L(i) et Q =

L
1·i·n

Q(i)

Sachant que les qj qui se trouvent dans les mêmes blocs sont soit tous nuls

; soit de même degr¶e ,

bien que la forme normale ne soit pas unique , les qj et les blocs de Jordan

de L sont uniques . Ainsi , ils fournissent un ensemble complet d'invariants

formels.

2.3 Rami¯cation :

On dira que le systµeme ¢ appartient au cas sans rami¯cation si les

polynômes qj(
1

x
) de Q(

1

t
) sont non rami¯es (v = 1):

Et on dira que le systµeme ¢ appartient au cas avec rami¯cation [t]

si Q contient au moins unpolynôme rami¯e q : (v > 1). le plus petit v est

appel¶e degr¶e de rami¯cation.

Si le degr¶e de cette rami¯cation est :

p tel que .(t = x¡p);
alors Q contient les p polynômes rami¯es : q(

1

x
) ; q(

1

xe2i¼
):;....... , q(

1

xe2i(p¡1)¼
)

avec même ordre de multiplicit¶es.

Les degr¶es des polynômes qj non nuls par rapport µa 1 =x sont appel¶es les

niveaux de D:

Remarque 1

Les niveaux sont positifs dans le cas sans rami¯cation et sont des

nombres rationnels positifs dans le cas avec rami¯cation .

Ils sont ¶exactement les pentes positives du polygone de Newton .
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Figure 2-1:

2.4 Polygone de Newton :

Etant donn¶e une ¶equation di®¶erentielle lin¶eaire , on lui associµe son polygone

de Newton de la fa»con suivante :

Pour chaque monôme xj
diy

dxi
apparaissant e®ectivement dans l'¶equation

,On marque dans \ le demi - plan" N£ Z le point de coordonn¶ees (i; j ¡ i) .

Le polygone de Newton est l'enveloppe convexe de la famille des deuxiµemes

quadrants de sommets chacun des points marqu¶es

Exemple 1

la singularit¶e ( x0 = 0 ) de l'¶equation (1) est de niveau 1

l'¶equation (1) est l'¶equation d'Euler :

x2¶y + y = x (1)

On lui associe l'¶equation homorgµene:

x3}y+(x2 +x)µy ¡ y = 0 (2)

Son polygone de Newton est marqu¶e dans la ¯gure1.1:

Le degr¶e de rami¯cation p est facile µa lire sur le polygone de Newton, c'est

le p.p.c.m des d¶enominateurs des pentes non nulles des di®¶erents cot¶es de ce

polygone , on les note par
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k1 < k2 < ::::::::::::: < :kv

Par convention si qj est le polynôme nul alors k0 = 0 (les degr¶es sont ceux

de qj pas de qj-ql).

Pour un cot¶e d'une pente kj de N(D) (polygone de Newton) il y a un kj

polynôme caract¶eristique

Et il y a une correspondance entre les kj¡racines caract¶eristiques et les

polynômes rami¯¶es de niveaux kj :

Plus pr¶ecis¶ement , pour chaque kj-racine caract¶eristique ® de multiplicit¶e

m, il y a m-polynômes rami ¶̄es de la forme:

q(
1

x
) =

¡®

kjxj
(1 + o(x

1
P )):

les nombres
j®j
kj

sont appel¶es kj¡constant caracteristique.

.

2.5 Ph¶enom¶ene de Stokes:

Les polynômes rami¯es qj , jouent un rôle fondamental dans le ph¶enomµene de Stokes.

On dit que leurs degr¶es sont appel¶es les niveaux de D. Les directions pour

lesquelles l'une des expenentielles eq au moins est µa d¶ecroissance maximale (le

terme dominant de 1=x est r¶eel n¶egatif) sont appel¶ees les directions anti-Stokes

du systµeme.

Celles pour lesquelles le terme dominant est purement imaginaire sont appel¶ees

les directions de Stokes.

Les directions de Stokes sont les directions en lesquelles se manifeste le

ph¶enomµene de Stokes.

2.6 Espaces des Series Gevrey:

Soit une s¶erie formelle

.
P
n>0

anxn2C [[x]]
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Soient s et C>0 , il existe K>0 tel que:

janj< KC ns(n !)s; 8n ¸ 0 :

On dira que cette s¶erie est Gevrey d'ordre s et d'ordre pr¶ecis¶e (s,C).

On notera:

C [[x]]s;c = f P
ņ 0

anx
n=9k > 0; 8n ¸ 0; janj < KnCns(n!)s g

On pose:

C [[x]]s= [
C>0

C[[x]]s;C . , C [[x]](s)= \
c>0

C[[x]]s;C

C [[x]]s+= \
²>0

C [[x]]s+", , C [[x]]s¡ = [
²>0

C [[x]]s+"

C [[x]]s;C+= \
²>0

C [[x]]s;C+". , C [[x]]s;C¡= [
²>0

C [[x]]s;C¡"

et

Ĉ = C [[x]]1¡ = [
s>0

C [[x]]s

Par convention C[[x]] = C[[x]]+1

Pour tout s > 0, et C , D pr¶eserve les espaces Gevrey d¶e¯nis ,sauf l'espace C [[x]]s;C

en g¶en¶eral ..

2.7 Developpements asymptotiques:

Il est bien connu que les solutions formelles de l'¶equation Du = 0 sont reli¶ees

aux solutions analytiques µa travers un d¶eveloppement asymptotique.

On fait un ¶eclatement r¶eel du point z¶ero dans C, c'et-µa-dire, en utilisant les

coordonn¶ees polaires (µ;½).

On identi¯e:

C¤ = C ¡f0g µa R=2¼Z£]0; +1[:

avec cette identi¯cation un secteur ouvert dans C est l'ensemble ouvert .

§ = f(µ; f)=µ1 < µ < µ2et0 < ½ < ² g:
Et un intervalle ouvert I de S1 est I =]µ1; µ2[ de longueur I = jµ1 ¡ µ2j
On introduit maintenant sur S1 les faisceaux suivants:

1) On designe par A le faisceau des germes des fonctions analytiques ayant un

developpement asymptotique µa l'origine:

pour tout µ 2 S1, un germe de A µa µ est d¶e¯ni par une fonction analytique sur

un secteur ouvert
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§ = I£]0; r[ tq: µ 2 I et v¶erifant:

8N 2 N; lim
x¡!0
x2§

¯̄
¯̄ 1
xN

(f(x)¡
NP
n=0

anx
n)

¯̄
¯̄ = 0

2) Pour tout s, A(s) est le sous-faisceau de A form¶e par les germes v¶eri¯ant

localement la condition de d¶eveloppement asymptotique Gevrey d'ordre k:

9K; C > 0;8N 2 N ;

¯̄
¯̄f (x)¡

N¡1P
n=0

anx
n

¯̄
¯̄ · K(N!)s jxjN CNs

N¶ecessairement:

f̂ =
P
n¸0

anxn 2 C[[x]]s:

3) A <0 est le sous faisceau de A form¶e par les germes plats (c'est-µa-dire, germes

de d¶eveloppement asyptotique nuls).

4) Pour tout k>0, A ·k est le faisceau des germes des fonctions holomorphes

v¶eri¯ant la condition des exponentilles croissantes d'ordre k µa l'origine :

9K >;A > 0; jf(x)j · K exp( A

jxjk )

* A ·¡k est le faisceau des germes de fonctions holomorphes v¶eri¯ant la condition

des exponentielles d¶ecroissantes d'ordre k µa l'origine:

9K >;A > 0; jf(x)j · K exp(¡Ajxjk )

5) On va encore utiliser les faisceaux A ·k¡ et A ·¡k+ d¶e¯nit comme suit:

pour tout k>0:

A·k
¡

=lim
¡!
²>0

A ·k¡² est un sous faisceau de A·k .

Un germe f 2 A ·k¡
µ0

si 9 § contenant µ0;9 ² > 0;9 K et C > 0 tel que :

8x 2 § ,jf(x)j < K exp( C
jxjk¡² )

La d¶e¯nition de A·¡k
+

est obtenue par le changement de k par ¡k et ² par -²:

Notation 1

Etant donn¶e un morphisme de faisceaux :

D : # ¡! #

On note Coker(D;#) le faisceau Conoyau de D. et

ker(D;#) est le noyau de D , par d¶e¯nition
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ker(D;#) = fy 2 #= Dy = 0g:
C'est-µa-dire, les solutions de D, donc on va le note par Sol(D;#) au lieu de

ker(D; #).

Si A# est l'un des faisceaus d¶e¯nis ci-dessus on ¶ecrit V# au lieu de Sol(D;#) et

on a l'¶egalit¶e suivante:

V ·¡k =

8
>>><
>>>:

V ·¡k si k · k1

V ·¡kj+1 si kj < k · kj+1

0 si kv < k:

:

dans la suite on va poser s = 1
k et sj = 1

kj
......

2.8 Th¶eorµemes de bases : \ Cas oµu l'ordre k est donn¶e"

Thorme 3 de Borel-Ritt:(cf [M95],Thm1.1.4.1)

La suite de faisceaux sur S1:

0 ¡! A<0 ¡! A
T¡! C[[x]] ¡!0 :

est exacte , oµu T est la fonction de Taylor µa l'origine.

Thorme 4 de Cauchy-Heine:(cf [M95],Thm1.3.2.1.i et ii)

L'application :

H0(S1; A<0 ) ¡! H1(S1;A ) :

Est l'application nulle.

1-H0(S1; A=A <0 ) = C[[x]] :

En e®et :d'aprµes la suite exacte :

0 ¡! A<0 ¡! A
T¡! C[[x]] ¡!0

On a la bijection

A=A <0 ¡! C[[x]]
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D'oµu:

H0(S1; A=A <0 ) 'H0(S1;C[[x]]) oµu H0(S1;C[[x]]) =C[[x]]

D'oµu le r¶esultat .¤

2.H0(S1;A <0 ) = C[[x]]=Cfxg

En e®et ,d'aprµes la suite exacte pr¶ec¶edente,on a la suite de cohomologie suivante:

0¡! H0(S1; A <0 ) ¡! H0(S1; A ) ¡! H0(S1;C[[x]]) ¡! H1(S1;A <0) ¡!

H1(S1; A ) ¡! H1(S1;C[[x]]) ¡! :::::::::::::::::::::::::::::

Et le th¶eorµeme de Cauchy- Heine implique :

0¡! H0(S1;A <0) ¡! H0(S1; A ) ¡! H0(S1; C[[x]]) ¡! H1(S1; A <0) ¡! 0

k k k
0 Cfxg C[[x]]

D'oµu :

H1(S1; A <0) = C[[x]]=Cfxg ¤

Thorme 5 de Ramis-Sibuya: (cf [M95]Thm 2.1.4.2 ,cor2.1.4.3 et 2.1.4.4.)

Pour tout k>0, l'application :

H1(S1;A ·¡k) ¡! H1(S1; A(s) ):

est l'application nulle.

Un même raisonement que le pr¶ec¶edent donne les r¶esultats suivants:

H0(S1; A(s)=A
·k) = H0(S1; A=A ·¡k ) = C[[x]]s:

Et

H1(S1; A ·¡k) = C[[x]]s=Cfxg:

Thorme 6 principal d'existence du developpement asymptotique:
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Les suites de faisceaux sur S1:

0 ¡! V <0 ¡! A<0
D¡! A<0 ¡!0:

Et 8k > 0;

0 ¡! V <k ¡! A·k D¡! A·k ¡!0:

sont exactes.

La forme classique du th¶eorµeme d'existence du d¶eveloppement asymptotique

est:

Etant donn¶e:

f̂ 2 C[[x]](resp C[[x]]s) tel que D f̂ = 0 et µ 2 S1,alors il existe un secteur

V = I£]0; r[ avec µ 2 I et f 2 A(V ) (resp A(s)(V ) ) tel que :

Tf = f̂ et Df = 0 surV:

De plus, il est toujours possible de choisir I centr¶e un µ et de longueurs ¼
kv

.

Lemme 1 de Malgrange:

Pour tout k>0,

H1(S1;A ·k)=0.

Et la forme faible de lemme est :

H1(S1;A ·k¡) = 0:

Thorme 7 des base \cas oµu le type c est donn¶ee":

On va d¶e¯nir les faisceaux A ·k;c¡ et A ·¡k;c+

-Un germe de A ·k;c¡ est une fonction f 2 A ·k;c¡ telle que ::

9 § = I£]0; r[un secteur ouvert et µ0 2 I;9² > 0 et K > 0 telle que:

8x 2 § ;jf(x)j · K exp( c¡²jxjk ):

Un germe de A ·¡k;c+ µa µ0 est une fonction f 2 A ·¡k;c+ telle que:

9 § = I£]0; r[un secteur ouvert et µ0 2 I;9² > 0 et K > 0 telle que:

8x 2 § ;jf(x)j · K exp(C+²jxjk ):
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Les th¶eorµemes de base rappel¶es plus haut peuvent être remplac¶es par laproposition

suivante :

Pour tout k>0, c>0 on a :

i) la suite:

0 ¡! A·¡k;c
+ ¡! A(s);(1c )¡

T¡! C[[x]]s;(1c )¡
¡!0 :

est exacte oµu T est l'application de Taylor

ii) Pour tout k>0, l'application :

H1(S1; A <¡k;c+) ¡! H1(S1; A(s);(1c )¡
)

est nulle.

iii) Pour tout k>0, les suites :

0 ¡! V <k;c¡ ¡! A·k;c
¡ D¡! A·k;c

¡ ¡!0:

Et 8k > 0;

0 ¡! V ·¡k;c+ ¡! A·¡k;c
+ D¡! A·¡k;c

+ ¡!0:

sont exactes.

(iv)H1(S1; A <k;c) = 0:
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Chapitre 3

Faisceau de Deligne F̂:

Dans ce chapitre on va supposer que D est singulier µa l'origine , et on remplace f0g
par le disque ferm¶e X (D'apr¶es la lettre de Deligne µa Ramis 01/86; la taille d'un point)

et on muni X par un faisceau convenable qui nous permet de prendre en consid¶eration

le taux de croissance ou d¶ecroissance des solutions de D dans Chaque direction autour

de l'origine .

De plus, l'ensemble des sections globales de ce faisceau sur X est isomorphe µa Cfxg.

3.1 Le disque ferm¶e X:(cf [D86])

X est l'espace topologique obtenu par la compacti¯cation de C par le cercle , c'est-µa-

dire, X est l'union de C¤ et S1£]0;+1[ oµu C¤ et S1£]0;+1[ sont identi¯es par les

coordonn¶es polaires ([D.86]).

8 k>0 ;B(0; k) : le disque ouvert de rayan k et de centre 0

¹B(0; k) : la fermeture de B(0; k).

3.2 Le faisceau F̂ sur X:

F̂ est le faisceau correspond au pr¶efausceau F d¶e¯ni par :

8 k>0, F(B(0; k)) = C[[x]]s s =
1

k
8 I intervalle de S1 et 8¶k;}k; 0 < ¶k <}k:

F( I£]¶k;}k[) = H0(I; A·¶k=A·¡}k )

F(I£]¶k;1[) = H0(I;A·¶k )
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F̂ est un faisceau de C-algµebre, telle que:

La ¯bre au dessus de 0 de F̂ : F̂0=C[[x]]1¡:

La restriction au cercle S1 £fkg de F̂ est :

F̂jS1£fkg = A·k
¡
=A·¡k

+

:

De plus:

H0(X; F̂ ) = Cfxg
8k =

1

s
> 0:H0(B(0; k); F̂ ) = C[[x]]s+

8k =
1

s
> 0:H0( ¹B(0; k); F̂ ) = C[[x]]s¡

Avec F̂ on va prouver, en particulier, les th¶eorµemes d'indices de D dans les espaces

, C[[x]]s+ ; C[[x]]s¡ et Cfxg:

3.3 Une section typique deF̂: exp(q(
1

x
)):

L'ensemble de d¶e¯nitions de la fonction expq(
1

x
) comme etant une section de F̂ quand

degq = k est un entier (voir Fig2.1)

Le disque B(0; k) est partitionn¶e en des secteurs , un secteur : quand expq est ¶egal

µa 0 et l'autre quand expq n'est pas d¶e¯nie .

Le support de expq est exactement l'intersection de son ensemble de d¶e¯nition avec

X ¡B(0; k).

1- Un secteur (resp.tore)est un sous-ensemble de X de la forme I £ [¶k;}k) (resp.

S1 £ [¶k;}k ) ).

2- Un multisecteur est un r¶eunion ¯nie non disjointe d'un disque centre µa l'origine

et d¶es secteurs §jde la forme:

Ij £ [¶kj ;}kj)

v¶eri¯ant les conditions:

Ij+1 ½ Ij et ¶kj · ¶kj+1 ·}k j · }kj+1 8j:

3.4 L'action de D sur la cohomologie de F̂ :

Le but de cette partie est de prouver le th¶eorµeme suivant :
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Figure 3-1:

Les applications lineaires suivantes:

D : Hi(U; F̂) ¡! Hi(U; F̂) 8i ¸ 1

Sont des isomorrphismes quand U est un disque , un secteur, un multisecteur ou

un tore.

La preuve se fait comme suit:

En utilisant l'algµebre homologique ¶el¶ementaire et des propri¶et¶es de base du faisceau

Coker(D; F̂);on r¶eduit le probl¶eme aux conditions du corollaires 2-7, qu'on va la prouver

en utilisant les recouvrements acyclique pour Sol(D,~F).

Avant de retourner µa la preuve du th¶eorµeme 2-1, on montre l'existence du recou-

vrement acyclique qui est utilis¶e dans la preuve.

3.5 Acyclicit¶e pour Sol (D,F̂):

Rappelons que si le Nieme groupe de cohomologie de U est nul ,on dit que U est

acyclique en degr¶e N.

Si U est acyclique pout tout n, on dit qu'il est acyclique.

* Un petit disque est un disque B centr¶e µa l'origine qui est soit ouvert ou ferm¶e

inclue dans B(0 ; k1)
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* Un secteur ¶etroit est un secteur I£ [¶k,}k) contenu dans un secteur J £ [0 ; +1]

oµu jJj= ¼

kv
On va maintenant prouver que les petits disques et les secteurs ¶etroit sont acycliques

pour Sol(D; F̂) et la preuve est bas¶ee sur l'¶existence d'un isomorphisme de faisceaux

entre Sol(D; F̂) etSol( ¶D; F̂)

Oµu ¶D est la forme normale de D.

Propri¶et¶es de Sol(D,F̂):

* Dans X; Sol(D; F̂)j
S1£f+1g

=V

Car: D: A·k ¡! A·k est surjective (cf[Mal])

D'oµu: 8 k6= 0

Sol(D; A·¶k=A·¡
}k) = V ·¶k =V ·¡}k 8¶k;}k; 0 < ¶k <}k

Et:

Sol(D;A·k
¡
=A·¡k

+
) = V·k

¡
=V·¡k

+
:

Donc, la r¶estriction de Sol(D; F̂) au cercle S1£ fkgk 6= 0

est:

Sol(D; F̂)jS1£fkg =

8
<
:

V ·kj=V·¡kj+1 si kj<k<kj+1

V·kj¡1=V·¡kj+1 si k=kj

Par convention,k0 = 0; kv+1 = +1 et V ·¡kv+1 = 0.

De plus:8
<
:

H0(I£]¶k; }k[; Sol(D; F̂)̂) = H0(I,V·¶k/V·¡}k)

H0(I £ ]¶k,+1[, Sol(D; F̂)) = H0(I,V·¶k)

Lemme 2 :

Soit U un petit disque ou un secteur , ¶D la forme normale de D, alors:

les faisceaux Sol(D, F̂) et Sol( ¶D,F̂) sont isomorphes sur Unf0g.
L'isomorphisme est sur Unf0g, car 0 est une singularit¶e de D. oµu la transformation

de D µa ¶D est m¶eromorphe.

A cause de la transformation m¶eromorphe, il est ¶equivalent de consid¶erer le systµeme

compagnon de D avec matrice fondamentale de la solution formelle F̂¶Y oµu F̂ 2
GL(n; C) et ¶Y = xLeQ( 1x):
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Dans le cas d'un secteur U , choisir une d¶etermination de l'argument de x dans

¶Y et une ¶evaluation asymptotique F de F̂ pour U, alors l'application ¶Y ¡!F¶Y est

l'isomorphisme entre Sol(D; F̂ ) et Sol( ¶D; F̂):

Dans le cas d'un petit disqueU, localement, c'est-µa-dire,sur un secteurV l'application

pr¶ecedente est un isomorphisme mais maintenant le support de leme colonne de ¶Y et

F¶Y est vide d¶es que ql 6= 0 . De plus quand ql = 0 la leme colonne F̂(l) du F̂ est dans

Cs+1 ([MR 92].4).D'une mani¶ere ¶equivalente d¶e¯nit une section globale de ~Fn sur U et

l'application

¶Y ¡! F̂ ¶Y

fournit l'isomorphisme. ¤
i) Quand U=I£[¶k,}k) est un secteur , l'application:

H0(I £ [¶k; +1];Sol(D; F̂)) ¡! H0(U; Sol(D; F̂))

est surjective.

ii) Quand U est un petit disque:

H0(U; Sol(D; F̂)) = ker(D; C):

i) Cons¶equence directe du lemme

ii)H0(U; Sol(D; F̂)) est form¶e par les solutions formelles m¶eromorphe de D par

cons¶equent, il est form¶e par les solutions formelles m¶eromorphe qui peuvent être pro-

long¶es µa l'origine d'ou le r¶esultat.¤

Proposition 1 : (Acyclicit¶e):

Soit U un secteur ou un petit disque alors:

Hi(U;Sol(D;F)) = 0 8 i ¸ 1

Une application du proposition 6-3 [Ive] donne le r¶esultat

.

3.6 Preuve du Th¶eorµeme principal:

On considµere les suites exactes des faisceaux:

(1) 0¡! Sol(D; F̂) ¡! F̂
D¡! ~F ¡! Coker(D; F̂)¡!0

et on le d¶ecompose sous la forme:
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(2) 0¡! Sol(D; F̂) ¡! F̂
D¡! Im(D; F̂) ¡!0:

Et

(3) 0¡! Im(D; F̂)
i¡! F̂ ¡! Coker(D; F̂)¡!0:

La correspondance des suites de groupe de cohomologie nous donne:

(4) 0¡! H0(U;Sol(D; F̂))¡!H(U; F̂)
D¡! H0(U;Im(D; F̂))

±¡! H1(U;Sol(D; F̂))¡!H1(U; F̂)
D¡!

H1(U;Im(D; F̂))¡! H2(U; Sol(D; F̂))¡! H2(U; F̂)
D¡! H2(U; Im(D; F̂))¡! 0:

Et

(5) 0¡! H0(U; Im(D; F̂))
i¡! H0(U; F̂) ¡! H0(U;Coker(D; F̂))

±¡! H1(U; Im(D; F̂))
i¡!

H1(U; F̂)¡! H1(U;Coker(D; F̂)) ¡! H2(U; Im(D; F̂))
i¡! H2(U; F̂) ¡! H2(U; Coker(D; F̂))¡! 0:

Pour simpli¯er l'¶ecriture de ces suites ,on utilise le lemme suivant:

i)Coker(D;Ĉ) = Coker(D; C[[x]]); Ĉ = C[[x]]1¡ :

ii)Le support du faisceau Coker(D; F̂) est dans f0g:
iii) SoitU ½ X, si 0 2 U Alors:

H0(U; Coker(D; F̂)) = Coker(D;C[[x]]):

iv) 8U½X: d'application :

H0(U; F̂) ¡!H0(U;Coker(D; F̂)):

est surjective.

v) Les applications :

H1(U; Im(D; F̂))
i¡! H1(U; F̂)

H2(U; Im(D; F̂))
i¡! H2(U; F̂)

sont des isomorphismes.

i) Par passage µa la limite inductive:

Coker(D;Ĉ) =lim¡!
s>0

Co ker(D; C[[x]]s):

Et il est su±sant de prouver que :

(6) 8ş s1;Coker(D;C[[x]]s) = Coker(D; C[[x]]):

Plus pr¶ecisement: on applique le lemme de serpent µa la suite exacte:

0 ¡! C[[x]]s ¡! C[[x]] ¡! C[[x]]=C[[x]]s ¡! 0:

D # D # D #
0 ¡! C[[x]]s ¡! C[[x]] ¡! C[[x]]=C[[x]]s ¡! 0:
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D'oµu:

0 ¡! ker(D;C[[x]]s) ¡! ker(D; C[[x]]) ¡! ker(D;C[[x]]=C[[x]]s) ¡!
¡! Coker(D; C[[x]]s) ¡! Coker(D;C[[x]]) ¡! Coker(D; C[[x]]=C[[x]]s) ¡! 0:

Pour v¶eri¯er (6) il su±t de montrer que :

(a) ker(D; C[[x]]=C[[x]]s) = 0

(b) Coker(D; C[[x]]=C[[x]]s) = 0 8s ¸ s1

Pour cela on applique le lemme du serpent µa la suite exacte:

0 ¡! C[[x]]s=Cfxg ¡! C[[x]]=Cfxg ¡! C[[x]]=C[[x]]s ¡! 0:

D'oµu:

(7) 0 ¡! ker(D;C[[x]]s=Cfxg) ¡! ker(D;C[[x]]=Cfxg) ¡! ker(D;C[[x]]=C[[x]]s) ¡!
Coker(D; C[[x]]s=Cfxg) ¡! Coker(D;C[[x]]=Cfxg) ¡! Coker(D;C[[x]]=C[[x]]s) ¡!

0:

On a Coker(D;C[[x]]=Cfxg) = 0 (d'apr¶es th¶eorµeme 1.4.1 M74)

Donc Coker(D;C[[x]]=C[[x]]s) = 0 d'oµu (b) et d'apr¶es ([MR92] 4.iv) on a :

8s ¸ s1 :

ker(D;C[[x]]s=Cfxg) ¡! ker(D;C[[x]]=Cfxg)
est bijective.

Donc la suite (7) devient:.

0 ¡! ker(D; C[[x]]=C[[x]]s) ¡! Coker(D; C[[x]]s=Cfxg) ¡! 0

On consid¶ere la suite de cohomologie correspondante µa la suite du th¶eorµeme principal

d'existence du d¶eveloppement asymptotique:

0¡! V ·¡k ¡! A·¡k ¡! A·¡k ¡! 0

Et de la cons¶equence du th¶eorµeme du Borel-Ritt

H1(S1; A·¡k) = C[[x]]s =Cfxg
On tire :

Coker(D; C[[x]]s=Cfxg) = 0:

D'oµu le r¶esultat.

ii)C'est la cons¶equence directe du th¶eorµeme principal d'existence du developpement

asymptotique.

ii) U ½ X tel que :0 2 U

D'apr¶es ii) , H0(U;Coker(D; F̂))= la ¯bre de Coker(D; F̂) au dessus de 0.
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Et d'apr¶es (i):

H0(U; Coker(D; F̂)) = Coker(D; C[[x]]):

iv) D'apr¶es ([M74]. th¶eorµeme 1.4.1) on a:

:H0(U; Co ker(D; F̂)) = Coker(D;C[[x]])

Alors: Coker(D; C[[x]]) qui est H0(U;Coker(D; F̂)) a son repr¶esentant dans Cfxg
donc dans H0(U; F̂) (car H0(X; F̂) = Cfxg)

v) Dans la suite exacte (5)

H1(U; Coker(D; F̂)) etH2(U;Coker(D; F̂)) sont nuls puisque le support de Coker(D; F̂)

contient au maximum un seul point . et la suite (5) devient la suite suivante :

0 ¡! H0(U;Im(D; F̂))
i¡! H0(U; F̂) ¡! H0(U;Coker(D; F̂)) ¡!

¡! H1(U; Im(D; F̂))
i¡! H1(U; F̂) ¡! H1(U;Coker(D; F̂)) ¡!

k
0

¡! H2(U; Im(D; F̂))
i¡! H2(U; F̂) ¡! H2(U; Coker(D; F̂)) ¡! 0

k
0

D'oµu le r¶esultat.

D'apr¶es le lemme pr¶ec¶edent et les deux suites exactes (5) et (4) on peut enoncer le

r¶esultat suivant :

Les applications lin¶eaires:

D : Hi(U; F̂) ¡! Hi(U; F̂) i = 1;2

sont des isomorphismes si et seulement si :

(i) Le morphisme de connection ± : H0(U; Im(D; F̂)) ¡! H1(U; Sol(D; F̂))

est surjectif.

(ii) H2(U; Sol(D; F̂)) = 0

On va maintenant v¶eri¯er que les conditions (i) est (ii) sont satisfaites.

Le morphisme de connection ± : H0(U,Im(D,F̂))¡! H1(U,Sol(D,F̂)):

± est une application surjective quand U est un disque ou multisecteur et quand U

est un tore ou un grand secteur d'apr¶es la proposition 2.8
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Si U est un disque ou un multisecteur, alors le morphisme de connection.

± : H 0(U ; Im(D; F̂)) ¡! H
1
(U ; Sol (D ; F̂ ))

est surjectif.

Soit [f] une classe de cohomologie dans H1(U;Sol(D; F̂)) et U = fU¸g ¸ 2 Z=¤Z

Un recouvrement de U par des secteurs U¸ = I¸£[0; ½¸) tel que 0 2 U¸ et l'intersection

de chaque triplet de secteurs est f0g; ce recouvrement est acyclique pour Sol(D; F̂)

La classe de cohomologie [f ] peut être repr¶esnte comme un 1-cocycle f = (f¸;¸+1)¸

sur U

Pour prouver la proposition ,il su±t de trouver une famille (g¸ 2 H0(U¸; F̂);¸ 2
Z=¤Z) tel que :

(i)La section locale h¸ = Dg¸ est une partition de la section globale h 2 H0(U; F̂)

(ii)Le 1-cocycle (g¸¡g¹)¸;¹ est cohomologue µa un 1-cocycle f dans H1(U;Sol(D; F̂))

Rappelons que deux 1-cocycles sont dits cohomologues s'il existe une 0-cochaine

(C i)i2I telle que:

fi;j = Cigi;jC
¡1
j 8i; j

On va ver¯er d'abord que f est cohomologue µa un 1-cocycle ' = ('¸;¸+1) telleque

:

'=f0g = 0:

En e®et la restriction (f ;̧¸+1=f0g) est un 1-cocycle de H1(f0g;Sol(D; F̂)) qui est

trivial

alors il existe des s¶eries f solutions de l'equation Du = 0 telles que :

f¸;¸+1=f0g = f̂¸+1 ¡ f̂¸ 8¸

Le th¶eorµeme principale nous permet de prolonger f̂¸ par un ¶el¶ement f¸ de

H0(I £ [0; +1];Sol(D; F̂)) (coro2.4)

On pose le 1-cocycle:

'¸;¸+1 = f ;̧¸+1 + f¸ ¡ f¸+1 sur U¸;¸+1

'¸;¸+1 est cohomologue µa f¸;¸+1:

Maintenant ,pour tout ¸ on prolonge f en un ¶el¶ement de H1(I¸£[0; +1];Sol(D; F̂))

Et on considµere leur restriction µa I¸£f+1g qui fournit un 1-cocycle de H1(I¸; V <0)

(acyclicite) donc forcement de H1(I¸;A<0) par Cauchy- Heine,il existe g¸ 2 H0(I¸;A)

telle que:
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'¸;¸+1 = ¡g¸+ ģ +1

On note donc g¸ l'¶el¶ement de H0(U¸; F̂) et soit h¸ = Dg¸;cequi termine la preuve

¤

Si U est un tore ou un secteur large l'application :

± : H0(U; Im(D; F̂)) ¡! H1(U; Sol(D; F̂))

est surjective.

Dans le cas d'un secteur ou d'un disque ,on fait le même raisonnement que la preuve

pr¶ec¶edante .

On suppose maintenant que U est un tore S1 £ [¶k;}k) (pas un disque ),soit U un

recouvrement 2-¯nie de U:

Rappelons qu'un recouvrement est dit 2-̄ nie si l'intersiction de chaque triplet

secteurs est vide.

Soit [f] une classe de cohomologie represent¶ee par un 1-cocycle de H1(U;Sol(D; F̂))

La restriction de ce cocycle µa I¸£f+1g de¯nit un 1-cocycle de H1(S1;A·
µk¡) qui

est trivial (prop 1.1 (iv));

Donc

8¸; f¸;¸+1 = ¡g¸+ g¸+1 ; g¸ 2 H0(I¸;A·
µk¡)

Et alors :

g¸ 2 H0(U¸; F̂) :¤

3.7 Nullit¶e du second groupe de Cohomologie H2(U, Sol(D,F̂ )):

Si U est un disque , un multisecteur , un secteur ou un tore ;alors:

H2(U; Sol(D; F̂)) = 0:

On a vu que les petits disques et les secteurs sont acycliques pour Sol(D,F̂).

Si U est un secteur, multisecteur ou un tore qui ne contient pas 0, U admet un

recouvrement 2-̄ nie U par des petits secteurs ferm¶es , par le th¶eorµeme de Leray([God]

Cor du Th¶eorµeme 5.2.4) on a

H2(U;Sol(D; F̂)) = 0:

Si U est un disque ou multisecteur qui ne contient pas z¶ero, on prend un recou-

vrement U par des petits secteurs ferm¶es qui contient le z¶ero et qui est 2-¯ni dans sa
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r¶estriction µa U n f0g.
La r¶estriction µa f0g d'un 2-Cocycle . f¸¹º de H2(U; Sol(D; F̂)) est un 2-Cocycle

de H2(f0g;Sol(D; F̂)) qui est trivial ,et alors il existe des solutions formelles
³
f̂¸¹

´

de Du = 0 telles que :

f¸¹º = f̂¸¹ + f̂¹º + f̂º¸ sur U¸ \ U¹ \ Uº

Soit f¸¹ le r¶elµevement asymptotique de f̂¸¹ sur U¸ \ U¹

Alors ( f¸¹º) est un Cobord d'un 1-Cocycle (f¸¹) de H1(U; Sol(D; F̂)) cela prouvra

que H2(U; Sol(D; F̂)) = 0

Et le th¶eorµeme de Leray implique que H2(U;Sol(D; F̂)) = 0

D'oµu la ¯n de la preuve du th¶eorµeme principal. ¤

3.8 les gros points singuliers et quelques remar-

ques:

Parmi les sous ensembles de X ayant un rapport important avec D, il y a les gros

points singuliers et les multisecteurs construits sur ces derniers .Ils sont d¶e¯nis comme

suit: :

De¯nition 1 :

1- Un k-gros point dans x est un arc I £ fkg oµu I est un intervalle ferm¶e de

longueur ¼=k. Il est dit de support le polynôme q( 1xk ) = a
xk (1+ o(x

¡1
p )) de degr¶e k s'il

est centr¶e en une direction anti-Stokes de q. dans le cas sans rami¯cation p 2 N ,

cela signi¯e que ® 2 S1 est tel que ae¡ik® est r¶eel n¶egatif.

2- un (k1; k2::::::::kº)-multisecteur est un multisecteur

U = B(0; k)[ À¡1[
j=1

(Ij £ [0; kj+1[) [ (IÀ £ [0; +1])

Oµu , pour tout j,Ij £ fkjg est un kj gros point et les intervalles [0; kj+1[

sont ouverts dans [0; +1]

3- Un sous ensemble U de X est dit g¶en¶erique pour q s'il ne contient pas

un gros point de support q, il est dit g¶en¶erique pour D, s'il est g¶en¶erique pour tout les

qj ; j = 1:::v

Dans le cas contraire, il est dit singulier pour q ou pour D :
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4- un (k1; :::::kv)-multisecteur est dit fortement g¶en¶erique pour D s'il est g¶en¶erique

pour D et pour tout qj ¡ ql j = 1::::v de degr¶e degq l:

1. Les gros points singuliers de D sont compt¶es avec leurs multiplicit¶es comme les

polynômes qj ; j = 1:::::v et ils sont des invariants formels de D

2. Soit k
¹
= (k1; ::::::kv) et U un k-multisecteur dans X

une k-multisomme (f1; :::::::::::fv) des s¶eries f dans (I1; :::::::Iv) au sens de [MR92]

(d¶e¯nition 2-2) induit un ¶el¶ement de H0(U; F̂)

3. En utilisant le th¶eorµeme principal d'existance d'un d¶eveloppement asymptotique

on a prouv¶e que les petits disques les secteurs ¶etroits sont acycliques pour Sol(D; F̂)

Ce r¶esultat n'est pas le plus important, mais il est su±sant pour l'application

µa nos th¶eorµemes d'indice. Et en utilisant l'existance des multisommes des solutions

on va v¶eri¯er maintenant que l'isomorphisme du lemme 23 et alors l'acyclicit¶e de la

proposition 2.5 sont vrais quand U est fortement g¶en¶erique (k-multisecteurs). On insiste

sur le fait qu'on n' a pas besoin d'une am¶elioration dans l'application aux th¶eorµemes

d'indice.

4.Les k-multisecteurs g¶en¶eriques sont acycliques pour Sol(D; F̂), et les gros points

singuliers ne sont pas acyclique pour Sol(D; F̂). Plus pr¶ecis¶ement

dimH1(U; Sol(D; F̂)) = #fl = U est le support de qlg:

De¯nition 2

On appelle cette quantit¶e (dimH1(U;Sol(D; F̂))) la multiplicit¶e de U par rapport

µa D:

Soit U un multisecteur fortement g¶en¶erique et µD la forme normale de D. ,alors

les faisceaux Sol(D; F̂) et Sol (µD ;F̂) sont isomorphes sur U ¡ f0g:
Preuve.

Le même proc¶ed¶e que dans le lemme 2-3 est utilis¶e.

Si ql = 0 alors F̂(l) est (k1; ::::::::::kv)-multisommable et elle µa un d¶eveloppement

asymptotique sur n'importe quel multisecteur g¶en¶erique pour q1; :::::::::qn, et en parti-

culier, un r¶elµevement F (l) sur U

D'oµu le r¶esultat demeure vrai ,en rempla»cant q1; q2; :::qn par q1¡ql; q2¡ql; :::; qn¡ql:
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Le multisecteur U sera fortement g¶en¶erique et il existe un multisecteur Ul ½ U, ¶egal

µa U sur X ¡B(0; kj) et g¶en¶erique pour q1 ¡ qe; ::::::qn ¡ qe

On note F l'¶el¶evation de F (l) sur Ul prolong¶e par 0 sur U et par F la matrice

[F (1)::::::::F (n)]

L'application Y `¡!FY ` est l'isomorphisme entre Sol(D; F̂) et Sol( µD; F̂).
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Chapitre 4

Application aux th¶eorµemes d'indices:

Dans ce chapitre , on va appliquer les proprit¶es pr¶ec¶edentes du faisceau F̂ pour

prouver les th¶eorµemes d'indices de D agissant sur le groupe de cohomologie H0(U; F̂)

quand U est secteur , un multisecteur, un disque ou un tore qui contient le cas d'un

arc, en particulier ,les gros points.

Le calcul des indices est fait comme suit: on calcul les indices de D dans le cas

des petits disques et secteurs ¶etroites o~u le calcul est facile et aprµes on d¶eduit le cas

g¶en¶eral de U par la technique de Mayer -Vietoris et l'isomorphisme2.1.

4.1 Th¶eorµeme d'indice:

4.1.1 Th¶eorµeme g¶en¶eral d'indice:

Soit U un disque, un secteur, un multisecteur ou un tore, alors D est µa indice

sur H 0(U ; F̂) et :

Â(D;H0(U; F̂)) = dimH0(U;Sol(D; F̂))¡dimH0(U; Coker(D; F̂))¡dimH1(U;Sol(D; F̂)):

Rappelons que:

H0(U;Coker(D; F̂)) =

8
<
:

0 si 0 =2 U

Coker(D;C[[x]] si 0 2 U

On appliquons les propositions 2.8, 2.9 et le lemme 2.6 aux suite exactes(4)et

(5).
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On obtient les suites exactes:

0¡!H0(U;Sol(D; F̂))¡!H0(U; F̂)¡!H0(U; Im(D; F̂))¡!H1(U; Sol(D; F̂))¡!0:

et

0¡! H0(U; Im(D; F̂))¡! H0(U; F̂) ¡! H0(U; Coker(D; F̂)) ¡! 0:

Les espaces H0(U;Sol(D; F̂)) et H1(U;Sol(D; F̂)) sont de dimension ¯nie (cf propo-

sition2.5)

De plus H0(U; Coker(D; F̂)) est soit 0 , soit Coker(D;C[[x]])

Donc D est µa indice et en utilisant l'additivit¶e de la composition des operateurs

pour l'indice, on obtient:

Â(D;H0(U; F̂)) = Â(D;H0(U; F̂)¡! H0(U;Im(D; F̂))+Â(H0(U; Im(D; F̂))
i¡!

H0(U; F̂)):

La suite (4) implique:

Â(D;H0(D; F̂)¡!H0(U;Im(D; F̂)) = dimH0(U; Sol(D; F̂))¡dimH1(U;Sol(D; F̂)):

et la suite (5) implique:

Â(D; H0(U;Im(D; F̂))¡!H0(U; F̂)) = ¡Codim(i) = ¡dimH0(U;Coker(D; F̂)):

Le reste de cette partie est consacr¶e au calcul de ces indices en termes d'invariants

formels

de D: C'est-µa-dire en fonction des gros points Singulier de D.

4.1.2 Indice sur des petits disques ouverts:

Soit k = 1
s · k1 = 1

s1
et soit U = B(0; k) un disque ouvert de rayon k centr¶e µa

l'origine

Alors :

H0(U; F̂) = C [[x]]s+ et Â(D;H0(U; F̂)) = Â(D;C [[x]])

De plus:

Ker(D;C[[x]]s+) = H0(U;Sol(D; F̂)) = ker(D; C[[x]])

Coker(D; C[[x]]s+)) = H0(U;Coker(D; F̂) = Coker(D; C[[x]])

Dans ce cas , H1(U;Sol(D; F̂)) = 0 (cf Proposition 2.5) et les deux suites exactes

pr¶ec¶edentes

seront:

(6) 0¡!H0(U; Sol(D; F̂))¡! H0(U; F̂) ¡! H0(U; F̂)¡! H0(U;Coker(D; F̂))¡!0
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k k
C[[x]]s+ C[[x]]s+

De plus, H0(U;Sol(D; F̂)) = ker(D;C[[x]]) (Corollaire 2.4)

et

Coker(D;C[[x]]) = H0(U; Coker(D; F̂)) (Lemme 2.6(ii ))

De la même mani¶ere, on considµere les petits disques ferm¶es.

4.1.3 Indices sur de petits disques ferm¶es :

Soit k= 1
s<k 1=

1
s1

et soit U = ¹B(0; k) un disque ferm¶e de rayon k centr¶e µa l'origine,

alors:

H0(U; F̂) = C[[x]]s¡ et Â(D; H0(U; F̂)) = Â(D; C[[x]])

De plus: 8
<
:

kerD;C[[x]]s¡ = H0(U; Sol(D; ~F)) = ker(D; C[[x]])

Co ker(D; C[[x]]s¡ = H0(U; Co ker(D; ~F))) = Coker(D;C[[x]])

Rappelons que Â(D,C[[x]]) est donn¶e dans [M74] par:

L'application D: C[[x]] ¡! C[[x]] est µa indice et on a:

Â(D;C[[x]]) = Sup
i

(i¡º(ai))

ou º est la valuation discrete de C[[x]] (cf Appendice)

4.1.4 Indice sur un secteur ¶etroit:

Soit U un secteur ¶etroit et ¶D la forme normale de D,

Alors:

Â(D; H0(U; F̂)) = dimH0(U; Sol(D; F̂)):

Â(D; H0(U; F̂)) = #fj=degqj < ¶kg + #fj/degqj 2 [¶k,}k) et expqj est plate sur Ig
Â(D; H0(U; F̂ )) = #fj=degqj < ¶kg +#fk-gros points singuliers de D dans Ug

Dans ce cas on a aussi H1(U,Sol(D; F̂))=0, De plus , H0(U,Coker(D; F̂))=0.

(Lemme 2.6.ii) et Sol(D; F̂) est isomorphe µa Sol( ¶D; F̂) (Lemme 2.3) , alors: le th¶eorµeme

3.1 implique la premi¶ere ¶egalit¶e.

La deuxi¶eme ¶egalit¶e est obtenue par le calcul des solutions non nuls d¶e¯nies sur U.

Donc :
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Â(D;H 0(U ;F̂))= #fj/degqj <¶kg+ #fj/degqj 2 [¶k,}k) et expqj est plate sur Ig
Et d'apr¶es la d¶e¯nition 1.4.4 [MR 94] on a

#fj/ degqj 2 [¶k,}k) expqj est plate sur Ig
=#fj/ degqj 2 [¶k,}k) et Re(ae¡ikµ)<0 sur Ug
= #fk-gros points singulier sur Ug

Dans la suite on deduit l'indice de D pour des grands ensemblesU par les resultats

pr¶ec¶edentes et la technique de Mayer- Vietorie:

4.1.5 Technique de Mayer-Vietoris:

Soit U = U1 [ U2 ou U1; U2 sont ouvert ou ferm¶e dans U

Si D est un isomorphisme sur H i(U,F̂),H i(U j,F̂), H i(U 1\U 2; F̂) pour i¸ 1 et

j=1,2 et D est µa indice sur H 0(U 1,F̂) et H 0(U 2,F̂) et dans H 0(U 1\U 2,F̂):lors

est µa indice sur H 0(U,F̂) et:

Â(D; H0(U; F̂)) = Â(D; H0(U1; F̂)) +Â(D;H0(U2; F̂))¡ Â(D; H0(U1 \ U2; F̂))

On ecrit la suite de Mayer-Veitoris de Cohomologue ([Ive] proposition 5.6 et 5.10)

0¡!H0(U; F̂)¡!
2L
¸=1

H0(U¸; F̂)¡! H0(U1\U2; F̂)¡! H1(U; ~F)¡!
2L
¸=1

H1(U1; F̂) ¡!

H1(U1 \U2; F̂)¡!H2(U; F̂)¡!
2L
¸=1

H2(U¸; F̂) ¡!H2(U1 \ U2; F̂)¡!0

et on applique l'additivit¶e de la caract¶eristique d'Euler.

Le lemme suivant est utilie pour le cas rami¯e.On consid¶ere une deuxi¶eme copie

X t, ~F t ,....de X, ~F (resp. ¶D=¼¤ ¶D) le rel¶evement de D (resp ¶D) par le rel¶evement

p-feuille rami¯e

¼: Xt¡!X; t¡!x = tp

4.1.6 Rami¯cation:

Soit U un secteur ¶etroit qui ne contient pas l'origine ,Alors Dt est µa indice sur ¼¡1(U )

v¶eri¯ant :

Â(Dt; H0(¼¡1(U ); F̂t)) = pÂ(D;H0(U; F̂))

Dans ce cas , Â(D; H0(U; F̂)) = dim H0(U;Sol( ¶D; F̂))

L'image inverse ¼¡1(U) de U est une r¶eunion disjointe de p secteurs ¶etroits U i,

i= 1:::::p
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Â(Dt;H0(¼¡1(U); ~F t)) =
pP
i=1

dimH0(U i; Sol( ¶Dt; ~F t))

Ce r¶esultat est obtenue du fait que ¼ est un isomorphisme entre Sol( ¶Dt; F̂t)jUt et

Sol( ¶D; F̂)jU pour tout i.

4.1.7 Indice sur le tore:

Soit 0<¶k · }k · +1 et U = S1 £ [¶k;}k)un tore , alors :

Â(D; H 0(U ;F̂)) =
P

kj2[¶k;}k)
¡kj#fl=degq l = kjg

Â(D; H 0(U ;F̂)) = #fgros points singulier de D dans U compt¶e avec leur multi-

plicit¶esg
En particulier, siU est generique , Â(D;H0(U; F̂)) = 0 et si U = S1 £ [k; +1]

Alors:

2Â(D; H 0(U ;F̂) est la variation de la fonction:

µ ¡! dim V ·¡k
µ

Soit U = fU¸g¸2Z=¸Z un recouvrement 2-¯nie de U par un secteur ¶etroit.

Le lemme de Mayer-Vietoris appliqu¶e par recurence sur U¸ (Lemme 3.5) nous donne:

(7) Â(D;H0(U; F̂)) =
P

¸2Z=¤Z
Â(D; H0(U¸; F̂)) ¡ Â(D;H0(U¸ \ U¸+1; F̂)):

Il y a plus de U¸ que des U¸ \ U¸+1; donc si U est g¶en¶erique c'est-µa-dire quand D

n'a pas des niveaux dans [¶k;}k) la proposition 3.4 implique

Â(D; H0(U; F̂)) = 0:

Si il existe un unique niveau kj 2 [¶k;}k) le calcul se fait comme suit :

On suppose que kj est un entier et on considµere les gros points singuliers

Ai; i = 1:::::kj du

polynôme qlde degr¶e kj . Pour chaque Ai on considµere l'intervalle non vide I ;̧i =

U¸ \ Ai: La fonction expql est plate sur I ;̧i \ I¸+1;i que sur I¸;i, elle nous donne (¡1)

la valeur de l'indice sur chaque kj points singuliers.

Si maintenant kj = j
p; le lemme 3.6 de rami¯cation et la formule (7) impliquent:

Â(Dt; H0(¼¡1(U); F̂t)) = pÂ(D;H0(U; F̂)):

d'oµu le r¶esultat (l'unique niveau de Dt est rj)

D'une mani¶ere analogue , on ¶ecrit tout disque comme ¶etant une r¶eunion convenable

de disques
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et de tores ; les propositions 3.2, 3.3 et 3.7 impliquent le r¶esultat suivant:

4.1.8 Indice sur disques:

Soit 0 · k = 1
s · +1 et soit U un disque ouvert ou ferm¶e de rayon k.

H0(U; F̂) =

8
>>>>>><
>>>>>>:

Cfxg siU = X

C[[x]]s+ siU = B(0; k)

C[[x]]s¡ siU = ¹B(0; k) 0 6= k 6= 1
Ĉ siU = f0g

Et :

Â(D; H0(U; F̂)) = Â(D;C[[x]]) ¡ #fgros points singuliers de D sur U compt¶e avec

leurs multiplicit¶esg
La fonction s¡!Â(D; C[[x]]s+) est constante par morceaux, croissante et semi-

continue µa gauche et :

Â(D; C[[x]]s+)=

8
>>><
>>>:

Â(D;Cfxg) si s < sº

Â(D;C[[x]]s+j
) si sj < s < sj¡1,j = 1;2:.....º

Â(D; C[[x]]) si s1 < s

et la discontinuit¶e est donn¶ee par:

Â(D;C[[x]]s+j
) - Â(D;C[[x]]s+j+1

) = kj#fl=degql = kjg:

La fonction s¡! Â(D;C[[x]]s¡) est constante par morceaux croissante et semi con-

tinue µa droite et :

Â(D;C[[x]]s+) =

8
>>><
>>>:

Â(D; Cfxg) si s · sº

Â(D;C[[x]]s¡j¡1
) sisj · s · sj¡1; j = 1; 2::::::º

Â(D;C[[x]]) sis1 < s

De plus:

Â(D;C[[x]]s¡j¡1
) =Â(D;C[[x]]s+j

) 8j = 1:2:::::::º :

Et

Â(D;C[[x]]s¡) = Â(D;C[[x]]s+) 8s 6= s1:::::::::::sº :

Rappelons que k1<k2<..............kº sont les niveaux de D et s1 = 1
k1

:::::::::::::::; sº =

1
kº

38



Figure 4-1:

4.1.9 Indice sur les gros points :

Soit k > 0 et U un k-gros point I £ fkg, soit multD(U) la multiplicit¶e de U par

rapport µa D;.alors:

Â(D;H0(U; F̂) = #fj= deg qj < kg:

Même raisonnement que la proposition 3.7 .

On suppose d'abord que k est un entier: pour le recouvrement (U¸)¸;1::::¤ on a :

Â(D;H0(U; ~F)) =
¤P
¸=1

Â( ¶D; H0(U¸; F̂))¡
¤¡1P
¸=1

Â( ¶D;H0(U¸ \ U¸+1; F̂)):

Il y a un U¸ plus que U¸ \ U¸+1 donc chaque expqj est le terme #fj/ degqj <kg,
pour l'autre on va calculer les exponentielles de niveau k qui sont plates sur chaque I¸

et I¸ \ I¸+1(U¸ = I¸£ fkg).
Si U est le support de l'expenentielle de niveau k elle est plate sur I¸ que sur

I¸ \ I¸+1; sinon, elle est plate sur I¸ \ I¸+1 que sur I¸:

Si k est rationnel la preuve est faite comme dans la proposition 3.7.

A la ¯n , on ¶ecrit un (k1; ::::::::kº)-multisecteur sous forme d'une r¶eunion convnable

d'un disque et des kj-secteurs , j = 1:::::::; º .

4.1.10 Indice sur multisecteurs:

Soit k
¹

= (k1; :::::::::kº) et U un k
¹
-mulitsecteur Alors: D est µa indice sur H0(U; F̂) et :
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Â( D; H0(U; F̂)) = Â(D;C[[x]])¡#fgros points singuliers de D compt¶es avec leurs

multiplicit¶es dans Ug
En particulier, si U est g¶en¶erique

Â(D;C[[x]]) =Â(D; H 0(U ;F̂)):

On r¶esume les valeurs des indices sur les sous-ensemble de Â dans le tableau suiv-

ant:

U½X Indice : Â(D;H0(U; F̂))

En g¶en¶eral dimH0(U;Sol(D; F̂)) ¡dimH1(U;Sol(D; F̂)) ¡dimH0(U;Coker(D; F̂))

Petit disque Â(D; C[[x]])

Secteur dimH0(U;Sol( ¶D; F̂)) = #fj=degqj < ¶kg + #fgros points singuliersg
k-gros point #fj=degqj < kg ¡ multiD(U)

Tore ¡#fgros points singuliers de D dans Ug
Disque Mulitsecteurs Â(D; C[[x]] ¡#fgros points singuluers de D dans Ug)

NOTE:

Les gros points singuliers sont compt¶es avec leurs multiplicit¶es.
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Chapitre 5

Propri¶et¶es du F̂k et ses applications aux th¶eorµemes

d'indice de D:

Dans ce chapitre, on introduit la notion de l'espace topologique Xk et le faisceau F̂k

sur Xk qui prend en consid¶eration le type de croissance ou d¶ecroissance d'expenentielle

d'un ordre k, puis on applique la t¶echnique d¶evelopp¶ee dans le 3eme chapitre pour

prouver les th¶eorµemes d'indice dans cet espace.

En particulier, on obtient les th¶eorµemes d'indice dans les espaces des s¶eries Gevrey

C[[x]]s , C[[x]](s) et C[[x]]
s;(1c )

+
¡

dûe µa J-P-Ramis.

5.1 L'espace Xk:

Soit k>0, et Y k une copie du tore S1£]0; +1 [:

Xk est l'espace topologique obtenu en rempla»cant le tore ferm¶e ¹Y k = S1£ [0; +1]

par le cercle S1£ fkg plus pr¶ecis¶ement, on identi¯e d'un côt¶e la fronti¶ere S1£ fkg du

disque ouvert B(0; k) du X avec la fronti¶ere S1 £ f0g du ¹Y k et d'un autre côt¶e la

fronti¶ere S1 £f+1g de ¹Y k avec la fronti¶ere S1£ fkg de X ¡B(0; k) .

Comme espace topologique, l'espace Xk est isomorphe µa X, d'ailleurs la d¶e¯nition

suivante du pr¶efaisceau Fk sur un ouvert U depend de la position de l'ouvert U; il est

soit µa l'extµerieur du tore ¹Y k, dans ¹Y k ou entre deux fronti¶eres des cercles de ¹Y k.

Soit (µ; fk;½ g) les coordonn¶ees polaires dans ¹Y k et ¼k : Xk¡! X la surjection

canonique.
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Pour tout ¶k > 0, on appelle un disque ouvert de rayon ¶k dans Xk qu'on note B(0; ¶k)

l'image inverse

¼¡1k (B(0; ¶k)) du disque ouvert de rayon ¶k centr¶e µa l'origine.

Pour c 2 [0;+1], on appelle disque ouvert (respectivement: disque ferm¶e) de rayon

fk;cg, la r¶eunion de B(0; k) et de S1 £ [0; c[ (respectivement: S1 £ [0; c]) les disques

ouverts et les secteurs ouverts forment une base de Xk

La de¯nition d'un secteur I£
i
µk;fk; cg

h
est similair ,c'est-µa-dire,un secteur I£]¶k; fk; cg[

est l'union d'un secteur I£]¶k; k[ et de S1£]0; c[

5.2 Le faisceau F̂k sur Xk

Soit k>0:

Le faisceau F̂k correspond au pr¶efaisceau d¶e¯ni comme suit:

* µa l'int¶erieur de Xn ¹Y k: Fk = F:

*µa l'int¶erieur de Y k:

Fk(I£]fk; ¶cg; fk;}cg[) = H0(I; A·k;¶c
¡
=A·¡k;}c

+
):

* Entre deux fronti¶eres de Y k:

F̂
k
(I£]fk; ¶cg; k[) = H0(I; A·¶k=A·¡k;c

+

):

F̂
k
(I£]fk; cg;}k[) = H0(I;A·k;c

¡
=A·¡

}k):

Le faisceau F̂ est le faisceau de Cfxg¡module (pas C¡algµebre) , dans la r¶estriction

au cercle S1£ fk; cg; 0 · c · +1 :

F̂
k
jS1£fk;cg =

8
>>><
>>>:

A·k
¡
=A·¡k si c = 0:

A·k;c
¡
=A·¡k;c

+
si 0 < c < +1

A·k=A·¡k
+

si c = +1
De plus:

H0(B(0; fk; cg)); F̂k) =

8
>>><
>>>:

C[[x]]s+ si c=0

C[[x]]s;(1c )+
si 0<c<+1

C[[x]](s) si c=+1
et
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H0( ¹B(0; fk;cg); F̂k) =

8
>>><
>>>:

C[[x]]s si c=0

C[[x]]
s[1c]

¡ si 0<c<+1
C[[x]]s¡ si c=+1

Pour un intervalle I de S1 :

H0(I £ [0;fk;cg] ; F̂k) =

8
>>><
>>>:

H0(I;A=A·¡k) si c=0

H0(I;A=A·¡k;c
+
) si 0<c<+1

H0(I; A=A·¡k
+
) si c=+1

Avec F̂kon va prouver, en particulier, les th¶eorµemes d'indice de D dans les espaces

C[[x]]s, C[[x]](s),C[[x]]s;(1c )+
et C[[x]]s;(1c )¡

:

On note par:

B(0,fk,cg) le disque ouvert dans X centr¶e µa l'origine est l'union du disque B(0,k)

et le tore S1£[fk,0g,fk,cg[ et B(0,fk,cg) sa fermeture.

Notation 2

On note par B(0; fk; cg) Le disque ouvert dans X centr¶e µa l'origine est l'union du

disque B(0; k) et de tore S1£]fk;0g;fk;cg[ qu'on note par B(0;fk;cg) et sa fermeture

est not¶e par ¹B(0;fk;cg)(cf ¯gure 4.1)

5.3 Une section typique du faisceau F̂k \exp q(1
x
)

quand deg q=k"

L'ensemble de d¶e¯nition de la fonction expq(
1

x
) comme ¶etant une section de F̂k

quand degq = k est un entier est comme indique sur la ¯gure 4.2

Les secteurs sont maintenant remplac¶es par des p¶etales, le complement du support

est sous la forme des margeurites et expq est ¶egale z¶ero sur une p¶etale sur deux . La

fermeture des morceaux des p¶etales dans ¹Y k quand expq n'est pas d¶e¯nie sont les gros

points singuliers de q dans Xk. Comme dans le cas de(X; F̂) ils ont un rôle important

par rapport aux indices de D:

1- Un k-gros point dans Xk est la fermeture d'une composante connexe oµu la fonc-

tion exp(¡Ae
i®

xk
); A > 0 n'est pas d¶e¯nie dans ¹Y k, il est dit de support les polynômes
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Figure 5-1:

q(1
x
) = ¡Aei®

xk
+ o( 1

xk
)..

On consid¶ere aussi le cas oµu A tends vers z¶ero et le cas rami¯e par le choix d'une

determination ~® de l'argument ® .

Un k-gros points a pour ¶equation polairedans ¹Y k, ½ · Acos(k(® ¡ µ)) ;

k( ®¡ µ) 2 [¡¼2 +2l¼ ; ¼2 + 2l¼ ] l 2 Z

quand ¶k6=k on d¶e¯nit un ¶k-gros points dans Xk comme ¶etant un k-gros points de

X (d¶e¯nition 2.11)

2- Le point top a = (®; fk;Ag) 2 ¹Y k d'un k-gros point du support q est appel¶e

point k-anti-Stokes de q:

On note par Singk(q) l'ensemble de points k-anti-Stokes de q, Si degq 6= k ,alors:

Singk(q) = ?

3- Un sous ensemble U de Xk est dit g¶en¶erique pour q s'il ne contient pas des gros

points de support q , il est dit g¶en¶erique pour D s'il est g¶en¶erique pour tout qj ,

j = 1::::::::v

Dans le cas contraire on dit qu'il est singulier pour q ou pour D.
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5.4 L'action de D sur le groupe de cohomologie

de F̂k:

L'op¶erateur di®¶erentiel D induit un morphisme de faisceaux sur F̂k et alors aussi sur ses

groupes de cohomologie, l'expos¶e dans le 2eme chapitre a son analogue dans (Xk; F̂k),

En particulier l'isomorphisme suivant:

Les applications lin¶eaires :

D : H i(U; F̂k) ¡! H0(U; F̂k) i ¸ 1

Sont des isomorphismes quand U est un disque , un secteur, un multisecteur ou un

tore (D¶e¯nition 4.1)

La preuve est semblable µa celle du th¶eorµeme 2.1 avec quelques modi¯cationsn¶ecessaires,

les th¶eorµemes de base pour un ordre donn¶e sont remplac¶es par la propsition 1.1 pour

un typ¶e donn¶e.

Les secteurs sont acycliques pour Sol(D; F̂k) (cf proposition 2.5)

Le morphisme de connection

± : H0(U;Im(D; F̂k))¡! H1(U; Sol(D; F̂k))

est surjectif quand U est un tore ou un secteur qui ne contient pas l'origine ,de

même que la proposition1.1(iv) est le lemme de Malgrange.

5.5 Th¶eorµemes d'indice de D dans (Xk,F̂k) :

5.5.1 Th¶eorµeme general de l'indice dans (Xk,F̂k):

Soit U un disque , un secteur , un multisecteur ou un tore (D¶e¯nition 4.1). ,alors D

est µa indice sur H0(Uk; F̂k)et

Â(D; H 0(U k; F̂
k
)) = dimH 0(U k; Sol(D; F̂

k
)) ¡ dimH 1(U k; Sol (D ; F̂

k
) ¡ dimH 0(U k;Coker(D; F̂

k
))

Oµu

H 0(U k; Coker(D ; F̂
k
)) =

8
<
:

0 si 0 =2 Uk

Co ker(D; C[[x]]) si 0 2 Uk
:

Preuve. Même preuve que dans th¶eorµeme 3.1.

Le th¶eorµeme 4.2 implique que la technique de Mayer-Vietoris est valable dans
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Figure 5-2:

(Xk; F̂k) qui nous permet de d¶eduire les th¶eorµemes d'indice sur les grands ensembles µa

partire des petits disques les secteurs ¶etroits(même dans (X; F̂)) .

Sur les petits disques de rayon inf¶erieur µa k et ¶k, le faisceau F̂k est F̂, sur les

secteurs ¶etroits le r¶esultat est analogue µa celui de proposition 3.4.

5.5.2 Indice sur les secteurs ¶etroits:

Soit U un secteur ¶etroit dans X et soit D la forme normale de ¶D, alors:

Â(D;H0(Uk; F̂k)) = dimH0(Uk;Sol( ¶D; F̂k))

La preuve de cette ¶egalit¶e est analogue µa celle de la proposition 3.4.¤
Et le calcul de dimH0(Uk;Sol(D; F̂k)) quand Uk = I £ (¶k; fk; cg) et c est une

constante k-caract¶eristique de D exige quelques pr¶ecautions :

Soit S le sous-faisceau de F̂ engendre par expq avec degq = k et on suppose que

un point singulier µa Singq est µa l'int¶erieur de la fronti¶ere de l'arc I £fk; cg(cf. ¯g 4.3)

µa cause de l'¶etroitµesse de I , le point singulier a est n¶ec¶essairement unique, donc

Uk n B µa une seule composante connexe dans Uk (U ferm¶e ) et deux composantes si

a 2 Uk (Ukouvert) .

D'oµu le r¶esultat suivant:

Sous les conditions pr¶ec¶edentes:

dimH 0(U k;S) =

8
<
:

1 si Uk = I £ [¶k;fk;cg]
2 si Uk = I £ [¶k; fk; cg[

On va formuler les indices de D sur les grands Uk.
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5.5.3 Indice sur le tore de Xk:

Soit U = S1£ [ µK; }K ] un tore dans Xk.

i) Soit 0 · ¶c · }c· +1 et ¶K = fk; ¶cg, }K= fk;}cg, alors:

Â(D; H0(Uk; F̂k)) = ¡
nP
k=1

#fUk \ Singk(ql)g
=¡#fpointk ¡ anti6Stokes de D sur U compt¶e ave

cleur multiplicit¶eg
ii) Pour ¶K, }K quelconques on a :

Â(D;H0(Uk; F̂ k)) = ¡#[f~k-gros points singulier sur Ukg -fpoint k-anti stokes

dans Ukcompt¶es avec leur multiplicit¶esg.
i) Soit U = (U¸) ¸2Z=¤Z un recouvrement 2-¯nie par des secteurs ¶etroits.

La technique de Mayer-Vietoris est applicable d'oµu:

Â(D;H0(Uk; F̂k)) =
¤P
¸=1

Â(D;H0(Uk
¸ ; F̂k))) ¡ Â(D;H0(Uk¸ \ Uk

¸+1; F̂
k))

il y a plus de Uk¸ que de Uk
¸ \ Uk¸+1:

Donc :

Â(D;H0(Uk; F̂k)) =
¤P
¸=1

dimÂ(D; H0(Uk
¸; F̂

k)):

Et

Â(D;H0(Uk; F̂k)) = dimH0(Uk;Sol( ¶D; F̂k))

Et la m¶ethode de calcul dans lemme 4.5 ,proposition 3.7 nous donne le r¶esultat.

ii) On ¶ecrit U comme r¶eunion de deux secteurs, l'un de la forme (i) et l'autre d'un

secteur ¶etroit quelconque, et on applique la t¶echnique de Mayer-Vietoris. On obtient

le r¶esultat .¤

5.5.4 Indice sur disques de Xk:

Soit Uk un disque de rayon K dans Xk:

i) Soit K = fk;cg, alors:
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H0(Uk; F̂k) =

8
>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

C[[x]]s+ si Uk=B(0,fk,0g)
C[[x]]s si Uk=¹B(0,fk,0g)

C[[x]]
s;(1c)

+ si Uk=B(0,fk,cg)

C[[x]]
s;(1c)

¡ si Uk=¹B(0,fk,cg)
C[[x]](s) si Uk=B(0,fk,cg)

C[[x]]s¡ si Uk=¹B(0,fk,+1g)

0 6= c 6= +1

Et:

Â(D; Uk) = Â(D;C [[x]]s+)¡#fk-gros points singuliers de D dans Uk comptes avec

multiplicit¶esg
=Â(D; C[[x]])¡ #fk-gros points singuliers comptes avec multiplicit¶esg

En particulier:

Â(D,C [[x]]s+) =Â(D,C[[x]]s)

Â(D,C[[x]]
s;(1c )

¡
+
) o~u c est petit.

Â(D,C [[x]]s;(1c )+
) = Â(D,C[[x]]s;(1c )¡

)

Oµu c n'est pas une constante k-caracteristique de D

Â(D;C[[x]](s) = Â(D; C[[x]]s¡)

= Â(D; C[[x]]
s;(1c )

¡
+

) oµu c est grand.

La fonction C = 1
c ¡! Â(D;C [[x]]s;c+) est croissante et semi-continue µa gauche.

La fonction C = 1
c ¡! Â(D; C[[x]]s;c¡) est croissante et semi-continue µa

droite.

Soit K<k ou K>k et soit U le disque de rayon K induit par U k dans Xk. ,alors:

Â(D; H0(Uk; F̂k)) = Â(D; H0(U; F̂))

5.5.5 Indice sur k-gros point:

Soit Uk un k-gros point et ~Uk le plus petit secteur ferm¶e qui contient Uk.

Soit multD(Uk) la multiplicit¶e de Uk comme etant un k-gros points singuliers de

D dans Xk , alors:

Â(D;H0(Uk; F̂k)) = Â(D; H0( ~Uk; F̂k))

= #fj=degqj < kg ¡ multiD(Ut):

En particulier si U est g¶en¶erique
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Â (D;H0(Uk; F̂k)) = #fj=degqj < kg
Même raisonnement que dans la proposition 3.9

On r¶esume les valeurs des indices de cette partie dans le tableau suivant:

.

Uk ½Xk Indice Â(D,H0(Uk,F̂k))

En g¶en¶eral dimH0(Uk;Sol(D; F̂k)) ¡dimH1(Uk; Sol(D; F̂k)) ¡dimH0(Uk; Coker(D;

Petit disque Â(D,C[[x]])

K-gros point #fj/deg qj<kg- multD (Uk)

Tore -#[f~k-gros point singulierg-#fpoint k-antistokes dans Ukg
Disque Multisecteurs Â(D,C[[x]])- #fgros point singulier t de D dans Ukg

.

Tous les gros points singuliers sont compt¶es avec leurs multiplicit¶es.
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24.8830Proporietes de F̂k et multisommabilite:

Dans ce chapitre on note par k= (k1; ::::::::::::::kv) un multi-indice tel que

0< k1 < ::::::::::: < kv < +1:

Repetons a k1; ::::::::::; kv la construction a k de(Xk; F̂ k) a partir de (X;F̂) pour obtenir

l'espace topologique Xk et le faisceau F̂ k qui prend en consideration le type de croissance ou

decroissance d'expenentiel pour chaque ordre k1; :::; kv:

On rassemble dans (Xk; F̂k) les proprietes locales des faisceaux (Xk; F̂k) pour k = k1:::::::::kv :



10.9513.6

Figure6-1:

Un k-multisecteur U dans Xk est une reunion ¯nie:

U= ¹B(0; k1;0) [ boldº[
j=1

(Ij £ [0; kj+1;0]):

Ou, pour j = 1; ::::::v Ij est un intervalle ferme de longueur (jIj =bold¼
kj

et I1 ¾ I2

¾ ::: ¾ Iv). (par convention kv+1;0 = +1)(cf ¯gure 5.1)

Notation 3

* Un multisecteur U dans Xk est un sous-ensemble ferme dans Xk:

* La de¯nition d'un k-gros point dans Xk est celle dans Xk pour chaque k1; :::::::::::kv.

Proposition 2

Soit U un k-multisecteur dans Xk,alors: H0(U; F̂ k) est l'espace des series k-multisommables

sur (I1; ::::::::Iv):

(cf Remarque 2.2)

De plus, les proprietes de F̂k sont prolongees dans F̂k, donc on utilise une autre fois la

technique de Mayer-Vietoris pour prouver les theoremes d'indice dans H0(U; F̂k) quand U est

un disque, un secteur, un multisecteur, un tore ou un gros point car U est un sous-ensemble

d'un F̂k pour k = k1::::::::::::kv .
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Soit U un k-multisecteur dans Xk, alors: D est a indice dans l'espace des series

multisommables H0(U; F̂k) et

boldÂ(D; H0(U; F̂ k)) = boldÂ(D; C[[x]]) - #gros point singulier de D dans U comptes

avecleurs multiplicites.

En particulier, si U est generique, c'est-a-dire: U ne contient pas des gros points singuliers

alors :

boldÂ(D; H0(U; F̂ k)) = boldÂ(D; C[[x]]):

D'apres la de¯nition 5.1,U est une reunion ¯nie, on applique la technique de Mayer-Vietoris on

obtient:

boldÂ(D; H0(U; F̂ k)) = boldÂ(D; H0( ¹B(0; k1;0); F̂k)) +boldÂ(D; H0(
n[
j=2

Uj ; F̂k))

Ou Uj = Ij £ [0; kk+1;0]:

Et d'apres le 3eme chapitre on obtient le resultat.

A la ¯n on remarque que les formules d'indices donnees dans le 3eme, 4eme et 5eme chapitre

sont relative a l'invariant formel meromorphe de D qui est boldÂ(D;C [[x]])

.

Conclusion 1

En utilisant une procedure generale on a prouve les theoremes d'indice pour un operateur

di®erentiel D sur les grands sous-ensembles a partir de ceux sur les petits sous-ensembles dans

les espaces (X;F̂); (Xk; F̂k) et (Xk; F̂k):

On a prouve que l'indice de D sur un petit disque centre a l'origine est egal a l'indice de D

dans l'espace des series formelles C [[x]] et ce dernier a ete calcule par B-Malgrange dans

[M74]; sur un petit secteur, l'indice de l'operteur D est l'indice de sa forme normale ¶D et est

egal au nombre des solutions sur ce secteur.

Cette procedure appliquee sur les disques dans l'espace (X; F̂k) fournit en particulier, l'indice

de D dans les espaces C [[x]]s+ ;C [[x]]s¡ et Cx, le calcul de l'indice dans Cx a ete calcule par

deux methodes, une par l'analyse fonctionnelle due a B-Malgrange dans [M74] et l'autre par

P-Deligne et B-Malgrange (cf Appendice).

Les indices dans C[[x]]s+ ;C [[x]]s¡ , bien que ne soient pas donnes explicitement dans [R84]

mais sont une consequence des indices dans les espaces Gevrey ..



La procedure appliquee sur les disques dans l'espace (Xk; F̂k) donne , en particulier les indices

de D dans C [[x]]s ,C[[x]](s); C[[x]]
s;(1c)

+ et C[[x]]
s;(1c)

¡ , ces indices sont etablis par J-P.Ramis

[R.84] par l'analyse fonctionnelle qui a ete initiee par B-Malgrange [M74] et dans

l'espace C[[x]]s; 1c
,D n'est pas a indice en general (par exemple l'operateur d'Eleur: x2 ddx + 1

sur C[[x]]1;1):

La procedure appliquee sur les k-multisecteurs dans l'espace (Xk; F̂k) ou k=

(k1; :::::::::; kv) sachant que k1 < :::::::: < kv fournit l'indice de D dans l'espace des series

k-multisommables.

Les valeurs de ces indices sont calculees en fonction des invariants formels meromorphes de

D et surtout les gros points singuliers.

En utilisant une procedure generale on a prouve les theoremes d'indice pour un operateur

di®erentiel D sur les grands sous-ensembles a partir de ceux sur les petits sous-ensembles dans

les espaces (X;F̂); (Xk; F̂k) et (Xk; F̂k):

On a prouve que l'indice de D sur un petit disque centre a l'origine est egal a l'indice de D

dans l'espace des series formelles C [[x]] et ce dernier a ete calcule par B-Malgrange dans

[M74]; sur un petit secteur, l'indice de l'operteur D est l'indice de sa forme normale ¶D et est

egal au nombre des solutions sur ce secteur.

Cette procedure appliquee sur les disques dans l'espace (X; F̂k) fournit en particulier, l'indice

de D dans les espaces C [[x]]s+ ;C [[x]]s¡ et Cx, le calcul de l'indice dans Cx a ete calcule par

deux methodes, une par l'analyse fonctionnelle due a B-Malgrange dans [M74] et l'autre par

P-Deligne et B-Malgrange (cf Appendice).

Les indices dans C[[x]]s+ ;C [[x]]s¡ , bien que ne soient pas donnes explicitement dans [R84]

mais sont une consequence des indices dans les espaces Gevrey ..

La procedure appliquee sur les disques dans l'espace (Xk; F̂k) donne , en particulier les indices

de D dans C [[x]]s ,C[[x]](s); C[[x]]
s;(1c)

+ et C[[x]]
s;(1c)

¡ , ces indices sont etablis par J-P.Ramis

[R.84] par l'analyse fonctionnelle qui a ete initiee par B-Malgrange [M74] et dans

l'espace C[[x]]s; 1c
,D n'est pas a indice en general (par exemple l'operateur d'Eleur: x2 ddx + 1

sur C[[x]]1;1):

La procedure appliquee sur les k-multisecteurs dans l'espace (Xk; F̂k) ou k=

(k1; :::::::::; kv) sachant que k1 < :::::::: < kv fournit l'indice de D dans l'espace des series

k-multisommables.



Les valeurs de ces indices sont calculees en fonction des invariants formels meromorphes de

D et surtout les gros points singuliers.

1. Claim 1 24.8830Appendice:

14.4186.1 I)

Les theoremes d'indice de B.Malgrange et J-P.Ramis sont prouver par des methodes de

l'analyse fonctionnelle et les perturbations compactes, on va les rappeler dans cette partie:

17.2822 Theoremes d'indice dans l'anneau des series formelles :

De¯nition:

On appelle valuation sur un corps K une application surjective

boldº : K ! ZU+1 telle que:

1) boldº(xy) = boldº(x) + boldº(y):

2) boldº(x + y) ¸ min (boldº(x);boldº(y)).

3) boldº(0) = +1:

14.418 Theoreme 1: (cf [M74])

Soit D : C[[x]] ! C[[x]] un operateur di®erentiel

D =
nP
i=1

ai
di

dxi
ou ai(x) 2 Cx

Alors: D est a indice et

boldÂ(D;C [[x]]) = supi=1;n(i ¡ boldº(ai)):

14.418Theoreme 2: (cf [M74] et [K71])

Soit D : Cx ! Cx un operateur di®erentiel tel que:

Avec :D =
nP
i=1

a(x)i
di

dxi
ai 6= 0

Alors: D est a indice et boldÂ(D;Cx) = n ¡boldº(an):

14.418Theoreme 2: (cf [M74] et [K71])

Soit D : Cx ! Cx un operateur di®erentiel tel que:

Avec :D =
nP
i=1

a
(x)
i

di

dxi
ai 6= 0

Alors: D est a indice et boldÂ(D;Cx) = n ¡boldº(an):



14.418Theoreme 3: (cf [R84]):

Soit D =
P
I

ai
di

dxi
ai 2 Cx

i) a) Les operateurs D : C [[x]]s D C[[x]]s sont d'indice ¯ni pour s>1

b) Les operateurs D : C[[x]](s) ! C [[x]](s) sont d'indice ¯ni pour s>1.

c) Les operateurs C [[x]]
s;

1

c

+ ! C [[x]]
s;

1

c

+ et C[[x]]
s;
1

c

¡ ! C[[x]]
s;

1

c

¡

sont d'indices ¯nis pour s>0 et C>0.

14.4186.2

On donne ici le calcul de l'irregularite irr0(D) apres Deligne [D77] et Malgrange [M79]

14.418Proposition 7.1: (Deligne- Malgrange):

Soit N(boldµ) la dimension de la ¯breV <0
boldµdeV <0et boldµ 2 S1 et varN la variation de la

fonction

boldµ ! N (boldµ) sur S1.

Alors:

irr0(D) = dimH1(S1;V <0)

DimH1(S1;V <0) = 1
2var(N)

Preuve:

La suite exacte longue de cohomologie correspondante a la suite:

0 ! A<0 ! A ! A=A<0 ! 0:

est donnee par

H0(S1;A) ! H0(S1;A=A<0) ! H1(S1;A<0) ! H1(S1; A)

k k & .
Cx C[[x]] 0

D'ou H1(S1;A<0) = C [[x]]=Cx

De la, on tire la suite exacte longue de cohomologie:

0 ! H1(S1; V <0) ! H1(S1;A<0) ! H1(S1;A<0) ! 0

k k
C[[x]]=Cx C[[x]]=Cx

Deduite de la suite exacte courte des faisceaux :

V <0 ! A<0 D A<0 ! 0

Implique les relations :



ker(D; C[[x]]=Cx) = H1(S1;A<0):

Coker(D;C [[x]]=Cx) = 0:

ii) Le calcul de dimH1(S1; V <0) par P.Deligne est relie aux fait que V <0 est constante par

morceaux et que la fonction boldµ ! N(boldµ) est semicontinue a gauche.

Soit bold®l; l 2 Z=bold¹Z les directions de Stokes de D dans un ordre cyclique. et soit

il : l ! S1 et jl : ]bold®l; bold®l+1[ ! S1 les inclusions naturelles.

On note par : jA!V <0 le faisceau constant de ¯bre V <0 sur A prolonge par zero sur S1nA:

et i(UnA)¤V <0 l'image directe du faisceau V <0 par l'inclusion canonique

La suite:

0
L
l

jl!V<0 V <0
L
l

il¤V <0 0

est une suite exacte de faisceau sur S1 d'ou:

boldÂ (V <0) =
P
l

boldÂ (jl!V
<0) + boldÂ(il¤V <0)

par de¯nition:

boldÂ(D; V<0)+ dimH0(S1;V <0) ¡dimH1(S1;V <0) et H0(S1; V <0) = 0:

k
0

Alors:

boldÂ(V<0) = ¡dimH1(S1;V <0)

et :

dimH1(S1; V<0) = ¡ P
l

boldÂ(jl!V<0) + boldÂ(il¤V <0))

De plus:

boldÂ(jl!V
<0) = ¡dimH1(S1; jl!V

<0)

(H0(S1; jl!V
<0)) = 0 (car le support ]bold®l,bold®l+1[ n'est pas ferme dans S1)

Donc:

boldÂ(jl!V
<0) = ¡dimH1(]bold®l;bold®l+1[; V

<0) (V <0est constante sur

]bold®l;bold®l+1[ )

= ¡dimV <0
¶bold®

8 µbold® 2 ]bold®l;bold®l+1[

et

boldÂ(il¤V <0) = dimH0(S1; il¤V <0) ; H0(S1; il¤V <0) car le support bold®l est reduit a un

seul point ).

Donc



boldÂ(il¤V
<0) = dimV <0

bold®

Maintenant ,on utilisant le fait que V <0est localement isomorphe au faisceau ¶V <0 des solutions

plates de la forme normale ¶D de D (le theoreme principale de devloppement asymptotique

)resulte :

dimV<0¶bold®L
¡dimV<0bold®L

= dim¶V <0
¶bold®L

¡dim¶V <0
bold®L

:

et en chaque point , bold® 2 S1 ,dim¶V <0
bold® est le nombre des exp(qj) qui sont plates en

bold®

. Le coe±cient 1
2 vient du fait qu'un expqj augmante dim¶V<0¶bold®l

¡ dim¶V <0
bold®l

par un , si

bold® est une direction de Stokes de qj

Sachant que expqj est plate sur ]bold®l;bold®l+1 [ d'ou il contribue le un demi de ses

directions de Stokes.

On remplacant A<0 par A·¡k et V <0 par V ·¡k et on utilisant le theoreme de Borel -Ritt au

lieu du theoreme principal du developpement asymtotique on obtient un resultat semblable

avec condition Gevrey.

14.418 Proposition 7.2:

Soit N·¡k (boldµ) la dimension de la ¯bre V·¡k de V ·¡k a boldµ 2 S1 .(s =1
k);

alors: D est a indice sur C [[x]]s=Cxet boldÂ(D; C[[x]]s=Cx)= dimH1(S1;V ·¡k):

=1
2 varN·¡k
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