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RESUME. Les problémes du type knapsack (sac & dos) sont parmi les problémes NP-difficiles les
plus traités de 1’optimisation combinatoire. Dans un probléme de type knapsack, on imagine un
randonneur disposant d’un ensemble d’objets qu’il désir emporter dans sa randonnée. Chaque objet
étant associé a un poids et une utilité (colt, profit). Le randonneur cherche a déterminer les objets a
emporter de facon & maximiser I’utilité totale de son chargement tout en limitant le poids. Le but de ce
mémoire est d’étudier deux problémes de type knapsack avec des données incertaines (non fiables) ou
imprécises (qui peuvent évoluer dans le temps). Plus précisément, nous analysons l’effet des
perturbations gque subissent certains paramétres de ces deux problémes de maniere a ce que la solution
optimale reste inchangée. Dans un premier temps, nous faisons une analyse de sensibilité de la
solution optimale du knapsack 0-1 (KP), cette analyse consiste a étudier la stabilité de la solution
optimale face & une perturbation du profit du probléme. Nous introduisons ensuite des bornes
supérieures de la littérature dans le but d’améliorer les limites de I’intervalle de sensibilité du
coefficient perturbé. Enfin, nous proposons un algorithme permettant de mesurer les bornes de
I’intervalle de sensibilité du profit perturbé dans le probléme BKP en le transformant en un probléme
KP binaire et en adaptant les résultats obtenus pour de ce dernier, en matiére d’étude de la sensibilité,
a celle du BKP. Des instances générées aléatoirement sont utilisées afin de vérifier les performances

de I’algorithme proposé.

Mots clés : optimisation combinatoire, knapsack, bounded knapsack, étude de la sensibilité.
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Introduction générale

Dans le monde industriel, on fait de plus en plus appel a 1’optimisation combinatoire
(OC), discipline carrefour entre la programmation mathématique, les mathématiques
discrétes et I’informatique. Ceci pour deux raisons majeures, la premiére étant le nombre
important de problémes pouvant se formuler sous forme d’un probléme d’optimisation
combinatoire. La seconde étant I’intérét économique que représente cette discipline dans la

résolution de ces problemes.

Lorsqu’on utilise un modéle mathématique pour décrire la réalité, on est obligé de
faire des approximations. Les différents problemes d’optimisation combinatoire résolus
dans la littérature sont plutdt bien structurés par rapport a ce qui se rencontre en pratique.
La linéarité qu’on suppose lors de la modeélisation de problémes réels en programmes
linéaires est, en fait, une approximation tres significative. Aussi, notre connaissance du
domaine dont fait partie le probleme a modeliser peut nous amener a faire des
approximations sur les valeurs des parametres (temps, codts, distances, poids, etc.). Une
autre approximation a lieu lorsqu’on n’est pas sir des données a mettre dans le modéle.
D’autant plus que I’information est elle-méme apte a changer si on est face a un

environnement dynamique.

Tous ces facteurs sont une raison valable pour faire une analyse de la sensibilité du
modéle formulé. Ainsi, ayant obtenu une solution optimale X~ du modele simplifié,
I’analyse de sensibilité de ce dernier est nécessaire pour déterminer la crédibilité (validité)
de la solution optimale et pour tirer des conclusions sur la robustesse de cette solution.
Cette analyse nous permet, entre autres, d’apporter une réponse a la question suivante :

dans quel domaine (intervalle de sensibilité) peut varier chacun des coefficients de la

fonction économique ou des contraintes pour que X reste une solution optimale.

C’est grace a I’analyse de sensibilité que le décideur peut connaitre le comportement

de sa solution optimale face aux variations des parametres du probléme.

Dans un cadre plus théorique, 1’analyse de sensibilité peut servir a accélérer un
schéma de resolution dans lequel la connaissance de I’intervalle de sensibilit¢ d’une
solution évite des résolutions inutiles, ou dans lequel la résolution d’un probléme peut étre
accélérée par réoptimisation, comme cela est le cas dans la résolution d’un probléme de

paramétrisation.
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Dans notre travail, on se propose d’étudier deux problémes de type knapsack avec
des données approximatives (a cause de ’ambiguité des objectifs). Plus précisément, nous
analysons I’effet des perturbations que subissent les coefficients de la fonction objectif de

maniere a ce que la solution optimale reste inchangée.

En plus de ce chapitre introductif, ce mémoire comporte quatre autres chapitres.
Ainsi, le chapitre 1 porte sur la problématique de 1’optimisation combinatoire, la
complexité algorithmique des problémes d’optimisation combinatoire et la méthodologie
de résolution des problémes linéaires PL et linéaires en nombres entiers PLNE. Dans la

derniére partie de ce chapitre, on décrit I’analyse de sensibilité des problémes PL et PLNE.

Le chapitre 2 est consacreé a la présentation des problemes de type knapsack. Nous y
décrivons le probléme générique et en présentons les différentes variantes, cas particuliers,

domaines applicatifs et propriétés fondamentales.

Le chapitre 3 décrit d’une fagon détaillée le probléme du knapsack 0-1 (KP) qui est
la variante la plus traitée parmi les problemes de type knapsack. Nous évoquons dans ce
chapitre, en plus de la formulation mathématique et des méthodes de resolution, I’analyse
de sensibilité du probléme KP lors de la variation d’un profit arbitraire, en reprenant les
principaux résultats de Hifi et al [26]. Ensuite, nous présentons différentes bornes
supérieures de la littérature, pour le probléme KP, dans le but d’apporter des améliorations
sur les bornes de I’intervalle de sensibilit¢ du profit perturbé. Des résultats expérimentaux

sont présentes a partir de ces differentes bornes supérieures.

Dans le chapitre 4, nous traitons en détails le probléme du knapsack borné (Bounded
Knapsack Problem BKP) qui est une généralisation du probléme KP, nous présentons une
approche de résolution de BKP qui passe par sa transformation en un KP équivalent.
Ensuite, nous analysons la sensibilit¢é de BKP lorsqu’un coefficient profit est perturbé, a
travers 1’analyse de sensibilité du KP correspondant et nous développons une approche,
pour le calcul d’un intervalle de sensibilité, inspirée de 1’approche de Belgacem et Hifi [7],
[8] pour un probléeme KP lorsque plusieurs coefficients profits sont perturbés. Des résultats

expérimentaux sont é¢galement présentés afin d’évaluer 1’efficacité de I’approche proposée.



Chapitre 1 Optimisation combinatoire : problématique et outils fondamentaux

1.1 Introduction

L’optimisation combinatoire (OC) est une discipline qui combine les techniques des
mathématiques discrétes et de 1’informatique dans le but de résoudre des problémes

d’optimisation dont la structure sous-jacente est de forme discrete.

Bien que les problemes d’optimisation combinatoire soient généralement faciles a
définir, ils sont, pour la majorité, difficiles a réesoudre. En effet, la plupart de ces problémes
appartiennent a la classe des problemes NP-difficiles et ne possédent donc pas a ce jour de

solution algorithmique efficace valable pour toutes les données.

1.2 Problématique

De maniere générale, un probléme d’optimisation [57] peut étre défini par un
espace E du probleme (espace de recherche), qui contient un sous-espace de solutions X
(aussi appelé région de faisabilité), X < E, ainsi qu’une fonction objectif f(:), f: X — IR.
L’espace du probléme décrit en quelque sorte le monde, tandis que 1’espace des solutions
(souvent de taille exponentielle) contient 1’ensemble des solutions X, x € X , admissibles a
la résolution du probléme. Le role de la fonction objectif est de produire un critere
d’évaluation permettant de comparer les solutions admissibles entre elles, et donc de

déterminer, sur une échelle globale, monotone et unique, la qualité d’une solution.

Dans un probléme d’optimisation ainsi défini, le but est de trouver une solution x de
X, appelée solution optimale, qui maximise, ou minimise, la fonction objectif sur I’espace

des solutions. Le probléme peut donc s’écrire de la maniere suivante [57]:

s.c XeX

@) {Max f(x) (1.1)
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Sans perte de généralité, il est possible de se limiter au probleme de maximisation.
En effet, tout probléeme de minimisation peut étre formulé comme un probleme de

maximisation avec :

Min f(x) = - Max {- f(x)} (1.2)

Notons qu’en général, il n’existe pas de critére explicite et efficace permettant
d’affirmer qu’une solution x quelconque soit la solution optimale. Néanmoins, en
comparant les solutions entre elles, toute solution optimale x™ doit satisfaire la condition

suivante:
vx e X f(x) > f(x) (1.3)

La condition (1.3) autorise 1’existence de plusieurs solutions optimales distinctes.
Elles sont de qualité égale, puisque leurs évaluations par f(-) sont identiques par définition.
En général, un probléme d’optimisation est considéré comme étant résolu lorsque le
caractére optimal d’une solution a été démontré. Celui-ci est démontré lorsque 1’algorithme
de résolution permet d’établir la preuve que (1.3) est satisfaite. Deux conditions
nécessaires doivent étre satisfaites pour que I’existence d’une solution optimale soit

établie :
a) X doit étre non-vide, et

b) f(-) doit avoir une borne supérieure sur X.

L’optimisation combinatoire trouve des applications dans des domaines trés varies.
En effet, que I’on s’intéresse a 1’optimisation d’un systeme de production, au design de
réseaux de télécommunication, a la bioinformatique ou encore a I’extraction de

connaissances, nous pouvons étre confrontés a des problemes d’optimisation combinatoire.

Sous la formulation générique de (1.1) sont englobés divers problemes
d’optimisation ayant des caractéristiques tres variées. Selon les caractéristiques de la
fonction objectif et de 1’espace de probleme, on discerne différentes classes de problemes
d’optimisation, chacune d’elles ayant donné lieu a différentes approches spécifiques utiles
a leurs résolutions. Typiquement, les problemes se distinguent les uns des autres en raison
du caractere continu ou discret, linéaire ou non-linéaire de la fonction objectif. De méme,

5
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I’espace du probléme, comme I’espace des solutions, peut étre continu, convexe et/ou

compact [57].

Traiter de I’ensemble de ces différentes classes de problémes est hors du cadre de
ce mémoire. Aussi, nous présenterons deux classes fondamentales de problémes
d’optimisation combinatoire, a savoir, la programmation linéaire et la programmation
linéaire en nombres entiers a laquelle appartient le probléeme du sac a dos (objet de notre
étude). Nous rappellerons également quelques notions de la théorie de la complexité, liée

étroitement a la résolution de problémes d’optimisation combinatoire.

1.3 Complexité

Tres souvent, la taille et la structure de I’espace de solution X, ainsi que la nature de
la fonction objectif rendent difficile, voire impossible, la recherche d’une solution optimale
X~ en un temps de calcul raisonnable. Ce constat, concernant malheureusement la grande
majorité des problémes d’optimisation combinatoire définis sur la base d’applications
réelles, a été synthétisé et formalisé au travers de la théorie de la complexité, développée
au milieu des annees 60, par Cobham, Edmonds, Cook et Karp en particulier. La plupart
des problemes « intéressants » en optimisation combinatoire étant NP-Complets (voir
définition ci-apres), il est illusoire d’espérer les résoudre rapidement tant que la conjecture
«P # NP » n’a pas été invalidée, si tenté¢ qu’elle puisse 1’étre. Et méme alors, il faudrait

pouvoir en déduire un algorithme, ce qui n’est pas évident.

La théorie de la complexité [45] est une discipline qui a pour but de fournir un cadre
formel a la difficult¢ des problemes en informatique, notamment aux problémes
d’optimisation combinatoire. Elle concerne en particulier les problemes pouvant étre
résolus afin de savoir s’ils peuvent 1’étre efficacement ou pas, en se basant sur une
estimation des temps de calcul et des besoins en espace mémoire. Des développements
récents au niveau de la théorie de la complexité ont permis de classifier les problémes
d’optimisation combinatoire selon leur difficulté face a un algorithme de résolution, en
fonction du temps de calcul et du codage des données. Dans ce qui suit, nous allons voir

les principales classes autours desquelles est axée la théorie de la complexité.
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1.3.1 La complexité des problémes d’optimisation

Lorsque 1’0on évoque le sujet des problémes d’optimisation surgit inévitablement la
question de leur complexité. Rappelons brievement qu’en théorie de la complexité, on
distingue entre les problemes de décision et les problémes d’optimisation. Un probléme de
décision peut se formuler par une question du type « Existe-t-il une solution ayant telle
caractéristique ? », et les réponses sont du type « Oui/Non ». Un probléme d’optimisation,
quant a lui, donne lieu a une question telle que « Quelle est la solution maximale
(minimale)? ». Une réponse du type « Oui/Non » s’avere alors insuffisante, puisque, a
priori, I’existence d’une solution maximale (minimale) n’est pas mise en cause. On cherche

plutdt a connaitre la solution optimale elle-méme.

Il est néanmoins possible de formuler un probléme d’optimisation par une suite de
problémes de décision. Ainsi, on peut se demander « Existe-t-il une solution de taille de au
plus (au moins) ko ? ». En diminuant (augmentant) ko apres chaque réponse positive, on se
rapproche pas a pas de la solution optimale. Toutefois, la résolution de cette suite de
problemes de décision est au moins aussi complexe que la résolution du probleme

d’optimisation initial.

Notons que la théorie de la complexité traite des problémes de décision et non des
problemes d’optimisation. Ainsi, les classes de complexité P, NP et NP-complet se

rapportent aux problemes de décision uniquement.
1.3.2 Classes de complexité

1.3.2.1 Laclasse P

Classe des problemes de décision que I’on peut résoudre a 1’aide d’un algorithme

déterministe polynomial. Les problemes de la classe P [18] sont dits « faciles ».
1.3.2.2 La classe NP

NP est une abréviation pour "non-deterministic polynomial time". La classe NP [18]
renferme tous les problémes de décision dont on peut associer a chacun d’eux un ensemble

de solutions potentielles (de cardinal au pire exponentiel) tel qu’on puisse vérifier en un
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temps polynomial si une solution potentielle satisfait la question posée. Le terme non-
déterministe désigne un pouvoir qu’on incorpore a un algorithme pour qu’il puisse

deviner la bonne solution.
Exemple de probleme dans NP : le probleme SAT (de satisfiabilité).

Soit F(xl,xz,.. X ) une expression logique de n variables. Le probleme SAT consiste a

WX,
trouver des valeurs vrai ou faux pour chacune des variables x, de telle maniére a rendre

vraie ’expression F (X, X,,..., X, ).

Un algorithme non-déterministe résolvant SAT est comme suit :

Pour k =1 jusqu’a n faire
X, = choix (vrai, faux) ;
Si F(x,,%,,...,X, )= vrai alors F est satisfiable

sinon F n’est pas satisfiable.

Une autre maniere, plus informelle pour définir la classe NP : c’est la classe des
problemes pour lesquels les seuls algorithmes connus de résolution sont ceux ayant une

complexité exponentielle.
1.3.2.3 La classe NP-complet

La définition de la classe des probléemes NP-complets [18] constitue un des
principaux résultats de la théorie de la complexité. De maniére intuitive, un probléme NP-
complet est un probléme aussi difficile qu un ensemble de problémes connus pour lesquels
aucun algorithme de résolution efficace n’a été découvert. Un algorithme efficace est un

algorithme de complexité polynomiale.

Un probleme est NP-complet si, et seulement si, il appartient a NP et si tout probléme

de NP se réduit polynomialement a lui :

Un probléme NP-complet n’est pas, a proprement parler, un probléme d’optimisation
combinatoire tel que nous 1’avons défini dans la section précédente. Il s’agit plutdt de la
variante simplifiée d’un tel probléme, appelée probléme de décision, a laquelle, rappelons-

le, nous devons répondre par oui ou par non a une question du type : “Existe-t-il une
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solution x admissible de valeur f(x) supérieure ou égale a une constante ko donnée?". Un
probléme d’optimisation combinatoire est plus difficile a résoudre que le probléeme de
décision auquel il est associé. Par la suite, nous utiliserons le terme NP-difficile pour
désigner un probléme d’optimisation combinatoire dont le probléme de décision associé est

NP-complet.

Nous ne savons pas si les probléemes NP-complets sont faciles ou compliqués mais
nous savons qu’ils sont de difficulté¢ égale. Les problémes NP-complets sont souvent
considérés comme les plus difficiles parmi les problémes pour lesquels 1’existence ou la
non-existence d’un algorithme de résolution efficace n’a pu étre établie. De nombreux
chercheurs ont conjecturé qu’il n’existe aucun algorithme efficace pour résoudre un
probléme NP-complet. Toutefois, aucune preuve de cette conjecture n’a pu étre établie a

ce jour.

L’existence d’un premier probléme NP-complet a été démontrée par Cook en 1971
[13]. Cook a montré en 1971 que tous les problemes de la classe NP sont réductibles au
probléme de la satisfiabilité d’une expression logique quelconque. Autrement dit, si jamais
quelqu’un venait a trouver un algorithme polynomial pour le probléme de SAT, alors la

question de savoir si P = NP est résolu de fait !

Une fagcon de montrer la complétude dans NP d’un probleme est d’utiliser la notion de
réduction polynomiale : étant donné un probléme ITe NP et un probleme IT* NP-difficile, si
IT* se réduit polynomialement a IT (c’est-a-dire, en substance, s’il existe un algorithme
polynomial qui transforme toute instance de IT* en une instance de II), alors IT est NP-
complet (ou NP-difficile s’il n’est pas dans NP). En regle générale, on montre qu’un
probléme d'optimisation est NP-difficile en montrant que le probléeme de décision associé

est NP-complet.

Dés lors, plusieurs chercheurs se sont intéressés au sujet de la NP-complétude de
problemes, et la liste des problemes NP-complets et NP-difficiles n’a cessé de croitre.
L’importance de la classe des problemes NP-complets (ou NP-difficiles) est liée au fait
qu’il suffit désormais de montrer qu’un probléme donné est aussi difficile qu’un probléme
NP-complet pour se convaincre que personne, a I’heure actuelle, n’est en mesure de

proposer un algorithme efficace pour sa résolution.
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1.4 Programmation linéaire

L’objectif de cette section est de présenter les notions et les outils de la

programmation linéaire qui seront utilisées dans la suite de ce mémoire.

Historiquement, la programmation mathématique est née avec 1’algorithme du
Simplexe, mis au point dans les années 50 par Dantzig. Le principe de I’algorithme du
Simplexe [58] est de déterminer une solution optimale en allant de sommet (du polyédre
représentant la région faisable) en sommet adjacent. Cet algorithme était le premier a
résoudre les problemes appartenant a la programmation linéaire. Un programme linéaire

(PL) s’écrit de la fagon suivante [57]:

(1.4)

Maximiser z = Cx
(PL)
Ax<b x>0

L’espace de probleme E d’un programme linéaire est représenté par un vecteur de n

variables réelles x;, x:(xl,xz,...,xn). Chaque x; a comme domaine de définition IR™,
x. € IR". En conséquence, on a E = IR.". La région de faisabilit¢ X est alors un sous-

espace de IR.", X < IR!. Elle est décrite par des contraintes qui sont des combinaisons

linéaires entre variables. Ces contraintes sont représentées par la matrice A et le vecteur
membre droit b. Avec p contraintes décrivant le probléme, la matrice A est de dimension
pxn et le vecteur membre droit b est de dimension p. La fonction objectif est, elle aussi,
une combinaison linéaire de variables. Plus précisément, elle correspond au produit
scalaire du vecteur de codts C avec le vecteur des variables x. Une solution d’un
programme linéaire est une instanciation des variables x; de sorte qu’elle satisfait aux
contraintes. La solution optimale est alors une instanciation des variables x; qui satisfait les

contraintes et maximise la fonction objectif.

En général, on distingue entre un probléme et une instance d’un probléme. La
description d’un probleme formalise ses structures génériques. Elle contient des
paramétres. La description d’une instance de probléme affecte des valeurs, souvent

numériques, a ces paramétres. Ici la description d’un probleme linéaire définit
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essentiellement la structure de la matrice A. La description d’une instance de probléme,

elle, précise les valeurs numériques de A, b et C.

Un programme linéaire a une interprétation géometrique simple. L’ensemble X des

solutions réalisables est par définition un polyedre (un polytope si X est fini) de 1’espace

euclidien IR". Si X est non vide, c’est-a-dire si le probleme (PL) posséde une solution,
(PL) est dit réalisable. Dans ce cas, toute solution optimale de (PL) se trouve

nécessairement & un sommet (ou point extréme), ou éventuellement sur une face

(intersection de X et d’un plan {xeIR"/Ax=b;}), du polyedre X. Pour le cas de

maximisation, il s’agit des éléments de X, les plus loin de l’origine de IR", dans la

direction induite par le vecteur C.

La programmation linéaire connait d’importantes applications industrielles car
I’optimisation de programmes linéaires est considérée comme facile (appartenant a la
classe P), aujourd’hui, pour deux raisons. D’une part, il existe des variantes de
I’algorithme du Simplexe qui sont remarquablement efficaces. Etant de complexité
exponentielle, 1’algorithme du Simplexe présente en pratique un comportement semblable
a un algorithme de complexité polynomiale. D’autre part, les méthodes du type points
intérieurs, pour la résolution de programmes linéaires, sont effectivement de complexité

polynomiale.

1.5 Programmation linéaire en nombres entiers

De nombreux problémes d’optimisation combinatoire, et en particulier les problémes
de type knapsack (sac a dos) qui nous intéressent ici, peuvent s’exprimer sous la forme de
programmes linéaires, mais ou les variables sont astreintes a prendre leurs valeurs dans un

domaine discret.

Généralement, on restreint le programme linéaire aux seules solutions a coordonnées,
toutes ou en partie, entiéres. On parle alors de programme linéaire en nombres entiers
(PLNE) ou si les variables sont a valeurs booléennes 0 ou 1 on parle alors de programme

lineaire en variables binaires (PLVB).
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Un programme linéaire en nombres entiers s’écrit de la fagon suivante [57]:

Maximiser z = Cx
(PLNE) < Ax<b (1.5)

xeIN"

Pour que les calculs restent dans I’ensemble des rationnels, on suppose généralement

les données A, b et C a valeurs dans IN.

La condition d’intégralité ajoute un degré de complexité au probleme et la version
décisionnelle d’un PLNE est un probléme NP-complet. Géométriquement, 1’ensemble des

solutions, dans ce cas, n’est plus un espace plein, mais un ensemble discret des points de

IN" contenus dans le polyedre {xe IR" /A x<b }.

1.6 Méthodes de résolution

Nous traitons ici des problémes d’optimisation combinatoire NP-difficiles. Etant
donné I’importance de ces problémes, de nombreuses méthodes de résolution ont été
développées en recherche opérationnelle et en intelligence artificielle. Ces méthodes
peuvent étre classées sommairement en deux grandes catégories : les méthodes exactes
(completes) qui garantissent la complétude de la résolution et les méthodes approchées
(incomplétes) qui perdent en complétude pour gagner en efficacité. Sans avoir la prétention
de présenter ici toutes les méthodes dédiées a 1’optimisation combinatoire, NOUS NOUS
contentons, dans la suite de ce chapitre, de survoler les principales approches en mettant

I’accent sur les approches exactes.

1.6.1 Méthodes de résolution approchées

Les méthodes approchées constituent une alternative trés intéressante aux méthodes
exactes pour traiter les problémes d’optimisation de grande taille si I’optimalité n’est pas
primordiale. En effet, ces méthodes sont utilisées depuis longtemps par de nombreux
praticiens. On peut citer, a titre d’exemples, les méthodes gloutonnes et I’amélioration

itérative.
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Depuis une dizaine d’années, des progrés importants ont été réalisés avec 1’apparition
d’une nouvelle génération de méthodes approchées puissantes et générales, souvent
appelées métaheuristiques. Une metaheuristique est constituée d’un ensemble de concepts
fondamentaux (par exemple, la liste tabou et les mécanismes d’intensification et de
diversification pour la métaheuristique tabou), qui permettent d’aider a la conception de
méthodes heuristiques pour un probléme d’optimisation. Ainsi les métaheuristiques sont

adaptables et applicables a une large classe de problémes.

Les métaheuristiques sont représentées essentiellement par les méthodes de voisinage
comme le recuit simulé et la recherche tabou, et les algorithmes évolutifs comme les
algorithmes génétiques et les stratégies d’évolution. Grace a ces métaheuristiques, on peut
proposer aujourd’hui des solutions approchées pour des problémes d’optimisation
classiques de plus grande taille et pour de trés nombreuses applications qu’il était
impossible de traiter auparavant. On constate, depuis ces derniéres années, que 1’intérét
porté aux métaheuristiques augmente continuellement en recherche opérationnelle et en

intelligence artificielle avec le développement d’ordinateurs de plus en plus performants.

1.6.2 Méthodes de résolution exactes

L’idée la plus simple pour résoudre un probléme d’optimisation combinatoire
consisterait a énumérer toutes les solutions de 1’ensemble X, explicitement, et retenir parmi
les solutions qui satisfont les contraintes, celle conduisant a la plus grande valeur de la
fonction objectif. Mais pour des problemes de grandes tailles, il faudrait des siécles a
I’ordinateur le plus puissant pour effectuer une telle énumération. Les méthodes exactes

sont un moyen de détourner cette énumération impossible.

Le principe essentiel d’une méthode exacte consiste généralement a énumérer,
souvent de maniére implicite, I’ensemble des solutions de 1’espace de recherche. Pour
améliorer I’énumération des solutions, une telle méthode dispose de techniques pour
détecter le plus tot possible les échecs (calculs de bornes) et d’heuristiques spécifiques
pour orienter les différents choix. Parmi les méthodes exactes, on trouve la plupart des
méthodes traditionnelles (développées depuis une trentaine d’annees) telles les techniques
de séparation et évaluation progressive (Branch and Bound) ou les algorithmes avec
retour arriere. Les méthodes exactes permettent de trouver des solutions optimales pour

des problemes de taille raisonnable. Malgré les progres réalisés (notamment en matiere de
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la programmation linéaire en nombres entiers), comme le temps de calcul nécessaire pour
trouver une solution risque d’augmenter exponentiellement avec la taille du probléme, les
méthodes exactes rencontrent généralement des difficultés face aux applications de taille

importante.

1.6.2.1 Procédures par séparation et évaluation

Les procédures par séparation et évaluation (Branch and Bound) sont le moyen le
plus utilisé pour la résolution exacte des problémes d’optimisation combinatoire, et en

particulier pour la résolution des PLNE pour lesquels elles ont été initialement congues.

On fait appel a ce type d’approches lorsque 1’énumération de 1’ensemble des

éléments de X est impossible en raison de 1’importance de son cardinal.

Comme dans toute recherche arborescente, il s’agit d’énumérer implicitement
I’ensemble X en explorant progressivement les différentes parties de 1’espace de recherche,
et en tentant d’identifier et de supprimer les sous-espaces ne contenant pas de solution
optimale. Cette méthode est donc représentée par un arbre, ou chaque nceud correspond a
une partie de 1’espace de recherche, et la racine correspond a une partie incluant

I’ensemble des solutions.

A chaque itération, a un nceud N donné, on tente de déterminer si 1’espace E
correspondant contient une solution optimale. Si on ne prouve pas le contraire et si E n’est
pas réduit a un point, alors E est partitionné en sous-espaces, chacun étant représenté par
un nceud fils de N ajouté a 1’arbre. Dans tous les cas, le nceud N est marqué comme visité et
la recherche se poursuit sur un autre nceud de 1’arbre non déja visité, tant qu’il en existe. A
terme, soit il existe une feuille de I’arbre dont I’espace associé est réduit a une solution
optimale du probléme, soit le probléme est irréalisable. 1l y a donc trois composantes
principales sur lesquelles repose toute procédure de séparation et évaluation, a savoir : la
maniere de séparer 1’espace de recherche ou schéma de branchement, la méthode
d’évaluation des nceuds pour tenter d’identifier ceux ne contenant pas de solution optimale

et Pordre de sélection des noeuds.
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(N) o Nceud racine

Premier niveau de séparation

(N3) (N4)

Deuxieme niveau de séparation

Fig. 1.1 - Arbre généré par décomposition du sous-probléme initial.

e Ordre de sélection

L’ordre de sélection constitue la régle suivant laquelle est choisi le nceud devant étre
séparé parmi tous les nceuds pendants de 1’arborescence. Il existe trois stratégies

usuellement mises en ceuvre :

Profondeur d’abord : quand un branchement est effectué, la recherche se poursuit
sur I’un des nceuds créé. Si le nceud est une feuille (le domaine associé est réduit a un
point ou bien ne contient pas de solution optimale), on effectue un backtracking en
considérant un nceud frére, et ainsi de suite. Cette stratégie est la plus souvent utilisée
car elle présente, entre autres, I’avantage majeur d’économiser 1’espace mémoire et le
temps de calcul en passant d’une itération a 1’autre. En effet, le travail d’évaluation
d’un domaine s’applique a tout sous domaine complété par la nouvelle information
issue du branchement. Autrement dit, le travail effectué a un nceud peut étre
facilement reutilisé a I’itération suivante, pour 1’évaluation d’un nceud fils (principe

d’incrémentalité).

Largeur d’abord : 1’arbre est parcouru de sorte qu’un nceud n’est évalué qu’apres
tous les nceuds de profondeur inférieure. A un branchement, tous les nceuds fils sont

examinés 1’un apres I’autre, puis tous les nceuds du niveau suivant, etc.

Meilleur d’abord : le parcours de I’arbre est dépendant du résultat d’une estimation
des noeuds restant a visiter. Selon cette estimation, on choisira alors d’examiner en
premier, soit un nceud susceptible de contenir une solution optimale, soit un nceud

menant rapidement & une meilleure solution realisable. Les techniques d’estimation
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sont similaires, voire identiques, aux techniques d’évaluation. Elles sont aussi
utilisées dans les stratégies de profondeur ou largeur d’abord, au moment de choisir

I’ordre de sélection des fils d’un neeud.

Pour cette derniére stratégie, 1’ordre de sélection peut étre étroitement lié a la fagon

dont les nceuds sont créés, c’est-a-dire selon le choix de séparation de 1’espace.
e Schémas de branchement

En théorie, il existe une infinité de schémas de branchement possibles : 1’espace de

recherche peut étre separé en deux parties ou plus.

En pratique, pour la résolution des PLNE, on cree fréeqguemment un arbre binaire en
séparant en deux 1’intervalle des valeurs possibles d’une variable, selon un plan défini par

X =a.

Dans le cas d’un programme linéaire a variables binaires (cas du probléme du sac &
dos), cela revient a fixer la coordonnée x; a 0 dans un nceud fils et a 1, dans 1’autre. Un
autre schéma généralise ce cas dans un PLNE ou I’intervalle des valeurs de x; est borné

(0<x, <pB,6eN). On ajoute alors au nceud courant autant de branches qu’il y a de

valeurs entiéres possibles pour x; : X =0, xi=1, ..., Xi =p.

Afin d’assurer 1’optimalité de la solution fournie par le branch and bound, certaines

regles doivent étre respectées.

Régle 1 : Aucune solution optimale ne doit étre écartée lors d’une séparation. On

utilise la regle suivante qui garantit la régle 1 :

Régle 1’ : La réunion des sous-ensembles obtenus lors d’une séparation doit étre

¢gale a I’ensemble séparé,

Regle 2 : Le cardinal d’un sous-ensemble doit étre inférieur a celui de son peére.

Régle 3 : Un sous-ensemble qui ne peut étre séparé doit étre sondable.

Par un ensemble sondable en entends un ensemble qu’on ne peut plus séparer

parce que :
— on connait la meilleure solution de I’ensemble,
— on connait une solution meilleure que toutes celles de I’ensemble,

— on sait que I’ensemble ne contient aucune solution admissible.
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e FEvaluations

Le principe d’évaluation permet de diminuer I’espace de recherche. L’objectif étant

d’essayer d’évaluer 1’intérét de I’exploration d’un sous-ensemble de I’arborescence.

Ainsi, afin de limiter la recherche, un nceud de I’arbre n’est exploré que si on le
présume permettant de conduire a une solution optimale ou si une solution réalisable X est
connue a cet instant, a une solution strictement meilleure que X. A chaque nceud, on
évalue ainsi la valeur de la meilleure solution contenue dans le sous-espace E associé au

neeud (donc délimité par des plans) a savoir, ici pour notre probléme de maximisation ;

max {Cx|Ax <b, x e IN" NE|

Puisque ce PLNE est généralement aussi dur que le programme original, on se contente
d’encadrer sa valeur optimale par une borne inférieure LB (évaluation par défaut) et par

une borne supérieure UBE (évaluation par exces).

La connaissance d’une borne inférieure du probléme et d’une borne supérieure de la
fonction objectif de chaque sous-probléme permet de stopper 1’exploration d’un sous-
ensemble de solutions ne pouvant pas contenir de solutions candidates a ’optimalité : si
pour un sous-probléme la borne supérieure est plus petite que la borne inférieure du
probléme, 1’exploration du sous-ensemble correspondant est inutile. D’autre part, lorsque
le sous-ensemble est suffisamment “petit”, on procéde a une évaluation dite exacte : on

résout alors le sous-probleme correspondant.

Bien que la recherche arborescente s’applique a toute forme de résolution de
problémes d’optimisation combinatoire, les procédures par séparation évaluation sont
particulierement adaptées a la programmation linéaire en nombres entiers car on possede,
dans ce cadre précis, des méthodes efficaces d’évaluation par exces en considérant, par

exemple, une relaxation du PLNE.
Remarque :

- La qualité de la solution, dans les méthodes Branch and Bound, repose grandement

sur le choix du schéma de branchement ainsi que la fonction d’évaluation.

- L’intérét majeur de ces méthodes est que la convergence est garantie en temps fini,
et qu’a toute solution réalisable intermédiaire est associée une borne inférieure et

supérieure pour le colt optimal.
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1.6.2.2 Décompositions et Relaxations

La décomposition présente une méthode de résolution des problémes pour lesquels
on peut isoler des variables qui, une fois fixées, simplifient le probleme. Apres
reformulation, on se raméne a un programme contenant de nombreuses contraintes, qui ne
sont pas identifiées a priori, mais générées progressivement par un algorithme de coupes.
Par exemple, dans un programme en variables mixtes (entieres et réelles), on considere

généralement les variables entieres comme difficiles.

La plupart des problémes d’optimisation combinatoire présentent des structures
particuli¢res de sorte qu’ils se modélisent intuitivement en PLNE de grande taille, dans
lesquels, on peut reconnaitre et isoler, soit des contraintes, soit des variables plus
«difficiles» que les autres. Les méthodes de décomposition s’appliquent plus
particulierement a ces programmes en les scindant de facon a résoudre des sous-

programmes plus nombreux mais plus rapides a traiter.

La relaxation, quant a elle, est une technique de construction d’algorithmes classique

en recherche opérationnelle. Lorsque 1’0n a affaire & un probléme P qui est difficile a

résoudre, on tente de relacher quelques contraintes de P afin d’obtenir un probléme P qui
est plus simple, et pour lequel on dispose d’une technique de résolution efficace. P est

alors la relaxation de P. On résoutP . Evidemment, la solution de P n’est en général pas

une solution de P (ou du moins pas la solution optimale). 1l existe alors deux possibilités :

soit on essaye d’adapter la solution de P de sorte qu’elle devienne admissible pour P, soit
on reformule P en réduisant sa région de faisabilité de maniére a s’approcher de la solution
désirée. Dans le premier cas on obtient une heuristique, dans le second cas la résolution

peut étre exacte au bout de plusieurs itérations.

Les techniques de relaxation appliquées a un probleme de maximisation fournissent
une évaluation par excés de 1’optimum, en relachant les contraintes du probléme les plus
difficiles a satisfaire, ¢’est-a-dire, en les supprimant ou bien en les prenant partiellement en
compte. Le probleme relaxé est plus facile a résoudre et sa valeur optimale constitue donc

une borne pour le probléme original.

On étudie, dans cette section, deux principales techniques de relaxation pour un

programme linéaire en nombres entiers écrit sous la forme :
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Maximiser z = Cx
(PLNE) < Ax<b (1.6)
XxeIN"

avec .

- AeZPxZ",bezZP, CeZ",

X 1’ensemble des solutions réalisables,

conv(X), son enveloppe convexe,

P le polyédre {xe IR"/Ax<b }

X" une solution optimale de (PLNE).

Pour simplifier, on suppose ici le probleme réalisable (car si la relaxation est

irréalisable alors il en est de méme du probleme initial), et parfois borne.
= Relaxation continue

Une technique simple et classique de relaxation consiste a ignorer toutes les

contraintes d’intégralité. On obtient alors un programme linéaire en variables continues :

Maximiser z = Cx
C(PLNE) (1.7)
{X eP
appelé la relaxation continue, qui peut étre résolu par les méthodes de séparation
évaluation, simplexe, etc. Pour certains problémes cependant, la borne supérieure ainsi
obtenue (la valeur optimale de la relaxation continue, arrondie a la valeur entiére
inférieure), est parfois bien supérieure a la valeur optimale de (PLNE), et surtout, la
solution optimale fractionnaire peut étre trés €loignée de la solution optimale entiére. Ce
comportement se rencontre plus souvent pour les programmes en variables binaires ou la

solution fractionnaire contient généralement de nombreuses coordonnées égales a 0,5.

La faiblesse de la relaxation continue est due a la faiblesse de la formulation du
probléme (c’est-a-dire la définition des variables), a savoir que P est large par rapport a
conv(X) (sachons qu’une formulation est meilleure si P n’est pas trop grand par apport a
conv(X)). Pour améliorer la relaxation continue, on peut ajouter au programme linéaire,

comme nous allons le voir pour le calcul des bornes supérieures améliorées du probleme
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du knapsack, des inégalités valides qui coupent P. Cette technique permet ainsi de

resserrer la formulation du probleme, on résout alors :

Maximiser zg e, = CX (1.8)

C(PLNE) { o
Xe

avec X cconv(X)cP'cP

en prenant implicitement en compte les contraintes d’intégralité. Idéalement, on cherche a
déterminer des inégalités définissant des facettes de conv(X), c’est-a-dire des plans

supports de conv(X).
= Relaxation lagrangienne

La relaxation lagrangienne est une manipulation classique en optimisation sous
contraintes. Bien qu’intimement liée a la convexité, elle est couramment utilisée dans le
cas non convexe. Les méthodes de relaxation lagrangienne ont pour objectif de donner une
évaluation trés serrée du sous-ensemble, E, de ’ensemble des solutions réalisables,
diminuant de facon considérable le nombre de nceuds de [’arborescence qu’il est
nécessaire de visiter. En particulier, elle permet d’obtenir des bornes de la valeur optimale

de certains problémes d’optimisation combinatoire durs.

On suppose que le PLNE est décomposable, c’est-a-dire qu’on peut isoler les

contraintes difficiles (Ax = a) des autres plus faciles (Dx<d). Il peut donc s’écrire [57] :

Maximiser z = Cx
(PLNE) < Ax=a (1.9)
Xe X

avec X ={X€ IN"|std}.

L’idée ici est de relacher les contraintes difficiles, non pas en les supprimant
totalement, mais en les dualisant, autrement dit, en les prenant en compte dans la fonction

objectif de sorte qu’elles pénalisent la valeur des solutions qui les violent. On définit ainsi,

pour tout 4 € IR? (1> 0), la relaxation lagrangienne de (PLNE) de parameétre 4 :

Maximiser z, = Cx+ A(a— Ax)

1.10
Xe X ( )

L(PLNE, 2) {
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ou A est appelé le vecteur des multiplicateurs de Lagrange dans le cas de contraintes
égalités, ou de Kuhn-Tuker dans le cas de contraintes inégalités, ou encore le vecteur des
variables duales [57]. 1l s’agit maintenant de chercher la meilleure borne supérieure de
(PLNE), soit le 4 qui fournit la meilleure relaxation lagrangienne, en résolvant le probleme

dual lagrangien suivant :

Min z, =z,
DL 1.11
( ){ﬂele (1.12)

Onaainsi larelation  z<zp <z;, pourtout Ae IR’
1.6.3 La programmation dynamique

I s’agit d’une méthode exacte pour résoudre des problémes d’optimisation
combinatoire. L’idée de la méthode consiste a plonger le probléme proposé dans un
probléme plus général, dépendant de parameétres entiers, le probleme initial correspondant
a une valeur donnée des paramétres. On résout ensuite le probleme général par récurrence
sur les parametres entiers. Son efficacité repose sur le principe d’optimalité de Bellman
qui statue que «toute sous-politique d’une politique optimale est optimale » ou encore
« dans une séquence optimale de décisions, quel que soit la premiere décision prise, les
décisions suivantes forment une sous-suite optimale, compte-tenu des résultats de la
premiere décision ». C’est-a-dire qu’on commence avec une petite portion du probléme
original, on trouve la solution optimale pour cette portion du probléme. Ensuite on élargit
progressivement le probleme, en déterminant la nouvelle solution optimale a partir de la

précedente.

Les problémes traités par la programmation dynamique [47] ont une structure
séquentielle. Un probléme s’inscrit dans une structure séquentielle [47] lorsqu’il est

possible de :
1. plonger ce dernier dans une famille de problémes (/7;) (i =1, ..., n) de méme nature ;
2. relier par une relation de récurrence les valeurs (x ;) (i = 1, ..., n) des solutions optimales

de ces problémes : Xi = r(X g, ..., X i-1).

L’algorithme de programmation dynamique (Algorithme 1.1) procede par

décomposition et permet de trouver une solution optimale.
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Algorithme 1.1 : Algorithme de programmation dynamique.

Entrée : Une famille de problemes (1) (i=1, ..., n);

Une relation de récurrence x, = r(xj,...,xi_l), i=1..,n;
Sortie : Une solution optimale x; ;

1. Poser x, =0 ;
2. A I’étape i, la valeur x; est déterminée grace a la relation de récurrence ;
3. S’arréter lorsqu’on obtient X . Sinon retourner au pas 2.

La programmation dynamique permet de résoudre un grand nombre de problemes
d’optimisation combinatoire en un temps pseudo polynomial (un algorithme pseudo-
polynomial étant un algorithme dont la complexité est bornée par une fonction
polynomiale de la représentation unaire des données du probléme considéré). Notamment
les problemes de type knapsack, ou les relations de dominance associées sont généralement
efficaces et, I’ajout de tests supplémentaires permet de développer des algorithmes encore

plus efficaces.

1.7 Analyse de sensibilité pour des problemes linéaires

Lorsqu’on utilise un modele mathématique pour décrire la réalité, on est obligé de
faire des approximations. Les différents problémes d’optimisation résolus dans la
littérature sont plut6t bien structurés par rapport a ce qui se rencontre en pratique. La
linéarité qu’on suppose lors de la modélisation de problémes réels en programmes linaires
est, en fait, une approximation trés significative. Notre connaissance du domaine dont fait
partie le probléeme a modéliser peut aussi nous amener a faire des approximations sur les
valeurs des paramétres (temps, codts, distances, poids, etc.). Une autre approximation a
lieu lorsqu’on n’est pas sir des données a mettre dans le modele. D’autant plus que

I’information est elle-méme apte a changer si on est face a un environnement dynamique.

L’analyse de sensibilité¢ [60] (ou I’analyse de stabilité¢) d’un probléme d’optimisation
combinatoire donné est /’étude de la stabilité de la solution optimale de ce probleme en

fonction de [’évolution des données (fonction objectif, contraintes), ou encore elle est
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[’étude des possibilités de résolution efficace d’un probléme obtenu a partir d’un autre en

modifiant une partie des données (réoptimisation).

Ayant obtenu une solution optimale X~ d’un probléme combinatoire donné, 1’analyse
de sensibilité de ce dernier nous permet d’apporter une réponse a la question suivante :

dans quel domaine (intervalle de sensibilité) peut varier chacun des coefficients de la

fonction objectif ou des contraintes pour que X reste une solution optimale.

Dans un cadre plus théorique, 1’analyse de sensibilité peut servir a accélérer un
schéma de résolution dans lequel la connaissance de I’intervalle de sensibilit¢ d’une
solution évite des résolutions inutiles, ou dans lequel la résolution d’un probléme peut étre
accélérée par réoptimisation, comme cela est le cas dans la résolution d’un probléme de
paramétrisation. La réoptimisation consiste en 1’étude théorique et algorithmique des
possibilités de résoudre efficacement le probleme perturbé en exploitant la résolution du

probleme initial.

L’analyse de sensibilité pour les problémes d’optimisation combinatoire est apparue
peu de temps apres les méthodes de résolution exacte de ces probléemes. Pour les
problémes linéaires dont fait partie le knapsack, le premier algorithme a été proposé au

début des années 70.

1.7.1 Calcul de l'intervalle de sensibilité
On considére le probléme linéaire (PL) défini précédemment (1.4):

Maximiser z = Cx
(PL)
Ax<b x>0

Soit x"la solution optimale de (PL). Soit (PL") le probléme perturbé suivant :

Maximiser z = C'x
(PL) { (1.12)

Ax<b" x>0
On définit alors la région de stabilité R de la solution x* par :
R={CAb)| C'eIR" A cIR"xIR" b e IR?, xsolution optimale de (PL')}
R représente ’ensemble de toutes les variations des données qui laissent la solution x*

optimale.
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Définissons, sans perte de généralité, I’intervalle de sensibilit¢ dans le cas de la
perturbation du vecteur colt (perturbation du parameétre C), sachant que cette définition
reste valable dans les deux autres cas (perturbation des parameétres A et/ou b). Il est
également possible de chercher a déterminer un intervalle de sensibilité pour plusieurs
coefficients a la fois.

Soit k € {I,...,n} I’indice de 1’élément perturbé du vecteur C = (€)icnnps

I, =[ 1,1, ] un intervalle de IR contenant 1’élément perturbé ¢, et soit C’eIR" tel
que :

¢'=c, pourtout jefl..,np\{k}
#C. pour j=k

Onditque [ 1,1, ] est un intervalle de sensibilité, ou intervalle de tolérance, pour

le coefficient ¢, , si pour tout ¢, dans [ 1,1, ], x* est une solution optimale de (PL’).

Etant donné une solution optimale, I’intervalle de sensibilité d’un coefficient est

donc un intervalle de valeurs dans lequel cette solution reste optimale.

Remarque :

Si pour toute valeur ¢ [ 1,1, ], X' n’est plus optimale, alors [ 1,1 | estun

intervalle de sensibilité exact pour le coefficient c, .

La plupart des algorithmes et approches existants pour 1’analyse de sensibilité

reposent sur des conditions d’optimalité.

En programmation linéaire, 1’analyse de sensibilité découle de 1’intervalle obtenu a
partir de la condition nécessaire et suffisante d’optimalité basée sur le signe des codts

réduits des variables hors-base.

Or les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité n’existent pas pour bon
nombre de problémes d’optimisation combinatoire. Souvent c’est en exprimant finement,
pour des problemes spécifiques, des conditions suffisantes d’optimalité qu’on arrive a
construire un algorithme pour I’analyse de sensibilité. Cinq types de conditions sont

fréquemment rencontrés dans la littérature :
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Conditions triviales,

= conditions basees sur les K meilleures solutions,

= conditions relevant de méthodes spécifiques,

= conditions basées sur la programmation linéaire et

= conditions basées sur la dualité.

Nous allons voir par la suite comment il est possible, en s’appuyant sur les
conditions relevant de méthodes spécifiques, de construire des algorithmes pour la

détermination d’un intervalle de sensibilité.

Dans les méthodes d’optimisation, qu’elles soient classiques ou spécifiques, il existe
des conditions particulieres (suffisantes) qui garantissent [’optimalité de la solution
obtenue. La méthode de branch and bound par exemple consiste a explorer 1’espace des
solutions du probléme et & générer des solutions partielles en dirigeant 1’exploration vers
des sous-espaces prometteurs. Des tests d’élagage (optimalité, réalisabilité) permettent de
détecter les solutions partielles non prometteuses. Ces tests constituent des conditions de
non optimalité. Nous allons voir ici comment faire de 1’analyse de sensibilité en exploitant

les conditions de non optimalité avec une méthode de branch and bound.

Les premiers travaux sur I’analyse de sensibilité ont été¢ basés sur les conditions
induites par les méthodes d’exploration arborescente. A I’issue d’une méthode
d’énumeération implicite ou de branch and bound, on obtient un ensemble de solutions
complétes (réalisables) qui contient la solution optimale, et un ensemble de solutions
partielles (par arbitrage d’un sous-ensemble de variables) qui ont été élaguées par

I’optimalité lors de I’énumération.

Supposons le probleme (PLVB) suivant dans lequel les données c;, (j=1..,n), sont

positives.

{max Cx
(PLVB) (1.13)

sc xeXc{0,1f

Aprés résolution de (PLVB), on obtient donc une arborescence associee a deux

ensembles : E; qui contient les solutions completes et E, contenant les solutions partielles.
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Le principe de I’analyse de sensibilité consiste ici a exploiter les informations liées a
cette arborescence pour déterminer 1’intervalle de sensibilité d’une donnée de (PLVB).
Pour un coefficient c,,(k=1...,n) donné, on cherche un intervalle de valeurs

[ (e ]tel que la solution optimale x* de (PLVB) est aussi solution optimale du

probleme (PLVB’) obtenu a partir de (PLVB) en ne modifiant que la valeur de ¢k dans

[0 ]

max C'x

ouc,=c,jefl,..,nhik 1.14
sc xeXc{0,1) j=cpiell.ni\ikj  (114)

(PLVB") {

Pour déterminer cet intervalle de sensibilité, on distingue deux cas :

(i) x; =0 et,

(i) x; =1.

Dans chacun de ces deux cas on obtient une borne évidente de I’intervalle de
sensibilité. En effet les données étant supposées positives, dans le premier cas 1, =1, dans
le second 1, = +o0.

Le calcul de la deuxiéme borne de I’intervalle de sensibilité est présenté plus en

détails, pour un probléme de type knapsack, au Chapitre 3 (voir Section 3.6).

1.7.2 Complexité

La question de la complexité du probleme de la détermination de I’intervalle de
sensibilité pour les problemes de programmation linéaire en 0-1 et pour les problemes
d’optimisation combinatoire a ¢été traitée par Van Hoesel et Wagelmanns [62] et
Ramaswamy et Chakravarti [55], respectivement. Dans [62], les auteurs ont montré, en
considérant un probleme linéaire de maximisation a variables en 0-1, que ’existence d’un

algorithme polynomial pour la détermination des intervalles de sensibilité des coefficients

C, implique I’existence d’un algorithme polynomial pour résoudre le probléeme lui-méme.

Par conséquent, a moins que P=NP, I’analyse de la sensibilité d’un probléme NP-

difficile est NP-difficile.
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2.1 Introduction

Les problemes du type knapsack (sac a dos) sont parmi les probléemes NP-difficiles
les plus traités de I’optimisation combinatoire. Ils sont intensivement étudiés depuis les
travaux pionniers de Dantzig dans les années 50 a cause de leur application immédiate en
industrie et en finances (transport, logistique, télécommunication, gestion des spots
publicitaires, fiabilité,...), mais aussi de facon plus prononcée pour leur intérét théorique

puisqu’ils surviennent dans différents problemes de la programmation entiére.

2.2 Description et formulation

Dans le probleme knapsack [57], on imagine un randonneur disposant de n objets
qu’il désir emporter dans sa randonnée. Chaque objet ayant un poids w; et une utilité p;

(j=1,...,n), le randonneur cherche a maximiser I’utilité totale de son chargement tout en

limitant le poids.

Ce probléeme, ainsi posé, peut étre formulé mathématiquement en associant a chaque

objet une variable binaire x;( j=1,...,n) telle que :

. - 1 i l'objet jestséléctionné;
J 710 sinon.

En supposant que ¢ représente la capacité du sac, il s’agit alors de déterminer parmi les

n
vecteurs binaires X =(x,X,,..,X,) satisfaisant & la contrainte > wx,<c, celui
i1

n
maximisant la fonction objectif Z P;X; .
i=1

2.3 Applications

Le probléme knapsack a de nombreuses applications aussi bien en théorie qu’en

pratique.
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D’un point de vue théorique, sa structure particuliérement simple favorise
I’exploitation de certaines de ses propriétés dans le but de le rendre encore plus facile a
résoudre. Le knapsack peut étre considére comme un probléme a part ou comme un sous-
probléme ou une transformation d’autres problémes plus complexes d’optimisation
combinatoire et donc tout algorithme de résolution du knapsack peut étre exploité pour la

résolution du probleme transformé.

En pratique, et contrairement a son nom, le knapsack a des applications assez
éloignées du domaine de remplissage : exemple dans des systémes d’aide a la spéculation

boursiere, pour maximiser les retours d’un capital & placer sur des actions.

Une autre application, dans la découpe de matériaux (Gilmore et Gomory 1966 [23])
pour minimiser les chutes lors de la découpe de sections de longueurs diverses dans des

barres en fer par exemple.

Dans le domaine de la restauration, choisir par exemple un repas dans un menu de

facon a ne pas dépasser la valeur calorique prescrite (Balintify et al. 1978).

Hormis ces applications qui peuvent paraitre simples, le probléeme du knapsack peut
intervenir dans des probléemes de plus grande envergure comme le chargement de
conteneurs (Bellmann et Dreyfus 1962 [6]), le contrdle budgétaire (Cord 1964, Kaplan
1966 [34], Hansmann 1961), la cryptographie (Diff et Hellmann 1976) etc.

Quant aux applications théoriques, il existe des problemes qui peuvent étre
transformés en knapsack et qui sont résolus en résolvant le knapsack, comme par exemple
les problemes de la programmation entiére transformés en probleme de type knapsack 0-1
par la transformation de 1’ensemble des contraintes en une contrainte globale (Salkin 1975,
Syslo, Deo et Kowalik 1983).

Il arrive également que les probléemes knapsack soient des sous-problémes dans des
problémes plus complexes ; on peut citer, dans cette catégorie, le probléeme de tournées de
véhicules ou encore le probleme d’affectation généralisé qui, dans leur processus de

résolution, font intervenir le knapsack 0-1.

2.4 Différents types de problemes

Sous le nom générique de « knapsack », on peut trouver une famille de problemes

qui different en fonction de la distribution des objets et/ou du (des) sac(s). Dans ce qui suit,
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nous allons détailler quelques-uns des probléemes knapsack les plus traités dans la

littérature.

2.4.1 Le 0-1 knapsack

Dans le 0-1 knapsack (0-1 Knapsack problem) ou sac a dos binaire (Binary
Knapsack Problem), noté KP, on suppose donnés un ensemble de n objets et un sac, tel
que :

p; est le profit de 1’objet ,
w;j est le poids de 1’objet j, et

c est la capacité du sac.

n
Le but est de sélectionner un sous ensemble d’objets de maniere a maximiser z p;X; sous
=l

n
la contrainte Zijj <c ou:
j=1

X; =

1  si l'objet jestséléctionné;
0 sinon.

En somme, il s’agit de résoudre le probléme linéaire en nombres entiers suivant :

n
maximiser z(x) =Y p;X
j=1

(KP){s.c > wx; <c (2.1)
j=1

x, €01  pour j=1..,n

n
ol pj,w; (j = 1, ..., n) et c sont des entiers positifs, > w; >c, et w, <c.
j=1

KP est considéré comme étant 1’un des problémes les plus étudiés en programmation

discréte en raison de son importance théorique caracterisée par le fait qu’il soit :

(@) le probleme le plus simple en programmation linéaire entiere (une seule

contrainte),

(b) un sous-probléme ou une relaxation de problémes plus complexes,
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(c) une formulation pour de trés nombreuses applications industrielles.

2.4.2 Le knapsack borné

Le knapsack borné (Bounded Knapsack Problem), noté BKP, peut étre vu comme
une généralisation du knapsack 0-1, dans lequel b; (j=1,...,n) objets de poids w; et de
profits pj sont disponibles, avec b; <c/w;. BKP est formulé par :
maximiser z(x)=Y_ p;X;

j=1
(BKP) s 2 WX, <¢ (22)
j=L

0<x; <b, pour j=1..,n

X; entier et X; >0 pour j=1,...,n

2.4.3 Le knapsack non borné

Le knapsack non borné (Unbounded Knapsack Problem) est une généralisation du
knapsack borné tel que les objets sont disponibles en nombres infinis (b; =+o0). Le
probléme ainsi obtenu est noté UKP et est formulé comme suit :

n
maximiser z(x) =Y p;X;
j=1

(UKP)<s.c D wx;<c (2.3)
j-1

X; entier, x; >0 pour j=1..,n

Dans ce probleme, chaque variable x;est bornée par la capacité c, puisque le poids

de chaque objet est égal a au moins 1.

UKP peut étre considéré comme un BKP avec b, =|c/w, |.

Il intervient dans les probléemes de chargement de conteneurs (Bellmann et Dreyfus
1962 [6]).
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2.4.4 Probléme de la somme d’un sous-ensemble

Supposons que dans le probléme KP le profit p; est égal au poids w;, pour chaque

objet j ( j=1,...,n), on obtient alors le probléme de la somme d’un sous-ensemble (Subset

Sum Problem SSP), formulé comme suit :

n
maximiser z(x) = > WX
-1

(SSP){s.c D owx;<c (2.4)
-1

x, {01}  pour j=1..,n

Comme son nom I’indique, SSP est un probléme ou il s’agit de choisir un sous

ensemble parmi les poids W,,...,w. de telle sorte que leur somme soit aussi grande que

possible sans dépasser la capacité c.

2.4.5 Probleme du Change-Making

Imaginons un caissier devant rendre une monnaie d’un montant ¢ en utilisant des

piéces de montants W,,...,W.. Quel est le nombre maximum de pi¢ces qu’il va utiliser
sachant que b;, j =1,...,n, pieces de montant w; sont disponibles. Le probléeme du change-
making (CMP) est alors définit comme suit :
maximiser z(x) = > X,
j=1
(CMP)s.C D WX, =¢ (25)
j=1

0<x;<b;, pour j=1..,n

X; entier pour j=1,..,n
ou w; est la valeur de la piece j.

CMP est considéré comme un cas particulier du probléme de sac a dos borné ou

p; =1 et ou Iégalité est imposée dans la contrainte de capacite.
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2.4.6 Le 0-1 knapsack multiple

Le 0-1 knapsack multiple (0-1 Multiple Knapsack Problem MKP) est une autre

généralisation de KP, avec m sacs disponibles ayant chacun une capacité ¢, i=1...m. Il

s’agit, dans ce cas, de choisir m sous-ensembles disjoints d’objets tels que le profit total

des objets sélectionnés soit maximum. De plus, chaque sous-ensemble est affecté a un sac
différent ayant une capacité c;,i=1,...,m, supérieure au poids total des objets de ce sous-

ensemble.

On introduit la variable binaire x; telle que :

1  sil'objet jdusaciestséléctionné
710  sinon

Le probleme obtenu est note MKP et se formule alors :
m n

maximiser z(x) =Y > pX;
i=1 j=1

n
s.C dwpx; <¢  pouri=1..,m

(MKP) (2.6)

-1
D% <1 pour j=1...,n
j-1

x; € {0.1} pour i =1,...,m, j=1...,n

2.4.7 Probleme de chargement de conteneur

Le probleme, trés connu, de chargement de conteneur (Bin-Packing Problem BPP) ne
fait habituellement pas partie des problemes de type knapsack mais il peut étre considéré
comme un probleme SSP multiple ou tous les conteneurs ont la méme capacité c, tous les

objets doivent étre sélectionnés et, le but est de minimiser le nombre de conteneurs utilisés.

Supposant m une borne supérieure pour le nombre de conteneurs, on introduit m

variables binaires y;, i =1,...,m telles que :

0 sileconteneur i est utilisé
1 sinon

On peut formuler le probleme comme suit :
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maximiser z(x) ="V,
i=1

s.C dwpx <cl-y) i=L..m
j=1
(BPP) D% =1 j=1..,n (2.7)
j=1
y, € {01} i=1..,m
x; € {0.1} i=1..m j=1..,n

2.5 Complexité

Nous allons, dans cette section, voir que les problémes de type knapsack cités ci-
dessus sont NP-difficiles.

Pour ce faire, nous allons montrer pour chaque probleme P que le probleme de
décision associé D(P) est NP-complet ou que P lui-méme est la généralisation d’un
probléme NP-difficile.

Soit le probleme de décision suivant :

PARTITION : Etant donnés n entiers positifs wi,...,w, . Existe-t-il un sous-ensemble

ScN={..n}telque > w,= >w, ?

jes jeN\s

PARTITION est connu pour étre un probleme NP-complet.

o Le probléme de la somme d’un sous-ensemble (SSP) est un probleme NP-difficile.

Preuve [42]

Pour montrer que SSP est NP-difficile, il suffit de montrer que le probléme de décision
associe est NP-complet.

Considérons le probléeme D(SSP), probléeme de décision associé au probleme SSP,

défini comme suit :
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D(SSP) : Etant donnés (n + 2) entiers positifs w,,...,w,,ceta. Existe-t-il un sous-

ensemble Sc N ={L...,n} telque > w,<c et > w,>a?

jes jes
Toute instance | de PARTITION peut étre polynomialement transformée en une

instance 1" de D(SSP), en posant c=a= ij/Z (la réponse a | est «oui» si et
jeN

seulement si la réponse a " est « oui »). [

e Le 0-1 knapsack (KP) est NP-difficile.
Preuve [42]

Comme le probleme KP est une généralisation du probleme SSP (dans le cas ou
p,=w,,Vje {1,2,..., n}), et que SSP est NP-difficile alors KP I’est aussi. [

e Le knapsack borné (BKP) est NP-difficile.
Preuve [42]

BKP est une généralisation du probléme KP (oU b, =1,Yj e {1,2,...,n}). Comme KP est

NP-difficile alors il en est de méme pour BKP. [ |

e Le knapsack non borné (UKP) est NP-difficile.
Preuve [42]

Comme UKP est une généralisation du probleme BKP alors il NP-difficile. [

e Le probléeme du change-making CMP est NP-difficile.
Preuve [42]

On montre la NP-complétude dans le cas particulier ol b; =1 pour tout j.

Considérons le probleme de décision associé a CMP, défini par :
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D(CMP) : Etant donné (n + 2) entiers positifs w,,...,w,,ceta, existe-t-il un sous-

ensemble S N ={L...,n} tel que > w, <c et [S|>a?

jes
Toute instance | de PARTITION peut étre polynomialement transformée en une

instance I de D(CMP), en posant ¢ = ij /2 eta=1 [ |

jeN

Remarque :

Les problémes KP, BKP, UKP, SSP et CMP sont formulés en problémes linéaires en

nombres entiers a une seule contrainte fonctionnelle appelée contrainte de capacité.

Ces problemes sont NP-complets, et donc ne peuvent étre résolus par un algorithme
polynomial en n, a moins que P = NP. Toutefois, grace a la programmation
dynamique, ils admettent des algorithmes pseudo-polynomiaux (i.e. polynomiaux en

n et c) de complexité O(nc).

Alors que pour les deux problemes MKP et BPP, il n’existe pas d’algorithme pseud-
polynomial, a moins que P = NP, car ils sont NP-complets au sens fort (un

probleme IT € NP-complet est NP-complets au sens fort ssi il existe un polyndme p

tel que II, est NP-complet). Nous allons en voir la preuve ci-apres.

Soit le probleme de décision suivant :

3-PARTITION : Etant donné n=3m entiers positifs w,..,w, tels que

ZWj/m: B et B/4<w;<B/2 pour j=1..n. Existe-t-il une partition de
j=1
N = {....n} en m sous-ensembles S,....,S,, tels que > w, =B pour i =1,..,m ?

jes;

(Notons que chaque S, contient exactement 3 éléments de N.)

3-PARTITION est le premier probleme découvert comme étant NP-difficile au sens fort .

Le 0-1 knapsack multiple (MKP) est NP-difficile au sens fort.
Preuve [42]

Considérons le probleme de décision associé a MKP, donné par :
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D(MKP) : Etant donné (2n+ p+1) entiers positifs p,,..., p,, W,..,W,, C,...,C et a.
Existe-t-il p sous-ensembles disjoints Sl,...,Spde N = {1n} tels que ZW]- <c; pour
jes;
i=L..pet > > p,=a?
1<j<p jeS;
Toute instance | de 3-PARTITION peut étre pseudo-polynomialement transformée en

une instance équivalente I” de D(MKP), en posant ¢; =B pour i=1...,p, p; =1 pour

j=1...,n eta=n(cequiimplique que ULSi =N dans toute instance « oui »). =

e Le probleme bin-paking (BPP) est NP-difficile au sens fort.
Preuve [42]

Soit

D(BPP) : Etant donné (n+ 2) entiers positifs w,,...,w,, ¢ et a. Existe-t-il une partition
de N= {1n} en a sous-ensembles disjoints S,,...,S

a

tels que Y w; <c pour
jeS;
i=1..,n?

Toute instance | de 3-PARTITION peut étre pseudo-polynomialement transformée en

une instance équivalente I” de D(BPP), en mettant c =B eta =m. ]

2.6 Approches de résolution

La communauté scientifique s’est intéressée au probléme du knapsack pour la
premiere fois dans les années 50. Depuis, un grand nombre d’algorithmes et de techniques
a été présenté pour trouver des solutions exactes et approchées : les méthodes de
relaxations, le branch and bound, la programmation dynamique, les méthodes heuristiques,

les algorithmes paralléles, etc.

Le premier algorithme de Programmation Dynamique est proposé par Bellmann [5]
en 1957. Ensuite une borne supérieure de la valeur optimale du probléme par Dantzig [14]
(1957).
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Les années 60 ont connu I’amélioration de la Programmation Dynamique par
Gilmore et Gomory [23], la premiere approche par Branch and Bound grace a Kolesar
[36] en 1967.

Dans les années 70, 1’algorithme de Branch and Bound est revu par Horowitz et
Sahni [28] (1974). Ingargiola et Korsh [30] présentent en 1973 la premiére procédure de
réduction du nombre de variables. Sahni [56] proposent le premier algorithme
d’approximation en temps polynomial en 1975, une autre approximation en temps
polynomial est présentée par Ibarra et Kim la méme année. Grace a Martello et Toth
[39], on a en 1977 la premiere borne supérieure dominant celle obtenue par la relaxation

continue.

Les années 80 ont connu des résultats sur la solution des problémes de trés grande
taille ou le classement de variables prend la plupart du temps, ces années ont connu aussi
des travaux portant sur le noyau du probléme, travaux réalisés par Balas et Zemel [2] en
1980 et Plateau et Elkihel [50] en 1985.

Les années 90 ont vu apparaitre les algorithmes paralléles mis au point en 1992 par
Loots et Smith. Ensuite, I’approche par réseau de neurones grace a Ohlsson, Peterson et
Soderberg en 1993 et ’approche par des techniques d’Intelligence Atrtificielle par Ko

(1993). En 1994, Penn et Hasson ont fait une résolution du probléme par échantillonnage.

2.7 Propriétés fondamentales

Le probleme knapsack est un probléme simple et structuré qui posséde des propriétés
essentielles a 1’¢laboration d’algorithmes de résolution. C’est d’ailleurs cette structuration

qui fait que certaines instances complexes sont résolues en fractions de seconde.
= Reésolution du probleme continu

Une des propriétés importantes sinon la plus importante pour le knapsack, est la
facilit¢ de résolution dans le cas continu, ou les contraintes telles que les variables

X; € {O,...,bj} relachées dans Iintervalle [0,b; ] (0 < x; <b,), sont plus faciles a résoudre.
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En 1957, Dantzig a montré une maniére élégante qui permet de trouver une solution
du knapsack 0-1, dans laquelle les objets sont classés dans un ordre décroissant par rapport

au rapport profit/poids,

En utilisant un algorithme glouton pour déterminer 1’élément dit critique, noté s (premier
élément ne pouvant aller dans le sac sachant que les éléments sont sélectionnés pour aller
dans le sac selon 1’ordre décroissant du rapport profit/poids), la solution optimale est alors
obtenue en sélectionnant tous les objets de 1 jusqu’a s — 1, plus une fraction de 1’élément s,

correspondant & la capacité résiduelle du sac.

La résolution du probléme continu permet de calculer une borne du probléme

d’origine et donne une idée sur sa solution optimale.

= Solution optimale entiere immediate

Une fois le probléme continu résolu, seulement quelques variables auront besoin

d’étre changées pour aboutir a la solution optimale entiére.

= Probleme séparable

Une autre propriété importante est la possibilité de séparation du probleme knapsack.

En d’autres termes, un knapsack 0-1 par exemple peut étre résolu en un temps

O(\/2") (Horowitz et Sahni 1974 [28]) au pire cas, en scindant I’ensemble d’objets en

deux et en énumérant toutes les solutions possibles dans chacun des deux ensembles.
= Algorithmes de réduction efficaces

Des algorithmes de réduction efficaces ont été développés pour les probléemes de
type knapsack, ce qui permet de fixer plusieurs variables de décision avant méme de

commencer la résolution, et donc de diminuer la tailles des instances.
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2.8 Instances de problemes

Lorsqu’on génére aléatoirement les instances d’un probléme, la question qui se pose
est la suivante : « ces instances sont-elles plus ou moins difficiles a résoudre ? ». Bien que
la difficulté de résolution d’un probléme soit liée a la taille de ce dernier, il arrive en
considérant des tests sur des problémes aléatoires, de se rendre compte que certains

problémes sont beaucoup plus difficiles a résoudre que d’autres.

Les instances des problemes de type knapsack sont classées en fonction de la
corrélation entre les poids et les profits des objets. On considére dans ce mémoire des
instances générées aléatoirement et construites de maniére a refléter certaines propriétés
qui influencent le processus de résolution. Dans ce qui suit, nous allons présenter trois

types d’instances générées aléatoirement :

2.8.1 Instances non corrélées

Dans ce type d’instances, le poids et le profit d’un objet ne sont pas corrélés.

Les coefficients p; et w, (j=1,..,n) sont tirés de maniere uniforme dans,
respectivement, [LU ] et [LU,] ot U et U, sont des parametres fixes par I’utilisateur

(U, et U,sont genéralement pris égaux a 1000).

Ces instances illustrent bien les situations ou le poids et le profit sont supposés
indépendants, comme par exemple dans les problémes de chargement de conteneurs : les

objets de petite taille peuvent avoir des valeurs significatives ou vice versa.

pj

. ..
'™ b L] £ G5 .
'y

Fig 2.2 - Instances non corrélées.

40



Chapitre 2 Les problémes de type knapsack

Les instances non corrélées sont généralement faciles a résoudre. Comme il y a une
grande différence entre les poids alors on peut facilement remplir le sac. Plus encore, il est
facile d’¢liminer plusieurs variables en utilisant les bornes supérieures ou les relations de

dominance.
2.8.2 Instances faiblement corrélées

Contrairement au cas précédent, la génération des profits p; (j=1..n) est liée aux
poids w; (j =L..,n). Dans ces instances le profit et le poids d’un objet sont corrélés et
different parune valeur proportionnelle. Les coefficients w,; sont tirés de maniere
uniforme dans [LU,] et p, =max {1 f)j} avec f,; tiré de maniere uniforme dans

Iintervalle [w; —Yulos W, +Y9]

Dy T

e

Fig 2.3 - Instances faiblement corrélées.

Ces instances sont tres représentatives des situations financieres ou le gain est

généralement proportionnel a la somme investie avec quelques petites variations.

La corrélation entre le profit et le poids est telle qu’il est généralement difficile
d’éliminer des variables a travers des tests de bornes supérieures. Toutefois, les instances
faiblement corrélées sont généralement faciles a résoudre, tout comme les instances non-

corrélées.
2.8.3 Instances fortement corrélées

Les poids w; sont tirés de maniere uniforme dans [LU,] et p, =w; +10.
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Ce type d’instances est le plus représentatif des situations rencontrées dans la réalité
ou le gain est une fonction linéaire de I’investissement plus (ou moins) quelques charges
fixes.

Pj e

/
-

F

%

ety

Fig 2.4 - Instances fortement correélées.
Les instances fortement corrélées sont difficiles a résoudre pour deux raisons :

- Les objets autour de I’¢lément critique ont des poids tres proches, ce qui les rend
difficiles a manipuler.

- Des objets de petits poids peuvent étre pris en premier, ce qui implique une perte en
optimalité.

Les instances fortement corrélées sont généralement utilisées afin de mesurer la

capacité des algorithmes a résoudre des problémes difficiles.
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3.1 Introduction

Le probléeme du knapsack 0-1 (noté KP pour kanapsack problem) est un probléme
d’optimisation combinatoire NP-difficile ayant un vaste champ d’application (Gilmore et
Gomory [23], Kellerer et al. [35]. Il peut étre considéré comme un probléme a part ou
comme un sous-probléme ou une relaxation de probléme d’optimisation combinatoire plus

complexes.

KP a fait ’objet de nombreuses études dans la littérature ces quelques dernicres
décennies. Diverses approches aussi bien exactes qu’approchées ont été développées pour sa
résolution. Elles incluent la programmation dynamique, le branch and bound et les approches

hybrides.

En 1957, Dantzig [14] propose une méthode élégante et efficace pour résoudre la
relaxation continue de KP et calculer une borne supérieure utilisée dans presque tous les

travaux sur KP pendant pres de 20 ans.

Dans les années 60, 1’approche de la programmation dynamique pour la résolution du
probléme KP et des autres problemes de type knapsack a été largement traitée par Gilmore et
Gomory [23]. En 1967, Kolesar [36] expérimente le premier algorithme branch and bound

pour les problemes de type knapsack.

Dans les années 70, I’approche branch and bound et encore plus développée, puisqu’elle
est, a ce jour, la seule méthode capable de résoudre des problemes de grande taille,
I’algorithme le plus connu a cette époque est celui de Horowitz et Sahni [28]. On doit un
meilleur algorithme de programmation dynamique a Garfinkel et Nemhauser [21] en 1972.
En 1973, Ingargiola et Korsh [30] présentent la premiére procédure de réduction, algorithme
qui permet de réduire considérablement la taille des variables. En 1974, Johnson [32] donne
le premier schéma d’approximation polynomiale pour le subset sum problem, résultat qui a été
étendu par Sahni [56] au knapsack 0-1. En 1977, Martello et Toth [39] proposent la premiere

borne supérieure dominant celle de Dantzig.
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Les principaux travaux dans les années 80 concernent la résolution de problemes de
grande taille. En 1980, Balas et Zemel [2] proposent d’estimer une partie des variables de la
solution optimale en fixant la stratégie de branchement sur les variables les plus intéressantes.
Le sous-ensemble des variables sélectionnées, dit noyau du probleme, est ensuite résolu par un
algorithme branch and bound en profondeur d’abord. En 1985, Plateau et El Kihel [50]

utilisent les approches hybrides.

En 1990, Martello et Toth [42] proposent une implémentation en branch and bound
devenue une référence. Elle se distingue par une évaluation améliorée des nceuds et, une

recherche locale lorsque le dernier objet ajouté au sac a mené a un échec.

Dans la suite de ce chapitre, nous allons détailler 1’algorithme de Dantzig, I’algorithme
branch-and-bound développé par Horowitz et Sahni ainsi que 1’approche par Ia

programmation dynamique de Garfinkel et Nemhauser.

3.2 Description et formulation du probleme

Dans le probléme KP, on considére un ensemble d’objets étiquetés de 1 a n. Chaque
objet j {L n} étant associé a un poids w; et un profit p; de valeurs entieres. On dispose d’un

sac dont le contenu ne peut excéder une capacité c entiére. On désire remplir le sac de facon a

maximiser la somme des utilités des objets emportés, en respectant la contrainte de capacité.

Autrement dit, Le probléme consiste a résoudre un probléme de programmation linéaire
n

entiere en vue de maximiser la fonction objective z(x) = z p;X; , les variables étant le vecteur
j=1

1  si l'objet jestemportédans le sac

X = (X;)yejen € 00.1)", avec x; = {0 sinon

sous la contrainte :

n
ijxj <c
=

Nous formulons, sans perte de généralité, I’hypothése suivante :
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n
D w;>c, et w<c,pour j =1,..,n
j-1

On appelle une instance d’un probleme KP, la donnée des n poids w; (j =1, .., n), des
n profits p; (j = 1,...,n) et de la capacité c. Tout vecteur binaire (x, X,, ..., X,) est appelé

solution de KP. On dit qu’une solution est réalisable, notée X, si elle vérifie la contrainte de

capacité, c’est-a-dire ijf(j <c. La solution est dite optimale, notée x”, si elle est a la fois
I<j<n

réalisable et maximise la somme des profits des objets mis dans le sac. En d’autres termes,

pour toute solution réalisable X, on a :
n n
D P% <D P
j=1 j=1
La formulation de KP est la suivante :

n
maximiser z(X) =Y_ p;X;
=1

(KP)<s.c dowx; <c (3.1)
=1

x; {01  pour j=1..n

. {1 sil'objet j estséléctionné;
ol x; = _
0 sinon.

3.3 Heuristique pour le 0-1 knapsack

Rappelons que le terme « heuristique » est utilisé pour décrire un algorithme ou une
procédure qui se base sur des expériences pratiques. Elle vise entre autres a résoudre des

problémes d’optimisation NP-difficiles.

Parmi les méthodes heuristiques, on peut citer la méthode dite gloutonne. Un

algorithme glouton est un algorithme qui parcourt 1’espace de recherche en optant a chaque
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étape pour le chemin qui lui parait le plus perspicace, ne mettant jamais en cause les choix

antérieurs (sans retour arriere).

Comme il existe plusieurs variantes pour ces méthodes gloutonnes, nous présentons ici

une version simple et simplifiée, celle de Dantzig :

On commence, tout d’abord, par ordonner les objets en fonction du rapport profit/poids

PPy Py

selon un ordre décroissant, ¢’est-a-dire :

W, ow, W

n

Cette indexation des objets peut se faire en un temps O(nlogn) [42].

On choisit a chaque étape 1’élément ayant le plus grand rapport profit/poids, si cet
¢élément est admissible, c’est-a-dire si son poids ne dépasse pas la capacité restante
(résiduelle) du sac, apres fixation des autres éléements, alors il est mis dans le sac, sinon
on sélectionne 1’¢lément qui se situe juste apres et qui peut étre admissible et ainsi de
suite de proche en proche jusqu’a épuisement de tous les objets pouvant étre mis dans le

Sac.

Ci-apres, I’heuristique gloutonne qui permet de calculer la solution dite « critique » de

KP. Notons qu’il existe d’autres heuristiques pour résoudre KP mais qui peuvent avoir des

temps d’exécution trés conséquents (heuristique AGNES de Freéville et Plateau , I’heuristique

ADP-BH, ADP pour Approximate Dynamic Programming et BH pour Base Heuristics, de

Bertsimas et Demir).
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Algorithme 3.1 : Algorithme glouton pour KP.

Entrée : Une instance d’un probléme de sac a dos ;
Sortie : Une solution réalisable X ;

1.C :=c;
2.Pour j:=1 jusqu’a n faire
Si W, <C alors X; =1;

=T-Ww,

C:
sinon X; =0
FinSi
FinPour
3. Sortir avec une solution réalisable X .

3.4 Relaxations et bornes supérieures de KP

Calculer des bornes supérieures ou inférieures (en fonction du contexte d’optimisation)
permet d’encadrer la valeur de la solution optimale pour les problémes que I’on tente de
résoudre. Ces bornes sont ensuite utilisées pour le développement de méthodes de résolution

exacte s’appuyant sur des procédures d’énumération implicite.

Les méthodes permettant d’obtenir les bornes supérieures sont les méthodes de
relaxation du probléme. En élargissant 1’espace des solutions réalisables, nous acceptons de
nouvelles solutions hors de ’espace d’origine. La plus grande valeur de la fonction objective

associee a ces solutions nous conduit & une borne supérieure.

Pour ce faire, Les méthodes abordées sont la relaxation linéaire continue et la relaxation

lagrangienne.

3.4.1 Relaxation continue et borne de Dantzig

La relaxation la plus classique et la plus naturelle de KP est la relaxation continue, notée

C(KP), programme linéaire continu associé, obtenu en relachant les variables x;, j = 1,...,n,

dans I’intervalle [0,1].

La formulation de C(KP) est donnée par :
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n
maximiser z(x) = >’ p;X;
j=1

C(KP) {s.c dwx; <c (3.2)
j=1

0<x; <1 pour j=1..,n

En 1957, Dantzig propose une maniére simple pour résoudre la relaxation continue du

probléme KP.

L’idée consiste a remplir le sac objet aprés objet et de proche en proche jusqu’a
saturation selon 1’algorithme glouton énoncé ci-dessus. On repére ensuite le premier objet ne

pouvant étre mis en totalité dans le sac. On appelle cet objet « élément critique ». Il s’agit d’un
¢lément d’indice S € {1,...,n} tel que s=min{ j :Z:ij:lwi >c }.
Il est clair que ce dernier joue un réle important dans la résolution de KP : En

connaissant 1’¢lément critique, on peut déterminer la borne de Dantzig et construire la solution

critique x' obtenue en mettant X =1 pour j=1..s-1 et X, =0 pour j=s,..,n, qui

constitue une bonne borne inférieure. La connaissance de ces deux bornes permet de réduire la
taille du probléme et d’éliminer quelques variables. L’élément critique constitue aussi un point

de départ pour I’arbre de séparation dans les méthodes branch-and-bound.
Remarque :

Le probléme de recherche de 1’élément critique et de complexité O(n) [2].

La solution optimale pour le probleme C(KP), serait alors de prendre tous les éléments

d’indice j <s plus une fraction de 1’élément s correspondant a la capacité résiduelle du sac.

Théoréme 3.1 [14]

X'j=1 pour j=1,...,s-1,

Xj=0 pour j =s+1,...,n,

. E s—1

Xs=— ollC=c-)Y W,
Ws =1
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Preuve [42]
On peut remarquer que toute solution optimale x~ de C(KP) est maximale, ¢’est-a-dire :

n *
> wx'j=c.
-1
pj+l

On suppose, sans perte de généralité, que L] <
Wj Wj+1

vj=1..,n,

et soit x™ la solution optimale de C(KP).

e Supposons par I’absurde que Ik < s tel que x, <1

Dans ce cas, X, <X, pour au moins un objet d’indice g >s.

Etant donné un & > 0 (suffisamment petit), X, augmente alors d’une valeur égale  ,

* g . EXW,
et x, diminue de ko

Wy

ce qui implique I’augmentation de la valeur optimale de C(KP) d’une valeur positive

. . s W, . -
(puisque Pe >&) egalea ¢ p, — pq—k d’ou la contradiction.
wWeoow, W,
e De la méme maniére, on peut montrer qu’il est impossible d’avoir X, >0 pour k >s. [

s—1
La valeur optimale du probléeme relaxé C(KP) est z(C(KP)):ij+6& ou
j=1 Ws

s-1
C=c-D.w,.
j=1

Ci-apres, les étapes principales de 1’algorithme de Dantzig.
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Algorithme 3.2 : Algorithme de résolution de C(KP).

Entrée : Une instance d’un probléeme de sac a dos ;
Sortie : Une solution optimale X" ;
Une valeur optimale z* ;

0. Ordonner les objets selon I’ordre suivant :

PisPoy 5B
Wl W2 Wn
1. Poser
C =c;
z7=0;

2.Pour j:=1 jusqu’a n faire

. _ . . (o
Si w; <C alors X; = mln{l,—} ;
Wi

* * - E
=7 +p; xmln{l,—} ;

W.

J

_ . C
C—ijmln{l,—} ;

j

sinon x].‘:: 0

c:

=

FinSi
FinPour
3. Sortir avec une solution optimale X"
et une valeur optimale z*.

Une solution réalisable pour KP 1’est aussi pour C(KP). Ceci est vrai puisque la

contrainte d’intégralité sur les variables X; ( j =1,...,n) dans C(KP) est plus relachée que celle
dans KP. On a alors, z(C(KP)) > z(KP).

La valeur optimale du probléme relaxé C(KP) constitue donc une borne supérieure
associee au probleme KP, et z(C(KP)) = UB(KP).

Mieux que ca, sachant que toute solution de KP est entiére, alors la valeur entiére
inférieure de la valeur optimale de C(KP) demeure une borne supérieure pour KP, d’ou I'idée

de la borne de Dantzig, notée UBp:
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j=1

UB, =|2(C(KP))|= Zl: P, +MC—S§1JWJJ%J

S
Remarque :

La complexité de UBp est en O(n) [43].

Borne de Martello et Toth

En 1977, soit vingt ans aprés Dantzig, Martello et Toth proposent la premiére borne
dominant celle de Dantzig. Ils suivent un raisonnement similaire a celui de Dantzig en
imposant une contrainte d’intégralité sur la variable critique X (i.e. contraintes additionnelles

Sur Xs).

Théoreme 3.4 [42]

Soient

= s-1
Uozzpj#v%ﬂJ et Ut=3 pj{ps—(ws—é)%J
j=

541 51
Alors
() Uwmr est une borne supérieure pour KP telle que :
UBwr = max (U°, Uh
(i) Pour toute instance de KP, nous avons UByr < UBp.
Preuve

(i) Puisque xs est entiére alors la valeur optimale de KP peut étre calculée a partir de

la solution continue de C(KP), soit en omettant I’objet d’indice s (i.e. en
imposant X’s =0), soit en I’insérant (i.e. en imposant Xs =1) et donc en

enlevant au moins un des (s —1) premiers objets.
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- U%est une borne associée a x"s =0. La capacité résiduelle est donc comblée
par une fraction de 1’objet d’indice (s+1), car ayant la plus grande valeur &,
W.
J
j =s+1, ..,n.

eme

- U"est associée & x's =1. Dans ce cas, I’objet enlevé (le (s—1)"™, car ayant

la plus petite valeur de &) doit avoir exactement le poids minimum
W.
J

nécessaire (i.e. w, —C).
2
(i) - U°<uUB;:
comme T Pst < C&, alors :
w,

W
et
Ws+l Ws

s+l S
s—1 s—1
d’ou U°:ij+{C&JSij+{E%J:UBD
j=1

j=1 s+1 s

- U'<UB;:

comme 2o < Pt g c<w,,alors:
Ws Ws—l

C-w, {& ps‘l) >0 o o> p, —(w, —C)—ps‘l
WS Ws—l Ws Ws—l

, s—1 _& s—1 B e h o
dou  UB,=>p,+|C—=|2> p,+| p,—(w,—C) =U n
j=1 W j=1 W

Remarque :

La complexité temporelle pour le calcul de UByr est en O(n) [42].
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Bornes de Hudson et Fayard & Plateau

En agissant toujours sur 1’¢1ément critique, d’autres bornes ont été élaborées. En 1977,
Hudson propose de calculer la borne U *qui représente la solution de la relaxation continue de

KP plus une contrainte additionnelle x,=1. Fayard et Plateau [50] en 1982, et

indépendamment Villela et Bornstein [62] en 1983, proposent de calculer la borne U°

comme solution de C(KP) avec la contrainte additionnelle x, =0.

On définit o°(j) et o'(j) indice de 1’élément critique quand on impose,

respectivement, X; =1 (j>s)et X, =0 (j<s):

a°(j)= min kZZk:Wi>C jefl.n} et al(j)zmin{k:iwi >C—WJ} jell..s-1}

i=1 i=1
i#j

On obtient les bornes :

et la nouvelle borne supérieure est :
UB, - = max(J°,0%)

Remarque :

Il est évident que
(@ U°<U%et U'<U' d’ou UB, , <UB; ;
(b) la complexité temporelle pour le calcul de UB,, ., est la méme que celle pour le

calcul de UB, et UB,,, . C’est-a-dire en O(n) [42].
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Exemple 3.1 :

Soit une instance de KP définie par :
n=38,

(p;)= (25,100, 90, 60, 40, 15,10, 1),

(w,)=(2, 20, 20, 30, 40, 30, 60, 10),

¢ =102.

La solution optimale est x=(1,1,1,1, 0,1 0, 0), de valeur z=280.Ona s =5,
40

UB, = 265+[30—J =295
40

U= 265+L3OEJ =280
30

U= 265+L40—10@J =285
30
UB,, = 285.

°(G)=7. U°= 280+L0%J =280 ;

o'(5)=4. U'= 40+205+L20%J =285 ;

UB, r» =285. O
3.4.2 Relaxation lagrangienne

L’approche lagrangienne peut étre utilisée dans le but de produire un probléme relaxé

plus facile a résoudre a partir de n’importe quel probléme difficile d’optimisation
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combinatoire. De plus, la solution optimale du probléme relaxé est une borne supérieure (cas

de maximisation) de la solution optimale du probleme original.

Dans cette section, nous présentons I’approche de relaxation lagrangienne basée sur la
dualisation de la contrainte de capacité. Nous décrivons ainsi le probleme relaxé obtenu et les
bornes de Miller-Merbach [47] et de Dudzinski & Walukiewicz [15], calculées grace a

cette approche.

L’idée générale derriere une approche de relaxation lagrangienne est de remplacer un

probléme linéaire contraint par un probléme non contraint généralement plus facile a résoudre.

Soit le probléme L(KP, A) la relaxation Lagrangienne de KP, ou A est un multiplicateur

de Lagrange (A >0). L(KP, A) est donné comme suit :

L(KP. 2) = masz_;‘ P X; +/’L( ZWXJ (33)

x; 0.1} j=1..n

La fonction objectif peut étre réécrite comme suit :

2(L(KP, 1)) Zp X; +Ac

ol p;=p; —Aw; pour j=1..n.

La solution optimale de L(KP, A), dans ce cas, est déterminée en un temps polynomial [44]

comme suit :

_ [ sip;>0
X = _
"0 sip; <0

(si ﬁj =0, lavaleur de ij devient immatérielle).
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Pi

on définit J(1) = {j —> A} la valeur optimale de L(KP, A) est donc :

J

2(L(KP, 1)) = Z (41>0)
a0

cette valeur constitue une borne supérieure pour z(KP) et ne peut, cependant, étre meilleure

(plus serrée) que celle de Dantzig. En effet, (.) donne aussi la solution de la relaxation

continue de L(KP, 1) (i.e. C(L(KP, A)),

d’ou

2(L(KP, 1)) = z(C(L(KP, 2))) > z(KP)=UB,

La valeur de A qui minimise L(KP, &) est :

*

P
WS
Dans ce cas,on a :

p; 20 j=1.s-1
p;<0 j=s,..n

Comme

X; =1 j=1..s-1
Ou X; =0 j=s+1..n
6 B s—1

,=— ou CT=)w

W, JZ;‘ !
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S

-1

ona 2(L(KP, 2))=3"(p, - Aw, )]+ 2'c = 2(C(KP))
j=1

etpour A=A p, devient:

pj:pj_wj%

S

En posant X, =1-%;, z(L(KP, 1')) décroit de |p"j|, |pj| représente donc la borne inférieure
pour la diminution de la solution optimale continue z(C(KP)). C’est-a-dire qu’on peut obtenir

une borne meilleure que UB, grace a la relaxation Lagrangienne.

Borne de Muller-Merbach

L’idée sur laquelle repose le calcul de la borne de Muller-Merbach [47] (1978) consiste
a déterminer une solution enti¢re a partir de celle donnée par la relaxation continue, ¢’est-a-
dire :

(a) en mettant la valeur de x; égale a 0, sans changer les valeurs des autres variables.

Dans le cas (a), z(C(KP)) diminue de 6%,

S

s—1
et devient z(C(KP))=>p,
j=1
Sinon ;

(b) au moins une des variables x; (j # s) change sa valeur de 0 a 1 ou biende 1 a0
(X; =1-X%;).

Dans ce cas, z(C(KP)) diminue d’au moins ‘p* j ‘

Ainsi, la borne devient :
s—1

UB, = max(z pj,max{\_z(C(KP))_‘p*ju; jeN \{s}}]
j=1

Remarque :
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Il est évident que UB,,, <UB,. Par ailleurs, il n’existe pas de dominance entre UB,,,,

et les autres bornes déja wvues, mais il existe des exemples pour lesquels
UB, <UB, & <UB,;.

La borne UB,,, est de complexité O(n) .
Borne de Dudzinski & Walukiewicz

Le principe du calcul de UB,,,UB, . etUB,,, a été exploit¢ par Dudzinski &

Walukiewicz [15] (1984) qui ont calculé une borne supérieure qui domine toutes les

précédentes et qui est elle aussi de complexité O(n).
Considérons une solution réalisable X, de KP, obtenue comme suit :

1. pour chaque k € N \{s} faire %, =% ;
2. X,=0;

3. pour chaque k tel que X, =0 faire

n
si w,<c—> w%; alors %, =1,
=1

et on définit N ={j e N \{s}: %, =0}.
Une solution entiere peut alors étre obtenue :

0] en posant x, =1, o0u

(i) en posant x; =0 et x; =1 pouraumoinsun je N,

La borne de Dudzinski & Walukiewicz devient immédiate et est égale a :
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UByy, = max(min (U, max{| z(C(KP))- p’ |: j =1..5 1))
min (Uo,max{Lz(C(KP))+ p”: je N})

ZL pjf(j)
Exemple 3. 1 (suite) :
ona (p*;)= (13,80, 70, 30, 0, —15, ~50, —9)
UB,,, = max(265, max {282, 215, 225, 265, 280, 245, 286}) = 286..
(%)=0222,0100);

UBy,, = max(min (285, max {282, 215, 225, 265}),
min (280, max {245, 286}), 280)= 282.

3.5 Les méthodes de résolution exacte

Plusieurs approches de résolution exacte ont été élaborées pour KP. La plupart de ces
méthodes sont basées sur les techniques énumératives. En général, on s’appuie sur une
méthode de branch and bound ou il s’agit d’énumérer d’une maniére implicite les solutions

réalisables et de choisir la meilleure parmi elles.

3.5.1  Algorithme branch and bound

Développer tout I’espace de recherche consiste, pour une instance du probléeme KP
(instance n éléments), a développer 2n vecteurs binaires de taille n. Ce qui est excessivement
lourd et irréalisable au regard du temps d’exécution nécessaire a I’exploration de toute

[’arborescence.

La méthode branch and bound consiste ici a séparer le probléme initial en plusieurs
sous-problémes et d’éliminer certains sous-problémes a 1’aide d’un systéme de majorants et

minorants.
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Dans la littérature, plusieurs auteurs ont présenté des algorithmes branch and bound pour
la résolution de KP, notamment Horowitz [28], Martello et Toth [40].

La premiére approche B&B a été présentée par Kolesar [36] en 1967. Son algorithme
consiste en un schéma de branchement en largeur-d’abord : la sélection se fait sur le nceud
ayant le maximum du rapport profit sur unité de poids, a partir duquel deux nceuds sont

générés (x; =1et x; =0). La fonction d’évaluation étant la borne de Dantzig.

Le temps de calcul et I’espace mémoire nécessaire a la mise en ceuvre de cet algorithme
sont considérablement réduits par 1’approche en profondeur d’abord de Greenberg et
Hegerich en 1970.

Horowitz et Sahni [28] (1974) et indépendamment Ahrens et Finke (1975) présentent
un algorithme basé sur une stratégie gloutonne qui s’inspire du schéma de branchement en

profondeur-d’abord de Greenberg et Hegerich et de la sélection de Kolesar.

D’autres algorithmes ont été développés a partir de 1’approche de Greenberg et
Hegerich (Barr et Ross, Lauriére ) et autres techniques (Lageweg et Lenstra, Guignard et
Spielberg , Fayard et plateau, Veliev et Mamedov). L’approche de Horowitz et Sahni reste,

cependant, la plus structurée et la plus facile & implémenter.

Dans ce qui suit, nous allons présenter I’algorithme de branch and bound développé par
Horowitz et Sahni [28]. Cette méthode considére les éléments ordonnés selon 1’ordre
décroissant du rapport profit par poids. Ensuite, la séparation se fait sur 1’élément suivant.
Depuis chaque nceud de 1’arborescence, et pour un élément | pris dans I’ordre prédéfini, on

développe deux branches : la premiere branche, Xx; =1 correspondant a 1’élément j mis dans le

sac et la deuxieme branche, x; =0 correspond a 1’élément j qui n’est pas mis dans le sac.

Le développement de I’arborescence se fait en profondeur, en privilégiant les branches
pour lesquelles les éléments sont mis dans le sac. La fonction d’évaluation utilisée est la borne
de Dantzig. Un élément n’est sélectionné que si son poids ne dépasse pas la capacité restante
ou encore disponible du sac. Ainsi, a chaque développement d’une branche compléte de

I’arborescence, la solution obtenue reste réalisable. Le calcul des bornes de Dantzig se fait
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uniquement au niveau des nceuds développés par une branche correspondant a un élément |

non sélectionné, c’est-a-dire correspondanta x; =0.

Pour les nceuds développés par une branche correspondant a x; =1, la valeur de la borne

de Dantzig n’est autre que celle du nceud pére. Celle-ci est comparée a la valeur de la
meilleure solution obtenue jusque-la. Si la valeur de la borne est inférieure a la valeur de cette
meilleure solution, alors il est évident qu’on ne pourra jamais atteindre une meilleure solution

a partir de ce nceud. Donc, la troncature au niveau de cette branche courante est possible.

Algorithme 3.3 : Algorithme branch and bound pour KP.

Entrée : Une instance d’un probléme knapsack ;
Sortie : Une solution optimale x* ;

1. j:=1; MeilleureValeur :=0;

2. Calcul de la borne supérieure UB4 qu’on peut atteindre depuis j

3. Si UB4 > MeilleureValeur alors
Développer une branche de 1’arborescence en profondeur d’abord pour obtenir une
solution réalisable X' ;

j=j+l;
Si Z(X") >MeilleureValeur alors

X=X

MeilleureValeur := Z(X") ;
FinSi

FinSi
4. j=maxis:s<jet X; =1
Tant que j existe faire
X; =0;
Fin Tant Que ;

5. X" =X.

3.5.2 Programmation dynamique

Le probléeme KP possede la propriété de sous-structure optimale, c’est-a-dire que 1’on

peut construire la solution optimale du probleme a i variables a partir du probleme a (i -1)
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variables. Cette propriété a permis d’utiliser la méthode de résolution par programmation
dynamique, 1I’approche de Garfinkel et Nemhauser est détaillée ci-apres.
Soit KP(i,m) le probléme constitué¢ des i premiers objets, 1<i<n, avec les poids

W,...,W, , les profits p,,..., p; et la capacité m, 1<m<c. L’idée est la suivante :

Soit Z[i,m] la valeur de la solution optimale du probléme KP(i,m). Z[i,m] est donc la

valeur du sous ensemble de valeur maximale des i premiers objets dont le poids total n’excede
pas m. Il existe deux types de sous-ensembles des i premiers objets dont le poids total

n’excede pas m:

* ceux qui incluent I’objet |,

* ceux qui n’incluent pas 1’objet .

Parmi les sous-ensembles (des i premiers objets) qui n’incluent pas 1’objet i, la valeur du
sous ensemble optimal est Z[i—1,m] et parmi les sous-ensembles qui incluent I’objet i
(m—w. >0), la valeur du sous ensemble optimal est p, +Z[i —1,m—vvi]. La valeur maximale

du sous ensemble optimal des i premiers objets est donc le maximum de ces deux valeurs.

Nous avons donc la récurrence:

: max(Z[i-Lm] p, +Z[i-Lm-w] m-w >0
2l ]:{Z[i—l,m] m-w, <0

Nous avons également les conditions initiales suivantes:
= Z[i,0]=0 i>0, leknapsack & zéro capacité a une solution optimale de valeur nulle.

= Z[0,m]=0 m=>0, le knapsack & zéro variable a aussi une solution optimale de valeur

nulle.

Pour trouver la valeur de la solution optimale du probléme initial, il suffit de construire le

tableau Z[i,m] du bas vers le haut & I’aide de la récurrence précédente.
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Algorithme 3.4 : Algorithme de programmation dynamique pour résoudre KP.

Entrée : Une instance d’un probléme knapsack ;
Sortie : une valeur optimale z ;
une solution optimale X ;

0. Pour m := 0 jusqu’a c faire
z[o,m]:=0
Fin Pour
Pour i := 0 jusqu’a n faire
z[i,0]=0
Fin Pour

1. Pouri:=1 jusqu’a n faire
Pour m := 1 jusqu’a c faire
Si m—w, >0 alors
Z[i,m]=max(Z[i-1,m] p; + Z[i—Lm-w;])
Sinon
Z[i,m]=2z[i-1,m]
Fin Si
Fin Pour
Fin Pour

2. Poser m:=c;
Pour m:=n jusqu’a 1 faire
Si Z[i,m]> z[i—1,m] alors

début
x =1
m=m-w,

fin

Sinon
X =0

Fin Si
Fin Pour

3. Sortir avec une solution optimale X"
et une valeur optimale z*.

Cet algorithme a une complexité temporelle et spatiale en O(nc). Cependant, elle peut

étre ramenée & O(c) si seule la valeur de la solution optimale est importante.

Cet algorithme est pseudo-polynomial et on n’a pas besoin de trier les objets a priori

mais il est gourment en espace mémoire.
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3.6 Etude de la sensibilité de la solution optimale face a
la perturbation du profit

Peu de travaux ont été réalisés dans 1’analyse de la sensibilité des problemes de type
knapsack. Les premieres études ont été proposées par Ghosh et al. [22]. Blair [2] et
Woeginger [64] ont donné quelques resultats négatifs en analyse de la sensibilité des
problémes knapsack. Hifi et al. [26] ont fait une analyse de la sensibilité de 1’optimum avec
perturbation soit du profit ou du poids d’un objet du knapsack 0-1. Dans Hifi et al. [25] un
algorithme adaptatif est proposé pour le calcul de I’intervalle de sensibilité lorsque le profit
et/ou le poids d’un objet est perturbé. Dans Belgacem et Hifi 2005 [7], les auteurs ont étudié

le cas ou les profits d’un ensemble d’objets sont perturbés indépendamment.

Dans cette section, nous allons détaillé 1’algorithme de Hifi et al.[26] pour une analyse
de la sensibilité de la solution optimale du probleme KP face a la perturbation du coefficient
profit d’un objet arbitraire. Les auteurs se basent pour la détermination d’un intervalle de
sensibilité du profit perturbé sur les conditions relevant de méthodes spécifiques (pour ce cas,
il s’agit de la méthode branch and bound) et utilisent la borne de Dantzig comme borne

supérieure de KP.

Revenons au probleme KP défini précédemment :

n
maximiser z(x) =" p;X;
=1

(KP){s.c dwx; <c
1

x;€{01}  pour j=1..,n

E

Soit X" = (x1 X5 yees x:) une solution optimale de KP,

et soit le probleme perturbé, KP’, défini comme suit:
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maximiser z(x) = >’ p;X; +(p +Ap, )X,
j:l
J#s

n
(KP")1s.c D WX, + WX, SC
=
JESS

x,€{01}  pour j=1..,n

ou KP’ est un 0-1 knapsack obtenu en faisant varier le Keme profit px (k =1,...,n) dans KP,
c’est-a-dire en posant :

P = P +Ap,
ol p, est le profit du k"™ objet dans le probléme (KP").

avec Ap, un entier équivalent a la variation du profit du k®™ objet.

Résultat 3.1 [26]

(1 Chacun des deux problémes KP et KP’ possede le méme ensemble de solutions
réalisables.
@) Six= ()?1 ooy Ry yes >”(n) est une solution reéalisable des deux problémes KP et KP’,
et Z(%) (resp.,Z'(%)) sa valeur objective dans KP (resp., KP?, alors
Z'(8)=Z(%)+Ap, %, .
Preuve
(i)

Le poids de chaque objet est le méme dans KP et KP’, et la capacité ¢ du sac

est également la méme dans les deux problémes. Par conséquent, il est évident

que KP et KP’ possedent le méme ensemble de solutions réalisables.
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(i) Soit X une solution réalisable de KP et KP’, soit 2(x) (resp., 2'()2)) sa valeur

objective dans KP (resp., KP) :

ZR)=27p% et Z(R)=D P& +APK,

d’ou Z'(%)=Z(%)+ Ap, X, - n

Il s’agit, pour le probléme de I’analyse de la sensibilité de la solution optimale x*, de

déterminer I’intervalle de sensibilité du profit perturbe p,. Soit I, cet intervalle.

l.=[ 1,1, ], k=1..,n, est un intervalle de IR contenant p,. On dit que I, estun

intervalle de sensibilité pour le profit py, si pour tout p, dans I,, la solution x* demeure une

solution optimale de KP'.

Les limites de I’intervalle |, dependent de la validité de la fonction objectif de KP’

lorsque x* en est une solution optimale puisque les deux problemes ont les mémes solutions

réalisables. Ceci étant, les limites de D’intervalle de sensibilité doivent garantir que

7'(%)< Z'(x"). Quatre cas sont alors possibles :
(i) X, =1 et Ap, >0,
(i) X, =0 et Ap, <0,
(iii)  x,=1et Ap, <0, et
(iv)  x,=0¢et Ap, >0.

Dans le résultat suivant (Résultat 3.2) on donne les limites de 1’intervalle de sensibilité I, en

considérant ces quatre cas.
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Résultat 3.2 [25]

Soit x" une solution optimale de KP. x* est aussi une solution optimale de KP “si

0] X, =1et Ap, >0 oubien x; =0 et Ap, <0.

iy x =1, Ap <0 et Ap, >Z(&,)-Z".

(i) x =0, Ap, =0et Ap, <Z"—Z(d,).

ou :

@, est la meilleure parmi les solutions réalisables, de KP, dont la k*™ variable est nulle,

@, la meilleure parmi les solutions réalisables, de KP, dont la k™ variable est égale & 1.
Preuve

Les auteurs dans [25], montrent que si (i) est vérifiée alors x"demeure une solution

optimale de KP'.

» En supposant, en premier lieu, que x, =1 et Ap, >0, il s’agit de montrer que X"
reste une solution optimale.

Soit X = ()?1 ooy Ry yes >”(n) une solution réalisable de KP.

Il est facile de voir que pour x, =1,0na % <X, .

Puisque Ap, >0, alors 0 < Ap, X, < Ap, X, .

Comme &, est une solution réalisable et x; une solution optimale de valeur Z*, on a
Z(R)<z".

Par conséquent, Z(%)+Ap, X, <Z"+Ap,X; . Ce qui est équivalenta Z'(%)< Z'(x").
D’ou X" est une solution optimale de KP'.

» En second, en supposant que X, =0 et Ap, <0, il suffit de montrer que x* demeure
une solution optimale de KP".

X= (x1 xkxn) eétant une solution réalisable de KP.

Puisque Ap, <0, alors Ap, %, <0.D’ou Z(R)+Ap X <Z".
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Posons x; =0 et comme Z(X)<Z",onaalors Z +Ap,x, =Z".
Linéquation 2(R)+Ap, &, <Z" est alors équivalente a Z(%)< Z'(x").

D’ou X" est une solution optimale de KP'.

Il est montré aussi que si (ii) est vérifiée alors x"est une solution optimale de KP’;

Soit % une solution réalisable de KP, ona Z(R)<Z".

En ajoutant Ap, X, aux deux cotés de I’inegalite, on obtient Z(%) +AP R SZT+ AP R, .
Comme Z(R)+Ap, %, =Z'(%) (Résultat 3.1) alors Z'(X) < Z"(X*) +Ap, X, -

Sachant que la variable %, est binaire, alors :

e Pour %, =1,0na Ap X =ApX = Z'(R)<Z +ApX.

onsait que Z" +Ap,x. =Z'(x"), d’ou Z'(X) < Z'(x").

e pour %, =0, ona Z(X)<Z(a,)

I’équation Z () +Ap, %, = Z'(X) devient Z(X) =Z'(%), d’ou Z'(R) < Z(&,)

en supposant Ap, > Z(d,)-Z" avec Ap, < Ap,X,,

on déduit alors que Z'(X) < Z'(x").

Quant au cas (iii) la démonstration se fait de la méme maniére que (ii) (voir [25]). [

Le fait de perturber le profit p, implique la modification de la valeur optimale de KP.
Ainsi, dans le résultat 3.2 les auteurs permettent d’assurer la stabilité de la solution x  de
maniére a ce que si x; =0 (resp, x; =1) , la valeur objective Z (&) (resp, Z(c,)) ne dépasse
pas la valeur Z”.

Ce dernier a été résumé dans le résultat suivant :
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Résultat 3.3 [25]

Soit x* une solution optimale de KP. x"demeure une solution optimale de KP “telle que :

()  six =1, alors Ap, e[2(@,)- 2"+

(iiy si x =0,alors Ap, € [1— pk,Z*—ﬁ(cZ)l)] .
oll @, (resp. @,) est la meilleure parmi les solutions réalisables de KP dont la k™™
variable est nulle (resp. égale a 1).

Notons que Z(d,) et Z(@) sont les valeurs optimales des problémes KP\{k} et

KP[c—w, ]\ {k} respectivement, ou :

= KP\{k} est une instance de KP obtenue en enlevant le k™ objet, et
= KP[c—w, ]\ {k} est une instance de KP, de capacité c —w, , obtenue en enlevant le k™ objet.
II est clair que la détermination des bornes de I’intervalle de sensibilité |, passe par le
calcul des deux valeurs 2(@0)et 2((?)1). Or, ceci est aussi difficile que de résoudre le
probléme perturbé KP'. Par conséquent, on utilise a la place de Z(&,) et 2(&)1) les bornes
supérieures UB(KP\{k}) et UB(KP[c—w, ]\{k}) des problémes KP\{k} et KP[c—w, |\ {k}
respectivement. Ces bornes peuvent étre calculées grace a n’importe quelle approche de la
littérature. Dans [25], les auteurs ont utilisé la borne supérieure de Dantzig et proposent un

algorithme pour le calcul de I’intervalle de sensibilité en se basant sur la méthode résolution

de KP, soit la méthode de résolution par branch and bound.
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Algorithme 3.5 : Algorithme pour la détermination de I’intervalle |, .
Notations :
o KP\{k} est le probléme KP de capacité ¢ avec X, = 0.

o KP[c=c—w,]\{k} est le probléme KP de capacité c—w, avec X, =1.

Entrée : une solution optimale x* de KP, sa valeur optimale Z(x") et ’élément perturbé k.

Sortie : 'intervalle |, = [||:a |k+]

1. Poser x*=x".
Si x, =1 alors
I, = p, +calcul_bormne(KP \ {k})—Z(x*)
I, =+o0
FinSi
3. Si X, =0 alors
I, =1;
I} :==Z(x")—calcul_borne(KP[c=c—w, |\ {k})
FinSi

Remarque :

Dans cet algorithme, les auteurs font appel a la procédure calcul_borne( ) pour générer
la borne supérieure d’un probléme KP donné. La complexité de cet algorithme est la méme
que celle de la procédure calcul_borne( ). Comme les bornes que nous avons utilisé sont

toutes de complexité O(n), alors il en est de méme pour la complexité de 1’algorithme.

que celle de la procédure calcul_borne( ). Comme les bornes que nous avons utilisé sont

toutes de complexité O(n) alors il en est de méme pour la complexité de 1’algorithme.

3.7 Résultats expérimentaux

Dans cette section, on commence par donner une illustration de I’algorithme vu
précedemment (Algorithme 3.5) en utilisant une instance de KP de petite taille [8]. Ensuite, on
donne une analyse expérimentale de cet algorithme a travers des instances de grande taille

dont les données sont tirées aléatoirement.
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La table 3.1 fournit les intervalles de sensibilité pour une instance [8] de 15 objets, dont
la capacité est égale a 145. Nous reprenons dans les colonnes 2 et 3 les données du probleme
(les profits et les poids). Dans la colonne 4, on retrouve la solution optimale de ce dernier. Et
dans les autres colonnes (5, 6,...,14), nous dressons une comparaison entre les intervalles de
sensibilité¢ des profits de notre probléme, calculés en appliquant 1’algorithme (Algorithme 3.5)

en introduisant différentes bornes supérieures de la solution optimale du probléme.
Les objets sont classés dans un ordre décroissant en fonction du rapport profit sur unité

de poids 22> Pz > > Pis
Wl W2 W15

Concernant les bornes des intervalles de sensibilité de profits, nous avons la borne
triviale (i.e. 17 =+oo lorsque x, =1 et 1, =0 lorsque x, =0). La seconde borne est calculée
par 1’algorithme (Algorithme 3.5).

On constate sur cet exemple que les cing borne supérieur de notre probleme KP (i.e.
borne de Dantzig, de Martello & Toth, de Hudson et Fayard & Plateau, de Muller-Merbach et
celle de Dudzinski & Walukiewcz) permettent d’obtenir les mémes intervalles de sensibilité
pour les profits des objets {1, 2, 3,4, 5, 8,9, 11, 12 et 13} alors que pour certains d’entre eux
{6, 7, 10 et 14} la borne de Dudzinski & Walukiewcz permet d’obtenir des intervalles de

sensibilité relativement meilleurs.

On peut aussi constater que pour 1’objet 1, par exemple, le profit p; = 37 peut varier

entre 3 et +oo sans que la solution optimale en main ne soit affectée. Alors que pour les objets
8et9,ona ly =p;=14 et Iy =p, =25 ce qui signifie que les profits ps et py ne peuvent

varier sans que la solution optimale du probléme ne change.

On peut aussi conclure que les petites variations tolérables observées sur pratiqguement

I’ensemble des objets permettent de démontrer la robustesse de cette solution optimale.
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Table 3.1 : Intervalles de sensibilité pour une instance de petite taille (quinze objets).

I, (D) I, (MT) l,(HFP) 1, (MM) [, (DW)
objet poids profit X« L Iy L g L L e g

1 1 37 1 3 infini 3 infini 3 infini 3 infini 3 infini

2 4 17 1 5 infini 5 infini 5 infini 5 infini 5 infini
3 14 30 1 11 infini 11 infini 11 infini 11 infini 11 infini
4 10 21 1 9 infini 9 infini 9 infini 9 infini 9 infini
5 12 23 1 10 infini 10 infini 10 infini 10 infini 10 infini
6 27 24 1 18 infini 18 infini 18 infini 18 infini 15 infini
7 32 24 1 21 infini 21 infini 21 infini 21 infini 18 infini
8 21 14 0 1 14 1 14 1 14 1 14 1 14
9 40 25 0 1 25 1 25 1 25 1 25 1 25
10 37 19 0 1 21 1 21 1 21 1 22 1 24
11 37 16 O 1 21 1 21 1 21 1 21 1 21
12 25 10 O 1 13 1 13 1 13 1 13 1 13
13 21 8 0 1 11 1 11 1 11 1 11 1 11
14 5 4 1 4 infini 4 infini 4 infini 3 infini 3 infini
15 21 2 0 1 11 1 11 1 11 1 11 1 11
Dans les tables 3.2, 3.3 et 3.4, trois instances sont considérées :
e Faiblement corrélées : w; tirés uniformément dans [1 100], p; tirés

uniformément dans [w; —10, w; +10] ;
e Fortement corrélées : w; tirés uniformément dans [1, 100], p; =w; +10
e Instances non correlées : w; et p; tirés uniformément dans [1, 100].
Pour toutes les données, la valeur de la capacité c est prise égale a 0.52?:1wj (ainsi pres

de la moitié des objets sont inclus dans le sac).

Toutes les exécutions sont réalisées sur un Pentium (R) Dual-Core CPU 2GHz. Les
tailles des instances générées varient entre 50 et 400 (au-dela la machine se met a planter).

Pour chacune des instances générees, on calcule les entités suivantes :

e A :ladéviation négative moyenne du profit de ’objet inclus dans le sac ;

A :% Z:Eil(pk —1.)X, ;0U n, représente le nombre d’objets inclus dans le sac.
| Lt
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e A" :ladéviation positive moyenne du profit de 1’objet non inclus dans le sac ;

A :%n—nl)Z::l_(pk — 1% -

Les résultats montrent que les déviations moyennes positive et négative dépendent de la

taille des instances du probleme.

Table 3.2 : Instances faiblement corrélées : W tirés uniformément dans [1, 100], p; tirés uniformément dans

[w; —10, w; +10] et ¢ =0.52';:le . Pentium (R) Dual-Core CPU 2GHz.

Moyennes prises sur 10 instances du probléeme KP

A (D) A (MT) A (HFP) A (MM) A (DW)
n A A A A A A A A A A
50 1220 1211 1220 1212 1220 1212 1220 1211 1220 1211
100 2473 2469 2474 2469 2474 2470 2473 2469 2473 2469
200 4789 4785 4789 4785 4789 4785 4789 4785 4789 4785

300 7382 7383 7382 77383 7382 7383 7382 7383 7382 7383
400 9915 9911 9915 9911 9915 9911 9915 9911 9915 9911

Table 3.3: Instances fortement corrélées: W, tirés uniformément dans [1, 100], p; =w;+10,

c= 0.5Zr;:1wj . Pentium (R) Dual-Core CPU 2GHz.

Moyennes prises sur 10 instances du probléme KP

A (D) A (MT) A (HFP) A (MM) A (DW)
n A A* A A" A A* A A* A A"
50 273 269 273 269 273 269 273 269 273 269
100 1180 1176 1180 1176 1180 1176 1180 1176 1180 1176
200 2454 2450 2454 2450 2454 2450 2454 2450 2454 2450

300 2697 2692 2697 2692 2697 2692 2697 2692 2697 2692
400 2976 2970 2976 2970 2976 2970 2976 2970 2976 2970
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Table 3.2 : Instances non corrélées : W, et p; tirés uniformément dans [1, 100], ¢ :0.522.]:le . Pentium
(R) Dual-Core CPU 2GHz.

Moyennes prises sur 10 instances du probléeme KP

A (D) A (MT) A (HFP) A (MM) A (DW)
n A A A A A A A A A A
50 310 280 311 301 312 302 310 300 310 301
100 629 600 629 611 629 611 629 611 629 611
200 1149 1100 1149 1125 1150 1125 1149 1125 1149 1125
300 1706 1657 1706 1683 1707 1683 1706 1683 1706 1683
400 2186 2145 2186 2160 2186 2160 2186 2160 2186 2160
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4.1 Introduction

Le probleme du knapsack borné (BKP bounded knapsack problem) est une
géneralisation du probleme KP. Il peut étre lui aussi considéré comme un probleme a part ou
comme un sous-probleme ou une relaxation de problémes d’optimisation combinatoire plus
complexes.

Contrairement a KP, peu de travaux ont été consacrés au probleme BKP. Nous citons ci-
apres quelques-uns des algorithmes présents dans la littérature.

En 1966, Gilmore et Gomory [23] utilisent la programmation dynamique pour résoudre
les problemes de type knapsack dont BKP. Nemhauser et Ullmann [49] améliorent en 1969
la relation récursive employée par Gilmore et Gomory mais rapportent dans leur article que
la programmation dynamique est inefficace dans le cas de problemes de grande taille.

En 1977, face a ce type de problemes (de grande taille), Martello et Toth [40]
proposent une approche branch and bound pour BKP en adaptant celle proposée pour KP [39].
Dans la méme année, Ingargiola et Korsh [31] présentent un algorithme apparenté a celui
proposé pour KP dans leur article de 1973 [30].

Bulfin, Parker et Shetty [10] proposent en 1979 une stratégie différente de branch and
bound en introduisant des pénalités dans le but d’améliorer les bornes.

Aittoniemi [1] (1982) montre a travers une comparaison expérimentale que 1’algorithme
de Martello et Toth [43] est jusqu’a ce jour le meilleur algorithme de résolution pour BKP.

En 1990, Martello et Toth [43] mettent au point un algorithme qui transforme BKP en
KP équivalent et démontrent que ce dernier est meilleur que tous les autres algorithmes
proposés auparavant.

Cependant, cette transformation de BKP en KP correspondant engendre beaucoup
d’objets ayant des poids proportionnels, ce qui rend le probléme ainsi obtenu plus difficile a
résoudre dans le cas d’instances de trés grande taille. Pisinger [53] propose alors un
algorithme pour résoudre BKP a travers la programmation dynamique, en réduisant la taille
des donnees.
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Dans la suite de ce chapitre, nous allons utiliser la transformation de Martello et Toth
pour la résolution de BKP mais aussi pour I’analyse de la sensibilité de la solution optimale de
ce dernier et nous proposons un algorithme pour le calcul d’un intervalle de sensibilité¢ du
profit d’un objet arbitraire. On se rapporte pour ce faire, aux travaux de Belgacem et Hifi [8]

concernant I’analyse de la sensibilité du probleme KP.

4.2 Présentation et formulation du probleme

Nous rappelons que BKP est défini par la donnée de n objets & placer dans un sac de
capacité c. chaque objet de type j ayant un profit p;, un poids w; et une borne b; sur la
disponibilite (avec p;, w; et b; des entiers positifs). L’objectif étant de sélectionner un
nombre d’exemplaires X; ( 0<x; <b;) de chaque type d’objets tel que le total des profits des
objets sélectionnés soit maximise et, ceci sans violer la contrainte capacité. Le probléme peut

étre formulé comme suit :

n
maximiser z(x) =" p;X
j=1

(BKP){s.C dwx; <c
j=1
0<x; <b; pour j=1..,n

X; entier et x; >0 pour j=1,..,n

On suppose, sans perte de généralité, que :

c>0,p;>0,w;>0eth; >0, j=1..,n
> bw, >c, et bw,<c,j=1,..,n
j=1

Remarque :
BKP est un probleme NP-difficile (section 2.3.2) puisque KP en est un cas particulier

pour b; =1, j=12,...,n.
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4.3 Résolution du probleme BKP

4.3.1 Transformation de BKP en KP

En 1990, Martello et Toth [43] mettent au point une approche assez élégante pour

résoudre BKP en se basant sur le codage binaire de la borne b; (j =1,...,n) afin d’obtenir un

knapsack a variables binaires.
L’idée de I’algorithme est la suivante, en supposant au préalable que les objets sont

classés selon ’ordre décroissant suivant :

PPy S P
Wl W2 Wn

I’algorithme en question (Algorithme 4.1) transforme BKP en un KP équivalent avec :

A : nombre de variables,

p : vecteur profit,
W

(pi )]sjsﬁ
(Wj )Kjgﬁ . vecteur poids,

¢ = c : capacité du sac.

Pour chaque type j d’objets de BKP, une série de Llogzbj +1J objets est introduite, leurs
profits et poids sont respectivement (p,,w,), (2p,.2w,), (4p, 4w,)...., (7% p, 2 w,),
(dp;,dw;) avec a=|log,b; |, d =b, ~>

Dans la figure ci-dessous (fig. 4.1), nous décrivons 1’algorithme de transformation de Martello
et Toth.
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Algorithme 4.1 : Algorithme de transformation de BKP en KP.

Entrée : n, pj,Wj,bj
Sortie : A, pj,wj

A ;
Pour j:=1 jusqu’a n faire
B=0;
k=1;
Tant que (ﬂ < bj) faire
Si (,B+k>bj) alors k=b; -3 ;
FinSi
p[A] = knlj]:
W] =kufj];
p=p+k;
k=2%k;
A=nA+1;
FinTant que
FinPour
3. Sortir avec un probléme KP avec i objets de profit et poids p;,W;, j =1,..A

Remarque :
Le probleme KP obtenu admet A = 2”_ ]_Iogz(bj +1)-‘ variables binaires et I’algorithme

=

de transformation de Martello et Toth est de complexité O(A) [42].

Afin de voir que les deux problémes sont équivalents [42], soient Xjyreee X, (avec

q:(logz(bj +1)—| ) les g variables binaires introduites a la place de X; telles que j,

2"t h<q

correspond aux n, objets de type j, tel que n, { o
bj _Zizlz ' h=q
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Ainsi x; = 22:1 n,X; peut prendre n’importe quelle valeur enticre entre 0 et b -

Cette transformation introduit 2% combinaisons binaires, soit 2° —(bj +1) représentations

redondantes pour les valeurs possibles de X; (les valeurs de n, a 291 ont une

représentation double). Puisque g est le nombre minimum de variables binaires nécessaires a

la représentation des entiers de 0 a b, , alors toute transformation alternative doit introduire le
méme nombre de redondances.

Vu I’étroite relation qui existe entre KP et BKP, toutes les techniques mathématiques et

algorithmiques pour KP peuvent étre étendues a BKP [42].

4.3.2 Résolution exacte

Les algorithmes pour la résolution exacte de BKP sont peu nombreux dans la littérature
a comparer avec ceux pour KP. La raison étant que la meilleure fagon de résoudre les
problémes knapsacks bornés (hormis les problémes de trés grandes tailles) est de les
transformer en knapsacks de forme 0-1 en appliquant 1’algorithme de transformation de
Martello et Toth énoncé ci-dessus.

Il est néanmoins possible de développer des approches propres a BKP en adaptant celles
existant pour KP.

En 1977, Martello et Toth [40] adaptent leur approche branch and bound développée
pour résoudre KP a la résolution de BKP. Dans la méme année, Ingargiola et Korsh [31]
présentent un algorithme apparenté a celui proposé pour KP dans leur article de 1973 [30].

Bulfin, Parker et Shetty [10] présentent en 1979 une nouvelle stratégie branch and
bound différente en introduisant des pénalités afin d’améliorer les bornes.

Aittoniemi [1] (1982) montre a travers une comparaison expérimentale que 1’algorithme

de Martello et Toth [34] est jusqu’a ce jour le meilleur algorithme de résolution pour BKP.
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4.3.3 Bornes supérieures

Martello et Toth [43] donnent la solution optimale x~ de la relaxation continue de BKP,
ot 0<x; < bj ,et x; € IR, directement en utilisant le théoreme 3.1.
En supposant que les objets sont classés selon 1’ordre décroissant du rapport profit/poids ;

PPy P
wWoow, W,

n

_ i

Soit s =miny< j :Z:bivvi < Cp I’élément critique,
i=1

La solution est donnée par :

X'j=1 pour j=1,...,5s-1,

X'j=0 pour j=s+1...,n,

. C S

Xs=— ol T=c—) bw,
Ws j=1

s—1

et la valeur optimale z"=»"b;p; + c P
— W,
j=1

S

s—1

La borne supérieure est dans cecas U, = ij p; J{E&J
= W,
=1 s

Une borne plus serrée est trouvee par Martello et Toth (en 1977).

s—1
Soit 2= b, p, J{
=1

ieme

LJ p, le profit total obtenu en sélectionnant bj objets j=1,...,s-1 et | X |
W,

S

du s~ objet.

S

La capacité résiduelle devient ¢'=¢C — {LJ P,
W,

U=z +\\C'h“ est une borne supérieure si on ne sélectionne pas d’objets supplémentaires
W,

s+1

du type s.

U* serait une borne supérieure si on en sélectionne exactement 1 de plus, avec
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WS -1

U1:Z’+{ps—(ws—c’)hJ

etyU, = max(U°,Ul) est une autre borne supérieure pour BKP

Remarque :

e Lacomplexité de U; et U, est en O(n), une fois les éléments classés.

e Le calcul de U; pour BKP sous la forme en 0-1 donne les mémes résultats que pour la
relaxation continue de BKP.

e Il n’en est pas de méme pour U, puisque U° et U sont plus serrées que pour la forme en
0-1.

4.4 Etude de la sensibilité de la solution optimale face a
la perturbation du profit

Dans cette section, nous nous intéressons a 1’analyse de la sensibilité du probléeme BKP
et nous présentons un algorithme pour le calcul d’un intervalle de sensibilité dans le cas de la

perturbation d’un profit arbitraire.

Soit le probléeme (BKP) définit précédemment :

maximiser z(x) = > p;X;
=1
(BKP){s.C D wx; <c
=
0<Xx; <b, pour j=1..,n
X; entier pour j=1..,n

et soit (BKP") le probléme perturbé obtenu a partir de (BKP) tel que le profit du k*™ objet p,

est remplacé par p, =p, +Ap,, k=1...,n, avec Ap, un entier équivalent & la variation du

profit de 1’objet de type k . On note par 6, :[ 6, ,6; ] I’intervalle de sensibilité de p, .

(BKP") est formulé comme suit :
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maximiser z(x) = Zn:pjxj + (P + AP )X
A
(BKP){s.C an:wjxj + WX, <C
=k
0<x; <b pour j=1..,n
X; entier pour j=1...,n

Lors de la transformation de BKP en KP équivalent, les objets de type k, k =1,...,n, de
profit p, sont remplacés par |[log,b, +1] objets de profits PersPrzrer P, (aVEC
qg= Llog2 b, +1J), et la perturbation du profit de ces objets dans le probleme BKP revient a la
perturbation des profits des Llogzbj +1J objets correspondants dans KP. Ainsi, I’analyse de
sensibilit¢ de BKP avec la perturbation d’un profit p, peut étre ramenée a ’analyse de
sensibilit¢ du KP correspondant avec la perturbation des profits p,,,Py,,-,P,, du sous-
ensemble des g objets introduits.

Dans ce qui suit, nous proposons un algorithme qui permet de calculer I’intervalle

6, =[ 6,6, ] en perturbant un poids arbitraire d’un type d’objets dans BKP.

L’idée de cet algorithme consiste, une fois BKP transformé en KP équivalent, a :

1. Calculer les intervalles de sensibilité des profits p,,,...,p,, (avec q= ﬂogz(bj +1)—‘ )

obtenus dans KP,

2. Déterminer un seul intervalle de sensibilité pour le sous-ensemble des \_Iogzbj +1J

profits. Cet intervalle étant limité par la plus petite perturbation des profits des objets

du sous-ensemble considéré.

3. lintervalle de sensibilité calculé en 2. est lui-méme I’intervalle de sensibilit¢ 6, du

profit p, .
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Belgacem et Hifi [7] sont les premiers a avoir fait une analyse de la sensibilit¢ d’un
probléme KP dans le cas de la perturbation simultanée des profits d’un sous-ensemble d’objets
sachant que ces perturbations sont indépendantes les unes des autres. Dans [7], les auteurs
déterminent les limites des intervalles de sensibilité des profits perturbés a travers deux
approches complémentaires. L’une permet de traiter de maniére séparée chacun des objets,
c'est-a-dire indépendamment des autres objets perturbés. Dans la seconde approche, les
auteurs établissent une condition non pas globale mais spécifique sur les perturbations, et qui

permet d’assurer la stabilité de la solution optimale du probléme perturbé.

Reprenons le probleme KP défini précédemment,

n
maximiser z(X) =Y_ p;X;
=1

(KP) <s.c W;X; <cC

]

.M:

N

J=

x; €{01}  pour j=1..,n

]

Soit I' = N un sous-ensemble de i objets. VI T, Ap, représente la perturbation que
subit le profit du I°™ objet.
Soit KP’ le probléme perturbé obtenu en faisant varier les profits des i objets de

I’ensemble I". C’est-a-dire, en posant p/ = p, +Ap, , l eT.

KP’ est dans ce cas définit comme suit :

maximiser z(X) = Z P;X; +Z(pj +Apj)xj

jeN\I" jer'
n
r
(KP){s.c Z;Wixi <c
j=

x,€{01}  pour jeN=4{..,n}

Pourtout l eT", A, = [A],AT] est I’intervalle de sensibilité correspondant au profit p, .
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Les résultats suivants sont une généralisation de ce qu’on a vu au chapitre précédant

concernant 1’analyse de sensibilité de KP.

Reprenant ce premier résultat sur les régions faisables et les valeurs optimales des
problemes KP et KP'.
Proposition 4.1 [7]

() KP et KP" ont le méme ensemble de solutions réalisables.

(i)  Soit x  (resp. x”) une solution optimale de KP (resp. KP'), alors
Z’(x’*): Z(x*)+ ZjErApjx} lorsque X et x” coincident.
Preuve
(1 Chaque objet 1 e N a le méme poids dans KP et KP’, et la capacité ¢ du sac est

la méme dans les deux problémes. Par conséquent, il est évident que KP et KP’
ont le méme ensemble de solutions réalisables.
(i) Sachant que Z(x*): Z';:l p,X; et Z’(x’*): Z';Zl p/x", et puisque X =x", on
aalors:
Z,(X’ ): Zj:l p;XJ’
- ZjeN\l" PjX; +Zjer(pi +Apj )XJ'
= ZH PjX; +2jerApin
= Z(x )+Z,-€rAiji
|

Dans [7], les auteurs partitionnent I’ensemble I"en 4 sous-ensembles ou chaque sous-
ensemble dépend de la perturbation imposée et de la valeur de la variable d’état correspondant

a cette perturbation dans la solution optimale.
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=T, ul, ul; VI, ou

~ Ty =|ler]x =0et Ap, <0
|

x, =0 et Ap, 20}

IA

{ el
| e|x, =1et Ap,
{ el

I
_ 1—‘1_
Iy =1l

0)
0)

et les intersections deux a deux de ces quatre ensembles sont vides.

x, =1et Ap,

v

Les auteurs dans [7], commencent tout d’abord par établir que si le calcul des limites de
I’intervalle de sensibilité du profit de chacun des objets de T"ne dépend pas des autres objets
perturbés, alors ces limites constituent des limites de sensibilité valides dans le cas ou les
profits des objets de I’ensemble I" sont perturbés de maniére simultanée. Ensuite, ils étudient

I’influence de la perturbation de chaque objet de T"sur les autres en considérant les quatre

sous-ensembles Ty, Iy, I} etI; de I'.
Théoreme 4.1 [7]

Soit X~ une solution optimale de KP. X" est aussi une solution optimale de KP “dans les

cas suivants :
1) [ =T, UT}.
() F=Iet > Ap; 2VO(KP\{a})-VO(KP).
ol a=arg r?grx{\/O(KP \{j}D}-

3) M=y et > Ap; 2VO(KP)-VO(KP\{b} [c—w,] )-p,.

ou b =argmax{ VO(KP\ b} [c—w,] }+p, .

jer'
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L’ensemble T" peut étre obtenu par la combinaison de ces trois cas. Si par exemple
I'=T; VI la perturbation des profits des objets de T", dans ce cas, est limitée par la plus

petite perturbation individuelle obtenue en perturbant chacun de ces objets.
Preuve

Pour la preuve de ce théoréme le lecteur peut se référé a I’article [7].

Dans le théoreme suivant, les auteurs proposent une amélioration des limites de

’intervalle de sensibilité de p, dans les cas (2) et (3). IIs procedent d’une maniére différente.

IIs donnent une condition spécifique sur la perturbation du profit de chaque objet de

I’ensemble I, en utilisant la borne de Dantzig.

Théoréme 4.2 [8]

Soit x™ une solution optimale de KP et KP”. Soit I' =T LT}, alors :
(i) A = max{l )W X min {o}- p,} lorsque | 7.
(i) A= min{lﬁ,wI ><rr|1arx{p|}— pI} lorsque | €T} .

Ou
Cr(KP) représente [’objet critique correspondant a la borne de Dantzig du probleme

KP,

r, (resp, 1/ )est le ratio B (resp. ﬂ) et,
| |

p, est le ratio critique de ['objet 1 € T, calculé comme suit :

fer(km) XI* =1
P = .
erkpife-w]) % =0

Preuve

Pour la preuve de ce résultat le lecteur peut se référé a I’article [8].
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Ci-aprés 1’algorithme détaillé pour le calcul d’un intervalle de sensibilit¢ de KP avec la

perturbation d’un sous-ensemble d’objets.

Algorithme 4.2 : Algorithme pour le calcul de A,.

Entrée : une instance de KP, X", T etlesignede Ap, ,VI el .
Sortie : I'intervalle de sensibilité A, = [A],AT] Vlell

0. Poser Ap, =0, VI eT.
1. Décomposer I en I, Ty ,I; et T .
2. Calculer A}, A, et p,, VleT.
3. Si l eI} alors Ap, [0,+od.
Si | eI alors Ap, € [l p,.0].
Si | eI alors Ap, € { xmm = p,},o].

Si | el alors AP, € Omm{l,*,w,xmax,o,} pI}].

Un algorithme pour le calcul d’un intervalle de sensibilité pour p,

L’algorithme suivant décrit les principales étapes pour le calcul des limites de

I’intervalle de sensibilité 6, du profit d’un type d’objets quelconque dans le probleme BKP.

On applique I’algorithme de Martello et Toth [43] afin de transformer BKP en un KP

équivalent. Cette transformation remplace chaque type d’objets k, k =1,...,n par un ensemble
de g objets o0 q=|log,b, +1|. Pour le calcul des limites de ’intervalle de sensibilité¢ d’un
type d’objets Kk, k =1,...,ndans BKP, nous utilisons 1’algorithme de Belgacem et Hifi [8] et
nous calculons les limites de I’intervalle de sensibilité des profits des ¢ objets obtenus grace a
la transformation de BKP en KP.

Les g objets obtenus dans KP constituent 1’ensemble perturbé I" . Chacun de ces objets
peut étre dans I’un des sous-ensembles I';, I, I; ouI;"de T". Comme ils ont tous le méme

profit et que les quatre cas possibles peuvent avoir lieu en méme temps. C'est-a-dire que pour
un méme type d’objets il peut y avoir des profits qui diminuent avec la variable d’état qui est

nulle, des profits qui diminuent avec la variable d’état qui est €gale a 1, des profits qui
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augmentent avec la variable d’état qui est nulle et des profits qui augmentent avec la variable
d’état égale a 1 dans la solution optimale. Dans ce cas, I’intervalle de sensibilité 6§, commun a

I’ensemble perturbé I' est I’intersection des intervalles de sensibilité¢ de chacun des objets qui

le constitue.

Algorithme 4.3 : Algorithme pour le calcul de 6, .

Entrée : une instance de BKP, une solution optimale X" et I’objet perturbé k.
Sortie : 'intervalle 6, = [9;,9;]

1. Appliquer P’algorithme de Martello et Toth & BKP.
2. Calculer les intervalles de sensibilité A, i =1,...,|log, b, +1| dans le KP obtenu en 1

3. Sortir avec les intervalles de sensibilité 6,, k =1,...,n du probleme BKP.

Exemple 4.2 :

Dans la table 4.1, nous calculons les intervalles de sensibilité pour une instance de BKP
composée de trois objets, transformée en une instance KP 0-1 a huit objets. Dans les colonnes
2, 3 et 4, nous avons les données et la solution optimale du probléme considéré. Dans les
colonnes 5 et 6, sont présentées les bornes des intervalles de sensibilité pour chacun des objets
du knapsack KP. Et dans les deux derniéres colonnes, nous retrouvons les bornes des

intervalles de sensibilité pour les profits de chacun des objets de BKP.
On peut observer sur cet exemple, que I’intervalle de sensibilité du premier profit
6, =p, =10 ce qui implique que le profit p; ne peut pas diminué sans influencer la solution

optimale de notre probléme, alors qu’il peut augmenter indéfiniment sans que cela n’ait de

conséquences sur cette solution.

Pour I’objet 2, par contre, toute variation sur le profit p, va faire changer la solution

optimale puisque 8, =6, =p, =15.

Concernant I’objet 3, son profit peut varier de 1 jusqu’a 25 sans faire changer la solution

optimale en main car on 6; =25.
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Nous pouvons conclure, grace a ces observations, que la solution optimale de ce

probléme est assez robuste puisque les variations tolérées des profits sont tres petites.

Tableau 4.1 : Intervalles de sensibilité pour une instance de BKP.

objet poids profit X I 0,
I e 0, 0y
1 1 10 1 10 Infini 10 Infini
2 20 1 15  Infini
3 30 1 20  Infini
2 3 15 1 15 Infini 15 15
6 30 0 30 35
3 15 0 15 15
3 5 11 0 1 25 1 25
5 11 0 1 25
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Conclusion et perspectives

Nous avons étudié dans ce mémoire, deux problémes de type knapsack avec des
données approximatives. Dans un premier temps, nous avons traité I’analyse de sensibilité
de la solution optimale du 0-1 knapsack dans le cas de la perturbation du coefficient profit
de la fonction objective, avant de nous pencher sur I’analyse de la sensibilité de la solution

optimale du Bounded Knapsack Problem.

Nous avons présenté dans le chapitre 1 la problématique de I’optimisation

combinatoire ainsi que I’analyse de sensibilité des problémes linéaires et linéaires en 0-1.
Dans le chapitre 2 nous avons présenté les différents problémes de type knapsack.

Dans le chapitre 3 nous avons décrit le probléme du knapsack 0-1, sa formulation
mathématique et les différentes méthodes de résolution. A la fin de chapitre, nous avons
attaqué ’analyse de sensibilité du probleme KP lors de la variation d’un profit arbitraire,
ou nous avons utilis¢ différentes bornes supérieures de la littérature, afin d’apporter des

améliorations sur les bornes de ’intervalle de sensibilité du profit perturbé.

Nous avons traité, dans le chapitre 4, le probleme du knapsack borné (Bounded
Knapsack Problem BKP) qui est une généralisation du probleme KP, ou nous avons
détaillé une approche de résolution de BKP qui le transforme en un KP équivalent grace au
codage binaire de la borne sur la disponibilité. Ensuite, nous avons analysé la sensibilité de
BKP lorsqu’un profit est perturbé, ou nous avons proposé une approche pour le calcul de

I’intervalle de sensibilité du profit perturbé.

Notre réflexion de base s’appuie sur la construction d’un intervalle de sensibilité
pour BKP lors de la perturbation d’un profit a partir de I’intervalle de sensibilit¢ de KP lors

de la perturbation des profits d’un sous-ensemble d’objets.
Les résultats sont assez satisfaisants.
Comme perspectives a ce travail, on peut citer :

- L’exploitation des conditions d’optimalité dans le cadre des methodes autres que le

branch and bound.

- Le developpement de techniques spécifiques au BKP pour le calcul d’un intervalle

de sensibilité (i.e. sans passer par sa transformation en KP).

- L’analyse de la sensibilité de la solution de BKP en cas de la variation du poids.
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