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Introduction

Depuis les travaux de Wold (1938), I'intérét pour le développement de modeles de séries
chronologiques, pouvant répondre aux besoins de 'utilisateur, et par 14, celui de techniques
statistiques devant répondre aux problémes statistiques inévitablement rencontrés est allé
crescendo. Les modeles de séries chronologiques linéaires & coefficients constants ont connu
une ére de prospérité grace, en particulier, aux travaux de Box et Jenkins (1970) et leur
fameux ouvrage qui les a popularisés avec, en particulier, le fameux triptyque : identifica-
tion, estimation, validation. Ces modéles, qui supposent une variance des erreurs constante,
ont vite montré leurs limites, en particulier, dans la modélisation des séries chronologiques
macroéconomiques et financiéres ot la focalisation sur les premiers moments conditionnels-
les moments d’ordre supérieurs étant traités comme des parameétres de nuisance- supposés
constants par rapport au temps, s’est révélée limitative mais aussi dans les séries chrono-
logiques présentant des dynamiques périodiques qui ne peuvent pas étre prises en charge
par les modeles SARIM A classiques (cf. Bentarzi ((1995)et bibliographie intra), Bentarzi
(1998), Bentarzi et Hallin (1994), (1996), (1998)). De plus, I'importance croissante motivée
par les considérations sur le risque et sur l'incertitude dans la théorie économique moderne
ont nécessité le développement de nouvelles techniques pour les séries chronologiques écono-
métriques permettant a la variance et a la covariance de dépendre du temps. Ainsi est née,
sous I'impulsion du génie d’Engle (1982), la classe des modeles ARC'H (autorégressifs condi-
tionnellement hétéroscédastiques) suggérés afin de saisir les caractéristiques particuliéres des

séries de données d’observations financiéres. Parallélement aux succés des modéles de sé-

ries chronologiques linéaires standards fondés sur 'utilisation de la moyenne conditionnelle
contre 'utilisation de la moyenne inconditionnelle qui prévalait, la clé offerte par les modéles

ARCH réside dans la distinction faite entre les moments du second ordre conditionnels

et inconditionnels (marginaux). Alors que les covariances marginales des variables d’intérét
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peuvent étre invariantes par rapport au temps, les variances et les covariances conditionnelles
dépendent souvent et de facon non triviale, des états du passé du processus. Comprendre
la nature exacte de cette dépendance temporelle est crucialement important car la perte
en efficacité, si I’hétéroscédasticité sous jacente est négligée, peut se révéler importante, en

particulier dans I’évaluation de prévisions.

De nombreux processus sont mieux modélisés par des modeéles non linéaires plutot que
par une représentation linéaire. L’approche par I’hétéroscédasticité conditionnelle peut se
targuer de posséder, maintenant, des outils puissants d’analyse et de modélisation fondés sur
des bases théoriques solides pour modéliser des séries chronologiques stationnaires présentant
une dynamique non linéaire. Depuis larticle fondateur d’Engle (1982), les modeles dits de
type ARC'H ont connu un développement époustouflant qui est le reflet de leur grande
importance non seulement pour modéliser des séries chronologiques financiéres exhibant une
volatilité instantanée,-comme c’est & ’origine-, reflétant la forte dépendance de la variabilité
instantanée d’une série chronologique par rapport & son propre passé, mais aussi dans divers
autres domaines de recherche tous aussi différents, tels que, par exemple, I’environnement

(Bordignon (2000), Fasso (2000), les données sur le climat, (Tol, (1996)), etc...

De plus, les modéles dits de type ARCH ne sont pas enclavés dans un monde & parois
rigides puisque des ponts sont jetés entre ces modeéles et d’autres modéles susceptibles de
refléter d’autres dynamiques non linéaires, a savoir, les modeles dits bilinéaires ( Granger et
Andersen (1978)), (cf. Tong (1990)), ou des modeles autorégressifs a coefficients aléatoires

(RC A models), (Nicholls et Quinn, (1982), Tsay, (1987), Bera et al (1996))

Ceci a, bien entendu, été déterminant dans le dévelopement de ces approches.( les mo-
deles GARCH ou Modeles ARCH généralisés, Bollerslev, 1986), modéles & mémoire longue
(Ding and Granger, 1993 ; Baillie et al, 1996) dépendances simultanées ( ARC'H multivarié,
Ling and McAleer, 2003). Bien entendu, de nombreuses difficultés sont rencontrées dans la
recherche d’extensions consistantes dans le cas non stationnaire (cf, Dahlhauss et Subba Rao,

2006). Une classe importante de modeéles non stationnaires est celle des modeéles périodiques.
Bentarzi 1995, 1998, et bibliographie intra, Bentarzi et Hallin 1994, 1996, 1998, Bollerslev and
Ghysels, 1996 ; Franses and Paap, 2000 Bibi et Francq, 2003).

Un autre volet non moins important est celui de ’estimation dite adaptative qui a eu
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pour point de départ les travaux de Stein (1956). Stein a donné une condition suffisante
d’adaptativité fondée sur les espaces tangents. Stone (1975) a déterminé un estimateur adap-
tatif pour la médiane d’une fonction densité symétrique. Pfanzagl (1976) a montré la non
existence d’estimateurs adaptatifs pour un quantile dans le cas de densités asymétriques.
Bickel (1982), toujours dans le contexte d’une suite de variables aléatoires indépendantes
mais aussi pour un modeles de régression a montré que la condition donnée par Stein (1956)
est également nécessaire et que, donc, il existe un estimateur adaptatif pour le parameétre
pour la classe des lois de probabilité absolument continues et symétriques; Linton (1993) a,
dans le cadre des modéles ARC'H démontré la propriété de normalité locale asymptotique
LAN (local asymptotic normality) et déterminé un estimateur adaptatif pour le parameétre
vectoriel sous-jacent aprés avoir reparamétrisé son modele pour éviter le probléme de non
identifiabilité du modele. Dong Wan Shin and Beong Soo So (1999) ont développé des tests
de racine unité fondés sur l'estimation adaptative, Ling ( 2003) s’est intéressé a I’estimation
adaptative dans les modeles de mémoire longue. L’estimation adaptative trouve sa source
dans la propriété de normalité locale asymptotique d’une suite de logarithmes de rapports
de vraisemblance (Le Cam (1960, 1986), Swensen (1985), Le Cam et Yang (1990), .Fabian
et Hannan (1982), Kreiss (1987 a,b), Bentarzi et Hallin (1996)) qui est fondée sur le concept
de contiguité de deux suites de mesures de probabilité. Le cas d’'un modéle autorégressif
évolutif périodique dont la variance de 'innovation est périodique et de densité non spécifiée

ne semble pas avoir été envisagé et fera ’objet du chapitre cinq

Les modeles de rupture font partie des modeéles non linéaires et/ou hétéroscédastiques
(Broemeling, 1990 et bibliographie intra Guerbyenne et Kezim 1994 etc... dans le cas d’une
rupture simple, Stephen (1994), Inclan (1992), Benayache et Guerbyenne (2005) dans le cas

de ruptures multiples etc...), mais ils ne seront pas considérés dans ce travail.

0.1 Apport et présentation de la thése

Chapitre 1 : Modéles conditionnellement hétéroscedastiques

Dans ce chapitre, nous présentons quelques modeéles non linéaires ARCH, GARCH, —
ARCH, ARCH — M. Les conditions de stationnarité stricte et au second ordre sont rappelées
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notamment les résultats de Nelson (1990) et Bougerol et Picard (1992) fondés sur le plus

grand exposant de Lyapunov.

Les équations de Yule-Walker pour un processus GARC H (q, p) sont rappelées éta-

blissant ainsi une analogie claire entre ces processus et les processus ARM A(p, q) classiques.

L’inférence statistique des modéles ARC'H a été le centre d’intérét de nombreux cher-
cheurs ou 'on rencontre essentiellement trois préoccupations différentes en ce qui concerne

I’estimation des paramétres :

- méthode d’estimation fondée sur la méthode classique des moindres carrés : Engle

(1982), Boose et Mukherjee (2003) qui ont utilisé une méthode en deux étapes.

- méthode fondée sur le pseudo-maximum de vraisemblance : Weiss (1984), Francq et

Zakoian (2004) etc...

- méthode LAN fournissant des estimateurs adaptatifs au sens de la définition de Stein
(1956) : Linton (1993), pour un modéle ARC H, Klaassen (1995) pour un GARCH(1,1)

etc...

Toutes ces méthodes ne prennent pas en considération le caractére éventuellement nou-
vellement en ligne de données d’observations. Dans les chapitres 2 et 3, nous proposons des
algorithmes récursifs en ligne qui permettent de répondre & ces objectifs et qui fournissent

des estimateurs possédant de bonnes propriétés asymptotiques.

Chapitre 2 : Estimation récursive en-ligne des modéles ARCH

Les modeles ARC'H introduits par Engel (1982) et leurs extensions trouvent des
applications importantes dans une diversité de domaines ot les séries chronologiques rencon-
trées présentent une dynamique de haute fréquence, en particulier, dans le monde financier
(cours boursiers, taux de change,...), les domaines du controle adaptatif et du traitement de

signal.

En effet, dans ces genres de problémes et dans d’autres études intéressantes théorique-
ment et pratiquement, I’'observation des phénomeénes sous études donne lieu & des données
progressivement disponibles (en—ligne) a des intervalles de temps trés courts. Ainsi, I'em-

ploi de méthodes classiques d’estimation (maximum de vraisemblance, moindres carrés) (cf.
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Weiss, 1986 ; Lumsdaine, 1996 ; Lee et Hansen, 1994 ; Li et al. 2002 ; Berkes et al. 2003 ; Li
et McAleer, 2003 ; Francq et Zakoian, 2004) qui supportent des observations de taille fixe
(hors—ligne) peut s’avérer trop lourd. De plus, il est bien connu, de nos jours que les modéles

ARCH sont de bonnes approximations pour certains modeéles de séries chronologiques en

temps continu (voir Nelson 1990 ; Nelson et Foster, 1994 ; Drost et Werker, 1996).

Toutes ces raisons, entre autres, fournissent donc une grande motivation pour la
recherche de méthodes d’estimation qui prennent en charge 1’obtention des estimations de
facon récursive sans avoir recours au calcul par bloc dés la présentation d’une nouvelle

observation. Ceci fait réduire considérablement le temps d’exécution et I’espace mémoire.

Visant ces objectifs, le présent chapitre est consacré a la mise en ceuvre d’un algo-
rithme récurrent pour l’estimation, en deux étapes, des modeles ARCH. Cette méthode,
inspirée des algorithmes bien connus d’estimation en-ligne (par exemple Kushner et Clark,
1978 ; Ljung et Soderstrom, 1983 ; Goodwin et Sin, 1984 ; Young, 1984 ; Benveniste et al. ,
1990 ; Duflo, 1990 ; Solo et Kong 1995 ; Kushner et Yin, 1997 ; Ljung, 1999 ; Pollock, 2003),
fournit des estimateurs asymptotiquement gaussiens et permet de prendre en charge le ca-
ractére nouvellement en-ligne des données économétriques. L’algorithme récursif en deux
étapes, nommé 25-RLS (Two stage Recursive Least Squares)(25-RLS), donné par la pro-
position Algorithme 2.3.1, que nous établissons, étend la méthode des moindres carrés en
deux étapes proposée par Bose et Mukherjee (2003) dans le cas d’un échantillon de taille
fixée (voir aussi Pantula (1988) pour le cas particulier ARC'H d’ordre un) au cas d’observa-
tions progressives dans le temps. Un autre avantage important de notre algorithme sur celui
de Bose et Mukherjee (2003) est que dans ce dernier la variance conditionnelle & U'instant k,
dans le modele de base, a été remplacée pour k par une seule constante (estimée) ; par contre
dans le notre, cette variance conditionnelle a été estimée récursivement pour chaque k. Ceci a
contribué sensiblement a la performance de notre algorithme. La distribution asymptotique
des estimateurs obtenus (25 — RLS) est donnée par le Théoréme 2.3.1. De plus, nous

avons montré leurs convergences presque stire vers les vraies valeurs des parametres.

La performance de notre algorithme (25-RLS) est assistée par une étude de simu-
lation intensive. L’étude a montré d’une part, que le présent algorithme est plus performant

que celui de Bose et Mukherjee (2003) (noté ici B&M) et, d’autre part, qu’il donne de bons



INTRODUCTION vi

résultats, au sens de RMSE, méme pour de petites tailles d’échantillons. Concernant la
procédure de controle, nous avons appliqué la méthode de Ljung et Soderstrom (1983) qui
teste I’admissibilité de l’estimation courante et la projette en cas de rejet dans la région de
positivité. La procédure de projection consiste en une réduction successive du terme de mise
a jour en le multipliant par une constante entre 0 et 1. Des extensions de cet algorithme a
des modeles plus généraux tels que les modeles GARC H peuvent étre développées a 'aide
de I’approche pseudo-régression linéaire (Solo, 1979 et Duflo, 1990) que nous abordons dans

le prochain chapitre consacré & ’estimation récursive des modéles GARCH.

Chapitre 3 : Estimation Récursive des Modéles GARCH

Le succes remarquable qu’a connu la classe des modéles ARC' H, introduite par Engle
(1982) en la gestion, par le biais de la variance conditionnelle stochastique, de la volatilité
instantanée qui caractérise, en particulier, les séries financiéres (taux de change, taux d’in-
flation, indices boursiers,...) a, trés rapidement, motivé ’étude théorique et pratique qui a
donné, pour la raison du principe de parcimonie et par analogie aux cas des modéles li-
néaires, lieu a la classe des modeles GARCH (Bollerslev, 1986) et ses diverses extensions
(EGARCH, TARCH,FIGARCH, ). Les méthodes d’estimation existantes dans la litté-
rature, pour de tels modeéles sont fondées sur une taille d’échantillon préalablement fixée.
Ainsi, les mémes raisons mentionnées dans le Chapitre 2, nous ont fourni la motivation
pour le développement de quelques algorithmes récurrents (en-ligne), basés sur le schéma
en deux étapes pour I'estimation d’un modeéle de cette classe. D’abord, nous établissons, en
exploitant ’approche pseudo régression linéaire PLR, un algorithme baptisé 25— PLR (Two
stage Pseudo Linear Regression), donné dans le présent document par la proposition Algo-
rithme 3.2.1 (Aknouche et Guerbyenne, 20060), qui est une généralisation de ’algorithme
(25 — RLS) développé au chapitre précédent pour des modeles ARC'H, au cas de modeéles
GARCH. La convergence presque stre des estimateurs fournis par cet algorithme est éta-
blie, sous quelques conditions, par le Théoréme 3.2.2, (Aknouche et Guerbyenne, 2006b).
Le point faible de ’algorithme 2S5 — PLR réside dans le fait qu’il produit des estimateurs

non efficaces bien qu'’ils soient convergents presque stirement. Pour remédier & ce probléme,
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nous établissons, en adoptant I’approche de 'erreur de prédiction récursive (Recursive Pre-
dictor Error Method, RPEM), un autre algorithme qui fourni des estimateurs convergeant
presque stirement et asymptotiquement gaussiens. L’algorithme en deux étapes ainsi obtenu
baptisé 25-RM L ( Two-Stage Recursive Maximum Likelihood) est donnée par la proposition
Algorithme 3.3.1 (Aknouche et Guerbyenne, 20060). D’autre part, la normalité asympto-
tique des estimateurs fournis par cet algorithme est, sous quelques conditions, assurée par
le Théoréme 3.3.2 (Aknouche et Guerbyenne, 20060). La performance des algorithmes 25-
PLR et 25-RM L, a fait I'objet d’une étude de simulation basée sur des données simulées,

générées a partir d'un modele GARCH (1, 1) gaussien.

Chapitre 4 : Modéles autorégressifs doubles périodiques

L’objectif principal de ce chapitre est I’étude des propriétés probabilistes de la classe
des modeles autorégressifs S-périodiques (d’ordre p constant) a erreurs ARCH(q) pério-
diques que 'on note PAR — PARCHg (p,q). Nous nous proposons, d’abord, de donner
une nouvelle formulation du modeéle PAR — PARC Hg (p, q) dans laquelle I’équation d’in-
novation est & coefficients aléatoires périodiquement distribués, dans le but de décrire de
facon parcimonieuse cette caractéristique de la variance conditionnelle d’étre dépendante du
temps. Le modeéle proposé que nous nommerons AR périodique double (DPAR) est, d'un
point de vue du second ordre, équivalent au modele PAR — PARC H obtenu dans Franses
et Paap (2000), en ce sens que, les deux modeles ont les mémes espérances et variances
conditionelles. La simplicité du modeéle proposé nous permet d’étudier aisément la propriété
de stationnarité périodique au sens strict et I'existence des moments d’ordres supérieurs.
Le chapitre se compose de cinq sections. Dans la seconde section, nous donnons une autre
formulation du modele PAR — PARC Hg (p, q) sous la forme d’'un modeéle autorégressif pé-
riodique double & coefficients aléatoires moyennant certaines hypothéses. Dans la section
suivante nous donnons une représentation markovienne périodique a espace d’état d’un mo-
dele PAR — PARCHg (p,q). Dans la section quatre, nous utiliserons cette représentation
markovienne, a partir de laquelle nous obtiendrons des conditions nécessaires et suffisantes
de stationnarité périodique stricte du modele PAR double. Dans la section cinq sera donnée

une condition suffisante pour qu'un modeéle PAR — PARC Hg (p, q) posséde des moments
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d’ordres supérieurs finis. Une conclusion fera 1’objet de la section six ot seront également

soulignés quelques problémes ouverts

Chapitre 5 : Estimation Adaptative des Modéles AR-périodiques

Le présent chapitre est consacré principalement a la présentation des outils de base
notamment la propriété de contiguité d’une suite de lois de probabilité, concept introduit
par Le Cam (1960, 1986) et repris par Roussas dans sa monographie (1972), et le concept
de normalité asymptotique locale pour une suite de variables aléatoires appelées, dans ce
contexte, suites centrales, qui sont utilisés et qui feront ’objet de la section 2 . La section 2
concerne les résultats de Hajek (1972) modifiés par Fabian et Hanan (1982). Dans la section
3, en suivant ’approche de Kreiss (1987 a,b) et, en utilisant la propriété de normalité locale
asymptotique, LAN (local asymptotic normality) pour un modeéle autorégressif périodique —
prouvée dans Bentarzi et Hallin (1996) sur la base du lemme de Swensen (1985) — adapté a
notre contexte ot I’on suppose que la variance de I'innovation est périodique et inconnue et
que le modele sous I’hypotheése nulle est périodique— on détermine des estimateurs adaptatifs
pour les paramétres d’un modéle autorégressif périodique. La performance des estimateurs
adaptatifs obtenus est comparée a celle des estimateurs classiques des moindres carrés (MCO)
via une étude de simulation intensive. La densité de I'innovation est supposé vérifier certaines
conditions de régularité. Le critére de comparaison utilisé est le RMSE (Root Mean Square

Error).



Chapitre 1

Modéles conditionnellement
hétéroscédastiques

1.1 Introduction

Le concept de variance conditionnelle a commencé & jouer un grand roéle au début des
années quatre vingt avec 'article fondateur de Engle (1982). Il caractérise les modeéles venus
élargir la classe des modeles classiques fondés essentiellement sur une structure de dépendance
linéaire entre une variable & un instant ¢ et ses valeurs passées et celles d’'un bruit blanc et de
ses valeurs passées. Les formulations de type ARM A sont quasiment centrées sur la structure
d’autocovariance des processus. Or, de nombreuses séries, économiques, en particulier, celles
des rendements ne different pratiquement pas des bruits blancs. En revanche, les séries de
carrés ou des valeurs absolues sont souvent fortement autocorrélées. Ces deux propriétés ne

sont pas incompatibles mais montre que le bruit blanc n’est pas indépendant.
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De plus les grandes valeurs (en valeur absolue) des données d’observation tendent a étre
suivies de grandes valeurs, et les petites valeurs, de petites. On dit que le marché est fortement

volatil ou faiblement volatil.

Malgré ce phénomene, le processus peut-étre stationnaire et donc, en particulier, ho-
moscédastique (de variance marginale constante). Seulement, puisqu'une forte valeur de la
donnée d’observation, au temps (¢ — 1) tend & augmenter la probabilité d’observer une forte
valeur (en valeur absolue) au temps ¢, la variance de la variable au temps ¢ conditionnellement

a ses valeurs passées (appelée volatilité) ne semble pas constante.

L’hétéroscédasticité conditionnelle n’est incompatible ni avec I’homoscédasticité margi-

nale, ni avec la stationnarité.

Il est important de noter que, lorsqu’on consideére les distributions de fréquence de séries
de rendements, de variations de prix ou du logarithme de ces variations de prix, on remarque

qu’elles ne correspondent pas a une distribution gaussienne. Elles sont a queues épaisses (a
décroissance plus lente que exp {_TIQ} et présentent un pic en zéro : elle sont dites leptokur-

tiques; leur coefficient de kurtosis est nettement supérieur a 3. Les modeéles hétéroscedastiques

se sont révélés particulierement adaptés a la prise en compte de ces caractéristiques.

1.2 Modéles ARCH et leurs extensions

Une profusion de modéles animés généralement par le souci d’ajuster au mieux une série

de données d’observations ont vu le jour depuis l'article fondateur d’Engle (1982).

1.2.1 Modéle ARCH

Un processus {u;,t € Z} est dit cadrer avec un modele ARC'H (q) s’il est solution de

I’équation stochastique

U = hmt,t c Z, (121)

q
h, = a0+2aiuf_i, (1.2.2)
i=1
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ou {n,,t € Z} est une suite de variable aléatoire i.i.d centrée réduite et h; est la variance
conditionnelle du processus, appelée volatilité.
Si I'on note F;_; la tribu engendrée par les valeurs passées de ug jusqu’au temps t — 1,
les deux premiers moments conditionnels de u; découlent simplement de la définition
E(uy/Fi—1) =0,
Var (u/Fi1) = hy.
La premiére condition refléte le fait que u; est une différence de martingale. Ainsi {u;, t € Z}

est un processus centré non corrélé, mais sa variance conditionnelle peut évoluer avec le

temps et sa variance marginale peut ou non exister.

Le plus souvent, u; n’est pas (supposé directement) observable mais apparait plutot soit

comme l'innovation dans un modéle de régression

e =X, B+ uy, (1.2.3)

soit comme 'innovation d’un processus {y;, t € Z} dans un modele ARM A, écrit sous forme
polynomiale

A(L)y; = B(L)uy. (1.2.4)
La classe de modele ainsi définie est trés large et 'hypotheése (1.2.1) trés générale. La premiére

famille de modeles repose sur une paramétrisation quadratique de la variance conditionnelle.

Définition 1.2.1 On dit que le processus {u;,t € Z}, suit un modele ARCH (q) s'il est

défini par I’équation (1.2.1) et une paramétrisation affine de valeurs passées du carré du

bruit
q
he=ag+ Y aui (1.2.5)
i=1
avec les conditions ag > 0, > 0,72 = 1,...,q pour garantir la stricte positivité de la

variance conditionnelle. Ce modeéle a été introduit par Engle (1982) et étudié dans le cas ou

7, est un bruit blanc gaussien, centré de variance unité.

Une généralisation naturelle GARC H (p, q) (Bollerslev, 1986) analogue a celle des AR(p)

par les ARM A(p, q), permet de prendre en compte des processus & mémoires longues avec
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un nombre restrient de parametres
q p
he=o0+ Y i+ Bl (1.2.6)
i=1 j=1

avec ag > 0,0; 2 0,i=1,...,qet ; 20,7 =1,...,q.

Les modeles ARCH se présentent comme une extension possible de bruit qui interve-
naient dans les différents modeles (modeéles de régression, modeles ARMA, ...). Il existe

d’autres extensions a ’étude des modéles ARC H purs.

Le bruit ARCH a conduit & un bruit plus sophistiqué :

- Les modeles ARC'H — M (Engle, Lilien et Robins, 1987), pour lesquels le modele s’écrit
comme suit

v = X,B+0h+u (1.2.7)

w = Vh, (1.2.8)

a
hy = oo+ Z el (1.2.9)
i—1

ou {n,,t € Z} est une suite de variable aléatoire i.i.d centrée réduite.
- Les modeles 5 — ARCH (Diebold et Guegan, 1992).

- Une utilisation des modeéles de regréssion ou des modéles ARM A avec ces différents

bruits, par exemple, les modeles ARM A avec bruit ARCH (Weiss, 1984).

Supposons que 1’on envisage pour le méme processus d’étre caractérisé par divers schémas

récursifs et pour chacun considérons leurs variance et / ou leurs varainces conditionnelles :
1) Le processus {us,t € Z} est un processus AR(1) défini par :
. 2
up = aug_y + & ot gg ~ N (0,0%),

alors
2

o
1—a?

Var (u) = et Var (us/us_1) = o>
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2) Le processus {u, t € Z} suit un modele bilinéaire markovien

Uy = ﬁut_létt ou Ep ~ N (0, 0'2) s (1210)
alors

Var (u;) = 0 ou oo et Var (u/u;_1) = B*o*u? ;.

3) Le processus {u,t € Z} suit un modele ARC'H (1) défini par (1.2.1), alors
Var (ug/u;_1) = ag + aqu?_,.

A partir de ces exemples, on constate que :

1) Dans le cas d'un processus AR(1), la variance et la variance conditionnelle ne dépendent

pas du temps.

2) Dans le cas du modele bilinéaire (1.2.10) la variance conditionnelle du processus dépend

du passé du processus, mais la variance est soit nulle soit infinie.

Du point de vue statistique, ces modéles constituent une classe spécifique de modéles
non linéaires (classe qui contient également les modeles bilinéaires introduits par Granger et
Andersen (1978), les modeles autorégressifs a seuils (T"AR) introduits par Tong (1978),... etc).

Ces modeles ont fait I'objet d’extensions au cas ot le processus sous jacent est multivarié :

Engle, Granger et Kraft (1984), Bollerslev, Engle et Woolridge (1988), Engle et Rodrigues
(1989), Ling et Deng (1993), Engle et Kroner (1995), Wong et Li (1997), Ling et McAleer
(2003) parmis d’autres.

1.3 Stationnarité

Le processus GARCH (p, q) défini par (1.2.1) et (1.2.6) est dit faiblement stationnaire ou

stationnaire au second ordre si (Bollerslev, 1986)

q p
dai+ ) B <1 (1.3.1)
i=1 j=1
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Une autre représentation de la variance conditionnelle est

he = Z Ajuy_ihy_;, 7 = max(p, q), (1.3.2)
i=1
ou
Ai (Ut,i) = oz,;u?ﬁi + BZ,Z = 1, T (133)

Cette représentation permet d’obtenir des propriétés de stationnarité stricte du processus
{uy,t € Z}. Le premier, Nelson (1990) a posé le probléme de I'existence d’une solution stric-
tement stationnaire et ’a résolu dans le cas d'un GARCH(1,1). La condition (nécessaire et

suffisante) s’écrit
E[log A (w)] = E [log (a1uj_, + ;)] < 0. (1.3.4)

Le probléme a été résolu pour le cas GARC H (p, q) par Bougerol et Picard (1992). Avant de
donner le résultat concernant la stationnarité stricte du modéle GARC H, nous définissons

le plus grand exposant de Lyapunov associé & une suite de matrices.

Définition 1.3.1 Le plus grand exposant de Lyapunov ~ associé & une suite de matrices

{A,,n € N} est défini par :

. 1
~ = inf {E (n 1 log ||AgA_1 - A_nH) ,n € N} , (1.3.5)

ou ||A|| = sup { o]l ' e RF ¢ £ ORk} .

[l

Proposition 1.3.2 (Bougerol et Picard, 1992) Le processus GARCH (p,q) défini par
(1.2.1) et (1.2.6) est strictement stationnaire si et seulement si le plus grand exposant de

Lyapunov v associé a la suite de matrices {A,,,n € N} définie par :
, (1.3.6)

ou ¢, = (au + B8y, 8y, ..., 8,-1) & = (12,0,...0) et @ = (as,..., o4 1) est strictement

n’

négatif.
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Dans le cas particulier du modele GARCH (1, 1), la condition précédente devient
E [log (&wi + 51)} <0,

et ce résultat a été obtenu par Nelson (1990).

1.4 Equation de Yule Walker pour le carré d’un pro-
cessus GARCH

L’étude de la fonction d’autocorrélation et d’autocorrélation partielle du modele GARCH (p, q)
donne des renseignements intéressants quant a l’identification de tels modeéles ainsi que des
modeles ARCH.

On s’intéresse aux fonctions d’autocorrélation et d’autocorrélation partielle du processus

carré u?. Posons

¥(n) = y(=n) = cov (uf, u_,) ,

alors
p q m
V()= Baln—i)+ > ann—i)=> pnn—i), n>p+1 (1.4.1)
i=1 i=1 i=1
ou m = max(p,q),p; =a; + ;i =1,...,m avec a; = 0 pour i > g et 5, = 0 pour ¢ > p.
Les autocorrélations p(n) = % verifient
p(n) = p(=n), VneN,
= Zgoip(n—i), n>p+ 1. (1.4.2)
i=1
Donc les p autocorrélations de u? dépendent directement des parametres oy, . .., o, et By, . . .,
By

Les autocorrélations partielles d’ordre k

_ 2 2 2 2
Tk = Corr (ut,ut_k/ut_l, . 7ut—k+1) ,
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sont obtenues en résolvant le systéeme

k
p(n) = Zﬂm/)(n—i), n=1,...,k, (1.4.3)
i=1

en les k inconnues m;,i =1,..., k.

Pour un processus ARCH(q), i, # 0,k < q et mp = 0,k > ¢. Ainsi, ce comportement
est semblable a celui d’un processus AR(q). Pour un processus GARCH (p,q) la fonction
d’autocorrélation partielle décroit exponentiellement vers zéro. Ces résultats sont conservés
quand on utilise les autocorrélations et autocorrélations partielles empiriques (Weiss (1984),

McLeod et Li (1983)).

1.5 Modéle IGARCH

Afin de mieux prendre en compte 'information acquise lors de la prédiction a un horizon
lointain de la variance conditionnelle, on introduit un modeéle "intégré" de la variance, pour

avoir un effet "racine unité" sur la variance.

Définition 1.5.1 Un processus {u;,t € Z} suit un modeéle IGARCH (p,d, q) s'il est défini

par les équations (1.2.1) et (1.2.6) et ou le polyndome

q p
1= a2 +) B2 =0, (1.5.1)
i=1 j=1

admet d racines unités et maz(p, q) — d racines en dehors du cercle unité.

1.6 Modeéle  — ARCH

C’est une classe de modeéles qui permet de comprendre comment se comporte la loi du

processus {u;,t € Z} en fonction de la loi de {n,,t € Z}.

Définition 1.6.1 On appelle processus 5 — ARC H, un processus {u;,t € Z} défini par les

relations
up =T (ug—1) + h (ug—1) 0y, (1.6.1)
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ou

T(x) = ax et h(z) = [ao + (afz* + al_x—)w} 1/2’ (1.6.2)

o #7 = max (z,0),7~ = max(—=z,0), ag,a],a; et [ sont des constantes positives et

{n;,t € Z} est un bruit blanc non supposé gaussien.
Remarque 1.6.2

1) Si a = 0, alors on a un modéle 5 — ARCH pur. Si § = 1, on trouve un modeéle AR(1)
avec erreurs ARCH (1).

2) Ce modele permet de prendre en compte une grande variabilité des données, de modéliser

des distributions marginales plus ou moins leptokurtiques en fonction de £.

3) Si h n’est pas bornée, il est possible de donner des conditions sur I'existence des moments
polynomiaux et exponentiels et des indications sur le comportement asymptotique de la loi
de probabilité stationnaire de u; en fonction de la densité de 7, (voir Diebolt et Guegan,

1994).

1.7 Etude statistique du modéle ARCH

1.7.1 Estimation

La pratique de I'inférence statistique sur modéle ARC' H consiste a déterminer I’estima-
teur du (pseudo) maximum de vraisemblance basé sur I’hypothése de la loi conditionnelle

normale. Si [;(y; #) désigne la vraisemblance associée a y; et conditionnelle au passé, la fonc-

tion de vraisemblance de yi, ..., y; conditionnelle & yo est L(y;0) = [[._, L:(y; 0).
L’estimateur est alors défini comme solution du probléme de la recherche du maximum

de L(y;0). Il est connu que les propriétés de cet estimateur, noté 5(") et appelé estimateur du
pseudo maximum de vraisemblance (P.M.V') dépend a la fois de la vraie distribution sous
jacente et de celle utilisée pour calculer la vraisemblance (ici la loi normale). Sous certaines
condition de régularité Gallant (1987), Gouriéroux, Monfort (1989), Gouriéroux, Monfort et

Trognon (1984), cet estimateur est convergent, méme si la véritable loi sous jagente n’est pas
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conditionnellement normale, c’est a dire ne correspond pas a la loi utilisée pour calculer la
vraisemblance. De plus v/n (g(n) — 9) est asymptotiquement gaussien de moyenne nulle et

de matrice variance covariance J 1IJ~! ou

B _ 9Plog (Ii(y; 0))
J = Eo[ YT } (1.7.1)
0log (I:(y; 0)) 0log (I:(y; 0))
I = EO[ 50 50 }, (1.7.2)

et Ey désignant I'espérance prise par rapport a la vraie loi.

Généralement les deux matrice I et J sont différentes, cependant elles coincident si la
vraie loi est compatible avec la fonction de vraisemblance c’est a dire dans notre cas s’il y a

normalité conditionnelle.

1.7.2 Cas du modéle de régression avec erreurs ARCH

Considérons le modéle suivant

Yy = BIXt + Uy,

Ut = OtEy, (173)

2 _ p 2
0; = Qg+ Zi:l Qithy ;s

ol &; est une suite de variables aléatoires indépendantes de loi normale centrée réduite.

! / ! !’
Soit 6 = <B , Qv ) le parameétre global du modéle avec a = (v, 1, ..., @) le parametre
de la partie ARCH.

En appliquant le résultat précédent, nous avons

an—Oé _ 71 _ Jaa Joc,B -
Var (v/n 5 5 =J'= T o : (1.7.4)
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ou

1 2 Zp : Z”
Jaa = EO ;XtXt*FF( aiXt_iut_i) ( oziXt_iut_i>] (175)
t t \i=1 i=1

1
1 Up—1
Jlgg == EO F (1 uf_l u?_p) (176)
t
| Ut—p /|
1
1 Ut—1 P
Jga = _EO 2 . Zaithiutfi (177)
Ti : =1
ut—p

on peut montrer que les matrices Jg, et J,g sont nulles.

Donc si ¢; a une représentation ARCH conditionnellement gaussienne, les estimateurs 3

et a sont asymptotiquement non corrélés, mais corrélés dans le cas général.

1.7.3 Procédure d’estimation en deux étapes

Nous allons montrer le mécanisme de cette procédure sur le modeéle défini dans (1.7.3).

Par la régression de y; sur X;, on obtient l'estimateur des moindres carrés ordinaire de

B. On le note 571 C’est un estimateur convergent de (5. On calcule u; = y;, — BnXt et la

régression de u; sur 1,%; i,...,u; ,, on obtient I'estimateur des moindres carrés ordinaire

4 ~ . . . . . .
de o = (g, 0q,...,q;,) nOté a™ . Afin d’obtenir un meilleur estimateur on minimise la

’ 2
: y—B X ~ o~ ~ . =
quantité > 7 <t,&—2t) avec o, = ap + y_»_, a;ur_; ; Uestimateur obtenu noté 3 est appelé
t

I'estimateur des moindres carrés quasi-généralisés (M CQG).

Pour obtenir une seconde estimation de «y, a1, . .., ®,, on minimise

n

1 u ’
2 2
—:4 € — Qo — ol s
t=1 20, i=1

les estimateurs obtenus sont notés ag, as, ..., a,.
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Propriétés
1) L’estimateur des moindres carrés quasi-généralisé (MQQG) de [ est asymptotiquement

moins efficace que I'estimateur du pseudo maximum de vraisemblance (PMV).

’

2) L’estimateur des moindres carrés quasi-généralisé (M QQG) de a = (ag, aq,...,®,) est
asymptotiquement efficace.
3) Les estimateurs des moindres carrés quasi-généralisés (M QQG) de 5 et de v = (o, g, . . .,

!

«,) sont asymptotiquement non corrélés.
Le cas du modele ARM A avec bruit GARCH (p, q) a été étudié par Weiss (1986).

L’estimation adaptative pour le modeéle ARCH a été étudié par Linton (1993) pour le
modele GARCH (1, 1) par Drost et Werker (1996).

1.7.4 Identification

Nous considérons des modéles ARM A avec bruit ARCH ; on procéde de la maniére

suivante :

1— On ajuste un modele ARM A

2— On estime les parameétres de la partie ARM A par la méthode des moindres carrés ou

par le maximum de vraisemblance.

3— A partir du calcul de I'erreur, aprés identification du modéle ARM A, on ajuste un modéle

ARCH (régression sur le bruit).

4— On estime les paramétres du modeéle ARC'H par les moindres carrés.



Chapitre 2

Estimation récursive en-ligne des
modéles ARCH

2.1 Introduction

Les modeles ARC'H introduits par Engel (1982) et leurs extensions jouent un role pré-
dominant parmi les diverses formulations proposées pour représenter les séries économiques,
notamment les séries financiéres. De nos jours, de telles séries (cours boursiers, taux de
change,...) présentent une dynamique de haute fréquence similaire & celle des données ren-
contrées dans les domaines du controle adaptatif et du traitement de signal, dans le sens
ou elles tendent & étre progressivement disponibles (en-ligne) a des intervalles de temps trés
courts. Ainsi, 'emploi de méthodes classiques d’estimation (maximum de vraisemblance,
moindres carrés : Weiss, 1986 ; Li et al. 2002 ; Berkes et al. 2003 ; Ling et McAleer, 2003 ;
Francq et Zakoian, 2004) qui supportent des observations de taille fixe (hors-ligne) peut

s’avérer trop lourd.

13
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De plus, il est bien connu, de nos jours que les modeéles ARC'H sont de bonnes approxi-
mations pour certains modeéles de séries chronologiques en temps continu (voir Nelson 1990 ;
Nelson and Foster, 1994 ; Drost and Werker, 1996). Ceci fournit donc une motivation pour la
recherche de méthodes d’estimation qui prennent en charge ces aspects. L’objet du présent
chapitre est la mise en oeuvre d’un algorithme récurrent pour ’estimation, en deux étapes,
d’un modeéle ARC'H. Cette méthode, inspirée des algorithmes bien connus d’estimation en-
ligne (par exemple Kushner et Clark, 1978 ; Ljung et Soderstrom, 1983 ; Goodwin et Sin,
1984 ; Young, 1984 ; Benveniste et al., 1990 ; Duflo, 1990 ; Solo et Kong 1995 ; Kushner et Yin,
1997 ; Ljung, 1999 ; Pollock, 2003 ), fournit des estimateurs asymptotiquement gaussiens et
permet de prendre en charge le caractére nouvellement en-ligne des données économétriques.
Il s’agit, en fait, d’une fusion de la méthode des moindres carrés en deux étapes proposée
par Bose et Mukherjee (2003) a taille d’échantillon fixée (voir aussi Pantula (1988) pour le
cas particulier ARCH d’ordre un), avec la célébre méthode des moindres carrés récursive
(Recursive Least Squares, RLS en anglais) développée pour des modeles AR linéaires et

permettant de prendre en charge des données en temps réel.

Le reste de ce chapitre est organisé comme suit. La section 2 donne les hypothéses sur
lesquelles se base la méthode d’estimation que nous proposons. La section 3 est consacrée
a la mise en oeuvre d’un algorithme RLS en deux étapes pour I'estimation des parameétres

d’un modeéle ARC H . Dans la section 4 nous nous intéressons a ’obtention de la distribution

asymptotique des estimateurs obtenus par cet algorithme. Nous montrons que ces estimateurs
sont asymptotiquement gaussiens et que, de plus, l'estimateur de la deuxiéme étape est
asymptotiquement efficace. Enfin, la section 5 montre la performance de I’algorithme proposé

A travers une étude de simulation.

2.2 Modéle et hypothéses

Un processus du second ordre {&4; t € Z} admet une représentation ARC'H d’ordre ¢ s’il

est solution d’une équation aux différences stochastique de la forme

{ er = VI, (2.2.1)

hy =ap+a(L)e?, t € Z,
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ou {(;, t € Z} est une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi de probabilité

centrée réduite (i.i.d.) et de moments d’ordre quatre finis; le polyndéme «(L) est donné

q .
par : a(L) = > a; L, ou L est Popérateur retard. On suppose que, pour tout t € Z, (, est
i=1

indépendante de la tribu F;_; engendrée par les variables {e, s < t}. Ainsi F (e;/ F;—1) =0,
i.e. &; est une différence de martingales et hy = E (¢?/ F;_1) est la variance conditionnelle de
g; sachant F;_;. Pour la condition de positivité de la variance conditionnelle, les parametres
réels o; sont tels que g > 0, a; > 0,4 =1,...,q. Posons v, = &2 — hy = hyn,, ou 1, = C? —1;
nous pouvons donner une représentation équivalente au modele (2.2.1) en I’écrivant sous une
forme de régression linéaire dans laquelle le carré du processus €2, t € Z est la variable a
expliquer.

e = &+ hy(a)n,, (2.2.2)
ou &, = (Lef_,ef 5.6t ,) s he(a) = G et a = (g, 1, ..., )" de dimension (¢ +1) x 1
est le vecteur des paramétres du modeéle. Considérons les hypothéses suivantes :

H1 : Le processus {e;; t € Z} est strictement stationnaire et ergodique.

H?2 : Les moments E (7¢?) existent et sont finis pour tout i, j.
H3 : Les moments E (gfete}) sont finis pour tout i, j, k.

Pour le cas hors-ligne, Bose et Mukherjee (2003) ont considéré I’hypothése H2 pour la
normalité asymptotique de I'estimateur de la premiere étape et 1’hypothése d’existence des
moments d’ordre huit pour la normalité de 'estimateur d’intérét. Dans notre cas, H3 est

exigée pour l'efficacité asymptotique de 'estimateur d’intérét fourni par la méthode que nous

proposons.

2.3 Algorithme RLS en deux étapes (25-RLS)

Posons € = {e1_,, ...,€0,€1..., €} ol la taille ¢ de la série chronologique n’est pas a priori
q> ) ) )
fixée et ou les valeurs initiales {e1_,,...,£0} sont, par exemple, supposées connues. Bose et

Mukherjee (2003) ont proposé une méthode des moindres carrés en deux étapes pour estimer
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les parameétres du modele (2.2.1) en résolvant les deux systémes d’équations suivants

N -1 N
a(N) = <Z§k5;> > ek, (2.3.1a)
k=1 k=1

a(N) = (Z o m) Zh (2.3.10)

1

ol & (N) est un estimateur préliminaire de « et @ (N) est 'estimateur d’intérét, tous deux
fondés sur un échantillon d’observations de taille N. Ils ont étudié la distribution asympto-
tique de a(N) et a(V) et ont montré que ces estimateurs sont asymptotiquement gaussiens
et que, de plus, sous I’hypothése d’existence des moments d’ordre huit, I'estimateur d’intérét
a(N) est asymptotiquement efficace et sa performance est supérieure a celle de 'estimateur

du pseudo-maximum de vraisemblance, méme pour de petits échantillons.

Dans ce chapitre nous proposons une alternative récursive a (2.3.1) qui permette de
prendre en charge des données en temps réel ' et pour laquelle les estimateurs obtenus
possédent les mémes propriétés asymptotiques que le couple (a(N), a(N)). Notons que
I'estimateur préliminaire o (V) donné dans (2.3.1a) exhibe une forme OLS standard et peut

étre obtenu de facon récursive. En effet, en posant

R = Y & (2.3.2a)
k=1
& = al(t), (2.3.2D)

le systéme (2.3.1a) peut étre résolu de fagon récursive en utilisant la méthode, bien connue,
des moindres carrés récursifs (RLS) que nous rappellons ici (voir également Ljung et S6-

derstrom (6, p. 17)).

En utilisant la notation dans (2.3.2) I’équation normale (2.3.1a) peut se réécrire comme

suit
. t
Ry =Y £y, (2.3.3)
k=1

et I'on a

R, = R,y + &6, (2.3.4)
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Deés lors, (2.3.3) devient
_ t
at = Rt_l Zgiglm
k=1

’

M1
= R Zgifk + e,
L k=1

= Rfl Etflatfl =+ 5?5}] ;

= R [(R-e8) d+ el
= G+ R (2 - Ea). (2.3.5)

Ainsi, en regroupant (2.3.4) et (2.3.5), on obtient les équations recurrentes suivantes per-

mettant d’obtenir 'estimateur hors ligne a(t) récursivement

{ ay = &~t—1 + Rt_lft (5152 - Qat—l) > 9 (2.3.6)

ét =R+ ftféa

ou Ry = .8 et oy = El’lflgf sont des valeurs initiales et I'on suppose que R est non

singuliére.

Seulement, (2.3.1b) ne peut étre obtenue de fagon récursive comme (2.3.1a) en raison de

la présence de &(N) dans les poids h; *(a(N)), k=1,..., N.

En effet, si on démarre de 1’équation normale correspondante (2.3.1b), alors en posant

t

~ 1
Ri=> =4k 2.3.7

t i hi(at)fkgk ( )

on trouve
t—1

~ 1 1
R — - !/ + - /’

t i h%(at)gkgk htz(at)étgt
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car d’aprés (2.3.7), R;—1 serait nécesairement égale a

-
I
.

1
e 6kEhs

hi (1)

b
Il

1

et non a

~
|
—

1

i

C’est pourquoi nous sommes obligés, pour écrire a; de fagon récursive tout en garantissant la
méme distribution asymptotique de 'estimateur hors-ligne d’intérét a (IV), de définir notre

estimateur d’intérét récursif comme solution de la nouvelle équation normale modifiée

1
(& , o2
ap = (kz:; m&fk) k; mfk, (2.3.8)

dans laquelle les poids h; ?(a(IV)) sont remplacés par hy *(ay), (Qi étant I'estimateur récursif
d’intérét du parameétre o au temps k) plutdt que de I’équation normale (2.3.15). Il est clair
que (2.3.1b) et (2.3.8) fournissent des estimateurs différents. Cependant, ils possédent, comme
nous le montrons ci-dessous, les mémes propriétés asymptotiques. Avec (2.3.8), il est clair

qu’en suivant les mémes étapes que pour (2.3.2)-(2.3.6), on trouve :

£l ,t>2, (2.3.9)
Ry =R,y + —t¢ o
(&rou)
avec valeurs de démarrage
. 1 ~ g2
Ri=5—&& et @y = Ry 5~
1 h%(al)glgl el Oy 1 51 h%(a1)7

pourvu que R soit non singuliére.

Il est encore possible d’améliorer a nouveau la complexité algorithmique de (2.3.6) et

(2.3.9) en évitant d’inverser les matrices R, et R;. Ceci peut étre atteint en utilisant, dans



CHAPITRE 2. ESTIMATION RECURSIVE EN-LIGNE DES MODELES ARCH 19

les systémes d’équations (2.3.6) et (2.3.9) le lemme suivant bien connu sous le nom lemme
d’inversion matricielle (voir aussi Appendice, Plackett (1950), Solo (1979), Ljung et Soders-
trom (1983)).

En posant P = ét_l et par application du Lemme 2.3.1 sur (2.3.4) avec A = ﬁt__ll, B =&,

C =1et D= ¢, on peut trouver des équations récurrentes sur ﬁt plus simples :

~ ~ —1
Bo= (PRh+eg)
= Pa&& P

= P, — >t . (2.3.10)
1+ &P &,

De méme, posons ﬁt = Et_ 1 et par application du Lemme 2.3.1 sur la seconde équation de

(2.3.9) avec cette fois-ci A = P}, B=¢,, C = (&a,) " et D =&, on trouve

~

B o= (Bivetgan?e)

~ P &8P,
B R 1 11115 (2.3.11)

(&a:)" + € P,

Ainsi, exploitant (2.3.10) et (2.3.11) nous obtenons l’algorithme suivant que nous nommerons

l’algorithme des moindres carrés récursif en deux étapes (25-RLS).
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Algorithme 2.3.1 (Aknouche et Guerbyenne, 2006a)
L’algorithme (2S-RLS) pour estimer récursivement les paramétres d’un modéle ARCH est

donné par le systéeme d’équations récurrentes suivant :

5 — Poi&, (€2 — €a,1) - Pk (2 —€ a)

ap = g1 o~ , g = O, at = @t_l + — = , g = 0,
L+ & Pag, . (&) + P,
~ = B£8R = ~ = Bi&&P, 4
Bi= Py — S By, Bi=Py - HSE
\ 1+ gtptflgt ., N (gtat) + Stptflgt
premié:; étape secon(?erétape

ol ﬁt = Et_ L ﬁt = }A%t_ Let M est un nombre réel positif suffisamment grand.

Les valeurs de démarrage de ’algorithme ay, 150, ajp et ]30 ont été fixées, d’une part de
facon a éviter le probléme de singularité pour les deux matrices ]5;1 et ﬁl et d’autre part
pour obtenir des estimateurs qui soient proches des solutions de (2.3.1a) et (2.3.8).

Remarque 2.3.1

L’estimateur d’intérét a(N) de Bose et Mukherjee (2003) est obtenu (par la méthode des

moindres carrés) en approximant le modele ARC'H écrit sous la forme de régression linéaire

2 !
€k 3 )
k= a+mn,., k=1,..,N.
e () (hk () T

par le modele suivant

G (&% N, -
hi (a(N)) (hk (a(N))) 0 B=1 N,

dans lequel hy (a(N)) approxime la variance conditionnelle Ay (o) & 'instant k.

Alors que le notre, oy, est ontenu (par la méthode des monidres carrés récursive) a partir

du modeéle de régression linéaire suivant

5% 3 /
— = — a+n., k=1,..,t.
By (i) <hk (Oék)) T

ou la variance conditionnelle hy (a) est remplacée par hy, (o).
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2.4 Propriétés asymptotiques des estimateurs 2S-RLS

Dans ce qui suit, nous donnons la distribution asymptotique des estimateurs obtenus par

(2.3.13) en nous basant sur les hypothéses H1-H3.

Théoréme 2.3.1 (Aknouche et Guerbyenne, 2006a)
i) Sous les hypothéses H1 et H2

1126 — o) = N (0,var () {E (€60)} B (€66 (€ha")*) {E (€)1 1), (24.0)

it) Si, de plus, H3 est vérifiée, alors

2@, — ") 5 N (O,UCLT (n3) {E (5056 (f{]a*)_2> }1) : (2.4.2)

Preuve

Notons que, puisque a; = a(t), (2.4.1) résulte directement, sous H1 et H2, de Bose et
Mukherjee (2003). Pour montrer (2.4.2), nous pouvons écrire & partir de (2.3.8) et (2.2.2)

t

1 ¢
J2(An ey |- €Sk —1/ (Era™) my,
P —aT) = [t 12(5;@)2] lt P mr o

k=1

, (2.4.3)

ol « est remplacé par o* la vraie valeur du parameétre. Comme dans Bose et Mukherjee

(2003), pour établir (2.4.2), il suffit de montrer que

—1 d 1 1 f .
Y (g i) 66~ ) (2:4.40)
P i 1 1 - .

¢ ; ((f?ﬂk—ﬂz (f;a*ﬂ) (§pa™) M (1), (2.4.4b)

pour pouvoir réécrire (2.3.4) comme suit

+0,(1), (2.4.5)

t
/25, — 1 El
(ap — a* [ ; o)

] [t_m > e

k=1
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et, d’apreés le théoréme central limite des martingales (Hall et Heyde 1980, chapitre 3) qui
est facilement applicable a (2.4.5), (Bose et Mukherjee, 2003) nous concluons que (2.4.2) est
vraie. Maintenant pour prouver (2.4.4a), en utilisant le théoréme de la valeur moyenne (Bose

et Mukherjee 2003, formule (15), p. 133), nous avons

S (o L Veo o 2y @—aVe
t o (e — 3 = —254, 4.

la constante ;. est telle que

1 Lot ]’
0 < _3S / 3 |:1 £56?’6:| ’
1 q Oé* 3 q Oé* 3
J *\—3 J
oL 1+{1+ZWH < (a) 2+ZW] @47
£k i=0 % =0

ou dans la premiére inégalité de (2.4.7), nous avons utilisé la relation (17) dans Bose et Mu-
kherjee (2003, p. 133). La borne supérieure de la derniére inégalité est bornée en probabilité,

pour tout k, en raison de (2.4.1). Soit C; > 0 une telle borne. Alors de (2.4.6) et (2.4.7) nous

avons

t
— ~ * 3
I1S1]l < Cot™ >~ lfaix — o[ 1€4lI°
k=1

(|I-|| désigne la norme Euclidienne).
Puisque a partir de (2.4.1) il existe Cy > 0 tel que
K2 16 — || < O,
(en probabilité), sous ’hypothése d’existence des moments d’ordre six, garantie par H3, il

s’en suit que

S k2B (||6]F) < oo,

k=1

et donc (voir par exemple Lukacs (1975, p. 80))

STk — o' &P < so, pes. (2.4.8)

k=1
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Ainsi (2.4.4a) est obtenue & partir de (2.4.8) et du lemme de Kronecker.

Pour établir (2.4.4b), nous utilisons & nouveau le théoréme de la valeur moyenne qui

conduit a
t t ~ / /!
B 1 1 _ ((@k —a¥) fk) (§pa™) M
" 1/2 ( - . ) é5/05* 7,]5 — _9¢ 1/2 g’
A\ (Gan)? (Gar)? Cee) ks ; X ¢
déf _Qt_(SSt,tb

pour un certain 0 tel que 0 < § < 1/2. Si nous pouvons montrer que
E|Sis* < 0,

alors d’apres I'inégalité de Tchebychev, nous aurons
£ 1151l = 0,(1).

ce qui équivaut & (2.4.4b).

En utilisant H1 et I'indépendance de la suite (7,,), nous pouvons écrire

t F = */g 5/ *5 2
B(ISI7) <t 3 (@ a;gkﬂm Al

t
< R B (G oI i)

En;,

< (C2C3 [|a*|” E [I€o]°) t7+ log t < 0.

Maintenant (2.4.4b) est établie. B
Remarque 2.4.1

L’hypothése H3 parait contraignante. Cette hypothése, trés forte d’ailleurs que celles
exigées pour la normalité asymptotique d’autres estimateurs tels que I’estimateur du pseudo
maximum de vraisemblance (QM LE), induit une restriction sur l'espace des parameétres,
et donc nuit & la modélisation des processus a queues épaisses, auxquels sont préconisés les
modeles ARC H. Cependant H3 simplifie la preuve et les techniques utilisées pour établir la
convergence de l'estimateur QM L sans aucune condition sur les moments (voir par exemple

Francq et Zakotan (2004)) ne nous semblent pas adaptables a notre probléme. Néanmoins,
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nous pensons que notre résultat peut étre un point de départ pour d’éventuelles améliora-
tions, puisqu’il nous semble qu’il n’y a pas dans la littérature de I'estimation en-ligne des

méthodes récursives pour estimer les modeles ARC'H.

En outre, ce probléme de nécessité d’existence des moments d’ordres supérieurs est une
des faiblesses de la méthode des moindres carrés. Faiblesse rencontrée spécialement lorsqu’elle
est appliquée a l'estimation des modeéles ARC' H, contrairement a la méthode du maximum
de vraisemblance pour laquelle il existe actuellement des travaux établissant la distribution
asymptotique de I'estimateur du pseudo maximum de vraisemblance sans aucune condition
sur les moments (voir par exemple, Lumsdaine, 1996 ; Lee et Hansen, 1994 ; Li et al. 2002 ;
Berkes et al. 2003 ; Li et McAleer, 2003 ; Francq et Zakoian, 2004). Le probléme réside a
notre avis dans le fait que, pour la méthode des moindres carrés, les matrices limites de
Pestimateur OLS sont donnés explicitement & travers des moments d’ordres élevés, alors
que les matrices limites associées a ’estimateur du pseudo maximum de vraisemblance sont
exprimées implicitement a travers 1’espérance des dérivées de la fonction de vraisemblance
(voir Chapitre 1). En outre, Bose et Mukherjee (2003) ont exigé 'existence des moments
d’ordre 8 pour l'existence de la matrice limite de leur estimateur d’intérét o (NN) fondé sur

I’équation
1y
(Z i skfk) Z o

De méme, Weiss (1986) a également exigé la méme condition pour I'estimateur des moindres

carrés.

Si notre estimateur d’intérét a; défini par

t

t -1
_ Lo
at_(; hi(&k)£k£k> 2 z( G

exige des moments d’ordre encore plus élevé (d’ordre 12) que l'estimateur d’intérét hors-

ligne @ (), c’est parce que, nous-semble-t-il, les poids hj *(ay) fonction de k, (k = 1,...,t)
contribuent beaucoup moins rapidement a la convergence de a; vers a* que ne le font les
poids hi(a(N)), k = 1,...,N, (fonction du dernier rang N, N tendant vers l'infini) pour
a(N).



CHAPITRE 2. ESTIMATION RECURSIVE EN-LIGNE DES MODELES ARCH 25

Remarque 2.4.2

Ayant montrer la convergence en loi des estimateurs récursifs établis, nous pouvons aller
au dela et montrer encore la convergence presque siire des deux estimateurs vers la vraie
valeur du parameétre. La démonstration repose sur la méme technique que celle de la conver-
gence en loi, c’est a dire en se basant sur la méme équation normale. En effet, pour montrer
la convergence presque stire de ’estimateur de la premiére étape, nous nous basons sur

I’équation
(G — o [t_ Z fkfk] [t_l Z ééa*ﬁknk] )
k=1

obtenue en combinant (2.3.1a) et (2.2.2). Sous H1 et I'hypothése de l'existence des moments

d’ordre 4, nous pourrons utiliser le théoréme ergodique qui donne

t 12@5’ B (k)

et
t
— * t—o0 * *
t E EeC &y, z: E (&aégny) = E (§yaEy) E (ny) =0,
k=1

ce qui montre que

~ 1t—00 i
oy — .
p.s.

Le méme raisonnement peut étre appliqué pour établir la convergence presque stire de 'es-

timateur d’intérét ;.

2.5 Etude de simulation

Dans cette section nous étudions la performance de notre algorithme (25-RLS) par le
biais de données simulées. Le tableau 2.5.1 compare les résultats obtenus par notre algo-
rithme 25-RLS et ceux de la méthode des moindes carrés en deux étapes (25-LS) de Bose
et Mukherjee (2003) (noté ici B&M), sur plusieurs séries générées a partir d’'un modéle

ARCH (1) gaussien avec parameétres (ap, 1) = (0.1,0.3).
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Pour toutes les simulations nous considérons 1000 réplications de Monte Carlo. Les valeurs

de démarrage ont été fixées a

~ ~ 0
Qg = Oéo—(o)

= 10
Py = P0—100000<0 1).

La moyennes des estimations obtenues par les deux algorithmes et (entre parentheses) leurs

écart-types correspondants sont reportés dans la table suivante.

Data length aé%’-RLS) ag%’-RLS) &éB&M) agB&M)
40 .0902 .2923 .1066 .2831
(.0112) (.0737) (.0103) (.0608)
60 .0912 .3054 .1039 .2869
(.0092) (.0493) (.0084) (.0465)
80 .0942 .2953 .1037 .2891
(.0085) (.0409) (.0072) (.0399)
100 .0946 .2974 .1024 .2900
(.0047) (.0369) (.0043) (.0300)

Tableau 2.5.1

Nous observons que méme pour de petits échantillons, I'estimateur 25-RLS donne de bons
résultats (sur la base de 'écart type des estimations) et est comparable & son homologue
de B&M. Pour des séries de taille modérées I'estimateur 25-RLS semble plus précis que
le 25-RLS et ceux grace a sa capacité de controler la positivité des estimations. Pour la
procédure de controle, nous avons appliqué la méthode de Ljung et Soderstrom (1983) qui
teste I’admissibilité de 1’estimation courante et la projette en cas de rejet dans la région de
positivité. La procédure de projection consiste en une réduction successive du terme de mise

a jour en le multipliant par une constante entre 0 et 1.
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2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé un algorithme récursif, nommé 2S-RLS, pour es-
timer les parameétres de modeéles ARC' H. Cette méthode, inspirée des algorithmes d’estima-
tion en-ligne, exclusivement utilisés pour des processus linéaires, s’étend au cas de modéles
ARCH et donne des estimateurs asymptotiquement gaussiens. Bien entendu, la méthode
proposée peut aussi étre appliquée a des données hors-ligne sur la base desquelles, elle ga-
rantit un bon controle des estimations afin de les maintenir dans les régions de positivité et
de stationnarité. La performance de ’algorithme 25 — RLS a été montrée dans une étude de
simulation intensive sur de nombreux modéles répondant a la formulation ARC'H et, cela,
pour diverses tailles d’échantillons. Ainsi, ’algorithme 25 — RLS est recommandé aussi bien
pour sa simplicité et sa précision que pour son caractére séquentiel qui s’adapte aux données
en temps réel telles, par exemple, les modéles de données financiéres en temps continu pour
lesquelles les modéles ARC'H en sont de bonnes approximations. Il est clair que I’hypothése
d’existence des moments d’ordre douze H3 parait contraignante mais cela peut étre un point
de départ pour d’éventuelles améliorations. Des extensions de cet algorithme a des modéles
plus généraux tels que les modeles GARC H peuvent étre développées a 1’aide de I'approche
pseudo-régression linéaire (Solo, 1979 et Duflo, 1990) que nous abordons dans le prochain

chapitre consacré a I'estimation récursive des modeles GARCH.

2.7 Appendice

Lemme 2.5.1 (La formule de Wooldbury)

Soit A, B et C' trois matrices de dimensions compatibles de sorte que la somme A+ BC'D

ait un sens; alors :

[A+ BCD] ™' =A™ —A'B[DA'B+C'] ' DAL (2.5.1)



Chapitre 3

Estimation récursive en-ligne des

modéles GARC H

3.1 Introduction

Les modeéles lineaires a coefficients constants classiques, fondés sur I’hypothése que la
variance des erreurs est constante, ne peuvent pas gérer la volatilité instantanée qui carac-
térise, en particulier, les séries financiéres (taux de change, taux d’inflation, indices bour-
siers,...). La classe des modeles ARCH , introduite par Engle (1982) s’est alors imposée
comme alternative attrayante et fructueuse. En effet, les modeéles ARCH ont vite connu
un développement conséquent avec ’apparition des modéles GARC H (Bollerslev, 1986) et
leur forme similaire & celle des modeles ARM A classiques, succeptibles d’absorber des dyna-
miques de moyenne mobile, qui ont propulsé 'adoption de cette nouvelle classe de modéles
par la maitrise des propriétés probabilistes inspirées de celles des modeles ARM A a savoir les
propriétés de causalité et d’inversibilité, ’existence d’une solution strictement stationnaire
(propriété LAN) et lexistence des moments d’ordre finis. Diverses extensions en ont résulté
(EGARCH, TARCH,FIGARCH), sans oublier de mentionner les modeles a coefficients
dépendant du temps et en particulier périodiques (Bentarzi et Aknouche (2005), Bentarzi et
Aknouche (2006), Aknouche (2006), et références intra).

28
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Les méthodes d’estimation existant, pour de tels modeles (Pantula (1988), Lumsdaine
(1996), Bose and Mukherjee (2003), Ling and McAleer (2003), Berkes et al (2003, 2004),
Francq and Zakoian (2004),...) sont fondées sur une taille d’échantillon préalablement fixée ;
commme mensionné dans le chapitre 2, ceci ne permet pas de prendre en charge le carac-
tére séquentiel de certaines données; les données financiéres constituent un bon exemple

puisqu’elles sont progressivement mises & jour et sont donc disponibles en temps réel.

L’objectif de ce chapitre est de développer quelques algorithmes réccurents (en-ligne),
basés sur le schémas en deux étapes pour l'estimation d’un modele GARCH. Ces algo-
rithmes, inspirés du domaine du controle adaptatif fournissent des estimateurs assymptoti-
quement Gaussiens et convergeants presque stirement. De plus, ils paraissent insensibles a
I’hypothése restrictive de normalité conditionnelle. Dans un premier temps, nous générali-
sons l'algorithme 25-RLS développé au chapitre précédent pour des modeles ARCH, au
cas de modeles GARCH et ce, & travers 'approche pseudo régression linéaire (Pseudo Li-
near regression, PLR, voir ). L algorithme proposé nommé PLR en deux étapes (25-PLR)
paralléle les algorithmes de type PLR disponibles pour des modeéles linéaires & coeffcients
constants. Bien qu’il donne des estimateurs convergeants preque stirement, la distribution
asymptotique des estimateurs fourni par cet algorithme n’est cependant pas connue et dont
la matrice de covariance est strictement supérieure a la borne de Rao-Cramer (voir Ljung et
Soderstrom 1983 dans le cas linéaire). Ainsi, nous contournons ce probléme en proposant un
autre algorithme récurrent via approche de 'erreur de prédiction récursive (Recursive Pre-
dictor Error Method, RPEM) qui fourni des estimateurs convergeants presque siirement et
assymptotiquement gaussiens. L’algorithme ainsi proposé qu’on nomme RPFE en deux étapes
(2S-RPE) est une adaptation de 'algorithme traditionnel du maximum de vraisemblance

recursif (Recursive Maximum Likelihood, RLM) aux modeles GARCH.

Le reste de chapitre est organisé comme suit. La section 2 généralise ’algorithme 2.5-
RLS proposé dans le chapitre précédent, & travers ’approche pseudo régression linéaire,
pour estimer des modeles GARCH. En se basant sur ’approche de la fonction de Lyapu-
nov stochastique (cf, Solo, 1979 et Moore et Ledwich, 1980), nous montrons la convergence
presque sire des estimateurs fournis. La section 5 développe un algorithme 25-RPFE basé sur

la méthode RPE. Nous montrons que les estimateurs obtenus sont fortement convergeants
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et asymptotiquement gaussiens.Enfin la performance des algorithmes proposés est montrée
via une étude de simulation. Les démonstrations des théorémes proposés sont données en

annexe du chapitre.

3.2 Pseudo régression linéaire récursive pour des mo-
déeles GARCH

Dans cette section nous adaptons ’approche pseudo-régression linéaire (voir par exemple,
Panuska, 1968 ; Young, 1974 ; Ljung, 1977a ; Solo, 1979 ; Ljung and Soderstrém, 1983 ; Good-
win and Sin, 1984 ; Duflo, 1990 ; Adams and Goodwin, 1995; Ljung, 1999) pour I’estimation
récursive des modéles & composantes moyenne mobile au cas de modéles GARCH. 11 s’agit
d’écrire un modele GARCH sous forme de régression linéaire (par rapport au carré du pro-
cessus {e7,t € N}) dans laquelle le régresseur contient des composantes non observables et
alors estimer, récursivement, par la méthode des moindres carrés ordinaire, et les paramétres
du modele et les composantes non observables. Cependant si les estimateurs fournis par la
méthode des moindes carrés ordinaires sont fortement convergeants, ils ne sont pas asymp-
totiquement efficaces, méme sous ’hypothése de normalitéconditionnelle. Cela est dt au fait
que les innovations, fonctions de la variance conditionnelle, sont corrélées avec le passé de la
variable dépendante 2. C’est pourquoi nous faisons appel & la méthode des moindres carrés

en deux étapes basée sur les travaux de Pantula (1988) et Bose et Mukherjee (2003).

Considérons le processus {g;; t € Z} supposé admettre la représentation GARC H (p, q)

suivante

& = \/h_tCta

B (e2 = Lo o ¢ (3.2.1)
(e /Fi1) =he =0 + Yaiel i+ 2 B iy, tEL,
1= =

ou {(,, t € Z} est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées

(i.i.d.) de moyenne nulle et de variance unité.

Posons v; = €2 — hy et réecrivons (3.2.1) comme suit

q p
e = ap + Z uEr_; + v+ Z B (], —viy) - (3.2.2)

i=1 j=1
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Soit 6 le (p + q + 1) x 1-vecteur des paramétres du modeéle donné par 6 = (g, a’,3') ou

a=(a1,qy,...,0q) et B=(By,8,....3,) .

Etant donnée une série chronologique & = {e1, ..., &;} de taille ¢ non fixée a ’avance, nous

considérons le critére des moindre carrés pendéré suivant

Vi(0) = - ) (3.2.3)

1
ou I'inclusion des poids hz—w) nous semble adéquate puisque le carré de 'innovation v2(6*) =
k

v? = h2(¢* — 1)? (0* étant la vraie valeur du parameétre #) est conditionnellement corrélé
avec le passé de 2. Ainsi, l’algorithme que nous proposons pour I'estimation récursive de ¢
a pour objectif de minimiser 'expression (3.2.3) avec la plus simple complexité numérique

possible.

Pour t € Z, soit ¢, le (p+ g+ 1) x 1 "pseudo régresseur" défini par
o, = (1,e2 , ...,5?7(1,5?71 — Vs ey 5?71) — V), (3.2.4)
Alors le modeéle GARC'H (3.2.1) peut se mettre sous la forme pseudo-régression linéaire
e2 = o0 + vy, (3.2.5)

dans laquelle le régresseur ¢, contient des innovations non observables. Donc le parametre 6
ne peut étre estimé par la méthode des moindres carrés ordinaire & moins que 1’on connaisse
les composantes non observables. Cependant si ’on suppose pour un moment que les in-
novations dans (3.2.5) sont connues, le modele (3.2.5) peut étre vu comme une régression
linéaire, & erreurs conditionnellement héteroscédastiques, pour laquelle on peut faire appel

a lalgorithme RLS en deux étapes (25-RLS) (cf, Chapitre 2). On obtient d’abord dans la

premiére étape, ’estimation préliminaire #; correspondant & la solution des moindres car-

rés récursive lorsqu’on ignore I’hétéroscédasticité conditionnelle des erreurs. Cette estimation

est alors utilisée pour obtenir ’estimateur d’intérét @ tennant compte de I’hétéroscédasticité

conditionnelle au moyen des poids appropriés. D’aprés le chapitre 2, on obtient le systéme
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d’équations récurrentes suivant

( ~ 2 =
Vg =& — Qt—l(pta

Et = Et—l + R;lgpﬁt,
Et = ét—l + @},

vy =¢e; — 0,19, R (3.2.6)
~ ~ v
Ht = 9,571 + Rt 19015%7
(80;:915)
/
R =R+ PPy

T

ol Et est une approximation de la matrice de plan associée au probléme de regression (3.2.5)

par arpport a {e2, k = 1,...,t} et ﬁt est également la matrice de plan lorsqu’on dévise les

1
deux membres de (3.2.5) par les poids —=

hi(0),)

Jusque 13, nous avons supposé que les innovations (v;) sont connues. Cependant, comme
elles sont inconnues en pratique, nous pouvons les estimer en utilisant une approximation

de Dexpression (3.2.2) dans laquelle la vraie valeur du parameétre 6 est remplacée, dans la
premiére étape, par son estimation préliminaire 0, obtenue a partir de 'algorithme (3.2.6)

et, dans la seconde étape, par I’estimateur d’intérét gt. Soit Et et & I’estimation préliminaire

et estimation d’intérét de I'innovation v; lorsque 6 dans (3.2.2) est remplacé respectivement

par §t et gt. Alors 1~9t et @t sont données par

0, = -3, (3.2.7a)
0, = -3, (3.2.7b)

ol @, et p, sont des estimations du regresseur ¢,, obtenues de (3.2.46) lorsqu’on remplace vy

par 9, et 9, respectivement. En utilisant ces notations et combinant 1’estimation des compo-
santes non observables avec I’estimation des parameétres, nous pouvons énoncé 'algorithme
suivant que nons nommons PLR en deux étapes (25-PLR) pour l'estimation récursive des

parametres GARCH.
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Algorithme 3.2.1 (Aknouche et Guerbyenne, 2006b)
L’algorithme pseudo regression linéaire en deux étapes (2S5 — PLR) pour [’estimation

d’un modéle GARCH est donné par les équations suivantes

~ 2_/\/5
T =2 30 Ut = & — Pbi-1,
Uy = & — PV,

- o P30 .
=0 .4 Py 1,04 7 0 0p =01+ — tQISOt tA , 0o =0,
= _ = ~/ ~/ ~
~ o P 13,0,y ~ ~ P 13,0.P, ~
P=P, -t By B=P, - L B—
N L+ (Piptflgpt . <9~029t71> + P PPy
remicre étape > ~ g
P P seconde étape
(3.2.8)

ol ﬁt =R .y l/D\t =R -1 et M est un nombre positive suffisamment grand. B

~\2 ~ ~
Notons que dans les poids (@;07&_1) nous avons utilisé #;_; plutét que 6; et ce pour

étre dans le cadre de la théorie des martingale que nous utiliserons pour la convergence des

estimateurs obtenus.

Pour étudier la propriété de convergence des estimateurs 25-P LR, nous pouvons utiliser
I'une des approches connues dans la littérature de I’estimation en-ligne, telles que ’approche
de I’équation différentielle ordinaire (Ljung 1977a; 1977b), 'approche de Hannan (1976, 1980)
ou I'approche de la fonction de Lyapunov stochastique due & Moore et Ledwich (1980) et Solo
(1979). Nous avons choisi d’adopter cette derniére approche puisqu’elle assure la convergence
des estimateurs sans avoir besoin de I'hupothése de contrél de ’estimateur pour le garder

dans la région de stabilité (stationnarité, positivité). Considérons les hypothéses suivantes :

H1 : Le processus GARCH {e;} donné par (2.3.1) est stationnaire du second ordre et

ergodique.

H2 : Le processus GARCH {e;} donné par (2.3.1) a ses moments d’ordre 4 finis et l'on a

t—o00

t
) 1
lim sup n kz_gsi < 00, P.S. (3.2.9)

H3 : 1l existe K > 0 tel que hy < K, p.s.
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H4 : Le filtre 1 — B(L) est stable et l'on a

Re [(1 = B(e*) " — 1| >0, Yw e |-, .

2

La condition de positivité de la partie réelle H4 est équivalente & la suivante

H'4 : Le filtre 1 — B(L) est stable et 'on a

1B(€™)] < 1,Vw € |-, 7[.

Cette condition est plus facile a vérifier (voir Ljung, 1977 pour d’autres discussions).

Pour le modele GARCH (1,1) avec filtre 1 — S(L) stable, la condition 4 est toujours

vérifiée, i.e. H4 est vérifiée pourvu que le modele soit stationnaire au second ordre.

Sous les hypotheéses précédentes nous pouvons montrer le théoréme suivant qui montre

la convergence presque stire des estimateurs.

Théoréme 3.2.1 (Aknouche Guerbyenne, 2006b)

Les estimateurs 2S-PLR gt et gt convergent presque sdrement vers 0%, dans le sens

sutvant
i)
1/~ * s (7 * p.s.
;(et—e) Rt<9t—6) LAY
t
1 = 2 p.s.
n <19k — vk> — 0, lorsque t — oo,
k=1
et

i)

9, - 9*)'1% (B —07) 20,

S
/N

t

| =

B
Il

1

Preuve Voir appendice du chapitre.

lorsque t — o0,

lorsque t — o0,

> 2 S.
<19k — vk> LN 0, lorsque t — oo.

(3.2.10a)

(3.2.10b)

(3.2.11a)

(3.2.11b)
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Les conclusions du théoréme précédent n’impliquent pas directement que les estimateurs

sont convergents. Cependant si nous rajoutons I’hypothese suivante
Hb5 : Les matrices limites

t

R = tligo% P Ph (3.2.12a)
k=1
et
~ Dol e
R = tlggogg(wk@k-l) PP (3.2.12b)

existent, alors on a le corollaire suivant.

Corollaire 2.3.1

Sous les hypothéses H1 — H5 on a

et - Q*a

- .S.
9, 2= 0%,

lorsque t — oo.

Preuve Nous ométons la preuve qui est tout a fait similaire a celles de Solo (1979) et de

Ljung et Soderstrom (1983). W

L’hypothése H3 selon laquelle la variance conditionnelle est bornée semble trées retric-
tive puisqu’elle exclut une large gamme de processus, tels que les processus gaussiens. En
revanche, H3 n’est pas nécessaire pour le théoréme et peut étre omise. Nous ’avons donnée

seulement pour simplifier la preuve.

3.3 Algorithme d’erreur de prédiction récursive en deux

étapes

Alors que 'algorithme 25-P LR donne des estimateurs convergents presque stirement sans
avoir besoin de controler les estimations, il a deux limites majeures, & savoir : la convergence

sous ’hypothése de positivité de la partie réelle et I'inefficacité asymptotique. En effet, Ljung
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and Soderstrom (1983, p. 231) ont montré sur un contre exemple, sans donner la distribution
asymptotique, que l'estimateur PLR n’est pas asymptotiquement efficace. Pour remédier a
ces inconvénients nous proposons (voir aussi Ljung 1977a dans le cas de modeéles linéaires)
de remplacer les pseudo régresseurs ¢, et p,, dans (3.2.8) par les vecteurs 17% et @t obtenus a

travers un filtre linéaire que nous expliciterons plus bas. Cela conduit a une procédure dont

I’essence est similaired la méthode bien connue du maximum de vraisemblance récursive
(Recursive Maximum Likelihood RM L, voir Ljung, 1977a).

Avons d’exposer notre algorithme, nous montrons d’abord comment calculer 'erreur de
prévision sous forme récursive. La prédiction de &2 basée sur I'information disponible a

I'instant ¢ — 1 est donnée par
2(0) =¢e? —v,(0), teZ, (3.3.1)

ol vy (A) est la fonction erreur de prédiction qui peut étre évaluée récursivement en termes
dee? ,,i=1,..,qet v,_;(0), j =1,...,p, & partir de I'’équation aux différences stochastique

suivante

q p
w() = —ao— Y el + Y B, (e1; —v(0), t €L (3.3.2)
i=1 j=1

Puisque l'effet des valeurs initiales de (3.3.2) n’est pas persistant pour un modeéle causal,
on peut les fixer arbitrairement sans affecter les prévisions (voir par exemple Francq and
Zakoian, 2004 pour la fixation des valeurs initiales). En combinant (3.3.1) et (3.3.2), €:(0)
peut étre écrite sous la forme
p q
0= BE_0) a0+ Y e, t>1, (3.3.3)
j=1 i=1

ou les valeurs de démarrage sont fixées.

Dérivons les deux membres de (3.3.3) par rapport a 6 et posons

=0
wt (9> — 80/ I

avec
g (0) =~ 2

— g
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nous obtenons
=) B (0) = ¢,(0), (3.34)
s=1

ou

0(0) = (1,671, 67 9.6 _gr €1y —vi-1(0), ..., €7, — vi—p(0))".

Pour évaluer (3.3.4) nous approximons le gradient t,(0) par les estimations ¢, et QAﬁt obtenues

en remplacant respectivement 6 par 5,5 et 5,, Ce qui donne

(t-1)~ ~
}jﬁ Vs = Pr » (3.3.5a)

et

N -~

=Y By iy =y (3.3.5b)
s=1

En utilisant les notations précédentes nous pouvons construire l'algorithme RP FE-type en

deux étapes suivant (voir Ljung et Soderstrom 1983, p. 26 pour la formulation).
Algorithm 3.3.1 (Aknouche et Guerbyenne, 20060)

L’algorithme du RPFE en deux étapes pour l’estimation d’un modéle GARCH est donné

par
( /\/9
( 51525,52—@;91&71, U = & — PVi-1, o
~ o~ _ ~ o~ P, D, ~
- Bda s 0, =B, 1+ s G, o,
0y =01 + = ,0_1=0, =7 A’ﬁ
L+ P 1% @it +¢t 1y
. -~ A~ ~
~ o~ P, P, ~ ) ~ o~ P, P, ~
HZB&-JﬁE&L{Rrﬂﬂ' Pi=PF - tW%tlA,%zML
. b7 U Pty (@tet,l) + 0Py
b =3 By v + ()~
\K t Z b fmkt QOtJrl J thrl - Z Bk wt k+1 + ¢t+17

remiére étape ~
P P seconde étape

(3.3.6)

ot @, et P, sont les estimations du regresseur p,, obtenues de (3.2.46) lorsqu’on remplace

Vg par Et et @t respectivement.
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Concernant la convergence des estimateurs fournis par I’algorithme 3.3.1, on note qu’en

utilisant zzt et lAﬁt a la place de @, et §,, respectivement, la convergence presque sire des
estimateurs 25-RPFE est assuré de la méme maniére que celle dans le théoréme 3.3.1 mais
en considérant 'hypothése H7 (voir ci-dessous) a la place de H4. Cependant le présent
algorithme doit étre controlé pour assurer que l'estimation courante ne sorte de la région de

stabilité. Considérons les hypothéses suivantes :

H6 : On suppose que 'algorithme (3.3.6) inclut une procédure de projection permettant de

garder 5,5 et /Q\t dans la région de stabilité.

HT:

Re {(1 — B(e™) M1 - B(t_l)(eiw)) — ﬂ >0 VYw € |—m, 7

(t=1)

Re {(1 — BN N1 =B (™) - ﬂ >0 Vw € |—m, 7[.

Les derniéres hypothéses sont vérifiées une fois que 1 — 3(L) est stable, ou
~ () Ca )
BUL) = > B L,
j=1

~(t) SNOI
B = > B I
j=1

En plus de la convergence presque siire, nous pouvons garantir la normalité asymptotique

des estimateurs 25-RPFE sous 'hypothése additionnelle suivante
HS8 : Tl existe K* > 0 tel que |e?] < K* p.s.

Alors nous avons le résultat suivant
Théoréme 3.3.2 (Aknouche et Guerbyenne, 2006b)

Sous les hypothéses H1 — H3 et H5 — HS, on a

1'72(0: = 0°) = N (0.4 E (o(07)44(0"))} ' E ($(07)0(07)5) {E (o(67)4(67)13-3))

20— 07) = N (0, Var () {E (val6")0(6%)h” (67)} ) (338)
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o Lo g :
ou "—" désigne la convergence en loi.

Preuve Voir appendice du chapitre.

3.4 Simulation

Dans le tableau 3.4.1 nous évaluons la performance des algorithmes 2S5-PLR et 25-RM L,
en se basant sur des données simulées, générées d’'un modele GARCH (1,1) gaussien avec

parametres
(Oé[], o, B1> = (3, 05, 8)

Nous considérons 1000 réplications de Monte Carlo avec valeurs de démarrage fixées a

Bo = BU:<8)

_ N 1 00

Py = F,=100000 0 1 O

0 01
~(PL ~(PL ~(PL) ~(RM ~(RM ~(RM)

Data length a(() ) ag ) oA a(() ) ag ) )

80 3371 .0622 .8541 .3445 .0653 .8465
(.0925) (.0081) (.1028) (.1079) (.0091) (.0912)
300 3213 .0588 .8341 .3208 .0547 .8265
(.0649) (.0066) (.0897) (.0592) (.0063) (.0714)
600 .3105 .0518 .8241 .3086 .0509 .8165
(.0417) (.0047) (.0718) (.0491) (.0043) (.0676)

Tableau 3.4.1

Pour des séries chronologiques de petite taille, nous observons que les estimateurs 25-PLR
et 25-RM L sont plus ou moins acceptables et que le 25-PLR donne de meilleurs résultats.
Cependant pour des séries modérées ’algorithme 2S5-RM L est meilleur que son homologue.
Notons également que I’algorithme doit étre contrélé pour ne pas avoir des valeurs négatives
dans les estimations. Dans le cas GARCH ces valeurs négatives sont plus présentes. Nous

avons appliqué la procédure de projection de Ljung and Soderstrom (1983, p. 367).
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3.5 Appendice : Preuves des théorémes

3.5.1 Preuve du théoréme 3.2.1

Preuve de la partie i)

Réecrivons la deuxiéme et la troisieme équation du systéme (3.2.6)

0, = 01+ R'3,0, (3.5.1a)

R, = R1+3,3, (3.5.1b)

et soit f; = 0, — 6*, alors (3.5.1) peut s’écrire comme

91‘, == 91/71 -+ E;lgbt?){t (3520,)

o ~~1

R, = R_1+@3 (3.5.20)

Sachant que via le lemme d’inversion matricielle (cf, Lemme 2.3.1), on a

~_ 1~

t Pt -1 ~
—— == = R, (3.5.2¢)
1- ‘P;Rt 19015

et que

191% - 6? - @;féta
= 5152 - SNOQHt—l - ‘;NO;E t_lgzt;gta
= (1- @R '®)0,

alors (3.5.2a) devient
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maintenant (3.5.2) peut s’écrire comme suit

0, = 0,1+ R L3,0,
R, = R+ R
multiplions (3.5.3a) a gauche par R;_; alors on trouve
Ry 10p = Ry 10,1 + @tﬁt,
Dans le membre gauche de (3.5.4), utilisons (3.5.3b), alors (3.5.4) devient
Rib, — 3,8,0, = Ri_10,_1 + B,

multiplions maintenant (3.5.5), & gauche par 0,

0,140, = 0, B2+ 0,,0: + (0,2,)°,

utilisons (3.5.3a) dans le premier terme du membre droit de (3.5.6), cela donne

O.R0, =0, Ry 10, 1 + 5,0, 19; + 0,5,0; + (0,3,)°

(3.5.3a)

(3.5.3D)

(3.5.4)

(3.5.5)

(3.5.6)

(3.5.7)

En remplacant la valeur de 6,_; de (3.5.3a) dans le second terme du membre droit de (3.5.7),

alors on trouve
~I7 T ~I =1 ~ ~2 -~ — 2
T, = Tia+ @00 — 9 R 00, + 0,0,9: + (0,9,)
—y S~ 32 — ~
= Tiq+ 290;9151915 - @;Rt—1190t19t + (et%)Q
ou T, = 0, R,0,. Notons que (3.5.8) peut s’écrire comme suit

=~ 1= S~ 2
T, = Ti1+20,0:,(0; + 590;90 — O, R 9,0,

P, 1= - IS~
= Ty +28,0:(0; — v + 590290 + 2,0,v: — B, R, 9,0

d’ou

o L~ ~2
T, = Ti1 — 2a:b; + 29,040 — @;Rt—lﬂptﬁt,

(3.5.8)

(3.5.9)
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ou
a = —pyb;, (3.5.10a)
~ 1

bt = 19,5 — Vs + 5&2515, (3510b)

Exploitons (3.5.2a) dans le 3éme terme du membre droit de (3.5.9), ce qui donne
- e 2
T, = Tiy — 2asby + 25,0, v, + 28R, 000 — B R0,
ou encore
~17 ~ D1~ [~ ~I Bel~ 2~ 1~ 32
Ty = Tyo1 = 2aiby + 20401100 + 20, Ry 9y (00 — ve)vy + 20, Ry vy — G110, (3.5.11a)

puisque le dernier terme du second memebre de (3.5.11a) est positif, alors on en déduit la

relation suivante
Tt S E_l — 2a/tbt + 2&25,5_1?}15 + 2@; ~t_1¢t(;l7t - 'Ut)Ut + 2&; ~1:_1¢tvt2 (35116)

Sachant que les quantités : 3y, Et, 0, 1 et T, —v; = &;gt,l — ¢,0" sont F;_;-mesurables, que

E(v/Fi—1) = 0 et enfin que
E(}/F1) = (E(U?) - 1) hy = K.hy,

(K = E(n}) — 1 > 0 par Cauchy Schwartz), donc en prenant 1'espérance conditionnelle de

(3.5.11b) par rapport & F;_1, on trouve

E(Ty + 2a:by ) Fio1) < Tiq + 2‘70:5975—1E(Ut/~7:t—1) + 2&;]3%_1@(@ — ) X
E(ve/For) + 28, R G E (0} ) Fia)
= T, +2KhG,R ', (3.5.12)

t—1
Rajoutons aux deux membres de (3.5.12) la quantité 2 ) axby, pour trouver
k=1

t t—1
E <Tt +2) akbk/]-"t1> <Tia+2) aby + 2Kh@R'G, (3.5.13)

k=1 k=1
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~ t
Posons T, = % (Tt +23° akbk) alors on peut réecrire (3.5.13) comme suit
k=1

E(1T,/Fir) < (t= )T,y + 2K B,

ou encore

~ ~ 1~ 2Khy _, ~ .
E (Tt/ft_l) < Ty — ST+ ——BR B (3.5.14)

On rappelle maintenant le théoréme de Robbins et Siegmund (1971) que nous allons appliquer
(sous certaines hypotheses) a (3.5.14).
Lemme 3.5.1 (Robbins et Siegmund, 1971)

Soit {T}}, {aw41}, {B41} trois suites de variables aléatoires non négatives, adaptées a

une une filtration {F;}, telles que

E(Ty/Fia) STy + i — By,

et
Zat < 00,
t=1
alors
T, — T p.s.
et
Zﬁt < 00.
t=1
Pour pouvoir appliquer ce théoréme sur (3.5.14) avec
2Khy o~ 1+
Gt = : ;Rt ' ts
t
et
1~
6t - ZT;S—M

montrons d’abord que

T, >0, Vi, (3.5.15a)
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(la quantité

t
Z agbr > 0,
k=1
et que

hi ~, =
ZKZ LR, < oo,

Or d’apres (3.5.10) (i.e. la définition de a; et b;) on a :
by = 5,5 — v — 1/2ay,
Par ailleurs
Uy —v = =30, — 2+ oo,
= of" — G0+ G0 — 50",
= —@ibi+ (o, — G0,
=~ + (& — &) A",

= _Sptgt"i_ZB ﬁt —j — Ut— j)

= —g0, + B(L)(Et — V),

hS]

ou (L) = Z B;L7. Ainsi, (3.5.17) peut se mettre comme suit
Ji

(D —w) = —(1=B(L) ",
= (1-B(L) " a
en combinant entre (3.5.16) et (3.5.18), on obtient

b = (1=B(L)" —1/2)a,
= H(L)a

t@;ﬁt_ 17, est d’emblée positive) qui est vraie dés que

(3.5.15b)

(3.5.15¢)

(3.5.16)

(3.5.17)

(3.5.184)

(3.5.18b)

(3.5.19a)
(3.5.19a)

(3.5.19¢)
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Enfin, pour montrer (3.5.15b) on a

Zakbk = Zak <Z HSLS> ag, (3520)

k=1 k=1

k=1 s=0
1 [ i
iwk w
= — age H(e™)dw
27r_7r —
1 [l i
iwk w
= — axe Re (H(e™)) dw
27r77r —
1] ’
> A— Zakei“k dw
2 i
t
Ay
k=1
ou
— 3 _ w\\—1
A= _ngnjg [Re(1 — B(e™)) 1/2]. (3.5.21a)
Donc sous I'hypothése que
Re(1 — p(e™)) ' —=1/2>0, (3.5.21b)

on a (3.5.15b) et par 1a méme (3.5.15a).

Pour montrer (3.5.15¢), utilisons H3, c’est & dire le fait que la variance conditionnelle h;

soit bornée presque stirement et (3.5.15¢) est vérifiée dés que

o

1, =1~
;cp; 1oL < oo (3.5.22)
=1
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Par ailleurs, on a

~! —1~1
Pty Py

= # (B eotZusotn

et comme par le lemme d’inversion matricielle, on a également

1

1 - R o,

donc (3.5.2¢) devient

Ainsi nous avons

[e.e]

t=1

Z)B;th SOt

=1+ @tR t_fll&tu

- Y E () 8, Znsotn

t=1

o0

= Ry ‘Pt ZH%H

t=1

00 5—1 ~1

~1 5 ¥
= PR — ZH%&H

~/ 1 ~1
t=1 Rt l tt

(3.5.23)
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< Z L RND Z”@t“
t=1
or (B R B 7 Zrmn

I
1M

= S (FEARL) Znsatn
t=1

[
NE

o (o= Fo) BB %Z 7

t

1

[
WE

¢
~ ~ 1 ~ 12
tr (Rt—ll — R, 1> n Z Al
k=1

“
I
—

Puisque
Ztr (Et:ll - Et_1> = tr(ﬁgl) —tr(RZY) < oo,
t=1

et que par hypothése, on a

. L~ 2
t@msungﬂgp]ﬁﬂ < 00, (3.5.24)

par conséquent, on obtient
[e'e) 1 ~
Z Z% t Pr < 0.

Ce qui prouve complétement la premiére tranche du théoréme. Notons que ’hypotése (3.5.24)

peut étre remplacée par une autre plus simple

Lemme 3.5.2 Si

. BN
lim SUp — Zsi < 00, (3.5.25)

t—o00
alors

t
) 1 ~ 12
tlgéosup;;!lsotl\ < o0.
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Preuve : Il suffit de montrer que (3.5.25) entraine nécessairement
1 o ~2
t@wsupggﬁk < 00, (3.5.26)

Pour ce faire, multiplions 1’équation (3.5.1a) par }Nzt,
Et,ét = étfét_l + &2@, (3527)

multiplions encore (3.5.27) par 5;, ce qui donne

~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
0,R.0, = 0,R0; 1+ et@;%a
~ ~ o, \~~ ~ __,
= <9t_1 + R;1¢;Ut> Ry 1 + etSO:tUtv
~ ~ o~ s — ~ __, _
= 0, \RiOi1 + 50,10, + 0,0,0y,
~1

~ ) ~ — o~ — N,~ —
= 0,4 (Rt,l + @2802) 011 + G010 + 0,501,

r o~ o~ o~ 2 o~ ) =4
= Ht_lRt,let,l + (@;9,5,1) + 2@;9,571’1}15 + 90; Rt 1@;@;2, (3528)

Sachant que 7,0, , = €2 — ¥, alors (3.5.28) devient

~ o~ ~ ~ ~_ 1

/ =~ ¢ ~ ~ -~ o~ ~
QthQt = etilRt_let_l + 5? + @;2 — 25?7)15 + 2@0;915_11& + QO; ¢ 9075,1\1;2

/ = - ~ - —~ —~ ~ -~ ~
= Qt_lRt—lgt—l + 5? + /1\);2 — 2(@21%_1 + Ut)vt —+ 2@;0,5_11)75

+ &, R0

/ = = ~ N_ ~
= 0, R 10,1+ 5? - @;2 (1 - 90; ; 190;) (3.5.29)
Par sommation des membres de (3.5.29) pour £ =1 & ¢, on trouve

t t
GRA = GoRobo+ > et~ % (1-BE%.).
k=1 k=1
Y t t ’52
= 90R090+Z€i—z K

p = 1-7.R o,
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D’ou

t ~2

Vs

1 i 1~ ~ ~ 1~ ~ ~
o =2 e + “OoRofo — 26, Rif. (3.5.30)
k=1~ ¥t

Pt k=1

S

-1
t

Ainsi, d’apres (3.5.30), il est clair que (3.5.25) entraine que

t ~2
1 Uy
lim sup — — = < %0,
oo — L — ¢ Ry

— = >V
1 -3, R o,

ce qui implique (3.5.26) et par 1a méme que

q p » 2
g+ it (ei_j - ﬁk_j) ] < 00, (3.5.31)
i=1 j=1

t
. 1

qui n’est rien d’autre que (3.5.24). D’apreés ce qui précede, il est possible d’appliquer le
théoreme de Robbins et Sigmund (1971), donc il existe une variable aléatoire non négative T

- t
tel que Ty — T p.s. quand t — oo et que l;l %Tt < 00 p.s. Cette derniére condition implique

quef: 0 ps. B

Preuve de la partie ii)

Démontrons maintenant de la méme maniére la seconde tranche du Théoréme 3.2.1.
Reéecrivons la cinquieme et la sixiéme équations de (3.2.6)
~ ~ __2 1~
0, = 0,1+h, R 'Q, (3.5.32a)
__2/\ ~
Rt = Rt—l + ht PPt (3532b)

N ~1]
ou hy = ¢,0;_1, et posons

Et :b\t —(9*,
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alors (3.5.32) peut s’écrire comme

0, = Oy +h, R3,0 (3.5.33)

_72/\ ~
Rt = Rt,1 -+ h‘t (Yoneon (3533b)
Sachant que via le lemme d’inversion matricielle (cf, Lemme 2.3.1), on a

R 'P,
—2

i~ :E;2Rt_—11®tv (3.5.33¢)
hy — Ry,

et que

2 ~7
vy = 5t_<)0t0t7

PPN

~ —2 .
= 5? — P01 — hy P Ryp,

2. o1~ \~
= (1 —h, o Ry 1%) Ut
alors (3.5.33a) devient

1~
= = 19
Qt = 0,5—1 + - ! Spt !

ht - @thlat

= _72 _ ~ ~
= et—l + ht Rt_llgptﬁt

maintenant (3.5.33) peut s’écrire comme suit

0, = 01 +h, R7\3,0, (3.5.34a)

R = Rii+30 (3.5.34b)

multiplions (3.5.34a) a gauche par R;_; alors on trouve

= = —2
Rt_let = Rt_let_l + ht (;Dt/ﬁt' (3535)

Dans le membre gauche de (3.5.35), utilisons (3.5.34b), alors (3.5.35) devient

Rtet - h’t gotgo,ﬂt = Rt—let—l + h‘t Sptﬁta (3536)
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o1
multiplions maintenant (3.5.36), & gauche par 5;
=/ = =/ = __2://\ o~ ——9 :IA 9
QthGt = Qth_let_l + ht Qttptﬁt + ht (thot) s (3537)
utilisons (3.5.34a) dans le premier terme du membre de droite de (3.5.37), cela donne
=/ = =/ = —2 = ~ ——o= —2 = __ 9
QthQt = Qt_lRt—let—l + ht @tet_lﬁt + ht Qt(pt/ﬁt + ht (et@t) (3538)

En remplacant la valeur de gt,l de (3.5.34a) dans le second terme du membre de droite de
(3.5.38), alors on trouve

— —2_ = —4_ IR RPN ~2 —2 =~ ——92 :/A
Ty = Tia+h 900 —hy @, t—llSOtﬁt +hy 9040 + Ny (@%)2

—2 = —4 1. ~2 ——92 :/A
T,—1+2h, 09, —h, @thleOtﬁt + hy (9t€0t)2

(3.5.39)
— =/ =
ou Ty = 0,R0;. Notons que (3.5.39) peut s’écrire comme suit
— — —2 = ]_A = —d_ 1~ ~2
T, = Ti1+2h, 2,0,(0 + 5%97&) —hy @R, 9,0,
R —2 = 1/\ = —2 = —d_ 1~ ~2
= Ty 1+2h @tet(ﬁt — U+ i@tet) +2h, p,0vr — hy PR 9,0,
d’ot
S — — 9 - —92 = A g2
Ty =T 1 —2h, aby +2h, P00 —h, O,R, ,0,9,, (3.5.40)
ol
a = —3,0,, (3.5.41a)
— ~ 1 ~ =
bt = ﬁt — Vs + 5301?015‘ (3541b)

Exploitons (3.5.33a) dans le 3¢me terme du membre de droite de (3.5.40), ce qui donne

S — —2 - —2_ = — 2 4 ——d 2
Ty=T,1—2h; a;by +2h, p0;_1v +2h, PR, 1§0tvtvt —hy ¥ t—1190t19t
ou encore

S —2_ - —2_ = 2 i
T, =T,y —2h, @b, +2h, 0,0,_1v, + 2h, P, R, (0, — vy)vy

(3.5.42a)
ok, "B R\t — Ty B, RN BD,
+ 20y Pl PL7 t Peiti 1PV
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puisque le dernier terme du second memebre de (3.5.42a) est positif, alors on en déduit la

relation suivante
= _ —2_ T  T-2.Z T2 i e DU
Ty <Ty 1 —2h, ab + 2R, 3,0, 1v: + 2k, Q,R;,(0y — v)vy + 2h, B, R;'Q,v? (3.5.42b)

Sachant que les quantités : hy, B;, Ry, 0,1 et T, — v, = ’gbt@t_l — 0" sont F;_1-mesurables,

que E(vi/F;—1) = 0 et enfin que
E(U?/ftfl) = (E(T]?) — 1) ht = Kht,

(K = E(n}) — 1> 0), donc en prenant 1’espérance conditionnelle de (3.5.42b) par rapport &

Fi_1, on trouve

E(T 4+ 2h, “aby/Fi—1) < Ty1+2h, 0,0, 1 E(v/Fi1) +
T2~ o1~ —2 4
2h, PR B0y — v E(ve ) Fia) + 2hy PRy E (07 [ Fimq) (3.5.43)
— __2 ~ RPN

=1,
Rajoutons aux deux membres de (3.5.43) la quantité 2 > h, 26kbk, pour trouver
k=1

t t—1
E (Tt +23 Ry @b /J—“t1> ST +23 Iy aiby + 2K0, hG,R'G,  (3.5.44)
k=1

k=1

= J— t [ —
Posons Ty = 1 (Tt +2> h, Qakbk> alors on peut réecrire (3.5.44) comme suit
k=1

E (ti /fH) < (t = 1)Tos + 2K, hi,R\G,,

ou encore

E (Tt/]:t—1> <T; - ZTt_l + 2t 1Kht hip Ry, (3.5.45)

pour appliquer a nouveau le théoréme de Robbins et Siegmund (1971), il suffit de montrer,

comme pour la premiére tranche, que

%tz()a
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et que

Zt_lKﬁfzht@ ;B < 00,
t=1

ou encore que

hy, apby > 0, (3.5.46a)

et

ST, B R, < . (3.5.46b)

t=1

Pour établir (3.5.46a), remarquons que d’aprés (3.5.41) (i.e. la définition de @; et b;) et

suivant la méme démarche que (3.5.6)-(3.5.18), on peut facilement montrer que

b = ((1-B(L)" —1/2)a, (3.5.47a)
~ H(L)a (3.5.47b)
= (Z H8L8> a (3.5.47¢)

s=1
Par ailleurs, on a
t ) t _
E; akl_)k = ikl;k,
k=1 k=1

.= _71_ = _71_
ou ay = hy ay, by = hy by et

by = H(L)Gy. (3.5.48)

D’apres (3.5.47)-(3.5.48) et de la méme fagon que pour les équations (3.5.20), on a
t t
k=1 k=1

t
= A n@
k=1
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ol A est donné par (3.5.21a), ce qui montre que (3.5.46) est vraie dés que I'hypothese (3.5.21b)

est vérifiée.

Montrons maintenant (3.5.46b). D’abord nous avons

¢

~ 1\ 2 ~ —2

P (B) Wtzhk loell® (3.5.49)
k=1

et comme par le lemme d’inversion matricielle, on a

Ainsi nous avons

ST,
t=1

t R§1@t=

—1 A~

t—1%Pt
_2 ~ 71 ~ M
hy + @Ry,

o} t

—2 _ 1~ _ -2~ 12
th PRIR, (t ' hie (@l ) )
t=1

k=1

> ~ _ Rij@ _ —2 |~ 12
Z%Rtl = _tl/\ (t lzhk 1@l | 5

t
_2 ~
t=1 hy +9.R, 1%, k=1
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t
_ T2 |~
< th PRI R P, (t 1th HS%H2>7
k=1
- —2_ 1~
= Ztr (ht gptR t1180t) (t 1th 184l >
t=1
00 . t 9
= Y tr (ht @t@thlR;_ﬂ) (t_lzhk II@IIZ)
t=1 k=1
= Ztr ((Rt_Rtfl)RglRt 1 (t lzh 124 )
t=1
%) t ——9
= > tr(R - R (t‘lzhk IIsAokIIz)
t=1 k=1
Donc si on montre que

t
tlim supt* ZE;Q |3, < 0o en probabilité (3.5.50)
k=1

alors puisque,

Ztr (R — R =tr(Ry") — tr(RY)) < oo,

on en déduit que (3.5.46b) est vraie. Montrons maintenant que 1’hypothése

li babilité
tl)rglosup ; 5 < 00, en probabilite,

entraine (3.5.50). Nous avons d’abord besoin de montrer ceci

Lemme 3.5.3 : Si

. I~
lim sup Z h,%el < o0, (3.5.51a)

t— o0
alors

t
. 1 T2
lim sup E h,, e} < oc. (3.5.51b)

t—o00
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1 & —
Preuve : 11 suffit de montrer que " > <hk2 — h,f) et = 0y(1), i.e.
k=1

t

((6h0)72 = @0 1) ) et = 0,(1). (3.5.52)

k=1

~+ | =

En vertu du théoréme de la valeur moyenne qui s’énonce comme suit : pour z,y > 0, on a
—2 -2 -3
ey =20z —y),

ol

O<c<a*(l+ay?),

on peut réécrire le membre de droite de (3.5.52) comme suit

t

5 = Y (68 - ) ) el

k=1 k=1

[y

¢
= ot} c,;3 (@;6’;6_1 — @20") €1

k=1
ou
~ -1
0 < < (P8 {1 o0 (@ek_l> } . (3.5.53)
Par ailleurs, remarquons que :
Tl — 0| = [Fl — B+ 70— o],
< [ 0] + @ - w0 O
—> 0
k—o0

qui est une conséquence directe de la premiére tranche du théoréme. Cela entraine d’une

part que

(90;@9*)71 @25,6_1 < C p.s.
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ce qui implique que

3 ~ -17°
@ < (g0 {Hw?ﬂ* (@2%—1) } :

3

~ -1
< (@) i el (7)) |
<

et d’autre part d’aprés le lemme de Toeplitz, on a
t

S < 27 Y G0 RO — il
k=1

£

e

t
< 207ty ‘@251@—1 — 0"
k=1

¢ N ) ¢ 1/2
< 20" (t‘lz RS )(t‘{jsﬁ)]
k=1 k=1
éo
t—oo

pourvu que F () < oo. Ce qui achéve la preuve du Lemme 3.5.3. B

Il reste maintenant & montrer que (3.5.51b) entraine que

t—00

. 1 22
lim_sup ;hk 0, < 0. (3.5.54)

Pour cela, multiplions 1’équation (3.5.32a) par R,

Rt/ét - Rt/e\t—l -+ Et_Qatij\t, (3555)
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multiplions encore (3.5.55) par /9\;, ce qui donne

~N ~ ——o~

QthQt = Qthet_l + ht thﬁtvt

~ —2_ 1~~\ 53 2
= (6’t_1+ht R, cptvt) R0 1+ h, 0,p,0;

2

= 0, Ri01+ Dy 00,10 + by 0,0,0; (3.5.56)
~ 2=\ 5 T2 s 2
= 0,4 (RH + hy SDtSOt) Oi—1+ hy 9010 + by 0,0,0;

~

~ —2 /> \2 2 A g
= 0, R 101+ 1Dy (goth,l) +2h, @01 T + by B R;P0;
Sachant que @t@_l = & — 1y, alors la derni¢re équation de (3.5.56) devient

N~ -~ —2 —2_ — 2

HthQt = etilRtfletfl + ht 5;1 + ht 'Utz — 2h’t €t2'Ut
—20 ~ . DL N

+2hy P01 + by PRy 19015“1:2

~ ~ —2 =2 —2 o~
=0, 1 Ri10i1 + hy el + 07 — 2Ry (Byi—1 + 0T,
T2 T—d 1
+2h, 0110+ hy PR P07
~ -~ —2 =2 2 i
— 0, Ry 10, 1+ N, ct—h, 0 (1 ~ R, 3,R; 1%) (3.5.57)

Par sommation des membres de (3.5.57) pour k =1 & ¢, on trouve

t t
o s ——2 2 T2 o 1
0RO, = OgRobo+ > hy et = By 0} (1 . %Rklgpk)
k=1 k=1

o . t L t 57252
= OgRoflo+ > Iy cp— Y ——4—* —
k=1 1 L — hy PR 9y
D’ou
1 ! E;Qbi 1 i —2 4 1~  ~ 1~ ~
S = ) Iy e+ B Roflo — 0, Rif, (3.5.58)
1 1 — hy PRy k=1

Ainsi, d’aprés (3.5.58), il est clair que (3.5.51b) entraine que

t =272

hy, Uy,

——9 _ DR
b L 1—hy, 0.R. "%y,

< 00, en probabilité
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et comme E,:Q@;CR?@,C < 1, presque strement (voir Solo, 1979, appendix), on a donc

h, 0 g~
__SA, k 1~ Z hk: 219;
L— Ny, OB, 0y

ce qui implique (3.5.54) et par la méme que

t q P
. 1 -2 -2 —2 ~ 2 _
tﬁn@ sup — Z hy, q+ Z Ry eh_; + Z hy, <5i_]~ - ﬁk_j> ] < 00 en probabilité

k=1 i=1 j=1
(3.5.59)
compte tenu de '’hypothése H3 qui entraine que
1< ——2
th;nw sup - Z h;,~ < oo en probabilité (3.5.60)

k=1

Notons que (3.5.59) n’est rien d’autre que (3.5.50).

D’aprés ce qui précede, il est possible d’appliquer le théoreme de Robbins et Siegmund

(1971), donc il existe une variable aléatoire positive T tel que %t — T p.s. quand t — 0o et

t pr— p—
que > %T ¢ < 00 p.s. Cette derniére condition implique que 7'=0 p.s. &
k=1

3.5.2 Preuve du Théoréme 3.3.2

La preuve des résultats (3.3.7) et (5.3.8) peut étre faite a 1’aide de techniques similaires
a celles utilisées pour d’autres algorithmes donnés dans Solo (1981), Ljung and Séderstrém
(1983, Appendix 4.B) ou Aknouche (2006). Donc nous donnons seulement les grandes lignes
de la démonstration de (3.3.8) tant la preuve de (3.5.7) peut se faire de maniére similaire.

Par récursion descendante, on peut montrer qu’a partir des trois derniéres équations dans

I’algorithme 3.3.1 on a la relation suivante

(3.5.61)
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Maintenant nous analysons chaque terme de (3.5.61) que 1’on réecrit comme suit
1/27 L5 +—1/2 * 1/2 L -
120, = ( - R, Zzp 07—+t (TR e (3.5.62)
o)

ou

t t ~! —

. ~ ~ Op 14+ —v
wy = (@b — 1y, (0 )) % ¥ Rebo+ Y0, il i,~ U (3.5.63)
k=1 ( ;ﬁk) k=1 <gpk0k>
D’abord, nous avons a montrer que
1 . . 9* / 6*
"R E (%) lorsque t — o0. (3.5.64)
t (¢i0")
Or,
1 1~ Pidy
Ro= 1y e
t t ~1
k=1 (%ﬁk)
@k/\, RN 1 oo

)2 tk 1 (gpk k) (kaﬁ*)2

En utilisant H3 et H5, il est facile de montrer que le premier terme peut s’écrire comme suit

L~ 00 INGITAGSI (= (07) G
—_ — +_
t ; (,0%) ; (,07)? t ; (},07)?
4L t < >¢ @
t (SOk@*)z 7

4y (07) 05 (07)

! +o,(1)
= - 0,(1).
Tt

et par stationnarité et ergodicité du processus GARCH, on a

Vili pa. (wt ((9*)0%; (9*>)
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Donc (3.5.64) est établie pourvu que

1< 1 1 o
i JURNE 192 Yy, = 0p(1),
k=1 (%Hk) (%07)

ce qui peut étre obtenu facilement (voir Lemme 3.5.3) en utilisant le théoréme de la valeur
moyenne, ’hypothése H5 et le lemme de Toeplitz. Considérant le dernier terme dans le
second membre de (3.5.62), on peut facilement montrer sous H3 et H5 et suivant les mémes

étapes que celles dans Ljung and Soderstrom (1983, Lemmas 4.B1, 4.B4 and 4.B.6), que

1 ~ -1
t 1/2 (th> Wy = Op(l).

Finalement, pour obtenir (3.5.60), nous avons besoin de montrer la convergence en loi sui-

vante

gy =)

1/2Zw 9* — 1/2Z¢ )

e

(3.5.65)

ey ey
k:z (%Okek) TSR '

Dans cette derniére relation le dernier terme dans le membre de droite est "o0,(1)" (négligeable

en probabilité). En effet, d’apres le théoréme de la valeur moyenne, nous avons

1/2+5 1 w ((9*)1} _
; (wkek) )

t ~1
O — o.0° .
til/QHZ (—(pk i 3905 P (0 )y = S,

k=1 Xk
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1
pour un certain 0 tel que 0 < § < 1/2, ott — est borné en probabilité. Puisque sous H1—H5,
Xk

la moyenne E ||S,||* est finie, il s’ensuit d’apres I'inégalité de Tchebyshev que
018 = 0,(1),

et donc

t_(SSt = Op(l).

D’ou en vertu du théoréme central limite des martingales (cf, Hall and Heyde, 1980, Corol-
lary 3.2) qui est facilement applicable et des hypotheses d’ergodicité et de stationnarité du
processus GARCH on trouve

t‘”éwk (07) (%7;}%)2 =N (O’E (%ﬁ%z’mn?)) ’

ce qui achéve la preuve.
3.5.3 Quelques propriétés du lemme d’inversion matricelle

Soit R; une matrice définie par :

t
R = ) M&&
s

= Ri1+ MEEL

ou \; > 0, alors par application du Lemme 2.3.1, on a

R7Y = (R +M&E)™

L ROGERS
-1 — _ )
' /\t ! + S:&Rt—llgt

Ce qui implique que

MRLEEGRTE,

MR, = MRILE — TR e
t t-Yt— t

R,
N+ R,
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d’ou

&R,
N ERNE

MNERE,

< 1

Nous avons également d’apres le Lemme 2.3.1

Ot +ERAE) T = h (1L AGRDE)

et enfin
o= (Re- M8
_ g BOGGRS
N AR
d’ou
R—l
MR € = %
)\t _gth St
[ |

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, on a construit des algorithmes récursifs pour estimer des modeéles
GARCH sans avoir recours & ’hypothése par trop restrictive de normalité conditionnelle.
Les méthodes s’inspirent des méthodes en ligne existantes. Il s’agit d’extensions de la mé-
thode des moindres carrés récursifs, de la méthode de pseudo régression linéaire et de celle
du maximum de vraisemblance récursive.au cas de modeles GARC' H et qui donnent sous des
conditions tres générales des estimateurs consistents. Bien entendu, les méthodes proposées
peuvent également étre appliquées a des données hors ligne pour lesquelles elles garantissent
un bon controle des estimateurs afin qu’ils restent dans la région de stabilité et de positivité
Il est possible d’inclure une tendance ARM AX avec des erreurs GARC H. Ces algorithmes
sont adéquats pour des séries chronologiques en temps réel comme par exemple les séries
financiéres en temps continu pour lesquels les modéles GARCH en sont de bonnes approxi-

mations.



Chapitre 4

Modéles autorégressifs doubles
périodiques

4.1 Introduction

L’objectif principal de ce chapitre est ’étude des propriétés probabilistes de la classe des
modeles autorégressifs S-périodiques (d’ordre p constant) a erreurs ARC H(q) périodiques
que 'on note PAR— PARC Hg (p, q). Nous nous proposons, d’abord, de donner une nouvelle
formulation du modele PAR — PARC Hg (p,q) dans laquelle ’équation d’innovation est a
coefficients aléatoires périodiquement distribuées, dans le but de décrire de fagon parcimo-
nieuse cette caractéristique de la variance conditionnelle d’étre dépendante du temps. Le

modele proposé que nous nommerons AR double périodique (DPAR) est, d’un point de vue

64
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du second ordre, équivalent au modele PAR— PARC H obtenu dans Franses et Paap (2000),
en ce sens que, les deux modéles ont les mémes espérances et variances conditionelles. La
simplicité du modele proposé nous permet d’étudier aisément la propriété de stationnarité
périodique au sens strict et ’existence des moments d’ordres supérieurs. Le chapitre se com-
pose de cinqg sections. Dans la seconde section, nous donnons une autre formulation du modeéle
PAR — PARCHjs (p, q) sous la forme d’un modéle autorégressif double périodique a coeffi-
cients aléatoires moyennant certaines hypothéses. Dans la section suivante nous donnons une
représentation markovienne périodique a espace d’état d’'un modeéle PAR— PARC Hg (p, q).
Dans la section quatre, nous utiliserons cette représentation markovienne, & partir de laquelle
nous obtiendrons des conditions nécessaires et suffisantes de stationnarité périodique stricte
du modele PAR double. Dans la section cinq sera donnée une condition suffisante pour qu’un
modele PAR— PARC Hg (p, q) posséde des moments d’ordre supérieurs finis. Une conclusion

fera I'objet de la section six oul seront également soulignés quelques problémes ouverts.

4.2 Definitions et hypothéses

On dit qu'un processus du second ordre {y;, t € Z} posséde une représentation autoré-
gressive a erreurs conditionnellement hétéroscédastiques d’ordre p et ¢ et de période S, notée
PAR — PARCH3 (p,q), s’il est une solution d’une équation aux différences stochastique de

la forme

P
Yo = D GuYi—j + €t
j=1
er = VI, (4.2.1)
q
ht = E(S?/ ftfl) = Oét7[) + E Oétﬂ'&“%_i, t e Z,
=1

(2

ou {(,, t € Z} sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.)
de moyenne zero et de variance un et ot F; désigne la o—algebre représentant 'informa-
tion jusqu’au temps t. Le processus {e;, t € Z} est adapté a la filtration {F;, t € Z}. Les
parametres de la partie autorégressive et ceux de la partie hétéroscédastique ¢; and ay;
sont périodiques du temps de période S, i.e., ¢pipg; = @i 7 = 1,..;p and ayypsi = Qy,

i=0,..,q,00a¢0>0,04;,>0,9=1,...,q, Vt € Z.
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Sous des hypothéses adéquates données (A1-A5), le modele (4.3.1) peut étre représenté
de fagon équivalente, au sens du second ordre , sous la forme suivante d’un modéle AR double
périodique dans lequel ’équation d’innovation est & coefficients aléatoires périodiquenment

corrélés :

P

Ye= >, Y-+ (Equation d’observation),

=t (4.2.2)

et =er+ Y, 01t (Equation d’innovation) ,
=1

1=

ou les suites de variables aléatoires {e;} {y:} {e:} et celles des vecteurs aléatoires {J;}, ou

0t = (041, Os2, ..., 01)', sont asujettis a vérifier les hypothéses suivantes :

A1l : {e;} est une suite de variables alétoires indépendantes de moyenne zéro et de variance
S—périodique E (€?) = g, 01, il est & noter que o o est la méme constante que celle donnée

dans (4.2.1);

A2 : {4,} est une suite de vecteurs indépendants de moyenne le vecteur nul et de matrice de
variance covariance diagonale ¥, = diag (o1, 2, ..., Qe q), OU oy ;,j = 1,...,q sont tels que

donnés en (4.2.1);
A3 : les suites {e;} et {0;} sont mutuellement indépendantes;

A4 :{e;} et {0;} sont S-périodiquement distribués, i.e. la distribution de J, est la méme que

celle de d,, g, pour tout s € {1,...,S}, 7 € Z et ainsi, pour {e;};
A5 : y; et g, sont F,—mesurables.

Dans A2, I'ypothese selon laquelle la matrice de covariance >; est diagonale peut étre
relaxée & des matrices de covariances plus générales. Cela conduit a une formulation ARC H
périodique augmentée (notée ici par P — AARCH ), qui coincide pour S = 1 avec le modele
ARCH augmenté (AARCH) proposé par Bera et al. (1992). 11 est utile de noter que sous
I'hypothése de normalité conditionnelle i.e. si {e;} et {;} sont conjointement gaussiennes,
et {(;, t € Z} est normalement distribuée, alors les modeles (4.2.1) et (4.2.2) sont équiva-
lents aux ordres supérieurs, dans le sens ot ils ont les mémes moments conditionnels d’ordre
supérieurs. Cette condition n’est pas requise pour I’obtention des propriétés probabilistes du

modele (4.2.2) et peut donc étre omise. La spécification de I’équation d’innovation condition-
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nellement hétéroscédastique comme un modeéle autorégressif avec coefficients aléatoires a été
introduite d’abord par Tsay (1987) pour les modeles ARM A conditionnellement hétéroscé-
dastiques (CHARDM A), généralisé par Wong et Li (1997) au cas multivarié et étudié par Li
et al. (2001) pour des modeles AR partiellement non stationnaires a erreurs conditionnelle-
ment hétéroscédastiques. Une représentation similaire appliquée au modeles GARCH a été
proposée par Bera et al. (1996). Tous ces travaux se basent sur I’hypothése de la stationna-
rité stricte des coeflicients aléatoires alors que dans notre cas, les coefficients aléatoires sont
supposés périodiquement distribués. Dans le reste de ce chapitre, nous utilisons seulement la
seconde représentation qui est utile pour ’obtention des propriétés probabilistes du modele

(4.2.2).

4.2.1 Représentation Markovienne du modéle

Dans cette sous section nous réecrivons le modéle double PARg(p, ¢) donné par (4.2.2)
sous forme Markovienne, ce qui permettra d’étudier aisément la périodicité stricte, I'ergodi-
cité périodique et I'existence des moments d’ordres supérieurs. Réécrivons le modele (4.2.2)
comme suit

p q

Y= ¢tjytfj + > Orici—i + e,
=1 =1

. ! (4.2.3)

€=, 0i€t—i + e,
=1

(2

et définissons les (p + q) —vecteurs Y; = (Ys, ..., Yt—p+1, Et, -y Et—gt1)’ €1

By = (e, 0’(p71)xl, e, Ol(qfl)xl)/’ et la matrice A; de dimensions (p+ q) X (p + q)

?bt,l ¢t,2 s ¢t,p—1 ¢t,p 5t,1 5t,2 s 5t7q—1 5t7q
A, = Tp—1)x(p-1) Op—1)x1 Op—1)xq
0 011 Op2 .. 0pg-1  Org ’
o L(g—1)x(q-1) Og-1)x1

ol 0,,x1 est le vecteur nul d’ordre m.

Avec de telles notations, le modeéle (4.2.3) peut se mettre sous la forme espace d’état

Markovienne suivante

}/;g - At}/l-f—l + Bt7 (424)
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dans laquelle la matrice A; et le vecteur B; sont des variables.aléatoires de moments d’ordre

supérieurs S—périodiques en vertu de ’hypotheése A4.

Cette représentation Markovienne a été d’abord explorée par Nicholls et Quinn (1982)
pour des modeéles autorégressifs a coefficients aléatoires (RC'A), ensuite par Tsay (1987) et
Ling (1999) pour représenter les modeles CHARM A, Tong (1990) pour les modeéles ARCH
Ling et Deng (1993) pour les modeéles VAR a erreurs conditionnellement hétéroscédastiques
et par Bougerol et Picard (1992), Chen et An (1998) et Ling et McAleer (2002) pour les
modeles GARC H a coefficients constants. L’article de Li et al., (2002) contient une littérature

intensive sur le sujet.

4.3 Stationnarité périodique stricte
Il est facile de vérifier que 'unique solution, pour I'instant de départ s, de I’équation aux
différences stochastique (4.2.4) est donnée par
t—s—1
}/;5 - Bt + AtAt—lAt—2"' A5+2A5+1}/; —l— Z (AtAt—].At—Z"'At—j-i-l) Bt—j' (431)

j=1

En outre, le théoréme suivant donne une condition suffisante et une autre nécessaire pour

'existence d’une solution strictement périodique de (4.3.1) lorsque s — —oo.
Théoréme 4.3.1 (Aknouche et Guerbyenne, 2005)

Pour que le modéle D-PARgs(p,q) (4.2.2) admette une unique solution strictement pério-

dique, F;—mesurable de la forme

V=B +> [[A-iB (4.3.2)

il suffit que

p (ﬁE (A?EQ) <1, (4.3.3)
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et il faut que

1

)
| (T2

o B = (1,00, )1, 1,0(,_1),,)"

Preuve

i) Preuve de la condition suffisante. Posons P, ;_; = H Ai_iet Sim

J
Af?(%) z)) B =0,

-1

=0 =0

y
convention [[ A; =1 pour z > y. Alors on a

i=x

Yi = Sim + Rim,

ot Ry = [ Ar—iYi—m—1. Pour prouver (4.3.3) il suffit de montrer que
i=0

E (StmSi ) est finie lorsque m — oo,

pour tout t € {1,...,

Ay et Ay_; pour j # i (voir hypotheéses A1-A3) il vient que

vec [E (St,mSLm)}

En posant t = n) + S7® et j = n) 4 970) tel que n®, n) € {1, ...,

on peut écrire la limite suivante :

ec )

ZE Py j1Bi;B Pt,] 1)
7=0

E ZP®2 Jvec (Bt iBi_ )

=0

m j—1
[ZﬁE (422) vecE (B,_,B).)

7=0 =0

?

69

(4.3.4)

m
E P, j 1By, ou par

(4.3.5)

S}. De 'hypothése d’indépendance des matrices B; et A; et celle de

S}, 7™ € Zet 7U) € N,
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limvec [E (St,msé,m)} 5

puisque E (Af?) et E (vec (B,Bj)) sont S-périodiques, comme suit

lim vec [E (SymS],)] =

m—»oooo S_1 Rr(@) )1 (436)
3 (zljo E <A§5>_z>> ( I (A;?g;)_l)) vecE (ByBY),
j=0 \I= =

ot 7U) = (%w et d € {1,...,S} est tel que nt) —n¥) =d + Sn avec n € Z.

Puisque la matrice

nl)_1

[T 2(a%).

1=0
est uniformément bornée par
5-1

[15(4)

=0

max

0<i<S ’

alors une condition suffisante pour que le modele (4.2.3) admette une représentation (4.3.6),

est que
[7/5]
=0,

S—1

H E (A;?(Qt)fl>

=0

lim

J—00

ce qui est vérifié si et seulement si le rayon spectral de la matrice

S—1

[TE(A2.).

=0

5—1
(& partir de laquelle on obtient par un réarrangement cyclique la matrice [[ F (A?Es)) est
s=0

inférieur a un en valeur absolue.
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i1) Pour montrer la condition nécessaire, nous avons d’abord a montrer que la périodicité

m

j—1
stricte du modele (4.2.3) entraine Z (2’ @ 2') [1 E (AY%) vecE (Bi_;B;_ ;) < oo pour tout
oy i=0

vecteur z fixé de dimension (p + q) x 1.

Considérons la notation (4.3.5) et posons V; = F (Y;Y/). Alors puisque

E (SimRi,,) =0,
nous avons

vec(Vy) = wec (E (St,mSLm)) + vec (E (RtymRQ,m)) ,

m j—1 m
= Y ] E (A7) vecE (Bi;B,;) + [ [ E (A7) vecE (Y 1 Yiem-1) »
j=0 i=0 i=0
m j—1 m
— Z E A®2 vecE (Bt iBi_ ) HE(A@)vec(V} me1) -
7=0 =0 =0

Par ailleurs, posons

{ Qi—jo=E (Bi—jB]_;) et Q; = E(AQi-1;14}) =123
Ri_jo="Vi et Ryj = E(ARi—1;-14)) U

Il est clair que les matrices S-périodiques @);; et R;;, 7 € N, sont semi-définies positives

pour tout ¢ € {1,...,S} et nous avons
Vi=> Quj+ Rimpr; m=0,1,2, ..
Si z est un (p + q) x l-vecteur arbitrairement fixé, alors

m
00 > z'Vtz:E 2'Qrjz + 2 Ry i1 2,

=0

m

> Z 2'Qujz,

=0
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pour tout m € N et t € {1,...,S}.

m
Ainsi E 2'®2vecQ);; converge lorsque m — oo vers une matrice semi-définie positive qui
Jj=0

est exactement donnée par (4.3.7).

Maintenant on sait que (4.3.7) implique que

j—1
lim W, ; = lim H E (A;?j) veckE (Bt_ng_j) = 0, pour tout ¢,
e I 0
et par conséquent
j—1
lim E (A®2) vecE (BB")|| = 0.
j—00 g ( t—z) ( )

Ainsi toutes les sous suites de la suite (||[W;||); convergent vers 0, lorsque j — oo, en

particulier lorsque j est multiple de S, i.e.

lim [[W; 5[ = 0,
j—00

pour tout ¢ fixé. Ainsi en adoptant la notation (4.3.6) pour cette derniére équation nous

trouvons (4.3.4) comme requis. Ce qui achéve la preuve. B

Notons que la condition (4.3.3) peut étre simplifiée en écrivant la matrice A; comme une

matrice triangulaire par bloc, comme suit
. o, Ay
At - ( 0 At > )
ol
(I)t _ ( ¢t,1 ¢t,p >
lp-nxe-1 Op-1x1 /)
boe ()
Op—1)xq 7

At _ ( 5;1 ... O 6t7q ) ]
(g=1)x(g=1) V(g—-1)x1

D’o1l nous avons le corollaire suivant.



CHAPITRE 4. MODELES AUTOREGRESSIFS DOUBLES PERIODIQUES 73

Corollaire 4.3.2 (Aknouche et Guerbyenne, 2005)

Le modéle D-PARs(p,q) (4.3.2) admet une unique solution strictement périodique, F; —

mesurable de la forme (4.3.6) si

p (1:[1 chs) <1, (4.3.8)

et
p (1:[1]3 (A§23)> < 1. (4.3.8b)

Preuve

D’abord nous avons

S—1 S—1
Pg_, Ag_, Po_s As_s
Tewse) -TIe|( % 2 )e (5 A7)
s=0

s=0

S—1 P A
El® ., S—s S—s K
s=0 ( 570 @ ( 0 Ags )>

S—1 P A
0 ElA . S—s S—s ))
51;[[) ( § ® < 0 AS—S

ol K est une matrice par bloc dont I’expression n’est pas importante pour nous. Puisque

5—1 > A 5—1 Pg_,
S—s S—s -
I1E (@SS ® ( 0 Av )> =[] ®s—.® o O . 0 N E

alors par un calcul direct on obtient

s=0

S—1 o A S-1
S—s S—s
det [/\](p+q)2 -11E (CDS_S ® < NG ))] — AP det [Mp2 -11 @?ES]
s=0

De méme, on peut aisément montrer que

S

S—1
det [)\I ~-1IE (Ag_s ® < q)%—s 25—5 ))] = M7 det [)\qu -] E (a%2,)
S—s

s=0 s=1
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D’ou
S—1
(Iet) <
s=0

si et seulement si

s=0
et
S—1
p (H E (A?25)> <1
s=0
Notons que

S-1 S-1 ®2
p (H @?ES> = (H <1>s_s> <1,
s=0 s=0

(voir par exemple Ling (1999a, Lemma 2.2)) si et seulement si
S—1
p (H qDS—s) < ]-7
5=0
comme requis. W

Remarque 4.3.1

i) Pour le cas particulier d’'un modele ARC H périodique (P-ARCH) (cf, Bollerslev et Ghy-
sels 1996), obtenu a partir de (4.2.1) lorsque ¢,; = 0, j = 1,...,p pour tout ¢, la condition de

stationarité périodique stricte est donnée par (4.3.8b). Cette condition se réduit a celle de

Bollerslev et Ghysels (1996) pour le modeéle particulier P — ARC' Hg(1) de période S = 2 i.e.
S s
p (H a51> =p (HE (&)) <1
s=1 s=1
ii) Le modele AR périodique (PAR) obtenu a partir de (4.2.2) lorsque 6;; =0, i =1,...,¢,

est périodiquement stationnaire si et seulement si (4.3.8a) est vérifiée. Cette condition a déja

été donnée par Aknouche (2007).
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4.4 Existence des moments d’ordres supérieurs

L’existence des moments d’ordres supérieurs pour un modele de séries chronologiques est
primordiale pour 'inférence statistique. Ce probléme a fait ’objet d’une grande attention
dans le cadre des modeéles conditionnellement hétéroscédastiques (cf., Engle, 1982 ; Milhoj,
1985 ; Chen et An, 1998; Ling, 1999 ; Ling et McAleer, 2002, Bibi et Aknouche, 2006) parce
que d’une part, les conditions des moments sur les paramétres sont plus restrictives que
celles de la stationnarité ou stabilité et, d’autre part, les procédures d’inférence requiérent
Iexistence des moments d’ordres plus grands pour les modéles de type ARC'H que pour des
modeles linéaires traditionnels. Dans ce qui suit, une condition suffisante pour l’existence

des moments d’un processus généré par (4.2.2) est donnée.
Théoréme 4.4.1 (Aknouche et Guerbyenne, 2006a)

Supposons que E (€2") est fini pour tout t € Z et r > 1 et que
5-1
[[E A% <1 (4.4.1)

s=0

Alors, le processus généré par (4.2.2) admet une solution (y;, £;) périodique stricte avec

E (ytzT) < 00,
et
E (&) < o0,
pour tout t.
Preuve

HOUNA Selon la théorie de la convergence faible (e.g. Billingsley, 1968), il est bien connu

qu’une condition suffisante pour I'existence de

E (X)),

est que

lim inf Ep(X,) est finie,

T—00
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ou (X;) est une suite de variables aléatoires convergeant en loi vers la variable X et o(.) est

une fonction mesurable. Nous allons utiliser ce résultat pour prouver le théoréme. Posons

n—1 j—1

Y;(n) = B, + Z [T Ai—iB;—; pour n >0,

j=1 1=0

Y;(O) —0.

Il est clair que Y, vérifie (4.2.2) et que Y, converge p.s. vers I'unique solution de (4.2.2)

donnée par (4.3.6) lorsque n — oo. Soit

n—1
_ ; = — >
Wn(t) _ Y;(n) . Y;(n 1) _ Zl;% AtsztfnJrl Atﬁnfl(t 1) Z : (1]7
B, o

Alors en utilisant les propriétés du produit de Kronecker on a

m () = AP (- 1),

pour un certain r > 0 et

E(n3%(0) = E(A5%)E (n3%(t - 1)), (44.2)

n

1
~ TIE() BB,

i

3
|

I
<)

La derniére équation est une équation aux différences S-périodique d’ordre 1. Il est bien

connu (e.g. Bentarzi et Hallin, 1994, Bentarzi, 1998 ; Bibi et Aknouche, 2006) que, puisque

E (B ) est finie donc une condition suffisante pour que E (7$%()) ait une limite finie

lorsque n — 0o est que (4.4.2) soit vérifie. Puisque 4" converge vers y, ot y" est la

premiere composante du vecteur Yt(n) et

R2r
lim E ((yt(") — y,gn*l)) > est finie,

alors en utilisant la théorie de la convergence faible il s’ensuit que
E (yfr) < 00.

Le méme argument peut étre utilis¢ pour montrer la finitude de E (7). Ceci acheve la

preuve.
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4.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié quelques propriétés probabilistes des modéles PAR a
erreurs P-ARC H. Pour cela, nous avons introduit une nouvelle classe de modeéles que nous
avons appelée Modeéles autorégressifs doubles périodiques formés de deux modeéles autoré-
gressifs périodiques dont le premier est & coefficients constants décrivant 1’observation et le
second est a coefficients aléatoires pour représenter la partie innovation. En particulier nous
avons étudié la périodicté stricte (stationnarité périodique stricte) et existence des moments
d’ordres supérieurs en nous basant sur une représentation Markovienne dont les coefficients
sont plutot périodiquement distribués..La formulation proposée contient les représentations

ARCH, ARCH augmentée, AR — ARCH, AR périodiques comme cas particuliers.



Chapitre 5

Estimation Adaptative des Modéles
AR-périodiques

5.1 Introduction

La classe des modeéles autorégressifs moyenne mobile linéaires dépendant du temps pério-
diques PARM A4(pt, ¢:) a fait 'objet de nombreux travaux. (cf., Pagano (1978), Troutman
(1979), Tiao and Grupe (1980), Cipra (1985), Vecchia (1985), Osborn (1992), Vecchia and
Balerini (1991), Anderson and Vecchia (1993), Franses (1996), Bentarzi and Hallin (1994),
(1995) and (1998), Bentarzi (1998), Adams and Goodwin (1995) et de nombreux autres au-
teurs comme une alternative prometteuse a la classe traditionnelle des modéles saisonniers

SARIMA & coefficients constants popularisés par le fameux ouvrage de Box et Jenkins

(1976).

78
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Cet intérét considérable accordé a la classe des modeéles linéaires non stationnaires pé-
riodiques - théoriquement justifié grace au théoréme de décomposition de Cramér (Cramér
(1961)) qui généralise la décomposition de Wold (1938) des processus stationnaires au se-
cond ordre- s’explique par son utilité et son caractére approprié pour modéliser des processus
non stationnaire périodiquement corrélés (Gladyshev (1961)) qui sont trés souvent rencon-
trés dans divers champs d’application ,en particulier, en économie ( voir, e.g., Osborn and
Smith (1989), et autres) en hydrologie et dans les études environementales (Vecchia et al
(1983), Ula and Smadi (1997), Bhuiya (1971) et autres). Comme une conséquence de la
reconnaissance que de nombreuses séries de données d’observations exhibent des structures
d’autocorrélation périodique -un aspect qui ne peut pas étre géré par les modeéles saisonniers
traditionnels- les problémes d’identification, d’estimation d’invertibilité et de tests liés aux
modeles autorégressifs moyenne mobile périodiques a coefficients périodiques du temps ont

été et sont intensivement étudiés par de nombreux auteurs.

Le présent chapitre est consacré principalement, d’une part, a la présentation des outils
de base notamment la propriété de contiguité d’une suite de lois de probabilité, concept in-
troduit par Le Cam (1960) et repris par Roussas dans sa monographie (1972), et le concept
de normalité locale asymptotique pour une suite de variables aléatoires appelées, dans ce
contexte, suites centrales, qui sont utilisés et qui feront 'objet de la section 1 . La section
2 concerne les résultats de Hajek (1972) modifiés par Fabian et Hannan (1982). Dans la
section 3, en suivant I'approche de Kreiss (1987) et, en utilisant la propriété LAN (local
asymptotic normality) pour un modéle autorégressif périodique — prouvée dans Bentarzi et
Hallin (1996) sur la base du lemme de Swensen (1985) — adapté a notre contexte ou 'on
suppose que la variance de l'innovation est périodique et que le modeéle sous ’hypothése
nulle est périodique, on détermine des estimateurs adaptatifs pour les paramétres d’un mo-
dele autorégressif périodique. Stein (1956) a, le premier, émit 1'idée de déterminer, pour une
suite de variables aléatoires indépendantes de moyenne 6 inconnue, un estimateur qui serait
asymptotiquement aussi bon lorsque la loi de probabilité qui régit le phénomeéne aléatoire
est connue que lorsqu’elle est inconnue. Cet estimateur est dit adaptatif. Stein (1956) adonné
une condition suffisante d’adaptativité fondée sur les espaces tangents. Bickel (1982), tou-

jours dans le contexte d’une suite de variables aléatoires indépendantes mais aussi pour un
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modeles de régression a montré que la condition donnée par Stein (1956) est également né-
cessaire et que, donc, il existe un estimateur adaptatif pour le parameétre pour la classe des
lois de probabilité absolument continues et symétriques; Linton (1993) a, dans le cadre des
modeles ARC' H démontré la propriété de normalité asymptotique locale et déterminé un
estimateur adaptatif pour le parameétre vectoriel sous-jacent aprés avoir reparamétrisé son
modeéle pour éviter le probléme de non identifiabilité du modéle. Dong Wan Shin and Beong
Soo So (1999) ont développé des tests de racine unité fondés sur ’estimation adaptative, Ling
( 2003) s’est intéressé a l'estimation adaptative dans les modeéles de mémoire longue.Dans la
section 2, nous donnons les éléments de la théorie asymptotique des expériences statistiques.
Dans la section 3, les notations de base sont présentées ainsi que les définitions relatives & un
modele autorégressif périodique indispensables pour les sections suivantes. Ces outils sont
utilisés dans la section 4 pour 'obtention de la propriété de normalité locale asymptotique
(en anglais LAN (local asymptotic normality) (cf., Le Cam (1960), (1986), Le Cam and Yang
(1990) et Swensen (1985) ainsi que la propriété de linéarité (cf., Bentarzi and Hallin (1994))
du modele périodique sous-jacent. Dans la section 4, on obtient un estimateur locallement
asymptotiquement minimax (L.A.M.E), au sens de Fabian and Hannan (1982). La section 5
est consacrée a 'obtention des estimateurs adaptatifs (E.A) des parameétres d’un processus
autorégressif périodique dont la fonction densité de I'innovation du modeéle n’est pas spéci-
fiee, de variance périodique supposée inconnue. La performance des estimateurs adaptatifs
obtenus est comparée a celle des estimateurs classiques des moindres carrés (MCO) via une
étude de simulation intensive. La densité de I'innovation est supposé vérifier certaines condi-
tions de régularité. Le critére de comparaison utilisé est le RMSE (Root Mean Square Error)

est utilisé.



CHAPITRE 5. ESTIMATION ADAPTATIVE DES MODELES AR-PERIODIQUES 81

5.2 Quelques éléments de la théorie asymptotique des

expériences statistiques

5.2.1 Normalité locale asymptotique

Soit YW = (Yl("), ...,er"))m € N*, une suite d’observations décrite par la suite de
modeéles ou expériences statistiques £™ = (R, Bgn, PM), ou PM = (Pe("),Q € O) est
une famille paramétrique de lois de probabilités définies sur (R", Bgn) et indéxées (de fagon
injective) par le parameétre 6,6 € © o on suppose que © est un ouvert de RP. Pour chaque
0 € © sont définies des suites dites locales de valeurs 8™ du parameétre convergeant vers 6
lorsque n — oo. La forme de ces suites locales se caractérise par une suite v(n) de matrices
pxp non singuliéres telles que ||v(n)|| — 0 lorsque n — oo (||.|| désignant la norme euclidienne

ou une norme équivalente).. Ces suites locales (appelées contre hypothéses locales) sont

de la forme 6 = 6 + v(n)r™, (" € RP et supr™'7(™ < oo et la suite d’expériences

EM(G) = (Rn,BRn,PG( I(n),z(”) € RP) est appelée suite d’expériences locales (localisées

n)
+v(n)
en 0).

Remarque 5.2 1 © étant un ouvert, 6™ € © pour n suffisamment grand.

Remarque 5.2.2 Dans les modeéles de position ou d’autorégression v(n) = n-zl ,ou [ est

la matrice identité d’ordre p.
Pour les suites d’expériences locales £™ et £ (6), on considére

(n)
(n) Ay

= log (5.2.1)
1/(”)7'(") n
(0+v(mz(m) /0 ap™

La log-vraisemblance considérée en (5.2.1) correspond & une décomposition de Lebesgue

arbitraire de Pe(il (m)z(m PAL Tapport & Pe(").

Les procédures d’inférence paramétriques et non paramétriques asymptotiquement

optimales résultent de la normalité locale asymptotique appelée propriété LAN qui est carc-

Loz p oy (n)
térisée par la décomposition et le comportement de A (0400920 10"
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Le point de départ des développements de la théorie asymptotique moderne est la mise
en évidence par Le Cam (1960) du fait remarquable qu'une structure extrémement générale
(appelée ci-dessous structure de normalité locale asymptotique) suffisante et presque néces-

saire & I’étude des performances asymptotique de la quasi totalité des procédures statistiques,

(n)

peut étre caractérisée treés simplement & partir du comportement de A (64000 70) /8
vy T v

Définition 5.2.3 (Propriété LAN)

La suite d’expérience £M™ = (R", Bgn, P™) est dite localement asymptotiquement
normale (LAN) si, pour tout § € ©, il existe une suite A (§) de vecteurs aléatoires

o(Y ™, )~ mesurables et une matrice semi définie positive I'(§) fonction continue en @

telles que

(1) pour toute suite 7" € RP telle que supr™'7(" < 0o
n

n n) A (n 1 n)’ n n
A((Q)er(n)z(n))/g = 7(W'AM (g) — 51( T (0) 7™ + 0p(1) sous Pe( ) et pour n — co. (5.2.3a)

(1) sous Pg(n), A™ () est asymptotiquement normale de moyenne nulle et de matrice de
variance covariance I' (). Le vecteur A™ (6) est appelée suite centrale. (5.2.3b).
Remarque 5.2.4
1) Modéle de position gaussien
La forme de l'approximation quadratique (5.2.3) de la log-vraisemblance est une
forme familiére, si ’on considére le modeéle gaussien

G(0) = {N(T (0)z™,T (0)),z™ e R}, (5.2.4)

appelé expérience gausssienne locale, (localisée en §; 7(™) est appelé paramétre local).

Une suite d’expériences possédant la propriété LAN est donc une suite d’expériences dont

(n)

(04000209 /0 peuvent étre approchées (ponctuellement, en chaque

les log-vraissemblances A

valeur de @) par les log-vraisemblances d’'une expérience gaussienne de la forme (5.2.4).

Une telle approximation présente une signification statistique c’est a dire décisionnelle. On
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montre que 'approximation, dans une famille LAN, des expériences locales par des expé-
riences gaussiennes locales implique que, en particulier, les estimateurs obtenus possédant
de bonnes propriétés dans ces expériences gaussiennes locales, possedent également, sous
forme approchée ou asymptotique ces bonnes propriétés dans les expériences initialement

considérées.

2) La normalité asymptotique (5.2.3b) de la suite centrale A(™ (§) entraine celle des

(n)

(840720 /o : Sous Pg(n), lorsque n — oo, et pour toute suite 7™,

log-vraisemblances A

A((lenk(n)) T 37T (0) 1™

[T (6) z<n>]1/2

’

est asymptotiquement normale de moyenne zéro et de variance un.

Cette propriété LAN a été établie pour plusieurs modeles, par exemple, les modeéles
autorégressifs avec tendance linéaire (Swensen (1985)), les modeles ARM A multivariés avec
tendance linéaire (Hallin et Garel (1995), Hallin et Puri (1994)), les modeles bilinéaires
(Benghabrit et Hallin (1992, 1996)), les modeles de régression avec erreurs ARC'H (Linton
(1993)), les modeles GARCH (Klaassen (1995)), les modeles de régression a coefficients
aléatoires (Akharif et Hallin (1995)), Werker (1996) pour les modéles de séries chronologiques.

La propriété LAN est utilisée pour deux objectifs différents. Le premier objectif est
I’estimation adaptative qui permet de construire des estimateurs uniformément optimaux
(Bickel (1982), Kreiss (1987), Klaassen (1995), Linton (1993), etc...). Le deuxiéme objectif
est la construction de tests et de tests de rang optimaux, (Hallin et Puri (1987, 1988, 1994),
Benghabrit et Hallin (1992, 1996), Assili (1997), Zafri (1998) etc...).

L’une des conséquences de cette propriété LAN est la contiguité mutuelle des suites

d’expériences locales qui nous permet d’avoir la loi sous la contre hypothése locale.
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5.2.2 Contiguité

Définition 5.2.5
Soient (X, A(™) n € N*, une suite d’espaces mesurables, P™ et Q™ deux suites

de mesures de probabilités sur (X, AM™). Si pour toute suite A™ € AM™

lim P (A™) =0 = lim Q™ (A™) =0,

n—oo n—oo

on dit que la suite Q"™ est contigué a la suite P™. Si P et Q™ sont mutuellement

contigués, nous dirons que P™ et Q™ sont contigués.
Remarque 5.2.6

Il n’est pas facile d’établir la contiguité de deux suites de mesures de probabilité au moyen
de la définition, et il est donc utile d’énoncer des critéres de contiguité plus opérationnels.
5.2.3 Les lemmes de Le Cam
Premier lemme de Le Cam
Proposition 5.2.7

Soit F(™ la fonction de répartition sous P™ de ;lggz; :

Si la suite F™ converge faiblement vers une fonction de répartition F telle que [xdF(z) =1,

alors P et Q™ sont contigués.

Corollaire 5.2.8

Si A = ) est asymptotiquement normale sous P, c’est a dire s’il existe u(™ et

P(”

o™ tels que sous P™ lorsque n — 00, &)@’f(— est asymptotiquement normale de moyenne

zéro et de variance un, alors P™ et Q™ sont mutuellement contigués si et seulement si

(i) limsupo™ < oo

n—oo

(ii) lim (u™ + 1o =0.

n—oo
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D’aprés 2) de la Remarque 5.2.4, nous sommes précisément dans la situation décrite
dans le corollaire précédent. On a donc le résultat suivant.
Corollaire 5.2.9
Dans une famille LAN, les suites Pé +)( () et Pe(”) sont mutuellement contigués,

quel que soit 6, et pour toute suite bornée 7.

5.3 Normalité Locale Asymptotique des modéles auto-

régressifs d’ordre p;, d-périodiques

5.3.1 Définitions et formulation.

Hypothése nulle et contre hypothése locale

Soit {y§"), te Z} une suite de réalisations d’un processus.

Posons t =i+ dr;i=1,...,d,de N*— {1} , 71 € Z .

(n)

Nous désignons par H; (0) la suite d’hypothéses nulles sous lesquelles nous supposons

que le processus {yﬁn),t € Z}est une solution de I’équation aux différences linéaire stochas-

tique :

Zemyt Moe™, (5.2.1)

ygn) _ Gmyt b+ gt (modele PAR(p;), d-périodique).

Les coefficients 0, ;7 = 1,...,p;;t € Z sont dépendants du temps et périodiques de période
d,ie,0ipa; = 0157 = 1,...,pt,Deya = D, t € Z .Ainsi, le processus {yt("),t € Z} est une

solution de I’équation aux différences linéaire stochastique a ordres et coefficient périodiques :

= Ze e =1, 4T €L, (5.2.2a)
j=1
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Let

!
’

0, = (051,052, .,0,,) i=1,...det § = (Q;,Q;, ...,Q;) 0 non spécifié

le signe ()/ désigne la transposition ; {5§n);t € Z} est un processus d’innovation, i.e., une

suite de variables .i.i.d de densité f,, de moyenne nulle et de variance finie 02, non spécifiée
et périodique de période d.
Hj(cn) (Q(”)> désigne une suite d’hypotheses alternatives locales, contigués aux hypothéses

(n)

nulles H}”) (0), sous lesquelles nous supposons que le processus y; =~ est une solution de

I’équation aux différences linéaire stochastique de la forme

Z Oy e, (5.2.2b)

(Modele PAR(p;) d_périodique localement perturbé) ; E ") est un processus indépendant, de

moyenne nulle, de variance finie o2 et de densité f,, (.). Les coefficients 075 i =1.,pste
7, tels que 0 7é 0,Vt € Z(modele AR(p;) dépendant du temps, minimal d’ordre périodique
pi) sont périodiques en t, de période d (d > 2), i.e. 9t+dj = QEZ-);j =1,...p, t€Z

Vit € Z ,i€{l,..,d} et T €Z, tels que t = i + dr; alors, le modeéle (5.2.2b) s’écrit

encore :

y, = Ze( g g F e =1, dT € Z, (5.2.3)

ou les constantes

n hl(n) n’ n’ TLI ' n n n '
o) =0+ S 0 = (6 8, 08" ) € P avec 0 = (017,60, .01
h(n)

et —L sont les perturbations périodiques locales qui dépendent de la saison 7 et de j.

vn

Pour des raisons techniques, on suppose que la suite de vecteurs

™ (hﬁ?,hf’;),.. h@)) =2 (5.2.4)

2y 23

I\l
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2

M <o0i=1,..,d

Pi 2
est telle que sup > | (hg?) <ooj;t=1,...,d < sup ’
n j=1 n

ainsi

(n) ’
T

1 7 \/ﬁ

5.4 Reésultats préliminaires : le modéle et le modéle

multivarié associé

Dans ce chapitre, le modéle d’intérét est donné par I’équation aux différences stochastique

suivante :
Dt
W =3 0l = .t e
j=1

ou 'on suppose que les parameétres autorégressifs, les ordres du modeéle et la variance du

bruit blanc sont périodiques du temps, i.e.,

9t+d,j = 9t,j7]' =1, pt, Pird = pt7at2+d = U§>W € L.

Gladysev (1961) a montré le lien existant entre les processus périodiquement corrélés de

période d et les processus multivariés stationaires au second ordre de dimension d.

Soit X;(7) = yﬁzh;i =1,...,d,7 € Z . Alors le modeéle (1.1) est équivalent a

O0)X(n)+60(H)X(t—1)+...... +O(p) X (1 —p) =n(r),

ou 77(7—) = (771(7_)7772(7—)7 "'777d(7—)) ) nz(T) = €i+d7'7i = 17 e da T € Za p= 1H<11a<)§[pld_l] + ]-7 et ou
0, if r<s,
<®<0))fr,s = 17 Zf r= 57
Orr—s, if r>s, (5.3.1)
et

<®(k))r,s = 0T,dk+r—57 r,s = 1, ey d
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Définition 5.4.1Un processus {y;,t € Z} est un processus périodiquement stationaire au
second ordre si ¢’est un processus autorégressif périodique et, de plus, si le processus vectoriel

associé {X (1), 7 € Z} est stationaire au second ordre.

Proposition 5.4.2 Le processus univarié PARy (p;) est causal si le processus VAR (p) de

dimension d associé est causal, i.e., que les racines du polynome déterminental det(©(0) +

P .
©(j)z?) doivent étre o lextérieur du cercle unité.
j=1

(n

H) On suppose tout le long que le processus {yt ),t € Z} est périodiquement stationaire

au second ordre. Ainsi, on suppose que I’équation aux différences stochastique périodique
(5.2.1) possede une solution strictement stationaire pour chaque période ;i = 1,...,d en
raison du comportement asymptotique du rapport de vraisemblance qui est le méme pour
chaque période fixée i, i = 1, ..., d. (Billingsley (1961))

. . . e (n)
Aussi, on peut supposer, sans restreindre la généralité que le processus {yl arf est

strictement stationaire et ergodique.

Les conditions de régularité

Afin de prouver la propriété de normalité locale asymptotique (LAN (local asymptotic

normality)), on impose a la densité f,,de vérifier les conditions de régularité suivantes :
CRI1: ggn),t € Z sont i.i.d de fonction densité f,, qui n’est pas nécessairement gaussienne.

[ xfo(x)dz =0 et [2?f,,(x)dx = o} qui est périodique.

CR2 f,,(x) > 0,Vx € RVt € Z et f,(z) = Uitfl <i> i.e., 0; est un paramétre

ot

d’échelle.

CR3 f,, (.) est absolument continue, i.e., 3 fm telle que pour Va < b € R
b .
fO't (b) - fUz (CL) = fot (‘T) d:u (l‘),

fo: (1) est & information de Fisher finie, i.e., I (f,,) = E (¢, (Xt))2 <ooolg, ()=
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fo ()

1
— == est la fonction score correspondant & la densité fo, (.). I (fs,) = =1(f1) et
0y

Jou ()
1 T
r)=— — .
o @ = o1 (2
1
D’apreés les conditions précédentes f7, est différentiable en moyenne quadratique, i.e.,

400 2

: -2 3 1 fO't (I)
lim A fo, (@ +A) = [7, (v) = A= dx =0,
Ao _4 [ 2/5. (x)

(cf. Héjek et Sidak (1967))

Suite de rapports de vraisemblance

Notons g(”) = (yi”), - yﬁ")) une réalisation de taille n, n fini, d’un processus {yf"); t e Z}

et soit g(()”) = (yf:il(i_pi), vy y(,nl), yén)), 1+ 1H<1ia<>§l(l?z‘ — 1) valeurs initiales pour la suite d’équa-

tions aux différences linéaires stochastiques (1.1.2) dont les densités, sous H J(fn) (0) et H ](c") (Q(”))

sont respectivement : g(()n) (yﬁl(i_pi),...,y@,ymﬁ,g) et g(()") (yr(:izl(i_pm...,y(,nl),yo;Q("),g),
o= (01,....,0q)"

Supposons de plus :

CRA: Tasuite 6 (58096 8,2) 87 (s s 80,5, ) comvenge

en probabilité vers 0 lorsque 8™ — 6 quand n — .

En notant, Zi(;) (0,), pour i = 1,....d et 7 € Z , les résidus calculés sous la suite d’hy-

potheéses nulles H}n) (0), qui, dans ce cas coincident avec le bruit blanc du modéle, et par

Zi(;) (an) ) les résidus calculés sous la suite d’hypotheéses alternatives locales H}") (8™, on

Pi
vérifie que : Zfﬁ) (Qz(n)) = Zz(,:L') (0;) — Enr) ou VE?) - \/LE > hz(‘z')yz(ﬁ)j-i-df
j=1

La suite des logarithmes de rapports de vraisemblance pour la suite d’hypothéses nulles
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H}n) (0) contre la suite d’hypothéses alternatives locales H}n) (0™), notée A(9+y(n)7<ﬂ)) 0 est
localement donnée par :
et fa (27 0)-07)
A = > log M : (5.3.2)
1/(")7’(”) n
(e+ S5 L (7 e)

g (yfmil(ifpi), Y s 0, g)

(m) (, (n)

+ log =
90 <ymin(i—pi)7 Y15 Yos Q7 Q)

Contrairement a Swensen (1985), Kreiss (1987) et Bentarzi (1995) ou sous 1’hypothése nulle
le processus est stationnaire, dans ce contexte, le processus est périodiquement corrélé ce qui

nécessite 'hypothése H) donnée ci-dessus.

De 14, découle I'approximation locale asymptotique :

Lt g (27 0) A7)

(n) '
A(9+u<n>T<n> ; ; log ( Z(n) 0, ,)>

+0,(1), (5.3.3)

sous Hj(c") (0), ou pour des raisons de simplicité de notation, nous avons supposé que la taille

n de la série chronologique observée est un multiple de d, i.e., n = md, m € N*. Alors, pour

tout ¢t € {1, ...,n}, nous pouvons toujours écrire t = i+dr,onT =0,1,..m—1leti=1,...,d.

5.5 Lemme de Swensen (1985) et les conditions suffi-

santes de la propriété LAN

Soit pour i = 1,...,d et 7 =0,...,m — 1, les variables aléatoires suivantes :

1
5 (7@)
—1

YT R W)

XM, =

1,T

Y
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Posons
() gy _ 1 (n) () [ ()
7 (0) = 500 (2 0)) 217 0 0, () = =15 (5.4.1)

0T

Soit les vecteurs aléatoires 6™ (6) et QE”)'Z' =1,...,d et 7 € Z définis comme suit :

Y
sT

o0 (0) = (900, (0) 8%, (8,85 (8)) € R,

Zh,.,T \Z

ot : 5™ 0,) = \/Lﬁ%—i (Zi(,:) <Q1)> yz(ﬁ)j—&-dT

=4,3,T

Soit ng) 0,) = <§§ﬁ) 0.), ,QE? (QJ) € RPi, avec :

m—1
85 (6) = 2 X @0, (27 (69) 0 a0 €6 87 ),
d

i

n ! n ! n ! < p
= (80 (02). 65 (@), 00 (0)) € R,

y™ = (yi(i)lerT’ 0 yz‘(ﬁ;ﬁdT)

-, T

Sa matrice de variance covariance notée I''(, o) sous H}n) (f) de dimension p; X p; est donnée

par son élément général :

' i+dr—max(k,l)
Qo) = X gli—k+dru)()g(i—1+dru)(0) o7,

i—max(k,l)+d[v] T—|v|
= > S gli —k+dr,s+dr')(0) x g(i — 1 +dr,s+dr )(0)o?
s=1 =00

ou v est le premier entier tel que

1 —dv| <i—max(k,l) <d(1—|v|),v€Zk1l=1,.. p,i=1,...4d.

ou g(t,u) t,u € Z est la fonction de Green unilatérale lice a l'opérateur aux différences

associé a 'équation stochastique (5.2.1).
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Remarque 5.5.1 : (I'(0, 0))1, ne dépend de t = i + d7 que de par la période i (i.e., elle ne
~. m—1 , )
dépend pas de 7) and I'" = L 3~ ¢y est un estimateur de I'(6, o).
TZO—Z,T —1,T

d d

Soit T" (0, o) la matrice carrée blocs diagonale de dimension » p; X > p;, donnée par :
i=1 i=1
Fl
ot
(6
0 <—2’ 2) 0
r@,0)= o3
: 0 0
(g
0 o o 19
94

Remarque 5.5.2 : CETLT) (8,) donné par (5.4.1) s’écrit (EZ) 0,) = %ég”), @)r:i=1,...,d 1=

yooT \Z1) =,

0,...m—1ou z(f)

‘)

est donné par (5.2.4) On a encore :
() (g
¢(0,) = o, (ZU—“”> Y =1, d e =0,.m— 1

Sous les notations précédentes, nous pouvons énoncer la proposition ci-dessous, qui fournit
les conditions suffisantes, que nous avons adaptées a notre contexte, pour 'obtention de la

propriété LAN du modele PAR(p;) évolutif d-périodique.

Proposition 5.5.3 (Conditions de Swensen 1985)
Sous CR1, C'R2 et C'R3, les conditions suivantes sont satisfaites et impliquent celles de Le

Cam :

T (0, 0) 7" +0,(1),

—
iy
S—
=
M3
—
/N
PPN
S
—
|
&
S~—
N———
no
=
=
!

/Bn,i—l—i-dr = Op (1), ou Bnﬂ'_l_i_dq— est la tribu

® LT 5|(e)

engendrée par le passé du processus jusqu’'au temps ¢ — 1 4 d7.,

¢,

1
1]
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6) (0 (8 /Bui-rsar ) = 0,(1),
M) Jim 35 B (X 0 +2X ) [Bugasar ) = 0,1

m—00 -1 7=

HM&

T (a0 - e))’)

Démonstration. Preuve de la condition (1). lim E (

En remplacant Xi(,ﬁ) (0,) et ¢ EnT) (6,) par leurs valeurs respectives dans
d m—1 (n) 2
B(E (xPe-e)).

on obtient :

Ezd:m_l fo'%t <ZZ,(72) (0,) — ’Y”> faL (Z(n 0 )) _ %(_%(7;))10“11 ( 3

i=1 7=0
—1(r7(n)

x fo (27 (6:))

Pour montrer que cette expression tend vers 0 quand m — oo, il suffit de montrer que, pour

1 fixé, i =1,....d,

2

E’"z 12, (280 0) =) = 13, (28 <_->)—%<—vi,r>f’—)9”

tend vers 0. Cette quantité s’écrit encore

(n) 2
(n) 1 '1 Zi,T (Ql))
el L (2 0) " Z;7 (9)) NN 7i ‘
FE 72) \/*fl (U—z \/*fl o - 5(_71,7) . % ZZ(,:)(QJ
\/—U—if1 e

ARET)
‘o f11< <_@>>
g
;[ 270)
m—1 1 Zgn)(g) (™ 1 (7™ . ) 1f1 o .
= F Z f12 (4) _f12 (L) _ 5(_7, )_

i i LT /o n
=0 7 7 7y (250
s 2

Soit K un réel positif quelconque, alors ’espérance peut-étre décomposée comme suit
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z{(0,))
b5l 5 (2R e 1 20) 1 (n)\ 1 S o
Z E fl — _fl R _§<_/yl7—)_—

7=0 7 7 T 2 {6,
1 o;

1 o o

(n) 2
F (Z (9»))
m—1 1 ) g y_n () 1 g, . 1 o .
=L Z 2 <M) _ f2 (Zm (01)> _ %<_7(,7 ))i /

7=0

_— s (28 (0;) — A v (270,
:ZEI[ (n) f12( 7 7 B 12 7 )

=0 i—jtdr | <K pour tout j; j=l,~~~,pi}( o

f' <Zi(:')0i)) 2 )
1 i Zn 9.
_%(_ (n))i % fl_l < 1,7 (—z))}

,T g; (n) 3
g (Z (91-)) 0
I

—1
S (220D g (226
[ (n) >K pour quelque valeurs de j j; j=1,...,p;] 1 o 1 0

=0 Yiejtdr
2
f' Z’L(Z)Qi)
1 — (n)
_ 1 (_v(n)) 1 7 x f Zi+ (9:)
2 ) oy Gk 2 ! of
i (=57)
Montrons que la premiére somme, notée B, tend vers 0, pour tout K.
1 Z(")(gi)_y(,") 1 Z,(”)(gi)
m—1 ,Y<")2 f12 <W’ _f12( %
Bum = 3 Sl srar<rciimten} o8 Hluicsiar | <=t} ~@
2
i (Zi‘f?ei))
1 g; (n)
4 7 0.
- REEAC e

ou Gy est la distribution conjointe des variables aléatoires y;_;14-;j = 1, ..., pi, B1,m peut-étre
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majorée par

3 (2560 3 (25
_— 7(n)? It <U— -\ =

By < 72230 me 2 f{|yz J+dT|<K7J L. J’Z} _Wgnf)

l
a;

. (zm)\ 17
fl L;;Z Z(n)(ﬁ )
d——=| dGy

1
2 (n) o
f§ Zi,T (Qz)
1 o

() ARN(S
Soit u§”) = /n <—%—T> ci=1,..,det 7 =0,..,m— 1. Si on pose z; = L(_Z), alors

0 0

I'intégrale entre crochets ci-dessus peut-étre majorée comme suit

f1 (x; +n~ 1"

Sl | <K =1} [( -t 2k

= /‘\
S
N—
)
ol
—
8
S
N—
—
\
=
8
)
QL
=
S
N———
DO [
o
—
8
S
N—
N—
[
QL
S

> () _ 3 ;
< lim sup I [ rlwitn _2?’(73 filw:) %fll( i) ] dr; = Cp(K)
bl o s

1
Puisque f{ est différentiable en moyenne quadratique et ugn) est bornée, la quantité ci-dessus

tend vers 0 lorsque n — oo.

. (n)2
Par conséquent, By, < Z <%; > x Cn(K) et Cn(K) tend vers 0 quand n — oo.

g;

g;

(n)

m—1 )

Il reste & montrer que > E <%’72' ) est une quantité finie. En suivant les mémes étapes
7=0

que Bentarzi (1995)

m—1 /y 71)2 m—1 pi Y23 Pi pi
0T . (n) N i
E Z Z Z hl]l h”?E yl Jl"!‘d’ryl J2+d7' - § : § : hl]l hl]27j1 —J2
=0 9, i 7=0 j1=1ja=1 i oji=1 jo=1

indépendant de 7 car i-stationnaire. On peut, majorer cette quantité par
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i— 1 i (n)2
maxy’ 7t —C(p i)sup > hy’" < oo

J1.J2 J1 sz 2 =
n

Montrons que la deuxiéme somme notée B, ,, tend vers 0 pour K suffisamment grand.

m—1 1 (n) (n) 1 m)p.
BZ — Z E [ (n) f 2 Zi,‘r (Ql) fyz T o f 2 Zi,q— (Qz)
o (9" 1 ar | > K pour ¥ j; j=1,...,p;] \ /1 i 1 i

7=0

(2™ 2 (n)
f ’L,T.*l n
BETENCIS S HE) o ot [ Zir &)
Tir § A, 1

( )
2 o; fl ( — g;

25 0) o

Si on pose z; = — et u;’ = — <;~ si=1,...,det 7 =0,....,m —1, By, peut étre
(2 (]

majorée comme suit

m—1

By < Tz::of{

yi7j+d7—|ZK, pour quelques valeurs de j}

= ol

TolfE o+ u™) = 7 (20) — W (=, (@) f7 (2:)PdadGy (y)

En appliquant la seconde partie du lemme 2 de Swensen(1985), on obtient

(n)2

Sl i ™) = f7 ) = bl (g, () £ ()P < uT() = T() %5

et

m—1
By < U0 S E (1 2
2m = 7,2 [ yi—j-o-d-r‘ZK pour quelques valeurs de j] 71,7’

m—1 (n)2
n
Z E <I[ yi,j+d7|2K pour quelques valeurs de j]/yi,T )

m—1 1 Pi Pi ( )
= E ][ yi,j+dT’2K pour quelques valeurs de ]] Z Z hl]l hl]2yz ]1+d7'y1 Ja+dr | >

=0 T j1=1jp=1
L Z
B m
- Z Z hZJI hl]Z Z E ( [ Yi +d7—|>K pour quelques valeurs de j]yl j1+d7yl —ja+dr |
T ji=1jo=1 !
1 Di m—1

IA

(n)2 ()2
Ec(pl) Z hij Z E ( Hy1 ]+d7|>K pour quelques valeurs de j]yZ J+d7')

j=1 =0
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Le processus {yiidar},>, €tant stictement stationnaire et E(yi(f)ﬁrdT) v < oo alors
n)2 4 S, n)2
yl(_)] " qr st équi-intégrable et E(I, ([94—3-a- |2 K pour quelques valeurs de j]yg_)j ) — 0 lorsque K —

oo.indépendamment de 7.

Preuve de la condition (2)

’LT

(n) )
Ci,r (Qz> 20; gpfl( o \/— Z z] Yi— j+d7’7

Tl( (9))2<oo

d
On doit montrer que supE |

m =1 0

Il suffit de montrer que supE Z ( ¢t (QZ)> < oo pour ¢ fixé.

m 7=0

EE () =L B () =75 B (e (27 @) ).

= imzl —I(f1)E (7”2)

1
TOU

car sous H](c )(9) le résidu Zl g 91) est un bruit blanc indépendant du passé du processus, i.e.,

m—1
de fyff;). De plus Y FE (72(")2) est finie comme cela a été montré dans la démonstration de la

,T
=0

condition (1).

preuve de la condition (3)

3

1 Q) ()
= maxmax; 0., (Z; h” yz ]+dT = 0,(1)

¢, =

maxmax.
7 T

E\H

<.
Il
—_
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¢ ,)

A la maniére de Bentarzi (1995), il suffit de montrer que max.

)

0, (272(0,)) z Ry ™

’L Jj+dr
j=1

= 0,(1).

¢ 0, >

SRS A CEEON

P (max

1 e () W, )\
= 477/52 EOE (QDUi(Zi,T (Q’L)) Z h yz j+d7-) I

j=1

>26y/n

__m (n)
- 4n52E (41001'( 7,1 (—)) ; 1,J yz j1)2]

>26/n

n pl n n
eo (215 @) X n 0
P2

Par suite de la stationnarité stricte du processus {yi+df}rzo cette espérance tend vers 0

lorsque n tend vers oo car cﬁf;’z(gi) est uniformément intégrable. D’ou

¢, >

lim P (max

) < % ZE< v; \g‘(")

)-o

(3), (5), (6) and (7) sont semblables & celles données dans Swensen (1985), et ont été omises.

Comme pour la condition (4)

S (n) (n)
> ZthjlhZ]Qysz1+dTyln]2+dT

J1=1j2=1
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5.6 Propriété LAN pour un modéle AR(p;) évolutif d-

périodique

Définition 5.6.1 On appelle suite centrale et on note A}n) (0) la quantité donnée par
A () =5 (6) € R

Les distributions asymptotiques de la suite centrale A;”) (0) et de la suite du logarithme

(n) (l/(n) _ 1

du rapport de vraisemblance A (84072 /g = \/—ﬁ) sont obtenues sous la suite d’hypo-

theses nulles H](c”) (0). Grace aux techniques de contiguité, les distributions asymptotiques de

ces variables sont aussi obtenues sous une suite d’hypothéses alternatives locales H](cn) <Q(”)> .

5.6.1 Normalité locale asymptotique
La proposition suivante exprime le résultat essentiel concernant la propriété LAN d’un
modele autorégressif & ordres et coefficients périodiques du temps.

Proposition 5.6.2 (Bentarzi, Guerbyenne et Merzougui 2006) Sous les conditions de

régularité CR1, CR2 et C'R3, nous avons :

(1) LAQ : (Quadratique locale asymptotique)

n n) n 1 n) n n
Ay =T AT O) + 5T T2 0) 7 =0, (1), sous H]" (6) (5.5.1)

otl la matrice carrée I'> et la suite centrale Agc") (0) sont respectivement données par

AP (0) = (817 (81), 812 (81) sy 810, (62), 08 (02) 0850, (82) 1,857 (8,) 1,811, (0))

27172



CHAPITRE 5. ESTIMATION ADAPTATIVE DES MODELES AR-PERIODIQUES 100

(77) Normalité locale asymptotique de la suite centrale

AP (@) 5 N (0ge, T2 (8)) sous H{™ (9). (5.5.3)

n—o0

5.6.2 Distributions asymptotiques locales de Agtn) (0) et de

(n) (n) n
A(Q+V(")z(”))/Q sous H; (Q( ))

Corollaire 5.6.3 Sous les mémes conditions et notations de la Proposition 5.5.2, nous

avons :
A((Z{H/(n)z("))/ﬁ — AP () + LrITA (9) £ = 0, (1) sous H) (Q(”)) : o
0 s 200 0) w1 (o) .

5.7 Les Familles LAN

Définition 5.7.1 : Soit © C RP, A4, une o—algebre et PQ(") une probabilité définie sur A,

pour tout 0, n € N*. (la notation P désignera la probabilité définie sur |J A,, si A,, désigne
n=1

une suite de tribus adaptées au processus d’intérét). On dit que la condition LAN (6, M,,,~,,)

est satisfaite, pour tout 6, n € N*, M,, matrice de dimension p x p définie positive, ,, vecteur

aléatoire de dimension sz, si L(7,,/F, ")) =N <0Rp, I, 4 )) (p désignant également

szx sz

(n)
d p . _ipi dP@(n)
> p;) notée N (0, 1) et, pour toute suite {t,} C Ri=1 | 0™ =0+ M, 2t €0Oetg, € —
i=1 %
o (n) sz : :
impliquent — 1sous Py o p,: R= — R, (voir Fabian and Hannan (1982),

ptn (’7 ) oo a:—>exp(t r— “tH )

def 2, page 461).

Théoréme 5.7.2 Dans les modeles AR;(p:) et sous les conditions CR1, CR2 et CR3, la



CHAPITRE 5. ESTIMATION ADAPTATIVE DES MODELES AR-PERIODIQUES 101

condition LAN (8, n221(8,), C~1(0,)—LL A(" (0,)) est satisfaite o C~1(6,) est la racine

d

\/(_

carrée symétrique de T'(6,)

5.8 Existence et construction d’estimateurs LAM

5.8.1 Borne inférieure d’un estimateur dans les modéles LAN

Soit [ : RP —(> )R une fonction de perte qui satisfait aux conditions suivantes
z—l(x

(i) 1> 0,
(i7) U(z) =1(—x),Vz € RP,
(iti) {x/l(x) < u} est convexe Vu € RY. (5.7.1)
Le résultat qui suit donne une borne inférieure du risque encouru en prenant {Z,} comme

suite d’estimateurs arbitraires du parametre 6

Théoréme 5.8.1 (Hajek 1972) Soit un modele AR, (p;) d-périodique satisfaisant les condi-
tions CR1, CR2 et C'R3 et soit {Z,,} une suite d’estimateurs quelconques de 6, [ une fonction

convexe définie sur R? et {Q),} une suite de matrices appartenant a ’ensemble M ,  des
E pi

d d

matrices orthogonales de dimensions > p; x > p; . Alors :
i=1 i=1

lim lim inf sup Enyl {Qn\/ﬁT Vé(f)ago)(zn - Q)} > / 1(2)dN(0, 1)

K—oo n—oo
\/nl
‘ VD €(05)(0-00) | <

(5.7.2)
Définition 5.8.2 Soit la condition LAN (0,, M,,~,) vérifiée. Une suite d’estimateurs {Z,,}
est dite LAM (6,) si

lim lim inf sup Bl {Qnﬁ%(”c(gg)(zn —0) } [ 1(x)dN(0,1)

K—o0o n—oo
| 2P e-00)| <k

Définition 5.8.3 La suite d’estimateurs {7, } est dite §,,-réguliére, sous la condition LAN (6,, M,,,~,,)

si My 2 (Zn — 85) — ¥ = 0(Py,)
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Remarque 5.8.4 Dans les modeéles AR4(p;) d-périodiques, et sous les hypotheses CR1, C' R2
et C'R3, une suite {Z,,} est dite §,-réguliere si

Lemme 5.8.5 Sous les hypothéses CR1, CR2 et CR3, on a pour toute suite d’estimateurs

{Z,}, 'implication suivante :

A 02) 501 (g,) = 08y, (5.73)

Ce lemme implique que {Z,,} est LAM

0, restant inconnu, ces résultats fondamentaux peuvent sembler inutiles! Ceci motive le

développement suivant (Le Cam (1960), Kreiss (1987), Hallin (1995), Bentarzi (1995)) :

5.8.2 Le probléme de P’alignement

Puisque la valeur de # sous ’hypothése H}n) (0) est non spécifiée, on peut songer

a Pestimer car afin de construire des estimateurs réguliers, lexistence d’estimateurs /n-

consistents est essentielle.

On suppose que 'on dispose d'un estimateur initial En v/n-consistent ; d’ot 'hypothese

CR4 : \/n(, — 0,) = O(P,) ot encore Jc > 0, tel que /n

/Qn _QO‘ S C,Vn € NaQO S ©

Remarque 5.8.6 : La condition CR4 est vérifiée pour n’importe quel estimateur pour lequel

le théoréme central limite est valide, i.e., pour tous les estimateurs standards.

5.8.3 Propriété de linéarité asymptotique de A;") () sous H}n) (Q(”)>

Une conséquence essentielle de la propriété de la normalité asymptotique locale (LAN)

établie dans la proposition 5 §5.5.1 est que, pour une densité f,, d’un bruit blanc, I’expérience

fo n—00

locale ™ (6) = {Pe e, T € RP/sup Hz(")H2 < oo, 7™ — z} converge faiblement
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d
vers I’expérience shift gaussien ) p;—dimensionnelle. (Le Cam (1960), (1986)) :
=1

tp(0) = {N(I"* (0) 7,T* (0)),T € RP},

Brievement, la famille des fonctions de vraisemblance, indexées par le parameétre 6 et cor-
respondant & la densité f,, notée Ly restreinte a § € © C RP est asymptotiquement

gaussienne au voisinage de 6. L’étude des divers problemes statistiques liés a ’expérience
locale 5;Z)(0),peut étre ainsi, ramenée & celle des problémes statistiques liés a I'expérience

shift gaussien £¢(#) bien connue dans la littérature statistique. Les propriétés (exactes) des
procédures statistiques établies concernant le probléme en question peuvent, alors hériter
localement asymptotiquement du probléme originel en question. On exploite ce résultat fon-

damental di & Le Cam (cf; Le Cam (1986)), Le Cam and Yang (1990)).
Proposition 5.8.6 (Propriété de linéarité)

La suite centrale Agcn) (0) posseéde sous H J(c") () et donc sous H}n) (Q(")) par contiguité
la propriété suivante, dite propriété de linéarité (asymptotique) :

linéarité sous H ](cn) () et donc sous H](c") <Q(”))

A;n) (Q+ ,/(n)z(n)) _ Agcn) (Q) —__r1A (9) T+ Opg(l)

Théoréme 5.8.7 (Existence des estimateurs LAM). Supposons que {én} € O est une suite

discrete d’estimateurs, y/n-consistents pour ¢, € ©. Alors En définie par

~ — 1 d An(gn)_l (n) 3
0 =0, + — L AY(,,), 5.7.5
est réguliére avec

Gla(?n) 0
I 0 0
Fn (en) = 7 )

0 0
0 0 o0 &0
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1 )y 2 _ 1S w5y
% _ n o .
on G0 = &5 gy st = 15 (2 )
=0 =0
Pour des raisons techniques, nous nous sommes restreints a des suites discrétes d’estimateurs

{5n} telles que, en supposant que En vérifie CR4, 0,, est donnée par un des points de 1’en-

1

semble {0 : 0 =n"2(i1,......,0 4 ),i; € Z } le plus proche de 6. . Bien str, {6, } satisfait la

propriété plus générale de discrétisation.
Définition 5.8.8 Une suite {571} d’estimateurs est dite discréte s’il existe K € N* tel que,
indépendamment de n € N*, ,, prend au plus K valeurs différentes dans I’ensemble :

= {QGRP:\/H|Q—QO| §c},c>0ﬁxé.
Le grand avantage des estimateurs discrets, est le résultat suivant da & Le Cam (1960), et
utilisé entre autres, par Bickel (1982) et Kreiss (1987).

Lemme 5.8.9 Soit {S,(6),n € N} une suite de variables aléatoires qui dépendent de §. Si

pour toute suite d’estimateurs {0, } C © satisfaisant

Vn (0, — 0,) est borné par une constante ¢ > 0, on a S,,(6,) = = 0pm (1),
n 0

90

alors on aussi S,,(0,,) = opﬁ? (1) pour toute suite d’estimateurs localement discréte 6,
Preuve

Ve > 0.YM > 0,F(|[S.0.)] = <) = B([S.0.)] = < et v (B, —6,) <
M) + B[ S(B)]] > & et v/ (0, — 8y) > M) < Py7([[Su(n)]] > € et v/n (6, — ) <

M) + P (y/n (0 — 0,) > M)

Pour M = M(e),3dN:(e) € N,¥n > Nl(g),PQ(:)(\/ﬁ (6, — 6y) > M) < £, puisque 6, est

\/n-convergent.

L’événement [HS || >cetn ( ) <M ] est constitué d’'un nombre fini de points
borné par K. Toute suite de valeurs de S,, en ces K points est une suite de type S,(0,) sa-
tisfaisant aux hypothéses du lemme. Soit alors @, la suite construite de facon que pour tout

HS || = max HS || ce maximum est calculé sur un nombre fini de points).
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Cette suite satisfait encore aux hypothéses du lemme et donc S,,(6,,) = 0, (1). Il existe
89

donc un Ny(e) € N, tel que Vn > Ng(a),PQ(:)(HSn(gn)H > e et /n (6, —0y) < M) <. Donc
Ve > 0,3M(e) et N(e) = max(Ny(g), Na(e)) tels que PQ(:)(HSn(an)H >cet vn(l,—0,) <

M)+ PP (a0, — ) > M) < §+5=e.

5.9 Construction d’estimateurs adaptatifs

Les estimateurs obtenus ci-dessus dépendent de la loi sous-jacente du bruit blanc. Dans
cette section, et en suivant étroitement la méthode utilisée par Kreiss (1987), on apporte une
réponse a la question s’il est possible de construire des estimateurs qui soient indépendants
de la loi sous-jacente du bruit blanc mais qui sont LAM , simultanément pour plusieurs types
de lois de probabilité des erreurs. De tels estimateurs, s’ils existent, sont dits adaptatifs

pour la classe spécifiée de densités

Pour donner une réponse a la question ci-dessus, on recherche des estimateurs pour la

fonction score et pour la quantité d’information de Fisher qui sont inconnues. Ensuite, on

définit Iestimateur adaptatif semblable & /én.D’abord, on restreint notre attention & des

estimateurs de .

On introduit les notations additionnelles :

(i) g(z) = A=exp(—%),z €R,

i) f2) = ["2g(x —y)fi(y)dy.

Notons z,, k = 1,...,n les résidus centrés réduits qui sous Hj(fn) (f) coincident avec le bruit

blanc réduit.

n

i) Ji(e,0) = 5 32 Aglw+ zm) + (e = 2} = 1y
kvfjj

Soit g;(x,0), I'estimateur suivant de ¢

_lf/;(x’g) si -E(x70> Z dn7|g:| S Jn
G(r.0) =9 *fi(2.0) £i(2,0) < cufy(,0)

0 sinon
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avec ¢, — 00, g, — 00,1(n) — 0,d, — 0.

1 ~
¢w(@::gy%dx>%QAL9)=§fAae)

Soit

et

la version estimée de Agc”) (6).

Lemme 5.9.1 (Estimation de la quantité d’information de Fisher).

2

Lestimateur de la quantité d’information de Fisher donné par I, = 25 Gl (0,);0,) est

0

=

n
j:

= =\ 7 . . n Py,
consistent ot ,, ;(€;(0r); 0) sont des estimateurs de ¢(e;(0),j = 1,...,net = Z:) ©?(e;(0,) =3
J:

I(f1), lorsque n — oo.

Théoréme 5.9.2 (Bentarzi, Guerbyenne et Merzougui (2006)) (Existence des esti-

mateurs adaptatifs)

~ dT,0,) " '~ - -
L’estimateur 6, = 0,, + \%%Am(@n) ot I est un estimateur de I et est défini

partir de fl qui est un estimateur de fi lorsque la méthode du noyau est utilisée.ll satisfait

la condition de régularité :

. d F_I(Qm Q)

Vi (8- 6) - =55

A (0,) = 0(Py"),

i.€., én est LAM pour toute densité f satisfaisant aux hypothéses
(1) f est symétrique autour de l’origine

(¢4) [2*f(z)dz < o0

dT(0,)

et on a : L(y/n (én _Qo) /Fugy) = N <0Rp’ T

) pour toute densité satisfaisant (i)
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et (i1)

La démonstration est identique a celle de Kreiss (1987).

5.10 Reésultats numériques

Des simulations intensives ont été exécutées pour étudier le comportement de I’estimateur

adaptatif AE obtenu ci-dessus. Nous avons simulé un processus PAR»(1)

Yiror = 011Y2r + €127,
Yator = 02.19142- + E242r

pour les quatre densités des erreurs telles que données dans Kreiss (1987) mais f3 et f; ont

été modifiées afin que la densité du bruit blanc soit de variance 1 (C'R2).

fl(m) = \/ﬁexp(_E%
0.05 x? 0.95 x?

fl) = e enpl—g)

0. (V10z —3)%,  0.5V/10
fa(z) = N exp(— 5 )+ ez ex
1

falz) = 7 exp(—V/2z]).

]
ot
E‘
[aw]

(V10z — 3)°

O ]

f1 et fy sont fréquemment rencontrées dans la pratique, fo et f3 sont des mélanges de
lois normales alors que fo est communément utilisée en présence de valeurs aberrantes ou
simplement extrémes; f3 a été choisie par Kreiss pour montrer 'efficacité de la procédure

adaptative.

On utilise toujours I'estimateur des moindres carrés (MCO) comme estimateur initial 6,

et on compare son comportement avec celui de l'estimateur adaptatif (EA) :0,, relativement

a un premier critére qui est la longueur de l'intervalle de confiance (CI).
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intervalle de confiance a4 90% pour /n (@n — 9) et /1 (én — 9) ,
pour 0 = (0.8,0.9),02 = (1,0.8) et n. = 100

densité 91’1 92’1

AMCO | [[1.4882, 1.0802] | [-1.3345, 1.0306]
EA 1.5639, 1.1174 1.3524, 1.2479]

f2MCO | |-1.6715, 1.0937 1.9485, 1.0313]
EA 1.5822, 0.8721 1.3286, 0.8621]

- Ik
- I [
o
fsMCO | [-1.8184, 1.0557] | [-1.5748, 0.8213]
- RS
- Ik
- Ik

EA 0.8406, 0.7249 0.5357, 0.8823]
f1MCO | [-2.1268, 0.7822 1.4040, 0.8662]
EA 1.9113, 0.7856 1.0482, 0.7694]

Le second critere est le RMSE (Root Mean Square Error ou racine carrée de l'erreur qua-

dratique moyenne) définie par : RMSE = +/(Biais)? + Variance.

Les valeurs du RMSFE sont calculées pour diverses valeurs de la taille n en commengant &
partir de 40 jusqu’a 400, pour 6 = (0.5,0.7)" et 0> = (1,0.8)’, Les résultats sont représentés

par les graphes suivants.

Les simulations (CI et graphes) montrent que lorsque la densité du brit blanc normalisé
est fy et f3 'estimateur adaptatif est toujours meilleurprincipalement pour f3 oula différence
est trés grande en faveur de F'A, bien que I'estimateur MCO soit utilisé comme estimateur
initial.

Dans les situations standard f; ,f les deux estimateurs ont presque la méme performance
principalement pour f; les estimateurs KA et M CO sont presque les mémes contrairement

a fy ou lestimateur adaptatif £ A semble étre légérement meilleur.

Cependant, 'estimateur adaptatif est relativement cotiteux.
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