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Introduction

Au cours de la dernière décennie, l�étude des corrélations d�appariement neutron-proton (np)

a fait l�objet de nombreux travaux (cf. e.g. [1]-[28]) en raison des progrès expérimentaux dans

la région des noyaux de masse intermédiaire tels que N ' Z en raison de nouvelles installations

de production de faisceaux d�ions radioactifs. L�étude de ces noyaux riches en protons, est

intéressante, non seulement du point de vue de la structure nucléaire, mais également sur

le plan de l�astrophysique nucléaire. En e¤et, on s�attend à ce que ce type de noyaux soit

synthétisé lors du processus de capture rapide d�un proton (rapid-proton capture process, (rp

process)) dans des conditions rencontrées en astrophysique [21],[22]. De plus, la plupart de ces

noyaux ne sont pas accessibles sur le plan expérimental. Par conséquent, beaucoup de calculs

d�intérêt astrophysique dépendent de la précision des prévisions des propriétés nucléaires. Dans

les noyaux pour lesquels N ' Z , les niveaux de Fermi des systèmes neutron et proton sont

énergétiquement voisins et l�on s�attend donc à ce que les corrélations d�appariement neutron-

proton (np) jouent un rôle signi�catif dans leur structure. Il semble que ces corrélations soient,

au moins, aussi importantes que les corrélations d�appariement entre particules identiques.

Généralement, l�appariement est traité dans le cadre de l�approche BCS généralisée (cf. e.g.

[1]-[7]). La fonction d�onde BCS n�est pas état propre de l�opérateur nombre de particules.

Diverses techniques de projection dans l�espace nombre d�occupation ont donc été proposées

pour conserver strictement le nombre de particules. Les techniques les plus utilisées sont par

exemple l�approximation de la phase aléatoire des quasiparticules (Quasiparticle Random Phase

Approximation : QRPA) (cf. e.g. [8]-[16] ), la méthode de Lipkin-Nogami (LN) [17], la méthode

de la coordonnée génératrice (Generator Coordinate Method : GCM) [18], les méthodes de

projection nombre d�occupation de type PBCS [23]-[27] ou de projection simultanée sur l�isospin
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et le nombre de particules [28].

Toutefois, toutes ces études ont été e¤ectuées à température nulle. Il serait donc intéressant

d�étudier le comportement thermique des corrélations d�appariement np. En e¤et, si les e¤ets

de la températures dans les corrélations d�appariement entre particules identiques ont été in-

tensément étudiés depuis longtemps, dans le cadre de la théorie BCS et ses variantes (cf. e.g.

[29]-[41]), en utilisant le formalisme de l�intégrale de chemin (cf. e.g. [42]-[51]), ou en utilisant

d�autres méthodes (voir [52]), seul un nombre restreint d�études concernant les corrélations

d�appariement np a été réalisé à température �nie. Citons, entre autres, les travaux de Lan-

ganke et al. [53] qui ont étudié, dans le cadre du modèle Shell Model Monte Carlo (SMMC),

les propriétés thermiques et la dépendance en température des corrélations d�appariement de

type isoscalaire et isovectoriel. Ils se sont intéressés en particulier aux noyaux 50Mn et 52Fe qui

sont représentatifs des noyaux impair-impairs pour lesquels N = Z. La méthode SMMC (cf.

e.g. [54],[55]) décrit le noyau au moyen de l�ensemble canonique à température �nie et utilise la

méthode de Hubbard-Stratonovitch pour linéariser l�opérateur à plusieurs corps en fonction du

temps imaginaire. De cette façon, les observables sont écrites sous forme d�intégrales de chemin

de propagateurs à un corps dans des champs externes �uctuants. Cette étude a été con�rmée,

en utilisant toujours les techniques du modèle en couches, dans la Ref. [56]. Citons également

Kaneko et Hasegawa [22] qui ont récemment proposé une méthode de calcul des énergies d�ap-

pariement np dans les noyaux chauds à l�aide des techniques du modèle en couches. Ils ont

extrait les gaps d�appariement à température �nie à partir des di¤érences d�énergie thermiques.

Cependant, dans ces dernières études, les calculs ont été réalisés numériquement et donc sans

expliciter les équations du gap.

Sheikh et al. [57], pour leur part, ont étudié la dépendance vis à vis de la rotation et de la

déformation des corrélations d�appariement isovectoriel et isoscalaire à température �nie mais

uniquement dans le cadre d�un hamiltonien de modèle en couches cranké et exactement soluble.

Nous nous proposons dans le présent travail d�étudier les propriétés statistiques habituelles

de systèmes chauds dont les particules interagissent entre elles via l�appariement isovectoriel.

Nous utiliserons pour cela le formalisme de l�intégrale fonctionnelle pour expliciter le grand

potentiel du système à partir duquel les grandeurs statistiques usuelles seront déduites. Pour

cela nous suivrons le plan suivant :
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- Dans le premier chapitre, nous rappellerons le traitement des corrélations d�appariement

entre particules identiques (neutrons ou protons) par le formalisme de l�intégrale de chemin et

établirons les équations du gap de la théorie BCS à température �nie (FTBCS).

- Les corrélations d�appariement isovectoriel, dans un noyau déterminé, seront traitées dans

le second chapitre, par la même technique. Les équations du gap généralisées et l�énergie libre

du système seront déduites.

- Les grandeurs statistiques habituelles (énergie, entropie et capacité calori�que du système)

seront explicitées, avec et sans prise en compte de l�appariement np, dans le troisième chapitre.

- La résolution numérique des équations du gap généralisées et le calcul des grandeurs

statistiques seront présentés et discutés dans le quatrième chapitre, dans le cadre d�un modèle

schématique, puis dans celui d�un modèle réaliste basé sur les énergies du champ moyen de

Woods-Saxon déformé.

- Les conclusions de cette étude seront résumées dans la dernière partie.
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Chapitre 1

Appariement entre particules

identiques à température �nie par le

formalisme de l�intégrale de parcours

1.1 Introduction

L�approximation microsopique des particules indépendantes dans laquelle on suppose que

chaque particule évolue librement dans le champ moyen généré par l�ensemble des autres parti-

cules, est souvent considérée comme l�approximation "zéro" du problème microscopique à partir

duquel diverses extensions sont possibles. Ces extensions au-delà du champ moyen sont utiles

et nécessaires à la fois, que ce soit en structure ou en dynamique nucléaire, pour inclure un

maximum de corrélations nécessaires à une description précise de la physique des noyaux. Dans

les systèmes nucléaires, une partie importante des corrélations qui est négligée dans l�approxi-

mation des particules indépendantes correspond aux corrélations d�appariement. Celles-ci sont

dûes à une interaction à court rayon d�action entre les nucléons se trouvant dans des états ren-

versés l�un de l�autre par rapport au sens du temps et formant des paires. Ce type d�interaction

a été traité au début dans le cadre de la théorie BCS de Bardeen Cooper Schrie¤er [58] pour la

description microscopique de la supra-conductivité dans les métaux. Cette théorie a été étendue

par la suite à la physique nucléaire par Belyaev [59]. Plus tard, Sano et Yamazaki [29] ont été les
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premiers à généraliser la méthode pour étudier les e¤ets de la température sur les corrélations

d�appariement entre particules identiques.

Les corrélations d�appariement à température �nie T ont souvent été étudiées, sur le plan

théorique, dans le cadre des approximations de la théorie " Finite Temperature BCS" : FTBCS

[30],[36]-[60] et sa généralisation la théorie " Finite Temperature Hartre-Fock-Bogoliubov" :

FTHFB [31],[63]. L�inconvénient majeur de ces théories est le fait qu�elles ignorent complètement

dans leur traitement les �uctuations quantiques et thermodynamiques. Récemment, plusieurs

travaux consacrés à l�étude de l�e¤et des �uctuations thermiques sur le champ d�appariement,

ont mis en évidence la persistance du gap en énergie même à une température non nulle [64]-

[65]. Parmi ces méthodes on rencontre souvent la théorie de la transition de phase de Landau

[45], [64], [66]- [67] où l�on utilise un seul paramètre appelé «degré de l�ordre » pour décrire

l�état macroscopique du système, et la technique de l�intégrale de chemin de Feynman [42]-[51]

qui permet de transformer, via la transformation de Hubbard-Stratonovitch [68], la fonction

partition d�un système de particules en interaction en une fonction de partition d�un système

équivalent de particules indépendantes interagissant avec un champ extérieur.

Nous présenterons dans ce chapitre la fonction de partition sous forme d�intégrale fonction-

nelle en incluant les corrélations d�appariement entre particules identiques dans l�hamiltonien

du système. En utilisant la méthode de col et l�approximation du point de selle de la fonction

partition, nous établirons les équations du gap en considérant dans un premier temps l�approxi-

mation statique puis l�approximation dynamique en prenant en compte quelques modes.

1.2 Hamiltonien du système

Dans le cadre de l�hypothèse de la force à deux corps, l�hamiltonien d�un système de fermions

en interaction s�écrit :

H =
X
i

ti +
1

2

X
i6=j

Vij (1.1)

où ti est l�énergie cinétique du nucléon i et Vij représente l�interaction entre les nucléons i

et j. Une fois établie l�expression de cette dernière, la théorie d�Hartree-Fock conduit à la

détermination d�un champ moyen, local ou non local, dans lequel les fermions se déplacent in-

dépendamment les uns des autres et par suite à un hamiltonien H0 à particules indépendantes.
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H0 di¤ère de l�hamiltonien réel H par un terme d�interaction résiduelle v. En fait, le terme H0

ne peut décrire à lui seul les caractéristiques e¤ectivement observées dans l�étude systématique

des spectres des noyaux pair-pairs notamment. Parmi ces caractéristiques, il y a l�e¤et d�ap-

pariement nucléaire mis en évidence par ses conséquences sur un grand nombre d�observables

nucléaires depuis longtemps. Ces observables concernent typiquement les masses, les rayons de

charge, les propriétés de déformation, les barrières de �ssion et certains cas de coexistence de

forme.

Dans le formalisme de la seconde quanti�cation, en prenant pour opérateurs de création et

d�annihilation les opérateurs associés aux états propres de H0, l�hamiltonien H s�écrit en tenant

compte de l�isospin :

H =
X
k>0
t=n;p

"kt(a
+
ktakt + a

+ektaekt) +
X
klmn
t1t2t3t4

hkt1; lt2j v jmt3; nt4i a+kt1a
+elt2aent4amt3 (1.2)

où les éléments de matrice de l�interaction résiduelle :

vkt1;lt2;mt3;nt4 = hkt1; lt2j v jmt3; nt4i (1.3)

sont antisymétriques :

vkt1;lt2;mt3;nt4 = �vlt2;kt1;mt3;nt4

= �vkt1;lt2;nt4;mt3

= vmt3;nt4;kt1;lt2 (1.4)

De plus, l�invariance par renversement du sens du temps se traduit par :

vkt1;lt2;mt3;nt4 = vemt3;ent4;ekt1;elt2 (1.5)

où l�on a noté par
���ektE le renversé par rapport au sens du temps de l�état jkti. On a supposé

de plus dans l�écriture de H, que le champ moyen est invariant par renversement du sens du
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temps. Ceci se traduit par le fait que les états
���ektE et jkti ont la même énergie, soit :

"kt = "ekt , t = n (neutron); p (proton) (1.6)

La forme générale de l�interaction d�appariement entre particules identiques occupant une paire

d�états
���ektE et jkti est :

vkt1;lt2;mt3;nt4 = �4Gt1t2�kel�men�t1t2�t2t3�t3t4 (1.7)

ce qui permet d�écrire H sous la forme :

H =
X
t=n;p

24X
�>0

"�t(a
+
�ta�t + a

+e�tae�t)�GttX
��>0

a+�ta
+e�tae�ta�t

35 (1.8)

où les a+�t;et a
+e�t (respectivement a�t et ae�t) représentent les opérateurs de création (respective-

ment de destruction) de nucléons dans les états j�ti et je�ti. La constanteGtt ; t = n; p, représente
l�intensité de la force d�appariement et est déterminée à partir de la table des di¤érences de

masse expérimentales [69].

En général, l�hamiltonien (1.8) est traité dans le cadre de la méthode BCS [30]. Celle-

ci, permet de diagonaliser approximativement H moyennant l�approximation dite de quasi-

particules indépendantes. Dans cette méthode, le nombre de particules N = Np +Nn avec :

Nt =
X
�>0

(a+�ta�t + a
+e�tae�t) t = n; p (1.9)

n�est conservé qu�en moyenne. Pour tenir compte de cette contrainte, on introduit deux para-

mètres de Lagrange �t; t = n; p dans H et on diagonalise l�hamiltonien auxiliaire :

H = H�
X
t=n;p

�tNt (1.10)
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dont la forme explicite est :

H =
X
�>0
t=n;p

e"�t(a+�ta�t + a+e�tae�t)� X
t=n;p

Gtt
X
��>0

a+�ta
+e�tae�ta�t (1.11)

où :e"�t = "�t � �t:
Dans l�étude des noyaux chauds qui nous intéressent, la détermination de la fonction de par-

tition est un élément fondamental pour expliciter les principales observables nucléaires comme

l�énergie du système, son entropie ou sa capacité calori�que.

Cette fonction peut être calculée dans le cadre du formalisme standard de BCS. Il su¢ t de

remplacer la probabilité d�occupation n�t d�un état j�ti, donnée à température nulle par :

n�t =

8<: 1 si l�état j�ti est occupé

0 sinon
(1.12)

par l�occupation à température non nulle de Fermi-Dirac :

n�t =
1

1 + e�"�t
(1.13)

où � est l�inverse de la température � =
1

T
en unité de la constante de Boltzman k = 1:

La méthode, initialement développée par Moretto [30], [60]-[61] est bien connue et a été

souvent utilisée dans des travaux au sein de notre Laboratoire [70]. Malheureusement les tech-

niques auxquelles fait appel cette méthode, comme le théorème de Wick, la linéarisation de

l�hamiltonien ou sa rediagonalisation [71]-[73], sont assez lourdes sur le plan du calcul formel.

Une méthode alternative est celle de l�intégrale de chemin de Feynman ou méthode de l�inté-

grale fonctionnelle. Celle-ci est très utilisée dans l�étude du problème à N corps interagissant à

travers une force séparable. La fonction partition du système grand canonique est approximée

par une intégrale fonctionnelle dans laquelle les interactions à deux corps sont remplacées, grâce

à la transformation de Hubbard -Stratonovitch [68], par des opérateurs à un corps interagissant

avec un champ auxiliaire.
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1.3 La grande fonction partition

Elle est dé�nie par :

Z = Tre��H (1.14)

où Tr représente la trace. Cette dernière est généralement évaluée dans la base des états propres

de H: Comme ces états ne sont pas connus, Z sera déterminée approximativement dans le

cadre de " l�approximation du chemin statique" et qui sera traitée ci-dessous. Comme H est

l�hamiltonien de deux sous-systèmes neutron et proton sans interaction :

H =
X
t=n;p

Ht (1.15)

avec :

[Hn;Hp] = 0

Ht =
X
�>0

"�t(a
+
�ta�t + a

+e�tae�t)�GttX
��>0

a+�ta
+e�tae�ta�t (1.16)

la fonction partition se factorise en :

Z = Zn:Zp =
Q
t=n;p

Zt (1.17)

Il su¢ t alors d�étudier la fonction Zt = e��Ht pour t donné. Pour cela, on décompose Ht donné

par (1.16) en :

Ht = H
t
0 +H

t
1 (1.18)

où Ht
0 est l�hamiltonien moyen et H

t
1 correspond au terme d�appariement.

Considérons l�opérateur St(�) dé�ni par :

exp (��Ht) = exp
�
��Ht

0

�
St(�) (1.19)

soit

St(�) = exp
�
�Ht

0

�
exp (��Ht) (1.20a)
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Notons que, Ht
0 et Ht ne commutent pas et donc :

exp (��Ht) 6= exp
�
��Ht

0

�
exp

�
��Ht

1

�
(1.21)

On véri�e, aisément que St(�) satisfait à l�équation di¤érentielle du premier ordre par rapport

à � :

@St(�)

@�
= � exp

�
�Ht

0

�
Ht
1 exp (��Ht)

= �Ht
1St(�) (1.22)

où :

Ht
1(�) = exp

�
�Ht

0

�
Ht
1 exp

�
��Ht

0

�
(1.23)

L�équation (1.22) s�intègre facilement en tenant compte de la condition initiale St(� = 0) = 1,

et admet pour solution :

St(�) = I�
Z �

0
Ht
1(�1)St(�1)d�1 ; 0 � �1 � � (1.24)

qui est une solution implicite. En remplaçant St(�1) par :

St(�1) = I�
Z �1

0
Ht
1(�2)St(�2)d�2 ; 0 � �2 � �1 (1.25)

et en procédant par itération, on obtient de proche en proche le développement formel d�une ex-

ponentielle.

En e¤et, considérons l�intégrale :

I2 =

Z �

0
d�1

Z �1

0
d�2H

t
1(�1)H

t
1(�2) (1.26)

En utilisant le fait que :

Z b

a
dx

Z x

a
dy f(x; y) =

Z b

a
dy

Z b

y
dx f(x; y) (1.27)
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qui signi�e que l�intégrale de f(x; y) dans le triangle hachuré inférieur est égale à celle calculée

dans le triangle supérieur ( voir �g 1-1) ;

Fig. 1-1 �

l�équation (1.26) s�écrit :

I2 =

Z �

0
d�2

Z �

�2

d�1H
t
1(�1)H

t
1(�2) (1.28)

qui devient en interchangeant �1 et �2 :

I2 =

Z �

0
d�1

Z �

�1

d�2H
t
1(�2)H

t
1(�1) (1.29)

I2 est donc la demi-somme de (1.26) et(1.29) :

I2 =
1

2

Z �

0
d�1

"Z �1

0
d�2H

t
1(�1)H

t
1(�2) +

Z �

�1

d�2H
t
1(�2)H

t
1(�1)

#
(1.30)

En introduisant l�opérateur chronologique T� qui permet de ranger un produit d�opérateurs

de droite à gauche selon les � croissants , soit :[74]

T� fA(�1)B(�2)g =

8<: A(�1)B(�2) si �1 > �2

B(�2)A(�1) si �2 > �1
(1.31)
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L�intégrale I2 prend la forme simple suivante :

I2 =
1

2

Z �

0
d�1

Z �

0
d�2T�

�
Ht
1(�2)H

t
1(�1)

	
(1.32)

D�une manière générale, on établit que :

Z �

0
d�1

Z �1

0
d�2:::

Z �n�1

0
d�nT�

�
Ht
1(�1):::H

t
1(�n)

	
=
1

n!

Z �

0
d�1

Z �

0
d�2:::

Z �

0
d�nT�

�
Ht
1(�1):::H

t
1(�n)

	
(1.33)

L�opérateur St(�) s�écrit alors formellement :

St(�) = T� exp

�Z �

0
Ht
1(�)d�

�
(1.34)

En divisant l�intervalle [0; �] en N intervalles de même longueur, on a :

Z �

0
Ht
1(�)d� = lim

N!1

�

N

NX
j=1

Ht
1(� j) (1.35)

où � j =
j�

N
; j = 1; 2; :::; N ; de sorte que :

St(�) = lim
N!1

exp

24� �
N

NX
j=1

Ht
1(� j)

35
= lim

N!1

NQ
j=1

exp

�
� �
N
Ht
1(� j)

�
(1.36)

1.4 Transformation de Hubbard-Stratonovitch

C�est la généralisation aux opérateurs de l�intégrale de Gauss :

exp(�2) =

Z +1

�1
dy exp(��y2 � 2

p
�y�) (1.37)

En e¤et, si O est un opérateur diagonalisable et borné, il satisfait à l�équation :

exp(O2) =

Z +1

�1
dy exp(��y2 � 2

p
�yO) (1.38)
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qui est la transformation de Hubbard-Stratonovitch [68]. L�opérateur Ht
1(�) admet la factori-

sation :

Ht
1(�) = �1(� j):�2(� j) (1.39)

avec :

�1(� j) = �
p
Gtt
X
�>0

a+�ta
+e�t ; �2(� j) = �

p
Gtt
X
�>0

ae�ta�t (1.40)

�1(� j) et �2(� j) ne commutent pas car :

[�1(� j); �2(� j)] = Gtt
X
�>0

�
a+�ta

+e�t; ae�ta�t� (1.41)

Cependant, si Gtt est su¢ samment petite ; ce qui est le cas, car elle représente l�intensité d�une

interaction résiduelle, on a approximativement :

exp
�
� �
N �1:�2

�
= exp

(�
1
2

q
�
N (�1 � �2)

�2)
exp

(�
i
2

q
�
N (�1 + �2)

�2)
(1.42)

En appliquant la transformation de Hubbard-Stratonovitch (1.38) à chacune des exponentielles

du second membre de (1.42), on obtient :

exp

(�
1
2

q
�
N (�1 � �2)

�2)
=

Z +1

�1
dxj exp(��x2j �

q
��
N (�1 � �2)xj) (1.43)

et

exp

(�
i
2

q
�
N (�1 + �2)

�2)
=

Z +1

�1
dyj exp(��y2j � i

q
��
N (�1 + �2) yj) (1.44)

expressions dans lesquelles on a noté par xj = xj(� j) et yj = yj(� j):

En opérant les changements de variables :

xj =

q
�
NXj et yj =

q
�
N Yj (1.45)
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l�expression (1.42) devient :

exp
�
� �
N �1:�2

�
=

Z
�
N dXjdYj exp

h
���
N

�
X2
j + Y

2
j

�
� �
N

p
� f(Xj + iYj) �1(� j)� (Xj � iYj) �2(� j)g

i
(1.46)

L�opérateur St(�) donné par (1.36) prend ainsi la forme :

St(�) = lim
N!1

NQ
j=1

�
N

Z +1

�1
dXj

Z +1

�1
dYj exp

h
���
N

�
X2
j + Y

2
j

�
� �
N

p
� f(Xj + iYj) �1(� j)� (Xj � iYj) �2(� j)g

i
(1.47)

Introduisons les mesures :

Z
DX = lim

N!1

Z +1

�1

NQ
j=1

q
�
N dXj et

Z
DY = lim

N!1

Z +1

�1

NQ
j=1

q
�
N dYj (1.48)

et posons :

zt(� j) = Xj(� j) + iYj(� j) = Xj + iYj

Sachant que : Z
Dzt =

Z
DXDY

on obtient :

St(�) =

Z
Dzt exp

�
��
Z �

0
jzt(�)j2 d�

�
exp

�
�
Z �

0
d�
p
� fzt(�)�1(�)� zt(�)�2(�)g

�
(1.49)

En remplaçant �1 et �2 par leurs expressions (1.40), la grande fonction partition des particules

du type t (n ou p) devient :

Zt = Tr

�
exp

�
��Ht

0

� Z
Dzt exp

�
��
Z �

0
jzt(�)j2 d�

�
exp

�Z �

0
H0t(�)d�

��
(1.50)

où

H0t(�) =
p
�Gtt

�
a+�t(�)a

+e�t(�)zt(�) + ae�t(�)a�t(�)zt(�)	 (1.51)
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Comme Z =
Q
t=n;p

Zt , il vient pour la fonction partition du noyau :

Z = Tr

�
e��(H

n
0 +H

p
0 )
Z
DznDzpT� exp

�
��
Z �

0

�
jzn(�)j2 + jzp(�)j2

�
d� +

Z �

0
H0(�)d�

��
(1.52)

où :

H0(�) =
X
t=n;p

H0t(�) = H0n(�) +H0p(�) (1.53)

On constate que le calcul de Z nécessite la connaissance de la dépendance en � des chemins

zt(�) et des opérateurs a+�t(�) et a�t(�).

Selon Feynman [75], les champs auxiliaires X(� j) et Y (� j) peuvent être développés en séries

de Fourier par sommation sur un ensemble discret de fréquences
2�k

�
:

8>><>>:
X(� j) = X0 +

+1P
k=1

Xk exp

�
i
2�k� j
�

�
Y (� j) = Y0 +

+1P
k=1

Yk exp

�
i
2�k� j
�

� (1.54)

Les champs X(� j) et Y (� j) étant réels, leurs composantes doivent satisfaire aux conditions :

X�k = X
�
k et Y�k = Y

�
k

Le champ complexe zt(� j) admet pour développement :

zt(� j) = z0t +
+1P
k=1

z
kt
exp

�
i
2�k�j
�

�
(1.55)

Le opérateurs a+�t(�) et a�t(�) sont tels que :

a+�t(�) = exp
�
�Ht

0

�
a+�t exp

�
��Ht

0

�
(1.56)

a�t(�) = exp
�
��Ht

0

�
a�t exp

�
�Ht

0

�
(1.57)
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Pour expliciter la dépendance en � de a+�t(�), on écrit d�abord H
t
0 sous forme :

Ht
0 = e"�t(n�t + ne�t) + P

� 6=�
e"�t(n�t + ne�t) (1.58)

où l�on a isolé le terme d�indice �. En remplaçant (1.58) dans (1.56) on obtient :

a+�t(�) = exp (�e"�tn�t) a+�t exp (��e"�tn�t) (1.59)

On établit aisément que :

exp (��e"�tn�t) = 1 + n�t [exp (��e"�t)� 1] (1.60)

du fait que (n�t)
m = n�t quel que soit l�entier m. La substitution de (1.60) dans (1.56) conduit

à la forme explicite de a+�t(�) en fonction de � :

a+�t(�) = exp (�e"�t) a+�t (1.61)

On établit de la même manière que :

a�t(�) = exp (��e"�t) a�t (1.62)

Il est commode de séparer dans l�opérateur H0t(�) la partie statique (indépendante de �) de

la partie dynamique. Pour cela, on écrit les produits d�opérateurs �gurant dans H0t(�) sous la

forme : 8<: a+�t(�)a
+e�t(�) = a+�ta+e�t + �+t (�)

ae�t(�)a�t(�) = ae�ta�t + �t(�) , t = n; p (1.63)

où les termes �uctuants �+t (�) et �t(�) sont donnés par :�
�+t (�) = a

+
�ta

+e�t [exp (2�e"�t)� 1]
�t(�) = ae�ta�t [exp (�2�e"�t)� 1] , t = n; p (1.64)

Quant à la mesure �gurant dans (1.50), elle s�exprime à l�aide des nouvelles variables z
kt
par la
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relation : Z
Dzt = lim

N!1
JN

NQ
k=0

Z
dz

kt
(1.65)

où JN est le Jacobien et s�écrit :

JN =

����dzt(� j)dz
kt

���� =
������������

1 x1 x2
1
: : xN�1

1

1 x2 x2
2
: : xN�1

2

: : : : : :

1 xN x2
N

: : xN�1
N

������������
(1.66)

avec xj = exp
�
i
2�

N
j

�
et j = 1; N:

Le déterminant (1.66) n�est autre que le déterminant de Vandermonde d�ordre N donné

par :

JN =
NQ

k;j=1
k>j

�
exp

�
i
2�

N
k

�
� exp

�
i
2�

N
j

��
(1.67)

Compte tenu des équations (1.54), (1.61) et (1.62) et après l�intégration sur � dans (1.50), la

fonction partition Zt devient alors :

Zt = Tr

�
e��H

t
0 lim
N!1

JN
NQ
k=0

Z
dz

kt
(1.68)

exp��
h
� jz

tk
j2 �

p
�Gt

2(�e"�t+i2�k)
n�
e2�e"�t � 1� a+�ta+e�tzkt + �1� e�2�e"�t� ae�ta�tzktoio

Ainsi la fonction partition est le produit des fonctions partition de chacun des sous-systèmes

neutron et proton. L�expression (1.68); est une intégrale fonctionnelle de particules indépen-

dantes interagissant avec le champ externe zt(�):

En intégrant sur tous les chemins possibles reliant les points 0 et �; le calcul de zt(�) serait

exact. Comme cela est très di¢ cile, des méthodes approximatives permettent de calculer St(�)

et donc S(�): C�est le cas de l�approximation statique qui est discutée ci-dessous.
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1.5 Approximation statique - Energie libre du système

L�approximation du chemin statique consiste à supposer que les champs X(� j) et Y (� j); et

par conséquent zt(� j); sont indépendants du temps imaginaire � . Dans ce cas, dans l�intégrale

fonctionnelle (1.68) on ne garde que les termes non �uctuants dans (1.63). Dans ce cas l�intégrale

fonctionnelle représentant la fonction partition (1.52) se réduit à une intégrale ordinaire et est

donnée par :

Z =

Z
dz0ndz0p exp

h
���

�
jz0nj2 + jz0pj2

�i
Tre

��H0
(1.69)

où :

H 0 =
X

�>0;t=n;p

he"�t(a+�ta�t + a+e�tae�t)�p�Gt �a+�ta+e�tz0t + ae�ta�tz0t	i (1.70)

La trace de exp (��H 0) peut être évaluée facilement dans la base propre de H 0. Il est aisé de

voir que l�expression (1.70) s�écrit aussi sous la forme matricielle :

H 0 =
X

�>0;t=n;p

�+�tA�t��t +
X

�>0;t=n;p

e"�t (1.71)

où les matrices A�t et ��t sont données par :

A�t =

0@ e"�t p
�Gttzt

p
�Gttzt �e"�t

1A , ��t =

0@ a�t

�a+e�t

1A et �+�t = (a
+
�t;�ae�t); (1.72)

Les valeurs propres de A�t, solutions de l�équation caractéristique :

det (A�t � �I) = 0 (1.73)

sont données par :

E��t = �
qe"2�t + j�tj2 (1.74)

où l�on a noté par :

�t =
p
�Gttzt (1.75)
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On calcule aussi facilement les vecteurs propres normalisés correspondants. Ils sont donnés

respectivement par :

v1 =

�
u�t
v�t

�
, v2 =

�
v�t
�u�t

�
(1.76)

où les composantes u�t et v�t s�écrivent :

u2�t

v2�t

9=; =
1

2

�
1� e"�t

E�t

�
(1.77)

Les vecteurs v1 et v2 ainsi que leurs composantes u�t et v�t sont tous déterminés à une phase

près, supposée nulle dans les expressions (1.76) et (1.77) [76].

La matrice A�t s�écrit alors :

A�t = T
�1
�t D(�)T�t (1.78)

où :

D(�) =

0@E�t 0

0 �E�t

1A (1.79)

et :

T�t =

0@u�t v�t

v�t �u�t

1A (1.80)

D�après les équations (1.72) et (1.78), on déduit que :

�+�tA�t��t = (u�ta
+
�t � v�tae�t; v�ta+�t + u�tae�t)

0@E�t 0

0 �E�t

1A0@ u�ta�t � v�ta+e�t
v�ta�t + u�ta

+e�t

1A (1.81)

En dé�nissant la transformation linéaire suivante :8<: �+�t = u�ta
+
�t � v�ta�t

��t = u�ta�t � v�ta+�t
(1.82)

les opérateurs �+�t et ��t ne sont autres que les opérateurs de création et d�annihilation des

quasi-particules. La transformation correspondante est celle de Bogoliubov-Valatin.
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La trace dans l�équation (1.69) devient alors :

Tre
��H0

= exp

 
��

P
�>0;t

e"�t!Tr exp �� P
�>0;t

�+�tD(�)��t

!

= exp

 
��

P
�>0;t

e"�t!Tr Q
�>0;t

exp
�
��E�t

�
�+�t��t � �+e�t�e�t��

= exp

 
��

P
�>0;t

e"�t! Q
�>0;t

Tr exp
�
��E�t

�
�+�t��t � �+e�t�e�t�� (1.83)

L�opérateur �+�t��t est l�opérateur nombre d�occupation de l�état j�ti par une quasi-particule

et dont les valeurs propres sont 0 et 1. L�équation (1.83) s�écrit alors :

Tre
��H0

= exp

 
��

P
�>0;t

e"�t! Q
�>0;t

[1 + exp(��E�t)] [1 + exp(�E�t)] (1.84)

= exp

 
��

P
�>0;t

e"�t! Q
�>0;t

4ch2
�E�t
2

Aprés avoir injecté (1.84) dans (1.69), la fonction de partition prend la forme suivante :

Z =

Z
dz0n

Z
dz0pe

���
�
jz0n j

2
+jz0p j

2
�
exp

 
��

P
�>0;t

e"�t! Q
�>0;t

4ch2
�E�t
2

=

Z
dz0n

Z
dz0pe

���
�
jz0n j

2
+jz0p j

2
�

exp

�
��
P
�>0

�e"�n + e"�p � 1

�
Log

�
16ch2

�E�n
2

ch2
�E�p
2

���
(1.85)

Sachant que l�énergie libre F du système est dé�nie par :

Z =

Z
dz0n

Z
dz0pe

��F (1.86)

on obtient :

F = �
�
jz0n j

2 +
��z0p��2�+ P

�>0

�e"�n + e"�p � 1

�
ln

�
16ch2

�E�n
2

ch2
�E�p
2

��
(1.87)
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1.5.1 Approximation au point de selle - Equations du gap

Le principe de cette approximation, est de minimiser l�exposant dans l�équation (1.86) pour

que la fonction de partition soit dominante [42]. Ceci peut être fait par la méthode du col. Le

point de selle correspond à :
@F

@z0n
=
@F

@z0p
= 0 (1.88)

d�où :

�z0t =
P
�>0;t

th

�
�E�t
2

�
@E�t
@z0t

t = n; p (1.89)

Après avoir calculé la dérivée de E�t par apport à z0t ;on trouve :

@E�t
@z0t

= �Gtt
z0t
E�t

(1.90)

et l�équation (1.89) devient :

2

Gtt
=
X
�>0

th

�
�

2

q
(e"2�t + j�0t j

2)

�
q
(e"2�t + j�0t j

2)
(1.91)

où �0t = z0t
p
�Gtt est la demi-largeur du gap.

L�équation (1.91) et la condition de conservation du nombre de particules représentent les

équations du gap pour un système de particules identiques à une température �nie.
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Chapitre 2

Appariement isovectoriel à

température �nie par le formalisme

de l�intégrale de parcours

2.1 Introduction

Dans la théorie de corrélations de paire originale, chaque paire de Cooper contient deux

neutrons ou deux protons d�une même couche et se meuvent dans des orbites renversées l�une

de l�autre par rapport au sens du temps [58]. Cependant, il est connu que la paire de Cooper peut

aussi être composée d�un neutron et d�un proton [78]. Les conditions idéales pour trouver les

corrélations d�appariement neutron-proton (np) existent dans les noyaux tels que N = Z et dans

lesquels les neutrons et les protons occupent des couches d�énergies voisines. Le recouvrement

des fonctions d�onde des deux nucléons (neutron et proton) est alors maximal [37], [79]-[80].

En e¤et, la mesure des énergies de liaison [81]-[84] ainsi que l�étude de la structure isospin des

états moins liés dans les noyaux impair-impairs [82], [85]-[88], montrent que les corrélations

d�appariement np sont très importantes dans les noyaux tels que N = Z.

L�appariement np joue un rôle signi�catif dans plusieurs processus nucléaires tels que la

désintégration bêta [89], la double désintégration bêta [17], [90], la structure des états collectifs

moins liés [91], ainsi que dans la structure des états de haut spin [2]-[3], [17], [22], [84], [91]-[53].
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Contrairement à l�appariement entre particules identiques (neutron-neutron (nn) ou proton-

proton (pp)), l�appariement np peut exister sous deux formes : l�appariement isoscalaire (� = 0)

et isovectoriel (� = 1). Un formalisme général de traitement de ces deux types d�appariement,

a été proposé au cours des années soixante par Chen et Goswami [80] et repris par d�autres

auteurs [81]-[83], [96]. Le manque de données expérimentales à cette époque a fait que l�étude

de ces corrélations est tombée dans l�oubli. Ce n�est qu�avec l�avènement des faisceaux d�ions

radioactifs que l�étude de l�appariement np a connu un regain d�intérêt. Ceci s�est traduit par de

nombreuses publications [1]-[28] qui concernent essentiellement les noyaux à température nulle.

Nous nous proposons, dans ce chapitre, de traiter les corrélations d�appariement isovectoriel

dans les noyaux chauds par la même technique qu�au chapitre précédent, à savoir l�intégrale de

chemin.

2.2 Hamiltonien du système

Dans le formalisme de la seconde quanti�cation et du spin isotopique, un système de N

neutrons et Z protons totalement appariés est décrit par l�hamiltonien [97] :

H =
X
�>0; t

"�t(a
+
�ta�t + a

+e�tae�t) +Hnn +Hpp +Hnp (2.1)

où t est l�indice correspondant à la composante du spin isotopique (t = n; p):

a+�t et a�t représentent respectivement les opérateurs de création et d�annihilation de la

particule dans l�état j�ti, d�énergie "�t ; et a+e�t et ae�t ceux de son renversé par rapport au sens
du temps je�ti, ayant la même énergie et Htt0 désigne l�interaction résiduelle de corrélation
d�appariement entre deux types des particules t et t0, donné par :

Htt0 = �Gtt0

X
��>0

P+�tt0P�tt0 ; t; t0 = n; p (2.2)

avec :

P+�tt = a
+
�ta

+e�t , P+�np =
�
a+�pa

+e�n + a+�na+e�p
�

(2.3)

G
tt0 caractérise la force d�appariement supposée indépendante des niveaux.

A�n de �xer le nombre de particules (neutron et proton) qui n�est pas conservé, on introduit
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l�hamiltonien auxiliaire suivant :

H = H�
X
t=n;p

�tNt (2.4)

où les �t sont des paramètres de Lagrange et où les Nt sont les opérateurs nombre de particules :

Nt =
X
�>0

(a+�ta�t + a
+e�tae�t) t = n; p (2.5)

On a donc :

H = H0 +H1 (2.6)

avec :

H0 =
P

�>0 t=n;p
e"�t(a+�ta�t + a+e�tae�t) (2.7)

où e"�t = "�t � �t ; et où :
H1 =

P
t=n;p

Htt +Hnp (2.8)

2.3 Fonction partition

Lorsque le système est en équilibre thermodynamique, la plupart de ses propriétés sont

déduites de sa fonction de partition quantique :

Z = Tre��H = Tre��H0S(�) (2.9)

où � =
1

kT
est l�inverse de la température du système et :

S(�) = T� exp

�
�
Z �

0
H1(�)d�

�
(2.10)

T� est un opérateur chronologique permettant de ranger les produits d�opérateurs de droite à

gauche par � croissant.

Il est di¢ cile d�expliciter l�opérateur S(�) étant donné que ni Hnn, ni Hpp ne commutent
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avec Hnp. Nous admettrons cependant que c�est le cas car :

[Htt;Hnp] = GttGnp

24X
��>0

P+�ttP�tt;
X
��>0

P+�npP�np

35 , t = n; p (2.11)

et le produit GttGnp (t = n; p) est petit devant les énergies du champ moyen.

Alors on peut supposer que :

[Htt;Hnp] ' 0 (2.12)

Moyennant cette supposition, il vient pour l�opérateur S(�), la factorisation :

S(�) = T� exp

�
�
Z �

0
Hnn(�)d�

�
exp

�
�
Z �

0
Hpp(�)d�

�
exp

�
�
Z �

0
Hnp(�)d�

�
(2.13)

Notons par :

Stt0(�) = exp

�
�
Z �

0
Htt0(�)d�

�
, t; t0 = n; p (2.14)

on a alors :

S(�) = T�Snn(�)Spp(�)Snp(�) (2.15)

2.4 Transformation de Hubbard-Stratonovitch

En approximant dans le second membre de (2.14) l�intégrale sur � par une somme discrète,

il vient :

Stt0(�) = lim
N!1

exp

 
� �
N

NP
j=1

Htt0(� j)

!

= lim
N!1

NQ
j=1

exp

0@ �
N
Gtt0

X
��>0

P+�tt0(� j)P�tt0(� j)

1A (2.16)

après avoir partagé l�intervalle [0; �] en N intervalles égaux, et avoir fait tendre N vers l�in�ni.

L�interaction d�appariement isovectorielle étant une interaction à deux corps, elle peut être

remplacée par une interaction à un corps avec un champ externe au moyen de la transformation
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de Hubbard-Stratonovitch [68]. Posons :

�1 = �
p
Gtt0

X
�>0

P+�tt0 , �2 = �
p
Gtt0

X
�>0

P�tt0 (2.17)

Etant donné que l�intensité de l�interaction d�appariement est petite comparée à l�énergie du

champ moyen, on peut supposer que �1 et �2 commutent, ce qui permet d�écrire la relation :

�1�2 =
(�1 + �2)

2

4
� (�1 � �2)

2

4
(2.18)

et par conséquent :

exp

�
��1�2
N

�
= exp

"
�(�1 + �2)

2

4N

#
exp

"
(�1 � �2)2

4N

#
(2.19)

D�autre part, sachant que [42] :

exp(�2) =

Z
dx exp

�
��x2 � 2

p
�x�

�
(2.20)

où � est un opérateur hermitique et borné et x un champ externe, il vient :

exp

"
(�1 � �2)2

4N

#
=

Z
dxj exp

�
��x2j �

r
�

N
xj (�1(� j)� �2(� j))

�
(2.21)

où l�on a noté par xj = x(� j).

De même on a :

exp

"
�(�1 + �2)

2

4N

#
=

Z
dyj exp

�
��y2j � i

r
�

N
yj (�1(� j)� �2(� j))

�
(2.22)

où yj = y(� j):

Opérons les changement de variables : Xj =

r
N

�
xj , Yj =

r
N

�
yj dans les équations (2.21)

et (2.22) respectivement, il vient :

exp

"
(�1 � �2)2

4N

#
=

Z r
�

N
dXj exp

�
���
N
X2
j �

p
��

N
Xj (�1(� j)� �2(� j))

�
(2.23)
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exp

"
�(�1 + �2)

2

4N

#
=

Z r
�

N
dYj exp

�
���
N
Y 2j � i

p
��

N
Yj (�1(� j)� �2(� j))

�
(2.24)

En substituant ces deux dernières équations dans (2.16), Stt0(�) devient alors :

Stt0(�) = lim
N!1

NQ
j=1

Z r
�

N
dXj

Z r
�

N
dYj exp

�
���
N

�
X2
j + Y

2
j

��
exp

�
�
p
��

N
[(Xj + iYj) �1(� j)� (Xj � iYj) �2(� j)]

�
(2.25)

En notant par :

Z
DX = lim

N!1

Z
NQ
j=1

r
�

N
dXj ,

Z
DY = lim

N!1

Z
NQ
j=1

r
�

N
dYj (2.26)

les mesures pour les cheminsXj et Yj et en introduisant la fonction complexe : ztt0(� j) = Xj+iYj

on a :

Stt0(�) =

Z
Dztt0 exp

�
��
Z �

0
d� jztt0(�)j2

�
exp

�
�
Z �

0
d�
p
� [�1(�)ztt0(�)� �2(�)ztt0(�)]

�
(2.27)

Par remplacement �1 et �2 par leurs expressions (2.17) on obtient :

Stt0(�) =

Z
Dztt0 exp

�
��
Z �

0
d� jztt0(�)j2

�
exp

(
�
Z �

0
d�
p
�Gtt0

"X
�>0

�
P+�tt0(�)ztt0(�)� P�tt0(�)ztt0(�)

�#)
(2.28)

La grande fonction partition du système est alors :

Z = Tr exp (��H0)
Z
Dznn

Z
Dzpp

Z
Dznp

T� exp

�
��
Z �

0
d�
h
jznn(�)j2 + jzpp(�)j2 + jznp(�)j2

i�
exp

�Z �

0
d�H01(�)

�
(2.29)

avec :

H01(�) =
X
t;�>0

hp
�Gtt0

�
P+�tt(�)ztt(�)� P�tt(�)ztt(�)

�i
+
p
�Gnp

�
P+�np(�)znp(�)� P�np(�)znp(�)

�
(2.30)
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En introduisant comme au chapitre I, la transformée de Fourier discrète du champ ztt0(�) :

ztt0(� j) = lim
N!1

NP
k=0

ztt
0

k
exp

�
i
2�k� j
�

�
, t = n; p (2.31)

En explicitant la dépendance en � de opérateurs a+�t et a�t et de leur renversé par rapport au

sens du temps, on peut séparer les parties statique et dynamique des opérateurs P+�np(�) et

P�np(�) :

P+�np(�) = P+�np + �
+
np(�)

P�np(�) = P�np + �np(�) (2.32)

où �+(�) et �(�) sont les termes �uctuants et s�expriment par :

�+np(�) = P+�np

�
e�(e"�n+e"�p) � 1�

�np(�) = P�np

�
e��(e"�n+e"�p) � 1� (2.33)

La mesure introduite dans (2.29), se transforme d�une manière analogue à celle du premier

chapitre mais avec des nouvelles notations, soit :

Z
Dztt0 = lim

N!1
JN

NQ
k=0

Z
dztt

0

k
, t; t0 = n; p (2.34)

où JN est le Jacobien donné par l�équation (1.67).

A l�aide des équations (1.61), (1.62),( 2.31) et (2.32) et après l�intégration sur � dans (2.29),la

fonction partition devient :

Z = Tre��H0 lim
N!1

J3N
NQ
k=0

Z
dznn

k

Z
dzpp

k

Z
dznp

k
exp

h
���

���znn
k

��2 + ��zpp
k

��2 + ��znp
k

��2�i�e����
(2.35)
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avec :

� =
X
k;�>0

(X
t

�
�1

2 (�e"�t + i2�k)p�Gtt
h�
e2�e"�t � 1�P+�ttzttk + �1� e�2�e"�t�P�ttzttk i�� (2.36)

�
p
�Gnp

1

((e"�n + e"�p)� + i2�k)
h�
e(e"�n+e"�p)� � 1� znp

k
P+�np +

�
1� e�(e"�n+e"�p)�� znp

k
P�np

i�

C�est l�expression de la grande fonction partition prenant en compte l�ensemble des �uctuations.

Son évaluation complète étant compliquée, nous commencerons, comme dans le premier chapitre

par l�étude du cas statique.

2.5 Approximation statique

Les intégrales �gurant dans (2.29) portent sur l�ensemble des fonctions ztt0(�). Cependant,

vu la complexité des calculs, il est nécessaire d�utiliser certaines approximations pour évaluer la

fonction partition. Il s�agit de l�approximation du chemin statique qui consiste à supposer que

les champs X(�) et Y (�) et par conséquent ztt0(�) sont indépendants du temps imaginaire � .

Ceci simpli�e considérablement la fonction de partition (2.35) qui devient ainsi :

Z =

Z +1

�1
dznn

Z +1

�1
dzpp

Z +1

�1
dznp exp

h
���

�
jznnj2 + jzppj2 + jznpj2

�i
Tr exp

�
��H 0�

(2.37)

où l�on a noté par :

H 0 =
P

�>0 t=n;p

he"�t(a+�ta�t + a+e�tae�t)�p�Gtt �a+�ta+~�tztt + a�ta~�tztt�i
�
p
�Gnp

P
�>0

h�
a+�pa

+
~�n + a

+
�na

+
~�p

�
znp + (a~�na�p + a~�pa�n) znp

i
(2.38)

Sous forme matricielle, cet opérateur prend la forme :

H 0 =
P
�>0

26666664
�
a�p; a�n; a

+
~�p; a

+
~�n

�
A�

0BBBBBB@
a+�p

a+�n

a~�p

a~�n

1CCCCCCA+ e"�n + e"�p
37777775 (2.39)
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où A� est la matrice :

A� =

0BBBBBB@
�e"�p 0 �pp �np

0 �e"�n �np �n

�pp �np e"�p 0

�np �nn 0 e"�n

1CCCCCCA (2.40)

et où l�on a posé :

�tt = ztt
p
�Gtt , t = n; p et �np = znp

p
�Gnp (2.41)

Il s�agit à présent de diagonaliser H 0. En écrivant que :

A� = T
+
� D�T� (2.42)

où la matrice diagonale D� : D� = diag (E�1;�E�1; E�2;�E�2) où les valeurs propres E�1 et

E�2 sont données, pour � = 1; 2; par :

E2�� =
n
E2�n + E

2
�p + 2 j�npj

2 (2.43)

+(�1)�+1
q�
E2�n � E2�p

�2
+ 4 j�npj2 (e"�n � e"�p)2 + 4 ���nn�np +�pp�np��2�

La matrice unitaire T�
�
T�1� = T+�

�
est telle que :

T� =

0BBBBBB@
u�1p u�1n v�1p v�1n

u�2p u�2n v�2p v�2n

�v�1p �v�1n u�1p u�1n

�v�2p �v�2n u�2p u�2n

1CCCCCCA (2.44)

avec :

u��p =
C��1
C��

, u��n = �
C��2
C��

, v��p =
C��3
C��

, v��n = �
C��4
C��

(2.45)
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où les C��i sont donnés explicitement par les expressions :8>>>>>>><>>>>>>>:

C��1 = � (e"�p � E�� )�e"2�n + j�nnj2 � E2���� j�npj2 (e"�n � E�� )
C��2 = ��pp�np (e"�n � E�� )��nn�np (e"�p � E�� )
C��3 = ��pp

�e"2�n � E2���+�nn ��pp�nn � j�npj2�
C��4 = ��np (e"�n + E�� ) (e"�p � E�� ) + �np ��pp�nn � j�npj2�

(2.46)

et :

C�� =

q
(C��1)

2 + (C��2)
2 + (C��3)

2 + (C��4)
2 (2.47)

En identi�ant les di¤érents � aux paramètres du gap, et en tenant compte du fait que ces

derniers sont des quantités réelles, il vient, tous calculs faits :

E2�� = E
2
�n+E

2
�p+2�

2
np+(�1)

�+1
q�
E2�n � E2�p

�2
+ 4�2np (e"�n � e"�p)2 + 4�2np (�nn +�pp)2 , � = 1; 2

(2.48)

où l�on a introduit les énergies des quasi-particules neutron et proton :

E�n =

qe"2�n +�2nn ; E�p =
qe"2�p +�2pp (2.49)

En introduisant les opérateurs �+�� et �e�� dé�nis par :8><>:
�+�� =

P
t

�
u��ta

+
�t + v��tae�t�

�e�� =P
t

�
�v��ta+�t + u��tae�t� (2.50)

avec t = n; p et � = 1; 2, H 0 prend la forme diagonale :

H 0 =
P

�>0 ; t=n;p
E��

�
�+����� � �e���+e���+ P

�>0 ; t=n;p
e"�t (2.51)

Les opérateurs �+�� et �e�� dé�nis par (2.50) ne sont autres que les opérateurs de création et
d�annihilation de quasiparticules. La transformation correspondante est donc la transformation

de Bogoliubov-Valatin généralisée.
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Il est à présent possible de calculer Tr exp (��H 0) dans l�expression (2.37) de Z, soit :

Tr exp
�
��H 0� = exp

�
��
P
�t
e"�t�TrQ

�t
exp

�
��E��

�
�+����� � �e���+e����

= exp

�
��
P
�t
e"�t�Q

�t
Tr exp

�
��E���+�����

�
exp

�
�E���e���+e���

= exp

�
��
P
�t
e"�t�Q

�t
[1 + exp (��E�� )] [1 + exp (�E�� )]

= exp

�
��
P
�t
e"�t�Q

�t
4ch2

�E��
2

(2.52)

La fonction partition devient alors :

Z =

Z +1

�1
dznn

Z +1

�1
dzpp

Z +1

�1
dznp exp

h
���

�
jznnj2 + jzppj2 + jznpj2

�i
exp

�
��
P
�t
e"�t�Q

�t
4ch2 �E��2

=

Z +1

�1
dznn

Z +1

�1
dzpp

Z +1

�1
dznp exp

h
���

�
jznnj2 + jzppj2 + jznpj2

�i
(2.53)

exp

�
��
P
�

�e"�n + e"�p � 1

�
Log

�
16ch2

�E�1
2
ch2

�E�2
2

���

Sachant que l�énergie libre du système est dé�nie par :

Z =

Z
dznn

Z
dzpp

Z
dznp exp (��F ) (2.54)

il vient :

F = �
�
jznnj2 + jzppj2 + jznpj2

�
+
P
�

�e"�n + e"�p � 1

�
Log

�
16ch2

�E�1
2
ch2

�E�2
2

��
(2.55)
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2.6 Equations du gap

2.6.1 Approximation au point de selle

L�approximation qui consiste à donner la contibution dominante à la fonction de partition

est l�approximation au point de selle caractérisée par les équations [76] :

@F

@znn
=
@F

@zpp
=
@F

@znp
= 0 (2.56)

ou sous forme abrégée :
@F

@ztt0
= 0 8 t; t0 = n; p

On en déduit :

�ztt0 =
P
�t

�
@E��
@ztt0

th12�E��

�
(2.57)

En donnant à t et t0 leurs valeurs possibles, on obtient les équations :

4�nn
Gnn

=
P
��

1

E��
th
1

2
�E�� (2.58)8<:�nn + (�1)�+1

�
E2�n � E2�p

�
�nn + 2�

2
np (�nn +�pp)q�

E2�n � E2�p
�2
+ 4�2np (~"�n � ~"�p)

2 + 4�2np (�nn +�pp)
2

9=;

4�pp
Gpp

=
P
��

1

E��
th
1

2
�E�� (2.59)8<:�pp + (�1)�+1

�
E2�p � E2�n

�
�pp + 2�

2
np (�nn +�pp)q�

E2�n � E2�p
�2
+ 4�2np (~"�n � ~"�p)

2 + 4�2np (�nn +�pp)
2

9=;

2

Gnp
=

P
��

1

E��
th
1

2
�E�� (2.60)8<:1 + (�1)�+1 E2�n + E

2
�p + 2 (�nn�pp � ~"�n~"�p)q�

E2�n � E2�p
�2
+ 4�2np (~"�n � ~"�p)

2 + 4�2np (�nn +�pp)
2

9=;
Condition de conservation du nombre de particules

Compte tenu de la transformation inverse de (2.50), la valeur moyenne de l�opérateur nombre
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de particules dé�ni par (2.5) s�écrit, pour chaque type de particules (i.e neutron ou proton) :

hNti =
P
�;�� 0

[u��tu�� 0tf����� 0 + v��tv�� 0t��� 0 (1� f�� )] , t = n; p (2.61)

Sachant que :

f�� =
1
2

�
1� th1

2
�E��

�
(2.62)

soit :

hNti =
P
�>0

�
1�

P
�

�
u2��t � v2��t

�
th
1

2
�E��

�
, t = n; p (2.63)

où l�on a tenu compte de l�unitarité de la transformation (2.50).

Les équations (2.58) à (2.60) et (2.63) constituent alors les équations du gap à température

�nie dans le cas isovectoriel.

Nous considérons ci-dessous le cas particulier correspondant à l�absence d�appariement np,

puis celui de la température nulle.

2.6.2 Di¤érentes limites

Absence d�appariement neutron-proton

Si �np = 0; les énergies des quasiparticules dé�nies par (2.48) deviennent :

E�1 =

q
~"2�n +�

2
nn � E�n , E�2 =

q
~"2�p +�

2
pp � E�p (2.64)

qui ne sont autres que les énergies des quasiparticules de la théorie BCS habituelle. Les expres-

sions (2.58) et (2.59) s�écrivent alors :

2

Gnn
=
P
�>0

1

E�n
th12�E�n ;

2

Gpp
=
P
�>0

1

E�p
th12�E�p (2.65)

Quant à l�expression (2.63), elle devient :

hNti =
P
�>0

�
1� ~"��

E��
th12�E��

�
, � = n; p (2.66)
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Ces expressions ne sont autres que celles de la théorie BCS habitulle à température �nie.

Température nulle

A température nulle les expressions (2.58) à (2.60) deviennent :

4�nn
Gnn

=
P
��

1

E��

8<:�nn + (�1)�+1
�
E2�n � E2�p

�
�nn + 2�

2
np (�nn +�pp)q�

E2�n � E2�p
�2
+ 4�2np (~"�n � ~"�p)

2 + 4�2np (�nn +�pp)
2

9=;
(2.67)

4�pp
Gpp

=
P
��

1

E��

8<:�pp + (�1)�+1
�
E2�p � E2�n

�
�pp + 2�

2
np (�nn +�pp)q�

E2�n � E2�p
�2
+ 4�2np (~"�n � ~"�p)

2 + 4�2np (�nn +�pp)
2

9=;
(2.68)

2

Gnp
=
P
��

1

E��

8<:1 + (�1)�+1 E2�n + E
2
�p + 2 (�nn�pp � ~"�n~"�p)q�

E2�n � E2�p
�2
+ 4�2np (~"�n � ~"�p)

2 + 4�2np (�nn +�pp)
2

9=;
(2.69)

Quant à la conservation du nombre de particules, elle devient :

hNti =
P
�>0;�

v2��t , t = n; p (2.70)

Si de plus �np = 0; l�expression (2.48) se ramène à :

E�1 � E�n ; E�2 � E�p (2.71)

qui ne sont autres que les énergies des quasiparticules pour un système de neutrons et de

protons. Quant aux expressions (2.67) et (2.68), elles deviennent :

2

Gnn
=
P
�

1

E�n
;

2

Gpp
=
P
�

1

E�p
(2.72)

qui ne sont autres que les équations du gap habituelles dans le cas de l�appariement entre les

particules identiques. Finalement, l�expression (2.69) devient :

2

Gnp
=
P
�

1

E�n

E2�n +�nn�pp � ~"�n~"�p
E2�n � E2�p

+
P
�

1

E�p

E2�p +�nn�pp � ~"�n~"�p
E2�p � E2�n

(2.73)
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Elle permet d�évaluer la valeur critique (Gnp)c en dessous de laquelle les corrélations d�apparie-

ment np disparaissent.

Quant à la condition de conservation du nombre de particules, elle s�écrit :

hNti =
P
�>0;�

v2��t ; t = n; p (2.74)

Les équations du gap ainsi obtenues généralisent donc la forme (2.72) de la théorie BCS habi-

tuelle plutôt que celle de la forme :

� = G
P
�>0

u�v� (2.75)

C�est la généralisation de cette dernière que l�on obtient par un traitement BCS de l�appariement

neutron-proton, soit [4] :

�t = �Gtt
P
�>0

P
�=1;2

u��tv��t ; t = n; p (2.76)

�np = �2Gnp
P
�>0

P
�=1;2

(u��pv��n + u��nv��p) ; t = n; p (2.77)

Cette dernière expression est moins maniable sur le plan numérique:
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Chapitre 3

Grandeurs statistiques

3.1 Introduction

L�agitation thermique des neutrons et des protons rend le noyau très instable et ex-

cité. Si l�on traduit en température les énergies d�excitation ainsi obtenues, on obtient des

températures de l�ordre de quelquesMeV et le noyau peut être considéré, du point de vue ther-

modynamique, comme un système chaud. Les approches théoriques de ces systèmes font de plus

en plus appel aux concepts de la thermodynamique ou de la physique statistique quantique, ne

serait-ce que par l�introduction de la température que l�on vient de mentionner. La description

microscopique du noyau est donc nécessairement statistique et les grandeurs macroscopiques

observables correspondent à des moyennes de caractéristiques microscopiques.

Cette description repose sur une grandeur statistique fondamentale qui est la fonction

partition Z = exp(��H 0), à l�aide de laquelle on peut calculer l�ensemble des grandeurs statis-

tiques pour un système à l�équilibre, représenté par son hamiltonien auxiliaire H 0, dé�ni dans

le chapitre précédent. Le calcul de cette fonction dépend du genre de l�ensemble considéré :

micro-canonique, canonique ou grand canonique. En théorie de la stucture nucléaire, le nombre

de particules n�étant conservé qu�en moyenne, l�ensemble grand canonique est le plus adapté

pour l�étude statistique du noyau et pour lequel nous avons vu précédemment de façon détaillée

le calcul de la fonction partition .

En e¤et, il est connu en thermodynamique que l�ensemble grand canonique convient

parfaitement à l�étude des systèmes en contact avec un réservoir de chaleur (qui est dans notre
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cas le noyau) et l�ensemble des nucléons. L�énergie et le nombre de particules étant variables,

leurs valeurs moyennes sont identi�ées aux quantités thermodynamiques correspondantes.

A l�équilibre thermique, toutes les grandeurs statistiques peuvent être déduites de la

fonction partition. Ces grandeurs nous expliquent ce qui se passe à l�échelle microscopique au

niveau du noyau, c�est-à-dire qu�elles jouent en quelque sorte le rôle d�une loupe pour donner

des informations concernant les évènements internes dans les noyaux chauds.

Nous commençons cette partie par dé�nir les principales grandeurs statistiques et leurs

signi�cations physiques, puis nous les calculerons dans une première étape en prenant en compte

l�in�uence des corrélations d�appariement uniquement entre particules identiques puis dans une

seconde étape en considérant toutes les contributions de l�appariement isovectoriel.

Les e¤ets thermiques ainsi que ceux relatifs aux corrélations d�appariement entre par-

ticules identiques ont été depuis longtemps étudiés d�abord par Moretto [60] dans le cadre de

la théorie Finite Temperature BCS (FTBCS) et de sa généralisation par d�autres auteurs, la

méthode d�Hartree-Fock-Bogoliubov : (FTHFB) [60], [77]. Ces méthodes ont connu un grand

succès dans l�explication des transitions de phases ainsi que des diverses observables statistiques

comme l�énergie d�excitation, la capacité calori�que ou l�entropie.

Les grandeurs statistiques d�un ensemble grand canonique caractérisé par sa grande

fonction partition Z à l�équilibre thermique, sont dé�nies de la manière suivante :

1) Le grand potentiel ou potentiel thermodynamique 
 est le logarithme népérien de la

fonction partition :

Z = e
 = Tre��H
0

(3.1)

où Tr désigne la trace exprimée dans la base des états propres de H 0. La recherche du problème

aux valeurs propres de H 0 étant dans la plupart des cas très compliquée, on se contente le plus

souvent d�une diagonalisation approximative de cet opérateur et que l�on complète par des

calculs perturbatifs.

2) L�énergie totale d�un système E est l�une des caractéristiques thermodynamiques les plus

importantes et est dé�nie comme étant la somme de toutes les énergies qui spéci�ent ce système

et s�exprime par l�équation :

E = � @Z

@�

����
�=cte

(3.2)

40



où � = ��, et � désigne le potentiel chimique , grandeur correspondant en principe au travail

reçu par le système lors de l�introduction d�une particule supplémentaire au système.

3) Le nombre moyen de particules est tel que :

N =
@


@�

����
�=cte

(3.3)

4) L�entropie S est l�une des grandeurs les plus importantes et les plus anciennes dans l�histoire

de la thermodynamique . Cette grandeur permet de faire le lien entre le monde microscopique

des particules et le comportement macroscopique du noyau. Tout comme l�énergie, on ne peut

la dé�nir que si le système est à l�équilibre. Elle est exprimée par la relation de Boltzman :

S = kLogW (3.4)

où k désigne la constante de Boltzman etW est le nombre de micro-états du système. L�entropie

permet de quanti�er la qualité et le sens d�évolution de l�énergie d�un système et mesure le

degré de désordre de l�état de ce système au niveau microscopique pour voir sa capacité à se

transformer spontanément. Elle s�exprime aussi par la relation :

S = 
� �N + �E (3.5)

où N est le nombre total de particules dé�ni en 3). L�entropie est toujours positive .

5) La capacité calori�que d�un corps est le fait pour ce dernier d�emmagasiner de la chaleur

sans pour autant prendre beaucoup en température. Elle est donnée par l�expression :

C = ��@S
@�

(3.6)

Elle est également toujours positive.
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3.2 Grandeurs thermodynamiques en l�absence de l�apparie-

ment neutron-proton

3.2.1 Grande fonction partition

La fonction partition d�un noyau chaud composé de deux sous systèmes de neutrons et

protons indépendants et où l�interaction résiduelle ne contient que les corrélations d�appariement

entre les particules identiques, est donnée par l�équation (1.85). Au point de selle, cette fonction

partition s�écrit :

Z = e
 (3.7)

où 
 dé�nit le grand potentiel du système donné par :


 =
X
t=n;p


t (3.8)

et qui est la somme de deux potentiels des systèmes de protons 
p et de neutrons 
n respecti-

vement :


t = ��
�2tt
Gtt

� �
X
�>0

�e"�t + Log�4ch2�E�t
2

��
; t = n; p (3.9)

Signalons qu�il a été montré par des calculs de type Hartree-Fock-Bogoliubov que les énergies

individuelles "�t , t = n; p sont quasiment indépendantes de la température et ce jusqu�à T = 0:5

MeV [98].

La fonction de partition (3.7) se présente donc sous la forme :

Z = ZnZp = exp (
n) exp (
p) (3.10)

Cette factorisation entraine que les grandeurs statistiques du noyau sont la somme de leurs

homologues des sous-systèmes neutrons et protons. Il devient maintenant possible de déduire

les propriétés thermodynamiques du noyau à partir de l�expression approchée de la fonction

partition calculée au point de selle.

Comme la fonction partition se factorise, son logarithme est une somme de termes relatifs à

chacun des deux sous-systèmes de neutrons et de protons, il en est de même pour les grandeurs
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qui s�en déduisent par dérivation. Ainsi, les propriétés thermodynamiques du noyau peuvent

être maintenant déduites directement à partir de la grande fonction partition évaluée au point

de selle.

3.2.2 Energie du sytème

L�énergie du sous-système t=n,p est dé�nie par :

Et = �@
t
@�

����
�t=cte

; t = n; p (3.11)

avec

�t = ��t et donc
@�t
@�

= ��t
�

(3.12)

La dérivation de l�équation (3.9) par rapport à � conduit à l�expression :

Et = 2
��tt
Gtt

@�tt
@�

+
�2tt
Gtt

+
P
�>0

�
"�t �

@�E�t
@�

th
�E�t
2

�
; t = n; p (3.13)

avec la valeur suivante de la dérivée, facile à établir à partir de l�expression de l�énergie de la

quasi-particule E�t :

@�E�t
@�

=
e"�t"�t +�2tt

E�t
+ �

�tt
E�t

@�tt
@�

; t = n; p (3.14)

Sans avoir à calculer la dérivée
@�tt
@�

, on remplace
@�E�t
@�

par son expression (3.14) dans la

relation (3.13) ce qui conduit à :

Et = 2
��tt
Gtt

@�tt
@�

+
�2tt
Gtt

+
P
�>0

�
"�t �

e"�t"�t +�2tt
E�t

th
�E�t
2

�
���tt

@�tt
@�

P
�>0

th�E�t2
E�t

; t = n; p (3.15)

En tenant compte de la relation déjà établie :

2

Gtt
=
P
�>0

th�E�t2
E�t

; t = n; p (3.16)

43



dans l�équation (3.15), l�énergie de sous-système t = n; p prend la forme suiante :

Et =
P
�>0

"�t

�
1� e"�t

E�t
th
�E�t
2

�
� �

2
tt

Gtt
; t = n; p (3.17)

et l�énergie totale du noyau s�écrit alors :

E(T ) = En + Ep

=
X

t=n;p�>0

"�t

�
1� e"�t

E�t
th
�E�t
2

�
� �

2
nn

Gnn
�
�2pp
Gpp

(3.18)

L�énergie d�excitation du noyau est dé�nie par :

E�(T ) = E(T )� E(T = 0) (3.19)

Sachant que :

E(T = 0) =
X

t=n;p�>0

"�t

�
1� e"�t

E�t

�
� �

2
nn(T = 0)

Gnn
�
�2pp(T = 0)

Gpp

où �tt(T = 0) est la valeur de la demi-largeur du gap �tt(T ) à température nulle pour t = n; p:

L�énergie d�excitation nucléaire a ainsi pour expression :

E�(T ) =
X
t=n;p
�>0

�
"�te"�t
E�t

(1� th�E�t
2
) +

�2tt(T = 0)��2tt(T )
Gtt

�

3.2.3 Nombre de particules

Le nombre moyen de particules Nt d�un sous système de particules de type t est obtenu à

partir de la relation :

Nt =
@
t
@�t

����
�=cte

=
@�t
@�t

@
t
@�t

(3.20)

Etant donné que :
@�t
@�t

=
1

�
et

@E�t
@�t

= � e"�t
E�t

(3.21)
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on obtient :

Nt =
X
t=n;p
�>0

�
1� e"�t

E�t
th
�E�t
2

�
(3.22)

soit pour le nombre total de nucléons du noyau :

N = Nn +Np =
X
t=n;p
�>0

�
1� e"�t

E�t
th
�E�t
2

�
(3.23)

3.2.4 Entropie

L�entropie est une grandeur qui mesure le désordre existant dans l�état d�un système et elle

est dé�nie pour un système de particules de type t par :

St = 
t � �tNt + �Et (3.24)

En susbstituant les expressions de 
t; Nt et Et établies précédemment, on obtient :

St = ��
P
�>0

E�tth
�E�t
2

+
P
�>0

Log
�
4ch2 �E�t2

�
(3.25)

et l�entropie totale du noyau S = Sn + Sp; s�écrit :

S = ��
X
t=n;p
�>0

E�tth
�E�t
2

+
X
�>0

Log
Y
t=n;p

�
4ch2

�E�t
2

�
(3.26)

3.2.5 Capacité calori�que

Pour un sous système de particules de type t, la capacité calori�que est dé�nie par :

Ct = ��
@St
@�

(3.27)

Après avoir explicité la dérivée de l�entropie et e¤ectué tous les calculs intermédiaires on obtient :

Ct =
1

2

P
�>0

�
�2E�t + �

3@E�t
@�

�
E�t

ch2 �E�t2
(3.28)
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avec
@E�t
@�

=
�tt
E�t

@�tt
@�

(3.29)

ce qui nous permet de réécrire la relation (3.27) sous la forme :

Ct =
1

2

P
�>0

�
�2E2�t + �

3�tt
@�tt
@�

�
1

ch2 �E�t2
(3.30)

En dérivant les deux membres de l�équation du gap (3.16), on obtient la forme explicite de
@�tt
@�

, soit :

@�tt
@�

=
1

2

X
�>0

1

ch2 �E�t2

"X
�>0

�tt
E3�t

th
�E�t
2

� 1
2

X
�>0

��tt
2E2�t

1

ch2 �E�t2

#�1
(3.31)

La chaleur spéci�que totale du noyau étant également additive, il vient :

C = Cn + Cp

=
1

2

P
t=n;p
�>0

�
�2E2�t + �

3�tt
@�tt
@�

�
1

ch2 �E�t2
(3.32)

Toutes ces grandeurs peuvent être calculées directement dès la résolution des équations du gap

données par les équations (3.16) et (3.22).

3.2.6 Limite à température nulle

Lorsque T ! 0 soit � ! 1 les équations (3.16) et (3.22) se réduisent aux équations

habituelles du gap à température nulle :

8>><>>:
2

Gtt
=
X
�>0

1

E�t

Nt =
P
�>0

�
1� e"�t

E�t

� avec t = n; p (3.33)
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Il en est de même pour l�énergie :

E = En + Ep

=
X
t=n;p
�>0

"�t

�
1� e"�t

E�t

�
� �

2
nn

Gnn
�
�2pp
Gpp

(3.34)

Quant à l�entropie et la capacité calori�que , elles sont évidemment toutes les deux nulles:

3.3 Grandeurs thermodynamiques en présence de l�appariement

isovectoriel

3.3.1 Grande fonction partition

On a vu dans le chapitre précédent que le formalisme de l�intégrale de chemin de

Feynman nous a conduit, dans le cadre de l�approximation statique, à l�expression suivante de

l�énergie libre du système :

F = �(jznnj2 + jzppj2 + jznpj2) +
P
�

�
~"�n + ~"�p �

1

�
Log(42ch2

�E�1
2
ch2

�E�2
2
)

�

où les paramètres ztt0 ; t; t0 = n; p ont été �xés par la méthode du col ( ou approximation du

point de selle) et sont donnés par :

ztt0 = �
�1P

�

�
@E��
@ztt0

th12�E��

�

Etant donné que le grand potentiel 
 : est relié à l�énergie libre F par :


 = ��F

on obtient l�expression explicite suivante :


 = ��
 
j�nnj2

Gnn
+
j�ppj2

Gpp
+
j�npj2

Gnp

!
� �

X
�

(~"�n + ~"�p)

+
X
�

Log(42ch2
�E�1
2
ch2

�E�2
2
) (3.35)
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où les �tt0 représentent les demi-largeurs du gap pour t; t0 = n; p:

A partir de cette expression, nous déduirons, comme ci-dessus, toutes les valeurs moyennes

des grandeurs statistiques du noyau [99]-[101].

3.3.2 Energie du système

Sachant que :

E = �
�
@


@�

�
�t=cte

(3.36)

et tenant compte du fait que : �t = �t�t =constante puis des équations du gap (2.58) à (2.60)

et (2.63), et de la dérivée donnée par l�équation (3.9) on aboutit à :

E =
j�nnj2

Gnn
+
j�ppj2

Gpp
+
j�npj2

Gnp
+
X
�

("�n + "�p)�
X
��

th
�E��
2

@�E��
@�

(3.37)
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où la dérivée de
@�E��
@�

est donnée explicitement par :

@�E��
@�

=
1

2E��

24 h�� (3.38)

+

(
�nn +

(�1)�+1

t�

��
E2�n � E2�p

�
�nn + 2�np

�
�nn�np +�pp�np

��)

�
�
�

2

@�nn
@�

+�nn

�
+

+

(
�pp +

(�1)�+1

t�

�
�
�
E2�n � E2�p

�
�pp + 2�np

�
�nn�np +�pp�np

��)

�
�
�

2

@�pp
@�

+�pp

�
+

+2

(
�np +

(�1)�+1

t�

�
�np

�
E2�n + E

2
�p � 2~"�n~"�p

�
+ 2�pp�nn�np

�)

�
�
�

2

@�np
@�

+�np

�
+

+
�

2

@�pp
@�

(
�pp +

(�1)�+1

t�

�
�
�
E2�n � E2�p

�
�pp + 2�np

�
�nn�np +�pp�np

��)

+
�

2

@�nn
@�

(
�nn +

(�1)�+1

t�

��
E2�n � E2�p

�
�nn + 2�np

�
�nn�np +�pp�np

��)

+�
@�np
@�

(
�np +

(�1)�+1

t�

�
�np

�
E2�n + E

2
�p � 2~"�n~"�p

�
+ 2�pp�nn�np

�) 35
et où l�on a noté par :

t� =

q�
E2�n � E2�p

�2
+ 4 j�npj2 (~"�n � ~"�p)2 + 4

���pp�np +�nn�np��2 (3.39)

et

h�� = "�n~"�n+"�p~"�p+
(�1)�+1

t�

h
2 j�npj2 ("�n � "�p) (~"�n � ~"�p) + ("�n~"�n � "�p~"p)

�
E2�n � E2�p

�i
(3.40)
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ce qui permet d�écrire le dernier terme du second membre de (3.37) sous la forme :

X
��

th
�E��
2

@�E��
@�

=
X
��

 
th�E��2
2E��

h��

!
+
2�nn
Gnn

�
�

2

@�nn
@�

+�nn

�
+
2�pp
Gpp

�
�

2

@�pp
@�

+�pp

�
+
2�np
Gnp

�
�

2

@�np
@�

+�np

�
+�np (3.41)

+
��nn
Gnn

@�nn
@�

+
��pp
Gpp

@�pp
@�

+
��np
Gnp

@�np
@�

En substituant cette dernière somme dans l�expression (3.37) on aboutit à l�énergie E du

système qui est donnée par :

E = �j�nnj
2

Gnn
� j�pnj

2

Gpp
� j�npj

2

Gnp
+
X
�

("�n + "�p)�
X
��

th�E��2
2E��

h�� (3.42)

3.3.3 Nombre de particules

Le nombre de particules du type t = n; p étant :

Nt =
@


@�t
=
1

�

@


@�t
, t = n; p

=
X
��

�
1

2
+

�
@E��
@�t

�
th
�E��
2

�
, t = n; p et � = 1; 2 (3.43)

on obtient à partir du grand potentiel (3.35) :
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et donc le nombre total de particules est :

N = Nn +Np

=
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th�E��2
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3.3.4 Entropie

L�entropie S du noyau est dé�nie par :

S = 
+ �E � �nNn � �pNp (3.47)

En remplacant le grand potentiel, l�énergie et les nombres de neutron et de proton par leurs

expressions, on trouve tous calculs faits l�expression simpli�ée suivante :

S =
X
��

�
Log

�
4ch2

�E��
2

�
� �E�� th

�E��
2
)

�
(3.48)

3.3.5 Capacité calori�que

La capacité calori�que est donnée par :

C = T
@S

@T
= ��@S

@�
(3.49)

Après dérivation de l�entropie S par rapport à � on trouve :
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1
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X
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3@E��
@�

�
(3.50)

expression dans laquelle
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(3.51)

Dérivées de �tt0 par rapport à � pour t; t0 = n; p

Les équations de gaps (2.58) à (2.60) pouvant être regroupées en une seule équation donnée

par :
�tt0

Gtt0
=
X
��

@E��

@�tt0
th
�E��
2

; t; t0 = n; p (3.52)

les dérivées partielles apparaissant dans l�eq.(3.54) sont données par :
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pour �tt0 = �nn
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Le système linéaire constitué de ces trois équations permet de calculer les trois inconnues :
@�nn
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;
@�pp
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;
@�np
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:
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Dérivées du premier ordre de E�� par rapport à �tt0 pour t; t0 = n; p et � = 1; 2

Ces dérivées sont données explicitement par les expressions :
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Dérivées du second ordre de E�� par rapport à �tt0
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3.3.6 Absence d�appariement neutron-proton :

Lorsque �np = 0 , les énergies de quasiparticules des types 1 et 2 se réduisent à celles des

quasi-particules neutron et proton ou inversement :

E�1 = E�n =

q
~"2�n + j�nnj

2

E�2 = E�p =
q
~"2�p + j�ppj

2

Quant à l�énergie E , le nombre de particules N, l�entropie S et la capacité calori�que C du

noyau, elles sont données par :
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Chapitre 4

Résultats numériques et discussion

Le modèle précédemment décrit a été, dans une première étape, testé dans le cadre du

modèle schématique à un niveau. Dans une seconde étape, des cas réalistes ont été considérés.

4.1 Cas d�un modèle schématique : le modèle à un niveau

4.1.1 Résolution des équations du gap

Les équations du gap en présence de l�appariement isovectoriel, (2.58) à (2.60) et les

éqs. (2.63) de conservation du nombre de particules, constituent un système non linéaire de

cinq équations à cinq inconnues, à savoir les trois demi-largeurs du gap �pp (T ) ; �nn (T ) et

�np (T ) et les deux niveaux de Fermi �n et �p: C�est un système fortement non linéaire et dont

la résolution s�est avérée assez ardue. Il a été résolu avec le concours des membres de notre

équipe par la méthode itérative de Broyden ([102] ). Il a été constaté que le système pouvait

admettre plusieurs solutions et qui ne sont pas toujours des solutions physiques.

La résolution numérique du système a d�abord été réalisée dans le cadre du modèle à

un niveau d�énergie " = 0 et possédant une dégénérescence totale de paires égale à 11 ( 
 = 11).

Nous avons considéré pour cela un système à 6 neutrons et 4 protons (N = 6; Z = 4) avec des

paramètres d�appariement Gnn = Gpp = 0:242 MeV comme dans les références [2] et [103].

Les variations de�nn;�pp et�np à température nulle en fonction du rapport Gnp=Gpp

sont portées dans la �gure 4-1. Ces variations sont rigoureusement les mêmes que celles des réfé-

rences ci- dessus citées. En e¤et�np est nul pourGnp�(Gnp)c, [(Gnp)c = 0:5Gpp dans le présent cas]
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Fig. 4-1 �Variation des paramètres �nn; �pp; �np en fonction du rapport Gnp=Gpp à tempé-
rature nulle dans le cadre du modèle à un niveau.
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Fig. 4-2 �Variation des di¤érents paramètres d�appariement en fonction de la température
pour di¤érentes valeurs du rapport Gnp=Gpp, dans le cadre du modèle à un niveau.
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puis présente une croissance très rapide au delà. Les paramètres �pp et �nn gardent les mêmes

valeurs que celles de la méthode BCS pour Gnp�(Gnp)c puis décroissent. Nous avons étudié par

la suite les variations de ces mêmes paramètres en fonction de la température pour di¤érentes

valeurs du rapport Gnp=Gpp dans la �gure 4-2. On remarque tout d�abord que dans le présent

modèle, on retrouve le comportement habituel de �nn et �pp de le théorie BCS habituelle

sans corrélations d�appariement np. Nos résultats sont conformes à ceux de la ref [30]. De plus

les variations de �np présentent la même allure que celle de �nn et �pp. Dans chaque cas

cependant l�in�uence de l�appariement isovectoriel persiste au-delà de la température critique

des appariements entre particules identiques (neutrons et protons). Nous avons remarqué de

plus que la température critique np varie d�une manière quasi-linéaire en fonction du rapport

Gnp=Gpp. On constate à partir de la �gure 4-2 que lorsque Gnp � (Gnp)c (i.e. �np � 0), les

températures critiques pour neutrons Tcn et pour protons Tcp diminuent. Ces dernières restent

pratiquement constantes lorsque �np augmente. De plus, ces valeurs, qui sont di¤érentes dans

le cas �np = 0, se confondent lorsque le rapport Gnp=Gpp croît[97].

4.1.2 Les grandeurs statistiques

Les grandeurs statistiques à savoir l�énergie, l�entropie et la capacité calori�que du

système, avec et sans appariement n-p ont été étudiées numériquement, dans une seconde partie,

dans le cadre du même modèle à un niveau, mais avec des intensités d�appariement di¤érentes.

Les di¤érentes interactions Gtt0 ; t; t0 = n; p ont été choisies de sorte que les demi-largeurs du gap

proton �pp (T ) et neutron �nn (T ) aient des valeurs égales respectivement à �pp (0) = 1:0MeV

et �nn (0) = 1:2MeV pour une température nulle. En e¤et ces valeurs sont plus conformes aux

valeurs des cas réalistes. Nous considérons également quatre valeurs du paramètre �np (0) telles

que 0:6MeV 6 �np (0) 6 0:9MeV , toujours à température nulle. Pour chacune de ces valeurs,

nous étudierons simultanément les variations, en fontion de la température, des paramètres du

gap et de celles des trois grandeurs statistiques considérées.

Paramètres du gap

Les variations des di¤érents paramètres du gap ont été étudiées en fonction de la tempé-

rature et portées dans les �gures. 4-3 à 4-6. Nous avons également, dans un souci de cohérence,
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Fig. 4-3 � Variations des di¤érents paramètres du gap, de l�énergie, de l�entropie et de la
capacité calori�que du système en fonction de la température dans le cadre du modèle à un
niveau, pour �np(0) = 0:6MeV: Les lignes continues correspondent à l�appariement isovectoriel
et les tirets à l�appariement entre particules identiques.
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Fig. 4-4 � Variations des di¤érents paramètres du gap, de l�énergie, de l�entropie et de la
capacité calori�que du système en fonction de la température dans le cadre du modèle à un
niveau, pour �np(0) = 0:7MeV: Les lignes continues correspondent à l�appariement isovectoriel
et les tirets à l�appariement entre particules identiques.
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Fig. 4-5 � Variations des di¤érents paramètres du gap, de l�énergie, de l�entropie et de la
capacité calori�que du système en fonction de la température dans le cadre du modèle à un
niveau, pour �np(0) = 0:8MeV: Les lignes continues correspondent à l�appariement isovectoriel
et les tirets à l�appariement entre particules identiques.
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Fig. 4-6 � Variations des di¤érents paramètres du gap, de l�énergie, de l�entropie et de la
capacité calori�que du système en fonction de la température dans le cadre du modèle à un
niveau, pour �np(0) = 0:9MeV: Les lignes continues correspondent à l�appariement isovectoriel
et les tirets à l�appariement entre particules identiques.
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porté sur ces mêmes �gures les variations de leurs homologues évalués dans le cadre de la théorie

FTBCS habituelle.

Comme cela a déjà été mentionné dans la référence [99], le paramètre �np a un com-

portement similaire aux comportements des paramètres �nn et �pp pour lesquels l�appariement

np n�a pas été pris en considération ( cas FTBCS) [30], [33], [35], [38], [41]. La fonction �np(T )

est quasiment constante sur un certain intervalle, puis décroît très rapidement jusquà s�annuler

pour une valeur critique de la température que nous notons par Tcnp dans toute la suite de

cette discussion.

En ce qui concerne �pp et �nn, leur comportement est di¤érent de celui de leurs

homologues de la théorie FTBCS . En e¤et elles présentent toutes les deux un plateau qui

correspond à celui de �np: Ces fonctions augmentent ensuite jusqu�à la température T = Tcnp

puis chutent rapidement jusqu�à T = Tcp et T = Tcn respectivement. Ces températures critiques

sont plus grandes que les Tcp et Tcn de la méthode FTBCS. Malgré le fait que les équations du

gap se réduisent à celles de l�appariement entre particules identiques ( voir (2.65) et (2.66)), les

intensités des forces d�appariement sont di¤érentes. C�est la raison pour laquelle les valeurs de

�nn et �pp tout comme celles de Tcn et Tcp sont di¤érentes lorsque T > Tcnp. Nous constatons

de plus que les valeurs des trois températures critiques augmentent avec la valeur de �np(0).

Notons par ailleurs que les variations des �(T ) du cas présent sont di¤érentes de celles de

la Ref. [97] et de la �gure4-4 dans lesquelles la valeur de �np (0) est plus grande que celles de

�pp (0) et �nn (0). Dans le présent travail, la situation inverse a été choisie, soit : �np (0) <

�pp (0) < �nn (0) : En e¤et, cette situation est plus conforme aux cas réalistes (voir à ce sujet

les valeurs empiriques des paramètres du gap dans la Ref. [4] et les références citées).

Energie du système

Les variations de l�énergie totale du système E donnée par l�éq. (3.45), en fonction de

la température sont présentées dans les Figs . 4-3 à 4-6. Les valeurs de la même observable

évaluée en l�absence de l�appariement np , sont également portées sur les mêmes �gures pour

comparaison.

On note dans chaque cas, une discontinuité à T = Tcnp; T = Tcp et T = Tcn. En outre,

comme cela était prévisible, l�inclusion des corrélations d�appariement np attractives, entraîne
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une diminution de l�énergie. L�écart relatif entre les valeurs lorsqu�on prend en compte les e¤ets

np et celles de la méthode FTBCS, est une fonction croissante de �np (0) (à T = 0). Il varie de

4% quand �np (0) = 0:6 MeV jusqu�à 11% quand �np (0) = 0:9 MeV:

Quand Tcnp < T < Tcn, le comportement global des deux courbes est similaire, mais

l�écart entre elles persiste. Il peut être attribué, dans ce cas aussi, aux valeurs des intensités

des forces d�appariement. Quand T > Tcn , les deux courbes se rejoignent puisque les e¤ets de

l�appariement sont nuls.

Entropie

Les variations de l�entropie S du système dé�nie par l�éq. (3.51), en fonction de la

température, sont portées sur les Figs. 4-3 to 4-6. Les courbes de leurs homologues de la mé-

thode FTBCS sont également tracées sur ces mêmes �gures. Là également, on observe une

discontinuité à T = Tcnp; T = Tcp et T = Tcn.

Nous remarquons également que, tant que �np; �pp et �nn restent constants, l�entropie

est nulle. Dans la région dans laquelle �np décroît jusqu�à T = Tcnp, S augmente mais de

manière di¤érente de celle de la méthode FTBCS : les concavités des deux courbes sont en e¤et

opposées.

De plus, comme pour le cas de l�énergie, l�écart entre les courbes de la méthode np et

celui de la méthode FTBCS est une fonction croissante de �np (0).

Lorsque Tcnp < T < Tcn, les deux courbes présentent un comportement similaire : l�e¤et

d�appariement np se traduit par une translation des valeurs de Tcp et de Tcn. Comme pour

l�énergie et pour les mêmes raisons, les deux courbes se rejoignent dès que T > Tcn:

Capacité calori�que Les variations de la capacité calori�que C du système

dé�nie par l�éq. (3.53), en fonction de la température, sont présentées dans les Figs. 4-3 à

4-6. Le comportement de son homologue de la méthode FTBCS est également présenté sur

les mêmes �gures et ce pour une étude comparative. Comme pour les grandeurs statistiques

précédentes, on observe les mêmes discontinuités aux mêmes valeurs des températures critiques.

Dans ce cas, les positions des températures critiques pour la capacité calori�que sont plus nettes

que dans les cas de l�énergie ou de l�entropie.

64



Comme pour l�entropie, la capacité calori�que est nulle (C = 0) dans la région où

la demi-largeur du gap �np (T ) est quasiment constante. Quand �np décroît, et ce jusqu�à

T = Tcnp; la capacité C augmente de manière monotone comme dans le cas de l�appariement

entre particules identiques. L�écart entre les valeurs tenant compte des e¤ets np et celles de la

méthode FTBCS croît lorsque �np (0) augmente. Le pic que l�on observe à T = Tcnp augmente

en fonction de �np (0).

Comme pour les autres grandeurs statistiques, les e¤ets des corrélations np sur C,

dans la région Tcnp < T < Tcn , sont dûs essentiellement au décalage des valeurs Tcp et Tcn

par rapport à celles de la méthode FTBCS. Finalement les deux courbes se confondent pour

T > Tcnp puisqu�on a a¤aire à un gaz de Fermi.

4.2 Cas réalistes

Les grandeurs statistiques calculées dans le chapitre 3, à savoir l�énergie d�excitation

du noyau, l�entropie et la chaleur spéci�que ont été numériquement étudiées en utilisant les

énergies du champ de Woods-Saxon. C�est un champ réaliste qui a été déduit d�une distribution

de densité nucléaire de type Fermi à symétrie axiale [104] . La déformation est caractérisée

par les paramètres d�élongation c et d�étranglement h du noyau [105] . Ces derniers peuvent

être reliés par des relations non linéaires aux paramètres habituels �2 et �4 de Bohr-Mottelson

ou aux paramètres "2 et "4 de Nilsson [106] par les conditions habituelles de conservation du

volume nucléaire et du rapport des fréquences.

Pour assurer une stabilité des calculs, nous avons inclus tous les niveaux du champ

moyen à particules indépendantes correspondant un nombre maximal de couches Nmax =

12: Nous avons également supposé que les énergies de ces niveaux sont indépendantes de la

température [98].

Nous nous sommes restreints dans le présent travail aux noyaux pair-pairs tels que N=Z et

pour lesquels les valeurs des paramètres du gap peuvent être déduites des valeurs des masses

expérimentales. Ces paramètres ont été calculés à partir des di¤érences de masses paire-impaires
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[4] :

�exppp = �1
8
[M (Z + 2; N)� 4M (Z + 1; N) + 6M (Z;N)� 4M (Z � 1; N)� 4M (Z � 2; N)]

�expnn = �
1

8
[M (Z;N + 2)� 4M (Z;N + 1) + 6M (Z;N)� 4M (Z;N � 1)� 4M (Z;N � 2)]

�expnp =
1

4

n
2 [M (Z;N + 1) +M (Z;N � 1) +M (Z � 1; N) +M (Z + 1; N)]� 4M (Z;N)

� [M (Z + 1; N + 1) +M (Z � 1; N + 1) +M (Z � 1; N � 1) +M (Z + 1; N � 1)]
o

où M (Z;N) est la valeur de la masse expérimentale de la table de Möller [69].

Les valeurs des constantes d�appariement Gtt0 ; t; t0 = n; p ont été déduites directement

des valeurs des �exptt0 à température nulle.

Les paramètres de déformation de l�état fondamental des noyaux étudiés ont aussi été pris

de la table de Möller .

Les quatre noyaux suivants 36Ar, 48Cr, 52Fe et 64Ge ont été choisis à titre d�exemple. Les

résultats correspondants sont montrés dans les �gures 4-7 à 4-10 . Les principales remarques

sont présentées ci-dessous.

4.2.1 Grandeurs statistiques

Les paramètres du gap

Le comportement général de la courbe �np (T ) est similaire à celui de son homologue

du cas schématique (voir Figs. 4-7 à 4-10). Cependant la décroissance de cette fonction au

voisinage de Tcnp est beaucoup plus rapide que dans le cas du modèle à un niveau. D�autre

part, les fonctions �pp(T ) et �nn(T ) qui étaient pratiquement constantes pour 0 � T 6 Tcnp
montrent une décroissance rapide dès que T est plus grand que Tcnp en présentant la même

allure de décroissance que �np (T ).

De plus on constate, comme dans le cas schématique, que les valeurs critiques Tcp et

Tcn sont nettement supérieures à leurs homologues de la méthode classique FTBCS .

Finalement quand �np = 0 on a un changement brusque qui correspond à la transition

de phase . Comme dans le cas de l�appariement entre particules identiques ce changement

soudain de phase [35], [107] pourrait être éventuellement amorti si l�on inclut les �uctuations
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Fig. 4-7 � Variations des di¤érents paramètres du gap, de l�énergie, de l�entropie et de la
capacité calori�que du système en fonction de la température pour le noyau 36Ar: Les lignes
continues correspondent à l�appariement isovectoriel et les tirets à l�appariement entre particules
identiques.
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Fig. 4-8 � Variations des di¤érents paramètres du gap, de l�énergie, de l�entropie et de la
capacité calori�que du système en fonction de la température pour le noyau 48Cr: Les lignes
continues correspondent à l�appariement isovectoriel et les tirets à l�appariement entre particules
identiques. :
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Fig. 4-9 � Variations des di¤érents paramètres du gap, de l�énergie, de l�entropie et de la
capacité calori�que du système en fonction de la température pour le noyau 52Fe: Les lignes
continues correspondent à l�appariement isovectoriel et les tirets à l�appariement entre particules
identiques.
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Fig. 4-10 �Variations des di¤érents paramètres du gap, de l�énergie, de l�entropie et de la
capacité calori�que du système en fonction de la température pour le noyau 64Ge:: Les lignes
continues correspondent à l�appariement isovectoriel et les tirets à l�appariement entre particules
identiques.
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quantiques qui ont été négligées dans l�évaluation de la fonction partition à cause de l�utilisation

de l�approximation statique. (voir Ref. [97]). Les �uctuations du nombre de particules, dûes à

la non conservation de ce dernier, pourraient également contribuer à adoucir ce changement

brutal comme celà a déjà été souligné dans les Refs. [39], [44], [107].

Energie du système

Les �gures 4-7 à 4-10 montrent que le comportement de l�énergie est di¤érent de

celui de la méthode FTBCS. En e¤et E est quasiment constante pour T < Tcnp et croit très

rapidement dès que T = Tcnp; ce qui correspond à des valeurs nulles du paramètre �np. On

note également que l�e¤et d�appariement np diminue l�énergie, comparée à celle obtenue par la

méthode FTBCS. Les températures critiques Tcp et Tcn sont elles aussi légèrement supérieures

à celles de la même méthode en plus de l�écart dû au décalage des valeurs de Tcp et Tcn. Dans

tous les noyaux étudiés, l�accroissement de l�énergie est plus important pour T = Tcnp que pour

T = Tcp ou T = Tcn.

L�e¤et de l�appariement np semble plus visible dans les cas réalistes que dans le cas schéma-

tique. En e¤et, la discontinuité à T = Tcnp est beaucoup plus nette dans les Figs. 4-7 à 4-10. En

moyenne, cette di¤érence est de l�ordre de 10 MeV ce qui correspond à un écart relatif moyen

de 1%.

Entropie

Les e¤ets de l�appariement isovectoriel sur l�entropie sont di¤érents d�un noyau à un

autre comme on peut le constater sur les Figs 4-7 à 4-10. Cependant dans chaque cas l�écart entre

les courbes de l�appariement np et celles de la méthode FTBCS, dans la région Tcnp < T < Tcn

, est dû au décalage des valeurs de Tcp et Tcn comme nous l�avons déjà mentionné dans le cas

de l�énergie.

Dans la région 0 6 T 6 Tcnp, la di¤érence entre les deux modèles n�apparait que si la

valeur de Tcnp (et donc celle de �np (0) ) est assez importante, comme dans le cas des noyaux

36Ar et 64Ge.

Pour les noyaux 48Cr et 52Fe, et dans la région dans laquelle l�e¤et np est e¤ectif,

l�entropie est nulle et les deux modèles ne présentent aucune di¤érence. Notons dans ce cas, que
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les courbes du présent modèle présentent un comportement similaire à celles déjà obtenues par

Z. Kargar [107] pour les noyaux 96Mo et 97Mo. Ces dernières ont été obtenues en extrayant

d�abord les capacités calori�ques à partir des densités de niveaux expérimentales pour en déduire

par la suite l�entropie.

En résumé l�entropie des noyaux 36Ar et 64Ge présente un comportement similaire à

celui des �gures 4-5 et 4-6, alors que celle les noyaux 48Cr et 52Fe se comporte comme l�entropie

de la �gure. 4-3 du modèle schématique.

Capacité calori�que

Comme dans le cas schématique, la di¤érence entre les courbes du présent modèle et

celles de la méthode FTBCS, dans la région Tcnp < T < Tcn, est plus visible dans le cas de la

capacité calori�que que sur les autre grandeurs statistiques.

Comme dans le cas de l�entropie, l�e¤et de l�appariement isovectoriel sur la capacité

calori�que dans la région 0 6 T 6 Tcnp semble dépendre de la valeur de Tcnp et par conséquent

de la valeur de �np (0). En e¤et, l�e¤et de l�appariement np n�est perceptible dans cette région

que pour les noyaux 36Ar et64Ge. Pour les noyaux 48Cr et 52Fe; la capacité calori�que est

encore nulle dans les deux modèles ( la présente méthode et celle relative à la méthode FTBCS)

quand T atteint sa valeur critique Tcnp:

Dans ce cas également, les noyaux 36Ar et 64Ge sont dans une situation similaire à

celles présentées dans les �gures 4-5 et 4-6, tandis que les noyaux 48Cr et 52Fe sont plûtot dans

une situation similaire à celle de la �gure 4-3 du cas schématique.

Finalement, dans le cas de la capacité calori�que également, la transition de phase

brusque pourrait être atténuée par la prise en compte des �uctuations quantiques dans l�ex-

pression de la fonction de répartition [35], [107] ou en e¤ectuant une projection dans l�espace

nombre d�occupation [39], [44], [107]
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Conclusion

Nous avons étudié dans ce travail l�in�uence des corrélations d�appariement du type

isovectoriel (cas � = 1 dans le langage de l�isospin ) sur les grandeurs statistiques habituelles

qui sont l�énergie, l�entropie et la capacité calori�que des systèmes pour lesquels le nombre de

neutrons est voisin de celui des protons (N ' Z).

Nous avons, dans un premier chapitre, rappelé les équations du gap de la théorie BCS

habituelle à température �nie (méthode FTBCS) par le formalisme de l�intégrale de chemin.

Dans le second chapitre, nous avons établi celles relatives à la prise en compte de l�appariement

isovectoriel, par le même formalisme. Nous avons commencé, dans chacun des deux chapitres,

par transformer dans l�ensemble grand canonique, la fonction partition du système de particules

(neutron ou/et proton) en interaction, via l�appariement, en une fonction de partition d�un

système de particules en interaction avec un champ extérieur. Cette fonction se présente sous

forme d�une intégrale fonctionnelle dans laquelle l�intégration porte sur un ensemble de chemins

complexes dépendants d�un temps imaginaire, qui est dans le cas de la présente étude l�inverse de

la température. L�évaluation de cette dernière étant compliquée, les calculs ont été explicités puis

poursuivis en se plaçant dans le cadre de l�approximation statique, qui ne prend en considération

que le chemin statique. Après la diagonalisation de l�hamiltonien des particules en interaction

avec le champ extérieur, dont les valeurs et les vecteurs propres correspondent respectivement

aux énergies de quasi-particules et à la représentation de Bogoliubov-Valatin, la fonction de

partition a été explicitée et écrite sous forme d�une intégrale ordinaire. Celle-ci a été ensuite

évaluée approximativement par la méthode du col, ce qui a permis d�expliciter une partie des

équations du gap ainsi que le grand potentiel du système. Le reste des équations provient de

l�évaluation du nombre moyen de particules. Il a été, en�n, véri�é que ces équations généralisent
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bien celles de la méthode FTBCS puis celles de la théorie BCS à température nulle.

Dans le troisième chapitre, les grandeurs statistiques habituelles du système, qui sont

l�énergie, l�entropie et la capacité calori�que, ont été déduites à partir du grand potentiel qui a

été évalué au point de selle. Dans ce cas également, il a été véri�é que les expressions obtenues

généralisent bien celles de leurs homologues de la théorie FTBCS puis celles de la méthode BCS

à température nulle.

Sur le plan numérique, les équations du gap ont été résolues dans un premier temps dans

le cadre du modèle à un niveau. Dans une première phase, nous avons considéré des valeurs

du paramètre du gap �np(0) (à température nulle) supérieures aux valeurs des paramètres

�nn(0) et �pp(0): Il a été constaté que l�évolution de chaque paramètre : �np, �nn et �pp

, en fonction de la température, est semblable à celle du paramètre homologue de la théorie

FTBCS. Toutefois, ces valeurs de �np(0) sont beaucoup plus grandes que celles des cas réalistes.

C�est pour cela que nous avons, dans une seconde phase, utilisé des valeurs des trois paramètres

modélisant mieux les cas réalistes. On constate alors un changement d�allure de �nn et �pp à

partir de T = Tcnp (valeur critique de la température). De plus, les valeurs des températures

critiques dans le cas de l�appariement np sont di¤érentes de celles en l�absence de cet e¤et.

D�autre part, il apparait que l�in�uence de l�appariement np persiste même au delà de Tcnp:

Les grandeurs thermodynamiques ont ensuite été étudiées numériquement en fonction de

la température. Il a été montré que l�e¤et np sur ces grandeurs est non négligeable. En outre

les positions des températures critiques sont nettement mises en évidence dans les graphes

de l�énergie, de l�entropie et surtout dans celui de la capacité calori�que dont l�expression est

proportionnelle à la dérivée de l�entropie.

Nous avons considéré, dans une dernière partie, et à titre d�exemple, les grandeurs statis-

tiques de quatre noyaux pair-pairs tels que N = Z pour lesquels les valeurs expérimentales des

paramètres du gap à température nulle sont connues. Il s�agit de l�argon 36Ar, du crome 48Cr,

du fer 52Fe et du germanium 64Ge: L�évolution de ces grandeurs, ainsi que celle des paramètres

d�appariement, en fonction de la température, est globalement similaire à celle du cas sché-

matique. L�évolution des graphes de ces observables met nettement en évidence l�in�uence et

l�importance de l�e¤et d�appariement isovectoriel. Les températures critiques dans ce cas, sont

généralement supérieures à celles de la théorie FTBCS et l�in�uence de ce type d�interaction
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persiste même au-delà de la température critique correspondante.

Nos calculs ont mis en évidence l�importance de l�e¤et de ce type d�appariement et la

nécessité d�en tenir compte dans toute évaluation d�observables des noyaux riches en protons.

Signalons en�n que, tout au long de nos calculs analytiques dans les chapitres deux et

trois, plusieurs approximations ont été faites et sans lesquelles les prévisions concernant les

grandeurs calculées seraient de meilleure qualité. Il s�agit de la non commutativité de cer-

tains opérateurs, que nous avons supposé commuter, pour pouvoir utiliser la transformation de

Hubbard-Stratonovitch. Seule la contribution du chemin statique ou chemin classique à l�inté-

grale fonctionnelle représentant la fonction partition, a été considérée pour le calcul du grand

potentiel ; les contributions des chemins voisins, appelées �uctuations quantiques, peuvent être

tout aussi importantes. De plus, il faut aussi analyser l�importance des �uctuations thermiques

induites par la conservation en moyenne du nombre de particules et de l�énergie en évaluant

leur variance pour chaque noyau étudié.
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