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Résolution exacte du probléme de
déformation axisymétrique en compression
axiale d’un cylindre élastique multicouches

superposées

Résumé

On donne la solution exacte du probléme de déformation axisymétrique, en compression
axiale d’un cylindre élastique formé de deux couches superposées. Ce dernier occupe une
paroi rigide dont les contraintes de frottement sont négligées. En utilisant la méthode de
transformation finie de Hankel du vecteur déplacement, on réduira le couplé de systéme
des E D P (de Lamé) a un systéme d’équations différentielles ordinaires. Les solutions de
ce systéme s’obtiennent alors explicitement. Les contraintes et les déplacements dans le
cylindre élastique se calculent & 'aide de la transformation inverse de Hankel et la loi de
Hooke. A titre d’application, on illustrera par quelques graphes la contrainte radiale le long

de la surface latérale du cylindre.

Mots-clés : Résolution exacte, transformation de Hankel, cylindre élastique.
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Introduction

La déformation des solides élastiques est un domaine de grande utilité pratique. Les
problémes posés dans divers domaines de I’engineering: génie mécanique, génie civil, métal-
lurgie,. .. sont formulés en des problémes aux limites de systéme d’équations aux dérivées
partielles, nécessitant un outil analytique de résolution.

Le développement de la théorie d’élasticité linéaire a un grand succes pendant ces
derniéres décennies. Parmi les approches analytiques de résolution, la méthode des potentiels
Muskhelishvili [10], utilisant les fonctions analytiques et les transformations intégrales de
Fourier, Hankel, Legendre, ... Sneddon [17] ont aussi un grand intérét pour des géométries
réguliéres du domaine élastique: demi-espace, cylindre, sphére, ... L’apport considérable
de I’école frangaise est lié & la résolution des problémes dans des espaces fonctionnels, per-
mettant I’étude de 'existence et 1'unicité des solutions.

L’étude de la déformation des solides élastiques multicouches a connu ces derniéres dé-
cennies un développement considérable. Ce qui a donné naissance & une nouvelle branche,
a savoir, la mécanique des composites. Vu la complexité de la forme géométrique des do-
maines étudiés, les méthodes les plus utilisées sont les méthodes numériques des différences
et des éléments finis. Cependant, 'approche analytique de résolution se limite a quelques
problémes fondamentaux des solides multicouches de Kelvin, Boussinesq, Cerutti: action
des charges concentrées sur des espaces et des demi-espaces élastiques [19] et [20]. Le travail
de B. I. Kogan [6] étudiait I'effet d’une charge uniforme dans un cas axisymétrique.

Dans le premier chapitre on donne la méthode de résolution de ’équation de Bessel, les
propriétés des fonctions cylindriques, ainsi que leurs applications aux problémes de conduc-
tion thermique.

Quelques notions sur la théorie d’élasticité linéaire, établissement des équations d’équilibre
et la résolution du probléme de Boussinesq, sont présentées dans le second chapitre. La for-

mulation et la résolution du probléme de déformation axisymétrique en compression axiale



Introduction générale

d’un cylindre élastique multicouches superposées, résultats du travail, ont fait 'objet du
dernier chapitre.
A titre illustratif, quelques graphes correspondants aux différentes charges et matériaux

sont donnés, ainsi que des conclusions et des perspectives du travail.



Chapitre 1

Fonction de Bessel et applications

1.1 Fonctions cylindriques

Les fonctions cylindriques interviennent dans I’étude de divers problémes physiques,
principalement lors de la résolution des problémes de conduction thermique, du potentiel et

de la théorie de 1’élasticité.

Définition 1.1. On appelle équation de Bessel, l’équation différentielle de second ordre
suivante:

22y +xy + (2 — )y =0, (1.1.1)

ol y est une fonction inconnue de la variable réelle x, alors que v est un paramétre réel
[18].

Soit I’équation différentielle

P(z)y" + Q(x)y + R(x)y =0, (1.1.2)
ou P, et R sont des fonctions numériques de la variable x.

Posons (@)
Q(x

= t = .
Définition 1.2. a) On dira que zq est point ordinaire ou régulier de l’équation différentielle

(1.1.2) | si

P(0) # 0.

b) Le point xq est appelé point singulier de l’équation différentielle (1.1.2) , si



1.1. Fonctions cylindriques

Remarque 1.1. On distingue deux types de singularité[1],[15].
a) Point singulier régulier
Le point xq est un point singulier régulier de l’équation différentielle (1.1.2) si les fonctions

Q(x)
(33 — ZC(])%

sont analytiques en xg.
b) Point singulier irrégulier
Le point zo est un point singulier irrégulier de [’équation différentielle (1.1.2) si au moins

['une des fonctions

n’est pas analytique en xg.
Exemple 1. On considére I’équation différentielle
4xy” + 3y — 3y = 0.

Ainsi, nous avons
P(z) =42,Q(x) =3 et R(z) = 3.

Ce qui permet aussi d’écrire

y” + iy’ _ iy —
4x 4x
Donc
Qx) 3 R 3
Py iz P 1
Comme
(z —0)% —3/4 et (x—O)% _ T‘O’x

sont analytiques au point x = 0, alors ce dernier est un point singulier régulier de

I’équation différentielle proposée.

Exemple 2. Soit I’équation différentielle

2(z — 2)%xy" + 3xy' — (v — 2)y = 0.

En divisant les termes de cette équation par 2(x — 2)%x, on obtient




1.1. Fonctions cylindriques

Par suite
Q) 3 R(x) 1
P(x)  2(x —2)2 P(x)  2(z—2)
Les points singuliers sont alors, xt =0 et x = 2.

Déterminons leurs natures

a) Etude de la premiére singularité

Comme 0)
T 3z
1 -0 =i =0
e =0 pe) = i 5n —op
et ( )
R(x 1
1- . 2\ — 1 2. - —
fm(r =0 By ~ I s, =

il vient, x = 0 est un point singulier réqulier de [’équation proposée.
b) Analyse de la seconde singularité

On a
tinye —2) 51 = g - 25 o

cette derniére limite est infinie, donc x = 2 est un point singulier irrégulier de [’équation
différentielle.

Dans le cas d’un point ordinaire, la résolution de l’équation différentielle (1.1.2) est donnée

par la méthode des séries entiéres [1].

Théoréme 1.1. Sip et g sont analytiques en xq, alors la solution générale de cette équation

est [1], [15]
y(@) = a1y (z) + azyz(z) (1.1.3)

ol ay et as sont des constantes arbitraires, alors que les fonctions
Yk, k= 1, 2

s’obtiennent par identification de (1.1.83) avec

y(x) = Z an(x — x0)".

n=0

Sachant que x vérifie la condition
|z —x9] < R avec R < min(R,, R,),

ou

R, =rayon de convergence de p(x) et R, =rayon de convergence de q(x).

5



1.1. Fonctions cylindriques

Remarque 1.2.
max(Ry,, Ry,) = min(R,, R,),
ot

R,, est le rayon de convergence de la fonction yi, k = 1.2 [15].

Exemple 3. Soit l’équation différentielle

y' +y=0 — 00 < T <00

Ona Plx)=1,Q(z) =0 et R(x) =1,
donc

p(x) =0 et g(z)=1.

Les solutions de cette équation différentielle sont connues et il s’agit de sinx et cos x.
Cherchons la solution générale de cette équation sous la forme d’une série entiére.

De la relation

y(z) = ao+a1r + ax® + azz® + ...

n=0oo

= g anx"

n=0
on tire, par dérivation des deuxr membres

’

y (z) = a1 + agw + asx® + agx® + ...

en dérivant, encore une deuxiéme fois, on trouve

Y (z) = ag+ asz+ agx® + asa®...
= Z n(n —1)a,z" 2
n=2

En remplacant dans Uéquation différentielle proposée les valeurs de y, y ety , on obtient

n=oo n=oo
n(n —1)a,az" 2 + E ax" = 0.
n=2 n=0
Cette relation s’écrit aussi
n—=—oo

[(n+2)(n+ 1)ape +ay]2" =0

3
o
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cela est possible si tous les coefficients sont nuls

(n+2)(n+ 1aya+a,=0

ou encore

(n+2)(n+ 1)a,2 = —a,.

D’ou la relation de récurrence

n = 0 alors 2a; = —ag = as = _2—6:0,
—a —a

=1 [ 6az3 = —a] = a3 = —— = ——

n alors 6as a; = as 39 T
—a9 +CLO Qo

= 2 l 4304 = —ap = a4 = — = = —,
" arors S04 = T = A T e T s T
n = 3 alors as = 8 _ 14

- >~ 54 517
n = 4 alors a6:_—a4:_—ao.

6.5 6!

On remarque que si n est impaire le coefficient a,, dépend de a;
si n est paire a, dépend de ay.

Donc, la solution est sous la forme

_ a4 o a1 3 (=" o, (=1 2n+1
y(x) = ag+ a1z — 2'1' T 420 4' RS 2n)] apr=" + 2t D) 1)(11:1: +
1,2 iL'4 $6 (_l)n
= a|1- Loz g
ao[ Tt w :|+
z®  a® (=1)" o1
CL1|: —g—f—a—...—i—ml‘ —|—:|

— (_1)n 2n — (_l)n 2n+1
= aqy o+ ay P E— 1
< (2n)! ; (2n + 1)

et ces deux séries sont exactement le développement en serie de Taylor des deux fonctions
trigonométriques cosx et sinx.

C’est-a-dire

y(r) = apsinz + a; cosx



1.1. Fonctions cylindriques

1.1.1 Equation d’Euler

Définition 1.3. On appelle équation d’Euler, toute équation donnée sous la forme suiv-

ante:
22y + axy' + Py =0 (1.1.4)
ot « et 3 sont des constantes.
Définition 1.4. On appelle équation indicielle de ’équation (1.1.4) , Iéquation suivante:
Fry=r*+(a—-1)r+8=0 (1.1.5)

Remarque 1.3. F =0 s’obtient, en remplagant y,y', et y" par x", (z") et ()" respective-
ment dans l’équation (1.1.4) [15].

Théoréme 1.2. La solution de l’équation différentielle (1.1.4) s’obtient a l’aide des racines
r1 et vy de léquation indicielle (1.1.5) et en posant y = " et cela comme suit:

1) Cas des racines réelles:

a) Si 1 # 1o, alors la solution est
y(z) = ci|z[" +ca|z]™

b) Siry=ry, alors

y(z) = [e1 + coIn|z|] || .

2) Cas des racines complezes: la solution est [15]

y(x) = |z[* [er cos(pn |z]) + co sin(pln |z])],
ou  T1,Ta =Nt iu
Exemple 4. 1) Soit l’equation différentielle d’Euler suivante:
22%y" + 3xy —y =0,
[’équation indicatrice est

P+3/2-)r-1/2=0 = 2r24+r—1=0
= (2r—1)(r+1) =0,
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d’ou les racines sont

r=1/2 et rp=—1.

Par suite la solution est

y(z) = 12t/ 4 cont.

2) Soit maintenant [’équation différentielle
2.1

2y +bxy' +4y =0, x>0.

La solution de [’équation

r? +4r +4=0,

est la racine double
r=—2.

Par suite, la solution de l’equation differentielle proposée est
y(x) =27 2(c; + caInx)
3) Analysons [’équation suivante:
nyH + :ch/ +y=0,

les racines de ’équation

sont

rn=1et ry = —1,

par suite, la solution de ’équation différentielle proposée est
y(z) = crcos(lnz) + cosin(lnx) 2 > 0.
Considérons I’équation différentielle suivante:
2y + x [zp(z)]y + [2%q(z)] y =0, (1.1.6)
ol x est un point singulier régulier alors que les fonctions
wp(x) et 2%(z)

sont analytiques en x = 0.
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Définition 1.5. On appelle équation indicatrice de l’équation (1.1.6) , I’équation suivante:
F(r) =r(r—1)+por + g =0, (1.1.7)
ot
Po = lir% zp(x) et qo = lirr(l) 22q(x).

Remarque 1.4. Les solutions de l’équation (1.1.6) s’obtiennent a l’aide des séries entieres

et de l’équation recurrente suivante [15]:

—_

F(T + n)an + ak(T + k)pnk + Qnk = 0;
0

B
Il

cette derniéere permet de calculer les coefficients a,, de la solution.

Théoréme 1.3. Soit 1 et ry les racines de l’équation indicatrice (1.1.7)
Les deux racines vérifient

Re(r1) > Re(rs).

Le systéme fondamental de solution {y1, y2}, s’obtient comme suit [1]:

Sur Uun des deux intervalle
J]=p,0[ ou ]0,p]

I’équation différentielle admet deux solutions lineairement independantes y; et o,

la premiére est sous la forme

yi(z) = [af”

1+ Z an(rl)x”] ,
n=1

alors que la deuxiéme solution dépend des racines de [’équation indicielle comme suit:

1) Siry —ro#n oun €Z, alors

ya(w) = ||

1+ Z an(rg)a:”] .
n=1
2) Siry =1y, alors
yo(2) = y1(x) In |z| + |2|™ Z by (r1)x".
n=1

3) Siry—ry=mn oun € N*, alors

y2(7) = ays (v) In [ + [

1+ Z cn(rg)x"] .

n=1

10



1.1. Fonctions cylindriques

Remarque 1.5. La constante a et les coefficients a,(r1),an(1r2),bu(r1) €t cn(re) peuvent

étre déterminés en remplacant Uexpression de y dans l’équation (1.1.6) [15], [1].

Remarque 1.6. p est le minimum des rayons de convergence de deux séries
wp(x) et 2°q(z).

Exemple 5. Soit l’équation différentielle suivante:

2¢0(1+2)y + (3+z)y —axy=0.

Alors
P(z)=2zx(1+2),Q(x) =3+z et R(z) = —x,
donc ]
+x —T
p(z) = 2l + 1) et q(z) = 2l + 1)

1l est clair que

r=0 e zxz=-1

sont les deux points singuliers de cette équation.

1) Le point © = 0 est un point singulier régulier, puisque

3+

}:iir(l)mp(x) :}:iir(l)mm =3/2
et
lim 2°¢(r) = lim - 0,
z—0 =0 2x(1 + x)
par suite

po=3/2 et g =0.
Donc [’équation indicatrice est
r(r—1)+ (3/2)r = 0.
Ainsi les racines de cette derniére sont
r=0 et rp=—1/2.
Comme

ri—re#mn, ot n€N

11



1.1. Fonctions cylindriques

donc ’équation différentielle proposée admet deux solutions linéairement indépendantes 1,

et yo données par

yi(z) =14 a,(0)a"

et
ya(z) = |2 % |1+ Zan(—l/Z)x”] .
n=1
Le point x = —1 est un point singulier régulier, car
. . 3+

Jm, (@ 4 Da(w) = iz + 1)orm——y = -
et

lim (@ + 1)2p(z) = lim (o + 1) _q,

g——1 7—0 20(1 + )
dans ce cas,

po=—1 et qgy=0.

Ainsi, I’équation indicatrice est donnée par la formule suivante:
r(r—1)—r=0.

Les racines de cette équation sont
r1=2 etry=0.

Donc, la solution qui correspond a la plus grande racine c’est la suivante:

(@) = (¢ +17

)

1+ f: an(2)(z + 1)

la seconde est donnée par

yo(x) = ayyy In |z + 1] +

1 +ibn(0)(:c+ 1)

n=1

1.1.2 Résolution de ’équation de Bessel

La solution générale de I’équation (1.1.1) est donnée par I’expression

y(x) = a1, (z) + Y, (z),

12



1.1. Fonctions cylindriques

ou J,(x) est appelée fonction de Bessel de premiére espéce d’ordre v, et on a

(D) (w/2) R
Ju(z) = , vER,
(z) Z nl'(v+n+1) Y
ou I est la fonction gamma.
Si —v et v sont les racines de ’équation indicatrice de I’équation différentielle (1.1.1) ,
alors
1) Siv#n,n €N, alors J,(z) et J_,(x) sont linéairement indépendants.

2) Siv=n,n €N, alors J,(z) et J_,(z) sont linéairement dépendants, et on a
J_(x) = (-1) J,(2).

La fonction Y, forme avec J,(x) un systéme fondamental de solutions, et cette solution est
appelée fonction de Bessel de seconde espéce d’ordre v, et on cherche cette fonction sous la

forme suivante [9]:

Y.(e) J(z) cown= Jou(z) v #0.1.2.3...
v \T) =
lim,,_, ,, 2o o)y = 0123,

En effet, supposons que v est positive.

On remplace les expressions suivantes:

y(x) = Zanxr+”,y' (x) = Z(T’ +n)a,z" !
n=0 n=0
et y (z) = Z(r +n)(r+n—1a,z"™2,
n=0

dans ’équation (1.1.1) , on obtient

(r* — v*)agz” + [(r + 1) = v*] a;2” +

[[(7‘—{-71)(7“4—”— D+ (r+n)— 1/2] an+an_2} " = 0.

n=2

Ceci entraine
(r* — v¥)aoz” + [(r +1)* — V] aya™" + Z ([(r+n)* = v*] an + an_s) 2" =0,
n=2

et cela est vrai si

13



1.1. Fonctions cylindriques

(i) (rP—=v?) =0ie r==v etay#0;

(ii)) (2v+1)a; =0 et comme v > 0 alors a; = 0;

—Gn—2

(Hl) an = n(2v+n)”

Et comme

a; = 0, alors pour tout n =3,5,7,...a, = 0.

Pour £k =1.2.3.. ,on a

p— a/O .
“2 = To0uya2)
(05} —Aayg —AQag
Ay = G422 = — = 52 = 53 )
42v+4) 22 2v+4)2v+2) 221(v+2)(r+1)
(—1)*ag (—=1)*2"T(v + 1)ag
a — —
o 2N+ k) v+ k—1)..(v+1) 2%k (v+k+1)°
donc . .
L (—1)R2T (v + 1)22k+
y(l’) = Qo PERN s
— 2MVEID(v + K+ 1)
ou
1
g = ————
T 2T(v+1)
qui donne bien I'expression de J,(x), c’est-a-dire
o0 (_1)kx2k+u
J,(x) =
(@) kZ:O R EID (v + ki + 1)

Si v n’est pas un entier, alors les fonctions J,(z) et J_,(z) sont linéairement indépen-
dantes, puisqu’elles ne sont pas proportionnelles, en effet,
Quand z tend vers zéro, J,(z) tend vers 0 et J_,(z) tend vers U'infini, donc dans ce cas

la solution générale est

y(z) = AJd,(x) + BJ_,(x). (1.1.8)

Ce qui n’est pas valable si v est un entier positif, car on peut calculer J_,(x) comme

suit:

o (_1)]@1,2]971/
T () =
(@ =2 %D (—v + k + 1)

k=0
o (_1)1/-1—51,1/-‘,-23
—= —1 v
(=1) ; 2245l (v + s+ 1)
= (=1)"(2).

14



1.1. Fonctions cylindriques

C’est-a-dire J,(x) et J_,(x) sont linéairement dépendantes. Dans ce cas on cherche une
solution particuliere de I’équation de Bessel, non proportionnelle & .J,(x), ainsi on introduit
la fonction de Bessel de seconde espéce

J(x)sinvmr — J_,(x
Y, (x) = (z) ( ), v#n,neN (1.1.9)

sin v

qui représente bien une solution de I’équation de Bessel (1.1.1) , en effet, il suffit de pendre

A= =L et B=<T dans lequation (1.1.8) . La limite de expression (1.1.9) quand v

s vm sin v

tend vers la valeur entiere positive n, le numérateur et dénominateur de (1.1.8) s’annulent
pour v = n, on obtient cette limite par la régle de I’'Hopital.

En dérivant par rapport a v, on obtient

—nJ,(z) sinvm + cosvn 2 J, () — 2 J_,(x
lim Y, = lim (@) o0l (@) = 5y Tl >, (1.1.10)
v—n v—n TCOSVT
finalement, on obtient [9]
2 x 1 & (n— p 9
Y, = — log — -— 2 neep
20 +10g Do) -2 30 =2 =Dl
p=0
1 1 1 1
—1/7 /)P (14— + .+ =+ 14+ -+ :
/ Z n+p) ( /2) ( 2 P 2 n—i—p)

Et on peut 'appliquer pour calculer Yy par exemple, en effet :

lim —nJ,(x) sinvw +cosmra%<],,(x) - % J_,(7) 1 QJV 9 I .
v—0 TCOSUT ov 0 V0
Comme
0 0
J o, =—% qua
J(—v) ov
alors la limite cherchée est
20 .20
v "mov Y|,
Pour obtenir a%‘]w nous dérivons la serie J,(z) = % par rapport a v, et
k=0
on trouve
0 1" 9 9)2n+v
-3 (=1)" 9 { (z/2) } . (1.1.11)
e~ nl v Fv+n+1)
En posant
G _ (x/2)2n+1/ 7
I'v+n+1)

15



1.1. Fonctions cylindriques

on trouve

InG=(w+2n)ln(z/2) —Inl'(v+n+1) (1.1.12)
En dérivant (1.1.12) par rapport a v, on obtient

10 I'(v+n+1)
GapC ~lw/2) - Tv+n+1)’
pour v =0, on a
) (z/2)%" I'(n+1)
2 — 2 n(g/2) — 2T
o0, " T [P T
En utulisant (1.1.11) et (1.1.13) , on obtient

2 0 B (=1)"(z/2)*" I'(n+1)
- XS [ )

7r81/J V0 n'F n+1)
= 2 {in(e/2) + 7} Jol) +

2 m2+ xt (1+1)+ 28 (1+1+1)
T |22 2242 2 224262 2 87 ’

(1.1.13)

ou 7 est la constante d’Euler qui est donnée par
1
N = n@m(z - —Inn) = 0.5772156...

Remarque 1.7. Les courbes représentatives des fonctions Jo(x), Ji(z), Yo et Y1 sont don-
nées comme suit :

Pour Jo(z) on a le graphe suivant:

AN
/Evm-wv

Figure 1.1: (a) L’allure de Jy
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1.1. Fonctions cylindriques

0.6
0.4-

0.2

0.5

Figure 1.1: (b) L’allure de J;

1 1':
0.8 0.6
06 0.6

y ¥

4 2 0T B/ 8 1wk 4 2091 7 4 %6 g
0.2 0.2 ¥

0.4 0.4
0.6 05
0.8 0.8
1 1
Figure 1.2: (a) L’allure de Y; (b) L’allure de Y}
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1.1. Fonctions cylindriques

1.1.3 Propriétés des fonctions de Bessel

1) Joa(®) = 20, () = Jy 1 (2)
2) £ () = v (1) — 2Ty ()
3) L1, (x)] = ¥y (a)

(4) LT, (@)] =~y (2)

(6) Jens@) gy — g7V ] (2) + ¢

(7) La solution de I'équation différentielle 22y" + zy’ + (V22 — 12)y = 0 est J,(\z)
(8) lim, .Y, (z) = o0
Preuve. Les propriétés (1) et (2) sont déduites a partir des propriétés (3) et (4) respec-

tivement.

Montrons (3) et (4)

(3) La série définissant J,(x) est absolument et uniformément convergente [9], et cela pour
tout x. Et il en est de méme pour la série qui définit z¥.J,(z).
On peut vérifier que la série dérivée est aussi uniformément convergente, ainsi [9]

d , d 0 -1 k:l}2k+2y
L@y = Ly U
dx do =2 ET(v+k+1)

o0 (_1)kx2k+2u—1

Z 22k+1/71k!1"(,/ +k)

( 1)kx2k+(” 1)
-7 Z 22+ DT (v — 1) + k + 1)

= T Jyfl( )

Avec le méme principe on obtient la démonstration de la propriété (4).

Pour déduire (1) et (2), il suffit de développer la premiére partie de I’égalité (3) puis celle
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1.1. Fonctions cylindriques

de legalité (4). En effet,

% [z, (x)] = 2" T, + va’ T, = 2V J,_q, (1.1.14)
et
d ,
. (27T, ()] =27, —va™" "', = =27 Ty (1.1.15)

En éliminant J/, puis J,, on obtient
2v
;Jl/ = Jy—l + Jl/—‘rl)

c’est-a-dire
2v
Jy—i-l = ?Jy - Ju—l-

Pour établir (2), il suffit de considérer
di:lv [27'J,(z)] dans (4)
La propriété (5) Elle découle a partir de (3) par intégration.
La propriété (6) Elle s’obtient en intégrant la relation (4).
(7)
22y + zy + (A2 — )y = 0. (1.1.16)

En effectuant le changement de variable t = Az, z(t) = y(x), on a

y(w) = St =32 (0),

y'(x) = %g—i = A2 2" (t).

Ainsi, I’équation (1.1.16) devient

(;) 222 + (;) A () + (12— v2) 2(t) =0,
c’est-a-dire
22" (t) +tz' () + (£ — ) 2(t) = 0.

Donc la solution est J,(t) = J,(Azx).

(8) On peut bien le voir sur 'expression de Y, dévloppée dans le paragraphe précédant. m

1.1.4 Les zéros des fonctions de Bessel

Si v est un entier naturel ou relatif, alors I’équation J,(x) = 0 a un nombre infini de racines,
toutes réelles [9].
La différence entre deux racines successives tend vers m [9]. Les racines de J,(z) = 0

sont comprises entre celles de J,_1(x) =0 et celles de J,;1(x) =0 [9].
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1.1. Fonctions cylindriques

1.1.5 Orthogonalité des fonctions de Bessel

Lemme 1.4. Si p et A sont deux nombres réels distincts, alors on aura

/x 1O () — TR — L] s, L17)
(), T , 1

Preuve. D’apres la proprieteé (7) des fonctions de Bessel

y1=J(Ax) et yo = Jy(pw),
sont respectivement les solutions des équations suivantes:

x2y/1/ + 2y + (N2? — 2y = 0
et
22yy + ayhy + (2% — v7)ys = 0.

En multipliant la premiére équation par - et la seconde par y; puis en soustrayant membre

a membre de ces deux égalités, on obtient
z’ [?Jw/f - yl?/;} + [?/2?/1 - yly;} = (M2 - /\2) Y1y
On divisons sur x, on aura

x [wyl — y1y2] + [yzyi — y1y2] = (1° = ) zy1p».

Ce qui est équivalant a

d ! !
T [9291 — y1y2] + [9291 — ylyg] = (1 = X?) 21,
peut aussi s’écrire sous la forme

% {fﬂ [yzyi - yly;] } = (12 = N?) 2y19s.

Par intégration, on aboutit &
x [y2y11 - ylylz} - (qu - )\2) /l’ylyz-
En remplacant y; par J,(\x) et y, par J,(ux), on trouve
(ML) 00) = ) )] = (12 = 32) [ 0, (80) Ty
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1.1. Fonctions cylindriques

La division des deux membres de la relation par

(1* = X%) #0,
donne
/a:J,,()\x) T (p)da = = [U”(WJ)J;((A;)__;‘;”(M) L) (1.1.18)
Finalement
/Ua:vJV(/\x) T, (p)da = & [U”(“a)‘]x?:g__;g”(m) Lm0} (1.1.19)

D’ou le résultat cherché. m

Remarque 1.8. On a ausst

2

/Oax (o (A2))” dr = - { (70a)) + (1 _ aZv) (JV(M»Q} |
En effet,

en faisant tendre pn vers X dans le résultat précédent et en appliquant la régle de I’Hopital

(La dérivation s’effectue par rapport a la variable i ), on obtient

ATL(Aa)J, (na) = J,(Aa) JL(na) — T, (Aa) wa)]

vJ2(\z) do = lima2{
| wrzow) .

=

’ 2 ’ "
AMIL,AN) |7 = T (N)J,(A) = AT (A) J, (A
PO = ) = ML) L] L
—2\
Mais, on a J,(Aa) vérifie
A2 (Aa) + AT, (ha) + (6N — v2)J, (M) = 0.
Ce qui donne Uexpression de J, (\) comme suit
" —M,(Aa) — (a?X? — 1v?)J,(\a)
JI/ (>\) = AQ ’
en remplagant cette expression dans l’expression (1.1.20) , on trouve
a 2 1 ’ 2 V2 9
vJi(\) do = 3 [J,,()\)] +1= ). (1.1.21)
0
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1.1. Fonctions cylindriques

D’otu l’expression cherchée.

A vpartir de I'expression (1.1.19) , on peut bien voir que si pu et A sont deux racines

différentes de I’équation
ad,(za) + fzJ,(za) = 0, (1.1.22)

avec a et [ sont des constantes, alors
ler cas (a# 0 et 5 #0)

Dans ce cas, on peut écrire (1.1.22) sous la forme

J,(za) + CxJ, (xa) =0, C = g # 0,

et on trouve
/ xJ,(Az) J,(px)de = 0.
0

En effet,

comme A et u sont les racines de (1.1.22) c’est-a-dire
at,(Aa) + BT, (Aa) = 0 (1.1.23)

et
ol (pa) + Bud,(pa) =0, (1.1.24)

et a et 3 sont non nulles toutes les deux , alors

en multipliant (1.1.23) par J,(u) et (1.1.24) par J,(A) et par soustraction, on obtient

’ ’

1 (T, (1) = M, (1) T, (A) = 0.
En remplagant dans (1.1.19) , on trouve
/ 21, (\e) J, (i) = 0, A #
0

qui repésente bien le resultat cherché.

2¢me cas (o« =0et § #0)

A et o sont les racines de J, (xa) = 0,

c’est-a-dire

J (M) =0 et J (ua)=0.
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1.1. Fonctions cylindriques

En ramenant cette expression dans (1.1.19) on aura

/ ", (\) Jy(p)d =0, A p
0

3éme cas (a #0, f=0)

A ety sont les racines de J,(za) = 0,

en tenant compte de I’équation (1.1.19) , on obtient

/a xd,(A\z) J,(px)de =0, X# p. (1.1.25)
0

Ce qui montre I'orthogonalité des fonctions de Bessel par rapport a la fonction densité

x dans les trois cas possibles de I’équation (1.1.22) .

Remarque 1.9. Les fonctions \/xJ,(Ax) et \/x J,(ux) sont orthogonales sur [0,a] dans

les trois cas possibles de l’équation (1.1.22) .

1.1.6 Développement d’une fonction en série de Bessel

Définition 1.6. Une fonction numérique f est dite continue par morceaux dans l’intervalle
la,b[ si

i) L’intervalle |a, b[ peut étre divisé en un nombre fini d’intervalles tels que f est continue

dans chacun d’eux.

i) Les limites de f sont finies lorsque = tend vers les bornes de chaque intervalle.

Théoréme 1.5. Si f et [ sont continues par morceauz dans Uintervalle 10,a[, alors f

admet un développement en série de Bessel sous la forme suivante [7], [9]:

f(ﬁ) = Alj,,()\ll') +A2Jy(>\21‘)—|—
= Y An(Ana)
m=0

avec Aj, Ag... sont les racines postives de I’équation (1.1.22) .

Remarque 1.10. 1) Dans le cas o & > 0 et o # 0,8 # 0, les coefficients A, sont

5
calculés comme suit [9):

222 /1
(A2, = 2+ a2/B%) J2(Amz) Jo

23
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1.1. Fonctions cylindriques

0l A1, Ag, ... sont les racines postives de (1.1.22) .
2) Dans le cas ot o = 0 c’est-a-dire A\, Aa... sont les racines postives de J,(xr) = 0, les

coefficients A,, sont donnes par

Am:/o zJ,(Anx) f(z)dr,

en effet;

s1
f(z) = iAmJ,,()\mx) ,x€]0,1],
m=0

en multipliant les deux parties de l’égalité par xJ,(\xx) et en intégrant terme a terme de 0

a1, et en tenant compte de (1.1.25) , on obtient

/OxJV()\km) flx)dx = ZAm/O xJ, (M) J,(A\px)dz

m=0
1
= Ak/ v J2(\px)dx
0
1 ’ 2 V2
= Az { a0} + 0= R0

Mais, J*(\) =0,

donc

c’est-a-dire

D’aprés les propriétés des fonctions de Bessel (propriété (2)), on a

Moo () = v, (Ak) = Medusr (M),

et comme
J,(Me) =0, alors J,(Me) = —Jys1(Mi).
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D’ou ) )

Remarque 1.11. Sur |0, a[ les coefficients Ay s’obtiennent aussi comme suit :

2 a
A = xJ,(\px) f(z)dx,
TR | v s@
0t A\,\z... sont les racines postives de J,(x) = 0.
En effet;
x) = ZAPJV()\px), z €10,al.
p=0
Alors
/ xJ,(A\pzx) f(z)dr = / Anz [J, (M) da
0
= A, [ alnOa)ds
0
1,0y 2
= A [J,,(Ana)]
1
= An§a2 [Jy1(Ana)]? .
D’ou
2 a
A, = / xJ,(Ax) f(x)dr.
A O Jo ")

D’ou le développement cherché.

Exemple 6. Soit la fonction constante
f(z) =1, avec z € ]0,1]

Développons cette fonction en série de fonction de Bessel d’ordre v =0, pour x € |0, 1]
$i Ap,n =1,2,3.... sont les racines positives de Jo(z) =0,

d’aprés le résultat précédent on a

r)=1= ZAnJO()\n:E),
n=1

ol
2

S — xJo(Apx)de.
HOWP | )
25
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1.1. Fonctions cylindriques

On pose
V=T =T = )\—nv,
donc
dr = iolv
=5
On obtient
2 An
A, = —/ vJg(v)dv
ETROWE Sy T
2
= vJy(v)]o"
o
2
= D’apres la propriété(5) des fonctions de Bessel, pour v =1
/\njl()\n)
Donc
= 2
=1= ——— Jo(Au).
n=1
Soit I’équation différentielle suivante
1" ]. ! 2
y 4=y — <1+”—2>y:0, (1.1.26)
z z

avec v € C.
Définition 1.7. L’équation (1.1.26) est appelée équation de Bessel modifiée!")

La solution de cette équation est donnée par (Voir [7] page 108 et [9] page 106)

y(2) = C11, (2) + C2 K, (2),

ou

fj G ) < oo, Jarg] <

, |zl <oo, largz| < T
— T k+1)T(k+v+1)

et

R I B2 (RS T

K, (2) = ) 7 [ I-p(2)—1Ip(2) .
lim,, _,, [—] si v=0,+1,+2, ..
sin pm

(IElle s’obtient en posant z = iz dans ’équation de Bessel (1.1.1).
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Définition 1.8. Les fonctions I, et K, sont appelées respectivement fonction de Bessel

modifiée de premiére espece et fonction de Bessel modifiée de seconde espéce.
Remarque 1.12. La fonction K, est appelée aussi fonction de Mc-Donald.

Remarque 1.13. Les courbes représentatives des fonctions Io(x), I1(x), Ko(z) et Ki(x)

sont données comme suit :

4 4
¥ e ¥e
H— 1
o 1. ......... é 4 o - 1. ce e i e e . é 4
® x
Figure 1.3 (a) Craphe de J{»). (b)) Craphe de I (=).

¥
!
\ !
.,
.
s — T
0 i 2 3 4 0 i 3 3 i
® i
Figure 1.4: (a) Graphe ds Fjlz). 'b) Graphe de R(x).
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1.1.7 Application aux problémes de conduction thermique

1) Soit a résoudre le probléme de conduction thermique dans un cylindre de longueur infini,
de rayon a et dont la température initiale est égale & F'(r). Alors que la température a la
surface latérale est maintenue & zéro. Supposons que la température u dépend uniquement
du temps t et de la position r. Donc il s’agit de trouver la température en toute position r
et tout instant .

Ainsi, le probléme aux limites est formulé de la fagon suivante [2]:
ou __ 9%u 10u
5_%<%+;T> (1.1.27)

ou

u = u(r,t);

» = % : facteur de diffusion;

k : la conductibilité thermique;

o : la chaleur spécifique;

1 La masse spécifique

En utilisant la méthode de séparation des variables (méthode de fourrier), on cherchera

la solution sous la forme

u = R(r)T(t),
le probleme devient
RT' = »(R'T + %R’T). (1.1.28)
En divisant, alors par 7T, il vient
T 1

1 ]_ / 2
— z — )\
»T R(R +7“R) ’

ou A est la constante de séparation. Et on trouvera les deux équations suivantes:
T + 3\*T =0 (1.1.29)

et
11 ].
R +-R +)NR=0. (1.1.30)
T

Il est clair que (1.1.30) est une équation de Bessel, ainsi leurs solutions sont respective-

ment

T(t) = Cexp(—3)\?*t), avec C € R
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1.1. Fonctions cylindriques

et
R(r) = AJy(Ar) + BYy(Ar), avec A € R.

Or, la fonction Y; n’est pas bornée a l'origine [9], ce qui donne B = 0.
D’ou
u(r,t) = D exp(—3\°t)Jo(Ar).

En vérifiant la premiére condition limite, on aura

u(a,t) = Dexp(—»\*t)Jy(Aa) = 0.

D’ou

Jo()\a,) =
Ainsi les solutions particuliéres du probléme sont
Upn (7, 1) = D,y exp(—2M\2t) Jo( A1),

ou n € N* et A, sont les racines positives de ’équation Jy(Aa) = 0.

En tenant compte de la relation J,(—z) = (—1)".J,(z), le choix de toutes les racines se

rameéne au cas précédant.

Le principe de la superposition permet de trouver

rt) = Zun(r, t).

La condition initiale du probléme est

u(r,0) = ZDJO)\T

d’ou®
2

D, = m/o rF(r)Jo(A,r)dr.

Par conséquent

_ %i {exp —5e\2t) %/{) rF(r)JO()\nr)dfr}.

n=1

Remarque 1.14. La méthode précédente permet aussi de résoudre le probléme de conduc-

tion thermique suivant:

2)Voir le résultat de la Remarque 1.11.
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1.1. Fonctions cylindriques

Si la température initiale est égale a 0, alors que la surface latérale est maintenue a la

température constante V, dans ce cas le probléme se formule comme suit

ov __ 9% 10v
o = <aT - ;5>
v|,_, =V (1.1.31)

U‘t:O =0

La solution de ce dernier probleme est donc
v(r,t) =V +u*(rt),

ot u* est la solution du probléme (1.1.27) précédant pour F(r) = —V.

Ainsi
2 « Jo(Anr) “
u*(r,t) = — {exp(—%)\it)—(—V)/ TJO()\nT)dT} ,
o ; ()] 0
et comme
a 1 a
/ rdo(Anr)dr = — rJi(Au7)|g
0 An
1
= )\—naJl()\na).
Donc
2V Jo(Anr)
(rt) = —— —a\2t)
c’est-a-dire
2V & Jo(Anr)
t=V—-— —3 NI 1.1.32
v(r,t) ; ;exp( 2\ )Anjl(kna) ( )
Cette solution vérifie bien les conditions aux limites du probleme (1.1.31) .
En effet;
(V=u)g=V—-ulg=V-V=0
et
V-u),_,=V—-u,_,=V-0=V=y_,.
On divise les deux parties de I’égalité (1.1.32) sur V, on obtient
( —1- —Zexp oezgyJoar) (1.1.33)

Y Ndi(Anat)”

On pose
B, = a\, et T = st,
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1.1. Fonctions cylindriques

alors, expression (1.1.33) devient

v - By Jo(B2r)
V—1—2;exp( a2T))\ AN

Le graphe suivant représente la variation de {; en fonction %, pour sept instants différents:

1_

0.5 1
0.6
0.4+

0.21

|:| T L A L

0.2 0.4 0o 08 +

Figure 1.5: L’allure de v/V en fonction de r/a

2) Soit le probléme suivant:

|l =0 (1.1.34)

On pose
u(r,t) = P(r)T(t),
ainsi, I’équation devient
" 1
PT' =a*(P T+ ~-PT).
r
En divisant par P, on obtient

"

P 1P
T =a*(—=T+-=T
a(P +TP )7
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1.1. Fonctions cylindriques

ensuite on divise par T', et on trouve

"

T'_ o F 1P,
T “Vp TR
Ce qui donne
T P 1P
= (— 4+ ) = —)\?
a’T <P+TP) ’

ou A est la constante de séparation.

On a donc les deux équations suivantes
T'+a*XT = 0
et
r?P" + 1P +r2\2P = 0.

et leurs solutions sont respectivement

T(t) = Cy exp(—a®\*t)

et
R(T) = CQJ()(/\T) —+ CgYE)()\T)

Comme u est bornée, alors C3 = 0.

Donc, la solution est sous la forme suivante

u(r,t) = Aexp(—a®X*t)Jo(\r),

ou A= 0102.
D’aprés la premiére condition aux limites, on a

0

ul  _,

or|,_p
c’est-a-dire

P'(R)T =0,
ou encore

Aexp(—a® ) J5(AR) = 0.

D’ou

Jo(AR) =0,
donc

J1(AR) = 0.
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1.1. Fonctions cylindriques

Soient A\,,n = 0,1,2,3... les racines de 1’équation
J1(AR) =0 (N =0),

on a

U, (1, 1) = Ay exp(—a?\2t) Jo(A\r),n = 0,1,2,3...

sont des solutions.

D’apreés le principe de superposition, on trouve

o
u(r,t) = Zun(r, t).
n=0
La deuxiéme condition aux limites donne

u(r,0) = o(r) = 3 ATy (Aur),

ou 9 R 2
o = TR Jy A= B )
Ainsi
6.(00) = /0 ro(r) i (Ar)dr
En effet,

comme u,, est solution du probléme
un(r,0) = o(r) = A, JJ1(Anr),

en multipliant les deux parties de 1’égalité par r.J;(\,r) et en intégrant par rapport a r
de 0 & R, et en tenant compte de la Remarque 1.8., on obtient

R2

/0 ro(r) i (Ar)dr = A, /0 PG dr = A LR

car
0si A\, # A\
[JoAR))? £ si non

2

/R rJy(Anr) Sy (A7) dr = {

3) Soit aussi le probleme suivant

ou _ 2 (0% 10u u
5 = a <m+;5—74—2> O<r<R, t>0

ul,_p =0 (1.1.35)
u(r, 0) = o(r)
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1.1. Fonctions cylindriques

En posant
u(r,t) = P(r)T'(t),

I’équation devient

o1 PT
PT' = a*(P'T + -PT — —).
T T

En divisant par P, il vient
P’ 1P T
T'=ad*(—=T+-—=T-=),
P r P r?
en divisant ensuite par a7, on trouve
T’ _(P"+1P’ 1)
T P rP 2V
ce qui peut encore s’écrire

TP
(-3 =N (1.1.36)

ou A est la constante de séparation.

L’égalité (1.1.36) se traduit par deux équations; la premiére est

T +a’\*T =0
la seconde se déduit comme suit
v 1 P v 1 1
P +-P-= = NPeP +-P+(N-=)|P=0
r 72 T 72

& P +rP + (r’X*=1)P =0
Leurs solutions sont respectivement

T(t) = Cy exp(—a®\*t)

et
R(r) = CoJy(Ar) + C3Y1(Ar).

Et comme la solution est bornée, alors C's = 0, donc la solution est sous la forme suivante
u(r,t) = Aexp(—a® °t)Jy (\r)

ou A= 0102.
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1.1. Fonctions cylindriques

La premiére condition aux limites donne
u|7‘:R = 07

c’est-a-dire

u(R,t) =0,
ce qui équivalent a
Aexp(—a*\?t)J,(AR) = 0 = J;(AR) = 0.
Soit A\,,n =10,1,2,3... les racines positives de I’équation

JiOWR) =0, (Ao =0).

Pour tout n = 0,1,2,3..., u,(r,t) = A, exp(—a®X2t).Jy (A1),

est une solution.

D’apres le principe de la superposition, on trouve

= Zun(r, t).

D’apres la deuxieme condition aux limites on a

u(r,0) = ¢(r) = > AnJi(Aar),

ou
2

R 2
A, = m/{) rgp(r)Jl(/\nr)dT:m¢n(>‘n)a

ol O,(A\n) = /0 ro(r)Jy(Apr)dr.

Par suite, la solution générale de ce probleme est

oo

ulryt) = Z{{m / Rrgo(r)Jl()\nr)dr} exp<—a2Agt)}J1(Anr)

5 HRfi(&zn / : ¢<r>J1W)dT} exp(_mt)}'

gk

n=
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1.2. Transformation de Hankel:

1.2 Transformation de Hankel:

Soient A\,,n =0, 1,2, 3... les racines positives de ’équation

Définition 1.9. On appelle transformation finie de Hankel d’ordre 0 de la fonction 1 (1),

["intégrale suivante:

\Ifn:/o rp(r) Jo(Anr)dr.

La transformation inverse est
2w Jo(An
R ; ()\

Définition 1.10. On appelle transformation finie de Hankel d’ordre 1 de la fonction ¢ (1),

["intégrale suivante:

La transformation inverse est
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Chapitre 2

Notions sur I’élasticité linéaire

La transformation géométrique qui décrit le passage d’un élément de matiére (élément de
volume) de ’état initial a I’état final se décompose en: Translation, Rotation et Déformation.

Cette derniére étant la seule responsable du changement de forme de 1’élément.

La translation et la rotation sont deux mouvements de corps qui traduisent les change-
ments de position et d’orientation. Du point de vue de I’état final; si 'on ne s’intéresse

qu’au changement de forme de I’élément et non plus & sa position et & son orientation, alors

les deux dernieres configurations finales sont équivalentes [Figure 2.1].

Déformation %

: 000
Translation 1&0‘&' 3
b h
_ Rotation
' 1] f‘-
Dieformation

Figure 2.1: Etat initial et final

Seule la déformation'") responsable des variations de longueur et des décalages angulaires
caractérise le changement de la forme géométrique de I’élément. Elle seule sera liée a la

contrainte appliquée.

(1)C’est la variable pertinente du mécanicien.
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2.1. Rappels et définitions

2.1 Rappels et définitions

2.1.1 Quelques rappels
1) On définit la contrainte comme étant la force divisée par la surface sur laquelle elle
s’exerce, cette contrainte est exprimée en newton sur le métre carré, c’est-a-dire

Force
Aire

Contrainte =
2) On définit le moment d’une force par apport a 1’axe de rotation par
Moment = Force X bras, ou

le bras est la distance qui sépare le support de la force a ’axe de rotation.
Le but d’un moment de force est de produire une rotation. La condition d’équilibre
d’un solide lié & tourner autour d’'un axe est que la somme des moments qui tend & le faire

tourner dans un sens soit nulle.

2.1.2 Quelques définitions

L’application des forces sur un corps homogéne et isotrope provoque le changement de

sa configuration géométrique.

Définition 2.1. On appelle déformation élastique, une déformation réversible c’est-a-dire
le milieu (le corps) retourne a son état initial lorsque 'on supprime les forces provoquant

cette déformation.

Remarque 2.1. On peut distinguer deux systémes de forces agissant sur un corps : les
forces sollicitant tout le volume dites forces volumiques, et celles qui s’exercent sur la surface

dites forces surfaciques.

Remarque 2.2. En état d’équilibre, la résultante des forces et des moments sollicitant le

corps est égale a zéro.

Définition 2.2. On appelle déplacement, le vecteur dont l’origine coincide avec la position
wmiatiale du point et l'extrémité avec la position du point aprés déformation. Désignons ses
projections par u,v et w en coordonnées cartésiennes . En coordonnées cylindriques on les
notes u,, ug,et u, ces derniéres représentent respectivement le déplacement radial, angulaire

et azial.
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2.2. Etablissement des équations d’équilibres

Remarque 2.3. Le coefficient de Poisson'® permet de caractériser la contrainte perpen-
diculaire & la direction de la force appliquée. Dans le cas ot le matériau est isotrope®, ce

coefficient permet de relier le module de cisaillement G au module de Young® E [1/].

Remarque 2.4. Le coefficient de poisson est toujours inférieur ou égal a 1/2 . S’il est égal

a 1/2, alors le matériau est incompressible.

2.2 Etablissement des équations d’équilibres

2.2.1 En coordonnées cartésiennes

Soit I’élément de volume [Figure 2.2] représentant un parallélépipede, d’arétes dx, dy
et dz. Supposons que cet élément est soumis a une force volumique dont les composantes
sont Fy, I, et F, . Les projections de la force sollicitant le volume sont alors : F,dzdydz,
Fydxdydz et F.dxdydz.

L’interaction de cet élément avec le milieu extérieur conduit & ’apparition d’efforts sur
les faces de cet élément, que nous supposerons uniformément réparties. Et comme les
arétes sont petites [Figure 2.2], les contraintes sont symboliquement identifiées a des forces
appliquées au centre de chaque face.

Prenons par exemple la face dy dz, cette face est sollicitée par une force dont la projection
sur la normale x sera o, dite composante normale de la contrainte ou bien simplement

contrainte normale, les projections sur les directions y et z sont respectivement 7., et 7,

dites: composantes tangentielles ou contraintes tangentielles et oy, 0., Typ, Tys, T2 €6 T4y

(2)Denis Poisson Francais (1781-1840), auteur de travaux sur la physique mathématique.

(3)Un corps est dit isotrope lorsque les coefficients élastiques v et G sont des constantes.

() Constante élastique qui lie la contrainte a la déformation
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2.2. Etablissement des équations d’équilibres

sont déterminées de la méme maniére.

A

Figure 2.2: parallelepipede
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2.2. Etablissement des équations d’équilibres

Remarque 2.5. i) Les contraintes normales sollicitant une traction ont un sens positif.

i1) Les contraintes normales sollicitant une compression ont un sens négatif.

i
5=, YA .
e
E*x"‘%qy
>~
Iy
NG T
1
o —=t - 0 iy
) N P Tx
fx_-r»
>

Figure 2.3: Sens positif des contraintes

ii1) D’une maniére générale, tout loi peut localement c’est-a-dire "pour des petite variation"
étre remplacé par un développement limité du premier ordre (approximation linéaire); les

lois en élasticité linéaire sont des approximations linéaires [14], dans la formule de Taylor

on se limite a l'ordre un c’est-a-dire

9% f (dx)?
= ﬁ a9
fle+da,y, 2) = f(x,y,2) + G (2, y, 2)de+ 022 (.9, 2) 5+ - (2.2.1)

-~

termes négligés

ot (2.2.1) est la formule de Taylor.

Cette formule est appliquée aux contraintes et cela du fait que ces derniéres sont des
fonctions. En tenant compte des trois points de la remarque ci dessus, on a chaque face
du parallélépipede [Figure 2.3] placée dans 1'espace R3 est soumise & trois contraintes, une
normale et deux tangentielles, et cela en état d’équilibre, comme le montre [Figure 2.4 (a)

et (b)].
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2.2. Etablissement des équations d’équilibres

- , BT V%
x l_‘ . "‘1—
z
Figure 2.4: (a) Contraintes. (b) Contraintes sur la face dzdy.

Conditions d’équilibre sur les forces et les moments

a) Sur les forces En état d’équilibre, la somme de toutes les forces donne zéro.

La projection de ces derniéres sur 1’axe (ox)

En tenant compte de la surface sur la quelle agit chaque force [Section 2.1.1 |, on a

E Flory = —o0gdydx + (0, + %dm)dydz — Typdardz + (Ty, + a;;a: dy)dxdz — T, dzdy
OT 0
+(Toe + 3 dz)dzxdy + F,dxdydz
z
= 0,

apres simplification on trouve

do, dxdydz + OTye dydxdz + 0Tz dzdxdy + F.dxdydz = 0.
ox dy 0z

Ainsi, on obtient

0o, 0Ty  OTu
F,=0. 2.2.2
ox Jy + 0z =0 ( )

Avec le méme principe, la projection sur (oy) conduit a

OT 4y N do, N OT 2y

Ea i rall Al (2.2.3)
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2.2. Etablissement des équations d’équilibres

Et la projection sur (0z), donne la relation

0Ty, 0Ty, Oo, B
5t oy t s TR0 (2.2.4)

Remarque 2.6. Le systéme

9oy + OTyx + 0T 2z +F,=0

ox dy 0z

OTwy Oo 0T 24 o

335‘ + a_yy + azy + Fy — 0 (225)
OTzz 0Ty 0o _

ox + 8; + Oz + FZ =0

formé par (2.2.2) , (2.2.3) et (2.2.4) est appelé systéme d’équilibre en contraintes.

Soit O; de composante ((12_557 %, %) le nouveaux origine du repére O (€, 7, (), tel que O1€

| Oz, O || Oy et O1C || Oz.

b) Sur les moments Les trois moments de forces provoquant la rotation de ’élément
de volume autour des O,&, O1n et O1( respectivement sont égaux a zéro comme le montre

cette figure.

dz

A
v

Figure 2.5: Rotation autour de O&

Remarque 2.7. Par convention le sens positif est le sens antihoraire.
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2.2. Etablissement des équations d’équilibres

Par rapport a O£ La somme des moments qui provoque la rotation autour de O&

est égale & zéro, et cela se traduit par

o7, dx OT dy
(Tay + 6—;’da: + Twy)dyd27 — (Tys + a—;dy + Tyw)dl‘dZ? = 0.
Ce qui est équivalent a

dr Oty dz dy 0Ty
ZTmydydz? + a—mydxdydz7 — 2Tyzdxdz? — az

d
dydxdz—y = 0.
2
En négligeant les termes d’ordre quatre on trouve
Taydydzdr — Tyydxdzdy = 0.

Ce qui donne

Tay = Tya-
Avec le méme raisonnement sur O1n et O1( on obtient respectivement
Tox = Taz

et

Toy = Tyz-
La loi de Hooke en coordonnées cartésiennes

La loi de Hooke permet d’exprimer les contraintes en fonction des déformations [14]

0 = M+ 2Gey, Toy = Gy
oy =N +2Gey, Ty, = Gy, (2.2.6)
0, =M +2Ge,, 7). = Gy,

ou les déformations s’obtiennent comme suit

_ou . _ v . _ 0w g_ou ov | ow
€ € 62_6z79_8x+6y+

T P y—3_y7 9z
__ Ov ou __ Ou ow __ Ov ow
Vye = 0z T ay> Yoz = 0z T ge> Vyz = 5z T 3y
_ v
A= 2G5

telles que

( G : Module de cisaillement,
A Coefficient de Lamé,

v : Coeflicient de Poisson |,

\ 0 : Dilatation volumique.
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2.2. Etablissement des équations d’équilibres

Equations d’équilibres en fonctions des déplacements

A Taide de la loi de Hooke, on se ramene & des équations d’équilibre en déplacement.

La premiére équation du systéme d’équilibre en contraintes (2.2.5) est

0o, 0Ty  OTuy B
ot o T TR0 (2.2.7)

Exprimons les termes de cette derniére en fonction des déplacements comme suit:
D’apres la loi de Hooke on a

le premier terme de 1’équation (2.2.7)

%_)\ 82u+ 0% N 0w 5 Pu
oxr  ~\0x2  Oxdy 020z 0x?’

le second est donné par

% — Gﬁ @—F@ =G 821) +@

dy oy \Ox Oy dyox — 0y?
Pu 0%
pu— G — —
<8y2 * 8y8x) ’
et le troisiéme terme de I’équation (2.2.7) est exprimé par
OT 0 0 (Ou Ow u  O*w
=G—|—+— ) =G = .

0z 0z (az * 3x> (82,2 - 828:6)
En les remplacant dans I’équation (2.2.7) , on obtient

Pu 0% J*w 0%u Pu 0w Pu  O*w
A (8902 * 0xdy * 8x82> 2G0x2 o (8_?;2 - 3y89€) TG <@ * 8z6w> e =

Aprés simplification®), on trouve

GAu+)\£0+G

’u 0% 0w
oz

92+ dz:0y T w0 T Fw} =0

Ce qui est équivalent &

GAu—i—(/\—l—G)%H—i—Fm:O.

En divisant ensuite par GG, on aura
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2.2. Etablissement des équations d’équilibres

Posons
v
A= 2G1—2y
A 2w
— G 1-w
N i+1: 2u n :2V—|—1—2V: 1 '
G 1—2v 1—2v 1—2v

En posant ﬁ = vq, ’équation précédente devient

0 F,
A — — =0. 2.2.
U+ v 8x9 + o 0 (2.2.8)

Prenons maintenant la deuxiéme équation du systéme d’équilibre en contraintes (2.2.5)

07, Oo or,
y 9% y

Ox dy 0z

+F,=0. (2.2.9)

La loi de Hooke permet d’écrire
Ty o (Ov Ou v *u
w222 g ==
Oz oz (8:6 * 8y) (81:2 * Gscay)

(P,
N Oxdy  0x%2)’
do, 0 B

Oy O ov  Ow v Q*w
0z _&<G($+@))_G(@+828y>'
En les substituant dans (2.2.9) , on obtient

( 0%u 821)) < 0*u 0% 82w> 0%v <82v 0w

“° 2627 I B )
0x0z * 0x? Oyox + 0y? + Yoz * G8y2 G 0722 * 828y) T hy =0

0%u N o*v N *w +2G@
Jyox  O0y?> Oyoz 0y?

et

En factorisant, on aboutit a

GAU—F/\gHJrG

0%v  Q*w 0*u
dy

Oy? + 020y + 8:}08y) by =0.

Ce qui est similaire a

0 0
GAv+ A A\—0+G—0+F,=0
v+ oy + oy + Iy )
donc, ’équation précédente devient

GAw+M+ID£ﬁ+P;:O
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2.2. Etablissement des équations d’équilibres

C’est-a-dire

o F
Av + V08_y9 + 5‘1’ = 0. (2.2.10)

Prenons la troisiéme équation du systéme d’équilibre en contraintes (2.2.5) .

0Ty, 0Ty, Oo, B
5t oyt TR0 (2.2.11)

La loi de Hooke donne
o we(Emen) oG o)
2 >
= ¢ (aaa;gz * ?971;}) ’
o= 0 (Gr5)) e (o o)
%ZZ - % (M + 2Ge.) = A%H + QG%.
En les échangeant dans (2.2.11) , on obtient

Pu 0w v *w 0 0w
G(8x82+ 8:62) +G(8y62+ 8y2) +)\829+ G822 + =0,

et

par réduction, on trouve
0*u N 0%v N Pw
0xdz  Oydz 022

GAw + )\iﬁ +G <
0zy

) L E =0
Ce qui est identique a

GAw + )\£9+ GQQ—J— F,=0.
0z 0z

Finalement, I’équation précédente devient

GAw+()\+G)£9+FZ =0,

0z
c’est-a-dire
0 F
A —f0+===0. 2.2.12
W+ o 0z + G ( )

Remarque 2.8. le systéme suivant formé par les équations (2.2.8) , (2.2.10) et (2.2.12)

Au+uoa%9+%:0
Av—{—uoa%ﬁ—{—%:()
Aw—i—w%&—l—%:O

est appelé systéme d’équilibre de Lamé ou systéme d’équilibre en déplacements.
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2.2. Etablissement des équations d’équilibres

2.2.2 En coordonnées cylindriques

Soient O(r, 6, z) les coordonnées cylindriques et 2 un élément de volume délimité par les
faces curvilignes.

Supposons qu’il est soumit & une force F' dont les composantes sont: F,, Fy et F.

On distingue trois sortes de contraintes normales(®) [14]:

Contrainte radiale o,

contrainte angulaire oy,

contrainte axiale o,.

Et six contraintes tangentielles(”:

Contraintes tangentielles axialese: 7, et 7y,

contraints tangentielles angulaires: 7,9 et 7.9,

contraintes tangentielles radiales: 7., et 7y,

Comme le montre la [Figure 2.6].

Remarque 2.9. On a chaque face l’élément [Figure 2.6/, est soumise & trois contraintes,

une normale et deux tangentielles, et cela en état d’équilibre.

(6)La contrainte normale ¢’est une contrainte qui est normale sur la surface sur la quelle elle agit.

(T)Chaque contrainte normale est associé par deux contraintes tangentielles.
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2.2. Etablissement des équations d’équilibres

dz

v

P
I
N

S
\

Figure 2.6: Element cylindrique

Remarque 2.10. Les contraintes normales de traction sont considérées comme étant pos-

itives, alors que celles de compression sont négatives, (le méme principe appliqué en cas

cartésien).
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2.2. Etablissement des équations d’équilibres

Figure 2.7: (a) Contraintes cylindriques. (b) Contraintes sur la surface drdf.

Soit O1&n¢ un systéme de coordonnées cylindriques, tels que, les composantes de O; sont

(r+ %, 0+ %, z+ %) O1£ et Oqn sont les vecteurs radial et angulaire, respectivement, alors

que O1( || Oz.

L’élément €2 est en état d’équilibre si la somme des projections des forces sur chacun

des axes O1&, O1n et O1C est nulle, idem pour les moments.

Conditions d’équilibre sur les forces et les moments

a) Sur les forces La projection sur O

A Tétat d’équilibre, la somme de toutes les forces égale & zéro donc la somme des pro-

jections de ces forces sur chaque axe égale a zéro [Figure 2.6] , [Figure 2.8] et [Section 2.1.1],

on a

ZF01§

<0r + %dr> (r +dr)dfdz — o,rdfdz

or
+ (TZT + 0;; dz) {(r +dr)? %9 - 7“2%} — T |:(7’ + dr)? % - 7“2%
+ (09 + %dé’) (Sin %9> drdz — oy (sin %9) drdz
+ (Tgr + %dQ) (cos %e)drdz — Tgr(cos %e)drdz

df do
+F, {(r +dr)? Edz — T27d2:| = 0.
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2.2. Etablissement des équations d’équilibres

Et comme

dé
(r+dr)27—r — = [r2+27“d7"+(d7“)2]——7" —

do
= rdrdf + (dr)” 5

et Pangle df est suffisamment petit, par suite on peut écrire [voir la Remarque 2.5. (i4i)]

de L g  db

cos — = 1,8in — = —

2 ’ 2 2’
et en négligeant les termes d’ordre quatre, on aboutit a
OT 2 OTor

90 ardods + 2T rdrdgds +

— F =0.
o P 50 drdfdz — ogdrdfdz + F,rdrdfdz =0

o drdfdz +

En devisant ensuite cette équation par rdrdfdz, on trouve

do, 0T, 10719, o0, —

(o) .
o + 2 T o0 " + F,. =0. (2.2.13)

Ce qui donne la premiére équation d’équilibre en contraintes.

La projection sur O1n

La somme de toutes les projections sur O;n donne zéro;

Z Fo,, = (T,rg + OTre dr) (r+dr)dfdz — T,.9drdfdz

or
aTz@ 2 da 2 d(9
+ <7'29 + oy dz) [(r+dr)” — 1% o T [(r+dr)” —r?] 5
80'9 do
—df — | d
+ (09+ 20 ) (cos 5 ) rdz
de 0Ty . dd . dd
_ (0’9 cos 7) drdz + |:<7'9r + 8; d9) (sin 7) + 7o Sin ) drdz
do do
+Fy {(r +dr)? ?dz — T27d2:|
=0
En tenant compte de
do de deo
(r+dr)? = —r>— = rdrdd + (dr)* —
2 2 2
et
cos ﬁ =1,
2
et en négligeant les termes d’ordre quatre comme on a fait précédemment, on obitient
T ™ T z 1
70 T00 s gedgdz + 270 rdrdgdz + O drdgdz + 2270 rrdodz + Fyrdrdddz = 0,
r or 0z r 06
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2.2. Etablissement des équations d’équilibres

En divisant ensuite cette équation par rdrdfdz, on trouve

Tro + Tor n Ot 0T, 100g
r or 0z r 00

+Fy=0 (2.2.14)

Qui traduit la deuxieme équation d’équilibre en contraintes. Cette figure montre les

surfaces sur les quelles agissent les contraintes qui apparaissent dans cette équation.

Figure 2.8: Contraintes cylindriques

Remarque 2.11. On va montrer plus tard que: T,, = T.., Tg, = T.9 €l To, = To,.

La projection sur O;(

La somme de toutes les projections sur O;( donne zéro

ang
00

Z Fo,c = (Uz n Jo, dz) rdrdf — o rdrdf + (7’92 +

d@) drdz — Tg,drdz
0z

0T,

or

+ <T7-Z + dr) (r+dr)d0dz — 1,,rd0dz + F,rdrdfdz

= 0.

En simplifiant, on obtient

0= ardod= + 2% drdod- + .drdfdz + 8(;”
.

0z o0

rdrdfdz + F,rdrdfdz = 0.
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2.2. Etablissement des équations d’équilibres

En divisant par rdrdfdz, on aura

Jo ., n l@mz n Trs n 0T,
0z r 00 T or

+ F,=0. (2.2.15)
Qui exprime la troisiéme équation d’équilibre en contraintes.

Définition 2.3. Les trois équations d’équilibre précédentes, a savoir (2.2.13) , (2.2.14) et
(2.2.15) forment le systéme

% aTzr l 67—97‘ Or—0¢ I
or + 0z + + r + 1 =0

r 00
Tr0+To 0T 0 OT.p 1090g o
I i =a e r80+F9_0 (2.2.16)
9oz 4 1079z | Trz | OTrz _
6z+7’86+7"+8r +FZ_O

qui est appelé systeme d’équilibre en contraintes.

b) sur les moments FEn état d’équilibre la somme des moments qui provoquent la
rotation autour de chaque axe est égale a zéro.

Moments par rapport a 'axe O;¢ [Figure 2.9].

Figure 2.9: Rotation de I’element cylindrique autour de 'axe O¢
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2.2. Etablissement des équations d’équilibres

En tenant compte de 'expression du bras qui correspond a chaque force [Section 2.1.1],

on obtient

ot d d
Z Mo,e = (Tre + (;7"9 dr) (r +dr) d@dzg + Trgrdez?T -

Tor + %dﬁ drdz | sin ﬁ (r+dr) + 1g.drdz | sin % (r +dr)
00 2 2
= 0.

Car le bras de 7y, (resp 7o, + agg,. df) est calculé ainsi

r + dr
dq /2 bras

Figure 2.10: Bras

. do bras . 'dex(+d)
in—— = = sin —
sin - T ras = sin r+dr),
et comme®
odo  do
sin — = —,
2 2

alors on a

Trordfdz — To,rdrdz = 0.

Ce qui donne

Tro = Tor-

®)Voir la Remarque 2.5. (iii).
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2.2. Etablissement des équations d’équilibres

Moments par rapport a 'axe O1n [Figure 2.11].

Figure 2.11: Rotation de ’element cylindrique autour de O17n

La somme des moments qui provoquent la rotation autour de O;7 est nulle.

Avec le méme principe on a

Z Mo,, = (TW + s dT) (r+dr) deZ% + TTZ’I“deZ% —

|:(7'z7~ + ag:” dz) drdz (sin %9) (r+dr) + 7,,drdz (sin %9) (r + dr)]

Apreés avoir négligé les termes d’ordre quatre, on obtient
Trrdrdddz — 7,.drdfdz = 0,

d’ou enfin

Trz = Tzr-
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2.2. Etablissement des équations d’équilibres

Moments par rapport a 'axe O;( [Figure 2.12].

Figure 2.12: Rotation de I’element cylindrique autour de 'axe O(

O7- dr. . df d
ZMOlg = (7'92 + %dﬁ) drd(r + ?r) sin —- + Todrdz(r + ?r) _

or, dz dz
[(729 + 5 6dz> rdrd@; + ngrdrcw?

z
= 0.

Ce qui est équivalent &

Toz = T20-

La loi de Hooke en coordonnées cylindriques La loi de Hooke donne les contraintes

en fonction des déformations [14] comme suit

o, = M + 2Ge,, 7,9 = 2Gepg
o9 = N + 2Geg, 19, = 2Gey, (2217)
o, =N +2Ge,, 1., = 2Ge,,

10
on {er=%»ee=;%+“—;,ez=%ew:memz

— 10uy _ wg | Oug — Our  Ous — Oug | 10u;
2800 = ;%5 ot B 26, = G+ BE et 260, = FE 4 1%,
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2.2. Etablissement des équations d’équilibres

Les équations d’équilibre en fonction des déplacements FEn remplacant les expres-
sions des contraintes données par la loi de Hooke dans le systéme d’équilibre en contraintes,
on obtient un systéme d’équilibre en déplacements. En effet;

1) Exprimons les dérivées des contraintes aa‘; L, ag? et 85? en fonction des déplacements

Uy, Uy €6 U,

do, O B u
T (M4 2G=) = A0+ 26
or., 0 0 (Ou, Ou,
9.~ 9 MGee) =26, <8z o )
Pu,  0%u,
=% ( 022 i 828T)
et
OTer 0 0 [10u, wuy Oug
g = G (e =205, {7’ 20 - 87“}

_ 90 {1 %u,  10uy 32u@}

— -+
r 96> r 90  900r

En les remplagant dans la premiére équation de systéme (2.2.16) et en tenant compte de
I’expression du Laplacien en coordonnées cylindriques'”, on obtient

0 20uy u, F,
Burtrog b= 5gg ~ 2t g =0

Qui représente la premiére équation d’équilibre en déplacement

2) Les expressions de 85;’", ag;" et 6"9 sont données par
Omg _ o0 (10ur ug  Oup
or or \r 00 r or

_ ¢ _iﬁur+182ur+i _1%4_5)%@
n r2 00  rorod QUG r Or or? )’

ra o3 (2 10)
2 2
- o(5 + 55m)
et
% - ge(wme@)—AgeemG;@G%+%)

9%u 10u 1 du 8%u
Au—@r +1‘8r+r280+82
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2.2. Etablissement des équations d’équilibres

En substituant ces expressions et celles de 7,9 et 74, données par la loi de Hooke dans

(2.2.16) , on trouve

10 2 0u, wuy Fp
Austvoyag? = m s T TG

Qui donne la deuxiéme équation d’équilibre en déplacement

=0.

3) En explicitant 88‘; z 65(32 et 853", on trouve
Jdo, 0 0 (0Ou, 0 d%u,
0z A8z6+ G(?z (8z> )\829+ G(8z2) ’
019, 0 (Oug 10u,
0~ Y (a*m)
Pug  10%u,
= ¢ <8982 T )

OTr. Gﬁ ou, N ou.\ o 9%u, N 9%u,
or  or \ 0z or ) ordz  or?2 )~

En remplagant ces expressions et celle de 7,, donnée par (2.2.17) dans la troisiéme

équation de (2.2.16) , on aura

F,
Au, + 1/0%6 + T 0,

appelée troisieme équation d’équilibre en déplacements.

Définition 2.4. Les trois équations d’équilibre précédentes forme le systéme

Au, +vg20 — 2% B

r2 90 72
AUQ—FV()%%H— %8813 +%+% =0 (2218)

Auz+1/0%9+%20

appelé systéme d’équilibre en déplacement de Lamé

Cas axisymétrique:

Définition 2.5. On dit qu’ une déformation est axisymétrique, si les fonctions qui représen-

tent cette derniére ne dépendent pas de l’angle polaire 6.

Remarque 2.12. Dans ce cas, le déplacement angulaire est nul.
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2.2. Etablissement des équations d’équilibres

Si les fonctions de déplacement correspondant & un cas axisymétrique, alors le systéme

de Lamé est le suivant:

_ 2 2
{ P — i + 0 =0
_ 2 _
PR ) + v Bk 4w [ 2(r%)] = 0
1
o (14 vg) =vs, [, = Vo

En effet;

Ce cas est axisymétrique alors on ne prend pas en considération les termes dépendant

de I'angle polaire 6.

La premiére équation s’obtient & partir de la premiére équation du systéme de Lamé
(2.2.18) , c’est-a-dire

Au, +vge— — =22 T . (2.2.19)

En tenant compte de l'indépendance des expressions de I’équation (2.2.19) de 6, on

obtient

or r 0z

Vo——

or? r Or + 022 or

r2

Pu, 10u, O*u, 0 (&ur U, auz) Uy
+= + L

Ainsi,

or? + ror 1 + Ordz =0

or? r Or 022 o2 r2

Pu,  10u, *u, Pu, 10u, wu, Ou, Uy
+ - + + g —

Par factorisation, on trouve

0%u, 10u, 0%*u,
or?

(1 +vo)



2.2. Etablissement des équations d’équilibres

Donc

1+ o) 32ur+}%_& +82ur 0%u,
Yo Or? r Or r2

comme 1+ vy = v, ce qui donne

Pu, 10u, u, 0%u, N 0%u, 0
Vy - - 14 = U.
or2 ror r? Y9roz 022
En divisant par v,, on obtient
Pu, 10u, wu, vo O0%*u, 1 0%, 0
- - — —V — = U.
or? r Or r2 Vs O0rdz v, 022
Remarquons ensuite que
Pu, 10u, u, 4,0 ( 8ur> Uy
orz  ror r? or" Or r2’
alors la premiére équation est
4,0, Ou, u, vy 0%u, 1 0%u,
T —_— —_ — - O

E)r(r 87") 72 + 1/_*87"02 + 1/_* 022

La deuxiéme équation du systéme Lamé (2.2.18) , tous ses termes dépendent de 6, donc

on ne va pas la prendre en considération.

Prenons maintenant la troisitme équation du systéme d’équilibre de Lamé (2.2.18) ,

c’est-a-dire

P
A+ lo+ L2 o,
Ut Vog Ut
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2.2. Etablissement des équations d’équilibres

En remplacant Au, et 6 par leurs expressions, on trouve

Pu, 10u, 0*u. 0 ((’MT Uy 0uz)
+ —0.

8r+r 0z

+ Vo—

or? +; or + 022 0z

Ce qui équivalent a

0%u, . 10u, n 0%u, . 0*u, N 10u, N OPu.\ 0
or?2 r Or 0%z "\ozor " r 0z 02z )

Apres factorisation, on aboutit a

9%u, %u, 10u, Pu, 10u,
(14 10) + 10 + + + == =0.

022 020r ' r 0z or? r Or

uy 4 10uz _ 19 (,.0ur Pup y 10uy _ 19 (Juy
OI', o?%r +7" or 77"87‘<T 87")et 628r+r 0z 7’87‘(82)’

ainsi

r

_12( aquy 9%u, 0 8uT)
or " or * 022

Remarque 2.13. Dans le cas axisymétrique les contraintes sont données en fonction des
déplacements radial et axial comme suit [14]

o= Bt (B 424 )

o.=vo[1=v)2 +v (1L (ru)] ot (v,w)=2G (u,,u,)

ou ,
27 =5 o

Ces derniéres peuvent étre déduites directement a partir des formules de la loi de Hooke
en coordonnées cylindriques.

En effet;

La loi de Hooke donne la contrainte radiale o, par I’expression
o, = A0 + 2Gs,.
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2.2. Etablissement des équations d’équilibres

En tenant compte du fait que le le probléme est axisymétrique, on a

Or

ou,
or

o Tt 82)+2G

ou, . éu n Aauz
or r 0z

_ A(@ur u,  Ou,

— (2G+))

Sachant que A = 2G—%-, on trouve alors

1-2v7

O, =

D’ot le résultat cherché.

Uy

2G(1 + VVO)% + 2Gvyy (8;; + —)

r
ou ow
(I+vvy)— +vvg | — + —

or oz r
@4—1/1/ %+E+a—w
or Nor "7 "oz )

La contrainte axiale o, est donnée par le systéme (2.2.17) comme suit

0, =M + 2Ge,.

Et comme le probléme est axisymétrique, alors on a

o, =

ou, u, Ou, ou,
A(@r +7+ 8z)+2G8z
Ou: + )\Gur + éu
0z aor ro
Ouy

2G(1 + I/Vo)% + 2Gryy (97”T + 2ijg%
ou u

vy 2% vy
)5 0% 07

(1—i—uy)a—w—|—yu %—l—g
70z Nor " r )

(2G + )

Or vy = ﬁ; par conséquent

Oz

62



2.3. Quelques méthodes de résolution

et comme 2% + % = 1.2 (ry)  donc on a
ow 10
o,=1vp |(1—vV)—+v|—-——(ru .

0[( )('92 (T@T( ))]

La contrainte tangentielle axiale 7,., est exprimée par la loi de Hooke comme suit
Tre = 2GE,,.
En tenant compte de I'indépendances des expressions de #. On aura
Oou,  Ou,
rz — G +

! ( 0z  Or >
1,0u  Ow
(5 + =)
2°0z Or

2.3 Quelques méthodes de résolution

Dans ce paragraphe, on donne le principe de Trefftz permettant la résolution du sys-
téme homogene de Lamé (absence des forces volumiques). Ce qui permet ensuite d’obtenir
les solutions générales des premier’”) et deuxieme') problémes fondamentaux d’un demi
espace €élastique a l'aide de la transformation de Fourier. A titre d’application, on étudiera
le probléme de Boussinesq, action d’une force concentrée sur le demi-espace élastique [13].

Dans toute la suite ; les domaines sont supposés homogene et isotrope.

2.3.1 Principe de Trefftz

Soit le systéme homogéne de Lamé
00
6J]i

ou A, i constantes de Lamé et u = (uq, ug, u3) vecteur déplacement.

pAu; + (A + p) =0,:1=1,2,3 (2.3.1)

Oug + Juz

. . . 4 _ Our
0 dilatation volumique donnée par 6 = o T 5o T 5o

Remarquons tout d’abord que, @ est une fonction harmonique'?) en effet, en dérivant
les équations de la formule (2.3.1) par rapport a x;, on trouve
Ma—mAug + (A + u) g 2 =0 (2.3.2)

(10)Les conditions aux limites et sous la forme ul,, = f(z).

(11 Les conditions aux limites et sous la forme gn | o9 = f(x).
(12)4, est une fonction harmonique si elle Verlﬁe + gz + gm’z‘ = 0, c’est-a-dire Au = 0, ou A est

Popérateur de Laplace.
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Or, ;2 Au; = ALy, par conséquent

’ Oz, z;

20

Q

I
o o o

PAZE + (X + p)
(232) & pAZ2 + (A +p)
PAZE 4+ (X + p)

2R
T N[ =i

Q
W

T

En sommant ces trois équations, on obtient

u <Aau1 NN Aa“?’) + (A + ) AG = 0.

81’1 axg 8.133
Et comme A (f +g+h)="Af + Ag+ Ah, il vient

(9U1 aUQ 8U3
A
# (8.1'1 + 61’2 + 61‘3

)+(A+u)A9:0.

Ce qui est équivalent a
pAO + (A + ) Af =0,

c’est-a-dire
A9+ EING =0 = Af(1+2) =0
= A0 =0
Finalement, 6 est une fonction harmonique.
En appliquant maintenant 'opérateur de Laplace A a chacune des équations (2.3.1) , on

trouve

0
MA2ui+(A+u)A§ - =0,i=1,2,3

7

ou encore

0
A0=0,71=1,23.
axi y b ) <

Puisque Af = 0, on a donc pA%u; = 0, il vient A%u; = 0.

pA*u; + (X + )

C’est-a-dire que u; est une fonction bi-harmonique*).
Remarque 2.14. Ainsi, les solutions du systéme (2.3.1) , sont des fonctions bi-harmonique.

D’aprés le théoréme d’Almansi, qui affirme que toute fonction bi-harmonique s’exprime

sous 'une des deux formes suivantes:

©; + zib; et o, +1%p;, ol p;, 1, sont des fonctions harmoniques et r = /27 + 23 + 22

(13)1,’une des propriétés de opérateur de Laplace.
(14

)L’une des propriétés de opérateur de Laplace.
(15)4; est une fonction bi-harmonique si A?u = A (Au) = 0, out A est P'opérateur de Laplace.
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Le choix de 'une des représentations est conditionné par la position du probléme.
Par exemple, pour le cas d’'un demi-espace élastique correspond a x3 > 0, il est préférable

de chercher les solutions du systéme (2.3.1) sous la forme
©; + w31, avec Ap;, = Ay, et 1 =1,2,3 (2.3.3)

Remarque 2.15. Les fonctions ¢ et 1; sont liées par une équation différentielle, car si on

prend ’expression de u; donnée par la formule (2.53.3) , et on la remplace dans (2.5.1) , on

trouve
8901 8@ 0ps 3¢1 Opy Oy
k pu—
¢ + (¢3 81’2 + 61’3 +ZE 8:701 0 ) + 8ZE3 07
ol
o Atu) 1
N 1 1—2v
En effet; on a 5
0 2u
A = 2.3.4
Pl + (A 0) 5 = 0,000 = 22 (2.3.4)
et on a ausst u; = p; + x31; et Au; = Ap; + A (333%) .
Done, (2.3.4) devient
00 %
PA (0; + 130;) + (A + p) oz, 0,00 A= 1—-9,°
ou encore
(B, + A (a510)) + O+ 1) 22— 0,00 A= 2 (2.3.5)
HARP; T3y Maxi— , OU ~1_9, -0.
Calculons maintenant A (x31);) et g—i ,
D’une part, on a
0? (9 0?
Dasb) = g (@) + g (200) + 5 (o)
82
= ‘7;38 2¢ +x3a 2?/1"‘ <¢ )
¢

) 8.173

82
= (a 2w*a” )
oY,

(91'3 ’
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et d’autre part,

90 0 (Opy  Opy  Ops Iy 8¢2 8¢3
ﬁxi N (%Z (81’1 * 81'2 + 8x3 +l’ 8x1 8 ) 81‘3 ’

En remplacant les expressions de A (z31);) et 22 dans (2.5.5) , on trouve

6901 890 i3 8¢1 0Py Oty _
1/’““ (% T om o T\ on T T o)) =°

D’ot le résultat cherché.

Remarque 2.16. Remarquons aussi que, Si

ov

, avec V¥ est une fonction harmonique,

alors ’équation précédente se simplifie donc, et elle s’écrira sous la forme

92y 0 (6\11 Do, N Doy &pg) _o

2—5 + k—
8132 + 81:2 8@ * 81’1 81’2 * (9a33

2

Et en intégrant cette relation par rapport a x; et considérons que la constante d’intégration

est nulle, on obtient

o A+t 0301+8902+3903
a.f[,'i N A+ 3,LL 81’1 81'2 81'3
. 1 Opy Oy Opg

3 <8x1 + 0372 + 8x3 '

En effet;
ov dp, | gy | Ops
2—k)— =—k
( ) (%3 (81’1 * 81’2 + 8.733 ’
et comme 2+ )‘:—“ = @, il vient
o _ )\+M>< H 8901_}_8802_{_8803
03 ! 3u+ A Oory Oxg  Ous

(At [(Opy +8902 +3903
3+ A Or; Oxy Ox3)’

66
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et on a )
A\ o+ 1 -1
Bu+A) 2% +3 3—4v
Par conséquent, on a
ov A 0 0 0
— +/’L (101 + @2 + SD?) (2-3-6)
03 A+3u \O0ry Oxy  Oxs

-1 dpy Oy Ops
3_4y( 1 Oer, 00

6371 8:102 8553
Finalement, on représente la solution de l’exemple cité a l’aide des fonctions o, et U, c’est-

a-dire par
oV

8%’
et on détermine les fonctions inconnues & l’aide des conditions aux limites et la relation

(2.3.6) .

U; = @; + T3

2.3.2 Demi-espace élastique (premier probléme fondamental)

Etudions le probléme de demi-espace élastique (z3 > 0), si les déplacements sont donnés

pour x3 = 0 ( premier probléme fondamental ), A cet effet, on résout le systéme de Lamé

donné par
00
Au; + k =0, x23>0,71=1,2,3 (2.3.7)
83355
avec les conditions aux limites
ui(l'l,fljg,()) = Ui<l’1,l’2). (238)

Suivant le principe de Trefftz, on cherche la solution du systéme (2.3.7) sous la forme

O
U=t aag—,i=1,2,3 (2.3.9)

avec p; et U sont des fonctions harmoniques et telles que

ov o 1 Op;  Opy  Ops
Ors 3 —4dv (8x1 * 0T + Oxs ) (2.3.10)

A Taide des conditions (2.3.8) et (2.3.9) , on obtient

ui<$17$270) = Uz’(IbIz) = 901'(551;13270)~
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Ainsi, nous avons une condition limite connue pour la fonction harmonique ;.
Supposons qu’a l'infini, les fonctions auxiliaires tendent vers 0; et au voisinage de zéro,
elles tendent vers 1.

La transformation double de Fourier donne

—+oco —+o00o
851‘ (ab g, $3) = %/ / %‘(mh $2,$3) eXP(i(Oéll’l + 062$2))d$1dl'2, (2~3-11)

et

“+o0 “+o0
0;(x1, 9, x3) = %/ / ©; (aq, ag, x3) exp(—i(aymy + aors))dagdas. (2.3.12)

Déterminons ¢, et W

En tenant compte des relations:

—+o0 —+o00 a
/ a:l, T, x3) exp(i(a121 + ae))dr1dre = —ic1p; (1, 2, T3)

et

1 [T [T 9, . .
o Oz (351»352; 1’3) eXP(Z(OéliUl + Oé2$2))d951d$2 = —lp; (0417 042,333)
_ 2

L’équation harmonique Ap, = 0, aprés multiplication de deux membres de cette derniére

par exp(i(a1x; + aaxs)) et intégration par rapport a x; et x2, on obtient

¢ - .
o2 — 72, =0, oty = /a2 + a3

En effet;
+o0 +o0
/ AQOZ eXp( (041371 + Ckgflfg»dxlddig = 0,

—00 —00

c’est-a-dire

foo rheo 1920 20 PR,
/ / ( 8;? 8;031 - a;’g) exp(i(a1z1 + agxs))dridrs = 0,

ce qui est équivalent a

0?p
2~ 9~ 3
—ayp; — P + 022 = 0.
Donc )
0°p -
8;3 — (@2 +a2)p=0, (2.3.13)
3
ou encore ,
525
az: — 72, =0, avec v = y/a? + al.
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2.3. Quelques méthodes de résolution

La solution de I’équation (2.3.13) a l’aide du polynéme caractéristique est

¢; = aexp(—yw3) + Bexp(yas) = avexp(—7ws),

B =0, car a l'infinie p; = 0 (d’aprés 'hypothese ).

Comme

@i (a1, a,0) = U; (o, ag) (2.3.14)

ou U; est la transformée de U;.
Ainsi, on trouve

©; (g, g, x3) = U; (o, ag) exp(—vx3), (2.3.15)

et pour la fonction ¥ harmonique, on aura

U (g, az) = B (g, az) exp(—yrs3).

Dans la relation (2.3.10) , par passage a la transformation double, on obtient

00 —1 (0P,
Ors 3 —4v \ Oxg

En remplacant les expressions (2.3.14) et (2.3.15) dans (2.3.16) , on aura la constante

— ial@l — ’L'Oé2¢2) . (2316)

B (ay, a3) comme suit

—1
3—4v
—Z'Oéla (a1, 0) — i062/[j; (a1, az)) exp(—7yzx3),

(_’Y/UY?, (0417 042)

—vB (ay, ag) exp(—vyz3)

donc
-1

B(ag,a0) = m(’ﬂ]s (o, ) + Z'04151 (a, ) + 042/[}; (a1, a2))

-1 . -
— —7(3 — 1) (zal(h (1, ) + iaUs (a1, ) + YUs (o, a2)> .

Donc, finalement

~ ~1

U (a1, 0) = M [ialﬁl (a1, ) + iaza; (a1, ) +~yUs (o, 062)} exp(—yxs).

(2.3.17a)
On applique la transformée inverse aux relations (2.3.15) et (2.3.17a) , on trouve
1 +o0 +oo
0;(x1, T2, 3) = %/ / Ui (a1, ag) exp(—vyxs + i(oq 1 + aars))dogdas,
et

iag

1 +oo  pto0 /o PR
U(xq, 20, 23) = G- 1) /_OO /_OO (%Ul + TUQ + U3> exp(—yxs+i(onz+asrs))dardos.
Ce qui permet de trouver les déplacements a l’aide de la formule (2.3.9) .
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2.3.3 Demi-espace élastique (deuxiéme probléme fondamental)

. , contrainte normale si 1 = j
Notation 2.1. Dans cette partie, o;; est une

contrainte tangentielle si i # j

Soit le demi-espace élastique et tel que a la frontiére x3 = 0, les contraintes P;(xy, z5)

sont données, on détermine donc la solution du systéme suivant

06

Aui—i-ka =0, z3>00u1=1,2,3 (2.3.18)
L
avec les conditions
oa1(x1,22,0) = =Py (21, 22)
032($1, T, 0) = —P2($1,$2) (2319)
033($1,$270) = —P3(36171172)

Cherchons les solutions sous la forme

ov
u; =@, +r3—,1=1,2,3 (2.3.20)

a!lfi

Les fonctions ¢, et ¥ sont des fonctions harmoniques, telles que

ov 1 Op;  Opy  Ops
= - + + . 2.3.21
0xs 3 (31131 Ozry O3 ( )
Exprimons les conditions limites a ’aide de la loi de Hooke
ou; 0uj -
%‘:u(a axl) +A5u28 ijef1,2,3), (23.22)
ol J;; est le symbole de Kronecker(!9) et
g; si1= j
Oij = .o .
Tij SL i 7
Dong, les conditions (2.3.19) et (2.3.21) nous permettent de trouver
0 0 ov _ —P
ai; + aﬁ; + 8351 - Tl
0, 1o} _ —-P
aﬁi + a‘;’s 4+ oY 3962 = “2 (2.3.23)
Ges 4 2(1—20) 2L = I

(16)est une fonction de deux variables qui est égale a 1 si celles-ci sont égales, et 0 sinon. Elle est symbolisée
par la lettre § (delta minuscule) de I'alphabet grec. Elle est considérée comme une convention d’écriture
plutét que comme une fonction. Ce symbole a été nommé en ’honneur du mathématicien Léopold Kronecker
(1823 - 1891).
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En effet;

ona
OJus  Ouy 3uk
781 = <81’1 81’3) /\531 Z
or, 031 =0, et u; = @, + .ng—;i, 1 = 1,3. Par conséquent
B 0, 0 ov dpq 0 ov
a1 = H (8171 * 01y (m38x3> + 0xs + 0x3 3 0y
_ Dips 0* Do, 0* oV
- H (axl * (..'L‘g axlax?,) + 0xs s 0x3011 + 0xy ’

Pour x3 = 0, il vient

dpy  Opz 0¥  —P
8x3+3x1+8x1 oou

d’ou la premiére condition, avec le méme principe, on trouve les deux autres conditions.

Introduisons trois fonctions harmoniques auxiliaires €2;, ¢ = 1, 2, 3, telles que

AQZ = 0, z3 > 0, (2324)
vérifiant les conditions
— P (71, .
Qu(1, 72, 0) = “h@nm) g (2.3.25)
14

Sur le plan x3 = 0 on trouve

[ O3
Ox3 + Ox1 + (9351 Ql

95 T o Ty = o (2.3.:26)
2]
584+ 2(1—2w) 2L = Qg

Les relations (2.3.26) , restent aussi valable pour x3 > 0, car les deux membres de
I'égalité (2.3.26) sont des fonctions harmoniques et elle sont égales & P; (z1,22) sur la
frontiére (principe de la valeur maximale).

En dérivant les trois équations de (2.3.26) ; chaque équation d’ordre ¢ par rapport a la

variable z; et en sommant ensuite les trois équations obtenues, on trouve

—4 = 2.3.2
0x10x3 * 012013 + or3 +( V) 0z’ 0y * 0xo + 03 (2.3.27)

En tenant compte de (2.3.21) , on arrive a

U _ 1 (00 0% 09
or? Or;  Oxs  Oxg /)’

(2.3.28)
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Ainsi, pour la résolution du systéme de Lamé, on trouve les solutions €2; des équations

harmoniques (2.3.24) vérifiant (2.3.25) . Et ¥ s’obtient en intégrant (2.3.28) . Les constantes

d’intégration sont nulles car les U et g—i sont égale a zéro a l'infinie. On détermine ¢, a

'aide de (2.3.26) qui est valable pour xz3 > 0. Ayant les fonctions ¢, et

déplacements a ’aide de la relation (2.3.20) .

de

on exprime les

Passons maintenant a la résolution de I’équation (2.3.24) , et cela en utilisant la méthode

la transformation double de Fourier.

(17)

L’équation transformée'*") est

20 o~
T 20, = 0.
3 7

Sa solution est

_ _p ~
(o, um, v3) — (g, i) exp ( 7113)7 - /a%—ka%,

1

avec P; transformée de P,.

Les fonctions W et ¢, sont aussi données respectivement par

U (o, g, x3) = B (a1, a2) exp (—yx3) ,
et

@i (a1, ag,w3) = C (1, ag) exp (—vyw3) -
La transformée de (2.3.28) , sera

o912 2 T3

PU 1 — aQNg)

— = (—ialﬁz — iOZQQQ + a_

Et tenant compte de (2.3.29) , on obtient

trouve

(2.3.29)

(2.3.30)

(2.3.31)

(2.3.32)

(2.3.33)
(2.3.34)

(2.3.35)

B =— (ialﬁ + iagg + vﬁ;) .
2y
Les relations (2.3.26) sont valables pour x3 > 0 et par passage aux transformées, on
0o+ N o~ —~
_8;2 —taypg — iU = Q)
Jpy — ~ —~
- ) _— ] Q p— Q
—ax3 1023 109 2,
a@g ~ —
2—/—=4+2(1-2)¥ = Q
8I3 + ( V) 5

(17

)Voir le premier probléme fondamental.
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En portant dans ces équations les relations (2.3.29) ,(2.3.30) et (2.3.32) , on aura le

systéme algébrique suivant

’701 + iOleg + iOle = %
7O + iaaCs + 1B = %
Py
n

29C1 +2(1—-2v)yB ==

(2.3.36)

La résolution de ce systéme permet de trouver les valeurs C; (aq, ag) , et par passage aux

transformées inverses de @, et ¥, on aura les formules

1 +oo +oo
©; (T1, 9, 23) = b / / C; (a1, ag) exp (—yrs + i (agz1 + asxs)) dagdas,

et
1 +oo +00 1 o _ .
U (21, X9, 73) = p / / ? (ia1P1 + 1o Py + 'yP3> exp (—yz3 + i (11 + aszs)) dadas

La solution du systéme de Lamé s’obtient ainsi par la formule (2.3.20) .
Parmi les nombreux cas particulier; on peut citer I’exemple de ’action d’une force ver-
ticale P; (orientée suivant 'axe Ox3) ce qui implique P, = P, = 0, et c’est pourquoi

1 =Qy=0et B= —ﬁ/f’; La résolution du systéme (2.3.36) permet de trouver ¢, et V.

2.3.4 Application " Probléme de Boussinesq"

On appelle probléme de Boussinesq, le probléme de 'action d’une force concentrée P sur le

demi-espace élastique [Figure 2.13].

On résout ce probléme a ’aide de la représentation de Trefftz, en utilisant la méthode
des transformations de Fourier en cosinus.

Considérons le demi-espace élastique sur lequel agit une force concentrée [11]
Pg(l’l, .732) = P5<I1)(5<I’2>,

orientée suivant 'axe Oz, ot §(!3) est la fonction généralisée de Dirac.

Ainsi, nous avons un cas particulier du deuxiéme probléme fondamental avec

P1:P2:O,

(18)§5(z) = 0, si  # 0, comme elle peut étre notée par Dirac (z) .
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et
Pg(l'l,{lfg) = P5($1)6(l’2) = —0'33(1131,1‘2,0).

p

Figure 2.13: "Probleme de Boussinesq"

Les contraintes sont symétriques par rapport aux plans Ozix3 et Oxoxs.

Alors, on applique la méthode des transformées doubles de Fourier en cosinus donné par

ces formules

2 “+oo “+oo
f(Oél,OéQ,l'g) = — / f(l’l,IQ,ZEg) COS(OélZEl) COS(OZQZEQ)CZ[L’ldIQ, (2337)
™ Jo 0
et
2 +oo +oo
f(zy, 20, 23) = —/ f (aq, e, z3) cos(aq ) cos(aaws)dadas. (2.3.38)
™ Jo 0

Le choix de cette transformation est justifié par la parité des fonctions qui expriment les

contraintes par rapport a la variable z; et x5 [9].

On suit la méme démarche comme précédemment, et on cherche la solution du systéme

de Lamé sous la forme

ov
— i 2.3.39
U 2 + 3 axl ( )
La fonction auxiliaire 23 vérifie I’équation
AQg($1, T2, 1'3) = O, (2340)
et la condition limite
/1,93(1‘1, T, 0) - —P3 ($1, IQ) (2341)
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La transformation double de Fourier en cosinus de I’équation (2.3.40) permet de trouver

0%Q3 —
9es — 73 =0, v =/of + a3,

qui admet comme solution

I’équation différentielle

~ P
Q3 = M exp(—yx3). (2.3.42)

Comme

P3(x1,29) = Pd(x1)0(x2),

la transformée de P est(1?

~ 2P =
P = — d (1) cos(amy)dry (x2) cos(agry)dry
T Jo
p [t +°°
= 5 d (1) cos(aymy da:l/ (x2) cos(aaza)dry
T J_—co e}
B P
o2
par suite
Qs P (—73) (2.3.43)
= ———ex x3). 3.
3 omp P{—=7Z3
Par passage a la transformée inverse on aura
+oo +0o0
Q3 = / exp(— a? + aQ) cos(ayz1) cos(aaxs)dridry (2.3.44)

On a l'intégrale suivante

+oo T exp(—x3y/0? + a3)
I = cos(ayry) —
0 0 Vv or+a;

+oo
= / cos(ayx1) Ko(aqr)day
0

COS(O&lfL’l) COS(O&QJ]Q)CZOéldOéQ

™

ot r = /22 + 1% et R = \/r2+ 22 et Ky est la fonction de Mc-Donald donnée par(®”)

Ko(orr) = /+°° exp(—x3\/af + a3)
0\t1 -

0 Vvai+as
(19)La fonction généralisée de Dirac satisfait les relations fj;; § (z) cos (z)dr =1, et fjof d (z) cos (z) dz =

2 f0+oo § (z) cos (z) dz.
20)Voir [5] la formule 3.961 (2), page 498.

cos(aazy)day,

[6)
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et elle satisfait aussi la formule(2!)

—+00

T
K do = —
i o(aqr) cos(ayxy)doy 5B

Ainsi, on trouve

P [ ol
% o= - (—a—%) (2.3.45)

P XT3

= ——— 2.3.46
2w R3 ( )

Utilisons la formule (2.3.28) de la section précédante (deuxiéme probléme fondamental)

> 1 /00 09y 05
—— = +—+ :
8373 2 8$1 8132 8$3

(2.3.47)

comme P, = P, =0, alors {1 = 2y = 0, ainsi (2.3.47) devient

0?W 10823

013 20m;

Exprimons ¥ a 'aide de I'intégrale de Fourier

2 +oo +oo
U = —/ / B (a1, as) exp (—xm/a% + a%) cos(ayx1) cos(anxs)dardas,
T Jo 0

et en tenant compte de (2.3.47) et (2.3.44) , on obtient la relation

B(ar, az) = — P

1
Amp\/a? + a2

(2.3.48)

Par conséquent

cos(ax1) cos(agzy)dagdas (2.3.49)

oo oo exp r3\/ a3 + az)
v,
~2n2 H al +a2

— 2.3.50
47r,uR ( )

On détermine ¢; a l'aide des équations (2.3.26) de la section précédente (et qui sont

valable pour z3 > 0).

Opq Ops or __
a(E3 + 81’1 + 811 -

9oy 4 O3 | 0¥ _ (2.3.51)

Ors Oxa dza

255 +2(1—2v) P = Qg

2D Voir [5] la formule 6.671 (6), page 731.
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La derniére équation permet de trouver(??)

g—i;’ = % —(1-2v) g—i
1—v
_%m
Ce qui donne(??
Y3 = % +C

la constante d’intégration C' est nulle car a 'infinie @3 = 0.

La deuxiéme équation de (2.3.51) permet d’avoir(®%

0o, _ _(Op, 0¥
8!173 n 81132 8232
- 47r,u (1-2v ) R3’

d’ou
. (A=2v)p To
72 4t R(R+x3)

Finalement, la premiére équation de (2.3.51) donne

(1—=2v)p 1
Y1 == :
drp R (R + x3)

Par conséquent a l'aide de la formule (2.3.39) , on trouve les déplacements

P.Z'i T3 1 .
. = B W) ), i=1,2 2.3.52
" A (R3 ( V)R(R+x3)> ! ( )
P (a3 1
t = —|=-2(101-v)=]. 2.3.53
R 1¢ Rl (23.53)
Pour x5 = 0, ces déplacements vérifient
Px; (1 —2v)
u o= 2 i=1,2
Ampp

1-2v)P
uz = &,avecp:\/ﬁ—i-x%
2mpp

2]
(22) aig =2 (% —(1—2v) gl)
P
89(:3 ( TRfS 1 _2V) dzs ( 471'71,]{))

p(l ”m et T—\/.’L‘1+£L'27R \/7"2+x1 \/m1+x2+x3

<2a)f zsda:g, J (m> \/W et R=\/af+ a3+ 23
2TT3
(24) 992 _ _ (3¢3+8\P):_(1(M)+7(_ p ))
Oxs Oxo Oxo Oxo 4TuR Oxo 4ATuR
= ﬁ (1-2v) &
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Les contraintes s’obtiennent a ’aide de la 1

oi de Hooke (2.3.22) , par les expressions

—3P (23z3 1 R*+ Rxz+ 22 22 (2R + 13)
o111 = — 5 - (1 — 2V) 3 — 3 s
2 R 3 R3 (R + z3) R3 (R + x3)
—3P (z3r3 1 R?>+ Rxs+ 23 23 (2R + x3)
O22 = —(— 5 Z (1—2v) 3 - 2 ’
27 R 3 R3 (R + z3) R3 (R + x3)
. -3P T1X2X3 _ 1 (1 _ 21/) T1X2 2R + T3
2= o U3 R (Rtwzs))
—3P aczazg .
03 = or 3 1=1,2,3.

Remarque 2.17. Les contraintes o3; ne dépendent pas des constantes élastiques.
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Chapitre 3

Déformation axisymétrique en
compression axiale d’un cylindre

élastique multicouches superposées

3.1 Formulation du probléme

Etant donné un cylindre élastique multicouches de rayon R et de hauteur h, formé par deux
couchesV) superposées® D; et D, telles que Dy définit le premier matériau® et D, définit

le second. Ce cylindre est paramétré en coordonnée cylindrique comme suit
Dl U DQ, ou

Dy ={(r,0,2) telleque: 0 <r < R,0<H<2met0<2z<h,},

et
Dy ={(r,0,2) telleque: 0 <r < R,0<0<2meth,<z<h}.

(1)Chaque couche représente un matériau .
(2) Contacte parfait.
(3)Un matériau est caractérisé par deux cconstantes d’élasticité v et G, qui représentent respectivement

coefficient de poisson et module de cisaillement.
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pu s, =-P(r) ¢ ‘—0
) 2zr | h
ATHETH
v v h
v
G2.v2 — —
N u2rR_.I:2rzR_O
h *
Gl.vl _ _
uer_tlrzR_O
T R\

Figure 3.1: Cylindre double couches

Supposons que ce cylindrique soit placé dans une cavité rigide, de méme rayon et de
méme hauteur.

Les coefficients de Poisson et les modules de cisaillement des deux matériaux sont re-
spectivement: vq, vy, G1 et Gs.

A Textrémité z = h, agit une contrainte de compression "—P(r)" [Figure 3.1].

Les contraintes de frottement des deux matériaux avec la cavité sur la surface latérale
r = R est négligeable, ainsi que celles du premier matériau avec la base de la cavité. On

suppose aussi que les contraintes de frottement entre les deux matériaux sont négligeables.
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La déformation élastique du cylindre est alors axisymétrique, c’est-a-dire le déplacement
en 6 est nulle uyy = 0, et les déplacements uy,, u. sont indépendants de I'angle 0, ol uy, et
uy, sont respectivement la composante radiale et axiale du vecteur déplacement. Et £k =1
correspond au premier matériau et k = 2 correspond au second.

On cherche a trouver la contrainte normale radiale o, le long de la surface latérale du

cylindre, ainsi que la contrainte normale axiale o ..

3.1.1 Formulation mathématique du probléme

Avant tout, effectuons le changement de variable suivant:
(ug, wi) = 2G (g, upz), k = 1,2

Dans le chapitre précédent on a établi le systeme d’équilibre de Lamé en coordonnées
cylindriques dans le cas axisymétrique qui est le suivant:

-10 (0 1 %up _ up y ag QPwy _
{ L (T(')ruk> + b, 022 72 + b, Ordz 0

-1 10

k=12 (3.1.1)
T E(T%wk) + bkg—;wk + apr— or (T%uk) =0

ou
ar=1—=2v)"" bp=1+apk=1,2

Conditions aux limites du probléme

Sur la surface latérale (r = R) Comme la paroi de la cavité est rigide donc le déplace-

ment radial pour ug, est nul, et on donne aussi la contrainte tangentielle 7,, sur la surface

latérale qui sont traduites par
Uir (/r7 Z)‘r:R = Tirz (r7 Z)’T:R - O
et

UQT <T7 Z)l'/‘:R = 7-27"2 (Tj Z)|T‘:R = 0.

Extrémités (z =0 et z =h) La rigidité de la paroi de la cavité implique "pas de dé-

placement vers le bas" c’est-a-dire le déplacement axial u;, en z = 0 est nul, et on donne

aussi la contrainte tangentielle radiale, cela se traduit par
pour 2 =0, ona wuy, (7,2)|,_g = Tizr (1,2)],_g =0

En z = h la contrainte axiale et la contrainte tangentielle radiale sont données comme
suit

pour z =h,ona 09, (r,2)|,_,=—P(r) et 7o, (r,2),_,=0
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Surface de séparation des deux matériaux (z = h,) On a la continuité des déplace-

ments et des contraintes, c’est a dire

Uy 0 = U2 (Tu h* + O>7

Uiz 0) = ug (7’, hy + 0)7

0
0

012

(r, he —
(ryhye —
(rhe —0) = o2.(r, he +0),
(r, he —

)
)
)
T1rz ) = T2rz (T; h* -+ O)
Remarque 3.1. Au début de cette Section, on a posé le changement de variable suivant

(g, wi) = 2G (Upp, gz ), k = 1,2,

par conséquent on a

1) Les deuz conditions aux limites sur la surface latérale deviennent

Utr <T7 Z)|7~:R = Tirz (T7 Z)|7’:R == 07
et Us (r,2)|,_p = Tors (1,2)],_p = 0.
En effet,
Uty (T7 Z)’T:R = Tirz <T7 Z)‘T':R = 0
1
= 50 W (r,2)|,—p = T1rs (1, 2)|,_p = 0

Y

uy (7, 2)],_p = T1r2 (1, 2)|,_p = 0,

le méme principe pour uy (1, 2)|,_p = Tors (1, 2)|,_g = 0.
2) La premiére condition & Uextrémité (z = 0) c’est-a-dire U1, (1, 2)| g = T1zr (1,2)] g =
0, devient
wy (1, 2)] .= = T1zr (1, 2)] .o = 0.
3) Les deuz premiéres conditions a la surface de séparation des deuxr matériaux
U (ryhe —0) = ug,(r, hy +0),
Ur(ryhe —0) = ug.(r, hy +0),

deviennent

ur(r,he —0) = ua(r, he +0),
wi(r,he —0) = wa(r, hy +0),
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3.1. Formulation du probléme

la démonstration est similaire a celle effectuée en 1).

3.1.2 Transformation intégrale du probléme

Définition 3.1. On définit les deux opérateurs Hy et Hy par

Ho(f) = /0 r () Jo(Ae)dr,

et
Hy(f) = / rf(r) (A,

ou Jy et Jy sont les fonctions de Bessel d’ordre 0 et 1 respectivement.

Définition 3.2. Soit f une fonction C*°, on définit l'opérateur A, comme suit

2f 10f kf

E= oo
or2  ror r?

Lemme 3.1. Si f est de classe C*°, alors on a

1)
Ho(Ag) = /0 r {% + %%] Jo(Apr)dr
= Rf(R)Jo(AuR) + Rf(R)J1(\R) — \rHo(f),
et 2)

R
Hl(Al) = / T |:82f + lg - i:| Jl(/\nr)dr
0

or2  ror 1?2

= Rf'(R)J\(MR) — R\F(R)J.(0R) — A2H.(f)),

et on a ausst

)
() = RyRLLOLR) — M)
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3.1. Formulation du probléme

Preuve. 1) Ona

Ho(AO) = r W + - :| J()()\ )d

[ [5s
I o
0

{62]" 19f
J

L’intégration par partie donne

82 R
8_7:;0 O(Anr)dr+/0 EJO(/\nT‘

(3.1.2)

)dr. (3.1.3)

Ho(Ag) = T%Jo()\nr) :— /O 8—f§(rJo(A r))dr / R%%W”dr (3:.1.4)
_ gf R)Jo(AR) — / g{agnfoﬁ — Jo(An )}dr
~ 22 ®aoan) - / M)+ A Jy(r) = Jo(Ar) } dr
_ g;’f( R)Jo(AuR) — An 0 ;rJO(A r)dr
— g;’f( R)Jo(AuR) — A f(r)Jg(Anr) :Hn/ff(r)%

9

5 (TJ(I)(/\RT’)> dr

= RILBIOR) = MJRRIOR) 0 [ 1015 (0w dr

= BRI B IOR) ~ A SRIRI OB

R
+An / 1) {Tor) + X g (ar) } dr.
0
Comme Jy(\,7) vérifie

1 1 !
JO ()\n’l“) + ﬂjo(/\nr) + J()()\nT) = 0,

ou encore

At Jy (Ant) + Jo(Aar) + At Jo (A1) = 0.

Ce qui donne
ATy Anr) + Jy(n) = =AamJo(Anr).

En remplacant (3.1.6) dans (3.1.5) , on obtient

Ho(0) = REL(RMAR) = Auf(R)RI(AGR) + A, / %

9

(3.1.5)

(3.1.6)

(=A\prdo(Ayr))dr

R
= RELROWR) = M SRRTOGR) =32 [ ) o ))dr

9

= R—(R)Jo(AR) — M f(R)RIG(AuR) — A2 Ho(f).
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3.1. Formulation du probléme

Or, si I’on observe que'®

il vient

Ji(AR),

/0 [% + %%] Jonr)dr = Rf (R)Jo(AR) + Rf(R)Ji(AuR) — N2 Ho(f)-

Finalement, on a

H[)(Ao)

2) On a
Hi(A)

et on a aussi

or?2  ro

/OR [82—f + 1@] Jo(Awr)dr

Rf'(R)Jo(AnR) + Rf(R).Ji(AuR) —

/R [ﬁ + lﬁ} Ji(Apr)dr
0

or?

R a?f
/0 T{W+
/ T—Jl

a—()\)

Y

Rf (R)Jy(MR) —

H/f
H/f

Rf' (R)J\(\R) —

JlAR)

JlAR)

A2 Ho(f).

r Or

R
r)dr +/ 298 5 Oy
0

R
0 /0‘

8_J1()\ T)d

af o

5 By (rdi(Anr)) dr

/f rJ)\r

Anf (7 )le( )0

7"J1 (A r)) dr
Af(R)RI (M RR)
rJl (A 7")) dr

Anf (R)RJ (A R)

A /0 ’ £(r) (AnrJ;’(Anr) n J;(Anr)) dr.

Puisque, J;(\,R) vérifie ’équation

Jf()‘nr) +

1 1

n

(YLa propriété (4) des fonction de Bessel appliquée pour v = 0.

85
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3.1. Formulation du probléme

on a donc
" ! 1
Aty (Anr) + Jy (A1) + ()\nr — E) Ji(A\R) =0,

ce qui est similaire a

" / ].
At dy ) + Jy (Anr) = (—/\nr + T) Ji(AnR).

nT

En remplacant I'expression A,rJ; (A7) +J; (Anr) par ( AT + 5 ) J1(AnR) dans l'intégrale
(3.1.8) , on obtient

Hi(Ay) = Rf(R)JiI(AR) — Mf(R)RI(AMR) + Ay /ORf(r) <—)\nr + %ﬂ) Ji(AnR)dr

, , R 1
= REWROWR) = Ml ORI OuR) + 32 [ rfle >( ——

n

) T R)dr
= RE RO SRS OWR) + 21+ [ 70 Ry

= Rf (R)J1(MR) — Mf(R)RJ,(MR) + N2 Hy(f) + /0 ’ r f(r)ﬁjl()\nR)d

Par conséquent

R 2
/0 , {y + lg_f _ i} J(Ar)dr = Rf(R)(AR) — M f(RIRT (A R) + A2 Hy(f).

C’est-a-dire

B T192f 10f f
Hl(A1> = /0 [W—F;E—ﬁ} Jl(AnT)dT

= Rf(R)J\(MR) — Mf(R)RJL(AR) + N2H(f).

3) D’abord on al®)
9
/0 ra—‘le()\ r)ydr = rf(r)Ji(A / f(r 8r (rJy(A,r)) dr (3.1.9)

= Rf(R)Jl()\nR)—/O f(T)E(TJl(AnT‘)) dr

D’apres la propriété (3) des fonctions de Bessel, on a
0
or

en remplacant cette expression dans (3.1.9) , on trouve

(rJi(Anr)) = rdo(Aar),

/0 T%JM rYdr = Rf(R)Ji(AR) — /0 F(r)Aar Jo(Anr)dr
= Rf(R)Ji(AR) — Ho(f).

Ce qui achéve la démonstration. m

(5)L’intégration par partie.
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3.1. Formulation du probléme

Transformation intégrale du probléme (systéme de Lamé)

La transformation du probléme fait appel a la transformation intégrale de Hankel suivante:

(

R
Upn(2) = /ruk(r 2)J1(rA,)dr
k=1,2etneN

0
R

wkn /ka r, Z J() rA )d
\ 0

ou les \, vérifient I’équation transcendante J;(R\,) = 0,et 0 = Ao < Ay < ...,

et les transformations inverses sont données par

o

Jo(AnT
Uk(T, Z) = % Z Wukn(z)

n

Il
=)

k=12etneN (3.1.10)
2

AnT
2 _J1Qwr) (2)

wk‘(r7 Z) = [JO(/\ R)]Zwk‘n

WK

I
=)

n

En multipliant la premiére équation du systéme (3.1.1) par rJi(r)\,) et la deuxiéme

équation par rJy(r\,), et en intégrant ensuite les équations obtenues de 0 & R suivant la
variable r, on obtient le systéme transformé, et ce la comme suit:

La premiere équation de Lamé

R
9, 0 Pu,  u, ap 0*w
0,0 ko _k k k
/ (T (Tar“’“) * 0%z T by, 87“82) rSu(rAn)dr

6uk 6 U 82uk uk Qe 0 Wi
( "o * 0%z 2 0, by 87”82) rJu(rAn)dr

0
R
[
(0w 10 7 s g N
uk Uk Uk Up W
/7‘ < 37“2 o 2 )Jl(r)\ )dr + o an ——Ji(r\, )dr+ —= 37“8 Jy(rXy)dr.
0

D’aprés le Lemme 3.1, le premiér terme est donné par

82’U,k 1 auk U 8uk ’ 2

Et tenant compte de la condition limite x|, = 0 et la condition J; (A, R) = 0, on trouve

R
2
/T (8 Uk 10uy, %) Ji(rAn)dr = A2 Hi(uy)

or? r Or r2

2

87



3.1. Formulation du probléme

Passons maintenant au deuxiéme terme

R R
2 2
! aa;k Ji(rA\y)dr = aik%/ruk(h(r)\n)dr
0 0
1
= a_k@ukn

1 1"
= —U,-
a kn

Le troisiéme terme est déduit comme suit :
On applique le troisiéme point du Lemme 3.1, et en tenant copmte ensuite de J; (A, R) =

0, il vient

R R
ag 0 3wk

87082J1(T)\ )d = b—k&/ a—Jl(T)\ )d
0
o,
— Rup(R)(MR) — 2 Z Ho(wy)
by 0z
Qg 0

bk 0z
Q1
= T Wy,

b,

Ainsi, la premiére équation du systéme de Lamé devient apres transformation

1 1" !
N2 (2) + — i (2) — Ly (2) = 0.
ag bk

La deuxiéme équation de Lamé

o, 0 0? o, 0
/r (r 76(7“ rwk) + b —=—= wk + apr— r(r ZUk)) Jo(rA,)dr

0
R 2 10 52 K

= /r (%wk + - . ;k) JO(T)\ )dT’ + bk@/rwkjo(r/\n)dr
0 0

Le Lemme 3.1 nous permet d’expliciter le premier terme par

0? 1 0wy, Owy,
/ ' (W kT, ) Jo(rAn)dr = R=2 (R, 2)Jo(AnR) + Ruwg(R, 2) (A R) = Noawen(2),
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3.1. Formulation du probléme

et d’aprés les deux conditions w’ ’R =0et J1(\,R) =0, 0n a

R

82 1 6wk
/T (@wk + - A ) Jo(rAn)dr = —)\iwlm(z).
0

Le deuxiéme terme est donné par

2

922

92
/kaJo(r)\n)dr = bk%wkn(z)

0

by

= bkwgn(z).

Finalement, le troisiéme terme est calculé comme suit

R
1/0 0%uy,
Clk/ (&Uk‘i‘ " )TJO(TA )dr (3.1.11)
0
0 y B
_ o (e, O
h “kaz/ < r or ) Jo(ran)dr (3.1.12)
0
0 ¥ g O
= Gy /UkJo(r)\n)dr+/7“#Jo(r)\n)dr : (3.1.13)
0 0
Or,
0 g 5
/T#Jo(r)\ Ydr = rukJo(T)\n)](]f — /uk(r 2)6 [rJo(rA,)] dr, (3.1.14)
0 0

et comme, on a la condition wu|, = 0, par conséquent

R R

/T%JU(T)\ )dr = —/uk(r, z) [)\nrj[;(r)\n) + Jo(?")\n)} dr
0 0
R R
- —/Uk(T, Ay (P Ay )dr — /uk(r, 2)Jo(r A, )dr.
0 0

En remplagant cette expression dans (3.1.13) , on trouve

R
1/0 0%u 9
ay, / ; (—Uk + T—];> TJO(T)‘n)dT = aka/\"uk”(z)

= ak)\nu;m(z),
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3.1. Formulation du probléme

finalement, on a

R
1/0 0%uy, ,
ak/— <&uk +7r 570 )TJ()(?“)\ )dr = apAnuy, (2).
0

Ainsi, la deuxiéme équation du systéme de Lamé devient aprés transformation
N2 Wi (2) 4 bpwy,, (2) + axduy,, (2) = 0.
Donc le probleme (3.1.1) transformé est

{ —Nugn (2) + 2, (2) = Xy, (2) = 0
0

" g , =1,2 (3.1.15)
— Ao Wi (2) + bwy, (2) + agAnuy, (2)

Remarque 3.2. On a réduit le systéme d’équations aux dérivées partielles (3.1.1) & un
systéme d’équations différentielles ordinaires (3.1.15) , et cela a l'aide des transformations

intégrales de Hankel.

Remarque 3.3. Le systéeme (3.1.15) obtenu dépend seulement de la variable z, donc les
conditions aux limites doivent aussi étre donnée par rapport a cette variable, a savoir; z = 0,
z=hy, z=h.

Remarque 3.4. La transformation intégrale des conditions aux limites données sur la sur-

face latérale (r = R), nous apporte aucune information dans la résolution du systéeme (3.1.15)

Transformation intégrale des conditions aux limites

Extrémisés (z =0 et z = h)

La condition sur la base inférieure du cylindre est
pour z =0, ona Ui|,_qg= Tiz|,_o = 0.

La transformation intégrale de cette condition est

R
/ulZ’z:O rJo(rA,)dr = ﬁlﬂ%/wl r, 2)rJo(rAy)dr
0

= o imwin(z)

=, (0)

— QGwln

= 0.
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3.1. Formulation du probléme

C’est-a-dire

Et on a ausi

R R
ou;  Oun

/ler|ZOTJ1(T)\n)dr = llif% (a%—ﬁ)rh(w\n)dr
0 0
0 ) ) 0
w
- llil(l) a/ul(r, Z)Jl(r)\n)dr—i—/@—rl(r, 2)J1(rA,)dr
0 0

= limauy, (2) + lim (Aywin(2)
= 1, (0) + Aywin(0)
= 0.
c’est-a-dire
1y, (0) + w1, (0) = 0.

La condition sur la base (ou surface plane ) supérieure du cylindre (z = h) est

02|, = —P(r) et Tou|,_,=0.

10 0
9y = Qo {1/2 <;5 (ruz)) +(1- 1/2)%] .

La transformation intégrale de cette condition est:

R

: 10 0
/ 02|, = llir}lzcm /|:V2 (;E(ru2)> +(1—V2)%:| rJdo(rAn)dr
0 [0
- R
" L0 i) ) ro(rAn)dr + (1 — )3/ Jo(rAn)d
—Zlilfllag Vo r@rruZ rJdo(rAy)ar Vzaz TWoJo\TApn)ar
0

z—h

R
= limay | vy (rus) Jo(r/\n)loR — Vs / —rug A J1(rA,)dr
L 0

+ lim as ((1 - l/g)w;n(z)> :

z—h

Et d’aprés la condition limite, us|, =0 on a

R
/ 02|, = limag (ug)\nugn(z) +(1- u2)w/2n(z))

z—h
0

= ay <V2u2n(h) +(1- yz)w’zn(h)> = Pn,
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3.1. Formulation du probléme

ou
R

P, = /TP(T)JU(T’)\n)dT,
0
donc

<V2U2n(h) +(1— Vg)w;n(h)> = —a;'P,.

Transformons maintenant la condition 75,,|,_, =0

R R
. . 8u2 8?1]2
/ 7-227"|z:h TJI(T)\n)dT = 11_1511 (E + W) ’l“Jl(’l“)\n)dT
0 0
5 R R
= ll—r}llz [&/ UQTJl(T)\n)dT—f—/—TJl(T)\n)dT’
0 0

Donc la condition 7s.,|,_, = 0, devient
(o (1) + At (B)) = 0.

Sur la surface de séparation des deux matériaux (z = h,)

La premiere condition est

U1y (7, he — 0) = ugy (1, hy + 0).

C’est-a-dire

1 1
— hy —0) = —us(r,he+0
seru(rhe—0) = semua(rh.+0)
Gy
= uy(r,he — 0) = —ua(r, he +0).
Gy
En posant G = g—;, on obtient

uy(r, he — 0) = Gua(r, ha + 0).

La transformation intégrale du premier membre de cette égalité, donne

R R
/ul(r, he = 0)rJy(rA,)dr = lir<rh /ul(r, 2)rJi(rA,)dr
0 "

= u1n<h*)7
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3.1. Formulation du probléme

et la transformation intégrale du second membre est

R R
/UQ(T, he +0)rJy(rA,)dr = lir>rz /u2(r, 2)rJy(rA,)dr
0 "

Ce qui donne

Ui () = Guon(hy).

La deuxiéme condition sur la surface de séparation des deux matériaux est

UlZ(T, h* - 0) == u2z<r7 h* + 0)7

Oou encore
Lt —0) L (s +0)
s wi(r, he — = ——ws(r,
2G, * 2G, °

G
2

La transformation intégrale de cette égalité donne

R R
/w1 0)rJo(rAy) /w2 T, hye + 0)rJo(rA,)dr.
0 0

Ce qui entraine

R R

lim /wl(r, 2)rdo(rA,)dr = lim G/w2(r, 2)rJo(rAy,)dr.

z—<hx 2= hay
0 0

Ainsi, on trouve

Wi (hye) = Guway, (hy).

La troisieme condition sur la surface de séparation des deux matériaux est

01.(r, he —0) = 09,(r, hy + 0),

donc
R R
/alz(r, hye — 0)rJo(r\,)dr = /ng(r, he + 0)rJo(r A, )dr
0 0
or,
10 ow
Ok, — A1 [Vk;g (Tuk) + (1 — I/k) 8—;:| s k= 1,2
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3.1. Formulation du probléme

Par conséquent la transformation intégrale de cette condition est

R

lim [ a; Ullg(rul)qL(l—yl)%

z—<hy | Tror 0z i TJO(TAn)dr

2> hy r Or 0z

0
o 10 dwy |

= lim /a2 vo—— (rug) + (1 — vg) ] rJo(rAn)dr,
L |

qui nous conduit finalement, &
ay [Vl)\nuln(h*) + (1 —vq) wlln(h*)] = as [Vz)\nUQn(h*) + (1 —vy) w;n(h*)] .

Maintenant, on prend la quatriéme condition sur la surface de séparation des deux

matériaux qui est la suivante
T1r2(7, b — 0) = T (17, hy + 0).

Rappelons que,

1 Our Owy
Thkrz = 5(5 W)’
alors, la transformation intégrale de cette condition est
R R
/Tlm(?”, he — 0)rJy(r\,)dr = ZEI& /T27~2<T, he + 0)rJy(rA,)dr.
0 0

Ce qui se traduit par

R
, Ou;  Ow , Ouy  Ow
Jim G+ ZoIr A )dr = Tim [ (G2 + SR A(rA)dr,
0 0
et comme
R 5 5 5 R R
. Uy Wi .
Zgg}b (E + ——)rJi(rA\,)dr = le)rg}l 8—/u17"J1 (rA,)dr + / dr
0 0 0
= ulln(h*) — Aawin(he),
et
) 0 0 0 R 0
. U2 Wa - . Wo
ZEI;}L (%—l— o —)rJi(rA,)dr = ZEI& a/ugr{h(r}\n)dr—l—/WTJl(r)\n)dr
0 0 0

Uy, (hy) — ApWan(hy).

Donc, la condition précédente devient

!

ulln(h*) — Awin(hy) = u?n(h*) — ApwWan (hy)
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3.2. Résolution du probléme

Remarque 3.5. Ainsi, on obtient huit conditions correspondant au probléme transformé

(8.1.15) , et elles sont résumées dans le systéme suivant:

(

w1,(0) =0

uy, (0) — A\ywi, (0) =0

Votntian(h) + (1 — vo)wsy, (h) = —az ' P,
Uy, (h) — ApwWan(h) =0

(3.1.16)
ay (Vi dtn (hy) + (1 — v)w), (b)) = aa(vadntion (hy) + (1 — va)wy, (hy))
\ u/1n<h*) — Awin(he) = u;n(h*) — Apwan (ha)

3.2 Reésolution du probléme

La résolution du systéme (3.1.15) revient a résoudre les deux systémes suivants:
—)\zuln(z) + %u'{,}(z) - Z—i)\nw;n(z) =0 (3.2.1)
—Xowin(2) + biwy, (2) + a1 A\ug,(2) =0

et
_)\éu%(z) + %uzf(z) — ‘;—j)\nw?n(z) =0 (3.2.2)
— Ao Wap (2) 4 bawy, (2) + ag\yts,(2) =0

Remarque 3.6. On remarque deux cas possibles pour \,, A\, = 0 et A\, # 0, pour cette

raison, on va étudier les deux cas.

a) Premier cas (\, =0)

Onan=0= )\, =0, cest-a-dire, \y = 0 car J1(0) = 0 (Voir le premier chapitre).

Déterminons la solution du premier systéme

A partir de la premiére équation du systéme (3.2.1) , on tire

Donc, I'expression de u19(2) est sous la forme

ulo(Z) =1z + 517 (&1751) cR.
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3.2. Résolution du probléme

Et de la deuxiéme équation du systéme (3.2.1) , on a

ce qui se traduit par

wln(z) = 07

wio(2) = ez + By, (a2, 85) € R.

Pour le deuxiéme systéme, On procéde comme suit

En remplacant la valeur Ay = 0 dans la premiére équation du systéme (3.2.2) , on trouve

Donc,

1"

Usg(2) = 0.

Uugo(2) = azz + B3, (as,B;) € R.

Et en apportant la valeur de A\ dans la deuxiéme équation du systéme (3.2.2) , on obtient

c’est-a-dire

"

wy(2) = 0,

wao(2) = cuz + By, (au,By) €R.

Finalement, pour déterminer (o, 3;) , 1 € {1,2, 3,4}, on est conduit a résoudre le systéme

suivant

(

\

w1p(0) =0
u19(0) = 0
vatg(h) + (1 = va)wyy(h) = —a;" By
U;O(h) =0

(3.2.3)

(1 = vi)wyg(ha)) = (1 = va)wyy(hu))
Ullo(h*) = ul20(h*)

Alors, cherchons la solution de ce systéme.

D’abord, on vérifie immédiatement que

c’est-a-dire

061:0(3:07 etﬁzz(),
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3.2. Résolution du probléme

P (
By =0 By =0
p = 0 a1 = 0
1/253 + (1 — 1/2) g = —Qy 1P0 g = 0
=0 =0
323) s & s
BlZG(a3h*+63)<:>B1:G63 53:0
axh* = G (auh* + ) 0y = i (uh® + ) & az = Gay + 25,
L-v)ar=(1-m)auen="2a | o={2ay
(1 o1 — 2l
| 1= A= 0 | Y4 = (1—1/2)P - 11—21/22 Fo

Donc, la solution du systéme algébrique (3.2.3) est donnée par

(

) = 0,
By =0,
—2v

6] (1 VIZ)P(),

62 - Oa

a3 = O,

63 - 07

Qg = 11:2y1j22 R 05

_ hye [ 1—v 1—2v

54—6(ﬁ—G) T, To-

\

Par conséquent la solution dans ce cas est donnée par

uip(2) =0,
() = (1) = 329
ugo(z) =0,

| w2(2) = (11_2VV12P0> <Z + (i_ﬁ G) %)

uy(r, z) =0,

u2(7n7 Z) = 07 (3 9 5)

wi(r,z) = % %Po z, o
) () e+ (1) )

Ces derniéres représentent les solutions du probléme (3.1.1) correspondant au premier
cas (A, = 0).

b) Deuxiéme cas (A, # 0)
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3.2. Résolution du probléme

b) 1) Résolution du premier systéme

Déterminons d’abord I’équation séparée en wy,(2).

En dérivant les deux équations du systéme (3.2.1) , on obtient

{ ~N2ui(2) + Fuy,(2) — Ay, (2) =

En multipliant la premiere équation de (3.2.6) par a1\, et la deuxieme par ;-

n

—ay \yuin(2) + B Aty (2) — Z_?)‘iwlln(z) =0
—N2 ki, (2) + w§3><z> + 82u)0(2) = 0

par soustraction, on trouve

—aAun(2) + (= A2+bv>wm<> w;(2) =0.
1

b1
Donc, pour A, # 0, on a

" (z)+;[(—a—%/\2—l—l)\2)w/ (2) — (2 )] 0
1n —al)\i bl n bl n 1n 1n .

Ce qui donne

un(2) = 5 | (G2 = oAulae) + ule)

D’une part, la dérivation de uy,(z), donne

/ -1 CL% 2 1 2 " (4)
uln(z) = &1)\3 <_)‘n - b_l/\n)wln( )+w1n( ) ’

(3.2.6)

, OIl aura

(3.2.7)

(3.2.8)

et d’autre part, la deuxiéme équation du systéme (3.2.1) permet de tirer u),(z) comme

suit

/ 1 "
= Nwyy(2) — b ).
tia(2) = -5 (Mwna(2) = b (2)
Par conséquent, on a
-1
(ll)\i

ce qui est équivalent &

2= 2t () + 0ff0)] = 2 (M) — b)),

ai1An

T |8 = el + )] = (R - b (2)

n
n bl

ou encore

)\2

n

(5 i) + S| = (V@) - b (2)).

98



3.2. Résolution du probléme

Ce qui donne

21

a ” —1
(—b—i + g bwn(2) + A—zwﬁ)(z) — Nwy,(z) = 0.
Or, si on observe que
2 2 2
— L — = ———
by b by
by — 1) +1+02
— (bs )b+ o car by =a; +1
1
(=200 + 1)+ 1407
- »

= 2

Y

il vient

" _1
2wy, (2) + —wﬁ)(z) — )\2w1n(2) = 0.

n

En I'arrangeant suivant le degré des dérivées, on trouve

_]. 1
ngi)(z) + 2wy, (2) — )\iwln(z) =0.

Ce qui se traduit par

wﬁ)(z) — 2w (z) + )\iwln(z) =0.

n*1n

A partir de (3.2.8) , on a

a IR NG
U1 (2) = <_/\nb1 + W)wm(z‘) - mwm (2) =0.

En tenant compte de a; = (1 — Vl)il et by =1+ aq, on obtient

n2) = Gy, () - L),

Donc la résolution du premier systéme revient a résoudre le systeme suivant

o - (3.2.9)
uin(2) = (322w, (2) — 2wl (2)

{ Wit (2) = 222wy, (2) + M, (2) = 0

Remarque 3.7. L’obtention de l’expression de la fonction wy,(z) permettra d’en déduire

celle de uy,(z), ce qui nous conduit & résoudre la premiére équation du systéme (3.2.9) .
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3.2. Résolution du probléme

1) La résolution de la premiére équation du systéme (3.2.9) , ce fait a aide de I’équation
caractéristique, puisque cette équation est & coefficients constants(®.

L’équation caractéristique est
th—2X P+ A = 0
— (P=A})=0.

t=-\
Donc, { )\n sont les deux racines doubles de 1’équation caractéristique.
t =4\,

Ainsi, la solution est sous la forme [12]

win(2) = exp(—An2) (c1 + c22) + exp(A\,2) (c3 + c42) .

3)

Z. . . !
Et comme uy,(z) s’écrit en fonction de wy,,(2) et wy,;

(z), calculons alors I'expression de
ces dernieres.

On a

wy,(2) = —Apexp(—Mnz) (61 + c22) + crexp(—Apz) +
A €xp(An2) (€3 + c42) + caexp(N,2)
= exp(—An2) (=Ay (a1 + 22) + c2) + exp(An2) (An (€3 + ca2) +c4)

en dérivant cette expression, on trouve

1"

wy,(2) = exp(=An2) [\ (c1 + 22) — Apca — Anco
+exp(Anz) [A2 (c3 + a2) + Anca + Anca

= exp(—An2) [\ (c1 + 22) — 2X,09]
+exp(Anz) [A2 (c3 + caz) + 2\,c4] -

Ce qui entraine

wﬁ)(z) = exp(—Ap2) [=A] (c1 + e22) — 3N2co]
+exp(Anz) [A2 (c3 + caz) + 3X2c4] .

3)

En remplacant les expressions wy, (2) et wy

(z) dans la deuxiéme équation de (3.2.9) et

en posant s = 3 — 4rq, on obtient

uin(2) = (01 — %1)\;102 + czz) exp(—An2) + (03 - %1/\;104 + c4z) :

(6)Méthode de résolution d’une équation différentielle a coefficients constants.
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3.2. Résolution du probléme

Donc la solution du premier systéme est

{ W1y (2) = exp(—An2) (c1 + c22) + exp(\,2) (c3 + c42),

U (2) = (01 — 2\ ey + 022) exp(—An2) + (03 — o\ ey + c4z) )

Ou (1, ¢, c3,¢4) € RL

b) 2) Résolution du deuxiéme systéme

{ —Anttan(2) + g3 (2) = Al (2) = X (3:210)

—)\iwgn(z) + bgwgn(z) + ag)\nu;n(z) =

La résolution de ce systéme se fait exactement comme le premier systéme, et on trouve

la solution du ce systéme sous la forme

wan(2) = exp(—An) (e, + €57) + exp(Anz)(er + cs2),
U (2) = (c5 — 30\, 'eg + c62) exp(—Anz) + (—c7 — 2020 Feg — cg2) exp(A,2),

avec »p = 3 — 4vy et (cs, ¢q, 7, c8) € R
En résumé
La solution du probléme transformé (3.1.15) est donnée par

(

<
=
3
—~
[\
~—
I
,Q\ @D
[al
|
N
>
S
—
=)
[}
+
Q
[\
N
~—
@
i
e
—~
|
>
3
[\
~—
_|_
—~
o
w
|
N
>
S |
—
o
R
_l’_
o
N
N
~—

g

on(2) = exp(—=A\n2)(c, + c62) + exp(An2)(cr + cs2),

on(2) = (c5 — %2)\;106 + cg2) exp(—A\p2) + (—c7 — %2)\;108 — cgz) exp(A\,2),

<

\

ol s = 3 —4vy, s = 3 — 4vs et les constantes ¢y, ¢o, 3, ¢4, C5, Cg, C7 €t cg sont solutions

du systéeme'” algébrique suivant

(T)Systéme obtenu en explicitant les expressions wip, Uin, Way €t us, dans chaque équation du systéme
(3.1.16) .
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3.2. Résolution du probléme

(1 + c22) exp(—Anz) + (c3 + c42) exp(N,2) = 0 — —(1)

coexp(—A\,z) — (01 + <z — —) 02> Anexp(—N\,z) — <03 + (z - ;‘—i) 02> An €xp(An2)
—(c1 + c2z) exp(—Anz) + (c3 + c42) exp(Ay2) =0 — — — —(2)

Vo <c5 + <h . ;—) 06> exp(—Anh) — (c7 + <h + ’;—) 08> exp(Anh)
+ (1 — va) (crexp(—A,h) — (c5 + cgh) exp(—A\,h) + cg exp(Anh) + (e7 + cgh) exp(A,h))
=—(1-2vy) P, —————— (3)

ce exp(—Ah) — <c5 + (h — f—j) c6> A €xp(—Anh) + cgexp(Ah)—
(07 + <h - ’;—i) Cs) exp(Ah) — (¢5 + cgh) exp(—Ah) + (¢7 + csh) exp(Ah) = 0 — —(4)

coexp(—Anhy) — <cl + (z — f—i) cz) An €xp(—Aphy) — cgexp(A,hy)—

(03 + (z - ;‘—i) c4> An €xp(Anhy) — (€1 4 cohy) exp(—Apha)+

(c3 + cahy) exp(Ahy) = cgexp(—Ahy) — (05 + (h* - f\‘—i) 06) An exp(—Aphy)—
cg exp(Anhy) — <C7 + <h* + ;’—i) Cs> An exp(Anhy)—

A (5 + cohy) exp(—Ahy) (o7 + cshy) exp(A\phy) — — — — — — (5)

(v1 )\ ((cl + (h — —) 02) exp(—Aphy) — <03 + (h* + %) c4> exp(Anhy))

+ (1 = v1) [(c2 exp(—=Anh) — (e1 4 cohy) exp(—Apha )+

caexp(Ahy) + (c3 + cahy) exp(Ahy)]) (1 — 209) =

(1 —2v4) V2)\n[(c5 + (h - —) 06> exp(—A,hy) — (07 + (h* + f\‘—s) cs) exp()\nh*)) +
(1 — v9) (cg exp(—Anhs) — (5 + cohu) Ap exp(—Aphy) + cs exp(Anhy)

+ (c7 + cghy) Ay exp(Aphy))] — — — (6)

((c1 + <h* — ,\_> 02> exp(—Aphy) — <03 + (h* + f—i) C4> exp(Anhy) =
G ((c5 + (h - —) c6) exp(—Anh.) — (07 + (h* + ;—2) cs) exp()\nh*)>) S—

(c1 4 cohy) exp(—Aphy) + (c3 + cahy) exp(Ayhy) =
G ((cs5 + cohu) exp(—=Auhs) + (c7 + cghy) exp(Mpha)) — — — — — — (8)

Si vy = vy = v, la résolution de ce dernier systéme se fait & I’aide du logiciel Maple [14].

Les solutions sont donnés comme suit:
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3.2. Résolution du probléme

et

C; - N
ci=21=12,..,8 00 cCyy = Cag = Cd = C8d 5 C1d = €34 = C5d = Crd; €t C7a = AnCsa

i =4 (=14 v)GPexp (A, (h+2h,)) {(G — 1) (d3 + dy) exp (4\,hi)+(d3 — dy) exp (2A,h) +
exp (2Anhs) [(d1 + do — (dy — d2) exp (2\,0))]},

con = —4 (=14 v)GPexp (A, (h + 2h,))
x{(1 =2\, (h — hy))exp (4 \,hy) — (1 — 2N, (h — hy)) exp (2A,h) (G — 1)
+ (3G 4 1) (exp (2A,h) — 1) exp (2A\,hy) },

C3n = —Cip,

Cqn = Con,

Csn = Pexp (A, (h+2h,)) {[Mh + 2 (v — 1)] exp (2A\nhy) [5G + 1) (GH3c—4M,he (G — 1) exp (2Anh4)) -
(€ — 1) seexp (40ha) |4 (dro + dur) exp (20h) + (G — 1) (dr + ) (1 — exp (4,1 exp (2A,1)),

cen = Pexp (A, (h+2h,)) {[%(G —1)%exp (4Mnhy) + (3G + 1) (4\,hy (G — 1)) exp (2A\nhy) — (G — )
exp (2\nhy) + 4 (ds — dg) exp (2N, (h + ) +
(G—=1)(G+ ) (1+2\,(h — hy)) exp (2A,h) (exp (4X,he) — 1)},

cn = Pexp (Ah) {(Mh —2 (v — 1)) exp (2\,h)
X [(3¢G + 1) exp (2Anha) (— (G + 50) — A\ha (G — 1)) + (G — 1)% 5]
+[—4 (dyo — d11) exp (2A\,hs) + (G — 1) (d7 — dg) (1 — exp (4\, he))] exp (2A\hs) },

csn = Pexp (A, (h + 2h,))
) {[=2 (G — 1)* exp (—2\,ha) + (3G + 1) (4\shs (G — 1) + (G + 3¢) exp 2\, )]
exp (2Ah)—4 (ds — dg) exp (2Ah,)+(G 4 1) (G + 30) (1 — 2X, (b — hy)) (exp (4M\,hy) — 1)}

csa = 2exp (2\, (h + hy))
X [A\ndg exp (2A,hy) + (G — 1) dig (exp (4Aphy) — 1)] 4+ (3G 4+ 1) (G + 3) exp (40, hy)
(exp (4Xnh) — 1)+4Mhy (G — 1) (3G + 1) exp (2A\nhs) (exp (4Mhs) 4 exp (4M,h))+3¢ (G — 1)°
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3.3. Conclusions et perspectives

(exp (4N, hy) — exp (4\h)) .

Les coefficients d;,j = 1,2,3,...12 figurant dans ces derniéres expressions s’obtiennent
par

dy =G (8% — 121 +5) 7,

do = =Ah (e + G) 42X\, 0 (1 = 2v) (1 = G),

ds = A\, (hoe+4h, (v — 1)),

dy = 2X2h, (h — h,) — .

ds = 4G (v — 1)* 4+ (G = 1)*2X2h, (h — h,)

ds = Ahy (G — 1),

d7. = Ny (G + 3¢) [=3¢h + 4h, (1 — V)],

ds = —25c(1 —v) (G+ 1)+ 2)\2h, (3 + G) (h — h.),

dy = 2X2h, (h — h,)* +8Gv? (h — hy) —2 (1 — 2v) G (3h, — 4h) + G2h, (82 — 120 + 5) +
P

dig = N2h, (G —1)*[4h, (1 — v) h] + 8G (v — 1)°,

diy = =2X3h2 (G = 1)* (h — hy) + 4G\, (v — 1) (2hy — B) + 20uhy (v — 1) [5G? + 1],

diy = 2)2 (hy — R)?[G + 3 + 2+ G (802 — 120 + 5) .

Remarque 3.8. Les transformations inverses (3.1.10) , nous permettent d’avoir les fonc-
tions en déplacements uy(r, z), wy(r, z), us(r,z) et wo(r, z), avec ces derniéres et a l'aide

des expressions des contraintes normales radiales (résp axiales) suivantes

k=12

{ O—kr:%‘l‘akyk(%%—k%ﬁ-%)
e = o (1~ )25 0 (22 ()]

on déterminera les contraintes qu’on vient d’évoquer.

3.3 Conclusions et perspectives

On va nommer dans toute la suite, les contraintes de compression qui atteignent le maximum

en r = 0 par contraintes de Iler type , et celles qui atteignent le maximum en r» = R par

contraintes de 2éme type.

Exemple 7. 1) Contrainte de ler type comme P(r) = C(R—r) et P(r) = C(R*—1?), ou
CeR
2) Contraintes de 2éme type comme P(r) = Cr et P(r) = C(r* + Rr), ou C € R.
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3.3. Conclusions et perspectives

Remarque 3.9. Remarquons d’abord que si la contrainte de compression est constante;
alors la contrainte radiale et axiale le sont aussi; En effet;

P(r)=C ou C € R, alors la transformation intégrale est

R 0st A, #0
P, = / rCJo(Ayr)dr = jl 7 Car, Jo(0) =1
0 CE sid, =0
C’est a dire Py = C’R;.
En la replagant dans les expressions de wig et wog données par(3.2.5) , on obtient

wi(r2) = 7 (0% ) 2 = (F20)2 = G2 (n2) = 220,

wa(r, z) = % 1=2vy 1 R2 (z—i— (ﬂ _ G) %) — %(T; 2) = 1205 (.

1—v1 2 1—v1 1—v1
Et comme

uy(r,z) = 0,

ug(r,z) = 0,

Alors, les expressions de oy, et oy, sont

Okr — VAL (—1_2V20>

1—v1

Ok, — Qg (1 - Vk) (%C

> ,k:1,2.

Dans la partie qui suit, on donnera les graphes des déplacements et des contraintes pour
les différentes valeurs de la contrainte de compression, ensuite on portera des conclusions.

A) Déplacements axiaux w; et wy

A) a) Contrainte de compression de ler type

1) Si on applique la contrainte linéaire P(r) = C(R — r), alors on a les graphes des
déplacements axiaux w; et wy pour des différentes valeurs de R et de h* qui sont résumés
dans le Tableau 3.1.

2) Si on prend la contrainte parabolique P(r) = C(R? — r?) et on a les graphes des
déplacements axiaux w; et wq pour des différentes valeurs de R et de h* qui sont rassemblés
dans le Tableau 3.2.

A) b) Contrainte de compression de 2éme type

1) Si on applique la contrainte linéaire P(r) = C'r, alors on a les graphes des déplacements
axiaux w; et ws qui sont figurés dans le Tableau 3.3.
2) Si on prend la contrainte parabolique P(r) = C(r* + R?) et on a les graphes des

déplacements axiaux w; et ws qui sont donnés dans le Tableau 3.4.
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3.3. Conclusions et perspectives

Tableau 3.1: Contrainte de compression du ler type linaire, h, = h/4

0.014
EI.EIEIB-
D.DDE
I:I.I:IEld-
EI.EIEIE-

il EIEIEI1

0.2
0157
0.1
0.05

0.010.020.030.04
r

Graphe de wy pour G =2  Graphe de w; pour G =1

III.EIfl-
05
0.4 '1'33'
02

Y rD.D3 0.05 0 0.010.020.030 040,05

r

R=0.05

L’allure de wy , (G' = 2) L’allure de ws,, (G =1)

13.396 ]
13.395-

13.395

13394 13,394

13.393 13.393;

13.392 13_392_

ao.1 I:I.3r 0s 07 . EI3 0a 07

La variation de wy, G =2  La variation de w;,G =1

B0 4
B51
55 ] ]
B0
a4 ]
] 55

471
06 5Di

40

[TTT T[T I T I TP [T [ Ir T rrrr[rrorpre [TTTT[TTTITTTT I [TTTT[ITTI[TI T [T I T I
001020.30.4050807 00.10.20304050k07
r r

R =0.75

L’allure de we pour G =2  L’allure de wy pour G =1




3.3. Conclusions et perspectives

Tableau 3.2 :

Contrainte de compression du premier type parabolique, h, = h/4

R=0.05

0.012
0.01
0.008
0.006
0.004
0.002
047001 .

L’allure de w; pour

15.07
15.069
15.069
15.068
15.068
15.067
15.067
15.055 -

EI3 05 07

L’allure de w; pour

G=2 G=1
721
0.03 _
0.025 b5
0.015 1
0.01 B0
0 0.01 _

La variation de wy, G = 2

DD1D2D3D4D5DED?

La variation de wq, G =1

R=0.75

13,3596
13.395
13,3594
13,393
13,392

EI3 0a 07

Graphe de w; pour G = 2

15.07
15.063
15.069
15.068
15.068
15.067
15.067
15.055 -

EI3 05 07

Graphe de w; pour G =1

EEI:
557
EDE
45+ 107
404

N ———
00.10.2030405060.7
r

L’allure de wo pour G = 2

724
65
641
50
%:

DD1D2D3D4D5DED?

L’allure de ws pour

/7Y 1
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Tableau 3.3 : Les graphes des déplacements w; et wy pour P (r) = Cr

0.1 0.129
0,05 0 0.
0.067 e
0041 0.04
0.027 I
D;/D,m’ 0.03 005
UL-0010020030.04005 g4 '
r
Le graphe de w; , (G =1) Le graphe de w; , (G = 2)
0.4
; 0.05
0.3 0.04
0. 0.03
: 0.02
0.1 0.01
00 n0o20030040ns  -ppr+00T DO 005
I
Le graphe de wy , (G =1) Le graphe de ws , (G = 2)
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3.3. Conclusions et perspectives

Tableau 3.4 : Les graphes des déplacements w; et wy pour P (r) = C (r? + R?)

0.075 0.011
0.0094
0.007 3 0,005
D.DDE'E 0 |:||:|f-1§
0.005 3 ' ]
0 0.01 |l?:|.|:|3 0.05 0 o.01 I|;|.|:|3 0.05
Le graphe de w; , (G =1) Le graphe de w; , (G = 2)
] 0.0055
0.04 0.005
0.035 0.0045
] 0.004
0.03 0.0035
0.025 0.003
EI.EIE': 0. 0025 .
0001 003 005 0001 003 005
I
L’allure de wy , (G = 1) L’allure de wy , (G = 2)
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3.3. Conclusions et perspectives

B) Contrainte radiale o, le long de la surface latérale

B) a) Contrainte de compression de ler type

1) Si la contrainte appliquée est linéaire P(r) = C(R —r),[Figure 3.2], alors les résultats

sont regroupés dans le Tableau 3.5.

Figure 3.2:
Compression
linaire

P(r)y=C(R—r)

2) Si la contrainte appliquée est parabolique P(r) = C(R? — r?),[Figure 3.3], alors les

résultats sont donnés dans le Tableau 3.6.

Figure 3.3:
Compression
parabolique
P(r) =
C(R? —1?)

110



3.3. Conclusions et perspectives

B) b) Contrainte de compression de 2éme type

1) Si on applique la contrainte linéaire P(r) = Cr [Figure 3.4], alors les résultats sont

figurés dans le Tableau 3.7.

Figure 3.4:
Compression

linaire P(r) = Cr

2) Si on exerce une contrainte linéaire dont I’équation P(r) = C(r? + Rr) [Figure 3.5],

alors les résultats sont regropés dans le Tableau 3.8.

Figure 3.5:

Compression
linaire P(r) =
C(r? + Rr)

C) Contrainte axiale o,

Les différentes cas possibles de la contrainte de compression et leurs graphes correspon-

dants sont indiques dans le Tableau 3.9.
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3.3. Conclusions et perspectives

Tableau 3.5: Les graphes de la contrainte radiale o, le long de la surface latérale pour

P(r)y=C(R—r).
] 5O B0
40 et ps
A 201 203
] : 073 Y s
T B Bk op{0He 015 025 0] 00 015 0\25
i
0.05
: 3 B0
404 gg_ ;
] 40 40
- i s 0T BT02030408
: H"\ 03 0102030408 403 T
097071 02 D3 0. a0 z 0]
0.1 | -207 -B0 3
153
_ i
] z 5_:
z 10511522633 ]
1622533 T o
; \ :0511azzaaaj
_53 _5_:
0.75 | .~ in n
157
& 10
g;'"'1'""2'"2"3'"":i"" 5
’ E I:I:' L L T T ™
1 107 =5 I A #
—— G=01
=05
=1
— =2
—— G
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3.3. Conclusions et perspectives

Tableau 3.6: Les graphes de la contrainte radiale o, le long de la surface latérale pour
P(r)=C(R?* —1r?)

R=|h,=h/4 h, =h/2 h, = 3h/4
3 ;
] 43 4
g 3 2
17 23 :
15 -""I""l""l""l"'I
0 . I e 017005 01 015 02 0.25
0.05 | -1- 14 z
E_; ‘ID-
47 :
2 . 5
N RRERERRRR \\ I — e o
0 01 02 03 DB\‘&E 0y 0 0203 D.\\ﬁ’?fi Di 0102 03 04105
i ] -5
0.1 .7 -5 |
] ED_
_ 15 _ .
15_: 1|:|' -]D:
104 53 ]
5 e
R 00511522533, 0051152253 3
005 1 1.522.533.5‘ 57 z ] 7
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Tableau 3.7: Les graphes de la contrainte radiale o, le long de la surface latérale pour P(r) = Cr

R=|h,=h/4 h. =h/2 h. = 3h/4
10] z 2 z %%{ 20 :
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Tableau 3.8: Les graphes de la contrainte radiale o, le long de la surface latérale pour
P(r) = C(r* + Rr)

R=|h,=h/4 h, = h/4 h, = h/4
] 2 23
" z 1 z 2’/ ] z
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Tableau 3.9: Les graphes de la contrainte axiale o, pour les différentes P

Type Contrainte R =0.05 R =075
101 14.28578
] 14.28576
. 0.01 0.02 |:||:| ppnity
5 1426572
103 14.2857 \
] (P Lo I E———
203 0 02 04 06
1 f
ler type ]
1 16.0715
0.5 16.07148
] 16.07145
] 001 002 IIIIIIS
0} 16.07144
0.5 16.07142
] 16.0714
-11 0 02 04 06
ler type 1 r
303 2857146
201 2857144
] 28.5?1425
104 28.57141
I 2857138
Dj Dmnnzuua 28.5?135-;ﬂmm
101 0 0z Dr.a 06
2¢éme type
2410715 ﬁ
1 2410714
0.5 24 10713
: 24 10712
0y g 002003 040.05 2410711
: ' 002 04 08
N -0.51 r
2éme type ]
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3.3.1 Conclusion (1)

1) Déplacements axiaux

a) Compression de ler type

Si P obéit a une loi linéaire, alors les déplacements ont presque la méme allure dans les
deux cas d’un cylindre d’une seule® couche ou deux couches.

Par contre la similitude s’observe aussi pour le cas ou P est parabolique seulement a
partir de R > 0.75.

b) Compression de 2éme type

La remarque précédente reste valable.
Dans les deux cas les extremums de déplacement sont atteints pour des valeurs de r pour

lesquelles la contrainte de compression est maximale.

2)Contrainte radiale le long de la surface latérale

Si R > 0.75 et h, < h/4 les contraintes sont presque les mémes que celles apparais-
sant dans un cylindre d’une seule couche. Alors que si h, > h/4 la similitude est valable
uniquement en dehors d’un certain voisinage de h,.

a) Compression de ler type

Le maximum de la contrainte radiale est proportionnel au rayon du cylindre dans le cas
P est parabolique. Cette proportionnalité est inversée dans le cas linéaire.
Si R <0.1 le maximum de la contrainte est atteint en z = h,

b) Compression de 2éme type

Le maximum en valeur absolue atteint au point z = h, si R < 0.1 et en 2z = h si

R >0.75.

3) Contraintes axiales sur la base du cylindre (z = 0)

Le maximum de la contrainte est atteint au méme point ot la contrainte de compression
est maximale.

Par contre si R < 0.05 et si P est de ler type, le maximum en valeur absolue est atteint
au méme point ou la contrainte de compression est maximale.

A partir de R > 0.75 les sauts des discontinuités commencent a apparaitre.

®)Lorsque G = % =1
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3.3. Conclusions et perspectives

3.3.2 Second probléme: cas d’une fixation rigide de la base z=0

Remarque 3.10. Sila base du cylindre est fixé en (z = 0), alors le déplacement azial est nul
en z = 0, ainsi que le déplacement radial et cela se traduit par u, (r,z)|,_q = u. (r,2)],_g =

0.
Etudions le probléme précédant si les conditions imposées lorsque z = 0, sont:
uy (1, 2)|,_g = w. (1, 2)| o = 0.

Voir [Figure 3.6].

I EH-“"'--.L e
i/
P 1 T
k4
SR S
G,.v,
. M

G,.v,
%% ST77 7

Figure 3.6: Fixation rigide de la base
z=0.

La résolution du systéeme de Lamé nous conduit & résoudre un systéme qui est similaire
au (3.1.16) , obtenu en remplacant la second équation u;, (0) — A,w1,(0) = 0 par uy,(0) = 0.

On trouvera alors un systéme algébrique analogue au précédant, en remplacant la deux-
iéme équation par

4
C1 —/\nCQ — C3 — —C4 = 0.

An
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Alors le systéme correspondant & ce probléme est

(

(€1 4 c22) exp(—An2) + (c3 + caz) exp(Ap2) = 0 — —(1)

—/\nCQ—C3—%C4:0————(2)

VoA (05 + (h - f—i) > exp(—A\,h) — (07 + (h + f\‘—j) Cs) exp(A,h)
+ (1 — vg) (crexp(=Ah) — (c5 + cgh) exp(—A,h) + cg exp(A k) + (¢7 + csh) exp(Ah))
—(1-2vy) P, —————— (3)

cgexp(—Aph) — <c5 + <h — ﬁ) c6> An €xp(—Anh) + csexp(A,h)—
(07 + <h + ;\’—j) Cs) exp(Ah) — (c5 + cgh) exp(—A\h) + (7 + cgh) exp(Ah) = 0 — —(4)

c2 exp(=Anhs) — (01 + <z - ;f—) 02) A €Xp(—Anhs) — caexp(nh)—

((33 + (z - ;‘—i) c4> An €xp(Anhi) — (€1 + c2hy) exp(—Anha)+

(c3 4 cahy) exp(Anhy) = cgexp(—Aphy) — <c5 + <h* — ;’—Z) 66) An exp(—=Ahy)—
cg exp(Ahy) — <C7 + (h* + j\{—i) Cs) An exp(Aphy)—

A (C5 4 cehy) exp(—Anhy) (c7 + cshy) exp(Aphy) — — — — — — (5)

(v1\n ((cl + <h - —) 02> exp(—Anhy) — < (h + ;‘i) c4> exp(Aphy))

+ (1 — 1) [(e2 exp(—Anhy) — (1 + c2hy) exp(—Aphy)+

caexp(Anhy) + (e3 + cahs) exp( A hy)]) (1 — 2v5) =

(1 —2v) Vg)\n[<C5 + <h* — f{—i) 06> exp(—Aphy) — <C7 + (h* + f—f) cs) exp()\nh*)) +
(1 — v9) (cs exp(—Anhs) — (5 + cohu) Apexp(—Aphy) + cs exp(Anhy)

+ (¢7 + cshy) Ay exp(Anhy))] — — — (6)

<<C1 + <h* — ﬂ) 02> exp(—Ahy) — (03 + ( )
G ((cs+ (he = 2) o) exp(=Auho) = (e + (he + 22

(c1 + c2hy) exp(—A,hy) + (c3 + cahy) exp(Ahy) =
G ((c5 + cohs) exp(=Anhs) + (c7 + cshy) exp(Anhy)) — — — — — — (8)

4>exp)\h
)Cs exp(Anhs >>———(7)

\

Remarque 3.11. On donnera la solution sous forme des graphes correspondants auz dif-

férents types des contraintes de compression.
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3.3. Conclusions et perspectives

A)Contrainte radiale o, le long de la surface latérale

A) a) Contrainte de compression de ler type

1) Si la contrainte appliquée est linéaire P(r) = C(R—r),[Figure 3.7], alors les résultats

/E%/ 2

Figure 3.7:

Fixation

sont regroupés dans le Tableau 3.10.

rigide de la
base P(r) =
C(R—r)

2) Si la contrainte appliquée est prabolique P(r) = C'(R?*—r?),[Figure 3.8], alors les résultats

///7@7//

Figure 3.8:

sont présentés dans le Tableau 3.11.

Fixation
rigide de la
base P(r) =
C(R? —1?)
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3.3. Conclusions et perspectives

A) b) Contrainte de compression de 2éme type

1) Si la contrainte appliquée est linéaire P(r) = Cr,[Figure 3.9], alors les résultats sont

exposés dans le Tableau 3.12.

77
Figure 3.9:
P(r)=Cr

2) Si la contrainte appliquée est prabolique P(r) = C(r?+ R?)[Figure 3.10], alors les résultats
sont affichés dans le Tableau 3.13

7
Figure 3.10:
P(r) =
C(r* + R?)

B) Contrainte axiale o,

Les différentes cas possibles de la contrainte de compression et leurs graphes correspon-

dants sont indiqués dans le Tableau 3.14.
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Tableau 3.10: Les graphes de la contrainte radiale o, le long de la surface latérale

pour P(r) =C(R —r).

R | h.=h/4 h, = h/2 h, = 3h/4
_ A0
207 ] ]
15 207 207
10 107 10-
5 ] e ]
e 0fofz o0 o1 .
01002 006 0.1 1 Tz 01002 008 0.1
51 z -104 ] Z
] L -107
0.05
- ] au—é
20 403 f
10 201 201 .
0] O RS T O RO S hE Df At At e 0y 008070150 20 2403
10 L | 0050.10150.20350'3 o] ;
-2|:|'. 1
<0 : -40
40 '
0.1
304
20
10 ——
0y o5 1 185 2 \‘
_']|:|-_ i
207
-3
0.75
201
1

122



3.3. Conclusions et perspectives

Tableau 3.11: Les graphes de la contrainte radiale o, le long de la surface latérale

pour P(r) = C(R? —r?).
R | h,=h/4 hy = h/2 h, = 3h/4
1.5- 2] ]
1'. . ]
] 1 .
0.5 : 107
|:| -...----.-- L ™ ] ]
005D DE 011 ' j002 oos 01 814 07002 006 01 034
nci ] ] Fi
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el N ' I m—
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0y 705 1 1E 2 070 11 2 03" 0% 1 1% é\
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15 115 e
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1
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Tableau 3.12: Les graphes de la contrainte radiale o, le long de la surface latérale pour

P(r)=~Cr.
R | h,=h/4 h, =h/2 h, = 3h/4
20 ]
] Z 204
1 0050101502025 ] D%D1%1502 :
o= e s 085010150, .2
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=204
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Tableau 3.13: Les graphes de la contrainte radiale o, le long de la surface latérale

pour P(r) = 1/2(r* + Rr).

R h. =h/4 h. =h/2 h. =3h/4
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Tableau 3.14: Les graphes de la contrainte axiale o,

Contrainte P

R =10.05

R=0.75

14,2862
14,2861
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14,2559
14,2858
142857
14. 2556
1422855

0 02 04 06
I

0 0.010.020.030.040.05
r
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16.0713 \

I:I-E:"_"'_"I_"'_"'_I'""""I_"'_"'_I"_"'_"l
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r
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3.3.3 Conclusion (2)

Contraintes radiales le long de la surface latérale

Si R > 0.75 et h, < h/4 les contraintes sont presque les mémes que celles apparais-
sant dans un cylindre d’une seule couche, alors que si h, > h/4 la similitude est valable
uniquement en dehors d’un certain voisinage de h,.

a) Compression de ler type

En z = 0 la contrainte est nulle pour R < 0.1.
Le maximum de la contrainte radiale est proportionnel au rayon du cylindre.
Si R <0.1 le maximum est atteint en z = h,

b) Compression de 2éme type

Le maximum en valeur absolue atteint au point z = h, si R < 0.1 et en z = h si
R > 0.75.

Contraintes axiales

Si R = 0.05, les contraintes sont les mémes que celles apparaissant dans un cylindre
d’une seule couche.

a) Compression de ler type

Le maximum est atteint en r = 0.

b) Compression de 2éme type

Le maximum est atteint en r = R.

3.3.4 Conclusion générale

Dans les deux problémes on a
Pour R > 0.75 et h, < h/2, les contraintes sont presque les mémes a celle apparaissant
dans un cylindre d’une seule couche.

Pour R < 0.1 le maximum de la contrainte est atteint en z = h,

3.3.5 Généralisation du probléme de deux couches a un probléme

de N —couches

Etant donné un cylindre élastique multicouches de rayon R et de hauteur h, formé par N

couches superposées® Dy, D,... et Dy telles que D; définie le premier matériau et Dy

() Contacte parfait.
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définie le N—eéme. Ce cylindre est paramétré en coordonné cylindrique comme suit

Ur=N Dy, ont

Dy = {(r,0,z) telsque: 0 <r < R,0<0<2mr,0<z<h}
Dy = {(r,0,2) telsque: 0 <r < R,0<6<2m hp 1 <z<hgt

Dy = {(r,0,z) telsque: 0 <r < R,0<0<2m hy_1<z<h}

e

w
G,,n

G,,n,

~_ 7

Figure 3.11: Probleme de N couches
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Supposons que ce cylindre est placé dans une cavité rigide, de méme rayon et de méme
hauteur.

Les coefficients de Poisson et les modules de cisaillement des N matériaux sont respec-
tivement vy, ..., vy, Gy, ..., et Gy [Figure 3.11].

A Textrémité z = h, agit une contrainte de compression "—P(r)".

La contrainte de frottement des matériaux avec la cavité sur la surface latéral r = R est
négligeable, ainsi que celles du premier matériaux avec la base de la cavité. On suppose aussi
que les contraintes de frottement entre chaque deux matériaux successifs sont négligeables.

La déformation élastique du cylindre est alors axisymétrique, c’est-a-dire le déplacement
angulaire est nul ugy = 0, alors que les déplacements wuy,., ux, sont indépendants de I’angle
polaire 6 ol uy, et uy, sont respectivement les composantes radiale et axiale du vecteur
déplacement.

On cherche a trouver la contraint normale radiale o, le long de la surface latérale du

cylindre

3.3.6 Formulation mathématique du probléme
Effectuons le changement de variable suivant:
(ug, wg) = 2Gp(Ugr, ugz), bk =1,...;, N
Le systeme de d’équilibre de Lamé correspond & ce probléme est donné par

PG () + 5 — GG = 0
7“71%( )+bk82 Wy + agr-— 82( 8zuk)

k=1,.., N

ak:(1—2l/k)71, bk:1+ak, k= 1,...,N

Remarque 3.12. Le systéme de Lamé dans ce cas, est formé par 2N équations.

Condition aux limites du probléme

Sur la surface latérale (r = R) Comme la paroi de la cavité est rigide donc le déplace-

ment radiale pour uy, est nul ainsi que la contrainte tangentielle 74,, qui se traduit par

Ukr (T’ Z)|r:R = Tkrz (T’ z)|7’:R — 07 k: - 17 ceey N
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n

Extrémités (z = 0 et z = h) La rigidité de la paroi de la cavité implique " pas de
déplacement vers le bas" c¢’est-a-dire le déplacement axiale uq, en z = 0 est nul, ce qui se
traduit par

pour z =0ona u (1 2)|,_g= Ti (1,2)],_g = 0.

En z = h la contrainte axiale et la contrainte tangentielle radiale sont données comme suit

pour z=hona on,(r,2)|,_,=—P(r) et Ty (r2),_,=0.

Surfaces des séparations des deux matériaux successifs (z = hg,1,...., N—1) On a

la continuité des déplacements et des contraintes, c’est a dire

wkr (T, 0) = tgnyr(r, he +0),

g (T, ) = U@gn)z(r, b +0),

Okz(r,he —0) = O@g1)=(r, hyy +0),
( 0)

Tkrz\T, hy, — = T(k+)rz (T, hy, + 0)

Transformation intégrale du probléme (systéme de Lamé)

Avant tous; on pose

(uk,wk) = QG]{;(U]W,UkZ), k‘ = 1, N

La transformation du probléme fait appel a la transformation intégrale de Hankel suiv-

ante:
(

Upn(2) = | rug(r, 2)J1(rA,)dr

k=1,..N, neN

Wen(2) = [ rwg(r, 2)Jo(rA,)dr,

o\mo\m

\
ou les \, vérifient I’équation transcendante Ji(RA,) =0,et 0= X < A\ < ...

Et les transformations inverses sont données par

P

wen(2) = | rug(r, 2)J1(r\,)dr

k=1,..,N

Wi (2) = [ rwi(r, 2)Jo(rA,)dr,

O\:Uo\:u
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En multipliant la (2k—1) éme équation par r.J1(r\,) et la (2k) éme équation par r.Jo(r\,),

en intégrant ensuite les équations obtenues de 0 a R suivant la variable r, on trouve

{ — N (2) + 2y, (2) — 2N wy,(2) =0

’ g , L k=1,..N
=AWk (2) + bpw,, (2) + agApuy, (2) =0

Transformation intégrale des conditions aux limites

La transformation de la condition sur la base inférieure du cylindre est
wln(O) = 0,

et on a ausi d’aprés la transformation des conditions du probléme précédant

uy,,(0) + wy, (0) = 0.
La condition sur la base supérieure du cylindre (z = h) est
ONeloop = =P(r) et 7wl =0
Comme uy|, =0,
alors la transformation intégrale cette condition est
(yNuNn(h) (- VN)w;Vn(m) — 4P,

ou
R

Pn = /TP(T)JO(T)\n)dT‘.

La transformation de la condition 7x.,| _, = 0, donne

(u’Nnm) + Aann(h)) —0.

La condition sur la surface de séparation de chaque deux matériaux successifs (z = hy, k =
1,..N —1)

g (1, e — 0) = wgy (1, hy + 0),

¢’est-a-dire10)

1

1
Q_Gkuk(r’ hy—0) = 2Cr U1 (7, i +0)
G

G

= Uk(’l“,hk—O) = uk+1(r,hk+0).

(19 En tenant compte de changement de variable (ug,wi) = 2G(ugr, ug2), k = 1,...N.
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On pos G = , alors on obtient
uk(r, hyy — 0) = Grugy1(r,hy +0),k=1,...N — 1.
La transformation intégrale de cette égalité donne
Upn (M) = GUgegryn(hi)-
La deuxiéme condition sur la surface de séparation de deux matériaux successifs
U (7, e — 0) = Ugr1)= (7, by +0),

ou encore

1
h = hr + 0
Qkak(T x—0) ZGkHwkH(T, r+0)
Gy,

= wk(r, hk — O) Gk
+1

—— W1 (r, by, + 0).
La transformation intégrale de cette égalité donne
Wi (hi) = Grwgryn (he)-
La troisieme condition sur la surface de séparation des deux matériaux successifs
Oz (1, by — 0) = 041y (r, by +0), b = 1..N — 1,

ou
10 8wk

Oz = 1 |:Vk;E (ruk) + (1 — yk) E

La transformation intégrale de cette condition permet de trouver

ak [Vk)\nulm(hk) + (1 —vy) w;fn(hk):| = 41 [Vk+1>\nu ke nn (Pe) + (1= vir) Wy (hi) | -

Maintenant, on prend la quatriéme condition sur la surface de séparation des deux matériaux

successifs
TkT‘Z(r7 h* - O) - T(k+1)rz(7”, h* + 0), k= 1,N — 17
ou 5 5
1 U W
rz — s\ a_ _,kzl,N—l
=35, T o)

La transformation intégrale de cette condition est traduite par

Uk (i) = MesWhnn (ie) = W1y (P) = AnWia 1y ().
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La résolution de ce probléme revient a résoudre

{ hattn (2) + g thn (2) = i () =0y

~ N2 Whn (2) + bpwy,, (2) + ar Ay, (2) = 0
Alors lla résolution de ce systéme se fait comme suit

Si (n=0),onapour k=1.,N

uro(2) = agz+ B, (g, Br) €R, et
Wiino(2) = @iz + Burry, (1), Buin) €R.

Et pour déterminer (o, 3;),i = 1, ...,2N, on doit tenir compte des conditions aux limites

données. En effet, ces derniéres sont traduites par le systéme différentiel suivant:

;

wip(0) =0

Ullo(o) =0

(k1) AUty (h) + (1 — V(k+1))w2k+1)o(h) = _a(_likl)PO
u'(k+1)0(h) =0

uk0<hk) = Gku(k+1)0(hk)

wio(hr) = Grw(pgyo(he)

(1- Vk)w;fo(hk)) = (1= v(k11) W10 (i)

U;co(hk) k+1 (hk>

Si (n #0),

Posons s, = 3 — 4vy, on trouve la solution générale du ce systéme sous la forme :,

{ Wen(2) = exp(—An2) (cr1 + craz) + exp(An2) (ck3 + cra2) P

U1, (2) = (ckl — 2\ g + ckgz) exp(—A,2) + (Ckg — 2\, e + ck4z)
Pour déterminer ¢y, Cga, Ci3, Cra, On est conduit & résoudre le systeme
([ w1,(0) =0
uy, (0) — A\ywi, (0) =0
UnAntnn(h) + (1 — vy)wy, (h) = —ax' P,
Un, (B) — Apwnn(h) =0
U (hi) = Grugriyn ()
Wien () = Grwks1) n(hk)
a (Ve Antgn (i) + (1 — vk)w;m(hk)) = ck=1,..., N—-1
A1) (V (k1) Al k+1)n(hk) + (1= V(1) Wiy 1y (hi))
A u;m(hk) AW (i) = u(k+1 (k) = AnWikr1yn (i)
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Qui est le systéme algébrique de 4N équations

L’expression de la contrainte radiale oy, k = 1, ..., N est donnée par I’expression suivante:

Oy, Oup,  up  Owg
= — —+—+ ——|,k=1...,N.
o 8r+ykak(8r+r+0z)’ ’
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3.3.7 Perspectives

Comme complément logique & cette étude, nous proposons la résolution des problémes
de déformation axisymétrique en compression axiale et radiale d’un cylindre multicouches
superposées et coaxiales, respectivement [Figure 3.12 et Figure 3.13].

Dans les deux cas, le contact entre les différentes couches est supposé imparfait et les
contraintes de frottement sont prises en compte.

La premiére perspective

—————————
- ~
- -

-
-~ -

- -
________

Figure 3.12: Cylindre
multicouches "contacte

imparfait".

Les conditions limites sur les interfaces sont alors données par:

HO-ZHk = [[Tzr”k:ov

(]l = E7eploy, s [luelly = Koo|.opy s k=1,2,. N =1
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ou K : Coefficient de glissement, et [[¢]], = S0|z:hk+0 - 90|z:hk—0

La seconde perspective
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Figure 3.13: Cylindre multicouches coaxiales en compression radiale "contacte

imparfait".

Les conditions limites sont alors données par

[[OT]]k = [[Trz”k =0,
[ud), = Kopl—p, lully = K7pel_p, , k=1,2,... N -1
ou [[w“k = w‘r:RkJro - w’r:pﬁo-

ou K est le coefficient de glissement
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Résumé

On donne la solution exacte du probléeme de déformation axisymétrique, en compression
axiale d’'un cylindre élastique formé de deux couches superposées. Ce dernier occupe une
paroi rigide dont les contraintes de frottement sont négligées. En utilisant la méthode de
transformation finie de Hankel du vecteur déplacement, on réduira le couplé de systéme
des E D P (de Lamé) a un systéme d’équations différentielles ordinaires. Les solutions de
ce systeme s’obtiennent alors explicitement. Les contraintes et les déplacements dans le
cylindre élastique se calculent & 'aide de la transformation inverse de Hankel et la loi de
Hooke. A titre d’application, on illustrera par quelques graphes la contrainte radiale le long

de la surface latérale du cylindre.

Mots-clés : Résolution exacte, transformation de Hankel, cylindre élastique.

Abstract

The problem of an axisymmetric deformation of a double-layered isotropic elastic cylinder
of finite length is solved. The cylinder whose lateral surface is delimited by rigidly wall
is subjected to an axial compression. Using a finite Hankel integral transforms of a dis-
placement vector according to a radial variable we reduce the coupled Lamé equilibrium
system to an ordinary differential one. The transformed displacements are calculated by
a characteristic polynomial method after extracting a fourth ordinary differential equation
of the axial displacement. The stresses and the displacements in the elastic cylinder are
then given in a closed form by the Hankel inverse transformation and the Hooke law. Some

graphs are also given for different elastic materials.

Key Words: Exact resolution, Hankel transforms , elastic cylinder.
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