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Résolution exacte du problème de
déformation axisymétrique en compression
axiale d�un cylindre élastique multicouches

superposées

Résumé

On donne la solution exacte du problème de déformation axisymétrique, en compression

axiale d�un cylindre élastique formé de deux couches superposées. Ce dernier occupe une

paroi rigide dont les contraintes de frottement sont négligées. En utilisant la méthode de

transformation �nie de Hankel du vecteur déplacement, on réduira le couplé de système

des E D P (de Lamé) à un système d�équations di¤érentielles ordinaires. Les solutions de

ce système s�obtiennent alors explicitement. Les contraintes et les déplacements dans le

cylindre élastique se calculent à l�aide de la transformation inverse de Hankel et la loi de

Hooke. A titre d�application, on illustrera par quelques graphes la contrainte radiale le long

de la surface latérale du cylindre.

Mots-clés : Résolution exacte, transformation de Hankel, cylindre élastique.
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Introduction

La déformation des solides élastiques est un domaine de grande utilité pratique. Les

problèmes posés dans divers domaines de l�engineering: génie mécanique, génie civil, métal-

lurgie,. . . sont formulés en des problèmes aux limites de système d�équations aux dérivées

partielles, nécessitant un outil analytique de résolution.

Le développement de la théorie d�élasticité linéaire a un grand succès pendant ces

dernières décennies. Parmi les approches analytiques de résolution, la méthode des potentiels

Muskhelishvili [10], utilisant les fonctions analytiques et les transformations intégrales de

Fourier, Hankel, Legendre, . . . Sneddon [17] ont aussi un grand intérêt pour des géométries

régulières du domaine élastique: demi-espace, cylindre, sphère, . . . L�apport considérable

de l�école française est lié à la résolution des problèmes dans des espaces fonctionnels, per-

mettant l�étude de l�existence et l�unicité des solutions.

L�étude de la déformation des solides élastiques multicouches a connu ces dernières dé-

cennies un développement considérable. Ce qui a donné naissance à une nouvelle branche,

à savoir, la mécanique des composites. Vu la complexité de la forme géométrique des do-

maines étudiés, les méthodes les plus utilisées sont les méthodes numériques des di¤érences

et des éléments �nis. Cependant, l�approche analytique de résolution se limite à quelques

problèmes fondamentaux des solides multicouches de Kelvin, Boussinesq, Cerutti: action

des charges concentrées sur des espaces et des demi-espaces élastiques [19] et [20]. Le travail

de B. I. Kogan [6] étudiait l�e¤et d�une charge uniforme dans un cas axisymétrique.

Dans le premier chapitre on donne la méthode de résolution de l�équation de Bessel, les

propriétés des fonctions cylindriques, ainsi que leurs applications aux problèmes de conduc-

tion thermique.

Quelques notions sur la théorie d�élasticité linéaire, établissement des équations d�équilibre

et la résolution du problème de Boussinesq, sont présentées dans le second chapitre. La for-

mulation et la résolution du problème de déformation axisymétrique en compression axiale

1



Introduction générale

d�un cylindre élastique multicouches superposées, résultats du travail, ont fait l�objet du

dernier chapitre.

A titre illustratif, quelques graphes correspondants aux di¤érentes charges et matériaux

sont donnés, ainsi que des conclusions et des perspectives du travail.
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Chapitre 1

Fonction de Bessel et applications

1.1 Fonctions cylindriques

Les fonctions cylindriques interviennent dans l�étude de divers problèmes physiques,

principalement lors de la résolution des problèmes de conduction thermique, du potentiel et

de la théorie de l�élasticité.

Dé�nition 1.1. On appelle équation de Bessel, l�équation di¤érentielle de second ordre

suivante:

x2y00 + xy0 + (x2 � �2)y = 0, (1.1.1)

où y est une fonction inconnue de la variable réelle x, alors que � est un paramètre réel

[18].

Soit l�équation di¤érentielle

P (x)y
00
+Q(x)y

0
+R(x)y = 0, (1.1.2)

où P;Q et R sont des fonctions numériques de la variable x:

Posons

p(x) =
Q(x)

P (x)
et q(x) =

R(x)

P (x)
:

Dé�nition 1.2. a) On dira que x0 est point ordinaire ou régulier de l�équation di¤érentielle

(1.1.2) , si

P (x0) 6= 0.

b) Le point x0 est appelé point singulier de l�équation di¤érentielle (1.1.2) , si

P (x0) = 0.

3



1.1. Fonctions cylindriques

Remarque 1.1. On distingue deux types de singularité[1],[15].

a) Point singulier régulier

Le point x0 est un point singulier régulier de l�équation di¤érentielle (1.1.2) si les fonctions

(x� x0)
Q(x)

P (x)
et (x� x0)

2R(x)

P (x)

sont analytiques en x0:

b) Point singulier irrégulier

Le point x0 est un point singulier irrégulier de l�équation di¤érentielle (1.1.2) si au moins

l�une des fonctions

(x� x0)
Q(x)

P (x)
, (x� x0)

2R(x)

P (x)

n�est pas analytique en x0.

Exemple 1. On considère l�équation di¤érentielle

4xy00 + 3y0 � 3y = 0.

Ainsi, nous avons

P (x) = 4x;Q(x) = 3 et R(x) = 3.

Ce qui permet aussi d�écrire

y00 +
3

4x
y0 � 3

4x
y = 0.

Donc
Q(x)

P (x)
=
3

4x
et
R(x)

P (x)
= � 3

4x
.

Comme

(x� 0) 3
4x
= 3=4 et (x� 0) 3

4x
=
�3
4
x

sont analytiques au point x = 0, alors ce dernier est un point singulier régulier de

l�équation di¤érentielle proposée.

Exemple 2. Soit l�équation di¤érentielle

2(x� 2)2xy00 + 3xy0 � (x� 2)y = 0.

En divisant les termes de cette équation par 2(x� 2)2x, on obtient

y00 +
3

2(x� 2)2y
0 � 1

2(x� 2)xy = 0.

4



1.1. Fonctions cylindriques

Par suite
Q(x)

P (x)
=

3

2(x� 2)2 et
R(x)

P (x)
=

1

2(x� 2)x .

Les points singuliers sont alors, x = 0 et x = 2.

Déterminons leurs natures

a) Etude de la première singularité

Comme

lim
x!0
(x� 0)Q(x)

P (x)
= lim

x!0

3x

2(x� 2)2 = 0

et

lim
x!0
(x� 0)2R(x)

P (x)
= lim

x!0
x2

1

2(x� 2)x = 0,

il vient, x = 0 est un point singulier régulier de l�équation proposée.

b) Analyse de la seconde singularité

On a

lim
x!2
(x� 2)Q(x)

P (x)
= lim

x!2
(x� 2) 3

2(x� 2)2
cette dernière limite est in�nie, donc x = 2 est un point singulier irrégulier de l�équation

di¤érentielle.

Dans le cas d�un point ordinaire, la résolution de l�équation di¤érentielle (1.1.2) est donnée

par la méthode des séries entières [1].

Théorème 1.1. Si p et q sont analytiques en x0, alors la solution générale de cette équation

est [1], [15]

y(x) = a1y1(x) + a2y2(x) (1.1.3)

où a1 et a2 sont des constantes arbitraires, alors que les fonctions

yk; k = 1; 2

s�obtiennent par identi�cation de (1.1.3) avec

y(x) =
1X
n=0

an(x� x0)
n.

Sachant que x véri�e la condition

jx� x0j < R avec R < min(Rp; Rq),

où

Rp =rayon de convergence de p(x) et Rq =rayon de convergence de q(x):

5



1.1. Fonctions cylindriques

Remarque 1.2.

max(Ry1 ; Ry2) = min(Rp; Rq),

où

Ryk est le rayon de convergence de la fonction yk; k = 1:2 [15].

Exemple 3. Soit l�équation di¤érentielle

y00 + y = 0 � 1 < x <1

On a P (x) = 1; Q(x) = 0 et R(x) = 1,

donc

p(x) = 0 et q(x) = 1.

Les solutions de cette équation di¤érentielle sont connues et il s�agit de sin x et cosx.

Cherchons la solution générale de cette équation sous la forme d�une série entière.

De la relation

y(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + :::

=
n=1X
n=0

anx
n

on tire, par dérivation des deux membres

y
0
(x) = a1 + a2x+ a3x

2 + a4x
3 + :::

en dérivant, encore une deuxième fois, on trouve

y
00
(x) = a2 + a3x+ a4x

2 + a5x
3:::

=

n=1X
n=2

n(n� 1)anxn�2

En remplaçant dans l�équation di¤érentielle proposée les valeurs de y, y
0
et y

00
, on obtient

n=1X
n=2

n(n� 1)anxn�2 +
n=1X
n=0

anx
n = 0:

Cette relation s�écrit aussi

n=1X
n=0

[(n+ 2)(n+ 1)an+2 + an]x
n = 0

6



1.1. Fonctions cylindriques

cela est possible si tous les coe¢ cients sont nuls

(n+ 2)(n+ 1)an+2 + an = 0

ou encore

(n+ 2)(n+ 1)an+2 = �an:

D�où la relation de récurrence

n = 0 alors 2a2 = �a0 ) a2 =
�a0
2!
,

n = 1 alors 6a3 = �a1 ) a3 =
�a1
3:2

=
�a1
3!
,

n = 2 alors 4:3a4 = �a2 ) a4 =
�a2
4:3

=
+a0
4:3:2

=
a0
4!
,

n = 3 alors a5 =
�a3
5:4

=
+a1
5!
,

n = 4 alors a6 =
�a4
6:5

=
�a0
6!
.

On remarque que si n est impaire le coe¢ cient an dépend de a1;

si n est paire an dépend de a0.

Donc, la solution est sous la forme

y(x) = a0 + a1x�
a0
2!
x2 � a1

3!
x3 +

a0
4!
x4 + :::+

(�1)n
(2n)!

a0x
2n +

(�1)n
(2n+ 1)

a1x
2n+1 + :::

= a0

�
1� x2

2!
+
x4

4!
� x6

6!
+ :::+

(�1)n
(2n)!

x2n + :::

�
+

a1

�
x� x3

3!
+
x5

5!
� :::+

(�1)n
(2n+ 1)

x2n+1 + :::

�
= a0

n=1X
n=0

(�1)n
(2n)!

x2n + a1

n=1X
n=0

(�1)n
(2n+ 1)

x2n+1

et ces deux séries sont exactement le développement en serie de Taylor des deux fonctions

trigonométriques cosx et sinx.

C�est-à-dire

y(x) = a0 sin x+ a1 cosx

7



1.1. Fonctions cylindriques

1.1.1 Equation d�Euler

Dé�nition 1.3. On appelle équation d�Euler, toute équation donnée sous la forme suiv-

ante:

x2y00 + �xy0 + �y = 0 (1.1.4)

où � et � sont des constantes.

Dé�nition 1.4. On appelle équation indicielle de l�équation (1.1.4) , l�équation suivante:

F (r) = r2 + (�� 1)r + � = 0 (1.1.5)

Remarque 1.3. F = 0 s�obtient, en remplaçant y; y0, et y00 par xr; (xr)0et (xr)00 respective-

ment dans l�équation (1.1.4) [15].

Théorème 1.2. La solution de l�équation di¤érentielle (1.1.4) s�obtient à l�aide des racines

r1 et r2 de l�équation indicielle (1.1.5) et en posant y = xr et cela comme suit:

1) Cas des racines réelles:

a) Si r1 6= r2; alors la solution est

y(x) = c1 jxjr1 + c2 jxjr2 .

b) Si r1 = r2, alors

y(x) = [c1 + c2 ln jxj] jxjr1 .

2) Cas des racines complexes: la solution est [15]

y(x) = jxj� [c1 cos(� ln jxj) + c2 sin(� ln jxj)] ,

où r1; r2 = �� i�

Exemple 4. 1) Soit l�equation di¤érentielle d�Euler suivante:

2x2y00 + 3xy0 � y = 0,

l�équation indicatrice est

r2 + (3=2� 1)r � 1=2 = 0 ) 2r2 + r � 1 = 0
) (2r � 1)(r + 1) = 0,

8



1.1. Fonctions cylindriques

d�où les racines sont

r1 = 1=2 et r2 = �1.

Par suite la solution est

y(x) = c1x
1=2 + c2x

�1.

2) Soit maintenant l�équation di¤érentielle

x2y00 + 5xy0 + 4y = 0, x > 0.

La solution de l�équation

r2 + 4r + 4 = 0,

est la racine double

r = �2.

Par suite, la solution de l�equation di¤erentielle proposée est

y(x) = x�2(c1 + c2 lnx)

3) Analysons l�équation suivante:

x2y
00
+ xy

0
+ y = 0,

les racines de l�équation

r2 + 1 = 0,

sont

r1 = i et r2 = �i,

par suite, la solution de l�équation di¤érentielle proposée est

y(x) = c1 cos(lnx) + c2 sin(lnx) x > 0.

Considérons l�équation di¤érentielle suivante:

x2y00 + x [xp(x)] y0 +
�
x2q(x)

�
y = 0, (1.1.6)

où x est un point singulier régulier alors que les fonctions

xp(x) et x2q(x)

sont analytiques en x = 0:

9



1.1. Fonctions cylindriques

Dé�nition 1.5. On appelle équation indicatrice de l�équation (1.1.6) , l�équation suivante:

F (r) = r(r � 1) + p0r + q0 = 0, (1.1.7)

où

p0 = lim
x!0

xp(x) et q0 = lim
x!0

x2q(x).

Remarque 1.4. Les solutions de l�équation (1.1.6) s�obtiennent à l�aide des séries entieres

et de l�équation recurrente suivante [15]:

F (r + n)an +
n�1X
k=0

ak(r + k)pnk + qn�k = 0,

cette dernière permet de calculer les coe¢ cients an de la solution.

Théorème 1.3. Soit r1 et r2 les racines de l�équation indicatrice (1.1.7)

Les deux racines véri�ent

Re(r1) > Re(r2).

Le système fondamental de solution fy1�y2g, s�obtient comme suit [1]:
Sur l�un des deux intervalle

]��; 0[ ou ]0; �[

l�équation di¤érentielle admet deux solutions lineairement independantes y1 et y2,

la première est sous la forme

y1(x) = jxjr1
"
1 +

1X
n=1

an(r1)x
n

#
,

alors que la deuxième solution dépend des racines de l�équation indicielle comme suit:

1) Si r1 � r2 6= n ou n 2 Z, alors

y2(x) = jxjr2
"
1 +

1X
n=1

an(r2)x
n

#
.

2) Si r1 = r2, alors

y2(x) = y1(x) ln jxj+ jxjr1
1X
n=1

bn(r1)x
n.

3) Si r1 � r2 = n ou n 2 N�, alors

y2(x) = ay1(x) ln jxj+ jxjr2
"
1 +

1X
n=1

cn(r2)x
n

#
.

10



1.1. Fonctions cylindriques

Remarque 1.5. La constante a et les coe¢ cients an(r1); an(r2); bn(r1) et cn(r2) peuvent

être déterminés en remplaçant l�expression de y dans l�équation (1.1.6) [15] , [1].

Remarque 1.6. � est le minimum des rayons de convergence de deux séries

xp(x) et x2q(x).

Exemple 5. Soit l�équation di¤érentielle suivante:

2x(1 + x)y
00
+ (3 + x)y

0 � xy = 0.

Alors

P (x) = 2x(1 + x); Q(x) = 3 + x et R(x) = �x,

donc

p(x) =
3 + x

2x(1 + x)
et q(x) =

�x
2x(1 + x)

.

Il est clair que

x = 0 et x = �1

sont les deux points singuliers de cette équation.

1) Le point x = 0 est un point singulier régulier, puisque

lim
x!0

xp(x) = lim
x!0

x
3 + x

2x(1 + x)
= 3=2

et

lim
x!0

x2q(x) = lim
x!0

�x
2x(1 + x)

= 0,

par suite

p0 = 3=2 et q0 = 0.

Donc l�équation indicatrice est

r(r � 1) + (3=2)r = 0.

Ainsi les racines de cette dernière sont

r1 = 0 et r2 = �1=2.

Comme

r1 � r2 6= n, où n 2 N

11



1.1. Fonctions cylindriques

donc l�équation di¤érentielle proposée admet deux solutions linéairement indépendantes y1

et y2 données par

y1(x) = 1 +
1X
n=1

an(0)x
n

et

y2(x) = jxj�1=2
"
1 +

1X
n=1

an(�1=2)xn
#
.

Le point x = �1 est un point singulier régulier, car

lim
x!�1

(x+ 1)q(x) = lim
x!0
(x+ 1)

3 + x

2x(1 + x)
= �1

et

lim
x!�1

(x+ 1)2p(x) = lim
x!0
(x+ 1)2

(�x)
2x(1 + x)

= 0,

dans ce cas,

p0 = �1 et q0 = 0.

Ainsi, l�équation indicatrice est donnée par la formule suivante:

r(r � 1)� r = 0.

Les racines de cette équation sont

r1 = 2 et r2 = 0.

Donc, la solution qui correspond à la plus grande racine c�est la suivante:

y1(x) = (x+ 1)
2

"
1 +

1X
n=1

an(2)(x+ 1)
n

#
,

la seconde est donnée par

y2(x) = a1y1 ln jx+ 1j+
"
1 +

1X
n=1

bn(0)(x+ 1)
n

#
.

1.1.2 Résolution de l�équation de Bessel

La solution générale de l�équation (1.1.1) est donnée par l�expression

y(x) = c1J�(x) + c2Y�(x),

12



1.1. Fonctions cylindriques

où J�(x) est appelée fonction de Bessel de première espèce d�ordre �, et on a

J�(x) =

1X
n=0

(�1)n(x=2)�+2n
n!�(� + n+ 1)

; � 2 R,

où � est la fonction gamma.

Si �� et � sont les racines de l�équation indicatrice de l�équation di¤érentielle (1.1.1) ,
alors

1) Si � 6= n; n 2 N, alors J�(x) et J��(x) sont linéairement indépendants.
2) Si � = n; n 2 N; alors J�(x) et J��(x) sont linéairement dépendants, et on a

J��(x) = (�1) J�(x):

La fonction Y� forme avec J�(x) un système fondamental de solutions, et cette solution est

appelée fonction de Bessel de seconde espèce d�ordre �; et on cherche cette fonction sous la

forme suivante [9]:

Y�(x) =

(
J�(x) cos��� J��(x)

sin ��
� 6= 0:1:2:3:::

limp! �
Jp(x)cosp�� J�p(x )

sin p�
� = 0:1:2:3:::

En e¤et, supposons que � est positive.

On remplace les expressions suivantes:

y(x) =
1X
n=0

anx
r+n; y

0
(x) =

1X
n=0

(r + n)anx
r+n�1

et y
00
(x) =

1X
n=0

(r + n)(r + n� 1)anxr+n�2,

dans l�équation (1.1.1) , on obtient

(r2 � �2)a0x
r +

�
(r + 1)2 � �2

�
a1x

r+1 +
1X
n=2

��
(r + n)(r + n� 1) + (r + n)� �2

�
an + an�2

�
xn+r = 0:

Ceci entraîne

(r2 � �2)a0x
r +

�
(r + 1)2 � �2

�
a1x

r+1 +
1X
n=2

��
(r + n)2 � �2

�
an + an�2

�
xn+r = 0,

et cela est vrai si
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1.1. Fonctions cylindriques

(i) (r2 � �2) = 0 ie r = �� et a0 6= 0;
(ii) (2� + 1)a1 = 0 et comme � > 0 alors a1 = 0;

(iii) an =
�an�2
n(2�+n)

.

Et comme

a1 = 0, alors pour tout n = 3; 5; 7; :::an = 0:

Pour k = 1:2:3:: , on a

a2 = � a0
2(2� + 2)

;

a4 = a2:2 = �
a2

4(2� + 4)
=

�a0
22 (2� + 4)(2� + 2)

=
�a0

222!(� + 2)(� + 1)
;

a2k =
(�1)ka0

22kk!(� + k)(� + k � 1):::(� + 1) =
(�1)k2��(� + 1)a0
22kk!�(� + k + 1)

,

donc

y(x) = a0

1X
k=0

(�1)k2��(� + 1)x2k+�
2k+�k!�(� + k + 1)

,

où

a0 =
1

2��(� + 1)
,

qui donne bien l�expression de J�(x), c�est-à-dire

J�(x) =
1X
k=0

(�1)kx2k+�
2k+�k!�(� + k + 1)

Si � n�est pas un entier, alors les fonctions J�(x) et J��(x) sont linéairement indépen-

dantes, puisqu�elles ne sont pas proportionnelles, en e¤et,

Quand x tend vers zéro, J�(x) tend vers 0 et J��(x) tend vers l�in�ni, donc dans ce cas

la solution générale est

y(x) = AJ�(x) +BJ��(x). (1.1.8)

Ce qui n�est pas valable si � est un entier positif, car on peut calculer J��(x) comme

suit:

J��(x) =
1X
k=0

(�1)kx2k��
2k��k!�(�� + k + 1)

= (�1)�
1X
s=0

(�1)�+sx�+2s
22s+�s!�(� + s+ 1)

= (�1)�J�(x).
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1.1. Fonctions cylindriques

C�est-à-dire J�(x) et J��(x) sont linéairement dépendantes. Dans ce cas on cherche une

solution particulière de l�équation de Bessel, non proportionnelle à J�(x), ainsi on introduit

la fonction de Bessel de seconde espèce

Y�(x) =
J�(x) sin �� � J��(x)

sin ��
, � 6= n; n 2 N (1.1.9)

qui représente bien une solution de l�équation de Bessel (1.1.1) , en e¤et, il su¢ t de pendre

A = �1
sin ��

et B = cos ��
sin ��

dans l�equation (1.1.8) . La limite de expression (1.1.9) quand �

tend vers la valeur entiere positive n, le numérateur et dénominateur de (1.1.8) s�annulent

pour � = n, on obtient cette limite par la règle de l�Hôpital.

En dérivant par rapport à �, on obtient

lim
�!n

Y� = lim
�!n

��J�(x) sin �� + cos�� @
@�
J�(x) � @

@�
J��(x)

�cos��
, (1.1.10)

�nalement, on obtient [9]

Yn =
2

�
(� + log

x

2
)J�(x) -

1

�

1X
p=0

(n� p� 1)!
p!

(2=x)n�2p

�1=�
1X
p=0

(�1)p 1

p!(n+ p)!
(x=2)2p+n(1 +

1

2
+ :::+

1

p
+ 1 +

1

2
+ :::

1

n+ p
):

Et on peut l�appliquer pour calculer Y0 par exemple, en e¤et :

lim
�!0

��J�(x) sin �� + cos�� @
@�
J�(x) � @

@�
J��(x)

�cos��
=
1

�

�
@

@�
J� �

@

@�
J��

����
�=0

�
:

Comme
@

@(��) J�� = �
@

@�
J�� ,

alors la limite cherchée est
2

�

@

@�
J�
2

�

@

@�
J�

����
�=0

.

Pour obtenir @
@�
J� , nous dérivons la serie J�(x) =

1X
k=0

(�1)n(x=2)2n+�
n!�(�+n+1)

par rapport à �; et

on trouve
@

@�
J�(x) =

1X
k=0

(�1)n
n!

@

@�

�
(x=2)2n+�

�(� + n+ 1)

�
. (1.1.11)

En posant

G =
(x=2)2n+�

�(� + n+ 1)
,
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1.1. Fonctions cylindriques

on trouve

lnG = (� + 2n) ln(x=2)� ln �(� + n+ 1) (1.1.12)

En dérivant (1.1.12) par rapport a �, on obtient

1

G

@

@�
G = ln(x=2)� �

0
(� + n+ 1)

�(� + n+ 1)
,

pour � = 0, on a

@

@�
G

����
�=0

=
(x=2)2n

�(n+ 1)

�
ln(x=2)� �

0
(n+ 1)

�(n+ 1)

�
. (1.1.13)

En utulisant (1.1.11) et (1.1.13) , on obtient

2

�

@

@�
J�

����
�=0

=
2

�

1X
n=0

(�1)n(x=2)2n
n!�(n+ 1)

�
ln(x=2)� �

0
(n+ 1)

�(n+ 1)

�
=

2

�
fln(x=2) + 
g J0(x) +

2

�

�
x2

22
+

x4

2242
(1 +

1

2
) +

x6

224262
(1 +

1

2
+
1

8
):::::

�
,

où 
 est la constante d�Euler qui est donnée par


 = lim
n�!1

(
X 1

k
� lnn) = 0:5772156:::

Remarque 1.7. Les courbes représentatives des fonctions J0(x), J1(x); Y0 et Y1 sont don-

nées comme suit :

Pour J0(x) on a le graphe suivant:

Figure 1.1: (a) L�allure de J0
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1.1. Fonctions cylindriques

Figure 1.1: (b) L�allure de J1

Figure 1.2: (a) L�allure de Y0 (b) L�allure de Y1
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1.1. Fonctions cylindriques

1.1.3 Propriétés des fonctions de Bessel

(1) J�+1(x) =
2�
x
J�(x)� J��1(x)

(2) xJ
0
�(x) = �J�(x)� xJ�+1(x)

(3) d
dx
[x�J�(x)] = x�J��1(x)

(4) d
dx
[x��J�(x)] = �x��J�+1(x)

(5)

Z
x�J��1(x) = x�J�(x) + c

(6)
R J�+1(x)

x�
dx = �x��J�(x) + c

(7) La solution de l�équation di¤érentielle x2y
00
+ xy0 + (�2x2 � �2)y = 0 est J�(�x)

(8) limx!0 Y� (x) =1

Preuve. Les propriétés (1) et (2) sont déduites a partir des propriétés (3) et (4) respec-

tivement.

Montrons (3) et (4)

(3) La série dé�nissant J�(x) est absolument et uniformément convergente [9], et cela pour

tout x. Et il en est de même pour la série qui dé�nit x�J�(x):

On peut véri�er que la série dérivée est aussi uniformément convergente, ainsi [9]

d

dx
(x�J�(x)) =

d

dx

1X
k=0

(�1)kx2k+2�
22k+�k!�(� + k + 1)

=

1X
k=0

(�1)kx2k+2��1
22k+��1k!�(� + k)

= x�
1X
k=0

(�1)kx2k+(��1)
22k+(��1)k!�((� � 1) + k + 1)

= x�J��1(x):

Avec le même principe on obtient la démonstration de la propriété (4).

Pour déduire (1) et (2), il su¢ t de développer la première partie de l�égalité (3) puis celle
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1.1. Fonctions cylindriques

de l�egalité (4). En e¤et,

d

dx
[x�J�(x)] = x�J

0

� + �x��1J� = x�J��1; (1.1.14)

et
d

dx

�
x��J�(x)

�
= x��J

0

� � �x���1J� = �x��J�+1. (1.1.15)

En éliminant J 0� puis J� , on obtient

2�

x
J� = J��1 + J�+1,

c�est-à-dire

J�+1 =
2�

x
J� � J��1:

Pour établir (2), il su¢ t de considérer

d

dx

�
x�1J�(x)

�
dans (4)

La propriété (5) Elle découle à partir de (3) par intégration.

La propriété (6) Elle s�obtient en intégrant la relation (4).

(7)

x2y
00
+ xy0 + (�2x2 � �2)y = 0. (1.1.16)

En e¤ectuant le changement de variable t = �x, z(t) = y(x); on a

y0(x) = dz
dt
dt
dx
= � z

0
(t);

y00(x) = dz0

dt
dt
dx
= �2 z

00
(t):

Ainsi, l�équation (1.1.16) devient�
t

�

�2
�2z

00
(t) +

�
t

�

�
�z

0
(t) +

�
t2 � �2

�
z(t) = 0;

c�est-à-dire

t2z
00
(t) + tz

0
(t) +

�
t2 � �2

�
z(t) = 0:

Donc la solution est J�(t) = J�(�x):

(8) On peut bien le voir sur l�expression de Y� dévloppée dans le paragraphe précédant.

1.1.4 Les zéros des fonctions de Bessel

Si � est un entier naturel ou relatif, alors l�équation J�(x) = 0 a un nombre in�ni de racines,

toutes réelles [9].

La di¤érence entre deux racines successives tend vers � [9]. Les racines de J�(x) = 0

sont comprises entre celles de J��1(x) = 0 et celles de J�+1(x) = 0 [9].
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1.1. Fonctions cylindriques

1.1.5 Orthogonalité des fonctions de Bessel

Lemme 1.4. Si � et � sont deux nombres réels distincts, alors on aura

Z
xJ�(�x)J�(�x)dx =

x[�J�(�)J
0
�(�)� �J�(�)J

0
�(�)]�

�2 � �2
� , �2 6= �2 (1.1.17)

Preuve. D�apres la proprieteé (7) des fonctions de Bessel

y1 = J�(�x) et y2 = J�(�x),

sont respectivement les solutions des équations suivantes:

x2y
00

1 + xy01 + (�
2x2 � �2)y1 = 0

et

x2y
00

2 + xy02 + (�
2x2 � �2)y2 = 0.

En multipliant la première équation par y2 et la seconde par y1 puis en soustrayant membre

à membre de ces deux égalités, on obtient

x2
h
y2y

00
1 � y1y

00

2

i
+ x

h
y2y

0
1 � y1y

0

2

i
=
�
�2 � �2

�
x2y1y2.

On divisons sur x, on aura

x
h
y2y

00

1 � y1y
0

2

i
+
h
y2y

0
1 � y1y

0

2

i
=
�
�2 � �2

�
xy1y2.

Ce qui est équivalant à

x
d

dx

h
y2y

0
1 � y1y

0

2

i
+
h
y2y

0
1 � y1y

0

2

i
=
�
�2 � �2

�
xy1y2,

peut aussi s�écrire sous la forme

d

dx

n
x
h
y2y

0
1 � y1y

0

2

io
=
�
�2 � �2

�
xy1y2.

Par intégration, on aboutit à

x
h
y2y

0
1 � y1y

0

2

i
=
�
�2 � �2

� Z
xy1y2.

En remplacant y1 par J�(�x) et y2 par J�(�x); on trouve

x
h
�J�(�x)J

0

�(�x)� �J�(�x) J
0

�(�x)
i
=
�
�2 � �2

� Z
xJ�(�x) J�(�x)dx.
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1.1. Fonctions cylindriques

La division des deux membres de la relation par�
�2 � �2

�
6= 0,

donne Z
xJ�(�x) J�(�x)dx =

x
�
�J�(�x)J

0
�(�x)� �J�(�x) J

0
�(�x)

��
�2 � �2

� . (1.1.18)

FinalementZ a

0

xJ�(�x) J�(�x)dx =
a
�
�J�(�a)J

0
�(�a)� �J�(�a) J

0
�(�a)

��
�2 � �2

� . (1.1.19)

D�où le résultat cherché.

Remarque 1.8. On a aussi

Z a

0

x (J�(�x))
2 dx =

a2

2

��
J
0

�(�a)
�2
+

�
1� �2

a2�2

�
(J�(�a))

2

�
.

En e¤et,

en faisant tendre � vers � dans le résultat précédent et en appliquant la règle de l�Hôpital

(La dérivation s�e¤ectue par rapport à la variable � ), on obtient

Z a

0

xJ2� (�x) dx = lim
�!�

a2
�
�J

0
�(�a)J

0
�(�a)� J�(�a)J

0
�(�a)� �J�(�a) J

00
� (�a)

2�

�
= a2

"
�
�
J
0
�(�)

�2 � J�(�)J
0
�(�)� �J�(�) J

00
� (�)

�2�

#
. (1.1.20)

Mais, on a J�(�a) véri�e

�2J
00

� (�a) + �J
0

�(�a) + (a
2�2 � �2)J�(�a) = 0.

Ce qui donne l�expression de J
00
� (�) comme suit

J
00

� (�) =
��J 0

�(�a)� (a2�2 � �2)J�(�a)

�2
,

en remplaçant cette expression dans l�expression (1.1.20) , on trouve

Z a

0

xJ2� (�x) dx =
1

2

h
J
0

�(�)
i2
+ (1� �2

�2
)J2� (�). (1.1.21)
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D�où l�expression cherchée.

A partir de l�expression (1.1.19) , on peut bien voir que si � et � sont deux racines

di¤érentes de l�équation

�J�(xa) + �xJ
0

�(xa) = 0, (1.1.22)

avec � et � sont des constantes, alors

1er cas ( � 6= 0 et � 6= 0)
Dans ce cas, on peut écrire (1.1.22) sous la forme

J�(xa) + CxJ
0

�(xa) = 0; C =
�

�
6= 0;

et on trouve Z a

0

xJ�(�x) J�(�x)dx = 0.

En e¤et,

comme � et � sont les racines de (1.1.22) c�est-à-dire

�J�(�a) + ��J
0

�(�a) = 0 (1.1.23)

et

�J�(�a) + ��J
0

�(�a) = 0, (1.1.24)

et � et � sont non nulles toutes les deux , alors

en multipliant (1.1.23) par J�(�) et (1.1.24) par J�(�) et par soustraction, on obtient

�J�(�)J
0

�(�)� �J�(�)J
0

�(�) = 0.

En remplaçant dans (1.1.19) , on trouveZ a

0

xJ�(�x) J�(�x)dx = 0, � 6= �

qui repésente bien le resultat cherché.

2ème cas (� = 0 et � 6= 0)

� et � sont les racines de J
0

�(xa) = 0,

c�est-à-dire

J
0

�(�a) = 0 et J
0

�(�a) = 0.
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1.1. Fonctions cylindriques

En ramenant cette expression dans (1.1.19) on auraZ a

0

xJ�(�x) J�(�x)dx = 0 , � 6= �

3ème cas (� 6= 0; � = 0)

� et � sont les racines de J�(xa) = 0;

en tenant compte de l�équation (1.1.19) , on obtientZ a

0

xJ�(�x) J�(�x)dx = 0 , � 6= �. (1.1.25)

Ce qui montre l�orthogonalité des fonctions de Bessel par rapport à la fonction densité

x dans les trois cas possibles de l�équation (1.1.22) .

Remarque 1.9. Les fonctions
p
xJ�(�x) et

p
x J�(�x) sont orthogonales sur [0; a] dans

les trois cas possibles de l�équation (1.1.22) .

1.1.6 Développement d�une fonction en série de Bessel

Dé�nition 1.6. Une fonction numérique f est dite continue par morceaux dans l�intervalle

]a; b[ si

i) L�intervalle ]a; b[ peut être divisé en un nombre �ni d�intervalles tels que f est continue

dans chacun d�eux.

ii) Les limites de f sont �nies lorsque x tend vers les bornes de chaque intervalle.

Théorème 1.5. Si f et f 0 sont continues par morceaux dans l�intervalle ]0; a[ ; alors f

admet un développement en série de Bessel sous la forme suivante [7], [9]:

f(x) = A1J�(�1x) +A2J�(�2x) + :::

=

1X
m=0

AmJ�(�mx)

avec �1; �2::: sont les racines postives de l�équation (1.1.22) .

Remarque 1.10. 1) Dans le cas où �
�
� 0 et � 6= 0; � 6= 0, les coe¢ cients Am sont

calculés comme suit [9]:

Am =
2�2m

(�2m � �2 + �2=�2)J2� (�mx)

Z 1

0

xJ�(�mx) f(x)dx,
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1.1. Fonctions cylindriques

où �1; �2; ::: sont les racines postives de (1.1.22) .

2) Dans le cas où � = 0 c�est-à-dire �1; �2::: sont les racines postives de J�(x) = 0, les

coe¢ cients Am sont donnes par

Am =

Z 1

0

xJ�(�mx) f(x)dx,

en e¤et;

si

f(x) =

1X
m=0

AmJ�(�mx) , x 2 ]0; 1[ ,

en multipliant les deux parties de l�égalité par xJ�(�kx) et en intégrant terme à terme de 0

à 1, et en tenant compte de (1.1.25) , on obtientZ 1

0

xJ�(�kx) f(x)dx =
1X
m=0

Am

Z 1

0

xJ�(�kx) J�(�mx)dx

= Ak

Z 1

0

xJ2� (�kx)dx

= Ak
1

2

n
J
0

�+1(�k)
o2
+ (1� �2

�2
)J2� (�k).

Mais, J2� (�) = 0,

donc Z 1

0

xJ�(�x)f(x) dx =
1

2
AkJ

02
� (�k),

c�est-à-dire

Ak =
2

J 02
� (�k)

Z 1

0

xJ�(�kx) f(x)dx.

D�aprés les propriétés des fonctions de Bessel (propriété (2)), on a

�kJ
0

�(�k) = �J�(�k)� �kJ�+1(�k),

et comme

J�(�k) = 0, alors J
0

�(�k) = �J�+1(�k).
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1.1. Fonctions cylindriques

D�où

Ak =
2

fJ�+1(�k)g2
Z 1

0

xJ�(�kx) f(x)dx.

Remarque 1.11. Sur ]0; a[ les coe¢ cients Ak s�obtiennent aussi comme suit :

Ak =
2

a2 [J�+1(�na)]
2

Z a

0

xJ�(�kx)f(x)dx,

où �1,�2... sont les racines postives de J�(x) = 0.

En e¤et;

f(x) =

1X
p=0

ApJ�(�Px), x 2 ]0; a[ .

Alors Z a

0

xJ�(�nx) f(x)dr =

Z a

0

Anx [J�(�nx)]
2 dx

= An

Z a

0

x [J�(�nx)]
2 dx

= An
1

2
a2
h
J
0

�(�na)
i2

= An
1

2
a2 [J�+1(�na)]

2 .

D�où

An =
2

a2 [J�+1(�na)]
2

Z a

0

xJ�(�nx)f(x)dr.

D�où le développement cherché.

Exemple 6. Soit la fonction constante

f(x) = 1; avec x 2 ]0; 1[

Développons cette fonction en série de fonction de Bessel d�ordre � = 0, pour x 2 ]0; 1[
si �n; n = 1; 2; 3:::: sont les racines positives de J0(x) = 0,

d�après le résultat précédent on a

f(x) = 1 =

1X
n=1

AnJ0(�nx),

où

An =
2

[J1(�n)]
2

Z 1

0

xJ0(�nx)dx.
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1.1. Fonctions cylindriques

On pose

v = �nx) x =
1

�n
v,

donc

dx =
1

�n
dv.

On obtient

An =
2

�2n [J1(�n)]
2

Z �n

0

vJ0(v)dv

=
2

�2n [J1(�n)]
2vJ1(v)]

�n
0

=
2

�nJ1(�n)
D�après la propriété(5) des fonctions de Bessel, pour � = 1.

Donc

f(x) = 1 =
1X
n=1

2

�nJ1(�n)
J0(�nx).

Soit l�équation di¤érentielle suivante

y
00
+
1

z
y
0 �
�
1 +

�2

z2

�
y = 0; (1.1.26)

avec � 2 C:

Dé�nition 1.7. L�équation (1.1.26) est appelée équation de Bessel modi�ée(1).

La solution de cette équation est donnée par (Voir [7] page 108 et [9] page 106)

y(z) = C1I� (z) + C2K� (z) ,

où

I� (z) =

1X
k=0

(z=2)�+2k

� (k + 1)� (k + � + 1)
; jzj <1; jarg zj < �

et

K� (z) =

8<:
�
2

h
I��(z)�I�(z)

sin ��

i
si � 6= 0;�1;�2; :::

limp!�
�
2

h
I�p(z)�Ip(z)

sin p�

i
si � = 0;�1;�2; :::

(1)Elle s�obtient en posant z = ix dans l�équation de Bessel (1.1.1).

26



1.1. Fonctions cylindriques

Dé�nition 1.8. Les fonctions I� et K� sont appelées respectivement fonction de Bessel

modi�ée de première espèce et fonction de Bessel modi�ée de seconde espèce.

Remarque 1.12. La fonction K� est appelée aussi fonction de Mc-Donald.

Remarque 1.13. Les courbes représentatives des fonctions I0(x), I1(x); K0(x) et K1(x)

sont données comme suit :
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1.1. Fonctions cylindriques

1.1.7 Application aux problèmes de conduction thermique

1) Soit a résoudre le problème de conduction thermique dans un cylindre de longueur in�ni,
de rayon a et dont la température initiale est égale à F (r): Alors que la température à la

surface latérale est maintenue à zéro. Supposons que la température u dépend uniquement

du temps t et de la position r. Donc il s�agit de trouver la température en toute position r

et tout instant t.

Ainsi, le problème aux limites est formulé de la façon suivante [2]:8<: @u
@t
= {

�
@2u
@2r
+ 1

r
@u
@r

�
u(a; t) = 0; u(r; 0) = F (r) et ju(r; t)j < M

(1.1.27)

où

u = u(r; t);

{ = k
��
: facteur de di¤usion;

k : la conductibilité thermique;

� : la chaleur spéci�que;

� : La masse spéci�que

En utilisant la méthode de séparation des variables (méthode de fourrier), on cherchera

la solution sous la forme

u = R(r)T (t),

le problème devient

RT 0 = {(R00
T +

1

r
R0T ). (1.1.28)

En divisant, alors par {T , il vient

T 0

{T
=
1

R
(R

00
+
1

r
R0) = ��2,

où � est la constante de séparation. Et on trouvera les deux équations suivantes:

T 0 + {�2T = 0 (1.1.29)

et

R
00
+
1

r
R0 + �2R = 0. (1.1.30)

Il est clair que (1.1.30) est une équation de Bessel, ainsi leurs solutions sont respective-

ment

T (t) = C exp(�{�2t); avec C 2 R
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1.1. Fonctions cylindriques

et

R(r) = AJ0(�r) +BY0(�r); avec A 2 R.

Or, la fonction Y0 n�est pas bornée à l�origine [9], ce qui donne B = 0.

D�où

u(r; t) = D exp(�{�2t)J0(�r).

En véri�ant la premiére condition limite, on aura

u(a; t) = D exp(�{�2t)J0(�a) = 0.

D�où

J0(�a) = 0.

Ainsi les solutions particulières du problème sont

un(r; t) = Dn exp(�{�2nt)J0(�nr),

où n 2 N� et �n sont les racines positives de l�équation J0(�a) = 0:

En tenant compte de la relation J�(�x) = (�1)�J�(x); le choix de toutes les racines se
ramène au cas précédant.

Le principe de la superposition permet de trouver

u(r; t) =
1X
n=1

un(r; t).

La condition initiale du problème est

u(r; 0) = F (r) =

1X
n=1

DnJ0(�nr),

d�où(2)

Dn =
2

a2 [J1(�n)]
2

Z a

0

rF (r)J0(�nr)dr.

Par conséquent

u(r; t) =
2

a2

1X
n=1

�
exp(�{�2nt)

J0(�nr)

[J1(�na)]
2

Z a

0

rF (r)J0(�nr)dr

�
.

Remarque 1.14. La méthode précédente permet aussi de résoudre le problème de conduc-

tion thermique suivant:

(2)Voir le résultat de la Remarque 1.11.
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1.1. Fonctions cylindriques

Si la température initiale est égale à 0; alors que la surface latérale est maintenue à la

température constante V; dans ce cas le problème se formule comme suit8>><>>:
@v
@t
= {

�
@2v
@2r
+ 1

r
@v
@r

�
vjr=a = V

vjt=0 = 0

(1.1.31)

La solution de ce dernier problème est donc

v(r; t) = V + u�(r; t),

où u� est la solution du problème (1.1.27) précédant pour F (r) = �V .
Ainsi

u�(r; t) =
2

a2

1X
n=1

�
exp(�{�2nt)

J0(�nr)

[J1(�n)]
2 (�V )

Z a

0

rJ0(�nr)dr

�
,

et comme Z a

0

rJ0(�nr)dr =
1

�n
rJ1(�nr)ja0

=
1

�n
aJ1(�na).

Donc

u�(r; t) = �2V
a

1X
n=1

exp(�{�2nt)
J0(�nr)

�nJ1(�na)
,

c�est-à-dire

v(r; t) = V � 2V
a

1X
n=1

exp(�{�2nt)
J0(�nr)

�nJ1(�na)
. (1.1.32)

Cette solution véri�e bien les conditions aux limites du problème (1.1.31) .

En e¤et;

(V � u�)jt=0 = V � ujt=0 = V � V = 0

et

(V � u�)jr=a = V � ujr=a = V � 0 = V = vjr=a .

On divise les deux parties de l�égalité (1.1.32) sur V , on obtient

v(r; t)

V
= 1� 2

a

1X
n=1

exp(�{�2nt)
J0(�nr)

�nJ1(�na)
. (1.1.33)

On pose

�n = a�n et T = {t,
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1.1. Fonctions cylindriques

alors, l�expression (1.1.33) devient

v

V
= 1� 2

1X
n=1

exp(��n
a2
T )

J0(
�n
a
r)

�nJ1(�n)
.

Le graphe suivant représente la variation de v
V
en fonction r

a
; pour sept instants di¤érents:

Figure 1.5: L�allure de v=V en fonction de r=a

2) Soit le problème suivant:8>><>>:
@u
@t
= a2

�
@2u
@2r
+ 1

r
@u
@r

�
0 < r < R , t > 0

@u
@r

��
r=R

= 0

u(r; 0) = '(r)

(1.1.34)

On pose

u(r; t) = P (r)T (t),

ainsi, l�équation devient

PT 0 = a2(P
00
T +

1

r
P 0T ):

En divisant par P; on obtient

T 0 = a2(
P

00

P
T +

1

r

P 0

P
T ),
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1.1. Fonctions cylindriques

ensuite on divise par T , et on trouve

T 0

T
= a2(

P
00

P
+
1

r

P 0

P
):

Ce qui donne
T 0

a2T
= (

P
00

P
+
1

r

P 0

P
) = ��2,

où � est la constante de séparation.

On a donc les deux équations suivantes

T 0 + a2�2T = 0

et

r2P
00
+ rP 0 + r2�2P = 0:

et leurs solutions sont respectivement

T (t) = C1 exp(�a2�2t)

et

R(r) = C2J0(�r) + C3Y0(�r):

Comme u est bornée, alors C3 = 0:

Donc, la solution est sous la forme suivante

u(r; t) = A exp(�a2�2t)J0(�r),

où A = C1C2.

D�aprés la première condition aux limites, on a

@u

@r

����
r=R

= 0,

c�est-à-dire

P 0(R)T = 0,

ou encore

A exp(�a2�2t)J 00(�R) = 0.

D�où

J 00(�R) = 0,

donc

J1(�R) = 0.
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1.1. Fonctions cylindriques

Soient �n; n = 0; 1; 2; 3::: les racines de l�équation

J1(�nR) = 0 (�0 = 0),

on a

un(r; t) = An exp(�a2�2nt)J0(�nr); n = 0; 1; 2; 3:::

sont des solutions.

D�après le principe de superposition, on trouve

u(r; t) =

1X
n=0

un(r; t).

La deuxième condition aux limites donne

u(r; 0) = '(r) =

1X
n=0

AnJ1(�nr),

où

An =
2

R2 [J0(�R)]
2

Z R

0

r'(r)J1(�nr)dr =
2

R2 [J0(�R)]
2�n(�n).

Ainsi

�n(�n) =

Z R

0

r'(r)J1(�nr)dr.

En e¤et,

comme un est solution du problème

un(r; 0) = '(r) = AnJ1(�nr),

en multipliant les deux parties de l�égalité par rJ1(�nr) et en intégrant par rapport a r

de 0 à R; et en tenant compte de la Remarque 1.8., on obtientZ R

0

r'(r)J1(�nr)dr = An

Z R

0

r [J1(�nr)]
2 dr = An

R2

2
[J0(�R)]

2 ,

car Z R

0

rJ1(�nr)J1(�mr)dr =

(
0 si �n 6= �m

[J0(�nR)]
2 R2

2
si non

.

3) Soit aussi le problème suivant8>><>>:
@u
@t
= a2

�
@2u
@2r
+ 1

r
@u
@r
� u

r2

�
0 < r < R , t > 0

ujr=R = 0
u(r; 0) = '(r)

(1.1.35)
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1.1. Fonctions cylindriques

En posant

u(r; t) = P (r)T (t);

l�équation devient

PT 0 = a2(P
00
T +

1

r
P 0T � PT

r2
):

En divisant par P , il vient

T 0 = a2(
P

00

P
T +

1

r

P 0

P
T � T

r2
);

en divisant ensuite par a2T , on trouve

T 0

a2T
= (

P
00

P
+
1

r

P 0

P
� 1

r2
):

ce qui peut encore s�écrire

T 0

a2T
= (

P
00

P
+
1

r

P 0

P
� 1

r2
) = ��2, (1.1.36)

où � est la constante de séparation.

L�égalité (1.1.36) se traduit par deux équations; la première est

T 0 + a2�2T = 0

la seconde se déduit comme suit

P
00
+
1

r
P 0 � P

r2
= ��2P , P

00
+
1

r
P 0 +

�
�2 � 1

r2

�
P = 0

, r2P
00
+ rP 0 +

�
r2�2 � 1

�
P = 0

Leurs solutions sont respectivement

T (t) = C1 exp(�a2�2t)

et

R(r) = C2J1(�r) + C3Y1(�r):

Et comme la solution est bornée, alors C3 = 0, donc la solution est sous la forme suivante

u(r; t) = A exp(�a2�2t)J1(�r)

où A = C1C2.
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1.1. Fonctions cylindriques

La première condition aux limites donne

ujr=R = 0,

c�est-à-dire

u(R; t) = 0,

ce qui équivalent à

A exp(�a2�2t)J1(�R) = 0) J1(�R) = 0.

Soit �n; n = 0; 1; 2; 3::: les racines positives de l�équation

J1(�nR) = 0, (�0 = 0) .

On a

Pour tout n = 0; 1; 2; 3:::; un(r; t) = An exp(�a2�2nt)J1(�nr);

est une solution.

D�après le principe de la superposition, on trouve

u(r; t) =
1X
n=0

un(r; t).

D�après la deuxième condition aux limites on a

u(r; 0) = '(r) =
1X
n=0

AnJ1(�nr),

où

An =
2

R2 [J0(�nR)]
2

Z R

0

r'(r)J1(�nr)dr =
2

R2 [J0(�nR)]
2�n(�n),

où �n(�n) =

Z R

0

r'(r)J1(�nr)dr:

Par suite, la solution générale de ce problème est

u(r; t) =

1X
n=0

��
2

R2 [J0(�nR)]
2

Z R

0

r'(r)J1(�nr)dr

�
exp(�a2�2nt)

�
J1(�nr)

=
1X
n=0

��
2J1(�nr)

R2 [J0(�nR)]
2

Z R

0

r'(r)J1(�nr)dr

�
exp(�a2�2nt)

�
.
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1.2. Transformation de Hankel:

1.2 Transformation de Hankel:

Soient �n; n = 0; 1; 2; 3::: les racines positives de l�équation

J1(�nR) = 0, (�0 = 0) .

Dé�nition 1.9. On appelle transformation �nie de Hankel d�ordre 0 de la fonction  (r),

l�intégrale suivante:

	n =

Z R

0

r (r)J0(�nr)dr.

La transformation inverse est

 (r) =
2

R2

1X
n=0

J0(�nr)

[J0(�nR)]
2	n.

Dé�nition 1.10. On appelle transformation �nie de Hankel d�ordre 1 de la fonction ' (r),

l�intégrale suivante:

�n =

Z R

0

r'(r)J1(�nr)dr.

La transformation inverse est

'(r) =
2

R2

1X
n=0

J1(�nr)

[J0(�nR)]
2�n.
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Chapitre 2

Notions sur l�élasticité linéaire

La transformation géométrique qui décrit le passage d�un élément de matière (élément de

volume) de l�état initial à l�état �nal se décompose en: Translation, Rotation et Déformation.

Cette dernière étant la seule responsable du changement de forme de l�élément.

La translation et la rotation sont deux mouvements de corps qui traduisent les change-

ments de position et d�orientation. Du point de vue de l�état �nal; si l�on ne s�intéresse

qu�au changement de forme de l�élément et non plus à sa position et à son orientation, alors

les deux dernières con�gurations �nales sont équivalentes [Figure 2.1].

Figure 2.1: Etat initial et �nal

Seule la déformation(1) responsable des variations de longueur et des décalages angulaires

caractérise le changement de la forme géométrique de l�élément. Elle seule sera liée à la

contrainte appliquée.

(1)C�est la variable pertinente du mécanicien.
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2.1. Rappels et dé�nitions

2.1 Rappels et dé�nitions

2.1.1 Quelques rappels

1) On dé�nit la contrainte comme étant la force divisée par la surface sur laquelle elle

s�exerce, cette contrainte est exprimée en newton sur le mètre carré, c�est-à-dire

Contrainte =
Force

Aire

2) On dé�nit le moment d�une force par apport à l�axe de rotation par

Moment = Force� bras; où

le bras est la distance qui sépare le support de la force à l�axe de rotation.

Le but d�un moment de force est de produire une rotation. La condition d�équilibre

d�un solide lié à tourner autour d�un axe est que la somme des moments qui tend à le faire

tourner dans un sens soit nulle.

2.1.2 Quelques dé�nitions

L�application des forces sur un corps homogène et isotrope provoque le changement de

sa con�guration géométrique.

Dé�nition 2.1. On appelle déformation élastique, une déformation réversible c�est-à-dire

le milieu (le corps) retourne à son état initial lorsque l�on supprime les forces provoquant

cette déformation.

Remarque 2.1. On peut distinguer deux systèmes de forces agissant sur un corps : les

forces sollicitant tout le volume dites forces volumiques, et celles qui s�exercent sur la surface

dites forces surfaciques.

Remarque 2.2. En état d�équilibre, la résultante des forces et des moments sollicitant le

corps est égale à zéro.

Dé�nition 2.2. On appelle déplacement, le vecteur dont l�origine coïncide avec la position

initiale du point et l�extrémité avec la position du point après déformation. Désignons ses

projections par u; v et w en coordonnées cartésiennes . En coordonnées cylindriques on les

notes ur; u�;et uz ces dernières représentent respectivement le déplacement radial, angulaire

et axial.
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Remarque 2.3. Le coe¢ cient de Poisson(2) permet de caractériser la contrainte perpen-

diculaire à la direction de la force appliquée. Dans le cas où le matériau est isotrope(3), ce

coe¢ cient permet de relier le module de cisaillement G au module de Young(4) E [14].

Remarque 2.4. Le coe¢ cient de poisson est toujours inférieur ou égal à 1/2 . S�il est égal

à 1/2, alors le matériau est incompressible.

2.2 Etablissement des équations d�équilibres

2.2.1 En coordonnées cartésiennes

Soit l�élément de volume [Figure 2.2] représentant un parallélépipède, d�arêtes dx; dy

et dz. Supposons que cet élément est soumis à une force volumique dont les composantes

sont Fx; Fy et Fz . Les projections de la force sollicitant le volume sont alors : Fxdxdydz;

Fydxdydz et Fzdxdydz:

L�interaction de cet élément avec le milieu extérieur conduit à l�apparition d�e¤orts sur

les faces de cet élément, que nous supposerons uniformément réparties. Et comme les

arêtes sont petites [Figure 2.2], les contraintes sont symboliquement identi�ées à des forces

appliquées au centre de chaque face.

Prenons par exemple la face dy dz, cette face est sollicitée par une force dont la projection

sur la normale x sera �x dite composante normale de la contrainte ou bien simplement

contrainte normale, les projections sur les directions y et z sont respectivement �xy et �xz

dites: composantes tangentielles ou contraintes tangentielles et �y; �z, � yx; � yz; � zx et � zy

(2)Denis Poisson Français (1781-1840), auteur de travaux sur la physique mathématique.
(3)Un corps est dit isotrope lorsque les coe¢ cients élastiques � et G sont des constantes.
(4)Constante élastique qui lie la contrainte à la déformation
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sont déterminées de la même manière.
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Figure 2.2: parallelepipede
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2.2. Etablissement des équations d�équilibres

Remarque 2.5. i) Les contraintes normales sollicitant une traction ont un sens positif.

ii) Les contraintes normales sollicitant une compression ont un sens négatif.

Figure 2.3: Sens positif des contraintes

iii) D�une manière générale, tout loi peut localement c�est-à-dire "pour des petite variation"

être remplacé par un développement limité du premier ordre (approximation linéaire); les

lois en élasticité linéaire sont des approximations linéaires [14], dans la formule de Taylor

on se limite à l�ordre un c�est-à-dire

f(x+ dx; y; z) = f(x; y; z) + @f
@x
(x; y; z)dx+

@2f

@x2
(x; y; z)

(dx)2

2!
+ :::| {z }

termes négligés

(2.2.1)

où (2.2.1) est la formule de Taylor.

Cette formule est appliquée aux contraintes et cela du fait que ces dernières sont des

fonctions. En tenant compte des trois points de la remarque ci dessus, on a chaque face

du parallélépipède [Figure 2.3] placée dans l�espace R3 est soumise à trois contraintes, une
normale et deux tangentielles, et cela en état d�équilibre, comme le montre [Figure 2.4 (a)

et (b)].
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2.2. Etablissement des équations d�équilibres

Figure 2.4: (a) Contraintes. (b) Contraintes sur la face dxdy:

Conditions d�équilibre sur les forces et les moments

a) Sur les forces En état d�équilibre, la somme de toutes les forces donne zéro.

La projection de ces dernières sur l�axe (ox)

En tenant compte de la surface sur la quelle agit chaque force [Section 2.1.1 ], on aX
F(ox) = ��xdydx+ (�x +

@�x
@x

dx)dydz � � yxdxdz + (� yx +
@� yx
@y

dy)dxdz � � zxdxdy

+(� zx +
@� zx
@z

dz)dxdy + Fxdxdydz

= 0;

après simpli�cation on trouve

@�x
@x

dxdydz +
@� yx
@y

dydxdz +
@� zx
@z

dzdxdy + Fxdxdydz = 0:

Ainsi, on obtient
@�x
@x

+
@� yx
@y

+
@� zx
@z

+ Fx = 0: (2.2.2)

Avec le même principe, la projection sur (oy) conduit à

@�xy
@x

+
@�y
@y

+
@� zy
@z

+ Fy = 0: (2.2.3)
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Et la projection sur (oz), donne la relation

@�xz
@x

+
@� yz
@y

+
@�z
@z

+ Fz = 0: (2.2.4)

Remarque 2.6. Le système 8>><>>:
@�x
@x
+ @�yx

@y
+ @�zx

@z
+ Fx = 0

@�xy
@x
+ @�y

@y
+ @�zy

@z
+ Fy = 0

@�xz
@x
+ @�yz

@y
+ @�z

@z
+ Fz = 0

(2.2.5)

formé par (2.2.2) , (2.2.3) et (2.2.4) est appelé système d�équilibre en contraintes.

Soit O1 de composante
�
dx
2
; dy
2
; dz
2

�
le nouveaux origine du repère O1(�; �; �), tel que O1�

k Ox; O1� k Oy et O1� k Oz.

b) Sur les moments Les trois moments de forces provoquant la rotation de l�élément

de volume autour des O1�, O1� et O1� respectivement sont égaux à zéro comme le montre

cette �gure.

dy
y
yx

yx ∂
∂

+
τ

τ

yxτ

dx
x
xy

xy ∂
∂

+
τ

τ

xyτ

+

dx
dy

dz
1O

ξ

Figure 2.5: Rotation autour de O1�

Remarque 2.7. Par convention le sens positif est le sens antihoraire.
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Par rapport à O1� La somme des moments qui provoque la rotation autour de O1�

est égale à zéro, et cela se traduit par

(�xy +
@�xy
@x

dx+ �xy)dydz
dx

2
� (� yx +

@� yx
@y

dy + � yx)dxdz
dy

2
= 0:

Ce qui est équivalent à

2�xydydz
dx

2
+
@�xy
@x

dxdydz
dx

2
� 2� yxdxdz

dy

2
� @� yx

@y
dydxdz

dy

2
= 0:

En négligeant les termes d�ordre quatre on trouve

�xydydzdx� � yxdxdzdy = 0:

Ce qui donne

�xy = � yx:

Avec le même raisonnement sur O1� et O1� on obtient respectivement

� zx = �xz

et

� zy = � yz.

La loi de Hooke en coordonnées cartésiennes

La loi de Hooke permet d�exprimer les contraintes en fonction des déformations [14]8>><>>:
�x = �� + 2G"x; �xy = G
yx;

�y = �� + 2G"y; �xz = G
xz;

�z = �� + 2G"z; � yz = G
yz;

(2.2.6)

où les déformations s�obtiennent comme suit8>><>>:
"x =

@u
@x
; "y =

@v
@y
; "z =

@w
@z
, � = @u

@x
+ @v

@y
+ @w

@z
;


yx =
@v
@x
+ @u

@y
; 
xz =

@u
@z
+ @w

@x
; 
yz =

@v
@z
+ @w

@y
et

� = 2G �
1�2� :

telles que 8>>>>><>>>>>:
G : Module de cisaillement,

� : Coe¢ cient de Lamé,

� : Coe¢ cient de Poisson ,

� : Dilatation volumique.
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Equations d�équilibres en fonctions des déplacements

A l�aide de la loi de Hooke, on se ramene à des équations d�équilibre en déplacement.

La première équation du système d�équilibre en contraintes (2.2.5) est

@�x
@x

+
@� yx
@y

+
@� zx
@z

+ Fx = 0. (2.2.7)

Exprimons les termes de cette dernière en fonction des déplacements comme suit:

D�après la loi de Hooke on a

le premier terme de l�équation (2.2.7)

@�x
@x

= �

�
@2u

@x2
+

@2v

@x@y
+

@2w

@x@z

�
2G

@2u

@x2
;

le second est donné par

@� yx
@y

= G
@

@y

�
@v

@x
+
@u

@y

�
= G

�
@2v

@y@x
+
@2u

@y2

�
= G

�
@2u

@y2
+

@2v

@y@x

�
;

et le troisième terme de l�équation (2.2.7) est exprimé par

@� zx
@z

= G
@

@z

�
@u

@z
+
@w

@x

�
= G

�
@2u

@2z
+

@2w

@z@x

�
.

En les remplaçant dans l�équation (2.2.7) , on obtient

�

�
@2u

@x2
+

@2v

@x@y
+

@2w

@x@z

�
2G

@2u

@x2
+G

�
@2u

@y2
+

@2v

@y@x

�
+G

�
@2u

@z2
+

@2w

@z@x

�
+ Fx = 0:

Après simpli�cation(5), on trouve

G�u+ �
@

@x
� +G

�
@2u

@x2
+

@2v

@x@y
+

@2w

@x@z
+ Fx

�
= 0:

Ce qui est équivalent à

G�u+ (�+G)
@

@x
� + Fx = 0:

En divisant ensuite par G, on aura

�u+

�
�

G
+ 1

�
@

@x
� +

Fx
G
= 0:

(5)�u = @2u
@x2 +

@2u
@y2 +

@2u
@z2
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Posons

� = 2G
�

1� 2�

=) �

G
=

2�

1� 2�

=) �

G
+ 1 =

2�

1� 2� + 1 =
2� + 1� 2�
1� 2� =

1

1� 2� :

En posant 1
1�2� = �0; l�équation précédente devient

�u+ �0
@

@x
� +

Fx
G
= 0: (2.2.8)

Prenons maintenant la deuxième équation du système d�équilibre en contraintes (2.2.5)

@�xy
@x

+
@�y
@y

+
@� zy
@z

+ Fy = 0. (2.2.9)

La loi de Hooke permet d�écrire

@�xy
@x

= G
@

@x

�
@v

@x
+
@u

@y

�
= G

�
@2v

@x2
+

@2u

@x@y

�
= G

�
@2u

@x@y
+
@2v

@x2

�
;

@�y
@y

=
@

@y
(�� + 2G"y) = �

�
@2u

@y@x
+
@2v

@y2
+

@2w

@y@z

�
+ 2G

@2v

@y2

et
@� zy
@z

=
@

@z

�
G

�
@v

@z
+
@w

@y

��
= G

�
@2v

@z2
+

@2w

@z@y

�
.

En les substituant dans (2.2.9) , on obtient

G

�
@2u

@x@z
+
@2v

@x2

�
+ �

�
@2u

@y@x
+
@2v

@y2
+

@2w

@y@z

�
+ 2G

@2v

@y2
+G

�
@2v

@z2
+

@2w

@z@y

�
+ Fy = 0:

En factorisant, on aboutit à

G�v + �
@

@y
� +G

�
@2v

@y2
+

@2w

@z@y
+

@2u

@x@y

�
+ Fy = 0:

Ce qui est similaire à

G�v + �
@

@y
� +G

@

@y
� + Fy = 0;

donc, l�équation précédente devient

G�v + (�+G)
@

@y
� + Fy = 0:
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C�est-à-dire

�v + �0
@

@y
� +

Fy
G
= 0: (2.2.10)

Prenons la troisième équation du système d�équilibre en contraintes (2.2.5) .

@�xz
@x

+
@� yz
@y

+
@�z
@z

+ Fz = 0: (2.2.11)

La loi de Hooke donne

@�xz
@x

=
@

@x

�
G

�
@w

@x
+
@u

@z

��
= G

�
@2w

@x2
+

@2u

@x@z

�
= G

�
@2u

@x@z
+
@2w

@x2

�
;

@� yz
@y

=
@

@y

�
G

�
@v

@z
+
@w

@y

��
= G

�
@2v

@y@z
+
@2w

@y2

�
et

@�z
@z

=
@

@z
(�� + 2G"z) = �

@

@z
� + 2G

@2w

@z2
:

En les échangeant dans (2.2.11) , on obtient

G

�
@2u

@x@z
+
@2w

@x2

�
+G

�
@2v

@y@z
+
@2w

@y2

�
+ �

@

@z
� + 2G

@2w

@z2
+ Fz = 0;

par réduction, on trouve

G�w + �
@

@zy
� +G

�
@2u

@x@z
+

@2v

@y@z
+
@2w

@z2

�
+ Fz = 0:

Ce qui est identique à

G�w + �
@

@z
� +G

@

@z
� + Fz = 0.

Finalement, l�équation précédente devient

G�w + (�+G)
@

@z
� + Fz = 0;

c�est-à-dire

�w + �0
@

@z
� +

Fz
G
= 0. (2.2.12)

Remarque 2.8. le système suivant formé par les équations (2.2.8) , (2.2.10) et (2.2.12)8>><>>:
�u+ �0

@
@x
� + Fx

G
= 0

�v + �0
@
@y
� + Fy

G
= 0

�w + �0
@
@z
� + Fz

G
= 0

est appelé système d�équilibre de Lamé ou système d�équilibre en déplacements.
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2.2.2 En coordonnées cylindriques

Soient O(r; �; z) les coordonnées cylindriques et 
 un élément de volume délimité par les

faces curvilignes.

Supposons qu�il est soumit à une force F dont les composantes sont: Fr; F� et Fz:

On distingue trois sortes de contraintes normales(6) [14]:

Contrainte radiale �r;

contrainte angulaire ��;

contrainte axiale �z.

Et six contraintes tangentielles(7):

Contraintes tangentielles axialese: � rz et � �z;

contraints tangentielles angulaires: � r� et � z�;

contraintes tangentielles radiales: � zr et � �r:

Comme le montre la [Figure 2.6].

Remarque 2.9. On a chaque face l�élément [Figure 2.6], est soumise à trois contraintes,

une normale et deux tangentielles, et cela en état d�équilibre.

(6)La contrainte normale c�est une contrainte qui est normale sur la surface sur la quelle elle agit.
(7)Chaque contrainte normale est associé par deux contraintes tangentielles.

48



2.2. Etablissement des équations d�équilibres

z

dz

dr
r

r
r ∂

∂
+

σ
σ

dr
z
rz

rz ∂
∂

+
τ

τ

θd
y

x

dr
θ

r

dr
r
r

r ∂
∂

+ θ
θ

τ
τ

dz
z
zr

zr ∂
∂

+
τ

τ

θσ

rθτ

zθτ

dz
z

z
z ∂

∂
+

σ
σ dz

z
z

z ∂
∂

+ θ
θ

τ
τ

rσ

rzτθτ r

Figure 2.6: Element cylindrique

Remarque 2.10. Les contraintes normales de traction sont considérées comme étant pos-

itives, alors que celles de compression sont négatives, (le même principe appliqué en cas

cartésien).
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Soit O1��� un système de coordonnées cylindriques, tels que, les composantes de O1 sont

(r+ dr
2
; �+ d�

2
; z+ dz

2
): O1� et O1� sont les vecteurs radial et angulaire, respectivement, alors

que O1� k Oz:
L�élément 
 est en état d�équilibre si la somme des projections des forces sur chacun

des axes O1�; O1� et O1� est nulle, idem pour les moments.

Conditions d�équilibre sur les forces et les moments

a) Sur les forces La projection sur O1�

A l�état d�équilibre, la somme de toutes les forces égale à zéro donc la somme des pro-

jections de ces forces sur chaque axe égale à zéro [Figure 2.6] , [Figure 2.8] et [Section 2.1.1],

on aX
FO1� =

�
�r +

@�r
@r

dr

�
(r + dr) d�dz � �rrd�dz

+

�
� zr +

@� zr
@z

dz

��
(r + dr)2

d�

2
� r2

d�

2

�
� � zr

�
(r + dr)2

d�

2
� r2

d�

2

�
+

�
�� +

@��
@�

d�

��
sin

d�

2

�
drdz � ��

�
sin

d�

2

�
drdz

+

�
� �r +

@� �r
@�

d�

�
(cos

d�

2
)drdz � � �r(cos

d�

2
)drdz

+Fr

�
(r + dr)2

d�

2
dz � r2

d�

2
dz

�
= 0.
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Et comme

(r + dr)2
d�

2
� r2

d�

2
=

�
r2 + 2rdr + (dr)2

� d�
2
� r2

d�

2

= rdrd� + (dr)2
d�

2
;

et l�angle d� est su¢ samment petit, par suite on peut écrire [voir la Remarque 2.5. (iii)]

cos
d�

2
= 1; sin

d�

2
=
d�

2
;

et en négligeant les termes d�ordre quatre, on aboutit à

�rdrd�dz +
@�r
@r

rdrd�dz +
@� zr
@z

rdrd�dz +
@� �r
@�

drd�dz � ��drd�dz + Frrdrd�dz = 0:

En devisant ensuite cette équation par rdrd�dz, on trouve

@�r
@r

+
@� zr
@z

+
1

r

@� �r
@�

+
�r � ��

r
+ Fr = 0. (2.2.13)

Ce qui donne la première équation d�équilibre en contraintes.

La projection sur O1�

La somme de toutes les projections sur O1� donne zéro;X
FO1� =

�
� r� +

@� r�
@r

dr

�
(r + dr) d�dz � � r�drd�dz

+

�
� z� +

@� z�
@z

dz

��
(r + dr)2 � r2

� d�
2
� � z�

�
(r + dr)2 � r2

� d�
2

+

�
�� +

@��
@�

d�

��
cos

d�

2

�
drdz

�
�
�� cos

d�

2

�
drdz +

��
� �r +

@� �r
@�

d�

�
(sin

d�

2
) + � �r sin

d�

2

�
drdz

+F�

�
(r + dr)2

d�

2
dz � r2

d�

2
dz

�
= 0

En tenant compte de

(r + dr)2
d�

2
� r2

d�

2
= rdrd� + (dr)2

d�

2

et

cos
d�

2
= 1;

et en négligeant les termes d�ordre quatre comme on a fait précédemment, on obitient

� r� + � �r
r

rdrd�dz +
@� r�
@r

rdrd�dz +
@� z�
@z

rdrd�dz +
1

r

@��
@�

rdrd�dz + F�rdrd�dz = 0:
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En divisant ensuite cette équation par rdrd�dz, on trouve

� r� + � �r
r

+
@� r�
@r

+
@� z�
@z

+
1

r

@��
@�

+ F� = 0 (2.2.14)

Qui traduit la deuxième équation d�équilibre en contraintes. Cette �gure montre les

surfaces sur les quelles agissent les contraintes qui apparaissent dans cette équation.
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Figure 2.8: Contraintes cylindriques

Remarque 2.11. On va montrer plus tard que: � rz = � zr; � �z = � z� et � �r = � �r:

La projection sur O1�

La somme de toutes les projections sur O1� donne zéroX
FO1� =

�
�z +

@�z
@z

dz

�
rdrd� � �zrdrd� +

�
� �z +

@� �z
@�

d�

�
drdz � � �zdrdz

+

�
� rz +

@� rz
@r

dr

�
(r + dr)d�dz � � rzrd�dz + Fzrdrd�dz

= 0.

En simpli�ant, on obtient

@�z
@z

rdrd�dz +
@� �z
@�

drd�dz + � rzdrd�dz +
@� rz
@r

rdrd�dz + Fzrdrd�dz = 0:
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2.2. Etablissement des équations d�équilibres

En divisant par rdrd�dz; on aura

@�z
@z

+
1

r

@� �z
@�

+
� rz
r
+
@� rz
@r

+ Fz = 0. (2.2.15)

Qui exprime la troisième équation d�équilibre en contraintes.

Dé�nition 2.3. Les trois équations d�équilibre précédentes, a savoir (2.2.13) , (2.2.14) et

(2.2.15) forment le système8>><>>:
@�r
@r
+ @�zr

@z
+ 1

r
@��r
@�
+ �r���

r
+ Fr = 0

�r�+��r
r

+ @�r�
@r
+ @�z�

@z
+ 1

r
@��
@�
+ F� = 0

@�z
@z
+ 1

r
@��z
@�
+ �rz

r
+ @�rz

@r
+ Fz = 0

(2.2.16)

qui est appelé système d�équilibre en contraintes.

b) sur les moments En état d�équilibre la somme des moments qui provoquent la

rotation autour de chaque axe est égale à zéro.

Moments par rapport à l�axe O1� [Figure 2.9].

dr
r
r

r ∂
∂

+ θ
θ

τ
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θ dr
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∂
+
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θd
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Figure 2.9: Rotation de l�element cylindrique autour de l�axe O1�
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En tenant compte de l�expression du bras qui correspond à chaque force [Section 2.1.1],

on obtientX
MO1� =

�
� r� +

@� r�
@r

dr

�
(r + dr) d�dz

dr

2
+ � r�rd�dz

dr

2
���

� �r +
@� �r
@�

d�

�
drdz

�
sin

d�

2

�
(r + dr) + � �rdrdz

�
sin

d�

2

�
(r + dr)

�
= 0.

Car le bras de � �r (resp � �r +
@��r
@�
d�) est calculé ainsi

bras2/θd
drr +

Figure 2.10: Bras

sin
d�

2
=

bras

r + dr
=) bras = sin

d�

2
� (r + dr);

et comme(8)

sin
d�

2
=
d�

2
;

alors on a

� r�rd�dz � � �rrdrdz = 0:

Ce qui donne

� r� = � �r.

(8)Voir la Remarque 2.5. (iii).
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Moments par rapport à l�axe O1� [Figure 2.11].

1O
θd

dz

dr
r

η
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r
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rz ∂
∂

+
τ

τrzτ
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z
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zr ∂
∂

+
τ

τ
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Figure 2.11: Rotation de l�element cylindrique autour de O1�

La somme des moments qui provoquent la rotation autour de O1� est nulle.

Avec le même principe on aX
MO1� =

�
� rz +

@� rz
@r

dr

�
(r + dr) d�dz

dr

2
+ � rzrd�dz

dr

2
���

� zr +
@� zr
@z

dz

�
drdz

�
sin

d�

2

�
(r + dr) + � zrdrdz

�
sin

d�

2

�
(r + dr)

�
= 0:

Après avoir négligé les termes d�ordre quatre, on obtient

� rzrdrd�dz � � zrdrd�dz = 0,

d�où en�n

� rz = � zr.
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Moments par rapport à l�axe O1� [Figure 2.12].
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Figure 2.12: Rotation de l�element cylindrique autour de l�axe O1�

X
MO1� =

�
� �z +

@� �z
@�

d�

�
drd(r +

dr

2
) sin

d�

2
+ � �zdrdz(r +

dr

2
)���

� z� +
@� z�
@z

dz

�
rdrd�

dz

2
+ � z�rdrd�

dz

2

�
= 0.

Ce qui est équivalent à

� �z = � z�.

La loi de Hooke en coordonnées cylindriques La loi de Hooke donne les contraintes

en fonction des déformations [14] comme suit8>><>>:
�r = �� + 2G"r; � r� = 2G"r�

�� = �� + 2G"�; � �z = 2G"�z

�z = �� + 2G"z; � rz = 2G"rz

(2.2.17)

où

(
"r =

@ur
@r
; "� =

1
r
@u�
@�
+ ur

r
; "z =

@uz
@z
et � = "r + "� + "z

2"r� =
1
r
@ur
@�
� u�

r
+ @u�

@r
; 2"rz =

@ur
@z
+ @uz

@r
et 2"�z =

@u�
@z
+ 1

r
@uz
@�
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Les équations d�équilibre en fonction des déplacements En remplaçant les expres-

sions des contraintes données par la loi de Hooke dans le système d�équilibre en contraintes,

on obtient un système d�équilibre en déplacements. En e¤et;

1) Exprimons les dérivées des contraintes @�r
@r
; @�zr
@z

et @��r
@�

en fonction des déplacements

ur; u� et uz
@�r
@r

=
@

@r
(�� + 2G"r) = �

@

@r
� + 2G

@2ur
@r2

;

@� zr
@z

=
@

@z
(2G"rz) = 2G

@

@z

�
@ur
@z

+
@uz
@r

�
= 2G

�
@2ur
@z2

+
@2uz
@z@r

�
et

@� �r
@r

= G
@

@r
(2G"�z) = 2G

@

@�

�
1

r

@ur
@�

� u�
r
+
@u�
@r

�
= 2G

�
1

r

@2ur

@�2
� 1
r

@u�
@�

+
@2u�
@�@r

�
En les remplaçant dans la première équation de système (2.2.16) et en tenant compte de

l�expression du Laplaçien en coordonnées cylindriques(9), on obtient

�ur + �0
@

@r
� � 2

r2
@u�
@�

� ur
r2
+
Fr
G
= 0

Qui représente la première équation d�équilibre en déplacement

2) Les expressions de @�r�
@r
; @�z�
@z

et @��
@�
sont données par

@� r�
@r

= G
@

@r

�
1

r

@ur
@�

� u�
r
+
@u�
@r

�
= G

�
� 1
r2
@ur
@�

+
1

r

@2ur
@r@�

+
1

r2
u� �

1

r

@u�
@r

+
@2u�
@r2

�
,

@� z�
@z

= G
@

@z

�
@u�
@z

+
1

r

@uz
@�

�
= G

�
@2u�
@z2

+
1

r

@2uz
@z@�

�
et

@��
@�

=
@

@�
(�� + 2G"�) = �

@

@�
� + 2G

@

@�

�
1

r

@u�
@�

+
ur
r

�
= �

@

@�
� + 2G

�
1

r

@2u�

@�2
+
1

r

@ur
@�

�
:

(9)�u = @2u
@r2 +

1
r
@u
@r +

1
r2
@u
@� +

@2u
@z2
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En substituant ces expressions et celles de � r� et � �r données par la loi de Hooke dans

(2.2.16) , on trouve

�u� + �0
1

�

@

@�
� � 2

r2
@ur
@�

+
u�
r2
+
F�
G
= 0:

Qui donne la deuxième équation d�équilibre en déplacement

3) En explicitant @�z
@z
; @��z
@�

et @��z
@�
; on trouve

@�z
@z

= �
@

@z
� + 2G

@

@z

�
@uz
@z

�
= �

@

@z
� + 2G

�
@2uz
@z2

�
,

@� �z
@�

= G
@

@�

�
@u�
@z

+
1

r

@uz
@�

�
= G

�
@2u�
@�@z

+
1

r

@2uz

@�2

�
et

@� rz
@r

= G
@

@r

�
@ur
@z

+
@uz
@r

�
= G

�
@2ur
@r@z

+
@2uz
@r2

�
.

En remplaçant ces expressions et celle de � rz donnée par (2.2.17) dans la troisième

équation de (2.2.16) , on aura

�uz + �0
@

@z
� +

Fz
G
= 0;

appelée troisième équation d�équilibre en déplacements.

Dé�nition 2.4. Les trois équations d�équilibre précédentes forme le système8>><>>:
�ur + �0

@
@r
� � 2

r2
@u�
@�
� ur

r2
+ Fr

G
= 0

�u� + �0
1
�
@
@�
� � 2

r2
@ur
@�
+ u�

r2
+ F�

G
= 0

�uz + �0
@
@z
� + Fz

G
= 0

(2.2.18)

appelé système d�équilibre en déplacement de Lamé

Cas axisymétrique:

Dé�nition 2.5. On dit qu�une déformation est axisymétrique, si les fonctions qui représen-

tent cette dernière ne dépendent pas de l�angle polaire �.

Remarque 2.12. Dans ce cas, le déplacement angulaire est nul.
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Si les fonctions de déplacement correspondant à un cas axisymétrique, alors le système

de Lamé est le suivant:

(
r�1 @

@r
(r @ur

@r
)� ur

r2
+ �0

��
@2uz
@r@z

+ 1
��
@2ur
@z2

= 0

r�1 @
@r
(r @uz

@r
) + ��

@2uz
@z2

+ �0
�
r�1 @

@r
(r @ur

@z
)
�
= 0

où (1 + �0) = ��,
1

1� 2� = �0:

En e¤et;

Ce cas est axisymétrique alors on ne prend pas en considération les termes dépendant

de l�angle polaire �:

La première équation s�obtient à partir de la première équation du système de Lamé

(2.2.18) , c�est-à-dire

�ur + �0
@�

@r
� 2

r2
@u�
@�

� ur
r2
= 0: (2.2.19)

En tenant compte de l�indépendance des expressions de l�équation (2.2.19) de �; on

obtient
@2ur
@r2

+
1

r

@ur
@r

+
@2ur
@z2

+ �0
@

@r

�
@ur
@r

+
ur
r
+
@uz
@z

�
� ur
r2
= 0:

Ainsi,

@2ur
@r2

+
1

r

@ur
@r

+
@2ur
@z2

+ �0

�
@2ur
@r2

+
1

r

@ur
@r

� ur
r2
+
@2uz
@r@z

�
� ur
r2
= 0:

Par factorisation, on trouve

(1 + �0)
@2ur
@r2

+ (1 + �0)
1

r

@ur
@r

+
@2ur
@z2

� (1 + �0)
ur
r2
+ �0

@2uz
@r@z

= 0:
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Donc

(1 + �0)

�
@2ur
@r2

+
1

r

@ur
@r

� ur
r2

�
+
@2ur
@z2

+ �0
@2uz
@r@z

= 0;

comme 1 + �0 = ��, ce qui donne

��

�
@2ur
@r2

+
1

r

@ur
@r

� ur
r2

�
+ �0

@2uz
@r@z

+
@2ur
@2z

= 0:

En divisant par ��, on obtient�
@2ur
@r2

+
1

r

@ur
@r

� ur
r2

�
+
�0
��
�0
@2uz
@r@z

+
1

��

@2ur
@z2

= 0:

Remarquons ensuite que�
@2ur
@r2

+
1

r

@ur
@r

� ur
r2

�
= r�1

@

@r
(r
@ur
@r
)� ur

r2
;

alors la première équation est

r�1
@

@r
(r
@ur
@r
)� ur

r2
+
�0
��

@2uz
@r@z

+
1

��

@2ur
@z2

= 0:

La deuxième équation du système Lamé (2.2.18) , tous ses termes dépendent de �, donc

on ne va pas la prendre en considération.

Prenons maintenant la troisième équation du système d�équilibre de Lamé (2.2.18) ,

c�est-à-dire

�uz + �0
@

@z
� +

Fz
G
= 0:
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En remplaçant �uz et � par leurs expressions, on trouve

@2uz
@r2

+
1

r

@uz
@r

+
@2uz
@z2

+ �0
@

@z

�
@ur
@r

+
ur
r
+
@uz
@z

�
= 0:

Ce qui équivalent à

@2uz
@r2

+
1

r

@uz
@r

+
@2uz
@2z

+ �0

�
@2ur
@z@r

+
1

r

@ur
@z

+
@2uz
@2z

�
= 0:

Après factorisation, on aboutit à

(1 + �0)

�
@2uz
@z2

�
+ �0

�
@2ur
@z@r

+
1

r

@ur
@z

�
+
@2uz
@r2

+
1

r

@uz
@r

= 0:

Or, @
2uz
@2r

+ 1
r
@uz
@r
= 1

r
@
@r
(r @ur

@r
) et @

2ur
@z@r

+ 1
r
@ur
@z
= 1

r
@
@r

�
@uz
@z

�
;

ainsi

r�1
@

@r
(r
@uz
@r
) + ��

@2uz
@z2

+ �0

�
r�1

@

@r
(r
@ur
@z
)

�
= 0:

Remarque 2.13. Dans le cas axisymétrique les contraintes sont données en fonction des

déplacements radial et axial comme suit [14]8>><>>:
�r =

@u
@r
+ ��0

�
@u
@r
+ u

r
+ @w

@z

�
�z = �0

�
(1� �)@w

@z
+ �

�
1
r
@
@r
(ru)

��
2� rz =

@u
@z
+ @w

@r

où (u;w) = 2G (ur; uz)

:

Ces dernières peuvent être déduites directement à partir des formules de la loi de Hooke

en coordonnées cylindriques.

En e¤et;

La loi de Hooke donne la contrainte radiale �r par l�expression

�r = �� + 2G"r:
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En tenant compte du fait que le le problème est axisymétrique, on a

�r = �

�
@ur
@r

+
ur
r
+
@uz
@z

�
+ 2G

@ur
@r

= (2G+ �)
@ur
@r

+
�

r
ur + �

@uz
@z
.

Sachant que � = 2G �
1�2� , on trouve alors

�r = 2G(1 + ��0)
@ur
@r

+ 2G��0

�
@uz
@z

+
ur
r

�
= (1 + ��0)

@u

@r
+ ��0

�
@w

@z
+
u

r

�
=

@u

@r
+ ��0

�
@u

@r
+
u

r
+
@w

@z

�
.

D�où le résultat cherché.

La contrainte axiale �z est donnée par le système (2.2.17) comme suit

�z = �� + 2G"z:

Et comme le problème est axisymétrique, alors on a

�z = �

�
@ur
@r

+
ur
r
+
@uz
@z

�
+ 2G

@uz
@z

= (2G+ �)
@uz
@z

+ �
@ur
@r

+
�

r
ur

= 2G(1 + ��0)
@uz
@z

+ 2G��0
@ur
@r

+ 2G��0
ur
r

= (1 + ��0)
@w

@z
+ ��0

@u

@r
+ ��0

u

r

= (1 + ��0)
@w

@z
+ ��0

�
@u

@r
+
u

r

�
:

Or �0 =
1

1�2� ; par conséquent

�z = (1 +
�

1� 2� )
@w

@z
+ ��0

�
@u

@r
+
u

r

�
= (

1� �

1� 2� )
@w

@z
+ ��0

�
@u

@r
+
u

r

�
= (1� �)�0

@w

@z
+ ��0

�
@u

@r
+
u

r

�
= �0

�
(1� �)

@w

@z
+ �

�
@u

@r
+
u

r

��
;

62



2.3. Quelques méthodes de résolution

et comme @u
@r
+ u

r
= 1

r
@
@r
(ru) ; donc on a

�z = �0

�
(1� �)

@w

@z
+ �

�
1

r

@

@r
(ru)

��
:

La contrainte tangentielle axiale � rz est exprimée par la loi de Hooke comme suit

� rz = 2G"rz:

En tenant compte de l�indépendances des expressions de �. On aura

� rz = G

�
@ur
@z

+
@uz
@r

�
=

1

2
(
@u

@z
+
@w

@r
):

2.3 Quelques méthodes de résolution

Dans ce paragraphe, on donne le principe de Tre¤tz permettant la résolution du sys-

tème homogène de Lamé (absence des forces volumiques). Ce qui permet ensuite d�obtenir

les solutions générales des premier(10) et deuxième(11) problèmes fondamentaux d�un demi

espace élastique à l�aide de la transformation de Fourier. A titre d�application, on étudiera

le problème de Boussinesq, action d�une force concentrée sur le demi-espace élastique [13].

Dans toute la suite ; les domaines sont supposés homogène et isotrope.

2.3.1 Principe de Tre¤tz

Soit le système homogène de Lamé

��ui + (�+ �)
@�

@xi
= 0; i = 1; 2; 3 (2.3.1)

où �; � constantes de Lamé et u = (u1; u2; u3) vecteur déplacement.

� dilatation volumique donnée par � = @u1
@x1
+ @u2

@x2
+ @u3

@x3
:

Remarquons tout d�abord que, � est une fonction harmonique(12) en e¤et, en dérivant

les équations de la formule (2.3.1) par rapport à xi, on trouve8>><>>:
� @
@x1
�u1 + (�+ �) @

2�
@x21

= 0

� @
@x2
�u2 + (�+ �) @

2�
@x22

= 0

� @
@x3
�u3 + (�+ �) @

2�
@x23

= 0

(2.3.2)

(10)Les conditions aux limites et sous la forme uj@
 = f(x).
(11)Les conditions aux limites et sous la forme @u

@n

��
@

= f(x).

(12)u est une fonction harmonique si elle véri�e @2u
@x21
+ @2u

@x22
+ @2u

@x23
= 0; c�est-à-dire �u = 0; où � est

l�opérateur de Laplace.
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Or, @
@xi
�ui =

(13)� @
@xi
ui; par conséquent

(2.3.2) ,

8>><>>:
��@u1

@x1
+ (�+ �) @

2�
@x21

= 0

��@u2
@x2
+ (�+ �) @

2�
@x22

= 0

��@u3
@x3
+ (�+ �) @

2�
@x23

= 0

En sommant ces trois équations, on obtient

�

�
�
@u1
@x1

+�
@u2
@x2

+�
@u3
@x3

�
+ (�+ �)�� = 0:

Et comme �(f + g + h) = (14)�f +�g +�h, il vient

��

�
@u1
@x1

+
@u2
@x2

+
@u3
@x3

�
+ (�+ �)�� = 0:

Ce qui est équivalent à

��� + (�+ �)�� = 0;

c�est-à-dire
�� + (�+�)

�
�� = 0 ) ��

�
1 + �+�

�

�
= 0

) �� = 0

Finalement, � est une fonction harmonique.

En appliquant maintenant l�opérateur de Laplace � à chacune des équations (2.3.1) , on

trouve

��2ui + (�+ �)�
@�

@xi
= 0; i = 1; 2; 3

ou encore

��2ui + (�+ �)
@

@xi
�� = 0; i = 1; 2; 3:

Puisque �� = 0; on a donc ��2ui = 0; il vient �2ui = 0:

C�est-à-dire que ui est une fonction bi-harmonique(15).

Remarque 2.14. Ainsi, les solutions du système (2.3.1) , sont des fonctions bi-harmonique.

D�après le théorème d�Almansi, qui a¢ rme que toute fonction bi-harmonique s�exprime

sous l�une des deux formes suivantes:

'i + xi i et 'i + r2 i, où 'i;  i sont des fonctions harmoniques et r =
q
x21 + x22 + x23.

(13)L�une des propriétés de l�opérateur de Laplace.
(14)L�une des propriétés de l�opérateur de Laplace.
(15)u est une fonction bi-harmonique si �2u = �(�u) = 0; où � est l�opérateur de Laplace.
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Le choix de l�une des représentations est conditionné par la position du problème.

Par exemple, pour le cas d�un demi-espace élastique correspond à x3 � 0, il est préférable
de chercher les solutions du système (2.3.1) sous la forme

'i + x3 i avec �'i = � i et i = 1; 2; 3 (2.3.3)

Remarque 2.15. Les fonctions ' et  i sont liées par une équation di¤érentielle, car si on

prend l�expression de ui donnée par la formule (2.3.3) , et on la remplace dans (2.3.1) , on

trouve

2
@

@x3
 i + k

@

@xi

�
 3 +

@'1
@x1

+
@'2
@x2

+
@'3
@x3

+ x3

�
@ 1
@x1

+
@ 2
@x2

+
@ 3
@x3

��
= 0,

où

k =
(�+ �)

�
=

1

1� 2� .

En e¤et; on a

��ui + (�+ �)
@�

@xi
= 0; où � =

2�

1� 2� , (2.3.4)

et on a aussi ui = 'i + x3 i et �ui = �'i +�(x3 i) :

Donc, (2.3.4) devient

��('i + x3 i) + (�+ �)
@�

@xi
= 0; où � =

2�

1� 2� ,

ou encore

� (�'i +�(x3 i)) + (�+ �)
@�

@xi
= 0; où � =

2�

1� 2� . (2.3.5)

Calculons maintenant �(x3 i) et
@�
@xi

,

D�une part, on a

�(x3 i) =
@2

@x21
(x3 i) +

@2

@x22
(x3 i) +

@2

@x23
(x3 i)

= x3
@2

@x21
 i + x3

@2

@x22
 i +

@

@x3

�
 i + x3

@ i
@x3

�
= x3

�
@2

@x21
 i +

@2

@x22
 i +

@2

@x23
 i

�
+ 2

@ i
@x3

= x3�
@ i
@x3

,
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et d�autre part,

@�

@xi
=

@

@xi

�
@'1
@x1

+
@'2
@x2

+
@'3
@x3

+ x3

�
@ 1
@x1

+
@ 2
@x2

+
@ 3
@x3

��
.

En remplaçant les expressions de �(x3 i) et
@�
@xi

dans (2.3.5) , on trouve

2
@

@x3
 i + k

@

@xi

�
 3 +

@'1
@x1

+
@'2
@x2

+
@'3
@x3

+ x3

�
@ 1
@x1

+
@ 2
@x2

+
@ 3
@x3

��
= 0:

D�où le résultat cherché.

Remarque 2.16. Remarquons aussi que, si

 i =
@	

@xi
, avec 	 est une fonction harmonique,

alors l�équation précédente se simpli�e donc, et elle s�écrira sous la forme

2
@2	

@x2i
+ k

@

@xi

�
@	

@xi
+
@'1
@x1

+
@'2
@x2

+
@'3
@x3

�
= 0:

Et en intégrant cette relation par rapport à xi et considérons que la constante d�intégration

est nulle, on obtient

@	

@xi
= � �+ �

�+ 3�

�
@'1
@x1

+
@'2
@x2

+
@'3
@x3

�
= � 1

3� 4�

�
@'1
@x1

+
@'2
@x2

+
@'3
@x3

�
.

En e¤et;

(2� k)
@	

@x3
= �k

�
@'1
@x1

+
@'2
@x2

+
@'3
@x3

�
,

et comme 2 + �+�
�
= 3�+�

�
, il vient

@	

@x3
= �

�
�+ �

�
� �

3�+ �

��
@'1
@x1

+
@'2
@x2

+
@'3
@x3

�
= �

�
�+ �

3�+ �

��
@'1
@x1

+
@'2
@x2

+
@'3
@x3

�
,
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et on a

�
�
�+ �

3�+ �

�
=

2�
1�2� + 1
2�
1�2� + 3

=
�1
3� 4� :

Par conséquent, on a

@	

@x3
=

�+ �

�+ 3�

�
@'1
@x1

+
@'2
@x2

+
@'3
@x3

�
(2.3.6)

=
�1
3� 4�

�
@'1
@x1

+
@'2
@x2

+
@'3
@x3

�
.

Finalement, on représente la solution de l�exemple cité à l�aide des fonctions 'i et 	, c�est-

à-dire par

ui = 'i + x3
@	

@xi
,

et on détermine les fonctions inconnues à l�aide des conditions aux limites et la relation

(2.3.6) .

2.3.2 Demi-espace élastique (premier problème fondamental)

Etudions le problème de demi-espace élastique (x3 � 0), si les déplacements sont donnés

pour x3 = 0 ( premier problème fondamental ), A cet e¤et, on résout le système de Lamé

donné par

�ui + k
@�

@xi
= 0; x3 > 0; i = 1; 2; 3 (2.3.7)

avec les conditions aux limites

ui(x1; x2; 0) = Ui(x1; x2). (2.3.8)

Suivant le principe de Tre¤tz, on cherche la solution du système (2.3.7) sous la forme

ui = 'i + x3
@	

@xi
, i = 1; 2; 3 (2.3.9)

avec 'i et 	 sont des fonctions harmoniques et telles que

@	

@x3
= � 1

3� 4�

�
@'1
@x1

+
@'2
@x2

+
@'3
@x3

�
: (2.3.10)

A l�aide des conditions (2.3.8) et (2.3.9) , on obtient

ui(x1; x2; 0) = Ui(x1; x2) = 'i(x1; x2; 0).
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Ainsi, nous avons une condition limite connue pour la fonction harmonique 'i.

Supposons qu�à l�in�ni, les fonctions auxiliaires tendent vers 0; et au voisinage de zéro,

elles tendent vers 1.

La transformation double de Fourier donne

e'i (�1; �2; x3) = 1

2�

Z +1

�1

Z +1

�1
'i(x1; x2; x3) exp(i(�1x1 + �2x2))dx1dx2; (2.3.11)

et

'i(x1; x2; x3) =
1

2�

Z +1

�1

Z +1

�1
e'i (�1; �2; x3) exp(�i(�1x1 + �2x2))d�1d�2. (2.3.12)

Déterminons 'i et 	

En tenant compte des relations:

1

2�

Z +1

�1

Z +1

�1

@'i
@x1

(x1; x2; x3) exp(i(�1x1 + �2x2))dx1dx2 = �i�1 e'i (�1; �2; x3) ,
et

1

2�

Z +1

�1

Z +1

�1

@'i
@x2

(x1; x2; x3) exp(i(�1x1 + �2x2))dx1dx2 = �i�2 e'i (�1; �2; x3)
L�équation harmonique �'i = 0; après multiplication de deux membres de cette dernière

par exp(i(�1x1 + �2x2)) et intégration par rapport à x1 et x2, on obtient

@2 e'i
@x23

� 
2e'i = 0; où 
 =q�21 + �22.

En e¤et; Z +1

�1

Z +1

�1
�'i exp(i(�1x1 + �2x2))dx1dx2 = 0,

c�est-à-dire Z +1

�1

Z +1

�1

�
@2'i
@x21

+
@2'i
@x22

+
@2'i
@x23

�
exp(i(�1x1 + �2x2))dx1dx2 = 0,

ce qui est équivalent à

��21e'i � �22e'i + @2e'3
@x23

= 0.

Donc
@2e'3
@x23

�
�
�21 + �22

� e' = 0, (2.3.13)

ou encore
@2 e'i
@x23

� 
2e'i = 0; avec 
 =q�21 + �22.

68



2.3. Quelques méthodes de résolution

La solution de l�équation (2.3.13) à l�aide du polynôme caractéristique est

e'i = � exp(�
x3) + � exp(
x3) = � exp(�
x3),

� = 0, car à l�in�nie e'i = 0 (d�après l�hypothèse ).
Comme e'i (�1; �2; 0) = eUi (�1; �2) , (2.3.14)

où eUi est la transformée de Ui.
Ainsi, on trouve e'i (�1; �2; x3) = eUi (�1; �2) exp(�
x3), (2.3.15)

et pour la fonction 	 harmonique, on aura

e	(�1; �2) = B (�1; �2) exp(�
x3):

Dans la relation (2.3.10) , par passage à la transformation double, on obtient

@e	
@x3

=
�1
3� 4�

�
@e'3
@x3

� i�1e'1 � i�2e'2� . (2.3.16)

En remplaçant les expressions (2.3.14) et (2.3.15) dans (2.3.16) , on aura la constante

B (�1; �2) comme suit

�
B (�1; �2) exp(�
x3) =
�1
3� 4� (�


fU3 (�1; �2)
�i�1fU1 (�1; �2)� i�2fU2 (�1; �2)) exp(�
x3),

donc

B (�1; �2) =
�1


(3� 4�)(
U3 (�1; �2) + i�1fU1 (�1; �2) + �2fU2 (�1; �2))
=

�1

(3� 4�)

�
i�1fU1 (�1; �2) + i�2fU2 (�1; �2) + 
U3 (�1; �2)

�
:

Donc, �nalement

e	(�1; �2) = �1

(3� 4�)

h
i�1fU1 (�1; �2) + i�2fU2 (�1; �2) + 
U3 (�1; �2)

i
exp(�
x3):

(2.3.17a)

On applique la transformée inverse aux relations (2.3.15) et (2.3.17a) , on trouve

'i(x1; x2; x3) =
1

2�

Z +1

�1

Z +1

�1
eUi (�1; �2) exp(�
x3 + i(�1x1 + �2x2))d�1d�2,

et

	(x1; x2; x3) =
1

2�(3� 4�)

Z +1

�1

Z +1

�1

�
i�1


fU1 + i�2



fU2 +fU3� exp(�
x3+i(�1x1+�2x2))d�1d�2.

Ce qui permet de trouver les déplacements à l�aide de la formule (2.3.9) .
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2.3.3 Demi-espace élastique (deuxième problème fondamental)

Notation 2.1. Dans cette partie, �ij est une

(
contrainte normale si i = j

contrainte tangentielle si i 6= j

Soit le demi-espace élastique et tel que à la frontière x3 = 0, les contraintes Pi(x1; x2)

sont données, on détermine donc la solution du système suivant

�ui + k
@�

@xi
= 0; x3 > 0 où i = 1; 2; 3 (2.3.18)

avec les conditions 8>><>>:
�31(x1; x2; 0) = �P1(x1; x2)
�32(x1; x2; 0) = �P2(x1; x2)
�33(x1; x2; 0) = �P3(x1; x2)

(2.3.19)

Cherchons les solutions sous la forme

ui = 'i + x3
@	

@xi
; i = 1; 2; 3 (2.3.20)

Les fonctions 'i et 	 sont des fonctions harmoniques, telles que

@	

@x3
= � 1

3� 4�

�
@'1
@x1

+
@'2
@x2

+
@'3
@x3

�
. (2.3.21)

Exprimons les conditions limites à l�aide de la loi de Hooke

�ij = �

�
@ui
@xj

+
@uj
@xi

�
+ ��ij

3X
k=1

@uk
@xk

; i; j 2 f1; 2; 3g ; (2.3.22)

où �ij est le symbole de Kronecker(16) et

�ij =

(
�i si i = j

� ij si i 6= j

Donc, les conditions (2.3.19) et (2.3.21) nous permettent de trouver8>><>>:
@'1
@x3

+ @'3
@x1

+ @	
@x1

= �P1
�

@'2
@x3

+ @'3
@x2

+ @	
@x2

= �P2
�

@'3
@x3

+ 2 (1� 2�) @	
@x3

= �P3
�

(2.3.23)

(16)est une fonction de deux variables qui est égale à 1 si celles-ci sont égales, et 0 sinon. Elle est symbolisée

par la lettre � (delta minuscule) de l�alphabet grec. Elle est considérée comme une convention d�écriture

plutôt que comme une fonction. Ce symbole a été nommé en l�honneur du mathématicien Léopold Kronecker

(1823 - 1891).
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En e¤et;

ona

�31 = �

�
@u3
@x1

+
@u1
@x3

�
+ ��31

3X
k=1

@uk
@xk

;

or, �31 = 0; et ui = 'i + x3
@	
@xi
; i = 1; 3: Par conséquent

�31 = �

�
@'3
@x1

+
@

@x1

�
x3
@	

@x3

�
+
@'1
@x3

+
@

@x3

�
x3
@	

@x1

��
= �

�
@'3
@x1

+

�
x3

@2	

@x1@x3

�
+
@'1
@x3

+

�
x3

@2	

@x3@x1
+
@	

@x1

��
.

Pour x3 = 0; il vient

@'1
@x3

+
@'3
@x1

+
@	

@x1
=
�P1
�
,

d�où la première condition, avec le même principe, on trouve les deux autres conditions.

Introduisons trois fonctions harmoniques auxiliaires 
i; i = 1; 2; 3, telles que

�
i = 0; x3 > 0; (2.3.24)

véri�ant les conditions


i(x1; x2; 0) =
�Pi (x1; x2)

�
; i = 1; 2; 3: (2.3.25)

Sur le plan x3 = 0 on trouve8>><>>:
@'1
@x3

+ @'3
@x1

+ @	
@x1

= 
1
@'2
@x3

+ @'3
@x2

+ @	
@x2

= 
2
@'3
@x3

+ 2 (1� 2�) @	
@x3

= 
3

(2.3.26)

Les relations (2.3.26) , restent aussi valable pour x3 > 0; car les deux membres de

l�égalité (2.3.26) sont des fonctions harmoniques et elle sont égales à Pi (x1; x2) sur la

frontière (principe de la valeur maximale).

En dérivant les trois équations de (2.3.26) ; chaque équation d�ordre i par rapport à la

variable xi et en sommant ensuite les trois équations obtenues, on trouve

@2'1
@x1@x3

+
@2'2
@x2@x3

+
@2'3
@x23

+ (1� 4�) @
2	

@x23
=
@
1
@x1

+
@
2
@x2

+
@
3
@x3

(2.3.27)

En tenant compte de (2.3.21) , on arrive à

@2	

@x23
= �1

2

�
@
1
@x1

+
@
2
@x2

+
@
3
@x3

�
: (2.3.28)

71



2.3. Quelques méthodes de résolution

Ainsi, pour la résolution du système de Lamé, on trouve les solutions 
i des équations

harmoniques (2.3.24) véri�ant (2.3.25) . Et	 s�obtient en intégrant (2.3.28) . Les constantes

d�intégration sont nulles car les 	 et @	
@x3

sont égale à zéro à l�in�nie. On détermine 'i à

l�aide de (2.3.26) qui est valable pour x3 � 0. Ayant les fonctions 'i et @	
@x3
, on exprime les

déplacements à l�aide de la relation (2.3.20) .

Passons maintenant à la résolution de l�équation (2.3.24) , et cela en utilisant la méthode

de la transformation double de Fourier.

L�équation transformée(17) est

@2 e
i
@x23

� 
2 e
i = 0:
Sa solution est

e
i(�1; �2; �3) = � ePi (�1; �2) exp (�
x3)
�

; 
 =
q
�21 + �22; (2.3.29)

avec ePi transformée de Pi:
Les fonctions 	 et 'i sont aussi données respectivement par

e	(�1; �2; x3) = B (�1; �2) exp (�
x3) , (2.3.30)

et e'i (�1; �2; x3) = Ci (�1; �2) exp (�
x3) . (2.3.31)

La transformée de (2.3.28) , sera

@2e	
@x23

= �1
2

 
�i�1f
1 � i�2f
2 + @f
3

@x3

!
:

Et tenant compte de (2.3.29) , on obtient

B = � 1

2�
2

�
i�1fP1 + i�2fP2 + 
fP3� : (2.3.32)

Les relations (2.3.26) sont valables pour x3 � 0 et par passage aux transformées, on

trouve

@f'1
@x3

� i�1f'3 � i�1e	 = f
1; (2.3.33)

@f'2
@x3

� i�2f'3 � i�2e	 = f
2; (2.3.34)

2
@f'3
@x3

+ 2 (1� 2�) e	 = f
3: (2.3.35)

(17)Voir le premier problème fondamental.
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En portant dans ces équations les relations (2.3.29) ,(2.3.30) et (2.3.32) , on aura le

système algébrique suivant 8>><>>:

C1 + i�1C3 + i�1B =

fP1
�


C2 + i�2C3 + i�2B =
fP2
�

2
C1 + 2 (1� 2�) 
B =
fP3
�

(2.3.36)

La résolution de ce système permet de trouver les valeurs Ci (�1; �2) ; et par passage aux

transformées inverses de e'i et e	, on aura les formules
'i (x1; x2; x3) =

1

2�

Z +1

�1

Z +1

�1
Ci (�1; �2) exp (�
x3 + i (�1x1 + �2x2)) d�1d�2;

et

	(x1; x2; x3) =
1

2�

Z +1

�1

Z +1

�1

1


2

�
i�1fP1 + i�2fP2 + 
fP3� exp (�
x3 + i (�1x1 + �2x2)) d�1d�2

La solution du système de Lamé s�obtient ainsi par la formule (2.3.20) .

Parmi les nombreux cas particulier; on peut citer l�exemple de l�action d�une force ver-

ticale P3 (orientée suivant l�axe Ox3) ce qui implique P1 = P2 = 0; et c�est pourquoi


1 = 
2 = 0 et B = � 1
2�

fP3: La résolution du système (2.3.36) permet de trouver 'i et 	:

2.3.4 Application " Problème de Boussinesq"

On appelle problème de Boussinesq, le problème de l�action d�une force concentrée P sur le

demi-espace élastique [Figure 2.13].

On résout ce problème à l�aide de la représentation de Tre¤tz, en utilisant la méthode

des transformations de Fourier en cosinus.

Considérons le demi-espace élastique sur lequel agit une force concentrée [11]

P3(x1; x2) = P�(x1)�(x2);

orientée suivant l�axe Ox; où �(18) est la fonction généralisée de Dirac.

Ainsi, nous avons un cas particulier du deuxième problème fondamental avec

P1 = P2 = 0;

(18)�(x) = 0, si x 6= 0; comme elle peut être notée par Dirac (x) :
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et

P3(x1; x2) = P�(x1)�(x2) = ��33(x1; x2; 0):

Figure 2.13: "Probleme de Boussinesq"

Les contraintes sont symétriques par rapport aux plans Ox1x3 et Ox2x3.

Alors, on applique la méthode des transformées doubles de Fourier en cosinus donné par

ces formules

ef (�1; �2; x3) = 2

�

Z +1

0

Z +1

0

f(x1; x2; x3) cos(�1x1) cos(�2x2)dx1dx2, (2.3.37)

et

f(x1; x2; x3) =
2

�

Z +1

0

Z +1

0

ef (�1; �2; x3) cos(�1x1) cos(�2x2)d�1d�2: (2.3.38)

Le choix de cette transformation est justi�é par la parité des fonctions qui expriment les

contraintes par rapport à la variable x1 et x2 [9].

On suit la même démarche comme précédemment, et on cherche la solution du système

de Lamé sous la forme

ui = 'i + x3
@	

@xi
. (2.3.39)

La fonction auxiliaire 
3 véri�e l�équation

�
3(x1; x2; x3) = 0, (2.3.40)

et la condition limite

�
3(x1; x2; 0) = �P3 (x1; x2) (2.3.41)
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2.3. Quelques méthodes de résolution

La transformation double de Fourier en cosinus de l�équation (2.3.40) permet de trouver

l�équation di¤érentielle
@2f
3
@x3

� 
2f
3 = 0; 
 =q�21 + �22,

qui admet comme solution

f
3 = �fP3 (�1; �2)
�

exp(�
x3). (2.3.42)

Comme

P3(x1; x2) = P�(x1)�(x2),

la transformée de P3 est(19)

eP3 =
2P

�

Z +1

0

� (x1) cos(�1x1)dx1

Z +1

0

� (x2) cos(�2x2)dx2

=
P

2�

Z +1

�1
� (x1) cos(�1x1)dx1

Z +1

�1
� (x2) cos(�2x2)dx2

=
P

2�
,

par suite f
3 = � P

2��
exp(�
x3): (2.3.43)

Par passage à la transformée inverse on aura


3 = �
P

2�

Z +1

0

Z +1

0

exp(�x3
q
�21 + �22) cos(�1x1) cos(�2x2)dx1dx2 (2.3.44)

On a l�intégrale suivante

I =

Z +1

0

cos(�1x1)

Z +1

0

exp(�x3
p
�21 + �22)p

�21 + �22
cos(�1x1) cos(�2x2)d�1d�2

=

Z +1

0

cos(�1x1)K0(�1r)d�1

=
�

2R
[5];

où r =
p
x22 + x23 et R =

p
r2 + x21 et K0 est la fonction de Mc-Donald donnée par(20)

K0(�1r) =

Z +1

0

exp(�x3
p
�21 + �22)p

�21 + �22
cos(�2x2)d�2;

(19)La fonction généralisée de Dirac satisfait les relations
R +1
�1 � (x) cos (x) dx = 1; et

R +1
�1 � (x) cos (x) dx =

2
R +1
0

� (x) cos (x) dx:
(20)Voir [5] la formule 3.961 (2), page 498.
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2.3. Quelques méthodes de résolution

et elle satisfait aussi la formule(21)Z +1

0

K0(�1r) cos(�1x1)d�1 =
�

2R

Ainsi, on trouve


3 = � P

�2�

�
� @I

@x3

�
(2.3.45)

= � P

2��

x3
R3

(2.3.46)

Utilisons la formule (2.3.28) de la section précédante (deuxième problème fondamental)

@2	

@x23
= �1

2

�
@
1
@x1

+
@
2
@x2

+
@
3
@x3

�
; (2.3.47)

comme P1 = P2 = 0, alors 
1 = 
2 = 0, ainsi (2.3.47) devient

@2	

@x23
= �1

2

@
3
@x3

.

Exprimons 	 à l�aide de l�intégrale de Fourier

	 =
2

�

Z +1

0

Z +1

0

B (�1; �2) exp

�
�x3

q
�21 + �22

�
cos(�1x1) cos(�2x2)d�1d�2;

et en tenant compte de (2.3.47) et (2.3.44) , on obtient la relation

B (�1; �2) = �
p

4��

1p
�21 + �22

. (2.3.48)

Par conséquent

	 = � p

2�2�

Z +1

0

Z +1

0

exp
�
�x3

p
�21 + �22

�
p
�21 + �22

cos(�1x1) cos(�2x2)d�1d�2 (2.3.49)

= � p

4��R
. (2.3.50)

On détermine 'i à l�aide des équations (2.3.26) de la section précédente (et qui sont

valable pour x3 � 0).

8>><>>:
@'1
@x3

+ @'3
@x1

+ @	
@x1

= 0
@'2
@x3

+ @'3
@x2

+ @	
@x2

= 0

2@'3
@x3

+ 2 (1� 2�) @	
@x3

= 
3

(2.3.51)

(21)Voir [5] la formule 6.671 (6), page 731.
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2.3. Quelques méthodes de résolution

La dernière équation permet de trouver(22)

@'3
@x3

=

3
2
� (1� 2�) @	

@x3

= �p (1� �)

4��R3
x3:

Ce qui donne(23)

'3 =
(1� �) p

4��R
+ C

la constante d�intégration C est nulle car à l�in�nie '3 = 0:

La deuxième équation de (2.3.51) permet d�avoir(24)

@'2
@x3

= �
�
@'3
@x2

+
@	

@x2

�
=

p

4��
(1� 2�) x3

R3
;

d�où

'2 = �
(1� 2�) p
4��

x2
R (R + x3)

:

Finalement, la première équation de (2.3.51) donne

'1 = �
(1� 2�) p
4��

x1
R (R + x3)

:

Par conséquent à l�aide de la formule (2.3.39) , on trouve les déplacements

ui =
Pxi
4��

�
x3
R3
� (1� 2�) 1

R (R + x3)

�
; i = 1; 2 (2.3.52)

et u3 =
P

4��

�
x23
R3
� 2 (1� �)

1

R

�
: (2.3.53)

Pour x3 = 0, ces déplacements véri�ent

ui =
Pxi (1� 2�)
4���2

; i = 1; 2

u3 =
(1� 2�)P
2���

, avec � =
q
x21 + x22

(22) @'3
@x3

= @
@x3

�

3
2 � (1� 2�)

@	
@x3

�
= @

@x3

�
� P
4��

x3
R3 � (1� 2�) @

@x3

�
� p
4��R

��
= �p(1��)

4��R3 x; et r =
p
x21 + x

2
2; R =

p
r2 + x21 =

p
x21 + x

2
2 + x

2
3

(23)
R
x3
R3 dx3 =

R
x3�p

x21+x
2
2+x

2
3

�3 dx3 = � 1p
x21+x

2
2+x

2
3

= 1
R ; et R =

p
x21 + x

2
2 + x

2
3

(24) @'2
@x3

= �
�
@'3
@x2

+ @	
@x2

�
= �

�
@
@x2

�
(1��)p
4��R

�
+ @

@x2

�
� p
4��R

��
= p

4�� (1� 2�)
x3
R3
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2.3. Quelques méthodes de résolution

Les contraintes s�obtiennent à l�aide de la loi de Hooke (2.3.22) , par les expressions

�11 =
�3P
2�

�
x21x3
R5

+
1

3
(1� 2�)

�
R2 +Rx3 + x23
R3 (R + x3)

� x21 (2R + x3)

R3 (R + x3)
2

��
;

�22 =
�3P
2�

�
x22x3
R5

+
1

3
(1� 2�)

�
R2 +Rx3 + x23
R3 (R + x3)

� x22 (2R + x3)

R3 (R + x3)
2

��
;

�12 =
�3P
2�

�
x1x2x3
R5

� 1
3
(1� 2�) x1x2

R3
2R + x3
(R + x3)

�
;

�3i =
�3P
2�

xix
2
3

R3
; i = 1; 2; 3:

Remarque 2.17. Les contraintes �3i ne dépendent pas des constantes élastiques.
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Chapitre 3

Déformation axisymétrique en

compression axiale d�un cylindre

élastique multicouches superposées

3.1 Formulation du problème

Etant donné un cylindre élastique multicouches de rayon R et de hauteur h, formé par deux

couches(1) superposées(2) D1 et D2 telles que D1 dé�nit le premier matériau(3) et D2 dé�nit

le second. Ce cylindre est paramétré en coordonnée cylindrique comme suit

D1 [D2, où

D1 = f(r; �; z) telle que: 0 � r � R; 0 � � � 2� et 0 � z � h�g ;

et

D2 = f(r; �; z) telle que: 0 � r � R; 0 � � � 2� et h� � z � hg .
(1)Chaque couche représente un matériau .
(2)Contacte parfait.
(3)Un matériau est caractérisé par deux cconstantes d�élasticité � et G; qui représentent respectivement

coe¢ cient de poisson et module de cisaillement.
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3.1. Formulation du problème

h
h
h
h
h

h *
*^{
?}

0

G2, 2

G1, 1
2
2
2

R

( )rP
hz −=2σ

011 ==
RrzRru τ

022 ==
RrzRru τ

0
0101 == zrzu τ

02 =hzrτ,

z

y
θ

x

Figure 3.1: Cylindre double couches

Supposons que ce cylindrique soit placé dans une cavité rigide, de même rayon et de

même hauteur.

Les coe¢ cients de Poisson et les modules de cisaillement des deux matériaux sont re-

spectivement: �1, �2, G1 et G2.

A l�extrémité z = h, agit une contrainte de compression "�P (r)" [Figure 3.1].
Les contraintes de frottement des deux matériaux avec la cavité sur la surface latérale

r = R est négligeable, ainsi que celles du premier matériau avec la base de la cavité. On

suppose aussi que les contraintes de frottement entre les deux matériaux sont négligeables.
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3.1. Formulation du problème

La déformation élastique du cylindre est alors axisymétrique, c�est-à-dire le déplacement

en � est nulle uk� = 0, et les déplacements ukr; ukz sont indépendants de l�angle �, où ukr et

ukz sont respectivement la composante radiale et axiale du vecteur déplacement. Et k = 1

correspond au premier matériau et k = 2 correspond au second.

On cherche à trouver la contrainte normale radiale �r le long de la surface latérale du

cylindre, ainsi que la contrainte normale axiale �z:

3.1.1 Formulation mathématique du problème

Avant tout, e¤ectuons le changement de variable suivant:

(uk; wk) = 2G(ukr; ukz); k = 1; 2

Dans le chapitre précédent on a établi le système d�équilibre de Lamé en coordonnées

cylindriques dans le cas axisymétrique qui est le suivant:(
r�1 @

@r
(r @
@r
uk) +

1
bk

@2uk
@z2

� uk
r2
+ ak

bk

@2wk
@r@z

= 0

r�1 @
@r
(r @
@r
wk) + bk

@2

@z2
wk + akr

�1 @
@r
(r @
@z
uk) = 0

k = 1; 2 (3.1.1)

où

ak = (1� 2�k)�1 ; bk = 1 + ak; k = 1; 2

Conditions aux limites du problème

Sur la surface latérale (r = R) Comme la paroi de la cavité est rigide donc le déplace-

ment radial pour ukr est nul, et on donne aussi la contrainte tangentielle � krz sur la surface

latérale qui sont traduites par

u1r (r; z)jr=R = � 1rz (r; z)jr=R = 0

et

u2r (r; z)jr=R = � 2rz (r; z)jr=R = 0.

Extrémités (z = 0 et z = h) La rigidité de la paroi de la cavité implique "pas de dé-

placement vers le bas" c�est-à-dire le déplacement axial u1z en z = 0 est nul, et on donne

aussi la contrainte tangentielle radiale, cela se traduit par

pour z = 0; on a u1z (r; z)jz=0 = � 1zr (r; z)jz=0 = 0

En z = h la contrainte axiale et la contrainte tangentielle radiale sont données comme

suit

pour z = h, on a �2z (r; z)jz=h = �P (r) et � 2zr (r; z)jz=h = 0
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3.1. Formulation du problème

Surface de séparation des deux matériaux (z = h�) On a la continuité des déplace-

ments et des contraintes, c�est à dire

u1r(r; h� � 0) = u2r(r; h� + 0);

u1z(r; h� � 0) = u2z(r; h� + 0);

�1z(r; h� � 0) = �2z(r; h� + 0);

� 1rz(r; h� � 0) = � 2rz(r; h� + 0):

Remarque 3.1. Au début de cette Section, on a posé le changement de variable suivant

(uk; wk) = 2G(ukr; ukz); k = 1; 2,

par conséquent on a

1) Les deux conditions aux limites sur la surface latérale deviennent

u1r (r; z)jr=R = � 1rz (r; z)jr=R = 0;

et u2 (r; z)jr=R = � 2rz (r; z)jr=R = 0:

En e¤et,

u1r (r; z)jr=R = � 1rz (r; z)jr=R = 0

) 1

2G
u1 (r; z)jr=R = � 1rz (r; z)jr=R = 0

) u1 (r; z)jr=R = � 1rz (r; z)jr=R = 0,

le même principe pour u2 (r; z)jr=R = � 2rz (r; z)jr=R = 0.
2) La première condition à l�extrémité (z = 0) c�est-à-dire u1zr (r; z)jz=0 = � 1zr (r; z)jz=0 =
0, devient

w1 (r; z)jz=0 = � 1zr (r; z)jz=0 = 0.

3) Les deux premières conditions à la surface de séparation des deux matériaux

u1r(r; h� � 0) = u2r(r; h� + 0);

u1z(r; h� � 0) = u2z(r; h� + 0);

deviennent

u1(r; h� � 0) = u2(r; h� + 0);

w1(r; h� � 0) = w2(r; h� + 0),
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3.1. Formulation du problème

la démonstration est similaire à celle e¤ectuée en 1).

3.1.2 Transformation intégrale du problème

Dé�nition 3.1. On dé�nit les deux opérateurs H0 et H1 par

H0(f) =

Z R

0

rf(r)J0(�n)dr;

et

H1(f) =

Z R

0

rf(r)J1(�n)dr;

où J0 et J1 sont les fonctions de Bessel d�ordre 0 et 1 respectivement.

Dé�nition 3.2. Soit f une fonction C1, on dé�nit l�opérateur �k comme suit

�k =
@2f

@r2
+
1

r

@f

@r
� kf

r2
.

Lemme 3.1. Si f est de classe C1, alors on a

1)

H0(�0) =

Z R

0

r

�
@2f

@r2
+
1

r

@f

@r

�
J0(�nr)dr

= Rf
0
(R)J0(�nR) +Rf(R)J1(�nR)� �2nH0(f),

et 2)

H1(�1) =

Z R

0

r

�
@2f

@r2
+
1

r

@f

@r
� f

r2

�
J1(�nr)dr

= Rf
0
(R)J1(�nR)�R�nf(R)J

0

1(�nR) � �2nH1(f)),

et on a aussi

3)

H1(
@f

@r
) = Rf(R)J1(�nR)� �nH0(f).
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3.1. Formulation du problème

Preuve. 1) Ona

H0(�0) =

Z R

0

r

�
@2f

@r2
+
1

r

@f

@r

�
J0(�nr)dr (3.1.2)

=

Z R

0

r
@2f

@r2
J0(�nr)dr +

Z R

0

@f

@r
J0(�nr)dr: (3.1.3)

L�intégration par partie donne

H0(�0) = r
@f

@r
J0(�nr)

����R
0

�
Z R

0

@f

@r

@

@r
(rJ0(�nr)) dr +

Z R

0

@f

@r
J0(�nr)dr (3.1.4)

= R
@f

@r
(R)J0(�nR)�

Z R

0

@

@r

�
@

@r
(rJ0(�nr))� J0(�nr)

�
dr

= R
@f

@r
(R)J0(�nR)�

Z R

0

@

@r

n
J0(�nr) + �nrJ

0

0(�nr)� J0(�nr)
o
dr

= R
@f

@r
(R)J0(�nR)� �n

Z R

0

@

@r
rJ

0

0(�nr)dr

= R
@f

@r
(R)J0(�nR)� �nf(r)J

0

0(�nr)
���R
0
+ �n

Z R

0

f(r)
@

@r

�
rJ

0

0(�nr)
�
dr

= R
@f

@r
(R)J0(�nR)� �nf(R)RJ

0

0(�nR) + �n

Z R

0

f(r)
@

@r

�
rJ

0

0(�nr)
�
dr

= R
@f

@r
(R)J0(�nR)� �nf(R)RJ

0

0(�nR)

+�n

Z R

0

f(r)
n
J
0

0(�nr) + �nrJ
00

0 (�nr)
o
dr. (3.1.5)

Comme J0(�nr) véri�e

J
00

0 (�nr) +
1

�nr
J
0

0(�nr) + J0(�nr) = 0,

ou encore

�nrJ
00

0 (�nr) + J
0

0(�nr) + �nrJ0(�nr) = 0.

Ce qui donne

�nrJ
00

0 (�nr) + J
0

0(�nr) = ��nrJ0(�nr). (3.1.6)

En remplacant (3.1.6) dans (3.1.5) , on obtient

H0(�0) = R
@f

@r
(R)J0(�nR)� �nf(R)RJ

0

0(�nR) + �n

Z R

0

f(r)(��nrJ0(�nr))dr

= R
@f

@r
(R)J0(�nR)� �nf(R)RJ

0

0(�nR)� �2n

Z R

0

rf(r)(J0(�nr))dr

= R
@f

@r
(R)J0(�nR)� �nf(R)RJ

0

0(�nR)� �2nH0(f).
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3.1. Formulation du problème

Or, si l�on observe que(4)

��nJ
0

0(�nR) = J1(�nR),

il vientZ R

0

r

�
@2f

@r2
+
1

r

@f

@r

�
J0(�nr)dr = Rf

0
(R)J0(�nR) +Rf(R)J1(�nR)� �2nH0(f).

Finalement, on a

H0(�0) =

Z R

0

r

�
@2f

@r2
+
1

r

@f

@r

�
J0(�nr)dr

= Rf
0
(R)J0(�nR) +Rf(R)J1(�nR)� �2nH0(f).

2) On a

H1(�1) =

Z R

0

r

�
@2f

@r2
+
1

r

@f

@r
� f

r2

�
J1(�nr)dr;

et on a aussiZ R

0

r

�
@2f

@r2
+
1

r

@f

@r

�
J1(�nr)dr =

Z R

0

r
@2f

@r2
J1(�nr)dr +

Z R

0

r
1

r

@f

@r
J1(�nr)dr (3.1.7)

=
@f

@r
J1(�nr)

����R
0

�
Z R

0

@f

@r

@

@r
(rJ1(�nr)) dr

+

Z R

0

@f

@r
J1(�nr)dr

= Rf
0
(R)J1(�nR)�

Z R

0

@f

@r

�
r�nJ

0

1(�nr) + J1(�nr)� J1(�nr)
�
dr

= Rf
0
(R)J1(�nR)� �n

Z R

0

f
0
(r)rJ

0

1(�nr)dr

= Rf
0
(R)J1(�nR)� �nf(r)rJ

0

1(�nr)
���R
0

+�n

Z R

0

f(r)
@

@r

�
rJ

0

1(�nr)
�
dr

= Rf
0
(R)J1(�nR)� �nf(R)RJ

0

1(�nR)

+�n

Z R

0

f(r)
@

@r

�
rJ

0

1(�nr)
�
dr

= Rf
0
(R)J1(�nR)� �nf(R)RJ

0

1(�nR)

+�n

Z R

0

f(r)
�
�nrJ

00

1 (�nr) + J
0

1(�nr)
�
dr: (3.1.8)

Puisque, J1(�nR) véri�e l�équation

J
00

1 (�nr) +
1

�nr
J
0

1(�nr) +

�
1� 1

�2nr
2

�
J1(�nR) = 0,

(4)La propriété (4) des fonction de Bessel appliquée pour � = 0.
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3.1. Formulation du problème

on a donc

�nrJ
00

1 (�nr) + J
0

1(�nr) +

�
�nr �

1

�nr

�
J1(�nR) = 0,

ce qui est similaire à

�nrJ
00

1 (�nr) + J
0

1(�nr) =

�
��nr +

1

�nr

�
J1(�nR).

En remplaçant l�expression �nrJ
00
1 (�nr)+J

0
1(�nr) par

�
��nr + 1

�nr

�
J1(�nR) dans l�intégrale

(3.1.8) , on obtient

H1(�1) = Rf
0
(R)J1(�nR)� �nf(R)RJ

0

1(�nR) + �n

Z R

0

f(r)

�
��nr +

1

�nr

�
J1(�nR)dr

= Rf
0
(R)J1(�nR)� �nf(R)RJ

0

1(�nR) + �2n

Z R

0

rf(r)

�
�1 + 1

�2nr
2

�
J1(�nR)dr

= Rf
0
(R)J1(�nR)� �nf(R)RJ

0

1(�nR) + �2nH1(f) + �2n

Z R

0

rf(r)
1

�2nr
2
J1(�nR)dr

= Rf
0
(R)J1(�nR)� �nf(R)RJ

0

1(�nR) + �2nH1(f) +

Z R

0

rf(r)
1

r2
J1(�nR)d

Par conséquentZ R

0

r

�
@2f

@r2
+
1

r

@f

@r
� f

r2

�
J1(�nr)dr = Rf

0
(R)J1(�nR)� �nf(R)RJ

0

1(�nR) + �2nH1(f).

C�est-à-dire

H1(�1) =

Z R

0

r

�
@2f

@r2
+
1

r

@f

@r
� f

r2

�
J1(�nr)dr

= Rf
0
(R)J1(�nR)� �nf(R)RJ

0

1(�nR) + �2nH1(f).

3) D�abord on a(5)Z R

0

r
@f

@r
J1(�nr)dr = rf(r)J1(�nr)jR0 �

Z R

0

f(r)
@

@r
(rJ1(�nr)) dr (3.1.9)

= Rf(R)J1(�nR)�
Z R

0

f(r)
@

@r
(rJ1(�nr)) dr

D�après la propriété (3) des fonctions de Bessel, on a

@

@r
(rJ1(�nr)) = rJ0(�nr),

en remplaçant cette expression dans (3.1.9) , on trouveZ R

0

r
@f

@r
J1(�nr)dr = Rf(R)J1(�nR)�

Z R

0

f(r)�nrJ0(�nr)dr

= Rf(R)J1(�nR)�H0(f):

Ce qui achève la démonstration.
(5)L�intégration par partie.
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Transformation intégrale du problème (système de Lamé)

La transformation du problème fait appel à la transformation intégrale de Hankel suivante:8>>>>>><>>>>>>:
ukn(z) =

RZ
0

ruk(r; z)J1(r�n)dr

wkn(z) =

RZ
0

rwk(r; z)J0(r�n)dr;

k = 1; 2 et n 2 N

où les �n véri�ent l�équation transcendante J1(R�n) = 0; et 0 = �0 < �1 < :::;

et les transformations inverses sont données par8>>><>>>:
uk(r; z) =

2
R2

1X
n=0

J0(�nr)

[J0(�nR)]
2ukn(z)

wk(r; z) =
2
R2

1X
n=0

J1(�nr)

[J0(�nR)]
2wkn(z)

k = 1; 2 et n 2 N (3.1.10)

En multipliant la première équation du système (3.1.1) par rJ1(r�n) et la deuxième

équation par rJ0(r�n), et en intégrant ensuite les équations obtenues de 0 à R suivant la

variable r, on obtient le système transformé, et ce la comme suit:

La première équation de Lamé

RZ
0

�
r�1

@

@r
(r
@

@r
uk) +

@2uk
@2z

� uk
r2
+
ak
bk

@2wk
@r@z

�
rJ1(r�n)dr

=

RZ
0

r�1
�
@uk
@r

+ r
@2uk
@r2

+
@2uk
@2z

� uk
r2
+
ak
bk

@2wk
@r@z

�
rJ1(r�n)dr

=

RZ
0

r

�
@2uk
@r2

+
1

r

@uk
@r

� uk
r2

�
J1(r�n)dr +

1

ak

RZ
0

r
@2uk
@2z

J1(r�n)dr +
ak
bk

RZ
0

r
@2wk
@r@z

J1(r�n)dr.

D�après le Lemme 3.1, le premièr terme est donné par

RZ
0

r

�
@2uk
@r2

+
1

r

@uk
@r

� uk
r2

�
J1(r�n)dr = R

@uk
@r
(R; z)J1(�nR)�R�nuk(R; z)J

0

1(�nR)��2nH1(uk).

Et tenant compte de la condition limite ukjR = 0 et la condition J1(�nR) = 0, on trouve

RZ
0

r

�
@2uk
@r2

+
1

r

@uk
@r

� uk
r2

�
J1(r�n)dr = �2nH1(uk)

= �2nukn.
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3.1. Formulation du problème

Passons maintenant au deuxième terme

1

ak

RZ
0

r
@2uk
@z2

J1(r�n)dr =
1

ak

@2

@2z

RZ
0

rukJ1(r�n)dr

=
1

ak

@2

@z2
ukn

=
1

ak
u
00

kn.

Le troisième terme est déduit comme suit :

On applique le troisième point du Lemme 3.1, et en tenant copmte ensuite de J1(�nR) =

0, il vient

ak
bk

RZ
0

r
@2wk
@r@z

J1(r�n)dr =
ak
bk

@

@z

RZ
0

r
@wk
@r

J1(r�n)dr

= Rwk(R)J1(�nR)�
ak
bk

@

@z
H0(wk)

= �ak
bk

@

@z
wkn

= �ak
bk
w
0

kn.

Ainsi, la première équation du système de Lamé devient après transformation

��2nukn(z) +
1

ak
u
00

kn(z)�
ak
bk
w
0

kn(z) = 0:

La deuxième équation de Lamé

RZ
0

r

�
r�1

@

@r
(r
@

@r
wk) + bk

@2

@z2
wk + akr

�1 @

@r
(r
@

@z
uk)

�
J0(r�n)dr

=

RZ
0

r

�
@2

@r2
wk +

1

r

@wk
@r

�
J0(r�n)dr + bk

@2

@z2

RZ
0

rwkJ0(r�n)dr

+ak

RZ
0

1

r

�
@

@z
uk + r

@2uk
@r@z

�
rJ0(r�n)dr:

Le Lemme 3.1 nous permet d�expliciter le premier terme par
RZ
0

r

�
@2

@r2
wk +

1

r

@wk
@r

�
J0(r�n)dr = R

@wk
@r
(R; z)J0(�nR) +Rwk(R; z)J1(�nR)� �2nwkn(z),
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et d�après les deux conditions w
0��
R
= 0 et J1(�nR) = 0, on a

RZ
0

r

�
@2

@r2
wk +

1

r

@wk
@r

�
J0(r�n)dr = ��2nwkn(z).

Le deuxième terme est donné par

bk
@2

@z2

RZ
0

rwkJ0(r�n)dr = bk
@2

@2z
wkn(z)

= bkw
00

kn(z).

Finalement, le troisième terme est calculé comme suit

ak

RZ
0

1

r

�
@

@z
uk + r

@2uk
@r@z

�
rJ0(r�n)dr (3.1.11)

= ak
@

@z

RZ
0

�
uk
r
+
@uk
@r

�
J0(r�n)dr (3.1.12)

= ak
@

@z

24 RZ
0

ukJ0(r�n)dr +

RZ
0

r
@uk
@r

J0(r�n)dr

35 . (3.1.13)

Or,

RZ
0

r
@uk
@r

J0(r�n)dr = rukJ0(r�n)jR0 �
RZ
0

uk(r; z)
@

@r
[rJ0(r�n)] dr, (3.1.14)

et comme, on a la condition ukjR = 0, par conséquent

RZ
0

r
@uk
@r

J0(r�n)dr = �
RZ
0

uk(r; z)
h
�nrJ

0

0(r�n) + J0(r�n)
i
dr

= �
RZ
0

uk(r; z)�nrJ
0

1(r�n)dr �
RZ
0

uk(r; z)J0(r�n)dr:

En remplaçant cette expression dans (3.1.13) , on trouve

ak

RZ
0

1

r

�
@

@z
uk + r

@2uk
@r@z

�
rJ0(r�n)dr = ak

@

@z
�nukn(z)

= ak�nu
0

kn(z),
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�nalement, on a

ak

RZ
0

1

r

�
@

@z
uk + r

@2uk
@r@z

�
rJ0(r�n)dr = ak�nu

0

kn(z).

Ainsi, la deuxième équation du système de Lamé devient après transformation

��2nwkn(z) + bkw
00

kn(z) + ak�nu
0

kn(z) = 0.

Donc le problème (3.1.1) transformé est(
��2nukn(z) + 1

ak
u
00
kn(z)� ak

bk
�nw

0
kn(z) = 0

��2nwkn(z) + bkw
00
kn(z) + ak�nu

0
kn(z) = 0

; k = 1; 2 (3.1.15)

Remarque 3.2. On a réduit le système d�équations aux dérivées partielles (3.1.1) à un

système d�équations di¤érentielles ordinaires (3.1.15) , et cela à l�aide des transformations

intégrales de Hankel.

Remarque 3.3. Le système (3.1.15) obtenu dépend seulement de la variable z, donc les

conditions aux limites doivent aussi être donnée par rapport a cette variable, à savoir; z = 0,

z = h�, z = h.

Remarque 3.4. La transformation intégrale des conditions aux limites données sur la sur-

face latérale (r = R), nous apporte aucune information dans la résolution du système (3.1.15)

.

Transformation intégrale des conditions aux limites

Extrémisés (z = 0 et z = h)

La condition sur la base inférieure du cylindre est

pour z = 0; on a u1zjz=0 = � 1zrjz=0 = 0.

La transformation intégrale de cette condition est

RZ
0

u1zjz=0 rJ0(r�n)dr =
1

2G
lim
z!0

RZ
0

w1(r; z)rJ0(r�n)dr

=
1

2G
lim
z!0

w1n(z)

=
1

2G
w1n(0)

= 0.
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C�est-à-dire

w1n(0) = 0.

Et on a ausi
RZ
0

� 1zrjz=0 rJ1(r�n)dr = lim
z!0

RZ
0

(
@u1
@z

+
@w1
@r
)rJ1(r�n)dr

= lim
z!0

24 @

@z

RZ
0

u1(r; z)J1(r�n)dr +

RZ
0

@w1
@r
(r; z)J1(r�n)dr

35
= lim

z!0
u
0

1n(z) + lim
z!0
(�nw1n(z)

= u
0

1n(0) + �nw1n(0)

= 0.

c�est-à-dire

u
0

1n(0) + �nw1n(0) = 0.

La condition sur la base (ou surface plane ) supérieure du cylindre (z = h) est

�2zjz=h = �P (r) et � 2zrjz=h = 0:

On a

�2z = a2

�
�2

�
1

r

@

@r
(ru2)

�
+ (1� �2)

@w2
@z

�
.

La transformation intégrale de cette condition est:
RZ
0

�2zjz=h = lim
z!h

a2

24 RZ
0

�
�2

�
1

r

@

@r
(ru2)

�
+ (1� �2)

@w2
@z

�
rJ0(r�n)dr

35
= lim

z!h
a2

24�2�1
r

@

@r
(ru2)

�
rJ0(r�n)dr + (1� �2)

@

@z

RZ
0

rw2J0(r�n)dr

35
= lim

z!h
a2

24�2 (ru2) J0(r�n)jR0 � �2

RZ
0

�ru2�nJ1(r�n)dr

35
+ lim
z!h

a2

�
(1� �2)w

0

2n(z)
�
.

Et d�après la condition limite, u2jR = 0 on a

RZ
0

�2zjz=h = lim
z!h

a2

�
�2�nu2n(z) + (1� �2)w

0

2n(z)
�

= a2

�
�2u2n(h) + (1� �2)w

0

2n(h)
�
= Pn,
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où

Pn =

RZ
0

rP (r)J0(r�n)dr,

donc �
�2u2n(h) + (1� �2)w

0

2n(h)
�
= �a�12 Pn:

Transformons maintenant la condition � 2zrjz=h = 0
RZ
0

� 2zrjz=h rJ1(r�n)dr = lim
z!h

RZ
0

�
@u2
@z

+
@w2
@r

�
rJ1(r�n)dr

= lim
z!h

24 @

@z

RZ
0

0@u2rJ1(r�n)dr + RZ
0

@w2
@r

rJ1(r�n)dr

1A35
= lim

z!h

�
u
0

2n(z) + �nw2n(z)
�

=
�
u
0

2n(h) + �nw2n(h)
�

= 0:

Donc la condition � 2zrjz=h = 0; devient�
u
0

2n(h) + �nw2n(h)
�
= 0.

Sur la surface de séparation des deux matériaux (z = h�)

La première condition est

u1r(r; h� � 0) = u2r(r; h� + 0).

C�est-à-dire

1

2G1
u1(r; h� � 0) =

1

2G2
u2(r; h� + 0)

) u1(r; h� � 0) =
G1
G2
u2(r; h� + 0).

En posant G = G1
G2
; on obtient

u1(r; h� � 0) = Gu2(r; h� + 0).

La transformation intégrale du premier membre de cette égalité, donne

RZ
0

u1(r; h� � 0)rJ1(r�n)dr = lim
z!<h�

RZ
0

u1(r; z)rJ1(r�n)dr

= u1n(h�);
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et la transformation intégrale du second membre est

RZ
0

u2(r; h� + 0)rJ1(r�n)dr = lim
z!>h�

RZ
0

u2(r; z)rJ1(r�n)dr

= u2n(h�):

Ce qui donne

u1n(h�) = Gu2n(h�).

La deuxième condition sur la surface de séparation des deux matériaux est

u1z(r; h� � 0) = u2z(r; h� + 0);

ou encore

1

2G1
w1(r; h� � 0) =

1

2G2
w2(r; h� + 0)

) w1(r; h� � 0) =
G1
G2
w2(r; h� + 0) = Gw2(r; h� + 0):

La transformation intégrale de cette égalité donne

RZ
0

w1(r; h� � 0)rJ0(r�n)dr =
RZ
0

w2(r; h� + 0)rJ0(r�n)dr:

Ce qui entraîne

lim
z!<h�

RZ
0

w1(r; z)rJ0(r�n)dr = lim
z!>h�

G

RZ
0

w2(r; z)rJ0(r�n)dr:

Ainsi, on trouve

w1n(h�) = Gw2n(h�):

La troisième condition sur la surface de séparation des deux matériaux est

�1z(r; h� � 0) = �2z(r; h� + 0);

donc
RZ
0

�1z(r; h� � 0)rJ0(r�n)dr =
RZ
0

�2z(r; h� + 0)rJ0(r�n)dr

or,

�kz = a1

�
�k
1

r

@

@r
(ruk) + (1� �k)

@wk
@z

�
; k = 1; 2:
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Par conséquent la transformation intégrale de cette condition est

lim
z!<h�

RZ
0

a1

�
�1
1

r

@

@r
(ru1) + (1� �1)

@w1
@z

�
rJ0(r�n)dr

= lim
z!>h�

RZ
0

a2

�
�2
1

r

@

@r
(ru2) + (1� �2)

@w2
@z

�
rJ0(r�n)dr;

qui nous conduit �nalement, à

a1

h
�1�nu1n(h�) + (1� �1)w

0

1n(h�)
i
= a2

h
�2�nu2n(h�) + (1� �2)w

0

2n(h�)
i
.

Maintenant, on prend la quatrième condition sur la surface de séparation des deux

matériaux qui est la suivante

� 1rz(r; h� � 0) = � 2rz(r; h� + 0):

Rappelons que,

� krz =
1

2
(
@uk
@z

+
@wk
@r
);

alors, la transformation intégrale de cette condition est

RZ
0

� 1rz(r; h� � 0)rJ1(r�n)dr = lim
z!<h�

RZ
0

� 2rz(r; h� + 0)rJ1(r�n)dr:

Ce qui se traduit par

lim
z!<h�

RZ
0

(
@u1
@z

+
@w1
@r
)rJ1(r�n)dr = lim

z!>h�

RZ
0

(
@u2
@z

+
@w2
@r
)rJ1(r�n)dr;

et comme

lim
z!<h�

RZ
0

(
@u1
@z

+
@w1
@r
)rJ1(r�n)dr = lim

z!<h�

24 @

@z

RZ
0

u1rJ1(r�n)dr +

RZ
0

@w1
@r

rJ1(r�n)dr

35
= u

0

1n(h�)� �nw1n(h�);

et

lim
z!>h�

RZ
0

(
@u2
@z

+
@w2
@r
)rJ1(r�n)dr = lim

z!<h�

24 @

@z

RZ
0

u2rJ1(r�n)dr +

RZ
0

@w2
@r

rJ1(r�n)dr

35
= u

0

2n(h�)� �nw2n(h�):

Donc, la condition précédente devient

u
0

1n(h�)� �nw1n(h�) = u
0

2n(h�)� �nw2n(h�)
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Remarque 3.5. Ainsi, on obtient huit conditions correspondant au problème transformé

(3.1.15) , et elles sont résumées dans le système suivant:8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

w1n(0) = 0

u
0
1n(0)� �nw1n(0) = 0

�2�nu2n(h) + (1� �2)w
0
2n(h) = �a�12 Pn

u
0
2n(h)� �nw2n(h) = 0

u1n(h�) = Gu2n(h�)

w1n(h�) = Gw2n(h�)

a1(�1�nu1n(h�) + (1� �1)w
0
1n(h�)) = a2(�2�nu2n(h�) + (1� �2)w

0
2n(h�))

u
0
1n(h�)� �nw1n(h�) = u

0
2n(h�)� �nw2n(h�)

(3.1.16)

3.2 Résolution du problème

La résolution du système (3.1.15) revient à résoudre les deux systèmes suivants:(
��2nu1n(z) + 1

b1
u
00
1n(z)� a1

b1
�nw

0
1n(z) = 0

��2nw1n(z) + b1w
00
1n(z) + a1�nu

0
1n(z) = 0

(3.2.1)

et (
��2nu2n(z) + 1

b2
u
00
2n(z)� a2

b2
�nw

0
2n(z) = 0

��2nw2n(z) + b2w
00
2n(z) + a2�nu

0
2n(z) = 0

(3.2.2)

Remarque 3.6. On remarque deux cas possibles pour �n, �n = 0 et �n 6= 0, pour cette

raison, on va étudier les deux cas.

a) Premier cas (�n = 0)

On a n = 0) �n = 0, c�est-à-dire, �0 = 0 car J1(0) = 0 (Voir le premier chapitre).

Déterminons la solution du premier système

A partir de la première équation du système (3.2.1) , on tire

u
00

10(z) = 0:

Donc, l�expression de u10(z) est sous la forme

u10(z) = �1z + �1; (�1; �1) 2 R:
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Et de la deuxième équation du système (3.2.1) , on a

w
00

1n(z) = 0,

ce qui se traduit par

w10(z) = �2z + �2; (�2; �2) 2 R:

Pour le deuxième système, On procède comme suit

En remplaçant la valeur �0 = 0 dans la première équation du système (3.2.2) , on trouve

u
00

20(z) = 0:

Donc,

u20(z) = �3z + �3; (�3; �3) 2 R:

Et en apportant la valeur de �0 dans la deuxième équation du système (3.2.2) , on obtient

w
00

20(z) = 0,

c�est-à-dire

w20(z) = �4z + �4; (�4; �4) 2 R:

Finalement, pour déterminer (�i; �i) ; i 2 f1; 2; 3; 4g, on est conduit à résoudre le système
suivant 8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

w10(0) = 0

u
0
10(0) = 0

�2u20(h) + (1� �2)w
0
20(h) = �a�12 P0

u
0
20(h) = 0

u10(h�) = Gu20(h�)

w10(h�) = Gw20(h�)

(1� �1)w
0
10(h�)) = (1� �2)w

0
20(h�))

u
0
10(h�) = u

0
20(h�)

(3.2.3)

Alors, cherchons la solution de ce système.

D�abord, on véri�e immédiatement que

�1 = �3 = 0; et �2 = 0;

c�est-à-dire
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(3.2.3),

8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

�2 = 0

�1 = 0

�2�3 + (1� �2)�4 = �a�12 P0

�3 = 0

�1 = G (�3h� + �3), �1 = G�3

�2h
� = G (�4h

� + �4)

(1� �1)�2 = (1� �2)�4 , �2 =
1��2
1��1�4

�1 = �3 = 0

,

8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

�2 = 0

�1 = 0

�3 = 0

�1 = 0

�3 = 0

�2 =
G
h�
(�4h

� + �4), �2 = G�4 +
G
h��4

�2 =
(1��2)
(1��1)�4

�4 =
�a�12
(1��2)P0 =

1�2�2
1��2 P0

Donc, la solution du système algébrique (3.2.3) est donnée par8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

�1 = 0;

�1 = 0;

�2 =
1�2�2
(1��1)P0;

�2 = 0;

�3 = 0;

�3 = 0;

�4 =
1�2�2
1��2 P0;

�4 =
h�
G

�
1��2
1��1 �G

�
1�2�2
1��2 P0:

Par conséquent la solution dans ce cas est donnée par8>>>>><>>>>>:

u10(z) = 0;

w10(z) =
�
1�2�2
1��1 P0

�
z;

u20(z) = 0;

w20(z) =
�
1�2�2
1��1 P0

��
z +

�
1��2
1��1 �G

�
h�
G

�
:

(3.2.4)

En appliquant ensuite les transformations inverses (3.1.10) à l�ordre n = 0, on trouve8>>>>><>>>>>:

u1(r; z) = 0;

u2(r; z) = 0;

w1(r; z) =
2
R2

�
1�2�2
1��1 P0

�
z;

w2(r; z) =
2
R2

�
1�2�2
1��1 P0

��
z +

�
1��2
1��1 �G

�
h�
G

�
:

(3.2.5)

Ces dernières représentent les solutions du problème (3.1.1) correspondant au premier

cas (�n = 0).

b) Deuxième cas (�n 6= 0)
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3.2. Résolution du problème

b) 1) Résolution du premier système

Déterminons d�abord l�équation séparée en w1n(z):

En dérivant les deux équations du système (3.2.1) , on obtient(
��2nu1n(z) + 1

b1
u
00
1n(z)� a1

b1
�nw

0
1n(z) = 0

��2nw
0
1n(z) + b1w

(3)
1n (z) + a1�nu

00
1n(z) = 0

(3.2.6)

En multipliant la première équation de (3.2.6) par a1�n et la deuxième par 1
b1
, on aura(

�a1�3nu1n(z) + a1
b1
�nu

00
1n(z)�

a21
b1
�2nw

0
1n(z) = 0

��2n 1b1w
0
1n(z) + w

(3)
1n (z) +

a1
b1
�nu

000
1n(z) = 0

par soustraction, on trouve

�a1�3nu1n(z) + (�
a21
b1
�2n +

1

b1
�2n)w

0

1n(z)� w
(3)
1n (z) = 0: (3.2.7)

Donc, pour �n 6= 0, on a

u1n(z) +
1

�a1�3n

�
(�a

2
1

b1
�2n +

1

b1
�2n)w

0

1n(z)� w
(3)
1n (z)

�
= 0:

Ce qui donne

u1n(z) =
�1
a1�

3
n

�
(
a21
b1
�2n �

1

b1
�2n)w

0

1n(z) + w
(3)
1n (z)

�
: (3.2.8)

D�une part, la dérivation de u1n(z), donne

u
0

1n(z) =
�1
a1�

3
n

�
(
a21
b1
�2n �

1

b1
�2n)w

00

1n(z) + w
(4)
1n (z)

�
,

et d�autre part, la deuxième équation du système (3.2.1) permet de tirer u
0
1n(z) comme

suit

u
0

1n(z) =
1

a1�n

�
�2nw1n(z)� b1w

00

1n(z)
�
:

Par conséquent, on a

�1
a1�

3
n

�
(
a21
b1
�2n �

1

b1
�2n)w

00

1n(z) + w
(4)
1n (z)

�
=

1

a1�n

�
�2nw1n(z)� b1w

00

1n(z)
�
;

ce qui est équivalent à

�1
�2n

�
(
a21
b1
�2n �

1

b1
�2n)w

00

1n(z) + w
(4)
1n (z)

�
=
�
�2nw1n(z)� b1w

00

1n(z)
�
;

ou encore �
(�a

2
1

b1
+
1

b1
)w

00

1n(z) +
�1
�2n
w
(4)
1n (z)

�
=
�
�2nw1n(z)� b1w

00

1n(z)
�
:
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3.2. Résolution du problème

Ce qui donne �
(�a

2
1

b1
+
1

b1
+ b1)w

00

1n(z) +
�1
�2n
w
(4)
1n (z)

�
� �2nw1n(z) = 0:

Or, si on observe que

�a
2
1

b1
+
1

b1
+ b1 =

�a21 + 1 + b21
b1

=
(b1 � 1)2 + 1 + b21

b1
car b1 = a1 + 1

=
� (b21 � 2b1 + 1) + 1 + b21

b1
= 2;

il vient

2w
00

1n(z) +
�1
�2n
w
(4)
1n (z)� �2nw1n(z) = 0:

En l�arrangeant suivant le degré des dérivées, on trouve

�1
�2n
w
(4)
1n (z) + 2w

00

1n(z)� �2nw1n(z) = 0:

Ce qui se traduit par

w
(4)
1n (z)� 2�2nw

00

1n(z) + �4nw1n(z) = 0:

A partir de (3.2.8) , on a

u1n(z) = (�
a1
�nb1

+
1

�nb1
)w

0

1n(z)�
1

a1�
3
n

w
(3)
1n (z) = 0:

En tenant compte de a1 = (1� �1)�1 et b1 = 1 + a1, on obtient

u1n(z) = (
�2�1
�nb1

)w
0

1n(z)�
(1� �1)

�3n
w
(3)
1n (z):

Donc la résolution du premier système revient à résoudre le système suivant(
w
(4)
1n (z)� 2�2nw

00
1n(z) + �4nw1n(z) = 0

u1n(z) = (
�2�2
�nb1

)w
0
1n(z)�

(1��2)
�3n

w
(3)
1n (z)

(3.2.9)

Remarque 3.7. L�obtention de l�expression de la fonction w1n(z) permettra d�en déduire

celle de u1n(z), ce qui nous conduit à résoudre la première équation du système (3.2.9) .
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3.2. Résolution du problème

1) La résolution de la première équation du système (3.2.9) , ce fait à l�aide de l�équation

caractéristique, puisque cette équation est à coe¢ cients constants(6).

L�équation caractéristique est

t4 � 2�2nt2 + �4n = 0

()
�
t2 � �2n

�
= 0:

Donc,

(
t = ��n
t = +�n

sont les deux racines doubles de l�équation caractéristique.

Ainsi, la solution est sous la forme [12]

w1n(z) = exp(��nz) (c1 + c2z) + exp(�nz) (c3 + c4z) :

Et comme u1n(z) s�écrit en fonction de w
0
1n(z) et w

(3)
1n (z); calculons alors l�expression de

ces dernières.

On a

w
0

1n(z) = ��n exp(��nz) (c1 + c2z) + c2 exp(��nz) +

�n exp(�nz) (c3 + c4z) + c4 exp(�nz)

= exp(��nz) (��n (c1 + c2z) + c2) + exp(�nz) (�n (c3 + c4z) + c4) ;

en dérivant cette expression, on trouve

w
00

1n(z) = exp(��nz) [��n (c1 + c2z)� �nc2 � �nc2]

+ exp(�nz)
�
�2n (c3 + c4z) + �nc4 + �nc4

�
= exp(��nz) [��n (c1 + c2z)� 2�nc2]

+ exp(�nz)
�
�2n (c3 + c4z) + 2�nc4

�
:

Ce qui entraîne

w
(3)
1n (z) = exp(��nz)

�
��3n (c1 + c2z)� 3�2nc2

�
+exp(�nz)

�
�2n (c3 + c4z) + 3�

2
nc4
�
:

En remplaçant les expressions w
0
1n(z) et w

(3)
1n (z) dans la deuxième équation de (3.2.9) et

en posant {1 = 3� 4�1, on obtient

u1n(z) =
�
c1 � {1��1n c2 + c2z

�
exp(��nz) +

�
c3 � {1��1n c4 + c4z

�
:

(6)Méthode de résolution d�une équation di¤érentielle à coe¢ cients constants.
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3.2. Résolution du problème

Donc la solution du premier système est(
w1n(z) = exp(��nz) (c1 + c2z) + exp(�nz) (c3 + c4z) ;

u1n(z) =
�
c1 � {1��1n c2 + c2z

�
exp(��nz) +

�
c3 � {1��1n c4 + c4z

�
:

Où (c1; c2; c3; c4) 2 R4.
b) 2) Résolution du deuxième système(

��2nu2n(z) + 1
b2
u
00
2n(z)� a2

b2
�nw

0
2n(z) = 0

��2nw2n(z) + b2w
00
2n(z) + a2�nu

0
2n(z) = 0

(3.2.10)

La résolution de ce système se fait exactement comme le premier système, et on trouve

la solution du ce système sous la forme(
w2n(z) = exp(��nz)(c5 + c6z) + exp(�nz)(c7 + c8z);

u2n(z) = (c5 � {2��1n c6 + c6z) exp(��nz) + (�c7 � {2��1n c8 � c8z) exp(�nz);

avec {2 = 3� 4�2 et (c5; c6; c7; c8) 2 R4.
En résumé

La solution du problème transformé (3.1.15) est donnée par8>>>>><>>>>>:
w1n(z) = exp(��nz) (c1 + c2z) + exp(�nz) (c3 + c4z) ;

u1n(z) =
�
c1 � {1��1n c2 + c2z

�
exp(��nz) +

�
c3 � {1��1n c4 + c4z

�
;

w2n(z) = exp(��nz)(c5 + c6z) + exp(�nz)(c7 + c8z);

u2n(z) = (c5 � {2��1n c6 + c6z) exp(��nz) + (�c7 � {2��1n c8 � c8z) exp(�nz);

où {1 = 3� 4�1, {2 = 3� 4�2 et les constantes c1; c2; c3; c4; c5; c6; c7 et c8 sont solutions
du système(7) algébrique suivant

(7)Système obtenu en explicitant les expressions w1n, u1n; w2n et u2n dans chaque équation du système

(3.1.16) .
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3.2. Résolution du problème

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(c1 + c2z) exp(��nz) + (c3 + c4z) exp(�nz) = 0��(1)

c2 exp(��nz)�
�
c1 +

�
z � {1

�n

�
c2

�
�n exp(��nz)�

�
c3 +

�
z � {1

�n

�
c2

�
�n exp(�nz)

�(c1 + c2z) exp(��nz) + (c3 + c4z) exp(�nz) = 0����(2)

�2�n

�
c5 +

�
h� {1

�n

�
c6

�
exp(��nh)�

�
c7 +

�
h+ {2

�n

�
c8

�
exp(�nh)

+ (1� �2) (c7 exp(��nh)� (c5 + c6h) exp(��nh) + c8 exp(�nh) + (c7 + c8h) exp(�nh))

= � (1� 2�2)Pn ������(3)

c6 exp(��nh)�
�
c5 +

�
h� {2

�n

�
c6

�
�n exp(��nh) + c8 exp(�nh)��

c7 +
�
h+ {2

�n

�
c8

�
exp(�nh)� (c5 + c6h) exp(��nh) + (c7 + c8h) exp(�nh) = 0��(4)

c2 exp(��nh�)�
�
c1 +

�
z � {1

�n

�
c2

�
�n exp(��nh�)� c4 exp(�nh�)��

c3 +
�
z � {1

�n

�
c4

�
�n exp(�nh�)� (c1 + c2h�) exp(��nh�)+

(c3 + c4h�) exp(�nh�) = c6 exp(��nh�)�
�
c5 +

�
h� � {2

�n

�
c6

�
�n exp(��nh�)�

c8 exp(�nh�)�
�
c7 +

�
h� +

{1
�n

�
c8

�
�n exp(�nh�)�

�n (c5 + c6h�) exp(��nh�) (c7 + c8h�) exp(�nh�)������(5)

(�1�n

�
(c1 +

�
h� � {1

�n

�
c2

�
exp(��nh�)�

�
c3 +

�
h� +

{1
�n

�
c4

�
exp(�nh�))

+ (1� �1) [(c2 exp(��nh�)� (c1 + c2h�) exp(��nh�)+
c4 exp(�nh�) + (c3 + c4h�) exp(�nh�)]) (1� 2�2) =
(1� 2�1) �2�n[

�
c5 +

�
h� � {2

�n

�
c6

�
exp(��nh�)�

�
c7 +

�
h� +

{2
�n

�
c8) exp(�nh�)

�
+

(1� �2) (c6 exp(��nh�)� (c5 + c6h�)�n exp(��nh�) + c8 exp(�nh�)

+ (c7 + c8h�)�n exp(�nh�))]��� (6)

�
(c1 +

�
h� � {1

�n

�
c2

�
exp(��nh�)�

�
c3 +

�
h� +

{1
�n

�
c4

�
exp(�nh�) =

G
��
c5 +

�
h� � {2

�n

�
c6

�
exp(��nh�)�

�
c7 +

�
h� +

{2
�n

�
c8) exp(�nh�)

��
��� (7)

(c1 + c2h�) exp(��nh�) + (c3 + c4h�) exp(�nh�) =

G ((c5 + c6h�) exp(��nh�) + (c7 + c8h�) exp(�nh�))������(8)

Si �1 = �2 = �, la résolution de ce dernier système se fait à l�aide du logiciel Maple [14].

Les solutions sont donnés comme suit:
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3.2. Résolution du problème

ci =
cin
cid
; i = 1; 2; :::; 8: où c2d = c4d = c6d = c8d , c1d = c3d = c5d = c7d; et c7d = �nc8d

c1n = 4 (�1 + �)GP exp (�n (h+ 2h�)) f(G� 1) (d3 + d4) exp (4�nh�)+(d3 � d4) exp (2�nh)+

exp (2�nh�) [(d1 + d2 � (d1 � d2) exp (2�nh))]g;

c2n = �4 (�1 + �)GP exp (�n (h+ 2h�))
�f(1� 2�n (h� h�)) exp (4�nh�)� (1� 2�n (h� h�)) exp (2�nh) (G� 1)
+ ({G+ 1) (exp (2�nh)� 1) exp (2�nh�)g;

c3n = �c1n;
c4n = c2n;

c5n = P exp (�n (h+ 2h�)) f[�nh+ 2 (� � 1)] exp (2�nh�) [({G+ 1) (G+{�4�nh� (G� 1) exp (2�nh�))�
(G� 1)2 { exp (4�nh�)]+[�4 (d10 + d11) exp (2�nh�) + (G� 1) (d7 + d8) (1� exp (4�nh�))] exp (2�nh)g;

c6n = P exp (�n (h+ 2h�)) f
�
{ (G� 1)2 exp (4�nh�) + ({G+ 1) (4�nh� (G� 1)) exp (2�nh�)� (G� {)

�
exp (2�nh�) + 4 (d5 � d6) exp (2�n(h+ h�))+

(G� 1) (G+ {) (1 + 2�n(h� h�)) exp (2�nh) (exp (4�nh�)� 1)g;

c7n = P exp (�nh) f(�nh� 2 (� � 1)) exp (2�nh)
�
�
({G+ 1) exp (2�nh�) (� (G+ {)� 4�nh� (G� 1)) + (G� 1)2 {

�
+ [�4 (d10 � d11) exp (2�nh�) + (G� 1) (d7 � d8) (1� exp (4�nh�))] exp (2�nh�)g;

c8n = P exp (�n (h+ 2h�))

�f
�
�{ (G� 1)2 exp (�2�nh�) + ({G+ 1) (4�nh� (G� 1) + (G+ {) exp (2�nh�))

�
exp (2�nh)�4 (d5 � d6) exp (2�nh�)+(G+ 1) (G+ {) (1� 2�n (h� h�)) (exp (4�nh�)� 1)g

et

c8d = 2 exp (2�n (h+ h�))

� [4�nd9 exp (2�nh�) + (G� 1) d12 (exp (4�nh�)� 1)] + ({G+ 1) (G+ {) exp (4�nh�)
(exp (4�nh)� 1)+4�nh� (G� 1) ({G+ 1) exp (2�nh�) (exp (4�nh�) + exp (4�nh))+{ (G� 1)2
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3.3. Conclusions et perspectives

(exp (4�nh�)� exp (4�nh)) :

Les coe¢ cients dj; j = 1; 2; 3; :::12 �gurant dans ces dernières expressions s�obtiennent

par

d1 = G (8�2 � 12� + 5){;
d2 = ��nh ({ +G) + 2�nh� (1� 2�) (1�G) ;

d3 = �n (h{ + 4h� (� � 1)) ;
d4 = 2�

2
nh� (h� h�)� {:

d5 = 4G (� � 1)2 + (G� 1)2 2�2nh� (h� h�) ;

d6 = �nh� (G� 1)2 ;
d7: = �n (G+ {) [�{h+ 4h� (1� �)] ;

d8 = �2{ (1� �) (G+ 1) + 2�2nh� ({ +G) (h� h�) ;

d9 = 2�
2
nh� (h� h�)

2+8G�2 (h� h�)�2 (1� 2�)G (3h� � 4h)+G2h� (8�2 � 12� + 5)+
h�;

d10 = �2nh� (G� 1)
2 [4h� (1� �){h] + 8G (� � 1)3 ;

d11 = �2�3nh2� (G� 1)
2 (h� h�) + 4G�n (� � 1)2 (2h� � h) + 2�nh� (� � 1) [{G2 + 1] ;

d12 = 2�
2
n (h� � h)2 [G+ {] + { +G (8�2 � 12� + 5) :

Remarque 3.8. Les transformations inverses (3.1.10) , nous permettent d�avoir les fonc-

tions en déplacements u1(r; z); w1(r; z), u2(r; z) et w2(r; z), avec ces dernières et à l�aide

des expressions des contraintes normales radiales (résp axiales) suivantes

(
�kr =

@uk
@r
+ ak�k

�
@uk
@r
+ uk

r
+ @wk

@z

�
�kz = ak

�
(1� �k)

@wk
@z
+ �k

�
1
r
@
@r
(ruk)

�� k = 1; 2

on déterminera les contraintes qu�on vient d�évoquer.

3.3 Conclusions et perspectives

On va nommer dans toute la suite, les contraintes de compression qui atteignent le maximum

en r = 0 par contraintes de 1er type , et celles qui atteignent le maximum en r = R par

contraintes de 2ème type.

Exemple 7. 1) Contrainte de 1er type comme P (r) = C(R� r) et P (r) = C(R2� r2); où
C 2 R
2) Contraintes de 2ème type comme P (r) = Cr et P (r) = C(r2 +Rr); où C 2 R.
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3.3. Conclusions et perspectives

Remarque 3.9. Remarquons d�abord que si la contrainte de compression est constante;

alors la contrainte radiale et axiale le sont aussi; En e¤et;

P (r) = C où C 2 R, alors la transformation intégrale est

Pn =

Z R

0

rCJ0(�nr)dr =

(
0 si �n 6= 0

C R2

2
si �n = 0

Car, J0(0) = 1

C�est à dire P0 = C R2

2
.

En la replaçant dans les expressions de w10 et w20 données par(3.2.5) , on obtient

w1(r; z) =
2
R2

�
1�2�2
1��1 C

R2

2

�
z = (1�2�2

1��1 C)z )
@w1
@z
(r; z) = 1�2�2

1��1 C;

w2(r; z) =
2
R2

�
1�2�2
1��1 C

R2

2

��
z +

�
1��2
1��1 �G

�
h�

G

�
) @w2

@z
(r; z) = 1�2�2

1��1 C:

Et comme

u1(r; z) = 0;

u2(r; z) = 0;

Alors, les expressions de �kr et �kz sont8<: �kr = �kak

�
1�2�2
1��1 C

�
�kz = ak (1� �k)

�
1�2�2
1��1 C

� ; k = 1; 2:

Dans la partie qui suit, on donnera les graphes des déplacements et des contraintes pour

les di¤érentes valeurs de la contrainte de compression, ensuite on portera des conclusions.

A) Déplacements axiaux w1 et w2
A) a) Contrainte de compression de 1er type

1) Si on applique la contrainte linéaire P (r) = C(R � r), alors on a les graphes des

déplacements axiaux w1 et w2 pour des di¤érentes valeurs de R et de h� qui sont résumés
dans le Tableau 3.1.

2) Si on prend la contrainte parabolique P (r) = C(R2 � r2) et on a les graphes des

déplacements axiaux w1 et w2 pour des di¤érentes valeurs de R et de h� qui sont rassemblés
dans le Tableau 3.2.

A) b) Contrainte de compression de 2ème type

1) Si on applique la contrainte linéaire P (r) = Cr, alors on a les graphes des déplacements

axiaux w1 et w2 qui sont �gurés dans le Tableau 3.3.

2) Si on prend la contrainte parabolique P (r) = C(r2 + R2) et on a les graphes des

déplacements axiaux w1 et w2 qui sont donnés dans le Tableau 3.4.
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Tableau 3.1: Contrainte de compression du 1er type linaire; h� = h=4

R=0.05

Graphe de w1 pour G = 2

L�allure de w2 , (G = 2)

Graphe de w1 pour G = 1

L�allure de w2;, (G = 1)

R = 0:75

La variation de w1, G = 2

L�allure de w2 pour G = 2

La variation de w1,G = 1

L�allure de w2 pour G = 1
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Tableau 3.2 : Contrainte de compression du premier type parabolique; h� = h=4

R=0.05

L�allure de w1 pour

G = 2

La variation de w2, G = 2

L�allure de w1 pour

G = 1

La variation de w2, G = 1

R=0.75

Graphe de w1 pour G = 2

L�allure de w2 pour G = 2

Graphe de w1 pour G = 1

L�allure de w2 pour

G = 1
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Tableau 3.3 : Les graphes des déplacements w1 et w2 pour P (r) = Cr

Le graphe de w1 ; (G = 1) Le graphe de w1 ; (G = 2)

Le graphe de w2 ; (G = 1) Le graphe de w2 ; (G = 2)
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Tableau 3.4 : Les graphes des déplacements w1 et w2 pour P (r) = C (r2 +R2)

Le graphe de w1 , (G = 1) Le graphe de w1 , (G = 2)

L�allure de w2 , (G = 1) L�allure de w2 , (G = 2)
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B) Contrainte radiale �r le long de la surface latérale

B) a) Contrainte de compression de 1er type

1) Si la contrainte appliquée est linéaire P (r) = C(R�r);[Figure 3.2], alors les résultats
sont regroupés dans le Tableau 3.5.

11,νG

22 ,νG
*h

h

Figure 3.2:

Compression

linaire

P (r) = C(R� r)

2) Si la contrainte appliquée est parabolique P (r) = C(R2 � r2);[Figure 3.3], alors les

résultats sont donnés dans le Tableau 3.6.

11,νG

22 ,νG

0

*h

h

Figure 3.3:

Compression

parabolique

P (r) =

C(R2 � r2)
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B) b) Contrainte de compression de 2ème type

1) Si on applique la contrainte linéaire P (r) = Cr [Figure 3.4], alors les résultats sont

�gurés dans le Tableau 3.7.

11,νG

22 ,νG

0

*h

h

Figure 3.4:

Compression

linaire P (r) = Cr

2) Si on exerce une contrainte linéaire dont l�équation P (r) = C(r2 + Rr) [Figure 3.5],

alors les résultats sont regropés dans le Tableau 3.8.

11,νG

22 ,νG

0

*h

h

Figure 3.5:

Compression

linaire P (r) =

C(r2 +Rr)

C) Contrainte axiale �z
Les di¤érentes cas possibles de la contrainte de compression et leurs graphes correspon-

dants sont indiques dans le Tableau 3.9.
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Tableau 3.5: Les graphes de la contrainte radiale �r le long de la surface latérale pour
P (r) = C(R� r):

R = h� = h=4 h� = h=2 h� = 3h=4

0:05

0:1

0:75

1
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Tableau 3.6: Les graphes de la contrainte radiale �r le long de la surface latérale pour
P (r) = C(R2 � r2)

R = h� = h=4 h� = h=2 h� = 3h=4

0:05

0:1

0:75

1
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Tableau 3.7: Les graphes de la contrainte radiale �r le long de la surface latérale pour P (r) = Cr

R = h� = h=4 h� = h=2 h� = 3h=4

0:05

0:1

0:75

1
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Tableau 3.8: Les graphes de la contrainte radiale �r le long de la surface latérale pour
P (r) = C(r2 +Rr)

R = h� = h=4 h� = h=4 h� = h=4

0:05

0:1

0:75

1
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Tableau 3.9: Les graphes de la contrainte axiale �z pour les di¤érentes P

Type Contrainte R = 0:05 R = 0:75

1er type

11,νG

22 ,νG

0

*h

h

p(r) = C(R� r)

1er type

11,νG

22 ,νG

0

*h

h

P (r) =

C(R2 � r2)

2ème type

11,νG

22 ,νG

0

*h

h

P (r) = Cr

2ème type

11,νG

22 ,νG

0

*h

h

P (r) =

C(r2 +Rr)
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3.3.1 Conclusion (1)

1) Déplacements axiaux

a) Compression de 1er type

Si P obéit à une loi linéaire, alors les déplacements ont presque la même allure dans les

deux cas d�un cylindre d�une seule(8) couche ou deux couches.

Par contre la similitude s�observe aussi pour le cas où P est parabolique seulement a

partir de R � 0:75:
b) Compression de 2ème type

La remarque précédente reste valable.

Dans les deux cas les extrèmums de déplacement sont atteints pour des valeurs de r pour

lesquelles la contrainte de compression est maximale.

2)Contrainte radiale le long de la surface latérale

Si R � 0:75 et h� � h=4 les contraintes sont presque les mêmes que celles apparais-

sant dans un cylindre d�une seule couche. Alors que si h� > h=4 la similitude est valable

uniquement en dehors d�un certain voisinage de h�:

a) Compression de 1er type

Le maximum de la contrainte radiale est proportionnel au rayon du cylindre dans le cas

P est parabolique. Cette proportionnalité est inversée dans le cas linéaire.

Si R � 0:1 le maximum de la contrainte est atteint en z = h�

b) Compression de 2ème type

Le maximum en valeur absolue atteint au point z = h� si R � 0:1 et en z = h si

R � 0:75:

3) Contraintes axiales sur la base du cylindre (z = 0)

Le maximum de la contrainte est atteint au même point où la contrainte de compression

est maximale.

Par contre si R � 0:05 et si P est de 1er type, le maximum en valeur absolue est atteint
au même point où la contrainte de compression est maximale.

A partir de R � 0:75 les sauts des discontinuités commencent à apparaître.

(8)Lorsque G = G1

G2
= 1
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3.3.2 Second problème: cas d�une �xation rigide de la base z=0

Remarque 3.10. Si la base du cylindre est �xé en (z = 0), alors le déplacement axial est nul

en z = 0, ainsi que le déplacement radial et cela se traduit par ur (r; z)jz=0 = uz (r; z)jz=0 =
0.

Etudions le problème précédant si les conditions imposées lorsque z = 0, sont:

ur (r; z)jz=0 = uz (r; z)jz=0 = 0.

Voir [Figure 3.6].

Figure 3.6: Fixation rigide de la base

z = 0.

La résolution du système de Lamé nous conduit à résoudre un système qui est similaire

au (3.1.16) , obtenu en remplaçant la second équation u
0
1n(0)��nw1n(0) = 0 par u1n(0) = 0:

On trouvera alors un système algébrique analogue au précédant, en remplaçant la deux-

ième équation par

c1 � �nc2 � c3 �
{
�n
c4 = 0:
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3.3. Conclusions et perspectives

Alors le système correspondant à ce problème est8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(c1 + c2z) exp(��nz) + (c3 + c4z) exp(�nz) = 0��(1)

c1 � �nc2 � c3 � {
�n
c4 = 0����(2)

�2�n

�
c5 +

�
h� {1

�n

�
c6

�
exp(��nh)�

�
c7 +

�
h+ {2

�n

�
c8

�
exp(�nh)

+ (1� �2) (c7 exp(��nh)� (c5 + c6h) exp(��nh) + c8 exp(�nh) + (c7 + c8h) exp(�nh))

= � (1� 2�2)Pn ������(3)

c6 exp(��nh)�
�
c5 +

�
h� {2

�n

�
c6

�
�n exp(��nh) + c8 exp(�nh)��

c7 +
�
h+ {2

�n

�
c8

�
exp(�nh)� (c5 + c6h) exp(��nh) + (c7 + c8h) exp(�nh) = 0��(4)

c2 exp(��nh�)�
�
c1 +

�
z � {1

�n

�
c2

�
�n exp(��nh�)� c4 exp(�nh�)��

c3 +
�
z � {1

�n

�
c4

�
�n exp(�nh�)� (c1 + c2h�) exp(��nh�)+

(c3 + c4h�) exp(�nh�) = c6 exp(��nh�)�
�
c5 +

�
h� � {2

�n

�
c6

�
�n exp(��nh�)�

c8 exp(�nh�)�
�
c7 +

�
h� +

{1
�n

�
c8

�
�n exp(�nh�)�

�n (c5 + c6h�) exp(��nh�) (c7 + c8h�) exp(�nh�)������(5)

(�1�n

�
(c1 +

�
h� � {1

�n

�
c2

�
exp(��nh�)�

�
c3 +

�
h� +

{1
�n

�
c4

�
exp(�nh�))

+ (1� �1) [(c2 exp(��nh�)� (c1 + c2h�) exp(��nh�)+
c4 exp(�nh�) + (c3 + c4h�) exp(�nh�)]) (1� 2�2) =
(1� 2�1) �2�n[

�
c5 +

�
h� � {2

�n

�
c6

�
exp(��nh�)�

�
c7 +

�
h� +

{2
�n

�
c8) exp(�nh�)

�
+

(1� �2) (c6 exp(��nh�)� (c5 + c6h�)�n exp(��nh�) + c8 exp(�nh�)

+ (c7 + c8h�)�n exp(�nh�))]��� (6)

�
(c1 +

�
h� � {1

�n

�
c2

�
exp(��nh�)�

�
c3 +

�
h� +

{1
�n

�
c4

�
exp(�nh�) =

G
��
c5 +

�
h� � {2

�n

�
c6

�
exp(��nh�)�

�
c7 +

�
h� +

{2
�n

�
c8) exp(�nh�)

��
��� (7)

(c1 + c2h�) exp(��nh�) + (c3 + c4h�) exp(�nh�) =

G ((c5 + c6h�) exp(��nh�) + (c7 + c8h�) exp(�nh�))������(8)

Remarque 3.11. On donnera la solution sous forme des graphes correspondants aux dif-

férents types des contraintes de compression.
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A)Contrainte radiale �r le long de la surface latérale

A) a) Contrainte de compression de 1er type

1) Si la contrainte appliquée est linéaire P (r) = C(R�r);[Figure 3.7], alors les résultats
sont regroupés dans le Tableau 3.10.

Figure 3.7:

Fixation

rigide de la

base P (r) =

C(R� r)

2) Si la contrainte appliquée est prabolique P (r) = C(R2�r2);[Figure 3.8], alors les résultats
sont présentés dans le Tableau 3.11.

Figure 3.8:

Fixation

rigide de la

base P (r) =

C(R2 � r2)
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A) b) Contrainte de compression de 2ème type

1) Si la contrainte appliquée est linéaire P (r) = Cr;[Figure 3.9], alors les résultats sont

exposés dans le Tableau 3.12.

Figure 3.9:

P (r) = Cr

2) Si la contrainte appliquée est prabolique P (r) = C(r2+R2)[Figure 3.10], alors les résultats

sont a¢ chés dans le Tableau 3.13

Figure 3.10:

P (r) =

C(r2 +R2)

B) Contrainte axiale �z
Les di¤érentes cas possibles de la contrainte de compression et leurs graphes correspon-

dants sont indiqués dans le Tableau 3.14.
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Tableau 3.10: Les graphes de la contrainte radiale �r le long de la surface latérale
pour P (r) = C(R� r):

R h� = h=4 h� = h=2 h� = 3h=4

0:05

0:1

0:75

1
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Tableau 3.11: Les graphes de la contrainte radiale �r le long de la surface latérale
pour P (r) = C(R2 � r2).

R h� = h=4 h� = h=2 h� = 3h=4

0:05

0:1

0:75

1
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Tableau 3.12: Les graphes de la contrainte radiale �r le long de la surface latérale pour
P (r) = Cr.

R h� = h=4 h� = h=2 h� = 3h=4

0:05

0:1

0:75

1
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Tableau 3.13: Les graphes de la contrainte radiale �r le long de la surface latérale
pour P (r) = 1=2(r2 +Rr):

R h� = h=4 h� = h=2 h� = 3h=4

0:05

0:1

0:75

1
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Tableau 3.14: Les graphes de la contrainte axiale �z

Contrainte P R = 0:05 R = 0:75

11,νG

22 ,νG

0

*h

h

P (r) =

C(R� r)

11 ,νG

22 ,νG
*h

h

P (r) =

C(r2 +Rr)

011,νG

22 ,νG

0

*h

h

P (r) = Cr

11,νG

22 ,νG
*h

h

P (r) = C(R2�r2)
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3.3.3 Conclusion (2)

Contraintes radiales le long de la surface latérale

Si R � 0:75 et h� � h=4 les contraintes sont presque les mêmes que celles apparais-

sant dans un cylindre d�une seule couche, alors que si h� > h=4 la similitude est valable

uniquement en dehors d�un certain voisinage de h�:

a) Compression de 1er type

En z = 0 la contrainte est nulle pour R � 0:1:
Le maximum de la contrainte radiale est proportionnel au rayon du cylindre.

Si R � 0:1 le maximum est atteint en z = h�

b) Compression de 2ème type

Le maximum en valeur absolue atteint au point z = h� si R � 0:1 et en z = h si

R � 0:75:
Contraintes axiales

Si R = 0:05; les contraintes sont les mêmes que celles apparaissant dans un cylindre

d�une seule couche.

a) Compression de 1er type

Le maximum est atteint en r = 0:

b) Compression de 2ème type

Le maximum est atteint en r = R:

3.3.4 Conclusion générale

Dans les deux problèmes on a

Pour R � 0:75 et h� � h=2, les contraintes sont presque les mêmes a celle apparaissant

dans un cylindre d�une seule couche.

Pour R � 0:1 le maximum de la contrainte est atteint en z = h�

3.3.5 Généralisation du problème de deux couches à un problème

de N�couches

Etant donné un cylindre élastique multicouches de rayon R et de hauteur h, formé par N

couches superposées(9) D1; D2::: et DN telles que D1 dé�nie le premier matériau et DN

(9)Contacte parfait.
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dé�nie le N�ème. Ce cylindre est paramétré en coordonné cylindrique comme suit

[k=Nk=1 Dk où

D1 = f(r; �; z) tels que: 0 � r � R; 0 � � � 2�; 0 � z � h1g

Dk = f(r; �; z) tels que: 0 � r � R; 0 � � � 2�; hk�1 � z � hkg

DN = f(r; �; z) tels que: 0 � r � R; 0 � � � 2�; hN�1 � z � hg

11,νG

22 ,νG

NNG ν,

Figure 3.11: Probleme de N couches
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Supposons que ce cylindre est placé dans une cavité rigide, de même rayon et de même

hauteur.

Les coe¢ cients de Poisson et les modules de cisaillement des N matériaux sont respec-

tivement �1; :::, �N , G1; :::; et GN [Figure 3.11].

A l�extrémité z = h, agit une contrainte de compression "�P (r)".
La contrainte de frottement des matériaux avec la cavité sur la surface latéral r = R est

négligeable, ainsi que celles du premier matériaux avec la base de la cavité. On suppose aussi

que les contraintes de frottement entre chaque deux matériaux successifs sont négligeables.

La déformation élastique du cylindre est alors axisymétrique, c�est-à-dire le déplacement

angulaire est nul uk� = 0, alors que les déplacements ukr; ukz sont indépendants de l�angle

polaire � où ukr et ukz sont respectivement les composantes radiale et axiale du vecteur

déplacement.

On cherche à trouver la contraint normale radiale �r le long de la surface latérale du

cylindre

3.3.6 Formulation mathématique du problème

E¤ectuons le changement de variable suivant:

(uk; wk) = 2Gk(ukr; ukz); k = 1; :::; N

Le système de d�équilibre de Lamé correspond à ce problème est donné par(
r�1 @

@r
(r @
@r
uk) +

1
bk

@2uk
@2z

� uk
r2
+ ak

bk

@2wk
@r@z

= 0

r�1 @
@r
(r @
@r
wk) + bk

@2

@2z
wk + akr

�1 @
@r
(r @
@z
uk) = 0

k = 1; :::; N

Où

ak = (1� 2�k)�1 ; bk = 1 + ak; k = 1; :::; N

Remarque 3.12. Le système de Lamé dans ce cas, est formé par 2N équations.

Condition aux limites du problème

Sur la surface latérale (r = R) Comme la paroi de la cavité est rigide donc le déplace-

ment radiale pour ukr est nul ainsi que la contrainte tangentielle � krz qui se traduit par

ukr (r; z)jr=R = � krz (r; z)jr=R = 0; k = 1; :::; N:
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Extrémités (z = 0 et z = h) La rigidité de la paroi de la cavité implique " pas de

déplacement vers le bas" c�est-à-dire le déplacement axiale u1z en z = 0 est nul, ce qui se

traduit par

pour z = 0 on a u1z (r; z)jz=0 = � 1zr (r; z)jz=0 = 0:

En z = h la contrainte axiale et la contrainte tangentielle radiale sont données comme suit

pour z = h on a �Nz (r; z)jz=h = �P (r) et �Nzr (r; z)jz=h = 0:

Surfaces des séparations des deux matériaux successifs (z = hk; 1; :::; N � 1) On a

la continuité des déplacements et des contraintes, c�est à dire

ukr(r; hk � 0) = u(k+1)r(r; hk + 0);

ukz(r; hk � 0) = u(k+1)z(r; hk + 0);

�kz(r; hk � 0) = �(k+1)z(r; hk + 0);

� krz(r; hk � 0) = � (k+1)rz(r; hk + 0):

Transformation intégrale du problème (système de Lamé)

Avant tous; on pose

(uk; wk) = 2Gk(ukr; ukz); k = 1; :::N:

La transformation du problème fait appel à la transformation intégrale de Hankel suiv-

ante: 8>>>>>><>>>>>>:
ukn(z) =

RZ
0

ruk(r; z)J1(r�n)dr

wkn(z) =

RZ
0

rwk(r; z)J0(r�n)dr;

k = 1; :::N; n 2 N

où les �n véri�ent l�équation transcendante J1(R�n) = 0; et 0 = �0 < �1 < :::

Et les transformations inverses sont données par8>>>>>><>>>>>>:
ukn(z) =

RZ
0

ruk(r; z)J1(r�n)dr

wkn(z) =

RZ
0

rwk(r; z)J0(r�n)dr;

k = 1; :::; N
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Enmultipliant la (2k�1) ème équation par rJ1(r�n) et la (2k) ème équation par rJ0(r�n);
en intégrant ensuite les équations obtenues de 0 à R suivant la variable r; on trouve(

��2nukn(z) + 1
ak
u
00
kn(z)� ak

bk
�nw

0
kn(z) = 0

��2nwkn(z) + bkw
00
kn(z) + ak�nu

0
kn(z) = 0

; k = 1; :::N

Transformation intégrale des conditions aux limites

La transformation de la condition sur la base inférieure du cylindre est

w1n(0) = 0;

et on a ausi d�après la transformation des conditions du problème précédant

u
0

1n(0) + w1n(0) = 0:

La condition sur la base supérieure du cylindre (z = h) est

�Nzjz=h = �P (r) et �Nzrjz=h = 0

Comme uN jR = 0,
alors la transformation intégrale cette condition est�

�NuNn(h) + (1� �N)w
0

Nn(h)
�
= �a�1N Pn,

où

Pn =

RZ
0

rP (r)J0(r�n)dr.

La transformation de la condition �Nzrjz=h = 0; donne�
u
0

Nn(h) + �nwNn(h)
�
= 0:

La condition sur la surface de séparation de chaque deux matériaux successifs (z = hk; k =

1; :::N � 1)

ukr(r; hk � 0) = ukr(r; hk + 0);

c�est-à-dire(10)

1

2Gk
uk(r; hk � 0) =

1

2Gk+1
uk+1(r; hk + 0)

) uk(r; hk � 0) =
Gk
Gk+1

uk+1(r; hk + 0):

(10)En tenant compte de changement de variable (uk; wk) = 2Gk(ukr; ukz); k = 1; :::N:
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On pos Gk =
Gk
Gk+1

, alors on obtient

uk(r; hk � 0) = Gkuk+1(r; hk + 0); k = 1; :::N � 1:

La transformation intégrale de cette égalité donne

ukn(hk) = Gu(k+1)n(hk):

La deuxième condition sur la surface de séparation de deux matériaux successifs

ukz(r; hk � 0) = u(k+1)z(r; hk + 0);

ou encore

1

2Gk
wk(r; hk � 0) =

1

2Gk+1
wk+1(r; hk + 0)

) wk(r; hk � 0) =
Gk
Gk+1

wk+1(r; hk + 0):

La transformation intégrale de cette égalité donne

wkn(hk) = Gkw(k+1)n(hk):

La troisième condition sur la surface de séparation des deux matériaux successifs

�kz(r; hk � 0) = �(k+1)z(r; hk + 0); k = 1:::N � 1;

où

�kz = a1

�
�k
1

r

@

@r
(ruk) + (1� �k)

@wk
@z

�
:

La transformation intégrale de cette condition permet de trouver

ak

h
�k�nukn(hk) + (1� �k)w

0

kn(hk)
i
= ak+1

h
�k+1�nu(k+1)n(hk) + (1� �k+1)w

0

(k+1)n(hk)
i
:

Maintenant, on prend la quatrième condition sur la surface de séparation des deux matériaux

successifs

� krz(r; h� � 0) = � (k+1)rz(r; h� + 0); k = 1:::; N � 1;

où

� krz =
1

2
(
@uk
@z

+
@wk
@r
); k = 1:::; N � 1:

La transformation intégrale de cette condition est traduite par

u
0

kn(hk)� �nwkn(hk) = u
0

(k+1)n(hk)� �nw(k+1)n(hk):
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La résolution de ce problème revient à résoudre

(
��2nukn(z) + 1

b1
u
00
kn(z)� a1

b1
�nw

0
kn(z) = 0

��2nwkn(z) + bkw
00
kn(z) + a1�nu

0
kn(z) = 0

; k = 1:::; N

Alors lla résolution de ce système se fait comme suit

Si (n = 0); on a pour k = 1:::; N

uk0(z) = �kz + �k; (�k; �k) 2 R; et

w(k+1)0(z) = �(k+1)z + �(k+1);
�
�(k+1); �(k+1)

�
2 R:

Et pour déterminer (�i; �i) ; i = 1; :::; 2N , on doit tenir compte des conditions aux limites

données. En e¤et, ces dernières sont traduites par le système di¤érentiel suivant:8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

w10(0) = 0

u
0
10(0) = 0

�(k+1)�nu(k+1)0(h) + (1� �(k+1))w
0

(k+1)0(h) = �a
�1
(k+1)P0

u
0

(k+1)0(h) = 0

uk0(hk) = Gku(k+1)0(hk)

wk0(hk) = Gkw(k+1)0(hk)

(1� �k)w
0
k0(hk)) = (1� �(k+1))w

0

(k+1)0(hk))

u
0
k0(hk) = u

0

(k+1)0(hk)

; k = 1; :::; N � 1

Si (n 6= 0);
Posons {k = 3� 4�k; on trouve la solution générale du ce système sous la forme :,(
wkn(z) = exp(��nz) (ck1 + ck2z) + exp(�nz) (ck3 + ck4z)

u1n(z) =
�
ck1 � {k��1n ck2 + ck2z

�
exp(��nz) +

�
ck3 � {k1��1n ck4 + ck4z

� ; k = 1; :::; N

Pour déterminer ck1; ck2; ck3; ck4, on est conduit à résoudre le système8>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

w1n(0) = 0

u
0
1n(0)� �nw1n(0) = 0

�N�nuNn(h) + (1� �N)w
0
Nn(h) = �a�1N Pn

u
0
Nn(h)� �nwNn(h) = 0

ukn(hk) = Gku(k+1)n(hk)

wkn(hk) = Gkw(k+1)n(hk)

ak(�k�nukn(hk) + (1� �k)w
0
kn(hk)) =

a(k+1)(�(k+1)�nu(k+1)n(hk) + (1� �(k+1))w
0

(k+1)n(hk))

u
0
kn(hk)� �nwkn(hk) = u

0

(k+1)n(hk)� �nw(k+1)n(hk)

; k = 1; :::; N � 1
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Qui est le système algébrique de 4N équations

L�expression de la contrainte radiale �kr; k = 1; :::; N est donnée par l�expression suivante:

�r =
@uk
@r

+ �kak

�
@uk
@r

+
uk
r
+
@wk
@z

�
; k = 1:::; N .
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3.3.7 Perspectives

Comme complément logique à cette étude, nous proposons la résolution des problèmes

de déformation axisymétrique en compression axiale et radiale d�un cylindre multicouches

superposées et coaxiales, respectivement [Figure 3.12 et Figure 3.13].

Dans les deux cas, le contact entre les di¤érentes couches est supposé imparfait et les

contraintes de frottement sont prises en compte.

La première perspective

11,νG

22 ,νG

NNG ν,

Figure 3.12: Cylindre

multicouches "contacte

imparfait".

Les conditions limites sur les interfaces sont alors données par:

[[�z]]k = [[� zr]]k = 0;

[[ur]]k = K� zrjz=hk ; [[uz]]k = K�zjz=hk ; k = 1; 2; ::: N � 1
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3.3. Conclusions et perspectives

où K : Coe¢ cient de glissement, et [[']]k = 'jz=hk+0 � 'jz=hk�0
La seconde perspective

NG
NG
Nν

1G
1ν

2G
2ν

NR

2R
1R h

0

Figure 3.13: Cylindre multicouches coaxiales en compression radiale "contacte

imparfait".

Les conditions limites sont alors données par

[[�r]]k = [[� rz]]k = 0;

[[ur]]k = K�rjr=Rk ; [[uz]]k = K� rzjr=Rk ; k = 1; 2; ::: N � 1

où [[ ]]k =  jr=Rk+0 �  jr=R�0 :

où K est le coe¢ cient de glissement
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Résumé
On donne la solution exacte du problème de déformation axisymétrique, en compression

axiale d�un cylindre élastique formé de deux couches superposées. Ce dernier occupe une

paroi rigide dont les contraintes de frottement sont négligées. En utilisant la méthode de

transformation �nie de Hankel du vecteur déplacement, on réduira le couplé de système

des E D P (de Lamé) à un système d�équations di¤érentielles ordinaires. Les solutions de

ce système s�obtiennent alors explicitement. Les contraintes et les déplacements dans le

cylindre élastique se calculent à l�aide de la transformation inverse de Hankel et la loi de

Hooke. A titre d�application, on illustrera par quelques graphes la contrainte radiale le long

de la surface latérale du cylindre.

Mots-clés : Résolution exacte, transformation de Hankel, cylindre élastique.

Abstract
The problem of an axisymmetric deformation of a double-layered isotropic elastic cylinder

of �nite length is solved. The cylinder whose lateral surface is delimited by rigidly wall

is subjected to an axial compression. Using a �nite Hankel integral transforms of a dis-

placement vector according to a radial variable we reduce the coupled Lamé equilibrium

system to an ordinary di¤erential one. The transformed displacements are calculated by

a characteristic polynomial method after extracting a fourth ordinary di¤erential equation

of the axial displacement. The stresses and the displacements in the elastic cylinder are

then given in a closed form by the Hankel inverse transformation and the Hooke law. Some

graphs are also given for di¤erent elastic materials.

Key Words: Exact resolution, Hankel transforms , elastic cylinder.
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