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Etude et approximation de problèmes de
contact unilatéral

Résumé

Les problèmes de contact avec ou sans frottement entre un corps déformable et une

fondation abondent en industrie et dans la vie de tous les jours.

Devant les besoins accrus des industriels, confrontés aux problèmes de contact en sys-

tèmes mécaniques, le contact entre solides rigides ou déformables a fait l�objet d�un invest-

issement scienti�que trés important ces dernières années.

Dans ce travail, on s�intéresse aux problèmes de contact unilatéral dans le cas de petites

déformations d�un corps élastique avec une fondation déformable.

Le but de ce mémoire est l�étude fonctionnelle et numérique de deux problèmes de contact

unilatéral avec compliance normale pour des matériaux élastiques linéaires. L�existence et

l�unicité de la solution de ces deux problèmes sera justi�ée en utilisant les arguments des

inéquations variationnelles et le théorème du point �xe de Banach. Pour l�approximation

numérique par des éléments �nis linéaires, en supposant une certaine régularité de la solution

du problème continu, on obtient une estimation d�erreur en O
�
h
3
4

�
pour les deux problèmes.

Mots-clés : matériau élastique, contact, compliance normale, inéquations variationnelles,

solution faible, éléments �nis, estimation d�erreur.
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Notations

Notations

D (
) : l�espace des fonctions réelles indé�niment di¤érentiables à support compact

contenu dans 
:

D
0
(
) : l�espace des distributions sur 
:

D = [D (
)]d :

D
0
=
�
D

0
(
)
�d
:

Ð = [D (
)]d�ds :

Ð
0
=
�
D

0
(
)
�d�d
s

:

Q = [L2 (
)]
d�d
s :

H1 = [H
1 (
)]

d
:

H
1
2 (�) : l�espace de Sobolev d�ordre 1

2
sur �:

H� =
h
H

1
2 (�)

id
:

H� = f� 2 H� = �� = 0 p:p: sur �g :

 : : l�application trace pour les fonctions vectorielles.

@i� : la dérivée partielle de � par rapport à la variable xi:

div � : la divergence de �

(:; :)V : le produit scalaire de V:

k:kV : la norme de V:

V
0
: l�espace dual de V:

(:; :)V 0�V : le produit de dualité entre V
0
et V:

V d : l�espace dé�ni par V d =
�
v = (vi) = vi 2 V; i = 1; d

	
mes (�1) : la mesure de Lebesgue (d� 1) dimensionnelle de �1:
� : la normale unitaire sortante à �:

v� ; v� : les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v dé�ni sur 
:

C1
�


�
: l�espace des fonctions réelles continûment di¤érentiables sur 
:

Sd : l�espace des tenseurs symétriques du second ordre sur Rd c�est-à dire Sd = Rd�ds :

P1 : l�espace des polynôme de degré inférieur ou égal à 1.

�ij : le symbole de Kronecher.

�h : opérateur d�interpolation de Lagrange.
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Introduction

Introduction

Dans la plupart des systèmes de la mécanique des milieux continues, ils existe des situ-

ations dans lesquelles un corps déformable entre en contact avec d�autres corps ou bien

avec une fondation déformable. La problématique du contact est essentiellement de savoir

comment les forces sont appliquées sur une structure et comment réagissent ces structures

lorsqu�elles subissent ces forces.

Il est évident que le caractère de ce contact peut jouer un rôle fondamental dans le

comportement de la structure: sa déformation, son mouvement, la distribution des e¤orts,

etc...En dépit du rôle fondamental dans les mécanismes des solides, les e¤orts de contact sont

rarement pris en considération dans l�analyse des structures. La raison est que modéliser

des phénomènes de contact pose de sérieuses di¢ cultés: conceptuelles, mathématiques et

informatiques qui sont bien plus compliquées que celles qui proviennent de la mécanique des

structures linéaires.

Avant l�application de forces à un corps, la surface de contact réelle sur laquelle les corps

se touchent est inconnue. Les conditions de frontière sur cette surface inconnue fait intervenir

des e¤orts et des déplacements inconnus. En conséquence, les modèles mathématiques de

contact impliquent des systèmes d�inéquations et des équations non linéaires.

Dans ce travail, on s�intéresse aux problèmes de contact unilatéral dans le cas de petites

déformations d�un corps élastique avec ou sans frottement avec une fondation déformable.

Notre modèle de contact utilisé est étudié pour la première fois dans [22] :

Dans cette thèse, nous allons étudier deux problèmes. Le premier concerne un problème

de contact unilatéral sans frottement avec compliance normale et le deuxième, concerne un

problème de contact unilatéral avec frottement et compliance normale.

Le problème de contact unilatéral (dit de Signorini) est issu de la mécanique des struc-

tures et où les informations portent sur la frontière. La condition de contact a été formulée

par Signorini en 1919. La formulation variationnelle associée à ce type de conditions a été

étudiée mathématiquement par Fichera [16] en 1964. Ensuite, viennent les travaux de G.

Duvaut et J.L. Lions [13] qui ont rajouté le frottement aux problèmes de contact et ils ont

pu écrire ce problème sous forme de minimisation de fonctionnelle quadratique dans le cas

de frottement de Tresca (i.e avec un seuil de frottement �xe qui ne dépend pas de la con-

trainte normale). On peut trouver aussi des résultats d�existence et d�unicité en utilisant
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Introduction

des résultats standards des inéquations quasi-variationnelles . La théorie de cette dernière a

été introduite par Bensoussan et Lions pour l�étude des problèmes de contrôle impulsionnel

(voir [5]). Ensuite, les inéquations variationnelles ont été utilisées par plusieurs auteurs

comme Drabla [12] et Touzaline [29], [30]...etc, pour des problèmes de contact non linéaires.

Le but de ce mémoire est l�étude fonctionnelle et numérique de deux problèmes de contact

unilatéral avec compliance normale pour des matériaux élastiques linéaires. L�existence

et l�unicité de la solution de ces deux problèmes sera justi�ée en utilisant les arguments

standards des inéquations quasi-variationnelles et l�argument du point �xe de Banach.

Ce mémoire se compose de quatre chapitres. Dans le premier chapitre, on rappelle

certaines notions de la mécanique des milieux continus et certaines notions mathématiques

nécessaires pour l�appréhension de ce travail. On rappelle aussi les di¤érentes équations et

conditions aux limites concernant le champ des déplacements. On établit la formulation

variationnelle des deux problèmes mécaniques qui seront traités par la suite ainsi que les

notions d�analyse fonctionnelle indispensable.

Dans le deuxième chapitre, on considère une inéquation quasi-variationnelle abstraite

pour laquelle on démontre l�existence et l�unicité. La démonstration de ce théorème nous

conduit à un algorithme itératif, qu�on utilise pour l�approximation numérique du problème

de contact avec ou sans frottement.

Le troisième chapitre est consacré à l�étude d�un problème statique de contact unilatéral

sans frottement avec compliance normale (voir [22]). On établit la formulation variation-

nelle du problème qui est sous forme d�inéquation quasi-variationnelle de deuxième espèce

dont on montre l�existence et l�unicité de la solution faible en utilisant des arguments sur les

inéquations quasi-variationnelles elliptiques suivi d�une technique du théorème de point �xe

de Banach. D�autre part, on étudie quelques propriétés de la fonction de compliance nor-

male ainsi que sa dépendance continue par rapport aux données et pour la convergence, on

considère une approximation des inéquations quasi-variationnelles en utilisant un algorithme

itératif.

Finalement, le quatrième chapitre est consacré à l�étude d�un problème statique de con-

tact unilatéral avec frottement et compliance normale; on établit la formulation variation-

nelle dont on montre l�existence et l�unicité de la solution et on termine par une approxim-

ation par des éléments �nis linéaires conformes de ce problème. On suppose que le champ

des déplacements est de classe H 2 et on déduit une estimation d�erreur en O
�
h
3
4

�
.
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Chapitre 1

Formulation des problèmes.

Préliminaires

Sommaire
1.1 Rappels de la mécanique des milieux continus . . . . . . . . . . 5

1.1.1 Contraintes et déformations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.1.2 Lois de comportement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.1.3 Lois de frottement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.1.4 Formulation mathématique du problème . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.2 Préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.2.1 Espaces fonctionnels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.2.2 Inéquations variationnelles elliptiques . . . . . . . . . . . . . . . . 17

Dans cette partie, aprés quelques rappels de la mécanique des milieux continus, en

partant de la modélisation du problème physique, nous présentons le formalisme des lois

de comportement élastiques. Ensuite, nous rappelons le système d�équations aux dérivées

partielles qui sera l�objet de notre étude. Pour compléter le modèle, on présente quelques

considérations physiques sur les conditions aux limites de contact.
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1.1. Rappels de la mécanique des milieux continus

1.1 Rappels de la mécanique des milieux continus

1.1.1 Contraintes et déformations

On considère un corps déformable occupant un domaine 
 � Rd (d = 2; 3) ; ayant une

frontière � supposée assez régulière. L�objet du problème, du point de vue mécanique

est l�étude de l�évolution du corps matériel due à l�application des forces extérieures sur

l�intérieur du corps et sur sa frontière. Cette évolution est d�écrite par l�équation de

mouvement:

div � (u) + '1 = �
��
u dans 
 (1.1.1)

où les inconnus du problème sont:

� Le champ des déplacements u : 
 �! Rd;

� Le champ des contraintes � : 
 �! Sd;

où:

� : 
 �! R+ est la densité de masse,

� '1 : 
 �! Rd est la densité des forces volumiques.

� Sd est l�espace des tenseurs symétriques de second ordre sur Rd; div � représente la

divergence du champ des contraintes �.

Les processus d�évolution modelés par l�équation (1:1:1) s�appellent processus dynamiques.

Dans le cas où le champ des vitesses
�
u varie très lentement par rapport au temps, le terme

�
��
u devient négligeable, Il s�agit alors d�un processus quasi-statique. Dans ce cas l�équation

(1:1:1) s�écrit:

div � (u) + '1 = 0 dans 
 (1.1.2)

Dans ce cas, l�équation (1:1:2) s�appelle équation d�équilibre.

Dans la suite, on va considérer des solides élastiques linéaires dans l�hypothèse des petites

déformations. Dans ce cas, on a besoin du tenseur des déformations " : 
 �! Sd dé�ni par:

" (u) = ("ij (u)) ; "ij (u) =
1

2
(@jui + @iuj) dans 
 (1.1.3)
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1.1. Rappels de la mécanique des milieux continus

où @i représente l�opérateur de dérivation partielle par rapport à la variable xi. On adopte

la convention de sommation d�indice muet, souvent pour marquer la dépendance du champ

des déformations " par rapport au champ des déplacements u, on va le noter " (u) :

Les équations précédentes sont insu¢ santes à elles seules pour d�écrire les mouvements

des milieux continus, elles doivent être complétées par d�autres relations caractérisant le

comportement de chaque matériau; ce sont les lois de comportement que nous décrivons

dans la suite.

1.1.2 Lois de comportement

Les lois de comportement caractérisent le comportement de chaque milieu continu. Nous

présentons ci-dessous la loi de comportement élastique traitée dans cette thèse.

Loi de comportement des matériaux élastiques

Pour les matériaux élastiques linéaires, la loi de comportement est de la forme:

� = E (") (1.1.4)

Où E est une application linéaire. Cette loi peut modéliser quelques propriétés mises en

évidence par les expériences de chargement monotone: linéarité de la courbe � = E (") ;

durcissement ou adoucissement (suivant que � soit monotone ou non). Par contre, ni le

�uage, ni la relaxation ne peuvent être décrits par la loi (1:1:4).

1.1.3 Lois de frottement

On considère un corps déformable (voir Fig.1.1) occupant un domaine borné 
 � Rd

(d = 2; 3) ; de frontière @
 = � assez régulière et constituée de trois parties � = �1[�2[�3
tels que �1;�2;�3 sont des ouverts disjoints.

Soit � le vecteur normal extérieur unitaire sortant à �: On considère les conditions aux

limites suivantes:
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1.1. Rappels de la mécanique des milieux continus

u = u0 sur �1 (1.1.5)

�� = '2 sur �2 (1.1.6)

La condition (1:1:5) s�appelle condition aux limites de déplacement. Elle signi�é que le

champ des déplacements est imposé sur la partie �1 de la frontière �; le déplacement étant

une donnée du problème (si u0 = 0 le solide est encastré en �1 de sa frontière dans une

structure �xe).

La condition (1:1:6) est appelée condition aux limites de traction, elle signi�e que le

vecteur des contraintes de Gauchy �� = (�ij�j) ; i = 1; :::; d est imposé sur la partie �2; '2

représente la densité des forces surfaciques appliquées.

Si �1 = ?, le problème aux limites est un problème de traction pur et si �2 = ?, le

problème aux limites est un problème de déplacement pur. Si les parties �1;�2 sont toutes

les deux de mesure de Lebesgue (d� 1) dimensionnel, strictement positive, le problème

considéré est un problème mixte déplacement-traction.
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1.1. Rappels de la mécanique des milieux continus

Figure 1.1: Contact d�un corps élastique avec une fondation déformable

Les conditions aux limites de frottement font intervenir les composantes normales et

tangentielle du vecteur de déplacement u et du vecteur de contrainte de Gauchy �� . Il

vient que:

u� = u� = ui�i: le déplacement normal.

u� = u�i : le déplacement tangentiel, avec u�i = ui � u��i; i = 1; :::; d:

�� = �� � � = �ij�i�j : la contrainte normale.

�� = (��i) : la contrainte tangentielle, avec ��i = �ij�j � ���i; i; j = 1; :::; d:

Loi de contact avec compliance normale et frottement

La loi de contact avec compliance normale et frottement a été considérée la première fois

dans [24] pour l�étude des problèmes dynamiques en élasticité linéaire et en viscoélasticité.

Elle modélise l�interpénétration de la surface de contact dans la fondation et elle tient compte

de la déformation des aspérités de surface. La loi de contact s�énonce comme suit:

��� = p (u� � g) sur �3

j�� j � �p (u� � g)

j�� j < �p (u� � g) =) u� = 0

j�� j = �p (u� � g) =) 9� � 0 tel que �� = ��u�

9>>=>>; sur �3

où p est une fonction positive et g est le saut, mesuré dans la direction de la normale à

la surface de contact.
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1.1. Rappels de la mécanique des milieux continus

1.1.4 Formulation mathématique du problème

L�évolution d�un corps déformable sous l�action des e¤orts extérieurs est modélisée math-

ématiquement par un système d�équations aux dérivées partielles contenant l�équation de

mouvement (ou d�équilibre) du corps, la loi de comportement du matériau ainsi que les

conditions initiales et aux limites auxquelles il est soumis. La nouveauté dans ce travail

par rapport à ce qui a été fait dans [24] est l�étude de deux modèles couplés Signorini-

Compliance normale avec ou sans frottement. Plus précisément, les problèmes mécaniques

qu�on va étudier sont les suivants:

Problème(P1) contact unilatéral sans frottement avec compliance normale.

Trouver un champ des déplacements u : 
 �! Rd tel que:

� = E" (u) dans 
;

div � (u) + '1 = 0 dans 
;

u = 0 sur �1;

�� = '2 sur �2;

u� � g; �� + p (u�) � 0; (�� + p (u�)) (u� � g) = 0

�� = 0:

)
sur �3; (�)

Explication du modèle:

p est la fonction de compliance normale, elle est supposée positive ou nulle.

g � 0 est la valeur maximale de la pénétration.

� Quand u� < 0 , il y a séparation entre le corps élastique et la fondation, et la réaction
de la fondation est nulle (�� = 0) :

� Quand 0 � u� < g; alors � �� = p (u�) ; ceci signi�e que la réaction de la fondation

est déterminée de manière unique en fonction du déplacement normal.

� Quand u� = g; alors � �� � p (g) et �� n�est pas déterminée de manière unique.

� On note que, quand g = 0 ; la condition (�) devient la condition de contact de Signorini

classique sans saut;

u� � 0; �� � 0; u� �� � 0:
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1.1. Rappels de la mécanique des milieux continus

� Quand g > 0 et p = 0; la condition (�) devient la condition de contact de Signorini

classique avec saut;

u� � 0; �� � 0; u� �� (u� � g) = 0;

�� = 0 signi�e que le contact est sans frottement.

Problème(P2) contact unilatéral avec frottement et compliance normale. Trouver

un champ des déplacements u : 
 �! Rd tel que:

� = E" (u) dans 
;

div � (u) + '1 = 0 dans 


u = 0 sur �1

�� = '2 sur �2

u� � g; �� + p (u�) � 0; (�� + p (u�)) (u� � g) = 0 sur �3

j�� j � �p (u�)

j�� j < �p (u�) =) u� = 0

j�� j = �p (u�) =) 9� � 0 tel que �� = ��u�

9>>=>>; sur �3

Explication du modèle:

� Dans le cas où j�� j < �p (u�), la contrainte tangentielle ne peut pas dépasser le seuil

�p (u�) : La surface est adhérente à la fondation, c�est ce qu�on appelle la phase de collement.

� Quand j�� j = �p (u�) ; c�est la phase de glissement.

Donc la surface de contact �3 est divisée en trois zones:

le collement, le glissement et la zone séparative ou u� < g; où il n�y a pas de contact.
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1.2. Préliminaires

1.2 Préliminaires

1.2.1 Espaces fonctionnels

On introduit dans ce paragraphe les espaces de type Sobolev et les espaces fonctionnels

utilisés en mécanique. On présente leurs principales propriétés, notamment les théorèmes

de traces.

Pour plus de détails sur les espaces de Sobolev et les espaces de distributions, on renvoie

par exemple à [5] et [6].

Espaces des distributions

Soit 
 un ouvert de Rd (d = 2; 3) : On note par D (
) l�espace des fonctions réelles dé�nies

sur 
; indé�niment dérivables et à support compact inclus dans 
 et par D
0
(
) l�espace

des distributions sur 
:

Nous introduisons également les espaces suivants:

D =
�
' = ('i) = 'i 2 D (
) ; i = 1; d

	
= D (
)d

Ð =
�
� =

�
�ij
�
= �ij = �ji , i; j = 1; d

	
= D (
)d�ds

D
0
=

n
u = (ui) = ui 2 D

0
(
) ; i = 1; d

o
= D

0
(
)d

Ð
0
=

n
� = (�ij) = �ij = �ji 2 D

0
(
) ; i; j = 1; d

o
= D

0
(
)d�ds

Les dualités entre D et D
0
, Ð et Ð

0
seront notées respectivement par h�; �i D0 (
)�D(
)

et h�; �i Ð0 (
)�Ð(
):

Plus précisément on a:

hu; 'iD0�D = hui; 'iiD0 (
)�D(
)

h�; �iÐ0�Ð =


�ij; �ij

�
Ð
0
(
)�Ð(
)

pour tout u 2 D0
; ' 2 D; � 2 Ð0

; � 2 Ð avec la même convention de l�indice muet.

Considérons maintenant l�opérateur de dérivation partielle dé�ni pour les fonctions et

pour les distributions
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1.2. Préliminaires

@i =
@
@xi
; i = 1; d , on a:

h@i�; 'i = �h�; @i'i 8� 2 Ð0
(
) ; ' 2 D (
) : (1.2.1)

On introduit également les opérateurs di¤érentiels du premier ordre dé�nis par:

" : D �! Ð; " (�) = ("ij (�)) ; "ij (�) =
1

2

�
@j�i + @i�j

�
8i; j = 1; d; � 2 D(1.2.2)

div : Ð �! D; div � = (@j�ij) ; i = 1; d; � 2 Ð
0

(1.2.3)

En utilisant (1:1:2), on obtient:

h" (u) ; �iÐ0�Ð = �hu; div �i D0�D 8u 2 D0
; � 2 Ð (1.2.4)

hdiv �; 'iD0�D = �h�; " (')iÐ0�Ð 8� 2 Ð0
; ' 2 D (1.2.5)

L�opérateur " dé�ni par (1:2:2) pour les fonctions et par (1:2:4) pour les distributions

s�appelle opérateur déformation.

L�opérateur div dé�ni par (1:2:3) pour les fonctions et par (1:2:5) pour les distributions,

s�appelle opérateur divergence.

On introduit aussi les éspaces suivants:

H =
�
u = (ui) = ui 2 L2 (
) ; i = 1; d

	
= L2 (
)d (1.2.6)

Q =
�
� = (�ij) = �ij = �ji 2 L2 (
) ; i = 1; d

	
= L2 (
)d�ds (1.2.7)

Les espaces H et Q sont des espaces de Hilbert réels munis des produits scalaires respectifs:

(u; v)H =

Z



uividx 8u; v 2 H

(�; �)Q =

Z



�ij� ijdx 8�; � 2 Q

Les normes associées à ces produits scalaires seront notées respectivement par k�kH et

k�kQ :
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1.2. Préliminaires

Compte tenu de l�identi�cation de L2 (
) à un sous espace de distributions sur 
, on

peut considérer que H � D
0
et Q � Ð0

:

Par conséquent, les opérateurs déformation et divergence peuvent être dé�nis respect-

ivement sur les espaces H et Q:

On rappelle la dé�nition de l�espace de Sobolev H1 (
) dé�ni par:

H1 (
) =
�
u 2 L2 (
) = @iu 2 L2 (
) ; i = 1; 2

	
L�espace H1 (
) est un espace de Hilbert réel pour le produit scalaire

hu; viH1(
) = hu; viL2(
) + h@iu; @iviL2(
) 8u; v 2 H1 (
)

La norme associée est notée par k�kH1(
) :

L�adhérence de D (
) dans H1 (
) est notée par H1
0 (
) ; avec H

1
0 (
) est un espace

fermé de H1 (
) :

Espaces liés à l�opérateur déformation

Pour l�opérateur déformation dé�ni par (1:2:4) il est naturel d�introduire l�espace

H1 = fu 2 H = " (u) 2 Qg

muni du produit scalaire

hu; viH1 = hu; viH + (" (u) ; " (v))Q 8u; v 2 H1

et de la norme associée k�kH1 :

On obtient ainsi que l�injection H1 � H et l�opérateur déformation " : H1 �! Q sont

continus.

De même, compte tenu de l�identi�cation de H et Q à des sous-espaces de D
0
et Ð

0
; en

utilisant (1:2:6) il résulte

h" (u) ; �iÐ0�Ð + hu; div �iH = 0 8u 2 H ;� 2 D

(" (u) ; �)Q + hu; div �iH = 0 8u 2 H1 ; � 2 D

13



1.2. Préliminaires

Théorème 1.1 [15] Muni du produit scalaire h�; �iH1 ; H1 est un espace de Hilbert réel.

On munit maintenant l�espace produit H1 (
)d du produit scalaire canonique et de la

norme associée qu�on note respectivement par h�; �iH1(
)d et k�kH1(
)d : On a alors le résultat

suivant:

Théorème 1.2 [15] On a l�égalité algébrique H1 = H1 (
)d et k�kH1 ; k�kH1(
)d sont deux

normes équivalentes sur H1:

On suppose maintenant que dans toute la suite, la frontière � de 
 est de classe C1:

Compte tenu du théorème précédent, toutes les propriétés de l�espace H1 (
) peuvent

être transportées sur l�espace H1 par passage aux espaces produits. Plus précisément, on a

les résultats suivants:

1. C1
�


�d
est dense dans H1 :

2. H1 � H avec injection compacte (théorème de Rellich).

3. Il existe une application linéaire et continue appelée trace;


 : H1 �! L2 (�)d

véri�ant l�égalité 
u = un� pour tout u 2 C1
�


�d
:

Elle est dé�nie comme le prolongement par densité de l�application;

u �! un�

dé�nie pour tout u 2 C1
�


�d
:

� L�application trace n�est pas surjective.

� L�image de H1 par cette application est un sous-espace de L2 (�)
d notée H� qui est

de Hilbert, on a en outre:
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1.2. Préliminaires

� L�injection H� � L2 (�)d est continue.

? Il existe une application linéaire et continue Z : H� �! H1 véri�ant l�égalité:


 (Z (�)) = � 8� 2 H�

? Le noyau de l�application trace est H1
0 (
)

d :

c�est à dire;

H1
0 (
)

d = fu 2 H1 = 
u = 0g

Soit maintenant � = �1 [ �2 [ �3 tel que �i \ �j = 0 pour tout i 6= j.

Soit V l�espace dé�ni par:

V = fu 2 H1 = 
u = 0 p:p sur �1g (1.2.8)

Théorème 1.3 L�espace V est un sous-espace fermé de H1 :

Si mes (�1) > 0; alors l�inégalité de Korn

k" (v)kQ � C kvkH1 8v 2 V (1.2.9)

est véri�ée sur le sous-espace V .

En utilisant ce résultat, on trouve que:

Si mes (�1) > 0; alors v �! k" (v)kQ est une norme sur le sous-espace V dé�ni par

(1:2:8) équivalente à la norme canonique k�kH1 ; et grâce à un théorème de trace de Sobolev,
il existe d
 > 0 tel que:

kvkL2(�2)d � d
 kvkV (1.2.10)

Nous considérons le produit scalaire dé�ni par:

hu; viV = (" (u) ; " (v))Q 8u; v 2 V (1.2.11)

et soit k�kV la norme associée, c�est à dire:

kvkV = k" (v)kQ 8v 2 V (1.2.12)
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1.2. Préliminaires

Espaces liés à l�opérateur divergence

Pour l�opérateur dé�ni par (1:2:5), on va introduire l�espace Q1 dé�ni par:

Q1 = f� 2 Q = div � 2 H g (1.2.13)

muni du produit scalaire:

h�; �iQ1 = h�; �iQ + hdiv �; div �iH 8�; � 2 Q1: (1.2.14)

et de norme associée par j�jQ1 :

On obtient que l�injection Q1 � Q et l�opérateur divergence div : Q1 �! H sont deux

opérateurs continues. De plus, en utilisant (1:2:5) et le fait qu�on peut identi�er H et Q à

des sous espaces de D
0
et Ð

0
; on obtient:

hdiv �; 'iD0�D + h�; " (')iQ = 0 8� 2 Q;' 2 D: (1.2.15)

hdiv �; 'iH + h�; " (')iQ = 0 8� 2 Q1; ' 2 D (1.2.16)

Maintenant, on considère l�espace C1
�


�d�d
s

dé�ni par:

C1
�


�d�d
s

=
�
� = (�ij) = �ij = �ji 2 C1

�


�
; i; j = 1; d

	
C1
�


�d�d
s

est dense dans Q: De plus, on peut dé�nir l�application trace pour l�espace Q1

en utilisant le résultat suivant:

Théorème 1.4 Il existe une application linéaire, continue et surjective 
 : Q1 �! H
0
� telle

que:

h
�; �iH0
��H�

=

Z
�

�� � �da pour tout � 2 H� et � 2 C1
�


�d�d
s

(1.2.17)

avec �� le vecteur de composantes (�ij�j) ; i = 1; d . Pour tout � 2 Q1; l�image 
� 2 H
0
�

est l�élément de H
0
� véri�ant l�égalité:
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1.2. Préliminaires

h 
�; 
uiH0
��H�

= h�; " (u)iH + hdiv �; uiH ; 8u 2 H1 (1.2.18)

De plus, il existe une application linéaire et continue; Z : H
0
� �! Q1 telle que:



�
Z (�)

�
= �; 8 � 2 H 0

�

pour simpli�er les notations (1:2:18), on prend 
� = ��; qu�on appelle formule de Green:

Si � est régulière, alors:

(�; " (v))Q + (div �; v)H =

Z
�

�� v da 8u 2 H1 (1.2.19)

1.2.2 Inéquations variationnelles elliptiques

Soit V un espace de Banach ré�exif muni d�un produit scalaire noté (�; �)V et de la norme
associée notée k�kV :

Soit K � V un sous ensemble convexe, fermé et non vide de V:

Soit A : V �! V un opérateur , j : V �! R une fonction propre et f 2 V:

On considère le problème suivant:

Problème (P ): Trouver u 2 K tel que:

(Au; v � u)V + j (v)� j (u) � (f; v � u)V 8v 2 K (1.2.20)

Le problème (P ) est appelé inéquation variatonnelle de seconde espèce sur K:

Théorème 1.5 Si A est un opérateur , fortement monotone et de Lipschitz et j est une

fonction propre, convexe et semi-continue inférieurement, alors l�inéquation variationnelle

elliptique (1:2:20) admet une solution unique.
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Chapitre 2

Approximation interne des

inéquations quasi-variationnelles

Sommaire
2.1 Inéquations quasi-variationnelles . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.2 Existence et unicité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.3 Approximation interne et résultats de convergence . . . . . . . 22

Ce chapitre est consacré à l�approximation numérique d�une classe importante d�inéquations

quasi-variationnelles qui ont été introduites dans [4] par Benssousan et Lions pour l�étude des

problèmes de contrôle impulsionnel. Ensuite, elles ont été utilisées par plusieurs auteurs pour

l�étude des problèmes non linéaires en mécanique (problème de contact unilatéral,...etc).
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2.1. Inéquations quasi-variationnelles

2.1 Inéquations quasi-variationnelles

Soit V un espace de Banach ré�exif muni d�un produit scalaire noté (�; �)V et de la norme
associée notée k�kV :

Soit K � V un sous ensemble convexe, fermé et non vide de V:

Soit A : V �! V un opérateur, j : V � V �! ]�1;+1] une fonctionnelle et f 2 V:

On considère le problème suivant:

Problème (P1): Trouver u 2 K tel que:

(Au; v � u)V + j (u; v)� j (u; u) � (f; v � u)V 8v 2 K

Pour résoudre ce problème on suppose que A est fortement monotone et de Lipschitz,

c�est à dire véri�ant les hypothèses suivantes:

8>>>>><>>>>>:
(a) Il existe m > 0 telle que

(Au� Av; u� v)V � m ku� vk2V 8u; v 2 V
(b) Il existe M > 0 telle que

kAu� AvkV �M ku� vkV 8u; v 2 V

(2.1.1)

La fonctionnelle j véri�e la propriété suivante:

Pour tout u 2 V :

j (u; �) : V �! ]�1;+1] est convexe, propre et semi-continue inférieurement sur V;
(2.1.2)

et satisfait:

jj (u1; v2) + j (u2; v1)� j (u1; v1)� j (u2; v2)j � c ku1 � u2kV kv1 � v2kV ;8u1; u2; v1; v2 2 K
(2.1.3)

où c est une constante positive telle que c < m.

On a le résultat d�existence et d�unicité suivant:
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2.2. Existence et unicité

2.2 Existence et unicité

Théorème 2.1 Sous les hypothèses (2:1:1)� (2:1:3) ; le problème (P1) admet une solution

unique.

La preuve de ce théorème se fait en plusieurs étapes. Dans la première étape, on introduit

un problème intermédiare:

Pour ! 2 K; on dé�nit le problème (P!) suivant:

Problème (P!): Trouver u! 2 K tel que:

(Au!; v � u!) + j (!; v)� j (!; u!) � (f; v � u!)V 8v 2 K:

Lemme 2.1 Le problème (P!) admet une unique solution u!:

Preuve. A est un opérateur Lipschitzien et fortement monotone, la fonction j (!; �) est
convexe, propre et semi-continue inférieurement, donc le problème (P!) admet une solution

unique u!:

Dans la deuxième étape, On dé�nit l�application suivante:

S : K �! K

w 7�! S (w) = uw

On a:

Proposition 2.2 S admet un unique point �xe !� 2 K et u!� est l�unique solution du

problème (P1) :

Preuve. On utilise le théorème du point �xe de Banach. En e¤et, soient !1; !2 2 K et

u!1 ; u!2 les solutions correspondantes du lemme 2:1:

Alors on a: u!i 2 K; i = 1; 2 et véri�e l�inéquation quasi-variationnelle suivante:

(Au!i ; v � u!i)V + j (!i; v)� j (!i; u!i) � (f; v � u!i)V 8v 2 K

On prend v = u!2 dans l�inéquation véri�ée par u!1 et v = u!1 dans l�inéquation véri�ée

par u!2 ; on obtient les inégalités suivantes:
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2.2. Existence et unicité

(Au!1 ; u!2 � u!1)V + j (!1; u!2)� j (!1; u!1) � (f; u!2 � u!1)V ; (2.2.1)

(Au!2 ; u!1 � u!2)V + j (!2; u!1)� j (!2; u!2) � (f; u!1 � u!2)V : (2.2.2)

En additionnant (2:2:1) et (2:2:2), on obtient l�inégalité:

(Au!1 � Au!2 ; u!1 � u!2)V � jj (!1; u!2)� j (!1; u!1) + j (!2; u!1)� j (!2; u!2)j

(2:1:3)

� c k!1 � !2kV ku!1 � u!2kV ;8!1; !2 2 K

où c est une constante positive. En utilisant (2:1:1) (a), on déduit que:

m ku!1 � u!2k
2
V � c k!1 � !2kV ku!1 � u!2kV

et donc:

ku!1 � u!2kV �
c

m
k!1 � !2kV

Puisque c=m < 1, S est une application contractante, donc elle admet un point �xe

unique !� et u!� est la solution unique du problème (P1):

Remarque 2.1. Le problème (P1) peut être résolu par la méthode itérative:

Problème (P 1): Pour u0 2 K, trouver u1 2 K tel que:�
Au1; v � u1

�
+ j

�
u0; v

�
� j

�
u0; u1

�
�
�
f; v � u1

�
V

8v 2 K:

A la n�eme étape connaissant un�1, on dé�nit le problème itératif (P n) suivant:

Problème (P n): Trouver un 2 K tel que:

(Aun; v � un) + j
�
un�1; v

�
� j

�
un�1; un

�
� (f; v � un)V 8v 2 K:

De même, le problème (P n) admet une solution unique un et:

kun � ukV � kn ku0 � ukV
� Ckn; où k = c

m
< 1:
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2.3. Approximation interne et résultats de convergence

2.3 Approximation interne et résultats de convergence

Etant donné (Vh)h une famille de sous-espaces de V de dimension �nie, indexée par h

provenant de la discrétisation régulière par élément �nis du domaine 
:

Soit (Kh) � Vh une famille de convexes fermés non vides inclus dans Vh approchant le

convexe K au sens suivant:

(i) 8v 2 K, 9rhv 2 Kh tel que rhv �! v fortement dans V;

(ii) 8vh 2 Kh avec vh * v dans V; Alors v 2 K: (voir [1]).

On approche la fonctionnelle j (�; �) par une famille de fonctionnelles (jh)h tel que pour
tout u 2 V , (jh)h satisfait les conditions suivantes:

8h; jh (u; �) : Vh �! ]�1;+1] est convexe, semi-continue inférieurement, (2.3.1)

la famille (jh)h est uniformément propre en h, c�est-à-dire:

9� = � (u) 2 V; 9� = � (u) 2 R telle que jh (u; vh) � � (vh) + � 8vh 2 V; 8h (2.3.2)

8vh 2 V avec vh �! v faiblement dans V , on a:

lim inf
h�!0

jh (u; rhv) = j (u; v) 8v 2 K: (2.3.3)

De plus, on suppose que pour tout h, nous avons:

��jh �u1h; v2h�+ jh
�
u2h; v

1
h

�
� jh

�
u1h; v

1
h

�
� jh

�
u2h; v

2
h

���
(2.3.4)

� c


u1h � u2h




V



v1h � v2h



V
8u1h; u2h; v1h; v2h 2 Kh

On dé�nit alors le problème approché (Ph) par le problème suivant:

Problème (Ph): Trouver uh 2 Kh tel que:

(Auh; vh � uh)V + jh (uh; vh)� jh (uh; uh) � (f; vh � uh)V 8vh 2 Kh:

Proposition 2.3 Le problème approché (Ph) admet une solution unique.
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2.3. Approximation interne et résultats de convergence

Preuve. Soit l�application Sh dé�nie par:

Sh : Kh �! Kh

wh �! Shwh

Preuve. où Shwh est solution de l�inéquation variationnelle (PSh):

(A (Sh!h) ; vh � Sh!h)V + jh (!h; vh)� jh (!h; Sh!h) � (f; vh � Sh!h)V 8vh 2 Kh;;

Preuve. est une contraction, donc elle admet un point �xe uh et uh est l�unique solution

du problème (Ph) :

On a le résultat suivant:

Théorème 2.4 Soit u la solution du problème (P1) et uh la solution du problème (Ph)

Alors uh �! u fortement dans V; quand h �! 0:

Preuve. La démonstration de ce théorème se fait en plusieurs étapes;

1�ere�etape : Soit (u0h)h une suite uniformément bornée telle que u
0
h 2 Kh: De l�inéquation

variationnelle (PSh), on peut dé�nir une suite u
n
h par:

unh = Shu
n�1
h ; n � 1 (2.3.5)

Ainsi on a:

kunh � uhkV � kn


u0h � uh




V
� Ckn;

�
k =

c

m
< 1

�
: (2.3.6)

d�où unh �! uh fortement dans V , quand n �!1:

2�eme�etape Pour obtenir la convergence de (uh)n vers u; on dé�nit une suite de problèmes

auxiliaires comme suit:

Problème (P nh ): Trouver w
n
h 2 Kh tel que:

(A!nh; vh � !nh)V + jh
�
un�1; vh

�
� j

�
un�1; !nh

�
� (f; vh � wnh)V 8vh 2 Kh (2.3.7)

où un�1 2 K (voir [18]) :

On a le résultat de convergence suivant (voir [18]) :
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2.3. Approximation interne et résultats de convergence

Proposition 2.5 !nh�! un fortement dansV quand h �! 0

3�eme�etape On a:

kuh � ukV � kuh � unhkV + kunh � unkV + kun � ukV 8n � 0: (2.3.8)

D�aprés les dé�nitions de unh et w
n
h , on a:

m kunh � wnhk
2
V � (Awnh � Aunh; w

n
h � unh)V

� jh (u
n�1; unh) + jh

�
un�1h ; !nh

�
�jh (un�1; wnh)� jh

�
un�1h ; unh

�
� c



un�1h � un�1



V
kunh � wnhkV

D�où:

kunh � wnhkV � k


un�1h � un�1




V
�


un�1h � un�1




V

(2.3.9)

En prenant w0h = u0h; on montre par récurrence que:

kunh � unkV �
n�1X
i=0



wih � ui



V
8n � 0 (2.3.10)

En e¤et:

pour n = 0 (vraie)

On suppose que la relation (2:3:10) est vraie pour (n� 1) ; c�est à dire:



un�1h � un�1



V
�

nX
i=0



wih � ui



V

Alors:
kunh � unkV � kunh � wnhkV + kwnh � unkV

�


un�1h � un�1




V
+ kwnh � unkV

�
nX
i=0

kwih � uikV :

En utilisant (2:3:6) ; il vient qu�il existe N" > 0 tel que:
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2.3. Approximation interne et résultats de convergence

kunh � unkV + kun � ukV �
"

2
; 8n � N": (2.3.11)

En choisissant alors n = N" dans (2:3:11), on aura:

kuh � ukV �


uh � uN"h




V
+


uN"h � uN"




V
+


uN" � u




V
:

En utilisant (2:3:11) et (2:3:8), on obtient:

kuh � ukV �
"

2
+

nX
i=0



wih � ui



V
: (2.3.12)

D�aprés la proposition 2.2 et pour tout i, il existe H i
" > 0 tel que:



wih � ui



V
� �

2 (N" + 1)
8h � H i

": (2.3.13)

Soit alors " > 0: En utilisant (2:3:12) et (2:3:13) on conclue qu�il existe

H" = min fH i
", i = 0; :::::; N"g tel que:

kuh � ukV � "; 8h < H":

Ainsi

uh �! u fortement dans V quand h �! 0
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Chapitre 3

Approximation du problème de

contact unilatéral sans frottement

avec compliance normale

Sommaire
3.1 Formulation variationnelle du problème mécanique . . . . . . . 27
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Dans cette partie, on va étudier un problème statique de contact unilatéral sans frotte-

ment avec compliance normale. Notre but principal est de prouver que le problème vari-

ationnel correspondant au problème mécanique ci-dessous a une solution unique en utilisant

des arguments standards sur les inéquations variationnelles suivi d�une technique du point

�xe de Banach.

Dautre part, on étudie la dépendance continue par rapport à la fonction de contact.

En�n, on etudie l�approximation numérique du problème par des éléments �nis conformes.

On établit une estimation d�erreur et on montre la convergence d�une méthode itérative.

26



3.1. Formulation variationnelle du problème mécanique

3.1 Formulation variationnelle du problèmemécanique

On considère un corps élastique linéaire occupant un domaine 
 � R2; supposé ouvert,
borné et de frontière � assez régulière, constituée de trois parties: � = �1[�2[�3, tels que
�1; �2 et �3 des ouverts disjoints et mes (�1) > 0:

Ce corps est encastré en �1, soumis à une densité de forces volumiques '1, à des forces

surfaciques de densité '2 sur �2 et en contact unilatéral sans frottement avec une fondation

déformable le long de �3.

Sous ces conditions, la formulation classique du problème mécanique est donnée par le

problème suivant:

Problème (P1) :Trouver le champ des déplacements u : 
! R2 tel que:

div � (u) + '1 = 0 dans 
 ; (3.1.1)

� = E" (u) dans 
; (3.1.2)

u = 0 sur �1; (3.1.3)

�� = '2 sur �2; (3.1.4)

u� � g; �� + p (u�) � 0; (�� + p (u�)) (u� � g) = 0

�� = 0

)
sur �3: (3.1.5)

Pour l�étude du problème (P1) ; on aura besoin des hypothèses suivantes:

� est le vecteur normal extérieur à �; u = (ui) est le champ des déplacements; u� = u:� est

le déplacement normal sur �. Le tenseur des déformations est donné par:

" (u) = ("ij (u)) =
1

2
(ui;j + uj;i)

le tenseur des contraintes est � = (�ij); �� est le vecteur des contraintes de Gauchy, �� =

��:� est la contrainte normale, �� = �� � ��� est la contrainte tangentielle, div � = (�ij;j)

est la divergence de �. On note par S2 l�espace des tenseurs symétriques de second ordre

dans R2:
Pour établir la formulation variationnelle, on aura besoin des espaces de fonctions suivant:

H = (L2 (
))
2 , Q = f� = (�ij) = �ij = �ji 2 L2 (
)g ;

H1 = (H
1 (
))

2 ; Q1 = f� 2 Q = div � 2 Hg
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3.1. Formulation variationnelle du problème mécanique

H;Q sont des espaces de Hilbert munis respectivement des produits scalaires:

hu; viH =

Z



uividx;

h�; �iQ =

Z



�ij� ijdx:

Soit V le sous espace fermé de H1 de�ni par:

V = fv 2 H1 : v = 0 sur �1g

et l�ensemble des déplacements admissibles donné par:

K = fv 2 V : v� � g sur �3g ;

où g � 0: Puisque mes (�1) > 0 , on a l�inégalité de Korn suivante [5]:

k" (v)kQ � c
 kvkH1 8v 2 V; (3.1.6)

où c
 > 0 est une constante qui dépend seulement de 
 et �1:

On munit V du produit scalaire donné par:

(u; v)V = h" (u) ; " (v)iQ

et la norme associée k�kV . D�après (3:1:6); k�kH1 et k�kV sont deux normes équivalentes
et (V; k�kV ) est un espace de Hilbert réel. Dautre part, daprès un théorème de trace de
Sobolev, il existe une constante d
 > 0 qui dépend de 
; �1 et �3 telle que:

kvk
(L2(�3))

2
� d
 kvkV 8v 2 V: (3.1.7)

Pour l�étude du problème mécanique (P1), on suppose que l�opérateur d�élasticité linéaire

E=(Eijkh) : 
� S2 ! S2 véri�e les hypothèses suivantes:8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

(a) Eijkh 2 L1 (�3) ; 1 � i; j; k; h � d:

(b) E� � � = � � E� , 8�; � 2 S2, p:p: dans 
:

(c) Il existe � > 0 telle que

�E � � � � j� j2 8� 2 S2, p:p: dans 
:

(3.1.8)

On dé�nit la forme bilinéaire a (�; �) sur V � V par:

a (u; v) =

Z



E" (u) :" (v) dx:
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3.1. Formulation variationnelle du problème mécanique

D�après (3:1:8) ; il vient que a (�; �) est continue et coercive, c�est à dire:8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

(a) Il existe M > 0 tel que

ja (u; v)j �M kukV kvkV 8u; v 2 V;

(b) Il existe m > 0 tel que

a (v; v) � m kvk2V 8v 2 V:

(3.1.9)

Les forces volumiques et surfaciques ont la régularité:

'1 2 V , '2 2
�
L2 (�2)

�2
: (3.1.10)

Daprés le théorème de représentation de Riesz-Fréchet, il existe f 2 V tel que:

(f; v)V = ('1; v)H + ('2; 
v)(L2(�2))2

On suppose aussi que la fonction de compliance normale p véri�e les propriétés suivantes:8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

(a) p :]�1; g]! R+;

(b) il existe Lp > 0 tel que

jp (v1)� p (v2)j � Lp jv1 � v2j , pour tout v1, v2 � g;

(c) p (v) = 0 pour tout v < 0:

(3.1.11)

D�autre part, on dé�nit la fonctionnelle j : V � V ! R par

j (v; w) =

Z
�3

p (v�)w�da 8v; w 2 V: (3.1.12)

Maintenant, dans le but d�établir la formulation faible du problème (P1), on suppose que u

est régulière et véri�ée (3:1:1)� (3:1:5). En e¤et, on prend v 2 V et on multiplie l�equation
d�équilibre (3:1:2) par v � u. En intégrant et en utilisant la formule de Green, on obtient

l�equation suivante:R


� (" (v)� " (u)) dx =

R


'1:(v � u)dx+

R
�
��: (v � u) da:

Tenant compte des conditions aux limites (3:1:3) et v = 0 sur �1, il vient que:Z
�

��: (v � u) da =

Z
�2

'2:(v � u)da+

Z
�3

��: (v � u) da:
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3.1. Formulation variationnelle du problème mécanique

D�autre part, puisque �� = 0 sur �3; on aura:R
�3
��: (v � u) da =

R
�3
�� (v� � u�) da;

et R
�3
�� (v� � u�) da =

R
�3
(�� + p (u�)) (v� � u�) da�

R
�3
p (u�) (v� � u�) da:

D�où on déduit que la fonction u véri�e l�inéquation:

a (u; v � u) + j (u; v)� j (u; u) � (f; v � u)V +

Z
�3

(�� + p (u�)) (v� � u�) da 8v 2 V:

Par ailleurs, on a:R
�3
(�� + p (u�) (v� � u�)da =

R
�3
(�� + p (u�))((v� � g)� (u� � g))da

=
R
�3
(�� + p (u�))(v� � g)da�

R
�3
(�� + p (u�) (u� � g)da:

En utilisant la condition (3:1:5) ; il vient queZ
�3

(�� + p (u�) (v� � g)da � 0 8v 2 K;

et Z
�3

(�� + p (u�))(u� � g)da = 0:

Ainsi Z
�3

(�� + p (u�))(v� � u�) � 0 8v 2 K:

Nous obtenons alors la formulation variationnelle du problème (P1) donnée par le problème

suivant:

Problème (P2) Trouver le champ des déplacements u 2 K tel que:

a (u; v � u) + j (u; v)� j (u; u) � (f; v � u)V 8v 2 K: (3.1.13)

Réciproquement, on a:

Lemme 3.1 Si u est une solution régulière du problème (P2), alors u véri�e les équations

et les conditions aux limites du problème (P1) :

Preuve. Soit u une solution régulière du problème (P2), on montre que u satisfait les

conditions (3:1:1)� (3:1:5) :
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3.1. Formulation variationnelle du problème mécanique

En e¤et, soit ' 2 D(
)2, posons v = u+ ' dans l�inéquation (3:1:13) ; on a:

a(u; ') + j (u; u+ ')� j (u; u) > (f; ')V ,

Où encore

h�; " (')iQ + j (u; u+ ')� j (u; u) > (f; ')V ,

En appliquant la formule de Green, on obtient:

�hdiv�; 'iH +
R
�3
p (u�) (u+ '� u)�da � ('1; ')H + ('2; 
')L2(�2)2 : (3.1.14)

Soit ' 2 D(
)2; alors ' = 0 sur �; ainsi

hdiv�; 'iH + h'1; 'iH � 0

Maintenant pour v = u� ' et par la même procédure, on obtient de même:

hdiv�; 'iH + ('1; ')H � 0;

Et donc:

hdiv� + '1; 'iH = 0 8' 2 D(
)2

D�où:

div� + '1 = 0 dans 
: (3.1.15)

Maintenant, en appliquant encore la formule de Green et en utilisant l�inéquation (3:1:14) ;

on en déduit:

h��; 
v � 
uiH0
��H�

� (div �; v) + j (u; v)� j (u; u) > (f; v � u)V .

Alors, (3:1:14) et (3:1:15) impliquent l�inégalité suivante:

h��; 
v � 
uiH0
��H�

+ j (u; v)� j (u; u) > ('2; 
v � 
u)L2(�2)2 : (3.1.16)

.

Soit ' 2 D(�
)2, où ' = 0 sur �1 [ �3 et soit la fonction v = u� '; d�aprés (3:1:16) ; il

vient que: Z
�2

(�� � '2) 
' da = 0:

comme ' est une fonction arbitraire, alors on déduit que:

�� = '2 sur �2: (3.1.17)
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3.2. Existence et unicité

� Choisissons ' une fonction régulière qui s�annulle sur �1 [ �2 telle que '� = 0 sur �3:
Par le même raisonnement: Z

�3

��'�da = 0;

Ainsi, comme la fonction ' est arbitraire, on obtient:

�� = 0 sur �3:

� Tenant compte de (3:1:16) et (3:1:17) ; on obtient:Z
�3

�� (
v � 
u) da+ j (u; v)� j (u; u) > 0 8v 2 K;

c�est-à dire, on aura:

R
�3
(�� + p(u�)) (v� � u�) da > 0 8v 2 K: (3.1.18)

Puisque u 2 K , alors on a: u� � g . En posant v� = g puis v� = 2u� � g dans

l�inéquation (3:1:18) ; on obtient:Z
�3

(�� + p(u�)) (u� � g) da = 0: (3.1.19)

Il vient alors: R
�3
(�� + p(u�)) (v� � g) da > 0 8v 2 K

qui implique �� + p(u�) � 0 sur �3 et �nalement, en utilisant l�équation (3:1:19), on obtient
la relation (3:1:5).

3.2 Existence et unicité

Le but principal dans cette partie est d�obtenir l�existence et l�unicité pour le problème

variationnel (P2).

On a le résultat suivant:

Théorème 3.1 Sous les hypothèses (3:1:9) ; (3:1:10) et (3:1:11), le problème (P2) admet une

solution unique si d 2
Lp < m:
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3.2. Existence et unicité

Preuve. La démonstration de ce théorème se fait en plusieurs étapes. Elle est basée

sur les arguments du point �xe de Banach.

En e¤et, soit � 2 K et considérons le problème variationnel suivant:

Problème
�
P �2
�
: Trouver u� 2 K tel que:

a (u; v � u) + j (�; v)� j (�; u�) � (f; v � u�)V 8v 2 K (3.2.1)

on a le lemme suivant:

Lemme 3.2 Pour chaque � 2 K, le problème
�
P �
2

�
admet une unique solution.

Preuve. Les hypothèses (3:1:9) impliquent que la forme bilinéaire a (�; �) est symétrique,
continue et coercive. De plus, d�après (3:1:12) ; j (�; :) est convexe, propre et semi-continue

inférieurement: Alors d�après la théorie des inéquations variationnelles elliptiques [4] et le

fait queK est un sous-ensemble convexe, fermé et non- vide de V , l�inéquation (3:2:1) admet

une unique solution.

Ainsi, le lemme précédent nous permet de considérer l�application � : K ! K de�nie par:

� (�) = u�:

Lemme 3.3 Si d 2
Lp < m, l�application � admet un unique point �xe �� 2 K et u�� est

une solution unique du problème (P2) :

Preuve. En e¤et, soient �1; �2 2 K:

On note par u�1 ; u�2 les solutions correspondantes du problème (3:1) : Alors,

on a u�i 2 K, i = 1; 2 et véri�e l�inéquation variationnelle:

a (u�i ; v � u�i) + j (�i; v)� j (�i; u�i) � (f; v � u�i)V 8v 2 K:

On prend v = u�2 dans l�inéquation variationnelle véri�ée par u�1, puis v = u�1 dans

l�inéquation variationnelle véri�ée par u�2; et en additionnant les deux inéquations obtenues,

on aura:

a (u�1 � u�2 ; u�1 � u�2) � j (�1; u�2)� j (�1; u�1) + j (�2; u�1)� j (�2; u�2)

=
R
�3
(p (�1�)� p (�2�)) (u�2� � u�1� ) da
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3.3. La dépendance continue

En utilisant alors (3:1:10) (b) ; on déduit que:

m ku�1 � u�2k
2
V � Lp

R
�3
j�1� � �2� j ju�2� � u�1� j da

� Lp k�1 � �2k(L2(�3))2 ku�1 � u�2k(L2(�3))2

En utilisant la relation (3:1:6) ; il vient alors:

m ku�1 � u�2k
2
V � Lpd

2

 k�1 � �2kV ku�1 � u�2kV ;

C�est-à-dire:

ku�1 � u�2kV �
Lpd

2



m
k�1 � �2kV :

D�où:

k� (�1)� � (�2)kV �
Lpd

2



m
k�1 � �2kV ; 8�1; �2 2 K

Alors, si d 2
Lp < m, on déduit que � est une application contractante sur K et donc par

le théorème de point �xe de Banach, l�application � admet un point �xe unique �� et u��

est une solution unique de l�inéquation (3:2:1) :

3.3 La dépendance continue

Dans cette partie, on étudie le comportement de la solution faible du problème (P1) ; en

tenant compte des perturbations de la fonction de contact p.

Pour tout � � 0, on considère une perturbation p� de la solution p satisfaisant (3:1:2)
et (3:1:10) avec L�p une constante de Lipschitz. On introduit la fonctionnelle j

�, qui a été

obtenue en remplaçant p par p� dans j. On considère alors le problème suivant:

Problème (P�1 ): Pour tout � � 0; trouver un champ des déplacements u� 2 K tel que :

a (u�; v � u�) + j� (u�; v)� j� (u�; u�) � (f; v � u�)V 8v 2 K: (3.2.2)

En utilisant les mêmes arguments que pour la démonstration du théorème 3:1; on déduit

que pour tout � � 0; le problème (P�1 ) admet une unique solution u�:
Maintenant, on suppose que la fonction p� véri�e les hypothèses suivantes:
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3.3. La dépendance continue

8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

Il existe � > 0 et 'p : R+ �! R+ tels que

(a) jp � (v)� p (v)j � 'p (�) jvj 8v � g

(b) lim
��!0

'p (�) = 0

(c) L�p + � < m=d 2
 pour tout � � 0

(3.2.3)

On a le résultat de convergence suivant:

Théorème 3.2 Sous les hypothèses (3:2:3),

u� �! u fortement dans V quand � �! 0:

Preuve. Soit � � 0: En utilisant (3:1:13) et (3:2:2) on obtient:

a (u� � u; u� � u) � j (u; u�)� j (u; u) + j� (u�; u)� j� (u�; u�)

=
R
�3
(p (u�)� p� (u�� )) (u

�
� � u�) da:

De plus, on a: ���R�3 (p (u�)� p� (u�� )) (u
�
� � u�) da

���
� kp (u�)� p� (u�� )kL2(�3) ku

� � uk(L2(�3))2 :

(3.2.4)

En utilisant (3:2:3) (a) ; il vient que:

kp (u�)� p� (u�� )kL2(�3) � L�p ku� � uk(L2(�3))2 + 'p (�) kuk(L2(�3))2 :

Maintenant, en utilisant l�inéquation précédente et (3:2:4), on obtient:����Z
�3

(p (u�)� p� (u�� )) (u
�
� � u�) da

����
� L�p ku � � uk2(L2(�3))2 + 'p (�) kuk(L2(�3))2 ku

� � uk(L2(�3))2 :

En tenant compte de (3:1:6), (3:1:8) (b) et (3:2:3) (c) ; on obtient:

m ku� � uk2V � d2


�
m

d2

� �

�
ku� � uk2V + d2
'p (�) kukV ku� � ukV :

D�où:

� ku� � ukV � 'p (�) kukV :

C�est-à-dire le théorème est démontré.
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3.4. Approximation par éléments �nis

3.4 Approximation par éléments �nis

Dans cette partie, on va étudier l�approximation par des éléments �nis linéaires conformes du

problème variationnel (P2) : Pour simpli�er, on suppose que 
 est un domaine polygonal,

et pour tout paramètre h > 0; on considère une partition Sh de 
 en triangles de taille

maximale h. La triangulation Sh est supposée régulière; 
 = [
1�e�E


e; 
e \ 
l = ? si

e 6= l (voir [9]) : Pour chaque élément 
e 2 Sh ; P1 (
e) désigne l�ensemble des polynômes
de degré total inférieur ou égal à 1 sur 
e. On utilise l�espace de dimension �nie Vh � V

dé�ni par:

Vh =
n
vh 2

�
C 0

�


��2

; vhn
e 2
�
P1
�

e
��2

; vh = 0 sur �1
o

Soit Kh � Vh dé�ni par:

Kh = fvh 2 Vh : v�h � g sur �3g :

On remarque qu�on a Kh � K:

On dé�nit le problème approché (Ph) par:

Problème (Ph): Trouver uh 2 Kh tel que:

a (uh; vh � uh) + j (uh; vh)� j (uh; uh) � (f; vh � uh)V 8vh 2 Kh: (3.3.1)

Sous les hypothèses du théorème (3:2) avec la même valeur de c, le problème (Ph) admet

une unique solution uh 2 Kh: Par la suite, on établit une inégalité de type Céa:

Théorème 3.3 Sous les hypothèses du théorème 3:2; il existe une constante c > 0 telle que:

ku� uhkV � c inf
vh2Kh

n
ku� vhkV + ku� vhk(L2(�3))2 + ku� vhk

1
2
V

+ kp (u�)k
1
2

L2(�3)
ku� vhk

1
2

(L2(�3))
2

o (3.3.2)

Preuve. En utilisant (3:1:13) avec v = uh et (3:3:1) ; on obtient:

m ku� uhk2V � a (u� uh; u� uh)

� a (u� uh; u� vh) + a (u; vh � u)

+ j (u; uh)� j (u; u) + j (uh; vh)� j (uh; uh)� (f; vh � u)V ;
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3.4. Approximation par éléments �nis

C�est-à-dire:

m ku� uhk2V � A1 + A2 + A3 + A4; (3.3.3)

Où

A1 = a (u� uh; u� vh)

A2 = a (u; vh � u) + j (u; vh)� j (u; u)� (f; vh � u)V ;

A3 = j (u; uh)� j (uh; uh) + j (uh; u)� j (u; u) ;

A4 = j (uh; vh)� j (u; vh) + j (u; u)� j (uh; u) :

En estimant chacun des quatre termes, on obtient:

jA1j �M ku� uhkV ku� vhkV ; (3.3.4)

jA2j �M ku� vhkV + kp (u�)kL2(�3) ku� vhk
(L2(�3))

2
: (3.3.5)

Et comme

A3 =
R
�3
(p (u�)� p (uh�)) (uh� � u�) da;

On obtient:

jA3j �
Z
�3

Lp ju� � uh� j2 da

Et utilisant (3:1:7), on déduit que:

jA3j � d2
Lp ku� uhk2V (3.3.6)

aussi on a:

A4 =
R
�3
(p (uh�)� p (u�)) (vh� � u�) da;

et
jA4j �

R
�3
Lp ju� � uh� j ju� � vh� j da

� Lp ku� uhk(L2(�3))2 ku� vhk(L2(�3))2

� d
Lp ku� uhkV ku� vhk(L2(�3))2 :

(3.3.7)

En utilisant les inégalités (3:3:4)� (3:3:7) dans (3:3:3) et en appliquant l�inégalité de Young
suivante:

ab � �a 2

2
+
b 2

2�
8� > 0; 8a; b 2 R,
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3.4. Approximation par éléments �nis

On obtient:

ku� uhk2V � c
n
ku� vhk2V + ku� vhk2(L2(�3))2 + ku� vhkV

+ kp (u�)kL2(�3) ku� vhk(L2(�3))2
o
;

(3.3.8)

d�où l�inéquation (3:3:2) :

Par ailleurs, on rappelle les résultats standards sur l�interpolation (voir [9]) ;

k�hv � vkV � c1h kvk(H 2(
))2 ;

k�hv � vk(L2(�3))2 � c1h
3

2 kvk(H 2(
))2 ;

(3.3.9)

pour tout v 2 (H 2 (
))
2 \ V , où �hv est l�interpolé de la fonction v: Maintenant, pour

obtenir une estimation d�erreur, nous avons besoin des hypothèses supplémentaires sur la

régularité de la solution. En e¤et, supposons que:

u 2 (H 2 (
))2 \K: (3.3.10)

Alors on a la proposition suivante:

Proposition 3.4 Sous l�hypothèse (3:3:10) ; on a l�estimation d�erreur:

ku� uhkV � ch
3
4

�
kukH 2(
)2 + kp (u�)k

1
2

L2(�3)

�
(3.3.11)

où c est une constante strictement positive indépendante de h.

Preuve. En utilisant (3:3:8), on obtient:

ku� uhkV � c
n
ku� �hukV + ku� �huk(L 2(�3))

2

+ kp (u�)k
1
2

L2(�3)
ku� �huk

1
2

(L 2(�3))
2

o
:

(3.3.12)

Il su¢ t d�appliquer (3:3:9) et (3:3:10) :

Pour résoudre le problème approché (Ph), nous allons utiliser la méthode itérative du

point �xe. Nous choisissons une valeur initiale u0h 2 Kh uniformément bornée; à l�étape n,

connaissant unh; on cherche u
n+1
h solution du problème itératif suivant:
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3.4. Approximation par éléments �nis

Problème (P nh ): Trouver u
n+1
h 2 K h tel que:

a
�
un+1h ; vh � un+1h

�
+ j (unh; vh)� j

�
unh; u

n+1
h

�
�
�
f; vh � un+1h

�
V
8vh 2 Kh (3.3.13)

On a le résultat de convergence suivant:

Proposition 3.5 Sous les hypothèses de la proposition 3:4 , le problème (P nh ) admet une

solution unique et

kunh � uhkV �! 0 quand n �!1:

En plus, il existe une constante � 2 ]0; 1[ telle que

kunh � uhkV � c �n (3.3.14)

Preuve. Posons vh = un+1h dans (3:3:1), on obtient l�inégalité suivante:

a
�
uh; u

n+1
h � uh

�
+ j

�
uh; u

n+1
h

�
� j (uh; uh) �

�
f; un+1h � uh

�
V

(3.3.15)

Et posons vh = un+1h dans (3:3:13), on obtient l�inégalité suivante:

a
�
un+1h ; uh � un+1h

�
+ j (unh; uh)� j

�
unh; u

n+1
h

�
�
�
f; uh � un+1h

�
V

(3.3.16)

En additionnant (3:3:15) et (3:3:16), il vient que:

a
�
uh � un+1h ; uh � un+1h

�
� j

�
uh; u

n+1
h

�
� j (uh; uh) + j (unh; uh)� j

�
unh; u

n+1
h

�

Preuve. Alors comme dans la preuve du lemme 3.3, on a:

un+1h � uh



V
� d2
Lp

m
kunh � uhkV

Preuve. Posons � = d2
Lp =m, on a � 2 ]0; 1[ ; et on en déduit l�estimation (3:3:14) :
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Approximation du problème de
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On considère un corps élastique linéaire occupant un domaine 
 � R2; supposé ouvert,
borné et de frontière � assez régulière, constituée de trois parties: � = �1[�2[�3, tels que
�1; �2 et �3 des ouverts disjoints et mes (�1) > 0:

Ce corps est encastré en �1, soumis à une densité de forces volumiques '1, à des forces

surfaciques de densité '2 sur �2 et en contact unilatéral avec frottement avec une fondation

déformable le long de �3:
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4.1. Formulation du problème mécanique

4.1 Formulation du problème mécanique

Le problème mécanique qu�on étudie est le problème suivant:

Problème (P ): Trouver un champ des déplacements u : 
 �! R2 tel que

div � (u) + '1 = 0 dans 
 ; (4.1.1)

� = E" (u) dans 
; (4.1.2)

u = 0 sur �1; (4.1.3)

�� = '2 sur �2; (4.1.4)

u� � g; �� + p (u�) � 0; (�� + p (u�)) (u� � g) = 0; sur �3; (4.1.5)

j�� j � �p (u�)

j�� j < �p (u�) =) u� = 0

j�� j = �p (u�) =) 9� � 0 tel que �� = ��u�

9>>=>>; sur �3: (4.1.6)

L�équation (4:1:1) représente la loi de comportement élastique, la relation (4:1:2) re-

présente l�équation d�équilibre où '1 est la densité des forces volumiques agissant sur le

corps déformable 
, les conditions (4:1:3)� (4:1:4) sont respectivement, les conditions aux
limites de déplacement et traction. Finalement les conditions (4:1:5)� (4:1:6) représentent
les conditions de contact unilatéral avec frottement et compliance normale et p une fonction

positive.

� Dans le cas où j�� j < �p (u�), la contrainte tangentielle ne peut pas dépasser le seuil

�p (u�) : La surface est adhérente à la fondation, c�est ce qu�on appelle la phase de collement.

� Quand j�� j = �p (u�) ; c�est la phase de glissement.

Donc la surface de contact �3 est divisée en trois zones:

le collement, le glissement et la zone séparative ou u� < g; où il n�ya pas de contact.

On rappelle les espaces utilisés :

S2 est l�espace des tenseurs symétriques du second ordre sur R2; ���et j�j dénotent le
produit scalaire et la norme euclidienne dans S2 et R2 respectivement, c�est à dire:

u � v = uivi, jvj = (v � v) 12 8u; v 2 R2, 1 � i; j � 2;

� � � = �ij� ij, j� j = (� � �) 12 8�; � 2 S2, 1 � i; j � 2;

On rappelle également les espaces:

H =
�
u = (ui) jui 2 L2 (
) ; i = 1; 2

	
= L2 (
)2
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4.1. Formulation du problème mécanique

Q =
�
� = (�ij) j�ij = �ji 2 L2 (
) ; i = 1; 2

	
= L2 (
)2�2s

H et Q sont deux espaces de Hilbert munis des produits scalaires respectifs:

(u; v)H =

Z



uividx 8u; v 2 H

h�; �iQ =
Z



�ij� ijdx 8�; � 2 Q:

et les normes associées k�kH , k:kQ :
Pour le champ des déplacements, on utilisera l�espace:

H1 = fu 2 H = " (u) 2 Q g :

H1 est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

hu; viH1 = (u; v)H + h" (u) ; " (v)iQ 8u; v 2 H1;

et de la norme associée k�kH1 et le sous espace fermé V dé�ni par:

V = fv 2 H1 = v = 0 sur �1g ;

muni du produit scalaire (�; �)V dé�ni par

(u; v)V = (" (u) ; " (v))Q :

et de la norme associée k�kV . Le convexe fermé des champs de déplacements admissibles est
dé�ni par

K = fv 2 V ; v� � g sur �3g :

On rappelle la formule bilinéaire symétrique a (�; �) dé�nie au chapitre 3 par:

a (u; v) =

Z



E" (u) :" (v) dx

véri�ant les conditions de continuité et de coercivité8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

(a) Il existe M > 0 telle que

ja (u; v)j �M kukV kvkV 8u; v 2 V;

(b) Il existe m > 0 telle que

a (v; v) � m kvk2V 8v 2 V:

(4.1.7)
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4.1. Formulation du problème mécanique

On rappelle les hypothèses sur la fonction p données par (3:1:11) :

Hypothèses sur le coe¢ cient de frottement �

� 2 L1 (�3) et � � 0 p:p sur �3 (4.1.8)

Hypothèses sur '1 et '2
'1 2 H (4.1.9)

'2 2 L2 (�2)
2 : (4.1.10)

Par ailleurs, en vertu du théorème de représentation de Riesz-Fréchet, il existe un élément

f 2 V tel que:

(f; v)V = ('1; v)H + ('2; 
v)L2(�2)2 8v 2 V: (4.1.11)

On dé�nit la fonctionnelle j : V � V ! R par

j (u; v) =

Z
�3

p (u�) v�da+

Z
�3

�p (u�) jv� j da 8 (u; v) 2 V � V: (4.1.12)

A�n d�établir une formulation variationnelle du problème (P ), on donne une forme équi-

valente des conditions aux limites (4:1:6).

Lemme 4.1 Si �� et u� sont deux fonctions régulières, alors la condition

j�� j 6 �p (u�)

j�� j < �p (u�) =) u� = 0

j�� j = �p (u�) =) 9� > 0 ; �� = ��u�

9>>=>>; sur �3
est équivalente à:

j�� j 6 �p (u�) ; �� :u� + �p (u�) ju� j = 0 sur �3: (4.1.13)

Preuve. Le résultat est évident si u� = 0.

Maintenant si �� = ��u� avec j�� j = �p (u�) ; il est clair que:

�� :u� + �p (u�) ju� j = 0:

Réciproquement, supposons que:

�� :u� + �p (u�) ju� j = 0.

D�abord, si

j�� j = �p (u�) ;
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4.1. Formulation du problème mécanique

alors

�� :u� = ��p (u�) ju� j = � j�� j ju� j ;

donc il existe � > 0 tel que: �� = ��u� :
Si

j�� j < �p (u�) ;

on a:

� j�� j ju� j 6 �� :u� 6 j�� j ju� j ;

d�où
�� :u� + �p (u�) ju� j > � j�� j ju� j+ �p (u�) ju� j

> ju� j (� j�� j+ �p (u�)) ,

or

j�� j < �p (u�) ;

il vient que ju� j = 0 soit u� = 0, d�où l�équivalence annoncée.
La forme (4:1:13) facilite l�établissement de la formulation variationnelle du problème (P ).

On a le résultat suivant:

Lemme 4.2 Si les fonctions u; � sont su¢ samment régulières et véri�ent le problème méca-

nique (P1) ; alors:

a (u; v � u) + j (u; v)� j (u; u) > (f; v � u)V 8v 2 K (4.1.14)

Preuve. Soit v 2 K, en utilisant la formule de Green on a:

h�; " (v)� " (u)iQ + (div �; (v � u))H =
R
�
��: (v � u) da 8v 2 K

En utilisant (4:1:1) et (4:1:4), on obtient:

h�; " (v)� " (u)iQ = ('1; v � u)H +
R
�
��: (v � u) da:

= ('1; v � u)H +
R
�2
��: (v � u) da+

R
�3
��: (v � u) da;

= ('1; v � u)H +
R
�2
'2: (v � u) da+

R
�3
��: (v � u) da
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4.1. Formulation du problème mécanique

et donc d�après (4:1:12)

a (u; v � u) = (f; v � u)V +

Z
�3

�� (v � u) da

D�autre part d�après (4:1:13)et (4:1:6), on a :

j(u; v)� j(u; u) =

Z
�3

p (u�) (v� � u�)da+

Z
�3

�p (u�) (jv� j � ju� j)da

� �
Z
�3

��(v� � u�)da+

Z
�3

�p� (u�) jv� � u� j da;

on en déduit en tenant compte du lemme 2:1que:

j(u; v)� j(u; u) � �
Z
�3

��(v� � u�)da�
Z
�3

�� :(v� � u� )da;

Z
�3

�� (v � u) da � j (u; u)� j (u; v) :

En portant la dernière inégalité dans (4:1:14), on obtient

a (u; v � u) � (f; v � u)V + j (u; u)� j (u; v) ;

D�où (4:1:14).

Le problème (P ) admet alors la formulation variationnelle suivante :

Problème (P1) Trouver le champ des déplacements u 2 K, tel que:

a(u; v � u) + j (u; v)� j (u; u) > (f; v � u)V 8v 2 K: (4.1.15)

Réciproquement, on va véri�er que:

Lemme 4.3 Si u est une solution régulière du problème (P1), alors u véri�e les équations

et les conditions aux limites du problème (P ) :

Démonstration. Soit u une solution régulière du problème (P1), montrons que u

satisfait les conditions (4:1:1)� (4:1:6) :

� Soit ' 2 D (
)2, choisissons v = u+ ' dans l�inégalité (4:1:15), il vient que:

a(u; ') + j (u; u+ ')� j (u; u) > (f; ')V ;
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4.1. Formulation du problème mécanique

où encore

h�; " (')iQ + j (u; u+ ')� j (u; u) > (f; ')V :

Moyennant (4:1:12), (4:1:13) et la formule de Green on a:

hdiv �; 'iH +
R
�3
p (u�) (u+ '� u)�da

+
R
�3
�p (u�) j(u+ ')� j � ju� j da � ('1; ')H + ('2; 
')L2(�2)2 :

Où encore R
�2
��:'da� hdiv�; 'iH +

R
�3
p (u�) (u+ '� u)�da

+
R
�3
�p (u�) j'� j da � ('1; ')H + ('2; 
')L2(�2)2

' 2 D(
)2; alors ' = 0 sur �; d�où

hdiv �; 'iH + ('1; ')H � 0

Maintenant pour v = u� ' et par les mêmes arguments, on obtient:

hdiv�; 'iH + ('1; ')H � 0:

D�où

hdiv� + '1; 'iH = 0 8' 2 D(
)2

implique:

div� + '1 = 0 dans 
: (4.1.16)

� La formule de Green et l�inégalité (4:1:15) donnent

h��; 
v � 
uiH0
��H�

� hdiv�; viH + j (u; v)� j (u; u) > (f; v � u)V ,

d�où, d�après (4:1:12) et (4:1:16), on a:

h��; 
v � 
uiH0
��H�

+ j (u; v)� j (u; u) > ('2; 
v � 
u)L2(�2)2 . (4.1.17)

Pour tout ' 2 D(�
)2, qui s�annule sur �1 [ �3 et v = u� ', on obtient:Z
�2

(�� � '2) 
' da = 0:

et comme ' étant arbitraire, on déduit que

�� = '2 sur �2: (4.1.18)
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4.1. Formulation du problème mécanique

� En choisissant une fonction régulière ' qui s�annule sur �1 [�2 tel que '� = 0 sur �3;
et en utilisant les mêmes arguments qu�auparavant, on obtient la chose suivante:Z

�3

(�� + �p (u�))'�da = 0;

la fonction ' est arbitraire, d�où

�� + �p (u�) = 0 sur �3: (4.1.19)

� En tenant compte de (4:1:17), (4:1:18) devient:Z
�3

�� (
v � 
u) da+ j (u; v)� j (u; u) > 0 8v 2 V;

c�est-à dire que l�on aR
�3
�� (
v � 
u) da+

R
�3
�� (
v � 
u) da

+
R
�3
p(u�) (v� � u�) da+

R
�3
�p (u�) (jv� j � ju� j) da > 0:

Sachant que

�� :v = �� : (v�� + v� ) = �� :v� ,

et que

jv� j 6 jvj

on déduit en tenant compte de (4:1:13) queZ
�3

(�� :v + �p (u�) jvj) da�
Z
�3

(�� :u+ �p (u�) ju� j) da > 0

Si on pose v = �kv avec k > 0 dans l�inégalité précédente, on aura

k

Z
�3

(��� :v + �p (u�) jvj) da�
Z
�3

(�� :u+ �p (u�) ju� j) da > 0 8v 2 K;

par conséquent, on a d�une partZ
�3

(�� :u� + �p (u�) ju� j) da 6 0 (4.1.20)

Et d�autre part Z
�3

(��� :v + �p (u�) jvj) da > 0 (4.1.21)
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par densité, la dernière relation est vraie 8v 2 L2 (�3), choisissons alors v = ��� p:p. sur

�3 où � 2 L2 (�3) et � > 0 p:p. sur �3, on obtient:Z
�3

�
� j�� j2 + �p (u�) j�� j

�
�da > 0;

ce qui entraîne

� j�� j2 + �p (u�) j�� j > 0 p:p: sur �3;

c�est à dire

j�� j 6 �p (u�)

ce qui permet de déduire que

�� :u� 6 j�� :u� j 6 �p (u�) ju� j p:p: sur �3;

il s�ensuit

�� :u� + �p (u�) ju� j > 0 p:p: sur �3: (4.1.22)

Il découle immédiatement des inégalités (4:1:19) et (4:1:21) que:

�� :u� + �p (u�) ju� j = 0 p:p: sur �3:

En utilisant le lemme (précédant) forme équivalente des conditions, on obtient les con-

ditions aux limites de frottement (4:1:6) :

4.2 Existence et unicité

Le but principal dans cette partie est d�obtenir l�existence et l�unicité de la solution du

problème (P1).

Théorème 4.1 Sous les hypothèses (4:1:7)� (4:1:10), le problème (P1) admet une solution
unique u si d2
Lp

�
1 + k�kL1(�3)

�
< m.

Preuve. La preuve du théorème 4.1 se fait en plusieurs étapes. Elle est basée sur le

théorème du point �xe de Banach. On introduit un problème intermédiaire:

Pour chaque � = (�1; �2) 2 L2+ (�3)
2 tel que:

L2+ (�3) =
�
� 2 L2 (�3) = � � 0 p:p sur �3

	
on dé�nit la fonctionnelle suivante:
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4.2. Existence et unicité

h� : V �! R dé�nie par:

h� (v) =

Z
�3

�1v�da+

Z
�3

�2 jv� j da

On considère le problème variationnel suivant:

Problème (P �1 ): Trouver u� 2 K tel que:

a (u�; v � u�) + h� (v)� h� (u�) � (f; v � u�)V 8v 2 K

Nous avons donc le résultat suivant:

Lemme 4.4 Pour chaque � 2 L2+ (�3)
2, le problème (P�1) admet une solution unique

u� 2 K:
Preuve. La forme a (�; �) est symétrique, continue et coercive; de plus la fonctionnelle

h� est convexe, propre et semi-continue inférieurement, donc le problème (P
�
1 ) admet une

solution unique u� 2 K:
Maintenant, pour démontrer le théorème, on dé�nit l�application suivante:

 : L2+ (�3)
2 �! L2+ (�3)

2

� �!  (�) = (p (u��) ; �p (u��))

On a:

Lemme 4.5  admet un point �xe unique �� et u�� est la solution unique du problème (P1) :

Preuve. Soient �1; �2 2 K: On note par u1; u2 les deux solutions correspondantes. Alors
on a:

u1 2 K; u2 2 K véri�ent les inéquations variationnelles suivantes:

a (u1; v � u1) + h�1 (v)� h�1 (u1) � (f; v � u1)V 8v 2 K ;

a (u2; v � u2) + h�2 (v)� h�2 (u2) � (f; v � u2)V 8v 2 K:

On prend v = u2 dans la première inéquation véri�ée par u1 puis v = u1 dans la deuxième

inéquation véri�ée par u2; on obtient:

a (u1; u2 � u1) + h�1 (u2)� h�1 (u1) � (f; u2 � u1)V ;

a (u2; u1 � u2) + h�2 (u1)� h�2 (u2) � (f; u1 � u2)V :

En additionnant ces deux inégalités, on a:

49



4.3. La dépendance continue sur les conditions de contact

a (u1 � u2; u1 � u2) � h�1 (u2)� h�1 (u1) + h�2 (u1)� h�2 (u2) ;

c�est-à-dire:

a (u1 � u2; u1 � u2) � h�1 (u2 � u1) + h�2 (u1 � u2) ;

d�où:
m ku1 � u2k2V � h�1 (u2 � u1)� h�2 (u1 � u2)

� d
 ku1 � u2kV k�1 � �2kL2(�3)2 ;

et donc:

m ku1 � u2kV � d
 k�1 � �2kL2(�3)2 ; (4.2.1)

D�autre part, on a:

k (�1)�  (�2)kL2(�3)2 �


�p �u�1��� p

�
u�2�

�
; �p

�
u�1�

�
� �p

�
u�2�

��


L2(�3)

2 :

En utilisant l�hypothèse (3:1:12) (chapitre 3) sur la fonction p; on obtient l�inégalité

suivante:

k (�1)�  (�2)kL2(�3)2 � Lpd
2



�
1 + k�kL1(�3)

�
ku1 � u2kV .

d�où:

k (�1)�  (�2)kL2(�3)2 �
Lpd

2



�
1 + k�kL1(�3)

�
m

k�1 � �2kL2(�3)2 ;

donc si Lpd2

�
1 + k�kL1(�3)

�
< m; l�application  est une contraction; elle admet un

point �xe unique �� et u�� est une solution unique du problème (P1) :

4.3 La dépendance continue sur les conditions de con-

tact

Dans la suite, on suppose que les conditions (4:1:7)� (4:1:11) sont satisfaites et que
d2
Lp

�
1 + k�kL1(�3)

�
< m:

Pour chaque � � 0; soit p� une perturbation de p qui véri�e les conditions (3:1:11) avec
Lp une constante de Lipschitz. On introduit la fonctionnelle j � obtenue en remplaçant p

par p� dans l�expression (4:1:12) :

On considère le problème perturbé suivant:

Problème (P�1 ): Trouver le champ des déplacements u
� 2 K tel que

a (u�; v � u) + j� (u�; v)� j� (u�; u�) � (f; v � u�)V 8v 2 K (4.3.1)
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4.3. La dépendance continue sur les conditions de contact

Pour tout � � 0 et sous les hypothèses précédentes, on déduit en vertu du théorème 2:4
que le problème (P �

1 ) admet aussi une unique solution u
� 2 K:

Maintenant, On suppose que la fonction de compliance normale p� véri�e les propriétés

suivantes: 8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

Il existe � > 0 et une fonction 'p : R+ �! R+ tels que

(a) jp� (v)� p (v)j � 'p (�) jvj 8v � g;

(b) lim
��!0

'p (�) = 0;

(c) L�p

�
1 + k�kL1(�3)

�
+ � < m =d 2
 :

(4.3.2)

On a le résultat suivant:

Théorème 4.2 La solution u� du problème (P �
1 ) converge fortement dans V vers la solu-

tion unique u du problème (P1) quand � tend vers 0:

Preuve. On pose v = u� dans (4:1:15) et v = u dans (4:3:1) : En additionnant les

inégalités obtenues, on en déduit

a (u� � u; u� � u) � j� (u�; u)� j� (u�; u�) + j (u�; u)� j (u; u) (4.3.3)

Par ailleurs, on a

j� (u�; u)� j� (u�; u�) + j (u�; u)� j (u; u) � kp� (u�)� p (u�)kL2(�3)

+ k�kL1(�3) kp
� (u�� )� p (u�)kL2(�3) ku

� � ukL2(�3)2
(4.3.4)

Maintenant de (3:1:11) ; on a

kp� (u�)� p (u�)kL2(�3) = kp
� (u�� )� p� (u�) + p� (u�)� p (u�)kL2(�3)

� kp� (u�� )� p� (u�)kL2(�3) + kp
� (u�)� p (u�)kL2(�3)

� L�p ku�� � u�kL2(�3)2 + 'p (�) kukL2(�3)2

(4.3.5)

51



4.4. Approximation par éléments �nis

En injectant la dernière inégalité dans (4:3:4) ; on obtient

j� (u�; u)� j� (u�; u�) + j (u�; u)� j (u; u) �

L�p

�
1 + k�kL1(�3)

�
ku� � uk2L2(�3)2

+'p (�) k�kL1(�3) kukL2(�3)2 ku
� � ukL2(�3)2 ;

(4.3.6)

et de (4:3:2) ; on déduit que:

j� (u�; u)� j� (u�; u�) + j (u�; u)� j (u; u) �

d2
 (L0 � �) ku� � uk2V + d2
�p (�) k�kL1(�3) kukV ku
� � ukV

(4.3.7)

où L0 = m=d 2
 :

D�où en utilisant (4:3:2) ; on obtient�
m� d2
 (L0 � �)

�
ku� � uk2V � d2
�p (�) k�kL1(�3) kukV ku

� � ukV

et comme

m� d2
L0 = 0;

on déduit

� ku� � ukV � d
 k�kL1(�3) �p (�) kukV :

D�où, quand � �! 0; �p (�) �! 0; donc u� converge forttement vers u dans V:

4.4 Approximation par éléments �nis

Dans cette partie, on va étudier l�approximation par des éléments �nis conformes du problème

variationnel (P1) :

4.4.1 Approximation de l�espace V

Pour approcher le problème (P1) par des éléments �nis conformes, on reprend les espaces

discrets utilisés dans le chapitre 3. Alors la solution approchée uh véri�e le problème suivant:

Problème (Ph): Trouver le champ des déplacements uh 2 Kh tel que

a (uh; vh � uh) + j (uh; vh)� j (uh; uh) � (f; vh � uh)V , 8vh 2 Kh: (4.4.1)

52



4.4. Approximation par éléments �nis

Proposition 4.3 Le problème (Ph) admet une solution unique uh 2 Kh si

d2
Lp

�
1 + k�kL1(�3)

�
< m:

Preuve. Même démonstration que dans le cas continu (Th�eor�eme 4:1) :

4.4.2 Estimation d�erreur

Maintenant, on s�intéresse à l�estimation d�erreur, on a le résultat suivant:

Théorème 4.4 Soit u 2 K \ (H 2 (
))
2 la solution du problème (P1) et uh la solution du

problème (Ph) ; alors il existe une constante c > 0 indépendante de h telle que:

ku� uhkV � ch
3
4

�
kukH 2(
)2 + kp (u�)k

1
2

L2(�3)

�
(4.4.2)

Pour démontrer le théorème 4:4, on doit d�abord démontrer le lemme suivant:

Lemme 4.6 Sous les hypothèses du théorème 4:4; il existe une constante c > 0 telle que:

ku� uhkV � c inf
vh2Kh

�
ku� vhkV + ku� vhkL2(�3)2 + kuk

1
2
V ku� vhk

1
2
V

�

+c inf
vh2Kh

�
kp (u�)k

1
2

L2(�3)
ku� vhk

1
2

L2(�3)
2

�
Preuve. Posons v = uh dans l�inégalité (4:4:1) ; il vient

a (u; uh � u) + j (u; uh)� j (u; u) � (f; uh � u) :

D�autre part, on a

a (uh; vh � uh) + j (uh; vh)� j (uh; uh) � (f; vh � uh) ;

en additionnant ces deux inégalités, il vient d�après (3:1:9) (b) du chapitre 3 que

m ku� uhk2V � a (u� uh; u� vh) + j (u; uh)� j (u; u) + j (uh; vh)� j (uh; uh)� (f; vh � u) :

Si on rajoute et on soustrait le terme j (u; vh)+ j (u; u)+ j (uh; u) ; l�inégalité précédente

s�écrit sous la forme suivante:

m ku� uhk2V � R1 +R2 +R3 +R4: (4.4.3)
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Où

R1 = a (u� uh; u� vh)

R2 = a (u; vh � u) + j (u; vh)� j (u; u)� (f; vh � u)V

R3 = j (u; uh)� j (u; u)� j (uh; uh) + j (uh; u)

R4 = j (uh; vh)� j (u; vh) + j (u; u)� j (uh; u)

Maintenant, on va estimer chacun de ces termes, en e¤et, on a

ja (u� uh) ; u� vhj �M ku� uhkV ku� vhkV ;

En appliquant l�inégalité de Young, il existe une constante c1 > 0 telle que:

R1 �
m

4
ku� uhk2V + c1 ku� vhk2V : (4.4.4)

En remplaçant j par son expression donnée par (4:1:14) ; on déduit que:

R2 � a (u; vh � u) +

Z
�3

p (u�) (uh� � u�) da+

Z
�3

�p (u�) (juh� j � ju� j) da+ kfkV ku� vhkV ;

et donc il existe une constante c2 > 0 telle que:

R2 � c2 kukV ku� vhkV + c2 kp (u�)kL2(�3) ku� vhkL2(�3)2 : (4.4.5)

En remplaçant j par son expression donnée par (4:1:14) dans R3; on obtient:

j (u; uh)� j (u; u)� j (uh; uh) + j (uh; u) =

Z
�3

((p (u�)� p (u�h)) (u�h � u�)) da

+

Z
�3

(� (p (u�)� p (u�h)) (ju�hj � ju� j)) da:

En utilisant alors les hypothèses (3:3:2) sur la fonction p, on en déduit que

R3 �
Z
�3

�
Lp ju� � u�hj2 + �Lp ju� � u�hj ju� � u�hj

�
da:

D�où

R3 � d2
Lp

�
1 + k�kL1(�3)

�
ku� uhk2V (4.4.6)

54



4.4. Approximation par éléments �nis

En remplacant j par son expression dans R4; on obtient:

j (uh; vh)� j (u; vh) + j (u; u)� j (uh; u) =

Z
�3

((p (uh�)� p (u�)) (u�h � u�)) da

+

Z
�3

(� (p (uh�)� p (u�)) (ju�hj � ju� j)) da:

En utilisant les conditions sur la fonction de compliance normale, on obtient:

R4 �
Z
�3

�
Lp ju� � u�hj ju� � v�hj+ k�kL1(�3) Lp ju� � u�hj ju� � v�hj

�
da;

d�où

R4 � d
Lp

�
1 + k�kL1(�3)

�
ku� uhkV ku� vhkL2(�3)2 ; (4.4.7)

et en appliquant l�inégalité de Young, on en déduit qu�il existe une constante c3 > 0 telle

que:

R4 �
m

4
ku� uhk2V + c3 ku� vhk2L2(�3)2 : (4.4.8)

Alors (4:4:3)� (4:4:8) impliquent puisque Lpd2

�
1 + k�k

L1(�3)

�
< m

ku� uhk2V � c

0BB@
ku� vhk2V + ku� vhk2L2(�3)2 + kukV ku� vhkV

kp (u�)kL2(�3) ku� vhkL2(�3)2

1CCA
où c > 0 est une constante strictement positive indépendante de h. D�où la preuve du

lemme:

Pour la preuve du théorème 4.4, il su¢ t d�appliquer le lemme précédent comme dans le

cas sans frottement.

4.4.3 Résultat de convergence

Partant d�un élement u0h 2 Kh uniformément borné, à l�étape n connaissant unh 2 Kh , on

cherche un+1h solution du problème itératif suivant:

Problème (Ph): Trouver un+1h 2 Kh tel que

a
�
un+1h ; vh � un+1h

�
+ j (unh; vh)� j

�
unh; u

n+1
h

�
�
�
f; vh � un+1h

�
V

8vh 2 Kh (4.4.9)

On a donc le résultat de convergence suivant:
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Théorème 4.5 Sous les hypothèses du théorème 4.1 , le problème (P nh ) admet une unique

solution, et

kunh � uhkV �! 0 quand n �!1

De plus, il existe une constance � 2 ]0; 1[ telle que

kunh � uhkV � �n


u0h � uh




V

(4.4.10)

Preuve. On prend vh = un+1h dans l�inéquation (4:4:9), on obtient

a
�
uh; u

n+1
h � uh

�
+ j

�
uh; u

n+1
h

�
� j (uh; uh) �

�
f; un+1h � unh

�
V
: (4.4.11)

Et on prend vh = unh dans (4:4:4), on obtient

a
�
un+1h ; uh � un+1h

�
+ j (unh; uh)� j

�
unh; u

n+1
h

�
�
�
f; uh � un+1h

�
V
: (4.4.12)

En additionnant (4:4:11) et (4:4:12), on obtient

a
�
uh � un+1h ; uh � un+1h

�
� j

�
uh; u

n+1
h

�
� j (uh; uh) + j (unh; uh)� j

�
unh; u

n+1
h

�
:

En utilisant (4:1:2) et (4:1:3) ; on a

un+1h � uh



V
� d2
Lp

m

�
1 + k�kL1(�3)

�
kunh � uhkV :

Posons � = d2
Lp
m

�
1 + k�kL1(�3)

�
; on a

un+1h � uh




V
� � kunh � uhkV :

et donc par récurrence, on obtient

kunh � uhkV � � n


u0h � uh




V
:

Puisque � 2 ]0; 1[ ; on en déduit que

kunh � uhkV �! 0 quand n �! +1

Remarque 4.1. Si on remplace l�opérateur d�élasticité linéaire E par un opérateur d�élasticité
non linéaire F véri�ant les hypothèses ci-dessous, les résultats restent valables:8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

(a) F : 
� S2 �! S2;

(b) 9M > 0 tel que

jF (x; "1)� F (x; "1)j �M j"1 � "1j 8"1; "1 2 S2; p:p: x 2 
;
(c) 9m > 0 tel que

(F (x; "1)� F (x; "1)) � ("1 � "1) � m j"1 � "1j2 8"1; "1 2 S2; p:p: x 2 
;
(d) L�application x 7�! F (x; ") est Lebesgue-mesurable, 8" 2 S2;
(e) x 7�! F (x; 0) 2 Q:
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Un exemple de F est:

F (�) = E� + 1
�
(PU � � �) où � > 0:

E : est l�opérateur d�élasticité linéaire.
PU : est un opérateur de projection sur un convexe U non vide, borné et fermé de S2:
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Conclusion

Conclusion
Ce travail porte sur l�approximation numérique des inéquations quasi-variationnelles et

l�application à des problèmes statiques de contact unilatéral et compliance normale avec ou

sans frottement.

Sous l�hypothèse de petitesse de la fonction de contact, on a établit un résultat d�existence

et d�unicité de la solution faible du problème de contact unilatéral sans frottement en util-

isant les arguments des inéquations quasi-variationnelles et une technique du point �xe de

Banach.

Pour le problème de contact unilatéral avec frottement, on a utilisé les mêmes arguments

pour montrer l�existence et l�unicité de la solution faible sous l�hypothèse de petitesse de

la fonction de contact et du coe¢ cient de frottement. On a étudié aussi la dépendance

continue de la solution par rapport à la fonction de contact, et toujours sous l�hypothèse de

petitesse on remarque qu�une petite perturbation de la condition de contact implique une

petite perturbation de la solution.

Par ailleurs, on a étudié l�approximation numérique des deux problèmes par des éléments

�nis triangulaires P1: On a établi une estimation d�erreur pour chaque problème ainsi que la
convergence de la méthode itérative. Il reste à noter que pour un coe¢ cient de frottement

assez large, l�étude du problème de contact unilatéral avec frottement reste encore ouvert.
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