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Etude et approximation de problémes de
contact unilatéral

Résumé

Les problémes de contact avec ou sans frottement entre un corps déformable et une
fondation abondent en industrie et dans la vie de tous les jours.

Devant les besoins accrus des industriels, confrontés aux problémes de contact en sys-
témes mécaniques, le contact entre solides rigides ou déformables a fait I'objet d’un invest-
issement scientifique trés important ces derniéres années.

Dans ce travail, on s’intéresse aux problémes de contact unilatéral dans le cas de petites
déformations d’un corps élastique avec une fondation déformable.

Le but de ce mémoire est I’étude fonctionnelle et numérique de deux problémes de contact
unilatéral avec compliance normale pour des matériaux élastiques linéaires. L’existence et
I'unicité de la solution de ces deux problémes sera justifiée en utilisant les arguments des
inéquations variationnelles et le théoréme du point fixe de Banach. Pour I'approximation
numérique par des éléments finis linéaires, en supposant une certaine régularité de la solution

du probléme continu, on obtient une estimation d’erreur en O <h3> pour les deux problémes.

Mots-clés : matériau élastique, contact, compliance normale, inéquations variationnelles,

solution faible, éléments finis, estimation d’erreur.
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Notations

Notations

D (©2) : Tespace des fonctions réelles indéfiniment différentiables a support compact

contenu dans {).

!

D () : lespace des distributions sur €.

D =[D(Q)".
D' =[D ()]
b =[D Q).
p' =D ()"
Q=[2* (.
Hy, =[H'(Q)".

Hz (T) : Pespace de Sobolev d’ordre Tsur I

Hr = [H% (r)r

H,={{e€Hr/{ =0pp surl}.

~: : Dapplication trace pour les fonctions vectorielles.
0;0 : la dérivée partielle de o par rapport a la variable z;.
div o : la divergence de o

(.,.)y @ le produit scalaire de V.

.l : lanormede V.

v

(1, )y'wy ¢ le produit de dualité entre V' et V.

V' Tespace défini par V= {v=(v;) /v €V, i= m}

mes (I'1) : la mesure de Lebesgue (d — 1) dimensionnelle de T'y.

!

I’espace dual de V.

vo: la normale unitaire sortante a I'.
v,,v, : les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v défini sur §2.

ct (ﬁ) : espace des fonctions réelles contintiment différentiables sur Q.

S; :  Despace des tenseurs symétriques du second ordre sur R? c’est-a dire Sy = R%*9,
Py : TDespace des polynome de degré inférieur ou égal a 1.
dij +  le symbole de Kronecher.

I1, : opérateur d’interpolation de Lagrange.



Introduction

Introduction

Dans la plupart des systemes de la mécanique des milieux continues, ils existe des situ-
ations dans lesquelles un corps déformable entre en contact avec d’autres corps ou bien
avec une fondation déformable. La problématique du contact est essentiellement de savoir
comment les forces sont appliquées sur une structure et comment réagissent ces structures
lorsqu’elles subissent ces forces.

Il est évident que le caractére de ce contact peut jouer un role fondamental dans le
comportement de la structure: sa déformation, son mouvement, la distribution des efforts,
etc...En dépit du role fondamental dans les mécanismes des solides, les efforts de contact sont
rarement pris en considération dans l’analyse des structures. La raison est que modéliser
des phénomeénes de contact pose de sérieuses difficultés: conceptuelles, mathématiques et
informatiques qui sont bien plus compliquées que celles qui proviennent de la mécanique des
structures linéaires.

Avant I'application de forces a un corps, la surface de contact réelle sur laquelle les corps
se touchent est inconnue. Les conditions de frontiére sur cette surface inconnue fait intervenir
des efforts et des déplacements inconnus. En conséquence, les modéles mathématiques de
contact impliquent des systemes d’inéquations et des équations non linéaires.

Dans ce travail, on s’intéresse aux problémes de contact unilatéral dans le cas de petites
déformations d’un corps élastique avec ou sans frottement avec une fondation déformable.
Notre modele de contact utilisé est étudié pour la premiére fois dans [22].

Dans cette these, nous allons étudier deux problemes. Le premier concerne un probléme
de contact unilatéral sans frottement avec compliance normale et le deuxiéme, concerne un
probléme de contact unilatéral avec frottement et compliance normale.

Le probléme de contact unilatéral (dit de Signorini) est issu de la mécanique des struc-
tures et ou les informations portent sur la frontiére. La condition de contact a été formulée
par Signorini en 1919. La formulation variationnelle associée a ce type de conditions a été
étudiée mathématiquement par Fichera [16] en 1964. Ensuite, viennent les travaux de G.
Duvaut et J.L. Lions [13] qui ont rajouté le frottement aux problémes de contact et ils ont
pu écrire ce probléme sous forme de minimisation de fonctionnelle quadratique dans le cas
de frottement de Tresca (i.e avec un seuil de frottement fixe qui ne dépend pas de la con-

trainte normale). On peut trouver aussi des résultats d’existence et d’unicité en utilisant
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des résultats standards des inéquations quasi-variationnelles . La théorie de cette derniére a
été introduite par Bensoussan et Lions pour ’étude des problémes de controle impulsionnel
(voir [5]). Ensuite, les inéquations variationnelles ont été utilisées par plusieurs auteurs
comme Drabla [12] et Touzaline [29], [30]...etc, pour des problémes de contact non linéaires.

Le but de ce mémoire est ’étude fonctionnelle et numérique de deux problémes de contact
unilatéral avec compliance normale pour des matériaux élastiques linéaires. L’existence
et l'unicité de la solution de ces deux problémes sera justifiée en utilisant les arguments
standards des inéquations quasi-variationnelles et ’argument du point fixe de Banach.

Ce mémoire se compose de quatre chapitres. Dans le premier chapitre, on rappelle
certaines notions de la mécanique des milieux continus et certaines notions mathématiques
nécessaires pour I’appréhension de ce travail. On rappelle aussi les différentes équations et
conditions aux limites concernant le champ des déplacements. On établit la formulation
variationnelle des deux problémes mécaniques qui seront traités par la suite ainsi que les
notions d’analyse fonctionnelle indispensable.

Dans le deuxiéme chapitre, on considére une inéquation quasi-variationnelle abstraite
pour laquelle on démontre 'existence et 'unicité. La démonstration de ce théoréme nous
conduit a un algorithme itératif, qu’on utilise pour ’approximation numérique du probléme
de contact avec ou sans frottement.

Le troisieme chapitre est consacré a I’étude d’un probléme statique de contact unilatéral
sans frottement avec compliance normale (voir [22]). On établit la formulation variation-
nelle du probléme qui est sous forme d’inéquation quasi-variationnelle de deuxiéme espéce
dont on montre I'existence et I'unicité de la solution faible en utilisant des arguments sur les
inéquations quasi-variationnelles elliptiques suivi d’une technique du théoréme de point fixe
de Banach. D’autre part, on étudie quelques propriétés de la fonction de compliance nor-
male ainsi que sa dépendance continue par rapport aux données et pour la convergence, on
considére une approximation des inéquations quasi-variationnelles en utilisant un algorithme
itératif.

Finalement, le quatriéme chapitre est consacré a I’étude d’un probléme statique de con-
tact unilatéral avec frottement et compliance normale; on établit la formulation variation-
nelle dont on montre 1’existence et 'unicité de la solution et on termine par une approxim-
ation par des éléments finis linéaires conformes de ce probléeme. On suppose que le champ

des déplacements est de classe H 2 et on déduit une estimation d’erreur en O (h%> .



Chapitre 1

Formulation des problémes.

Préliminaires
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Dans cette partie, aprés quelques rappels de la mécanique des milieux continus, en
partant de la modélisation du probléme physique, nous présentons le formalisme des lois
de comportement élastiques. Ensuite, nous rappelons le systéme d’équations aux dérivées
partielles qui sera l'objet de notre étude. Pour compléter le modele, on présente quelques

considérations physiques sur les conditions aux limites de contact.



1.1. Rappels de la mécanique des milieux continus

1.1 Rappels de la mécanique des milieux continus

1.1.1 Contraintes et déformations

On considére un corps déformable occupant un domaine Q C R?(d = 2,3), ayant une

frontiere I' supposée assez réguliere. L’objet du probléeme, du point de vue mécanique

est ’étude de I’évolution du corps matériel due & l'application des forces extérieures sur
Iintérieur du corps et sur sa frontiere. Cette évolution est d’écrite par ’équation de
mouvement:

divo (u) + ¢, = pu  dans (1.1.1)

ol les inconnus du probléme sont:

e Le champ des déplacements v : Q — R?,

e Le champ des contraintes o : ) — Sy,
ou:

p: 2 — R, est la densité de masse,

o ¢, : QO — R? est la densité des forces volumiques.

o S, est Pespace des tenseurs symétriques de second ordre sur R?; div o représente la
divergence du champ des contraintes o.

Les processus d’évolution modelés par I’équation (1.1.1) s’appellent processus dynamiques.
Dans le cas ou le champ des vitesses © varie trés lentement par rapport au temps, le terme
ou devient négligeable, Il s’agit alors d’un processus quasi-statique. Dans ce cas I’équation
(1.1.1) s’écrit:

divo (u) +¢; =0 dans Q (1.1.2)

Dans ce cas, I’équation (1.1.2) s’appelle équation d’équilibre.

Dans la suite, on va considérer des solides élastiques linéaires dans ’hypothése des petites

déformations. Dans ce cas, on a besoin du tenseur des déformations ¢ : {2 — S, défini par:

e(u) = (g5 (w) , €ij(u) = %(@-ui + Oju;) dans Q (1.1.3)

5



1.1. Rappels de la mécanique des milieux continus

ou 0; représente 'opérateur de dérivation partielle par rapport a la variable x;. On adopte
la convention de sommation d’indice muet, souvent pour marquer la dépendance du champ

des déformations e par rapport au champ des déplacements u, on va le noter ¢ (u) .

Les équations précédentes sont insuffisantes & elles seules pour d’écrire les mouvements

des milieux continus, elles doivent étre complétées par d’autres relations caractérisant le

comportement de chaque matériau; ce sont les lois de comportement que nous décrivons

dans la suite.

1.1.2 Lois de comportement

Les lois de comportement caractérisent le comportement de chaque milieu continu. Nous

présentons ci-dessous la loi de comportement élastique traitée dans cette thése.

Loi de comportement des matériaux élastiques

Pour les matériaux élastiques linéaires, la loi de comportement est de la forme:

o=E&(e) (1.1.4)
Ou & est une application linéaire. Cette loi peut modéliser quelques propriétés mises en

évidence par les expériences de chargement monotone: linéarité de la courbe o = & (¢),

durcissement ou adoucissement (suivant que o soit monotone ou non). Par contre, ni le

fluage, ni la relaxation ne peuvent étre décrits par la loi (1.1.4).

1.1.3 Lois de frottement

On considére un corps déformable (voir Fig.1.1) occupant un domaine borné¢ Q C R?
(d =2,3), de frontieére 92 = I' assez réguliére et constituée de trois parties I' = TUlLUTs,

tels que I'y,I's,I'3 sont des ouverts disjoints.

Soit v le vecteur normal extérieur unitaire sortant a I'. On considére les conditions aux

limites suivantes:
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w = wug surly (1.1.5)

ov = pysur [y (1.1.6)
La condition (1.1.5) s’appelle condition aux limites de déplacement. Elle signifié que le
champ des déplacements est imposé sur la partie I'; de la frontiére I', le déplacement étant

une donnée du probléme (si up = 0 le solide est encastré en I'y de sa frontiére dans une

structure fixe).

La condition (1.1.6) est appelée condition aux limites de traction, elle signifie que le
vecteur des contraintes de Gauchy ov = (o;v;),4 =1, ..., d est imposé sur la partie I'y, ¢,
représente la densité des forces surfaciques appliquées.

Si I'y = @, le probléme aux limites est un probléme de traction pur et si 'y = @, le

probléme aux limites est un probléme de déplacement pur. Si les parties I'y,I'; sont toutes

les deux de mesure de Lebesgue (d — 1) dimensionnel, strictement positive, le probléme

considéré est un probléme mixte déplacement-traction.
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Figure 1.1: Contact d’un corps élastique avec une fondation déformable

Les conditions aux limites de frottement font intervenir les composantes normales et
tangentielle du vecteur de déplacement u et du vecteur de contrainte de Gauchy ov . 1l
vient que:

u, = uv = u;v;: le déplacement normal.

Ur = Uy ¢ le déplacement tangentiel, avec u,; = u; —u,v;, i =1, ..., d.

0, = ov-v = 0;V;v; : la contrainte normale.

o, = (0;;) : la contrainte tangentielle, avec o,; = o;;v; —o,v;, 1,5 =1, ..., d.

Loi de contact avec compliance normale et frottement

La loi de contact avec compliance normale et frottement a été considérée la premiére fois
dans [24] pour 1'étude des problémes dynamiques en élasticité linéaire et en viscoélasticiteé.
Elle modélise I’interpénétration de la surface de contact dans la fondation et elle tient compte

de la déformation des aspérités de surface. La loi de contact s’énonce comme suit:

—0, =p(uy, — g) sur  I's

|UT| S /jlp(ul/ _g)
07| < pp (uy — g) = ur =0 sur T's
los| = pp (u, — g) = 3IX > 0 tel que 0, = —Au,

ol p est une fonction positive et g est le saut, mesuré dans la direction de la normale a

la surface de contact.



1.1. Rappels de la mécanique des milieux continus

1.1.4 Formulation mathématique du probléme

L’évolution d’un corps déformable sous 'action des efforts extérieurs est modélisée math-
ématiquement par un systeme d’équations aux dérivées partielles contenant 1’équation de
mouvement (ou d’équilibre) du corps, la loi de comportement du matériau ainsi que les

conditions initiales et aux limites auxquelles il est soumis. La nouveauté dans ce travail
par rapport & ce qui a été fait dans [24] est I'étude de deux modeles couplés Signorini-

Compliance normale avec ou sans frottement. Plus précisément, les problémes mécaniques
qu’on va étudier sont les suivants:
Probléme(P;) contact unilatéral sans frottement avec compliance normale.

Trouver un champ des déplacements v : Q — R? tel que:

o=Ee(u) dans €,
divo (u) + ¢, =0 dans ©Q,
u=20 sur Iy,
oV = @y sur  I'o,

Uu§g7 Uu+p<uu)§07 (au+p(uy)) (UV—Q)ZO

o, =0.

} sur I's, ()

Explication du modéle:
p est la fonction de compliance normale, elle est supposée positive ou nulle.
g > 0 est la valeur maximale de la pénétration.

e Quand u, < 0, il y a séparation entre le corps élastique et la fondation, et la réaction

de la fondation est nulle (o, = 0).
e Quand 0 < w, < g, alors — 0, = p(u,), ceci signifie que la réaction de la fondation

est déterminée de maniére unique en fonction du déplacement normal.

e Quand u, = g, alors — 0, > p(g) et 0, n’est pas déterminée de maniére unique.
e On note que, quand g = 0, la condition (x) devient la condition de contact de Signorini
classique sans saut;

u, <0,0,<0,u, 0, <0.
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e Quand g > 0 et p = 0, la condition (x) devient la condition de contact de Signorini
classique avec saut;

Uy SO; O-VS()? Uy Oy (ul/_g) :07
o, = 0 signifie que le contact est sans frottement.
Probléme(P;) contact unilatéral avec frottement et compliance normale. Trouver

un champ des déplacements u : 8 — R? tel que:

o=Ee(u) dans €,
dive (u) + ¢, =0 dans Q
u=>0 sur I
Oy, = Py sur I’y

u, < g, 0, +p(u,) <0, (0,+p(uw))(u, —g)=0 sur T3

07| < pp ()
lor| < pp (u,) = u, =0 sur I's
lor| = pup (u,) = 3IX >0 tel que 0, = —Au,

Explication du modéle:

e Dans le cas ou |o,| < pp(u,), la contrainte tangentielle ne peut pas dépasser le seuil
up (u,) . La surface est adhérente a la fondation, c’est ce qu’on appelle la phase de collement.

e Quand |o.| = up (u,), c’est la phase de glissement.

Donc la surface de contact I's est divisée en trois zones:

le collement, le glissement et la zone séparative ou u, < g, ou il n’y a pas de contact.

10
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1.2 Préliminaires

1.2.1 Espaces fonctionnels

On introduit dans ce paragraphe les espaces de type Sobolev et les espaces fonctionnels

utilisés en mécanique. On présente leurs principales propriétés, notamment les théorémes

de traces.

Pour plus de détails sur les espaces de Sobolev et les espaces de distributions, on renvoie

par exemple a [5] et [6].

Espaces des distributions

Soit © un ouvert de R? (d = 2,3). On note par D () I'espace des fonctions réelles définies

sur €, indéfiniment dérivables et a support compact inclus dans Q et par D' (Q) Uespace

des distributions sur €.

Nous introduisons également les espaces suivants:

D = {¢=(p) /p;€D(Q), i=1,d} =D(Q)

D = {06=1(¢y) / ¢y =0y ij=1.d} = D)

D' = {u=(w) /ueD (@),i=Td} =D )

P = {o=(0y) /oy =0;€ D' (), i,j=T,d} = D (@)

Les dualités entre D et D', D et D' seront notées respectivement par (-, -) (Q)xD(Q)

et <'= > D' (Q)xD(Q)

Plus précisément on a:

(@) prp = (i %‘)D'(Q)xD(Q)

<U, ¢>D’XB = <Uija ¢U>D’(Q)><D(Q)

pour tout w € D', o € D,0 € D', ¢ € D avec la méme convention de Iindice muet.

Considérons maintenant l'opérateur de dérivation partielle défini pour les fonctions et

pour les distributions

11
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(010,¢) = —(0,05) VO €D (Q),0€D(Q). (1.2.1)
On introduit également les opérateurs différentiels du premier ordre définis par:
1 R
e D—D.c(¢)=(ci5(9)),€ij (¢) = 5 (8;¢; + 0i¢;) Vi, j=1.d,¢ € D(1.2.2)
div : D — D,dive = (8j0,5), i=1,d, 0 €D’ (1.2.3)

En utilisant (1.1.2), on obtient:

(€ (W), 9)p/vp = — (w,dive) ., Vue D, peb (1.2.4)
(dive, @) prep =—(0,6(P)pvp VOE ', peD (1.2.5)
L’opérateur ¢ défini par (1.2.2) pour les fonctions et par (1.2.4) pour les distributions

s’appelle opérateur déformation.
L’opérateur div défini par (1.2.3) pour les fonctions et par (1.2.5) pour les distributions,
s’appelle opérateur divergence.

On introduit aussi les éspaces suivants:

H={u=(u) u€L*Q),i=1d}=L*(Q) (1.2.6)

Q={o=1(0y) |oij=0; € L*(Q), i=1,d} = L* () (1.2.7)

Les espaces H et () sont des espaces de Hilbert réels munis des produits scalaires respectifs:

(w,v)y = /uimjdx Yu,v € H

Q

(0,7)g = /O’ijTijd.’L' Vo, 7€ Q
0

Les normes associées & ces produits scalaires seront notées respectivement par ||-||; et
Il -

12



1.2. Préliminaires

Compte tenu de Iidentification de L? () & un sous espace de distributions sur 2, on

peut considérer que H C D et Q C P'.

Par conséquent, les opérateurs déformation et divergence peuvent étre définis respect-
ivement sur les espaces H et ().

On rappelle la définition de I’espace de Sobolev H! (2) défini par:

H () ={uel?Q) /ouecl*Q), i=12}

L’espace H' (Q) est un espace de Hilbert réel pour le produit scalaire

<U7U>H1(Q) = (%U)Lz(sz) + (O, aiU>L2(Q) Yu,v € H' (Q)

La norme associ¢e est notée par ||-[| g -

L’adhérence de D () dans H' () est notée par Hj (), avec H} (2) est un espace
fermé de H' ().

Espaces liés a ’opérateur déformation
Pour l'opérateur déformation défini par (1.2.4) il est naturel d’introduire 1’espace

Hi={ueH /e e}

muni du produit scalaire

(U, V) g = (U, )y + (e (u) e (v)g  Vu,v € Hy
et de la norme associée ||-|| ;4 -
On obtient ainsi que I'injection H; C H et I'opérateur déformation € : H; — () sont
continus.
De méme, compte tenu de Pidentification de H et Q a des sous-espaces de D’ et D', en

utilisant (1.2.6) il résulte

(e(u), )y p+ (u,divg)y, = 0 Yue H ,peD
(e(w),9)g +(u,dive)y = 0 VueH, ,peD

13
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Théoréme 1.1 [15] Muni du produit scalaire (-, -) 1, » Hi est un espace de Hilbert réel.

On munit maintenant I’espace produit H* (Q)d du produit scalaire canonique et de la

norme associée qu’on note respectivement par (-, ) ;1,0v¢ €6 |||l 1,000 . On a alors le résultat
) HL(Q) H(Q)

suivant:

Théoréme 1.2 [15] On a l’égalité algébrique H, = H' (Q)d et ||l g, ||'||H1(Q)d sont deuz

normes équivalentes sur Hy.

On suppose maintenant que dans toute la suite, la frontiére I de Q est de classe C*.

Compte tenu du théoréme précédent, toutes les propriétés de I'espace H! (2) peuvent

étre transportées sur I'espace H; par passage aux espaces produits. Plus précisément, on a
les résultats suivants:

1. Ct (ﬁ)d est dense dans H; .

2. H; C H avec injection compacte (théoréme de Rellich).

3. Il existe une application linéaire et continue appelée trace;

v:H — L*(D)*

vérifiant Iégalité yu = u\r pour tout u € C* (ﬁ)d.

Elle est définie comme le prolongement par densité de I'application;

u — u\p

définie pour tout u € C* (ﬁ)d.

e L’application trace n’est pas surjective.

e L’image de H; par cette application est un sous-espace de L? (F)d notée Hr qui est

de Hilbert, on a en outre:

14



1.2. Préliminaires

e L’injection Hp C L2 (I')? est continue.

* Il existe une application linéaire et continue 7 : Hr — H; vérifiant I’égalité:

v(Z(€)=¢ V€ Hr
* Le noyau de I'application trace est H] (Q)d .
c’est a dire;
H&(Q)d:{uEHl/*yu:O}
Soit maintenant I' =T'y UT's UT'3 tel que I'; N T'j = 0 pour tout @ # j.

Soit V' I'espace défini par:

V={ueH /yu=0ppsurl} (1.2.8)

Théoréme 1.3 L’espace V' est un sous-espace fermé de Hi .
Si mes (I'1) > 0, alors I'inégalité de Korn

Hg(v)HQ >Clvlly, YveV (1.2.9)

est vérifiée sur le sous-espace V.
En utilisant ce résultat, on trouve que:
Si mes (I'1) > 0, alors v — |[[e (v)]|,, est une norme sur le sous-espace V' défini par

(1.2.8) équivalente a la norme canonique ||-|| 5, , et grace & un théoréme de trace de Sobolev,

il existe dg > 0 tel que:

[0l 2yt < da o]y (1.2.10)

Nous considérons le produit scalaire défini par:

(u,v)y = (e(u),e(v))y Yu,veV (1.2.11)
et soit ||-||;; la norme associée, c’est a dire:

[vlly = lle@)ll, YveV (1.2.12)
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1.2. Préliminaires

Espaces liés a ’opérateur divergence

Pour l'opérateur défini par (1.2.5), on va introduire l'espace ()1 défini par:

Qr={ceQ/ divoe H} (1.2.13)

muni du produit scalaire:

(0,7)g, = (0,T)g +(dive,divr)y Vo,7€ Q. (1.2.14)

et de norme associée par ||, .
On obtient que l'injection )1 C @) et I'opérateur divergence div : (); — H sont deux
opérateurs continues. De plus, en utilisant (1.2.5) et le fait qu’on peut identifier H et @ a

des sous espaces de D' et B, on obtient:

(dive, @) prp+(0,e(p))g = 0 VoeQ,p€D. (1.2.15)
0 Voe@,peD (1.2.16)

(dive,¢)y + (0,2 (9))g

. . —\ dxd )
Maintenant, on considére 1’espace C* (Q)SX défini par:

dxd

ct (ﬁ)s {o=(0i) |oij=0;€C"(Q); i,j=1,d}

Cct (ﬁ)de est dense dans (). De plus, on peut définir I’application trace pour I'espace Q1

en utilisant le résultat suivant:

Théoréme 1.4 I existe une application linéaire, continue et surjective 5 : (1 — HlF telle
que:

(70,£>lexHF = /O'V -&da  pour tout € € Hyp et o € C* (ﬁ)de

r

(1.2.17)

avec o le vecteur de composantes (o;;;); i = 1,d . Pour tout o € Qy, 'image Jo € Hy.

est I'élément de Hy. vérifiant égalité:
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1.2. Préliminaires

( 707'YU>H’FxHF = (0,e(u))y + (dive,u),, Vue H; (1.2.18)

De plus, il existe une application linéaire et continue; Z : Hlﬁ — ()1 telle que:

7(Z(%) =%, V€M

pour simplifier les notations (1.2.18), on prend 7o = ov; qu’on appelle formule de Green:

Si o est réguliére, alors:

(0,8 (v))g + (dive,v), = /O‘V vda  Yu€ H (1.2.19)

r

1.2.2 Inéquations variationnelles elliptiques

Soit V' un espace de Banach réflexif muni d’un produit scalaire noté (-, -),, et de la norme

associée notée ||-||; .
Soit K C V un sous ensemble convexe, fermé et non vide de V.
Soit A:V — V un opérateur , j:V — R une fonction propre et f € V.
On considére le probléme suivant:

Probléme (P): Trouver u € K tel que:
(Au,v —u)y, +j () —jw) > (f,v—u), Ywvek (1.2.20)
Le probléeme (P) est appelé inéquation variatonnelle de seconde espéce sur K.

Théoréme 1.5 St A est un opérateur , fortement monotone et de Lipschitz et j est une
fonction propre, convexe et semi-continue inférieurement, alors l’inéquation variationnelle

elliptique (1.2.20) admet une solution unique.
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Chapitre 2

Approximation interne des

inéquations quasi-variationnelles

Sommaire
2.1 Inéquations quasi-variationnelles . .. ... ... ... ...... 19
2.2 Existenceet unicité . .. ... ... . 0 0 000, 20
2.3 Approximation interne et résultats de convergence . . ... .. 22

Ce chapitre est consacré a ’approximation numérique d’une classe importante d’inéquations
quasi-variationnelles qui ont été introduites dans [4] par Benssousan et Lions pour I’étude des
problémes de controle impulsionnel. Ensuite, elles ont été utilisées par plusieurs auteurs pour

I’étude des problémes non linéaires en mécanique (probléme de contact unilatéral,...etc).
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2.1. Inéquations quasi-variationnelles

2.1 Inéquations quasi-variationnelles

Soit V' un espace de Banach réflexif muni d’un produit scalaire noté (-,-),, et de la norme

associée notée ||-||; .
Soit K C V un sous ensemble convexe, fermé et non vide de V.
Soit A : V — V un opérateur, j : V x V — |—00, +00] une fonctionnelle et f € V.
On considére le probléme suivant:

Probléme (P;): Trouver u € K tel que:

(Au,v —u)y +j (u,v) —j (u,u) > (f,v—u), VYvekK

Pour résoudre ce probléme on suppose que A est fortement monotone et de Lipschitz,

c’est a dire vérifiant les hypothéses suivantes:

( (a) 11 existe m > 0 telle que
(Au — Av,u —v)y, >m|lu—v|} Yu,v eV
(b) I existe M > 0 telle que
\ |Au — Avl|,, < M [ju -], Yu,v eV

(2.1.1)

La fonctionnelle j vérifie la propriété suivante:

Pour tout u € V :

J(u,+): V — ]—00,400] est convexe, propre et semi-continue inférieurement sur V,

(2.1.2)

et satisfait:

|j (U1av2) +7 (Uzavﬂ —J (ulavl) —J (UQaUQ)| <c ||U1 - U2||V ||Ul - UzHV ,Vug, ug, v1,v2 € K

(2.1.3)

ol ¢ est une constante positive telle que ¢ < m.

On a le résultat d’existence et d’unicité suivant:
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2.2. Existence et unicité

2.2 Existence et unicité

Théoréme 2.1 Sous les hypothéses (2.1.1) — (2.1.3), le probléme (Py) admet une solution

UNLQUE.

La preuve de ce théoréme se fait en plusieurs étapes. Dans la premiére étape, on introduit

un probléme intermédiare:
Pour w € K, on définit le probléme (F,) suivant:

Probléme (P,): Trouver u, € K tel que:
(Aug,v —uy,) +j (w,v) — j (W, uy) > (f, v —uy), YveK.
Lemme 2.1 Le probléme (P,) admet une unique solution u,.

Preuve. A est un opérateur Lipschitzien et fortement monotone, la fonction j (w, -) est

convexe, propre et semi-continue inférieurement, donc le probléme (P,) admet une solution

unique u,,. ®

Dans la deuxiéme étape, On définit 'application suivante:

S : K—K

w — S (w) = uy
On a:

Proposition 2.2 S admet un unique point fire w* € K et u,. est l'unique solution du

probléme (Py) .

Preuve. On utilise le théoréme du point fixe de Banach. En effet, soient wi,ws € K et
Uy, , Uy, les solutions correspondantes du lemme 2.1.

Alors on a: w,, € K,i = 1,2 et vérifie 'inéquation quasi-variationnelle suivante:
(Auwi,v - uwi)v +j (wia 1}) - j (wi7uwi) 2 (f,U - uwi)v Vo e K
On prend v = u,,, dans l'inéquation vérifiée par wu,, et v = u,, dans 'inéquation vérifiée

par u,,, on obtient les inégalités suivantes:
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2.2. Existence et unicité

(Auwlvua& - uwl)v +j <w1>uw2) _j (wlaum) > (f7 Uy — UW1)V’ (2'2'1>

(Auwm Uy — uw2)v +j <w2> uwl) _j <w2> uwQ) > (f7 Uwy — UW2)V : (2'2'2>

En additionnant (2.2.1) et (2.2.2), on obtient I'inégalité:

(Auo-n - Aucmauon - UWQ)V < |] (wlvuu&) _j(wlauv-n) +j (w27uw1) _j<w27uw2)|

(2.1.3)
< cllwr —wally ltan = tanlly 501,00 € K

ol ¢ est une constante positive. En utilisant (2.1.1) (a), on déduit que:

2
m ”uwl - uw2||V <c le - WQHV ||uw1 - uw2||v

et donc:
c
[ty — U |y < o w1 — wally,

Puisque ¢/m < 1, S est une application contractante, donc elle admet un point fixe

unique w* et u,, est la solution unique du probléme (P,). =

Remarque 2.1. Le probléme (Py) peut étre résolu par la méthode itérative:

Probléme (P'): Pour v’ € K, trouver u' € K tel que:
(Aul,v —ul) +7 (uo,v) -7 (u07u1) > (f,v — ul)v Vv € K.

A la n®me étape connaissant u"~1, on définit le probléme itératif (P ™) suivant:

Probléme (P"): Trouver u" € K tel que:
(Au"™, v —u"™) +j (u"_l,v) —J (u”_l,u”) > (f,v—u"),, WVveK.
De méme, le probléme (P™) admet une solution unique u" et:

lu™ = ully <& [lu® = ull,

<Ok,  on k=2%<1.

21



2.3. Approximation interne et résultats de convergence

2.3 Approximation interne et résultats de convergence

Etant donné (V},), une famille de sous-espaces de V' de dimension finie, indexée par h
provenant de la discrétisation réguliére par élément finis du domaine 2.

Soit (Kp,) C V), une famille de convexes fermés non vides inclus dans V}, approchant le

convexe K au sens suivant:

(i) Yv € K, drpv € K, tel que rpv — v fortement dans V,
(i) Vv, € K}, avec v, — v dans V, Alors v € K. (voir [1]).

On approche la fonctionnelle j (-,-) par une famille de fonctionnelles (j), tel que pour

tout u € V, (ji),, satisfait les conditions suivantes:

Vh, jn(u,-):V, — ]—00, +00| est convexe, semi-continue inférieurement, (2.3.1)

la famille (jj), est uniformément propre en h, c’est-a-dire:

IN=A(u) € V,3u = pu(u) € R telle que jj, (u,vy) > X(vp) +p Yo, € V,Vh (2.3.2)

Yu, € V avec v, — v faiblement dans V', on a:

li}fn i%fjh (u,mpv) = j (u,v) Yo € K. (2.3.3)

De plus, on suppose que pour tout h, nous avons:

‘jh (uflw U}QL) +]h (U]QL,U}L) - jh (u}lw U}lz) - jh (ul217 UfZL)|
(2.3.4)

< cHu,lL—uiHVHv,ll—v,%Hv Yy, ui,vp, v € K,

On définit alors le probléme approché (P;,) par le probléme suivant:

Probléme (P),): Trouver u;, € K, tel que:
(Aup,vp —un)y + Jn (un, vn) — Jn (un,un) > (f,vn —un)y, Vo, € K.

Proposition 2.3 Le probléme approché (P,) admet une solution unique.
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2.3. Approximation interne et résultats de convergence

Preuve. Soit 'application .S, définie par:

Shi Kh I Kh

w, — Sywy

Preuve. ou S,wy, est solution de l'inéquation variationnelle (Ps, ):

(A (Shwn) , vn = Shwn)y + Jn (W, v) = Jn (Wi, Swwn) > (f,vn — Shwn)y, Yo € K,

Preuve. est une contraction, donc elle admet un point fixe u;, et uy est 'unique solution
du probléme (P,). =

On a le résultat suivant:
Théoréme 2.4 Soit u la solution du probléme (Py) et uy, la solution du probléme (Py)

Alors u, — u fortement dans V, quand h — 0.

Preuve. La démonstration de ce théoréme se fait en plusieurs étapes; m

1¢r¢étape : Soit (u))), une suite uniformément bornée telle que u) € Kj,. De l'inéquation

variationnelle (Ps, ), on peut définir une suite u} par:

uy = Spuftn >1 (2.3.5)
Ainsi on a:

n 0 - C
up, — unlly, <k ”Uh - Uh”V < Ck", (k? = < 1) : (2.3.6)
d’ott u} — wy, fortement dans V', quand n — ooc.

2°meétape Pour obtenir la convergence de (uy), vers u, on définit une suite de problémes

auxiliaires comme suit:

Probléme (P}'): Trouver wj € K}, tel que:

(Awy, vy — wp)y + Jn (u"_l,vh) -7 (u”_l,w}f) > (f,on —wp)y, Y, € Ky, (2.3.7)

onu" e K (voir [18]).

On a le résultat de convergence suivant (voir [18]).
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2.3. Approximation interne et résultats de convergence

Proposition 2.5 wj— u" fortement dansV quand h — 0

3meétape On a:

=l < =l + = ally + " =l V=0 (238)

D’aprés les définitions de uj, et wj, on a:

m |up — w5 < (Awp — Auf, wl — up),

n—1

< g (W up) + g (up W)

_jh(unia

wi) = g (uy Hup) < el|upt = wm | lup = willy
D’ou:
upy — willy < kflup™ —u |, < Jupt =", (2.3.9)

En prenant w) = u), on montre par récurrence que:

n—1
gy — |y, <> |Jwp, — [, Yn >0 (2.3.10)

i=0
En effet:

pour n = 0 (vraie)

On suppose que la relation (2.3.10) est vraie pour (n — 1), c’est & dire:

n
n—1 n—1 7 %
™t = HVSE:Hwh_“ v
=0

Alors:

luh — wlly < lJup — willy + lwh —u[ly,

< Jup™ = w M|y A+l = uly

n
< Z [[wh, — u'lly, -
=0

En utilisant (2.3.6), il vient qu'il existe N. > 0 tel que:
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2.3. Approximation interne et résultats de convergence

€
lup —u"||y, + Ju" —ull, < 3 Vn > N.. (2.3.11)

En choisissant alors n = N, dans (2.3.11), on aura:

Ne

lun = lly < fJun =i |y + [l = @™ [, + [l = af],, -

En utilisant (2.3.11) et (2.3.8), on obtient:
N i i
lup — ully, < §+2Hwh—u HV (2.3.12)
i=0

D’aprés la proposition 2.2 et pour tout i, il existe H! > 0 tel que:

ek =l < 577 Vh < H.. (2.3.13)

(Ne +1)

Soit alors € > 0. En utilisant (2.3.12) et (2.3.13) on conclue qu’il existe

H.=min{H! i=0,....., N.} tel que:

|up —ull,, <e, Vh<H..

Ainsi

up, — u fortement dans V quand h — 0
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Chapitre 3

Approximation du probléme de
contact unilatéral sans frottement

avec compliance normale

Sommaire
3.1 Formulation variationnelle du probléme mécanique . . . . . .. 27
3.2 Existenceet unicité . ... ... ... .. 0 0o e 32
3.3 La dépendance continue . .. ... .. ... ... 0000, 34
3.4 Approximation par éléments finis . . . . . ... ... 000, 36

Dans cette partie, on va étudier un probléme statique de contact unilatéral sans frotte-
ment avec compliance normale. Notre but principal est de prouver que le probléme vari-
ationnel correspondant au probléme mécanique ci-dessous a une solution unique en utilisant
des arguments standards sur les inéquations variationnelles suivi d’une technique du point
fixe de Banach.

Dautre part, on étudie la dépendance continue par rapport a la fonction de contact.
Enfin, on etudie 'approximation numérique du probléme par des éléments finis conformes.

On établit une estimation d’erreur et on montre la convergence d’une méthode itérative.
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3.1. Formulation variationnelle du probléme mécanique

3.1 Formulation variationnelle du probléme mécanique

On considére un corps élastique linéaire occupant un domaine 2 C R2, supposé ouvert,
borné et de frontiére I' assez réguliére, constituée de trois parties: I' = I'; UT, UT, tels que
I, Ty et I'3 des ouverts disjoints et mes (I';) > 0.

Ce corps est encastré en I'y, soumis & une densité de forces volumiques ¢, a des forces
surfaciques de densité ¢, sur I'; et en contact unilatéral sans frottement avec une fondation
déformable le long de I's.

Sous ces conditions, la formulation classique du probléme mécanique est donnée par le
probléme suivant:

Probléme (P;) . Trouver le champ des déplacements u : Q — R? tel que:

diveo (u) + ¢, =0 dans €, (3.1.1)
o= Ee(u) dans €, (3.1.2)
u= sur Ty, (3.1.3)
oV = @, sur Iy, (3.1.4)

u, <g, o, +p(u,) <0, (6,+p(w))(u, —g)=0 } sur I's. (3.1.5)

o, =10
Pour I’étude du probléme (P;), on aura besoin des hypothéses suivantes:

v est le vecteur normal extérieur a I'; u = (u;) est le champ des déplacements; u,, = u.v est

le déplacement normal sur I'. Le tenseur des déformations est donné par:

() = (e () = 5 (i + 15

le tenseur des contraintes est o = (0;;); ov est le vecteur des contraintes de Gauchy, o, =
ov.v est la contrainte normale, o, = ov — o,V est la contrainte tangentielle, div o = (05 ;)
est la divergence de o. On note par Sy 'espace des tenseurs symétriques de second ordre
dans R2.

Pour établir la formulation variationnelle, on aura besoin des espaces de fonctions suivant:

H=(L*(Q)",Q={o=(0y) / 0i=05€L*(Q)},
Hy=H'(Q));Q={ceqQ / divoe H}
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3.1. Formulation variationnelle du probléme mécanique

H, () sont des espaces de Hilbert munis respectivement des produits scalaires:
(w,v)p = / uv;de,
Q
(o, 7'>Q = / 0 Tijdx.
Q
Soit V' le sous espace fermé de H; defini par:
V={veH :v=0surT}
et I’ensemble des déplacements admissibles donné par:
K={veV:v, <gsurls},
ot g > 0. Puisque mes (I'y) > 0, on a l'inégalité de Korn suivante [5]:
le@)llg = callvlly, YveV, (3.1.6)

ol cq > 0 est une constante qui dépend seulement de €2 et T';.

On munit V' du produit scalaire donné par:

(u7 U)V = <5 (u) ) € (U»Q

et la norme associée ||-||;, . D’aprés (3.1.6), |||/, et ||-|l;, sont deux normes équivalentes
et (V.]|-]|;;) est un espace de Hilbert réel. Dautre part, daprés un théoréme de trace de
Sobolev, il existe une constante do > 0 qui dépend de €2, I'; et I's telle que:
<dgq|vl,, YveV. (3.1.7)
r3))?

Pour I’étude du probléme mécanique (P;), on suppose que l'opérateur d’élasticité linéaire

ol

E=(&ijkn) : Q x Sy — Sy vérifie les hypotheses suivantes:

(

((I) gljkh € L= <P3) ) 1 S i7j7 k7h S d.
(b) Eo-T=0-ET,Vo,T7 €Sy, p.p. dans (.
(3.1.8)

(c) 1l existe a > 0 telle que

T T >« \T|2 V7 € Sy, p.p. dans Q.

\

On définit la forme bilinéaire a (-, ) sur V' x V' par:
a(u,v) :/55 (u) .€ (v) dx.
Q
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3.1. Formulation variationnelle du probléme mécanique

D’apres (3.1.8), il vient que a (-, ) est continue et coercive, c’est a dire:

( (a) 1l existe M > 0 tel que

ja (u, )| < M lully [lvlly Yu,0 eV,

(3.1.9)
(b) 1l existe m > 0 tel que
| a(v,v) > m |||} Vv e V.
Les forces volumiques et surfaciques ont la régularité:
o eV,  gye (L2 ()" (3.1.10)

Daprés le théoréme de représentation de Riesz-Fréchet, il existe f € V' tel que:

(fs0)y = (P1,0) g + (92, 70) (£2(ry))2
On suppose aussi que la fonction de compliance normale p vérifie les propriétés suivantes:

;

(a) p:]—o0,9] = Ry;

(b) il existe L, > 0 tel que

(3.1.11)
Ip (v1) — p (v2)| < Ly |v1 — 2|, pour tout vy, v < g;
| (¢) p(v) =0 pour tout v < 0.
D’autre part, on définit la fonctionnelle j: V x V — R par
Jj(v,w) = / p(v,) wyda Yv,w e V. (3.1.12)
s

Maintenant, dans le but d’établir la formulation faible du probléme (P;), on suppose que u
est réguliere et vérifice (3.1.1) — (3.1.5). En effet, on prend v € V' et on multiplie 'equation
d’équilibre (3.1.2) par v — u. En intégrant et en utilisant la formule de Green, on obtient

I’equation suivante:

Joo (e () —e(u)de = [,¢.(v—u)dz+ [Lov.(v—u)da.

Tenant compte des conditions aux limites (3.1.3) et v = 0 sur I'y, il vient que:

/Fol/.(v—u)da:/F2<p2.(v—u)da—|—/r3ou.(v—u)da.
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3.1. Formulation variationnelle du probléme mécanique

D’autre part, puisque o, = 0 sur I's, on aura:

Jr,ov. (v —u)da = [ 0, (v, —u)da,

et
Jr, 00 (0 —w)da = [ (0, +p(w)) (v, —w)da— [ p(w) (v, —u,)da.

D’ott on déduit que la fonction u vérifie I'inéquation:
a(u,v—u)+7j(u,v)—j(uu) > (f,v—u)V—I—/ (0, +p(uw)) (v, —u,)da Vv eV.
I's
Par ailleurs, on a:

Jo(ow 9 (w) (0, —w)da = [y (0, +p () (v, — 9) — (u, — g))da

- frg(dl/ +p (uV>)(UV - g)da - fr3(gv +p (uu) (UV - g)da.
En utilisant la condition (3.1.5), il vient que
/ (0, +p(uw) (v, —g)da >0 Yv e K,
T's

et
[ ot p)w ~ g)da=o.
I's
Ainsi

/F (o, +p(uw))(v, —u,) >0 Yve K.

Nous obtenons alors la formulation variationnelle du probléme (P;) donnée par le probléme
suivant:

Probléme (P,) Trouver le champ des déplacements u € K tel que:
a(u,v—u)+j(u,v) —j(u,u) > (f,v—u), YvekK. (3.1.13)

Réciproquement, on a:

Lemme 3.1 Si u est une solution réguliére du probléme (P,), alors u vérifie les équations

et les conditions aux limites du probléme (Py).

Preuve. Soit u une solution réguliére du probléme (P,), on montre que u satisfait les
conditions (3.1.1) — (3.1.5).
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3.1. Formulation variationnelle du probléme mécanique

En effet, soit ¢ € D(2)?, posons v = u + ¢ dans I'inéquation (3.1.13), on a:

alu, ) + j (u,u+ @) = j (u,u) = (f, )y,
Ou encore
<0-7€(90)>Q +j (U7u+ 90) _j (U,U) > (fa(p)v
En appliquant la formule de Green, on obtient:

— (divo, o)y + f[‘ (u+¢—u)da = (o1, 0) g+ (WQ:WP)]}(Q)? - (3.1.14)

Soit ¢ € D(Q)?, alors ¢ = 0 sur I', ainsi

<diUU>90>H + <901790>H <0

Maintenant pour v = u — ¢ et par la méme procédure, on obtient de méme:

<d’i’UO’, 90>H + (Spb SO)H 2 07

Et donc:
<div0 + ©1, 90>H =0Vp € D(Q)2

D’ow:

divo + ¢, =0 dans Q. (3.1.15)

Maintenant, en appliquant encore la formule de Green et en utilisant I'inéquation (3.1.14) ,

on en déduit:

(01,0 = VU)o — (0 0,0) + (1, 0) = () > (fov =),

Alors, (3.1.14) et (3.1.15) impliquent l'inégalité suivante:

<UV7 T = ’yu>H{_‘><HF + .] (u7 U) - .] (U, U) > (9027 T = ryu>L2(F2)2 : (3116)

Soit o € D(Q)2, o1 ¢ = 0 sur I'; UT3 et soit la fonction v = u % ¢; d’aprés (3.1.16), il
vient que:

/ (ov — p3) v da = 0.
T2

comme ¢ est une fonction arbitraire, alors on déduit que:
oV = g sur [y. (3.1.17)

31



3.2. Existence et unicité

e Choisissons ¢ une fonction réguliere qui s’annulle sur I'; UT'; telle que ¢, = 0 sur I's.

/ orp.da =0,
I's

Ainsi, comme la fonction ¢ est arbitraire, on obtient:

Par le méme raisonnement:

o, =0 surI's.
e Tenant compte de (3.1.16) et (3.1.17), on obtient:
/r ov(yv —~u)da+ j(u,v) —j (u,u) 20 Yve K,
s
c’est-a dire, on aura:
Joo (00 +p(w)) (v, —u,)da >0 Vo€ K. (3.1.18)

Puisque v € K , alors on a: u, < ¢g . En posant v, = ¢ puis v, = 2u, — g dans

'inéquation (3.1.18), on obtient:

/F (0, +p(u,)) (uy, — g) da = 0. (3.1.19)

11 vient alors:

Jr, (00 +p(w)) (v, —g)da >0 VveK

qui implique o, + p(u,) < 0 sur I's et finalement, en utilisant I’équation (3.1.19), on obtient

la relation (3.1.5). m

3.2 Existence et unicité

Le but principal dans cette partie est d’obtenir l’existence et 'unicité pour le probléeme
variationnel (P,).

On a le résultat suivant:

Théoréme 3.1 Sous les hypothéses (3.1.9) ,(3.1.10) et (3.1.11), le probléme (P») admet une

solution unique si d3 L, < m.

32



3.2. Existence et unicité

Preuve. La démonstration de ce théoréme se fait en plusieurs étapes. Elle est basée
sur les arguments du point fixe de Banach. m
En effet, soit A € K et considérons le probléme variationnel suivant:

Probléme (P,'): Trouver uy € K tel que:
CL(U,U-U)—’-j(A,U) —j()\,’LL)\) > (f,U—U)\>V Yo e K (321)

on a le lemme suivant:

Lemme 3.2 Pour chaque \ € K, le probléeme (PQ’\) admet une unique solution.

Preuve. Les hypothéses (3.1.9) impliquent que la forme bilinéaire a (-, -) est symétrique,
continue et coercive. De plus, d’aprés (3.1.12), j (), .) est convexe, propre et semi-continue
inférieurement. Alors d’apres la théorie des inéquations variationnelles elliptiques [4] et le
fait que K est un sous-ensemble convexe, fermé et non- vide de V', I'inéquation (3.2.1) admet
une unique solution. m

Ainsi, le lemme précédent nous permet de considérer I'application ® : K — K definie par:

Lemme 3.3 Si d3L, < m, Uapplication ® admet un unique point fivze \* € K et uy- est

une solution unique du probléme (P) .

Preuve. En effet, soient A\, Ay € K.

On note par uy,, uy, les solutions correspondantes du probléme (3.1) . Alors,

on auy, € K,1=1,2 et vérifie I'inéquation variationnelle:

a(ux,v—uy)+7N,v) =7 (N,uy,) > (f,v—uy), YveK.

On prend v = u), dans 'inéquation variationnelle vérifiée par wuy,, puis v = u,, dans

I'inéquation variationnelle vérifiée par u,, et en additionnant les deux inéquations obtenues,

o1 auras:

a<u>\1 T Ung, Uy — qu) < .] ()\1,U)\2) _j (Alvuh) +j <)‘27u>\1) _j<)‘27u/\2>

= Jr, @A) —=p(A2)) (un,, — un,) da
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En utilisant alors (3.1.10) (b) , on déduit que:

m HU’/\I - u>\2H%/ < Lp fp3 ’)‘11/ - )‘2V| |u>\2u - u)\lu’ da
< Ly [|A - )‘2||(L2(F3))2 [lux, — u/\2||(L2(F3))2
En utilisant la relation (3.1.6), il vient alors:
2
m Huh - u)\2||v < LPdQ2 ||>‘1 - )‘QHV ”uh - u>\2||V7

C’est-a-dire:
L,d2

AL = Aal]y -

[ux, — unlly <
D’ou:

L,d2
22N = Xally s VAL € K

m

[P (A1) =@ (M)l <

Alors, si d3 L, < m, on déduit que ® est une application contractante sur K et donc par
le théoréme de point fixe de Banach, I'application ® admet un point fixe unique \* et uy-

est une solution unique de I'inéquation (3.2.1). m

3.3 La dépendance continue

Dans cette partie, on étudie le comportement de la solution faible du probléme (P;), en
tenant compte des perturbations de la fonction de contact p.

Pour tout o > 0, on considére une perturbation p® de la solution p satisfaisant (3.1.2)
et (3.1.10) avec Ly une constante de Lipschitz. On introduit la fonctionnelle j, qui a été
obtenue en remplacant p par p® dans j. On considére alors le probléme suivant:

Probléme (P): Pour tout o > 0, trouver un champ des déplacements u® € K tel que :

a(u®v—u®)+j%(uv) —j* (u*,u) > (f,v—u), VvelkK. (3.2.2)

En utilisant les mémes arguments que pour la démonstration du théoréme 3.1, on déduit
que pour tout o > 0, le probléme (Pf*) admet une unique solution u®.

Maintenant, on suppose que la fonction p® vérifie les hypothéses suivantes:
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3.3. La dépendance continue

(1l existe § > 0 et w0, Ry — Ry tels que

(@) [p* @) —p@) <@, (a)fo] Yv<yg

(3.2.3)
(5) 1im g, (a) =0
| (¢) Ly +0 <m/d3 pour tout v >0
On a le résultat de convergence suivant:
Théoréme 3.2 Sous les hypothéses (3.2.3),
u® — u fortement dans V quand o — 0.
Preuve. Soit a > 0. En utilisant (3.1.13) et (3.2.2) on obtient:
a(u® —u,u® —u) < j(u,u®) —j(u,u) + 5% W u) — j* (u*, u®)
= Jr, (P (w) = p™ (7)) (u} — w,) da.
De plus, on a:
o, (0 ) = 7 (u)) (g = w,) da
(3.2.4)

(&7

< lp (uw) = p* (W)l p2gry) 10 = ull z2iry)2 -
En utilisant (3.2.3) (a), il vient que:

(e}

lp(uy) —p <US>HL2(F3) <L, Ju® — UH(L2(F3))2 + ¢, () HUH(L2(F3))2 :

Maintenant, en utilisant 1'inéquation précédente et (3.2.4), on obtient:

/F (0 () — ™ (u2)) (48 — ) da

< Lyflu®— UH?LZ(rg))? + @y () [[ull p2grgy2 10 = ull(p2y))2 -
En tenant compte de (3.1.6), (3.1.8) (b) et (3.2.3) (¢) , on obtient:
ol =l < & (G5 =) I = ull + i (o)l =
Do
6fJu® —ull, < @, (@) [lully, .

C’est-a-dire le théoréme est démontré. m
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3.4. Approximation par éléments finis

3.4 Approximation par éléments finis

Dans cette partie, on va étudier 'approximation par des éléments finis linéaires conformes du

probléme variationnel (P,). Pour simplifier, on suppose que €2 est un domaine polygonal,
et pour tout paramétre h > 0, on considére une partition S, de €2 en triangles de taille

maximale h. La triangulation S), est supposée réguliére; Q = 1<U<EQ_S; Q.NYy =9 si
Sex

e# 1 (voir [9]). Pour chaque élément Q2. € S, , Py (€2.) désigne I’ensemble des polynomes
de degré total inférieur ou égal a 1 sur €2.. On utilise ’espace de dimension finie V}, C V'

défini par:

Vi={on € [C° @], vi\a. € [P (%)]", 00 = 0 sur T §
Soit K, C V), défini par:
Kp={v, €V : vy <gsurl3}.

On remarque qu'on a Kj C K.
On définit le probléme approché (P,) par:
Probléme (P,): Trouver u;, € K}, tel que:

a (uh,vh — uh) +] (Uh, Uh) —j (Uh, uh) > (f, Vh — uh)v V?Jh € Kh. (331)
Sous les hypothéses du théoréme (3.2) avec la méme valeur de ¢, le probléme (P,) admet

une unique solution u;, € K. Par la suite, on établit une inégalité de type Céa:

Théoréme 3.3 Sous les hypothéses du théoréme 3.2, il existe une constante ¢ > 0 telle que:

1
e —wnlly < inf {llu = vally + llu = vl ey + e = wnll?
(3.3.2)
; 5
12 @) oy 1= 0l 2

Preuve. En utilisant (3.1.13) avec v = uy, et (3.3.1), on obtient:

mlu— w3 < a(u—up,u—up)
<a(u—up,u—uv)+a(u,v, —u)

+ 7 (w,up) — j (u,w) + j (un, vn) — J (un, un) — (f, o0 — )y,
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3.4. Approximation par éléments finis

C’est-a-dire:

m|lu—uplly < A+ Ay + Az + Ay,

Ay =a(u—up,u—uy)
Ag:a(u,vh—u)—l—j(u,vh)—j(u,u)—(f,vh—u)v,
Az = j (u,up) — j (up, un) + j (un,u) — j (u,u),

Ay = j (un,vn) — J (w, o) + j (u,u) — j (up, ).

En estimant chacun des quatre termes, on obtient:

Et comme

On obtient:

[Ar] < M Ju = wunlly lu = oally
[Aof < Ml = vnlly + P ()l 2y 1 = onll

L2(T'g))? '

Az = Jp, (0 (wy) = p (uny)) (uny — w,) da,

|As] < / L,|u, — uh,,|2 da
I's

Et utilisant (3.1.7), on déduit que:

aussi on a:

et

|As| < d3L, lu— upl}

Ay = Jp, (0 (un) = p (uy)) (vn — uy) da,

|A4| S fl"g Lp |uy - uhu| |uu - Uh,l/| da

< Lp Hu - uhH(LQ(I‘s))Z Hu o UhH(LQ(T?s))z

< doLy[lu — uplly [Ju — Uh||(L2(r3))2 :

(3.3.3)

(3.3.4)

(3.3.5)

(3.3.6)

(3.3.7)

En utilisant les inégalités (3.3.4) — (3.3.7) dans (3.3.3) et en appliquant I'inégalité de Young

suivante:

2 2

oa
<2 L7
ab < 5 +25 Vo > 0, Va,b € R,
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3.4. Approximation par éléments finis

On obtient:

2 2 2
[ = unlly < ¢ { [ = onlly + [lw = onll (a2 + 1w = onlly

(3.3.8)
2 ()l gy 1 = 0l gy |
d’ou I'inéquation (3.3.2). =
Par ailleurs, on rappelle les résultats standards sur U'interpolation (voir [9]),
[mhv = vlly, < ah ”UH(H 2(Q))?
(3.3.9)

3
1700 = vl (2ryyy2 < crh? [[0]l g 202 5
pour tout v € (H 2 (Q))2 NV, ou mv est interpolé de la fonction v. Maintenant, pour

obtenir une estimation d’erreur, nous avons besoin des hypothéses supplémentaires sur la

régularité de la solution. En effet, supposons que:
ue (H?(Q)*NK. (3.3.10)

Alors on a la proposition suivante:

Proposition 3.4 Sous I’hypothése (3.3.10) , on a Uestimation d’erreur:

3 1
= willy < eht (Il s + P () | F2qr,) (3.3.11)

ou c est une constante strictement positive indépendante de h.

Preuve. En utilisant (3.3.8), on obtient:

= wnlly < e {llu—mnully + llu = mul g oy

(3.3.12)
1 1
112 ) oy e = Tl e -
11 suffit d’appliquer (3.3.9) et (3.3.10) . m
Pour résoudre le probléme approché (P,), nous allons utiliser la méthode itérative du

point fixe. Nous choisissons une valeur initiale u) € K}, uniformément bornée; a I'étape n,

connaissant u}, on cherche u}™ solution du probléme itératif suivant:
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3.4. Approximation par éléments finis

Probléme (Py): Trouver u} ™ € K, tel que:

a (u’g“, vy, — UZH) +j(up,vp) — j (uZ,uZ“) > (f, v, — uZH)VVvh e K, (3.3.13)

On a le résultat de convergence suivant:

Proposition 3.5 Sous les hypothéses de la proposition 3.4 , le probléme (P7') admet une
solution unique et

|lup — unlly, — 0 quand n — oo.
En plus, il existe une constante « € )0, 1] telle que

lup —upll,y, <ca” (3.3.14)

Preuve. Posons v, = uZ“ dans (3.3.1), on obtient I'inégalité suivante:

a (uh,u’frl — uh) +j (uh, uZH) — j (up,up) > (f, uZH — uh)v (3.3.15)

Et posons v, = uj™ dans (3.3.13), on obtient I'inégalité suivante:

a (™ = w ™)+ (g un) = 5 (i) = (= i), (3:3.16)
En additionnant (3.3.15) et (3.3.16), il vient que:

a (up —up ™ up —up ™) < g (up,up ™) = G (un,un) + 5 (ufwn) = (up,up )

[ |
Preuve. Alors comme dans la preuve du lemme 3.3, on a:
n+1 d?)LP n
||uh - uh”v < 22 lug, — unlly
[ |

Preuve. Posons a = d3 L, /m, on a « € ]0,1[, et on en déduit 'estimation (3.3.14) . m
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Chapitre 4

Approximation du probléme de

contact unilatéral avec frottement et

compliance normale
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On considére un corps élastique linéaire occupant un domaine 0 C R2, supposé ouvert,

borné et de frontiére I' assez réguliére, constituée de trois parties: I' = Ty UT, U T, tels que

[y, T's et I'3 des ouverts disjoints et mes (I'y) > 0.

Ce corps est encastré en I'y, soumis & une densité de forces volumiques ¢, a des forces

surfaciques de densité ¢, sur I's et en contact unilatéral avec frottement avec une fondation

déformable le long de I's.
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4.1. Formulation du probléme mécanique

4.1 Formulation du probléme mécanique

Le probléeme mécanique qu’on étudie est le probléme suivant:

Probléme (P): Trouver un champ des déplacements u : Q — R? tel que

dive (u) +¢; =0 dans €, (4.1.1)

o= Ee(u) dans ©, (4.1.2)

u=0 sur Ty, (4.1.3)

oV = sur D'y, (4.1.4)

u, < g, o, +p(u,) <0, (6, +p(u,))(u, —g) =0, surls, (4.1.5)
o7 | < pp (wn)

los| < pp (u,) = u; =0 sur I's. (4.1.6)

lo-| = pp (u,) = 3IX >0 tel que o, = —\u,

L’équation (4.1.1) représente la loi de comportement élastique, la relation (4.1.2) re-
présente ’équation d’équilibre ou ¢, est la densité des forces volumiques agissant sur le
corps déformable (2, les conditions (4.1.3) — (4.1.4) sont respectivement, les conditions aux
limites de déplacement et traction. Finalement les conditions (4.1.5) — (4.1.6) représentent
les conditions de contact unilatéral avec frottement et compliance normale et p une fonction
positive.

e Dans le cas ou |o,| < pup(u,), la contrainte tangentielle ne peut pas dépasser le seuil
up (u,) . La surface est adhérente a la fondation, c’est ce qu’on appelle la phase de collement.

e Quand |o,| = up (u,), c’est la phase de glissement.

Donc la surface de contact I's est divisée en trois zones:

le collement, le glissement et la zone séparative ou u, < g, ou il n’ya pas de contact.

On rappelle les espaces utilisés :

[

Sy est l'espace des tenseurs symétriques du second ordre sur R?) * et |-| dénotent le

produit scalaire et la norme euclidienne dans S, et R? respectivement, c’est a dire:

N[

u-v o= ww, |vl=@-v)? YuveRY 1<i,j<2,

0T = 045Tij, ‘T’:(T-T)% Vo, 7€ 5, 1<4,j<2,

On rappelle également les espaces:

H={u=(w)|u € L*(Q), i=1,2} = L*(Q)°
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4.1. Formulation du probléme mécanique

Q B {O’ = (O’Z’j) |O'Z‘j = 03 c L2 (Q), 1= 1,2} = L2 (Q)2X2

s

H et ) sont deux espaces de Hilbert munis des produits scalaires respectifs:

(u,v)y = / wvdr Yu,v € H
Q

(0,7)g = / 0,Tijdx Vo, 7 € Q.
o)

et les normes associées |||z, [|[l, -

Pour le champ des déplacements, on utilisera I’espace:
H={ueH /e(u)eQ}.
H, est un espace de Hilbert muni du produit scalaire
(W, V) g, = (u,0) y + (e (u) € (v))y  Vu,v € Hy,
et de la norme associée ||-||;, et le sous espace fermé V' défini par:
V={veH /v=0 surI'1},

muni du produit scalaire (-, -),, défini par

et de la norme associée ||-||,,. Le convexe fermé des champs de déplacements admissibles est
défini par
K={veV;u <g surI'5}.

On rappelle la formule bilinéaire symétrique a (-, -) définie au chapitre 3 par:

a(u,v) = / Ee(u) .€ (v)dx
Q
vérifiant les conditions de continuité et de coercivité

( (a) Il existe M > 0 telle que

ja (u, 0)] < M |[ully [Jolly Yu,v €V,
(4.1.7)
(b) Il existe m > 0 telle que

2
| a(v,v) 2mofly, YveV.
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4.1. Formulation du probléme mécanique

On rappelle les hypotheses sur la fonction p données par (3.1.11) .
Hypothéses sur le coefficient de frottement p

pwe L (T3) et w>0p.psur s (4.1.8)

Hypothéses sur o, et o,
0, € H (4.1.9)
@, € L? (). (4.1.10)

Par ailleurs, en vertu du théoréme de représentation de Riesz-Fréchet, il existe un élément

f €V tel que:
(f,0)y = (e, v)p + (¢2>7U)L2(r2)2 VoeV. (4.1.11)

On définit la fonctionnelle j : V' x V' — R par

J (u,v) = / p(u,) v,da +/ pp (u,) |vr| da ¥ (u,v) € V x V. (4.1.12)
Iy Iy

Afin d’établir une formulation variationnelle du probléme (P), on donne une forme équi-

valente des conditions aux limites (4.1.6).

Lemme 4.1 Si o, et u, sont deux fonctions réguliéres, alors la condition

o7 ] < pp ()
los| < pup (u,) = u, =0 sur I's
|O-T| :/'Lp(uy) :>EIA>0 ; O'T:—)\UT

est équivalente a:
lor| <wpp(u,), oy, + pp(u,)|u| =0 surTs. (4.1.13)

Preuve. Le résultat est évident si u, = 0.

Maintenant si 0, = —Au, avec |o,| = up (u,), il est clair que:
oy 4 pup (uy,) Ju| = 0.
Réciproquement, supposons que:
oy + up (u,) |ur| = 0.

D’abord, si
o7 = pp (w)
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4.1. Formulation du probléme mécanique

alors
orur = —pp (uy) |u-| = — o] u-l,

donc il existe A > 0 tel que: o, = —Au..

Si

o7 < pp (wn)
on a:
— ol fur| < o7ty < og] fus,
d’ou
ortir + pp (uy) [ur| = —or| fur| + pp () |ur]
2 [ur| (= lo7| + pp (w))
or

lo-| < pp (),

il vient que |u.| = 0 soit u, = 0, d’ou ’équivalence annoncée. m
La forme (4.1.13) facilite I’établissement de la formulation variationnelle du probléme (P).

On a le résultat suivant:

Lemme 4.2 Si les fonctions u, o sont suffisamment réquliéres et vérifient le probléme méca-

nique (Py), alors:

a(u,v—u)+j(uv)—juu) > (fiv—u), Ywek (4.1.14)

Preuve. Soit v € K, en utilisant la formule de Green on a:
(0,6 (v) =€ (u))g + (divo,(v—u))y = [rov.(v—u)da YveEK
En utilisant (4.1.1) et (4.1.4), on obtient:

(0,6 (v) =€ (u))g = (p1,v —u)y + [pov. (v—u)da.
= (pr,v—w)y + [p,ov.(v—u)da+ [ ov.(v—u) da,

- (@1,U—U)H+fr2 wg.(v—u)da—l—frsau. (v—u) da
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4.1. Formulation du probléme mécanique

et donc d’apres (4.1.12)
a(u,v—u) = (f,v—u)v—l—/ ov(v—u)da
I's
D’autre part d’apres (4.1.13)et (4.1.6), on a :

mw%dww==LPWM%—MM+/#MMMM—W$M

I's

< —/ o,(v, —u,)da + / upr (u,) |vr — u,| da,
I's

T's

on en déduit en tenant compte du lemme 2.1que:

jmm—ﬂwms—/

ou(v, — u,)da — / or. (v —uy)da,
F3 F3

/1“ ov(v—u)da < j(u,u)—j(u,v).

En portant la derniére inégalité dans (4.1.14), on obtient
a(u,v—u) > (f,v—u),+7j(u,u) —ju,v),
D'ou (4.1.14). m

Le probléme (P) admet alors la formulation variationnelle suivante :

Probléme (P;) Trouver le champ des déplacements u € K, tel que:

a(u,v —u) +j(u,v) —j(u,u) > (f,v —u), YvekK. (4.1.15)

Réciproquement, on va vérifier que:

Lemme 4.3 Si u est une solution réguliére du probléme (Py), alors u vérifie les équations

et les conditions auz limites du probléme (P) .

Démonstration.  Soit u une solution réguliere du probléme (P;), montrons que u

satisfait les conditions (4.1.1) — (4.1.6) .

e Soit p € D ()2, choisissons v = u + ¢ dans 'inégalité (4.1.15), il vient que:

a(u, o) +j (u,u+ @) = j(u,u) = (f, )y,
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4.1. Formulation du probléme mécanique

ou encore
(0,6 (0))g +J (wut @) —ju,u) = (f.0)y
Moyennant (4.1.12), (4.1.13) et la formule de Green on a:

(div o,p)y + [p,p(w) (ut ¢ —u),da

+ S, 10 (W) [(u + @)r| = || da > (@1,0) i + (92, 70) 20,2 -

Ot encore
f ov.pda — (divo, ) +f1“ ) (u+ ¢ —u),da

+ Jp, 10 (W) [ da > (01, 0) i + (02, 70) L2y
¢ € D(R2)?, alors p = 0 sur I, d’ou
(divo,o)y+ (p1.0)y =0
Maintenant pour v = u — ¢ et par les mémes arguments, on obtient:

<diUUa SO>H + (901790)}1 <0.

D’ou

(dive + 1, 0)y =0 VYo e D(Q)2

implique:
divo + ¢, =0 dans (. (4.1.16)

e La formule de Green et 'inégalité (4.1.15) donnent
(ov,yv — 'V“>H/Fpr — (divo,v) y + j (u,v) — j (u,u) = (f,v—u),,
d’on, d’apres (4.1.12) et (4.1.16), on a:

<0Va 7= ’Yu)Hlﬁpr + j (u7 ?}) - ] (u7 u) > (9027 7= VU)LQ(Fg)z : (4117}

Pour tout ¢ € D(Q2)2, qui s’annule sur I'; UT'3 et v = u % , on obtient:

/ (ov — ¢3) v da = 0.
>

et comme ¢ étant arbitraire, on déduit que

ov = @, sur [y, (4.1.18)
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4.1. Formulation du probléme mécanique

e En choisissant une fonction réguliére ¢ qui s’annule sur I'y UT'; tel que ¢ = 0 sur I's,

et en utilisant les mémes arguments qu’auparavant, on obtient la chose suivante:
/ (0 + pp (w))p-da =0,
I's

la fonction ¢ est arbitraire, d’ou
or+ pp(u,) =0 sur Ts. (4.1.19)
e En tenant compte de (4.1.17), (4.1.18) devient:

/ ov(yv —~vyu)da+ j (u,v) —j(u,u) 20 YveV,
I's

c’est-a dire que 'on a

Jr, 00 (Yo —qu)da+ [, or (yv —u)da

+ Jp, P(w) (v —w) da+ [i, pp (w) (Jvr] = |us]) da > 0.
Sachant que

0,0 =0, (vv+v) =00,

et que

|vr] < [0

on déduit en tenant compte de (4.1.13) que

/F (00 + pp () o]) da — / (04 1p () [us]) da > 0

I's

Si on pose v = +kv avec k > 0 dans I'inégalité précédente, on aura

k/ (£o-v+ pp (u,) |v|) da — / (oru+ pp (uy) Jur])da >0 Yve K,
Fg F3

par conséquent, on a d’une part

/ (orr + pp (uy,) Jur])da <0 (4.1.20)
I's

Et d’autre part
/ (£o.v+ pp(u,) |v|)da =0 (4.1.21)
I's
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4.2. Existence et unicité

par densité, la derniére relation est vraie Vv € L? (I'3), choisissons alors v = o, p.p. sur

s ou B € L?(T3) et B >0 p.p. sur I's, on obtient:

/ (= lo-|* + pp (u,) |o+]) Bda > 0,
s

ce qui entraine

— o>+ pp (w) o] =0 p.p. sur Ty,
c’est a dire
o7 | < pp (w)
ce qui permet de déduire que

orty < o] < pp (uy)|ur| p.p.sur Iy,

il s’ensuit
oy + pp (uy) lur| =0 p.p. sur Is. (4.1.22)

Il découle immédiatement des inégalités (4.1.19) et (4.1.21) que:
oy + up (u,) [ur| =0 p.p. sur I's.

En utilisant le lemme (précédant) forme équivalente des conditions, on obtient les con-

ditions aux limites de frottement (4.1.6). m

4.2 Existence et unicité

Le but principal dans cette partie est d’obtenir l'existence et 'unicité de la solution du

probléme (P;).

Théoréme 4.1 Sous les hypothéses (4.1.7) — (4.1.10), le probléme (P;) admet une solution
unique u si d3L, (1 + ||N||Loo(r3)> < m.

Preuve. La preuve du théoréeme 4.1 se fait en plusieurs étapes. Elle est basée sur le
théoréme du point fixe de Banach. On introduit un probléme intermédiaire:

Pour chaque n = (n;,1,) € L2 (T'3)? tel que:

L3 (T3)={neL?[s) /n>0ppsur s}

on définit la fonctionnelle suivante:
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4.2. Existence et unicité

hy : V — R définie par:

hy (v) = /nlv,,da—i— /772 ;| da

T's s

On considére le probléme variationnel suivant: m

Probléme (P/'): Trouver u, € K tel que:

a (U, v — up) + hy (V) = hy (uy) > (f,v —uy)y, Yv €K

Nous avons donc le résultat suivant:
Lemme 4.4 Pour chaque n € L% (T's)?, le probleme (P") admet une solution unique

u, € K.

Preuve. La forme a (-,-) est symétrique, continue et coercive; de plus la fonctionnelle
h, est convexe, propre et semi-continue inférieurement, donc le probléme (P)') admet une
solution unique u,, € K. m

Maintenant, pour démontrer le théoréme, on définit ’application suivante:

¢ L2 (T3)" — L3 (Ty)*

n—m) = (p(upw) , 1p (Uy))
On a:

Lemme 4.5 ¢ admet un point five unique n* et u,~ est la solution unique du probléme (Py).

Preuve. Soient 7,,7, € K. On note par uy, uy les deux solutions correspondantes. Alors
on a:

up € K,uy € K vérifient les inéquations variationnelles suivantes:

a<ulvv_u1)+hm(v) 771( ) (fvv_ul)v Yoe K,

Uy
N2 (Ug) > (fav_u2)v Yv € K.

v

—h
a (ug, v —uz) + hy, (v) — h
On prend v = uy dans la premiére inéquation vérifiée par u; puis v = u; dans la deuxiéme

inéquation vérifiée par uo, on obtient:

v

m( ) (fyug —w)y

a (uy, ug — uy) + hy, (u2) — hy, (g
a(ug, uy — ug) + hy, (u1) = hy, (u2) > (f,ur —ug2)y, -

En additionnant ces deux inégalités, on a:
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4.3. La dépendance continue sur les conditions de contact

a(ur — ug, uy — ug) < hy, (ug) — by, (w1) + by, (W) — By, (u2) |
c’est-a-dire:
a(ur — ug, ug — ug) < hy, (g — ug) + hy, (g — uz) |

d’otl:
m|Juy — us||} < hy, (up — w1) = hy, (w1 — up)

< dg ||u1 — U2||v [my — 772||L2(r3)2 )

et donc:

m |uy — uslly, < dolln — 772||L2(F3)2 g (4.2.1)

D’autre part, on a:

19 () = ¥ ()|l 22 ry)2 < [ (p (un,) = (uyy, ) s 10 (g, ) = 12 () HL2(F3)2 :

En utilisant 'hypothése (3.1.12) (chapitre 3) sur la fonction p, on obtient l'inégalité

suivante:
I (1) = ¥ ) Loy < Loty (1 Il gy ) s = wlly -

d’ou:

Ly, (14|l sy

m

¢ (m) = (772)||L2(r3)2 < lny — 772||L2(r3)2 )

donc si L,d3, <1 + [ 1e] oo (F3)> < m, DPapplication 1) est une contraction; elle admet un

point fixe unique n* et w,~ est une solution unique du probléme (). m

4.3 La dépendance continue sur les conditions de con-

tact

Dans la suite, on suppose que les conditions (4.1.7) — (4.1.11) sont satisfaites et que

Ly (1+ il ey ) <

Pour chaque a > 0, soit p® une perturbation de p qui vérifie les conditions (3.1.11) avec
L, une constante de Lipschitz. On introduit la fonctionnelle j * obtenue en remplacant p
par p® dans l'expression (4.1.12) .

On considére le probléme perturbé suivant:

Probléme (P{): Trouver le champ des déplacements u* € K tel que
a(u®v—u)+j*u,v) —j* (@, u*) > (f,o—u*), YvekK (4.3.1)
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4.3. La dépendance continue sur les conditions de contact

Pour tout v > 0 et sous les hypothéses précédentes, on déduit en vertu du théoréeme 2.4
que le probléme (P;*) admet aussi une unique solution u® € K.
Maintenant, On suppose que la fonction de compliance normale p® vérifie les propriétés

suivantes:
(1l existe § > 0 et une fonction o, Ry — Ry tels que

(4.3.2)
(b) lim g, (@) =0,

| (©) L5 (14l ) +6 < m /d3.

On a le résultat suivant:

Théoréme 4.2 La solution u® du probléme (P,*) converge fortement dans V vers la solu-

tion unique u du probléme (Py) quand « tend vers 0.

Preuve. On pose v = u® dans (4.1.15) et v = u dans (4.3.1). En additionnant les

inégalités obtenues, on en déduit
a(u® —u,u® —u) < j W u) —j* W u) +j (u*u) — j(u,u) (4.3.3)
Par ailleurs, on a

g () = g (u u®) + 5 (u, u) = J (u,u) < Ip* () = p (W)l 2y

(4.3.4)
+ ”MHLOO(Fg) [p* (ug) —p (uz/)HL2(P3) Ju® — u”L2(F3)2
Maintenant de (3.1.11), on a
19 (u®) = p ()l 2y = [P (u) = P (wn) + % (w) = p ()l p2r)
< llp* (u) — p* (uu>||L2(F3) + [[p* (w) —p (Uu)||L2(F3) (4.3.5)

< L fluy = woll oy + @ (@) [0l 2y )2
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4.4. Approximation par éléments finis

En injectant la derniére inégalité dans (4.3.4), on obtient

5 () = 7 (u, )+ () = () <
o (04 2
L5 (14 1l ey ) 0 = wlaqeyy (4.3.6)

oy (@) [ 11ll Lo gy 1ull p2rgy2 [0 = ull g2 s
et de (4.3.2), on déduit que:
7 (e u) = (u®,u®) + j (u®,u) = j (u,u) <
(4.3.7)
(e 2 (0%
dgy (Lo — 0) [[u® — ully + dgfy () | ill ooy el flu = wlly,

ou LO :m/dé

D’ou en utilisant (4.3.2), on obtient

(m — d (Lo — 8)) lu® = ull?, < d26, (o) ll] ooy Nl 1 = ]y

et comme

m—d?)Lo = O,

on déduit

0 [[u® = ully < da il oo (ry) Op (@) [lully -

D’ou, quand a« — 0,6, (o) — 0, donc u* converge forttement vers v dans V. m

4.4 Approximation par éléments finis

Dans cette partie, on va étudier I’approximation par des éléments finis conformes du probléme

variationnel (P;) .

4.4.1 Approximation de ’espace V

Pour approcher le probléme (P;) par des éléments finis conformes, on reprend les espaces

discrets utilisés dans le chapitre 3. Alors la solution approchée u;, vérifie le probléme suivant:

Probléme (P): Trouver le champ des déplacements wu;, € K}, tel que

a (up, vp — up) + 7 (up, o) — j (un,up) > (f,on —up)y , Yo, € K. (4.4.1)
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4.4. Approximation par éléments finis

Proposition 4.3 Le probléme (Py,) admet une solution unique uy, € Kj, si

Ly (1+ il ey ) <
Preuve. Méme démonstration que dans le cas continu (Théoréme 4.1). m

4.4.2 Estimation d’erreur

Maintenant, on s’intéresse a I’estimation d’erreur, on a le résultat suivant:

Théoréme 4.4 Soit u € K N (H 2(Q))* la solution du probleme (Py) et uy la solution du

probléme (Py,) , alors il existe une constante ¢ > 0 indépendante de h telle que:

3 ;
= wnlly < ch (lully 2o + Ip ()l 2r) (44.2)

Pour démontrer le théoréme 4.4, on doit d’abord démontrer le lemme suivant:

Lemme 4.6 Sous les hypothéses du théoréme 4.4, il existe une constante ¢ > 0 telle que:

1 1
= wnlly < inf (lu=vally + o= onll oz + Il e = wll?)
v EKp

veinf (Ip )l ey o = vl )
Preuve. Posons v = u;, dans I'inégalité (4.4.1) , il vient
a(u,up, —u) + J (u,up) — j (u,u) > (f,up —u).
D’autre part, on a
a(up, vn — up) + j (un, vn) = j (un,un) > (f,vn —ua),

en additionnant ces deux inégalités, il vient d’apres (3.1.9) (b) du chapitre 3 que
m|ju — uhH‘Z/ <a(u—up,u—uvy)+j(u,up) —j(u,u)+ 5 (un,vn) — J (un, un) — (f,vn —u).

Si on rajoute et on soustrait le terme j (u,vp,) + j (u, w) + j (up, u) , 'inégalité précédente
s’écrit sous la forme suivante:

m|lu — up|[;, < Ry + Ry + Ry + Ry. (4.4.3)
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4.4. Approximation par éléments finis

Ry = a(u—up,u—uvy)
Ry = a(u,vh—u)—i—j(u,vh)—j(u,u)—(f,vh—u)v
Ry = j(u,un) —j(u,u) —j(un,upn) + j (un, )

Ry = j(up,vn) = j(uson) +j (u,u) — j (up, w)
Maintenant, on va estimer chacun de ces termes, en effet, on a
ja (u—up),u—vp| <M Jlu—unly [lu—onlly,
En appliquant I'inégalité de Young, il existe une constante c; > 0 telle que:
By < T llu—wll} +exllu— o} - (4.4.4)

En remplagant j par son expression donnée par (4.1.14), on déduit que:

Re <a(uwon—u)+ [p(w) o~ w)dat [p () Quss] = furl)da-+ |7l =l

s I's

et donc il existe une constante cy > 0 telle que:

Ry < ca llully = vally + ez p ()l gy 0 — all ey - (4.4.5)

En remplagant j par son expression donnée par (4.1.14) dans R3, on obtient:

(s un) —  (uy 0) — F (s un) +  (wny ) = / ((p () — p (1)) (ton — ) da

[ 10 ) = p ) (] = )

I's

En utilisant alors les hypotheéses (3.3.2) sur la fonction p, on en déduit que

Ry < / (Lp lu, — uyh\Q + 1Ly [y, — | |ur — uThD da.

I's
D’ou

Ry < &Ly (14|l ey ) Nl — wnll} (4.4.6)
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4.4. Approximation par éléments finis

En remplacant j par son expression dans R4, on obtient:

3 (o) — (s 0n) + (1) — J (upy ) = / ((p (un) — p () (1 — ) da

[ Cam) = p ) G = ) e

I's

En utilisant les conditions sur la fonction de compliance normale, on obtient:

R4 S / (Lp |ul/ - uyh| |ul/ - Uyh| + ||M||L°°(F3) Lp |uy - ul/h| |u’r - U’T‘h|) da)
I's

d’ou
Ry < daLy (14 Il ey ) Tt = unlly Tt = vl oy (44.7)
et en appliquant I'inégalité de Young, on en déduit qu’il existe une constante c3 > 0 telle
que:

m
Ry < - lw = unlly + cs | = vall72(r, - (4.4.8)

Alors (4.4.3) — (4.4.8) impliquent puisque L,d% (1 + ||M||L°0(F3)> <m

2 2
[ = vnlly + Nl = onll L2y + [lully 1w = onlly

lu—unlly < e
lp (Uu)||L2(F3) lu — Uh||L2(F3)2

ou ¢ > 0 est une constante strictement positive indépendante de h. D’ou la preuve du
lemme. m
Pour la preuve du théoréeme 4.4, il suffit d’appliquer le lemme précédent comme dans le

cas sans frottement.

4.4.3 Reésultat de convergence

Partant d’'un élement u9 € K} uniformément borné, a 1’étape n connaissant u} € K} , on
h h ) h h
cherche UZH solution du probléme itératif suivant:

Probléme (P,): Trouver u)™' € K}, tel que

a(uptt on —up ™) + 5 (upvn) — G (up up ™) > (f,on — uptt), Ve Ko (44.9)
On a donc le résultat de convergence suivant:
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Théoréme 4.5 Sous les hypothéses du théoréme 4.1 , le probléme (P}') admet une unique
solution, et

|up — uplly, — 0 quand n — oo
De plus, il existe une constance « € |0, 1] telle que
lupy — unlly < ||up —ua|,, (4.4.10)

Preuve. On prend v, = u}™" dans I'inéquation (4.4.9), on obtient

a (wn, up™ —wp) + j (wn, up ) = J (wp,un) > (foup™ — up), - (4.4.11)
Et on prend v, = u}} dans (4.4.4), on obtient
a (uptt un —up ™) + g (up,un) = (up, up ™) > (f un = “Z“)V ' (4.4.12)

En additionnant (4.4.11) et (4.4.12), on obtient
a(up —uf ™ u, —up ™) < g (un,up ™) = G (un,un) + J (upwn) = (up,up
En utilisant (4.1.2) et (4.1.3), on a

2
n+1 dQLP

”uh - uh”v <

(2 Nl ) N =l

Posons a = d?’% <1 + HIU““LOO(F3)> , on a
[up ™ = unlly, < o lluh — ually -
et donc par récurrence, on obtient
i = unlly < @™ [|uf = wnl],, -
Puisque « € 10, 1], on en déduit que
|lup — upll,, — 0 quand n — +o00

Remarque 4.1. Si on remplace 'opérateur d’élasticité linéaire £ par un opérateur d’élasticité
non linéaire F' vérifiant les hypotheéses ci-dessous, les résultats restent valables:

( (a) F:Q xSy — S

(b) IM > 0 tel que

|F (x,e1) — F (z,81)| < M |ey —e1| Ver,e1 € So, pp. x €

(¢) Im >0 tel que

F(z,e1) — F(x,e1))- (61 —¢e1) > mley —e1]* Ver,e1 € Ss, pp. x €Q;

(
(d) L’application v — F (x,€) est Lebesgue-mesurable, Ve € Ss;
(e) z+— F(2,0) € Q.
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4.4. Approximation par éléments finis

Un exemple de F est:
F)=&+1(Pr&—€) ouA>0.
E: est I'opérateur d’élasticité linéaire.

Py : est un opérateur de projection sur un convexe U non vide, borné et fermé de Ss.
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Conclusion

Conclusion

Ce travail porte sur I’approximation numérique des inéquations quasi-variationnelles et
I’application & des problémes statiques de contact unilatéral et compliance normale avec ou
sans frottement.

Sous ’hypothése de petitesse de la fonction de contact, on a établit un résultat d’existence
et d’unicité de la solution faible du probléme de contact unilatéral sans frottement en util-
isant les arguments des inéquations quasi-variationnelles et une technique du point fixe de
Banach.

Pour le probléme de contact unilatéral avec frottement, on a utilisé les mémes arguments
pour montrer I'existence et 'unicité de la solution faible sous I'hypothése de petitesse de
la fonction de contact et du coefficient de frottement. On a étudié aussi la dépendance
continue de la solution par rapport a la fonction de contact, et toujours sous ’hypothése de
petitesse on remarque qu’une petite perturbation de la condition de contact implique une
petite perturbation de la solution.

Par ailleurs, on a étudié 'approximation numérique des deux problémes par des éléments
finis triangulaires ;. On a établi une estimation d’erreur pour chaque probléme ainsi que la
convergence de la méthode itérative. Il reste a noter que pour un coefficient de frottement

assez large, ’étude du probléme de contact unilatéral avec frottement reste encore ouvert.
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