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Résumé
L’objectif de cette thèse consiste à explorer l’apport des mesures de l’information floue dans l’analyse
décisionnelle multicritère, dans le but de proposer des outils permettant d’améliorer la précision et la
fiabilité de la prise de décision dans un environnement flou. En effet, la prise de décision est un
processus complexe et subjectif qui peut être confronté à des informations imprécises ou ambiguës,
difficiles à quantifier. La logique floue fournit une approche mathématique qui permet de modéliser
ces aspects en se basant sur des outils issus de la théorie de l’information.

Dans cette thèse, une nouvelle mesure de divergence généralisée pour les ensembles flous est
développée et validée, et ce, en se basant sur la structure mathématique de la f -divergence de Csiszár.
Certaines de ses propriétés mathématiques ainsi qu’une étude comparative avec d’autres mesures ex-
istantes sont discutées. De plus, en s’appuyant sur l’idée de la f -divergence de Csiszár, une classe de
mesures de connaissances floues a également été établie. La divergence généralisée floue proposée est
ensuite utilisée pour dériver une nouvelle mesure généralisée de connaissances floues. Son efficacité
à capturer la quantité d’informations utiles dans les ensembles flous a été démontrée en la comparant
à certaines mesures d’informations stratégiques. Dans les situations de prise de décision multicritère
floue, l’entropie floue est généralement utilisée pour calculer les poids objectifs des critères. Cepen-
dant, cette méthode traditionnelle ne permet pas toujours d’obtenir des résultats satisfaisants. Par
conséquent, de nouveaux modèles d’optimisation ont été développés pour générer des poids objectifs
basés sur les deux mesures proposées. Cette thèse propose également une nouvelle approche basée
sur un point idéal unique pour intégrer l’analyse relationnelle grise (GRA) avec la méthode VIKOR
(Optimisation multicritère et solution de compromis) en contexte flou. Cette technique se concentre,
d’une part, sur l’identification de l’alternative la plus avantageuse qui satisfait presque tous les critères
de bénéfice de façon forte et, de façon faible, les critères de coût. D’autre part, elle met l’accent sur
l’identification des critères qui rendent une alternative moins efficace. Afin de démontrer la perti-
nence et la rationalité de l’approche proposée, une étude expérimentale a été menée sur des données
concrètes. Cette étude a permis d’effectuer une analyse de sensibilité et une étude comparative ap-
profondie incluant tous les paramètres de notre approche.
Mots-clés : Ensemble flou, optimisation multicritère floue, Mesure de divergence floue, Mesure de
connaissances floues, VIKOR, GRA.
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Abstract
The aim of this thesis is to explore the potential of fuzzy information measures within the framework
of multi-criteria decision analysis. The goal is to propose tools that enhance the accuracy and reliabil-
ity of decision-making in fuzzy environments. Decision-making is a complex and subjective process
that frequently involves dealing with imprecise or ambiguous information, making its quantification a
challenging task. Fuzzy logic presents a mathematical framework to effectively represent and model
these aspects, leveraging concepts derived from information theory.

This thesis introduces a novel measure of generalized divergence for fuzzy sets, which is devel-
oped and validated by leveraging the mathematical framework of Csiszár’s f -divergence. The study
examines the mathematical properties of this measure and conducts a comparative analysis with exist-
ing measures. Additionally, inspired by Csiszár’s f -divergence, a class of fuzzy knowledge measures
is established. The proposed fuzzy generalized divergence is then utilized to derive a new mea-
sure of fuzzy knowledge, showcasing its effectiveness in capturing valuable information within fuzzy
sets through comparisons with strategic information measures. In the realm of fuzzy multi-criteria
decision-making, fuzzy entropy is commonly employed to determine objective weights for criteria.
However, this traditional method does not consistently yield satisfactory results. Consequently, new
optimization models are developed to generate objective weights based on the aforementioned mea-
sures. Furthermore, the thesis introduces a fresh approach that integrates grey relational analysis
(GRA) with the VIKOR (Multi-criteria Optimization and Compromise Solution) method in a fuzzy
context. This technique focuses on identifying the most advantageous alternative, which strongly sat-
isfies nearly all benefit criteria while weakly satisfying cost criteria. Additionally, it aims to identify
the criteria that render an alternative less effective. To substantiate the relevance and rationality of
the proposed approach, an experimental study is conducted employing real-world data. This study
encompasses sensitivity analysis and an extensive comparative investigation, encompassing all pa-
rameters of the proposed approach.

Keywords: Fuzzy set, Fuzzy multicriteria optimization, Fuzzy divergence measure, Fuzzy knowl-
edge measure, VIKOR, GRA.
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Introduction générale

Contexte et objectif de la thèse

Face à la croissance des quantités d’informations complexes dans divers domaines d’industries
clés tels que la santé, l’économie, les transports, et bien d’autres, il devient impératif d’adopter des
processus décisionnels mieux adaptés et plus appropriés. Pour répondre à cette exigence, il est es-
sentiel de disposer d’outils pertinents pour le traitement et la modélisation de ces informations, afin
d’aboutir à une prise de décision plus fiable. L’information peut être définie comme une collection
de symboles ou de signes produits soit par l’observation de phénomènes naturels ou artificiels, soit
par l’activité cognitive humaine. Elle est destinée à comprendre le monde qui nous entoure, aider à
la prise de décision ou communiquer avec les individus (Dubois, 1983). L’information est le nerf de
la prise de décision, mais elle dépend très étroitement du processus de son acquisition. En effet, lors
d’un processus décisionnel, les schémas cognitifs humains tels que l’inconscient, les croyances pro-
fondes, les expériences et les représentations du monde confèrent un aspect subjectif aux jugements
et opinions des décideurs. Cela peut engendrer des situations ambiguës ou imprécises que les valeurs
numériques ne peuvent plus décrire de manière fiable.

La présente thèse a pour objectif d’explorer l’apport des mesures de l’information floue à l’analyse
multicritère de la décision. Étant donné que la prise de décision peut être complexe et subjective, il est
souvent difficile d’évaluer les options et de parvenir à une décision optimale, en particulier lorsque
les informations sont ambiguës ou imprécises. Dans cette optique, cette thèse propose de nouvelles
mesures de l’information floue visant à améliorer la précision et la fiabilité des décisions prises dans
des environnements flous. L’utilisation de mesures de l’information floue se révèle particulièrement
pertinente pour prendre en compte l’ambiguïté et la subjectivité inhérentes à la prise de décision.
Ces mesures fournissent une représentation mathématique permettant de considérer les variations
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d’interprétation de l’information et d’assister efficacement la prise de décision.

Comment bien représenter les préférences des décideurs
Les problèmes de prise de décision dans le monde réel sont souvent très complexes et mal struc-

turés, ce qui rend difficile leur traitement par les techniques de prise de décision traditionnelles. En
effet, lors de la prise de décision, les décideurs doivent choisir la meilleure action à prendre parmi
un ensemble d’actions sur la base d’observations. Cependant, ces observations peuvent être impré-
cises, ou que les décideurs peuvent être incapables d’attribuer des valeurs numériques précises à leurs
évaluations. Cela peut être dû au fait que les critères sont qualitatifs par nature ou que les décideurs
expriment leurs préférences en utilisant le langage naturel, comme par exemple "plus ou moins bon",
"bon", "mauvais", "environ" et "à peu près", entre autres. Dans de tels cas, ils font intervenir des
connaissances mal définies, mal décrites et imparfaitement connues, ce qui peut entraîner des contra-
dictions dans la décision finale.

Face à cette complexité, la logique floue, introduite par (Zadeh, 1965), offre un cadre permettant
de gérer l’ambiguïté inhérente aux problèmes de prise de décision. Cette approche repose sur l’utilisa-
tion de variables linguistiques pour modéliser la perception humaine, offrant ainsi une représentation
plus adaptée du raisonnement dans des situations où la réalité ne peut être réduite à des valeurs de
vérité binaire, mais présente des transitions graduelles. Par conséquent, les décideurs peuvent utiliser
des informations qualitatives et incertaines pour prendre des décisions en tenant compte des nuances
du monde réel.

La prise de décision dans un environnement multicritère floue
Dans leur travail, Bellman and Zadeh (1970) ont étendu la théorie des sous-ensembles flous à

l’aide multicritère à la décision. Par conséquent, les concepts linguistiques qui produisent des valeurs
floues ou des sous-ensembles flous sont employés pour décrire de façon plus réaliste les performances
des alternatives en fonction des critères selon la perception du décideur.

En effet, l’aide multicritère à la décision floue (Fuzzy Multicriteria Decision Making (FMCDM))
peut aider à comprendre comment les décideurs analysent les alternatives et sélectionnent la meilleure.
De nombreuses méthodes conventionnelles pour le traitement de problèmes multicritères ont été éten-
dues aux atmosphères floues, comme les méthodes basées sur des mesures de distances, dites de
programmation de compromis (compromise programming) telles que : la méthode Fuzzy TOPSIS
(technique d’ordre de préférence par similarité avec la solution idéale) (Chen, 2000), la méthode VI-
KOR flou (optimisation multicritère et solution de compromis) (Wang and Chang, 2005), MOORA
flou (Multi-objective Optimization Based on Ratio Analysis) (Brauers and Zavadskas, 2006), AHP
flou (Analytic Hierarchy Process) (Lazarevic, 2001), et GRA (Gray Relational Analysis) (Ju-Long,
1982). Depuis, plusieurs autres méthodes de FMCDM ont été largement étudiées par exemple dans,
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(Shahhosseini and Sebt, 2011; Zeng et al., 2010; Chen et al., 2019), etc.

Intégration des mesures de l’information floues dans FMCDM
L’article de Zadeh (1968) a marqué un tournant majeur dans la modélisation de l’ambiguïté en

proposant la première mesure d’entropie pour les sous-ensembles flous. Depuis lors, l’entropie floue
a connu une large utilisation dans le domaine de la décision, notamment pour déterminer les poids
des critères (Wang and Lee, 2009; Chen and Lee, 2010; Xia and Xu, 2012; Garg et al., 2015). D’autre
part, Bhandari and Pal (1993) ont proposé une mesure de discrimination floue équivalente à la discri-
mination probabiliste introduite par Kullback and Leibler (1951). Cette mesure permet de quantifier
l’information de discrimination entre des sous-ensembles flous. La divergence floue ainsi obtenue est
devenue un outil puissant pour extraire des informations discriminantes dans de nombreux domaines,
apportant aux experts une meilleure compréhension des situations incertaines ou floues. Récemment,
des chercheurs ont développé de nouvelles mesures de divergence floue spécifiquement conçues pour
être utilisées dans des méthodes de résolution de problèmes de prise de décision floue.

Par ailleurs, selon Arya and Kumar (2020), une mesure de connaissances floues peut capturer
certaines informations essentielles qui renseigne sur la quantité de certitude ou de netteté dans un
sous-ensemble flou. En d’autres termes, elle évalue le degré moyen de discrimination entre un sous-
ensemble flou et le sous-ensemble le plus flou. Plusieurs études antérieures sur les mesures de connais-
sances floues ont été entreprises en utilisant les ensembles flous intuitionnistes (intuitionistic fuzzy
sets) qui sont caractérisés par une fonction d’appartenance, une fonction de non-appartenance et une
marge d’hésitation.

Dans une étude récente, Singh et al. (2019) ont introduit le concept de mesure de connaissances
pour les sous-ensembles flous ordinaires, mettant en évidence la dualité entre l’entropie et la mesure
de connaissances floues. D’autres chercheurs ont également proposé différentes formulations de cette
mesure de connaissances, notamment (Singh et al., 2020; Singh and Ganie, 2021; Joshi, 2022) qui ont
exploré son utilisation dans la résolution de problèmes de prise de décision en contexte multicritère
flou.

Les principales motivations et contributions à l’introduction de cette thèse
1. Les approches de la programmation de compromis, sont couramment utilisées en FMCDM.

L’objectif de ces approches est d’identifier une solution efficace qui soit aussi proche que pos-
sible du point idéal, en utilisant une fonction de distance. Il est important de souligner que le
concept de distance est utilisé comme une mesure approximative des préférences humaines.
Pour que la technique de la programmation de compromis puisse fonctionner efficacement, il
est essentiel de développer une mesure de divergence (distance) ou une famille de fonctions
de distance adaptée à un large éventail d’applications. Dans ce contexte, nous proposons une
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nouvelle mesure généralisée de divergence pour les ensembles flous, basée sur la construction
mathématique des mesures de divergence entre deux distributions de probabilités établies par
Csiszár. Nous démontrons que cette mesure est une mesure de distance pour les ensembles flous.
Ainsi, cette nouvelle mesure de divergence est un outil efficace pour l’analyse décisionnelle.
Aussi, nous soumettons la divergence proposée à une étude comparative des performances, afin
d’évaluer son efficacité pour mesurer la distance entre les alternatives et un point idéal.

2. Une mesure de connaissances floues est également un sujet important de la théorie de l’infor-
mation floue et joue un rôle essentiel dans une variété de domaines d’étude. Comme il s’agit
d’une mesure duale de l’entropie floue, elle peut fournir des informations précises sur un en-
semble flou. Conformément à sa définition axiomatique, une mesure de connaissances évalue
dans quelle mesure un ensemble flou s’écarte de l’ensemble le plus flou. Dans cette optique,
nous suggérons de développer une nouvelle classe de mesures de connaissances basée sur la
divergence de Csiszár. Par la suite, à partir de la divergence proposée, une nouvelle mesure
généralisée de connaissances floues est générée.

3. La technique basée sur l’entropie de Shannon (1948) est la stratégie la plus répondue. Elle a été
introduite en analyse multicritère comme une mesure de diversité (Belton and Stewart, 2002).
Elle est destinée à mesurer la variabilité dans les valeurs des critères entre les alternatives et
d’estimer l’importance relative de chaque critère. Cependant, cette méthode peut donner des
poids insatisfaisants dans certaines situations. Cela se produit lorsque tous les critères sont très
similaires ou interdépendants, c’est-à-dire lorsque les performances des alternatives pour ces
critères sont très corrélées ou très similaire. Dans ce cas, la méthode basée sur l’entropie aura
du mal à différencier l’importance relative de chaque critère. De plus, cette difficulté peut être
accentuée par la subjectivité des décideurs en contexte flou. En effet, les décideurs peuvent avoir
des opinions différentes sur l’importance de chaque critère et sur la manière dont les critères
interagissent entre eux. Cela peut rendre la détermination des pondérations plus complexe et
subjective.

Afin de pallier ce problème, nous proposons une nouvelle méthode objective qui utilise à la fois
la divergence floue et la mesure de connaissances. Cette méthode permet de recueillir autant
d’informations que possible sur l’importance des critères, car la divergence floue peut indiquer
dans quelle mesure un critère permet de différencier les alternatives, tandis que la mesure de
connaissances peut aider les experts à mieux comprendre la performance des alternatives en
fonction des critères. En combinant ces deux approches, notre méthode permet ainsi d’obtenir
des poids objectifs plus précis et représentatifs des critères, ce qui est essentiel pour une prise
de décision efficace en FMCDM.
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4. Ce travail propose une nouvelle stratégie de MCDM dans un contexte flou en utilisant une ap-
proche de compromis. Cette stratégie combine les méthodes GRA et VIKOR en se basant sur
une divergence généralisée floue et un point idéal unique. Tout d’abord, une normalisation vec-
torielle est effectuée pour diminuer l’impact des valeurs extrêmes des critères de désavantage
et mettre l’accent sur les valeurs de satisfaction forte pour les critères d’avantage. Ensuite, la
séquence de référence est déterminée en tant que point idéal. La méthode GRA est ensuite ap-
pliquée pour obtenir des coefficients relationnels gris qui expriment la proximité entre la perfor-
mance de chaque alternative et celle de la solution idéale sous chaque critère. Enfin, la méthode
VIKOR est utilisée pour obtenir l’alternative optimale dont la performance sous les critères
est la plus proche de celle de la séquence de référence qui présente des valeurs fortes pour les
critères de bénéfice. Cette nouvelle approche combinant GRA et VIKOR présente l’avantage
d’exiger moins de calculs que celle proposée précédemment par Kuo and Liang (2011). Pour
vérifier sa fiabilité, une étude de cas basée sur des données réelles a été réalisée, accompagnée
d’une analyse de sensibilité impliquant différentes valeurs des coefficients des méthodes GRA
et VIKOR.

Structure de la thèse
La thèse présentée est constituée de sept chapitres, répartis en trois parties, avec une introduction

générale et une conclusion globale.
La première partie, intitulée "Les abécédaires de l’analyse multicritère", est constituée de deux

chapitres introductifs sur la décision multicritère, où ont été passées en revue les considérations théo-
riques ainsi que les différentes méthodologies de l’analyse multicritère.

La deuxième partie, intitulée "Théorie de l’information et décision multicritère dans un environ-
nement flou", est constituée de trois chapitres définissant le cadre général et les outils nécessaires
à l’introduction des contributions de cette thèse. Dans cette partie, nous avons introduit un chapitre
sur les fondements mathématiques de la théorie des sous-ensembles flous et leur utilisation dans un
contexte décisionnel. Le chapitre suivant présente le contexte global de l’analyse décisionnelle dans
un environnement flou. Le dernier chapitre de cette partie est consacré à un état de l’art sur les me-
sures d’information floues, afin d’introduire les notions nécessaires pour l’introduction d’une partie
de notre contribution sur les mesures d’information floues.

Enfin, la troisième et dernière partie comporte deux chapitres où sont exposées les différentes
contributions de cette thèse. Nous avons d’abord suggérées deux nouvelles mesures d’information
floues que nous avons intégrées dans deux modèles de programmation mathématique pour la déter-
mination des poids des critères. Par la suite, nous avançons l’idée d’une combinaison des méthodes
GRA et VIKOR en utilisant la mesure de divergence floue que nous avons proposée, comme mesure
de déviation (distance).
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Cette thèse se clôture par une conclusion générale qui résume les apports théoriques et pratiques
exposés dans ce travail et présente quelques perspectives pour des recherches futures.
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Première partie

Les abécédaires de l’analyse multicritère de
la décision



CHAPITRE 1

Considérations théoriques de l’aide multicritère à la décision

Introduction
Prendre une décision est un acte déterminant sur tous les plans de la vie quotidienne. Une décision

peu avoir une conséquence positive comme elle peut être préjudiciable. A cet effet, il est primordial de
mettre en œuvre les meilleures stratégies afin d’éviter les lourdes conséquences d’un mauvais choix
ou d’une décision regrettable. Un nombre important de chercheurs, mathématiciens et économistes
ont réuni leurs efforts pour établir un formalisme mathématique adéquat et construire les outils né-
cessaires, afin d’aider le décideur à prendre la meilleure décision sur la base de ses préférences. C’est
dans cette optique que s’inscrit l’aide multicritère à la décision.

1.1 L’approche de l’analyse multicritère
L’approche de l’aide multicritère à la décision consiste en la modélisation et la résolution de pro-

blèmes de décision qui impliquent plusieurs critères ou attributs (Roy, 1996; Belton and Stewart,
2002; Figueira et al., 2005). Elle vise à fournir des outils pour aider à avancer dans la résolution
d’un dilemme de choix où de nombreux points de vue, généralement contradictoires, doivent être
pris en compte. Par exemple, lorsqu’il s’agit de porter des jugements sur nos activités quotidiennes,
le gouvernement, les entreprises ou l’industrie, ou encore lors du développement d’un vaccin contre
une maladie. Certaines parties prenantes, tels que les décideurs ou les experts, peuvent accorder une
grande importance à des critères tels que l’efficacité et la sécurité, tandis que d’autres peuvent privi-
légier des critères tels que le coût, la voie d’administration, la durée de conservation ou la stabilité
thermique, et ainsi de suite. Par conséquent, la prise de décision dans un cadre multicritères est com-
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plexe et difficile. La solution consiste à atteindre chaque objectif à un niveau spécifique.

Dans son article Grabisch (2005) définit la décision multicritère comme étant l’action de synthéti-
ser des informations relatives à différents points de vue ou aspects concernant un ensemble d’objets,
et choisir un ou plusieurs objets de cet ensemble. Toutefois, l’aspect conflictuel des critères, l’indéter-
mination et le manque d’information liés au problème sont souvent désignés comme les sources de sa
complexité (Bouyssou, 1984). L’analyse multicritère de la décision (Multicriteria Decision Making
(MCDM) diffère des approches traditionnelles de la Recherche Opérationnelle, principalement par la
présence de plusieurs points de vue d’un ou plusieurs décideurs ayant des préférences et des aspira-
tions concernant la circonstance problématique. Selon la méthode utilisée, la structure des préférences
des décideurs, peut être modélisée de diverses manières. Dans le cas où les préférences sont impré-
cises, la prise de décision multicritère floue peut gérer ce type de circonstances difficiles (Pedrycz
et al., 2011).

La MCDM trouve ses origines dans les travaux de Vilfredo Pareto, économiste italien du XIXème
siècle, qui a étudié l’agrégation de critères contradictoires en un seul indice composite et introduit le
concept d’efficacité (optimalité de Pareto). Ce concept est devenu l’un des fondements de l’économie
et de la théorie moderne de la MCDM. Aujourd’hui, cette approche de prise de décision est un do-
maine de recherche florissant qui s’étend à de nombreuses disciplines scientifiques et bénéficie d’un
grand succès grâce à ses avancées théoriques et ses applications pratiques dans des domaines variés
tels que l’économie, la gestion, la santé, l’environnement, et d’autres encore.

La MCDM est classiquement divisée en deux types selon le nombre de choix considérés, tels que
décrits par (Zimmermann and Gutsche, 1991) et (Leake, 2000). Le premier type, appelé prise de déci-
sion multi-attributs (MADM), est adapté à l’évaluation d’espaces de décision discrets qui contiennent
un nombre fini de choix prédéfinis. Ces choix sont examinés, hiérarchisés et finalement classés ou
triés en fonction des critères de décision spécifiés. Le deuxième type, appelé prise de décision multi-
objectifs (MODM), s’applique aux problèmes de décision impliquant un très grand nombre de choix,
voire un nombre infini, et implique un ensemble de contraintes et un ensemble d’objectifs. Ces deux
types sont souvent utilisés conjointement pour aider à la prise de décision multicritère. Dans le cadre
de cette thèse, notre contribution porte sur l’aide à la décision multicritère dans le cas de la prise de
décision multi-attributs flous.

1.2 Les décisions sont souvent prises en contexte multicritère
L’approche mono-critère a été conçue pour traiter des problèmes de décision présentant un point

de vue unique ou un point de vue prédominant ou encore lorsqu’il y a plusieurs points de vue mais non
conflictuels. Cependant, lorsqu’un processus de décision s’effectue en présence d’un seul décideur,
il est difficile pour celui-ci d’avoir à l’esprit qu’un seul critère bien défini. En outre, si la prise de
décision s’effectue dans un contexte où interviennent plusieurs décideurs, il est rare qu’il y ait à priori
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un critère unique, bien défini et jugé acceptable par tous pour conclure le processus de décision.
Chaque décideur joue un rôle plus ou moins bien défini qui donne la priorité à ses propres objectifs et
à son système de valeurs. Dans ce cas, il est nécessaire de prendre en considération différents points
de vue portant, par exemple, sur les finances, les ressources humaines, les aspects environnementaux,
les délais, la sécurité, la qualité, l’éthique, et d’autres aspects encore.

En considérant chaque point de vue pertinent séparément, indépendamment des autres, il est gé-
néralement possible de parvenir à une formulation claire et commune des préférences concernant le
seul point de vue considéré. Ceci conduit naturellement à associer un critère spécifique à chaque point
de vue pertinent. Chacun de ces critères est utilisé pour évaluer toute action potentielle (les choix pos-
sibles) sur une échelle qualitative ou quantitative appropriée. Par conséquent, cette approche permet
de délimiter un large spectre de points de vue susceptibles de structurer la prise de décision en fonction
des décideurs concernés, aussi faciliter le débat sur le rôle respectif (poids, veto, niveau d’aspiration,
niveau de rejet, et d’autres encore) que chaque critère peut être appelé à jouer au cours du processus
décisionnel. De ce fait, il est clair que choisir l’approche mono-critère peut conduire à négliger à tort
certains aspects du réalisme (Bouyssou, 1984; Meyer, 2003). En effet, le terme décision semble même
incorrect dans un contexte mono-critère, puisque prendre une décision ou faire un choix signifie déci-
der ou choisir parmi plusieurs éventualités disponibles et c’est ce type de situations qui se présentent
à nous quotidiennement.

Contrairement. à l’approche mono-critère qui recherche un optimum, l’approche multicritère re-
cherche quant à elle un compromis. Selon Schärlig (1985), l’optimisation au sens mono-critère n’est
plus valable lorsqu’on doit choisir parmi plusieurs options. En effet, pour définir un optimum, il est
nécessaire que certaines hypothèses soient vérifiées, comme la présence d’une relation de préférence
et d’indifférence entre les actions potentielles. C’est précisément là que l’aide multicritère à la déci-
sion entre en jeu.

1.3 Termes relatifs à l’environnement MCDM
Dans ce qui suit nous passons en revue quelques concepts essentiels qui composent tout processus

de décision multicritère :

1. Décideur ou acteur : C’est un individu (ou un groupe d’individus) qui face à une situation
de décision, a la responsabilité d’évaluer les différents scénarios possibles et poser la problé-
matique, ainsi que l’évaluation des priorités des critères du problème étudié quand cela est
possible.

2. Alternatives : Appelées aussi actions, décisions, solutions, plans, options, candidats, ou encore
scénarios. Les actions à comparer représentent l’espace de décision du problème décisionnel.
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L’identification de cet ensemble est une tâche très importante dans la définition du problème.
Cet ensemble peut être déterminé de deux façons :

▷ Explicitement par un ensemble fini d’alternatives de cardinal relativement faible.

▷ Implicitement par un ensemble de propriétés ou de conditions que les alternatives doivent
vérifier (c’est le cas d’un ensemble d’alternatives spécifié par ses variables de décision
vérifiant un système de contraintes explicites).

Le terme action potentielle (ou réalisable) désigne aussi bien les « actions réelles », déjà réali-
sées ou susceptibles de l’être. Nous utiliserons dans la suite de ce document, aussi bien les dé-
nominations alternatives, ou options pour mentionner les actions potentielles à comparer dans
un problème d’aide multicritère à la décision.

3. Critères : Ce sont des expressions quantitatives ou qualitatives représentant des points de vues,
des objectifs, des attributs, qui permettent d’évaluer des alternatives, c’est donc l’association
d’un point de vue et d’une préférence : le décideur exprime ses préférences sur les différentes
valeurs possibles de l’attribut. Par exemple : pour l’achat d’un PC portable l’ensemble des
alternatives sera constitué de toutes les marques commercialisées et chaque marque possède
ses propres caractéristiques à savoir : La gamme de prix, l’autonomie, la taille du disque dur, la
taille de la mémoire vive, et d’autres encore.

Dans le cadre d’un problème d’aide multicritère à la décision, les critères doivent vérifier les
axiomes suivants :

▷ Axiome d’exhaustivité : si deux actions ont les mêmes vecteurs performances (mêmes
valeurs pour tous les critères) alors il faut être sûr que les décideurs sont bien indifférents
entre les deux actions.

▷ Axiome de cohésion : en partant de deux actions qui sont jugées équivalentes, si l’on ac-
croît la performance de la première sur un critère quelconque, alors elle apparaît « comme
au moins aussi bonne » que la seconde action inchangée.

▷ Axiome de non-redondance : les critères doivent être indépendants pour éviter la redon-
dance. Un critère est redondant si son retrait de l’ensemble des critères n’altère pas leur
exhaustivité ni leur cohésion.

Il existe trois types de critères :

▷ Vrai critère : Ce type de critère permet d’introduire une situation de préférence ou d’in-
différence lorsque l’on obtient respectivement une relation de supériorité ou d’égalité entre
l’évaluation de deux actions sur ce critère ;
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▷ Quasi-critère : Ce type de critère permet d’introduire une plage d’indifférence [−q,q], et
on dit qu’il y a indifférence entre deux alternatives quand l’écart de leurs évaluations pour
ce critère appartiennent à [−q,q].

▷ Pré-critère : Un pré-critère est un vrai critère auquel on a introduit une plage de préfé-
rence faible (les écarts des évaluations pour ce critère sont proches de la plage d’indiffé-
rence).

4. Famille cohérente de critères : On dit qu’une famille de critères pour un problème de décision
est cohérente si elle représente toutes les facettes du problème sans introduire de redondance.

5. Problème de décision : Un problème de décision peut être défini comme une situation où
un ensemble d’actions A est accompagné d’une famille de critères cohérente applicable à A.
L’objectif sous-jacent est de résoudre l’un des trois problèmes suivants : choix, classement ou
tri1.

Remarque 1. Dans la littérature MCDM, il n’y a pas de définitions universelles pour les

termes : critères, attributs et objectifs (Keeney, 1976). Cependant, beaucoup d’auteurs les uti-

lisent indifféremment et nous ferons de même.

6. Sens d’optimisation des critères : En optimisation multicritère, quelle que soit la technique
d’analyse, employée, il est nécessaire de spécifier le sens d’optimisation pour chaque critère.
Comme le souligne Maystre et al. (1994), les décideurs doivent tous être d’accord sur la di-
rection des préférences. Les décideurs peuvent être d’accord avec la maximisation de certains
critères et la minimisation d’autres. Les critères financiers favorisent généralement la minimi-
sation, c’est-à-dire le désir d’obtenir les coûts unitaires les plus bas possibles. En revanche, si
un critère qui tient compte d’un profit ou d’un bénéfice de n’importe quelle nature est inclus
dans l’analyse, alors les décideurs dans ce cas abondent dans le sens d’une maximisation pour
pouvoir profiter des avantages qu’il présente. Dans ce sens, et dans une approche d’optimisation
multicritère les termes "critère de profit" et "critère de coût" sont très souvent utilisés.

7. Importance des critères : Un élément clé du processus de prise de décision multicritère concerne
l’importance accordée aux différents critères pris en compte. Ces importances sont représentées
par des termes quantitatifs, souvent appelés poids, ou par des termes ordinaux, appelés priori-
tés. Dans la plupart des processus décisionnels, la description de la structure de préférence du
décideur entre les différentes alternatives se réduit principalement à l’évaluation des poids ou
priorités (Tecle and Duckstein, 1994; Vansnick, 1986; Ma et al., 1999).

1voir 1.4
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Les poids attribués reflètent le point de vue des décideurs qui expriment leurs préférences (sys-
tèmes de valeurs, convictions, opinions). Diverses méthodes de pondération de critères existent
et leurs résultats peuvent grandement influencer le résultat final d’une analyse (Wang and Lee,
2009; Hwang and Yoon, 1981). Dans ce contexte, les procédures subjectives et objectives sont
les deux principales méthodes de calcul de pondération des critères.

▷ Les méthodes subjectives déterminent les pondérations des critères en fonction des sys-
tèmes d’information recueillis sur la base des compétences et des jugements personnels
des décideurs. Une des principales méthodes conçues à cet effet est la méthode AHP (Ana-
lytic Hierarchy Process) (Saaty, 1980).

▷ Les méthodes objectives (Zeleny, 1982) sont établies pour calculer les coefficients de
pondération des critères à partir des informations intégrées dans la matrice de décision
à l’aide de modèles mathématiques sans tenir compte de l’opinion des décideurs. Ces
méthodes comprennent les méthodes d’entropie (Xia and Xu, 2012; Garg et al., 2015), les
méthodes de maximisation des écarts (Xu and Da, 2005; Wei, 2008), etc.

1.4 Les différentes orientations de résolution en MCDM
Dans un contexte multicritère de décision, le décideur doit bien poser sa démarche pour établir

le processus de résolution. Dans ce contexte, le terme "orientations de la résolution" fait référence à
la façon dont l’aide à la prise de décision est formalisée, et dans quelle direction doit-on orienter la
recherche d’une solution au gré du décideur. Autrement dit, il indique que la résolution doit trouver
des réponses à des questions telles que : "Comment devrions-nous formuler le problème?" "Quel
type de résultats devrions-nous viser ?" "Comment le décideur doit-il s’insérer dans le processus de
décision pour l’aider à atteindre ses conclusions (objectifs) ?" "Quel type de procédure semble le plus
approprié pour guider son enquête?" A cet égard, Roy et al. (1985) distinguent quatre orientations
essentielles qu’ils appellent problématiques.

1. Choix : Dans ce cas le processus de résolution est orienté vers l’identification d’un ensemble
aussi réduit que possible d’alternatives (éventuellement une alternative) meilleures que les
autres, ou, à défaut, les « plus satisfaisantes » qui optimisent au mieux les différents critères.

2. Tri : Consiste à poser le problème en termes de tri des actions par catégories pré-définies
ordonnées (bonnes, acceptables, à rejeter, et autres). En d’autres termes il s’agit de l’affectation
d’une alternative à une catégorie, et ce, en comparant son profil à des normes prédéfinies (profils
de référence), qui représentent des alternatives fictives, caractérisant, selon le cas des prototypes
ou des frontières définissant les catégories (Perny, 1998).
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3. Rangement : Dans ce cas on oriente la résolution de façon à obtenir des actions regroupées en
classes d’équivalence ordonnées conformément aux préférences des personnes qui participent
à la décision (hiérarchisation des actions ). Les actions sont ainsi classées de la meilleure à
la moins bonne, ce qui permet par la suite de former un sous-groupe de n actions parmi les
meilleures.

4. Description : Selon Giard and Roy (1985), la description consiste juste à établir une liste des-
criptive des actions et leurs conséquences et non pas à les comparer.

1.4.1 Formulation d’un Problème Multicritère de Décision
L’aide multicritère à la décision se caractérise par la prise en compte explicite de plusieurs ob-

jectifs (critères) à optimiser simultanément, la comparaison des solutions et la détermination d’une
ou des solutions efficaces. Cependant, ceci est conditionné par la bonne structuration du problème
MCDM. Ainsi, pour introduire formellement un problème de décision multicritère, on définit tout
d’abord un ensemble A d’alternatives (actions potentielles, solutions réalisables, candidats) qui peut
être donné de manière explicite (par exemple en listant les solutions envisagées) ou de manière impli-
cite (par exemple en spécifiant un ensemble de contraintes ou de propriétés que les solutions doivent
satisfaire). Dans tous les cas, l’ensemble A définit les solutions sur lesquelles on souhaite faire porter
l’analyse décisionnelle, soit que l’on juge que ce sont les seules disponibles, ou que c’est les seules
réalisables. On introduit ensuite une famille cohérente de critères notée C, constituée d’un nombre
fini de critères prenant la forme de fonctions C j, j ∈ N où N = {1, . . . ,m}. Pour tout Ai dans A et tout
j ∈ N on appelle performance (ou score) de Ai sur le critère C j la quantité C j(Ai) = (Ai j) reflétant
la valeur de Ai sur le critère C j. Les fonctions critères (objectifs) C j, j ∈ N sont à valeurs dans un
ensemble ordonné X j ⊂R pour tout j ∈ N. L’ensemble C = X1×X2× . . .×Xm, qui constitue un nou-
vel espace de description des alternatives, est appelé espace des critères. Un problème de décision
multicritère se résume formellement par un triplet de la forme :

(A, C, Q) ,

où Q ∈ {choix, rangement, tri}. Notons que cette phase de structuration du problème est une phase
cruciale, puisqu’elle permet aux décideurs l’identification de différentes opportunités de décision,
l’évaluation des actions, ainsi que la construction de nouvelles actions.

1.5 Système d’évaluation des préférences
Principalement, une situation de prise de décision c’est aussi exprimer des préférences, qui sont

l’expression de l’attractivité de chaque alternative réalisable, ressentie par un décideur (Lumet, 2012).
Afin que les préférences du décideur puissent être reflétées dans le processus décisionnel, chaque ap-
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proche MCDM nécessite un système d’évaluation des préférences. Ces mécanismes servent d’indica-
teurs par rapport auxquels les décideurs peuvent évaluer les alternatives en fonction de leurs critères.
Le système d’évaluation des préférences, peut être défini explicitement (lorsque la valeur de préfé-
rence est calculée à partir d’un ensemble de contraintes ou d’une fonction mathématique exprimée
sous la forme d’une relation mathématique binaire2), ou implicitement de sorte que l’expérience, l’ex-
pertise, la perception et l’intuition du décideur se reflètent dans ses préférence pour les alternatives.

Définition 1.5.1. (Relation de préférence)

Soit A l’ensemble des alternatives. Soient A′,A′′ ∈ A, on définit les relations binaires suivantes :

Préférence large : Une relation de préférence large est notée ≿. L’expression A′ ≿ A′′ signifie que

l’alternative A′ est au moins aussi bonne que l’alternative A′′. Nous supposons que «≿ » prend

ses valeurs dans {0,1}, 1 pour « vrai » et 0 pour « faux ».

Préférence stricte : La relation de préférence stricte ≻ est définie : A′ ≻ A′′⇔ A′ ≿ A′′ et non(A′′ ≿

A′). «≻ » est une relation asymétrique et irréflexive 3.

Indifférence : La relation d’indifférence notée ∼ est définie par : A′ ∼ A′′ ⇔ A′ ≿ A′′ et A′′ ≿ A′.

L’indifférence est réflexive et symétrique.

Incomparabilité : Soient deux alternatives A′ et A′′ telles que A′ ̸= A′′, nous dirons qu’elles sont in-

comparables si on a : non(A′≿ A′′) et non(A′′≿ A′). Cette relation est symétrique et irréflexive.

Pour quantifier l’intensité des préférences, on définit la notion de la fonction d’utilité.

Proposition 1.5.1. (Fonction d’utilité)

Soit «≿ » une relation de préférence sur l’ensemble des alternatives A, telle que «≿ » soit un préordre

complet4. Il existe une fonction u : A→ R telle que :

∀A′,A′′ ∈ A, A′ ≿ A′′⇔ u(A′)≥ u(A′′). (1.1)

u est dite fonction d’utilité de la relation de préférence « ≿ ».

Selon la Proposition 1.5.1, les intensités des préférences sont quantifiées par la fonction d’utilité
qui donne l’opportunité au décideur d’exprimer ses préférences en associant à chacune d’entre elles

2voir Définition A.1.1
3voir Définition A.1.2
4voir Définition A.1.7
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un nombre réel. Ainsi on peut établir ou exprimer une préférence stricte et relation d’indifférence
entre deux alternatives par :

∀A′,A′′ ∈ A, A′ ≻ A′′⇔ u(A′)> u(A′′),

∀A′,A′′ ∈ A, A′ ∼ A′′⇔ u(A′) = u(A′′).

1.6 Stratégies d’agrégation multicritère
Dans une situation ou plus d’un critère est présent, un défi critique se pose : comment pouvons-

nous considérer complètement tous les critères afin de comparer les alternatives entre elles ? Consi-
dérons deux actions, A′ et A′′, qui se distinguent par leurs performances distinctes sur les m critères
considérés. Le plus souvent, A′ sera meilleure que A′′ pour certains des critères, et A” meilleure que
A′ pour d’autres. Dans ce cas, lors de la comparaison entre A′ et A′′, sur quelle base pouvons-nous
parvenir à un jugement global, c’est-à-dire en prenant en compte, de manière exhaustive, les m perfor-
mances de A′ et les m performances de A′′. Ce problème est généralement appelé problème d’agré-
gation. La connaissance de la performance des deux options sur chacun des critères, et donc de leurs
forces et faiblesses, similitudes et différences, doit être agrégée pour évaluer si l’une est globalement
préférable à l’autre. En effet, un problème d’agrégation multicritère consiste à exploiter l’informa-
tion préférentielle (performances, indices d’importance), pour construire un modèle de comparaison
globale des alternatives sous la forme d’une relation de préférence ≿ sur A. Pour cela, on utilise né-
cessairement une règle d’agrégation permettant de construire la relation ≿ à partir des vecteurs de
performances. Formellement on peut l’introduire ainsi :

Définition 1.6.1. Une règle d’agrégation est une fonction qui, pour toute paire d’alternatives (A′;A′′)

de A×A définit la préférence A′ ≿ A′′ sur la base des vecteurs performances (A′1, . . . ,A
′
m)

T et

(A′′1, . . . ,A
′′
m)

T de la manière suivante :

A′ ≿ A′′⇔ h(A′1, . . . ,A
′
m,A

′′
1, . . . ,A

′′
m)≥ 0 (1.2)

où h est une fonction à valeurs réelles définie sur R2m croissante des m premiers arguments et
décroissante des m derniers arguments et telle que h(x;x) ≥ 0 pour tout x ∈ Rm. La fonction h qui
teste la préférence de A′ sur A′′ réalise d’une part l’agrégation des performances A′j et A′′j ,

, j = 1, . . . ,m et, d’autre part, la comparaison des solutions A′ et A′′ au travers de leurs performances.
Généralement, ces deux étapes d’agrégation et de comparaison sont clairement distinguées et h est
alors définie comme la combinaison de deux fonctions. La première est dite fonction d’agrégation (ou
« scalarisante ») notée : ψ : Rm → R, qui permet de synthétiser un vecteur de m performances en
un scalaire. La seconde, est une fonction de comparaison de performances φ : R2→ R qui permet de
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comparer deux performances données. Dans ce qui suit nous identifions deux approches différentes
de l’agrégation des performances.

L’approche « agréger puis comparer » (AC)

Dans le processus de décision multicritère de type « agréger puis comparer », le problème multi-
critère est transformé en un problème mono-critère ( agrégation complète), en utilisant une fonction

d’agrégation, afin de bénéficier des méthodes classiques d’optimisation mono-critère. Cette fonction
d’agrégation permet au décideur de trouver une bonne solution de compromis selon ses préférences.
Cela suppose l’existence d’une fonction d’utilité globale U qui représente la relation de préférence
globale ≿ , que tout décideur tente de maximiser

∀A′,A′′ ∈ A, A′ ≿ A′′ ⇔ U(A′)≥U(A′′).

Les préférences du décideur sur (les critères , les actions de référence,. . .) sont implicitement ou ex-
plicitement traduites en termes de paramètres de la méthode multicritère choisie. Ensuite, la fonction
d’agrégation est combinée avec les paramètres acquis pour résoudre le problème et obtenir la solu-
tion de meilleur compromis du point de vue du décideur. Les principales méthodes de cette approche
on a : la théorie multi-attributs MAUT (Multi-Attribute Utility Theory) (Keeney, 1976), méthode du
but programmé (goal programming), méthode de la somme pondérée et la méthode AHP (Analytic
Hierarchy Process) (Saaty, 1980). Ces méthodes sont exposées dans le Chapitre 2

L’approche « comparer puis agréger » (CA)

Cette approche exploite les relations de préférence ≿1, . . . ,≿m pour comparer d’abord deux alter-
natives sur le même critère, donnant lieu à un indice de préférence partielle (agrégation partielle)φ j(A′,A′′)

afin de construire la relation de préférence globale ≿ donnée par :

A′ ≿ A′′ ⇔ ψ
(
φ1(A′,A′′), . . . ,φm(A′,A′′)

)
≥ 0.

La fonction ψ permet ici d’agréger les indices de préférences partiels φ j(A′,A′′) et non plus les per-
formances des actions elles-mêmes.

Cette façon de procéder s’applique dans les cas où les critères sont très hétérogènes ( non com-
mensurable) ou bien lorsque des seuils de préférences ou de veto doivent être pris en compte. Parmi
les méthodes basées sur cette approche, on a la famille de méthode ELECTRE ( ÉLimination Et Choix
Traduisant la REalité )(voir Chapitre 2).
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1.7 Modèle compensatoire et non-compensatoire
Toutes les méthodes dédiées à la résolution d’un problème MCDM et plus particulièrement les

méthodes MADM (cas discret), décrivent les procédures de traitement des informations sur les cri-
tères. il existe deux procédures de base, notamment : les modèles non compensatoires et modèles
compensatoires.

1.7.1 Modèles non compensatoires
Ce type de modèles n’autorise pas l’existence de compromis entre les critères. Il n’est pas possible

de compenser le désavantage ou la valeur défavorable (faible) d’une performance sur un critère par
l’avantage ou la valeur favorable d’une autre performance sur un autre critère. Chaque critère doit être
indépendant des autres. Par conséquent, les comparaisons sont effectuées critère par critère. Compte
tenu des connaissances et des compétences limitées du décideur, les techniques d’optimisation utili-
sées dans ce paradigme sont recommandées pour leur simplicité, Parmi les méthodes de ce modèle
on retrouve la méthode lexicographique (voir Chapitre 2, page 27)

1.7.2 Modèles compensatoires
Ce sont des modèles qui autorisent la prise en compte de compromis entre les critères. Cela signifie

que des variations dans un critère (même mineures) peuvent être compensées par des variations dans
n’importe quel autre critère. Dans les modèles compensatoires, chaque attribut multidimensionnel est
généralement attribué à un seul nombre qui représente une alternative. Les modèles compensatoires
peuvent être classés en trois sous-groupes. :

1. Scoring model : Ce modèle cherche à choisir l’option qui a le score le plus élevé (ou l’uti-
lité maximale), en agrégeant les performances des alternatives sur les différents critères selon
une fonction d’utilité multi-attribut. L’objectif est de transformer un problème multi-attribut en
un problème mono-attribut, en utilisant un ensemble de paramètres tels que des poids ou des
contraintes sur les objectifs. Les deux méthodes couramment utilisées pour cela sont la méthode
des sommes pondérées et la méthode de contrainte-ε .

2. Modèle de compromis : Ce modèle sélectionne une alternative qui est la plus proche de la so-
lution idéale. les méthodes telles que TOPSIS (Technique d’Ordre de Préférence par Similarité
avec la Solution Ideale) , VIKOR (Vlsekriterijumska Optimizacija I KOmpromisno Resenje)
(voir Chapitre 2), font partie de cette catégorie.

3. Modèle de concordance : Ce modèle vise à établir un ordre (ou un classement) entre plusieurs
alternatives à partir d’un ensemble de classements de préférence (venant de plusieurs experts,
par exemple) qui respectent le mieux possible une mesure de concordance donnée. Parmi les
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méthodes de ce modèle on retrouve la méthode ELECTRE(ELimination Et Choix Traduisant
la REalité) (voir Chapitre 2 )

Conclusion
Ce chapitre avait pour objectif de revisiter les concepts fondamentaux de la prise de décision en

contexte multicritère, en mettant en avant la hiérarchisation et la résolution de problèmes impliquant
plusieurs critères, éléments clés au cœur de l’aide multicritère à la décision. Les considérations théo-
riques exposées offrent une base solide pour une prise de décision éclairée au sein d’un environnement
multicritère. Dans cette perspective, l’importance d’utiliser les préférences du décideur pour distin-
guer entre plusieurs solutions efficaces a été soulignée, tout en soulignant que le concept de solution
optimale, dans un contexte d’optimisation multicritère, est souvent remplacé par une ou plusieurs
solutions de compromis.

Le domaine de la décision multicritère est un domaine de recherche très actif, ayant de nombreuses
croisements avec d’autres domaines scientifiques. L’approche multicritère a le mérite de permettre la
représentation de plusieurs domaines d’intérêt ou points de vue, ainsi que les préférences associées,
tout en permettant une vision multidimensionnelle favorable à l’établissement d’un terrain d’entente
entre toutes les parties prenantes.
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CHAPITRE 2

Méthodologies de l’analyse multicritère

Introduction
Les méthodologies multicritère ou analyse multicritère de décision (Multicritèria Decision analy-

sis MCDA) est un ensemble d’outils puissants de prise de décision multicritère qui permet aux parties
prenantes d’identifier et d’évaluer les solutions les plus appropriées parmi un ensemble d’alternatives.
Ces méthodes ont bien évolué au fil des années, en fonction des avancées technologiques. Elles sont
largement utilisées pour la résolution de problèmes dans les domaines tels que : la sélection des four-
nisseurs de services (Chai et al., 2013; Sarkis and Talluri, 2002), service du cloud (Jatoth et al., 2019),
dans le domaine de la santé (Khan et al., 2022), etc. Cependant, le choix de la méthode dépend du
contexte, des données disponibles et des préférences des décideurs. Dans ce chapitre, nous explore-
rons les principales méthodologies de l’analyse multicritère, en les comparant et en soulignant leurs
avantages et inconvénients.

2.1 Définition de l’aide multicritère à la décision
Maystre et al. (1994) ont définit l’aide multicritère à la décision (MCDA) comme étant une ana-

lyse qui cherche à rendre explicite une famille de critères permettant de comprendre les nombreuses
conséquences d’une option. Keeney (1982) ajoute que l’aide multicritère à la décision peut être définie
comme la formalisation du bon sens à des problèmes trop difficiles à appliquer de manière informelle.
De son côté, Roy (1993) considèrent que le décideur est la poutre maitresse de la décision, et qu’il est
doté de pleins pouvoirs, agissant en vertu d’un système de préférences rationnel au sens d’un certain
corps d’axiomes excluant l’ambiguïté et l’incomparabilité, que l’aide à la décision n’a pas pour objet
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de modifier.

Selon Vincke (1992), l’objectif principal de la MCDA est de créer des outils pour aider à résoudre
les problèmes de décision impliquant des critères contradictoires et incommensurables. La méthodo-
logie MCDA vise à développer des procédures d’agrégation des critères pour construire des modèles
d’aide à la décision qui prennent en compte les systèmes de préférences et les points de vue des dé-
cideurs. Bien que ces processus sophistiqués ne conduisent pas toujours à la solution décisionnelle
optimale, ils peuvent conduire à une solution satisfaisante qui répond au mieux aux intentions du
décideur.

2.2 Typologie des approches multicritère d’aide à la décision
L’ensemble des approches d’aide multicritère à la décision est constitué de deux familles que

l’on peut distinguer selon que l’ensemble des solutions est défini implicitement ou explicitement au
préalable du processus :

▷ Aide à la décision multi-objectif : Les techniques d’aide à la décision multi-objectif (Multi-
objective decision making MODM) sont utilisées pour résoudre des problèmes où un grand
nombre d’actions sont implicitement définies par des contraintes naturelles et/ou artificielles
sur les attributs descriptifs de ces actions. Dans ce contexte, l’objectif est de trouver des solu-
tions qui soient satisfaisantes sur l’ensemble des objectifs considérés, sans qu’il soit nécessaire-
ment possible d’atteindre les valeurs optimales pour chacun d’entre eux en même temps. Pour
résoudre ces problèmes, plusieurs méthodes multi-objectif ont été développées, telles que l’ana-
lyse de Pareto, l’optimisation multi-objectif, la programmation linéaire multicritère, et d’autres.
Ces méthodes peuvent aider les décideurs à identifier les solutions possibles et à explorer l’es-
pace de décision, tout en prenant en compte les multiples objectifs ou critères. Par ailleurs, ces
méthodes requièrent pour la plupart des informations sur les préférences du décideur.

▷ Aide à la décision multi-attribut :À l’inverse des méthodes MODM, les systèmes d’aide à la
décision multi-attribut (Multi-Attribute Decision Making MADM) ne s’intéressent pas à la re-
cherche de solutions. Ils visent plutôt à agréger les préférences du décideur de manière explicite
et transparente pour sélectionner la meilleure solution. Leur processus démarre sur un ensemble
fini de bonnes solutions (non dominées) qui se distinguent par leurs performances. Cependant,
il devient essentiel de fournir des informations supplémentaires de la part du décideur pour le
mécanisme d’agrégation, car à ce stade, la relation de dominance n’est plus pertinente, puisque
toutes les solutions proposées sont non dominées. De ce fait, la sélection de la meilleure solution
repose essentiellement sur le choix d’un bon mécanisme d’agrégation.
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TABLE 2.1 : Caractéristiques du contexte MADM et MODM

MADM MODM

Critère ( souvent défini par ) Attribut Objectif

Alternatives nombre fini nombre infini , continues,
définies explicitement définies implicitement

Contraintes inactive (incorporées dans les attributs) actives

Interaction du décideur pas beaucoup principalement

Usage sélection/ évaluation conception

2.3 L’optimisation multi-objectif comme méthode de MODM
Il existe plusieurs méthodes d’aide à la décision multi-objectif, qui facilitent le processus de choix

en présence de plusieurs objectifs contradictoires. Une méthode d’optimisation multi-objectif (MOP)
s’inscrit dans le cadre de l’aide à la décision multicritère comme étant un outil de recherche d’un
ensemble de solutions optimales réalisant un compromis entre les différents objectifs. Ce même en-
semble sera soumis à la fin du processus au décideur pour choisir celle qui convient le mieux à ses
préférences.

La section suivante présente quelques méthodes d’optimisation multi-objectif sans prétendre à
l’exhaustivité. Pour plus de détails sur le sujet, nous recommandons au lecteur intéressé de se référer
à la littérature spécialisée (voir e.g., (Ehrgott, 2005; Charnes et al., 1955; Méndez et al., 2009)).

2.3.1 Problème d’optimisation multi-objectif
Un problème d’optimisation multi-objectif consiste à optimiser simultanément plusieurs fonctions

objectifs et chercher une ou plusieurs solutions. Ce qu’on peut formaliser par la donnée de m critères
contradictoires où chaque critère est défini pour tout j ∈ {1,2, . . .m} par une fonction objectif C j :
X→ R. Dans le cas d’un problème de minimisation on a :

(P)

{
Minimiser : F(x) = (C1(x), . . . ,Cm(x))T

s.t. gk(x)≤ 0, k = 1, . . . , p.
(2.1)

où x est un vecteur de décision de X ⊂ Rm et p est le nombre de contraintes données par g j(x).
On note X = {x, |gk(x) ≤ 0, k = 1, . . . , p} l’espace réalisable des actions et C = {C(x) |x ∈ X}
l’espace réalisable des critères. Les problèmes d’optimisation multi-objectifs formulés comme le
problème (P) ne possèdent généralement pas de solution unique, mais plutôt un ensemble de so-
lutions qui sont toutes également bonnes. Ces solutions sont appelées des solutions non-dominées,
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efficaces, non-inférieures ou Pareto-optimales, ces termes étant généralement considérés comme sy-
nonymes dans la littérature de la prise de décision multicritère (MCDM). Le processus de résolution
d’un problème (P) nécessite une certaine contribution du décideur, sous forme d’informations de pré-
férences. En général, on suppose que le décideur connaît le problème considéré et peut fournir des
informations de préférences par rapport aux objectifs et/ou aux différentes actions (alternatives). En
plus du décideur, nous avons généralement besoin d’un analyste pour résoudre un problème d’opti-
misation multi-objectif. Un analyste est une personne ou un programme informatique responsable de
la modélisation mathématique et des aspects informatiques du processus de résolution.

2.3.2 Relation de dominance de Pareto
Les problèmes d’optimisation multicritère sont centrés sur la comparaison de vecteurs représen-

tant les performances des alternatives. Cette comparaison est fondée sur une relation de dominance.
Dans la littérature on retrouve plusieurs relations de dominance, mais la dominance au sens de Pareto
demeure la plus célèbre et la plus largement utilisée. En outre, elle est la seule relation de préférence
naturelle que l’on puisse construire sur un ensemble d’alternatives sans ajouter d’informations pré-
férentielles à la description du problème. En d’autres termes, la relation de dominance au sens de
Pareto est une relation de préférence qui peut être définie sans faire appel à des informations sur les
préférences du décideur autres que celles qui sont déjà impliquées dans la description des alternatives
elles-mêmes. Cela la rend particulièrement utile dans les problèmes où les préférences du décideur ne
sont pas clairement définies ou ne peuvent pas être facilement mesurées.
Dans ce qui suit, considérons deux alternatives A′ et A′′ dont les performances sont données respecti-
vement par :(A′1, . . . ,A

′
m) et (A′′1, . . . ,A

′′
m).

Définition 2.3.1. (Dominance faible de Pareto)

Soient A′,A′′ deux solutions réalisables de X. La dominance faible de Pareto entre A′ et A′′ est définie

par :

A′ ≿p A′′⇔ [∀ j ∈ {1, . . . ,m}, A′j ≥ A′′j ]. (2.2)

La relation « ≿p » signifie que A′ est au moins aussi bonne que A′′ sur tous les critères.

Définition 2.3.2. (Dominance de Pareto)

Soient A′,A′′ deux solutions réalisables de X. La relation de dominance de Pareto sur X, est définie

pour par :

A′ ≻p A′′⇔


∀ j ∈ {1, . . . ,m}, A′j ≥ A′′j

et

∃k ∈ {1, . . . ,m}, A′k > A′′k

(2.3)

La relation A′ ≻p A′′ signifie que A′ est au moins aussi bonne que A′′ sur tous les critères, tout
en étant strictement meilleure sur au moins un critère. Si A′ est meilleure que A′′ sur tous les critères,
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alors on dit que A′ domine fortement A′′. Il faut également noter que la dominance de Pareto induit
un ordre partiel sur l’ensemble des alternatives X (relation binaire asymétrique et transitive)5 et laisse
donc de nombreuses paires de solutions incomparables.

Remarque 2. Dans l’espace des critères C le point C(A′) = (A′1, . . . ,A
′
m) domine le point C(A′′) =

(A′′1, . . . ,A
′′
m) au sens de Pareto (dans le cas d’une minimisation) si et seulement si :

A′j ≤ A′′j , ∀ j ∈ {1, . . . ,m} et ∃k ∈ {1, . . . ,m}, A′k < A′′k .

Définition 2.3.3. (Optimalité de Pareto)

Une solution Â ∈ X est Pareto-optimale (efficace, non-dominée, non-inférieure) si et seulement s’il

n’existe pas une solution A′ ∈ X telle que A′ domine Â. L’ensemble des solutions Pareto-optimales

forment la frontière de Pareto NDp , définie par :

NDP =
{

Â ∈ X| ̸ ∃ A′ ∈ X, A′ ≻p Â
}
.

FIGURE 2.1 : Illustration de l’optimalité de Pareto et front de Pareto

La définition de l’optimalité de Pareto stipule que Â est optimale au sens de Pareto s’il n’existe pas
de solution réalisable qui améliorerait un certain objectif sans entraîner une détérioration simultanée
d’au moins un autre critère (objectif). Le front de Pareto est l’ensemble défini sur l’espace réalisable
des critères par :

P∗ = {C(Â) | Â ∈ NDP}.

Le front de paréto est constitué de tous les points C(Â) qui dominent tous les autres points mais ne se
dominent pas entre eux. (voir Figure 2.1) c’est donc des solutions non-dominées .

5voir Annexe A, Définition A.1.2
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Conformément à la Figure 2.1, l’option C est dominée par les options A et B qui sont situées sur
le front de Pareto mais qui sont incomparables au sens de la dominance en question.

FIGURE 2.2 : Front de Pareto d’un problème à deux critères

La Figure 2.2 montre le front de Pareto pour les deux situations (minimisation ou maximisation)
envisageables pour un problème à deux critères. Notons que, le front de Pareto de chaque cas est
représenté par la partie en gras de l’ensemble.

Il faut noter que l’on peut distinguer deux types de solutions Pareto-optimales : les solutions
supportées et les non-supportées. Les premières ce sont celles qui se situent sur l’enveloppe convexe7

de l’ensemble des solutions de l’espace des critères, et on peut les retrouver par optimisation d’une
agrégation linéaire des critères, telle que la somme pondérée (Geoffrion, 1968). Quant aux solutions
non-supportées sont des solutions non-dominées mais qui n’appartiennent pas à l’enveloppe convexe.

2.3.3 Points caractéristiques dans l’espace des critères
Dans le but de choisir la meilleure option, le décideur se place sur l’espace des critères pour

pouvoir établir les comparaisons dont il a besoin pour construire sa conclusion, il se fait aider par
certains points de référence que nous présentons ci-après.

Définition 2.3.4. (Point idéal et anti idéal)

▷ Le point idéal est un point de l’espace des critères, de coordonnées (A∗1, . . . ,A
∗
m) ∈ Rm, tel que

pour tout j ∈ {1, . . . ,m} on a :

A∗j =

 max
X

C j(x) si le critère C j est à maximiser

min
X

C j(x) si le critère C j est à minimiser
(2.4)

7voir Annexe A, DéfiitionA.2.1
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▷ Le point anti-idéal est un point de l’espace des critères, de coordonnées (A−1 , . . . ,A
−
m) ∈Rm, tel

que pour tout j ∈ {1, . . . ,m} on a :

A−j =

 min
X

C j(x) si le critère C j est à maximiser

max
X

C j(x) si le critère C j est à minimiser
(2.5)

Définition 2.3.5. (Point Nadir)

Dans le cas d’un problème de maximisation, le point Nadir définit la borne inférieure dans l’espace

des critères, que les points représentant les solutions non-dominées peuvent atteindre. Analytiquement

pour un problème de minimisation, ce point est représenté par :

ZNadir
k = max

x∈NDP
(Ck(x)), ∀k ∈ {1, . . . ,m}. (2.6)

Il convient de noter que ces points caractéristiques représentent des solutions utopiques, définis
comme des points de référence dans les méthodes de la programmation du compromis basées sur des
mesures de distance comme nous allons le voir par la suite.

2.4 Techniques d’optimisation multi-objectif
Dans un contexte d’aide à la décision multi-objectif, il existe deux étapes importantes qui sont :

la recherche des solutions efficaces (dites Pareto optimales), puis vient l’étape de sélection où le dé-
cideur en s’appuyant sur des méthodes d’aide à la décision, va pouvoir enfin prendre sa décision
et sélectionner la solution qui convient le mieux à ces préférences. Dans cette section nous présen-
tons quelques approches et techniques de résolution d’un problème d’optimisation multicritère défini
comme (P) donné par (2.1). Les approches de résolution des problèmes multi-objectif peuvent être
réparties en quatre importantes classes selon l’implémentation des préférences du décideur (Branke
et al., 2008). Ainsi nous avons :

▷ Les méthodes avec implémentation des préférences à priori.

▷ Les méthodes avec implémentation des préférences à posteriori.

▷ Les méthodes sans implémentation des préférences.

▷ les méthodes interactive pour l’implémentation des préférences.

2.4.1 Les méthodes avec implémentation des préférences à priori
L’ensemble de ces méthodes est constitué des méthodes dites agrégées qui transforment le pro-

blème multi-objectif en un problème mono-objectif. Avant d’entamer le processus de résolution, le
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décideur doit fournir des informations sur ses préférences, ses aspirations et ses opinions concernant
les alternatives, ainsi que l’importance des critères, etc.

2.4.1.1 Méthode de Keeney-Raiffa

La méthode de Keeney-Raiffa est une méthode particulière de la théorie de l’utilité multi-attribut
(MAUT) (Fishburn, 1974; Keeney, 1976). Elle vise à agréger les préférences du décideur à partir de
plusieurs critères en utilisant une fonction d’utilité. Cette fonction d’utilité combine les évaluations
partielles de chaque critère pour produire une évaluation globale de chaque alternative. Le problème
à résoudre est alors le suivant {

min U (C(x)) ,

x ∈ X.
(2.7)

Remarquons que cette méthode est utilisée dans l’approche d’agrégation multicritère « agréger puis
comparer ». Notons également, que la fonction U possède plusieurs variantes, comme par exemple

U(x) = K
m

∏
j=1

(
k ju j(C j(x))+1

)
,

où k et K sont des constantes et u j sont des fonctions unidimensionnelles et strictement croissantes.

2.4.1.2 Méthode lexicographique

Dans la méthode lexicographique (Fishburn, 1974), on optimise les fonctions objectifs de manière
séquentielle selon un ordre prédéterminé. Au préalable, on demande au décideur de classer les critères
selon leur importance. Ainsi, on note C1 le critère le plus important et Cm le moins prioritaire parmi
les m critères. L’étape suivante de cette méthode consiste à optimiser les objectifs dans l’ordre de leur
classement par priorité pour obtenir l’optimum. Ainsi, le premier problème à résoudre est :

Étape 1

{
minC1(x)

x ∈ X

Ensuite, on transforme la première fonction objectif en contrainte d’égalité puis on prend la seconde
fonction objectif et on résout le problème suivant :

Étape 2


minC2(x)

C1(x) =C1(x∗)

x ∈ X

(2.8)
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Ainsi de suite, l’étape i de cette méthode est donnée comme suit :

Étape i



minCi(x)

x ∈ X

C1(x) =C1(x∗)

C2(x) =C2(x∗2)
...

Ci−1(x) =Ci−1(x∗i−1)

(2.9)

Le processus de résolution est décrit dans l’algorithme 1.

Algorithme 1 : Méthode lexicographique
Input : Un ensemble de m fonctions objectifs C1, . . . ,Cm

Output : L’ensemble des solutions Pareto-optimales

Function ParetoOptimal(C1, . . . ,Cm) :
S← ensemble de toutes les solutions réalisables ; F ← /0 // ensemble des solutions

Pareto-optimales

i← 1 ; while S n’est pas vide do
F ′← /0 // ensemble des solutions Pareto-optimales pour la

fonction objectif i

for s ∈ S do
if s est Pareto-optimal par rapport à F ∪F ′ pour C1, . . . ,Ci−1 then

Ajouter s à F ′ ;
Ajouter toutes les solutions de F ′ à F ; Mettre à jour S en enlevant toutes les solutions

dominées par les solutions de F ′ ; i← i+1 ;
return F ;

À chaque étape i, on cherche à minimiser la i-ème fonction objectif Ci sur l’ensemble des contraintes
X, tout en respectant les conditions que les fonctions objectifs C1, . . .Ci−1 soient égales à leurs valeurs
optimales respectives C1(x1), . . .Ci−1(xi−1), où x1, . . .xi−1 sont les solutions optimales pour les fonc-
tions objectifs C1, . . .Ci−1. L’algorithme lexicographique itère à travers les fonctions objectifs dans
l’ordre C1, . . .Cm et trouve la solution optimale pour chaque fonction objectif tout en satisfaisant les
conditions précédentes. Cette approche permet de générer des solutions Pareto-optimales en ordre
lexicographique, c’est-à-dire que les solutions sont triées en fonction de leur score dans l’ordre lexi-
cographique.

2.4.1.3 Méthode du but programmé (goal programming)
Conçue par Charnes et al. (1955), cette méthode consiste à demander au décideur d’attribuer des

niveaux d’aspiration z j pour chaque fonction objectif C j avec j = 1, . . . ,m. Ensuite, on calcule la
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déviation de chaque fonction objectif, notée δ
+
j pour la déviation supérieure et δ

−
j pour la déviation

inférieure. Ces variables de déviations doivent vérifier les contraintes suivantes : δ
+
j ≥ 0 et δ

−
j ≥ 0,

avec δ
+
j · δ

−
j = 0 pour tout j = 1, . . . ,m. De cette manière, le problème d’optimisation peut être

formulé en fonction de l’approche choisie pour se rapprocher des objectifs, par valeurs supérieures ou
inférieures. Dans notre cas, nous avons choisi d’approcher les objectifs par des valeurs supérieures,
ce qui donne le problème suivant :

(P+
δ
)



min(δ+
1 , . . . ,δ+

m )

avec C1(x) = z1 +δ
+
1

...

Cm(x) = zm +δ
+
m

x ∈ X

(2.10)

L’algorithme de cette procédure est le suivant :

Algorithme 2 : Méthode Goal Programming
Entrées : m objectifs à atteindre et leurs poids respectifs w j, j = 1, . . . ,m, les niveaux d’aspiration z j et

des bornes supérieures et inférieures pour chaque objectif δ
−
j et δ

+
j , ainsi qu’un ensemble de

contraintes pour les variables de décision.

Sorties : Solution optimale pour les objectifs spécifiés

Initialiser les valeurs z j pour chaque objectif j en utilisant les bornes supérieures et inférieures

correspondantes δ
−
j et δ

+
j ;

while Au moins un objectif n’est pas atteint do
Choisir un objectif j non atteint ; if L’objectif j est un objectif de minimisation then

Trouver la plus petite valeur de C j(x) qui satisfait toutes les contraintes et définir z j =C j(x) ;

else
Trouver la plus grande valeur de C j(x) qui satisfait toutes les contraintes et définir z j =C j(x) ;

Mettre à jour les poids w j en fonction de l’objectif atteint, c’est-à-dire mettre w j = 0 pour j ̸= i et

wi = 1 ;
Trouver une solution efficace en résolvant le problème d’optimisation multi-objectif pondéré suivant :

min
m

∑
j=1

w j(C j(x)− z j)
2 sous contraintes x ∈ X

où w j sont les poids mis à jour et z j sont les niveaux d’aspiration finaux pour chaque objectif ;

Retourner la solution efficace obtenue ;

La méthode Goal Programming possède effectivement plusieurs variantes, telles que la méthode
lexicographique combinée avec le goal programming pour donner la méthode « Lexicographic goal
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programming », ou encore la méthode « min-max goal programming », etc. Quant à l’efficacité de
la méthode goal programming, elle dépend effectivement des niveaux d’aspiration z j pour chaque
objectif, car cette méthode exige que le décideur communique des informations assez détaillées et
claires sur ses niveaux d’aspiration, ses préférences de priorité, et l’importance des critères. Cepen-
dant, il peut être difficile pour le décideur de déterminer ces niveaux d’aspiration de manière précise.
De plus, l’optimalité de la solution dépend de la méthode utilisée pour optimiser le problème (P+

δ
), et

la solution obtenue peut ne pas être la solution efficace en termes des critères de performance.

2.4.2 Les méthodes sans implémentation des préférences
Dans les méthodes non préférentielles, l’opinion du décideur n’est pas prise en compte dans le

processus de résolution. Le problème est donc résolu à l’aide d’un certain nombre de méthodes re-
lativement simples. L’idée est de trouver une solution de compromis qui se situe généralement "au
milieu" de l’ensemble optimal de Pareto parce qu’aucune information optimale n’est disponible pour
mener autrement le processus de résolution (Branke et al., 2008). Ces méthodes conviennent aux si-
tuations dans lesquelles un décideur n’est pas disponible ou n’a pas d’attentes particulières en matière
de solutions (équivalentes et indifférentes). Ces méthodes peuvent également être utilisées pour créer
un point de départ pour les méthodes interactives 6.

2.4.2.1 Méthode du critère global (Method of Global Criterion)
La méthode du critère global, appelée aussi programmation du compromis (compromise progra-

ming) (Yu, 1973; Zeleny, 1973), transforme le problème multi-objectif (P) dans (2.1), en un problème
mono-critère où l’on cherche à minimiser l’écart relatif par rapport à un point de référence A∗ fixé par
le décideur. Nous pouvons, par exemple, pour mesurer la distance au vecteur cible idéal ou utopique
A∗, utiliser la métrique Minkowski Lq ou la métrique de Chebyshev (également appelée métrique L∞).
Nous devons ensuite, résoudre le problème suivant :

min

(
m

∑
i=1
|A∗j −C j(x)|q

) 1
q

, q≥ 1,

x ∈ X

(2.11)

où les A∗j , ∀ j ∈ 1, . . . ,m sont les composantes du point représentant le but A∗.

Conformément à Miettinen (1999), cette méthode procure une solution qui est faiblement Pareto
optimale. Elle est Pareto optimale uniquement si, c’est une solution unique. De plus, le choix de la
métrique de distance affecte la solution obtenue. Précisons également que si les fonctions objectifs
ont des amplitudes différentes, il est nécessaire de les ramener à une échelle uniforme sans dimension
afin de garantir un bon fonctionnement de la méthode. Remarquons que ce type d’approche s’appuie

6Pour plus de détails voir (Marler and Arora, 2004)
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essentiellement sur le choix judicieux du point de référence.

2.4.2.2 Solution de compromis neutre (Neutral compromise solution)

Une autre façon simple de trouver une solution sans l’intervention du décideur à été proposée
par Wierzbicki (1999), appelée "solution neutre de compromis". On peut obtenir une solution de
compromis neutre en résolvant le problème (P) transformé de la façon suivante :

min max
0≤ j≤m

C j(x)− (
A∗j+A∗∗j

2 )

Anad−A∗∗j

 ,
x ∈ X.

(2.12)

où A∗∗j = A∗j − ε tel que ε > 0 pour tout j = 1 . . . ,m et Anad est le point nadir. Nous générons alors
une solution de compromis neutre mais faiblement Pareto optimale.

2.4.3 Méthodes avec implémentation des préférences à postériori

Ces techniques sont aussi désignées par : Méthodes Pareto. Dans ces approches, l’intervention du
décideur se fait postérieurement au processus de résolution. En effet, il est parfois difficile pour le
décideur de donner une estimation claire de ses préférences avant même de commencer le processus
d’optimisation. Dans ce cas, on recherche d’abord un ensemble de solutions optimales candidates au
sens de Pareto, et de le présenter au décideur, qui choisira la plus satisfaisante d’entre elles comme
solution finale. L’inconvénient ici est que le processus de génération est souvent coûteux en calcul.
Le problème devient plus complexe avec un plus grand nombre d’objectifs. L’avantage est que les
solutions produites par ces méthodes sont indépendantes des points de vue du décideur et restent
valables même si les points de vue changent. Il n’est pas nécessaire de redémarrer le processus de
résolution pour choisir une autre solution.

2.4.3.1 Méthode de la somme pondérée (weigthed sum method WSM)

C’est l’une des approches scalaires les plus utilisées, appelée aussi « agrégation par pondération »
(Gass and Saaty, 1955; Zadeh, 1963). Elle consiste à transformer un problème multi-objectif en un
problème qui combine les différentes fonctions objectifs en une seule fonction. Ainsi on cherche les
solutions du problème d’optimisation noté (Pλ ) :

(Pλ )



min
m

∑
j=1

λ jC j(x)

x ∈ X

λ j > 0, ∀ j = 1,2, . . . ,m et
m

∑
i=1

λ j = 1.

(2.13)
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Algorithme 3 : Algorithme de la méthode de la somme pondérée (WSM)
Input : Méthode de la somme pondérée (WSM)

Data : Les m fonctions objectif C1(x),C2(x), . . . ,Cm(x), le vecteur de pondération λ = (λ1,λ2, . . . ,λm)

tels que λ j > 0 pour tout j et ∑
m
j=1 λ j = 1 et l’ensemble des contraintes X

Result : La solution optimale de l’ensemble Pλ

Initialiser la solution optimale x∗ ; while La condition d’arrêt n’est pas satisfaite do
Générer une solution x ∈ X ; Calculer la fonction objectif globale F(x) = ∑

m
j=1 λ jC j(x) ; if

F(x)< F(x∗) then
Mettre à jour la solution optimale x∗ = x ;

end

end
Renvoyer la solution optimale x∗ ;

Théorème 2.4.1. (i) Si la solution optimale du problème (Pλ ) est unique, alors elle est efficace

pour le problème d’optimisation (P) dans (2.1).

(ii) La solution optimale du problème (Pλ ) est efficace pour le problème (P) si λ j > 0 pour tout

j = 1,2, . . . ,m.

Cette approche est simple à mettre en œuvre. De plus, les solutions identifiées sont nécessairement
des solutions non dominées, à condition que les poids de toutes les fonctions objectifs soient positifs.
Enfin, pour les problèmes de minimisation où le support du front de Pareto est convexe, cela assure
la possibilité d’identifier des solutions efficaces sur tout le front (Deb, 2001), mais la pondération
nécessite d’établir une certaine forme d’équivalence (entièrement compensatoire) entre des critères
de décision contradictoires, ce qui signifie qu’il est difficile de trouver des poids de pondération qui
reflètent l’importance relative des critères de manière satisfaisante. De plus, la méthode de somme
pondérée peut rencontrer des difficultés lorsque l’espace réalisable des critères n’est pas convexe.
Dans ce cas, le front de Pareto peut comporter des zones non convexes, où il est difficile de trouver
des solutions efficaces en utilisant la pondération des critères.

2.4.3.2 La méthode de la contrainte-ε

Proposée par Haimes (1971), la méthode de la contrainte-ε est probablement la technique la plus
connue pour la simplicité de son énoncé. Dans cette méthode il n’y a pas d’agrégation de critères,
mais un seul des objectifs initiaux du problème (P) (tel qu’il est défini dans (2.1)) est choisi par le
décideur, puis optimisé, tandis que les autres sont transformés en contraintes. Pour chaque vecteur de
contraintes considéré, la méthode de la contrainte-ε permet d’identifier une seule solution efficace,
car elle doit être effectuée avec différents niveaux de contraintes pour décrire l’étendue de la surface
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du compromis. A cet effet, le problème d’optimisation multicritère est formulé comme suit :

(Pε)


minCl(x)

C j(x)≤ ε j, j = 1, . . . ,m, j ̸= l,

x ∈ X

(2.14)

La résolution de ce problème est décrite dans Algorithme 4

Algorithme 4 : Méthode de la contrainte -ε
Input : Fonctions objectifs C1(x), . . . ,Cm(x), espace de décision X, seuils de contrainte ε1, . . . ,εm

Output : Ensemble Pareto optimal Pε

Initialiser l’ensemble des solutions candidates Pε = /0 ; for l = 1 to m do
Trouver l’ensemble de solutions qui satisfont les contraintes pour l’objectif Cl , c’est-à-dire

Sl = x ∈ X : Cl(x)≤ εl ; for x ∈ Sl do
if ∀ j ̸= l,C j(x)≤ ε j then

Ajouter x à l’ensemble candidatPε ;

end

end

end
return Pε

Proposition 2.4.1. Soit x∗ une solution optimale de (Pε) pour quelques valeurs de j. Alors x∗ est

faiblement efficace pour (P).

Proposition 2.4.2. Soit x∗ l’unique solution optimale de (Pε) pour quelques valeurs de j. Alors x∗ est

fortement efficace pour (P).

En d’autres termes, si x∗ est la seule solution optimale de (Pε) pour un sous-ensemble de cri-
tères donné, alors elle est fortement efficace pour l’ensemble complet des critères du problème (P).
Autrement dit, x∗ est une solution qui est non dominée pour tous les critères du problème (P).

Théoreme 2.4.2. Une solution réalisable x∗ ∈ X est efficace pour (P) si et seulement si il existe un

ε̂ ∈ Rm telle que x∗ est une solution optimale de (Pε) pour tout j = 1, . . . ,m

Dans le but de décrire globalement la surface du compromis sur son étendue, il est nécessaire de
choisir judicieusement les valeurs des contraintes ε j, j = 1, . . . ,m et j ̸= l, ce qui nécessite une bonne
connaissance a priori du problème. Contrairement à la méthode de pondération, cette approche n’est
pas sensible à la convexité du front de Pareto.

Le théorème (Chankong and Haimes, 2008) suivant montre le lien entre la méthode de la contrainte
-ε et celle de la somme pondérée.
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Théorème 2.4.3. (i) Supposons que x∗ est une solution optimale du problème (Pλ ) dans (2.13). Si

λ j ≥ 0 pour tout j = 1, . . . ,m, il existe ε̂ in Rm telle que x∗ est aussi une solution optimale du

problème (Pε).

(ii) Supposons que X est convexe et les C j : Rm→R sont des fonctions convexes. Si x∗ est optimale

pour (Pε) pour quelques valeurs de j, alors il existe λ̂ ∈Rm
+ telle que x∗ est optimale pour (Pλ ).

2.4.3.3 Méthode de la métrique pondérée

L’idée de base de cette méthode est de choisir une mesure de distance (ou une norme) définie
sur l’espace des critères Rm afin de minimiser l’écart (déviation) existant entre les valeurs des fonc-
tions objectifs et les valeurs d’un point de référence ou point idéal. Cette méthode est communément
connue sous le nom de programmation de compromis (Zeleny, 1973). Selon Miettinen (1999), cette
procédure dépend essentiellement de la norme utilisée. En considérant certaines propriétés impor-
tantes des normes, il est possible de retrouver quelques caractéristiques des solutions retrouvées grâce
à cette méthode.

Théoreme 2.4.4. (i) Une norme ∥.∥ : Rm→R+ est dite monotone, si ∥y1∥≤ ∥y2∥ est vérifiée pour

tous y1 et y2 de Rm tels que |y1
j | ≤ |y2

j | , pour j = 1, . . .m.

(ii) Une norme ∥.∥ est dite strictement monotone, si ∥y1∥ < ∥y2∥ est vérifiée pour |y1
k | ≤ |y2

k |, k =

1, . . . ,m et |y1
j | ̸= |y2

j | pour quelques valeurs de j.

Supposons qu’un problème d’optimisation est associé aux pondérations λ j > 0 pour tout j =

1 . . . ,m et une norme Lq. Alors, le problème s’écrit :
min

(
m

∑
i=1

λ j
∣∣C j(x)−A∗j(x)

∣∣q) 1
q

, q≥ 1

x ∈ X

(2.15)

où les A∗j , ∀ j ∈ 1, . . . ,m sont les composantes du point représentant le point idéal A∗.
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Algorithme 5 : Méthode métrique pondérée
Input : A∗j(x) : la meilleure valeur de la fonction objectif C j en x pour j = 1, . . . ,m, λ j : les poids

associés à chaque fonction objectif pour j = 1, . . . ,m, q : un entier supérieur ou égal à 1, X :

l’ensemble des solutions réalisables

Output : La solution optimale x∗

Étape 1 : Calculer la valeur de la métrique pondérée pour chaque critère C j : for j← 1 to m do
Wj(x)← λ j

∣∣C j(x)−A j(x)
∣∣q

Étape 2 : Calculer la distance pondérée pour chaque solution x ∈ X : for x ∈ X do

D(x)←
(
∑

m
j=1Wj(x)

) 1
q

Étape 3 : Trouver la solution optimale x∗ qui minimise la distance pondérée D(x) :

x∗← argminx∈X D(x)

Théoreme 2.4.5.
Une solution x∗ est optimale pour le problème (2.15) avec p <+∞ est efficace si une des conditions

suivantes est vérifiée :

(i) x∗ est l’unique solution optimale du problème (2.15).

(ii) λ j > 0 pour tout j = 1 . . . ,m.

2.4.4 Méthodes interactives pour l’implémentation des préférences
Les méthodes interactives d’optimisation appelées aussi méthodes progressives sont fondées sur

l’étroite collaboration entre le décideur et l’analyste. Ces méthodes sont particulièrement utiles lorsque
le décideur a du mal à exprimer clairement ses opinions et préférences au début du processus de ré-
solution. Dans ces circonstances, l’analyste peut aider le décideur à introduire progressivement des
informations sur ses préférences relatives aux objectifs ou aux alternatives tout au long du processus,
jusqu’à ce que la solution la plus satisfaisante soit obtenue. Les méthodes les plus connues de cette
classe d’approche sont la méthode STEM, aussi appelée STEP (Benayoun et al., 1971) et celle de
Steuer et Choo (Steuer, 1986). L’ouvrage de Bouyssou et al. (2006a) décrit plus spécifiquement ces
approches et bien d’autres.

Remarque 1. Dans la littérature, on retrouve trois principales approches qui peuvent être utilisées

pour traiter les problèmes d’optimisation multi-objectif, notamment :

1. les méthodes agrégées (ou méthodes scalaires) consistent à ramener un problème multi-objectif

à un problème mono-objectif en combinant les fonctions objectif en une seule fonction agrégée,

telle que la méthode de la somme pondérée.
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2. Les méthodes non-Pareto traitent les objectifs séparément dans le processus d’optimisation et

ne considèrent pas la relation de dominance entre les solutions candidates. Parmi les méthodes

non-Pareto les plus utilisées, on peut citer la méthode lexicographique.

3. Les méthodes Pareto sont basées sur la relation de dominance et l’optimalité au sens de Pareto.

Elles fournissent un ensemble de solutions de compromis qui ne peuvent pas être améliorées

simultanément pour tous les objectifs. Les méthodes avec implémentation des préférences a

postériori susmentionnées, font partie des méthodes Pareto.

2.5 Approches de l’aide multicritère à la décision
Il existe un réel débat jusqu’à présent sur la classification des méthodes d’aide multicritère à

la décision. D’un point de vue du mécanisme d’évaluation des préférences du décideur, cela divise
ces approches en deux familles : les méthodes du critère unique de synthèse et les méthodes de
surclassement.

2.5.1 Méthode du critère unique de synthèse

Ces méthodes reposent sur une agrégation transitive complète des critères (ou attributs), qui per-
met d’éviter toute situation d’incomparabilité en combinant toutes les performances dans une seule
fonction d’agrégation ou d’utilité. Cette fonction d’utilité, qui peut être une somme pondérée ou
une fonction multi-attribut, permet de classer les alternatives de la meilleure à la moins bonne en
préservant une structure de préférences transitives. Dans ce type de méthodes, il y a une certaine
compensation entre les critères.

Parmi ces méthodes on retrouve principalement : MAUT (Théorie de l’Utilité Multi-Attribut),
UTA (Utilités additives), AHP ( Analytic Hierarchy Process), TOPSIS (Technique for Order of Prefe-
rence by Similarity to Ideal Solution), VIKOR (Optimisation multicritère et solution de compromis),
GRA (Gray Relational Analysis), etc. Dans ce qui suit nous présenterons certaines de ces méthodes.

2.5.1.1 Méthode MAUT (Multiple Attribute Utility Theory)

La méthode MAUT a été introduite par Keeney (1976). Elle permet de trouver un compromis entre
les différentes préférences du décideur. Elle peut être utilisée pour trouver une solution qui optimise
les performances globales, tout en prenant en compte les les fonctions d’utilité marginale pour chaque
critère.
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Algorithme 6 : Méthode MAUT dans MADAM
Entrée : Une matrice de décision : D = [ri j], un ensemble d’alternatives A = {Ai, i = 1, . . . , p} et

w1, . . . ,wm : les poids des critères

Sortie : Un classement des alternatives

for j← 1 to m do
if C j est un critère de maximisation then

Normaliser les données pour le critère j en utilisant la formule r̂i j←
ri j−min

i
ri j

max
i

ri j−min
i

ri j
;

else

Normaliser les données pour le critère C j en utilisant la formule r̂i j←
max

i
ri j− ri j

max
i

ri j−min
i

ri j
;

for i← 1 to p do
Calculer la valeur de l’alternative i en utilisant la formule Ui = ∑

m
j=1 w ju j(r̂i j);

Classer les alternatives en fonction de leur valeur Ui décroissante;

Pour la fonction d’utilité marginale notée u j(r̂i j) (Keeney, 1976) de chaque critère est donnée par :

u j(r̂i j) =
exp r̂2

i j−1

1.71
.

2.5.1.2 Méthode de la somme pondérée (Weighted Sum Method (WSM)

La méthode de la somme pondérée (ou Weighted Sum Method) est considérée comme l’une des
méthodes les plus simples pour aborder un problème MADM. Elle permet d’évaluer plusieurs alter-
natives en fonction de plusieurs critères. La première utilisation de WSM remonte à (Churchman and
Ackoff, 1954) pour résoudre des problèmes de sélection d’investissements. Étant donné un ensemble
d’alternatives A = {Ai, i = 1, . . . , p} et un ensemble de critères C = {C j, j = 1, . . . ,m}. On note D =

[xi j], la matrice des performances des alternatives Ai sur les critère C j pour i = 1 . . . , p; j = 1, . . . ,m.
Le vecteur des poids des critères est donnée par : wT = (w1, . . . ,wm).

1 Normalisation : Cette étape consiste en la transformation de D en matrice de décision multicri-
tère normalisée D̂ = [ri j]i, j tels que

ri j =



xi j√
∑

p
i=1 x2

i j

, i = 1 . . . , p; j = 1, . . . ,m, si C j est un critère de bénéfice,

1−
xi j√

∑
p
i=1 x2

i j

, i = 1 . . . , p; j = 1, . . . ,m, si C j est un critère de coût.
(2.16)
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2 Agrégation de la préférence des alternatives : L’alternative préférée , A∗, est choisie telle que :

A∗ = {Ai|max
i

m

∑
j=1

w jri j}. avec
m

∑
j

w j = 1. (2.17)

La méthode WSM utilise une approche compensatoire en sélectionnant l’alternative ayant la meilleure
performance globale (2.17) sur l’ensemble des critères. Cette méthode peut permettre de compenser
une faible performance sur un critère particulier par une forte performance sur d’autres critères. Tou-
tefois, l’utilisation de cette méthode peut être problématique si les poids w j ne sont pas correctement
sélectionnés.

2.5.1.3 La méthode Analytic Hierachy Process AHP
La méthode AHP est l’une des méthodes d’aide à la décision multicritère compensatoire dévelop-

pée par Saaty (1980). Il s’agit d’une méthode flexible et simple qui est souvent utilisée pour comparer
plusieurs alternatives. La méthode intègre les avis du décideur et ses évaluations, et décompose le
problème de décision multicritère en un système hiérarchique, descendant couche par couche qui se
fait en deux niveaux : le niveau de la hiérarchie et le niveau de l’évaluation. Au niveau de la hiérarchie,
les critères et les alternatives sont organisés en une structure hiérarchique qui reflète les relations de
subordination et de dépendance entre eux. Au niveau de l’évaluation, les critères et les alternatives
sont évalués en utilisant une échelle de notation de 1 à 9 selon la Table 2.2, où 1 signifie que les
deux éléments sont d’importance égale et 9 signifie que l’élément est beaucoup plus important que
l’autre. Cette structure hiérarchique clarifie le problème et permet la contribution de chaque élément
à la décision finale . La méthode AHP se déroule selon les étapes suivantes :

1. Décomposer le problème en une hiérarchie d’éléments inter-reliés. Au sommet de la hiérar-
chie, on trouve l’objectif, et dans les niveaux inférieurs, les éléments contribuant à atteindre cet
objectif. Le dernier niveau est celui des actions.

2. Procéder à des comparaisons par paires des éléments de chaque niveau hiérarchique par rapport
à un élément du niveau hiérarchique supérieur. Cette étape permet de construire des matrices de
comparaisons. Les valeurs de ces matrices sont obtenues par la transformation des jugements
en valeurs numériques selon l’échelle de comparaisons binaires) (Saaty, 2003) Considérons un
ensemble d’alternative A = {A1, . . . ,Ap} et un ensemble de critères C = {C1, . . . ,Cm}. Soit P

la matrice de comparaison par paire, qui compare les alternatives logées au niveau racine de
la structure hiérarchique par rapport à leur élément parent, disons le k-ème critère Ck donnée
comme suit :

P = [P(i, j)] où P(i,i) = 1, ∀i = 1, . . . , p,

P est une matrice carrée d’ordre p, tel que P(i, j) désigne la comparaison par paire de la i-ème
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TABLE 2.2 : Échelle de Saaty de la méthode AHP

Degré d’importance définition

1 Importance égale des deux éléments

3 Faible importance d’un élément par rapport à un autre

5 Importance forte d’un élément par rapport à un autre

7 Importance attestée d’un élément par rapport à un autre

9 Importance absolue d’un élément par rapport à un autre

2, 4, 6, 8 valeurs intermédiaires entre appréciations voisines

et j-ème alternative. Les matrices de comparaison par paires sont construites pour les m cri-
tères, avec P(i, j) = vi/v j où vi et v j sont les valeurs de préférence absolues des alternatives Ai

et A j, respectivement. Ces valeurs sont déterminées par le décideur en fonction de ses évalua-
tions subjectives des alternatives sur chaque critère de la hiérarchie. La logique veut que toute
matrice de comparaison par paire doit satisfaire la propriété connue sous le nom de propriété
réciproque :

P(i, j) = 1/P( j,i) i, j ∈ {1, . . . , p}.

Cela permet de vérifier la cohérence des jugements du décideur, car les comparaisons doivent
être cohérentes et transitives.

3. On normalise dans cette étape la matrice P, en utilisant la forme de normalisation suivante :

k(i, j) =
P(i, j)

∑
p
i=1 P(i, j)

,

ou bien par :

k(i, j) =
P(i, j)

max
i

P(i, j)
.

Déterminer l’importance relative des éléments en calculant les vecteurs propres correspondants
aux valeurs propres maximales des matrices de comparaisons.

4. Vérifier la cohérence des jugements à travers l’indice de cohérence IC, et le ratio de cohérence
RC tels que :

IC =
λmax− p

p−1
, (2.18)
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où λmax est la valeur propre maximale correspondant à la matrice des comparaisons par paires
et p est le nombre d’éléments comparés. On calcule le ratio de cohérence (RC) défini par :

RC = 100
IC

ACI
, (2.19)

où ACI est l’indice de cohérence moyen obtenu en générant aléatoirement des matrices de
jugement de même taille (voir Table 2.3). Saaty (1980) a proposé un seuil égal à 0,1 (10%)
en dessous duquel doit se situer le RC sous peine que les comparaisons par paires doivent être
révisées pour réduire les incohérences.

TABLE 2.3 : Indice de cohérence moyen

Ordre de la matrice 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

ACI 0.00 0.58 0.90 1.12 1.24 1.32 141 1.45 1.49 1.51

5. A ce stade le décideur doit agréger les valeurs calculées dans l’étape 3 avec l’équation suivante :

Vi =
m

∑
j=1

w j.k(i, j)∀i = 1, . . . , p, (2.20)

où Vi représente la valeur de préférence globale de la i-ème alternative réalisable.

6. Dans la dernière étape, Le décideur doit rechercher des signes d’incohérence dans le processus
de prise de décision et obtenir la valeur propre principale de chaque matrice de comparaison par
paire dans la structure hiérarchique du problème pour évaluer sa rationalité. Le décideur calcule
l’indice de cohérence (2.18) et le ratio de cohérence (2.19) pour chaque matrice de comparaison
par paire. Si la rationalité est bonne c’est à dire que RC < 0.1, le décideur peut faire confiance
à la solution choisie. Sinon il doit effectuer des ajustements appropriés aux matrices avec des
comparaisons anormales si la rationalité ne prévaut pas.

Comme nous l’avons constaté, La méthode AHP permet de mieux appréhender un problème MADM,
grâce à la procédure de hiérarchisation et tente également de ce rapprocher le plus possible des préfé-
rences du décideur par l’utilisation d’échelles sémantiques. Toutefois, cette association d’une échelle
numérique à une autre sémantique s’avère très restrictive comme conversion. En outre, les comparai-
sons par paires devient vite fastidieuses dès que l’on dépasse un certain nombre d’éléments à traiter.

2.5.1.4 Technique pour l’ordre de préférence par similarité à la solution idéale (TOPSIS)
TOPSIS a été proposée par Hwang and Yoon (1981) pour déterminer la meilleure alternative sur la

base du concept de la solution de compromis. La solution de compromis peut être considérée comme
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le choix de la solution dont la distance euclidienne est la plus petite par rapport à la solution idéale A∗

et la plus éloignée de la solution anti-idéale A−.

Algorithme 7 : Algorithme TOPSIS pour le classement des alternatives
Entrées : Ap×m : une matrice de décision , A+ : la solution idéale et A− : la solution anti-idéale.

Sorties : Le classement des alternatives en fonction de leur proximité aux solutions idéales

Étape 1 : Calculer la matrice de décision normalisée Anorm ;

for j← 1 to m do

v j←
√

∑
p
i=1 A2

i j ; for i← 1 to p do

Anorm,i j←
Ai j

v j
;

Étape 2 : Calculer la matrice de décision pondérée Apond en utilisant les pondérations w1, . . . ,wm ;

for i← 1 to p do
for j← 1 to m do

Âi j← w j×Anorm,i j ;

Étape 3 : Calculer la solution idéale et la solution anti-idéale en utilisant les maximums et les

minimums de chaque critère C1, . . . ,Cm ;

for j← 1 to m do
S+j ←max

i
Âi j : i = 1, . . . , p ; S−j ←min

i
Âi j : i = 1, . . . , p ;

Étape 4 : Calculer la distance euclidienne de chaque alternative Ai à la solution idéale A+ et la solution

anti-idéale A− ;

for i← 1 to p do

D+
i ←

√
∑

m
j=1(Âi j−S+j )2 ; D−i ←

√
∑

m
j=1(Âi j−S−j )2 ;

Étape 5 : Calculer la proximité de chaque alternative Ai aux solutions idéales en utilisant la formule :

for i← 1 to p do

Qi←
D−i

D+
i +D−i

;

Étape 6 : Classer les alternatives en ordre décroissant de leur proximité à la solution idéale positive,

c’est-à-dire en ordre croissant de la valeur de Qi. Les alternatives les plus proches de la solution

idéale sont les meilleures ;

La méthode TOPSIS cherche à identifier l’alternative qui se rapproche le plus de l’option idéale
tout en étant la plus éloignée de l’alternative anti-idéale, ce qui en fait une méthode MADM efficace
pour la gestion des risques (Opricovic and Tzeng, 2004). En d’autres termes, TOPSIS permet de
sélectionner une alternative réalisable considérée comme la plus utile par le décideur tout en évitant de
choisir une solution trop coûteuse pour les parties prenantes (Mir et al., 2016). Cependant, certaines
études (Opricovic and Tzeng, 2004; Tzeng and Huang, 2011) ont montré qu’elle ne prenait pas en

41



Chapitre 2. Méthodologies de l’analyse multicritère

compte l’importance relative des mesures de séparation, ce qui peut conduire à ne pas différencier
les alternatives qui sont à des distances similaires de l’alternative idéale et de l’anti-idéale. Cette
limitation peut affecter la qualité des résultats de la méthode et doit être prise en compte lors de
l’analyse des résultats. Une étude récente réalisée par Abbas and Chergui (2019), a permis de proposer
une révision de TOPSIS dite "TOPSIS-Nadir" en remplaçant le point anti-idéal par le point nadir, ce
qui a permis de réduire l’espace de recherche et le temps de calcul.

2.5.1.5 La méthode relationnelles grises (GRA Gray relational analysis )

Algorithme 8 : Algorithme de la méthode analyse relationnelle grise (GRA)
Data : un ensemble d’options A1, . . . ,Ap, des critères C1, . . . ,Cm, une matrice de décion D = [Ai j] et

une séquence de référence V0

Result : un classement des options de la meilleure à la moins bonne

Étape 1 : Normaliser D en utilisant la formule : for j← 1 to m do
max j←max

i
Ai j ; min j←min

i
Ai j ;

if C j est un critère de coût then
for i← 1 to p do

Ãi j←
max j−Ai j

max j−min j
;

else if C j est un critère de profit then
for i← 1 to p do

Ãi j←
Ai j−min j

max j−min j
;

Étape 2 : Pour chaque alternative Ai calculer le coefficient gris, qui évalue le degré de La connexion

(ou de ressemblance) de Ai à la séquence de référence V0. for i← 1 to p do

for j← 1 to m do

ξi j←
min

i
min

j
(δi j)+ρ max

i
max

j
(δi j)

δi j+ρmax
i

max
j
(δi j)

, où δi j = |V0 j− Ãi j|, ; ρ ∈ [0,1] et ρ est un coefficient

de résolution.
Étape 3 :Calculer la moyenne des coefficients relationnels gris de Ai et pour chaque critère C j en

utilisant la formule : for i← 1 to p do
Γ(Ai,V0)← ∑

m
j w jξi j

Étape 4 :Classer les options en ordre décroissant selon leur grade gris Γ(Ai,V0). L’option avec le grade

gris le plus élevé est considérée comme la meilleure option.

L’analyse relationnelle grise (GRA) fait partie de la théorie des systèmes gris de Ju-Long (1982);
Julong (1989). Elle est utilisée pour étudier des problèmes présentant des interdépendances complexes
basées sur des relations grises entre des facteurs multiples, fournis sous forme de données discrètes.
Le terme "relation grise" fait référence aux relations ambiguës entre les éléments du système. En effet,
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La signification essentielle d’un système gris est due aux informations incomplètes ou inconnues sur
les interrelations qu’il contient. Si le système comporte des informations incertaines ou manquantes,
il est considéré comme gris et est difficile à étudier à l’aide des méthodes conventionnelles.

La méthode GRA a été utilisée avec succès dans un certain nombre de problèmes MCDM (Olson
and Wu, 2006; Jiang et al., 2002; Chen et al., 2005). Selon la théorie des systèmes gris, chaque al-
ternative est représentée sous forme de série de comparabilité, où chaque élément de la série indique
la performance normalisée de l’alternative par rapport à un critère prédéfini. L’avantage majeur de la
méthode GRA est qu’elle peut traiter efficacement les données incertaines ou incomplètes en utili-
sant des principes mathématiques robustes, et donc fournir des résultats précis dans des situations où
d’autres méthodes peuvent échouer. La simplicité d’utilisation et la faible quantité de données néces-
saires sont également des atouts de cette méthode. Cependant, la méthode GRA peut être sensible aux
valeurs extrêmes des données, ce qui peut altérer la fiabilité des résultats si ces valeurs sont présentes.
Plusieurs variantes de la méthode GRA existent, dont certaines ont été combinées avec d’autres mé-
thodes telles que TOPSIS et VIKOR. Dans le cadre de notre contribution, nous présenterons une
nouvelle combinaison des méthodes VIKOR et GRA dans un environnement flou.

2.5.1.6 Méthode du produit pondéré

Le modèle du produit pondéré (WPM) est une méthode de comparaison d’alternatives très simi-
laire au modèle de la méthode de la somme pondérée (WSM). La comparaison se fait en multipliant
les valeurs relatives de chaque alternative sur chaque critère par le poids relatif du critère, puis en
additionnant ces valeurs pour chaque alternative. Plus précisément, chaque alternative est comparée
aux autres alternatives en multipliant un certain nombre de ratios, un pour chaque critère, où chaque
ratio est élevé à la puissance équivalente au poids relatif du critère correspondant. Pour comparer
deux alternatives Ak et Al , on calcule le produit suivant (Bridgman, 1922; Miller and Starr, 1969) :

R(Ak/Al) =
m

∏
j=1

(
ak, j

al, j

)w j

, (2.21)

où m est le nombre de critères, ai j est la valeur de la i-ème alternative en termes du j- ème critère, et
w j est le poids d’importance du j-ème critère.

Si le terme R(Ak/Al) est supérieur ou égal à un, alors cela indique que l’alternative Ak est plus
souhaitable que l’alternative Al (dans le cas de maximisation). La meilleure alternative est celle qui
est meilleure que toutes les autres alternatives ou au moins égale à celles-ci.

2.5.1.7 La procédure VIKOR

La procédure VIKOR (VIšekriterijumsko KOmpromisno Rangiranje en serbe, qui signifie "Clas-
sement de compromis multicritères" en français) est une approche de la solution d’optimisation et de
compromis multicritère qui a été proposée par Opricovic (1998). Elle repose sur le concept de pro-
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grammation du compromis (Yu, 1973). Et se concentre sur la sélection et le classement d’un ensemble
d’alternatives soumises à des critères concurrents. En introduisant un indice de classement basé sur la
mesure particulière de la "proximité" à la solution idéale (Tzeng et al., 2005), basée sur la métrique
Lq donnée par :

Lq,i =

{
n

∑
i=1

(
w j( f ∗j − fi j)

f ∗j − f−j
)q

} 1
q

1≤ q≤+∞. (2.22)

Algorithme 9 : Algorithme de VIKOR pour la sélection des alternatives
Entrées : Une matrice de décision Ap×m =, les pondérations w1, . . . ,wm, les valeurs de seuil ν ,

Sorties : Le classement des alternatives en fonction de leur performance globale et leur distance par

rapport à l’idéal

Étape 1 : Normaliser les colonnes de la matrice A ; for j← 1 to m do
max j←maxAi j : i = 1, . . . , p ; min j←minAi j : i = 1, . . . , p ;

if C j est un critère de coût then
for i← 1 to p do

Ãi j←
max j−Ai j

max j−min j
;

else if C j est un critère de profit then
for i← 1 to p do

Ãi j←
Ai j−min j

max j−min j
;

Étape 2 : Détermination pour chaque critère la meilleure et la plus mauvaise valeur ; for j← 1 to m do
Ã+

j ←max Ãi j : i = 1, . . . , p ; Ã−j ←min Ãi j : i = 1, . . . , p ;

if C j est critère de côut then
for j← 1 to m do

Ã+
j ←min Ãi j : i = 1, . . . , p ; Ã−j ←max Ãi j : i = 1, . . . , p ;

Etape 3 :Calcul des paramètres de satisfaction de groupe et regret individuel. Ce qui revient à calculer

respectivement la satisfaction de groupe Si et le regret individuel Ri de alternative Ai(i = 1,2, . . . , p)

for i← 1 to p do

Si← ∑ j=1 w j
Ã+

i −Ãi j

Ã+
i −Ã−i

; Ri←max
j
(w j

Ã+
i − Ãi j

Ã+
i − Ã−i

) ;

Étape 4 : Calculer le score de VIKOR pour chaque alternative Ai ;

for i← 1 to p do
S−←min

i
Si ; S+←max

i
S+ ;

R−←min
i

Ri ; R+←max
i

Ri ;

Qi← ν
Si−S−
S+−S− +(1−ν) Ri−R−

R+−R− ; ν ∈ [0,1] est le poids de la stratégie d’utilité de groupe maximale ;

Étape 5 : Classer les alternatives selon leur score de VIKOR décroissant.
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La valeur de Qi donnée dans l’algorithme 9 plus est petite, meilleure est la solution. Pour garantir
l’unicité de l’option optimale, les deux conditions suivantes doivent être satisfaites simultanément :

▷ (ACDV) Avantage acceptable : Q(A(2))−Q(A(1))≥DQ où DQ = 1
p−1 , p est le nombre d’op-

tions et A(1) et A(2) sont les alternatives occupant respectivement la première et la deuxième
position dans la liste de classement Qi .

▷ (ACST) Acceptable Stability : A(1) devrait également être la mieux classée par Si et Ri. Néan-
moins, il est fréquent que ces deux exigences ne soient pas satisfaites simultanément. Ainsi, un
ensemble de solutions de compromis est dérivé.

Si la condition (ACDV) n’est pas remplie, alors nous allons explorer la valeur maximale de m selon
l’équation :

Q(A(m))−Q(A(1))< DQ.

Dans ce cas, toutes les alternatives A(i)(i = 1,2, . . . ,m) sont des solutions de compromis. Si la condi-
tion (ACST) n’est pas satisfaite, alors les alternatives A(1) et A(2) sont les solutions de compromis.

La ou les solutions de compromis proposées maximisent l’utilité de groupe (Si) tout en minimisant
le regret individuel (Ri). Ces solutions de compromis servent de base aux négociations incorporant les
préférences des décideurs sous forme de poids sur les critères. Par conséquent, la méthode VIKOR
est la mieux adaptée aux situations où le décideur ne connaît pas ou ne peut pas transmettre ses
préférences dès le début du processus décisionnel (Tzeng and Huang, 2011). Toutefois, en cas de
conflit de critères, un décideur doit également prendre en compte des données imprécises ou ambiguës
(flous, intervalle) pour plus d’efficacité de cette méthode

2.5.2 Méthodes de surclassement
Les approches de surclassement ont été développées comme un retour critique de l’approche clas-

sique de l’utilité multi-attribut. Une méthode de surclassement vise à construire une structure de
préférences basée sur les préférences bien établies du décideur.

Concrètement les méthodes de surclassement évaluent d’abord les alternatives réalisables par les
décideurs en termes de critères d’évaluation pour établir leurs performances. Cette évaluation est sui-
vie d’une étape d’agrégation partielle au cours de laquelle les informations recueillies sont utilisées
pour la comparaison des actions deux à deux en termes de préférence, d’indifférence et d’incompa-
rabilité. Puis une synthèse des résultats de ces comparaisons est établie. Dans l’étape d’agrégation
partielle, une relation de surclassement est construite. Roy et al. (1985) ont défini la relation de sur-
classement de la façon suivante : « Une action A′ surclasse une action A′′ noté A′SA′′ si et seulement

si A′ est au moins aussi bonne que A′′ relativement à une majorité de critères sans être trop mauvaise

que A′′ relativement aux critères ». Les méthodes les plus couramment utilisées sont ELECTRE (Éli-
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mination Et Choix Traduisant la REalité) , PROMETEE (Preference Ranking Organisation Method
for Enrichement Evaluation).

2.5.2.1 Méthode d’ÉLimination Et Choix Traduisant la REalité (ELECTRE)

Élimination Et Choix Traduisant la REalité est une famille de méthodes constituée des méthodes
ELECTRE I, ELECTRE II, ELECTRE III, ELECTRE IV, ELECTRE IS et ELECTRE Tri. Nous
exposerons dans ce qui suit, la méthode ELCTRE I.

La méthode ELECTRE I

Algorithme 10 : Méthode ELECTRE I
Data : A : l’ensemble des options, C : l’ensemble des critères, w : le vecter des poids des critères, c j,

d j : les seuils de concordance et de discordance respectivement pour j = 1 . . . ,m

Result : L’ensemble des options surclassées

Initialiser S à l’ensemble vide ; Initialiser f lag à vrai ; tant que flag est vrai faire
Initialiser la matrice de concordance Con à 0 de taille p× p ; Initialiser la matrice de discordance

Dis à 0 de taille p× p ; pour i = 1 à p faire
pour k = 1 à p faire

si i ̸= k alors
si ∀ j C j(Ai)≥C j(Ak) alors

Coni,k← ∑
m
j=1 w j ;

sinon
Disi,k←maxm

j=1

{
C j(Ak)−C j(Ai)

δ j

}
;

pour i = 1 à p faire
Ai surclasse Ak ssi ∀ j Coni,k ≥ c j et ∀ j Disi,k ≤ d j ; si Ai surclasse tous les autres éléments

alors
Ajouter Ai à l’ensemble S ;

si S ne change pas alors
f lag← faux ;

Cette méthode a été développée par Roy (1968) pour répondre à la problématique de choix. Elle
permet d’identifier un sous-ensemble d’actions offrant le meilleur compromis possible . Considérons
un ensemble A de p actions, et m critères C1, . . . ,Cm et w j est le poids de chaque critère C j. Dans le
but d’identifier un sous-ensemble d’actions qui offre un meilleur compromis parmi l’ensemble initial.
La méthode ELECTRE I fait intervenir trois indices importants qui sont l’indice de concordance et
de discordance
On désigne par Con j(Ai) l’indice de concordance pour deux actions Ai et Ak, qui évalue l’importance
de l’assertion « Ai surpasse Ak » comme suit :

Con j(Ai) = ∑
j∈I

w j. (2.23)
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où I = { j | C j(Ai) ≥C j(Ak), k = 1, . . . , p} Par la suite on évalue également l’indice de discordance
noté Dis(Ai,Ak) qui mesure la pertinence de l’assertion « Ai surpasse Ak » pour la minorité des critères,
par :

Dis j(Ai) =

0 si C j(Ai)≥C j(Ak),

max
1
δ

(
C j(Ak)−C j(Ai)

)
sinon,

(2.24)

où δ désigne la différence maximale entre deux options sur le même critère. Les valeurs des indices
Con j(Ai) et Dis j(Ai) sont comprises entre 0 et 1. Une fois les indices de concordance et de discor-
dance sont calculés, ils sont comparés respectivement à des seuils. Ainsi l’option Ai surclasse Ak si et
seulement si :

Con j(Ai)≥ c j et Dis j(Ai)≤ d j.

Le seuil de concordance permet de s’assurer que la valeur de l’indice de concordance est consi-
dérable, tandis que le seuil de discordance représente le niveau seuil qui, s’il est dépassé par l’indice
de discordance, invalide la relation de surclassement parmi les alternatives. Il est recommandé que la
valeur du niveau de concordance se situe dans la fourchette [0.5,1−min j(w j)](Figueira et al., 2005).

La méthode ELECTRE I permet de représenter graphiquement les résultats sous forme de graphe
et de carte de préférences, ce qui facilite l’interprétation des résultats. De plus, elle permet de prendre
en compte un grand nombre de critères. Cependant, elle peut être sensible aux seuils choisis. En effet,
les résultats de la méthode ELECTRE I peuvent varier en fonction des seuils choisis pour évaluer les
critères. Il est donc important de bien choisir les seuils en fonction des besoins du décideur.

2.6 Techniques de pondération des critères
La pondération d’un critère signifie l’importance relative d’un critère ou encore son taux de contri-

bution à discriminer un ensemble d’alternatives. A cet effet, la pondération des critères peut avoir un
impact significatif sur les résultats en les biaisant si elle n’est pas bien ajustée. Ainsi, cette étape doit
être entreprise avec prudence et transparence selon un cadre théorique qui guide les analystes pour
accompagner les décideurs dans la formalisation et l’affinement de leurs préférences. De nombreuses
méthodes pour résoudre les problèmes MADM, nécessitent une connaissance de l’importance rela-
tive de chaque critère (Eckenrode, 1965). Ceci est généralement représenté par un ensemble de poids
normalisés (recommandé) dont la somme est égale à 1. Pour m critères, un vecteur de poids est utilisé
noté w = (w1, . . . ,wm)

T tel que ∑
n
1 w j = 1.

Généralement, il existe deux familles de méthodes pour l’évaluation des pondérations des critères,
les méthodes subjectives telle que la technique AHP (voir la sous-section 2.5.1.3) et les méthodes
objectives. Ces dernières sont basées sur les informations contenues dans la matrice de décision au
sujet des critères. Parmi les techniques les plus répondues de cette famille, on trouve la technique de
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résolution par un modèle de programmation multi-objectif (Choo and Wedley, 1985) et la méthode
de l’entropie. Dans ce qui suit, nous présentons la méthode de l’entropie.

2.6.1 Évaluation des pondérations par l’entropie
La méthode de pondération des critères par l’entropie est une approche en aide à la décision

multicritère qui permet de déterminer les poids de chaque critère en fonction de leur variabilité. Le
principe est basé sur l’idée que plus un critère est variable, plus son importance dans la prise de
décision est élevée. Cette méthode repose sur l’utilisation de l’entropie, une mesure d’incertitude

proposée par Shannon (1948) pour une loi de probabilité discrète E(p1, . . . , pm) =−k
m

∑
j=1

p j ln p j, où

k est une constante positive qui vaut 1
ln2 . Pour une matrice de décision normalisée, le processus de

cette technique est donnée dans l’algorithme suivant.

Algorithme 11 : Algorithme de la méthode de l’entropie pour calculer les

poids des critères
Input : Une matrice de décision normalisée D = (ri j)1≤i≤p,1≤ j≤m

Output : Les poids normalisés des critères w1,w2, . . . ,wm

for j← 1 to m do

Calculer l’entropie E j du critère j en utilisant la formule : E j←−k
m

∑
i=1

ri j lnri j ;

for j← 1 to m do

Calculer l’importance relative w j de chaque critère en utilisant la formule : w j←
1−E j

p−
m

∑
j=1

E j

;

return w1,w2, . . . ,wm.

La détermination des pondérations des critères par l’entropie est une méthode simple à mettre en
œuvre, mais elle ne permet pas la détermination de poids optimaux car dans bien des cas elle donne
des poids presque égaux, cela peut indiquer une faiblesse de la méthode ou un manque de consensus
entre les décideurs, et il peut être nécessaire de recourir à d’autres méthodes ou outils pour obtenir
des résultats plus précis et utiles.

2.7 Panorama chronologique des méthodes MADM
L’idée de la fonction d’utilité remonte aux correspondances entre Nicolas Bernoulli et Pierre Ré-

mond de Montmort en 1738, alors qu’ils discutaient d’une énigme mathématique connue sous le nom
du paradoxe de Saint-Pétersbourg (Tzeng and Huang, 2011). C’est sans doute cette idée qui a inspiré
un grand nombre de chercheurs à mettre au point des méthodes d’aide à la décision multicritères dont
la majorité sont basées sur le concept de la fonction d’utilité. La Table 2.4 représentant un panorama
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chronologique des méthodes MADM.
TABLE 2.4 : Panorama chronologique des méthodes MADM les plus influentes

Méthodes Innovateurs

Weighted sum method (WSM) Churchman and Ackoff (1954)

ELECTERE I Roy (1968)

ELECTRE II Roy and Bertier (1971)

Analytic hierarchy process (AHP) Saaty (1980)

ELECTERE III Roy (1978)

TOPSIS Hwang and Yoon (1981)

ELECTERE IV Roy and Hugonnard (1982)

PROMETHEE I Brans (1982)

PROMETHEE II Brans and Vincke (1985)

PROMETHEE III Brans et al. (1986)

PROMETHEE IV Mladineo et al. (1987)

Grey relational analysis Julong (1989)

Analytic network process (ANP) Saaty (1996)

VIKOR Opricovic (1998)

Superiority and inferiority ranking (SIR) Xu (2001)

PAPRIKA Hansen and Ombler (2008)

Best-worst method (BWM) Rezaei et al. (2015)

Avec cette affluence de méthodes, nous avons besoin d’établir la conformité requise entre un
problème décisionnel et la méthode qui lui a été créée, Bouyssou et al. (2006b) ont énuméré quatre
formes différentes de validation.

1. La validation conceptuelle : vise à vérifier si les concepts utilisés dans la méthode, pour décrire
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les préoccupations et la situation problématique du client, sont significatifs pour la méthode.
C’est-à-dire que le décideur comprend ces concepts et les trouves utiles. En d’autres termes, le
décideur et l’analyste doivent se mettre d’accord sur la pertinence et l’utilité de chaque concept
pour le problème posé.

2. La validation logique : s’intéresse à vérifier si les concepts et les outils utilisés dans la mé-
thode sont logiquement cohérents et significatifs (du point de vue de la théorie utilisée). Cela
n’implique pas nécessairement que le décideur est cohérent dans ses affirmations, mais que la
méthode traite l’information de manière cohérente (y compris les incohérences et ambiguïtés
possibles).

3. La validation expérimentale : teste la méthode en utilisant des données expérimentales afin de
montrer qu’elle fournit les résultats attendus et éventuellement vérifier les exigences formelles
telle que la sensibilité aux variations des paramètres.

4. La validation opérationnelle : montre que la méthode face au processus de décision pour lequel
elle a été conçue, agit comme prévu et que le décideur peut effectivement l’utiliser dans un tel
processus de décision.

Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons étudié différentes approches de l’analyse multicritère. Nous avons

examiné quelques méthodes de résolution pour deux situations distinctes : le premier cas est celui où
l’espace de décision est fini et discret, ce qui correspond à la résolution d’un problème multi-attribut.
Cette approche consiste en la recherche de la meilleure option parmi un ensemble fini d’alternatives
prédéfinies. Le deuxième cas est la résolution d’un problème d’optimisation multi-objectif, où l’ob-
jectif est de générer un ensemble d’alternatives pour être soumis au décideur afin qu’il puisse choisir
la plus appropriée en fonction de ses préférences.

Enfin, nous avons souligné l’importance de vérifier certaines exigences pour valider toute méthode
de résolution. En effet, toute méthode de résolution de problèmes en contexte multicritère doit être
capable de fournir des solutions complètes, cohérentes, efficaces, robustes et transparentes pour les
décideurs.
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CHAPITRE 3

Théorie des sous-ensembles flous

introduction

L’origine du concept des sous-ensembles flous remonte à 1936 (Kosko and Toms, 1993), année
où le philosophe américain Black a énoncé le principe des ensembles vagues. Toutefois, c’est en
1965 que Zadeh a redécouvert cette idée en se fondant sur l’observation selon laquelle il est souvent
impossible d’atteindre un degré élevé de précision et de certitude dans le monde réel. En effet, les
ensembles classiques s’avèrent parfois inadaptés pour décrire de manière adéquate les phénomènes
complexes de notre environnement.

La théorie des sous-ensembles flous est une approche mathématique qui permet de modéliser l’ac-
tivité cognitive humaine en prenant en compte les informations exprimées en langage naturel qui sont
imprécises ou vagues. En effet, cette théorie permet de traiter ces informations qui ne sont pas clai-
rement définies ou dont la pertinence n’est pas absolue, ce qui est une caractéristique importante du
langage naturel. Zadeh, fondateur de cette théorie, a grandement contribué à son développement dans
diverses directions. Aujourd’hui, cette théorie est devenue une discipline majeure dans de nombreux
domaines tels que la théorie de la décision, la reconnaissance des formes, le diagnostic médical, la
théorie du contrôle et l’intelligence artificielle. Cette approche novatrice, qui permet de traiter des
données qualitatives avec des outils mathématiques, améliore notre compréhension de la complexité
du monde qui nous entoure.
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3.1 Généralités
Dans le cadre de la théorie des ensembles classiques, un ensemble X est constitué d’éléments qui

peuvent appartenir ou non à un sous-ensemble A de X . La fonction caractéristique de l’ensemble A

indique si un élément de X appartient ou non à A. Par exemple, si A est l’ensemble des tiges métal-
liques dont le diamètre est compris entre 16 et 24 millimètres (mm), alors sa fonction caractéristique
est donnée par :

χA(x) =

{
1 si 16≤ x≤ 24

0 sinon

Cependant, il peut être nécessaire de décrire des ensembles qui ne sont pas précisément définis, tels
que "les tiges métalliques dont le diamètre fait presque 20 mm". Dans ce cas, il est difficile d’associer
une fonction caractéristique à cet ensemble, car il n’y a pas de frontière nette entre les diamètres
"presque 20 mm" et ceux qui ne le sont pas. Pour résoudre ce problème, il est possible de généraliser
la fonction caractéristique en une fonction d’appartenance.

Une fonction d’appartenance permet de prendre en compte toutes les nuances de l’appartenance
d’un élément à un ensemble, en attribuant une valeur entre 0 et 1 à chaque élément de X , indi-
quant dans quelle mesure l’élément appartient à l’ensemble considéré. Ainsi, pour notre exemple
d’ensemble de tiges métalliques, la fonction d’appartenance permet de prendre en compte toutes les
nuances de l’expression "presque 20 mm". Elle considérera les tiges de diamètre qui ne sont pas exac-
tement de 20 mm, mais qui sont suffisamment proches pour être considérées comme appartenant à
l’ensemble. En effet une fonction d’appartenance permet de mettre en évidence les nuances d’appar-
tenance pour les éléments d’un ensemble X de références (ou univers de discours) et de définir un
sous-ensemble flou.

Définition 3.1.1. (Zadeh, 1965)

Soit X un ensemble appelé univers de discours ou de références. Un sous-ensemble flou A de X, est

défini par une fonction d’appartenance µA : X → [0,1] qui associe à tout élément x de X une valeur

d’appartenance réelle µA(x). l’ensemble flou A est noté par :

A = {(x,µA(x))| x ∈ X}.

Dans le cas où µA(x) = 1/2 ∀x ∈ X , alors A est appelé l’ensemble le plus flou de X noté A f = [1/2].

La notion de sous-ensemble flou permet de prendre en compte des degrés d’appartenance variables
d’un élément à une classe, offrant ainsi une gradation entre l’appartenance et la non-appartenance.
Cette approche permet de traiter des catégories aux limites mal définies telles que "vieux" ou "adulte",
des situations intermédiaires comme "presque vrai" et le passage progressif d’une propriété à une autre
comme le passage de "tiède" à "chaud" selon la température. Elle autorise également l’utilisation de
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FIGURE 3.1 : Sous-ensemble flou « presque 20 mm »

valeurs approximatives comme "environ douze ans". Cette théorie évite ainsi l’utilisation arbitraire de
limites rigides pour définir des classes, ce qui peut conduire à des conclusions injustifiées. Ainsi, la
théorie des sous-ensembles flous constitue une extension de la théorie des sous-ensembles classiques,
offrant une plus grande souplesse pour la représentation et l’analyse des phénomènes complexes.
(Bernadette, 2003).

Remarque 1. 1. La différence entre un ensemble classique et un sous- ensemble flou, réside dans

leur fonction d’appartenance. Un ensemble classique possède une fonction d’appartenance

unique, tandis qu’un ensemble flou peut être représenté par un nombre infini de fonctions d’ap-

partenance. comme pour l’exemple du sous-ensemble flou des diamètres mesurant presque 20

mm , il peut être représenté par la fonction d’appartenance suivante :

2. Les cas extrêmes de sous-ensembles flous définis sur l’univers de discours X sont respective-

ment X lui-même associé à une fonction d’appartenance partout égale à 1 sur X, et l’ensemble

/0 associé à une fonction d’appartenance nulle partout sur tout X.

3. Soient X un univers de discours discret et A un sous-ensemble flou de X. A est souvent noté

par : ∑x∈X µA(x)/x. Dans le cas où X est continu, on note A =
∫

X µA(x)/x.

3.2 Caractéristiques d’un sous-ensemble flou
Considérons un sous-ensemble flou A défini sur l’univers de discours X , et dont la fonction d’ap-

partenance est notée µA. Pour mieux comprendre la composition de cet ensemble, ainsi que les élé-
ments qui y appartiennent de manière certaine et ceux qui y appartiennent dans une certaine mesure,
différentes caractéristiques de A ont été définies.
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FIGURE 3.2 : Sous-ensemble flou « presque 20 mm de diamètre »

1. Support :
Le support de A, noté Supp(A), est l’ensemble des éléments de X qui appartiennent à A avec un
degré d’appartenance non nul. Autrement dit, Supp(A) est défini par :

Supp(A) = {x ∈ X | µA(x)> 0} .

2. Noyau :
Le noyau d’un sous-ensemble flou A de X , noté Noy(A), c’est l’ensemble des éléments de X

qui appartiennent totalement (de façon certaine) à A. Formellement :

Noy(A) = {x ∈ X | µA(x) = 1} .

3. Hauteur :
La hauteur d’un sous-ensemble flou A de X , noté h(A), est la valeur maximale prise par sa
fonction d’appartenance µA(x), qui correspond à un degré de confiance quant à l’appartenance
d’un élément x à A . On a :

h(A) = max
x∈X

µA(x).

Dans le cas où h(A) = 1, alors A est dit ensemble flou normalisé. dans le cas contraire on dit
que A est un ensemble flou non-normalisé.
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4. α-coupe :
C’est l’ensemble des éléments qui appartiennent à A avec un degré d’appartenance au moins
égal à α . Autrement dit, une α-coupe de A c’est l’ensemble noté Aα donné par :

Aα = {x ∈ X | µA(x)≥ α} .

Les α-coupes de A sont des parties non floues de X emboîtées les unes dans les autres, en
fonction de la valeur de α , c’est-à-dire que si α ′ ≥ α , alors Aα ′ ⊆ Aα . Si α = 0, alors A0 = X ,
et si α = 1, alors A1 = Noy(A), qui peut être éventuellement vide.
En pratique, rechercher le degré de similarité entre un sous-ensemble flou et un sous-ensemble
ordinaire, revient à déterminer ses α− coupes et choisir ainsi le sous ensemble ordinaire le plus
proche. Ce qui s’avère d’une grande utilité dans la définition de mesures telles que l’entropie
floue (degré de flou), de spécificité, et mesures d’exactitude (accuracy measure), etc.

Remarque 2. Les α-coupes d’un sous-ensemble flou A correspondent de façon approximative à A,

selon (Zadeh, 1965) on peut représenter tout sous-ensemble flou en fonctions de ses α-coupes :

∀x ∈ X , µA(x) = supα∈[0,1]α.χAα
(x),

avec χAα
est la fonction caractéristique de Aα .

FIGURE 3.3 : Support, noyau, hauteur et α-coupe d’un sous-ensemble flou
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Définition 3.2.1. Le complémentaire d’un ensemble flou A de X, est le sous-ensemble flou noté A

défini comme étant l’ensemble des x qui appartiennent d’autant plus à A qu’ils appartiennent peu à

A, dont la fonction d’appartenance est donnée par :

∀x ∈ X , µA(x) = 1−µA(x).
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(b) Le complémentaire de A

FIGURE 3.4 : Fonction d’appartenance du complémentaire d’un ensemble flou

Remaque 3. Il est important de souligner que les sous-ensembles flous ne vérifient pas la propriété

de non-contradiction et la loi du tiers exclus. En effet, si A est un ensemble flou et x un élément de X,

alors on ne peut pas dire avec certitude que x est soit dans A, soit dans A, mais plutôt il appartient à

chacun d’eux avec un degré d’appartenance. On en conclut que :

A∩A ̸= /0 et A∪A ̸= X .

Définition 3.2.1. Soient A et B deux sous-ensembles flous d’un même univers de discours X

▷ A et B sont dits égaux s’ils ont des fonctions d’appartenance égales en tout point x de X.

Formellement, A = B si et seulement si ∀x ∈ X , µA(x) = µB(x).

▷ On dira que A est inclus dans B et on note A ⊂ B si tout élément x de X qui appartient, même

de façon modérée, à A appartient aussi à B avec un degré au moins aussi grand. C’est à dire :

A⊂ B si et seulement si ∀x ∈ X, µA(x)≤ µB(x).
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3.3 Typologie des opérations sur les sous-ensembles
flous d’un point de vue décisionnel

Les travaux fondateurs de Zadeh (1965); Bellman and Giertz (1973) ont permis de montrer que
les opérations sur les sous-ensembles flous étaient une généralisation des opérations de la théorie
classique des ensembles, en mettant en avant le rôle crucial des fonctions d’appartenance. Dans le
cadre de la prise de décision, il est courant de combiner plusieurs critères ou attributs pour évaluer
un ensemble d’alternatives. Cette combinaison s’effectue généralement à l’aide des connecteurs "et"
et "ou". Cependant, pour tenir compte de la compensation entre les critères, cette section présente
une typologie des opérations sur les sous-ensembles flous. Cette typologie est constituée de cinq caté-
gories : non compensation, compensation-min, compensation complète, compensation-max et opéra-
teurs généralisés de compensation. Ces catégories portent sur les opérations d’intersection et d’union
de deux sous-ensembles flous ainsi que sur l’intensité que l’on souhaite donner aux connecteurs "et"
et "ou". Cette typologie offre une grande flexibilité pour modéliser des situations complexes de prise
de décision. (Yager, 1980).

3.3.1 Opérateur de non compensation
Dans le cadre d’un problème MADM (Multiple Attribute Decision Making), il peut arriver qu’une

alternative peut être rejetée simplement parce qu’elle a une valeur très faible pour un attribut, même
si tous les autres attributs sont bien au-dessus de la moyenne. Cette situation est appelée "non com-
pensatoire", et le seul opérateur dans cette catégorie est l’opérateur "min" qui représente l’opération
d’intersection de deux sous-ensembles flous.

Définition 3.3.1. Soient A et B deux sous-ensembles flous de X. L’intersection de A et B est l’ensemble

des éléments de X affectés du plus petit de leurs degrés d’appartenance, et on a :

A∩B = {x ∈ X | µA∩B(x) = min(µA(x),µB(x))} .

Intuitivement, un élément x ne peut appartenir à la fois à A et à B moins fortement qu’il n’ap-
partient à chacun d’eux séparément. En d’autres termes, A∩B est interprété comme le "plus grand"
ensemble flou qui est contenu dans les deux ensembles flous A et B simultanément.

3.3.2 Opérateur de compensation complète
De la même façon, dans un contexte d’un problème MADM, il peut arriver qu’une alternative

soit sélectionnée sur la base de sa performance pour un attribut spécifique, même si tous les autres
attributs sont inférieurs à la moyenne. Cette situation est appelée "compensation complète", et dans ce
cas, l’opérateur max est le plus approprié pour la combinaison des attributs. L’opérateur "max" définit
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l’opération d’union de deux sous-ensembles flous, et il constitue le seul opérateur de cette catégorie.

Définition 3.3.1. Soient A et B deux ensembles flous de X. L’union de A et B noté A∪B est l’ensemble

des éléments de X affectés du plus grand de leurs deux degrés d’appartenance, formellement :

A∪B = {x ∈ X |µA∪B(x) = max(µA(x),µB(x))} .

A∪B peut être interprété comme le plus petit sous-ensemble flou contenant à la fois les sous-
ensembles flous A et B. Autrement dit, un élément x ne peut appartenir à A ou à B plus qu’il n’appar-
tient à l’un deux.

Bellman and Giertz (1973) ont souligné l’importance des connecteurs : « et logique » et « ou lo-
gique ». Ils ont en plus fourni une justification du choix des opérateur "min" et "max", respectivement
pour l’intersection et l’union de deux sous-ensembles flous.
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(a) Deux sous-ensembles flous A et B
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(b) Union et intersection de A et B

FIGURE 3.5 : Intersection et union de deux ensemble flous

Exemple 1. Considérons deux ensembles flous A et B tels que : A est « x largement supérieur à 5 » et

B est « x environ 6 ». On associe à A la fonction d’appartenance donnée par

µA(x) =

{
0, si x≤ 5

(1+(x−5)−2)−1 si x > 5

l’ensemble flou B est caractérisé par la fonction d’appartenance donnée par :

µB(x) = (1+(x−6)4)−1.
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L’ensemble flou issue de l’intersection de A et B correspond à la signification sémantique sui-

FIGURE 3.6 : Fonction d’appartenance de A∩B

vante :« x est largement supérieur à 5 et environ 6 » (voir Figure 3.6) dont la fonction d’appartenance

est :

µA∩B(x) =

{
min

(
(1+(x−5)−2)−1,(1+(x−6)4)−1) , pour x > 5

0 pour x≤ 5
(3.1)

L’ensemble flou A∪B a pour signification sémantique« x largement plus grand que 5 ou environ6 »

dont la fonction d’appartenance est :

µA∪B(x) = max(
(
(1+(x−5)−2)−1,(1+(x−6)4)−1)), ∀x ∈ R. (3.2)

3.3.3 Opérateurs de compensation-min
Les opérateurs de compensation-min permettent un certain degré de compensation lorsqu’on

considère l’intersection de deux ensembles flous dans l’espace de décision. Autrement dit, ces opé-
rateurs sont utiles lorsque le décideur souhaite privilégier des alternatives qui ont des performances
élevées pour plusieurs attributs. Les opérateurs inclus dans cette catégorie sont résumés dans la Table
3.1.

3.3.4 Opérateurs de compensation- max
Les opérateurs de compensation-max permettent un certain degré de compensation (mais pas une

compensation totale) lorsque l’on considère l’union d’ensembles flous dans l’espace de décision.
C’est à dire , ces opérateurs sont plus adaptés lorsque le décideur veut sélectionner des alternatives
qui ont une performance élevée pour au moins un attribut. Les opérateurs de cette catégorie : sont la
somme algébrique, la somme bornée, l’opérateur max de Hamacher (Zimmermann, 1985), l’opérateur
max de Yager (1980) et l’opérateur max de Dubois (1984), que nous résumerons dans la Table 3.2.

60



Chapitre 3. Théorie des sous-ensembles flous

TABLE 3.1 : Opérateurs de compensation-min

Opérateur Formule

Produit algébrique µA.B(x) = µA(x).µB(x)

Produit borné µA(.)B(x) = max(0,µA(x)+µB(x)+1)

Opérateur min de Hamacher
µA(x)µB(x)

γ +(1− γ)(µA(x)+µB(x)−µA(x)µB(x))
, γ ≥ 0

(Zimmermann, 1985)

Opérateur min de 1−min
[
1,((1−µA(x))p +(1−µB(x))p)

1
p

]
, p≥ 1

Yager (1980)

Opérateur min de
µA(x)µB(x)

max(µA(x),µB(x),λ )
, 0≤ λ ≤ 1

Dubois (1984)

TABLE 3.2 : Opérateurs de compensation-max

Opérateur Formule

Somme algébrique µA(x)+µB(x)−µA(x)µB(x))

Somme bornée µA(+)B(x) = min(1,µA(x)+µB(x)+1)

Opérateur max de Hamacher
(1−α)µA(x)µB(x)+α(µA(x)+µB(x))

α +µA(x)µB(x)
, α ≥ 0

(Zimmermann, 1985)

Opérateur max de min
[
1,((µA(x))p +(muB(x))p)1/p

]
, p≥ 1

Yager (1980)

Opérateur max de
µA(x)+µB(x)−µA(x)µB(x)−min(1−q,µA(x),µB(x))

max(q,1−µA(x),1−µB(x))
, 0≤ q≤ 1

Dubois (1984)

Remarque 4. L’opérateur max, la somme algébrique et la somme bornée sont les trois versions

fondamentales qui représentent l’union de deux sous-ensembles flous. Chacune évalue différemment

le degré de "ou" dans l’espace de décision. Il peut être difficile de déterminer la forme de base à

utiliser lors de la combinaison d’ensembles flous. Les opérateurs paramétrés, tels que l’opérateur
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max de Hamacher, opérateur max de Yager et celui de Duboi et Prade, permettent au décideur de

définir l’importance qu’il accorde au " ou " pour un problème de décision particulier.

3.3.5 Opérateurs de compensation généralisés

Les opérateurs de compensation généralisés sont surtout utilisés dans des situations de prise de
décision multi-attributs où l’on cherche à prendre en compte différents niveaux de compensation et
de trouver un équilibre (compromis) entre la performance des différentes alternatives et leurs carac-
téristiques (Yager, 1980). Ces opérateurs permettent d’intégrer des informations de compromis en
agrégeant des ensembles flous de manière plus générale et moins restrictive que les opérateurs lo-
giques "et" et "ou" considérés individuellement.

3.3.5.1 Opérateur de Zimmermann and Zysno

Zimmermann and Zysno (1980) ont proposé le concept des opérateurs de compensation générali-
sés, afin de contrecarrer l’aspect restrictif des opérations d’intersection et d’union opérées respective-
ment par le "min" et le "max". Cette classe d’opérateur est définie par :

µAθB(x) =
[
(µA∩B(x))

1−θ
][

(µA∪B(x))
θ
]
, 0≤ θ ≤ 1. (3.3)

Conformément à ce qui précède, dans l’équation (3.3) on peut représenter l’intersection de A et B

ainsi que leur union par le produit algébrique et la somme algébrique respectivement, on obtient :

µAθB(x) = [µA(x)µB(x)]
1−θ [1− (1−µA(x))(1−µB(x))]

θ ,

où le paramètre θ permet au décideur de donner l’intensité qu’il juge convenable pour décrire des
informations localisées selon lui entre le "et" et le "ou" logique.

3.4 Les types de fonctions d’appartenances

1. Fonction d’appartenance discrète : Si l’ensemble de références X est discret, la fonction
d’appartenance est un ensemble de valeurs discrètes de l’intervalle [0,1], comme le montre la
Figure 3.7. Dans le cas où X est continu alors la fonction d’appartenance peut prendre plusieurs
formes comme la forme triangulaire, trapézoïdale, exponentielle, gaussienne, etc.
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FIGURE 3.7 : Sou-ensemble flou discret

2. Fonction d’appartenance trapézoïdale : C’est une fonction définie par morceaux continue à
droite. Elle est donnée par :

µA(x) =



0 si x < a ou x > d
x−a
b−a

si a≤ x < b

1 si b≤ x < c
d− x
d− c

si c≤ x≤ d

(3.4)

Si b = c, la fonction µA(x) est une fonction d’appartenance triangulaire (Figure 3.8).

FIGURE 3.8 : Fonction d’appartenance triangulaire et trapézoïdale
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3. Fonction d’appartenance exponentielle : Son expression est donnée par :

µA(x) =


exp(x−a) si x < a

1 si a≤ x≤ b

exp(−x+b) si x > b

(3.5)

4. Fonction d’appartenance gaussienne : Cette fonction est donnée par :

µA(x) = exp−1
2

(
x−a

c

)2

. (3.6)

5. Fonction d’appartenance en forme de cloche : Cette fonction est donnée par :

µA(x) =
1

1+(x− c)2 . (3.7)

FIGURE 3.9 : Fonction d’appartenance ex-
ponentielle

FIGURE 3.10 : Fonction d’appartenance
Gaussienne

3.5 Variables et modificateurs linguistiques
Le raisonnement humain repose essentiellement sur des propositions formulées en langage natu-

rel, qui ne peuvent pas être caractérisées de manière appropriée par la logique classique. Pour pallier
cette limitation, la logique floue propose d’utiliser des variables linguistiques qui offrent une grande
souplesse pour modéliser les connaissances imprécises ou vagues sur une variable dont les valeurs
précises sont inconnues. Les variables linguistiques permettent ainsi de représenter des concepts tels
que "petit", "moyen" ou "grand" par des termes flous qui peuvent prendre des valeurs numériques
dans un intervalle donné. Ce concept de variable linguistique constitue l’un des principes fondamen-
taux de la logique floue, qui permet ainsi de raisonner de manière approximative et de modéliser des
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situations où les données sont ambiguës ou imprécises.

Définition 3.5.1. Une variable linguistique est constituée du triplet (V, XV , ,TV ) dans lequel :

1. V désigne le nom de la variable (température, âge, taille, etc.),

2. XV est l’univers des valeurs prise par V (R,etc.),

3. TV c’est l’ensemble {A1, A2, . . .} constitué d’ensembles flous de XV utilisés pour décrire V .

Exemple 3.5.1. Considérons une source lumineuse et que l’on souhaite décrire son intensité. dans

ce cas la variable linguistique est le triplet constitué de : V qui correspond à l’intensité lumineuse ,

X = R et TV = { f aible,moyenne, f orte}, comme c’est représenté dans la Figure 3.11

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

Intensité de la lumière

faible
moyenne

forte

FIGURE 3.11 : Variable linguistique « intensité lumineuse »

3.5.1 Modificateurs linguistiques
Considérons une variable linguistique (V, XV , ,TV ), les modificateurs linguistiques constituent une

sorte de standardisation de l’expression linguistique utilisée pour moduler une description comme par
exemple « très », « plus ou moins », « très très », etc. Les caractérisations utilisées pour décrire l’état
de la variable V sont donc, soit les éléments de TV , soit des formes modulées de ces éléments obtenus
en utilisant des modificateurs (Bernadette, 2003).

Définition 3.5.2. Un modificateur flou est un opérateur m qui permet de passer d’un sous-ensemble

flou A à un autre sous-ensemble flou m(A) dont la fonction d’appartenance µm(A) = ψm(µA) avec ψ

une transformation mathématique.
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Remarque 5. Les premiers modificateurs ont été introduits par Zadeh (1972) tels que : "très" défini

par la transformation ψm(µA(x)) = (µA(x))2 appelé aussi haie de renforcement, et le modificateur "

plus au moins" associé à la transformation ψm(µA(x)) =
√

(µA(x) dit de dilatation.

FIGURE 3.12 : Exemple de modificateurs linguistiques

Il existe plusieurs types de modificateurs dits d’intensification (ou de renforcement) et de dilatation
(voir Figure 3.12) tels que :
• m est dit modificateur d’intensification si : ∀µA ∈ [0,1],ψm(µA)≤ µA.

• m est dit modificateur de dilatation si : ∀µA ∈ [0,1],ψm(µA)≥ µA.

Exemple 3.5.2. D’après l’exemple 3.5.1 si on applique les modificateurs d’intensification "très" et

celui de dilatation " plus ou moins " à l’ensemble flou "l’intensité lumineuse" TV on aura deux autres

sous- ensembles flous « très forte luminosité » et « luminosité plus ou moins intense » dont les fonc-

tions d’appartenance sont représentées dans la Figure 3.13.

3.6 Relation floue et matrice floue
Les relations floues constituent une extension des relations classiques et sont d’une importance

capitale dans plusieurs domaines tels que le traitement d’images, le diagnostic médical et la prise
de décision. Dans la théorie des ensembles classiques, une relation décrit l’existence d’un lien entre
des éléments d’un même ensemble ou de plusieurs ensembles. Et elle est jugée "vraie" si le lien est
confirmé, et "fausse" ou "inexistante" dans le cas contraire. De même, dans un contexte flou, on peut
définir des relations floues dont les valeurs ou l’intensité du lien représenté par cette relation floue
sont graduelles, comme par exemple : "la relation de ressemblance entre un père et son fils" ou encore
"la relation entre les pluies modérées et le rendement des cultures", etc. On voit bien que l’intensité
de la relation prend ses valeurs graduelles dans l’intervalle [0,1].
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FIGURE 3.13 : Modificateur « très » appliqué à forte luminosité

Définition 3.6.1. Soient X et Y deux ensembles de références. Une relation floue R entre X et Y est

un sous-ensemble flou de X×Y de fonction d’appartenance µR : X×Y → [0,1].

▷ Dans le cas où X = Y la relation R est dite relation floue binaire.

▷ Dans le cas où X et Y sont finis, la relation R peut être représentée par la matrice des valeurs

de sa fonction d’appartenance.

Définition 3.6.2. Une matrice M = [ai j]i, j est dite matrice floue si tous ses coefficients représentent

des valeurs d’une fonction d’appartenance d’une relation floue définie sur un univers de discours

discret

Exemple 3.6.1. Nous examinerons dans cet exemple deux cas de relations. On note par X et Y les

univers de discours considérés.

1 Soit X =Y =R l’univers des vitesses, et on considère la relation « plus rapide » qui est définie

par :

µR(x,y) =


0 si y < x+ k−1

y− x− k1

k2− k1
si x+ k1 ≤ y < x+ k2

1 si y≥ x2 + k2

où k1 et k2 sont deux constantes réelles.

2 Considérons X un ensemble de 4 produits de nettoyage : X = {P1,P2,P3,P4}, et soit la la relation

R définie sur X×X : « est préféré à » dont la matrice est donnée par la Table 3.3.

D’après la matrice floue de la Table 3.3, le produit P1 est préféré à P3 avec un degré de 0.2,

alors que P3 est préférable à P1 avec un degré de 0.8.
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TABLE 3.3 : Matrice de la relation « est préféré à »

P1 P2 P3 P4

P1 1 0.6 0.2 0.9
P2 0.7 1 0.5 0.2
P3 0.8 0.3 1 0.2
P4 0.3 0.7 0.4 1

Définition 3.6.3. (Composition de relations) Soient deux relations R1 et R2 telles que R1 est définie

sur X×Y et R2 sur X×Z. Leur composition R notée R1 ◦R2 définie sur X×Z est donnée par :

∀(x,z) ∈ X×Z,µR(x,z) = sup
y∈Y

min(µR1(x,y),µR2(y,z)).

3.6.1 Propriétés des relations floues
Afin de définir certaines structures sur l’univers de références X , on a besoin que les relations

floues définies sur X ×X , puissent avoir certaines propriétés comme la réflexivité, la symétrie et la
transitivité.

Définition 3.6.4. Soit R une relation floue définie sur X×X. On dit que :

1. R est réflexive si et seulement si pour tout élément x ∈ X, on a µR(x,x) = 1, ce qui signifie que

tout élément x est en relation avec lui-même avec un degré maximum.

2. R est complète si et seulement si pour tout x,y ∈ X, max
(
µR(x,y),µR(y,x)

)
= 1, ce qui signifie

que tout élément x est en relation avec tout élément y avec un degré maximum.

3. R est antiréflexive si et seulement si pour tout élément x ∈ X, on a µR(x,x) = 0.

4. R est symétrique si et seulement si pour tout x,y ∈ X, on a µR(x,y) = µR(y,x), ce qui signifie

que la relation entre x et y est la même que celle entre y et x.

5. R est asymétrique si et seulement si pour tout x,y ∈ X, min
(
µR(x,y),µR(y,x)

)
= 0, ce qui

signifie qu’il n’y a pas de relation réciproque entre x et y.

6. R est dite antisymétrique si elle vérifie :

∀(x,y) ∈ X×X , µR(x,y)> 0 et µR(y,x)> 0 =⇒ x = y.
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7. Une relation floue R est dite transitive si et seulement si :

∀(x,z) ∈ X×X ,

(
sup
y∈X

min(µR(x,y),µR(y,z))

)
≤ µR(x,z).

La transitivité d’une relation floue est une propriété très importante pour construire des relations
d’ordre et de préférences dans un contexte flou.

Définition 3.6.5. (Relation d’ordre floue) Soit R une relation Floue sur X×X,

1. R est un préordre flou, si R est complète et transitive. Si de plus R est antisymétrique alors R est

un ordre flou total.

2. R est un préordre partiel flou, si R est réflexive et transitive. Quand en plus R est antisymétrique,

alors R est un ordre partiel flou.

3. Si R est un ordre partiel flou et si R est asymétrique, alors R est un ordre partiel stricte flou.

Remarquons qu’une relation d’ordre floue correspond à l’idée de classement de sous ensembles
flous, et sert à définir une structure de préférences en analyse multicritère en contexte flou.

3.7 Construction de fonctions d’appartenance
Pour la théorie des ensembles flous, il est essentiel de savoir comment construire une fonction

d’appartenance et de représenter les informations sous une forme qui se rapproche autant que possible
de la perception humaine. Cette procédure est souvent appelée granulation ou fuzzification, car elle
permet de passer d’un langage naturel à un langage formel. Dans les prochains paragraphes, nous
allons passer en revue plusieurs méthodes pour générer des fonctions d’appartenance qui assurent
une représentation précise et efficace des concepts flous.

3.7.1 Les approches statistiques et probabilistes
• Méthode « Oui-Non »

Cette méthode a été proposée par Black (1937). Elle consiste à présenter un objet x à plusieurs indi-
vidus et de prendre leur avis concernant la compatibilité de cet élément avec un sous-ensemble flou
A donné. La question posée n’autorise qu’une seule réponse binaire : oui ou non. Le degré d’appar-
tenance de x à l’ensemble flou A est égal à la proportion de la réponse "oui" dans l’ensemble des
réponses. :

µA(x) =
nbrT (oui)

nbrT (oui et non)
, (3.8)

avec nbrT (oui) est le nombre total de réponses « oui » et nbrT (oui et non) est le nombre total de
réponses « oui et non ». Par exemple pour savoir si une température de 33°C est élevée, la question
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pourra être formulée ainsi : Est-il vrai qu’une température de 33°C soit élevée? Le degré d’apparte-
nance de 33°C à l’ensemble flou « température élevée » sera égal à la proportion de réponses « oui »
dans l’ensemble de toutes les réponses.
• Méthode d’estimation d’ensembles
La méthode proposée par WANG (1983) consiste à interroger les membres d’une population pour
décrire leur perception d’un sous-ensemble flou A de X . Ainsi, le degré d’appartenance de l’élément
x à A, noté µA(x), est déterminé en calculant la fréquence à laquelle x est décrit comme faisant partie
de A parmi les membres interrogés pi. Par exemple, si deux des trois experts interrogés considèrent
que l’élément x possède la caractéristique A, alors µA(x) sera égal à 2

3 (voir Figure 3.14).

FIGURE 3.14 : Méthode d’estimation d’ensemble (Aladenise and Bouchon-Meunier, 1997)

3.7.2 Méthodes de psychométrie
Les méthodes de psychométrie pour la détermination des fonctions d’appartenance ont pour ob-

jectif d’interroger un expert dans un domaine particulier afin de recueillir son opinion sur les degrés
d’appartenance de différents éléments à un ensemble flou. Ces méthodes se basent sur l’hypothèse
que l’expert dispose d’une connaissance intuitive de l’ensemble flou et de ses caractéristiques.
• Méthodes « Noyau-Support » : Pour déterminer la fonction d’appartenance, l’expert doit être
interrogé pour définir le noyau et le support de la fonction. Cette étape permet de collecter quatre pa-
ramètres (p1, p2, p3, p4) qui seront utilisés pour construire une fonction qui peut prendre différentes
formes telles qu’une fonction linéaire, à base d’arcs de paraboles, etc. Cette fonction atteint un maxi-
mum de 1 sur l’intervalle [p2, p3], a une valeur minimale de 0 en dehors de l’intervalle [p1, p4], et est
non croissante entre p3 et p4 ainsi que non décroissante entre p1 et p2. Un exemple de cette fonction
est représenté sur la Figure 3.15.

• Quantification structurelle : Cette méthode proposée par Zhang (1993), consiste à partitionner
l’ensemble X en trois sous-ensembles X0, X1 et X f . X1 est l’ensemble des éléments de X appartenant
à A avec une certitude totale : µA(x) = 1 (i.e., le noyau de A) ; X0 est l’ensemble des éléments de X

n’appartenant pas à A avec une certitude totale : µA(x) = 0 et X f est l’ensemble de tous les éléments
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FIGURE 3.15 : Fonction d’appartenance avec quatre paramètres

x n’appartenant ni à X1 ni à X0 : tel que 0 < µA(x)< 1. Nous avons alors :

∀x ∈ X f ,µA(x) =
Card{(y ∈ X f |x >A y)}

cardX f
=

nombre de y <A x
nombre des éléments de X f

, (3.9)

où y <A x signifie que « x ∈ A » est plus vrai que« y ∈ A ». L’idée de la quantification structurelle est
qu’un sous-ensemble flou est défini par rapport aux autres ensembles flous dans le cadre d’un même
contexte. Par exemple bon est supérieur à moyen. Cette Méthode est limitée aux ensemble discrets.

3.7.3 Méthode de l’ajustement de la courbe par la méthode des moindres car-
rés

Dans cette méthode, nous avons un échantillon de taille n ∈ N des valeurs

(x1,a1),(x2,a2), . . . ,(xn,an), où xi ∈ X(R) et où ai est la valeur d’appartenance de xi à l’ensemble
flou A (c’est-à-dire ai = µA(xi)). Nous cherchons à déterminer la fonction d’appartenance µA(x) en
utilisant une classe de fonctions paramétrées f (x,α,β , . . .), choisie selon la forme que l’on veut
donner à la fonction µA. Cette méthode consiste à trouver les valeurs des paramètres α0,β0, . . . de la
fonction f (x,α0,β0, . . .) de manière à minimiser la quantité dans l’équation (3.10).

E =
n

∑
i
[ f (x,α,β , . . .)−ai]

2 (3.10)

Alors, on aura :
µA(x) = max [0,min(1, f (x,α0,β0, . . .)] ∀x ∈ R. (3.11)

Il faut noter que les deux classes de fonctions les plus utilisées sont la classe de fonctions en forme de
cloche données par f (x) = γ exp

(
−(x−a)2/β

)
et la classe de fonctions trapézoïdales.
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Il existe différentes techniques pour la génération de fonctions d’appartenance automatiques.
Parmi celles-ci, on peut citer les méthodes basées sur des techniques de classification automatique,
telles que les C-moyennes floues ou les nuées dynamiques. D’autres méthodes utilisent des approches
basées sur les réseaux de neurones, les algorithmes génétiques, ou d’autres méthodes d’apprentissage
automatique. Ces techniques sont utilisées pour déterminer automatiquement les paramètres de la
fonction d’appartenance à partir de l’échantillon de données. Pour plus de détails voir (Aladenise and
Bouchon-Meunier, 1997).

3.8 Les Nombres flous
Les nombres flous sont des ensembles flous définis sur l’ensemble des réels R, qui représente

l’univers de discours ou de références. La fonction d’appartenance d’un nombre flou vérifie certaines
caractéristiques données dans la définition ci-dessous.

Définition 3.8.1. Un nombre flou N est un ensemble flou normalisé, ce qui signifie que la fonction

d’appartenance µN(x) est une fonction de R dans [0,1] qui vérifie les propriétés suivantes :

(a) son support est borné.

(b) ∃x0 ∈ R pour lequel µN(x0) = 1,

(c) µN(x) est semi-continue supérieurement, c’est-à-dire que pour tout x0 ∈ R, si xn est une suite

croissante de nombres réels telle que limn→∞ xn = x0, alors limn→∞ µN(xn)≥ µN(x0).

(d) µN(x) est convexe c’est à dire :

µN(tx1 +(1− t)x2)≥min(µN(x1),µN(x2)) ∀x1,x2 ∈ R et t ∈ [0,1].

Ces propriétés caractérisent les nombres flous et sont nécessaires pour s’assurer que les opérations
arithmétiques sur les nombres flous donnent des résultats cohérents et raisonnables. Dans (3.4) on
retrouve l’expression de la fonction d’appartenance d’un nombre flou trapézoïdal noté N = (a,b,c,d)

et celle d’un nombre flou triangulaire M = (a,b,d). Conformément à la Définition 3.8.1, les Figures
3.2 et 3.5 représentent respectivement un nombre flou trapézoïdal et des nombres flous triangulaires.

3.8.1 Opérations arithmétiques sur les nombres flous triangulaires
Les nombres flous triangulaires sont largement utilisés en raison de leur simplicité et de leur

utilité dans la prise de décision floue. Voici les opérations arithmétiques de base pour les nombres
flous triangulaires, telles que définies dans (Van Laarhoven and Pedrycz, 1983). Étant donné deux
nombres flous triangulaires N et M représentés par : M = (p,q,r) et N = (t,y,z) on a alors :
▷ L’addition N⊕M = (p+ t,q+ y,r+ z)) ;
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▷ La multiplication M⊗N = (p× t,q× y,r× s) ;

▷ La division
1
M
≈ (

1
r
,
1
q
,

1
p
), où ≈ désigne une approximation.

▷ la soustraction M⊖N = (p− z,q− y,r− t).

En décision multicritère floue les scores (performances) d’un ensemble d’alternatives, sont évalués
grâce à des variables linguistiques représentées par des nombres flous triangulaires donnés dans la
table ci-dessous.

TABLE 3.4 : Exemple d’estimations floues pour les alternatives

variable linguistique nombre flou

Très bonne (9,10,10)
Bonne (7,9,10)
Assez bonne (5,7,9)
Moyenne (3,5,7)
Légèrement mauvaise (1,3,5)
Mauvaise (0,1,3)
Très mauvaise (0,0,1)

Les nombres flous sont utilisés pour définir l’extension de certaines méthode de décision multi-
critère telles que TOPSIS, SWM, VIKOR,etc. Van Laarhoven and Pedrycz (1983); Buckley (1985a)
et Boender et al. (1989) ont introduit les opérations sur les nombres flous dans la méthode AHP de
Saaty en remplaçant les nombres réels par des nombres flous triangulaires.

3.8.2 Comparaison des nombres flous
La comparaison (classement) des nombres flous est un sujet fréquemment traité dans la littérature

scientifique (McCahon and Lee, 1988; Baas and Kwakernaak, 1977; Buckley, 1985a). Plusieurs mé-
thodes ont été proposées, mais la méthode de comparaison introduite par Tong and Bonissone (1984)
est souvent préférée pour sa simplicité et son efficacité.

Cette méthode de comparaison pour des nombres flous triangulaires est appliquée comme suit :
soit µNi(x) la fonction d’appartenance du nombre flou triangulaire Ni pour i = 1,2, . . . ,n, on définit
alors la quantité suivante :

ei j = max
x≥y

{
min(µNi(x),µN j(y))

}
, pour tout i, j = 1,2, . . . ,n. (3.12)

Alors, Ni domine (ou surclasse) N j, ce qui est noté Ni > N j, si et seulement si ei j = 1 et e ji < Qs, où
Qs est une fraction positive fixée inférieure à 1. Des valeurs telles que 0.70, 0.80 ou 0.90 peuvent être
appropriées pour Qs, et cette valeur de Qs doit être fixée par l’analyste et peut éventuellement être
modifiée pour une analyse de sensibilité ultérieure (Triantaphyllou and Triantaphyllou, 2000).
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Exemple 3.8.1. Supposons que l’on dispose de trois nombres flous triangulaires donnés par :

P = (2,4,8), Q = (3,5,7) et R = (3.5,6.5,10) D’après ce qui précède on pose Qs = 0.9 on obtient :

FIGURE 3.16 : Comparaison de nombres flous

▷ ePQ = 0.7 et eQP = 1, et comme ePQ < 0.90, donc Q > P.

▷ ePR = 0.148 et eRP = 1, avec ePR < 0.90, donc R > P.

▷ eQR = 0.5 et eRQ = 1, avec eQR < 0.90, donc R > Q.

On en conclut que : R > Q > P.

Notons que cette façon de procéder pour classer des nombres flous est largement utilisée dans les
méthodes fuzzifiées multi-attribut d’aide à la décision 1 (voir Section 4.5)

3.8.3 La représentation intégrée moyenne graduée (The graded mean integra-
tion representation)

Une autre façon d’utiliser des nombres flous consiste en la notion proposée par Chou (2003) et
appelée « Graded mean integration representation », qui est une méthode d’agrégation utilisée dans la
théorie des ensembles flous pour agréger les valeurs d’un nombre flou.

Définition 3.8.2. (Chou, 2003) Pour tout nombre flou triangulaire donné par : Ξ = (p,q,r), the

graded mean integration representation (GMIR) de Ξ est défini comme suit :

P(Ξ) =
p+4q+ r

6
. (3.13)

1généralisation des méthodes au contexte flou
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Cette technique très utilisée pour transformer un nombres flous en une seule valeur représentative
de celui-ci. La méthode de "graded mean integration representation" est particulièrement utile pour
agréger des valeurs floues dans des contextes de prise de décision floue, où les valeurs sont souvent
exprimées sous forme de nombres flous.

Dans toute la suite de ce document, nous utiliserons le terme "ensemble flou"
au lieu de "sous-ensemble flou "

Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons exploré la théorie des sous-ensembles flous, un outil puissant large-

ment utilisé dans de nombreux domaines tels que la prise de décision, la reconnaissance de formes,
l’intelligence artificielle et la modélisation de systèmes complexes. Les sous-ensembles flous per-
mettent de représenter des concepts imprécis ou vagues en utilisant des degrés d’appartenance plutôt
que des notions binaires de vrai ou faux. Les opérations de base sur les sous-ensembles flous telles que
l’union, l’intersection et la complémentarité, ainsi que les opérations plus avancées telles que la com-
paraison de sous-ensembles flous, sont largement utilisées en pratique pour résoudre des problèmes
réels. La théorie des sous-ensembles flous continue d’évoluer et de se développer, avec de nouvelles
applications émergentes dans des domaines tels que l’apprentissage automatique et l’intelligence ar-
tificielle. Ainsi, cette théorie reste un sujet de recherche actif et fascinant avec un grand potentiel pour
résoudre des problèmes complexes dans des domaines variés.
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CHAPITRE 4

Analyse décisionnelle dans un environnement flou

4.1 Introduction
Au fur et à mesure que les systèmes gérés par l’homme deviennent plus complexes, il devient de

plus en plus difficile de décrire leur comportement de manière précise et significative en raison du
"principe d’incomparabilité" défini par Zadeh (1965). Ce principe stipule que la capacité de décrire
un système avec précision diminue à mesure que sa complexité augmente, jusqu’à un seuil où la
précision et la signification deviennent presque mutuellement exclusives.

Dans le domaine de la prise de décision, où l’analyse des préférences est essentielle, la subjectivité
du décideur peut rendre difficile l’expression claire de ses préférences Tzeng and Huang (2011). Les
préférences se forment sous l’influence de la perception des objets comparés, du jugement sur la
qualité de cette perception et des interactions avec d’autres décideurs. Les décisions impliquent donc
souvent des logiques contradictoires, des connaissances incertaines et des positions ambiguës.

Dans ce contexte, les ensembles flous peuvent être utilisés par les décideurs pour refléter au mieux
leurs préférences. Les ensembles flous permettent l’évaluation linguistique, ce qui facilite le processus
d’évaluation des décideurs selon (Bellman and Zadeh, 1970).

4.2 Revue de littérature
Les méthodes MCDM traditionnelles sont souvent limitées dans les situations de prise de décision

réelles où les critères peuvent être ambigus ou imprécis. Les données floues et les termes linguistiques
nécessitent des méthodes plus adaptées pour tenir compte de ces facteurs. De plus, les méthodes
MCDM traditionnelles peuvent ne pas être en mesure de traiter efficacement les problèmes lorsque
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les données sont insuffisantes pour représenter avec précision les circonstances réelles.

C’est pourquoi les ensembles flous ont été introduits dans le domaine de la MCDM, ouvrant la
voie à une nouvelle famille d’approches pour traiter des problèmes difficiles à résoudre avec les mé-
thodes MCDM conventionnelles. l’analyse multicritère floue est un ensemble de méthodes d’aide
à la décision pour prendre en compte l’ambiguïté et la subjectivité dans les processus de décision.
Elle est basée sur la théorie des ensembles flous et permet de modéliser des problèmes de décision
impliquant plusieurs critères, qui peuvent être contradictoires ou non comparables entre eux. L’ana-
lyse multicritère floue permet ainsi de fournir des solutions qui prennent en compte les préférences
et les contraintes du décideur, et qui permettent de choisir la meilleure option parmi un ensemble
d’alternatives possibles.

Les premières méthodes pour prendre des décisions dans un environnement flou ont été présen-
tées par Bellman and Zadeh (1970) et Zimmermann (1987). Ils ont proposé que les objectifs et les
contraintes peuvent être spécifiés comme des ensembles flous. La décision optimale serait alors défi-
nie comme la confluence entre les objectifs à satisfaire et les contraintes à respecter. L’imprécision ou
le flou dans un problème MCDM peut rendre la prise de décision plus complexe à plusieurs égards.
En effet, les données floues ou qualitatives sont plus difficiles à manipuler que les données nettes,
ce qui peut augmenter la charge de calcul, en particulier pendant le processus de classement pour
rechercher les meilleures alternatives. (Chen et al., 1992).

Dans le domaine de la décision multi-attributs (MCDM), Fan et al. (2004) ont étudié l’utilisation
d’informations de préférences floues pour évaluer les alternatives. Ils ont proposé une méthode basée
sur un modèle de programmation linéaire pour déterminer les poids des attributs et classer les alter-
natives en fonction des préférences floues du décideur. Dans une autre étude, Wu et al. (2006) ont
proposé un nouvel algorithme pour résoudre les problèmes de programmation linéaire multi-objectif
flous (FMOLP) qui impliquent des paramètres flous dans les fonctions objectifs et les contraintes.
L’algorithme a été entièrement décrit et analysé.

En plus de l’extension de la méthode TOPSIS par Chen (2000), Abo-Sinna and Abou-El-Enien
(2006); Abo-Sinna (2016) ont proposé une autre extension de TOPSIS pour résoudre des problèmes
de programmation multi-objectif à grande échelle impliquant des paramètres flous représentés par
des nombres flous. L’optimalité α-Pareto est une extension de l’optimalité Pareto classique, qui est
basée sur les ensembles α-coupes de nombres flous. Cette extension est utilisée pour résoudre des
problèmes impliquant plusieurs critères contradictoires. Pour trouver une solution optimale α-Pareto,
un algorithme interactif de prise de décision floue est utilisé, basé sur la méthode TOPSIS. Dans cette
méthode, le décideur peut spécifier le degré de α et l’importance relative des objectifs afin de générer
une solution efficace. De même, l’utilisation de la méthode VIKOR à des données floues a été opérée
pour la première fois par Wang and Chang (2005). Cette méthode a également été combinée à la
méthode GRA par Kuo and Liang (2011) dans un environnement flou, pour améliorer les services
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fournis par certains aéroports internationaux. Dans la même optique, cette thèse propose une seconde
façon de combiner VIKOR et GRA sur des données floues munies d’une mesure de divergence floue.

Nous sommes témoins de la grande utilité des ensembles flous dans l’intégration de nombreuses
techniques d’optimisation, notamment dans le domaine de la prise de décision multicritère. De nom-
breux articles scientifiques continuent d’affluer avec des propositions de méthodes et d’algorithmes
pour résoudre des problèmes de décision floue, témoignant ainsi de l’importance croissante de cette
approche. Il est important de souligner que l’évolution de l’analyse multicritère ne s’est pas limitée à
l’utilisation d’ensembles flous ordinaires. En effet, avec l’introduction des extensions des ensembles
flous, telles que les ensembles flous de type-2, les ensembles flous intuitionnistes et les ensembles
flous hésitants, les méthodes de prise de décision floues ont commencé à être étendues vers de nou-
velles versions, telles que le TOPSIS flou de type-2 (Chen and Lee, 2010), l’AHP flou de type-2
(Kahraman et al., 2014), le VIKOR flou de type-2 (Yazici and Kahraman, 2015), le TOPSIS flou In-
tuitionniste(Ashtiani et al., 2009), le TOPSIS flou hésitant (Xu and Zhang, 2013), et bien d’autres.
Malgré l’abondance de la recherche existante sur la MCDM, il reste encore plusieurs domaines de
recherche à explorer. Il serait intéressant, par exemple, de développer des méthodes de décision mul-
ticritère qui reposent sur des mesures d’information floue, ainsi que d’approfondir les implications
de la combinaison de différentes approches de décision multicritère pour une prise de décision plus
éclairée. La Table 4.1 fournit quelques références sur la décision multicritère floue.

4.3 Procédures d’analyse décisionnelle dans un contexte flou
Dans les situations de décision réelles, l’analyste doit fournir au décideur une suggestion claire

et compréhensible, même si l’information préférentielle est fournie avec ambiguïté, imprécision ou
incertitude. Pour atteindre cet objectif, il est souvent nécessaire d’utiliser une procédure permettant
de tirer une conclusion non floue à partir d’informations floues. Comme le suggèrent Perny and Roy
(1992), on peut distinguer les éléments suivants

4.3.1 Approche conventionnelle
Dissoudre le flou puis traiter les données non floues : Cette méthode repose sur la construction

d’un modèle de préférences non flou après dissolution du flou à partir d’informations initiales souvent
imprécises ou incertaines (ambiguës). Ces informations sont ensuite analysées et exploitées au sein
d’un système d’aide à la décision (traitement de données précises). Le système fournit des résultats
précis conduisant à des recommandations claires. Toutefois, la dissolution du flou effectuée au début
du processus décisionnel global n’est pas sans arbitraire. La construction d’un modèle de préférences
nettes nécessite de nombreuses simplifications et distorsions des données d’origine. De ce fait, il est
souvent difficile de déterminer le caractère exact et discriminatoire des résultats obtenus. Des analyses
de sensibilité sont parfois réalisées ultérieurement pour pallier cette difficulté.

78



Chapitre 4. Analyse décisionnelle dans un environnement flou

TABLE 4.1 : Références sur l’aide multicritère à la décision floue

Auteur(s) Titre Année Type

Bellman, R. E. On the theory of subjective probability 1961 Article

Zadeh, L. A. Fuzzy sets 1965 Article

Zadeh, L. A. The concept of a linguistic variable 1975 Article
and its application to approximate reasoning

Sakawa, M. Fuzzy sets and interactive multiobjective opti-
mization

1985 Livre

Yager, R. R. A procedure for ordering fuzzy subsets of the
unit interval

1981 Article

Buckley, J. J. Fuzzy hierarchical analysis 1985 Article

Zimmermann, H.-J. Fuzzy set theory and its applications 1985 Livre

Klir, G. J. Fuzzy sets, uncertainty, and information 1987 Livre

Dubois, D. and Prade, H. The fuzzy reasoning calculus : 1988 Livre
Its mathematical structure, computational as-
pects, and applications

Chanas and Zielinski A proposal for multicriteria decision making
under fuzzy environment

1994 livre

Chen, S.J. and Hwang, C.L. Fuzzy multiple attribute decision making : Me-
thods and applications

2000 livre

Kahraman, C Fuzzy multi-criteria decision making : theory
and applications with recent developments

2008 livre

Mardani et al Fuzzy multiple criteria decision-making 2015 livre
techniques and applications – two decades re-
view from 1994 to 2014

4.3.2 L’approche floue
Traitement des données floues puis dissolution du flou : Cette stratégie vise à éliminer le flou à

un stade ultérieur du processus décisionnel global. Les informations initiales sont utilisées pour créer
un modèle de préférences floues qui est ensuite traité à l’aide de méthodes de calcul flou. Les résul-
tats obtenus sont généralement flous, ce qui permet de formuler des recommandations plus nuancées.
Si nécessaire, une étape de déffuzification (dissolution du flou) est effectuée pour obtenir plusieurs
ensembles de résultats précis, permettant ainsi de formuler des recommandations claires et compré-
hensibles pour le décideur.
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La principale distinction entre les deux approches est l’emplacement de la phase de dissolution du
flou dans le système d’aide à la décision. Dans l’approche floue, cette phase qui entraîne souvent un
affaiblissement et une distorsion de l’information, intervient après (et non avant) l’étape d’analyse et
d’exploitation dans le processus global d’aide à la décision. Cela améliore la fiabilité et la flexibilité
du modèle tout en compliquant l’étape suivante d’analyse et d’exploitation. Néanmoins, l’évolution
des recherches dans le domaine d’aide à la décision dans un environnement flou, a donné lieu à
des techniques hybrides combinant des méthodes d’aide décisionnelle pour fournir au décideur une
solution efficace, avec la moindre distorsion possible dans l’information disponible.

4.4 Méthodologie multicritère de la décision en contexte floue
Comme l’a indiqué Zimmermann (1987), les méthodes multicritère de prise de décision (MCDM)

floue, se divisent en deux phases : l’agrégation des scores des performances et le classement des
alternatives. Dans un problème de MCDM flou, les scores des performances sont exprimés par des
ensembles flous et les notes finales sont également floues, ce qui rend difficile l’obtention de l’ordre
de classement des alternatives. Pour résoudre ce problème, il est nécessaire d’utiliser des algorithmes
pour calculer et comparer les notes floues finales. Les méthodes de MCDM floues peuvent se concen-
trer soit sur la première phase, soit sur la deuxième phase, d’où la nécessité de les classer en deux
catégories : les méthodes de classement floues et les méthodes de MCDM floues. Les méthodes de
classement floues sont conçues pour la comparaison de nombres flous et peuvent être utilisées pour
de nombreuses applications floues1, tandis que les méthodes de MCDM floues sont spécifiquement
conçues pour résoudre les problèmes de MCDM contenant des données floues. Cette différence justi-
fie leur classification distincte pour faciliter leur utilisation efficace dans la résolution des problèmes
de MCDM flous

4.4.1 Procédure des méthodes de MCDM floues
La procédure de toute méthode de MCDM floue, s’effectue selon les étapes suivantes (Chen et al.,

1992) :
▷ Étape 1 : Cette étape consiste à déterminer la taille d’un problème pour lequel une méthode MCDM
floue est appropriée. La taille d’un problème MCDM est caractérisée par le nombre d’attributs et le
nombre d’alternatives. Les méthodes MCDM floues sont adaptées pour résoudre un problème ayant
moins de dix alternatives et dix attributs, ou n’importe quel nombre d’alternatives et moins de 350
attributs.
▷ Étape 2 : La deuxième étape consiste à déterminer le type de données autorisé par chaque méthode,
qui peut être : totalement flou, totalement flou singleton, totalement net, ou un mélange de données
floues et nettes. Les problèmes réels de MCDM contiennent souvent un mélange de données floues et

1méthode de classement de nombres flous de Tong and Bonissone (1984). Voir Sous- section 3.8.2
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nettes.
▷ Étape 3 : La troisième étape consiste à identifier les concepts de base des méthodes MCDM floues
qui sont principalement dérivés des méthodes MCDM classiques telles que la méthode de pondé-
ration additive simple (SAW), la méthode de processus hiérarchique analytique (AHP), la méthode
conjonctive, la méthode disjonctive, la théorie de la fonction d’utilité à attributs multiples (MAUF),
la méthode de classement avec relations de préférence, Maximin, TOPSIS et les méthodes de MCDM
classiques générales.

4.4.2 Procédure des méthodes de classement flou

Selon (Chen et al., 1992), une procédure de classement flou s’effectue conformément aux étapes
suivantes :
▷ Étape1 : La première étape consiste à identifier le type de support de comparaison utilisé pour
comparer des ensembles flous. Cela peut inclure des méthodes telles que la relation de préférences,
qui établit l’ordre de préférence entre des ensembles flous, ou la moyenne et l’écart de l’ensemble
flou, qui déterminent le degré de dispersion de l’ensemble flou.
▷ Étape 2 : La deuxième étape consiste à déterminer la technique nécessaire pour développer le
support de comparaison (telle que le degré d’optimalité, mesure de distance, les α-coupes, la fonction
de comparaison, la distribution de probabilité, la proportion à l’optimal, les scores gauche et droit,
l’indice du centre de gravité, l’intuition et l’approximation linguistique)
▷Étape 3 : Enfin, la troisième étape consiste à identifier les approches majeures qui sont utilisées
pour combiner les résultats obtenus à partir des étapes précédentes. Ces approches peuvent inclure
des méthodes basées sur l’optimisation, des approximations linguistiques, etc.

4.5 Exemple de méthodes MCDM floue : Somme pondérée floue
Dans cette section, nous présentons à titre d’exemple une méthode MCDM floue appelée la mé-

thode de la somme pondérée floue, notée F-WSM (Fuzzy Weighted Sum Method). Dans le Chapitre
2, nous avons vu que la méthode WSM classique permet de déterminer la meilleure alternative qui
satisfait l’équation (2.17). Dans le cas de la méthode F-WSM, nous considérons p alternatives Ai et m

critères. La valeur de performance de chaque alternative par rapport à chaque critère C j, est exprimée
par un nombre flou triangulaire Âi j = (Ai jl,Ai jm,Ai ju). De même, les poids représentant l’importance
des critères sont exprimés sous forme de nombres flous triangulaires ŵ j = (w jl,w jm,w ju). Pour ga-
rantir que la somme des poids puisse être égale à 1 comme dans un environnement non flou, la somme
des valeurs modales w jm (c’est-à-dire les valeurs modales des nombres flous triangulaires qui repré-
sentent les poids des critères) des poids des critères doit être égale à 1. La meilleure alternative est
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celle qui satisfait la relation suivante (où m est le nombre d’alternatives) :

P∗i = max
m

∑
j=1

Ai jw j pour i = 1, . . . , p. (4.1)

Chaque alternative est associée à un nombre flou triangulaire P∗i qui est déterminé à partir de la somme
et du produit de plusieurs nombres flous triangulaires, comme expliqué en détail dans la Sous-section
3.8.1. Pour comparer les scores P∗i des différentes alternatives, on utilise la méthode de comparaison
de nombres flous triangulaires proposée par Tong and Bonissone (1984), qui est décrite en détail dans
la Sous-section 3.8.2 .

4.5.1 Illustration numérique pour F-WSM

Exemple 4.5.1. Soit un problème de décision défini sur quatre critères de décision flous C1, C2, C3,

C4, et les trois alternatives floues A1, A2 et A3. Ensuite, supposons que les données de ce problème

sont données dans la matrice de décision floue suivante.

TABLE 4.2 : Matrice de décision floue

C1 C2 C3 C4
w j (0.13,0.20,0.31) (0.08,0.15,0.25) (0.29,0.40,0.56) (0.17,0.25,0.38 )

A1 (3.00,4.00,5.00) (5.00,6.00,7.00) (5.00,6.00,7.00) (2.00,3.00,4.00)
A2 (6.00,7.00,8.00) (5.00,6.00,7.00) (0.50, 1.00,2.00) (4.00,5.00,6.00)
A3 (4.00,5.00,6.00) (3.00,4.00,5.00) (7.00,8.00,9.00) (6.00,7.00,8.00)

FIGURE 4.1 : Fonctions d’appartenance des performances des alternatives A1,A2 et A3
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Par conséquent, lorsque l’approche F-WSM est utilisée, les scores finaux de priorité (notés res-

pectivement P∗1 , P∗2 et P∗3 des trois alternatives sont :

P∗1 = (0.13,0.20,0.31)x(3.00,4.00,5.00)
+ (0.08,0.15,0.25)x(5.00,6.00,7.00)
+ (0.29,0.40,0.56)x(5.00,6.00,7.00)
+ (0.17,0.25,0.38)x(2.00,3.00,4.00)
= (2.583,4.850,8.750)

.

De la même manière on obtient : P∗2 = (1.979,3.950,7.625), et P∗3 = (3.792,6.550,11.188). On doit

maintenant comparer ces performances selon la méthode de Tong and Bonissone (1984). La Fi-

gure 4.1 représente les fonctions d’appartenance des résultats finaux. Elles peuvent être interprétées

comme une mesure de la capacité de chaque alternative à répondre aux critères de décision. En ob-

servant cette figure ainsi que la définition du coefficient ei j dans (3.12), il est clair que e32 = e12 = 1,

et que e13, e23 et e21 sont inférieurs à Qs = 0,90. Par conséquent, selon cette procédure de classement,

A3 est la meilleure alternative floue. Autrement dit, on a A3 > A2 > A1.

Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons exploré le domaine de l’analyse multicritère dans un environnement

flou, une approche permettant de prendre en compte l’ambiguïté et la subjectivité des données dans la
prise de décision. Nous avons présenté une revue de la littérature sur ce sujet, afin de synthétiser les
travaux existants dans ce domaine.

Nous avons ensuite abordé les deux approches principales pour l’analyse décisionnelle dans un
contexte flou : l’approche conventionnelle et l’approche floue. Dans la première, le flou est dissous
en premier lieu pour ensuite traiter les données non-floues. Dans la seconde, les données floues sont
traitées en premier, avant de dissoudre le flou en dernière étape.

Pour finir, nous avons introduit à tire d’exemple la méthode de la somme pondérée floue (F-
WSM) pour aider à mieux comprendre et s’acclimater à ce contexte. Bien qu’elle soit basée sur le
même principe que la méthode classique, cette méthode permet d’évaluer dans un environnement
flou, plusieurs alternatives en prenant en compte plusieurs critères qualitatifs et conflictuels, ce qui
peut aider les décideurs à prendre des décisions plus éclairées et plus efficaces.
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CHAPITRE 5

État de l’art sur les mesures de l’information floue

Introduction
De nos jours, la gestion efficace de l’information et de la connaissance est cruciale pour toutes

les avancées scientifiques. la théorie de l’information est une branche des mathématiques et de l’in-
formatique qui s’intéresse à la quantification, le stockage et la transmission de l’information. Elle a
été développée par Shannon (1948) et comprend des concepts tels que l’entropie et l’information mu-
tuelle pour mesurer la quantité d’information contenue dans un message ou transmise par un canal de
communication. La théorie de l’information a des applications pratiques dans de nombreux domaines,
notamment les télécommunications, la compression de données et la cryptographie. Elle fournit éga-
lement un cadre mathématique pour étudier la quantité d’information dans les systèmes naturels ou
humains. Par exemple, les scientifiques peuvent utiliser la théorie de l’information pour comprendre
comment les informations circulent dans les réseaux sociaux et comment les personnes prennent des
décisions en utilisant ces informations. La théorie de l’information peut également être utilisée pour
concevoir des systèmes d’information efficaces et pour évaluer l’efficacité de ces systèmes.

La théorie de l’information floue constitue une extension essentielle de la théorie de l’informa-
tion classique, car elle prend en compte les situations où les données sont entachées d’incertitudes,
d’imprécisions ou d’ambiguïtés. Cette théorie repose sur le concept d’ensembles flous, qui permet de
décrire des objets dont les limites ne sont pas clairement définies. Elle offre des outils mathématiques
permettant de quantifier l’information contenue dans ces ensembles flous, de les comparer entre eux
et de les manipuler de manière adéquate. Ainsi, la théorie de l’information floue joue un rôle cru-
cial dans la gestion de l’information vague ou imprécise, en offrant des méthodes cohérentes pour la
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fusion et l’analyse de telles données.
La théorie de l’information floue a des applications dans de nombreux domaines, tels que la prise

de décision, le traitement d’images, la reconnaissance de formes, l’analyse de données, la robotique,
etc. Elle permet notamment de traiter des données qui ne peuvent pas être représentées de manière
précise ou déterministe, ce qui est souvent le cas dans des problèmes réels complexes.

5.1 Entropie comme mesure d’information
L’entropie est un concept qui a été initialement développé en physique pour mesurer le degré de

désordre ou d’incertitude dans un système. Ce concept a ensuite été adapté par Shannon (1948) un
pionnier de la théorie de l’information, pour mesurer la quantité d’information nécessaire pour décrire
les occurrences d’une expérience aléatoire dans un contexte probabiliste.

En théorie de l’information, l’entropie est utilisée pour quantifier l’incertitude associée à une va-
riable aléatoire discrète. Si l’on considère une expérience aléatoire avec un ensemble fini de résultats
possibles, l’entropie mesure le nombre moyen de bits d’information (binary information unit ) néces-
saires pour décrire chaque résultat. Plus précisément, si une variable aléatoire discrète X prend des
valeurs x1,x2, ...,xn avec des probabilités respectives p1, p2, ..., pn, l’entropie de X est donnée par :

ESh(p1, p2, . . . , pn) =−
n

∑
i=1

pi log(pi). (5.1)

Le logarithme dans (5.1) est à base 2. Notons aussi la convention selon laquelle 0 log0 = 0, ce qui est
facilement justifié par la continuité puisque x lnx→ 0 lorsque x→ 0.

Il convient de souligner que Shannon (1948) a établi sa définition de l’entropie sur la base des
postulats suivants :

1. L’ambiguïté ESh(p1, p2, . . . , pn) change légèrement s’il y a de légers changements de quantité
dans les pi et que l’ambiguïté reste inchangée (invariance par permutation) si les pi sont inter-
verties.

2. ESh(p1, p2, . . . , pn) = ESh(p1, p2, . . . , pn,0) c’est-à-dire que l’incertitude ne devrait pas changer
lorsqu’un résultat impossible est ajouté au schéma.

3. ESh(p1, p2, . . . , pn) = 0 si la distribution (p1, p2, . . . , pn) est dégénérée c’est à dire qu’il existe
un événement certain et que tous les autres événements ne se sont pas réalisés (∃pk = 1 et
∀i, pi = 0 pour i ̸= k).

4. ESh(p1, p2, . . . , pn) doit être maximale lorsque p1 = p2 = · · ·= pn =
1
n

. L’équiprobabilité mène
à une incertitude maximale et donc une entropie maximale. L’entropie ne peut donc que dé-
croitre en s’éloignant de la valeur correspondant à l’équiprobabilité.
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Quelques mesures d’entropie

Depuis que Claude Shannon a proposé sa mesure d’entropie, plusieurs autres auteurs ont pro-
posé d’autres mesures d’incertitude. Par exemple, Rényi (1961) ont suggéré une généralisation de
l’entropie de Shannon donnée par :

ERy(p1, p2, . . . , pn) =
1

α−1
ln

(
n

∑
i=1

pi
α

)
, (5.2)

où α > 0 et α ̸= 1
De même Pal and Pal (1989) ont défini une expression de l’entropie basée sur une fonction exponen-
tielle.

EPal(p1, p2, . . . , pn) =
n

∑
i=1

pie(1−pi)−1. (5.3)

Havrda and Charvát (1967) ont défini une mesure d’entropie pour être utilisée dans un processus de
classification. Elle est donnée par :

Eα
H(P) =

1
1−α

(
1−

n

∑
i=1

pα
i

)
α > 0, α ̸= 1. (5.4)

5.2 Mesure d’entropie floue
L’entropie de Shannon est un concept qui mesure la quantité d’information contenue dans un

message transmis par un canal de communication bruité. En s’appuyant sur cette idée, l’entropie
floue quantifie la quantité d’information qui est transmise de manière floue ou incertaine, en raison
de la subjectivité inhérente à la perception humaine ou à la pensée. Cette mesure prend en compte le
fait que les informations perçues et transmises par l’homme ne sont pas toujours précises ou détermi-
nistes, mais sont souvent caractérisées par une certaine imprécision ou incertitude. Ainsi, l’entropie
floue fournit un cadre mathématique pour quantifier cette ambiguïté et cette imprécision dans la trans-
mission des informations, en utilisant des concepts tels que la théorie des ensembles flous et la logique
floue.

L’entropie floue a fait l’objet de plusieurs tentatives d’évaluation. La première approche a été
introduite par Zadeh (1968), qui a considéré une distribution de probabilité sur l’univers de discours
X , de sorte que tout ensemble flou de X est un événement flou A dont le degré d’incertitude est
exprimé par :

HZadeh(A) =−
n

∑
i=1

µA(xi)P(xi) ln(P(xi)). (5.5)
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Dans cette équation, µA(xi) joue le rôle d’un poids, ce qui a valu à HZadeh(A) l’appellation "entro-
pie pondérée".

Dans la suite, F(X) désigne l’ensemble de tous les ensembles flous de X .

Dans un environnement flou dépourvu de distributions de probabilités, De Luca and Termini
(1972) ont proposé une nouvelle définition axiomatique de l’entropie floue (fuzziness measure). Ils
ont ainsi établi l’une des expressions les plus connues de l’entropie floue, en se basant sur l’expression
de l’entropie de Shannon.

Définition 5.2.1. (De Luca and Termini, 1972)

Une mesure d’entropie floue définie sur F(X), est une fonction à valeurs réelles définie par H :
F(X)→ [0,1] satisfaisant les axiomes suivants :

(E1) Pour tout ensemble flou A dans F(X), H(A) = 0 si et seulement si A est un ensemble net non

flou (ensemble ordinaire)

(E2) H(A) = 1 si est seulement si A est l’ensemble le plus flou1 noté A f de F(X).

(E3) H(A∗)≤ H(A), où A∗ ∈ F(X) appelé sharpened version of A tel que :

µA ∗ (x)≤ µA(x) si µA(x)≤ 0.5,
et

µA ∗ (x)≥ µA(x) si µA(x)≥ 0.5.

(5.6)

(E4) H(A) = H(Ac), où Ac désigne le complémentaire de A.

Aussi, en se basant sur le fait que pour tout ensemble flou A les quantités µA(xi) et 1− µA(xi)

pour tout i = 1,2, . . . ,n donnent le même degré de flou, par conséquent, De Luca and Termini (1972)
ont introduit une structure axiomatique de la mesure de l’entropie floue correspondant à l’entropie de
Shannon (1948) comme étant :

HDT (A) =
−1

n ln2

n

∑
i=1

µA(xi) ln(µA(xi))+(1−µA(xi)) ln(1−µA(xi)). (5.7)

L’entropie floue est l’une des caractéristiques numériques importantes des ensembles flous et oc-
cupe une place importante dans la modélisation et la conception des systèmes complexes. Elle a
de nombreuses applications dans le domaine du traitement d’images, la reconnaissance de formes,
reconnaissance de voix, prise de décision, etc. Plusieurs chercheurs ont conduit des études pour

1voir Définition 3.1.1
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construire de nouvelles mesures d’entropie floue. Bezdek (1993) a construit deux classes d’entro-
pie floue : une classe additive et l’autre multiplicative, basées sur des fonctions réelles telles que
H(A) = k ∑

n
i f (µA(xi)) où f doit vérifier certaines propriétés (cf (Bezdek, 1993)).

Dans le domaine de la prise de décision en environnement flou, l’entropie floue est largement
utilisée dans les méthodes objectives pour déterminer les poids optimaux des différents critères (Garg
et al., 2015; Wang and Lee, 2009; Chen and Li, 2011). Par exemple, (Xia and Xu, 2012) ont pro-
posé une nouvelle approche combinant l’entropie floue et l’entropie croisée floue qui est une mesure
d’information non symétrique, pour évaluer les poids des différents critères.

5.3 Mesure de divergence floue
Avant d’introduire les mesures de divergence floue, il est important de comprendre les mesures

de divergence probabilistes, qui ont inspiré la définition des mesures de divergence floue. Les me-
sures de divergence probabilistes sont utilisées pour évaluer la différence ou la distance entre deux
distributions de probabilités. Kullback and Leibler (1951) ont proposé une mesure de divergence pour
quantifier la déviation entre une distribution observée P et une distribution Q qui représente un modèle
approximatif de P. Soit Πn = {P = (p1, p2, . . . , pn)| pi > 0, ∑

n
i=1 pi = 1} un ensemble de distributions

de probabilités. Soient P et Q deux distributions de Πn alors on a :

DKL(P,Q) =
n

∑
i=1

pi ln
(

pi

qi

)
. (5.8)

Notons que pour l’expression de (5.8), on doit considérer par conventions que : 0 ln
0
0
= 0, 0 ln

0
q
=

0.. DKL(P,Q) est aussi appelée entropie relative, entropie croisée, fonction de discrimination. Une
multitude de mesures de divergence ont été établies pour leur importance cruciale dans le domaine de
l’inférence statistique, et la cryptanalyse.

Quelques années plus tard, Csiszár (1963) a développé une classe très importante de mesures de
divergence, connue sous le nom de f -divergence où f est une fonction convexe définie par :
f : R+→ R, et pour toute paire de distributions (P,Q) ∈ Γn×Γn. on a :

C f (P,Q) =
n

∑
i=1

qi f
(

pi

qi

)
(5.9)

Théoreme 5.3.1. (Csiszár and Korner, 1981)

Si la fonction f est convexe et normalisée, i.e., f (1) = 0 , alors la f -divergence C f (P,Q) est convexe

pour la paire de distributions de probabilités (P,Q) ∈ Γn×Γn.
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Les expression indéfinies de f sont établies conformément à (Csiszár and Korner, 1981) comme
étant :

f (0) = lim
t→0+

f (t), 0 f
(

0
0

)
= 0, et

0 f
(a

0

)
= a lim

t→+∞

f (t)
t

, a > 0.
(5.10)

Remarque 5.3.1. La condition f (1) = 0 est une exigence qui contribue à assurer la cohérence et

l’interprétation correcte de la divergence C f (P,Q), en particulier lorsque les distributions P et Q

sont égales.

Nous donnons ici l’exemple de la divergence du chi-deux χ2 donnée par χ2(P,Q)=
1

2n
∑

n
i
(pi−qi)

2

qi
,

qui est une f -divergence de Csiszár, dont f est donnée par f (x) = 1
2(x− 1)2. Nous avons aussi la

divergence de Hellinger (1909) qui appartient à la classe de divergences de Csiszár, définie par :

h(P,Q) =
1

2n
∑

n
i (
√

pi−
√

qi)
2. La divergence h(P,Q) est très utilisée dans la théorie des statistiques

séquentielles et asymptotique.

Lorsque l’on utilise dans une situations donnée les ensembles flous, il peut être difficile de com-
parer ou d’évaluer la différence entre deux ensembles. Afin de surmonter cette difficulté, plusieurs
approches ont été proposées, dont la mesure de divergence floue. Cette méthode permet de mesurer
la différence ou l’écart entre deux ensembles flous en quantifiant leur degré de dissemblance. Cela
permet de mieux comprendre comment ces ensembles sont différents l’un de l’autre et de mieux
comprendre les caractéristiques de chacun des ensembles étudiés. La mesure de divergence floue est
basée sur une analogie avec la mesure de divergence de Kullback and Leibler (1951). Bhandari and
Pal (1993) ont été les premiers à utiliser la mesure de divergence floue pour évaluer l’information
moyenne floue pour distinguer deux ensembles flous. Les mesures de divergence floue sont très poly-
valentes et trouvent des applications dans de nombreux domaines, notamment l’analyse de données,
la reconnaissance de formes, la prise de décision, la classification, et bien d’autres encore.

A cet effet, Bhandari and Pal (1993) ont considéré deux ensembles flous A et B définis sur un
univers de discours X , et ont évalué l’information floue moyenne pour la discrimination en faveur de
A contre B par :

I(A,B) =
n

∑
i=1

[
µA(xi) ln

µA(xi)

µB(xi)

+(1−µA(xi)) ln
1−µA(xi)

1−µB(xi)

]
,

(5.11)

Ensuite, ils ont proposé une mesure de divergence floue comme moyenne totale de l’information floue
pour la discrimination entre A et B, qui est la version symétrique de I(A,B) et est fournie par :

DBH(A,B) = I(A,B)+ I(B,A). (5.12)
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Pour pouvoir développer d’autres mesures de divergence pour les ensembles flous Montes et al.
(2002); Couso et al. (2000) ont mis au point le cadre mathématique adéquat pour l’établissement
d’une divergence pour les ensembles flous, qui doit vérifier certaines propriétés.

Définition 5.3.1. (Montes et al., 2002; Couso et al., 2000)

La fonction D : F(X)×F(X) −→ R+ est une mesure de divergence pour les ensembles flous si et

seulement si elle satisfait les propriétés suivantes pour tout A, B et C appartenant à F(X), :

(D1) D(A,B) est positive,

(D2) D(A,B) = 0, si et seulement si µA(xi) = µB(xi),

(D3) D(A,B) = D(B,A) ( symétrique),

(D4) max{D(A∪C,B∪C),D(A∩C,B∩C)} ≤ D(A,B).

Remarquons que la propriété (D4) de la Définition 5.3.1, est équivalente à : D(A,B) est une fonc-
tion convexe en A et B.
De leur côté, Fan and Xie (1999) ont introduit une nouvelle mesure d’information pour évaluer la
discrimination en faveur d’un ensemble flou A par rapport à un autre ensemble flou B, à partir de
laquelle il a défini la mesure de divergence I(A,B) donnée par :

I(A,B) =
n

∑
i=1

[2− (1−µA(xi)+µB(xi))eµA(xi)−µB(xi)− (1−µB(xi)+µA(xi))eµB(xi)−µA(xi)]. (5.13)

Bhatia and Singh (2012) ont développé les mesures suivantes :

(i) La divergence nommée « arithmetic-geometric measure of fuzzy divergence » :

T (A,B) =
n

∑
i=1

[
(µA(xi)+µB(xi))

2
ln
(µA(xi)+µB(xi))

2
√

µA(xi)µB(xi)
+

(2−µA(xi)−µB(xi))

2
ln

(2−µA(xi)−µB(xi))

2
√
(1−µA(xi))(1−µB(xi))

]. (5.14)

(ii) Ils ont aussi établi la divergence floue nommée la discrimination triangulaire généralisée :

∆m(A,B) =
n

∑
i=1

(µA(xi)−µB(xi))
2m[

1
(µA(xi)+µB(xi))2m−1

+
1

(2−µA(xi)−µB(xi))2m−1 ], m >
1
2
. (5.15)
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Verma and Maheshwari (2017) ont défini la divergence appelée« fuzzy Jensen-exponential divergence
measure » :

FJED(A|B) = 1
n(
√

e−1)

n

∑
i=1

[
(µA(xi)+µB(xi))

2
exp

(2−µA(xi)−µB(xi))

2

+
(2−µA(xi)−µB(xi))

2
exp

(µA(xi)+µB(xi))

2

−(µA(xi))exp(1−µA(xi))+(1−µA(xi))exp(µA(xi))

2

−(µB(xi))exp(1−µB(xi))+(1−µB(xi))exp(µB(xi))

2
]. (5.16)

Joshi and Kumar (2018) on établi la mesure de divergence suivante

IS
R(A,B) =

R×S
n(S−R)

n

∑
i=1

(
(µA(xi))

S(µB(xi))
1−S +(1−µA(xi))

S(1−µB(xi))
1−S
)

1
S

−
(
(µA(xi))

R(µB(xi))
1−R +(1−µA(xi))

R(1−µB(xi))
1−R
)

1
R (5.17)

où soit 0 < R≤ 1, S > 1 soit R > 1,0≤ S < 1.
De nombreuses mesures de divergence floue ont été développées ces dernières années pour une utili-
sation dans des stratégies de résolution de problèmes de prise de décision, de segmentation d’images,
de reconnaissance de formes et bien d’autres domaines. Les mesures de divergence floue sont consi-
dérées comme un outil puissant pour obtenir des informations discriminantes dans un large éventail
de domaines et peuvent potentiellement améliorer les connaissances des experts.

Des chercheurs ont récemment proposé de nouvelles mesures de divergence floue, adaptées à
des méthodes de résolution de problèmes de prise de décision floue. Par exemple, Ohlan and Ohlan
(2016) ont présenté une mesure de divergence généralisée floue dite de Hellinger basée sur la mesure
de divergence généralisée de Hellinger pour les distributions de probabilités, tandis que Verma and
Maheshwari (2017) ont développé une méthode pour résoudre les problèmes de décision multicritère
en utilisant une nouvelle mesure de divergence floue du type Jensen-exponentiel. De même, Mishra
et al. (2018) ont proposé une nouvelle mesure de divergence appliquée à la décision multicritère floue
pour sélectionner le meilleur fournisseur de services de téléphonie mobile.

Ces travaux montrent que les mesures de divergence floue continuent d’évoluer pour répondre
aux besoins de différents domaines, et que les chercheurs continuent de développer des méthodes
plus efficaces pour résoudre les problèmes de prise de décision floue.

En plus de la mesure de divergence floue, une mesure de distance floue est aussi un concept devenu
important en raison de ses applications significatives dans divers cadres flous.
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Définition 5.3.2. (Fan and Xie, 1999) Une fonction réelle d : F(X)×F(X)→ R+ est une mesure de

distance sur F(X), si d satisfait aux propriétés suivantes

(d1) d(A,B) = d(B,A) ∀A, B ∈ F(X),

(d2) d(A,A) = 0, pour tout A ∈ F(X),

(d3) d(N,Nc) = max
A,B∈F(X)

d(A,B), N est un ensemble clair,

(d4) ∀A,B,C ∈ F(X), si A⊂ B⊂C, alors d(A,B)≤ d(A,C) et d(B,C)≤ d(A,C).

Fan and Xie (1999) ont également étudié la relation entre l’entropie floue, la distance et la mesure
de similarité floue où, une mesure de similarité S définie sur F(X) est liée à la distance (exprimée en
échelle normalisée) par la relation suivante : S(A,B) = 1−d(A,B).

5.4 Mesure de connaissances floues (fuzzy knowledge measure)
Dans le domaine de la théorie de l’information floue, une question pertinente se pose : si l’entro-

pie floue permet d’estimer la quantité d’information flou, de désordre et d’irrégularité des ensembles
flous. Comment peut-on mesurer la quantité d’informations nettes et non floues contenues dans cet
ensemble? En réponse à cette question, une mesure de connaissance floue a été définie en tant que
dual complémentaire de l’entropie floue. Alors que l’entropie floue fournit une estimation de la quan-
tité d’ambiguïté, d’imprécision des ensembles flous, une mesure de connaissance floue détermine la
quantité de connaissance et de précision associée à ces ensembles flous.

Selon Arya and Kumar (2020); Singh et al. (2019), les mesures de connaissances peuvent capturer
des informations essentielles qui expriment la quantité de certitude ou de précision dans un ensemble
flou. Ces mesures peuvent également être considérées comme le degré moyen de discrimination entre
un ensemble flou et l’ensemble le plus flou A f de F(X). Plusieurs études antérieures ont été menées
sur les mesures de connaissances en utilisant des ensembles flous intuitionnistes (IFS), qui sont carac-
térisés par une fonction d’appartenance, une fonction de non-appartenance et une marge d’hésitation.
Szmidt et al. (2011, 2014) ont remis en question la dualité des mesures d’entropie et de connaissances
dans un cadre intuitionniste et ont défini une nouvelle mesure de connaissance qui est en fait une me-
sure duale de l’entropie. De plus, Nguyen (2015) ont proposé une nouvelle mesure de connaissances
pour les IFS, basée sur la distance entre un IFS et l’ensemble le plus intuitionniste, en se basant sur la
distance décrite dans Szmidt and Kacprzyk (2000).

Dans leur article de 2019, Singh et al. (2019) ont introduit pour la première fois le concept de
mesure de connaissance pour les ensembles flous classiques et ont démontré sa dualité avec une
mesure d’entropie floue. Ils ont également proposé une nouvelle expression pour cette mesure, qui a
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été utilisée pour déterminer les poids des critères dans une procédure de résolution de problèmes de
décision multicritère.

Definition 5.4.1. (Singh et al. (2019) Soit A∈ F(X) ; une fonction K : F(X)→R+ est appelée mesure

de connaissance si elle satisfait les quatre propriétés suivantes :

(k1) K(A) atteint son maximum si et seulement si A est une ensemble net ordinaire,

(k2) K(A) atteint son minimum si et seulement si A = A f , où A f est l’ensemble le plus flou de F(x),

(k3) K(A∗)≥ K(A), où A∗ ∈ F(X) vérifiant :

µA∗(x)≤ µA(x) si µA(x)≤ 0.5;
et

µA∗(x)≥ µA(x) si µA(x)≥ 0.5.

(5.18)

(k4) K(Ac) = K(A)., où Ac est le complémentaire de A.

Dans leur article, Singh et al. (2020) ont généralisé cette mesure en introduisant un paramètre
de généralisation. De leur côté, Singh and Ganie (2021) ont proposé une mesure de connaissances
floues généralisée ayant deux paramètres, qui a été intégrée à la technique MOORA. Plus récemment,
Joshi (2022) a proposé une nouvelle mesure de connaissances floues basée sur l’entropie floue et ont
démontré son utilité pour déterminer les poids des critères dans un problème de décision multicritères.
Leur approche est illustrée dans l’équation (5.19).

K jo(A) =
1
n

n

∑
i=1

√
2((µA(xi))2 +(1−µA(xi))2)−1

(
√

2−1)
, (5.19)

où le coefficient 1
(
√

2−1)
est une constante de normalisation de façon à voir 0≤ K jo(A)≤ 1.

D’autres mesures de connaissances (voir (6.27), (6.28) et (6.29) ) seront exposées au chapitre suivant.

Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons présenté un état de l’art des différentes mesures classiques de l’infor-

mation, ainsi que des mesures de l’information floue. Nous avons commencé par décrire les mesures
classiques de l’information telles que l’entropie de Shannon et la divergence de Kullback and Leibler,
qui sont des outils fondamentaux pour quantifier l’incertitude et la similarité entre des distributions
de probabilités. Ensuite, nous nous sommes concentrés sur le concept des mesures de l’information
floue, qui sont pour la plupart des extensions des mesures d’entropie ou de divergence définies dans
un espace de probabilités. À l’exception de la mesure de connaissances pour les ensembles flous
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classiques, qui est définie comme un concept dual de l’entropie floue, servant à quantifier la quantité
d’information utile et exempte d’ambiguïté dans un ensemble flou.

Ces mesures sont de plus en plus utilisées dans différents domaines, notamment en théorie de la
décision. Les mesures de divergence floue sont particulièrement utiles pour les méthodes de déci-
sion multicritère, telles que TOPSIS, MOORA, VIKOR, TODIM,. . ., etc., qui permettent d’évaluer
la proximité entre des profils disponibles et un profil idéal. En conséquence, le paradigme de l’infor-
mation floue constitue un outil de choix pour la modélisation et l’évaluation de l’ambiguïté et/ou de
la précision dans les problèmes de décision. Il est donc devenu un élément naturel de la boîte à outils
de la théorie de la décision, offrant des moyens efficaces pour traiter des situations complexes et des
données imprécises ou incertaines.
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CHAPITRE 6

Construction de mesures de divergence et de connaissances

floues : une approche basée sur la f -divergence de Csiszár

6.1 Introduction et contexte
De nombreuses méthodes d’analyse multicritère reposent sur le principe de la programmation de

compromis, qui consiste à identifier une solution optimale la plus proche possible d’un point idéal.
Pour évaluer cette proximité, une fonction de distance est utilisée dans l’analyse. Afin de permettre
à cette approche de fonctionner correctement pour un large éventail d’applications en contexte flou,
il est essentiel de développer une mesure de divergence floue flexible et adaptable. D’autre part, une
mesure de connaissances floues joue un rôle substantiel dans divers domaines de la recherche, car
elle fournit des informations précises et complémentaires sur les ensembles flous. En tant que mesure
duale de l’entropie floue, elle est particulièrement utile pour l’analyse de systèmes complexes et flous.
Par conséquent, l’utilisation de ce type de mesures dans une approche d’aide à la décision dans un
environnement flou est une démarche judicieuse.

Ce chapitre porte sur la première partie des contributions présentées dans l’article (Chaabane and
Kheffache, 2023). Cette première partie concerne la construction de deux mesures de l’information
pour les ensembles flous, qui ont été élaborées en suivant deux étapes principales :

1. La première étape consiste à définir et valider une nouvelle mesure généralisée de divergence
floue, de type f -divergence de Csiszár. Pour montrer l’efficacité de cette mesure dans la dé-
tection de toute discrimination qui pourrait exister entre deux ensembles flous, Nous allons la
comparer à quelques mesures de divergence bien connues.
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2. La seconde étape vise à construire une nouvelle classe de mesures de connaissances floues.
Cette construction s’appuie sur la structure mathématique de la notion de la f -divergence de
Csiszár, ainsi que sur l’idée que toute mesure de connaissances floues devrait quantifier le de-
gré de déviation entre un ensemble flou et l’ensemble le plus flou noté par A f = [1

2 ]. Nous
proposons ainsi une classe de mesures de connaissances floues qui respectent certaines pro-
priétés axiomatiques, permettant d’évaluer la quantité d’information exempte d’ambiguïté qui
devrait augmenter plus un ensemble flou s’éloigne de l’ensemble le plus flou. En outre, cette
approche permet de déduire (ou de dériver) une mesure de connaissances floues associée à toute
mesure de divergence floue de type f -divergence de Csiszár.

6.2 Nouvelle mesure généralisée de divergence floue
L’objectif de cette section est de développer une nouvelle mesure généralisée de divergence floue

de type f -divergence de Csiszár. Pour ce faire, nous devons introduire une fonction f convexe et
normalisée conformément au Théorème 5.3.1. Ainsi, la fonction proposée est fm donnée par :
fm : R+→ R+ où :

fm(x) =
(
√

x−1)2m+2

(x+1)m , (6.1)

vérifiant fm(1) = f ′m(1) = 0, avec les expressions indéfinies données comme dans (5.10).

Pour deux ensembles flous A et B quelconques dans F(X), où les valeurs d’appartenance sont
respectivement : µA(xi), et µB(xi), i = 1,2, . . . ,n. On obtient l’expression :

Dm(A,B) =
1

2n

n

∑
i=1


(√

µA(xi)−
√

µB(xi)
)2m+2

(µA(xi)+µB(xi))m

+

(√
1−µA(xi)−

√
1−µB(xi)

)2m+2

(2−µA(xi)−µB(xi))m

 , où m ∈ N

(6.2)

Théorème 6.2.1.
Dm(A,B) définie dans (6.2) est une mesure généralisée de divergence floue.

Démonstration. Dm est une mesure de divergence si elle satisfait les propriétés (D1)-(D4) de la Défi-
nition 5.3.1.

(D1) Pour A,B deux ensemble de F(X) et pour m ∈ N, nous avons de (6.2) que Dm(A,B) est
la somme de termes tous positifs alors Dm(A,B)≥ 0. Ce qui prouve (D1).
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(D2) Supposons que Dm(A,B) = 0 alors de (6.2) on obtient :

(√
µA(xi)−

√
µB(xi)

)2m+2

(µA(xi)+µB(xi))m = 0,

et(√
1−µA(xi)−

√
1−µB(xi)

)2m+2

(2−µA(xi)−µB(xi))m = 0.

(6.3)

(6.3) est vérifiée si µA(xi) = µB(xi). D’autre part, il est évident que si µA(xi) = µB(xi) ceci
implique que D(A,B) = 0. Ce qui vérifie (D2).

(D3) Il est facile de vérifier que : Dm(A,B) = Dm(B,A) d’où, Dm est symétrique, on conclut
que (D3) est satisfaite.

(D4) Vérifions la propriété (D4), ce qui est équivalente à prouver la convexité de Dm en A et B

conjointement. Pour cela, il suffit de montrer que fm est convexe (voir Théorème 5.3.1)

f ′′m(x) =
(2x+2m

√
x+2mx

3
2 +4mx+ x2 +1)

4x
3
2 (x+1)m+2

× (m+1)(
√

x−1)2m. (6.4)

À partir de (6.4), on obtient f ′′m(x) ≥ 0, ∀x ∈ (0,+∞), et ∀m ∈ N, d’où fm est une fonction
convexe. On en déduit du Théorème 5.3.1, que Dm est conjointement convexe en A et B.
(D1)-(D4) sont vérifiées, alors Dm est une mesure valide de divergence floue.

Cas particuliers de Dm

Pour des valeurs particulières du paramètre m, Dm se réduit à certaines mesures de divergence
floue bien connues.

1. m = −1, Dm=−1(A,B) = R(A,B), où R(A,B) est la mesure de divergence de la moyenne arith-
métique floue. (Tomar and Ohlan, 2014b) donnée par :

R(A,B) =
n

∑
i=1

[
µA(xi)+µB(xi)

2
+

2−µA(xi)−µB(xi)

2

]
. (6.5)

2. m = 0, Dm=0(A,B) = h(A,B) où h(A,B) est la discrimination floue de Hellinger (Beran, 1977)
définie par :

h(A,B) =
1
n

n

∑
i=1


(√

µA(xi)−
√

µB(xi)
)2

2
+

(√
1−µA(xi)−

√
1−µB(xi)

)2

2

 . (6.6)
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Remarque 1. Pour m= 1, Dm=1 peut être exprimée comme étant : Dm=1(A,B)= 2h(A,B)− 1
2∆(A,B),

où : ∆(A,B) est la mesure de discrimination triangulaire floue (Dragomir, 2003) donnée par :

∆(A,B) =
1
n

n

∑
i=1

(µA(xi)−µB(xi))
2×
[

1
µA(xi)+µB(xi)

+
1

2−µA(xi)−µB(xi)

]
. (6.7)

Le théorème ci-dessous exhibe certaines propriétés de la mesure de divergence proposée

Theorem 6.2.2. Soient A, B et C appartenant à F(X), Dm vérifie les propriétés suivantes :

(a) Dm(A∪B,A∩B) = Dm(A,B),

(b) Dm(A∪B,A)+Dm(A∩B,A) = Dm(A,B),

(c) Dm(A∪B,C)+Dm(A∩B,C) = Dm(A,C)+Dm(B,C),

(d) Dm(A,A∪B) = Dm(B,A∩B),

(e) Dm(A,A∩B) = Dm(B,A∪B),

(f) Dm(A,B) = Dm(A,B),

(g) Dm(A∪B,A∩B) = Dm(A∩B,A∪B) = Dm(A,B),

(h) Dm(A,B) = Dm(A,B),

(i) Dm(A,B)+Dm(A,B) = Dm(A,B)+Dm(A,B).

Démonstration. La preuve est donnée dans Annexe B.
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Theorem 6.2.3. La mesure généralisée de divergence floue Dm est une mesure de distance si elle

vérifie les deux propriétés suivantes :

1. Dm(N,Nc) = max
A,B∈F(X)

Dm(A,B) = 1, où N est ensemble ordinaire,

2. Soient A, B et C dans F(X).

Si A⊂ B⊂C, alors Dm(A,B)≤ Dm(A,C) et Dm(B,C)≤ Dm(A,C).

Démonstration. Pour x ∈ R+ et m ∈ N, la dérivée de f est

f ′m(x) = (
√

x−1)2m(
√

x−1)
m+ x+m

√
x+1√

x(x+1)m+1 . (6.8)

1. De (6.8), on constate que le le signe f ′m dépend du signe de (
√

x−1), ce qui implique que fm est
décroissante sur (0,1) et croissante sur (1,+∞). De plus, posons x = µA(xi)

µB(xi)
et de (5.10), alors

x = 0 que si µA(xi) = 0 et µB(xi) est quelconque ∈ ]0,1] en particulier, si µB(xi) = 1− µA(xi),
de (6.1), et on a fm(0) = 1. D’autre part, quand µA(xi) = 1 et µB(xi) = 0 alors x→ +∞, en
utilisant (6.1), on aura Dm(A,B) = 1

n ∑
n
i=1 0 fm

(1
0

)
= 1. Par conséquent on a :

Dm(N,Nc) = max
A,B∈F(X)

Dm(A,B) = 1.

2. Pour montrer que Dm(A,B) ≤ Dm(A,C), considérons t1 =
µA(xi)
µB(xi)

et t2 =
µA(xi)
µC(xi)

et du fait que
A⊂ B⊂C on aura µA(xi)≤ µB(xi)≤ µC(xi) ∀xi ∈ X , donc 0≤ t2 ≤ t1 ≤ 1 et puisque selon
(6.8) on a, fm(x) est décroissante sur (0,1), ce qui donne fm(t1) ≤ fm(t2) d’où on obtient :
Dm(A,B)≤ Dm(A,C).

De la même façon, pour prouver que Dm(B,C) ≤ Dm(A,C), on considère t1 =
µB(xi)
µC(xi)

et t2 =
µA(xi)
µC(xi)

, et puisque µA(xi)≤ µB(xi) pour tout xi ∈ X alors on obtient 1≥ t1 ≥ t2 ≥ 0, car fm(t) est
décroissante sur (0,1), ce qui donne fm(t1)≤ fm(t2), on en déduit que Dm(B,C)≤ Dm(A,C).
On en conclut que Dm est une mesure de distance sur F(X).

6.2.1 Analyse comparative pour Dm

Afin de démontrer l’utilité et l’efficacité de la divergence proposée Dm, celle-ci a été comparée à
plusieurs mesures de divergence floue couramment utilisées et proposées par les auteurs, notamment :
Bajaj and Hooda (2010) ont proposé une mesure de divergence floue basée sur la divergence de
probabilités donnée dans (Rényi, 1961), définie pour m > 0 et m ̸= 1 comme :

dm(A,B) =
1

m−1

n

∑
i=1

ln
[
µA(xi)

m
µB(xi)

1−m +(1−µA(xi))
m(1−µB(xi))

1−m
]
. (6.9)
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Bhatia and Singh (2012) ont élaboré une nouvelle classe (m,q) de mesure de divergence donnée par :

Dq
m(A,B) =

1
q−1

n

∑
i=1

[
(µm

A (xi)µ
1−m
B (xi)

+(1−µA(xi))
m(1−µB(xi))

1−m)
q−1
m−1 −1

]
,

m > 0, m ̸= 1 and q > 0, q ̸= 1.

(6.10)

Ohlan (2015) a introduit la mesure paramétrique de la divergence floue en tant que :

Lm(A,B) =
n

∑
i=1

(µA(xi)−µB(xi))
2

2m

×

[
(µA(xi)+µB(xi))

m

(
√

µA(xi)µB(xi))m+1

+
(2−µA(xi)−µB(xi))

m

(
√
(1−µA(xi))(1−µB(xi)))m+1

]
,

m ∈ N

(6.11)

Ohlan and Ohlan (2016) ont proposé la mesure généralisée de divergence de Hellinger définie par :

hm(A,B) =
n

∑
i=1

[
(
√

µA(xi)−
√

µB(xi))
2(m+1)

(
√

µA(xi)µB(xi))m

+
(
√

1−µA(xi)−
√

1−µB(xi))
2(m+1)

(
√

(1−µA(xi))(1−µB(xi)))m

]
,

n ∈ N

(6.12)

L’analyse est effectuée à l’aide de deux ensembles flous définis sur l’univers de discours X =

{1,2,3,4,5}, soient A et B les deux ensembles flous donnés par : A= {1/0.3,2/0.4,3/0.2,4/0.1,5/0.5},
B = {1/0.2,2/0.2,3/0.3,4/0.4,4/0.4}.
En examinant attentivement les résultats de la Table 6.1, on constate que la divergence Dq=2

m est
constante pour m > 7. Concernant Lm(A,B), on peut constater que pour quelques valeurs du para-
mètre m (c’est-à-dire m = 0, . . . ,7), les valeurs de disparité sont raisonnables par rapport aux autres
mesures . En revanche, à partir de m = 38, Lm augmente rapidement, de même pour dm. Cependant,
hm et Dm sont plus fonctionnelles, leur efficacité est représentée par la minimisation des degrés de
divergence (Tomar and Ohlan, 2014a). La Figure 6.1 illustre comment Dm est supérieur aux mesures
de divergence mentionnées précédemment. En fait, la capacité de Dm à détecter même la plus petite
différence entre deux ensembles flous, augmente avec l’augmentation de m .
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TABLE 6.1 : Résultats de l’analyse comparative de Dm

m hm(A,B) Lm(A,B) dm(A,B) Dq=2
m Dm(A,B)

0 6.4037×10−2 0.9207 — — 6.4037×10−2

1 5.6681×10−2 1.0718 — — 2.3198×10−3

2 2.5598×10−2 0.5010 0.6895 7. 8732 4.1347×10−4

3 1.2565×10−2 1.1868 1.8070 6.0075 8.0685×10−5

7 7.8126×10−4 0.5583 8.2080 5.8399 1.2801×10−7

38 3.6380×10−13 2169 65.7061 5.8399 2.7488×10−29

...
...

...
...

...
...

50 8.8818×10−17 31533 88.0350 5.8399 1.1259×10−37

...
...

...
...

...
...

80 8.2718×10−26 2.5469×107 143.8600 5.8399 1.2089×10−58

0 2 4 6 8

0

2

4

6

m

Dm

0 2 4 6 8

0

2

4

6

8

m

hm
Lm
dm

FIGURE 6.1 : Comparaison de Dm avec hm, Lm et dm relativement à m

6.3 Nouvelle classe de mesures de connaissances floues
L’objectif de cette section est de développer une nouvelle classe de mesures de connaissances

floues, basées sur la f -divergence de Csiszár, puis de déduire une nouvelle mesure généralisée de
connaissances floues à partir de la divergence floue Dm.

Soient A et B deux ensembles flous de F(X), et supposons que D f est une f -divergence floue de
Csiszár caractérisée par :

D f (A,B) =
n

∑
i=1

qi f
(

pi

qi

)
, (6.13)

où f : R+ −→ R+ est une fonction convexe et on suppose de plus que f est deux fois différentiable
sur R+ avec f (1) = f ′(1) = 0, où pour ses expressions indéfinies, on utilise l’interprétation donnée
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dans (5.10). Maintenant, considérons B = [1
2 ] l’ensemble le plus flou dans F(X), alors en termes de

fonctions d’appartenance de A et B on obtient :

D f (A, [
1
2
]) =

n

∑
i=1

1
2
[

f (2µA(xi))+ f (2(1−µA(xi)))
]
. (6.14)

Considérons la fonction g : [0,1]→ R+, telle que

g(µA(xi)) =
1
2
[

f (2µA(xi))+ f (2(1−µA(xi)))
]
.

Alors pour A ∈ F(X), on définit :

K f (A) = c
n

∑
i=1

g(µA(xi)), c ∈ R+, (6.15)

où c est une constante de normalisation.

Théoème 6.3.1. K f (A) dans (6.15) est une mesure de connaissances floues.

Démonstration. Sans perte de généralité, posons c = 1 et ti = µA(xi) de façon à avoir :

g(ti) =
1
2
[

f (2ti))+ f (2(1− ti))
]
. (6.16)

la dérivée de g est :
g′(ti) = f ′(2ti)− f ′(2(1− ti)). (6.17)

Puisque f est convexe et deux fois différentiable, alors f ′ est croissant sur R+, on a alors : pour

ti ∈ [0,0.5), on a f ′(2ti)< f ′(2(1− ti))⇒ g′(ti)< 0,

et pour
ti ∈ (0.5,1), on a f ′(2ti)> f ′(2(1− ti))⇒ g′(ti)> 0.

De plus, nous obtenons g′(ti) = 0 pour ti = 0,5. Aussi, nous notons que g est une fonction convexe
sur [0,1]. Ainsi, g(0,5) est un minimum global de g. D’autre part, g atteint son maximum en ti = 0 ou
ti = 1, et on aura :

max
[0,1]

g(ti) =
1
2
[ f (0)+ f (2)].

D’après la Définition 5.4.1, K f (A) devrait vérifier les axiomes (k1)-(k4).

(k1) D’abord, nous supposons que K f (A) est maximale, c’est-à-dire que g(µA(xi)) est maximale, ce
qui implique que µA(xi) = 0 ou µA(xi) = 1 pour tous les xi ∈ X . Ainsi, A est un ensemble net
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(ordinaire). Inversement, supposons que A est un ensemble net, c’est-à-dire que µA(xi) = 1 ou
µA(xi) = 0, donc g(µA(xi)) est maximale puisque g atteint son maximum en 0 et en 1. Donc
K f (A) est maximale. Ceci prouve (k1).

(k2) Puisque, g atteint son unique minimum en ti = 0.5, c’est-à-dire, g(0.5) = 0 car f (1) = 0. Ainsi,
si A = [1

2 ] pour tout xi ∈ X , on obtient K f (A) = 0.
Inversement, si K f (A) = 0, cela implique que g(µA(xi)) = 0, c’est à dire f (2µA(xi)) = f (2(1−
µA(xi))) = 0, ce qui est vrai que si µA(xi) =

1
2 car on a f (1) = 0. Par conséquent, (k2) est vrai.

(k3) Considérons A∗ la version affinée de A ( sharpened version of A), c’est-à-dire

µA∗(xi)≤ µA(xi) si µA(x)≤
1
2

;

et
µA∗(xi)≥ µA(xi) si µA(x)≥

1
2
.

Puisque, g est décroissant sur [0, 1
2) et croissant sur (1

2 ,1], donc g(µA∗(xi))≥ g(µA(xi)) sur [0, 1
2 ]

et g(µA∗(xi))≥ g(µA(xi)) sur [1
2 ,1].

D’où K f (A∗)≥ K f (A). Ainsi, (k3) est vérifié.

(k4) Puisque pour tous les ti ∈ [0,1] nous avons g(1− ti) = g(ti), donc (k4) est vérifié.

Comme (k1)-(k4) sont vérifiés K f (A) est une mesure de connaissance valide pour les ensembles
flous.

6.3.1 Mesure de connaissances floues dérivée de Dm

On se basant sur le Théorème 6.3.1, et en posant D f = Dm nous allons déduire une nouvelle
mesure généralisée de connaissances floues à partir de la divergence floue Dm définie dans (6.2)
selon le théorème suivant :

Théorème 6.3.2. Pour tout A ∈ F(X),

Km(A) =
c

4n

n

∑
i=1

[
(
√

2µA(xi)−1)2m+2

(2µA(xi)+1)m +
(
√

2(1−µA(xi))−1)2m+2

(3−2µA(xi))m

]
, (6.18)

où c est une constante de normalisation et m ∈ N.

1. Km(A) est une mesure généralisée de connaissances floues valide sur F(X) obtenue à partir de

Dm,

2. Km(A∪B)+Km(A∩B) = Km(A)+Km(B), ∀A,B ∈ F(X).
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Démonstration. 1. Pour montrer que Km(A) est une mesure de connaissance floue, on vérifie
qu’elle respecte bien les propriétés (k1)-(k4).

(k1) On pose µA(xi) = ti et on considère la fonction gm : [0,1]→ R+ telle que :

gm(ti) =
(
√

2ti−1)2m+2

(2ti +1)m +
(
√

2(1− ti)−1)2m+2

(2(1− ti)+1)m .

D’où
gm(ti) = fm(2ti)+ fm(2(1− ti)),

où fm(x) est la fonction convexe sur R+ qui définit la f−divergence Dm. En dérivant gm,
on obtient : g′m(ti) = 2 f ′m(2ti)−2 f ′m(2(1− ti)).

Pour ti ∈ [0,0.5), alors 2ti ∈ [0,1). Comme fm est décroissante sur [0,1], on en déduit
pour tout ti ∈ [0,0.5), que g′m(ti)< 0. De la même façon, on montre que pour ti ∈ (0.5,1],
g′m(ti)> 0. Ainsi, gm(ti) est décroissante sur [0,0.5) et croissante sur (0.5,1]. D’où gm(ti)

atteint son maximum en ti = 0 et ti = 1.

Supposons que A est un ensemble clair (net), donc µA(xi) = 1 ou µA(xi) = 0 pour tout
xi dans X , et comme g(1) = g(0) maximise chaque terme de la somme. D’où Km(A) est
maximale.

Inversement, supposons que Km(A) atteint sa valeur maximale, ce qui est possible quand
chaque terme de la somme atteint son maximum, et comme gm atteint son maximum en
µA(xi) = 1 ou µA(xi) = 0 pour tout xi ∈ X . D’où Km(A) est maximale si A est un ensemble
net.

(k2) Supposons que A est l’ensemble le plus flou dans F(X), c’est-à-dire µA(xi) = 0.5, pour
tout i = 1,2, . . . ,n, alors :

Km(A) = c
4n ∑

n
i=1

[
(
√

2(0.5)−1)2m+2

(2(0.5)+1)m +
(
√

2(1−0.5)−1)2m+2

(3−2(0.5))m

]
= 0⇒ Km(A) = 0.

Inversement, nous avons Km(A) =
c

4n
∑

n
i=1 gm(µA(xi)), et on a :

∂ 2Km(A)
∂ µ2

A(xi)
=

∂gm(µA(xi))

∂ µA(xi)

=4 f ′′m(2µA(xi))+4 f ′′m(2(1−µA(xi))).

Comme ∀x∈R+ on a f ′′m(x)≥ 0, on en déduit que gm est convexe et d’après ce qui précède
on a g′(0.5) = 0, c’est à dire que µA(xi) = 0.5 ∀i = 1 est un minimum global de g. D’où
Km(A) est aussi convexe et elle atteint son minimum global en µA(xi) = 0.5 pour xi ∈ X .
Par conséquent, Km(A) = 0 si et seulement si A est l’ensemble le plus flou de F(X).
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(k3) Selon la croissance et la décroissance de la fonction gm, il est facile de voir que l’on a :
Km(A∗)≥ Km(A) où A∗ est la version affinée de A. Donc (k3) est bien vérifiée.

(k4) Puisqu’on a : gm(t) = gm(1− t) par définition de gm. Alors (k4) est vérifiée.
Les axiomes (k1)-(k4) sont vérifiés et donc Km(A) est une mesure de connaissances floues.

2. Pour montrer que Km(A∪B)+Km(A∩B) = Km(A)+Km(B) nous utiliserons le Théorème 6.2.2
propriété (c), car par définition de Km(.) =Dm(., [

1
2 ]) d’où on aura : Km(A∪B) =Dm(A∪B, [1

2 ]),

et Km(A ∩ B) = Dm(A ∩ B, [1
2 ]). Selon (c) : Dm(A ∪ B, [1

2 ]) + Dm(A ∩ B, [1
2 ]) = Dm(A, [1

2 ]) +

Dm(B, [1
2 ]). On aura alors : Km(A∪B)+Km(A∩B) = Km(A)+Km(B).

Pour mieux illustrer notre démarche qui consiste à dérivée de nouvelles mesures de connaissances
floues à partir de mesures de type f -divergence floue, on considère la divergence appelée discrimi-
nation triangulaire donnée dans (6.7), alors la mesure de connaissances dérivée ou induite par cette
f -divergence de Csiszár est donnée par

K∆(A) =
n

∑
i=1

2(2µA(xi)−1)2

(2µA(xi)+1)(3−2µA(xi))
. (6.19)

Il est facile de vérifier que K∆(A) vérifie les axiomes (k1)-(k4). K∆(A) est bien une mesure de connais-
sances floues.

En littérature spécialisée sur les mesures d’entropie et de connaissances floues, on considère sou-
vent que ces deux mesures sont des aspects complémentaires d’une même notion d’information. L’en-
tropie floue traduit l’incertitude ou la désorganisation d’un système, tandis que la mesure de connais-
sances reflète la quantité d’informations précises que l’on possède sur ce système. Ces deux mesures
sont liées de manière inverse, ce qui signifie que si l’entropie floue augmente, cela correspond à
une diminution de la quantité de connaissances, et inversement. En d’autres termes, une réduction
de l’ambiguïté ou de la désorganisation d’un système flou peut être obtenue par une augmentation
de notre connaissance de ce système, et vice versa. C’est pourquoi on parle de mesures d’informa-
tion duales (Singh et al., 2019). Dans cette perspective, il est important que la classe de mesures de
connaissances K f (.) puisse vérifier cette caractéristique. A cet effet, nous allons examiner la relation
entre une mesures de connaissances définies dans Eq (6.15) et l’entropie floue telle qu’elle est définie
dans le théorème ci-dessous établi par Ebanks (1983).

Théorème 6.3.3. (Ebanks, 1983) Soit H : F(X)→ R+. Alors H satisfait (E1)-(E4) de la Défini-

tion 5.2.1si et seulement si H a la forme H(A) = ∑
n
i=1 G(µA(xi)) pour une certaine fonction G :

[0,1]→ R+ qui satisfait :

(a) G(0) = G(1), et G(t)> 0 pour tout t ∈ (0,1),
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(b) G(t)< G(0.5) pour tout t ∈ [0,1]−{0.5},

(c) G est croissante sur [0,0.5) et décroissante sur (0.5,1],

(d) G(t) = G(1− t) pour tout t dans [0,1].

Théorème 6.3.4. Considérons sur F(X), une mesure d’entropie floue H(A) définie comme dans le

théorème 6.3.3, et K f (A) une mesure de connaissances floues comme dans le théorème 6.3.1. On a

alors :

H(A) = 1−K f (A). (6.20)

Démonstration. Pour montrer la dualité qui existe entre l’entropie floue H(.) et la mesure de connais-
sances K f (.) donnée dans Eq (6.15). Supposons qu’elles soient toutes deux normalisées (échelle nor-
malisée), nous obtenons aisément la relation suivante entre les fonctions G et g, à savoir, G(t) =

1−g(t). Les propriétés de ces deux fonctions font que la preuve devient évidente.

6.3.2 Étude comparative pour Km

Considérons une variable linguistique représentée par un ensemble flou V . Un modificateur lin-
guistique, est un opérateur T qui transforme l’ensemble flou V en un autre ensemble flou T (V ), où
µT (V )(x) = ΨT µV (x), et ΨT est une transformation mathématique. Les premiers modificateurs ont été
introduits par Zadeh (1972) comme "très", "plus ou moins", "assez" et "très très".

Considérons un ensemble flou A dans X =
{

1,2,3,4,5,6
}

défini comme :

A =
{
(1,0.15),(2,0.45),(3,0.65),(4,0.25),(5,0.3)

}
.

Les modificateurs linguistiques sur un ensemble flou A sont : A0.5 peut être interprété comme "plus ou
moins A", A2 peut être interprété comme "très A", A3 peut être interprété comme " fortement A", et A4

peut être interprété comme "très très A". Les modificateurs linguistiques semblent réduire l’incertitude
d’un ensemble flou tout en augmentant la quantité d’informations utiles. Ainsi, une entropie floue
efficace H ou une mesure de connaissances floues K doit répondre respectivement aux exigences
suivantes :

H(A0,5)> H(A)> H(A2)> H(A3)> H(A4). (6.21)

K(A0.5)< K(A)< K(A2)< K(A3)< K(A4). (6.22)

Pour évaluer l’efficacité et la pertinence de la mesure généralisée de connaissances floues Km(.),
une étude comparative sera menée avec certaines mesures d’information courantes, en utilisant des
modificateurs linguistiques. Pour ce faire, le paramètre de généralisation m est fixé à 1,2 et 3. Voici
quelques mesures d’information floues qui sont utilisées dans cette l’évaluation comparative.
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Les mesures d’entropie floue sont :
(Hwang and Yang, 2008) :

HH(A) =
1

n(1− e−0.5)

n

∑
i=1

[(
1− e−(1−µA(xi))

)
I(x){x|µA(xi)≥0.5}+

(
1− e−µA(xi)

)
I(x){x|µA(xi)<0.5}

]
.

(6.23)
(Bhandari and Pal, 1993) :

Hα
B (A) =

1
(1−α)n

n

∑
i=1

ln [µα
A (xi)+(1−µA(xi))

α ] ,

α > 0, α ̸= 1.

(6.24)

(Pal and Pal, 1989) :

HPP(A) =
1

n(
√

e−1)

n

∑
i=1

[
µA(xi)e1−µA(xi)+(1−µA(xi))eµA(xi)−1

]
. (6.25)

(Joshi and Kumar, 2018) :

HS
R(A) =

R×S
n(R−S)

n

∑
i=1

[(
µ

S
A(xi)+(1−µA(xi))

S
) 1

S

−
(
µ

R
A (xi)+(1−µA(xi))

R) 1
R

]
,

R > 1 et 0 < S < 1or 0 < R < 1 et S > 1.

(6.26)

Pour les mesure de connaissances floues on prend les suivantes : (Singh et al., 2019) :

KSG(A) =
1
n

n

∑
i=1

2
[
µ

2
A(xi)+(1−µA(xi))

2]−1. (6.27)

(Arya and Kumar, 2020) :

S(A) =
1

ln2
ln

[
2
n

n

∑
i=1

µA(xi)
2 +(1−µA(xi))

2

]
. (6.28)

(Singh et al., 2020) :

Kα
SG(A) =

1
n

n

∑
i=1

2
[
µ

α
A (xi)+(1−µA(xi))

α
]
−1, α > 1. (6.29)
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(Chaabane and Kheffache, 2023) :

Km(A) =
k

4n

n

∑
i=1

[
(
√

2x−1)2m+2

(2x+1)m +
(
√

2(1− x)−1)2m+2

(3−2x)m

]
, m ∈ N. (6.30)

TABLE 6.2 : Valeurs comparatives résultantes

Fuzzy set H0.5
2 (A) H15

0.5(A) H2
BP(A) K3

SG(A)

A0.5 0.7975 0.6762 0.5956 - 0.3344
A 0.7448 0.6148 0.5198 - 0.2000
A2 0.5032 0.4080 0.2816 0.3184
A3 0.3350 0.2656 0.1562 0.6076
A4 0.2297 0.1803 0.0908 0.7619

H0.5
2 (A0.5)> H0.5

2 (A)> H0.5
2 (A2)> H0.5

2 (A3)> H0.5
2 (A4),

H15
0.5(A

0.5)> H15
0.5(A)> H15

0.5(A
2)> H15

0.5(A
3)> H15

0.5(A
4),

H2
BP(A

0.5)> H2
BP(A)> H2

BP(A
2)> H2

BP(A
3)> H2

BP(A
4),

K1(A0.5)< K1(A)< K1(A2)< K1(A3)< K1(A4),

K2(A0.5)< K2(A)< K2(A2)< K2(A3)< K2(A4),

K3(A0.5)< K3(A)< K3(A2)< K3(A3)< K3(A4).

D’après les résultats de la Table 6.2, nous observons que pour α > 2, Kα
SG est une fonction à valeur

réelle non positive. D’après les Tables 6.2 et 6.3, les séquences d’ordre ci-dessus indiquent que les
mesures d’entropie H0.5

2 (A), H15
0.5(A) et H2

BP(A) sont conçues pour répondre à l’exigence en (6.21).
L’exigence de l’équation (6.22) est vérifiée par la mesure de connaissances proposée Km(A) pour
m = 1,2,3, ce qui est confirmé par l’étendue de sa séquence d’ordre qui s’étend sur une large plage
de valeurs comme le montrent les Figures 6.4 et 6.5.

TABLE 6.3 : Valeur de Km(A) pour m = 1,2,3

Fuzzy set K1(A) K2(A) K3(A)

A0.5 3.539×10−3 3.1574×10−4 3.1252×10−5

A 8.7030×10−3 1.1073×10−3 1.6377×10−4

A2 0.1290 6.0977×10−2 3.1804×10−2

A3 0.3181 0.2186 0.1592
A4 0.4815 0.3862 0.3219
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FIGURE 6.2 : Fonction K1(.) FIGURE 6.3 : Fonction S(.)

FIGURE 6.4 : Étendue de la séquence d’ordre pour K1(.) et S(.)

Considérons un autre ensemble flou B défini sur X = {1,2,3,4,5,6} donné par :

B =
{
(1,0.08),(2,0.116),(3,0.73),(4,0.85),(5,0.68),(6,0.7),(7,1)

}
.

TABLE 6.4 : Valeurs comparatives obtenues

Fuzzy set HH(B) HPP(B) H0.5
BP(B) KSG(B) S(B) K1(B) K2(B) K3(B)

B0.5 0.3838 0.5252 0.4844 0.4828 0.5683 0.1732 0.1498 0.1447
B 0.3976 0.5379 0.4874 0.4695 0.5553 0.1744 0.1504 0.1449
B2 0.5057 0.5545 0.4388 0.4471 0.5331 0.2996 0.2569 0.2269
B3 0.4373 0.5264 0.4007 0.4756 0.5613 0.3821 0.3607 0.3420
B4 0.3751 0.4630 0.3701 0.5408 0.6236 0.4160 0.4055 0.3980

Sur la Table 6.4, nous observons en accord avec les séquences d’ordre ci-dessus, que les mesures
d’entropie HH(B), HBP(B) et HPP(B) ne sont pas performantes, tout comme les mesures de connais-
sances S(B) et KSG(B), puisque ces mesures d’information ne vérifient pas les séquences d’ordre
données respectivement dans (6.21) et (6.22). En revanche, la mesure de connaissances Km donne de
bons résultats et semble être efficace pour évaluer l’information utile dans un ensemble flou.
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HH(B0.5)< HH(B)< HH(B2)> HH(B3)> HH(B4),

HPP(B0.5)< HPP(B)< HPP(B2)> HPP(B3)> HPP(B4),

H0.5
BP (B

0.5)< H0.5
PP (B)> H0.5

BP (B
2)> H0.5

BP (B
3)> H0.5

BP (B
4),

KSG(B0.5)> KSG(B)> KSG(B2)< KSG(B3)< KSG(B4),

S(B0.5)> S(B)> S(B2)> S(B3)< S(B4),

K1(B0.5)< K1(B)< K1(B2)< K1(B3)< K1(B4),

K2(B0.5)< K2(B)< K2(B2)< K2(B3)< K2(B4),

K3(B0.5)< K3(B)< K3(B2)< K3(B3)< K3(B4).

FIGURE 6.5 : Fonction K2(.) et l’étendue de sa séquence d’ordre

Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons présenté une nouvelle mesure généralisée de divergence floue Dm du
type f -divergence de Csiszár. L’analyse comparative a démontré que cette mesure présente un avan-
tage significatif : elle est extrêmement sensible à toute déviation, aussi minime soit-elle, entre deux
ensembles flous, ce qui renforce considérablement son pouvoir discriminant.

Nous avons exploité la structure mathématique de la f -divergence de Csiszár pour proposer une
classe de mesures de connaissances floues, basée sur une fonction f convexe deux fois différentiable
vérifiant f (1) = f ′(1) = 0. Ainsi, nous avons introduit la mesure de connaissances floues Km, dérivée
de Dm. Par comparaison avec d’autres mesures d’information, nous avons démontré que Km est égale-
ment capable de détecter toute information utile présente dans un ensemble flou. Par conséquent, il est
judicieux d’intégrer ces deux mesures dans un processus de prise de décision multicritère en présence
de données floues. Dans le chapitre 7, nous exposons en détail la façon dont nous avons intégré ces
deux mesures dans une nouvelle approche d’aide à la décision multi-attribut dans un contexte flou.
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CHAPITRE 7

Optimisation multicritère floue basée sur les mesures

proposées de l’information floue

7.1 Introduction

Ce chapitre se focalise sur la seconde partie de notre contribution exposée dans l’article (Chaabane
and Kheffache, 2023). Afin de faciliter la lecture, nous avons divisé ce chapitre en trois sections
distinctes.

La première section présente deux nouveaux modèles d’optimisation permettant de générer les
pondérations optimales des critères. Ces modèles intègrent les mesures d’information floue proposées
dans le Chapitre 6, afin d’obtenir des pondérations qui reflètent de manière plus précise l’importance
relative de chaque critère dans le processus de prise de décision.

Dans la deuxième section, nous décrivons une nouvelle approche que nous avons développée pour
combiner les méthodes GRA (Grey Relational Analysis) et VIKOR (Multicriteria Optimization and
Compromise Solution) dans un contexte flou. Cette approche utilise la mesure de divergence Dm

comme mesure de distance floue.

Enfin, la dernière section présente une expérimentation numérique qui compare notre approche à
d’autres méthodes bien connues. Nous effectuons également une analyse de sensibilité incluant tous
les paramètres de notre approche, afin d’évaluer sa cohérence et sa rationalité.
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7.2 Modèles pour la génération des pondérations

7.2.1 Environnement global de la procédure

Dans certains contextes d’évaluation multicritère, il peut être difficile voire impossible de fournir une
évaluation précise pour chaque alternative sur chaque critère, en raison de divers facteurs tels que les
imprécisions, les subjectivités ou les variations dans les mesures de performance. Afin de résoudre ce
problème, l’utilisation d’ensembles flous permet de représenter l’ambiguïté et l’imprécision associées
aux évaluations. Ainsi, chaque alternative peut être décrite à l’aide d’ensembles de valeurs floues,
décrivant le degré de satisfaction associé à chaque critère. Cela permet d’obtenir une représentation
plus réaliste et nuancée de la performance des alternatives sur chaque critère, en prenant en compte
les incertitudes inhérentes aux évaluations.

Dans un cadre de décision floue, on considère que l’on dispose d’un ensemble de p alternatives
floues, noté A = {A1,A2, . . . ,Ap} et C = {C1,C2, . . . ,Cn} est un ensemble de n critères concurrents.
Chaque ensemble flou Ai est défini par une collection de paires (C j,ai j), où ai j est la valeur de la
fonction d’appartenance µAi(C j) où ai j évalue dans quelle mesure l’alternative Ai satisfait le critère
C j. Ainsi, plus la valeur ai j est proche de 1, plus l’alternative Ai satisfait le critère C j de manière
presque certaine, et plus elle est proche de 0, moins l’alternative Ai satisfait le critère C j. Et on a de
l’ambiguïté totale quand ai j = 0.5. Cependant, pour les critères de désavantage, des valeurs proches
de 0 sont meilleures que celles proches de 1, et inversement pour les critères d’avantage. Ainsi, toute
alternative est décrite par un ensemble flou donné par :

Ai =
{
(C j,µAi(C j))},∀ i = 1,2,3. . . . , p, ∀ j = 1,2,3, . . . ,n}.

On considère également w = (w1,w2, . . . ,wn)
T le vecteur de pondérations des n critères, tels que

∀ j = 1, . . . ,n, 0≤ w j ≤ 1 et
n

∑
j=1

w j = 1.

La matrice de décision floue est notée D = [ai j], où i = 1,2,3. . . . , p, et , j = 1,2,3, . . . ,n.

Afin de rendre les alternatives comparables par rapport à des critères concurrents on normalise la
matrice de décision D par la méthode " vector normalization" (Ohlan and Ohlan, 2016). Cette façon
de normaliser la matrice D, permet de mettre en évidence les alternatives qui ont une satisfaction
forte pour un critère de bénéfice et faible pour un critères de coût. Elle réduit également l’impact de
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la satisfaction excessivement élevée des critères de coût.

Ai j =



ai j√
∑

p
i=1 a2

i j

C j critère d’avantage,

1−
ai j√

∑
p
i=1 a2

i j

C j critère de désavantage

(7.1)

7.2.2 Génération des pondérations des critères
En raison de contraintes de temps ou de limitations liées aux compétences du décideur, il peut

arriver que les informations sur les pondérations des critères soient insuffisantes voire totalement
inconnues. Dans de tels cas, il est nécessaire de développer des modèles d’optimisation permettant
de déterminer le vecteur de poids optimal. Différentes stratégies ont été élaborées à cet effet. Par
exemple, Wei (2008) a proposé une méthode pour déterminer les poids relatifs des critères. Cette mé-
thode vise à trouver la solution qui a le plus grand écart par rapport aux autres solutions pour chaque
critère, ce qui permet d’obtenir une pondération qui met en avant les différences significatives entre
les alternatives. Les poids des critères sont ensuite ajustés de manière à minimiser cette déviation
maximale. Ye (2010) a créé une approche basée sur le modèle d’entropie et d’une mesure de diver-
gence. D’autre part, Wu et al. (2021) ont proposé un modèle qui calcule les pondérations des attributs
dans un contexte intuitionniste en utilisant à la fois des mesures de distance et de connaissances basées
sur les techniques présentées dans (Xia and Xu, 2012).

Dans ce paragraphe, nous présentons une nouvelle procédure pour déterminer les poids des cri-
tères en utilisant l’idée de la déviation maximale proposée par Wei (2008). Cette procédure utilise les
deux mesures d’information Dm et Km, définies respectivement dans les équations (6.2) et (6.15).

La mesure de connaissances Km se révèle particulièrement utile lorsqu’il y a peu ou pas d’in-
formations disponibles concernant l’importance relative des critères. Elle permet ainsi de prendre en
compte l’ambiguïté quant à l’importance de chaque critère dans le processus de décision.

D’autre part, la mesure de divergence Dm évalue la capacité d’un critère à discriminer de manière
efficace entre les différentes options, en se focalisant sur chaque critère individuellement. Cette me-
sure permet donc de prendre en considération la capacité discriminante de chaque critère de manière
spécifique.

En utilisant ces deux mesures d’information, notre procédure permet de prendre en compte de
manière complète et approfondie les principaux aspects de l’information utilisée pour l’analyse mul-
ticritère dans un environnement floue. Elle offre ainsi une approche fiable pour les experts souhaitant
obtenir des poids de critères précis et fiables dans leur prise de décision.

Ainsi, pour le critère C j, la quantité moyenne de la divergence entre l’alternative Ai et toutes les
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autres options est donnée par :
1

p−1

p

∑
k=1

Dm(Ai j,Ak j). (7.2)

D’où la divergence totale entre toutes les alternatives évaluées par le critère C j est quantifiée par :

p

∑
i=1

(
1

p−1

p

∑
k=1

Dm(Ai j,Ak j)

)
. (7.3)

D’autre part, le montant total de la mesure de connaissances par rapport au critère C j est donnée par :

p

∑
i=1

Km(Ai j). (7.4)

Comme mentionné précédemment, si un critère fournit une grande quantité de connaissances pour
toutes les options, cela signifie que l’information fournie est plus utile pour la prise de décision et
devrait donc recevoir un poids plus élevé. Sinon, il devrait recevoir un poids plus faible. Ainsi, en
combinant ces deux facteurs, nous obtenons :

p

∑
i=1

(
Km(Ai j)+

1
p−1

p

∑
k=1

Dm(Ai j,Ak j)

)
. (7.5)

En utilisant l’association présentée dans (7.5), si l’on ne dispose d’aucune information sur les pon-
dérations des critères, il est possible de générer un vecteur de pondérations w à l’aide d’un modèle
de programmation non linéaire noté Modèle (I). Ce modèle est exprimé mathématiquement de la
manière suivante :

Modèle (I)


maxF(w) = max

(
n

∑
j=1

w j

p

∑
i=1

(
Km(Ai j)+

1
p−1

p

∑
k=1

Dm(Ai j,Ak j)

))
sous contraintes : w j ≥ 0, j = 1,2, . . . ,n,

n

∑
j=1

w2
j = 1.

(7.6)

Pour résoudre le modèle ci-dessus posant la fonction de Lagrange L(w j,λ ) du problème d’optimisa-
tion dans le modèle (I), où λ ∈ R est le multiplicateur de Lagrange.

L(w j,λ ) =
n

∑
j=1

w j

p

∑
i=1

(
Km(Ai j)+

1
p−1

p

∑
k=1

Dm(Ai j,Ak j)

)
+

λ

2

(
n

∑
j=1

w2
j −1

)
. (7.7)
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On obtient l’équation suivante des dérivées partielles de L :

∂L
∂w j

=
p

∑
i=1

(
Km(Ai j)+

1
p−1

p

∑
k=1

Dm(Ai j,Ak j)

)
+λw j = 0. (7.8)

∂L
∂λ

=
1
2

(
n

∑
j=1

w2
j −1

)
= 0. (7.9)

De (7.8) on aura :

w j =

−
p

∑
i=1

(
Km(Ai j)+

1
p−1

p

∑
k=1

Dm(Ai j,Ak j)

)
λ

, j = 1, . . . ,n. (7.10)

En remplaçant dans (7.9) et selon que w j doit être positif, alors on obtient :

λ =−

√√√√ n

∑
j=1

(
p

∑
i=1

(
Km(Ai j)+

1
p−1

p

∑
k=1

Dm(Ai j,Ak j

))2

. (7.11)

En combinant (7.10) et (7.11) on obtient l’unique solution du problème d’optimisation, qui est donnée
par :

w j =

p

∑
i=1

(
Km(Ai j)+

1
p−1

p

∑
k=1

Dm(Ai j,Ak j)

)
√√√√ n

∑
j=1

(
p

∑
i=1

(
Km(Ai j)+

1
p−1

p

∑
k=1

Dm(Ai j,Ak j)

))2
, j = 1, . . . ,n. (7.12)

Selon la contrainte dans le modèle (I), on obtient le poids normalisé w∗j comme suit :

w∗j =

p

∑
i=1

(
Km(Ai j)+

1
p−1

p

∑
k=1

Dm(Ai j,Ak j)

)
n

∑
j=1

p

∑
i=1

(
Km(Ai j)+

1
p−1

p

∑
k=1

Dm(Ai j,Ak j)

) , j = 1, . . . ,n. (7.13)

En raison de la complexité et de l’ambiguïté des problèmes de prise de décision pratiques ainsi que de
la nature subjective inhérente à la pensée humaine, les informations sur les poids des attributs sont gé-
néralement incomplètes et seules des informations partielles sont disponibles que l’on regroupe dans
l’ensemble Ω qui contient les informations sur les poids connus sous forme de contraintes que les pon-
dérations w j doivent respecter pour j = 1,2, . . . ,n. L’ensemble Ω peut être constitué d’informations

116



Chapitre 7. Optimisation multicritère floue basée sur les mesures proposées de l’information floue

sur les poids wi et w j selon les types suivants pour i ̸= j :

Type 1. Un classement(ordre) faible :{wi ≥ w j} ;

Type 2. Un classement stricte :{ wi−w j ≥ αi (αi > 0)} ;

Type 3. Un classement des différences : {wi−w j ≥ wk−wl}, pour j ̸= k ̸= l ;

Type 4. Un classement avec des doublons : { wi ≥ αiw j (0≤ αi ≤ 1)} ;

Type 5. Sous forme d’intervalle :{ αi ≤ wi ≤ αi + εi}(0≤ αi ≤ αi + εi ≤ 1).

Pour de telles situations, nous proposons un modèle de programmation linéaire Modèle (II),

Modèle (II)


maxF(w) = max

(
n

∑
j=1

w j

p

∑
i=1

(
Km(Ai j)+

1
p−1

p

∑
k=1

Dm(Ai j,Ak j)

))
sous contraintes : w ∈Ω, w j ≥ 0, j = 1,2, . . . ,n,

n

∑
j=1

w j = 1.
(7.14)

En résolvant le problème décrit dans le Modèle (II), nous obtenons le vecteur de pondérations optimal
w = (w1,w2, . . . ,wn)

T .

7.3 Nouvelle combinaison de GRA et VIKOR en contexte flou
7.3.1 Principales motivations

Une analyse attentive des avantages et limites des deux méthodes GRA et VIKOR, nous a conduit
à proposer leur combinaison dans un environnement flou. Voici globalement quelques raisons qui ont
conduit à cette nouvelle combinaison.

(a) Complémentarité des avantages : la méthode GRA est utile pour rechercher des interdépen-
dances complexes basées sur des relations grises (floues) entre les multiples facteurs du pro-
blème, fournis sous forme de données discrètes en utilisant un seul point de référence, tandis
que VIKOR est utile pour trouver une solution de compromis efficace. La combinaison des
deux méthodes pourrait donc fournir un ensemble plus complet d’informations pour prendre
des décisions. En outre, la méthode que nous avons adopté pour la normalisation des données,
suggère de choisir un seul point de référence représenté par les valeurs élevées pour les critères
d’avantage et de faible valeurs pour les critères de désavantage.

(b) Robustesse : La méthode VIKOR est connue pour être robuste aux incertitudes dans les don-
nées. D’un autre côté, la méthode GRA est plus sensible aux variations de données, en par-
ticulier si la variation est importante. Cela est dû en partie à l’utilisation d’une technique de
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normalisation qui est sensible aux valeurs extrêmes. Dans notre cas, nous avons pallier ce pro-
blème en choisissant une technique de normalisation bien appropriée au contexte flou qui va
nous permettre obtenir des résultats plus fiables qui résistent mieux aux perturbations des don-
nées.

(c) Amélioration de la performance : Il a été démontré que la combinaison de plusieurs méthodes
d’analyse multicritère peut améliorer la précision et la performance de l’analyse. En utilisant
GRA et VIKOR ensemble, on pourra obtenir des résultats plus nuancés et proche de la réalité
et donc une meilleure prise de décision.

7.3.2 Procédure de combinaison de GRA et VIKOR
Une fois que les poids des critères ont été déterminés en utilisant soit le modèle (I) (7.6) si les

pondérations son totalement inconnues, soit le modèle (II) (7.14) si les poids sont partiellement in-
connus, nous procédons aux étapes suivantes où on doit déterminer la matrice de décision normalisée
et pondérée que l’on note Dnp dont les coefficients sont donnés par :

ϑi j = Ai j w j, i = 1,2, . . . , p, , j = 1,2, . . . ,n. (7.15)

A ce stade, nous appliquons la démarche de la procédure GRA à la matrice Dnp. Ainsi on détermine
la séquence de référence comme étant :

A+ = (ϑ+
01,ϑ

+
02, . . . ,ϑ

+
0n), où ϑ

+
0 j = max

i
ϑi j, ∀ j = 1,2, . . . ,n. (7.16)

Dans la prochaine étape, nous allons évaluer les coefficients relationnels gris. Cette évaluation im-
plique l’utilisation de la mesure de divergence floue Dm pour déterminer les écarts entre les alterna-
tives et la séquence de référence. Pour chaque alternative Ai, son coefficient relationnel gris relative-
ment au critère C j est calculé de la manière suivante :

ξi j =

min
i

min
j
(Dm(ϑi j,ϑ

+
0 j))+ρ max

i
max

j
(Dm(ϑi j,ϑ

+
0 j))

Dm(ϑi j,ϑ
+
0 j)+ρ max

i
max

j
(Dm(ϑi j,ϑ

+
0 j))

. (7.17)

Le coefficient de résolution ρ est défini dans la plage 0 < ρ ≤ 1 et est généralement pris égal à 0.5.
Les coefficients de corrélation grise ξi j sont calculés pour refléter les corrélations entre les évaluations
des options existantes et le profil de référence souhaité. Autrement dit, ξi j évalue le degré d’affinité
entre le profil disponible et le profil de référence A+ relativement au critère C j. L’utilisation de la
divergence Dm est un choix judicieux, car elle est efficace dans la détection de la plus petite déviation
pouvant exister entre deux profils.
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Une fois que les coefficients ξi j ont été établis, on peut déterminer le meilleur et le pire niveau du
coefficient de corrélation grise ξ ∗j et ξ

−
j , respectivement, à partir de l’équation (7.17).

ξ
∗
j = max

i
(ξi j) et ξ

−
j = min

i
(ξi j) ∀ j = 1, . . . ,n.

De manière générale, lorsque la divergence entre Ai j et A+
j est importante, le coefficient relationnel

gris ξi j tend vers zéro, ce qui indique une satisfaction plus faible de l’alternative Ai pour le critère C j.
En revanche, lorsque la divergence entre Ai j et A+

j est moins importante, la satisfaction de l’alternative
Ai pour le critère C j est meilleure.
Selon ce qui précède, on calcule l’utilité de groupe Si, le regret individuel Ri et la mesure de compro-
mis Qi pour chaque alternative Ai(i = 1, . . . , p) selon :

Si =
n

∑
j=1

w j
ξ ∗j −ξi j

ξ ∗j −ξ
−
j
, Ri = max

j

(
w j

ξ ∗j −ξi j

ξ ∗j −ξ
−
j

)
,

pour i = 1,2, . . . , p, j = 1,2, . . . ,n

(7.18)

Qi =ν

(
Si−S−

S∗−S−

)
+(1−ν)

(
Ri−R−

R∗−R−

)
,

pour i = 1,2, . . . , p
(7.19)

où S∗ = max
i

Si, S− = min
i

Si, R∗ = max
i

Ri, R− = min
i

Ri.

Le paramètre ν , compris dans l’intervalle [0,1], joue un rôle crucial dans la détermination de la solu-
tion de compromis en MCDM. En effet, il représente le poids relatif de la maximisation de l’utilité
de groupe et du regret individuel. La valeur de ν doit être adaptée en fonction des caractéristiques
du problème considéré. En pratique, une valeur de ν égale à 0.5 est souvent choisie afin de prendre
en compte de manière équilibrée ces deux aspects. Il convient de rappeler que l’intérêt des mesures
d’utilité de groupe et de regret individuel dans la méthode VIKOR est de prendre en compte les pré-
férences individuelles des décideurs et d’obtenir des solutions qui maximisent l’utilité globale tout
en minimisant le regret individuel. Cela permet d’améliorer le processus de décision en favorisant
la participation active de chaque décideur et en cherchant à atteindre un consensus satisfaisant pour
l’ensemble du groupe.

Le classement des alternatives peut être obtenu en triant les valeurs de Si, Ri et Qi par ordre dé-
croissant. La meilleure option sera celle ayant la plus petite valeur de la mesure de compromis Qi.
Toutefois, afin de garantir l’unicité de la meilleure option, il est important de déterminer la solution de
compromis optimale. Si les deux conditions suivantes sont satisfaites, l’alternative de rang supérieur
A(1) sera recommandée comme solution de compromis par Qi :
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• (ACDV) Avantage acceptable : Q(A(2))−Q(A(1))≥ DQ, où DQ = 1
p−1 , A(2) est l’alternative

de deuxième position dans la liste de classement par Qi, et p est le nombre des alternatives.
Cette condition garantit qu’il existe une différence significative entre la meilleure alternative et
la deuxième meilleure alternative en termes de performance des critères.

• (ACST) Stabilité acceptable dans la prise de décision : l’alternative A(1) doit également être
la mieux classée par Si et/ou Ri. Cette solution de compromis est stable dans un processus de
prise de décision qui peut être effectué par un vote à la majorité (lorsque la majorité est requise
ν > 0,5), par consensus (lorsque l’égalité des voix est acceptable ν ≈ 0,5), ou avec un veto
(lorsqu’une minorité peut empêcher la décision ν < 0,5).

Si l’une des conditions n’est pas remplie, alors un ensemble de solutions de compromis est pro-
posé. Cet ensemble comprend l’alternative A(1) et l’alternative A(2), si seulement l’exigence (ACST)
n’est pas satisfaite. Si l’exigence (ACDV) n’est pas satisfaite, l’ensemble comprend les alternatives
A(1), A(2), A(3), . . . ,A(M), où A(M) est déterminée par la relation Q(A(M))−Q(A(1)) < DQ pour un
maximum de M. Les positions de ces alternatives sont considérées comme « proches ».

7.4 Expérimentation de la méthode sur des données concrètes
Afin d’évaluer l’efficacité de la technique de prise de décision proposée, une mise en œuvre a été

effectuée en utilisant des données réelles provenant de la période allant du 21.9.2012 au 27.9.2012,
obtenues à partir de la source (http ://www.moneycontrol.com). Les données fuzzifiées ont été rap-
portés dans les articles des auteurs Joshi and Kumar (2014) et Mishra and Rani (2017).
Dans le problème de décision en question, on veut classer quatre organisations (alternatives), Bajaj
Steel (A1) ; H.D.F.C Bank (A2) ; Tata Steel (A3) ; InfoTech Enterprises (A4). Les alternatives sont éva-
luées sur cinq critères tels que : le bénéfice par action (EPS) (C1) ; la valeur faciale (C2) ; le ratio P/C
(Put-Call) (C3) ; le dividende (C4) ; le ratio P/E (Price-to-earnings) (C5). Il convient de noter que C1

et C2 sont des critères de bénéfice ; une valeur élevée indique une perspective de croissance positive,
tandis que les autres sont des critères de coût ; une faible valeur indique une perspective de croissance
positive.

Cas 1. Les poids des critères sont complètement inconnus
L’efficacité de la méthode proposée est examinée pour deux valeurs du paramètre de généralisation
m= 1 et m= 2 des mesures généralisées d’information floue Dm et Km, respectivement. Pour résoudre
le problème en question, nous allons suivre l’approche méthodique décrite ci-dessous.

Étape 1. La matrice de décision floue est donnée dans la table 7.1. Puis, en utilisant la norma-
lisation des données comme dans (7.2) sur les données de la Table 7.1, il en résulte la matrice
de décision normalisée donnée dans la Table 7.2.

120



Chapitre 7. Optimisation multicritère floue basée sur les mesures proposées de l’information floue

TABLE 7.1 : Matrice de décision floue (Joshi and Kumar, 2014)

C1 C2 C3 C4 C5

A1 0.2846 0.7500 0.2340 0.2300 0.2400
A2 0.3180 0.2480 0.7660 0.0970 0.7600
A3 0.7590 0.7500 0.3150 0.3200 0.2780
A4 0.2410 0.4370 0.4100 0.1550 0.3940

TABLE 7.2 : Matrice de décision floue normalisée

C1 C2 C3 C4 C5

A1 0.3150 0.6390 0.7299 0.4705 0.7423
A2 0.3519 0.2113 0.1159 0.7767 0.1841
A3 0.8400 0.6390 0.6364 0.2634 0.7015
A4 0.2667 0.3723 0.5267 0.6432 0.5770

Étape 2. En utilisant les équations (7.1) et (7.3) on obtient la divergence totale entre toutes les
alternatives relativement au critère C j, ainsi que la quantité globale de connaissances pour le
même critère. Ensuite, pour obtenir le vecteur de poids optimal w∗, on utilise l’équation (7.13).

TABLE 7.3 : Calcul du vecteur de pondérations pour m = 1

∑
p
i=1

1
p−1 ∑

p
k=1 Dm=1(Ai j,Ak j) ∑

p
i=1 Km=1(Ai j) w∗j

C1 5.5672×10−2 3.5750×10−2 0.2480
C2 1.6453×10−2 1.3218×10−2 0.0803
C3 7.2272×10−2 6.6672×10−2 0.3761
C4 2.0596×10−2 1.4696×10−2 0.0955
C5 4.2152×10−2 2.6745×10−2 0.1865

Une analyse approfondie des Tables 7.3 et 7.4 révèle que les critères qui ont joué un rôle im-
portant dans la discrimination entre les alternatives et qui fournissent une quantité considérable
de connaissances utiles sur les options se voient attribuer une importance supérieure par rapport
à ceux qui ne contribuent pas de la même manière. De plus, le modèle (I) produit des résultats
cohérents avec les mesures d’information floue établies, confirmant ainsi leur efficacité dans
la génération des poids des critères. Il est intéressant de noter que pour m = 1 et m = 2, les
poids sont maintenus dans le même ordre d’importance des critères, ce qui souligne une fois de
plus la fiabilité du modèle proposé pour la génération des pondérations et sa cohérence avec les
mesures d’information floue établies.
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TABLE 7.4 : Calcul du vecteur de pondérations pour m = 2

∑
p
i=1

1
p−1 ∑

p
k=1 Dm=2(Ai j,Ak j) ∑

p
i=1 Km=2(Ai j) w∗j

C1 1.0768×10−2 4.1624×10−3 0.2511
C2 1.7877×10−3 9.6136×10−4 0.0462
C3 1.8372×10−2 1.3137×10−2 0.5300
C4 2.4787×10−3 8.7424×10−4 0.0564
C5 4.5688×10−3 2.3369×10−3 0.1161

Étape 3. En utilisant l’équation (7.15), on détermine la matrice de décision floue normalisée et
pondérée, donnée dans la Table 7.5.

TABLE 7.5 : Matrice de décision flou normalisée et pondérée

C1 C2 C3 C4 C5

m= 1

A1 0.0781 0.0513 0.2745 0.0449 0.1384
A2 0.0872 0.0169 0.0436 0.0742 0.0343
A3 0.2083 0.0513 0.2394 0.0251 0.1308
A4 0.0661 0.0299 0.1981 0.0614 0.1076

m= 2

A1 0.0791 0.0295 0.3868 0.0265 0.0862
A2 0.0883 0.0097 0.0614 0.0438 0.0213
A3 0.2109 0.0295 0.3373 0.0148 0.0814
A4 0.0669 0.0172 0.2791 0.0362 0.0670

Étape 4. Selon la Table 7.5, la séquence de référence A+ est obtenue en utilisant l’équation
(7.16). Ainsi, pour m= 1, nous obtenons A+ = (0,2083;0,0513;0,2745;0,0742;0,1384) . Pour
m = 2, nous avons A+ = (0,2109;0,0295;0,3868;0,0438;0,0862) .

Étape 5. Calculer le coefficient relationnel gris ξi j pour Ai, i = 1, . . . , p et j = 1,2, . . . ,n en
utilisant, (7.17) et en fixant la valeur du coefficient de résolution ρ à 0.5. les résultats sont
résumés dans la Table 7.6 pour deux valeurs du paramètre de généralisation m.

Étape 6. On calcule l’utilité de groupe Si, le regret individuel Ri et la mesure de compromis
Qi pour chaque alternative Ai en utilisant les équations (7.18), (7.19), et en fixant ν = 0.5. Les
résultats sont représentés dans la Table 7.7. Ainsi, les résultats obtenus permettent de déterminer
quelle alternative est la plus favorable pour la prise de décision.
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TABLE 7.6 : Coefficients relationnels gris pour chaque alternative (cas 1)

C1 C2 C3 C4 C5

m= 1

A1 0.8193 1.0000 1.0000 0.9928 1.0000
A2 0.7215 0.9253 0.3333 1.0000 0.6885
A3 1.0000 1.0000 0.9998 0.9023 1.0000
A4 0.7300 0.9935 0.9946 0.9998 0.9990

m= 2

A1 0.9730 1.0000 1.0000 0.9985 1.0000
A2 0.9854 0.9928 0.5000 1.0000 0.9391
A3 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
A4 0.9420 0.9995 0.9989 1.0000 0.9999

TABLE 7.7 : Résultats du classement obtenus en utilisant notre méthode (cas1)

Si Ri Qi Rank

m= 1

A1 0.1729 0.1659 0.1836 2
A2 0.7605 0.3762 1.0000 4
A3 0.0956 0.0955 0.0000 1
A4 0.2573 0.2480 0.3933 3

m= 2

A1 0.1177 0.1168 0.1075 2
A2 0.7555 0.5300 1.0000 4
A3 0.0564 0.0564 0.0000 1
A4 0.2522 0.2511 0.3456 3

Step 7. Pour m = 1 et m = 2, la Table 7.7 fournit trois listes de classement pour ν = 0.5. En
se basant sur les valeurs de Qi. La meilleure alternative, est celle ayant la valeur minimale de
Qi. Ainsi, les options sont classées de la meilleure à la pire comme suit : A3 > A1 > A4 > A2.
Toutefois, pour trouver une solution de compromis, les deux conditions : avantage acceptable
(ACDV) et la stabilité acceptable dans la prise de décision (ACST), doivent être examinées.

En effet, pour m= 1, la condition (ACDV) n’est pas satisfaite car Q(A(2))−Q(A(1))= 0.18360<
DQ avec DQ = 0.3333. Par conséquent, A3 et A1 sont des solutions de compromis. De plus,on a
Q(A(3))−Q(A(1)) = 0.3933, c’est-à-dire que A3 et A4 ne sont pas les mêmes solutions de com-
promis car DQ ≤ 0.3933, et A3 a un avantage acceptable par rapport à A4 qui n’est pas inclus
dans l’ensemble des solutions de compromis. La condition (ACST) est vérifiée car A3 est mieux
classée par Si et Ri que l’option A4, comme c’est indiqué dans la Table 7.8. Par conséquent, un
décideur peut donner son ordre de préférence comme suit : A3 > A1 > A4 > A2.

De plus, à partir de la Table 7.7, on observe que pour m = 1,2, l’option A3 est meilleure que les
trois autres alternatives, et pour A2, les critères C3 et C5 doivent être améliorés car ces critères
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TABLE 7.8 : Résultats de classement obtenus en utilisant notre méthode (cas2)

Si Ri Qi Rank

m= 1

A1 0.2135 0.2058 0.1658 2
A2 0.7611 0.2500 0.6134 4
A3 0.1000 0.1000 0.0000 1
A4 0.3087 0.2900 0.3014 3

m= 2

A1 0.1485 0.13867 0.0427 2
A2 0.7619 0.3280 1.0000 4
A3 0.1000 0.1000 0.0000 1
A4 0.2204 0.2080 0.2787 3

font de A2 la pire option. Comme on peut le constater, l’ordre de classement est resté inchangé
même si le paramètre de généralisation de la divergence floue suggérée a été modifié. Notez
que selon les résultats pour m = 2, les interprétations et le classement sont les mêmes que ceux
mentionnés précédemment.

Cas 2 : Les poids des critères sont partiellement connus
Les relations ci-dessous donnent les informations partiellement disponibles sur les poids. :

Ω = {0.25≤ w1 ≤ 0.4, 0.16≤ w2 ≤ 0.27,

0.15≤ w3 ≤ 0.25, 0.1≤ w4 ≤ 0.18,

0.2≤ w5 ≤ 0.35, w1 ≥ 0.2w4,

w5−w2 ≤ w3,
n

∑
j=1

w j = 1,

w j ≥ 0, ∀ j = 1, . . .5}.

(7.20)

En utilisant le modèle (II) (7.14), on obtient pour m = 1 le vecteur des poids suivant : w∗ =
(0,2900,0,1600,0,2500,0,1000,0,2000)T . Pour m= 2, on obtient le vecteur des poids suivant :w∗=
(0,2080,0,0980,0,3280,0,1280,0,2380)T .
En suivant les étapes de la technique proposée et après avoir calculer la matrice de décision normali-
sée et pondérée (m=1 puis m=2) , Fixez le coefficient de résolution ρ = 0.5 et le poids de la stratégie
de prise de décision ν = 0.5. La Table 7.8 indique que, pour m = 1 et m = 2, la condition d’avantage
acceptable (ACDV) n’est pas vérifiée pour A1 et A4. Cependant, la condition (ACST) est vérifiée car
A3 est le mieux classée par Si et Ri. Ainsi, il y a une stabilité acceptable dans la prise de décision par
consensus. Par conséquent, l’ensemble des solutions de compromis comprend A3, A1 et A4. Toutefois,
le classement final par ordre de préférence peut être proposé comme suit : A3 > A1 > A4 > A2. La co-
hérence des résultats dans les deux scénarios où les poids des critères sont totalement ou partiellement
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inconnus indique la robustesse de la technique proposée.

7.4.1 Analyse de sensibilité et étude comparative
Dans cette étude, nous avons réalisé une analyse de sensibilité pour démontrer la robustesse de

l’intégration de GRA et de VIKOR proposée. Pour ce faire, nous avons déterminé les coefficients
de corrélation grise en faisant varier la valeur du coefficient de résolution ρ dans l’intervalle [0,1],
en gardant le paramètre de généralisation de la mesure de divergence floue m fixé à 1. Les résultats
montrent que pour ν = 0,25 et ν = 0,5, les solutions de compromis A3 et A1 sont classées en tête, sui-
vies de A4, tandis que A2 est la moins bien classée. Pour ν = 0,75, plusieurs solutions de compromis
ont été identifiées, dont A3, A1 et A4, avec A2 étant la pire option.

TABLE 7.9 : Valeurs de Qi pour différentes valeurs du coefficient de résolution ρ

ρ = 0.1 ρ = 0.2 ρ = 0.3

ν = 0.25 ν = 0.5 ν = 0.75 ν = 0.25 ν = 0.5 ν = 0.75 ν = 0.25 ν = 0.5 ν = 0.75

A1 0.3203 0.2671 0.2139 0.2698 0.2263 0.1828 0.2438 0.2052 0.1666
A2 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
A3 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
A4 0.4687 0.3940 0.3193 0.4685 0.3935 0.3185 0.4954 0.4474 0.3993

ρ = 0.4 ρ = 0.6 ρ = 0.7

ν = 0.25 ν = 0.5 ν = 0.75 ν = 0.25 ν = 0.5 ν = 0.75 ν = 0.25 ν = 0.5 ν = 0.75

A1 0.2279 0.1923 0.1566 0.2095 0.1772 0.1450 0.2038 0.1725 0.1413
A2 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
A3 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
A4 0.4688 0.3941 0.3195 0.4690 0.3946 0.3202 0.4691 0.3947 0.3204

ρ = 0.8 ρ = 0.9 ρ = 1

ν = 0.25 ν = 0.5 ν = 0.75 ν = 0.25 ν = 0.5 ν = 0.75 ν = 0.25 ν = 0.5 ν = 0.75

A1 0.1992 0.1688 0.1384 0.1956 0.1658 0.1361 0.1926 0.1634 0.1342
A2 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
A3 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
A4 0.4691 0.3949 0.3206 0.4692 0.3950 0.3320 0.4693 0.3951 0.3209

Les résultats obtenus ont permis d’établir un classement fiable des options : A3 > A1 > A4 > A2. Il
est important de noter que les variations du coefficient de résolution et du poids de la stratégie n’ont
pas eu d’impact sur le classement final, comme le met en évidence la Figure ??. Une comparaison
a également été réalisée entre notre approche et certains processus de FMCDM basés sur le principe
TOPSIS, comme indiqué dans la Table 7.10. Bien que ces approches aient abouti au même classement
final que notre méthode, elles ne prennent pas en compte les avantages que les options ont les unes
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(c) Analyse de sensibilité pour ρ quand ν = 0.5

FIGURE 7.1 : Analyse de sensibilité pour ρ

sur les autres du point de vue décisionnel, et ne permettent pas de mettre en évidence les critères qui
rendent certaines alternatives inefficaces. De plus, certains des algorithmes utilisés pour générer les
poids des critères utilisent la méthode de l’entropie, qui ne discrimine pas correctement l’importance
des critères.

7.4.2 Comparaison de notre méthode à celle de Kuo and Liang (2011)
Dans leur étude, Kuo and Liang (2011) ont développé une approche combinant GRA et VIKOR

pour évaluer la qualité de service des aéroports internationaux d’Asie du Nord-Est. Nous avons sou-
haité comparer notre méthode combinant GRA et VIKOR avec celle de Kuo et Liang, en appliquant
notre technique aux données présentées dans la table 6 de leur article. Nous avons fixé le coefficient
de résolution ρ à 0,5 et le poids de la stratégie ν à 0, 0,5 et 1. Les résultats présentés dans la Table 7.7
montrent que notre stratégie permet d’obtenir le même classement des aéroports internationaux que
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TABLE 7.10 : Comparaison de l’ordre de classement des options provenant de différentes procédures.

Methods Rank Best option

F-TOPSIS Chen (2000) A3 > A1 > A4 > A2 A3
TOPSIS Hwang and Yoon (1981) A3 > A1 > A4 > A2 A3

IF-TOPSIS Joshi and Kumar (2014) A3 > A1 > A4 > A2 A3
Méthode de Mishra and Rani (2017) A3 > A1 > A4 > A2 A3

Méthode de Rani et al. (2020) method A3 > A1 > A4 > A2 A3
Méthode par Chaabane and Kheffache (2023) A3 > A1 > A4 > A2 A3

TABLE 7.11 : Résultats de classement obtenus en utilisant notre approche sur l’exemple de Kuo et
Liang pour ρ = 0.5

ν = 0 ν = 0.5 ν = 1

Option Qi Rank 1 Rank 2 Qi Rank 1 Rank2 Qi Rank 1 Rank2

HKG 0.7535 3 4 0.5536 3 4 0.3537 3 3
KIX 0.0000 1 1 0.0000 1 1 0.0000 1 1
NRT 0.4034 2 2 0.2876 2 2 0.1718 2 2
PEK 1.0000 7 1 1.0000 7 7 1.0000 7 7
SEL 0.7891 5 5 0.7865 5 5 0.7838 5 5
SHA 0.9481 6 6 0.8939 6 6 0.8398 6 6
TPE 0.7609 4 3 0.6044 4 3 0.4480 4 4
1Classement par Chaabane and Kheffache (2023).
2Classement par Kuo and Liang (2011).

celui de Kuo et Liang, à l’exception de ceux de HKG et TPE, qui sont respectivement classés 3 et
4 selon notre méthode, alors qu’ils sont classés 4 et 3 selon celle de Kuo et Liang. Cependant, ils
ont signalé que lors de l’application de SAW (Simple Additive Weighting) flou (Chen et al., 1992;
Triantaphyllou and Lin, 1996) et de TOPSIS flou (Chen, 2000) aux mêmes données numériques, le
classement final obtenu par ces méthodes est le suivant : KIX > NRT > HKG > T PE > SEL >

SHA > PEK. Il convient de mentionner que le classement de SWA flou et de TOPSIS flou est le
même que le classement final obtenu par notre méthode combinant GRA et VIKOR.

7.4.3 Avantages et inconvénients de notre méthode
Dans un contexte flou, la combinaison de la méthode GRA et celle de VIKOR pourrait offrir

certains avantages et inconvénients potentiels : La méthode proposée présente un potentiel important,
car elle permet de déterminer la meilleure option qui satisfait fortement presque tous les critères
de bénéfice, et ce, en raison de la technique choisie pour la phase de normalisation. En outre, cette
méthode est capable de déceler quels sont les critères qui rendent une option moins efficace comme
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dans le cas de l’option A2 selon la table 7.2, celle ci révèle que pour les critères C3 et C5, l’alternative
A2 ne satisfait pas ces critère suffisamment. il est recommandé dans ce cas d’apporter une amélioration
de A2 du point de vu de ces critères. Cette nouvelle approche facilite également la compréhension
des avantages de certaines options par rapport à d’autres du point de vue de la prise de décision,
et ce, grâce à l’utilisation de la méthode VIKOR. De plus, en s’appuyant sur les principes de la
méthode GRA dans l’approche proposée, permet d’utiliser un seul point de référence, ce qui a aidé à
clarifier et à simplifier l’analyse. La contribution de la méthode VIKOR à notre approche consiste en
la détermination d’une solution de compromis efficace, en identifiant l’alternative qui se rapproche le
plus du point de référence tout en ayant la plus faible distance relative aux autres alternatives.

Néanmoins, La précision et la fiabilité des résultats peuvent en effet être affectées si le choix du
point de référence n’est pas justifié ou si les données ne sont pas correctement normalisées. Il est
donc crucial de bien sélectionner ces deux points et de s’assurer que la normalisation est réalisée de
manière adéquate. Cela permettra de réduire les risques d’erreurs dans les résultats et de garantir la
pertinence de la méthode pour la prise de décision.

7.5 Conclusion
Ce chapitre présente une méthode innovante d’optimisation multicritère dans un environnement

flou. Cette méthode est composée de deux modèles mathématiques pour générer les poids des critères
et de l’intégration des méthodes GRA et VIKOR.

Les modèles mathématiques pour la génération des poids sont basés sur une combinaison des
mesures de l’information proposées, à savoir Dm et Km, selon le principe de déviation maximale de
Wei (2008).

Dans le même contexte, nous présentons une nouvelle combinaison de GRA et VIKOR offrant
des avantages importants pour la prise de décision multicritère. Cette approche permet grâce au type
de normalisation opérée sur les données, d’utiliser un seul point de référence et de déterminer une
solution de compromis efficace qui satisfait amplement la plupart des critères de bénéfice, tout en
minimisant les critères de coût. En plus, cette procédure permet également d’identifier les critères
pour lesquels certaines options peuvent être moins efficaces.

Cependant, il est important de noter que cette méthode peut présenter des limites en termes de
précision et de fiabilité des résultats, en particulier si les données ne sont pas correctement normalisées
ou si le choix du point de référence n’est pas bien justifié. Il est donc crucial de bien choisir ces deux
points pour garantir la qualité des résultats obtenus. Enfin, il convient de souligner que cette méthode
peut être appliquée dans de nombreux domaines, tels que la finance, l’ingénierie, la gestion de projet,
l’environnement, offrant ainsi une solution efficace pour la prise de décision multicritère dans des
contextes incertains et flous.
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Conclusion générale
Cette thèse constitue une contribution significative au domaine de la décision multicritère floue et

vise à proposer de nouvelles mesures de l’information floue pour résoudre les problèmes de prise de
décision en présence de critères conflictuels et de données ambiguës.

Pour atteindre cet objectif, cette thèse commence par proposer et valider une mesure généralisée
de divergence floue du type f -divergence de Csiszár, appelée Dm, spécifiquement conçue pour les
ensembles flous classiques. Une analyse comparative approfondie est réalisée pour évaluer la perfor-
mance de cette mesure par rapport à d’autres mesures de divergence floue bien connues. Les résultats
de cette analyse ont mis en évidence un aspect particulièrement remarquable : la divergence propo-
sée se révèle extrêmement sensible, détectant avec précision les plus infimes variations entre deux
ensembles flous.

Cette capacité exceptionnelle met en évidence la supériorité de la mesure de divergence floue
proposée par rapport aux autres mesures de divergence floue utilisées dans l’analyse comparative. En
effet, sa sensibilité accrue confère à cette mesure un pouvoir discriminant considérable, ce qui en fait
un atout majeur dans le contexte de la prise de décision en présence d’ambiguïté.

La nouvelle mesure de divergence floue présentée offre une capacité remarquable pour traiter
l’ambiguïté et permet de distinguer de manière précise et nuancée entre différentes alternatives lors
d’un processus de prise de décision multicritère floue. Cette capacité accrue ouvre de nouvelles pers-
pectives pour améliorer les méthodes d’analyse multicritère et offre des possibilités d’application dans
divers domaines où l’incertitude et l’ambiguïté sont prédominantes.

Par ailleurs, en termes de distributions de probabilités, la mesure de divergence Dm, est une mesure
de divergence probabiliste polyvalente. Elle trouve son utilité dans différents contextes, notamment
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pour comparer des modèles probabilistes, évaluer la qualité des prédictions, estimer la complexité
d’un modèle, ainsi que pour des tâches d’optimisation, de classification ou de regroupement de don-
nées probabilistes. Cette mesure quantifie de manière précise la différence entre deux distributions
de probabilité, offrant ainsi une approche quantitative pour analyser les disparités et les similitudes
probabilistes. Son application s’étend à de nombreux domaines où l’analyse probabiliste joue un rôle
fondamental, permettant une évaluation objective et des prises de décision éclairées.

En outre, cette thèse se distingue par la proposition d’une nouvelle classe de mesures de connais-
sances floues dont la construction est basée sur la classe des f -divergence de Csiszár. Dans cette
optique, la divergence floue proposée Dm est utilisée pour déduire une nouvelle mesure généralisée
de connaissances floues, notée Km, qui a été comparée à certaines mesures d’information usuelles.
L’évaluation comparative a démontré que la nouvelle mesure de connaissances est particulièrement
pertinente pour évaluer la quantité d’informations précises contenues dans un ensemble flou. Cette
approche novatrice offre donc de nouvelles perspectives pour évaluer et mesurer les connaissances
floues, en utilisant la divergence comme outil fondamental. De plus, deux nouveaux modèles d’op-
timisation ont été développés pour la génération des poids des critères sur la base des deux mesures
proposées. Les résultats numériques ont indiqué que l’ordre de préférence des critères n’a pas été
altéré par la disponibilité ou l’absence d’informations sur les poids des critères, ni par les variations
du paramètre de généralisation des mesures Dm et Km.

Une approche innovante basée sur la mesure de divergence floue Dm a été développée, combi-
nant les méthodes GRA et VIKOR pour aborder les problèmes de décision en contexte flou. Pour
démontrer la pertinence et la robustesse de cette méthode d’analyse multicritère suggérée, une étude
expérimentale complète, comprenant une étude comparative et une analyse de sensibilité, a été réali-
sée.

Cette approche présente un énorme potentiel, car elle permet de déterminer l’option optimale qui
répond efficacement à tous les critères de bénéfice. De plus, elle indique aux professionnels quel
critère rend une alternative moins efficace. Aussi, cette approche permet une évaluation aisée des
avantages de certaines options par rapport à d’autres, du point de vue de la prise de décision. Enfin,
la procédure MCDM proposée ne nécessite pas des calculs intensifs et offre des perspectives promet-
teuses pour la prise de décision en présence de critères conflictuels et d’informations ambiguës, avec
une large portée d’exploration et d’utilisation dans divers environnements flous.

Perspectives
En termes de perspectives de recherche, il serait intéressant d’approfondir l’étude des mesures de

l’information et de leur impact sur l’optimisation multicritère en explorant d’autres types d’ensembles
flous tels que les ensembles flous Pythagoriciens "Pythagorean fuzzy sets" et les ensembles flous
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hésitants "hesitant fuzzy sets". Ces ensembles flous avancés permettent de modéliser des situations
d’ambiguïté plus complexes et pourraient apporter de nouvelles nuances dans l’analyse des problèmes
de décision multicritère.

Une autre piste intéressante consisterait à étendre le concept d’énergie de l’information floue
(fuzzy information energy) à l’optimisation multicritère, une approche qui n’a pas encore été explo-
rée dans ce domaine. L’énergie de l’information floue est une mesure de connaissance floue pour
les nombres flous, dans le contexte d’un univers de référence avec une densité de probabilité asso-
ciée. Cette extension pourrait permettre le développement de nouvelles approches multicritères qui
prennent en compte à la fois l’aspect subjectif de l’imprécision et l’aspect probabiliste, ouvrant ainsi
de nouvelles perspectives pour la résolution de problèmes de décision complexes.
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ANNEXE A

Annexe A

La décision multicritère utilise la notion des notions de préférence régies par des relation binaires
que nous rappelons ci-dessous :

A.1 Relations binaires et relations d’ordre
Définition A.1.1. Une relation binaire S sur un ensemble X est définie comme un ensemble de paires

ordonnées (x,y) avec x,y ∈ X tels que xSy.

Définition A.1.2. Une relation binaire définie sur un ensemble X est dite :

• réflexive si xSx pour tout x ∈ X ;

• irréflexive si x ̸ Sx pour tout x ∈ X ;

• symétrique si xSy⇒ ySx pour tout x, y ∈ X ;

• asymétrique si xSy⇒ y ̸ Sx pour tout x,y ∈ X et x ̸= y ;

• transitive si xSy et ySz⇒ xSz pour tout x,y,z ∈ X ;

• négativement transitive si x ̸ Sy et y ̸ Sz⇒ x ̸ Sz pour tout x,y,z ∈ X ;

• connexe si x,y ∈ X ⇒ xSy ou ySx ;

• faiblement connexe si x,y ∈ X et x ̸= y⇒ xSy ou bien ySx.
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Définition A.1.3. Un ordre partiel est une relation binaire réflexive, asymétrique et transitive.

Définition A.1.4. Un ordre faible est une relation binaire asymétrique et négativement transitive.

Définition A.1.5. Un ordre strict est une relation binaire asymétrique, négativement transitive et

faiblement connexe.

Définition A.1.6. Une relation binaire est dite complète si elle est connexe et antisymétrique.

Définition A.1.7. Un préordre complet (ou total) est une relation transitive et complète.

‘

A.2 Enveloppe convexe
On supposera être dans un contexte où la notion de sous-ensemble convexe a un sens (par exemple

en géométrie affine sur les réels), et l’on notera E le cadre géométrique où l’on se place.

Définition A.2.1. Soit A une partie de E. L’enveloppe convexe de A est l’intersection de toutes les

parties convexes E qui contiennent A.
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Annexe B

B.1 Preuve du Théorème 6.2.2
En accord avec les notions de l’union et de l’intersection de deux ensembles flous dans la Sec-

tion 3.3. On considère l’univers de discours X donné par X = X1∪X2 tels que :

X1 = {x ∈ X | µA(x)≤ µB(x)} ,

X2 = {x ∈ X | µA(x)≥ µB(x)} .

Ainsi on aura :

(a) Dm(A∪B,A∩B) =

n

∑
i=1

2t [
(
√

µA∪B(xi)−
√

µA∩B(xi))
2t+2

(µA∪B(xi)+µA∩B(xi))t +
(
√

1−µA∪B(xi)−
√

1−µA∩B(xi))
2t+2

(2−µA∪B(xi)−µA∩B(xi))t ]

= ∑
xi∈X1

2t [
(
√

µB(xi)−
√

µA(xi))
2t+2

(µB(xi)+µA(xi))t +
(
√

1−µB(xi)−
√

1−µA(xi))
2t+2

(2−µB(xi)−µA(xi))t ]

+ ∑
xi∈X2

2t [
(
√

µA(xi)−
√

µB(xi))
2t+2

(µA(xi)+µB(xi))t +
(
√

1−µA(xi)−
√

1−µB(xi))
2t+2

(2−µA(xi)−µB(xi))t ]

= Dm(A,B). D’où (a) est vérifié.
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(b) Dm(A∪B,A)+Dm(A∩B,A) =

n

∑
i=1

2t [
(
√

µA∪B(xi)−
√

µA(xi))
2t+2

(µA∪B(xi)+µA(xi))t +
(
√

1−µA∪B(xi)−
√

1−µA(xi))
2t+2

(2−µA∪B(xi)−µA(xi))t ]

+
n

∑
i=1

2t [
(
√

µA∩B(xi)−
√

µA(xi))
2t+2

(µA∩B(xi)+µA(xi))t +
(
√

1−µA∩B(xi)−
√

1−µA(xi))
2t+2

(2−µA∩B(xi)−µA(xi))t ]

= ∑
xi∈X1

2t [
(
√

µB(xi)−
√

µA(xi))
2t+2

(µB(xi)+µA(xi))t +
(
√

1−µB(xi)−
√

1−µA(xi))
2t+2

(2−µB(xi)−µA(xi))t ]

+ ∑
xi∈X2

2t [
(
√

µA(xi)−
√

µA(xi))
2t+2

(µA(xi)+µA(xi))t +
(
√

1−µA(xi)−
√

1−µA(xi))
2t+2

(2−µA(xi)−µA(xi))t ]

+ ∑
xi∈X1

2t [
(
√

µA(xi)−
√

µA(xi))
2t+2

(µA(xi)+µA(xi))t +
(
√

1−µA(xi)−
√

1−µA(xi))
2t+2

(2−µA(xi)−µA(xi))t ]

+ ∑
xi∈X2

2t [
(
√

µB(xi)−
√

µA(xi))
2t+2

(µB(xi)+µA(xi))t +
(
√

1−µB(xi)−
√

1−µA(xi))
2t+2

(2−µB(xi)−µA(xi))t ]

= Dm(A,B). On alors (b)

(c) Dm(A∪B,C)+Dm(A∩B,C)

=
n

∑
i=1

2t [
(
√

µA∪B(xi)−
√

µC(xi))
2t+2

(µA∪B(xi)+µC(xi))t +
(
√

1−µA∪B(xi)−
√

1−µC(xi))
2t+2

(2−µA∪B(xi)−µC(xi))t ]

+
n

∑
i=1

2t [
(
√

µA∩B(xi)−
√

µC(xi))
2t+2

(µA∩B(xi)+µC(xi))t +
(
√

1−µA∩B(xi)−
√

1−µC(xi))
2t+2

(2−µA∩B(xi)−µC(xi))t ]

= ∑
xi∈X1

2t [
(
√

µB(xi)−
√

µC(xi))
2t+2

(µB(xi)+µC(xi))t +
(
√

1−µB(xi)−
√

1−µC(xi))
2t+2

(2−µB(xi)−µC(xi))t ]

+ ∑
xi∈X2

2t [
(
√

µA(xi)−
√

µC(xi))
2t+2

(µA(xi)+µC(xi))t +
(
√

1−µA(xi)−
√

1−µC(xi))
2t+2

(2−µA(xi)−µC(xi))t ]

+ ∑
xi∈X1

2t [
(
√

µA(xi)−
√

µC(xi))
2t+2

(µA(xi)+µC(xi))t +
(
√

1−µA(xi)−
√

1−µC(xi))
2t+2

(2−µA(xi)−µC(xi))t ]

+ ∑
xi∈X2

2t [
(
√

µB(xi)−
√

µC(xi))
2t+2

(µB(xi)+µC(xi))t +
(
√

1−µB(xi)−
√

1−µC(xi))
2t+2

(2−µB(xi)−µC(xi))t ]

= Dm(A,C)+Dm(B,C). Par conséquent on a bien (c) .
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(d) Dm(A,A∪B)

=
n

∑
i=1

2t [
(
√

µA(xi)−
√

µA∪B(xi))
2t+2

(µA(xi)+µA∪B(xi))t +
(
√

1−µA(xi)−
√

1−µA∪B(xi))
2t+2

(2−µA(xi)−µA∪B(xi))t ]

= ∑
xi∈X1

2t [
(
√

µA(xi)−
√

µB(xi))
2t+2

(µA(xi)+µB(xi))t +
(
√

1−µA(xi)−
√

1−µB(xi))
2t+2

(2−µA(xi)−µB(xi))t ]

Alors (d) est vérifié.

(e) On peut vérifier (e) de la même façon qe pour (c).

(f) Puisque, µA(xi) = 1−µA(xi), (f) est alors vérifié.

(g) Dans l’ensemble X1, on a : µA∪B(xi) = µB(xi), µA∩B(xi) = µA(xi),
µA∪B(xi) = µA(xi) et µA∩B(xi) = µB(xi).

dans X2, µA∪B(xi) = µA(xi), µA∩B(xi) = µB(xi),
µA∪B(xi) = µB(xi) et µA∩B(xi) = µA(xi). Alors,

Dm(A∪B,A∩B)

= ∑
xi∈X1

2t (
√

1−µB(xi)−
√

1−µA(xi))
2t+2

(2−µB(xi)−µA(xi))t + ∑
xi∈X1

2t (
√

µB(xi)−
√

µA(xi))
2t+2

(µB(xi)+µA(xi))t

+ ∑
xi∈X2

2t (
√

1−µA(xi)−
√

1−µB(xi))
2t+2

(2−µA(xi)−µB(xi))t + ∑
xi∈X2

2t (
√

µA(xi)−
√

µB(xi))
2t+2

(µA(xi)+µB(xi))t .

= Dm(A∥B)
d’autre part on a Dm(A∩B,A∪B)

= ∑
xi∈X1

2t (
√

1−µB(xi)−
√

1−µA(xi))
2t+2

(2−µA(xi)−µB(xi))t + ∑
xi∈X1

2t (
√

µB(xi)−
√

µA(xi))
2t+2

(µB(xi)+µA(xi))t

+ ∑
xi∈X2

2t (
√

1−µA(xi)−
√

1µB(xi))
2t+2

(2−µA(xi)−µB(xi))t + ∑
xi∈X2

2t (
√

µA(xi)−
√

µB(xi))
2t+2

(µA(xi)+µB(xi))t .

= Dt(A∥B)
On aura alors : Dm(A∪B,A∩B) = Dm(A∩B,A∪B) = Dm(A,B).

(h) Dm(A,B) =

n

∑
i=1

2t [
(
√

µA(xi)−
√

1−µB(xi))
2t+2

(1−µB(xi)+µA(xi))t +
(
√

1−µA(xi)−
√

µB(xi))
2t+2

(1−µA(xi)+µB(xi))t ]
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et

Dm(A,B) =
n

∑
i=1

2t [
(
√

1−µA(xi)−
√

µB(xi))
2t+2

(1−µA(xi)+µB(xi))t +
(
√

µA(xi)−
√

1−µB(xi))
2t+2

(µA(xi)+1−µB(xi))t ].

= Dm(A,B). On ainsi (h) .

(i) De(f) et (h) du Théorème6.2.2, (i) est vérifié.

(j) Puisque A est ensemble ordinaire non flou i.e., µA(x) = 1 or 0, alors (j) est vérifié.
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