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Notations et définitions 
 

C corps commutatif, de caractéristique zéro 
 
∀ corps des nombres complexes 
 
∠ l’ensemble des nombres naturels 
 
9 l’anneau des entiers rationnels 
 
Θ : le corps des nombres rationnels 
 
3 : le corps des nombres réels 
 
9p l’anneau des entiers p-adiques 
 
Θp le corps des nombres p-adiques 
 
∀p le complété de la clôture algébrique de Θp
 
z(C) ={u :9→C} 
 
suppu={n, u(n)≠0} 
 
ordu=Inf suppu      (éventuellement -∞ )  ordre de la suite u 
 
degu=sup suppu     ( éventuellement +∞) degré de la suite u 
 
 
s(C) ={u∈z(C), ordu > -∞} 
 

*s (C) ={u∈z(C), degu <+∞} 
 
s0(C)={ u∈z(C), ordu ≥0} 
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la factorielle de Roman. 
 
Ces séries nous permet de définir une extension aux entiers négatifs pour les 
nombres de Stirling et les polynômes de Bell… 
 

Dans le deuxième chapitre la factorielle de Roman )(nγ  nous permettra de 

généraliser les coefficients binomiaux ⎜⎜
⎛  aux entiers négatifs que nous 

appellera les coefficients de Roman  et on notera        

⎟⎟
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⎞
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• 
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Dans le chapitre III, nous donnerons l’extension des nombres de Stirling 
de première et deuxième espèce S(n,k) et s(n,k) donnée par B.Benzaghou 
en utilisant le corps de Hurwitz , les nombres de Bernoulli généralisés et la 
transformation de Mellin-Barsky formelle. 

 
 

Dans le quatrième chapitre, pour prolonger les polynômes de Bell 
exponentiels partiels  avec la même méthode qui a était utilisée pour 
prolonger les nombres de Stirling en utilisant le corps de Hurwitz, pour 
prolonger les polynômes de Bell exponentiels complets Y  et  en 
utilisant des techniques ombrales. 

)(, uB kn

),( ux )(xPn

 
 
• Finalement, on donne l’extension des polynômes de Bernoulli et d’Euler 

en utilisant le corps de Hurwitz.  
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Chapitre I                                                                            Extension des séries de Hurwitz 

Chapitre I  

                                  Extension des séries de Hurwitz 
 
 

I.1 Corps de Hurwitz 
      Soit C un corps commutatif de caractéristique zéro et u : ∠  → C est une suite à 
valeurs dans C. 
On note            
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la série génératrice exponentielle (ou série de Hurwitz) associée à la suite u  qui joue 
un rôle important en combinatoire et dans la définition de nombreux polynômes et 
nombres remarquables. 
 
  On définit le produit de Hurwitz  u ωv  de deux suites u et v par 
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L’ensemble des suites  C∠={ u : ∠→C }, muni de l’addition et du produit de Hurwitz 
est une C- algèbre commutative intègre munie d’une valuation discrète définie par 
l’ordre u →ordu   , que nous appellerons l’algèbre de Hurwitz de C , nous noterons 
A(C)=A. Son corps des fractions est le corps de Hurwitz de C noté  H(C )=H. 
 
Notons T l’opérateur shift sur A(C) défini par 
                                     (Tu)(n)=u(n+1) 
et l’opérateur dérivation q par 
                                       (qu)=nu(n) 
 
 
de sorte que 
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La série génératrice exponentielle 
!
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Lorsque ordu=0,  est inversible dans C[[x]], il existe une suite v, ordv ≥ 0  tel que  )(xgu
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, en choisissant une définition convenable de γ(n) qui 

conserve les propriétés du produit de Hurwitz. 
 
  Si désigne la suite qui prend la valeurs 1 pour n=j et 0 ailleurs, alors je
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Pour j ≥ 0,  i+j< 0 ,  le coefficient binomial  est défini par ⎟⎟
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En particulier, pour i+j=-1 
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Ce qui justifie la définition, 

I.1.1 Définition 
                            γ :9→Θ 
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La définition du «factoriel de Roman » est le prolongement des factorielles n ordinaires 
aux entiers négatifs. 
 
Quelques valeurs de γ(n) sont données par la table suivante 
 n -6  -5  -4   -3   -2  -1  0   1  2  3    4   5  6 
 γ(n) 

120
1−   

 -1  1  1  1  2  6  24  120 720 
24
1

6
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2
1  

 
Pour i∈9, j∈9 
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que l’on prolonge par linéarité et continuité pour l’ordre à u et v éléments de s(C ). 
 
 Pour  u : 9→ C , nous définissons sa série de Hurwitz (généralisée) par 
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et pour u et v d’ordres finis, le produit )()( xgxg vu ⋅   définit encore une suite d’ordre fini 
avec 
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et pour  u une suite d’ordre fini, 
 

                                 )()( xg
dx
dxg uTu =  

Il en résulte la définition suivante 
 

I.1.2 Définition           
Le corps de Hurwitz H(C ) est le corps des suites d’ordre fini muni de la somme u+v et du 
produit de Hurwitz  uωv. 
 
 
L’extension des séries de Hurwitz permet de définir une extension aux entiers négatifs 
pour nombreuses suites classiques et polynômes classiques. 
 
 

I.2 Composition des suites 
Soit u une suite d’ordre strictement positif et v une suite d’ordre quelconque fini alors la 
composée  des séries formelles est définie, nous la notons . )(xogg uv )(xgvou
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I.2.1 Définition 
      Les polynômes  de Bell exponentiels partiels [ 10 ] sont les polynômes  
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•  est l’inverse de u dans le corps de Hurwitz H(C). pour k >0, uoue ′=−1
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I.2.2 Proposition 
    Soit ={ u∈A , ordu=1}. Alors (v,u)→vou  définit une loi de groupe sur  d’élément 
neutre . L’inverse 

1Ω 1Ω

1e u  de u est la suite réciproque de u  1eouuuuo == . 
 
 Si       alors   )(xgy u= )(ygx u=   (  est la série réciproque de )(xgu )(xgu ) 
 
 

I.2.3 Exemples 
1.                           alors           1)( −= x

a exg )1log()( xxga +=  
                          a(0)=0,       a(n)=1                             pour   n ≥1 
                          0)0( =a      )!1()1()( 1 −−= − nna n      pour   n ≥1 
           
             
2.                          alors             xexg −−=1)(α )1log()( xxg −−=α  
                          0)0( =α ,                    pour  n ≥1 1)1()( −−= nnα
                           0)0( =α ,     )!1()( −= nnα              pour  n ≥1 
 

I.2.4 Proposition 
                                 Pour   et dans A(C), 1v 2v
                       ( ω )o u=( ou) ω( ou) 1v 2v 1v 2v
 
 

I.2.5 Proposition 
 
                                 Pour  v∈A , u une suite d’ordre supérieur ou égal à un  
                                                 T(vou)=[ (Tv)ou ] ω Tu 
                                                  q(vou)=[ (Tv)ou ] ω qu 
 
Ces propositions peuvent servir pour définir des relations de récurrences de certaines suites 
qu’on étudiera plus tard (les nombres de Stirling de première et deuxième espèce, les 
polynômes de Bell exponentiels partiels…) .
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Chapitre II  
                                             Extension des coefficients binomiaux 
 

II.1 Notations et définitions 
n ! factorielle  n, )1()1()( +−−= knnnn k "  si  n ≥ k  et si n < k ,   factorielle n 
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Les coefficients binomiaux satisfont aux récurrences suivantes 
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II.2 La factorielle de Roman 
Pour tout entier n, on a défini la factorielle de Roman notée γ par 
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  La factorielle de Roman nous permettra de généraliser les coefficients binomiaux pour n 
et k dans 9 . 
Il est bien connu que n !=Γ(n+1)   pour  n ≥ 0, où Γ est la fonction Gamma. 
 Nous allons montrer que le nombre γ(n) peut aussi être exprimé à l’aide de la fonction 
Gamma. 
Rappelons la définition suivante 

II.2.1 Définition  
La fonction méromorphe Γ(z) admet pour pôles simples tous les entiers n ≤ 0 et elle 
satisfait aux relations 
                                  Γ(z+1)= z . Γ(z),                 Γ(1)=1 
On déduit, par récurrences sur l’entiers n ≥ 0 
                                  Γ(n+1)=n ! 
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Rappelons le résidu aux points  d’une fonction f(z) (  pôle simple) est  0z 0z
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II.2.2 Proposition 
Pour tout entier n,  
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Preuve 
Le cas n ≥ 0 est la définition qu’on utilisera pour démontrer le cas n < 0, puisque 
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Pour n < 0, 
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On montre que les nombres γ(n) agissent comme les factorielles ordinaires. 

On introduit la notation                ⎣n⎤ =  
⎩
⎨
⎧

=
≠

00
0

nsi
nsin

 

II.2.3 Proposition 
Pour tout entier n, 
a) γ(n)=⎣n⎤ γ(n –1) 

b) 
)(

)(
kn

n
−γ

γ
= ⎣n⎤ ⎣n-1⎤ …⎣n-k+1⎤                   pour  k > 0 

Preuve 
Pour a), si n >0, alors γ(n)=n ! est la définition. 
Pour n=0, on a    ⎣0⎤. γ(0−1)=1.1=1=γ(0). Finalement, si n< 0, alors n-1< 0, et 
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Pour b), on va utiliser a) 
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        La proposition suivante est une application de la définition γ(n). 

II.2.4 Proposition 
Pour tout entier n,  
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où  (n >0) est 1 si n >0  et 0 si n ≤ 0 
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Si n< 0, alors –n-1>0,    
)!1(

)1()(
1

−−
−

=
−−

n
n

n

γ ,   )!1()1( −−=−− nnγ  

 
                                1)1()1().( −−−=−− nnn γγ

                                                  � )0(
1

)1(
0)1(

0)1(
)1().( ≺

≺
nn

n

n

nsi
nsi

nn +
−−

−=
⎩
⎨
⎧

−
≥−

=−−γγ

II.3 Les coefficients de Roman 
Rappelons la définition suivante, pour tout entier n et k dans 9 
 

                                                 =
k
n

)()(
)(

knk
n

−⋅γγ
γ

     coefficient de Roman 

 
Voici quelques valeurs spéciales de ces coefficients 
 

         =      =1,                =      = ⎣n⎤ 
0
n

n
n

1
n

1−n
n

 

       =     =    
1−

n
1+n

n
1

1
+n

    ,          = 
k
0

k

kk )0()1( ;+−
 

 
 
On remarque que pour tout n ≥ k ≥ 0  où  k ≥ 0 >n  les coefficients de Roman généralisent 
les coefficients binomiaux ordinaires 
 

                                                 =  
k
n

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
k
n

Pour k ≥ 0 >n, nous utilisons (II.2.3 proposition) 
                                  

                           = 
k
n

!
1

)()(
)(

kknk
n

=
−⋅γγ

γ
⎣n⎤ ⎣n-1⎤ …⎣n-k+1⎤ =

!
1
k

n(n-1)…(n-k+1)=  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
k
n

 
Nous avons déjà remarqué que les coefficients binomiaux satisfont à des relations de 
récurrence. La proposition suivante décrite les propriétés des coefficients de Roman qui 
sont des généralisations des propriétés des coefficients binomiaux ordinaires. 
 

II.3.1 Proposition 
 

  a) Pour tout entier n, k               
k

    =     
n

kn
n
−

  

 9



Chapitre II                                                                  Extension des coefficients binomiaux 

b)  Pour tout entier  n, k et r                      =            
k
n

r
k

r
n

rk
kn

−
−

    

 
 
 
 
c)La formule de Pascal. Pour tout entier n et  k  distincts non nuls 
 

                                                        =  
k
n

k
n 1−

   +   
1
1

−
−

k
n

     

Preuve 
Les parties a)  et  b) sont des conséquences directes de la définition des coefficients de 
Roman. Pour c), la condition sur n  et k est ⎣n⎤ =n, ⎣k⎤ =k et ⎣n-k⎤ =n-k. 
En utilisant la (proposition II.2.3) 
 
                       

                           +       =
k

n 1−
1
1

−
−

k
n

)()1(
)1(

)()(
)1(

knk
n

knk
n

−⋅−
−

+
−⋅

−
γγ

γ
γγ

γ
 

 
                                  

                                                = ⋅
+−⋅−

−
)1()1(

)1(
knk

n
γγ

γ
  (   

k
1    +   

kn −
1     )

                                              
                                              

                                                = ⋅
+−⋅−

−
)1()1(

)1(
knk

n
γγ

γ
     

kn
n
−

       .     
k
1  

                                              

                                                = =
−⋅ )()(

)(
knk

n
γγ
γ

                                                     � 
k
n

 

Quelques valeurs de           sont données par la table suivant 
k
n

 
                         
  n            k        -2     -1      0       1       2 
         -2      1     -1      1      -2       3 
         -1     -1      1      1       -1       1 
          0 

   
2
1−   

     1      1        0       0 

          1 
   

6
1−       

2
1  

     1        1       0 

          2 
   

12
1−      

3
1  

     1        2       1 
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Maintenant, considérons quelques résultats qui ne sont pas analogues pour les coefficients 
binomiaux ordinaires. 
 

II.3.2 Proposition 
Pour tout entier n et k, on a 

a)                      = 
k
n

n
k

kn

knkn

−
− +− )()1( ;

 

 

b)                 =      
k
n

−
− )0()0()1( ;; knkn +++−

1
1

−
−

n
k

    

c) La formule de Rotation de Knuth 
 

              )0()1( ;kk +−
1−

−
k

n
    = )      0()1( ;nn+−

1−
−
n

k
     

Preuve 
      

Pour prouver   a) , on utilise la partie a) de (II.2.4 proposition) 
                 

                              =
k
n

n
k

)()(
1

)()(
)(

)()(
)(

nkknnkn
k

knk
n

−⋅−
=

−⋅
⋅

−⋅ γγγγ
γ

γγ
γ

 

 

                                    =  
kn

knkn

−
− −+− )0()1( ;

 

 
 
Pour la partie b), on utilise la partie  b)  de (II.2.4 proposition) 
 

                    =
k
n

−
−

)(
1

)1(
)1(

)1(
)1(

)()(
)(

)0(

)0(

nk
k

nnkk
n

kk

nn

−
⋅

−
−

⋅
−

−
=

−⋅−
−

+

+

γ
γ

γγγ
γ

;

;

 

 

                           = )0()0()0()0( )1(
)()1(

)1()1( ;;;; knknknkn

nkn
k ++++++ −=

−⋅−
−

−
γγ

γ
        

1
1

−
−

n
k

 
 
Pour c), on remplace –k  par k-1 dans la partie b), on obtient  
 

                       =        
1−

−
k

n )01()0(1)1( ≺; −++−+− knkn

1−
−
n

k
    

 
Puisque                 )0()01(1 )1()1( ;≺ kk −=− −+−
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                             =         
1−

−
k

n )0()0()1( ;; knkn +++−
1−

−
n

k
                                               � 

 
 
 
 
 

II.4 Quelques résultats 
Les coefficients de Roman permettent de généraliser des résultats bien connus pour les 
coefficients binomiaux. 
En prenant  C=∀ corps des nombres complexes 
 

II.4.1 Lemme 

   Soit  a >0, considérons la série           ∑
+∞

+= 1nk k
n k

a
x
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

 
a) Pour  n >0,  cette série converge pour  ⎢x⎥ ≤a. 
b) Pour  n=0,  cette série converge pour  ⎢x⎥ ≤ a, sauf x= -a. 
 
Preuve 
a) Pour  k  >n ≥ 0, on a  
    

         = 
k
n

)()1(
!)1(

)1(
)!1(

!
!

)()(
)( 1

1 nkkk
nnk

k
n

knk
n nk

nk −−
−=

−
−−

⋅=
−⋅

−−
−− "γγ

γ
 

 
Par conséquent, si n >0  et ⎢x⎥ ≤ a, on a 
 

            
k

    
n k

a
x
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛    

)1(
!

)()1(
!

−
≤

−−
≤

kk
n

nkkk
n
"

 

  

et  
)1(

!
−kk

n
  est le terme général d’une série convergente  (n fixé) 

alors la série converge pour   ⎢x⎥ ≤ a . 
 

b) Si n=0, les termes de la série ont la forme ,)1( 1 kk

a
x

k
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− −

ces séries sont connues. Elles 

convergeant pour 1≤
a
x

  sauf  1−=
a
x                                                                � 

II.4.2 Proposition 
Pour tout entier n positif 
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                                      (*) ∑∑
+∞

+==
− +−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=++

10
)()1log()1(

nk

n

k

k
knn

n xhh
k
n

xx
k
n kx

 

où    
n

hn
1

2
11 +++= "   pour  ⎪x⎪≤1 et pour x=-1 le second membre est nul. 

 
 

II.4.3 Corollaire   
Pour tout entier n positif 

                          =( )∑
+∞

=

−
0

1
k

k

k
n

n

n 1)1( +−
 

 
Preuve 
Pour k > n ≥ 0, on a 

                       =
k
n

)()1(
!)1( 1

nkkk
nnk

−−
− −−

"
 

 

                         =
k
n )1(

!
)()1(

!
−

≤
−− kk

n
nkkk

n
"  

 

)1(
!
−kk

n
est le terme général d’une série convergente 

 
Posons x= -1 dans la formule (*), nous obtenons 
 

                         =  ( )∑
+∞

=

−
0

1
k

k

k
n

∑
=

− −−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛n

k

k
knn hh

k
n

0
)1()(

                                          

                       =-  ∑∑
=

−
=

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

n

k
kn

kk
n

k
n h

k
n

k
n

h
00

)1()1(

                                 

                                               =0+ ∑ ∑
= =

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

n

k

k

i

kn

ik
n

1 1

1)1()1(  

 

                                               = ∑∑
==

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

n

k

k
n

i

n

k
n

i 11
)1(1)1(  

 

                                               = 
ni

n
ni

n
i

nn

i

i
nn

i

in
1

11

)1()1()1(
1
1

)1(1)1(
+

==

−
=−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

−− ∑∑   
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Puisque          ∑      =                                                 � 
=

−
n

k

k

0
)1(

k
n

0)1(
0

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∑

=

n

k

k

k
n

 

II.4.4 Extension des polynômes de Poch hammer 
Pour le but de troisième  chapitre, il est intéressant de voir l’extension des polynômes 
factoriels appelés Poch hammer [12] pour faire l’extension des nombres de Stirling et les 
polynômes de Bell. 
Les polynômes de Poch hammer  sont donnés par 

1)( 0 =x  

        
)1(

)1()1()1()(
+−Γ

+Γ
=+−−=

nx
xnxxxx n "          où  Γ est la fonction Gamma 

Ce qui permet le prolongement aux entiers négatifs 
 

         
n

n nxnxxxnx
xx

)(
1

)()2)(1(
1

)1(
)1()(

+
=

+++
=

++Γ
+Γ

=− "
 

 
Ou bien, comme    avec   nn xnxx )()()( 1 ⋅−=+ 1)( 0 =x , il convient de poser 

1
1)( 1 +

=− x
x ,      

)2)(1(
1)( 2 ++

=− xx
x ,   …,  

n
n nx

x
)(

1)(
+

=−  

 

Pour  n ≥ 1, 
!
)(

n
x

n
x n=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 le prolongement aux entiers négatifs s’obtient par 

                  
)()2)(1(

)!1()1(
)(

)( 1

nxxx
n

n
x

n
x n

n

+++
−−

=
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
−

"γ
 

 

Remarquons qu’aux séries de Mahler  sont associées les séries  ∑
≥

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

0
)(

n n
x

nu

                  

                        ∑∑
≥

−

≥

−
++
−−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
0

1

0
)(

)()1(
)!1()1()(

n

n

n
nu

nxx
n

n
x

nu
"

 

 
Considérées comme séries formelles de Laurent (elles sont appelées séries factorielles ou 
séries de facultés). [2] 
 
Remarque  
                                                    m, n ∈9 nmnm mxxx )()()( −=+
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Chapitre III  

                              Extension des nombres de Stirling 

 

III.1 Définition et premières propriétés 
  Les nombres de Stirling de première et deuxième espèce   et   sont définis 
pour n et k positifs. On peut définir les nombres de Stirling de manière combinatoire. 

s n k( , ) S n k( , )

  Les nombres de Stirling de deuxième espèce  est le nombre de partitions d’un 
ensemble à n éléments en k parties, donc >0 si 1≤ k≤ n, =0 si 1≤n<k. C’est 
aussi le nombre de relations d’équivalence à k classes sur un ensemble à n éléments.  

S n k( , )
S n k( , ) S n k( , )

 
 Le nombre de permutations d’un ensemble à n éléments à k orbites vaut ),( kns  où 

 est le nombre de Stirling de première espèce.[10] s n k( , )
Donc les  ne sont pas tous positifs, et leur signe est précisé par ),( kns
         ),()1(),( knskns kn+−=     
 
 
De manière algébrique, par leurs séries génératrices, 
pour k≥1,  et  sont définis par ),( knS ),( kns

                              
S n k x

n k
e

s n k x
n k

x

n
x k

n k
n

k

n k

( , )
! !

( )

( , )
! !

(log( ))

= −

= +

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

≥

≥

∑

∑

1 1

1 1
                               (1) 

 
 
Il en résulte 
 

                                                                                 (2) 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=

∑

∑

=

=
n

k
n

k

n

k

n
k

xxkns

xxknS

1

1

)(),(

))(,(

     où  (x)n=x(x-1)...(x-n+1) 
 
(2)   est souvent prise comme définition pour les nombres de Stirling. 
 La question se pose de pouvoir  prolonger les nombres de Stirling aux entiers négatifs 
 ( Les deux indices n et k négatifs ou l’un des indices négatifs et l’autre positif). 
 
David Branson [5] et [6] a donné l’extension des nombres de Stirling  pour n< 0,    k< 0, 
nous désignerons ces nombres comme Negative Negative Stirling Numbes (NNSN). 
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On désigne les nombres définis dans (2) Positive Positive Stirling Numbers (PPSN) et pour 
k>0 et n<0 Negative Positive Stirling Numbers (NNSN). 
  Nous donnerons l’extension des nombres de Stirling pour n∈9 et k∈9  donnée par Benali 
Benzaghou  en utilisant le corps de Hurwitz [1] et [2]. 
 

III.2 Propriétés de Positive Positive  Stirling Numbers 
Considérons la série d’ordre un 
 

                                                   ∑
≥

=−=
1 !

1)(
n

n
x

a n
xexg  

 
sa série réciproque est  
      

                                                ∑
≥

− −−=+=
1

1

!
)!1()1()1log()(

n

n
n

a n
xnxxg  

 
Avec ces notations et (1), posons, pour k ≥ 0 
 

                                  
⎩
⎨
⎧

=
=

aoekqs
oaekqS

k

k

),(
),(

                                                  (3)                                   

 
Notons que S(q,k)(n)=S(n,k), s(q,k)(n)=s(n,k) 
 
Pour k=0,                                                                    S q s q e( , ) ( , )0 0 0= =
donc     et   1)0,0()0,0( == sS S n s n( , ) ( , )0 0 0= =     pour  n≥1 
 
Notons, pour t∈C∗, tq la suite . nq tnt =)(
Comme a=1q-e0, pour k ≥1 
      

                                   S q k
k

a
k

ek q( , )
! !

( )= = −
1 1 1 0

ω ωk  

 
En remarquant que 
                      qqq tttt 2121 )( ωω =      (formule de binôme) 
 

                                    S q k
k

k
j

j
j

k
k j q( , )

!
( )=

⎛
⎝
⎜
⎞
⎠
⎟ −

=

−∑1 1
0

 

 
Pour k ≥1 et n ≥1 
 

                           njk
k

j
j

j
k

k
knS −

=

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑ )1(

!
1),(

0
                                  (4) 
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                           ∑
=

−

−
−

=
k

j

n
jk

j
jkj

knS
0 )!(!

)1(),(                                    

 
 
n S n k6 ( , )    est une somme d’exponentielles 
 

                                ,S n k jj
j

n
n( , ) =

=
∑λ

0

λ j

k j

j k j
=

−
−

−( )
!( )!

1
 

 
Il en résulte que la fonction génératrice ordinaire  S n k x

n k

n( , )
≥
∑ est une  fraction rationnelle                          

 

                    

( )S n k x j x jx

jx
jx

x
j
jx

xA x
x x k

n

n
j

n

j

n

n

n
j

j

n
n

n

j
j

n
j

j

n
k

( , )

( )
( )( ) (

≥ =≥ = ≥

= =

∑ ∑∑ ∑ ∑

∑ ∑

=
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

=
−

=
−

=
− − −

1 01 0 1

1 1

1
1 1 1 1 2 1

λ λ

λ
λ

" x)

 

 
 
Avec Ak(x) est un polynôme de degré inférieur strictement à k. 
Comme  est une suite d’ordre k, le polynôme x AS q k( , ) k(x) est d’ordre k, et compte tenu 
de , nécessairement    x AS k k( , ) = 1 k(x)=xk

 

                          S n k x x
x x k

k

n k

k

( , )
( )( )...( )≥

∑ =
− − −1 1 2 1 x

                             (5) 

 
 
Pour une suite u d’ordre positif ou nul 
 

                             v(n)=uoa(n)=  u k S n k
k

n

( ) ( , )
=
∑

1

 
et pour k ≥ 1 
 
 

v n x u k S n k x u k S n k x u k x
x k

v n x uov n x u u n x
x x nx

n

n k

n

n

n n

n kk

k

k

n

n n

n
n

n

( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )
( )...( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )...( )

≥ =≥ ≥≥ =

∞

≥ ≥ ≥

∑ ∑∑ ∑∑ ∑

∑ ∑ ∑

=
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = =

− −

= = +
− − −

1 11 1 1

0 0 1

1 1

0
1 1 2 1

x

       (6)   
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Par exemple, pour     ,  t∈ ,  n ≥ 1 ntnu =)( *C
 

                             polynôme de Bell )(),()(
1

tPtknSnoat n

n

k

kq ==∑
=

 

et                            ∑∑
≥≥ −−−

+=
10 )1()21)(1(

1)(
k

kk

n

n
n kttt

txxtP
"

 

 
Pour t∈ ,   considérons   *C aotq  

∑
≥

+−−+=+=+==
1 !

)1()1(1)1())1log(exp())(()(
n

n
t

ataot n
xntttxxtxggxg qq "  

    
Notons (t)q  la suite (t)n=t(t-1)…(t-n+1) 

  alors                                
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=

q
q

q
q

toat
taot

)(
)(

 

 
 
donc, 
 

                                           

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=

∑

∑
∞

=

∞

=

0

0

)(

)(

k
k

k
q

k
kk

q

aoett

oaett
 

 
et pour n ≥ 1 
      

                                            
t S n k t

t s n k

n
k

k

n

n
k

k

n

=

=

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

=

=

∑

∑

( , )( )

( ) ( , )

1

1

t

 
Les nombres de Stirling de première et deuxième espèce vérifient de nombreuses 
récurrences, pour les retrouver on utilisera  les opérateurs définis précédemment 
l’opérateur shift T et de dérivation q. 
 
 De (3), on tire, 
                                        T =T(S q k( , ) e oa e oak k) ( )= −1 ω T  a
En remarquant que,  Ta e aq= = +1 0

 
Il en résulte 
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⎩
⎨
⎧

+−=+
−=+

),()1,(),1(
1)1,(),1(

kqSkkqSkqS
kqSkqS qω

 
∀ n ≥1 
 

                                                                      (7) S n k
n
j

S j k

S n k S n k kS n k
j

n

( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( ,

+ =
⎛
⎝
⎜
⎞
⎠
⎟ −

+ = − +

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
=
∑1

1 1
0

)

1

)

 
Les nombres de Stirling de seconde espèce  satisfont à la récurrence triangulaire S n k( , )
                          S n k S n k kS n k( , ) ( , ) ( ,+ = − +1 1   n, k ≥ 1 
                              avec  S n S k( , ) ( , ) ,0 0= 0=  sauf  S( , )0 0 1=  
 
C’est un moyen rapide pour retrouver les premières valeurs de . S n k( , )
Les premières valeurs sont les suivantes 
n    k     0    1    2    3    4    5    6     7 
    0      1    0    0           0      0    0    0     0 
    1     0    1    0    0    0      0    0     0 
   2     0    1    1    0      0           0     0          0 
   3      0        1     3    1    0      0    0      0 
   4     0    1    7    6    1    0       0     0 
   5     0    1    15    25    10    1    0     0 
   6     0    1    31    90    65    15    1     0 
   7     0    1    63    301    350    140    21     1 
         
 
                        Les nombres de Stirling de deuxième espèce S(n,k) 
 
                                                   0 ≤ n, k ≤ 7 
 
 
De (3), on tire 
 
                   ( )= qq S q k( , ) e oa Te oa qa S q kk k( ) ( ) ( , )= = −ω ω1 qa 
 
 

                          ∀n ≥1,   )()1,(),(
1

0
jnkjS

j
n

knnS
n

j
−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑

−

=

 
Pour les suites de Stirling de première espèce 
De (3), on tire 
                                   aTaoTeaoeTkqsT kk ω)()()),(( ==  
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Comme 

                                     

010 )(

1
1)1log()()(

eaTee

x
x

dx
dxg

dx
dxg aaT

=+

+
=+==

ω

 

 
Il en résulte 

                               
⎩
⎨
⎧

+−−=+
−=++

),1()1,(),1(
)1,(),1()(

1

10

kqsekqskqs
kqskqsee

ω
ω

 
∀n≥1 
 

                               
s n k s n k ns n k

s n k n s j kn j
n j

j

n
( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( ) ( ) ( , )

+ = − −

+ = −

⎧

⎩⎪
−

−
=
∑

1 1

1 1 1
0

)

−⎨
⎪                    (8) 

 
Les nombres de Stirling de première espèce satisfont à la récurrence triangulaire 
                         s n k s n k ns n k( , ) ( , ) ( ,+ = − −1 1           n, k≥1 
                             sauf   s n s k( , ) ( , ) ,0 0= = 0 s( , )0 0 1=  
On a là un moyen rapide pour calculer  les premières valeurs de   s n k( , )
 En particulier,  

                     s n n s n n
n

s n nn( , ) ( ) ( )!, ( , ) , ( , )1 1 1 1
2

11= − − − = −
⎛
⎝
⎜
⎞
⎠
⎟ =−

 
 
Les premières valeurs sont 
 n      

k    0     1    2     3     4     5     6     7 
     0    1     0    0     0     0            0     0     0 
     1    0     1    0     0     0     0     0     0 
     2    0    -1    1     0     0     0     0     0 
     3    0    2   -3     1     0     0     0     0 
     4    0   -6   11    -6     1     0     0     0 
     5    0   24  -50    35  -10     1     0      0 
     6    0 -120  274  -225   85   -15       1     0 
     7    0 720 -1764  1624  -735  175    -21     1 
 
              Les  nombres de Stirling de première espèce s(n, k) 
                                           0≤ n, k ≤ 7 
 
De (3), on tire 
                                   aqkqsaoeqkqqs k ω)1,()(),( −==  
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    Pour n≥1,                     ns n k n s n j kj
j

j

n

( , ) ( ) ( ) ( , )= − − −−

=
∑ 1 11

0

 
De définition (3), on tire 

                                       

∑
=

=

==

n

j
nk

kk

jnskjS

oùd
eaoaoeaokqS

1
,),(),(

'
),(

δ

 

 
ce qui montre que les matrices de Stirling 1,1)),(( ≥≥= knknSS   et s s n k n k= ≥ ≥( ( , )) ,1 1  
matrices triangulaires inverses l’un de l’autre. 
 
 Nous tirons aussi de (3), pour  i∈∠  ,  j∈∠ 

 ),(
!!
)!(

!!
)!()()()(),(),( jiqS

ji
jioae

ji
jioaeeoaeoaejqSiqS jijiji +

+
=

+
=== +ωωω  

De même manière, nous obtenons 
 

         ),(
!!
)!(),(),( jiqs

ji
jijqsiqs +

+
=ω  

 
donc pour tout n≥1 
 

                                   

n
k

S n k i S k j i j
i j

S n i j

n
k

s n k i s k j i j
i j

s n i j

k

n

k

n

⎛
⎝
⎜
⎞
⎠
⎟ − =

+
+

⎛
⎝
⎜
⎞
⎠
⎟ − =

+
+

=

=

∑

∑

0

0

( , ) ( , ) ( )!
! !

( , )

( , ) ( , ) ( )!
! !

( , )

 

 

III.3 La relation entre les nombres de Stirling et  les nombres de Bernoulli 
 Notons le lien entre les nombres de Stirling et les nombres de Bernoulli dont nous aurons 
besoin pour faire l’extension des nombres de Stirling. 
Notons  Bq la suite  0)( ≥nnB
La suite  de Bernoulli de première espèce est définie par )( nB
 

                                       B x
n

x
en

n

n
x!=

∞

∑ =
−0 1

 

 
 donc                                    Bqω  a e= 1   
En élevant à la puissance kème de Hurwitz 
                                                      ωωk

qB a kk
k

ω = !e
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                                             Bq
kω ω S q k ek( , ) =  

 

Posons                   g x x
e

B x
nB x

k

n
k

n

n

q
kω ( )

!
( )=

−
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=
≥
∑1 0

 

 
    Nous obtenons une relation entre les nombres de Stirling de deuxième espèce et les 
nombres de Bernoulli généralisés  Bn

k( )

 

                                          
n
j

B S n j k
j

n

j
k

n k
⎛
⎝
⎜
⎞
⎠
⎟ − =

=
∑

0

( )
,( , ) δ

 
On définit de la même manière les nombres de Bernoulli de deuxième espèce, notons est 
la suite  

qb

0)( ≥nnb
 

                                           b x
n

x
xn

n

n

≥
∑ =

+0 1! log( )
 

 
donc  
                                           1eabq =ω  
 
                                          b  s qq

kω ω k ek( , ) =  
 

Posons                         g x x
x

b x
nb

k

n
k

n

n
q

kω ( )
log( ) !

( )=
+

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =

≥
∑1 0

 

 
 
Nous obtenons une relation entre les nombres de Stirling de première espèce et les 
nombres de Bernoulli généralisés b  q

k( )

 

                                               
n
j

b s n j k
j

n

j
k

n k
⎛
⎝
⎜
⎞
⎠
⎟ − =

=
∑

0

( )
,( , ) δ

 
De                                             Bq

k( )ω S q k ek( , ) =  
      
                                                    Bq

k( )ω ( )e oa ek k=  
 
                                          ),()( )( kqsaoeeaoB kk

k
q ==ω  

 
On déduit 
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                                        s n k
n
k

s n k j BJ
k

j

n k

( , ) ( , ) ( )=
⎛
⎝
⎜
⎞
⎠
⎟ −

=

−

∑
0

 
et de                                         b q

k( )ω s q k ek( , ) =  
                                           
                                              ( )( )b oaq

k ω e S q kk = ( , )  

On déduit,                       ∑
−

=

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

kn

j

k
jbjknS

k
n

knS
0

)(),(),(

 

III.4 La transformation de Mellin-Barsky formelle   [4] 
 

        Dans ce paragraphe on montre qu’on peut établir un lien entre série de Laurent ∑
∞

=0n
n
n

x
a

  

et séries factorielles  
a

x x x n
n

n ( ) (+ +=

∞

∑ 10 " )
 à coefficients dans un corps de caractéristique 

zéro C 
 
      Considérons la série formelle de Θ[[x]] 
 

                               y g x e x
n

x n

n

n

= = − = −− −

≥
∑α ( ) ( )

!
1 1 1

1
 

 
et sa série formelle réciproque 
 

                               x g y y y
n

n

n

= = − − =
≥
∑α

( ) log( )1
1

 

 
Pour toute suite u:∠ →C, posons 
 

                                             
~

~
u uo
u uo
=
=

⎧
⎨
⎩

α
α

 

On  a   )()( xgxg a −−=α   ,  g x g xaα ( ) ( )= − −  
 

III.4.1 Proposition   
 L’application   définie par u u→ ~ g x g yu u( ) ( )~=  où   est un isomorphisme de 
C- espace vectoriel de s

y e x= − −1
0(C)  sur lui-même. 

                     (   ) { }0)(0 ≥= orduuCs
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L’application  sera appelée la transformation de Mellin –Barsky  formelle ,la 
transformation inverse sera notée 

u u→ ~

uu →  
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Posons                               
⎩
⎨
⎧

=
=

),(
),(

kqsoe
kqSoe

k

k

α
α                                                (9) 

 

alors                          
⎩
⎨
⎧

−=
−=

+

+

),()1(),(
),()1(),(

knskns
knSknS

kn

kn

          pour  n, k  ≥ 0          (10) 

 

III.4.2 Proposition   

                                     

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=

∑

∑

=

=
n

k

n

k

kuknSnu

kuknsnu

1

1

)(~),()(

)(),()(~

                                             (11) 

 

III.4.3 Exemple 
 
Soit t∈  et t*C q la suite définie par tq(n)=tn = u(n) 

   ∑
∞

=

− −+++=−===
1

~
!

)1()1(1)1()()(
n

n
ttx

uu n
yntttyexgyg "  

 
Posons < t >q(n)=< t >n=t(t+1)…(t+n-1), d’où  =< t >~t q

q 
 
                         donc, ~t q (n)=t(t+1)...(t+n-1) ,  n≥ 1 
                                            ~t q (0)=1 
 

d’où                           

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−++=

=−++

∑

∑

=

=
n

k

n

n

k

k

ktttknSt

tknsnttt

1

1

)1()1(),(

),()1()1(

"

"
                     (12) 

 
),( kns  et ),( knS  seront dits nombres de Stirling ascendants de première et deuxième 

espèce. 
 
De (5), on tire 

( )( ) ( )( ) (( ))xkxx
xxknSxknS

k
k

kn

nkn

kn

n

−−−−−−
−

−=−−= ∑∑
≥

+

≥ 1211
)()1())(,()1(),(
"

 

 
Il en résulte 
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n

k kn

n

n

n

kn

n xknSkuxkuknSxnu ∑ ∑∑ ∑∑
∞

= ≥

∞

= =

∞

=

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

11 11
),()(~)(~),()(     

 

                 =∑
≥ +++1 )1()21)(1(

)(~

k

k

kxxx
xku
"

 

 
 
 

ou   ∑∑
+∞

=

+∞

= +++
=

11 )1()21)(1(
)(~

)(
n

n

n

n

nxxx
xnuxnu
"

                        (13) 

 
 
Pour u la suite d’ordre supérieur ou égal à zéro, on définit la série factorielle(ou de 

facultés) formelle par ( )( ) ( )∑
≥ +++0 21

)(
n nxxxx

nu
"

 

 

III.4.4 Proposition  
 Soit C un corps commutatif de caractéristique zéro et u: ∠→C . 
Alors   

                               ( ) ( )∑∑
≥≥

+ ++
=

00
1 1

)(~)(
nn

n nxxx
nu

x
nu

"
                                        (14) 

est une identité dans C [[ ] ] 1−x
 
 
Les deux identités formelles (13) et (14) permettent d’écrire des identités formelles fois 
que u~  a une forme explicite.  

Comme { 1

1
+nx

 , n∈ ∠}et {
)()1(

1
nxxx ++ "

 , n∈ ∠} forment deux bases de l’espace des 

séries de Laurent   x-1C[[x-1]] sans terme constant, (14) fournit une relation de changement  
 
de bases dans x-1C[[x-1]]. 
 

III.5 Negative Negative Stirling Numbers  (NNSN) 
En appliquant la  formule (14), pour  keu =~ , ),( kqSoeu k == α   
 

et                     ∑
≥

+=
++ kn

nx
knS

kxxx 1

),(
)()1(

1
"

                                              (15) 

 
et pour ,  u ek= ),(~ kqsoeu k == α  
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                          ∑
≥

+ ++
=

kn
k nxxx

kns
x )()1(

),(1
1 "

                                                 (16) 

 
On peut définir les Negative Negative Stirling Numbers (NNSN) de première et deuxième 
espèce par l’extension de (2), si  on pose 
 

                                                                               
( )x s n k

x S n k x

n
k

k n

n
k

k n

−
−

=

∞

−
−

=

∞

= − −

= − −

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

∑

∑

( , )

( , )( )

x

d’où 

            
1

1 1x x x n
s n k

xk
n k( )...( )

( , )
+ +

=
− −

+
≥
∑                                                   

 
et par (15)   
                           ),()1(),(),( nkSnkSkns kn+−==−−                                     (17) 
 
 De même, par (16) 
 

                   
1

1 2 1 2x
S n k

x x x k
s k n

x x x kn
k n k n

=
− −

+ + +
=

+ + +≥ ≥
∑ ∑( , )

( )( )...( )
( , )

( )( )...( )
 

d’où  
                 
                        ),()1(),(),( nksnksknS kn+−==−−                                          (18) 

III.5.1 Proposition  
   Les Negative Negative Stirling Numbers sont définis par 
 

                      
( )x s n k

x S n k x

n
k

k n

n
k

k n

−
−

=

∞

−
−

=

∞

= − −

= − −

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

∑

∑

( , )

( , )( )

x

 
 
 
    et la formule  de transformation de Mellin Barsky formelle (14) donnent 
 
         

                 
),()1(),(),(
),()1(),(),(

nksnksknS
nkSnkSkns

kn

kn

+

+

−==−−

−==−−
   pour  k ≥ 1, n ≥ 1, k ≥ n 
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III.6 Negative Positive Stirling Numbers (NPSN) 
    Pour k ≥ 1, la formule explicite (4) de S n  permet d’étendre aux entiers négatifs  k( , )
 

                                    S n k
k

k
j

j
j

k
k j n( , )

!
( )− =

⎛
⎝
⎜
⎞
⎠
⎟ −

=

− −∑1 1
0

 

et                           où      S n k jj
j

k
n( , )− =

=

−∑λ
0

λ j

k j

j k j
=

−
−

−( )
!( )!

1
 

 
Il en résulte que la série génératrice de Laurent est rationnelle 
 

∑∑∑∑∑ ∑∑
==≥=

−
∞

= =

−
∞

=

−

−
=

−
==⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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j
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j
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n
n
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j
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n

n

k

j

n
j

n

n

jx
jx

jxjx
xjxknS

11111 01 111

11
)(

1),(
λ

λλλ        

Par extension de (2), si  on pose 
 

∑
≥

− −=
0

),()(
k

k
n xknsx                                                                    (19) 

 
En développant en séries formelles 

( )
( ) ( )

x
x x n xn

j

j

n

−
=

=
+ +

=
+∑1

1 1" j
ς

               avec       ς j

j

j n j
=

−
− −
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( )!( )

1
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1
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⋅=
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         =∑ ∑
+∞

= =

−

−
−−

−

0 1

1

)1(
)!()!1(

)1(
k

n

j
k

k
k

j

j
x

jjnj
 

 

         =∑ ∑
+∞

=
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=

−− −⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

0

1

1
)1()1(

!
1
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n

j

kjn xj
j
n
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∑
+∞

=

−+
− −−=

0

1 ),()1()(
k

kkn
n xnkSx                                                           (20) 

 
 
Par identification  de (19) et (20), on obtient 
 
s n k S k nn k( , ) ( ) ( , )− = − −+ −1 1                                                              (21)
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III.6.1 Proposition   
        Les Negative Positive Stirling Numbers sont définis par 
 

                                S n k
k

k
j

j
j

k
k j n( , )

!
( )− =

⎛
⎝
⎜
⎞
⎠
⎟ −

=

− −∑1 1
0

 

                            et     ( ) ( , )x s n kn
k

k
−

=

∞

= −∑
0

 x

)

)

                      alors    s n k S k nn k( , ) ( ) ( , )− = − −+ −1 1

 
                       

III.6.2 Propriétés de Negative Positive Stirling Numbers 
Pour NPSN de première et deuxième espèce, on peut réécrire les relations triangulaires de 
nombres PPSN comme 
 

           
S n k S n k kS n k

s n k s n k ns n k

( , ) ( , ) ( ,

( , ) ( , ) ( ,

− + = − − + −

− + = − − + −

1 1

1 1
         n                     (22) k≥ ≥2, 1

Respectivement, n=1 et x=0 dans la définition de s n k( , )−  
 

                                 ( ) , on obtient ( , )x s n kn
k

k
−

=

∞

= −∑
0

x

 

                   ,   s k k( , ) ( )− = −1 1 s n
n

( , )
!

− =0 1
                                             (23) 

Combinons (22) et (23), on peut calculer les valeurs pour s n k( , )− donné dans le tableau 
suivant et les valeurs   sont données par            S n k( , )− ),()1(),( 1 nksknS kn −−=− −+

 

n
      k        0           1           2          3 

          0        1           0           0           0 
         1        1          -1          1         -1 
         2 

       
2
1          

4
3−           

8
7        

16
15−  

         3 
       

6
1          

36
11−          

216
85        

1296
575−  

         4 
      

24
1         

288
25−          

3456
415       

41472
5845−  

 
Negative Positive Stirling Numbers de première espèce s(-n, k) 
                                            0 ≤ k, n ≤ 3 
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En remarquant que les nombres s n k( , )−  et S n k( , )−  sont dans Θ. 

L’équation , n≥1 montre que ( ) ( , )x s n kn
k

k
−

=

∞

= −∑
0

x s n k( , )−  peut être regardé comme 

coefficient de série de Taylor, alors, utilisons (21) 
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III.6.3 Fonction génératrice 

La définition                 ( ) ( , )x s n kn
k

k
−

=

∞

= −∑
0

x

est une fonction génératrice pour s n k( , )−  
et une fonction génératrice exponentielle de S n k( , )− est donné par 
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k
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⎜
⎞
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⎟ −
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)!1(
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−
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k
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III.7 Positive Negative Stirling Numbers (PNSN) 
      Dans cette partie le corps de Hurwitz et les nombres de Bernoulli généralisés ont un 
grand rôle pour déterminer les Positive Negative Stirling Numbers. 
Pour k ≥ 0,  et s q  ont été définis par  et S q k( , ) k( , ) e oak aoek  
Ces définitions se prolongent naturellement pour k < 0 
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III.7.1 Définition          Pour k ≥ 1    
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Pour n > 0, nous obtenons 
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-k < -n ≤ -1 
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Pour 1≤n<k, on a  déjà défini ),( knS −−  par  .  ),()1( nkskn+−
Pour établir cette relation, il faut montrer le lemme suivant 
 

III.7.2 Lemme   Pour  1≤  n < k                    )(

1
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),( k
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n
k
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        En posant k-n=m, 1≤ m ≤ k-1 la relation s’écrit  
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Preuve 
Les nombres de Bernoulli de première espèce sont définis par 
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  fonction analytique au voisinage de zéro (d’une variable complexe), dans la théorie des 
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où Π est une courbe simple fermée autour de zéro. 
 
t=ez-1 alors z=log(1+t) est la fonction réciproque, définie pour ⎢t ⎢<1, analytique                    
dans ⎢t ⎢<1. 
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Il en résulte 
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Pour  n ≥ 0, 
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Pour établir la relation    pour –k ≤ -n ≤ -1, montrons s n k S k nn k( , ) ( ) ( , )− − = − +1
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III.7.3 Lemme         Pour  1≤ n < k       S k n
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Preuve 
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fonction analytique au voisinage de zéro(d’une variable complexe), dans la théorie des 
séries entières, par la formule de Cauchy 
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III.7.4 Proposition  
            Les Positive Negative Stirling Numbers sont définis par 
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Autre démonstration des lemmes III.7.2  et  III.7.3 
On peut démontrer les deux lemmes précédents algébriquement sans passer par l’intégrale 
de Cauchy en utilisant la formule d’inversion de Lagrange [10]. 

      Pour toute série formelle    f x a xn
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 et soit: 
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f(x), soit : g x b xk

k

k

( ) =
≥
∑

1

 

                                telle que  fog (x)=gof (x)=x 
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III.7.5 Théorème : (Formule d’inversion de Lagrange)[10]: Avec la notation (a) 
                       Pour tout entier n, 1 ≤ n ≤ k , on a 
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Ce qui achève la démonstration de lemme III.7.2 
 
De la même manière, on pose  f(x)= g x xa ( ) log( )= +1  et sa série réciproque  
g(x)=ga(x)=ex-1 la formule d’inversion de Lagrange donne 
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Il en résulte 
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Ce qui achève la démonstration de Lemme III.7.3 
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Pour k=-1 par exemple, 
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où  désigne la suite des nombres de Bernoulli. Bq
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Voici les premières valeurs de  )1,( −nS  

       n       0       1        2        3       4      5        6 
 -k=-1 

    
2
1−      

12
1  

       0 
     

120
1−  

      0 
    

252
1−  

       0 

 
                   Positive Negative Stirling Numbers de deuxième espèce  S(n, -k) 
                                                     0 ≤n ≤ 6,      k=1 
 
 
 
 

 36



 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                           
 
 
 

                      Extension des polynômes de Bell 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Chapitre IV                                                                       Extension des polynômes de Bell 

Chapitre IV  

                      Extension des polynômes de Bell 

IV.1 Extension des polynômes de Bell exponentiels partiels 

IV.1.1 Définitions et premières propriétés 
Rappelons que  les polynômes de Bell exponentiels partiels  par sa fonction 
génératrice 

)(, uB kn
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Les polynômes de Bell partiels sont à coefficients entiers et ont pour expression exacte 
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la sommation ayant lieu sur tous les entiers c1, c2, ... ≥ 0, 
tels que  c1+2c2+3c3+… =n 
              c1+c2+c3+c4+...=k 
 
 
Comme pour les nombres de Stirling   nous retrouverons les relations de récurrence 
utilisons les opérateurs shift T et de dérivation q. 
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Comme  les  est un polynôme en uB u u n un n, ( ) ( )1 = = B un k, ( ) 1, u2, ..., un-k à coefficient  
dans 9 
     Bn,k(u) ∈9[u] = 9[ u1 , u2 , ..., un+k-1] 
                  
 
Si u et v sont deux suites d’ordre supérieur ou égal à un. 
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     Posons  i , = 1 j l= − 1,  on obtient la formule de récurrence 
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Considérons quelques cas particuliers des polynômes de Bell    )(, uB kn

      
♦  u n a n n a B a S n kn k( ) ( ) , , ( ) ( ) ( , ),= = ≥ = =1 1 0 0  sont les nombres de Stirling de 

deuxième espèce. 
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de Stirling de première espèce. 
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Pour a=1, ces nombres sont connus comme les nombres idempotents[8] et [10] (le nombre 
des applications idempotentes définis de N dans N  où N ensemble à n éléments vaut 
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                   sont les nombres de Lah [10] 
♦  u(n)=(n-1)! , n ≥ 1, u(0)=0 
                    ),(,...)!2,!1,!0(, knsB kn =  

IV.1.2 Relation entre les polynômes de Bell exponentiels partiels et les nombres de 
Bernoulli généralisée 

Notons aussi que les polynômes de Bell exponentiels partiels étant en relation avec les 
nombres de Bernoulli généralisés. 
La suite de Bernoulli Bq=(Bn) est définie par 
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′u  est l’inverse de u dans l’algèbre de Hurwitz A(C ) 
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Pour n ≥ 1 
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Donc, 
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D’où                                                    Θ[u∈+ )(1

1 uBu n
n

2 , u3 ,...]   

Si u1=1 et 
u
n
n ∈9

u

 , pour tout entier naturel,  Bn(u) est un polynôme en ui à coefficient dans 

9. 
Comme    Θ[ u ] , nous déduisons               Θ[ u ]  ∈)(11 uBuu q

q ∈+ )()(
1 uBu k

n
kn

IV.1.3 Extension des polynômes de Bell exponentiels partiels 

Pour prolonger les polynômes de Bell exponentiels partiels pour n et k négatifs, n positif et 
k négatif  utilisons la méthode qui a était utilisé pour prolonger les nombres de Stirling [1]. 
Pour k ≥ 0                         B u e oq k k, ( ) =   
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IV.1.3.1 Définition  
Pour k∈9,                            B u e oq k k, ( ) u=  
 
Dans le corps de Hurwitz H(C ), pour k > 0 
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D’où     pour n< -k  Bn,-k(u)=0 
 
Pour  n ≥ 0     
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C’est à dire que les Bn,-k(u) ont des quotients de polynômes en u2, u3, ... à coefficients dans 
Θ par des puissances de u1. 
 

IV.1.3.2 Proposition   
    Les Bn,-k(u) sont définis par  
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Pour -k ≤ -n < 0 
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où Γ une courbe simple autour de zéro 
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où Γ étant une courbe simple autour de zéro. ′
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Par intégration par parties et tenant compte de la méromorphie en zéro de k
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0< n < k. 
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De la même manière, pour les nombres de Stirling on peut montrer    
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algébriquement sans passer par l’intégrale de Cauchy, en utilisant la formule d’inversion  
 
de Lagrange, en appliquant le (Théorème III.7.4)  
 
On pose        f(x)=gu(x)  (u une suite d’ordre un ) et sa série réciproque  g(x)= g xu ( )    
                      

                     C xk  g x n
ku

n ( ) = . C xk n−  g x
x

u
k( )⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
−

 

Les fonctions génératrices   

                
x

g x
B u x

nu

k

n
k

n

n( )
( )

!
( )⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

=

∞

∑
0

    et         ∑
≥

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

kn

n
k

nk

k

u n
xuB

xg
x

!
)(

)(
)(          

 
 
 

 43



Chapitre IV                                                                       Extension des polynômes de Bell 

 
Donnent        

            Cx
k  
( )

!
)(

!
)( ,

k
uB

n
xg nk

n
u = ,                               Cx

k-n  
)!(
)(

)(

)(

nk
uB

xg
x k

nk

k

u −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −  

D’où        

                                      
)!(
)(

!
)(

!
)(

,

nk
uB

k
n

k
uB

n
k

nknk

−
= −  

 

                                     )(
1
1

)( )(
, uB

n
k

uB k
nknk −⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=                                       � 

 

IV.1.3.4 Série génératrice 
Pour les nombres de Stirling 
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En utilisant la transformation de Mellin Barsky formelle [4 ]. 
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En particulier, pour u=a 
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IV.2 Extension des polynômes de Bell exponentiels complet  

IV.2.1 Généralisation de la formule de transformation de Mellin Barsky 
  Rappelons le résultat suivant qui sera utile pour donner une généralisation pour la formule 
de transformation de Mellin-Barsky. 

Théorème [3] 
Soit φ : A →A 
φ est un automorphisme de l’algèbre de Hurwitz A=A(C)si et seulement s’il existe une 
suite u d’ordre un telle que vouv =)(φ  
 
Pour ord u =1     est bien un homomorphisme de l’algèbre de Hurwitz. v vo→ u
Puisque  )()()( 2121 ouvouvouvv ωω =   et uvou =  en est l’inverse. 
Cet automorphisme de A conserve l’ordre. 
.  
Le théorème précèdent affirme que tout automorphisme de A(C) est de la forme  

uwow →   où  u  est une suite d’ordre un. 
 
(En particulier, pour u = α , c’est la transformation de  Mellin- Barsky  formelle   

wwow ~=→ α ) 
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Les  forment une base de  (pour la valuation ordre) et toute 
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        sont les polynômes de Bell exponentiels complets. 
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IV.2.2 Définitions et premières propriétés 
Donnons l’extension des polynômes de Bell aux entiers négatifs, on reprend l’article de 
B.Benzaghou [1] et la thèse de doctorat A.Junod [13], ce dernier a utilisé les techniques du 
calcul ombral. 
 
  Nous désignerons par C un corps commutatif de caractéristique zéro, les polynômes 
 Poch hammer 
                           (x)0=1,   
                           (x)n=x(x-1)...(x-n+1)          n ≥ 1 
 
 
constituent une base du C[x] et on peut considérer l’application linéaire 
                     φ  : C[x] C[x] →
                            (x)n  →    xn

 
 
Où       φ est un opérateur ombral x x oq

q= ( )
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IV.2.2.1 Définitions 
1 Le nème polynôme de Bell Pn(x) est l’image de xn par φ 
                                  Pn(x)= φ(xn). 
 
2   Le nème nombre de Bell  Pn  est défini par 
                              Pn= Pn(1)= φ(xn)⎢x=1
 
Les nombres de Stirling de deuxième espèce  donnent de manière explicite 
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Donc Pn(x)∈9[x]  ,        Pn∈9,            Pn∈∠ 
 
 
Les premières valeurs sont les suivantes: 
 
      n      Pn       Polynômes de Bell Pn(x) 
     0     1        1 
     1     1        X 
     2     2       x+x2

     3     5       x+3x2+x3

     4   15       x+7x2+6x3+x4

     5   52       x+15x2+25x3+10x4+x5

 
 
Pn est le nombre de partitions d’un ensemble à n éléments en sous-ensembles non vides.  
 
C’est aussi le nombre de relation d’équivalence sur un ensemble à n éléments. 
 
 
 

IV.2.2.2 Proposition  
         Pour tout polynôme  C[x], pour tout n ≥ 0, on a f x( )∈

a)  ))()(())(( nxfxxfx n
n −=φφ

b)  )())1(( 1+=+ nn xxx φφ
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Preuve 
Pour , pour tous les entiers m, n≥ 0, on a la relation a)
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D’où       pour tout polynôme  ( ) ( )( )()( nxfxxfx n

n −=φφ ) f x( )∈ C[x]. 
 
En particulier, avec n=1, cela donne 
 
             ( ) (x f x x f x )φ φ( ) . ( )= − 1          pour tout polynôme  f x( )∈ C[x]. 
 
Pour  , en prenant   , on trouve b) f x x n( ) ( )= + 1

                                                                                 �      ( )( )x x x x xn n nφ φ φ+ = = +1 1( . ) ( )

 

IV.2.2.3 Corollaire  
   Les polynômes de Bell Pn(x) peuvent être calculés par la relation de récurrence 

                                ,              ∑
=

+ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

n

k
kn xP

k
n

xxP
0

1 )()( n ≥ 0

                             
                                1)(0 =xP
 
Preuve                 

Suit de la linéarité de l’opérateur φ et le développement  ( )x
n
k

xn k

k

n

+ =
⎛
⎝
⎜
⎞
⎠
⎟

=
∑1

0
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                                    ( )( ) ( )φ φx
n
k

x
n
k

P xn

k

n
k

k
k

n

+ =
⎛
⎝
⎜
⎞
⎠
⎟ =

⎛
⎝
⎜
⎞
⎠
⎟

= =
∑ ∑1

0 0

( )

et la partie  de proposition IV.2.2..2 b)
 
                                          ( )( ) ( )x x x P xn n

nφ φ+ = =+
+1 1

1( )  

Il en résulte  

                                                                                                � P x x
n
k

P xn
k

n

+
=

=
⎛
⎝
⎜
⎞
⎠
⎟∑1

0

( ) . ( )k

En prenant  C=∀ Corps des nombres complexes 
 

IV.2.2.4 Proposition   
     Pour tout polynôme  C[x] f x( )∈
 

                               ( )φ f x e f k
k

xx k

k

( ) ( )
!

= −

≥
∑

0

 

Preuve   
On peut écrire 

( )( ) ( ) ( )
φ x x x e e e x

k
e x

k n
e

k
k

x e
k
k

xn
n n x x x

n k

k

x
k

k

x n k

k n

x n k

k

= = ⋅ = ⋅ = ⋅
−

= ⋅ = ⋅− −
+

≥

−

≥

−

≥

−

≥
∑ ∑ ∑ ∑! ( )! !0 0 0 !

 

 qui montre par linéarité  

                                   ( )φ f x e f k
k

xx

k

( ) ( )
!

= ⋅−

≥
∑

0

k                                                            � 

 
 
 
 
En considérant, en particulier   f x xn( ) =
 

   ∑
≥

−==
0 !

)()(
k

k
n

xn
n x

k
kexxP φ  

 

       ∑
≥

− ⋅=
0

1

!k

n

n k
keP      la formule de Dobinski qui est une série convergente 

 
Aussi les polynômes de Bell Pn(x)  et les nombres de Bell Pn peuvent être définis par leurs 
fonctions génératrices exponentielles. 
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P x t

n
e

P t
n

e

n

n

n

x e

n

n

n

e

t

t

( )
!

!

( )

≥

−

≥

−

∑

∑

=

=

0

1

0

1

 

 
Par leurs fonctions génératrices ordinaires 

                                            

∑∑

∑∑

≥≥

≥≥

−−
=

−−
⋅

=

00

00

)1)...(1(

)1)...(1(
)(

n

n

n

n
n

n

nn

n

n
n

ntt
ttP

ntt
txtxP

 

L’identité binomiale 

( ) ( ) ( )P x y x y oa n xn
q q+ = + = ( ω  ( )y oa n x oa y oa n P xq q q

q) ( ) ( ) ( ) ( )= =ω ω P y nq ( )( )  

                                        n j

ues concepts de la théorie du calcul ombral, on se limite au cas considéré 
[8], [9] et [12]. 

 
 dit que la suite    est une suite de polynôme associée à un opérateur  δ 

g qn n,      
δ (qn

 3 ) =1, =0,         n ≥ 1 

 n≥ ssociée à l’opérateur de dérivation 
C[x] 

                                               ƒ(x) 

( )P x y
n
j

P x P yn j
j

n

+ =
⎛
⎝
⎜
⎞
⎠
⎟ −

=
∑ ( ) ( )

0

 

IV.2.3 Calcul ombral 
Rappelons quelq

IV.2.3.1 Définition  
 On ][))(( 0 xCxq nn ∈≥

si 
=            n ≥ 0    1 )  de )(x 

   2 ) )x =n ) ,          n ≥ 1 (1 xqn−

 )(0 xq  )0(nq  
 
 
Par exemple, la base canonique (xn) 0 est a
                                           D: C[x] →

→ ′f x( )    
 
et la base des polynômes  de Poch hammer  ((x)n)n≥0 est associée à l’opérateur de différence 

                                              ƒ(x) (x+1)- ƒ(x) 

n φ, qui relie ces deux bases, relie de manière naturelle les opérateurs associés 
               

finie 
                                          ∆ : C[x]  C[x]   →

 →ƒ  
 
L’applicatio
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                     φ( ∆(x)n)= φ(n(x)n-1)=n φ((x)n-1)=n xn-1=n xn-1=Dxn = D φ(xn) 

énéralisons, pour tout k ≥ 1, 

                   φ(∆k (x)n)= φ((n)k(x)n-k)=(n)k φ((x)n-k)=(n)k xn-k =D xn=Dkφ((x)n) 

                                     φ ∆k =Dkφ 

                             φ(∆kƒ(x))= D φ( ƒ(x))         pour tout polynôme ƒ(x)∈C[x] 

n

φ(xn)= = φ((x+1)n-xn)= φ((x+1)n)- φ(x )=

 
G
 

k  
 
Par linéarité, il suit alors 
                    
 c’est à dire 

k    
 
En particulier, pour ƒ(x)=x  , k =1 

n′P xn ( ) 1
x

D Pn+1(x)-Pn(x) 

’est à dire            Pn+1(x)=x(Pn(x)+ 
 

′P xn ( )C ) 

                                                  ƒ(x) xƒ(x) 

                       Pn(x)= mx(1+D)Pn-1(x)=…=( mx(1+D))n(1) 

1+D) 
si que  

                ∇Pn(x)=log(1+D)φ(xn)= φ log(1+∆)xn

aduit un développement de Taylor et que l’on peut 

                  

 
En introduisant l’opérateur de multiplication 
                                            mx : C[x] →C[x] 
  →
 
On peut écrire, 
  
 
Les polynômes de Bell sont associés à l’opérateur ∇=log(
     car P0(x)=1 et pour tout n ≥ 1, on a Pn(0)=0 ain
  
 
 
∆=eD-1  alors D=log(1+∆) qui tr
vérifier avec la base canonique. 

exp
!

( )
!

( ) ( )D x D
k

x n
k

x xn
k

n

k

k n k

k

n n⋅ = ⋅ = ⋅ = + = +
≥

−

≥
∑ ∑

0 0

1 1 ∆  x

 est un opérateur l ns C[x], définit par  
                                 

 
Donc ∇Pn(x)= φ(n xn-1)=nPn-1(x) 
La translation τa,  a∈C inéaire da

 )()( axfxfa +=τ .             

ue  
∈C                             

     δ(x)=c∈C*  est une constante non nul. 

  
 
 
 
Un delta-opérateur est un endomorphisme linéaire δ de C[x]   tel q
        δ commute avec toute translation τa, a
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IV.2.3.2 Proposition  
    Soit δ un delta-opérateur dans C[x] , alors 

*              1) δ(a)=0 ,  a C  
 non con ƒ-1 

 système de base C[x] . 
Alors on a le développement général 

           

∈
              2) Si ƒ est un polynôme stant, alors deg(δƒ)=deg
 

oit δ est un delta-opérateur et S 0))(( ≥nn xq

 

 f x y f x
  

k k
k !≥0

q y
k

( ) ( ) ( )+ =∑δ
       pour tout polynôme ƒ(x) dans C[x]. 

Remplaçons  ƒ par une translation τaƒ  dans l’égalité 
 

                       

                       τ
δ

a kf f x q=∑ ( )
 

k

k k≥ !0

                       φ                               φ 
) 

∇ 

   n-1(x) 
φ 

) 
) 

         φ ∆  =D  φ 
           φ Dk= ∇k φ 

s polynômes de Bell  Pn(x)  à indices négatifs de façon à 
e, on a 

x) =1 

                                

Cela généralise les développements de Taylor et de Mahler. 
 
On peut résumer les différentes bases rencontrées avec les delta-opérateurs  
associés par le diagramme commutatif suivant 
  
      (x)n                             xn                             Pn (x
 
        ∆                             D                                    
 
          

n-1   n(x)n-1                          nx                            nP
                      φ                                   
 
Avec   ∆=eD-1 
           D=log(1+ ∆
           ∇ =log(1+D

k k  

 

IV.2.4 Nous allons définir le
respecter le diagramm

                                  ( 0

( )
) ( ) ( )

x
x n x n n

− =
+

=
+

1
1

1
      

                         et  ∆(x)-n=-n (x)-n-1. 

  
( ...xn +
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Pour que le diagramme commute, on doit respecter la relation  xnφ(ƒ(x))= φ((x)nƒ(x-n)) 

=

                   xnφ((x) n)= φ((x) (x-n) )= φ((x)

 
En posant, pour ƒ(x) (x)-n
 

1
  - n -n n ( )x n

)=φ(1)=1 

’où      φ((x)-n)=x-n    ce qui prolonge  φ((x)n)=xn     à l’espace des séries de Laurent  

 
n a déjà   

 
D
C[[x-1]] 

 ∑ −
− −−=O

≥

)(),( k
n xknSx                     (NNSN) 

             
             P-n(x)= φ(x-n)=

0k

 
Il ne reste qu’à poser 

( )( )S n k x S n k x  k
k k

−
≥ ≥

k( , ) ( , )− − = − − −∑ ∑φ   pour         n ≥ 0 

  c’est à dire est l’image de  par 

0 0

 
)()( n

n xxP −
− = φ )(xP n−

nx− φ         (  ) 

ussi 

onc 

 
 ),()1(),( nksknS kn+−=−−  A

 
 

 ∑∑
≥≥

−+
− =−=

00

),(),()1()(
k

k
k

kkn
n x

nksxnksxPD                   (c’est une série de Laurent) 

ynômes de Bell à indices s par                                         
 
   

 
 
Donnons ici  la définition des pol  positifs et négatif

 ∑=  
∈

kxknSxP ),()(    avec  )     pour k, n ∈ 9 

Par transformation de Mellin-Barsky  formelle, on a 
 

S n k s k nn k( , ) ( ) ( ,− − = − +1
Zk

n

 

( )∑∑
≥≥

+

− ++
=

−
=

nk

n

nk
k

kn

n kxx
kooe

x
nksxP

))...(1(
)(),()1()( αα

 

vec 

 

 ( ) ∑
=

⋅=
k

j
jknA n Bjoekooe

1
, )()()( αααα  
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=
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jksnjsjksnjs
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),(),()1()1(),(),(                                 =

           

( ) ( , ) ( , )− ⋅+

=
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1

n k

j

k
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P x s k n
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s j n s k j

x x x kn

n k

k

n k

j

k

−

+
+

==
− ⋅

=
− ⋅

+ + +∑
∑

∑( ) ( ) ( , )
( ) ( , ) ( , )

( )( )...( )
1

1

1 2
1  

k n k n≥ ≥

 

Rappelons que les nombres de Bell peuvent être défini  par ∑
=

est possible de prolonger la dé  négatif 

=
n

k
n knSP

1

),(  . 

 On voit qu’il finition des nombres de Bell à indice

en sommant  S(−n k
k

k
j

jk j n

j

k

, )
!

( )= −
⎛
⎝
⎜
⎞
⎠
⎟− −

=
∑1 1

1

                       n ≥ 0, k ≥1  (NPSN) 

        

k de 1 à l’infini. 

 S n k
k

k
j

jk j n

j

k

kk

( , )
!

( )− = −
⎛
⎝
⎜
⎞
⎠
⎟− −

=≥≥
∑∑∑ 1 1

111
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n
k j

kj

−
−

≥≥

− ⎛
⎝
⎜
⎞
⎠
⎟∑∑ ( )

!
1
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                                                   =

 
j
j k j

n k

k jj

− −

≥≥

−
−∑∑ !

( )
( )

1
1

                                                   =
j

!

                                                =

                                           

e j
  

jj
n

≥
−

1 !
P

n
−

−

⋅ =∑1  

C’est l’extension de la formule de Dobinski pour n positif, donné par 
 

 

                                 ∑−= 1

!n j
jeP  

≥1j

n

a somme est convergente dans ∀. 

 

Pour n ≥ 1 
 

L
 

 

IV.2.4.1 Définition 

 56



Chapitre IV                                                                       Extension des polynômes de Bell 

              ∑∑
≥

−+
−−

−
− ⋅⋅−=⋅=

nk
nk

kkn

k
kn

k
n uBxuBxuxY )()1()(),( ,,  

 
 
En particulier, pour  u a=
 
                          ( )Y x a s n k x xn

k

k
n−

−
−

= − − ⋅ =∑( , ) ( , )                         (NNSN) 

et pour  au =  
 
                ∑∑

≥

−+−
− ⋅−=−−=

nk

kkn

k

k
n nksxxknSaxY ),()1(),(),(     

 
  est le prolongement des polynômes de Bell Pn(x) (C’est une série de Laurent) 
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Chapitre V                                                 Extension des polynômes de Bernoulli et d’Euler 

Chapitre V  
 
                                    Extension des polynômes de Bernoulli et d’Euler 
 

V.1 Les opérateurs d’Appell et les suites d’Appell 
S.Roman [8] a donné la définition des suites avec leurs propriétés avec des techniques 
ombrales, on peut reformuler ces définitions et les propriétés en utilisant l’algèbre de 
Hurwitz. 
B.Benzaghou [3] a réécrit les fondements du calcul ombral en utilisant systématiquement 
le produit de Hurwitz et la composition des suites. 
 
Si Ρ=C[x], C est un corps commutatif de caractéristique zéro, le dual P′ s’identifie à 
l’algèbre de Hurwitz A=A(C) des suites à valeurs dans C muni du produit de Hurwitz. 

                           < v1ωv2 ⎢xn>=
n
k

v x v xk

k

n
n k⎛

⎝
⎜
⎞
⎠
⎟ ⋅

=

−∑ 1
1

2  

     avec une forme linéaire  i=1,2  sur P est déterminée par ses valeurs sur la base  iv
{xn , n∈∠} 
                                                   <  ⎜xiv n>= (n). iv
 
Soit E l’algèbre (pour la composition) des applications linéaires de P dans P. 
Un élément λ: P → P de E est déterminé par son action sur la base {xn , n∈∠} 
                               
                                λ xn=an(λ,x) ∈P 
 
 λ → aq(λ,x) définit un isomorphisme entre l’algèbre ξ des endomorphismes continus de A 
(pour la valuation ordre) et les suites à valeurs dans P . )(0 Cs
 
Nous noterons                λ xn=an(λ,x)  

La dérivation D= d
dx

 appartient à E 

                                                    Dxn=nxn-1

                                                    Dxq=e1ωxq

Pour w∈A,   g D w j D
jw

j

j

( ) ( )
!

=
=

∞

∑
0

        est un élément de E et 

 
                                                qq

w xwxDg ω=⋅)(

                                              gw(D). xn=  
n
j

w j x
j

n
n j⎛

⎝
⎜
⎞
⎠
⎟

=

−∑
0

( ).

Lorsque  )(Dgw=λ  
   E1={ λ= gw(D), w∈A} est une sous algèbre commutative de E dont l’image dans ξ est le 
sous algèbre commutative ξ1={ aq(λ,x)= wωxq, w∈A} 
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w → aq(λ,x)= wωxq  est un isomorphisme de l’algèbre de Hurwitz A dans  ξ1
 
Soit  λ∈E, alors son opérateur adjoint λ* est dans l’algèbre des endomorphismes continus 
EndC(A,A) dans A (pour la valuation d’ordre).  
Comme      (λ1oλ2)*= λ2

*oλ1
*,  

λ →λ* définit un homomrphisme d’algèbre de E dans EndC(A,A). 
 
Soit mx l’opérateur de P de multiplication par x , comme mxxn=xn+1, 
 
                       < mx

*(v) ⎜xn>=< v ⎜xn+1>=v(n+1)=(Tv)(n)=< Tv ⎜xn> 
 
d’où                     mx

*(v)= Tv                mx
*=T          l’opérateur shift de A. 

  

Considérons l’opérateur δ de dérivation de P, où δ =x. d
dx

 

                              alors <δ∗(v)⎜xn>=<v⎜nxn>=n v(n) 
                                  
                                                     δ∗(v)=qv                 l’opérateur de dérivation 
 
 
Dans le calcul ombral classique, gw(t) est 
• la série de Hurwitz formelle associée à w 
• un élément du dual P′,             <gw(t)⎜xn>=w(n) 
• l’opérateur λ=gw(D) et on a    < gw(D)⎜ gv(D)xn> =< gw(D) gv(D)⎜xn> 
 
 
   Rappelons qu’un automorphisme de A est de la forme µ(v)=vou , où u est une suite 
d’ordre un l’opérateur λ de P tel que λ*= µ  est dit un opérateur ombral et  

                                        λ xq=xqou ,           λ xn=∑
=

n

k

k
kn xuB

1
, ).(  

 
Les opérateurs de la forme  λ=gw(D) forment un sous algèbre E1 de E. 
Lorsque ord w=0 (λ est alors inversible dans E), c’est le groupe des opérateurs d’Appell. 
 
La proposition suivante donne des propriétés concernants les opérateurs et les suites 
d’Appell. 
 

V.1.1 Proposition    Les propriétés suivantes sont équivalentes 
1. )(Dgw=λ  
2. λλ DD =  
3. ),(),( 1 xanxa nn λλ −=′      et  deg an (λ ,x) ≤ n 
4. λxq=wωxq 
5. λ*v=wωv 
Preuve 
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1)⇒2)   On a pour  ,        Aw∈ ∑
+∞

=

==
0 !

)()(
j

j

w j
DjwDgλ  

 

                                   ∑
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⎟⎟
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⎞
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⎝
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jnn
w xjw
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  et                ∑∑
−

=
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=

−
⎟⎟
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⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟
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1
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jnn xjw
j
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j
n

DxDλ

 
alors                 λλ DD =  
 
2)⇒3)   Dλxn= ),( xDan λ = ),( xan λ′ =λ(nxn-1) = n an-1 (λ ,x) 
 
comme λD 1=0= Dλ.1,         λ.1= (λ,x)∈C      et deg ana n(λ,x)≤ n 
 
 
3) ⇒4)      comme an(λ,x)=  n a d an

x

n. ( , ) (−∫ +10
0λ θ θ )

la suite an(λ,x) est déterminée par la donnée de la suite an(0)=w(n). 
 
Soit Γ=gw(D) alors Γ xq=wωxq, aq(Γ,x) satisfait à 3)  
             
                                   Avec    aq(Γ,0)=w(n)  d’où            λ= gw(D) 
 

4)⇒5)      <λ∗v ⎢xn > =< v ⎢λxn> =< v ⎢ > 
n
j

w j xn j

j

n ⎛
⎝
⎜
⎞
⎠
⎟ −

=
∑ ( )

0

 

                                                      =∑
=

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛n

j

jnxvjw
j
n

0
)(  

                                                     =  
n
j

w j v n j
j

n ⎛
⎝
⎜
⎞
⎠
⎟ −

=
∑ ( ) ( )

0

 
                                                     =(wωv) (n) 
                                                      
                                                     =< wωv⎢xn > 
5)⇒1)     
                         <λ∗v ⎜xn >=<wωv ⎜xn> =< v ⎢gw(D).xn> =< v ⎜λ.xn>    pour tout v∈A 
  
                                                   λ.xn = gw(D).                                            �nx                                                           
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V.1.2 Corollaire    

                 λ= gw(D)  ⇔ a x t
n

g t en

n

n
w

xt( )
!

( ).
=

∞

∑ =
0

     (c’est une conséquence de 4) 

V.1.3 Définition  

 Lorsque ord w=0 , λ =gw(D) est dit un d’Appell et aq(x)=wωxq opérateur  
est dite une suite d’Appell 
 

V.2 Les polynômes de Bernoulli et d’Euler 

V.2.1 Définitions et premières propriétés 
Les polynômes de Bernoulli  d’ordre r sont définis par la fonction génératrice )()( xB r

n

             

                            g t t
e

e B x t
nB x t

r
xt

n
r

n

n
q

r( ) ( )
( )( ) . ( ).

!
=

−
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=
≥
∑1 0

                          (1) 

 
On a    et en prenant r=1, on retrouve les polynômes de Bernoulli Bn

n xxB =)()0(
n(x) 

ordinaires. 
Pour x=0, on retrouve 
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               où les nombres Bn

(r) sont connus comme les nombres de Bernoulli  généralisés,  
 
et pour r =1, les nombres Bn sont les nombres de Bernoulli ordinaires. 

On a que la fonction 
t

e
B Bt −

− −
1 0 1t   est paires alors B2k+1=0    pour k=1, 2, 3,... 

Voici les premières valeurs des  nB
     n     0     1     2     4      6          8     10     12     14 
     nB     1 

    
2
1−      

6
1    

30
1−      

42
1     

30
1−     

66
5  

2730
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6
7  

 
On remarque que les nombres Bn sont dans Θ (avec des signes alternés) 
Exprimons les suites   en  utilisant le produit de Hurwitz )()( xB r

n

De (1) et (2), on tire 
                                                                                        (3) qr

q
r

q xBxB ω)()( )( =
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pour r=1 
                                                                                     (4)    q
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De (3) et (4), on tire 
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On remarque que les polynômes Θ[x] ∈)()( xB r
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La suite (Bn
(r)(x))n≥0 forme une famille d’Appell. 
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Pour r+s=0 

                                                    )

la proposition V.1.1  donne les propriétés suivantes 
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                 n n-1 0

                             )()( 1 xnBxB nn −=′                        0)(0 =′xB  
 
 

Comme                 λ=
D

eD − 1
                                    λ(eD-1)=D 

t que                       eD xq=(1+x)q=1qω xq        (eD  est l’opérateur de translation) 

D-1)p(x)=p(x+1)-p(x)=∆p(x)    où     ∆ opérateur aux différences finies  

                                   λ∆=∆λ=D 

                              Bn(x+1)-Bn(x)=n.xn-1

n dit que Bn(x) est solution de cette équation aux différences finies. 

n observe que  
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L’identité, 
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e théorème de multiplication classique pour les polynômes de Bernoulli est 
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appelons aux chapitre III, on a un lien entre les nombres de Bernoulli et les nombres de 

                                            

 

V.2.2 Extension des polynômes de Bernoulli 
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es séries de Bernoulli  peuvent être considérées comme l’extension des polynômes 
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)(r
qB  est l’opérateur d’Appell associée à la suite 
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V.3 Extension des polynômes d’Euler 

V.3.1 Définitions et premières propriétés 

n ∠ sont définis par la fonction génératrice 
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Les polynômes d’Euler E (r)(x) d’ordre r∈
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         où En  sont connus comme les nombres d’Euler généralisés. 
 

 nombres En ordinaires d’Euler 

  

Pour r=1, les

• Pour r=1, x=
2
1 , t=2u 
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Pour ces raison sont connus comme les coefficients 

 
tangents et sécants. 

On a que la fonction 
1

 est paire alors E
cht

+1=

aleurs des En 

  n     0    1    2     4       6     8    10     12 

2k 0,  pour k=1,2,3,... 

Voici les premières v
  
    En     1    0        5      -61  85 -50521 27027-1  13 65 
 
 
Le nom n   9 g rn

es nombres d’Euler se retrouvent aussi dans le problème combinatoire suivant 
tant donné n objets numérotés 1,2,3,...,n. Combien peut on former de permutations de ces 

t décroissent alternativement(on parle de 
ermutation alternée) [10] 

                                                                                                      (3) 

                                                                           (4) 

bre E  sont dans  de si ne alte é 
 
L
E
objets de sorte que leurs numéros croissent e

?p
 
  Comme pour les polynômes de Bernoulli exprimons les suites En

(r)(x) en utilisant le 
produit de Hurwitz. 
De (1) et (2) , on tire 

 qr
q

r
q xExE ω)()( )( =  
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qq xExE ω=)( 
de (3) et (4), on tire 
 
           

      67                                                                                     
 
 



Chapitre V                                                 Extension des polynômes de Bernoulli et d’Euler 
 

             
j

jnr
jn xE

j
n

xE
0

)()(              ,                

iers polynômes sont 

∑
=

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

n

j

jn
jn xE

j
n

xE
0

)(   ∑
=

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

n
r )(

 
Les prem

1)(0 xE =

8
)3(

4
)1(3

2
3)(

4
)1()(

2
)(

2
23)(

3

2)(
2

)(
1

)(

rrxrrxrxxE

rrrxxxE

rxxE

r

r

r

r

−
−

−
+−=

−
+−=

−=  
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D’après la proposition V.1.1, on a la suite d’Appell 
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