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Notations et définitions

C corps commutatif, de caractéristique zéro

V corps des nombres complexes

Z I’ensemble des nombres naturels

9 I’anneau des entiers rationnels

® : le corps des nombres rationnels

3 : le corps des nombres réels

9, I’anneau des entiers p-adiques

®, le corps des nombres p-adiques

V,, le complété de la cloture algébrique de @,
2(C) ={u :9-C}

suppu={n, u(n)=0}

ordu=Inf suppu  (éventuellement -co ) ordre de la suite u

degu=sup suppu  ( éventuellement +) degre de la suite u

s(C) ={uez(C), ordu > -oo}
s'(C) ={uez(C), degu <+w}

So(C)={ uez(C), ordu >0}



Introduction
e Dans le premier chapitre, on étudie I’extension des séries de Hurwitz

n

g, (X) :Zu(n)% que I’on peut I’étendre aux entiers négatifs en posant
n>0 -
W n! pour n>0
_ _ _1\-n-1
gu(x)_z;u(n)y(n) avec  y(n)=1{ (- ooUr  n<0
ne (-n-1)!

la factorielle de Roman.

Ces séries nous permet de definir une extension aux entiers négatifs pour les
nombres de Stirling et les polyndmes de Bell...

e Dans le deuxiéme chapitre la factorielle de Roman y(n) nous permettra de

genéraliser les coefficients binomiaux (k} aux entiers néegatifs que nous

appellera les coefficients de Roman et on notera LE—‘

e Dans le chapitre 111, nous donnerons I’extension des nombres de Stirling
de premiére et deuxiéme espece §(n,k) et s(n,k) donnée par B.Benzaghou
en utilisant le corps de Hurwitz , les nombres de Bernoulli généralisés et la
transformation de Mellin-Barsky formelle.

e Dans le quatrieme chapitre, pour prolonger les polynémes de Bell
exponentiels partiels B, ,(u) avec la méme methode qui a était utilisée pour

prolonger les nombres de Stirling en utilisant le corps de Hurwitz, pour
prolonger les polyndmes de Bell exponentiels complets Y, (x,u) et P,(x) en

utilisant des techniques ombrales.

¢ Finalement, on donne I’extension des polynémes de Bernoulli et d’Euler
en utilisant le corps de Hurwitz.
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Chapitre |

Extension des séries de Hurwitz

Corps de Hurwitz

Soit C un corps commutatif de caractéristique zéro et u: £ — C est une suite a
valeurs dans C.
On note

gu(x)=§u(n)§!

la série génératrice exponentielle (ou série de Hurwitz) associée a la suite u qui joue
un role important en combinatoire et dans la définition de nombreux polynémes et
nombres remarquables.

On définit le produit de Hurwitz u v de deux suites u et v par

o (X) = 9,(¥).9,(X)

done, (UoV)(n) = zn:@u(k)v(n )

L’ensemble des suites C“={ u: Z—C }, muni de I’addition et du produit de Hurwitz
est une C- algebre commutative intégre munie d’une valuation discrete définie par
I’ordre u —ordu , que nous appellerons I’ algébre de Hurwitz de C , nous noterons
A(C)=A. Son corps des fractions est le corps de Hurwitz de C noté H(C )=H.

Notons T I’opeérateur shift sur A(C) défini par
(Tu)(n)=u(n+1)
et I’opérateur dérivation q par
(qu)=nu(n)

de sorte que
d
gTu (X) = d_ gu (X)
X

d
gqu (X) = X& 9y (X)
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R : & XN e
La série génératrice exponentielle g,(X) = Zu(n)—I a été définie pour ordu>0.
n=0 n:

Lorsque ordu=0, g,(x) est inversible dans C[[x]], il existe une suite v, ordv> 0 tel que
VoOU=§,.

Lorsque ordu >0, g,(X) est inversible dans C((x)), on se propose d’associer a

une
9,(¥)

n

série exponentielle Zv(n)ﬂ, en choisissant une définition convenable de y(n) qui
n=m rn

conserve les propriétés du produit de Hurwitz.

Si e, désigne la suite qui prend la valeurs 1 pour n=j et 0 ailleurs, alors
Te, =, pourj>1
Te, =0

j
Pour je9, posons g, (X) =% de sorte que pour je Z, y(j)=j ! et choisissons y de sorte
‘ 7

que gTu(x)=digu(x) et Te=e, , pourj>0 , Te, =0 restent valables pour
X

je9.
Donc, pourj>1
d x! x
gTefj(X)_gefjfl(x)_&y(_j)—y(_j_1)
Comme
X i)
90979, 0= v @y % ¥
Posons
_yieD)
AR PTGB) N

I+ ]
Pourj >0, i+j<0, le coefficient binomial ( j Jj est défini par

[aj:a(a—l)---(a—j+1)
j j!

ou a=i+]

En particulier, pour i+j=-1
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(—1}—1(—2)---(—1):(_1)]: y(-)
j i 7(-1-1) 7))

1 , :
Posons g, (X)=—, de sorte que y(-1)=1, alors necessairement,
- N

re1-)=5k
Ce qui justifie la définition,
1.1.1 Définition
Y 9-0
n! pour n>0
y(n)= ((_i)—_nl_)ll pour n=<0

La définition du «factoriel de Roman » est le prolongement des factorielles n ordinaires
aux entiers négatifs.

Quelques valeurs de y(n) sont données par la table suivante

n -6 -5 | -4 -3 |2 (-1]0 |1]2]3 4 |5 6

yin) | -1 |1 -1 1 -1 |1 |1 (126 |24 |120 (720
120 | 24 6 2

Pourie9, je9
y(i+])

TR O

que I’on prolonge par linéarité et continuité pour I’ordre a u et v éléments de s(C ).

Pour u:9— C, nous définissons sa série de Hurwitz (généralisée) par

Xn
9,(x) = ;U(n) )

et pour u et v d’ordres finis, le produit g,(X) - g,(x) definit encore une suite d’ordre fini
avec

(uwv)(n):ién%u(i)v(j) (la somme est finie)
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et pour u une suite d’ordre fini,

gTu( ) _gu(x)

Il en résulte la définition suwante

1.1.2 Définition

Le corps de Hurwitz H(C ) est le corps des suites d’ordre fini muni de la somme u+v et du
produit de Hurwitz uwv.

L’extension des séries de Hurwitz permet de définir une extension aux entiers négatifs
pour nombreuses suites classiques et polynémes classiques.

1.2 Composition des suites
Soit u une suite d’ordre strictement positif et v une suite d’ordre quelconque fini alors la
composee 9,09, (X) des series formelles est définie, nous la notons g,.,(X) .

ord(vou)=ordu.ordv (v, +V,)ou = Vv,0u + v,0u

G0 (X) = (gu(x))
En notant u“* la puissance k™ de u dans A

wk

OU—u
SN

1.2.1 Définition
Les polynémes de Bell exponentiels partiels [ 10 ] sont les polynémes

B, (U) =B, (U, U,, -, U,_,,,) définis par

gu(X) ZBnk(u)— k=0,1,2, ...

n>k

Notons B, (u) lasuite B, (u)(n) =B, (u)

Donc,
a)k

e Pour k>0, eKou— k =B, (u)

vou="3"v(k)(e,0u)
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et (vou)(n)= Zv(k) B, (u) estlaformule de Faadi Bruno [10]

k=1
e e,ou=uU' estl’inverse de udans le corps de Hurwitz H(C). pour k>0,

1ok

e, 0u= u

y(=K)

1.2.2 Proposition
Soit Q,={ ueA, ordu=1}. Alors (v,u)—>vou définit une loi de groupe sur €, d’élément
neutre g. L’inverse U de u est la suite réciproque de u uou =UouU =€,

Si y=g,(x) alors x=g;(y) (9,(x) estlasérie réciproque de g;(X))

1.2.3 Exemples

1. g.(x)=€e-1 alors 9: (X) =log(l+ x)
a(0)=0, a(n=1 pour n>1
a0)=0 an=-n"*'(n-1! pour n>1

2. g,(x)=1-¢€" alors 9. (X)=—log(L— x)
a(0)=0, a(n)=(-D)"* pour n>1
a(0)=0, a(m)=(n-1! pour n>1

1.2.4 Proposition
Pour Vv, et v, dans A(C),
(v,oV,)o u=(Vv,ou) o(V, ou)

.25 Proposition

Pour veA , uune suite d’ordre supérieur ou égal a un
T(vou)=[ (Tv)ou] ® Tu
g(vou)=[ (Tv)ou] ® qu

Ces propositions peuvent servir pour definir des relations de récurrences de certaines suites
qu’on étudiera plus tard (les nombres de Stirling de premiére et deuxiéme espece, les
polynémes de Bell exponentiels partiels...) .
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Chapitre 11
Extension des coefficients binomiaux

1.1 Notations et définitions
n ! factorielle n, (n), =n(n-1)---(n—k+1) si n>k etsin<k, (n), =0 factorielle n

n —_ cee —
descendante d’ordre k , — (N)x _ n(n-1)---(n-k+1) _
k) K Kl

) . 0 0
binomiaux et =0, =1.
k 0
Les coefficients binomiaux satisfont aux récurrences suivantes
n n-1 n-1
= + k, n>1
k k-1 k
n n-1
=E kn>1
k) klk-1
n+1) &)
=> kn>0
k+1) =\k

1.2 La factorielle de Roman
Pour tout entier n, on a défini la factorielle de Roman notée y par

n
( ] sont les coefficient
n-k

n! pour n>0
_ _1\—n-1
7= —(( ) D) pour n<0
-n-1)!

La factorielle de Roman nous permettra de généraliser les coefficients binomiaux pour n
etkdans 9.
Il est bien connu que n !=I"(n+1) pour n>0, ou I est la fonction Gamma.

Nous allons montrer que le nombre y(n) peut aussi étre exprime a I’aide de la fonction
Gamma.
Rappelons la définition suivante

11.2.1 Définition

La fonction méromorphe I'(z) admet pour pdles simples tous les entiers n < 0 et elle
satisfait aux relations

I'(z+1)=1z.1(2), =1
On déduit, par récurrences sur I’entiers n> 0

I'(ntl)=n!
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et I(2) Tl-2)=—"
sinzz
- 1 1
En particulier, pour ZZE : r 2 =z

Rappelons le résidu aux points z, d’une fonction f(2) (z, pble simple) est
Resf(z)=1lim(z-z)f(2)

z=2,

11.2.2 Proposition
Pour tout entier n,
I'(n+1) pour n>0
r(n :{ZREEF(Z) pour n<0

Preuve
Le cas n> 0 est la définition qu’on utilisera pour démontrer le cas n < 0, puisque
I(z) Tl-2)=—~"
sinzz
Pour n< 0,
. . T
ResI'(z2)= lim(z-n-DI'(2) = lim(z—n-1)———
z=n+1 ( ) zan+1( ) ( ) zan+1( )1"(1_ Z)_sin Vv

V4 . z—-n-1 V4
im — = im
I'(-n)z>n+t sinzz  (-n—-1)1z>n+1 7z cosaz

_1 -n-1
-0 =
(-n-1)!
On montre que les nombres y(n) agissent comme les factorielles ordinaires.
. . . n s n=z0
On introduit la notation Lnl= .
0 s n=0

11.2.3 Proposition

Pour tout entier n,

a) y(n=Lnly(n-1)

b) i Lnlln-11...[n-k+1] pour k>0

y(n—K)

Preuve
Pour a), si n>0, alors y(n)=n! est la définition.
Pour n=0,ona |01 y(0-1)=1.1=1=y(0). Finalement, si n< 0, alors n-1< 0, et
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I G R T G I 1 G I
7=D=" (-n)!  —n(-n-1)! n(-n-1)! ny(n)

Pour b), on va utiliser a)

L_Lrﬂ In-17.. [ n-k+1]. M_m In-11..n-k+1] pourk>0 [
y(n—K) y(n—

La proposition suivante est une application de la définition y(n).

11.2.4 Proposition
Pour tout entier n,
a) y(n)-y(-n)=(-1""|n]
ou (n>0)estlsin>0 et0sin<0
b) Pour ne9, notons n" €9, défini par n+ n"+1=0
y(n).y(n) = (=1
ou (n<0)estlsin<O et 0sin>0

Preuve
a) Si n>0, y(n)=nl et ;/(—n)zgl_)l)!
Par suite
( 1)n71 n-1
7O =t = =n(-)
Si n<0, y(n):% et  y(-n)=(-n)!
Par suite
= e (=
Nous obtenons,
y(n).y(—n)={n(_1)n_l = 2= yreoln]
n(-1)" s n<
b) Si N>0, y(n)=ni, y(—n—l):(_;)n
Par suite .
r0pen-n=nEh -y
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Sin< 0, alors —-n-1>0, y(n) = 0™ , yn-1)=(-n-1!
(-n-1)!

y(n)y(-n-1)= (_1)—n71

y(n)-y(—n—1)={(—1) s n20

— _1 n+(n=<0) ]
- s n<0 D

11.3 Les coefficients de Roman
Rappelons la définition suivante, pour tout entier n et k dans 9

W coefficient de Roman
(k) y(n—K)

Voici quelques valeurs spéciales de ces coefficients

HERESHERASE
MR RIS

On remarque que pour toutn>k>0 ou k>0>n les coefficients de Roman généralisent
les coefficients binomiaux ordinaires

M

Pour k> 0 >n, nous utilisons (11.2.3 proposition)

oy .
L—‘ (<) - 7(N—K) klLn-|Ln 11.. Ink+1]= —n(n 1)...(n-k+1)= [kj

Nous avons déja remarqué que les coefficients binomiaux satisfont a des relations de
récurrence. La proposition suivante décrite les propriétés des coefficients de Roman qui
sont des genéralisations des propriétés des coefficients binomiaux ordinaires.

11.3.1 Proposition

a) Pour tout entier n, k L —‘ :L —‘
k n—k
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) n k n n—K
b) Pour tout entier n, ketr =
k r r k—r

c)La formule de Pascal. Pour tout entier net k distincts non nuls

n n— n—
= +
LG
Preuve
Les parties @) et b) sont des consequences directes de la définition des coefficients de

Roman. Pour c), la condition sur n etkestl.n|=n, L kl=ket|n-k|=n-k.
En utilisant la (proposition 11.2.3)

Ln_l—‘Jan_l—‘: yn-9) . y(n-Y)
k k=11 y(K)-y(n-k) y(k-1)-y(n-kK)

SO Ul R (R S
y(k=1)-7(n—k+1) |_k—| |_n—k—|

__ -y Lnl 1
y(k=1-y(n-k+1) |n-K] | k7]
- H .
) y(n-k)

n .
Quelques valeurs de Lk—‘ sont données par la table suivant

T =21 1 0 1 2
) 1 1 1] 2 3
K] X 1 1| 1 1
0 -1 1 1 0 0
2
1 ) 1 1 1 0
6 2
2 ) 1 1 2 1
12 3

10
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Maintenant, considérons quelques résultats qui ne sont pas analogues pour les coefficients
binomiaux ordinaires.

11.3.2 Proposition
Pour tout entier net k, on a

a) m Lq -

ki Lnl | n-kT]

-Nn — (_1\n+k+(n>0)+(k>0) k-
b) L_k—‘ =D Ln—lw

c) La formule de Rotation de Knuth

ko) | T 2 ynene0) -k
o e

Preuve

Pour prouver a), on utilise la partie a) de (11.2.4 proposition)

Ln—‘ Lk—‘: ym) k) 1
k nl yKk-y(n-k) y(n)-y(k-n) y(n-k)-y(k—n)

_ (_1)n—k+(n—k>0)
5

Pour la partie b), on utilise la partie b) de (11.2.4 proposition)

L—n} yen) DM (k-1 1
k| 7R yk-n) y(0-D)  (DEI yk-n)

- (_l)n+k+(n>0)+(k>0) 7(k — 1) _ (_1) n+k+(n>0)+(k>0) k-I
y(n=1)-y(k-n) n-1

Pour c), on remplace —k par k-1 dans la partie b), on obtient

—-n - (_l)n+k—l+(n>0)+(k—1<0) -k
k-1 n—1

PUisque (_1)—1+(k—1<0) — (_1 (k>0)

11
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k

-n - (_1)n+k+(n>0)+(k>0) o 0
k-1 —n-1

1.4 Quelques résultats

Les coefficients de Roman permettent de généraliser des résultats bien connus pour les
coefficients binomiaux.
En prenant C=V corps des nombres complexes

11.4.1 Lemme

+o0 k
. o . X
Soit a>0, considérons la série " 2
k=n+1 k a

a) Pour n>0, cette série converge pour | x| <a.
b) Pour n=0, cette série converge pour | x| < a, sauf x= -a.

Preuve
a) Pour k >n>0,0na

Ln—‘ _ 7(n) _n (k—n—l)!_(_l)k_n_1 n!
k1 7(-7(n-k Kk () k(k-1)---(k - n)

Par conséquent, sin>0 et| x|<a,ona

NI

n! n!
< <
k(k-1)---(k—n) k(k-12)

t ' est le terme géneéral d’une serie convergente (n fixe)
k(k—1)
alors la série converge pour | x|<a.
(_1)k—1 X k
b) Si n=0, les termes de la série ont la forme T(_j , ces séries sont connues. Elles
a
X
convergeant pour |—| <1 sauf —=-1 0
a

11.4.2 Proposition
Pour tout entier n positif

12
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(x+1)“log(1+x>=i(2j(hn—hnk)xk+ > m X *

N 1 1
ol h =1+§+ ...+= pour |x|<1 et pour x=-1 le second membre est nul.
n

11.4.3 Corollaire
Pour tout entier n positif

40 ‘ n _(_1)n+1
kz—(;(_l) Lk—‘ o

Preuve
Pour k > nzo_,ona
n 1
:(_1)k7n71 n
L k k(k-21)---(k—n)
‘ : ‘:K(K—T)“'(K—U)_K(K—I)
_k Uj < Uj

k(k —1)

est le terme général d’une série convergente

Posons x= -1 dans la formule (*), nous obtenons

> (- MB: [Ej(m )

k=0

13
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Puisque i(—l)ku—‘ Z( 1) ( j: 0

11.4.4 Extension des polynémes de Poch hammer

Pour le but de troisiéme chapitre, il est intéressant de voir I’extension des polynémes
factoriels appelés Poch hammer [12] pour faire I’extension des nombres de Stirling et les
polynémes de Bell.

Les polynémes de Poch hammer sont donnés par

(x), =1
—X(X=1)-+(X— _ T(x+)
(X), =X(x=1)---(x—n+1) e

Ce qui permet le prolongement aux entiers négatifs

ou T est la fonction Gamma

T(x+1) 1 1

0o = ki ns D)~ D22 (e ) (e,

Ou bien, comme (x),., =(x—n)-(x), avec (X),=1, il convient de poser

1 1 1
(X)_1=m, (X)fz:m, , (X, = (X 1),

X
Pour n>1, ( j ( )” le prolongement aux entiers négatifs s’obtient par
n

X (x),n (D" (n-2
—n) y(=n) (X+1)(X+2)--(x+n)

. X ., L.
Remarquons qu’aux séries de Mahler Zu(n)( j sont associees les séries
n

n>0

Su- n)[ j y LDy

= no (X+1)---(x+n)

Considérées comme séries formelles de Laurent (elles sont appelées séries factorielles ou
series de facultés). [2]

Remarque
( )m+n (X) (X m) m, N 69
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Chapitre 111 Extension des nombres de Sirling

Chapitre 111

Extension des nombres de Stirling

I11.1 Définition et premieres propriétés
Les nombres de Stirling de premiére et deuxiéme espece s(n,k) et S(n,k) sont définis

pour n et k positifs. On peut définir les nombres de Stirling de maniere combinatoire.
Les nombres de Stirling de deuxiéme espéce S(n, k) est le nombre de partitions d’un

ensemble a n éléments en k parties, donc S(n, k) >0 si 1<k<'n, S(n,k)=0 si 1<n<k. C’est
aussi le nombre de relations d’équivalence a k classes sur un ensemble a n éléments.

Le nombre de permutations d’un ensemble a n éléments a k orbites vaut |s(n, k)| ou

s(n, k) est le nombre de Stirling de premiére espéce.[10]
Donc les s(n,k) ne sont pas tous positifs, et leur signe est précisé par

s(n, k) = (=1)"[s(n,k)

De maniere algébrique, par leurs séries génératrices,
pour k>1, S(n,k) et s(n,k) sont définis par

> S(n, k)X?nI = % (e - 1)~
n>k N - - (1)
3 s(n, k)%:%(log(br X))¥

Il en résulte

Zn: S(n,k)(x), = x"
(2)
> s(n k)X = (%),

ou (X)r=X(x-1).. .(x-=r11+ 1)

(2) estsouvent prise comme définition pour les nombres de Stirling.
La question se pose de pouvoir prolonger les nombres de Stirling aux entiers négatifs
( Les deux indices n et k négatifs ou I’un des indices négatifs et I’autre positif).

David Branson [5] et [6] a donné I’extension des nombres de Stirling pour n<0, k<0,
nous désignerons ces nombres comme Negative Negative Stirling Numbes (NNSN).

15



Chapitre 111 Extension des nombres de Sirling

On désigne les nombres définis dans (2) Positive Positive Stirling Numbers (PPSN) et pour
k>0 et n<0 Negative Positive Stirling Numbers (NNSN).

Nous donnerons I’extension des nombres de Stirling pour n€9 et ke9 donnée par Benali
Benzaghou en utilisant le corps de Hurwitz [1] et [2].

I11.2 Propriétés de Positive Positive Stirling Numbers
Considérons la série d’ordre un

g =e-1=TX

n>1 n!

sa série réciproque est

0.(9) = log(L+X) = ¥ (=)™ *(n-11
n>1 n
Avec ces notations et (1), posons, pour k>0
S(q,k) = g0a
> ®)
s(a.k) = g0a
Notons que (q,K)(n)=S(n,k), s(q,K)(n)=s(nk)
Pour k=0, $(q,0) = 5(q,0) = &,
donc S(0,0)=s(0,0)=1 et S(n,0)=s(n,0)=0 pour n>1
Notons, pour teC”, t%la suite t(n) =t".
Comme a=1%&y, pour k >1
_i K _i q_ aK
Sa,k)= ad = k!(1 &)
En remarquant que
(tLot)"=t'w t] (formule de bindme)
1 &(k i
S(q,k)=—2(.](—1)k e
k1i=\ )
Pour k>1 et n>1
1&(k Cin
S(n,k) = —Z[ .J(—l)k '] (4)
K=\ J

16
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k 1 k—j -n
sl =2, Js(k)— i’

n— S(n,k) est une somme d’exponentielles

_ C n _ (_])kij
SR=2 41 A=)

Il en résulte que la fonction génératrice ordinaire Z S(n,k)x" est une fraction rationnelle

n>k

S s =3[ 3417 ) -3 209

n>1 n>1\j=0 n>1

=in: Al _ XA (X)
- x (I-x01-2x)--(1-kx)

=;/1ij1_

Avec A(X) est un polyndme de degré inférieur strictement a k.
Comme $(q,k) est une suite d’ordre k, le polyndme x Ax(X) est d’ordre k, et compte tenu
de S(k,k) =1, nécessairement X A(X)=x*

k

X
2SO = =209 ©
Pour une suite u d’ordre positif ou nul
v(n)=uoa(n)= Zn: u(k)S(n, k)
et pour k>1
n - n n < k “
;v(n)x _ 2(; u(k)S(n, k))x _ kZI u(k% S(n,k)X" = kzi = f)(...)é_ o

(6)

0 0 u(n)x"
Z;V(n)x - Z; uov(n)x” = u(0) + Z; 1-X)(1— 2X)...(L- nX)

17



Chapitre 111 Extension des nombres de Sirling

Par exemple, pour u(n)=t" , teC’, n>1

tioa(n) =Y S(n k)t =P,(t) polyndme de Bell

k=1

. Xt
3 2ROX =1

Pourte C", considérons t%a

n

Opos () = G0 (95 (X)) = exp(tlog(L+ X)) = (1+X)" =1+ t(t 1)~ (t - n+1)%

nx1

Notons (t)q la suite (t)n=t(t-1)...(t-n+1)

toa = (t
alors OF
(t),0a=t*

donc,

t = (1), q0a
k=0

(), = t“goa
k=0
etpourn>1

"= S, K)(t),
1), =3 sn ot

Les nombres de Stirling de premiere et deuxieme espéce verifient de nombreuses
récurrences, pour les retrouver on utilisera les opérateurs définis précédemment
I’opérateur shift T et de dérivation q.

De (3), on tire,
TS(g,k)=T(g.0a)=(g_,0a)w Ta
En remarquant que, Ta=1=¢, + a

Il en résulte

18



Chapitre 111 Extension des nombres de Sirling

S(q+1k)=S(g,k - 1°
S(q+1k) = S(g, k —1) + k S(q, k)

nn )
S(n+1,k):Z(j]S(j,k—1) @
S(n+1,k) = S(n,k — 1) + kS(n, k)

Les nombres de Stirling de seconde espéce S(n,k) satisfont a la récurrence triangulaire
S(n+1,k)=S(n,k —1) + kS(n,k) n, k>1
avec S(n,0)=(0,k) =0, sauf S$(0,0)=1

C’est un moyen rapide pour retrouver les premieres valeurs de S(n, k).
Les premiéres valeurs sont les suivantes

—=] 0 1 2 3 4 5 6 7
0 1 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 0 0 0 0 0 0

2 0 1 1 0 0 0 0 0

3 0 1 3 1 0 0 0 0

4 0 1 7 6 1 0 0 0

5 0 1 15 25 10 1 0 0

6 0 1 31 90 65 15 1 0

7 0 1 63 301 | 350 140 21 1

Les nombres de Stirling de deuxieme espéce S(n,k)

0<n k<7

De (3), on tire

q(3(a,k))=a(g0a) = (Te.0a)wga = S(q,k - ga

n-1

vnx1, nS(nk) = Z@su,k-l) (n-j)

j=0
Pour les suites de Stirling de premiere espéce

De (3), on tire
T(s(q,k)) = T(g.0a) = (Tg0a)wTa
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Comme
d d 1
= —0- =_| 1 [ —
Oz (X) ™ 0z (X) ™ og(1+x) T x
(& +8)o Ta=g¢g,
Il en résulte
(& +&)w s(q+1,k)=s(q k-1)
s(q+1,k)=s(q, k-1 -ew s(qg+1k)
vn>1

s(n+1,k) =s(n,k —1) — ns(n, k)
s+ 1K) =3 (" (), (i, k-1 ®)

Les nombres de Stirling de premiére espece satisfont a la récurrence triangulaire
s(n+1,k) = s(n,k —1) — ns(n, k) n, k>1
s(n,0)=9(0,k)=0, sauf 50,0)=1
On a la un moyen rapide pour calculer les premiéres valeurs de s(n, k)
En particulier,

s(nl)= (=D (n-D!,s(n,n-1)= —(3 ,8(n,n)=1

Les premieres valeurs sont

=] 0] 1 2 3 4 5 6 7
0 1] 00 0 0 0 0 0
1] 0] 1o 0 0 0 0 0
2 o 1 |1 0 0 0 0 0
3 0] 2 |3 1 0 0 0 0
4 [ 0|6 |11 6 1 0 0 0
5 | 0| 24 [-50 35 | -10 1 0 0
6 | 0 |-120 | 274 |-225 | 85 -15 1 0
7 | o0 [720 [-1764 | 1624 | -735 175 21 | 1

Les nombres de Stirling de premiére espéce s(n, k)
0<n, k<7

De (3), on tire
as(g, k) = q(g0a) = s(q,k -Dwqa

20



Chapitre 111 Extension des nombres de Sirling

Pour n>1, ns(n,k):zn:(—l ), s(n—j,k-1)

De définition (3), on tire
S(g,k)oa = g 0a0a = g,

d'ou

> S(1.Ks(n ) = 6,

ce qui montre que les matrices de Stirling S = (S(n,K)) .11 €t S= (S(N,K)) 151 01
matrices triangulaires inverses I’un de I’autre.

Nous tirons aussi de (3), pour ieZ , jeZ

S0 S(a, ]) = (§oa)o(e,08) = (ge;)0a = (iif—jf)!aﬂ-oa: (‘if—jf)!S(q,i )

De méme maniére, nous obtenons

s(g,i + J)

s(aos@, j)= J”

donc pour tout n>1

=~

Zn:(n]S(n—k,i)S(k,j)=(i%jj!)!S(n,i +)

k=0

=]

> 1kt =& i snie)

k=0

111.3 La relation entre les nombres de Stirling et les nombres de Bernoulli

Notons le lien entre les nombres de Stirling et les nombres de Bernoulli dont nous aurons
besoin pour faire I’extension des nombres de Stirling.
Notons By la suite (B,),.,

La suite (B,) de Bernoulli de premiére espece est definie par

n

B—=
=~ nl eg-1

donc Bw a=¢
En élevant & la puissance k®™ de Hurwitz
B*w a™ =kle,
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Chapitre 111 Extension des nombres de Stirling

B*w S(q,k) =g

k n
X X
— (k)
X ]J - Z Bn |
- n>0 n:

Nous obtenons une relation entre les nombres de Stirling de deuxieme espéce et les
nombres de Bernoulli généralisés B

Posons Opu (X) = (
a e

- M -

Z . Bj S(n_Jvk):é‘n,k

i—o\J

On définit de la méme maniére les nombres de Bernoulli de deuxieme espéce, notons b, est
la suite (b,),-0

n

anx X

= n!' log(l+x)

donc
bwa=¢
b*w s(q,k)=¢,
Posons . (0 X
% ()= (Iog(l+ x)j ;b"

Nous obtenons une relation entre les nombres de Stirling de premiére espéce et les
nombres de Bernoulli généralisés b’

i(?jbf”s(n— IK)=6,,

=0
De B o S(q.k)=¢,
B (g0a)=¢,

(By'0a)w g = goa = s(q,k)

On déduit
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k=[S sk ey

et de b%w (q,k) =g,

(b 0a)e & = S(a,k)

n n-k
On déduit, S(n, k) = (kj S S(n—k, j) b
j=0

I11.4 La transformation de Mellin-Barsky formelle [4]

Dans ce paragraphe on montre qu’on peut établir un lien entre série de Laurent Z

et séries factorielles ) &,
o X(X+1)---(X+ n)

zéro C

Considérons la série formelle de ®[[X]]

y=0,00=1-e* =Y (- >

o1 n!

et sa série formelle réciproque

x=g,()=-logt- =3 ¥

n>1

Pour toute suite u:£ — C, posons

|

Ona g;(x)=-0gs(-%) . 9,(x)=-0.(-X)

R

(0]
toa

c
I
c

111.4.1 Proposition

a coefficients dans un corps de caractéristique

L’application u— u définie par g,(x)=g;(y) ou y=1—¢e™ est un isomorphisme de

C- espace vectoriel de so(C) sur lui-méme.
( $(C)={u ordu>0})
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L’ applicationu — u sera appelée la transformation de Mellin —Barsky formelle la
transformation inverse sera notée u — u
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Posons {q(oiz: ?(q, k) 9)
g.0a = 5(q,k)
alors {?(n, k) =(-1""S(n.k) pour n,k >0 (10)
s(n,k) = (-)"*s(n,k)

111.4.2 Proposition

(11)

G(n) = Zn:§(n, k) u(k)
u(n) = Z S(n, k)G (K)

111.4.3 Exemple

SoitteC” et t%la suite définie par t%(n)=t"= u(n)

05(V)= 0, (0 =€ =(L—y) =1+ 3 t(t+1)(t + n—1>y7:

n=1
PoSONS < t >q(N)=< t >,=t(t+1)...(t+Nn-1), d’od t =<t >q
donc, t 9 (n)=t(t+1)...(t+n-1), n>1
t9(0)=1

tt+1)---(t+n-1) = zn:§(n,k) t«
d’ol ) = (12)
t" =Y S(nk) t(t+1)--(t+k-1)

s(n,k) et S(n,k) seront dits nombres de Stirling ascendants de premiére et deuxiéme
espece.

De (5), on tire

c n _ __1\n+k 3\ — (1)K (_X)k
2SO = L TS = (O o )k x)
Il en résulte
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o0

S u(n)x = Z( " S(n, k)G(k)jx“ =Sk Y 5(n, k)"

n=1 n>k

a(k)x~
ot L+ XA+ 2%)---(1+ kx)

N "N a(n)x"
o nZ:;‘u(n) = nZ:;‘ @+ X)L+ 2%x)---(1+ nx) (13)

Pour u la suite d’ordre supérieur ou égal a zéro, on définit la série factorielle(ou de

, u(n
facultés) formelle par 3 x(x+1)(xf 2)) (x+n)
n>0 o

111.4.4 Proposition

Soit C un corps commutatif de caractéristique zéro et u: £—C.
Alors

u(n) u(n)
; N ; X(x+1)---(x+n) 4
est une identité dans C [[x '] ]

Les deux identités formelles (13) et (14) permettent d’écrire des identités formelles fois
que U a une forme explicite.

1
Comme {% ,he L}et{ , he £} forment deux bases de I’espace des
X" X(X+1)---(X+n)

séries de Laurent x'C[[x]] sans terme constant, (14) fournit une relation de changement

de bases dans x*C[[x™]].

I11.5 Negative Negative Stirling Numbers (NNSN)
En appliquant la formule (14), pour U =g, u=go0a = S(q,k)
1

< S(n,k)
© x(x+1)---(x+k)_§ X" (19)

etpour u=¢, U=go0a =5(q,k)
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1 _y s(n,k) (16)

X SEX(X+D)---(X+n)

On peut définir les Negative Negative Stirling Numbers (NNSN) de premiere et deuxieme
espece par I’extension de (2), si on pose

o0

(x)_, =D s(-n—k)x*

X" = i S(—n,—Kk)(X)

d’ou

1 < S(-n—kK)
x(x+1)...(x+n)_§ Xt

et par (15)
s(—n,—k) = S(k,n) = (-1)"*S(k, n) (17)

De méme, par (16)

S(-n,—k) ~ 5(k,n)
A (X+D(X+2)...(x+ k)

X" & (X+D(X+2)...(x+ k)

x~

d’ou
S(—n,—k) = 5(k, n) = (<1)"* s(k, n) (18)

111.5.1 Proposition
Les Negative Negative Stirling Numbers sont definis par

0

(x)_, =D s(=n-k)x*

k=n
X" =>"8(=n,~k)(X)_,
k=n
et la formule de transformation de Mellin Barsky formelle (14) donnent

s(—n,—k) = S(k, n) = (<1)™* S(k, n)

pour k>1,n>1,k>n
S(—n,—k) =5(k, n) = (-1)"*s(k, n)
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I111.6 Negative Positive Stirling Numbers (NPSN)
Pour k> 1, la formule explicite (4) de S(n,k) permet d’étendre aux entiers négatifs

k (k _
S(-n,k) = %Z( J(—l)“-‘ jr

T j=0

t Scnk) =S4 on 4, =-CY0
e nk)=>1] ol =
= LGS

Il en résulte que la série génératrice de Laurent est rationnelle

) ) k k k /1
S(-n,k)x" = A j‘“] A A — J
T S R X e e
jx
Par extension de (2), si on pose
(0 = . s(-nk)x" (19)
k>0
En développant en séries formelles
n . _nyi-1
(X)_p = ! Zgj. avec g,-=.(1) .
(X+1D---(x+n) TIX+] (j=-DYn-j)!
k
n g 1 n g X
(X)_nz —J-—z _J. [_]
J
— <O N (_1 - (_1)kx_k
i T (-Di(n— )] j"
— < 1 3 n— —k n+k-1
3o
o\ nti
(¥)_n = 2, (=)™ " S(—k, n)x* (20)
k=0
Par identification de (19) et (20), on obtient
S(—n, k) = (-1)"**S(—k,n) (22)
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111.6.1 Proposition
Les Negative Positive Stirling Numbers sont définis par

k (K :
s = 3w

*j=0

et (X)_, :is(—n, k) x*
alors §(—n,k) = (;1)”*k’1S(—k, n)

111.6.2 Propriétés de Negative Positive Stirling Numbers

Pour NPSN de premiére et deuxiéme espéce, on peut réécrire les relations triangulaires de
nombres PPSN comme

S(—n+1,k) = S(—n,k = 1) + kS(-n, k)
n>2k>1 (22)
—n+1,k) =9-n,k —1) + ng—n, k)
Respectivement, n=1 et x=0 dans la définition de §(—n, k)

00

(X)_, = > s(—n,k)X“, on obtient

k=0

1K) = (D", §-n0) =$ (23)

Combinons (22) et (23), on peut calculer les valeurs pour S(—n, k) donné dans le tableau
suivant et les valeurs S(—n, k) sont données par S(-n,k) = (<) *s(-k, n)

Kk 0 1 2 3

0 1 0 0 0

1 1 1 1 1

2 1 _3 7 _15
2 4 8 16

3 1 _11 85 —575
6 36 216 1296

4 1 — 25 415 —5845
24 288 3456 41472

Negative Positive Stirling Numbers de premiére espece s(-n, k)
0<kn<3
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En remarquant que les nombres §(—n,k) et S(—n,k) sont dans @.

L’équation (X) , = ZS(—n, k)x* , n>1 montre que s(—n,k) peut étre regardé comme
k=0
coefficient de série de Taylor, alors, utilisons (21)

S(-n,k) = o) o ( l j
! nt | "\ (X+D)(x+2)-(x+K)/ |

111.6.3 Fonction génératrice
La définition (X)_ = s(—n,k)x"
k=0

est une fonction génératrice pour S(—n,k)
et une fonction génératrice exponentielle de S(—n, k) est donné par

k . n
.](—1)“ i

J n!

+00 Xn +00 1 k
HZ:(; S(-n, k)ﬁ = ZEZ(

n=0 j=0

k (k n
ko (Rl

k (k
" (el

(-
(k—1)!

S(—n,k)=%zk:(kj(—1)“j” pour n—>+wo  S(-nk) -

o\

I11.7 Positive Negative Stirling Numbers (PNSN)

Dans cette partie le corps de Hurwitz et les nombres de Bernoulli généralisés ont un
grand r6le pour déterminer les Positive Negative Stirling Numbers.

Pour k>0, S(q,k) et 5(g,k) ont été définis par e o0a et goa
Ces définitions se prolongent naturellement pour k < 0
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S(g,-k) =€ ,0a

111.7.1 Définition Pourk>1 _
s(q,—k) =e ,0a

Dans le corps de Hurwitz

a{u(fk)
S(g,—k) =
(0,-K) )

_ _E-DT g X
gs(qv—k)(x) ge,koa(x) }/(—k) ; (n, )7(n)

Comme S(q,—k) est une suite d’ordre -k, S(n,—k) =0 pour n< -k, S(-k,—k) =1

n

X

_ 1 x Y'_ 1 wX 5 Bl x
ona 2, Stn k)y(n)_;/(—k)xk(ex—]j _y(—k)xsz” "2

n>-k n=0 n! n>k 7(—k) (n + k)l
Pour n > 0, nous obtenons

S(n-k) 1 B

n+k

N y(=k) (n+k)!

S(n—k) = (—1)k-1(n K _l] B
n n+k
Kk<-n<-1
Senk)_ 1 BY,
y(=n)  y(=k) (k—n)!
k>n

n+k k-1 (k)
S(-n—k) = (" = [B,

Pour 1<n<k, on a déja défini S(-n,—k) par (-1)"*“s(k,n) .

Pour établir cette relation, il faut montrer le lemme suivant

k-1
111.7.2 Lemme Pour 1< n<k s(k, n) :(n JB.E'?”

En posant k-n=m, 1< m< k-1 la relation s’écrit
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k-1
s(k,k—m):( - jB,‘n")

Preuve
Les nombres de Bernoulli de premiére espece sont definis par

n k
et -(-2)
" nl \e -

n>0

fonction analytique au voisinage de zéro (d’une variable complexe), dans la théorie des
(k)

BY _ 1-[[ z Jk dz
n o 2izdnler-1) 2"

ou IT est une courbe simple fermée autour de zéro.

t=€”1 alors z=log(1+t) est la fonction réciproque, définie pour| t| <1, analytique
dans| t] <1.
Onprend II'= {t| t| =p,p <1} et I son image par la transformation conforme

t— z=log(1+t)

dt

BY 1 I (log+t))"* 1
n 2igdn t« 1+t

Par intégration par parties et tenant compte de la méromorphie en zéro de

(log(@+ )"

v , 0< n<k

B®W 1 k dt
n_— log(L+ x))<™"
n 2irx k—nJ.H'( 9(+x)) th

on a (Iog(]l-("' t) ZS( k)_

et par la formule de Cauchy
1 ,f (log(L+t))* dt _ s(n,k)
2

k! t+t nl

Il en résulte

B"" k (k— )Is(kk n)
n!
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- k-1
s(k,k—n) = &Bﬁ") = B 0
ni(k—1—n)! n
k=1
Alors pour 1<n<Kk s(k,n) = N1 B,
k-1
etpour -k <-n<-1 S(-n,—k) = (- 1)”*"( JBS() = (=1)"*s(k,n)

De la méme maniere, pour k>0, s(q,k) = e ,0a de sorte que

gs(q k)(x) Oe koa(x) = ZS(H k)

n

n>0 ( )
En posant
k n
X =3 b X
log(1+ X) ="l
d’ou 3 s(n—k)— kanmX

=~ () (X &
Comme s(q,—k)=0 pourn<-k

n

X
Donc s(n, o~
n>zk 7(”) 7/( K) i (n+K)!
Pour n>0,
sin—k) _ 1 K
N (k) (N+Kk)!
n+k-1)" po
n—k) = (-1 ““‘( j ek
A=D1 ki1 ) hek

Pour établir la relation s(—n,—k) = (-1)"*S(k,n) pour -k < -n < -1, montrons
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Chapitre 111 Extension des nombres de Sirling

k-1 .
111.7.3 Lemme Pour 1<n<k  S(k,n) = b

Preuve
Les nombres de Bernoulli b de deuxiéme espéce sont définis par

) 2

log(1+ 2) = N

fonction analytique au voisinage de zéro(d’une variable complexe), dans la théorie des
séries entiéres, par la formule de Cauchy

b 1 J-( z jk dz
n  2izx\log(l+2)) z™*

ou X une courbe simple fermée autour de zéro.

t=log(1+2).Alors z=€"-1 est la fonction réciproque définie pour | t| <1.

= {t| t|=0,0 <1} et X son image par la transformation conforme
t— z=€é-1,dou

SRV PRYE A
T

n! =\ log(1+ 2) 2ir tk
t __1yk-n
Par intégration par parties et tenant compte de la méromorphie en zéro de % :
t
O<n<k
b® 1  k ¢ avken Ot
n = e -1“"
n 2z k—nL( ) th
(e -1"
Ona " => S(n, k)— par la formule de Cauchy
n>k
1 J (¢ -D" dt _S(nKk)
tk+l - n!
Donc,
b Kk (k— )|S(k k—n)
N k-
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Chapitre 111 Extension des nombres de Sirling

K=1) o
S(kk-n)=| "~ 0

Pour n >0

n+k

n+k-1)" b®,
k-1

s(n,—k) = (—1)“(

stn = = st

111.7.4 Proposition
Les Positive Negative Stirling Numbers sont définis par

{S(q,—k) =e,0a

s(g,~k) = e ,0a
k n k n
X X X X
et =3k | oS pv A
(ex—l} § " onl (Iog(l+x)) ;” nl
alors
n+k-1)
Sn,—k — _1 k—1( j n+k
( ) =D k-1 /n+k
n+k-1)" bgk)
n—k) = (-1 "1[ ]
& ) =D n n+k

Autre démonstration des lemmes 111.7.2 et 111.7.3
On peut démontrer les deux lemmes précédents algébriquement sans passer par I’intégrale
de Cauchy en utilisant la formule d’inversion de Lagrange [10].

Pour toute série formelle f (x)=)_a x*
k=0
et soit:

C x¢f (X) := a= coefficient de X* dans f(x) (a)

Supposant a, =0, a;#0, nous allons calculer les coefficients by de la série réciproque de

f(x), soit:  g(x)=> bX

k>1

telle que fog (X)=gof (X)=x
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Chapitre 111 Extension des nombres de Sirling

111.7.5 Théoreme : (Formule d inversion de Lagrange)[10]: Avec la notation (a)
Pour tout entiern,1 <n<k,ona

Cyer Gﬁﬁk (b)

X

Cx (g(x))"

xl:

Preuve :Voir [10]

En appliquant le théoreme, on pose f(X)=ga(X)=€"-1 et g(X)= g, (x) = log(L + x) est la
série réciproque de ga(X) la formule d’inversion de Lagrange donne

« -k
C x* (log(1+x))" =E C xen (e _1j

X
Les fonctions génératrices

('09(1+X) g;s(k ) ( J ;) (k)x
donnent
(log@@+x)"  s(k,n) . o[ x Y BY
Cx n Kk Cx (eX—Jj " (k- n)!
D’ou
sk _n o BY,
kI k (k—n)!
_ (k=D w _ (Ko
ston) = (n—l)!(k—n)!Bk’” _(n—ljBk”

Ce qui acheve la démonstration de lemme 111.7.2

De la méme maniére, on pose f(X)= g, (x)=log(l+ X) et sa série réciproque
9(X)=ga(x)=€"*-1 la formule d’inversion de Lagrange donne

K
Coe (@) =1 Cer (—'Og(i + X)j

Les fonctions génératrices

(ex ]_) ZS(k n) ( X j :Zbr(]k)x_n

k=n log(1+ x) n>k n!
Il en résulte
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(&0 Skin) ’kan( X jk b,

nl ki logl+x))  (k—n)!
D’0l a Sm _n 6%
kI K (k—n)!
k=D (K1)
S(k’n)_(n—n!(k—n)!b“”_[n—Jb“"

Ce qui acheve la démonstration de Lemme 111.7.3

Les formules de récurrences entre les S(n,—k) et s(n,—k) déduites de e ,0a et e ,0a
TS(q,—k) = S(q,—k — D 1° ot l'=a+e

On déduit TS(q,—k) = S(g,—k — 1) — kS(q,—k)

donc, pourn>0

S(n+1-K) = S(n,—k — 1) — kS(n,~k)
S(n+1-k) =Y @ S(j—k—1)

j=0

Pour k=-1 par exemple,
S(gq~1)=a’ inverse de adans H(C)

X X"
Comme 0, .0 (X) = =>» B —
s e -1 Z(:) " n!

ou B, désigne la suite des nombres de Bernoulli.

S(g-)=e,0 B,

S(-1-1)=1 , S(0,-1)= 1 , S(n,-1)= Bo : n>1.
2 n+1

Voici les premiéres valeurs de S(n,—1)

n] 0] L] 2] 3 4] 5
k=1 -1 oy -1 0 -1
2 | 1 120 252

Positive Negative Stirling Numbers de deuxiéme espéce S(n, -k)
0<n<6, k=1
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Chapitre 1V Extension des polyndmes de Bell

Chapitre IV

Extension des polynémes de Bell
IV.1 Extension des polyndmes de Bell exponentiels partiels

IV.1.1 Définitions et premieres propriétés
Rappelons que les polyndmes de Bell exponentiels partiels B, , (u) par sa fonction
génératrice

n

> B = % g, 00

Donc, notons B, (u)(n) =B, (u)

uwk

Bq]k(u) =go0u= o

On définit aussi les polynémes de Bell exponentiels complets
Yo=Y (W)=Y, (W, 4,,...,u,) par

exp(g, (9) =1+ Y, (L)

n
n>1 n!

cestadire Y (u) =Y B,,(U), ¥i=1
k=1

et Y,(u)=1"ou o0 Y, (u)(n)=Y,(u)
Les polyndmes de Bell partiels sont a coefficients entiers et ont pour expression exacte

n! -
Bn’k(U):Bn’k(uvuz’.“,unk+l):zQ_!CZ!...(l!)Cl(Z!)CZ...LIl us...

la sommation ayant lieu sur tous les entiers ¢y, Cy, ... > 0,
tels que ¢;+2c,+3c3+... =n
CitCrtCatcyt...=k

Comme pour les nombres de Stirling nous retrouverons les relations de récurrence
utilisons les opérateurs shift T et de dérivation .

De B,,(u)=gou,ontire que
1B, (u)=B,, ; (W Tu pour k>1
Pour n>1,

n

B,k (V) = Z(T} B; 1 (u)-u(n+1-j)

j=0
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Chapitre 1V Extension des polyndmes de Bell

Comme B, ,(u)=u(n)=u, les B, (u) estun polyndme en uy, Uy, ..., Unk & coefficient
dans 9
Bn7k(U) G9[U] = 9[ U, U, ..., Un+k-1]

Si u et v sont deux suites d’ordre supérieur ou égal a un.

govou= B, (v)ou= B, (vou)

Bn,k (VOU) = Z Bj,k (V) Bn,j (u)
j=1
Notons B(u) la matrice de Bell associée a u

B(u)=(B,, (1)

matrices triangulaires dont les termes diagonaux sont B,  (u) = u;' alors
B(vou) = B(u)B(v)

n>1
k>1

De B,i(U)=€gou B, ;(U) =¢g0u
Ona
- .
B, (W B, , () = (§0u)a(e,0u) = (g € )ou = ('iT—j{)'q+ ou= ('iT—j{)'BqH (u)
D’ou

n

B, (WB, =""g
o, e, 0=l

!

k=0
Posons i=1, j=1-1, on obtient la formule de récurrence
nn
| B, (u) = Z[kj u(k) B, -1 (u)
k=0

Considérons quelques cas particuliers des polyndomes de Bell B, , (u)

¢ u(n)=a(n)=1n=1 a(0)=0 B,,(a)=S(nk) sontles nombres de Stirling de
deuxiéme espece.

¢ N =an) =-)"™n-Y! n=1, a0)=0 B, (a)=s(nk) sontles nombres
de Stirling de premiére espece.

¢ u(n)=na", n>1, u(0)=0

n n-k
B, (12a3a’,...) = (kJ(ak)
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Chapitre 1V Extension des polyndmes de Bell

Pour a=1, ces nombres sont connus comme les nombres idempotents[8] et [10] (le nombre
des applications idempotentes définis de N dans N ou N ensemble a n éléments vaut

n

n n
Z(k}k”k et les (k}k”" sont appelés les nombres idempotents).

k=1
¢ u(n)=n!,n>1,u(0)=0
n-1\nl
B, (@2,..)= —
el ) (k—l] k!
sont les nombres de Lah [10]
¢ u(n)=(n-1)!,n>1, u(0)=0
B, (0111,21,...) = |s(n,K)

IV.1.2 Relation entre les polynémes de Bell exponentiels partiels et les nombres de
Bernoulli généralisée

Notons aussi que les polynémes de Bell exponentiels partiels étant en relation avec les
nombres de Bernoulli généralisés.
La suite de Bernoulli B4=(B) est définie par

Notons que
X X" X"
=Y'B(@a)—=Yh—
9: (%) Z; @ Z; "l
ou B,(a)=b, les nombres de Bernoulli de deuxieme espece et by=(bn)
et B,(a)=g+B,(a) B,(@) = (-1)B,(3)

Plus généralement, posons pour ke £

x )& By X
) Zere

gu (X) n=0
de sorte que B (u) = [Bq(u)]'”k
u' est I’inverse de u dans I’algebre de Hurwitz A(C)
1
gu' (X) =
9,(%)
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Chapitre 1V Extension des polyndmes de Bell

D’Ou Xgu’(X) = ng(u) (X) ' e.l.a) u' = Bq (U)
B,(u)=nu'(n-1)
D'ou B, ,(u)=(n+2u'(n) pour n=0

Notons u(k)= uk pour k>0

u(-1)=B(u)=u"

n -1
gu,(x)zi[uimﬁx_hj
u

| 2u, (n+u, n!
En posant
gv(x):ix+...+Lx—+...
2u, (n+1)u, n!

@+ gv(x))l=1+2(—1)111!9Vj—(!x)=1+2(i (—1)“1!Bn,j(v>]x"

j>1 n>1\ j=1

Soit  w(n) :Zn:(—l)”j 1B, (V)= Zn:(—l)“j !WB”,J(%,“—;,...)

Pourn>1
n 3 j-1 n-j u2 u3
utwn) => ()" jtu B | 2,2
o 273
Donc,
n+l 7 - H n-1 u2 u3 n+l
nufu(n-1)=> jlu an[—,—,...j:ul B, (u)
. i\ 273
D’ou u''B,(u) e Ouz, Us ,...]

. u . . . .
Siu=1et — €9, pour tout entier naturel, B,(u) est un polyndme en u; a coefficient dans
n

9.
Comme u, uf B,(u)e®[ u], nous déduisons u*BY(u) e O U]

IVV.1.3 Extension des polyndmes de Bell exponentiels partiels

Pour prolonger les polyndmes de Bell exponentiels partiels pour n et k négatifs, n positif et
k négatif utilisons la méthode qui a était utilisé pour prolonger les nombres de Stirling [1].

Pour k>0 B,«(U)=g.o0u
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Chapitre 1V Extension des polyndmes de Bell

IV.1.3.1 Définition
Pour ke9, B, «(U)=gou

Dans le corps de Hurwitz H(C ), pour k>0

e ,ou= 1w

7 (=K)

B . Oy (X) 1 [ X jk B®
n>zk " O 7(n) = e = (k) (KX 9,00)  y(- k)Xk; ()

1 B
( k) n>zk n+k( )( k)l

D’ou  pour n< -k Bp«(u)=0

Pour n>0
B, «(U) 1 Br(1l~(+)k (u)
n! 7(=K) (n+Kk)!
k-1)" B®
Bn » (U) — (_])kl(n + J Bn+k (U)
‘ n n+k
Dot u"**BY) (u) €O [u] et u"*B, ,(u) €O[u]

C’est a dire que les B, «(u) ont des quotients de polyndmes en uy, Us, ... & coefficients dans
® par des puissances de u;.

1VV.1.3.2 Proposition
Les By k(u) sont définis par
B,«(U)=g0u, ke 9

x ' B
et (gu(x)j zo ()

n+k—1j B

_n+k
n

Alors, B, (u)= (—1)“( n+ k

u1n+2kB (u) eO[u]
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Chapitre 1V Extension des polyndmes de Bell

Pour -k<-n<0

_y(=n) ) Bﬁ)n(U) _ [Nk k-1 (k)
B, = 40 A0 - [n_J B (1)

D’ol u* "BM (u) e®[u] et u "B, (u) €O[u]

B (W) =B (W)=u"

Nous avons que
S(—n,—k) = (=1)™*s(k, n)
s(-n,—k) = (<1)"*S(k,n)
Montrons qu’il existe une propriété analogue pour B _, (u), 0 <n<k.

Considérons u: Z—V suite telle que Iim|u(n)|% < +o0, alors
n—ow

k
( z j est une fonction analytique dans un voisinage zéro (u(l) = 0)
9,(z

Les nombres de Bernoulli généralisés sont définis par

z ) N4
P RS

gu (Z) n>0
Bl (u)
n!

Les coefficients sont donnés par la formule de Cauchy

Brﬁ")(u): 1 j z ) dz
nt 2z’ g,(2) ™

ou I" une courbe simple autour de zéro

t=g,(2) définit dans un voisinage de zéro une fonction analytique t — g;(t) = z,

B (u)_ 1 I (g, )™
n! 2T t

d’ou g-(t)dt

ou I'" étant une courbe simple autour de zéro.
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Chapitre 1V Extension des polyndmes de Bell

k-n
o . . . . a
Par intégration par parties et tenant compte de la méromorphie en zéro de g“tk( ) :

O<n<k

B(u)_ k (k-n)!
n! k—-n Kk

Bk,k—n(u)

Pour r =k —n,

L k-1 ®
a<,r(u) - (r _l]Bk—r (U)
alors
B, (@) =(-1)""B,_,(u)

1V.1.3.3 Proposition
Les B, (u) sont définis par
k-1
B . (u)=(-D"™* ® (u
() = (1) (n_ljam( )
ulzkan_n'_k (U e[ Uy, Ug, - ]

B, (u)=(-1)""B,(0)
De la méme maniere, pour les nombres de Stirling on peut montrer
_ k-1
ORI
algébriqguement sans passer par I’intégrale de Cauchy, en utilisant la formule d’inversion
de Lagrange, en appliquant le (Théoréme 111.7.4)
On pose f(x)=gu(X) (u une suite d’ordre un ) et sa série réciproque g(x)= d;(X)

Ct gi= 0. Cr (99"

X
Les fonctions génératrices

( : j IO [ : J=ZB&5’n(u)%

g,(¥) g.(¥)) =
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Donnent
. (.00 _ B, @ o ( x J _ B
n! k! 9,(x) (k—n)!
D’ou
Ba@ _ n BY,(U)
- K k (k—n)!
8@ =< B, :
n n _1 -n
IVV.1.3.4 Série génératrice
Pour les nombres de Stirling
(¥)_, =D s(-n—k)x ¥
X" = S(=n—K)(X)_,
Examinons > B _, (U)x™* D B (W),

DB @)X =2 ()™ B, (U)X
k k
En utilisant la transformation de Mellin Barsky formelle [4 ].

Pour une suite w d’ordre nul, nous noterons W = woe et alors

i w(n) i w(n)

Syl X(X+1)---(X+n)

w(k) = (-1)* B, , (u) =[(-1)* (&,0u)](K)

W(k) =[(-1)*(e,0u)]oz (k)

W(k) = Z(—l)j (gou)(j)- B (@)= Z(—l)j (&,0u)(j)-s(k, 1)

=Z(—l)j B, (W(-D)""s(k, )= (—1)kZenOU(J') -s(k, j)
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Chapitre 1V Extension des polyndmes de Bell

=(-1)*(g,0uca)(k)
Il en résulte,

B, () <« (-1)"*(eo0uoa)(k)
kZ N _;(x+1)(x+2)...(x+k)

Nous avons obtenu I’analogue de (x)_, = > s(—n—k)x ™ I’extension
k
n

de(X), = >_s(n, k)x*

k=1
En particulier, pour u=a

vk (D)"e (k) 1 _
;S( Nk _g:‘](x+1)...(x+k)_(x+1)...(x+n)_(x)*”

Pour u=a

DB, (EoR)
Zk:S(—n,—k)X —kzzr; (x+1)...(x+ k)

) (=) By, (T)
2B W= 2 e R

k k

Avec la formule de transformation de Mellin Barsky

W(k) = (-1 B, ,(U) = [(-2)*(g;0u)1(K)

w(k) =[(-1)%(e,0t)]oa(Kk)
d’ou

w(k) = Z(—l)j (€,0u)(})B ;(@) = Z(—l)k B, ,(1)S(k, j)
= (—1)kZ B, «(U) - S(K, j) = (-1)* (e,0u0a)(k)

0 =5 EDTBL@ 5 ()" (e0tioa)(K)
2B W) (=2 g = X v

En particulier, pour u=a
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> S(=n—=K)(X)_ = Z% = % =x"

Pour u=a,

n+k

S snK)(x) , = 3 D (&0a0a)(k)

X

Xk

(-1)""*B, ,(aca)
=Y By

(—1)“+ki S(k,1)- S(1,n)

=2
k
k

X

46
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Chapitre 1V Extension des polyndmes de Bell

IV.2 Extension des polynémes de Bell exponentiels complet

IV.2.1 Généralisation de la formule de transformation de Mellin Barsky

Rappelons le résultat suivant qui sera utile pour donner une généralisation pour la formule
de transformation de Mellin-Barsky.

Théoreme [3]

Soitd : A -A

¢ est un automorphisme de I’algébre de Hurwitz A=A(C)si et seulement s’il existe une
suite u d’ordre un telle que ¢(v) =vou

Pourordu=1 v— vou est bien un homomorphisme de I’algébre de Hurwitz.
Puisque (v,@v,)ou = (vou)w(v,0u) et u=vou en est I’inverse.
Cet automorphisme de A conserve I’ordre.

Le théoreme précedent affirme que tout automorphisme de A(C) est de la forme
W — WouU ou U est une suite d’ordre un.

(En particulier, pour u= «, c’est la transformation de Mellin- Barsky formelle
W — Woa = W)
En posant de maniere générale

W= wou
W= Wou

En utilisant la formule de Faa di Bruno,

W(n) =) W(k)B, (U)
k=1
w(n) = W(k)B,  (u)
k=1
Les (g,0u),.y = (B, (U)),.n forment une base de s,(C) (pour la valuation ordre) et toute

suite wd’ordre zéro a valeurs dans C s’écrit

w= S W(K)B,, (1)

En particulier, pour w=x%, xeC’, x%(n)=x" etnotons Y,(x,u)(n)=Y,(xu)

Y, (x,u) = x%oU
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Chapitre IV
Y,(x,u) =D B, (U)X
k=1
et pour w=1% 1%n)=1"

1%ou =Y, (U) =Y, (L, u)

sont les polynémes de Bell exponentiels complets.
\;([I) =::E: Eznk([j)
k=1

En particulier, pour u =a

Y, (x@) = xB,,(8) =Y S(n k)X =P,(x) estle n"™ polyndme de Bell
k=1 k=1

et pour x=1,
Y,(@)= > S(nk)=P,  estlen"™ nombre de Bell.

k=1S

1VV.2.2 Definitions et premieres propriétés
Donnons I’extension des polynémes de Bell aux entiers négatifs, on reprend I’article de
B.Benzaghou [1] et la these de doctorat A.Junod [13], ce dernier a utilisé les techniques du

calcul ombral.

Nous désignerons par C un corps commutatif de caractéristique zéro, les polynémes

Poch hammer
(X)o=1,
()n=X(x-1)...(x-n+1) n>1

constituent une base du C[X] et on peut considérer I’application linéaire
¢ :C[X] »C[X]
(X)n = X

Ou x*=(x),0a ¢ estun opérateur ombral
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1V.2.2.1 Définitions
1 Le némepolynf)me de Bell Py(X) est I’image de x" par ¢

Pa(X)= #(x").

2 Le n"™nombre de Bell P, est défini par
Pn= Pn(1)= ¢(Xn)| x=1

Les nombres de Stirling de deuxiéme espéce S(n,k) donnent de maniere explicite

(x" ~Y'sin, k)(x)kj .
P.(X)=¢ (2 S(n, k)(x)kj = ﬁsm, K)$((x), )= iS(n, k)x"

P,=2 S(nk)
k=0
Donc Pn(X)€9[X] , Pre9, PneZ

Les premiéres valeurs sont les suivantes:

n Polynémes de Bell P(x)

1

X

X+X°

X+3X°+XC

X+ TX+6X+X

N|O O[NP |-
0

QB (WIN|FL|O

X+15X°4255°+ 10X +X°

g1l

Pn est le nombre de partitions d’un ensemble a n éléments en sous-ensembles non vides.

C’est aussi le nombre de relation d’équivalence sur un ensemble a n éléments.

1VV.2.2.2 Proposition
Pour tout polynéme f (x) € C[X], pour tout n>0, on a

a)  Xg(f(x)=g((x), f(x—n))
b)  Xx¢((x+D") =¢(x"")
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Preuve
Pour a), pour tous les entiers m, n> 0, on a la relation

(X = (X)o (X =10,
X' (X)) = X" = $((X)1m) = H((X) (X = 1))
X'((X)) = #((¥), (X = 1))
Si f(x)=c,(X). . cmeC, on déduit par lingarité

finie

fini finie finie finie

o[ Tl | X T ) T = T
=Y G (X)) = X 00, (x-1),)

finie finie

=¢{zcm (), (x- n>mj - ¢{<x>n S, (x- n>mj

firre fime
Dot X" ¢(f(x))=¢((x), f(x—n)) pour tout polynéme f (x) € C[X].
En particulier, avec n=1, cela donne

xg(f (X)) =g(x f (x-1)) pour tout polyndme f (x) € C[x].

Pour b), enprenant f(x)=(x+1)", on trouve

x¢((x + 1)”) = (X X") = g(x") N

1VV.2.2.3 Corollaire
Les polyndmes de Bell P,(X) peuvent étre calculés par la relation de récurrence

Pa(X) = in: (Ej R(X) , n>0
R(X)=1

Preuve

- - Ve - 7 Ve 7 n n
Suit de la linéarité de I’opérateur ¢ et le développement (x+1)" = Z[k] XX

k=0
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Chapitre 1V Extension des polyndmes de Bell

o) B3 £

k=0

et la partie b) de proposition 1V.2.2..2

x¢((x + 1)”) = (X" =P, ()

Il en résulte

Pa00=x3 [ 1)Re0 .

En prenant C=V Corps des nhombres complexes

1VV.2.2.4 Proposition
Pour tout polynéme f (X) € C[x]

#(f ()= e’xzka

oo K!
Preuve
On peut écrire

H(¥),)=x"=x"e e =3 . ey X e~ -z(k)” X=ey (k), X

&kl SZk-n! &k &kl

qui montre par linéarité

#(f(x)=e" -Z%Xk O

En considérant, en particulier f (x)=Xx"

P00 = 4(X) =Y 1
&k

n

k . L.
P=e'. Z—l la formule de Dobinski qui est une série convergente
k>0

Aussi les polynémes de Bell P,(x) et les nombres de Bell P, peuvent étre définis par leurs
fonctions génératrices exponentielles.
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> R = e
n!

n>0

Par leurs fonctions génératrices ordinaires
X" -t"

2 RMt=2, (1—1)...(L-nt)

n=0 n=0

Y Rt'= :
n>0 n>0 (l_ t)(l_ nt)

L’identité binomiale
P(x+y)=(x+ y)qoa(n) = (X'» y")oa(n) = (xqoa)a)(yqoa)(n) =P, (0o P,(y)(n)

P (x+ y)=i{';] P (P, ()

1VV.2.3 Calcul ombral

Rappelons quelques concepts de la théorie du calcul ombral, on se limite au cas considéré
[8], [9] et [12].

1V.2.3.1 Définition
On dit que la suite (g, (x)),., € C[x] estune suite de polyndme associee a un opérateur &
si

1) deg g, (x)=n,

2 ) 5 qn(X):nqn—l(X) !

3) g(0=1 q,©0)=0, n=1

Par exemple, la base canonique (X") nxp est associée a I’opérateur de dérivation
D: C[X] —»C[X]
f) = £'(%)
et la base des polynémes de Poch hammer ((X)n)no €St associée a I’opérateur de différence
finie
A:C[X] — C[X]
) = f(x+1)- f(x)

L’ application ¢, qui relie ces deux bases, relie de maniére naturelle les opérateurs associés
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Chapitre 1V Extension des polyndmes de Bell

O( AX)= H((n)=N d((Yn1)=N x"*=n X"=Dx" = D ¢(x)
Généralisons, pour tout k> 1,

(A ()= S =Mk ((X)n-1)=(M) X" =D'X"=D"p((X)r)

Par linéarité, il suit alors
¢ A*=D"%
c’est a dire
O(AAX))= D*6( AX)) pour tout polynéme Ax) eC[x]

En particulier, pour Ax)=x", k=1
Do(X")= By(x) = o((x+1)"™x")= ¢((x+1)")- ¢(X”)=§ Pn+1(X)-Pn(X)

C’est a dire Pre1(X)=X(Pn(¥)+ P!(X))

En introduisant I’opérateur de multiplication
my : C[X] — C[X]
f(X) = XxAX)

On peut écrire,
Pn(X)= my(1+D)Pn1(X)=...=( my(1+D))"(1)

Les polyndmes de Bell sont associés a I’opérateur V=Iog(1+D)
car Po(X)=1 et pour tout n> 1, on a P,(0)=0 ainsi que
VPy(x)=10g(1+D)p(x)= ¢ log(1+A)X"

A=€"-1 alors D=log(1+A) qui traduit un développement de Taylor et que I’on peut

veérifier avec la base canonique.
k

expD- X" :Z%-X” :Z@-x“’k =(1+x)"=1+A)X"

k>0 k>0 kl

Donc VP(X)= ¢(n X")=nP,.1(X)
La translation z,, aeC est un opérateur linéaire dans C[x], définit par
r,f(xX)=f(x+a).

Un delta-opérateur est un endomorphisme linéaire 5de C[x] tel que
o commute avec toute translation z,, acC
SX)=ceC” est une constante non nul.
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1VV.2.3.2 Proposition
Soit §un delta-opérateur dans C[X] , alors
1) a)=0, aeC’
2) Si f est un polynéme non constant, alors deg(df)=degf-1

Soit s est un delta-opérateur et (g, (x))
Alors on a le développement général

systeme de base C[x] .

n>0

fxry)=3 2T

co k!

a.(y) pour tout polynéme f(x) dans C[Xx].

Remplacons f par une translation zzf dans I’égalité

OFf (X
7,f :Z k'( )Qk
k>0 '

Cela généralise les développements de Taylor et de Mahler.

On peut résumer les différentes bases rencontrées avec les delta-opérateurs
associés par le diagramme commutatif suivant

¢ ¢
(X)n X" Pn (X)
A D \%
N(X)n-1 nx"t NPy-1(X)
¢ ¢
Avec A=€P-1
D=log(1+ A)
V =log(1+D)
¢ A*=D"¢
¢D'= V¢

IV.2.4 Nous allons définir les polyndmes de Bell Py(x) a indices négatifs de facon a
respecter le diagramme, on a

(X)(): 1

A p—— !

X+1)...(x+n) - (x+n),

et A(X)-n=-n (X)-n-1.
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Pour que le diagramme commute, on doit respecter la relation X"$(£(X))= ¢((X)nf(x-n))
En posant, pour f(X)=(X)-n

1

X'$((¥)-n)= $((In(x-N)-n)= $((¥)n
(X)n

)=9(1)=1
D’ou1 d((X)-n)=x" ce qui prolonge ¢((X)n)=x" a I’espace des séries de Laurent
CIIx]

Onadéja x"=) S(-n-k) (X)_, (NNSN)

k>0

Il ne reste qu’a poser

P()= o(x")= > S(-n-K)¢((¥) )= X S(-n—k)x* pour  n=0

k>0 k>0
(P,(X) =¢(x") c’estadire P (x)estI’imagede x " par ¢ )

Aussi S(-n,—k) = (-1)"* s(k, n)

Donc P, (x)=> ()™ s(k,n) x ¥ = z&kn) (c’est une série de Laurent)
X

k>0 k>0

Donnons ici la définition des polynémes de Bell a indices positifs et négatifs par

P.(X) =Y S(nk) x* avec S(-n-k)=(-1)""*s(k,n) pourkne?9

kez

Par transformation de Mellin-Barsky formelle, on a

e (D™skn)  « (g0a0a)(K)
P09 =2, X _gi(x+1)...(x+k)

k>n

Avec (e oaoz)(k)= iqo&( i) B ;@)
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k

=280 8k, 1) = X (™ (D s(j,m) - sk, ])

j=1

= (—1)””29(1 ,n)-s(k, j)

_1 n+k : " . k,.
o - Z( 1)n+k S(k ) Z( ) ;S(J n)-s(k, j)
= o (X+D(X+ 2)...(x+ K)

Rappelons que les nombres de Bell peuvent étre défini par P, = ZS(n, K) .
k=1

On voit qu’il est possible de prolonger la définition des nombres de Bell a indice négatif
k [k
en sommant S(-n,k) = %Z (D! ( jj i n>0,k>1 (NPSN)
. j:l

kde 1 a I’infini.

Sseni-T a3 (i

k>1 ko1 K J

_Z]_nz( - (kj

>l k=l J

Z Z(l)kJ

j=1 J k>]

Z j"
n
i>1
C’est I’extension de la formule de Dobinski pour n positif, donné par
Z j"
= !
La somme est convergente dans V.

1V.2.4.1 Définition
Pourn>1
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Y (xu) =D x" B, (@)=Y (=)™ x* By, (u)

k>n

En particulier, pour u=a

Y, (xa)=> s(-n-k)-x*=(x) (NNSN)

etpour u=a

Y. (%@) =D S(-n—-k)x " =>" (-1)"*x - s(k,n)

k>n

est le prolongement des polynémes de Bell Py(x) (C’est une série de Laurent)
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Chapitre V Extension des polyndmes de Bernoulli et d’' Euler

Chapitre V

Extension des polyndmes de Bernoulli et d’Euler

V.1 Les opérateurs d’Appell et les suites d’ Appell

S.Roman [8] a donné la définition des suites avec leurs propriétés avec des techniques
ombrales, on peut reformuler ces définitions et les propriétés en utilisant I’algebre de
Hurwitz.

B.Benzaghou [3] a réécrit les fondements du calcul ombral en utilisant systématiquement
le produit de Hurwitz et la composition des suites.

Si P=C[x], C est un corps commutatif de caractéristique zéro, le dual P’ s’identifie &
I’algébre de Hurwitz A=A(C) des suites a valeurs dans C muni du produit de Hurwitz.

nn
<viovg | X'>= (jv XY (v, | X"
> ) )
avec une forme linéaire v, i=1,2 sur P est déterminée par ses valeurs sur la base
{x", ne/}

<V [ X">= v (n).

Soit E I’algebre (pour la composition) des applications linéaires de P dans P.
Un élément A.: P — P de E est déterminé par son action sur la base {x", ne £}

A X"=an(L,X) P

A — ag(A,x) définit un isomorphisme entre I’algébre & des endomorphismes continus de A
(pour la valuation ordre) et les suites s,(C)a valeurs dans P .

Nous noterons A X'=ap(1,X)
La dérivation D= di appartient a E
X

Dx"=nx"?
Dx%=e;ax?

S\ D! .
Pour weA, g, (D)= ZW(])T est un élément de E et
=0 :

9,,(D) - x% = wax*

(D). x”=i(?]w( )X

Lorsque A=g,(D)

E:={ A= gu(D), we A} est une sous algebre commutative de E dont I’'image dans & est le
sous algébre commutative &;={ aq(*,X)= wax’, we A}
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W — ag(A,X)= wex® est un isomorphisme de I’algébre de Hurwitz A dans &;

Soit AeE, alors son opérateur adjoint A" est dans I’algébre des endomorphismes continus
Endc(A,A) dans A (pour la valuation d’ordre).

Comme  (A10h2) = Az OA1 ,

A —A~ définit un homomrphisme d’algébre de E dans Endc(A,A).

Soit m I’opérateur de P de multiplication par x , comme mx"=x""*,

<myg (V) [ X*>=< v X" s=y(nt 1)=(TV) (N)= < Tv | x">

d’ou m, (V)= Tv m =T I’opérateur shift de A.
Considérons I’opérateur & de dérivation de P, ou o =x. %
alors <5"(v)| X>=<\ nX*>=n v(n)
o(V)=qv I’opérateur de dérivation

Dans le calcul ombral classique, gu(t) est

o lasérie de Hurwitz formelle associée a w

e un élément du dual P, <gw(O) X">=w(n)

e I’opérateur A=gy(D) etona < gw(D)|l gu(D)X">=< gu(D) gu(D)l X*>

Rappelons qu’un automorphisme de A est de la forme g(v)=vou, ou u est une suite
d’ordre un I’opérateur A de P tel que 2'= x est dit un opérateur ombral et

Ax=x%1, AX'=D"B,, ([0)X
k=1

Les opérateurs de la forme A=g,(D) forment un sous algébre E; de E.
Lorsque ord w=0 (A est alors inversible dans E), c’est le groupe des opérateurs d’Appell.

La proposition suivante donne des propriétés concernants les opérateurs et les suites
d’Appell.

V.1.1 Proposition Les propriétés suivantes sont équivalentes
1. 1=g9,(D)

2. AD=DA

3. a(,x)=na, (1 ,x) etdega,(1,X)<n
4. /I*XO':Wco)(q

5. Av=wav

Preuve
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+o0 j
1)=2) Onapour we A, ﬂ:gW(D):ZW(j)%
j=0 J:

9,,(D).X" =i(?jw(i)xnj

j=0

n_ n-1 (-1 i n-1-j
ADX" = 4 nx n w(j) X

et DA X" = DZHZ(T]W(J) Xn—j =n Z(nj_ljw(j)xn—l—j

alors AD=DA
2)=3) DAX'=Da (1,X)= a (1 ,X)=AX") =nay; (1%

comme AD 1=0=DA.1, Al=a,(1,x)eC etdeg a(4,X)<n

3) =4) comme ay(A,X)= onn.an_l(/i, 0)dé +a, (0)

la suite an(4,X) est déterminée par la donnée de la suite a,(0)=w(n).
Soit 7=gy(D) alors I"x*=wax*, ay(7X) satisfait a 3)

Avec aq(7;0)=w(n) d’ou A= gu(D)

4)=5)  AVIX >=<v|x">=<v| Z(rj}jw(j)x”j >

j=0

nn ) .
=2 (JW(J)V(H—J)

5)=1)
AV X >=<wav | x> =< v| gu(D).X">=<v| 1.X"> pour tout ve A

AX"= gu(D). X" 0
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V.1.2 Corollaire
A= ow(D) < Zan(x)% =g,(t).€* (c’est une conséquence de 4)
n=0 .

V.1.3 Définition

Lorsque ord w=0, A =gy(D) est dit un d’Appell et aq(X)=wax” opérateur
est dite une suite d’Appell

V.2 Les polynémes de Bernoulli et d’Euler

V.2.1 Définitions et premiéres propriétés
Les polyndémes de Bernoulli B{"”(x) d’ordre r sont définis par la fonction génératrice

! J .e" :ZBrﬁ”(x).% (1)

e (t)= ( o £
Ona B”(x)=x" eten prenant r=1, on retrouve les polynémes de Bernoulli By(x)

ordinaires.
Pour x=0, on retrouve

g 0= ) =3e.C @

et - n>0
ou les nombres B," sont connus comme les nombres de Bernoulli généralisés,

et pour r =1, les nombres By, sont les nombres de Bernoulli ordinaires.
. t .
On a que la fonction o1 B, — Bt est paires alors Bx.1=0 pour k=1, 2, 3,...
e —

Voici les premiéres valeurs des B,

n 0 1 2 4 6 8 10 12 14
B | 1| -1 | £ | L] L | %] 5 |62 7
2 6 30 42 30 66 | 2730 6

On remarque que les nombres By, sont dans ® (avec des signes alternés)
Exprimons les suites B (x) en utilisant le produit de Hurwitz
De (1) et (2), on tire
) (y) — R
By’ (X) = By ax* (3)
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pour r=1
B, (X) = B,aox" 4)
De (3) et (4), on tire

n n . n n .
B{gr)(x)=2(jj.8j(r).xn—1 Bn(x):Z(j].leXn—l
j=0 1=0
Les premiers polynémes sont
Bo(x)=1

'
B"(x)=x-—
0 ()=x2

B =k Lo (3{2_ D

— 2 pa—
Bg(r)(x):ﬁ-ixz N r3r-1) . re(r-1)
2 8

On remarque que les polynémes B{" (x) € O[]
La suite (B,"(X))ns0 forme une famille d’Appell.

L’identité d’Appell (pour les suites d’Appell )

Bo"(x+y)=B4" o(x+y) =B exay= By () y’= B4 (y) X’

donc,
nn ) nin '
B (x+y) = Z( _J.Bj“’.x“‘I = (_JB].“)(y)x“"
Y ji=o\
Ona
t ) of t )
gBéf)(X) (t)'gBéS)(y) (t) = et _1 €. e’( _1 €
_ t rﬁ-se(Xer)t ~ (t)
et -1 - gBé'*S)(x+y)
gBér)(X)a)Bés)(y) (t) = gBé”S)(x+y) (t)
d’ol B (0w B (y) = B9 (x+y)
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n (N
donc  B"V(x+y) = Z(J B (x) B, (y)
i

Pour r+s=0

n

(X+y)" = Z@-Bé” (9).BER(Y)

k=0
la proposition V.1.1 donne les propriétés suivantes

(r —RM _
B, (X) = B, X" B, (X) = B X"
D Dk A b =7 \ -
A= 0g, (D) = o 1 ZBKF est un opérateur d’Appell associéee a la suite By
- k>0 .
(eDD_ J x'=Box" = B (¥) 6t A X4 =Byw X! =By(¥)
et
B,"(X) =n.Bn1"(x), Bo(x) =0
B,(X)' =nB,_,(X) B,(x)'=0
D D
Comme A=— Ae”-1)=D
e -1
et que e? x%=(1+x)%=1% x® (€ est I’opérateur de translation)

(eP-1)p(x)=p(x+1)-p(x)=4p(X) ou A opérateur aux différences finies
AA=AA=D
Bn(x+1)-B,(X)=n.x"*

On dit que B(X) est solution de cette équation aux différences finies.

On observe que

(eP-1)B,"(x)= (€°-1) ( D er”:( DD Jr_l.nx“*:n.B,ﬁr]” (X)

e’ —

donc,
B (x+1)- B,"(x)=n.Br.1"Y(x)
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L’identité,

G0 (1) = (e:t_ 1) e [e‘ t_ J et (ﬁj e Te (1)
donc,

(-)"BY () =B (r-x

ou

Bl (=) = (-)".B{"(r + )

Le théoreme de multiplication classique pour les polynémes de Bernoulli est
n-1 k

Bo(mx) = m™* > B (X+—)

m

k=0

Rappelons aux chapitre 111, on a un lien entre les nombres de Bernoulli et les nombres de
Stirling

n

k=0

s(n,r):{?j ni B" s(n-r, j)

r-1) o
s(n,r) = N1 B,

V.2.2 Extension des polynémes de Bernoulli

n
{kj S(k,r) BY’, =& (n)

D D" . o :
51 = kz(; BkF est I’operateur d”Appell associée a la suite B,.

Ona i:ng(D)z

i Dix™" -n(-n---(-n—j+1) . .
X"=3%"B, ! =>'B, : x "

>0 J >0 !

:Z[_J'n)BJ X" =B, (%)

=0

Les séries de Bernoulli B_,(X) peuvent étre considérées comme I’extension des polyndémes
de Bernoulli.

. D Y o D!
Aussi gBé,)(D)z[ j =3BV —
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est I’opérateur d’Appell associée a la suite B{”

. o DIx" n=nEN=1)-(-n—j+1) . .
0y (0)-x" = B0 B X5 g NN =D T HD)

i>0 >0 J!

-n )

=0

B") () est la série de Bernoulli d’ordre r

A= DD 1 A=¢e® —1 opérateur aux différences finies
e —
A= b , AA=AA=D
A

De AAX"=Dx™"

A(X+D"=xM) =—nx""

AX+D " = A" =—nx "
donc,

B.,(x+D)-B_, (X) = -nx"*
Aussi,

(e° —1)BY)(x) = (e° -1) ( D jr X" =( jr Dx " =-nB{ ) (x)

e -1 e’ -1

B (x+1) - BY) (%) =—nB 7 (X)
Ona B (X)=Ax"

-n
B . (X+Yy)=A(x+y) "= /IZ( ) ]x“ynk
k>0

B, (x+y)= Z(_ n]Xk B . «(Y)

k>0 k

La série de Bernoulli d’ordre r B")(x) est définit par

B (X) = [ D jr X"

e’ -1

Ona BO(x+y)=
“n (X+Y) (eD—l

) (x+y)™"
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B (x+y) = Z(_knjxk B, (Y)

k=0
Pour se/,re/Z

(r+s) _ D i -n _ D S' —N ok (r)
BY, (X+y)—(eD_J (x+Y) —(GD_J Z(ij BY) W (Y)

B (x+y) = Z(_knj B ()B4 (Y)

V.3 Extension des polynébmes d’Euler
V.3.1 Définitions et premieres propriétés

Les polyndmes d’Euler E,"(X) d’ordre r £ sont définis par la fonction génératrice

2 ) e-yEnmt @

{
€ + n>0

gEéF) (x) (t) = (

On a E\9(x)=x" et en prenant r=1, on retrouve les polyndmes d’Euler Ex(x) ordinaires

3 2 x t"
gEq(x)(t)_me _zEn(X)_!

n>0 n

()

Pour x=0, on retrouve

2 Y ot
gEér)(t):(et-i-lj :ZEI’] _

n!
n=0
ot E," sont connus comme les nombres d’Euler généralisés.

Pour r=1, les nombres E,, ordinaires d’Euler

e Pourr=1, x:%, t=2u
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2¢" 1
22 E( jn| 2u =

=0 e'+1 chu

et E,=2 E{lj
2

e Sionposer=1, t=2iuet x=0

(iu)” u) 2

Zzn 2iu

n>0 e + 1

=1—itanu

e Pourr=1, t=2iu et x:%

n (lU) 2 iu 1
22 ( J e2iu_+_1e -

s cosu

) 1 ..
Pour ces raisons les nombres 2".E, et 2".E, (_ sont connus comme les coefficients
2

tangents et sécants.

. 1 :
On a que la fonction pom est paire alors Ex+1=0, pour k=1,2,3,...

Voici les premiéres valeurs des E,

n 0 1 2 4 6 8 10 12

En 1 0| -1 5 -61 | 1385 [-50521 |2702765

Le nombre E, sont dans 9 de signe alterné

Les nombres d’Euler se retrouvent aussi dans le probléeme combinatoire suivant

Etant donné n objets numérotés 1,2,3,...,n. Combien peut on former de permutations de ces
objets de sorte que leurs numéros croissent et décroissent alternativement(on parle de
permutation alternée)?[10]

Comme pour les polyndmes de Bernoulli exprimons les suites E,"(x) en utilisant le
produit de Hurwitz.
De (1) et (2), on tire
) (y) = N
E"(X) = EPax 3
Pour r=1,

E,(X) = E;ox° 4)

de (3) et (4), on tire
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E"(x) =Z['DEE”X“* : E,(¥) =Z®ij”‘j
i=0 j=0

Les premiers polynémes sont

B () =1

M (x) — w_ L

E0(X) = x—

EO(X) = X* —rx+ r(r4—1)

ey w3 32 3r(r=1) — (r-3)r’
E(X) = x 2x+ 1 X g

On remarque que E!"(x) sont dans O[X]

La suite (Ex"(X))nso forme une famille d’Appell
L’identité d’ Appell est

Eq"(x+y)=E" axx+y) *=Eq"” aox®o0 y=E"(x) ay= Eq(y) o

donc

EO (x+y) :i[rj‘JE,“)(x)y"i =i®5}”(y)x”"

j=0
On a

9 r 2 s 2 r+s e
9e (9 (t)'gEéS)(x) = (et +1j -e“.(et +1j = (et +lj e = gEé’*S)(W)(t)

donc
EP(Neo EP(y)=E[™(x+y)
donc

nn
ES9(x+y) = Z[J-E,‘”(X)-Eérﬁs)(y)
i=0

Pour r+s=0

n

(x+y)" = Z(?}E}”(X)-Eé?(y)

j=0

D’apreés la proposition V.1.1, on a la suite d’ Appell
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M (y) = EO - _
E, (X)=E"ax? pourr=1, E,(X)=Ewx

2 D" . o :
1=0ge (D)=— 1 = Z EKF est un opérateur d’ Appell associée a la suite E;
‘ € -1 o :
2 rQ—E“) 1=E" et 2 X—Ewx=E, (X
e’ +1 Xt=Eyloxt = B () I =5
et  EV () =nE"(X), E(x)'=0
Comme u(E+h=2

n

1 (€° +1) x" =2x
u(x+)"+x"]=2x"

donc, E,(x+1)+E,(x)=2x"
On observe

r 2 r-1
) X" :( ) 2x" = 2E" Y (x)

(& +DEV() = (€ +1)( 1

e’ +1

EO(x+1)+EY(x) =2E"P(x) pour r>1

L’identité,
Oy (1) = (et2+ Je-xt _ (ijr & = gy,
donc -D"EV(X)=E"(r — )
ou EV(x)=(-D)"E"(r + x)

On trouve aussi une formule qui relie les deux familles de polynémes (B{" (x)),., et
(B2 ()0

~ t r N 2 r .
9o () Ge oy () = (et —J ° (et +1j °

donc
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r X+ y 1 r r
ML E——

r X+ l . n r r
B )(TV};Z[JBE J(VE®, (y)

=0

En particulier, x=y

r 1 C n r r
50003317800 ED 9
j=0

V.3.2 Extension des polynémes d’Euler

2 D"
Rappelons que  x=ge (D)= e > E"F

k>0

est I’operateur d’Appell associée a la suite d’Euler E,
u(e® +1) =2

luxfn _ E_n(X) _ ZE] — n(—n—l)--.-(—n— j +1) X,n,j _ Z(_jn]Ej an—j _ E_n(X)

>0 J! >0

E ,(X) est la série d’Euler

2 Y o D’
gEér)(D)z[eD-l—lj :ZEJ .,

>0 !

est I’opérateur d’Appell associée a la suite E{”

,n o Dix" o —Nn(=n=1)--(-n—j+1
0. (D)X :ZEE)T:ZEE) ( )_( j+1)

>0 IL >0 !

E(xX) est la série d’Euler d’ordre r

Comme
u(e® +1) =2
u(E€® +1)x" =2x"
u((xX+D) "+ x")=2x"
Awussi,
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r r-1
(e® +DET) (x) = (€° +1)( D2 j X" :( D2 ) X = 2ECD(x)
e +1 e +1
ED(x+1)+E®(x) =2E"(X)

Ona E  (X)=wmx" et E . (X+y)=u(x+y)™

_,UZ( J k —n—k
E. (x+Y)= Z[ ijEnk(y)

k>0
La série d’ordre r E®)(x) est définie par

E% (%) =( 2 jrx“

e +1

EQ (x+y)= (

()2

EQ (x+Y) =Z(_k JX EC . (Y)

k>0

j (x+y)™"

Pour se/Z, re/

2 r+s 2 S _
EC9 (x+y) = X+y) "= X“E")
9 (x+y) [eD+1j (X+Y) [e%l} g(kj ()

EC9(x+y) = Z( jE(S)(X)E( (Y)

k>0

Maintenant étudions la convergence de la série de Bernoulli

B (X)= Z[ ijx‘"‘j

i>0
dans V,.
Comme V, est complet, la série de Bernoulli B_,(x) converge quand le terme général tend

vers zeéro (v, la valuation p—adique du terme géneral tend vers I’infini)

Rappelons que les nombres de Bernoulli sont définis par
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X +00 Xk
=3B > 1
e -1 éBk k! @)

Ona B, =1, 31—71 B, =0 k=>1

= (—1)"”& tous les & étant alors positifs de sorte que I’on peut récrire (1) sous la
forme

k+l

(2k)'

Les valuations p-adiques vp(Bk) des B, possédent les propriétés suivantes [14]
i) Si p-1 divise 2k, alors v, (B,) =-1

i) Si p-1ne divise pas 2k, alors vp(%j >0 (eta fortiori vp(Bk) >0

(e (™

Rappelons que pour n>=0, n=n, +np+---+np"
Schiff ,(n)=S,(n)=ny +n, +---+n,
la somme des chiffres de ce développement, alors

Vp(n!) = m

On déduit,

y ((_ nD_ S, (i) +S,(n-1)-S,(n+j-1)
i) p-1

La valuation p-adique de terme général de B (x)

vp([_jnjB X" JJ = Vp((_jnﬁ +V,(B)) = (n+ j)v,(X)
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:vp((_j”j]wp(ej)—(m DV, (%)
i) Sipldivise 2j,

-n : -n _
vp([ j ]Bjx‘“"]:vp(( j D—l—(n+ v, (X

On déduit que la série B_ (x) converge pour Vv, (x) <0

-n )
Vp([ . JB] X_n_J JT'FOO
J

i) Si p-1 ne divise pas 2j,

-n . -n .
vp([ j ijanjzva j D—(n+ Vv, (X)

On déduit que la série B_,(x) converge pour v, (x) <0

-n )
Vp(( . JBI anJw-FOO
J

Le domaine de convergence des séries de Bernoulli B_(x) contient

D={ XeV, , Vo(X)< 0}={xe ¥, , | ¥ ;>1} (C’est & dire que nous nous donnons pas
exactement le domaine de convergence )
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