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Introduction Générale

La recherche opérationnelle est une nouvelle discipline des mathématiques qui a connu
un développement considérable durant la seconde guerre mondiale. L’une de ses principales
missions est d’aider les décideurs a prendre des décisions en vue d’une gestion efficiente.

Les modeles traditionnels développés dans le cadre des méthodes quantitatives de
gestion considéraient en général un critere unique, pour lesquels il existe des solutions op-
timales. Les algorithmes mis au point consistent alors a définir un moyen d’atteindre, le
plus rapidement possible, une telle solution. Cependant, dans de nombreux cas, cette
modélisation des problemes ne traduit pas exactement la réalité a appréhender. Une
autre facon de modéliser les problemes a vu le jour, il y a maintenant une quarantaines
d’années, permettant une représentation fidele de la réalité. La nouveauté consiste a op-
timiser plusieurs criteres éventuellement conflictuels simultanément. Aussi les chercheurs
sont confrontés non plus a la recherche d’une solution optimale, mais & la recherche des
conséquences d'une décision afin d’élaborer des procédures d’aide a la décision. Toute la
difficulté de ce genre de probleme réside dans le fait que le sens du "moins bien” pour un
critere correspondant au sens du ”mieux” pour un autre critere : il faut donc reconstruire
un équilibre du systeme, appelé solution de compromis et dépendant des préférences du
décideur.

Deux types de méthodologies sont possibles selon la nature du probleme multicritere :

(1) T'analyse multicritere, lorsque I’ensemble fini des solutions possibles est fourni ex-
plicitement.

(2) la programmation mathématique multicritére ( ou optimisation multicritere), en
sigle PMM), lorsque cet ensemble de cardinal, souvent infini, est défini implicitement

par la satisfaction de contraintes.
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Dans certaines situations voir [28], les décideurs n’ont pas besoins de connaitre 1’ensemble
des solutions efficaces d’un probléeme de programmation multi-objectifs mais uniquement
des solutions efficaces qui réalisent 'optimum d’un objectif différent des objectifs déja
fixés. Ceci nous mene vers la recherche de la solution optimale d'un critere sur I’ensemble
des solutions efficaces du probleme multi-objectifs.

Une introduction générale, quatre chapitres, une conclusion et une bibliographie consti-
tuent le manuscrit de ce mémoire. Le premier chapitre est consacré au rappel des concepts
de base de la programmation linéaire en variables continue et en variables discretes. Le
second chapitre traite la programmation multi-objectifs entre autre la caractérisation
de I'ensemble des solutions efficaces en passant en revue les principales approches de
résolutions connues dans la littérature. Le troisieme chapitre étudie quelques méthodes
de résolution du probleme de I'optimisation d’une fonction linéaire sur I’ensemble des so-
lutions efficaces dans le cas continu et le cas discret. Le quatrieme chapitre constituant le
theme de notre travail présente une étude comparative qualitative de deux méthodes de

résolution du probleme abordé dans le troisieme chapitre récemment publiées.



Chapitre 1

Programmation Linéaire

Introduction

La programmation linéaire est I'une des plus importantes techniques d’optimisation
utilisée en recherche opérationnelle. Ses développements théoriques ont été suggérés et
accélérés par un grand nombre d’applications pratiques, dans le domaine de ’économie,
de la gestion et autres.

Dans ce chapitre nous allons présenter les différentes notions de bases de la programma-
tion linéaire et quelques méthodes de résolutions les problemes de programmation linéaire

en nombre entiers.

1.1 Forme générale d’un programme linéaire

Le probleme général de la programmation linéaire est la recherche d’optimum (maxi-
mum ou minimum) d’une fonction linéaire de n variable z; (j = 1,...,n) liée par des

équations et/ou inéquations lineaires qu sens large appelées contraintes. La formulation
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automatique d’un tel programme étant la suivante:
(

n
Optimser Z= ) cjT;
Jj=1

n
aij:vjﬁbi, zelg{l,,m}
j=1

j
(P){ > agjzy >by, ke K C{l....,m}

j=1
n
Yoapr;=b, reRCA{l ...m}
j=1

I
—_

N/

x; >0, 1
x; quelconque ,

=1

_|_

1,n.

Ou:

Optimiser pouvant signifier Minimiser ou maximiser selon le probleme traité.
CcC = (Ci)izl,n € Rlxn, A = (aij)i:Lm € Rmxn’ b = (bi)izljm € Rm

les ensembles I, K et R sont disjoints et I UK U R = {1,...,m}.

1.2 Forme canonique et forme standard

Les deux programmes linéaires :

n n
Max Z= ) ¢ty Max z= ) cjt;
j=1 J=1
n n
() > airy < by, i=1m () Yoax;=0b, i=1m
J=1 _ J=1 L
x; >0, 1=1n x; >0, 1=1n

sont écrits sous forme canoniquede max et sous forme standard respectivement.
Remarque: Tout programme linéaire peut étre écrit sous forme canonique ou sous forme
standard en utilisant les regles de transformation suivantes:
1. Minimisation «— Maximisation: min f(z) = — max(—f(x)).
Pour minimiser z = cz, il suffit de maximiser w = —cx et de multiplier la valeur
optimale de w par —1 pour obtenir celle de z.

2. inéquation ”>" «— inéquation 7 <”:
ar > b<— —ar < —b

3. équation — inéquations 7 < 7; et 7>":
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e am§b<:> ar <b
ar = ar > b —ax < —b

4. inéquation — équation : on ajoute une variable d’écart
ar <b<=ar+s=0bs>0

ar > b<=ar—s="5,s>0

5. variable de signe quelconque — variable non négative : une variable de signe quel-
conque x peut toujours étre remplacée par deux variables non négatives z’ et x”

= — 1"
ZE,, 2" >0

:L‘GR:>{

1.3 Bases, bases réalisables, solutions de base

On considere le programme linéaire :

Max z=cx
(P) Az =b
x>0
Olt: A € R™™ b c R™ et ¢c € R tel que le system Ax = b soit libre.
On appelle base un sous ensemble B C {1,...,n} d’indices de colonnes de A tel que A”
soit carré non singuliere. Le complémentaire de B dans {1,...,n} est I’ensemble d’indices
hors base associé noté N.

Le system de contrainte et la fonction objectif peuvent s’écrire de maniere équivalente :
Ar =b <= ABaxp+ ANxy = bet cx = cgrp + M ay. Ainsi toute solution de (P) vérifie:
xp + (AB) P ANz = (AP)71b et on constate que si on fixe la valeur des variables hors
bases xy, on détermine celle des z .

On appelle solution de base (associée a B), la solution particuliere obtenue en fixant
xy & Ogy d’olt zp = (AP)71b. Une telle solution est dite réalisable si zp > 0. Une

solution de base est dite dégénérée si xp a des composantes nulles.
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1.4 Caractérisation des bases optimales

Etant donné une base réalisable B du programme linéaire (P), le programme linéaire :

wp+ (AB) ANy = (AB) 1
(PC) éNQZN:Z—ﬂ'b
rp,xy > 0

ou:
o m=cp(AP)71 est dit vecteur multiplicateur relatif & la base b.
o ¢ =c— A est dit vecteur cout relatif a la base B.

est dit forme canonique de (P) par rapport a la base B.

Théoreme 1.4.1. Si le vecteur cout ¢ relatif a une base réalisable B est négatif ou nul,
la solution de base correspondante est solution optimale de (P). La base B est alors dite

base optimale.

1.5 Algorithme du simplexe

L’algorithme du simplexe introduit en 1947 par G.B. Dantzig [12], décrit un moyen
intelligent de se déplacer d'une solution de base admissible a une autre améliorant la
valeur de la fonction objectif, jusqu’a trouver une solution optimale en un nombre fini
d’étapes. Malgré une complexité théorique dans le pire des cas exponentielle, il permet de
résoudre la plus part des problemes rapidement.

Soit a résoudre le probleme linéaire :
Max z=cx
Ar=1»
x>0

On définit 'application linéaire col par :

col :{1,..m} — {l,...n}

i — col(i) = indice de la variable de base associé a la ligne i.

1. Ecriture canonique. Soit B une base réalisable de départ, alors I’écriture cano-
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nique de (P) par rapport a B donne:

1 0 0

0 : AN = (AP)=1AN b= (AP)"1b
S

0O --- 0 1

0o --- 0 0| ¢y :CN—CB(AB)_IAN Z—CB<AB)_1b

TAB. 1.1 — Eeriture canonique de (P)/B

2. Choix de la colonne pivot. (variable a entrer en base)

(a) SiVje N,Ec)j <0, alors STOP (la solution optimale est trouvée).
(b) Sinon, choisir une colonne s telle que ¢, = max¢;.
3. Choix de la ligne pivot. (Variable a sortir de la base)
(a) SiVi=1,m,A? <0, alors STOP (la fonction objetif n’est pas bornée).

(b) Sinon, choisir une ligne r, telle que:

b bi -
—— = min{=—"/A5 <0
= minl /A <0}

B = BU{s}/col(r)
4. Opération pivot. (Passage au tableau suivant) : Soient Lq,Ls,...,L,, les m premieres
lignes du tableau (Tab. 1.1) correspondants au contraintes du probléme et L, la

(m + 1) ligne correspondant a la fonction objectif, alors les lignes du nouveau

tableau sont calculées ainsi:

(a) Ly — Li— 25 i =Tom, i #r

El
T

(b) Lint1 ¢ L1 — £52

(c) Lp < %;

Retour a (1)
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1.6 Dualité

Les deux programmes linéaires:

Primal Dual
Max z=-cx Min w = yb
(P) Az =b (D) yA>c
x>0 yeR™

Sont dit duaux 'un de 'autre.

B>
Si on a une base B alors: y(AZ AN) > (cp,en) = { yA® > cp

yAN > cx On peut choisir y tel

que yAP = cp en prenant y = cg(AP)!

Si de plus on a:

cg(AB)TAN > ¢y

C’est-a-dire ¢; < 0 pour tout j indice de variable hors base. Ca signifie donc que B réalise
I'optimum si B est dual réalisable.

Cette remarque donne lieu a 'algorithme dual du simplere qui part d’une situation ou
¢; <0, Vj € N mais ou la base n’est pas admissible (des b; sont < 0). L’algorithme

consiste a choisir un pivot qui rend les b; > 0 tout en maintenant les ¢; < 0

1.7 Programmation linéaire en nombres entiers [32,
34, 39|

1.7.1 Formulation mathématique

Considérons le programme linéaire:

(P){ Max o (1.1)

Ou:
o S=zeR"/Axr =bx >0
o AeZm™"bheZM"ce L

o S est supposé borné et non vide.
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Une solution optimale de (P) comportera généralement des composants fractionnaires.
Pour certains problemes une telle solution n’est pas admissible. On devra dans ce cas
imposer aux variables des contraintes supplémentaires (dites contraintes d’intégrité) :

x; entler pour j = 1n.

Le probleme deviendra donc:

(Q){ Max z = cx 12)

reD
Ow D = x€Z") Ax =bx > 0 avec Z 'ensemble des nombres entiers relatifs. Un tel
probleme est appelé programme linéaire en nombres entiers .
Les deux principales familles de méthodes actuellement connues pour résoudre les
problemes de programmation linéaire en nombre entiers sont les méthodes de coupes et

les méthodes arborescentes.

1.7.2  Coupe fractionnaire de Gomory [16]

Soit a résoudre le programme linéaire en nombres entiers suivant :

(Q){ Max z=cx

reD

Dont le probleme relaxé est: (P) Max{z = cx/x € S}.

Dans cette méthode le programme linéaire (P) est résolu en premiere étape en utilisant
la méthode du simplexe. A Poptimum on a les conditions: (1)¢ < 0 et (2)b > 0 qui sont
vérifiées. Si de plus (3)b est entier, alors la solution optimale de (P) est aussi optimale
pour (@). Sinon, une ou plus des variables de base soumises a l'intégrité sont a valeurs
fractionnaires.

L’idée principale de l'algorithme de Gomory est de maintenir les conditions (1) et (2)
satisfaites et de rajouter des contraintes dites coupes de Gomory une par une jusqu’a ce

que la troisieme condition soit vérifiée.
Définition 1.1. Etant donnée un programme linéaire en nombres entiers (@), On dit que
I'inéquation
>0y <8
est valide si elle est satisfaite par tout point de D. Une coupe est une inéquation valide

qui n’est pas satisfaite pour tout point de S.
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Définition 1.2. Soit o un scalaire quelconque, on désigne par :
o |a] le plus grand entier inférieur ou égale a .
o [a] le plus petit entier supérieure ou égale a .
o {a) =a—|al.

(a) est appelée la partie fractionnaire de « et |« sa partie entiere.

1.7.3 Génération de la Coupe de Gomory

Soit le tableau optimal issu de la résolution de (P) par la méthode du simplexe ou la
solution optimale est supposée non entiere (voir Tab. 1.2). Sans perte de généralité, on
suppose qu’a U'optimum, il y a un total de (m + n) variables ot m représente le nombre

de variables de base notées x;, i = 1,m et n représente le nombre de variables hors base

notées y;, j = 1,n.

vb xy xy ... X ... Ty N1 Yo oo Y e Un b
T 1 0 Ce 0 c. 0 dll &12 ce dl] e &171 bl
i) 0 1 e 0 e 0 dgl &22 e &2]' N dgn bg
T 0 0 ce 0 . 1 &ml dmg ce . dmj c dmn bm

TAB. 1.2 — Tableau optimal

A partir du tableau optimal, choisir une variable de base dont la valeur est fractionnaire,

soit z;. La 1™ équation du tableau est donnée par:
j=1

En décomposant chaque coefficient en la somme de sa partie entiere et de sa partie frac-

tionnaire, on obtient :

T + Z<dij>yj + ZL%’J%’ = (b)) + |b:]
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puisque 0 < (a;;) < 1, ceci implique:

Or le nombre gauche est entier et 0 < (b;) < 1 . Par conséquent cette derniére équation
implique:
n
zi+ Y lagly; < bi)
j=1

et en soustrayant cette derniere inéquation de (1.3), on obtient :

n

> aisy; = (bi)- (1.4)

j=1
Qui est bien valide, de plus (1.4) n’est pas satisfaite par la solution optimale de (P), donc

(1.4) est bien une coupe.
En ajoutant une variable d’écart s; & (1.4), et en posant a;; = (a;) et §; = < b>; la

coupe de Gomory devient :

— Z Q5Y; + 5, = —61 (15)
j=1

Une fois la coupe est générée, les coefficients (1.5) sont insérés dans une nouvelle ligne du

tableau (1.2. Le nouveau tableau est donné par :

vb xy xy ... X ... Ty S W1 Yo N cee Yn b;
xT1 1 0 S 0 e 0 0 du &12 NP dlj S &ln bl
i) 0 1 Ce 0 . 0 0 d21 d22 Ce CALQ‘7 Ce CALQn b2
Si 0 0 . 0 0 1 —Qy —Qp ... 0 . Oy _ﬁz
-z 0 0 ... 0 ... 0 0 ¢ Co ... G ... Gy z*

TAB. 1.3 — Tableau augmenté

Pour ce nouveau programme, la condition (1) est toujours satisfaite mais pas la condition
(2). On effectue donc une ou plusieurs itérations de I’algorithme dual du simplexe, jusqu’a
ce que la condition (2) soit satisfaite. Si b est entier, la solution courante est optimale pour

(@), sinon on recommence le processus.
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1.7.4 Méthodes par séparation et évaluation

La méthode par séparation et évaluation (Branch & Bound) est aussi utilisée pour la
résolution des problemes de programmation linaire en nombre entiers .Elle a été a ’origine
développée par Land et Doig [25] pour résoudre un probleme de programmation linéaire
en nombres entiers et a été modifiée plus tard par Dakin [11]. Une approche naive pour
résoudre un probleme de programmation linéaire en nombres entiers est d’énumérer tous
les points entiers réalisables du probleme, d’évaluer la fonction objectif en chaque point
et d’identifier celui qui a la meilleure valeur de fonction objectif. Bien qu’une recherche
si approfondie dans ’espace des solutions réalisables soit simple de mettre en ceuvre, elle
sera tres couiteuse en terme de temps de calcul méme pour des problemes de taille réduites.

La méthode par séparation et évaluation peut étre considérée comme une méthode
d’énumération raffinée dans laquelle plusieurs points entiers réalisables sont écartés sans
les évaluer. Son principe repose sur trois notions distinctes: séparation de ’ensemble

principal, relaxation des sous problemes et stérilisation de I’arbre de recherche.

1 Séparation: Considérons le probleme de programmation linéaire en nombres en-

tiers (@) dont l'espace des solutions réalisables est notés D(Q). L’ensemble de sous

problemes (Q1),(Q2),...,(Qy) est une séparation de (@) si:

D(Q) = UD(Qi) et Vi,j avec i # 3,D(Q;) N D(Q;) = 0.

ou un (Q; peut étre vide.
2 Relaxation: Le domaine S des solutions réalisables de la relaxation (P) du
probléeme (Q) contient celui de (@) ce qui implique que:
(a) Si (P) n’est pas réalisable, alors (Q)) l'est aussi;
(b) La solution optimal de (P) est une borne supérieure de la solution optimale de
(Q);
(¢) Une solution optimale de (P) réalisable pour (Q)) est une solution optimale de

(@Q).
(d) Qg est vide.

3 Stérilisation: Soit (Q)x) un sous probleme de (@) susceptible de mener a la solution
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optimale de (Q).

Trois criteres peuvent autoriser a stériliser (Qg) :

(a) la solution optimale de la relaxation de (@) est réalisable, donc optimale pour
(Qk). Si en plus son évaluation est supérieure a U, alors cette derniere peut
étre actualisée.;

(b) L’évaluation de la solution optimale de la relaxation de (@) est inferieure a
celle de la meilleure solution réalisable trouvées antérieurement (soit U son
évaluation) ;

(c¢) La relaxation de (Qj) n’est pas réalisable

Un probléme de programmation linéaire en nombre entiers (Q)), peut avoir plusieurs so-
lutions optimales, on parle dans ce cas de solutions alternatives dont la définition est la

suivant :

Définition 1.3. Soit z* une solution optimale du probleme (). Une solution réalisable

2" € D est dite alternative a z* si cx’ = cz*.



Chapitre 2

Programmation Multi-objectif

Introduction

La programmation mathématique multi-objectifs est congue pour résoudre des
problemes mathématiques qui modélisent des situations réelles qui, généralement sont
décrites par plusieurs criteres. D’olt on doit nécessairement optimiser plusieurs objectifs
simultanément. Dans ce cas on ne parle plus d’optimum mais de solution pareto optimale
ou solutions efficaces, auquel cas, on ait face a une grande variété de solutions et ’on doit
choisir celle qui présente le meilleure compromis.

Dans ce chapitre nous allons donner la terminologie utilisée dans la programmation
mathématique multi-objectif et rappeler certaines notions fondamentales, ainsi qu'une
présentation sommaire des grandes approches multicriteres et la caractérisation de 1’en-

semble des solutions efficaces.

2.1 Probleme d’optimisation multi-objectif

Un probleme multi objectif ou multicritere peut étre définit comme étant un probleme
de décision en présence de criteres multiples et souvent conflictuels. Ces problemes
consistent a optimiser r criteres simultanément (r > 2) qui sont des fonctions a va-
leurs réelles explicites des variables de décision. Le domaine sur lequel les alternatives

admissibles prennent leurs valeurs est continu.

14
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Ce probleme est définit généralement par :

Toptimiser”  f(x) = (fi(x)),f2(x),....fr(2)) (2.1)

s.c resS

x, est caractérisé par un vecteur de R” (z = (21,22,...,25)),

S, lespace de décision, S = {x € R"/g;(z) < 0,j = 1,....m},

fr(k=1,...,r) et g;(j = 1,...,m) des fonctions a valeurs réelles du vecteur de décision x.
Dans ce chapitre, nous nous intéressons au probleme de programmation linéaire multi-
objectifs (MOLP/ Multiple Objective Linear Programming) que I'on définit lorsque les r

criteres et les contraintes dépendent linéairement de x :

Toptimiser”  Zp(x) =Crxr k=1,..r
s.c Ax <b, (2.2)
z >0

ou:
C) une matrice de dimension (1 x n)
S un polyedre convexe de R", définit par S = {x | Az = b,z > 0}, avec A,z,b sont des

matrices de dimensions (m x n),(n x 1),(m x 1).

Notations

Dans la suite de ce travail, nous conservons les notations suivantes :

— toute optimisation se rapporte a une maximisation, sans perte de généralité,
— r, le nombre de criteres,

— x, le vecteur des variables de décisions,

— Zk(.), le ke critere, Zy, : S — R pour k = 1,....,r,

— Z(.), le vecteur des fonctions criteres,

— S, 'ensemble des solutions qui décrivent les décisions possible, espace de décision,

SCR,
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— F, espace des criteres admissibles (’ensemble des images de x appartenant a .S),
F CR".
Nous utilisant la notation Z(z) > Z(y) comme abréviation de Zy(z) > Zi(y) pour tout
k=1,..r.

Le probleme (2.2) peut étre reformulé, d’'une maniere équivalente, comme suit :

"max”  Z(x) = (Z1(x)),Z5(x),.... 24 (x)) (2.3)

s.c res

Par la suite, nous allons voir que ces problemes ont en générale plusieurs solutions car la

définition d’un optimum ne peut étre établie dans le cas de problemes multi-objectifs.

Problématique

La difficulté de ces problemes vient du fait que, contrairement au problémes mono-
objectifs, il n’existe plus de relation d’ordre entre toutes les solutions admissibles (un
probleme de rangement n’aura pas une solution objective) et donc plus de notion d’opti-
malité (& moins qu’'une solution soit optimale pour toutes les fonctions objectifs, ce qui
est rarement le cas). Dans le cas des problemes multi-objectifs, elles sont remplacés par
les notions de dominance et de Pareto optimalité ( efficacité).

Résoudre un probleme multicritere consiste a aider le décideur a maitriser les données
(souvent complexes) de son probleme et de progresser vers une solution. Celle-ci est sou-

vent appelée solution du meilleur compromis.

2.2 Concepts de bases et terminologie
2.2.1 Relation de dominance et solutions efficaces

Définition 2.2.1. (Dominance). Soient deux vecteurs criteres Z;,Z, € R”. On dit que
Z, domine Z, si et seulement si Z; > Zy et Zy # Zy (ie: 24 > 24 pour tout i, i = 1,...,r,
et 2} > z} pour au moins un 7).

Définition 2.2.2. (Dominance forte). Soient deux vecteurs criteres Z;, Z; € R". On
dit que Z; domine Z, si et seulement si z{ > 25, Vi, i = 1,...,7.

Si Z; domine fortement Z,, alors Z; est meilleur que Z5 sur tous les criteres.
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Définition 2.2.3. (Efficacité). Une solution z* est une solution efficace du probleme
(2.2) ¢’il n’existe pas de x € S tel que Z(z) domine Z(z*).

Un point est efficace si son image dans l'espace des criteres est un vecteur critere non
dominé.

Cela signifie que tout gain sur un critere entraine nécessairement une perte sur au moins
un autre.

Définition 2.2.4. (Efficacité faible). Une solution z* est une solution faiblement efficace
du probleme (2.2) s’il n’existe pas de x € S tel que Z(z) > Z(x*).

Une solution est faiblement efficace si son vecteur critere n’est pas fortement dominé.
Définition 2.2.5. (Efficacité forte). Une solution z* est une solution fortement efficace
du probleme (2.2) s’il n’existe pas de x € S tel que = # z* et Z(x) > Z(z¥).

Une solution x est fortement efficace s’il n’existe pas une autre solution telle que le vecteur
critere, qui lui est associé, soit aussi bon que celui de x.

Nous ne parlerons donc plus de solution optimale, mais d'un ensemble de solutions
efficaces. L’ensemble des solutions efficaces bu probleme (2.2) est noté E. La projection
dans I'espace des objectifs de cet ensemble E décrit une frontiere communément appelée
fronticre efficace.

En outre, deux points caractéristiques ne correspondant généralement a aucune solu-

tion admissible sont aussi souvent utilisés: le point idéal et le point nadir.

2.2.2 Point idéal

Définition 2.2.6. Le point idéal est, dans R", le point de coordonnées (Z7,...,Z") avec

Zy = Igeag(Zk(x), k=1,..r.

On notera par X I'ensemble des points x; qui maximisent Zj.

2.2.3 Point anti-idéal

Définition 2.2.7. Le point anti-idéal est, dans R", le point de coordonnées (Z * ..., Z,.*)
avec

s — min z, =1,...r
k glelg'l k(l’),k yeeesT
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2.2.4 Matrice des gains

Définition 2.2.8. Nous appelons matrice des gains G, une matrice de dimension r X r
dont les colonnes représentent les performances de r points z7,...,z},, suivant tout les

criteres.

En particulier,

Remarquons que la matrice des gains n’est unique que si chaque critere atteint son

maximum fini en un seul point.

2.2.5 Point nadir

Définition 2.2.9. Le point nadir est, dans R", le point de coordonnées (Z7¢ ... Znad)
avec

77 = min Zi(7}), k=1,
j

La figure (2.1) illustre ces différents points caractéristiques dans I'espace des objectifs

sur un exemple de probleme de maximisation biobjectif.

L)

< Point supporté
Foint non supportd
Point dominé
Point 1déal
Foint Nadir

| Fearmeture oonvexe de la fromtidne sfficace

F1G. 2.1 — Points caractéristiques d’un probléeme de mazimisation bi-objectif.
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2.2.6 Face

Définition 2.2.10. Soit S un polyedre, soit H un hyperplan, H = {z/d"z = o} Soit F,

un sous ensemble non vide de S tel que F = SN H. F est une face de .S, alors
Vee S:dz<a.

2.2.7 Face efficace

Définition 2.2.11. Une face F' de S est dite efficace, si tout x € F' est efficace.

2.2.8 Convexité

Définition 2.2.12. L’ensemble y est dit convexe si tout segment joignant deux points
quelconques de y est inclus dans y . La convexité est le premier indicateur de la difficulté
du probleme. En effet, certaines méthodes sont dans I'incapacité de résoudre des problemes

non convexes de maniere optimale.

F1G. 2.2 — Espace conveze (a gauche) et non conveze (a droite)

2.3 Les grandes approches multicriteres

Dans le cas général, la résolution de problemes d’optimisation multicriteres qui vise
a établir un compromis entre plusieurs criteres, met en ceuvre des mécanismes d’optimi-
sation ainsi que des mécanismes de prise de décision dans lesquels intervient un décideur
humain. Le domaine de prise de décision distingue a cet égard trois schémas possibles de
combinaison de ces deux mécanismes complémentaires qui correspondent a des situations

et des problématiques différentes [42], [40].
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2.3.1 Les approches a priori

Dans lesquelles le décideur intervient en amont du processus d’optimisation, pour
définir la fonction d’agrégation des différents criteres. Dans ce type de méthodes, le
probleme de résolution du probleme multi-objectifs est ramenée a la résolution d’un
probleme mono-objectif. Tout décideur essaye implicitement de maximiser une fonction,

appelée une fonction d’utilité ou d’agrégation,
u=u(Z1,..,2)

wiR XA RA={XER > N\ =1X >0},
k=1

qui agrege tout les points de vue a prendre en compte en leur attribuant d’éventuels poids
Ar qui caractérisent 'importance relative des r criteres, fixés a priori. Pour cela il faut
que tous les objectifs représentent des grandeurs d’unités comparables. Le probleme mul-
ticriteres (2.2) est donc remplacé par un probléme unicritére dont la fonction économique

est la fonction d’utilité:

max  u(Z,\) (2.4)
ZeF

Le modele le plus couramment utilisé est le modele additif
u(ZA) = ui(Z,\)
i=1

Avec u; fonction de mise a ’échelle du critere .
Quelques formes analitiques de wu: Les fonctions d’utilité les plus employées sont :

-somme pondérée des objectifs (particulierement utilisée dans le cas linéaire):
u(ZA) =Y MZi,  AEA,
i=1

ou bien,

up(ZA) = M| Zi—Z"|, A€ AZest le point idéal
=1
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-norme L, pondérée:

=

p

us(Z\) = (Z e | Z — 2 |P> , AeA, pez,
i=1
-norme pondéré de Tchebytcheftf:
w(Z) = max{h | Ze = 2" |} Aen,
-norme pondérées augmentée de Tchebychev :

us(Z.0) = max A | Zy - 7zl )+ pzl)\k | Ze =2 |, p>0,A€A,
zrel = (77 ..., Z7°F) les buts qu’on désire atteindre pour chaque objectif (valeurs cibles).
Il est a noter que cette technique suppose en outre que les jugements soient transitifs, d’otu
I'appellation agrégation compleéte transitive [33]. D’autres 'appellent encore Optimisation

paramétrique avec articulation a posteriori des préférences (Vincke et Vanderpooten)[41].

2.3.2 Les approches a posteriori

Elles font intervenir le décideur en aval du processus d’optimisation, en lui présentant

toutes les solutions efficaces sur lesquelles il exerce son choix final.

2.3.3 Les approches interactives

Une méthode interactive consiste en une alternance d’étapes de calculs par I'analyste
ou 'ordinateur et d’étapes de dialogue avec le décideur. La premiere étape de calcul fournit
une ou plusieurs solutions de compromis. Celles-ci sont présentées au décideur qui réagit
en apportant des informations supplémentaires sur ses préférences. Cette information est
injecté dans le model utilisé et permet de construire de nouvelles solutions de compromis.
Le processus s’arrete évidemment lorsque le décideur se montre satisfait ou bien par une

condition d’arrét que ’analyste se fixe.
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2.4 Classification de méthodes d’optimisation multi-
objectifs

En se basant sur ces trois schémas possibles de coopération entre solveur du probleme
et décideur final, les approches utilisées pour la résolution des problemes multi-objectifs

peuvent étre classées en trois catégories [40].

2.4.1 Transformation du probleme multi-objectifs en uni-
objectif

Consiste a combiner les divers criteres en les pondérant. Ces méthodes sont de type

a priori. Dans cette catégorie, nous citons les méthodes d’agrégation, e-contrainte et la

programmation par but (goal programming).

2.4.2 Les approches pareto

Les approches pareto utilisent la notion de dominance, elles visent a atteindre deux
buts: d'une part converger vers la frontiere pareto (efficace) et d’autre part obtenir des
solutions diversifiées (réparties sur toutes cette frontiere). Ces approches appartiennent

également aux approches dites a posteriori.

2.4.3 Les approches non pareto

Elles traitent séparément les différents criteres non commensurables, elles utilisent
directement la notion de non dominance dans leur processus de recherche. Il s’agit prin-
cipalement d’approches de type a posteriori. Nous citons les algorithmes génétiques a

sélection parallele,a sélection lexicographique.

2.5 Caractérisation de ’ensemble des solutions effi-
caces

Pour tester l'efficacité en un point z € S , Steuer a introduit le concept d’ensembles

dominant au sens de la définition suivante :

Définition 2.5.1. (Céne dominant). Soit V' la région semi-positive du cone géneéré par
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les gradients des r fonctions objectifs du probleme (2.2), tel que,
V={reR"/Cr >0} U{0}. (2.5)

On appelle V le cone dominant.

Le théoreme suivant montre I'importance de la notion de cone dominant dans la des-

cription des points efficaces.

Théoréme 2.5.1. 2° € F si et seulement s’il n’existe pas une direction réalisable domi-

nante non nulle 7 dans S au point z° .

Le théoreme 2.5.1 fournit un test permettant de détecter les points efficaces et pouvant
étre géométriquement visualisé (dans R? et R ): si I'intersection du cone dominant au
point z¥ avec la région réalisable contient seulement x°, alors 2° est efficace, cependant,
s’il existe d’autres points appartenant a 'intersection de ces deux ensembles, alors z est
efficace. A travers les résultats présentés ci-dessous, nous caractérisons 1’ensemble des so-
lutions efficaces en termes de solutions d’un programme pondéré (probleme d’optimisation
paramétriques).

Théoréme 2.5.2. (Geoffrion [15].)Si z* est une solution optimale du probléme mono-

objectif

max M Cuz
() { sc x €S8 (2.6)

Pour un certain A € A = {A € R": > A\ =1, Ay > 0} ,alors 2* est une solution efficace
k=1

du probleme linéaire multicriteres (2.2).

Remarque 2.5.1. La réciproque du théoreme 2.5.1 n’est vérifiée que sous certaine hy-

potheses de convexité de 'espace des criteres.

Les solutions efficaces générées par résolution du probléme mono-objectif (Py) ,sont
dites solutions efficaces supportées du probleme (2.2). Certaines solutions efficaces du
probléme (2.2) ne sont pas des solutions optimales du probleme (Py) pour aucun A, elle
sont dites solutions efficaces non supportée du probleme (2.2) (voir Fig 2.1).

Théoreme 2.5.3. Soit le probleme:

max uy(Z,\), AeA. (2.7)

zZeF
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x* est efficace si et seulement si x* est une solution optimale du probleme paramétrique

(2.7), dans le cas ou z* n’est pas unique, I'une au moins des solutions optimales est efficace.

Théoreme 2.5.4. Soit le probleme:

max us(Z,\), AeA. (2.8)

ZeF

x* est efficace si et seulement si x* est une solution optimale du probleme paramétrique

(2.8).
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Optimisation Sur L’ensemble Des
Solutions Efficaces

Introduction

La post-optimisation ou en d’autres termes, I'optimisation sur I’ensemble des solutions
efficaces d’un probleme de programmation multi objectif a connue un développement
considérable depuis son étude pour la premiere fois dans les années 70 par Philip [31]. Elle
suscite l'intérét des chercheurs en recherche opérationnelle jusqu’a ce jour. L’importance et
la motivation de ce probleme ont été largement discutées dans la littérature mathématique
(voir par exemple [28, 7, 44, 22, 36, 27, 43]). Le probleme que nous allons étudier tout
au long de ce chapitre est I'optimisation d’une fonction linéaire ([8, 45]) sur l'ensemble
des solutions efficaces ” E” d’un probleme de programmation multi-objectif MOLP, ce
probleme est alors noté comme P et peut étre formuler comme max{dz/x € E ou d € R"}
Une illustration du probléeme est donnée dans [43], dans lequel un producteur de quatre
types de produits possede dix unités de production. Les clés de mesure de performance,
pour un plan de productionz € X sont le profit a(z), et les niveaux d’emploi, {f9(z),1 <
g < 10} a chacune des dix unités. On consideére le profit a(z) comme la mesure de
performance principale, mais un plan x est inacceptable s’il existe un plan y ol les niveaux
d’emplois sont au moins bons pour x pour chaque unité, et meilleur pour y que x au moins
pour une unité. D’un point de vue mathématique, le probleme P est difficile et aussi c’est
un probléme de l'optimisation globale car la région des solutions réalisable (i,e ’ensemble

des solutions efficaces) est en général non convexe d’ou il peut avoir plusieurs optimum

25
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locaux qui ne sont pas globaux. Pour une introduction a la littérature sur 'optimisation
globale (voir [3];[17] - [30]).

A travers les années, différentes procédures pour la résolution du probleme P sont
suggérée. Le premier algorithme qui a essayé de résoudre P a été schématiquement décrit
par Philip [31]. Cette méthode est basée sur les coupes planes. Apres, Isermann et Steuer
[22] ont souligné une procédure similaire pour le cas spécial de la minimisation d’une fonc-
tion objective du probleme MOLP sur I’ensemble des solutions efficaces . mais aucun des
acteurs n’a utilisés les aspects d’implémentation des algorithmes. Ecker et Song [14] ont
développé une méthode détaillée pour résoudre P, basée sur ’approche de Philip. Mais
parmi les auteurs qui ont fourni le plus d’efforts pour étudier le probleme P est Benson. En
plus des études théoriques comme dans [28] ou il analyse la structure mathématique du
probleme, Benson a proposé différentes approches que celles précédemment employées.
Parmi d’autres, dans Benson [4]] et Benson [5] deux algorithmes de relaxations sont
suggérés. Plus récemment Sayin [35] a proposé l'algorithme Branch and Bound pour
résoudre le probleme P.

A cause des difficultés rencontrées en général pour résoudre P, quelques procédures
spéciales ont été développées (voir par exemple [2]; [6]) et quelques méthodes heuristiques
pour approximer la solution optimale sont encore proposées (voir [22]; [45]).

En résumé, les algorithmes existants pour résoudre le probleme P peuvent étre classés
en plusieurs groupe selon leur principe de fonctionnement,citons:

-les algorithmes de recherche de sommets adjacents.

-les algorithmes de recherche de sommets non adjacents.

-les algorithmes basés sur la méthode de séparation et d’évaluation;
-les algorithmes basés sur la méthode de relaxation lagrangienne ;

-les algorithmes basés sur la méthode dual et de bi-section [45].

3.1 Résultats de base

On adopte les notations suivantes :
RE = {z e RP/x > 0}, RE, = {z € RP/x > 0} R”, R” _ désigne 'ensemble des R?

vecteurs colonnes, R” | R” _ sont définies de la méme maniere que R, RY | par analogie.
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On notera également avec des signification évidente RY, RE :R”  R” | e désignera un

vecteur dont toute les composantes égale a un ; sa dimension est fixée par le contexte. Soit
un probleme MOLP : "max"Cx, C' c’est la matrice des p x n coefficients de p critéres et
S T'ensemble des solutions admissibles C R"™, (supposé non vide et borné).

Définition 3.1.1. 'ensemble Y = {y/y € RP : y = C'x pour = € S} est appelé 'ensemble
des résultats. L'ensemble Y= =Y + R” = {y/y € R? : y < Cx pour z € S}, est appelé
I'ensemble des résultats inférieurs et Y< =Y + R _ = {y/y € R? : y < Cx pour z € S
est appelé ’ensemble des résultats strictement inférieurs.

Définition 3.1.2. Un point y € Y est dit solution non dominée du probleme MOLP si
Y N(y+RE) = {y} .. on note dans ce chapitre ’ensemble des solutions non dominées par
Yr . Un point y € Y est dit faiblement non dominé si Y N (y +R% ) = 0. L’ensemble des
solutions faiblement non dominées est notée Y,,.

Définition 3.1.3. Pour A € R, et z € S; la fonction
gx(z) = max{\ex' /2" € S,Ca’ > Cx} — \Cx (3.1)

est dite fonction lacune ("gap function”). Quand y = e = (1,...,1) € RP, g, est notée par
qg.

Il est clair que x € E, l'ensemble des solutions efficaces du problemes (MOLP), si
et seulement si gx)—o . Nous citons dans le théoreme suivant quelque caractéristiques,

connues de I'ensemble des solutions efficaces E' du probleme (MOLP) (voir [9]; [26]).
Théoréme 3.1 (30). I'ensemble des solutions efficaces du probleme (MOLP) est tel que

E = {z/2z€S;3\€Ryyy tel que \Cz > \C2/, Vo' € S}
= {z/ x € S;3 € R" tel que Cz’ >0, Cx’ #0; Az’ =0; z; > 0 pour i avec z; = 0}
= {z/ 2z e S;3(\ u,v) € Rypy xRy, xRy tel que A\C' — pA+~v =0, vz =0}
= {x/ z € S;3(\ pn) € Rypy X Ry, tel que AC — pA <0, \Cx — pb = 0}
= {z/ z € S;g\(x) =0}

De plus il existe M > 0 tel que R, peut étre remplacé par le simplexe de dimension

(p—1) défini par:A = {A € R, /A > e;de = M}
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Théoreme 3.2 (30). : I'ensemble des solutions efficaces d'un probleme linéaire multi-
objectif continu est connexe. Deux sommets quelconques dans E sont reliés par un chemin
formé d’arétes (une arrétes efficace est une arréte dans S contenu dans E)

Le probleme d’optimisation d’un critére sur I’ensemble des solutions d’un probleme

MOLP peut étre formulé d’'une maniere générale par :

(P){ max f(z) (3.2)

sc xeF

Ou E est I'ensemble des solutions efficaces du probleme.

"max” Cx
(MOLP){ se €S (3.3)
OuS={zreR"/Az <b,z>0}; Ac R™" € R" beR" C cRP*"}.
Définissons le probleme relaxé
max f(x)
<PR){ s.c veS (3.4)

1 Cas continu:

3.2 L’algorithme de recherche de points extrémes
non adjacents [5]

Soit S, l'ensemble de solutions extrémes du polyedre S. Admettons que S., # ¢
. Alors a partir de [18], le probleme P possede une solution qui appartient a Se,. Soit
A={XNeRP/eXN < M, A\ > e} ou e € RP est un vecteur de composantes toutes égales
a 1 etM un nombre réel positif. Pour M suffisamment large, a partir de la Ref [15],2°
appartient a E'si et seulement si il existe au moins \° € A tel que z° est solution optimale
pour le probleme de la somme pondérée (Py) max ACz telque z € S Admettons que M
soit choisi de maniere a étre assez large pour garantir cette propriété. Alors le probleme
(P) peut étre écrit de maniere équivalente comme un probléeme d’optimisation a contrainte

infinie donné par :

0 = max dx

s.c A\Cx > A\Cz pour 0z € §
xesS

AeEA

(PI)
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Ou x et A sont des variables.

Pour montrer comment ’algorithme fonctionne, nous ajoutons quelques notations addi-
tionnelles :

Pour chaque k > 0 soit 7, j = 0,1,...k, les éléments distincts de E N S, générés par
I’algorithme dans 1’étape initiale et dans les itérations 0,1,....,k — 1 respectivement.

Soit: LBy = max{dz’/j = 0,1,....k}.

Et considérons le probleme relaxé du probleme (PI) donné par (PI,.).

max dx

s.c \Ox > \Ca2/,j =0,1,..k
resS

AeA

(PL,)

Finalement, pour chaque z/, j = 0,1,....k soit A un vecteur dans A tel que: (z7,\) est
solution admissible pour le probleme (P1,)

Admettons que k > 0. Pour trouver un point extréme efficace distinct de 27, j = 0,1,....k.
L’itération k exécute les étapes suivantes:

-Premierement, il cherche un couple x,A qui est solution réalisable pour (PI,.) et qui
satisfait dz > LBk

-Si un tel point x n'existe pas, alors chaque point (z7, M) tel que j € {0,1,....k} et
dr? = LBFE est solution optimale pour le probleme (PIr).

-De plus, pour un certain M € A , ou N peut ou ne peut pas étre égale & N , comme
w7 € B, (M, V) , est réalisable pour (PI) et aussi optimale pour (PI,.).

-Comme le probléeme (P1I,) est une relaxation du probléme (PI) ceci implique que (M, A7)
est solution optimale du probleme (PI) tel que z7 est optimale dans le probleme (P), et

I’algorithme termine.

k+1 Zk+1
)

J

-puis l'algorithme utilise le point z**!, A**! pour trouver un nouveau point extréme

-Apres 'algorithme note la solution par

efficace " pour le probleme (P).

3.2.1 L’algorithme

Pour chaque w = 1,2,...,n soit A la colonne w de la matrice A. Soite’ = (1,1,...,1) €

RP.
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Etape0:(initialisation) trouver un point , poser k = 0, et aller a 'itération k.
Itération k, £k >0
Etape k1: Soit LBy, = max{dz’/ j =0,1....k}
Trouver une solution réalisable x, A pour le systeme d’équation et inéquation donné par

ACx > \C2?, j =0,1,..k

(9)¢ ze X

AEA
Tel que dx > LBy, . Si aucune solution n’existe, alors stop: 27 est solution optimale pour
le probleme (P) pour chaque j € {0,1,....k} tel que LB;, = dxJ Sinon, soit (Zh+1 2R
une solution trouvée et continuer

Etape k2: Résoudre le probléeme de programmation linéaire donné par :

max el Cux

s.c —Cx > —Czhtl,
r eSS

AeA

(TESTE)

Ou x et A sont des variables.
Pour chaque solution optimale x*.Si e’ Cxx # 7 CzF*! aller a I’étape kb sinon continuer.
Etape k3:
I={w/ 2k >0}
Et soitw* ™! = |J {4}
wel
Si wk*! est un ensemble linéairement indépendant, poser 2! = @**! et k = k41 et aller
a litération k. sinon continuer.

Etape k4 : soit 4**! € RP variable dual optimale correspondant aux contraintes (1) dans

le programme linéaire (T'ESTk). Trouver la valeur optimale v du programme linéaire (P)

max AC'x

s.c Ar =0,

x>0
Avec (A = (e + pF™)). Soit 2F™ une solution optimale de base quelconque pour le
programme linéaire donné par

max dx

(FACER) { s.c (e+pFN)TCr = v,
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Soit k =k + 1 et aller a l'itération k.
Etape k5 : Soit 2+ une solution de base optimale quelconque pour le programme linéaire

(Py) avec A = \**1 . Poser k = k + 1, aller a litération k.

3.3 Méthode d’Ecker et Song [14]

Dans cette méthode les auteurs ont résolu le probleme de maximiser une fonction

linéaire f(x) = dx sur l’ensemble des solution efficace E Soit

(P){ max f(z) = dx

s.c x €,
OudeR?
On résume la méthode par ce qui suit : étant donné un point efficace courant z , s’il n’existe
pas une arréte efficace adjacente qui donne une augmentation dans la fonction f(z) = dx,
alors une coupe plane dxr = dz est utilisée pour obtenir un programme multi-objectif
linéaire MOLP défini comme suit :

max Zk?C’kx, k=1,.p

MOLP{ s.c x €S,

(3.5)

Avec I'ensemble des solutions admissibles réduit S = {x € S/ do > dz} et I'ensemble des
solutions efficaces £ Pour trouver un point efficace meilleur, on résout le probleme (1)

défini comme suit :
. max C'z, k=1,..p
(h) { s.c T & 5’,

(3.6)
Sur I’ensemble des solutions admissible réduit M OLP séquentiellement pour ¢ s’il existe
un 2 € F qui est une solution optimale de (I4) pour un certain i et da® > di , alors on
peut choisir 2' comme point efficace courant.

En pivotant sur I’ensemble des solutions admissibles réduit nous permet de trouver un

point efficace meilleur ou de montrer que le point efficace courant est optimal pour (P).

3.3.1 L’algorithme d’Ecker et Song

Etape 0: Trouver une solution optimale de (Pr). Pour tester si z* est efficace, il

suffit de résoudre le probleme (Pz*) suivant:
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max e,

s.c Cr=v+Cz*
x €S,

Y > 0.

o SiyY =0, alors z* € E et x* est une solution optimale de P.

(Pz7)

¢ Sinon, soit  une solution optimale du Problem

-Si dz = dz*, alors T est une solution optimale de P

-Sinon, aller a I'étape 1.
Etape 1: Ajuster sur un tableau au simplex initial de (Pr) a la solution & (optimale
pour (Pz*).)
Etape 2: au point extréme efficace courant; Soit z. Trouver si possible une aréte efficace
adjacente qui améliore la valeur de la fonction f(z) = dx.
-s’il n’y a aucune aréte efficace qui rapporte un augmentation en valeur de la fonction
objectif f(z). Alors passer a I’étape 3.
-Autrement, pivoter au prochain point extréme & de 'aréte efficace choisie et faire une
autre itération de I'étape 2.
Etape 3: ajouter la ligne qui représente la coupe dxr = dZ et une variable d’écart x,.1
pour obtenir un tableau simplex T'Z correspondant & & comme point extréme dans S.
Etape 4: appliquer les étape 4-1 a 4-4.
4-1 soit j = 1.
4-2a trouver une solution optimale 27 de (Ij) qui est une solution extréme efficace du
probleme MOLP.
4-2b si dx’ > dZ, soit 27 un nouveau point extréme efficace; faire & = 2/ . Ajuster le
tableau courant pour correspondre & 27 comme point extréme dans S. Aller a 1’étape 2.
4-2c si dr’ = d7 et 8'il y’a une aréte efficace adjacente [/, 7] rapportant une augmentation
de dx, alors utiliser £ comme nouveau point efficace courant z. Aller a ’étape 2.
4-2d si j < k —1, faire j = j + 1 et aller a I'étape 4-2a.
4-3a si dz < 0 pour tout z non nul, alors le sous-ensemble de S F' = {x € S/ dz = dz}
(qui est une face de S) est inclus dans E.
Pivoter dans le domaine F' en cherchant un point y qui a une aréte efficace adjacente dans

S, rapportant une augmentation de dx. Si un tel y n’existe pas, alors le point courant =
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est une solution optimale de (P).

4-3b Si dx > 0 pour un certain x non inclus, alors ce n’est pas nécessairement que toutes
les faces sont dans E.

Pivotant sur F' suivant les arétes efficaces en cherchant un point y qui a une aréte efficace
adjacente et rapportant une augmentation de dx. Si un tel y n’existe pas, alors le point
est solution optimale de P.

4-4 ¢’il y a une telle aréte [y, z], alors utiliser £ comme un nouveau point efficace courant.

Aller a I'étape 2.

3.4 Méthode de Yamamoto [45]

Dans cette méthode on cherche a résoudre le probleme (P) ou f est quasi convexe.
Soit S, I'ensemble des sommets du probleme S. Pour x,2’ € S, [z,2'] représente I'aréte
reliant = et 2/. Pour S, N E soit Ng(x) = 2'/2’ € S, N E; [z,2'] C E i.e 'ensemble des
sommets efficaces a liés par & par une aréte efficace.

En utilisant la quasi-convexité de f, on a:
Lemme 3.1. soit S, N E et supposons que {2'/2’ € Ng(z), f(z') > f(z)} = 0. Alors, «

est un maximum local pour le probleme (P).

3.4.1 L’algorithme

Nous notons par Hf = {z € R"/ax > a} et H* = {z € R"/az < a} les deux
demi-espaces déterminés par I'hyperplan H* = {z € R"/ax = a}; HY, et H* _ sont leurs
intérieurs respectivement.

Etape 1 (initialisation)

Poser k = k' =0, S = S et trouver 2° € S, N E. Si Ng(2®) = () alors x° est une solution
optimale de P. Sinon aller a 1’étape 2.

Etape 2 (boucle (£'))

2.1 Si {2//2' € Ng(z¥), f(z) > f(z¥)} = 0, choisir 2% ! de cet ensemble, faire k' = k' +1
et aller a 2.1.

2.2 Sinon, soit S¥ = {f(x) < f(2*)} et aller & I'étape 3 (boucle (k)).

Etape 3 (boucle (k)):



Chapitre 3. Optimisation Sur L’ensemble Des Solutions Efficaces 34

3.1 Trouver v* € argmax{f(z/x € S}, si f(z*) > f(v*) — ¢, pour € > 0 alors arréter
avec x¥' comme une e-approximation de la solution optimale du probleme (P). Sinon aller
a 3.2.

3.2 Trouver un hyperplan support H* de S* tel que S¥ C H_’f_ vh e HE .

3.3 S'il existe une aréte efficace [u/,u”] telle que [u/,u"] N H* # () et max{f(u'),f(u")} >
f(z*), alors soit 2**! celui des v/ et v donnant la valeur de la fonction objectif la plus
grande. Faire k' = k' 4+ 1 et aller a I’étape 2 (boucle (k')). Sinon, aller a (3.4).

3.4 faire, S = S* N H% k =k + 1 et aller & 3.1 (boucle (k)).

0

L’algorithme géneére une séquence de sommets efficaces 2°,2!,..., et les polytopes S°,S%,...

tel que S =S5°D2 St D S2, ..

3.5 Méthode de Jesus. M. Jorge [23]

Définition 3.5.1. Nous dirons qu’'un sous-ensemble J' C J = {1,....,n} est un ensemble
descripteur pour une face F' si et seulement si, ' = F(J') ou F(J') = {z € X/z; =
0,Vj € J'}. Ayant en téte la représentation des contraintes linéaires de X, il est clair que:
F(J)={z eR /A2, =2/, =0}

Définition 3.5.2. Nous dirons qu’un sous-ensemble J' C J est un ensemble descripteur
maximal si et seulement si il n’existe pas de sous-ensembles J” C J qui contient J' comme

sous-ensembles stricts et vérifie F/(J") = F(J')

Considérons le probleme suivant :

min sz

sc AN+ uA+s=0
Ax —by =0 (3.7)
der —dy > 1

2,520, A2e y>1
Le probleme (3.7) est un programme bilinéaire disjoint simplifié qui est borné
inférieurement par 0.
Théoreme 3.5.1. le programme (3.7) est borné, avec valeur optimale 0 si et seulement
si et seulement si IF € Ef et 37 € F tel que dz > a.
Théoréeme 3.5.2. Si le programme (3.7) est borné, avec une valeur optimale strictement

positive alors de < a, Vo € E.
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Théoréme 3.5.3. Admettons que F # (). Si le programme (3.7) est irréalisable alors il

n’existe pas de x € X tel que dz > «.

3.5.1 L’algorithme

Etape 0 (initialisation)
Si £ =0, stop. P n’a pas de solution réalisable. Sinon, soit i = 0 et 2° = dz, o® = dx
est une solution efficace initiale.

Etape 1 (exploration) Résoudre le probleme de programmation bilinéaire suivant 7;

min sz
sc AN +uA+s=0
T; Axr—by =0
dx — o'y > 1

9575207)\§€7y21

Etape 2 (régle d’arrét)

Si le programme T; est irréalisable ou borné avec une valeur optimale strictement positive,
stop.

La valeur optimale de P est o’

Sinon (programme T} est borné, avec valeur optimale 0) continuer.

Etape 3: (progression).

Soit (X, @', §', Z', §') une solution optimale pour T;. Poser J' = {j € J/S5! > 0}
Résoudre le probleme P! = max{dz/z € F(J')}

Si P est non borné, stop. Le probleme P est non borné.

Sinon, soit ! un point extréme optimal de P; et poser o™t = d2i™!, poser i =i+ 1 et

aller a I'étape 1.

3.5.2 illustration [23]

Considérons le probleme de programmation multi-objectif linéaire M suivant :

VMAX =z
s.c re X
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Ou z est le polyedre donné par

ZT; €R3/

OO~ =
O = O =
_ o O O
— W W Ot

L’ensemble réalisable X est montré dans la figure 1. Il est clair que I’ensemble des solutions
efficaces E est 'aréte entre 22 = (3,2,1)" et 2® = (2,3,1)%. Le probléme P que nous voulons

résoudre est le suivant:

max{(—1, 0, 0)x/ x € E}

Graphiquement, il est facile de voir, que la valeur maximum de —z; sur X est égale a 0.

Mais la valeur optimale de P est -2 qui s’achéve au sommet 23. Pour des besoins algo-

Fi1G. 3.1 — L’ensemble réalisable X

rithmiques qui nécessite une description de la région réalisable X dans la forme standard.
Ceci est accompli en ajoutant les variables d’écarts x4 a w7,

d’ou les matrices & considérer sont:

A= , b= ,C=10100000
0100010 3 0010000
0010001 1

EtapeO:

En utilisant la méthode d’Ecker-Kouada on calcule la solution efficace 2° donné par

(3,2,1)%, ce point est le sommet 2.
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On pose i =0 et a¥ = —3.

Iteration 0

Etape 1:

En réalisant le probleme de programmation bilinéaire Ty, on obtient le fait qu’il est
borné, avec valeur objective optimale (globale) 0. La solution optimale est donnée
par (A\%,u° 5 xo,yo), on A = (1,1,1), a° = (-1,0,0, — 1), 3° = (0,0,0,1,0,0,1), 2° =
(2,3,1,0,0,1,0), et ° = 1.

Etape 3:

D’ott J° = {4,7} , qui est 'ensemble descripteur maximal associé¢ & l'aréte joingnant les
sommets 22 et 2°.

Maintenant on résout le probleme: P° = maxdx/z € F(J*).

On trouve que la solution optimale pour P° est 2 = (2,3,1), avec valeur objective
optimale o = —2

On pose ¢ = 1 et aller a l'itération 1.

Itération 1:

Etape 1:

On résout le probleme bilinéaire T;. Dans ce cas on obtient le fait que 77 est borné mais
avec valeur objective optimale (globale) égale a 1. En particulier, I'une de ses solutions
optimales est donnée par

(AL, @ty & ozt g ), o A\ = (1,1,1), @' = (-1,0,0, — 1), 3* = (0,0,0,1,0,0,1), 7! =
(1,3,1,1,2,0,0), e =1.

Etape 2:

Comme la valeur optimale de la fonction objective de T; est strictement positive, on fait
stop. Le point extréme z® = (2,3,1) est solution optimale pour le probleme P, qui a une
valeur objective optimale égale & o' = 2.

2-Cas entier:
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3.6 Meéthode de CHAABANE [10]

Considérons le probleme MOILP défini comme suit :

"max” Z;=C'%, i=1,.,p
(P(D)) { s.c rxeD.

OuD=SNZ"S={reR/Ax=b,2 >0}, Ac Z™", beZ"p>2 C, C*.. CPe
7™ sont des vecteurs lignes, Z est ’ensemble des entiers relatifs. On suppose que D est
non vide et que S est un polyedre convexe et borné. L’ensemble de toutes les solutions
efficaces entieres du probleme (P(D)) est noté E. Le probleme principal étudié est décrit

par:
max f(x) =dz

(P[) { sc zx€ekF.

Ou d est un vecteur ligne de dimension n qui a pour j composante le nombre entier

d;. Soit le probleme relaxé:

max f(x) =dx
sc xzeD.

<PR>{
(Pi(D)), i € {1,2,...p}

Et le probleme
max Z; = C'x,
s.c xeD.

o) {
On utilisera tout au long de cette partie les notations déja introduites dans ce chapitre
et quelques nouvelles notations supplémentaires.
Z1,2,....%, sont les criteres initiaux et f le critére principal;
S1 qui est la région tronquée courante de S obtenue par les coupes successives de Gomory
introduites en optimisant le probleme P;(D); D; = S;NZ", Q est 'ensemble des nombres
rationnels;
(Z%, ,Z3,..., Z,) est le premier p-uplet non dominé correspondant & la solution optimale

X du probleme (P(D)), obtenue dans S;. On a Z} = C'X; pour i = 1,2,....p.

pour k£ > 1 on a:

o X € Z™ est une solution optimale entiere obtenue dans la région Sj en résolvant

le probléeme (P;(Dy,))
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o B* est la base associée a la solution X},

o ak’j(@m’“Xl est le vecteur d’activité de xj, ; correspondant a la région courante Sy

o Iy = {j/ le vecteur ay; est une colonne de la base By} (les indices correspondants
aux variables de base)

o Nj, = {j/ le vecteur a;; n'est pas une colonne de la base By} (les indices des va-
riables hors base)

O Yrj = (Ynij) = (br)-lag; ot yp; € QM

o Tp={jeN:/Z{;—C} >0et f} —d; <0}, ot Z}; = Cp y;; Cp, est Le vecteur
cout des variables de base associés a By, dans C' et C; représente la j°"¢ composante
du vecteur C;, f*

;= dp, est le vecteur colit des variables de base associées a Bj,
dans d

o pour k> 2 on a:
D, = {1’ S Rn’“/AkZL‘ = by, A € kaxnk, b, € QM* (mk,nk) € NxN, my, 7é 0, ng 7’é 0,

Ou S; est la région tronquée courante obtenue apres avoir appliqué la coupe
> x; > 1, avec jy_1 € I'y_; ou bien la coupe dz > dXj, et les coupes de Gomory

JENg—1\{Jk-1}
si nécessaire D), = S, N Z"*.

3.6.1 Test d’efficacité

Le théoreme suivant est utilisé dans les différentes étapes de ’algorithme pour tester
lefficacité d’une solution réalisable donnée du probleme (P).
Théoréme 3.6.1. [10] Soit X* un élément arbitraire de la région D. X* € F si et
seulement si la valeur optimale de la fonction objectif 6 est nulle dans le probleme de

programmation linéaire mixte suivant :

p
max 0= 1
i=1
(P(X*)) ¢ s.c Cx—1Iy=Cx"
reD
P; € RT Vi,
O C est une matrice p x n, dont la ey, ligne correspond a C% i = 1,2,...p, I est la

matrice identité (p x p) et ¥ = (¢;)i=1, p-
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Proposition 3.6.1. Un point 2° qui est I'unique solution du probléme de programmation

linéaire en nombre entiers

max J; =cx
(B(D)) { sc x€D

est efficace pour (P(D)).

3.6.2 L’algorithme

Etapel :
Nous résolvant le probleme relaxé (P,). Soit z* une solution optimale. Cette solution
est testée pour lefficacité en résolvant le probleme (P(z*)) mentionné dans le théoreme
précédent. Si elle est efficace, alors elle est aussi une solution de P et ’algorithme se
termine.
Autrement, on va a I'étape 2.
Etape 2:
Soit fo: = —o0. On résout le probleme (P;(D)). (On peut alternativement considérer
n’importe quel probleme (F;(D); i = 2,3,...,p) au lieu de (P (D))
2.18iJi ={jeNi/Z},—C; =0} =0, alors la solution optimale trouvé X; est unique
et elle est efficace. Poser f,,; = dX1, X, = X et aller a I’étape 3.
2.2 Si J; # (), alors la solution optimale X; du probleme (P;(D)) peut ne pas étre unique,
tester l'efficacité de X;; si X; n’est pas efficace aller a I'étape 3, sinon, soit f,,x = dX; et
Xopt = X aller aussi a I’étape 3.
Etape 3:
Faire k = 1 et exécuter le sous-étapes suivantes:
3.1 construire Uensemble Ty, = {j € Ny/ Zf; — C; > 0 et f} —d; <0}
- Si Ty, = 0, alors aller a I'étape 3.2.ct la coupe devient celle de Dantzig > z; > 1
-Autrement, soit v = T’y aller a (a). o
(a) Siy =0, alors soit ji € [y et aller a la sous étape 3.2. Autrement, sélectionner j, € v
et calculer, la partie entiere de 121611[?{;:—”; > 0}.
-si ) = 0, alors il n’y a aucune solution réalisable entiere sur I'aréte Ej,, faire v = 7\ {ji}
et aller a (a)

-Autrement, si 67 = 0, alors aller & (b).
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(b) Si Xy est efficace et dX; > fo. Calculer la valeur du parametre By, défini dans
Péquation By = (df — > df X y;,). Si cette valeur n’est pas égale & zéro, alors aller &
(c), autrement faire ~y ilkfy \ {Jjx} et aller a (a). Si X} n’est pas efficace ou dXj < fop,
alors aller a (c) (I'aréte doit étre explorée quelle que soit la valeur de By).

(c) Explorer I'aréte £}, , en recherchant les solutions réalisables de (P (D)) correspondant
a 0 et tester pour lefficacité a partir de 6 = Q?k jusqu'a @ = 0 ( € est un nombre entier
positif). Dés qu’une solution efficace X, vérifiant dXj > f,,; est trouvée pour une valeur
de 0, remplacer Xo,; par X et f,,: par dX;, et aller a la sous-étape 3.2. S’il n’y a aucune
solution efficace entiere sur I’'aréte, alors faire v = v\ {ji} et aller a (a).

3.2 Soit k = k + 1. La nouvelle région tronquée D, est obtenue comme sous-ensemble de
Dy._1 en appliquant la coupe dx > f,,;: (une coupe de type II) puis en utilisant la méthode
dual du simplex et la méthode des coupe de Gomory autant de fois que nécessaire pour
trouver une nouvelle solution optimale Xj. Faire X, = X et for = dXj et aller a la
sous-étape 3.1.

3.3 Soit £ = k + 1. La nouvelle région tronquée Dy est obtenue comme sous-ensemble de
D1 (ou D si k =1) en appliquant la coupe dual de Dantzig ou la coupe de type 1 puis
en utilisant la méthode dual du simplex et la méthode des coupe de Gomory autant de
fois que nécessaire pour trouver une nouvelle solution optimale X}, soit f* = d.Xj,.

Si la solution X, est efficace et Xi > fou, faire X, = Xj etfor = dXj et aller a la
sous-¢tape 3.1. Sinon aller a la sous-étape 3.1, sans mise a jour de X, et fop:.

Etape terminale: La procédure prend fin, ou bien a la premiere étape si la solution
X0 est efficace, ou lorsque I'impossibilité des opérations de pivot indique que la région
courante ne contient aucun point entier réalisable. La solution optimale est alors X, et

sa valeur sur le critere f est fop.
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3.6.3 Illustration
Considérons I'exemple suivant
( "max” Z, = x1 + 229
"max” Zy = 3x; — 229
"max” Z3 = —x1+ 229
(M)] s.c x1+ 29 <7 (3.8)
22, < 11
233'2 < 7
L T1, T2 € N

Le probleme principal est

(P) { max w = —2x; — 39

sc x,19€ R

F1G. 3.2 — Domaine d’admissibilté Dy = D = S N Z?

Etape 1 Le probleme relaxé (Pr) est résolu. La valeur optimale de f est f° = 0 pour

z* = (0,0) qui n’est pas efficace pour le probleme (3-7). Aller a I'étape2.

Etape 2 Nous résolvons le probleme (P (D)) et posons fo,x = —o0. Les résultats de la

résolution du probleme (P;(S)) sont récapitulés dans le Tableau 3.1.
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Base \ Valeur de variable de base \ T1 Ty X3 Xy Tz g
1 4 1 0 1 0 0 -1
Ty 3 o o0 -2 1 0 2
T 3 o 1 0 0 0 1
Ts 1 o 0o o0 o0 1 -2

Zl; —c | 10 (0 0 1 0 0 1

1 —d; | -17 (00 2 0 0 -1

TAB. 3.1 — Tableau optimal correspondant a X,

La solution optimale X; = (4,3) est unique; elle est ainsi efficace (proposition. On
la considére comme une premiere solution efficace correspondant a dX; = —17, d’ou
Jopt = —17 et X = (4,3).

K =1, I, = {1245},N; = {3,6}; On pose v = I'1 = {3,6} Soit j; = 3 € v
comme X; est efficace et dX; = —17 > f,, = —17, on calcule la valeur de
B1; 61 =0—[(—2)(=1) + (=3)(0)] = 2 > 0. Nous commengons a explorer 'aréte Ej; on
calcule 09 = [min{{}] = 4.

Pour 6 = 4 ( la plus grande valeur de ¢ rapportant une augmentation de f,)la solution

correspondante sur 'aréte 3 est:

(21=4—-4(1)=0
r;=3-4(1)=0
13 =3—-4(0)=0
ri=1-4(0)=0
i =4

L 26=0

La solution X; = (0,3) est examinée pour son efficacité et nous obtenons
1 =1y = 3 = 0; 0* = 0. Donc, X] est efficace.

On calcule f(X]) = (-2, — 3)(0,3) = =9 Comme f] > fo,x = —17, alors fop——g
et Xope = (0,3).

Soit k :=k+1=2. On coupe par —2x; — 3z > —9 (voir Fig 3.3).

Apres avoir ajusté le tableau ci-dessus a la région d’admissibilité réduite, et apres
I’application de la méthode dual simplexe et de la coupe de Gomory, la solution optimale

est Xo = (0,3). qui est efficace. Elle correspond a f(X3) = —2; fopr = =9 et X = (0,3)
(voir tableau 3.2).1y = {1,2,3,4,5},N, = {6,7}.
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Soit T'y = {j € No/2i; —cj > 0 et ¢F —d; <0} = {6,7} # 0.

Soit v = I's.

Soit j, = 6; 88 = 3. comme X est efficace et dXy = f,,; = —9, on calcule la valeur de
By B =0—[(—2)(52) + (=3)(1)] = 0. On n’explore pas Ej,.

Soit v = v\ 76 et considérant le second indice jo = 7 € 7; 69 = [min{2}] = 0.
2

Nous constatons qu’aucune solution efficace entiere n’existe dans cette direction.

Base \Valeur de variable de base \ Ty Ty T3 X4 Xy Xg T

T 0 1 0 0 0 0 -2 3
T4 11 0o 0 0 1 0 3 -1
T 3 0O 1 0 0 0 1 0
s 1 0O 0 0 0 1 -2 0
T3 4 o o 1 o0 1 & -1
73— | 6 [0 0 0 0 0 35 3
w? —d; | -9 [0 0 0 0 0 0 -1

TAB. 3.2 — Tableau optimal correspondant a Xo

F1G. 3.3 — Le domaine réduit Dy = Sy N Z?

v=~\{7} =0; il n’y a donc aucune aréte incidente contenant une solution efficace.
Pour k=3. On coupe le domaine courant par > x; > 1< x> 1.

JEN2\{7}
A partir de la troisieme ligne de la matrice du simplexe dans le tableau 3.2, nous pouvons
écrire I'équation g + 26 =3 = 16 =3 — 23 & 3 — w51 & 1y < 2 (voir Fig 3.4).

Nous ajoutons cette contrainte a la derniere ligne du tableau 3.3 et appliquons la
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méthode dual simplexe pour obtenir le tableau 3.3. La solution trouvée est X3 = (1.2)’
et apres résolution du probleme (P(X3)) pour tester lefficacité, on trouve que
UV =40 =403 =0, 11 =3, x5 =3 et 6" =8, par conséquent X3 n’est pas efficace.
On a I3 ={1,2,3,4,5,,6,7}, N3 = {8,9}.

Ty = {9} € v # 0. Soit y = I's.

Soit j3 = 9 € 7 et calculons #) = [min{i}] = 1. Pour # = 1. la solution

F1c. 3.4 — Le domaine réduit Dy = Ss N Z?

réalisable correspondant a l'aréte Ey est X}, = (0,2), qui n’est pas efficace ( car
=4,y =4, 13 =0, =3, 29=3 et 0*=8,). On fait vy =T\ {9} = 0.

Soit k=4 et coupons par xg > 1 ou d’'une maniere équivalente, x5 < 1; nous obtenons:

Base \Valeur de variable de base \ T1 Ty X3 Xy Ty Tg Ty Ty L9

11 1 1 00 0 0 0 0 -2 1
T4 9 00 0 1 0 0 0 4 -2
T 2 0o 1 0 0 0 0 0 1 0
5 3 0o 0 0 0 1 0 0 -2 0
3 4 0o 0 1 0 0 0 0 1 -1
6 1 00 0 0 0 1 0 -1 0
7 1 000 0 0 0 1 1 -2

Z3 =l | 5 (0 0 0 0 0 0 0 1
- di | -8 [0 0 0 0 0 0 0 1 -2

TAB. 3.3 — Tableau optimal correspondant a X3

La région réduite comme montré dans la figure 3.5
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Fic. 3.5 — Le domaine réduit Dy, = S, N Z?

X4 = {3,1}, non efficace (car * =8 £ 0).
Iy = {1,2,34,5,6,78}, Ny = {9,10}; Ty = {9} # 0. Soit v =T et ju =9 € ~; 03 =
min{?}] = 0. Nous n’obtenons aucune solution réalisable enti¢re dans cette direction.
v =7\{9}

Soit k=5; nous coupons par Y, x; > 1 < x39 > 1. ce qui est équivalent & xo < 0
JENL\{9}
(comme montré dans Fig. 3.6).

Base Valeur de variable de base | 1 %2 %3 ®4 s g T7 Tg X9 Lig
1 3 1 0 o0 o o o o0 o0 1 -2
x4 5 o 0 0 1 0 O O 0O 0 4
T 1 o 1 0 0O O O O o0 0 1
x5 5 o 0o o o0 1 o0 O O 0 -2
T3 3 o 0 1 0 O O O O -1 1
Zg 2 o 0o o o o 1 0 O 0 -1
7 0 o 0 0 o0 o0 o 1 0 -2 1
xg 1 o 0 o0 o o o o0 1 0 -1

ij — cjl- 0 o 0 0 0 O O O O 1 0
w;* — d;* -9 o 0 o o0 o o o o0 -2 1

TAB. 3.4 — Tableau correspondant a X4

En ajoutons cette contrainte a la derniere ligne du tableau précédent et en résolvant
le nouveau probleme, nous obtenons le Tableau 3.5. X5 = (4,0), (0* = 13 # 0) qui n’est

pas efficace.
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F1G. 3.6 — Le domaine réduit a intervalle de l’axe X,

Base \ Valeur de variable de base \ X1 Ty X3 Xy Ty Tg Ty Ty Tg Tiy L1 T2
x 4 1 0 0 0o o 0o 0 0 0o o -3 1
T4 3 o o o 1 0 O O o o 0 4 -2
To 0 o 1 0 0 O O O O 0 O 1 0
x5 7 o 0o o o0 1 o0 0O o o 0 -2 0
x3 3 o o 1 0 O O O 0 0 O 1 -1
T 4 o o o o o0 1 o0 o o 0 -1 -1
Ty 1 o o o o 0O o o o 1 0 0 -1
xg 2 o 0o o o0 o0 o0 o 1 o 0 -1 0
Z10 1 o 0o o o0 0 o0 o o o 1 -1 o0
x7 1 o 0o 0o 0o 0 O 1 0 0 O 1 -2

Z7, — ¢ | 1 [0 0 0O OO0 0O 00 0 0 0 1

b —db | -8 /0 0 0O 0O 0 0O 00 0 0 1 -2

TAB. 3.5 — Tableau optimal correspondant a X5
Is = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10},N5 = {11,12}; T'5s = {12} # (. Soit v = T'5 et prenons
:js =12 € y; on a 092 = min{1}] = 4.
Pour § =4, X:(4) = (0,0) (0* =18 # 0) = X.(4) n’est pas efficace;

Pour 6 =3, X!(3) = (1,0) (6* =16 # 0) = X!(3) n’est pas efficace

Pour 6 =2, X!(2) = (2,0) (0* =13 # 0) = X{(2) n’est pas efficace;

Pour 0 =1, X.(1) n’est pas efficace. Aucune des solutions sur 'aréte Ey5 n’est efficace.
v=7\{12} =0.

Soit k=6 ; coupons par x1; > 1 < 29 < —1 hors de la région réalisable ; 'algorithme se

termine. La solution optimale est fo,; = —9 et X, = (0,3)".



Chapitre 4

Etude comparative

Introduction

Dans ce chapitre nous étudions et comparons les deux méthodes les plus récente sur
le probleme de I'optimisation d’une fonction linéaire sur I’ensemble des solutions efficaces

d’un probléeme de programmation multi objectif dans le cas entier.

4.1 Meéthode de Jesus M Jorge [24]
4.1.1 Notation et résultat de base

Soit x, y deux vecteurs n-dimensionnel.

(i) xSy x; <y; Vje{l,...n}

(1)) r<y<sxly et x#y.
(iit) Z" est I'ensemble {x € Z"/ = > 0}.

(iv) C= est utilisé pour représenter le cone polaire semi-positif du cone généré par les

lignes de C, c’est-a-dire {d € R"/ Cd > 0} U {0},
(v) B¥ ={0,1}*
(vi) e est vecteur colonne des uns de dimension appropriée.

Le probleme MOILP est formulé sans perte de généralité comme :
VMAX{Cz/ xS} (M)

Ou S = {r € Z1/ Ax < b} est 'ensemble réalisable du probleme, avec A € R™*™ b € R™

et C' est une matrice k£ x m définissant un nombre k > 2 de fonctions objectives. F

48
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I'ensemble de solutions efficaces du probleme (M) :
Théoréme 4.1.1. [40] T € E si et seulement si (7 + C=2) NS = {7}

Considérons le probleme suivant défini comme
max{vz/ z € E} (P)
Ou v est un vecteur réel n-dimensionnel. Soit le probleme relaxé
max{vz/ v € S} (R)

Qui peut étre résolu en utilisant des techniques standard de programmation linéaire en

nombre entiers.

4.1.2 Formulation de ’algorithme

D’un point de vue théorique, pour la formulation de 'algorithme nous avons besoin
du fait que I’ensemble réalisable S soit borné.
Etape 0. Initialisation.
Soit v = —o0, v = 400 et | = 1.
Résoudre R = max{vz/ x € S}.
Si R est non réalisable = stop, P est non réalisable. Sinon soit 2! une solution optimale
de R.
Etapel :
Sial € B = STOP. " = 2! | est une solution optimale de P.
Sinon, poser v*"P = vz! et aller a 'étape 2.
Etape2:
Trouver 2! € E tel que son vecteur critere domine Cz' et soit ' une solution optimale

du probleme.

Tl = {max vz/Cx = Ci', v € S}

Si va > v™ poser v = vil et ¥ =7,

Si v = p*" = STOP. ™™ est une solution optimale de P.

Etape 3:
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Soit Ry = max{vz/ x € § — U Dy} ,ou Dy ={x 7"/ Cz° > Cz},
Si R; est non réalisable = STOP 2 est une solution optimale de P.

+1

Sinon, soit z/*! une solution optimale de R;

Si vzt < v = STOP. est une solution optimale de P.

Sinon, poser [ =+ 1 et aller a I’étape 1.

4.1.3 Illustration

Soit M = max{(x; — 2z, —x1 +4x3)/ x € S} ol S est donnée par

{xGZi/ — 2w + X, 11 < 3, oy < 2}

Y

Fic. 4.1

Dans cet exemple, il est facile de voir que S contient 10 points réalisables (voir Fig
4.1).
En utilisant la caractérisation de D'efficacité dans le théoreme 4.1.1, on peut montrer que

sept points sont efficaces. Particulierement, I’ensemble efficace E est donnée par :

E={(21),,0),(2,0), 3 1), (12),(22), (3, 2)}
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On veut résoudre le probleme P donné par:
max{—x; — 2xy/ z € E}

Graphiquement, il est facile de voir que la valeur optimale de P est -2, qui est atteinte a
la solution efficace (2,0).

L’application de I'algorithme donne ce qui suit: Etape 0

On prend v = —o0, v = 400 , et [ = 1. Apres avoir résolu {Csz/x € S}(i = 1, 2) on
pose F' = (=3, — 3)

R = max{vr/ z € S} est résolu donnant z! = (0,0)’ comme solution optimale. Soit

Z' = Cz' = (0, 0) son image dans I'espace des criteres.

Tl Ll
1

Fi1G. 4.2

Itération 1:

Etape 1:

Afin de tester lefficacité de ' on résout le probleme FK (z1),

iemax{es/ Cx — Is=Cx', 2 € S, s > 0}.

La valeur optimale de EK (z!), est 2 qui s’achéve au point 2! = (3, 1) d’o1
' € F et 2! ¢ F puisque C3! > Czl.

On pose v*"P = va! =0
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Etape 2:

On résout T définit comme
max{vz/ Cx = Ci', z € S}

On trouve,z! = #1. Soit Z! = 7! = (1, 1)’
Puisque —5vz! > v = —00, on pose v = vz! = —5 et 27 = 7.
Etape 3:

La solution optimale de R}
max{vz/ Cx > diag(Cz* + e)Iy* + diag(M)(e —y'), ey', z € S, y* € B*}

est 2% = (2, 0), 22 = C2® = (2, —2) et va’ = -2.
Itération 2:

Etape 1:

Quand le probleme EK (z?)

max{es/Cx — Is =Cr* 2z €S, s >0}

Est résolu, il donne 0 comme valeur optimale donc 22 € E . Ceci termine ’algorithme

2

avec "¢ = x* comme solution optimale de P.

4.2 Méthode de Chaabane [9]

Soit le probleme MOILP définit comme suit :

M{ max Z; = C'z, i=1,..p
s.c xeD

OuD=SNZ"S={xeR"/ A <b,x>0},AecZ™" beZ" p>2C" ... CPeZ"
sont des vecteur lignes, Z est I’ensemble des entiers relatifs. L’ensemble des solutions

efficaces du probleme M est noté E. Soit ¢ une application linéaire :

Yp:R" — RP
r — (CY C?.., CP).
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Onay(S)={ZeRr/Z = (C'x, C%z,..., CPz), z € S} Lefficacité et la non dominance
sont définit comme suit :
Définition 4.2.1. Un point & € D est une solution efficace si et seulement si il n’existe
pas de x € D tel que Z;(x) > Z;(&) pour tout ¢ = 1,2,..., p et Z;(z) > Z;(Z) pour au
moins ¢. Autrement & n’est pas efficace et (Z1(2),..., Z,(%)) est dit dominé.

Le probleme central que nous étudions est :

maxw = dz,
P{ s.c v e L.

Ou d est un vecteur ligne n-dimensionel et entier. Soit le probleme relaxé

max w = dx,
PR{ s.c v €D.

4.2.1 Résultats préliminaires

Dans cette section on présente les résultats théoriques sur lesquels est basé 1'algo-
rithme.

Théoréeme 4.2.1. Si & est une solution du probleme

p
max Z>\ = Z /\ka(l’),
Py =1

s.c x€S.
A > 0, alors & est une solution efficace.
Si & est une solution efficace et 1)(S) est convexe, alors il existe un vecteur A a com-
posantes A\ > 0 tel que Z est solution du probleme (P\)
Teste de l'efficacité:
Théoreme 4.2.2. soit x* un élément arbitraire de la région D. x* € E si et seulement si la
valeur optimale de la fonction objective 6 est nulle dans le probleme de la programmation

linéaire entier mixte suivant :

p
max 6 = > i,
=1

(P(z)) CX — I = CX*,
5 C{ X € D;1); sont des variables réeles > 0, Vi

(4.1)

Ot C est la matrice m x n, C%, i = 1,..., p est la ™ ligne, I la matrice d’identité p x p

et v = (¢;)i=1,.., p.
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Coupe de type I:

Soit Dy, la région réalisable courante a l'iteration k.
o X}, est 'une des solutions optimales entieres du probleme (Py) obtenu dans Dy,
o By est la base associée avec la solution xy,
¢ ay; est le vecteur activité de zy; selon la région courante Dy,
o Iy = {j/ le vecteur a; est une colnne de la base By,} (indices de variables de
base),
o Nj, = {j/ le vecteur a;; est une colnne de la base By,} (indices de variables hors
base),
© Yig = Wris) = (Br) " an;-
Définition 4.2.2. Soit j, € N;. Une aréte Ej; incidente a la solution zj est définie
comme |’ensemble

T; = Tk j — OkYriz,, pour i € I
Ej =1 (z:) € D/ 1, = O
o =0 pour tout a € N\ {ji}

Tk . .. . 1 111 . .. 1
Ve Yr,ij, > 0}, Oj; est entier positif et 0, X yy,j, sont des entiers

Ou 0 < 0j; < min{
i€ Iy

pour tout ¢ € I} si tel valeurs entieres existent.

Théoréme 4.2.3. soit x; une solution du probleme (Py). Toutes les solutions réalisables

du probleme (P,) alterne a x; sur laréte Ej; de la région D (ou la région tronquée

D;) émanant d’elle dans la direction du vecteur a;j,, ji se situe dans le demi espace

Z Ij<1.

jeNi\{j}
4.2.2 L’algorithme

Dans cet algorithme, un ensemble noté Sol.ss est construit. Il contient toutes les
solutions efficaces rencontrées lors de 'optimisation du critere w.
Etape 1
La premiere étape consiste a résoudre le probleme

max w = dx
(PR){ sc xeD
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La solution obtenue X™* est testée pour l'efficacité en résolvant le sous-programme men-

tionné dans le théoréeme 4.2.2.

o Si X* est efficace , alors la procédure prend fin et X* est une solution optimale de
P.

¢ Sinon, aller a I'étape 2.

Etape 2 soit k = 0; poser H® = D et résoudre le probleme (PY) défini par
p
(P?) max Z = J; NiZi(x)

s.c x € HY
soit X, une solution optimale du probleme (P}) , selon la condition nécessaire d’efficacité
ci-dessus, X est une solution efficace du probleme (P(D)). Faire
Solepr = Solerr U{xo}, Xopt = Xo et wope = dxg. Aller a 'étape 3.
Etape3 Faire k =k + 1.
Résoudre le probleme suivant :
max Zy(x) = i)\iZi(ac)

(P})
s.cx € DF

Ou D* = H*N{z € D/dx > dxop + 1} et
v € D/ Zi(x) > (Zi(Xopt) + 1)y — Mi(1 —yf); (%)
1=1,...p

H*=H"'nq¢
Yy =Ly €0l i=12.,p ()
j=1

Ou —M; est une borne inférieure de la "¢ fonction objectif dans le domaine de S. A

chaque critére Z;, nous associons une variable binaire y¥ définie par:

r_ J 1 silecritere Z; est strictement amélioré par rapport a Z;(Xop),
Yi 0 sinon.

Dans le cas ou y¥ = 0, (%) donne Z;j(x) > —M;, ol —M; est une borne inférieure du
critere Z; (cette contrainte n’est pas restrictive). La contrainte veut dire qu’au moins un
des criteres est amélioré. L’ajout de la contrainte dz > dx,, + 1 nous permet de nous

déplacer vers une autre solution meilleure sur w s’il en existe.

o SiD¥ = (), aller & I’étape 6.
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o By est la base associée avec la solution xy,

o Sinon, soit x;, une solution optimale de (P}).

o Si zy, est efficace, alors Solesr = Solepr U{ar}, Xopt = Xp, Wopr = dXop et aller a

I’étape 3.

¢ Sinon aller a 1’étape 4.
Etape 4 On explore toutes les arétes Ej;, incidente a X. Soit J, = {j € Ni/ Z) j—c; = 0}.

o Si Jy # 0 alors soit v = J, et aller & 1’étape 4.1.

¢ Sinon aller a I’étape 5.
4.1 Si v = () alors, soit ji € Ji et aller & ’étape 6. Sinon sélectionner j; € J; et calculer
0%y, la partie entiere de min{%/yk,ijk > 0}

o H?k = 0, alors il n’existe aucune solution entiere sur 'aréte Ej; poser v = v/{ji et

aller a la sous étape 4.1

o Sinon, si 0, > 1, aller a la sous étape 4.2
4.2 Sur laréte Ej;, chercher une solution entiere de (P¥) correspondant & § commengant
de 6 =1 jusqu’a Q?k ( 6 est un entier positif) et tester pour l'efficacité.
Si une solution efficace entiere est rencontrée, soit, X;, et si elle est telle que dX' > wyy,
poser Solesr = Solerr U{X}}, Xopt = X}, et wye = dX}; aller a I'étape 3. S'il n’existe
aucune solution efficace entiere sur cette aréte poser v = v/{ji} et aller a la sous étape
4.1.
Etape 5 Soit £ = k + 1. La nouvelle région tronquée est D*, obtenue comme un sous
ensemble de D¥! (ou D, si k = 1) en appliquant une coupe de type I et en utilisant la
méthode dual simplexe et des coupes de Gomory si nécessaire pour obtenir une nouvelle
solution optimale Xj. Si cette solution est efficace ( faire le teste) et dXy > wpp, faire
Solepr = Solerr U{Xi}, Xopt = Xk, Wopr = dXope. Aller a I'étape 4.
Etape 6 (étape finale) la solution optimale est donc X, et la valeur du critere corres-

pondant est w,,. La liste des solutions efficaces parcourues améliorant w est Solyy.
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4.2.3 Exemple

Considérons le probleme MOILP suivant :

( "max” Z, =1 — 31
7 max” Z2 =x + 31’2
s.c T+ 229 <8
<M) 233'1 + X2 < 7
T — 21’2 S 1
r1, x9 €N

Le probleme principal est

maxw = —3x; — 229
(P) { s.c x1,T9 €EF

On prend les bornes inférieures des deux fonctions objectifs —M; = —12, — My = 0 et
A = % et Ay = % les poids de la somme pondérée Z, = %Zl + %Zg = z1 dans le probleme
(7).

Etape 1 w < 0, donc la solution optimale du probleme relaxé (Pg) est (0,0) qui n’est pas
efficace.

Etape 2 Posons k = 0, H° = D et cherchons une premiere solution efficace en résolvant

le probleme

0 max Zy = I
(PX) { s.c (wy,m9) € HC

F1G. 4.3 — Région d’admissibilité H"
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Xo = (3,1)" est une solution optimale pour ce probleme. Elle est efficace (d’apres le
teste) et on la considere comme premiere solution efficace;le vecteur des criteres non
dominés correspondant est (0,6) posons Solerr = {(3,1)'}, Xope = (3,1)" et wpp = —11
(voir Fig 4.3)

Etape 3 Soit &k = k + 1 et formulons le probleme (P)) augmenté par 1'addition des
contraintes Z;(x) > (Z;(Xopt) + Dyi ™t — M;(1 — y});i = 1,2
et iyi > 1y {01} =12

Pour i =1, on a:

Zi(@) > (Z1(Xop) + Dyi — Mi(1 - yy)
21 =32 > (0+ L)y; — 12(1 — y1)
T — 319 > —12 + 13yl

d’ou

—71 + 339 + 13y; < 12 (4.2)

Pour ¢+ =2, on a:

Zo(x) > (Zo(Xopt) + 1)yy — Ma(1 — )

21+ 32 > (6 + L)yy — 0(1 — y3)

d’ou

—1 + 3wy + Tys <0 (4.3)

Ainsi que la contrainte :

—3r1 + 229 > —11+1 (4.4)

La figure 4.4 montre le domaine limité par les équations 4.2, 4.3 et 4.4 avec, y; = yo = 1.
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Considérons le nouveau probleme

( —x1 + 3w + 13y} < 12
—X1 —|—3I2 + 7yf S 0
yi +yi > 1
H'=H°N{ ze€D/ yl <1
yi <1
yi €N
\ y? €N
On a
max JZ, =
(PH{ scc  (xy,00) € H

—3r1 — 229 > —11+1

\

La solution du probleme est X; = (2,2)’ qui est efficace et le vecteur non dominé corres-

pondant est (-4,8)’.

Comme X est efficace et dX; > wyp, on pose Solepr = Solerr U{(2,2)'}, Xop = (2,2)" et

Wopt = Xm = —10.

I+ =10
3+ -
-
'\‘\ X -3x =1
X .0
x_+3:=2=7
0 ™ T T T T 1 X

F1G. 4.4 — La région réduite H* U {(0,1)'}

Etape 4 Soit K = k + 1: le probleme suivant a résoudre est :

max J, =
(PH{ s.c s€ H?
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—x1 + 329 —|—9y% <12

—x1+ 312+ 92 <0
H>=H'Nn{ ze€D/ v +ys > 1
Yis < 1

yi.ys €N

Nous avons X’ = (1,0)’, qui est efficace. Nous avons dX’ > wey, on pose X, = (1,0) et
Wept = dX' = —=3.

Remarque 4.2.3.1. La solution X, = (1,0)" n’est pas unique ; on peut trouver en premier
lieu la solution X = (1,3)" puis on explorant une aréte incidente a cette solution, on
revient a X} = (1,0)’ qui est efficace.

Etape 5: K = 3 on résout le nouveau probleme:

max J =
(P s.c a1, 1€ H?
—3[L’1 — 21’2 Z -3 + 1

—X1 =+ 31’2 =+ 14y% S 12
—11 + 31y + 2y5 <0
H)*=H*N{ z€D/ v +ys > 1
yiys <1
yiys €N
Le probleme devient impossible i.e. la partie restante notée D’ (voir Fig 4.5) ne contient au-
cun entier. Par conséquent la procédure prend fin avec X,,; = (1,0)" solution du probleme

P et wep = —3.
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%

Ix +2x =2 O
. \ f‘\ x :’:x _2,

= T T 1 X
0 \; — 4 5 g !

0\

x__-3:1=2

F1G. 4.5 — La région réduite D' N Z? = ()
4.3 Comparaison des deux méthodes

Dans sa méthode Jesus M jorge procede comme suit dans I’étape 1 ’algorithme teste
I'efficacité de la solution x;, terminant, s’il trouve qu’elle est efficace, ou en obtenant
dans I’étape 2 une solution efficace 2! tel que son vecteur critere domine Cz!. Les deux
procédures peuvent étre effectivement faite en résolvant le probleme mixte suivant, inspiré

par le test donné [13]:
max{es/ Cx — Is = Cz', 2 € S, s > 0} (EK ("))

Si la valeur optimale de EK (z!) est 0, alors 2! € E. Sinon, chaque solution optimale 2!
de EK (z') est prouvée étre une solution efficace de M et son vecteur critere domine C'z!
ie Cz! > Cz'. Dans I'étape 2, dans le but de trouver une solution de P dans l’espace de

décision, nous devons résoudre le probleme:
max{vr/ Cx = Ci'.x € F} (Ty)

Pour ce probleme, au moins une solution initiale existe, qui est 2! et qui doit étre optimale.

Dans I’étape 3 on donne une nouvelle solution non générée précédemment et non dominée
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par aucune des solutions efficaces trouvées et ceci grace a la résolution du probleme:

I
R, = max{vx/x € F — U Ds}.

s=1

Vu la difficulté du probleme R; un probleme équivalent est donné qui est:
R, = max{vz/ Cx > diag(Cz*+e)(y*)+diag(F)(e—y®),ey* > 1,z € S,y* € B¥ s € {1,....,I}}

Ou diag(.) est une matrice diagonale. F' est un vecteur ou chaque composante F;(i =
1,....,k) est une borne inférieure de la "¢ fonction objective du probleme M. En pratique,
F; est pris comme la valeur optimale du probléme linéaire min C;z/ Az < b, x > 0 Ou C;
est la 1“¢ ligne de C. Par contre la méthode de Chaabane procede comme suit:

On part d’une solution efficace X, obtenue en résolvant le probleme (P)) si elle existe.

p
max Z)\ = )\ka T

(79) 2 M Al)
s.c x€D.

En initialisant w,,: a la valeur du critere principal en cette solution efficace (X, = Xo)

puis, pour £ > 1 on résout itérativement des problemes du type:

P
max 2, = M Zp(x

(P5) & M)
s.c x € DF.

Ou \; > 0 pour tout i € {1,2,....,p} et D¥ est une nouvelle région d’admissibilité réduite

définie par:
k—1
Dk = (D/(U AV)) m D-Xopt
v=0

Avec A, = {z € Z") Cx < Cuz,}; Xo, Xi,...., X1 sont des solutions efficaces du
probleme (P(D)) obtenues en résolvant les problemes (PY), (PY),..., (P¥™') respective-
ment, et Dy, , = {x € D/dx < dX,y}. Les solutions des problemes (FPY),v = {0,...., k—1}
sont testées pour l'efficacité ; si une solution est trouvée non efficace, on procede a I’'explo-
ration des arétes incidentes a cette solution. Une fois q’'une solution efficace est trouvée, on
élimine toutes les solutions moins bonnes sur le critere principal en résolvant un nouveau
probleme (PY) défini sur la nouvelle région réduite S*. Si aucune solution efficace n’est

trouvée sur les arétes incidentes, on choisit une aréte contenant le plus grand nombre
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possible de solutions admissibles et on la coupe de la région courante en utilisant une

coupe de type I. La région d’admissibilité est réduite d’une itération a une autre jusqu’a

ce que le domaine réduit devienne vide.



Conclusion et perspectives

Dans la vie quotidienne toute action que nous entreprenons nécessite une réflexion
particuliere dans le bute de déterminer une stratégie qui consiste en la détermination
de tous les parametres possibles la décrivant et de prévoir le ou les objectifs a optimi-
ser. En général, il y a toujours plusieurs objectifs a vouloir atteindre et a maximiser
simultanément ce qui est impossible d’ou 'idée de solution de compromis qui est propre
aux problemes d’optimisation multi-objectifs. L’optimisation multi-objectifs n’a pas en-
core fait toutes ses preuves que se soit du point de vue Applications ou du point de vue
théorique et recherche, de sorte que beaucoup de pistes de recherche sont encore ouvertes
et les champs d’applications sont tres fertiles et ne demandent qu’a étre exploités. Dans
certaines situations le décideur préféere optimiser un critere tout a fait different des autres
criteres du probleme multi-objectif et ce sur 'ensemble des solutions efficaces de ce der-
nier. C’est ce qu’on appelle l'optimisation sur I’ensemble des solutions efficaces et c’est
sur cette classe de problemes, notée par P, que nous avons axé notre travail. Dans ce
mémoire, on a procédé de la maniere suivante : d’abord rappeler les notions de bases de
la programmation linéaire continue et en nombres entiers, puis le cadre général de notre
travail qu’est la programmation multi-objectifs o1, nous avons donnée la terminologie et
quelques notions de bases, ainsi que la caractérisation de I’ensemble des solutions effi-
caces. Dans le troisieme chapitre nous avons fait une synthese de quelques méthodes de
résolution du probleme P dans le cas continu et discret. Et en dernier lieu nous avons
comparé d’une maniere qualitative deux méthodes les plus récentes pour la résolution du
probleme P dans le cas discret. La premiere méthode chronologiquement parlant, c’est
celle de CHAABANE ou il est montré que le probleme principal P est résolu itérativement

en cherchant des solutions des problemes a contraintes dans la direction de la fonction ob-

64
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jectif principale w, en utilisant des procédures de la programmation linéaire en nombres
entiers sans pour autant énumérer toutes les solutions efficaces. La deuxieme méthode
celle de J M Jorge qui procede presque de la méme maniere que celle de CHAABANE a
quelques différences prés que nous avons abordés dans le chapitre quatre.

La question reste ouverte et en perspectives, nous souhaiterons qu’a l'avenir, sera
réalisée une étude beaucoup plus poussée de ces méthodes ou il y’aura en plus une étude
quantitative et expérimentale pour déterminer la méthode la plus performante, et méme
trouver une autre méthode pour le probleme P. La méme chose est souhaitable pour les
méthodes étudiées dans le chapitre trois. Aussi on souhaite a I'avenir étudier le probleme
de l'optimisation d’un critere linéaire sur ’ensemble des solutions efficaces d’un probleme

multi-objectifs non linéaire.
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Reéesume

Dans le cadre de l'optimisation vectorielle post-optimale, nous nous sommes parti-
culierement intéressés a I'état de ’art de I'optimisation d'une fonction linéaire sur 1’en-
semble des solutions d'un probleme multi-objectifs E ff dites efficaces. Notre premier
objectif fut le rappel des notions fondamentales sur la programmation linéaire conti-
nue, discrete et a objectifs multiples en passant en revue l'important de la littérature
existante dans ce domaine. Ensuite, notre attention s’est focalisée sur la maitrise des
concepts de l'optimisation d'une fonction linéaire sur I’ensemble des solutions efficaces
Ef f en présentant les méthodes célebres existantes dans la littérature dues a Yamamoto,
Ecker-Song, Benson. Une étude qualitative sur les deux méthodes les plus récentes sur le
probleme de 'optimisation d’une fonction linéaire sur I’ensemble des solutions efficaces
d’un probleme de programmation multi objectif dans le cas entier dues a jesus M. Jorge
et Djamal Chaabane donnant ainsi beaucoup de perspectives quant au développement

d’autres approches de résolution de ce probleme réputé difficile.

Abstract

In the context of post-optimale vector optimization, we are particularly interested
in the state of the art of optimizing a linear function over the set of solutions of a
multi-objective problem Ef f called efficient. Our first goal was a reminder of the basics
on continuous, discrete linear programming, and multiple objectives by reviewing the
important of literature in this field. Then our attention was focused on mastering the
concepts of optimizing a linear function over the set of solutions efficient F f f by presen-
ting the existing methods known in the literature due to Yamamoto, Ecker-Song, Benson.
A qualitative study on the two newest methods on the problem of optimizing a linear
function over the efficient solutions of a problem of multi-objective programming in the
world where due to jesus M JORRGE and Djamal CHAABANE giving many opportuni-

ties for the development of alternative approaches to solving this problem Known difficult.





