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Introduction

Dans ce travail on présente des résultats sur la controlabilité de quelques systémes
d’équations aux derivées partielles paraboliques, notamment le systéme de réaction-diffusion.
Tout au long de ce mémoire, Q C RY dénotera un ouvert borné, O C Q le domaine de
controle, T" un nombre strictement positif qui représente le temps final de ’évolution et
1o la fonction caractéristique de 'ouvert O. On rappelle les définitions de controlabilité
qui seront utilisées dans la suite :

e On dit qu'un probléme parabolique général de controle est controlable a zéro au
temps T' > 0 si, pour toute condition initiale 1°, on peut trouver une fonction controle v
telle que 1’état associé est amené a zéro a I'instant 7T'.

e Pour des systémes nonlinéaires il ne sera pas toujours possible de déduire des ré-
sultats de controlabilité (globale) a zéro. Il est donc habituel d’introduire le concept de
controélabilité locale & zéro au temps 1" qui consiste, sous 'hypothése supplémentaire que
¥ soit suffisament petit, & amener le systéme & zéro a l'instant 7.

e Une question aussi trés intéressante est la controlabilité exacte aux trajectoires des
mémes systémes; c’est & dire, étant donnée une solution non controlée de notre systéme,
est-il possible d’amener, & 1’aide d’un controéle, la solution du systéme controlé a cette
trajectoire a I'instant 7. De plus, cette derniere question semble étre le probleme le plus
naturel & considérer.

Dans ce mémoire, on montrera de nouveaux résultats de controlabilité a zéro et la
controlabilité aux trajectoires des systémes nonlinéaires, aprés avoir établi des résultats
de controélabilité a zéro appropriés pour des systémes linéarisés associés.

Beaucoup de progrés ont été faits ces derniéres années dans le cadre de la controélabilité
des équations paraboliques. Dans un premier temps, tant que les conditions aux limites
sont de type Dirichlet, la contrélabilité a zéro du systéme

yy— Ay =wvlp dans Q= x (0,7),
y=0 sur X =00x(0,7), (1)
y(0) =4° dans

a été démontrée, d’une part par G. Lebeau et L. Robbiano et d’autre part par A. V. Fursi-
kov et O. Yu. Imanuvilov en utilisant une méthode qui peut s’adapter a des systémes assez
generaux reposant sur des inégalités de Carleman globales. Ce type d’inégalités constitue
une estimation trés importante du point de vue de la controlabilité. Plus précisément, les
inégalités globales de Carleman impliquent en particulier 'observabilité pour le probléme
adjoint associé au probléme de controle linéaire et il est bien connu que 'observabilité du
probléme adjoint entraine la controlabilité a zéro.

Dans [3], E. Zuazua résout pour la premiére fois la controlabilité d’un systéme nonli-
néaire, a I’aide d’'un argument de point fixe. Depuis, des avancées fructueuses ont été faites
dans ce domaine. Un exemple est le travail de C. Fabre, J.P. Puel et E. Zuazua dans [1],
qui démontrent la controlabilité approchée du systéme de réaction-diffusion nonlinéaire
(1).

Dans [4], E. Fernandez-Cara et E. Zuazua ont étudié la controlabilité a zéro de systémes
nonlinéaires avec nonlinéarités "explosives". En fait, pour des f satisfaisant

lim 3f<—8) =0, (2)
Isl=c0 s logz (1 + |s|)
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ils démontrent que le systéme

v — Ay + f(y) =vlp dans Q,
y=20 sur X, (3)
y(0) = ¢ dans €,

est controlable & zéro.

Trés récemment et comme application du travail [5], A. Doubova et al. ont étendu
dans [7] ce résultat a des nonlinéarités qui dépendent de 'état et du gradient de 1'état. Ils
ont déduit la controlabilité & zéro du systéme

y— Ay + F(y, Vy) =vlo dans Q,
y=0 sur X, (4)
y(0) =9° dans €,

pourvu que la dérivée de F'(s;p) par rapport a la premiére variable (resp. aux N derniéres
variables) soit strictement majoré a l'infini par log%(l +|s|+[p|) (resp. log%(l + s+ [p]))-

Ensuite, la controlabilité de 1’équation de la chaleur avec conditions aux limites de
type Fourier (ou Robin) a été étudiée pour la premiere fois dans [15] ou les auteurs ont
résolu la controlabilité a zéro du systeme

Yy — Ay =vlp dans Q,
g—z +By=0 sur X, (5)
y(0) =4° dans Q,

pour des coéfficients 3 € C1(Z).

Nous donnons maintenant un apergu du contenu des chapitres.

Le premier chapitre concerne quelques rappels sur I'optimisation convexe, probléme
d’évolution parabolique et les théorémes des points fixes.

Le deuxiéme chapitre est consacré a I’étude de la controlabilité a zéro de 1’équation
linéaire de la chaleur.

Enfin, le troisiéme chapitre est consacré a I’étude de la controlabilité a zéro du systéme
réaction-diffusion linéaire et semi-linéaire avec condition au bord de type Dirichlet et la
controlabilité a zéro du systéme réaction-diffusion linéaire avec condition au bord de type
Fourier, ainsi, la controlabilité exacte aux trajectoires du systéme réaction-diffusion semi-
linéaire avec condition au bord de type Fourier.



Chapitre 1

Quelques rappels

1.1 Rappel d’optimisation convexe :

1.1.1 Quelques définitions

Donnons d’bord les définitions de fonctions convexes et de fonctions semi-continues
inférieurement.

Définition 1.1.1 (Fonction conveze)
Soit J: KCX — R, ouX estun espace vectoriel
J est dite convexe, si K est conveze et si :
Ve,ye K,V e [0,1]: J(te+ (1 —t)y) <tJ(z)+ (1 —1t)J(y)
Elle est dite strictement convexe si K est conveze et si :
Ve,ye K etow £y Vtelo,1]: J(tx+ (1 —t)y) <tJ(x)+ (1 —1)J(y).

Définition 1.1.2 (Fonction semi-continue inférieurement)

Soit X un espace topologique et J : X — |—o0, +00]

J est dite semi-continue inférieurement (s.c.i) si :

Ve € X et Ve > 0,3V, voisinage de x tels que :

vy eV, J(z) —e< J(y)

On a:J (s.c.i) au point a <= J(a) = ligjnﬂiglf(](m).

On a ’équivalence entre :

- J est (s.c.i)

- VAeR {zeR:J(x) <A} est fermé

- Epig J={(z,\) e R: J(z) < A} est fermé

- st x, — x alors J(x) < lérgiifj(x")

Désormais, X sera un espace de Hilbert et X,; est sous ensemble non vide de X.

En théorie du controle X,; est 'espace des controles admissibles.

J etant une fonctionnelle sur X, on considére le probléme :

Trouver, z* € X, / J(2*) = @ = min J(x).

z€Xq4q
Théoréme 1.1.1 Soit X,y C X, fermé, convexe. Si J est (s.c.i), conveze et coercive
i.e (lim J(x) = 4+00)
llz[|—+o0
alors : Jx* € Xoq /| J(2*) = a=min J(z), si J est strictement convexe alors x*est

.’IJEXad
unique.
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Preuve. Soit (z,) une suite minimisante de X,4 i.e J(z,) — inf J(z).Comme J est
z€X a4

coercive, (x,) est bornée, donc on peut extraire de (x,) une sous suite (x,) telle que :
x, — w faiblement, X, est faiblement fermé, car il est convexe et fermé, donc w € X4

J est faiblement s.c.i car elle est convexe et s.c.i donc :

liminfJ(z,) > J(w),

H—+00

d’ou inf J(x) > J(w), on conclut que inf J(z) = J(w).

IEXad IEGXad
L’unicité (dans le cas ou J est strictement convexe)

Soit y*une autre solution, alors on a :

tr* + (1 —t)y* € Xaa , Vt€]0,1]

J(tz"+ (1 =t)y) <tJ(2*) + (1 =1)J(y") < J(y")
d'ou  J(tx* + (1 —t)y*) < J(y*)

c’est absurde, donc z* = y* m

1.1.2 Caractérisation de ’optimum

On suppose que les hypothéses précédentes sont vérifiées et de plus que J est différen-
tiable alors 'unique elément x*est caractérisé par :

J (@) (x—12") >0 Vo € Xog (1.1)
Ona: J(te+ (1—t)z*) > J(z*) Vt € [0,1]
Donc : J(xwt(m;x*)_‘](ﬂ) >0 vVt €]0,1]

a la limite qand ¢ tend vers zéro on obtient notre inégalité(1.1).
Réciproquement :

Puisque J est convexe on a: Vr,y € X,q et Vte (0,1)
J(1=t)y+tx) < (1—1t)J(y)+tJ(x) donc

J(y+t(w;y)*J(y) < J(z) = J(y)

en passant a la limite on obtient

S —y) < J(x) = J(y)

pour y = z* on obtient 0 < J'(a*)(z — 2*) < J(x) — J(a*).

En particulier si X,4 est un sous espace on a : J'(z*) = 0.

1.2 Problémes d’évolutions paraboliques

1.2.1 Formulation du probléme (P)
Données spaciales.

On se donne un couple d’espaces de Hilbert réels V, H séparables; on note :
((,)) le produit scalaire, ||| la norme de V'
{ (,) le produit scalaire, || la norme de H.
On suppose que V est dense dans H et 'on identifie H et son dual H’'. Si V' désigne
le dual de V' (de norme ||||,), on a

Ve H<V, (1.2)

chaque espace étant dense dans le suivant.
On note W (V') Vespace W(0, T3V, V') = {u € L0, T3 V) : o' € LX(0,T; V')}.



Chapitre 1. Quelques rappels 7

On a
W (V) — C°([0,T]; H) (1.3)

La forme bilinéaire a(t;u,v),t €[0,77].

Pour chaque ¢ € [0,7], on se donne une forme bilinéaire continue sur V' x V et l'on
fait I’hypothése :

pour tout u,v la fonction t — a(t;u,v) est mesurable et il existe
une constante M = M(T) > 0 telle que (1.4)
la(t;u,v)| < M ||| ||v]|, pour tout u,v € V.

Il en résulte que, pour chaque t € [0, 7], la forme bilinéaire a(t; u,v) définit un opéra-
teur A(t) linéaire continue de V' — V", par

(A, v)yy = alt,u,v)  Yu,v €V (1.5)
De la séparabilite de 1'espace V' et de 'hypothéese (1.4), on déduit que Popérateur A(.) :

t — A(t) est linéaire continu de L?(0,T; V) dans L?*(0,T;V").
On fait 'hypothése de coercivité sur V' par rapport & H suivante

(1.6)

il existe \, o constantes, o > 0 telle que
a(t;u,u) + Mu)® > allul|*, Vte0,T], YuelV.

Enfin, on désigne par D(A(t)) 'espace

D(A(t)) = { ue Viv = altiv,v) } (1.7)

est continue sur V' pour la topologie de H
C’est le domaine de A(t) dans H.
Exemple de formes bilinéaires a(t;u,v).
Soit 2 un ouvert de R", de frontiére I supposée suffisament réguliére.
Exemple 1.2.1 On prend V = H}(Q); H = L*(Q).
a(t;u,v) = a(u,v) = (Vu, Vv)r2q), Yu,v e V. (1.8)

Alors, (1.2),....(1.7) ont lieu (avec A = 0 dans (1.6));
u € D(A(t)) équivalent a

u € Hy(Q), Au € L*(Q) (1.9)
ce qui équivaut aussi a
D(A(t)) = Hy(Q) N H*(Q). (1.10)
On note encore (—A) Popérateur A(t) = A € L(V, V).

Exemple 1.2.2 On prend pour V' un sous espace fermé de H(S2), avec
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H}(Q) =V — HYQ) et H=L*Q).
On pose @ = 2 x 10,7 et

ou 0
a(t;u,v) = Z a,j(a:,t)—u—vdx—l—/ao(x,t)uvda: (1.11)
ij=1 dz; 0 Q
avec les hypothéses suivantes :
aij, a0 € L¥(Q), i,j =1 n, (1.12)

n

z 2
;L,; aij(z,1)€,6; > a; 19 (1.13)

a >0, ¢, € R p.pdans Q.
Alors, pour \ assez grand et p.p t € (0,7") on a pour tout u € H() :

a(t;u,v) + Xul> > a||ul)?, Vu € H(Q). (1.14)

Posons p.p t € (0,7)
Alt)u = — — | aij(z,t)=—u ) + (1.15)
U Iz, ai; (T, xju aopl .

u € D(A(t)) équivaut a

i) wueV, A(t)ue H=L*Q)

ii) /A(t)uvdx = a(t;u,v), YvelV. (1.16)
Q
Pour interpréter (1.16) ii), on peut écrire la formule de Green
ou
A Juvdr = — wdo + a(t; u,v) (1.17)
M)
ou 9
U n U
= i i 1.18
Ty aja% cos(n, x;) (1.18)

avec cos(n,z;) = 1°"¢ cosinus directeur de la normale extérieure n a I'; do élément

d’aire de I'.

Le probléme exact.
Si X est un espace de Banach, on note LP(X) l'espace LP(0,7;X), 1 <p < 4o0.
On se donne dans le cadre (1.2) :

ug € H, f € L*0,T;V"), (1.19)

et I’on pose le :
Probléme (P).
Trouver u vérifiant
ue W(V), (1.20)
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{ 4 (u(.),v) +alsul.),v) = (f(),0) (1.21)

au sens de D'(]0,T[) pour tout v € V
u(0) = ug (1.22)

i) D’aprés (1.2), la condition (1.22) a un sens.
ii) On note que

d d
%(u(),v) = <Eu(),v> YoeV (1.23)
Reduction préliminaire.
Si 'on pose u = wer, w vérifie
d
(d—zf(-% v) +al;w(.),v) + k(w(.),v) = (e f(),v) (1.24)
w(0) = wug (1.25)

Si bien que quitte a changer u en ue** et a faire un choix de k, on peut supposer que
(1.6) a lieu avec A = 0.
Dans la suite, nous ferons donc I’hypothése :

a(t;u,u) > allul}, weV. (1.26)

Remarquons qu’il est intéressant d"écrire I’équation (1.21) sous la forme vectorielle :

%u() + A()u() = £() au sens de L*(V'). (1.27)

1.2.2 L’existence et ’unicité de la solution du probléme (P).

Théoréme 1.2.1 (J.L.Lions)
On suppose V, H donnés vérifiant (1.2) et a(t;u,v) vérifiant (1.4), (1.26), ug, f donnés
vérifiant (1.19), il éxiste une unique solution u du probléme (P), telle que
we L*0,T;V)NC[0,T]; H) et % e L*0,T;V")

Preuve. L’unicité de la solution. Soit u;,us deux solutions distinctes du probléme
(P), alors w = uy — uy vérifie w € W(V) et

dw v a\.;wi.),v) =
{ (dt ()7 )w—f_(o)(; 0(. )7 ) 0 (1.28)

Alors en remplacent v par w(t) dans (1.28) et en intégrant de 0 a ¢

1 t
5 lw(t)|” + / a(s;w(s),w(s))ds =0 (1.29)
0
et comme (1.26) a lieu, on a
1
5 lw(t)]* <0 = w(t) =0 pour tout t € [0,7]. (1.30)

L’existence de la solution. Comme V est séparable, alors il existe un ensemble
dénombrable qui est dense dans V. On peut alors trouver une base wy, ws, ...., W,,, ...dans
V' dans le sens suivant :
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Ym, wy, wa, ...., W, sont linéairement indépendants et ’ensemble des combinaisons Z §wj,
jel
§; € Ret I fini, est dense dans V' .
On va définir une solution approchée du probléme (P) par

U () =D Gim (s, (1.31)
i=1
ou les g;,, sont choisis tels que
(Gt 0) + aliun()wp) = (FQwy), 1<j<m, (1.32)
et
Um (0) = uom = ifimwi, iﬁimwi — up dans H quand m — o0 (1.33)
=1 i=1

Le systeme (1.32), (1.33) est un systéme de m équations différentielles linéaires en g;,,(.)
de la forme

d
ng

m +An( )9 =F > 90(0) ={&0}

W, = (w;,w;), A,() = al;w;, w,),
9,() = {9}, Fn()={((0),w)}.

Puisque le dét W, # 0, le probleme (1.32), (1.33) admet une solution unique. On va
montrer quand m — 00, U, — u, u étant une solution du probléme (P). En multipliant
(1.32) par g;,(.) et en sommant sur j , on obtient

(%um('),um(-)) +alsum() um(.) = (F(), um(.)

qui est,
1d

5@ |um()|2 + a(.;um(.), Um<)> = (f()>um())

ou en utilisant (1.26),

\um<T>\2+2a/0 lam (B2 < Juagm]? +2 / (F(1), um (1)) dt

IN

T
g+ 2 / 1)l T ()]
0

IN

T 1 T
tom]? + 0 / e (O dt + - / £ (), dt.
0 a Jo

Finalement (puisque |ug,| < ¢|ug|, (1.33)),

[ o< e (b [ 1ol ar). (134

Par conséquent u,,(.) est une suite bornée dans L?(0,T; V) et on peut extraire une sous
suite u, telle que
u, — z faiblement dans L*(0,T;V). (1.35)
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Soit j fixé arbitrairement et p > j . Alors (1.32) est valable avec m = p. En multipliant
les deux membres de (1.32) par ¢ ou

e C0,T], () =0, (1.36)

et on intégre sur (0,7"). En posant ¢; = pwj, nOUS avons

| = () 550) + altsun 0. e, e = [ (70).05(0) dt+ (0,5(0) - (137)

En vertu de (1.35), on peut passer a limite dans (1.37). On obtient alors,

/0 [— (z, gog) + al(t; z, goj)} dt = /0 (f, goj) dt + (uo, goj(O)) ) (1.38)

Mais ce qui précede est vraie pour tout ¢ vérifiant (1.36). Par conséquent on peut prendre
¢ € D(]0,T]) et donc (1.38) donne

(). y) +alts 2(0), w,) = (F(0) ) (1.39)

ou les dérivées sont prises dans D’'(]0, 7).
Mais dans (1.39) j est arbitraire et puisque ’ensemble des combinaisons linéaires finies
des w; est dense dans V. On déduit

dz

Az =f (1.40)

dans D'(0,T;V").
Donc,

% — f— A(t)z € LX0,T; V")

et par conséquent z € W (V). Cela nous permet d’intégrer par parties en ¢. Puis en tenant
compte de (1.40) on obtient

(2(0),w;) (0) = (ug, w;) p(0)  Vj, Ve.

Donc, (2(0),w;) = (up, w;) Vj et par conséquent on a z(0) = ug. D’oll z est une solution
du probléme (P). On peut alors remplacer (1.35) par

U, — u faiblement dans L*(0,T;V) (1.41)

L’estimation (1.34) nous donne

[ twoia < (ol + [ 1@l ) (1.42)

De plus, puisque % = f — A(t)u, on a avec (1.42) I'estimation
2

T
| <0 (Il + [ st ar).
L2(0,T;V") 0

Ce qui achéve la preuve du théoréme. m
Application.

du
dt
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Exemple 1.2.3 H = L?(Q) V = H}Q)

a(t;u,v) = /Vu.Vvdx
Q

On obtient ainsi une solution faible u du probléme

%_?—Au:f dansQZQX(07T)7
uw=20 sur X,
u(0) = ug dans €,

tels que v € L*(0,T; H(Q)) N C°([0,T]; L*(Q2)), ot la solution est donnée par
t
u(t) = S(t)ug + / St —7)f(r)dr
0

avec S(t)p = Ze”\it (@i @) 12() Pir 00 (Ni)ien est la suite des valeurs propres de —A

dans H}(Q) et (¢;)ien la suite de fonctions propres correspondante.

Exemple 1.2.4 H = [*(Q) V = H}(Q)

n ou Ov
a(t;u,v) = ijgl Qaij(zr,t)a—xia—%dl'%—/an(x,t)uvdx

avec les hypothéses suivantes :
Gij,ao - LOO(Q), Z,j = 1,n,

3 (o6 2 a3 Jef

a >0, & €eR p.op dans Q.

On obtient ainsi une solution faible u du probléme

n

D i(aij(x7t)387uj) +apu=f  dans Q=Qx (0,T),

ot £ ox;

ij=1
u=0 sur X,
u(0) = g dans €,

telle que w € L*(0,T; H}(2)) N CY([0,T]; L*()).

Exemple 1.2.5 H=1*Q) V=H(Q)

u ou Qv
tiu,v) = O ) Huvd
a(t; u,v) ijzzjl Qaj(x )axi o, x—i-/an(a: Juvdzx

avec les hypothéses suivantes :
a’ijyao € LOO(Q)7 Z7.] = 1,77,,

3 ay(e. )68 2 0 LI

a >0, & eR pop dans Q.
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On obtient ainst une solution faible u du probléme

n

%_ 3 c‘% (aq(%ﬂ%) +agu=f dans Q = x(0,T),

ij=1
n
Ou_ _  Ou N —
iay = '21 ij g cos(n,x;) =0 sur X%,
)=
u(0) = ug dans Q

telle que v € L*(0,T; H(Q2)) N C°([0,T]; L*()).

1.3 Les théorémes du point fixe

1.3.1 Théorémes du point fixe classique.

Définition 1.3.1 Un point x d’un espace X est appelé un point fize d’une fonction f
X=X, s f(r)=x

Théoréme 1.3.1 (Théoréme du point fixe de Schauder)

Soit X un espace de Banach, M un sous ensemble convexe non vide de X, et f : M —
M une fonction continue. Si de plus

o M est fermé, borné et f est compacte

o

e M est compacte,

alors f admet un point fixe.

1.3.2 Théoréme du point fixe pour les fonctions multivoques.

Définition 1.3.2 (Fonction multivoque)

Pour un ensemble Y, on note par P(Y') l'ensemble des parties de Y.On appelle une
fonction multivoque ot multifonction de X dans Y toute fonction F de X dans P(Y').
On la note par F : X =Y .

Définition 1.3.3 (hemi-continuité d’une fonction multivoque)

Sotent X,Y des espaces de Banach, F' une multifonction de X dans Y. On dit que F
est hemi-continue superieurement (hemi-continue inférieurement) dans X si pour chaque

y €Y', Uapplication univoque x —— sup (y,y’) est semi-continue superieurement dans
yeF(z)
X (Capplication univoque x — sup (y,y’) est semi-continue inférieurement dans X )
yEF (x)
réspectivement.

Définition 1.3.4 (Point fixe d’une fonction multivoque)
Un point x de l’espace X est appelé un point fixe d’une multifonction F : X = X, si
x e F(x) .
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Théoréme 1.3.2 (Théoréme du point fire de Kakutani)

Soit X un espace de Banach et F' une multifonction de X dans lui méme qui satisfait
les hypothéses suivantes :

1. F(x) est un ensemble conveze fermé non vide de X pour tout x € X.

2. Il eziste un convexe compact non vide K C X tels que F(K) C K.

3. F' est hemi-continue superieurement dans X .

Alors F admet un point fize dans X.



Chapitre 2

Nulle contrdolabilité de I’équation de
la chaleur

On consideére le cas le plus simple celle de I’équation de la chaleur linéaire avec condi-
tions de Dirichlet au bord et un controle distribué :

y— Ay =vlp dans Q= Q x (0,7),
y=0 sur X =00 x (0,7, (2.1)
y(0) = ¢/° dans .

Ici Q est un ouvert borné de classe C?, O C ) est un sous ensemble ouvert non vide ,
1o est la fonction caractéristique de O, et T" est un temps positif donné.

On suppose que I'état initial yest donné dans L?(€2) on éssaye de trouvé un controle
v e L?(0 x (0,T)) tels que 'état associé y = y(t,x) posséde un comportement désiré au
temps t = T

Notre objectif dans cette section est d’analyser la propriété de controlabilité a zéro
du systeme (2.1). On dit que le systéme (2.1) est controlable & zéro au temps 7" si, pour
tout ¢ € L3(Q), il existe v € L2(O x (0,T)) tel que le systéme (2.1) admet une solution
y € L*(0,T; HY(Q)) N C°([0,T]; L*()) qui satisfait

y(T) =0 dans €. (2.2)

Il sera expliqué plus loin que la contrélabilité a zéro d’un systéme linéaire parabolique
est, grosso modo, I’équivalent de 'observabilité des Etats adjoints associé. Plus précisé-
ment, pour chaque ©° € L%(2), nous considérons le systéme adjoint :

—p,—Ap=0 dans @,
=0 sur Y, (2.3)
o(T) = ©° dans €.

Alors le systeme (2.1) est controlable & zéro avec des controles dans L2(O x (0,7)) si
et seulement s’il existe une constante C' tels que

[6(0)]2aq < C / / o dedt v € L(Q) (2.4)
Ox(0,T)

qui s’appelle I'inégalité d’observabilité.
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A Theure actuel, les outils les plus efficaces pour prouver des inégalités comme (2.4)
pour les systémes paraboliques sont les éstimations globales de Carleman. Elles ont la

forme
// plol? dedt < C’// plo|? dadt (2.5)
Qx(0,T) Ox(0,T)

ou p = p(z,t) est une fonction continue et strictement positive pour ¢t € (0, 7).

2.1 Nulle controlabilité et observabilité.

Prenons & nouveau le cas le pus simple de I’équation de la chaleur linéaire avec
conditions aux limites de Dirichlet et de controéle distribué :

y— Ay =vlp dans Q=Q x (0,7),
y=0 sur X =00 x (0,7, (2.6)
y(0) = 20 dans €.

Nous supposons que O CC € est un sous ensemble ouvert non vide (petit) et 7" un
temps positif. Dans ce que suit, n(x) le vecteur normal unitaire exterieur au point = € 0.

Nous supposons que 'état initial yYest donné dans L?(Q2), nous essayons de trouver
un controle v € L*(O x (0,T) tels que 1'état y = y(t, z) posséde un comportement désiré
a l'instant t =T

Rappelons que, dans ces hypothéses, le systéme (2.6) a une solution unique faible y
tels que y € L*(0,T; H3 () N C°([0,T]; L*(©2)) qui dépend continument de y%et v.

Notre objectif est de fournir des réponses aux questions suivantes.

Question 1 La nulle contrélabilité. Pour chaque y° peut-on trouver un contréle v €
L?(0 x (0,T) tels que y(T) = 0 dans Q ?

Cette question sera affirmative dans cette section. Pour terminer nous allons introduire,
pour chaque ¢° € L?(), le systéeme adjoint

—p, —Ap =0 dans Q,

=0 sur %, (2.7)
o(T) = p° dans €.

et nous allons essayer de répondre a la question suivante.

Question 2 L’inégalité d’observabilité. Pouvons nous trouver une constante C' > 0 tels
que, pour chaque ©° € L*(R2), la solution associée & (2.7) satisfait

e < C [ oot 2 29
Ox(0,T)

Une réponse affirmative a la question 2 implique une réponse affirmative & la question

C’est le résultat suivant :

Théoréme 2.1.1 L’inégalité d’observabilité (2.8) implique la controlabilité a zéro de (2.6).
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Preuve. On divise la démonstration en deux étapes. Premiérement on va construire une
suite de controle v, € L*(O x (0,T)) avec € > 0 qui prouve la controlabilité approchée de
(2.6).

Deuxiémement, on passe a la limite quand ¢ tend vers zéro et on conclut.

Etape 1 : Soit ¢ € L?(Q2) et € > 0 . On introduit la fonctionnelle J, avec

1
W =5 [ [ felduitt el + (000 O (29
2.) Joxwom

pour chaque ¢ € L?(2). Ici ¢ est la solution de (2.7) associée a 1'état initial ¢°. En
utilisant (2.8), il n’est pas difficile de vérifie que Jeest strictement convexe, continue, et

vérifie 'inégalité  liminf () > ¢ en effet, soit {£9} une suite dans L?(2) telle
HwOIILz(m—>+ooW lz2(q)

que
||('02HL2(Q) — +00. (2.10)

On note par {goj} la suite correspondante de solution de (2.7). On pose

0
N/ S SN & B (2.11)
Dol T (I
Pillr2() Pillr2()
On a @, est solution de (2.7) avec condition initiale normalisée g?)?. On a aussi,
J(¢9) H(‘O?”Lz(ﬁ) N R 0
e - // o[ drdt + ¢ + (&;(0).4°) 120y (2.12)
illL2(@) Ox(0,T)

On distingue les deux cas suivants :

Cas 1. liminf [ [, 1 ;] dedt > 0
Jj—+00 ’
. ~ |2

Cas 2. }lmfgffomm) ¢;| dzdt = 0.

Dans le premier cas, due a (2.10), le premier terme dans (2.12) tend vers +oo tandis
que les deux autres restent bornés. On en déduit que

Je(¢))

= +00
||<'09HL2(Q)

lim inf
pR—

Analysons maintenant le deuxiéme cas. On considére une sous suite (encore notée par
'indice j pour simplifier la notation) telle que

[ o
Ox(0,T)

Par extraction d’une sous suite on peut en déduire que

dadt — 0 quand j — +00. (2.13)

@7 — ¢ faiblement dans L*(12) (2.14)

Par conséquent
¢; — ¢ faiblement dans L*(0,T; Hy(S2)) (2.15)

otl { est la solution de (2.7) avec condition initiale ¢°. Selon (2.14) on déduit que

¢ =0 dans O x (0,7
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et, comme une conséquence de (2.5), que ¢ = 0. Par conséquent, si (2.13) est vérifiée,
nécessairement
gb? — (0 faiblement dans L*(92). (2.16)

D’ott on en déduit que
Je (Y
lim inf A > .

j_’+°°H909”L2(Q) B

Alors J, posséde un minimum unique ¢? € L?(Q) dont la solution associée est notée par
¢.. Maintenant on va introduire le controle v, = ¢ 1o, et on note y, la solution de (2.6)
associé a v..

Soit y;1’état final de la solution de (2.6) avec le contréle nul. On remarque que le cas
unique intéressant a étudier s’avere étre quand ||y || L2(@) > € puisque cela est équivalent

a (pg 7& 0. En effet, si Hy1HL2(Q) <eona

1
=3 [ [ toP et ey + )iz 2 0
0x(0,T)

pour tout ©° € L?(Q2), d’ou ¢? = 0.
e (£te?)
t

. o,
Inversement, si ¢? = 0 on a lim
t—0t

> 0, pour tout ¢° € L*(Q), cela nous donne

||y1||L2(Q) <€
Sous cette hypothése, nous pouvons dériver les J. en ¢? et obtenir une condition
nécéssaire pour J, pour atteindre un minimum au point ©?, cela est équivalent & :

0
J[ o dndt el M + (GO0 =0 (207
0x(0,T) |2 ||L2(Q)

pour tout ¢° € L*(Q).

On utilise ce qui précede et (2.8) pour ¢” = ¢, on obtient |[ve | 120 0.1)) < Ve 19°1] 22
ou C' est la constante d’observabilité du systeme (2.8) .

Puisque les systémes (2.6) et (2.7) sont en dualité, alors on a :

/ / e drdt = (5(T), ") 1z — (5 2(0)) 12y (2.18)
Ox(0,T)

qu’on va la combiner avec (2.17), on obtient

HyE(T)HLQ(Q) <€ (2.19)

Etape 2 : Puisque la suite {v.} est bornée dans L*(O x (0,7T)), alors elle admet
une sous suite qui converge faiblement vers un certain v € L*(O x (0,7)). En utilisant
I’éstimation parabolique on en déduit que, au moins pour une sous suite,

y. — y faiblement dans L*(0,T; Hy(Q)) N H'((0,T); H (%)), (2.20)

ou y est solution de (2.6) avec controle v. En particulier, ce qui donne la convergence
faible de {y.} (t € [0,T]) dans L*(2) donc nous avons y(7T) =0 . m



Chapitre 2. Nulle controlabilité de ’équation de la chaleur 19

Remarque 2.1.1 A ce stade, certaines observations doivent étre faites :

1. Nous avons prouvé que (2.8) implique la controlabilité & zéro avec un controle qui
satisfait

1Vl z2(0x 0,7y < Ve HCUOHLz(Q) (2.21)

ou C est la constante d’observabilité.
Inversement, si nous avons la controlabilité & zéro avec des controles v € L?(O x (0,T))

qui satisfont
10l L2ox 0y < Ve H?JOHL2(Q) (2.22)

pour une certaine constante C' > 0, alors (2.8) est vérifié avec la méme constante.
En effet, puisque les systémes (2.1) et (2.3) sont en dualité alors

// vpdrdt = (¢, y(T)) 1) = (£(0),5°) 12 g
Ox(0,T)

1
0 2, o) Wl

2. En raison de la linéarité, la controlabilité a zéro de (2.6) est équivalente a la
controlabilité exacte aux trajectoires (incontrdlées). D’autre part, (2.1) est contro-
lable & zéro si et seulement si, pour tout §° € L?(Q2), on peut trouver un contole
v e L} O x(0,7)) tel que y(T) = (T dans 2, o y est la solution de (2.1) associée
a v, et y satisfait

d’ou on déduit

g —Ay=0 dans Q= x(0,7),
7=0 sur X =00 x (0,7), (2.23)
7(0) = 3° dans .

3. La controlabilité de (2.1) par (I'intérieure) implique un résultat de controlabilité par
le bord pour le systéme :

—Ay=0 dans @Q=Qx(0,7),
y = vl sur X =002 x(0,7), (2.24)
y(0) = ¢ dans €,

ou I' est un ouvert non vide du bord. Pour démontrer cela, on agrandit 2 au voisinage
de T en un ouvert 2. On prend un petit ouvert OcQ \ Q a partir duquel on peut
controler la solution y du probléme sur Q. La restriction de § y a () est alors la solution
de (2.24) et la trace de y sur le bord I donne le controle cherché.

Dans ce qui suit, pour les raisons indiquées ci-dessus, nous allons nous pencher sur
la preuve de (2.8). Cela repose sur d’autres inégalités pour les solutions de (2.7) connues
sous le nom d’inégalité globales de Carleman. Notons qu’une inégalité globale de Carleman

générale a la forme
// p? |o|® dzdt < C// p? ol dzdt (2.25)
QX(O,T) OX(OvT)
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ou p = p(z,t) est une fonction poids continue et strictement positive. Pour une fonction
p qui satisfait p > 0 dans Q x (0,77). Nous serons alors en mesure de déduire (2.25) et
ensuite des estimations, comme

// o) dzdt < C// | dzdt (2.26)
Qx (L3 Ox(0,T)

404

Ceci combiné avec les propriétés de dissipation des solutions de (2.7), conduira a (2.8).
Plus de détails sont donnés ci-dessous.

2.2 L’inégalité globale de Carleman pour 1’équation
de la chaleur linéaire et ses conséquences.

Le premier resultat important que ’on montre est une inégalite globale de Carleman
pour les solutions faibles des problémes rétrogrades qui s’ecrivent sous la forme :

—pp—Dp=f dans Q,
p=0 sur X,

o(T) = ¢° dans €,

avec f € L*(Q).

La preuve de I'estimation de Carleman pour les équations paraboliques est basée sur
la construction de fonctions appropriées dont le gradient est non nul dans le complément
de la région d’observation.

Lemme 2.2.1 Soit w un ouvert tels que w C O (w peut étre une petite boule ouverte )
alors il existe un 0 € C*(Q) tels que

n°(z) >0 Vo e Q
n’(z) =0 Vo € 00
|Vn°(z)] # 0 Vo e Q—w.

Preuve. ) est un ouvert régulier, On peut d’abord choisir une fonction # € C2(Q) tels
que Q ={v € R": 0(z) > 0} et VO # 0 Va € 95 . Cela peut étre fait localement, puis on
I’étend globalement en utilisant la partition de 'unité.

D’aprés le théoréme de Morse il existe une suite de fonction de Morse 0( ie ses
gradients s’annulent seulement pour un nombre fini de points) tels que 6, — 6 dans
C2%(Q). Par ailleurs, on peut prendre 6, > 0 lorsque 6 > 0 sur £ .

On définit C = {z € R": VO(x) = 0} comme ’ensemble des points critiques de 6.
Comme |V0| # 0 Vo € 052, alors il existe un voisinage ouvert V de 92 dans R” et 6 > 0
tels que

Ve eV, |IVO(z)| > 6.

Soit ¢ € D(V) tel que p(z) =1 Vr € 9Q et 0 < ¢ < 1. On pose

p(2) = On() + @(2)(0(2) = Or())-

Alors on a :
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pp(x) =0 Ve edQ, u,(r) >0 Ve eten plus
Ve € Q—V ; Vu(z) = ViL(x).
Maintenant si x € QN V, on a
Vi () = VOr(2) + o(2)(VO(x) = VO(x)) + Vo(2)(0(x) — 0k())
De sorte que pour k > ky; avec kg suffisement grand on a :

V()] = [VO(2)] — 2 ||90||01(§) 16— 9k||01(§)
)

> 0—2 ”90”01(5) 16 — Qkucl(ﬁ) > 5

Maintenant on va choisir un certain k > ko et on pose pu(x) = u,(z). Alors p est une
fonction de Morse car les points ou le gradient s’annule sont parmi les points ot V6
s’annule. De plus, on a pu(z) =0, Vz € 0.

Soit maintenant 1, g, ....... , Tp, les points critiques de p. Alors pour touti =1, ........ ,7 on
ax; €2 —V .O0On peut trouver r chemins réguliers disjoints l; ,ls ....... , 1 tels que pour
tout

1=1,..,r,

e C=([0,1;R")
L) € Q-V vtel0,1]
Li(ty) # Li(ta) Vti,to€[0,1] 1 #to
L(1) = z etli(0) ewy ; Vs, t€0,1] ;1(s) #1;(t) ou i#j

et on peut trouver r fonctions fi, fo, ...... , [ telles que pour tout ¢ =1, ....... T

fi € C®[R" R") et
dl;
S = S e o],

Maintenant pour tout ¢ = 1,...... ,7 on peut trouver des voisinages ouverts W; des

ensembles{/;(t) ;¢ € [0,1]}

tels que o
W, CQ=VetW,NW, =2 sii1#7.

Alors on peut prendre les fonctions e; € D(W;) tels que e;(l;(t)) =1 ; Vt € [0,1]

et on pose
9i(x) = ei(x) fix).

On considére ’équation différentielle

{ L) =gi(x(t)) ; Vteloq
z(0) ==z

On note par S! : R" — R" l'opérateur qui fait correspondre & x le point z(t). Alors
on a :

SUL0)) =24, i=1,........ T
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on définit maintenant

on peut voir que si x € Q — (UZ/W;) alors S(x) = x et donc
VeeV, Sx)=u.
d’autre part, chaque Si est un diffécomorphisme de 2 dans lui méme ainsi S et V.S

sont inversibles.
On pose maintenant

' (x) = p(S(x)).
Alors on a n°(x) = 0 ; Va € 99Q. En plus comme V.S est inversible, si Vi°(z) = 0, cela
signifie que S(z) € {x1,z2, .....,z,.}. Mais on sait que S} = I sur  — IV, afin que
S(1:(0)) = Si(1:(0)) = .

Comme S est un difféomorphisme, on voit que :

et par conséquent
Vn'(z) =0 =z € w,

et enfin n’satisfait toute les conditions du lemme. Ceci achéve la preuve du lemme
22.1. =

2.2.1 Inégalité globale de Carleman.

Nous allons maintenant utiliser la fonction donnée par le lemme 2.2.1 pour construire
des fonctions de poids. Soit w un ouvert non vide tels que w CC O. On pose

Am|[®| _+n°))

2l
ale,?) = HT — 1)
Am|[®| _+n°@))
e
t) = 2.27
£, 1) T (227)

pour (z,t) € @, ou 1, donnée par le lemme 2.2.1 pour cet w et m > 1.
Nous arrivons maintenant au résultat principal de cette section.

Lemme 2.2.2 ] existe trois constantes \y = C(Q,0) > 1, s; = C(Q,0)(T + T?), et
C1(22,0) tels que pour tout X > Ay et tout s > sy, l'inégalité suivante est vérifiée :

3_1// e~ (g * 4 |Aq?)dadt + s)\Q// e~22¢ |Vq|® dxdt
Q Q

+s3A\* / / e~252¢3 |q|? dadt (2.28)
Q

< Ol (//6—2511 |Qt+Aq‘2 dl‘dt+83>\4// e—2sa§3 |q|2 dl’dt)
Q Ox(0,T)

pour tout ¢ € C%(Q) avec ¢ =0 sur ¥ .
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Dans ce qui suit, C'(2,0) ou simplement C' designera une constante qui dépendra
seulement de €2 et O.

Avant de donner la preuve du lemme 2.2.2, nous déduisons I'inégalité d’observabilité
(2.4) (et, en conséquence, la controlabilté a zéro de (2.1)). Ceci peut étre faite en trois
étapes.

Etape 1 Par densité des fonctions réguliéres dans I'espace des solutions de (2.7) avec
©o € L*(2), nous allons d’abord observé que I'inégalité de Carleman ci-dessus est vérifiée
par ces fonctions.

Ainsi, en fixant A = A, nous obtenons

// e BT — )73 |g0|2 dxdt < C’// e 3T — )73 |g0|2 dxdt (2.29)
0 0x(0,T)

pour tout s > sj.
Etape 2 En utilisant les inégalités

iy 1 T 3T
—2s1a4—3 4\ —3 —2C(Q,0)(14+5) _— -
e t(T—t)">e e dans Q x (4, 1 ) (2.30)
et 1
e 2T — )73 < e~ C0)(1+7) dans Q x (0,7) (2.31)

T6
Nous obtenons

/ / (ol dadt < C / / (0|2 dadt (2.32)
Qx % TT Ox(0,T)

avec une constante C(9, 0,T) de la forme e“(@)0+7),

Etape 3. A partir de ’équation verifie par ¢ on obtient
2 2
le(O) 122y < ()220 (2.33)

), on obtient 'inégalité suivante

pour tout ¢ € (0,7). En intégrant dans I'intervalle (£, 2L

iy

2
IOy < 7 [, 1ol ot
Qx(3,%)

Ceci, combiné avec (2.32), donne 'inégalité d’observabilité (2.8).
Compte tenu du théoréme 2.1.1, nous avons le résultat suivant.

Théoréme 2.2.1 Le systéme (2.6) est controlable a zéro avec un controle v € L*(O x
(0, 7)) qui vérifie
HUHL2(O><(O,T) <C HyOHL2(Q) (2.34)

ot la constante C' est de la forme eC(Q0)(+7)

Remarque 2.2.1 le codt du contréle de la chaleur explose quand le temps tend vers 0,
ce qu’on retrouve dans la forme de la constante C' donnée dans le théoréme 2.2.1.
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Preuve. (lemme 2.2.2) On va diviser la preuve en trois étapes.

Etape 1. Etablissement d’une inégalité pour une fonction auxiliaire. Dans cette étape,
on obtient une équation différentielle qui est satisfaite par une nouvelle fonction ).

Ainsi, on va introduire les nouvelles fonctions 1) = e %%q et ¢ = e **f, ol on note
f=a+Aq

On a:

Va = —VE = - AV’

Aa = —AARE = N |ViP[* €

Vi = (sAV7°Eq + Vg)e*®

A = (SAEAR g + sA2 [Vn°)? €q + 2sAEVRO. Vg + Aq + $2A2€2 V| ¢)e—=

Yy = (—sauq + g e >

Puis on obtient facilement que

M) + Myp = g x (2.35)
ou
My = =25\ [VP” € — 2sAEV°0. VY + b, (2.36)
My = X202 + Ay + sag
et

o = g+ SAAPED — sX2 [V €4 (2.37)

Pour simplifier la notation, on notera (M;¢); (1 <i<2et 1 < j < 3) le j" terme
de Pexpréssion M;1) donnée en (2.36).
Avec les notations précédentes, on a de (2.35)

3

M7 ) + 1M 172y +2 D (Myh)i, (Math);) (@) = llgsnll7 (o) (2.38)

i,7=1

Etape 2. Les premiéres éstimations. Dans cette étape, nous allons développer les neuf
termes qui apparaissent dans ((M11)), (Ma1)))12(g)- Pour cela, nous intégrons par parties
a plusieurs reprises par rapport aux variables d’espace et de temps, donc les dérivées des
fonctions poids seront impliquées. En fait nous utilisons les éstimations suivantes :

o = %ag CT§2

ou C' est une constante qui dépend seulement de €2 et O.
La derniere inégalité découle du fait que

2X(m 7]0 +710 (z))
o

e2mlnll, < ¢ (2.40)
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Premiérement, nous avons
(My)1, (Math)1) r2(q) = —283>\4// }Vnorlf?’ |¢|2 dxdt = A (2.41)
Q
et
(e (M) = =253 [ [ Vil €9 90 o
Q
= 353>\4// V0| € o] dadt
Q
+53\° / / AnP° ]vn0|253 [ |? dadt (2.42)
Q

N
+2s3\? Z /Qamoaimoajﬁofg ¥|? dadt
ij=1

— Bi+ By + Bs

Nous avons clairement que A + By > 0. D’aprés les propriétés de n° on a |V7°| > 0
sur © — w, alors il existe une ceraine constante C' > 0 tels que |Vn°| > C sur Q — w, donc

A+B = 33)\4// }vn°\453|¢|2dxdt
Q

CS3A4//Q§3 |¢|2dmdt—033>\4// ( )g3|¢|2da;dt (2.43)
wx (0,1

- A-B

v

pour une certaine constante C' = C(£2,0). Les termes B, B3 sont majorées par
TN / / e p|” drdt car n° € C?(Q) alors pour A suffisement large, oil tout simplement
Q

en prenant A > C' on a

A+ B, + Bs > 083)\4// & |? dadt. (2.44)
Q

Nous avons aussi
((M1¢)3,(M2¢)1)L2(Q) = 82)\2// |V170|2§2wtwd:vdt (2.45)
Q
_ —32)\2// |W°\2£€t |o)|? dadt
Q

qui, en vertu de (2.39), est bornée par

Cs?\’T / / & |w|? dadt (2.46)
Q
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ce terme est majoré par

Cs*\? / & [Y|? dedt (2.47)
Q
pour s > C(Q,0)T, alors pour A > C(2,T) et s > C(Q,0)T, on a
At Bt Bat (Mt (M) 2 O [ [ @ ol dade. (2.9
Q

Par conséquent, nous avons

(M), (Mar)), )L2(Q = ((My¥)1 + (Mivp)g + (Mi2))s, (Mat)) )LQ(Q (2.49)

033)\4//5 b |* dadt — 083>\4// OTg [4|? dadt.

v

D’autre part, nous avons
(0 (Mg = 2% [ [ Ve[ edvudua
Q

_ 23/\2/ IVin°|* € [V dudt

+45\? Z / / O 0ym°EDabnpdadt (2.50)

i,7=1

+2s\? / (Vn°? €(V0 V) pdadt
Q

- Cl -+ CQ + 03.
Pour C5 et C3 nous avons
C, < Csx*//g |ob|” dadt + Cs/ ¢ | V| dadt. (2.51)
Q Q
et
Cy < 032)\4// €2 ||* drdt + C)\Q/ \V|? dadt. (2.52)
Q Q

Par conséquent, en prenant s > C'T2, on trouve que
Ci+Cy+Cs > zsv/ |vn0\2§\w|2dxdt
Q
—Cs2\* / &2 [Y)? dudt (2.53)
Q
—0// (s 4+ N2) [ Vap|* dadt.
Q
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Nous avons aussi

(M1a))g, (Maih)a)r2iq) = —2sA / /Q E(Vn°. V) Avdxdt

0 2
- _2SA//ai 0%
Ean

—| dodt
N
Q

on
ij=1

+25\? / / |V vy|* dedt
Q

+3A//§vn0.v V| dadt
Q
= Dy + Dy+ D3+ Dy.

Notons que D3 est un terme positif. Par ailleurs,

D, < GSA//g V| dadt. (2.55)
Q

En vertu des propriétés satisfaites par 7%t ¢ on a 9Q C {x € Q: n°(z) =0} et 9Q C
{zeQ:¢Y(z,t)=0 Vte (0,T)}, alors on a Vi’ = %—’an , %—’Z? < 0 sur 0f2

et Vi = g—fn sur 2.

Aprés certains calculs, nous voyons aussi que

Dy, = sA//gvnO.vwwdxdt
Q
B o', | oy
_SAQ// (Vi°|* ¢ [V dudt (2.56)
Q

—s\ / / AR |V| dadt
Q
= Dy + Dig + Dys.

On remarque que D + Dy > 0 et Dy3 peut étre borné de la méme maniére que D-.
Et par conséquent,

D+ Dy+ D3+ Dy > —S)\z// ‘V770|2§ V| dadt (2.57)
Q

—OSA//Q§|W|2dxdt.
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En outre, on a que

(My)s, (Math)o). / Y Agdudt = 0. (2.58)

De (2.53)-(2.58), on déduit que
(M), (Mat))2)12() = )1+ (Maap)a + (Mya))s, (Marh)2)

> // (Vi) € |V dedt — 032)\4//5 |op|* daxdt (2.59)
—C’//Q(s)\g—l—)\Q)]VzM dxdt

pour A > 1et s > CT?.
Ainsi, on a pour A > C(Q,0) et s > C(Q,0)T?

(Myth, (Math)a) 1210y > CsN’ / /Q €[V dedt — O\ / /Q €2 y|? dudt

(2.60)
—03A2// ¢ | V| dadt.
wx(0,T)
On considére maintenant le produit scalaire
(Mi)1, (May)3)12(q) = —252>\2// a | Vi) € || dadt (2.61)
Q
< CPNT / & ||? dadt.
Q
Ce dernier terme est absorbé par A si on prend A > 1 et s > CT.
De plus,
(M0)a, (Mo = -2 [ [ @ F0)udade
Q
= 82/\2//at (V| € [ dadt
Q
+52\ / Vo, Ve [¢|? dadt (2.62)
Q

+52\ / / o An°¢ || dasdt.
Q

A partir de (2.27), on peut vérifier que les trois précédents termes peuvent étre bornés
par (si A > 1)

Cs’\*T / / & | dadt. (2.63)
Q
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Donc, on a
(M13))2, (Ma1))3) 12(q) > —CSQ)\QT// £ W|2 dxdt. (2.64)
Q
Finalement, on a
(M1))s, (Mat))s) 12y = 8//Oétwtwd:cdt (2.65)
Q
1 2 2 31,12
- = tt dxd ~ C T dxdt.
25//@04 (0P dudt < Cs //QS 6P dudt
Puisque,
ay < O (1 4+ T2%€) < CT?¢. (2.66)

De (2.61)-(2.65), on déduit pour A > C’(Q O) et s > C(Q,0)T que
(M, (Ma)s) o) = (M) + (Myh)a + (Miah)s, (Mat)s)raiq)  (2.67)

> Os3>\2//§ |ob|* dadt.

Prenant en compte (2.49),(2.60), et (2.67), on obtient
(M Mgy = C [[ (NEIVU + SXE ol o (2.68)
Q
—0// (SA2E [Vip|* + A3 | |* ) dusdt.
wx(0,T)

Pour tout A > C(Q,0) et s > C(Q,0)(T + T?).En utilisant (2.38),

ce qui donne

M1l + 1Mot + / /Q (sA2€ |V |? + N8 [ *)dwat

IN

0<|ygs,k|y§2(@+// ( )(3)\2§|V¢‘2+s3)\4£3‘w’2)d;cdt) (2.69)
wx(0,T

C <//e2m ]f|2d:z:dt+52)\4/ & || dadt
Q Q
+5A2// €|V dedt + 53)\4// ¢ |1p|2dxdt> .
wx(0,T) wx(0,T)

Ainsi, nous avons

I M|y + 1Mot 2y + / /Q (X2 [V 2 + A3 [ ) dodt

< C <// e s |f|2dxdt+s/\2// €IV |? dadt (2.70)
Q wx(0,7)
+sIN\ / / e |y)? dxdt)
wx(0,T)

IN
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pour A > C(Q,0) et s > C(Q,0)(T +T?).

Etape 3. Les éstimations indirectes et la conclusion.

L’¢tape finale consistera a ajouter des intégrales de |Ad|%et [0 sur le coté gauche de
(2.70). Ceci, peut étre fait en utilisant les expréssions des M,y (i = 1,2).

En effet, a partir de (2.36) et de Iinégalité €' < CT?, nous avons

s-l//le o, |* dedt < C (s)\2//Q§|V1/J|2dmdt (2.71)

+3A4//£ ¥[? dadt + HMWHiz(@)
Q

-1 “1 AW 34 302 ‘
s //Qf ]w]dxdth(s)\//QfW\dxdt (2.72)

+5T2//Q£3 | dzdt + H%lﬂlli%@))

et

pour s > CT?. En conséquence, on déduit de (2.69) que

ST Qul + 1807) + X% [TU? 4 M [0 o
Q

< C (// 6_28a|f|2dxdt+s)\2// ¢ | V| dadt (2.73)
Q wx(0,T)

+550 / / ¢ |¢|2dxdt> .
wx(0,T")

pour tout A > C(Q,0) et s > C(Q,0)(T + T?).
Maintenant on va éliminer la deuxiéme intégrale du second membre. A cet effet on
introduit une fonction 0 = 0(x) , avec

0cC?*0), §=1 dans w, 0<60<1, (2.74)
on a
8)\2// €|V dedt < 5A2// 0¢ V| dadt
wx(0,T) 0x(0,T)
= —s\? / / 0¢ Appdadt
Ox(0,T)
—s\? / / £(VO.VY)pdadt (2.75)
Ox(0,T)

—sA\3 0 0, dad
o [ /O o T V)

63_1// EN|AY| dadt
0x(0,T)

+C (ﬁx‘// € |? dadt + s)\4// R da;dt>
Ox(0,T) 0x(0,7)

IN
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pour une constante € assez petite € = €(£2, O) et ot nous avons utilisé le fait que A > 1.
Ainsi, nous pouvons éliminer l'intégrale de |V1)|* du second membre de (2.73), le prix a
payer étant I'ajout du terme en |)|*au second membre sur O x (0, 7).

De (2.73) et cette remarque, nous déduisons

/ / (s (Wl + AR + sV (VU + N WP )dadt (276)
Q

< C (//6_2” |f|2dxdt+s3)\4// ¢ W)|2dxdt>
Q Ox(0,T)

pour A > C(Q,0) et s > C(Q,0)(T + T?).
Finalement on va revenir de nouveau a notre fonction d’origine, qui a été donnée par
q = €°**. Pour l'instant, on a

sl//le b, dadt + sl//le | A|? dadt

+sA? / / EIV|* dudt + s\ / / e=252€3 |q)? dadt (2.77)
Q Q

< C (// e~ 25| f? dudt + 53)\4// e7252€3 |g)? dxdt) :
Q 0x(0,T)

En utilisant que

Vq = e*(Vip — sAVn°&), (2.78)

on trouve

sA? / / e 2 Vg dedt < Cs\? / / ¢ V| dadt (2.79)
Q Q

+Cs*\ / / e~ 223 g dadt.
Q

Par conséquent, on peut ajouter I'intégrale précédent de |Vq|2 au premier membre de

(2.77)
3—1//625—1 b, daxdt + 3—1//625—1 |Ap|? dadt

+s)\2// e~22¢ |Vg|* dedt + 53)\4// e~252¢3q? dadt (2.80)
Q Q

< C (// e~ 25| f|? dadt + 83)\4// e~ 23 g dxdt)
Q Ox(0,T)

Pour Aq on utilise I'identité suivante

A = (SAEAR G + sA2 |V * €q + 25NV . Vg + Ag + 2022 |V g)e > (2.81)
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et on obtient

—1// e~ 2oe Ag] dadt < O(s—lf/g—l |A|? dadt
Q Q
+s>\2// e~25¢ |q|” dadt + 3)\4// e~ 250¢ g dadt (2.82)
Q Q

+5\° / / e~20¢ |Vq|* dadt + s>\ / / e=252€3 g daxdt).
Q Q
Enfin, pour ¢; on obtient

_1// e~ 2o g, dedt (2.83)
Q
C (5_1// ¢! ]¢t|2d:vdt—|—sT2// e~ sagd yq|2dxdt> ,

Q Q

ot nous avons utiliser l'identité ¢ = e’*(¢, + sa10). Ainsi, en prenant A > 1 et
s > C(4, T)(T + T?), nous somme en mesure de présenter tout les termes impliquant
|Aq|* et |q|* du coté gauche de linégalité (2.77), en effet

/ / e 20 Y| qu]? + | Aq)?)dxdt + s\ / / e~ |Vq|? dedt 4+ s>\ / / e=2523 |q|* dadt
o <s—1 / / EH|AY| dadt + s\ / / e~20¢ g dadt + s\* / / e~25%¢ |q|? ddt
Q Q Q
+5)\2 / / e~ 2¢ |Vl dadt + 3\ / / em2seg3g? dxdt) (2.84)
Q Q
Cy <51 / / 1w, |? dadt + sT? / / e~ 223 g da:dt)
Q Q
< C <// e~ 25| f|? dadt + 33)\4// e~ 23 g dxdt) :
Q Ox(0,T)

Cela donne (2.28) et conclut la preuve du lemme. m

2.3 Nulle contrélabilité de ’équation de la chaleur
avec un terme d’ordre zéro et un terme de pre-
mier ordre sous forme de divergence.

Il y’a beaucoup d’autres systémes similaires pour lesquelles des propriétés de contro-
labilité & zéro peuvent étre réalisées comme avant. Nous évoquons certains d’entre eux.
Nous allons maintenant essayer d’appliquer I'inégalité de Carleman obtenue dans le para-
graphe précédent a d’autres systemes ou a I’équation de la chaleur avec un terme d’ordre
zéro et un terme de premier ordre sous la forme de divergence. Plus precisement, nous
voudrions prouver la controlabilité a zéro du systéme

— Ay+ V.(B(x,t)y) +a(z,t)y =vlp dans Q,
y=0 sur X, (2.85)
y(0) = ¢° dans €,
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ou y’ € L?(Q), a € L*=(Q), et B € L=(Q)".
Dans ce cas, le systeme adjoint est le suivant :

— Ap — B(x,t).Vyp+a(z,t)p =0 dans @,
=0 sur X%, (2.86)
p(T) = ¢° dans .

Un résultat similaire au Théoréeme 2.1.1 est valable pour les systémes (2.85 ) et (2.86).
En conséquence, ce que nous avons a faire est de prouver une inégalité d’observabilité
pour les solutions de (2.86 ).

Dans ce cas, le lemme 2.2.2 présente une premiére éstimation de méme type que (2.28)
(avec ¢ remplacé par ¢), avec deux termes en plus dans le deuxiéme membre, & savoir,

// e~2 || dadt et C’// e~2% | B.V | dadt. (2.87)

En effet,

// e~25% g, + Ap|* drdt (2.88)
Q

< C (// e ap|® dadt + // e ]B.Vgo\gdxdt> ;
Q Q

a partir de I'inégalité €' < C'T?, nous avons

/ / e 2 |apPdudt < C / / e 2 (e ||a]|3.)3E || dadt (2.89)
Q Q

< (T ) [[ o o doi
Q
et,
//6_250‘ |B.NVy|* dedt < // “2e (e B2 EV pPdadt (2.90)
Q
cT||BI% / / 20T 2 .
Q

IN

A partir de (2.89) et (2.90), on a pour s > C(Q,O)T2(||CLH§0 +[|B||%) et A > C(2,0)

C <// e~ |ago|2d:cdt+// e~ ]B.Vgo|2d:cdt> (2.91)
Q Q
1 1
< —gN / / e7250€3 | dadt + =52 / / e~ BV 3 dadt.
2 Q 2 Q

Ainsi, en fixant A = C'(©2, 0), nous obtenons

// e BT — )73 |g0|2 dxdt < C’// e BT —t)7? |g0|2 dxdt (2.92)
0 0x(0,T)
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2
pour tout s > C(Q, O)(T + T2 + T2(||a|l 2, + | B|I%.))-
En raisonnant comme nous ’avons fait lorsque nous avons prouvé l'inégalité d’obser-
vabilité pour les solutions de 1’équation (2.3), on trouve

// lo|? dzdt < C(Q,0,T,a, B) // o ddt, (2.93)
Qx(L,3L) 0x(0,T)

404

avec une constante

C(Q.0.T.a,B) = LC+E+lalE+1BI2,). (2.94)

D’autre part, la dissipativité de ¢ donne I'inégalité suivante

1d

=577 [#Ol20) < Clllalls + 1BIZ) M7z (2.95)

d’ot, on tire I'inégalité

2 a 2 2
o) 72y < Tl NE) [l (8) 72 (2.96)
pour tout ¢ € (0,7). En intégrant dans lintervalle (%, 2L) on obtient I'inégalité sui-

vante

2
IOy < el [ f ol (2.97)

En combinant (2.93 ) et (2.97), on obtient

2
(0220 < ec<1+%+a|§o+|B||§o+T<||a||m+uBia//o . 1| dadt (2.98)
>< b

pour toute solution de (2.86) associée a une donnée finale ©°. Comme mentionné ci-
dessus (voir théoréme 2.1.1), ce qui implique la controlabilité a zéro de (2.85).

Théoréme 2.3.1 Le systéme (2.85) est controlable o zéro, avec un controle v satisfai-
sant

||U||L2(Q) <C(Q,0,T,a,B) HCUOH L2(9)s (2.99)

ou
C(Q,0,T,a,B) = C(1++ +Ha||oo+HBH +T(||all o +IIBIIZ ). (2.100)



Chapitre 3

Controlabilité de I’équation de
réaction-diffusion

3.1 Nulle contrélabilité de 1’équation de réaction-
diffusion linéaire avec conditions au bord de type
Dirichlet.

Dans ce paragraphe, nous allons montrer la contrélabilité a zéro, avec des controles
distribués, de I’équation de la chaleur linéaire avec des termes d’ordre zéro et des termes
du premier ordre et des coéfficients dans L>°(Q), i.e,

Yy — Ay + B(z,t).Vy +a(z,t)y =vlp  dans @,
y=20 sur X, (3.1)
y(0) =4° dans €.

avec y° € L2(Q), a € L™(Q), et B € L=(Q)". Pour y parvenir, nous allons montrer
une inégalité d’observabilité pour le systéme adjoint

= Ap— V.(pB(,1) +a(r,)lp =0 dans Q,
=0 sur X, (3.2)
o(T) = ° dans (2,

Plus precisement, nous allons montrer que

e < [ [ ol duat 33
0x(0,T)

C = C(Q.0.T, a, B) = CO+HHal 1B+ T(lal 1B, (3.4)

pour tout ©° € L*(€) et pour une certaine constante C' = C(Q2,0, T, a, B). A cet effet,
nous allons utiliser le lemme suivant qui établit une inégalité de Carleman appropriée.
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Lemme 3.1.1 I[ existe Ay = C(Q,0), so = C(Q,0)(T + T?), Cy = C5(Q,0) tels que ,
pour tout X > Xy et s > s9, on a

SA? / / e~ 226 |Vq| dedt 4+ s> \* / / e~ 2503 ¢ ? dadt
Q Q

< O (sw / / e~ 2503 | q|? dadt (3.5)
Ox(0,T)

+// e~ Fo|? dadt + 32)\2// e 222 || da:dt)
Q Q

pour toute fonction ¢ € CY(Q) avec ¢ = 0 sur ¥ et ¢, + Aq = Fy + V.F, ot Iy €
L*(Q), F € L*(Q)N. Ici, a et € sont les fonctions définies, ci-dessus.

Pour l'instant, nous supposons que le lemme 3.1.1 est vrai et en déduire une inégalité
d’observabilité de type (3.3) pour les solutions de (3.2).

Fixant A = )y et en appliquant le lemme 3.1.1 & ¢, nous avons

s// e™25%¢ |Vl dadt + 33// e~ 2283 || dadt

Q Q

< Oy <s3 / / e~ 2523 | dadt (3.6)
0x(0,T)

Pl [ o st s 1B [ e off i)
Q Q

pour tout s > ss. Nous avons

53// e~ 283 P dadt < Cy (53// e~25263 | ]? dadt
Q 0x(0,T)

(lall}, T2 / / 26 o dudt (3.7)
Q

+° ||B||io TQ// e 2sags |<,0|2d:vdt)
Q

pour tout s > s9. On a 'inégalité suivante

¢ (Ialf 7 [ 206 o dudt 4 2 |BIT? [ [ 060 o doat)
Q Q

1
< =5 / / e~ 223 || dadt (3.8)
2 JJq

pour tout s > s3 = C(T + T?* + T2(||0L||§o +||BJ|%.), et par conséquent, on a

/ / BT — 1) o2 dudt < C / / BT — ) o dudt. (3.9)
Q

Ox(0,T)
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pour tout s > s3. On montre maintenant que

2
/ / lo|? dudt < eCOtTHlalZHIBI) / / lo|? dadt. (3.10)
Qx(4,%) 0x(0,T)

e BT — )2 < 2T Cexp(—CsT™?)  V(z,t) €Q (3.11)
16\)° —~ T 3T
e 3T — )3 > (3) T Cexp(—CsT™%) V(1) € Qx (Z’ I)
quand s > s3. Dés maintenant, on fixe s, avec s = s3. En tenant compte (3.11) et (3.12)
et revenant & (3.9) on déduit que (3.10) est satisfaite pour toute solution de (3.2).
On montre maintenant que

(s T/4) 32y < eClr+ Tt TIBI) / / o] dadt. (3.13)
ax (%2

On a

(3.12)

En multipliant (3.2) par ¢ et en intégrant sur €2, on obtient

———/ o] dx+/ IVo|? da = —/¢B.V¢dw—/a|gp|2dx vt > 0.
2dt o g

Donc,

———/ o dm+/|W| dr < (2lall, + |BI2 /|90| I

2 dt
;lt( @llall o+ BI% )t/ o] dw) >0 (3.14)

pour tout ¢ > 0. En intégrant cette inégalité par rapport au temps dans [%, t} ,out &

[%, %} , on obtient

et

/ o dz > e<2||aoo+||B||io><T/4—t>/ oz, T/4)[ da
o 9]

(3.15)
> e<|a||m+§||Bio>T/ o(z, T/4)|? da
Q
pour tout ¢t € [%, %} En intégrant (3.15) de nouveau par rapport a ¢, on trouve que
T 1 2
_/ o, T4 dar < €<||a||m+2||B||m>T// 0|2 dadt, (3.16)
2 Ja ax(L,2T)
d’ou on déduit (3.13).
Finalement, on montre que
/ p(z, 0)[? dz < eCTUel BT / (e, T/4) da. (3.17)
Q Q

Pour prouver (3.17), il suffit d’intégrer (3.14) dans l'intervalle de temps [0,7/4], et on
trouve

/ p(z, 0) da < e@leletIBIT / p(x, T/4) do
Q Q

et donc (3.17) a lieu. L’inégalité (3.17), (3.13) et (3.10) ménent a 'inégalité d’observabilité
(3.3).



Chapitre 3. Controlabilité de I’équation de réaction-diffusion 38

Théoréme 3.1.1 Le systéme (3.1) est contrélable & zéro avec un contréle v satisfaiant

”UHL?(Q) S O(Qa O7Ta a, B) HyOH L2(Q) (318)

ol
C(Q,0,T,a,B) = 60(1+%+Halli+HB\\io+T(||a\\oo+llBllio))~ (3.19)
Preuve. (lemme 3.1.1) Soit ¢ = ¢(z,t) satisfaisant I’hypothése énoncée ci-dessus et on
pose qo = q |;=7. Alors ¢ peut étre considérée comme une solution par transposition du
systeme
¢ +Aq=Fy+V.F dans @,
q=20 sur X, (3.20)
q(T) = ¢ dans €.

En d’autres termes, pour chaque G' € L%(0,T; H~*(€2)) on doit avoir
T T
| gyt == [ (F0)+ V@) (D) gy 32D
0 0

ou z est la solution du probléme linéaire

2z —Az=G dans @,
z2=0 sur X, (3.22)
2(0)=0 dans €.

Ici, (;) désigne le crochet de dualité entre H1(Q) et Hj ().
Soit s et A\ comme dans le lemme 2.2.2. On introduit le probleme d’ordre quatre
suivant, qui sera justifié ci-dessous :

5(672sa£*p) + S3>\4€72sa€3q _ _53)\46723015'3])10 dans Q7
p=0, e 2L =0 sur >, (3.23)
(e L*p)(0) = (e~2L*p)(T) = 0 dans €.

Ici, on a utilisé les notations Lg = ¢ — Aq, L*q¢ = —q; — Aq. Le probléme (3.23)
possede exactement une seule solution (faible) p avec

//Qe—?w(ﬁ‘%lptf F1ADP) + € [VpI? + € [p|2)dwdt < +o0. (3.24)

En effet, soit F, le sous espace vectoriel

Pp={2€C*Q):2=0 swr X} (3.25)

et on pose

k(p,p') = // e L pLp' dudt
Q

(3.26)
+33)\4// e~ 203 py dedt Vp,p' € By
0x(0,T)
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p) = —53)\4// e 203 gpdadt Vp e B. (3.27)
Q

Alors k(.,.) est une forme bilinéaire symétrique positive dans P.

Soit P le complété de Py pour la norme ||p|, = (p, p)z. Alors P est un espace de
Hilbert pour le produit scalaire «(.,.) et, compte tenu de I'inégalité de Carleman (2.28),
nous avons que les fonctions de P verifient (3.24). Il est clair aussi a partir de (2.28) que
[ est une forme linéaire continue sur P :

i(p)| <C <53A4// e~ 283 |q\2dxdt) Ipll, VpeP (3.28)
Q

En conséquence, a partir du lemme de Lax-Milgram, I’équation variationnelle suivante
posseéde exactement une solution p € P :

k(p. p') = 1(p) vp' € P. (3.29)

Il est facile de voir que 1'unique solution de (3.29) est aussi une solution de (3.23) au
sens des distributions.

Bien stir, ’espace P et la fonction p dépendent du choix de s et de A.

Maintenant, on pose

Z= —e BLp, 1= s\ e 223pl,. (3.30)

On voit aisément a partir de (3.23) que Z est, avec u, une solution au probléme de
controlabilité & zéro suivant :

2, — AZ=s*Ne22¢3g 4 4lp dans Q,
z2=0 sur X, (3.31)
Z(0)=2(T)=0 dans (.

Pour le moment, on supposera qu'’il existe deux nombres positifs 5 = 5(£2,0) et

= X(Q, 0), tels que

sT3INT // eoe 73 |a)? dmdt—l—// 2501212 dadt + 572N // 20 e=2 V2| dadt
Ox(0,T)

< O\ / / —2s0¢3 || dadt (3.32)

pour tout s > (T + T2) et A > A.

Maintenant, on va montrer I'inégalité (3.5). Tout d’abord, on va obtenir une éstimation
du deuxiéme terme du premier membre de I'inégalité (3.5). Compte tenu de (3.21) on prend
G = s*Ne 2 g+Ulp, on a

T
s / / e 2E3 |g? dadt = — / / qudzdt + / (Fo(t) + V.F(t),2(t)) dt.  (3.33)
Q Ox(0,T) 0
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par conséquent,

33)\4// e~ 2503 || ddt
Q
: }
< <33A4 / / e 2sagd \q\2dxdt) <33A4 / / e |a|2dxdt>
0x(0,T) 0x(0,T)
, 3 , >
+ ( / / =20 || dxdt) ( / / ¢ 3] dxdt) (3.34)
Q Q
: :
+ <32A2 / / e~ 2sag? |F\2dxdt) <S2)\2 / / o2 yvgﬁd:pdt> .
Q Q

En appliquant I'inégalité ab < ea® + C.b?, on obtient

s3>\4// e~252€3 |q|* dadt

Q
< 0(83)\4 / / e~25083 g dwdt + / / e=25 | Fy|? dadt
Ox(0,T) Q
+57\2 / / e |F|2da:dt> (3.35)
Q
+e (8_3)\_4 / / ¢ al? dadt + / / e |2)? dadt
0x(0,T) Q
+ 52\ 72 / / ¥ 2| vz da:dt) .
Q

Pour € assez petit et en utilisant (3.32), on aura 'inégalité

Q Ox(0,T)

+ / / e~25 | Fy|? dedt + s2\2 / / e~ |F)? d:cdt)
Q Q

pour s > 5(T + T?) et A >\

Passons maintenant a ’éstimation du premier terme du premier membre de (3.20). A
cet effet, on multiplie 'équation (3.20) par sA%e~2**¢q et on intégre dans I'espace et dans
le temps. Cela donne

)\2
S)\Z//Qe—2sa§|VQ|2 dxdt —{—3?//62((6—28045)'5 . A(e—2sa§)) |Q|2 ddt (3'37)
= )\2 —2sa o ] drdt — /\2 ] —2sa dadt
s //Qe (EFoyq — EF.Nq)dxdt — s //QFV(e )qdzdt

Ensuite, on utilise les éstimations

‘(6725045)75‘ S Cef2sa(ST€3 —|—T€2> S 0826725a£3 (338)
}A€72sa£’ S 082)\267251153
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pour s > C(T + T?), alors on a

/ / eragFoqudt’ < C <33)\4 / / e~252€3 g dadt (3.39)
Q Q
—i—sl// e~ Fy)? d:r;dt) :
Q

%

sA? / / 628“§F.quxdt) < COs)\? / / e~ 2¢ |F|? dadt (3.40)
Q Q
1
+—$)\2// e~25%¢ |Vyq|® dadt,
2 Q
2 / / F.V(e—%ag)qudt‘ < C(S/\2 / / e~2¢ |F|? dadt (3.41)
Q Q

+55\4 / / e~2523 |g)? da;dt) :
Q

((e722¢), — A(e 2¢)) |q|2 dzxdt‘ <C (33/\4// e 2sagd |q|2 dxdt) . (3.42)
0 Q

A partir de (3.37), on obtient 'inégalité suivante :

SV// “20e Vg dadt < c( 3)\4// e~ 25283 g dadt
+ / / e~ 25 | Fy|® dedt (3.43)
Q
+s\? / / 6_250‘§|F|2dxdt)
Q

Pour s > C(T + T?).

Ceci, combiné avec (3.36), donne (3.5).

Nous allons enfin prouver l'inégalité (3.32).

On commence par multiplier 1’équation (3.23) par p, on a donc

p) = —33)\4// e 25 pqdadt, (3.44)
Q

qui, va étre combiné avec l'inégalité de Carleman (1.14), on obtient

53/\4// e~ 2503 p|* dedt < Cr(p,p) (3.45)
Q
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d’ott on déduit 'inégalité suivante
53)\4// e~250€3 p|® dadt < 053)\4// e~252€3 |q|? dadt. (3.46)
Q Q

Ce qui donne 'inégalité voulue pour les deux premiers termes du premier membre de
(3.32).

Pour estimer le terme du premier ordre de (3.32), on multiplie I’équation (3.31) par
s2\"2e?*¢ 27 Ensuite, on intégre par parties par rapport a la variable d’espace et on a

sTINT2 / / 222, dadt + 572N / / 25272 |V2)? dadt
Q Q

—2s7 A7t / / e ¢TI Vzzdardt (3.47)
Q

—25_2)\_1// eZ 2 VZ2zdxdt
Q

= s\? / / EqZdxdt 4+ s72N\7? / / e* ¢ zdadt.
Q Ox(0,T)

Cette fois, on intégre par parties le premier terme du premier membre de (3.31), par

rapport au temps :
sT2NT2 / / eX2¢ 222, dudt
Q

1
- _isﬂ—? / / (€267, |2 ddt (3.48)
Q

< Os7I\7T / / e 1212 dadt < C / / e |2 dxdt
Q Q

pour s > CT et A > 1.
Enfin, on utilise I'inégalité de Young pour les autres termes de (3.47) et on obtient

—25 I\ / / X . V2zdrdt
Q

—2s 2\ / / 2 A" VZzdrdt (3.49)
Q
1
< C / / 2 |2 dadt + =572\ 2 / / e22¢72 V2| dadt,
Q 2 Q

% / / Eqzdadt < O ( / / 25 1217 dadt + s°\* / / e~ 2sagd \q\Qd:cdt) : (3.50)
Q Q Q

sTINT? / / X2 uzdrdt (3.51)
0x(0,T)

< c < / / ¢ 32 dpdt + 537 / / (203 g2 d:cdt)
Q Ox(0,T)

pour s > CT?.
En conclusion, on en déduit (3.32) directement a partir de (3.47). m

et
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3.2 Nulle contrélabilité de 1’équation de réaction-
diffusion semi-linéaire avec conditions au bord de
type Dirichlet.

3.2.1 Nulle contrélabilité de I’équation de la chaleur semi-linéaire
avec des non-linéarités dont les termes d’ordre zéro et
d’ordre un.

A T'aide du lemme 3.1.1, théoréme 3.1.1, et certaines variantes, nous pouvons main-
tenant montrer la controlabilité & zéro a d’autres systémes paraboliques non linéaires

On va considerer le systéme parabolique de la forme

y—Ay+fly,Vy) =vlo  dans Q,
y=0 sur X, (3.52)
y(0) = ¢° dans €,

ou on suppose que y° € Hy(Q) N Wh>(Q), v e L*(0 x (0,T)) et
f: RxRY —R

est localement Lipschitzienne .

Notre objectif dans cette section est d’analyser la propriété de controlabilité & zéro du
systéme (3.52). On dit que le systéme (3.52) est controlable a zéro au temps 7' si, pour
tout y° € Hi(Q)NWH>(Q), il existe v € L>®(O x (0,T)) tels que le systeme (3.52) admet
une solution y € C°([0,T]; L*(2)) qui satisfait

y(T) =0 dans Q. (3.53)

Remarquons que, sous I’hypothése ci-dessus, on peut écrire

f(s,p) = f(0,0) + g(s,p)s + G(s,p).p Y(s,p) € R x RY, (3.54)

pour certaines fonctions g et G appartenant a Ljs.. Ce sont respectivement données
par

of

1 1
0
9(s,p) :/0 %(As, Ap)dA,  Gi(s,p) :/0 /

Ip;

(As, Ap)d\ pour 1 <i < N.

Notre résultat est le suivant :

Théoréme 3.2.1 Supposons que f est localement Lipschitzienne, f(0,0) =0, et

l9(s,p)] 0 et lim G (s, )l = 0. (3.55)

m
((s:0)|—o0log® (1 + |s| + |p]) [(s.0)—o0log (1 + |s| + |p|)

Alors, (3.52) est controlable & zéro en tout temps T > 0.

La preuve sera donnée un peu plus bas.
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Remarque 3.2.1 Ce résultat généralise au moins deux cas qui ont été étudiés de fagon
non exhaustive avant. En premier lieu, le cas de la fonction f globalement Lipschitzienne,
i.e. lorsque g € L°(R x RY) et G € L®(R x RM)N. Deuziémement, le cas ot G = 0 et

g = g(s) avec g satisfait
l9(s)|

im ———
lsl—o0log®?(1 + |s|)

Remarque 3.2.2 Si on suppose que y° € H(Q)NW1(Q), f € CL(RxRY), f(0,0) =0,
et

f(s,p) =g(s,p)s +G(s,p)p  Y(s,p) € R x RY,
pour certaines fonctions g et G satisfaisant |g] < C et |G| < C, le systéme (3.52) est
controlable a zéro avec un controle v qui vérifie

0] 2 < K HyOHL2(Q)

o0

ot K = exp{C (1 gl T gl + (1 +T) HGHOO)

3.2.2 Une inégalité d’observabilité affinée.

Pour I'analyse de la controlabilité du probléme non-linéaire (3.52), on a besoin d’une
version affinée de l'inégalité d’observabilité de (3.3) cela sera fourni le résultat suivant :

Théoréme 3.2.2 Pour tout a € L>®(Q), B € L=®(Q)N et ¢° € L*(Q), alors la solution
¢ de (3.2) satisfait :

2
o0y < oxp (CKOT ol B ([ [ Jeldea ) (a50)
Ox(0,T)
ot
1
KTl 1Bl = 1+ T+ (0T ol + a2 + 0+ T) Bl (357

Preuve. Soit O" un ouvert non vide tel que O CC O. D’aprés 'inégalité (3.3) appliquée
a O et a l'intervalle de temps [17'/4,37'/4], on déduit que

(T4 2y < eomT,uawBuo)// ( (o duds (358)
/X

I 3T
44

ol ¢ est la solution de (3.1) associée & ¢ € L*(Q), K'(T, ||all,, ||B]|,,) est donnée par
1 2 2 2
KT, Jlalloo s 1Bllo) = 1 + 7 + llalld + 1Bl + T(llalle + [1B]lc)

et C est une nouvelle constante ne dépendant que de O'( voir 'inégalité (3.3)). Utilisant
(3.14), on obtient

ot 00 dr < et | ot T/
Q Q

et en combinant ceci avec (3.58), on trouve que

[0 (O) ey < exp {CK (T, [lall 1 Bll)} / / oPdedt . (3.59)
"% (T/4,3T/4)

|
A ce stade, on va utiliser un résultat technique, lié a U'effet régularisant de I’équation
de la chaleur (3.2).
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Lemme 3.2.1 Soient O;,T;,r; ety,; (1 =0,1) donnés, avec

O/COQCC01CO, 0<T1<T0<T/2, 1<r<ryg<o
1<y <99 <00, i—i—i-ﬂ<i—i)<%.

Alors

4 70 1
T—To 70 Y0
/ ( |90]T°dx) dt
To Og
T-Ty = o
< OTH(T, a].. | B, / ( / ol d:c) i
\

pour tout ©° € L?(Q), avec C = C(Q,0;,7v,,7:, N), A= \v;,7:, N) et

(3.60)

1/2

+T0—T1

H(T, [lal| , [| Bl o0) = + T2+ falle) + A+ T2 Bl (3.61)

La preuve de ce lemme est donnée dans [7].
On va maintenant appliquer ce lemme avec (3.59). A cet effet, on pose 1o = vy, = 2 et
on introduit les nombres v, et r; données par les égalités

111 i
Lttty <i<N+o
T R T ) SrsA

On a yy,1,7n41 > 1 et yy,9 = ry42 = 1. Maintenant, on pose § = T/4(N + 2). Par
conséquent,
[T/4— (N +2),3T/4+ (N +2)0] = [0,T].

On introduit une famille d’ouverts O; tels que

O =0ycCc O, CcCcOyCC ... CC Ony1 CC Opnge = 0.

Pour 0 < ¢ < N + 1, on peut utiliser I'inégalité (3.60) avec Oy, Oy, To,T1,70,71,7o €t
7, remplacées respectivement par O;, O;y1,1/4 — i6,T/4 — (i + 1)d, 75, rit1,7; €t Yipq-
L’ensemble de ces inégalités donne

1/2
(/] ol die) < orH(T ol 1BLD* ([ Jeldear), o
' (T/4,3T/4) 0x(0,T)

ou = N+ 2 et a est la somme des \;. Si on combine les inégalités (3.59) et (3.62), on
obtient (3.56). Ceci achéve la preuve du théoréme 3.2.2.

3.2.3 un résultat technique.

Avant de donner la preuve du théoréeme 3.2.1, on va présenter un résultat technique.
On considére le probléme linéaire

—Ay+BVy+ay=F dans (),
y=0 sur X, (3.63)
y(0) =4° dans €.

ot y° et F sont données, a € L®(Q), et B € L*(Q)". On a le lemme suivant :
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Lemme 3.2.2 Supposons que F' € L1(Q) avec
qg>N+2

y° € W2P(Q) N HY () avec p > N, a € L>®(Q), et B € L>®(Q)N. Alors la solution y de
(3.63) vérifie

y € LU0, T;W?P(Q)), 9y € LU0, T; L(Q)),
: (3.64)
avec 3 =min(p,q) > N.
et
H?JHLq(o,T;Ww(Q)) + | atyHLq(O,T;Lﬁ(Q)) (3.65)

< @ Nalloy 1B1.0) (18 yamey + 11,

De plus, on a aussi y € C°([0,T]; WH-(Q)) et

I9llcoomy < MET, lalle 1B1) (19l + I1F1,)

M(Q, T, ||all, [ Bllo) = exp {Mo (1 + T + (T + T"?) |lall, + (T + T"?) || B|I%,) }
(3.66)
et My est une constante positive ne dépendant que de ).

La preuve de ce lemme est donnée dans [15].

3.2.4 Unrésultat de nulle controélabilité pour le systéme linéaire.

On va considérer le systéme linéaire (3.1) ott a € L>(Q), B € L=®(Q)" et y° € L3(9).
Alors nous avons le résultat suivant :

Proposition 3.2.1 Supposons que T > 0, a € L>°(Q), B € L®(Q)" et y° € L*(Q).
Alors, il existe un controle v € L>(O x (0,T)) tel que la solution correspondante o (3.1)
satisfait

y(z, T) =0 dans Q. (3.67)

De plus, v peut étre choisi de maniére que

01l e 00,y < exP{CK (2,0, T, |lall , I Bl )} [4°]] 20, (3.68)

ou K(Q,0,T,|lall. .|| Bll.) est donnée par (3.57).

Preuve. Pour tout € > 0. On introduit la fonctionnelle J, avec

1 2
W) =5 ([ [ Jeldudt) g + (01O (369
2 0%(0,T)

Ici, ¢ est la solution du systéme (3.2) associé¢ a ¢° € L2(2). J.est une fonctionnelle

. . . . .. Je (Y
continue, strictement convexe dans L?(2), et qui verifie lim inf H OH(“D )
HQDOHL2(Q)—>+OO ¥ L2(9)

> €, et par

conséqueny’t, J.admet un minimum unique ¢? € L?().
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Et comme J, est une fonction continue et convexe, alors elle est sous différentiable en
tout point ¢ # 0 et son sous différentiel 0.J.est donnés par :

AJ(¢°) = {f e L*(Q):Jve (f fox(o T) o] d;cdt) sgn(p)lo qui satisfait
<€ 90>L2(Q) f fOx 0,7) vfdzrdt + m <9007 90>L2(Q) + <9(0)>yo>L2(Q) (3.70)
pour tout 6° et 6 la solution de (3.2) avec condition initiale 6°, }

avec sgn est définit par :

1 si s>0
sgn(s) =« [-1,1] si s=0
-1 s s<0.

On prend € < [|[y1]| ;2 tels que y; est la solution de (3. 1) avec controle nul. Sous cette
hypothese, ©? # 0 et comme J. atteint son minimum en ¢? alors 0 € 9J.(¢Y). A partir de

(3.70), il existe un v, € <f fOX(()’T) lo| dmdt) sgn(p,)1o tels que
Vil € L3(Q)

(// vecpdxdt) + E( s )LQ(Q) + ((,0(0), yO)L2(Q) =0. (371)
0x(0.T) IISOeIILz

ou ¢ est la solution de(3.1) avec condition initiale ¢°. Puisque les systémes (3.1) et (3.2)
sont en dualité, alors on a :

/ / Gpdadt = (G(T), &) 12y — (48° 9(0)) 2oy
Ox(0,T)

qu’on va la combiner avec (3.71), on obtient
15e(T)] < e. (3.72)

On voit facilement que

[Vell Lo (0 (0.7)) = //o o o | dedt < CK(Q,0,T, |lall o I1Bll) |1°] 12y (3-73)
X0,

pour tout € > 0. En effet, I’égalité

10l Lo (0 (0,7)) :// |pc| dadt
0x(0,T)

est déduite de (3.70). D’autre part, puisque
Je(l) < J(0) =0

on voit qu a partir de (3.69) on a

1 2
([ tedasat) <= [ oo 0n@)ie < Lol 0] e
Ox(0,T) Q
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En tenant compte de (3.56) et (3.57), 'inégalité (3.73) a lieu.
Puisque v, est uniformement borné dans L>°(O x (0, T")) pour une sous suite appropriée,
on doit avoir
0. — v faiblement- x dans L*(O x (0,7)) (3.74)

ouv € L>®(0 x (0,T)) satisfait (3.68). Par conséquent,
7.(T) — y(T) dans L*(Q)

ou ¥ est la solution de (3.1) associé & v. Puisque on a (3.72) pour tout € > 0, alors on a
(3.67). m
Preuve du théoréme 3.2.1. On va maintenant démontrer le théoréme 3.2.1. D’abord,
observons que nous pouvons supposer dans ce théoreme que y° € W?2?(Q) N Hy (), avec
p > N. En effet, il suffit de poser v = 0 pour ¢ € [0, ] et on travaille dans I'intervalle de
temps [d, T|, regardant y(.,d) comme 1’état initial. Par commodité, on supposera dans la
premiére étape que g et GG sont continues.

Cas ou g et G sont continues.

Soit y°donnée dans W?2?(Q2) N HY(Q), avec p > N. On supposera que

geC'RxRY) et GeC'%RxRY)N (3.75)
et (3.55) est satisfaite. Il est alors clair que, pour tout € > 0, il existe C,. > 0 telle que
19(s,p)[* + |G (s, p)* < C. + elog(1 + |s| + [p|)  V(s,p) € R x RV, (3.76)

On pose Z = C°([0,T]; WH>(Q)) et soit R > 0 une constante que ’on déterminera plus
tard. On va utiliser deux fonctions de troncature Ty : R — R et Ty : RY — RV, qui
sont définies par
| s si|s|] <R
Tals) = { R.sgn(s) ailleurs
et
Tr(p) = (TR(pi))1gi§N vp € RY.

Pour chaque z € Z, on va considérer les systéme linéaires correspondants

Oy — Ay + g(Tr(z), Tr(V2))y + G(Tk(2), Tr(V2)).Vy =vlo dans Q,
y=20 sur X, (3.77)
y(z,0) =¢° dans Q.

On va associer a z une famille U(z) de controles appartenant a& Lqui servent a mener
les solutions a zéro. Observons que (3.77) est de la forme (3.1) avec

a=a,=g(Tr(z), Tr(Vz2)) € L>(Q)
{ B = B. = G(Tn(2), Ta(V2)) € L=(Q)". (3.78)

Par conséquent, on peut appliquer la proposition 3.2.1 a (3.77). En fait, on va appliquer
ce résultat dans un intervalle de temps adéquat (0,7%), ou

7. = min {7, |g(Ta(=), Ta(V)IZ*  lg(Th(2), Ta(V) 2} (3.79)

D’aprés la proposition 3.2.1, on déduit directement 1’existence d’un controle v, € L (O x
(0,7,)) tel que la solution de (3.77) dans 2 x (0,7,) avec v = v, satisfait

Z//\z(xa Tz) =0
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et en plus,
H/ﬁZ”LW(OX(O,Tz)) < PlCK(Q,0.T: a:,Bz)] HyoH @)

ou K est donnée par (3.57) et a., B, sont données par (3.78).
Soient v, et 7. les extensions par zéro de v, et ¥y, réspectivement dans Q). Il est clair
que ¥, est la solution correspondante de (3.77) associée a v, et

y.(x,T) = 0. (3.80)
D’aprés la définition de 7, on voit que

17 | e (o 0.1y < €CAFIEHIBED 10| 12 (3.81)

ou C' est une constante positive qui dépend de Q2,0 et T.
D’autre part, a partir de (3.75) et le lemme 3.2.2 on obtient que

y. € C°([0,T.]; Wh>(Q))
et
19: oo zyawroecy < M2 Tl 1Balloe) (19° lhpmnqey + 17 Nimoroiz)

M est donnée par (3.66). Reprenant en compte la définition de 7, 'estimation (3.81) et
la définition de 7., on trouve que v, € Z et

~ 2/3 2
||yz||z < eCtllazl[ L7 +1B=115) HyOH . (3.82)

ouC =C(2,0,7).
Les estimations (3.81) et (3.82) peuvent étre écrites sous la forme

‘ygzl‘Lw(oX(o,T)) <Ci(2,0,T,z) ”yO” L2(Q) (3.83)
||g2||Z S Cl<Qv O)TJ Z) HyOH W2:P(Q) (384:)

ou
CL(Q,0,T, 2) = eCOHalL B, (3.85)

Pour tout v € L>*(0 x (0,T)), soit y, € Z la solution de (3.77) dans @ avec second
membre v (afin de simplifier la notation, nous omettons la dépendance de z). On va
maintenant de poser pour chaque z € Z

U(z) = {0 € 120 % (0,7)) : 9u(T) = 0, oll (00 < C1(2. 0. T, 2) 9] 2oy}

et
AE) = {pe v € UE) ol < U2 OT A ]|y b (3.86)

De cette facon, nous avons été en mesure d’introduire une multifonction sur 7

z — A(z).
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On va démontrer que cette multifonction posséde au moins un point fixe y. On va égale-
ment démontrer que, pour un certain R, chaque point fixe de A vérifie

lyll, < R. (3.87)

Evidemment, cela implique l'existence d’un controle v € L>(0O x (0,7")) tel que (3.52) a
une solution qui satisfait (3.53).

On va voir maintenant que le théoréme du point fixe de Kakutani peut étre appliqué
a A. D’abord, a partir de (3.83) et (3.84), on déduit que pour chaque z € Z, A(z) est
un ensemble non vide. Par ailleurs, il est facile de vérifier que A(z) est un convexe fermé
uniformément borné de Z. Grace & I’hypothése de régularité sur ¢° et le lemme 3.2.2,
alors on a (3.64) (ici § = p) et 'estimation

HyHL‘X’(O,T;WZT’(Q)) + ” 8tyHLOO(0’T;Lp(Q)) S C (Q; O; T7 R, Hy0||W2,p(Q)> )

(ou C <Q,O,T, R, ||y0HW2,p(Q)> est indépendante de z ) pour tout y € A(z). Puisque
p > N, on peut appliquer les résultats de compacité bien connus et de conclure qu’il
existe un compact K C Z (qui dépend de R) tel que

Az)c K VzeZ (3.88)

(Voir [16]).
On va maintenant de démontrer que la multifonction 2 — A(z) est hemi-continue
superieurement, i.e.

Bo,=4q2€Z: sup (i,y) > «
yEA(2)

est un ensemble fermé pour tout o € R et pour tout p € Z’. Soit {z,} une suite dans
B, , telle que z, — z dans Z. Notre objectif est de prouver que z € B, ,. Compte tenu
de I’hypothese de continuité de g et de GG, on a

9(Tr(zn), Tr(Vzn)) — g(Tr(2), Tr(Vz)) dans L=(Q),

et
G(Tr(2n), Tr(V2,)) — G(Tr(2), Tr(Vz)) dans L®(Q)".

Comme tous les ensembles A(z,) sont compacts et satisfont (3.88), on déduit que

a < sup (i, y) = (i, Yn) (3.89)

yEA(2n)

pour un certain y, € A(z,). A partir de la définition de A(z,) et U(z,), il doit exister un
v, € L®(0 x (0,7)) tel que

atyn - Ayn + g(TR(zn)a TR<VZn))yn + G<TR<Z7L)7 TR(VZn)>vyn = Unlo dans Q

De plus,
[vall zoeox 0y < C1(84, 0, T, 2,) HyOH L*(Q)

lyallz < C1(2,0. T, 20) ||

w2.pr(Q)’
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d’ou y, (resp. v,,) est uniformement bornée dans Z (resp. L>(O x (0,T))). Par conséquent,
il existe au moins une sous suite :

Yy, — y fortement dans Z
(rappelons que (3.88) est satisfaite) et
v, — v faiblement — % dans L>(O x (0,7)).
Maintenant, il n’est pas difficile de vérifier que

Oy — Ay + g(Tr(z), Tr(V2))y + G(Tr(2), Tr(V2)).Vy =1lo dans @,
y=0 sur X,
@\(1‘7 0) = yO, jj(m, T) - 0 dans Q

i.e. que v € U(z) et y € A(z). Par conséquent, on peut passer a la limite dans (3.89) et
on déduit que
a < (u,7) < sup (1,y)
yEA(2)
cela veut dire que, z € B,,,,, ce qui prouve que z — A(z) est hemi-continue superieure-
ment.

En conséquence, pour tout R > 0 fixé le théoréeme de Kakutani peut étre appliqué,
assurant l'existence du point fixe de A. Nous allons terminer la preuve en démontrant que
nous pouvons choisir R de maniére que tout point fixe de A satisfait (3.87).

Ainsi, soit y un point fixe de A associé au controle v € U(y). Alors, (3.84), (3.85) et
(3.76) meénent a l’estimation

Ivll; < exp|C(1+1l9(Ta(), Ta(TDIZL + I1GTr(y) TaOV)IZ) | 1] yere,
< exp[C(1+ C. +elog(l+2R))] ||y0|| whe
= exp[C(1+ C.)] (1+2R)05Hy0H

W2P(Q)

ou C =C(Q,0,T). En prenant ¢ = %, on trouve que

lyll, < C(1+2R)"2 |||

w2p(Q)’

d’ou (3.87) est satisfaite quand R est assez grand. On a démontré le théoréme 3.2.1 dans
le cas ot les données sont réguliéres.

Le cas général.

On suppose maintenant que f est localement lipschitzienne et satisfait (3.54) (avec
f(0,0) = 0) et (3.55). On va introduire une fonction p € D(R x RY) telle que p > 0 dans

R x RY, suppp C B(0,1) et
// p(s,p)dsdp = 1.
RxRN

On consideére les fonctions p,,, g, et G, (n > 1), avec

1
pu(5,p) = —zp(ns,np)  V(s,p) € R X RY,

G=pp*9, Gp=p,xG.
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Alors il n’est pas difficile de vérifier que les propriétés suivantes de g,, et G, sont satisfaites :
1.g, € C°RxRY) et G, € CO(R x RM)N  Vn > 1.
2. Sion pose f,(s,p) = gn(s,p)s + G,(s,p).p pour tout (s,p) € R x RV, alors

fn — f  uniformement dans tout compact de R x RY
3. Pour tout M > 0 donnée, il existe C(M) > 0 telles que

sup  (|gn(s,p)| + [Gn(s,p)]) < C(M)  Vn =1
|(s;p)|<M
4. Les fonctions g, et G, vérifient (3.55) uniformement en n, ¢a veut dire que, pour
tout € > 0, il existe M (e) > 0 tel que

{ 19.(s,p)] < elog®?(1 +|s| + |p|),
G(s,p)| < elog!?(1+|s| + [p])

quand |(s,p)| > M(e) pour tout n > 1.
Pour tout n, on peut argumenter comme dans le premier cas et on peut trouver un
controle v, € L>®(0 x (0,T)) tel que le systéme

Ynt — DY + f(Yn, V) = valo  dans @,
Yp =0 sur X, (3.91)
Yn(0) = 3 dans Q,

(3.90)

posséde au moins une solution ¥, € Z qui satisfait
yn(z,T) = 0.

A partir des propriétés satisfaites par g, et GG,, et grace a des estimations obtenues dans
le premier cas on en déduit que

HUTLHL‘X’(OX(O,T) <C, lgnlly <€ ¥ = 1.

En fait, le lemme 3.2.2 permet d’écrire que y,, € K pour tout n, avec k étant un compact
fixe dans Z. En conséquence, on peut supposer que, au moins pour une sous-suite,

v, — v faiblement — % dans L*(O x (0,T))

yn — y fortement dans Z.

Ainsi, passant a la limite dans (3.91), on peut trouver un controle v € L>*(O x (0,7")) tel
que le systéme (3.52) posséde une solution y qui satisfait (3.53). Ceci, achéve la preuve
du théoréme 3.2.1. m

Remarque 3.2.3 Dans le théoréme 3.2.1, on peut considérer ainsi un terme plus général
non linéaire de la forme f(x,t;s,p), avec (x,t) € Q et (s,p) € R x RY . Les hypothéses
sur f doivent étre les suivantes dans ce cas :

1. f(x,t;0,0)=0  V(z,t) € Q,

2. f(;s,p) € L2(Q) V(s,p) € R xRY,

3. f(z,t;.) est localement Lipschitziénne, pour (x,t) p.p. dans @ avec des constantes
de Lipschitz indépendantes de (x,t) dans les ensembles bornés de R x RY,

4. f(5s,0) =9g(58p)s+G(;8,p).p pourtout (s,p) € R x RN, avec
t: G(x,t;
@ tso)|l o Gl sl _

11m
sp)i—o0log®2(1 + |s| + [p|) (s:l=o0log!/*(1 + |s| + |p])

uniformement dans (x,t) € Q.



Chapitre 3. Controlabilité de I’équation de réaction-diffusion 53

Remarque 3.2.4 La contrélabilité a zéro de (3.52) implique un résultat de controlabilité
par le bord pour le systéme :

—Ay+ f(y,Vy) =0  dans Q,
y =wvlp sur X, (3.92)
y(0) = ¢° dans 2,

ot I est un ouvert non vide du bord .

Pour démontrer cela, il suffit de considérer un ouvert G' de bord G de classe C? tel
que Q C G et 92N G = T. On prend un petit ouvert O C G\ . Supposons, pour
simplifier, que y° € W?%?(G) N H}(G) pour un certain p > N . Il existe une fonction
70 € W2P(G) N HY(G) telle que 3° = 3° et

15wy < €119 ey

Soit v € L>(O x (0,7")) un controle déterminé par le théoreme 3.2.1 tel que

— Ay + f(y,Vy) =vlp dans G x (0,7),
y=20 sur  0G x (0,7),
y(0) =g dans G,

posséde une solution unique y € C°([0,T]; W1*°(G) avec
y(T) =0 dans G.

La restriction de y a  est alors la solution de (3.92) et la trace de y sur le bord I' donne
le controle cherché.

3.2.5 Un résultat de controélabilité exacte aux trajectoires pour
le systéme semilinéaire.

Théoréme 3.2.3 Supposons que f : R x RN — R est localement Lipschitziénne, et
verifie
lim —‘/ 5 So+)\8p0+)\p)d>\‘—0

|(sp)|_>oolog3/2(1+| +[p1)

(3.93)
lim m‘/ 6p $0+>\3 p0+)\p)d)\

=0,

|(s,p)|—00

uniformement dans (so,po) € K, pour tout compact K C R x RY. Soit y* une solution
de (3.52) dans C°([0,T]; Wh>=(Q)), correspondante auzx données y; € Wh>(Q) N H (),
v* e L®(0 x (0,7)).

11 existe un controle v € L°(O x (0,T)) et un état y € C°([0,T]; WH>(Q)) telle que

y(T) =y*(T) dans . (3.94)

Preuve. On pose y = y* + w. On va chercher un controle u € L*(O x (0,7)) tel que la
solution de
Ow — Aw + F(z,t;w,Vw) =ulp  dans Q,
y=20 sur X, (3.95)
w(0) =y — 3 dans Q,
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vérifie
w(T) =0 dans Q.

Ici F' est donnée par

F(x,t;s,p) = f(y"(z,t) + 5, Vy“(z,t) + p) — f(y"(z,1), Vy*(z,1)),

pour tout (z,t) € Q et (s,p) € R x RY. La preuve de ce théoréme sera achevée si on
vérifie que le controle u existe.
Notons que B
F(x,t;s,p) = g(x,t;s,p)s + G(x,t; s, p).p,

ou

1

~ 0

g(z,t;5,p) =/ a—i(y*(x,t) + s, Vy*(z,t) + Ap)dA
0

et

1
G(z,t;s,p) = / gpf (y*(z,t) + As, Vy*(z,t) + Ap)dA  pour 0 <i < N.
0 7

Ainsi, compte tenu de (3.93) et du fait que y* € C°([0,T]; W'>(Q)), il est clair que
F satisfait les hypotheses de la remarque (3.2.3). Cela est suffisant pour s’assurer que u
existe. m

3.3 Nulle contrélabilité de I’équation de réaction-
diffusion linéaire avec conditions au bord de type
Fourier.

3.3.1 Controlabilité de 1’équation de la chaleur linéaire avec
conditions au bord de type fourier.

Dans cette paragraphe, nous allons montrer la controlabilité a zéro de 1’équation de
la chaleur linéaire avec conditions au bord de type Fourier de la forme g—z + By =0 (il
serait raisonnable de supposer § > 0, mais cela ne sera pas nécéssaire). Pour la preuve
de la controlabilité & zéro, un outil essentiel sera une nouvelle inégalité de Carleman pour
les solutions faibles de 1’équation de la chaleur classique avec conditions aux limites non
homgeénes de Neumann.

On considére le systéeme

ye — Ay + BVy+ay =vlp dans @,
%4 By=0 sur %, (3.96)
y(0) = ¢° dans Q.

Ici, on va supposer que les coéfficients a, B et satisfont

ac L®(Q), BeL*Q)" pelL>) (3.97)
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Le premier résultat que 'on montre est une inégalité globale de Carleman pour les
solutions faibles de problemes rétrogrades qui s’ecrivent sous la forme

—p—Ap=[fi+V.f[p dans@,
(Vo + fo)n=f3 sur X, (3.98)
o(T) = ©° dans €,

avec f1 € L*(Q), f» € L*(Q)Y, f3 € L*(X). On peut réaliser que, pour des solutions
¢ € L*(Q), la condition au bord a ‘a priori’ un sens puisque Vo + fo € L*Q)V et
V.(Vo+ fo) € H1(0,T; L*(Q)).

On présente maintenant le résultat suivant :

Lemme 3.3.1 Si f1, f2, f3 vérifient les hypothéses ci-dessus, il existe quatre constantes
A o1,09 et C qui dépendent seulement de €2 et O telles que, pour tout X > \, tout s >
5= 01(e" T + T?) et tout @, € L%(Q), la solution faible de (3.98) satisfait

/ / e |Vl dwdt + s*X / / e & | dudt + s°N? / / e 28 | dodt
C <s3/\4// e~ 25263 | o|? dudt (3.99)
0x(0,T)
+ [ a4 o pdsdt ) [ [ e o] dods )
Q )

Les fonctions poids a = a(z,t) et & = £(x,t) sont données par

Ml — @) 0 (@)

alwt)=——g—p— =7y

(3.100)

La preuve sera donnée aprés I’énnoncé du lemme 3.3.2
Comme conséquence du lemme 3.3.1, on peut déduire une inégalité d’observabilité pour
le systéme adjoint associé a (3.96). Plus précisement, on considére le systéme rétrograde

—Pr A(,O - V(SDB@j?t)) + a(a:, t)@ =0 dans Qa
(Vo + pB(x,t)).n+ f(x,t)p =0 sur X, (3.101)
o(T) = ©° dans €,

ot ¢” € L*(9). On verra que pour une cetaine K de la forme

2
K = COt3 Il &HIBIZHI81Z) (3.102)

la solution de (3.101) satisfait

//Q - |g0|2dxdt§K//o ( T)\¢|2da;dt. (3.103)
*(3:7) x(0,
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Remarque 3.3.1 En fait, (3.103) n’est pas la seule fagon de dire que (3.101) est obser-
vable. 1l est plus fréquent d’utiliser d’autres inégalités de la forme

[G(O)aey < C / / o dedt (3.104)
Ox(0,T)

pour une certaine constante C. L’éstimation (3.104) peut étre déduite par (3.103) et
I'inégalité de l'energie satisfaite par .

Le deuxieme résultat essentiél de cette pargraphe concerne la controlabilité a zéro de
(3.96). Le résultat est le suivant

Théoréme 3.3.1 Supposons que (3.97) est satisfaite. Alors, pour chaque T' > 0, (3.96)
est controlable a zéro au temps T avec des controles v € L*(O x (0,T)) tels que

||UHL2(O><(0,T)) S H HyOHL2(Q)7 (3105)

avec une constante H de la forme

H = CO+ktlall 3 +IBIZ 1812 +T(lal+1BI% +181%)) (3.106)

pour un certain C = C(2,0).

Dans la démonstration du théoréme 3.3.1, Poutil essenssiel est 'éstimation (3.103).
Cela, découle d’un principe qui affirme que la controlabilité a zéro de (3.96) avec des
controles dans L2(O x (0,T)) est équivalente a 'observabilité de (3.101). Plus de détails
seront étre donnés ci-dessous.

Pour la preuve du lemme 3.3.1, nous aurons besoin d'un résultat auxiliaire : une
inégalité de Carleman pour les solutions de 1’équation de la chaleur avec des conditions
aux limites homgeénes de Neuman. Ceci est donnée dans le résultat suivant :

Lemme 3.3.2 Soit f € L*(Q). Il existe \*,0* et C' qui dépendent seulement de §) et O

tels que, pour tout X\ > \*, tout s > O'*(€4)\||n0||ooT + T?) et pour tout ¢° € L*(Q), la
solution du systéme

—q — Aq = f(x,t) dans Q,

% =0 sur Y, (3.107)
q(T) =¢° dans S,

satisfait
s [[[ el + 8gfdudt +
Q
SA? / / e~ ¢ |Vq|? dedt 4+ s> \* / / e~ 2523 | q|? dadt (3.108)
Q Q

< C < / / e~ f|? dadt + s\ / / 6_25“§3|q|2dxdt.) .
Q Ox(0,T)
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La preuve du lemme 3.3.2 est longue et ressemble a celle du lemme 2.2.2. Nous n’allons

donc pas la donner (voir [8]).
Preuve du lemme 3.3.1. On peut considérer ¢ comme solution par transposition de
(2.49). Cela, signifie que ¢ est la fonction unique dans L*(Q) qui vérifie

//QSth:Edt = //Qfl(x,t)zdxdt—//Qfg(x,t).Vzdxdt+

//Efg(x,t)zdadt—i-/ngo(x)z(m,T)dx (3.109)
Vh € L*Q),

ou z est, pour chaque h € L?(Q) la solution du probléme

2z — Az = h(x,t) dans Q,

% =0 sur X, (3.110)
2(0) =0 dans €.

On va d’abord estimer le deuxiéme terme du premier membre de (3.99) i.e.

33)\4// e=252€3 |o|? dadt. (3.111)
Q

Nous allons voir que le terme (3.111) est borné par le deuxiéme membre de (3.99), i.e.

53)\4// e~ 25263 | o]? dadt

Q

< C <s3/\4 / / e~ 293 | o]? dadt (3.112)
Ox(0,T)

—2sa 2 2)\22 Qdd A —2sa 2d d)
+//Q (AP +s f\f2|)fct+8//ze €| fof? dodt

pour des \ et s appropriés.
Ensuite, on considére le probléme suivant :

(
minimiser 1 (// 25 |z|* dadt + 3_3)\_4// e2sa =3 |y|? dxdt)
Q Ox(0,T)
réstreint a v € L?(Q) et (3.113)
2+ Az = PAe 28 4 vlp  dans Q, ’
g—; =0 sur X,
L 2(0)=0, 2(T)=0 dans Q.

Ici, s et A sont choisis comme dans le lemme 3.3.2. En vertu du principe de Lagrange,
on est amené au systeme d’optimalité, qui est du quatriéme ordre en espace et second
ordre en temps :

£(672sa£*p) + 83)\46*230‘&“3])10 = 33A46728a§3(p dans Q,

P =0, L(eLrp) =0 sur X, (3.114)

on
(6_280‘5*;0)(0) — (e—2sa£*p>(T) =0 dans €.
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L=0,—Aet L*=—0, — A. Alors, on peut montrer que (3.114) donc
(3.113 aussi) admet une seule solution p et que

U= —sNe2ply et T=eFLY (3.115)

résolvent le probléme 3.113). On montre que (3.114) a une solution faible unique. A cet
effet, nous allons réecrire ce probléme comme une équation variationnelle et en appliquant
le théoréme de Lax-Milgram. Maintenant on introduit 1’espace
={2€C*Q): % =0 sw X}

et la norme |[[| , ,avec

||q||§(0 — // 6—25@ |£*q|2 dl’dt+83)\4// 6—25(153 |q|2 drdt (3116)
Q Ox(0,T)

pour tout g € Xj.
Due au lemme 3.3.2, ||||, est une norme dans X,. Soit X le complété de X, pour la
norme |||, . Alors X est un espace de Hilbert pour le produit scalaire (.;.)x, avec

(p;q)x = // e~ (L p)(L*q)dxdt + 53)\4// e~ pqdadt. (3.117)
Q 0x(0,T)

Avec cette notation, le systéme (3.114) est équivalent & trouver une fonction p € X

tels que
(s a)x = Uq) Vg e X (3.118)

ou I(q) = 33)\4// e~ 20 pqdadt Vq € X.

Bien sur, (3.117) est équivalent & un autre probléme extrémal

{ min(3(q; ¢)x — 1(q)) (3.119)

réstreint a ¢ € X.

En vertu du lemme 3.3.2 on peut facilement vérifier que [ € X. Par conséquent, on
peut appliquer le théoréme de Lax-Milgram et en déduit qu’il existe une solution unique
de (3.114).

En choisissant
h = s3\e™93 0 4 11
dans (3.109). Cela donne

3)\4// e 20 o  dudt = //f1($,t)3da:dt—/ fo(,t).VZzdxdt (3.120)
Q Q
+/ fa(x,t)zdodt — // pvdx
N Ox(0,T)
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(rappelons que v et Z sont données par (3.115)). L’idée de la preuve de (3.112) est de
borner z, VZ et v dans @ et la trace de z sur ¥ dans les termes du second membre de
3.120). A cet effet, on va d’abord multiplié ’équation (3.114) par p et intégrer dans @, ce
qui donne

Ipllx < 1% lpll (3.121)

et, par conséquent,

Hp”i = // e2sa ‘2’2 dxdt + 83)\4// 62501573 ‘i}\|2 dxdt (3'122)
Q 0x(0,1)

< 033)\4// e~ 203 | dadt,
Q

pour A > \(Q,0) et s > 7(1Q, O)(e4AH"OHooT+T2). Cela donne les majorations voulues
de Z et D1p. Maintenant, on multiplie ’équation satisfaite par z par s 2\ 2e2*¢ 22 et on
intégre dans (). Aprés une intégration par partie, on obtient :

L2y / / em{?g 121 dadt + 572172 / / ¢\ V2| dadt
—3_1)\_1// e’V |27 dadt (3.123)
Q

—23_2/\_1// 23V . V2)Zdxrdt
Q

= s)\? / / Epzdrdt + s\ 72 / / eX ¢ zdxdt,
Q Ox(0,T)

d’ou

0
sTINT? / / e 2|\V2 dadt — s7IA / / emg—lai 2% dodt
Q E an
1
- 55_2)\_2//(42%(6250‘5_2) 2|7 dadt
—s I / / V(270 |27 dadt (3.124)
Q

+2572\ 7! / / ¢ 2(Vn . V2)Zdwdt
Q

+5\? / / Epzdadt + s\ 72 / / e? ¢ 202dxdL.
Q Ox(0,T)

On a besoin maintenant certaines éstimations concernant les fonctions poids afin de
préserver explicitement les majorations en s, A et 7. On note que

%(62”52) < oTse? e | (3.125)

lorsque s > CT2. D’une facon générale, de remarquer que, pour tout m fixé, on a

V(™| < Cn(Q,0) s> (3.126)
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quand s > CT?. En effet, on a
V(e*2€™) = AV ™ (256 +m) < C(Q,0)e**NE™ (s€ + 1) (3.127)
et, en tenant compte du fait que
T2

CséE>1 > 3.128
s¢€ > 1 pour 3_40, ( )

on obtient directement (3.126).
Revenant & (3.124), on obtient

0
§TIN 2 / / e 2 | V2  dadt — s7IA7! / / erag—lai 121 dodt
Q b)) (971
< C(Q,0) <Ts_1/\262AH770Hoo / / 250 |22 ddt
Q
+ / / e |21 dadt + s7IA 7! / / e 2 ddt (3.129)
Q Q
+5_2// €2 |3 dudt + 52)\4// e 2262 || dadt
Q Q
1
P / / e |6|2dxdt> 4+ =s72\2 / / e2¢=2 V2 dadt,
Q 2 Q
ot on prend s > C'T?. Maintenant, en tenant compte de (3.128) et on déduit

8 0
s72\2 / / 2962 |72 dudt — s~ A / / 62%*18—’; 5% dodt  (3.130)
Q b

< C(92,0) <// €2 2% dadt + 53)\4// e~ 2263 || dadt
Q Q
+s3N / / e ]6|2dxdt> ,
Q

pour tout s > C(Q,O)(eQ’\H"OHooT + T?) et pour tout A > C(9,0).
A partir du lemme 2.2.1, cela donne une éstimation du gradient et la trace de Z en
fonction de z, v1p et . Compte tenu de (3.122), on a maintenant

/ / e |21 dadt + s72N\ 72 / / 252672 | V2 dadt
Q Q

+s7IA! / / e ez dodt + s—3A / / e e 30  dadt  (3.131)
b 0x(0,T)

< 0(970)33)\4// e~ 2523 | dadt,
Q

pour s > C(Q,O)(eQ’\H"OHmT +T% et A > C(Q,0).
Il suffit de combiner cette inégalité et I'identité (3.120) pour en déduire (3.112).
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Montrons maintenant que

)\2//6_280‘§|V¢|2d9&dt < C(Q,0) (//6‘250‘|f1|2d:1:dt
Q Q

+5%\? / / e~ | fo]? dadt (3.132)
Q

+s) / / e=2¢ | f5]” dodt
b
+s3)\4// e sagd \90|2d:cdt> :
Ox(0,T)

A cet effet, nous allons maintenant utiliser non seulement que ¢ est une solution par
transposition, mais une solution faible. Rapelons la définition d’une solution faible : on
dit que ¢ est une solution faible de (3.98) si elle satisfait

p € L2(0,T; H'(2)) N C%([0,T]; L*(2))

< Py, U > (H (), + fﬂ Vo Vudr = fQ f1<$7t>de

— [ fo(x, 1) Vud:c —|— J5, fs(z, t)udo (3.133)
p.p dans (0,7), Yue Hl(Q)

o(T) = ¢" dans Q.

prenons
u=s\2e 200 (., 1) (3.134)

dans (3.133). Ensuite, on intégre dans (0,7") et on effectue des intégrations par partie
de la méme facon qu’on a fait avant. On obtient :

1
——s)\z// 6_250‘52 o) dzdt + s)\2// e~ | V|® dadt
2 0 ot Q

+5)\2 / / V.V (e ¢ pdxdt (3.135)
Q

= s\? / /Q e~ frpdadt — sA? / : fo.V (e p)drdt + sA\? / / e fapdodt.
¥

On intégre par partie encore une fois et on obtient

A2 / / e~ |\V|? dadt
Q

— _%sv / / (e7298), |@|” dadt — sA? / Vo.V(e ) pdedt  (3.136)
Q Q

+5)\? / / e~ frpdadt — sA\? / / f2.V (e ¢ pdadt
Q Q

—s)\? / / f2. Ve 2 ¢dadt + s\ / / e~ 25 fapdodt.
Q =
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Compte tenu de (3.126), on obtient

/ / “20¢ |Vl dadt
< C(Q,0) (TSQ/\%Z’\H" Hoo// e~250€3 |o]? dadt
Q
+530 / / e~250¢3 |o|? dadt + / / e~ 2| fy|? dadt (3.137)
Q Q
+52\4 / / e=252€2 |o|? dadt + sN\* / / e~ fo|* dadt
Q Q
+5A / / e72%6 | f5)* dodt + sX\® / / e~25e¢ |f? dadt)
% >
1
+-sA? / / e~ |Vo|® dadt,
2 Q

otton prend s > CT? et A > C.
En faisant plusieurs simplifications, on voit que

A2 / / e~ |\V|* dadt
Q
< C <53A4 / / e~ 293 | o]? dadt (3.138)
Q
- / / e f1|? dadt + s*\2 / / e=250€2 | fo]? dadt
Q Q
+5A / / e~250¢ | 37 dodt + sA\® / / e~25e¢ || dadt) :
Y P

pour s > C’(eQ’\H”OHooT +T?) et A > C, d’ou (3.132) se déduit facilement.
Estimons la trace de ¢ en fonction de ¢ et V. On note que

—52)\3// e~ 22 (V' . V) odadt
Q

_ _1 213 —2sa 26770 2
= 55 A //26 13 o lo|” dodt (3.139)

1
+552A3 / /Q V. (e7 222" ||? dadt.

En tenant compte du lemme 2.2.1, on en déduit I'inégalité

2)\3 / / e~ 202 o dodt
b

< O\ / V.(e72Vn°) | || dadt (3.140)
Q

+C <53A4 / / e7252€3 | dadt + s\ / / e—m§|w|2dxdt)
Q Q
C (53/\4 / / e=252€3 | dadt + s\ / / e—2mg|w|2dxdt> ,
Q Q

IN
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avec s > C(T?* +T) et A > C.
Cette derniére inégalité avec (3.112) et (3.138), donnent (3.99) et permet d’achever la
preuve du lemme 3.3.1. =

3.3.2 Démonstration du théoréme 3.3.1

Cette partie est consacrée a démontrer le théoréme 3.3.1. Ce sera une conséquence de
l'inégalité de Carleman (3.99).

On va commencer avec une majoration explicite de la solution faible du probléme
linéaire

yr — Ay + B(x,t).Vy +a(x, t)y = f(x,t) dans Q,
o+ Bty =0 sur ¥, (3.141)
y(0) = y° dans (2,

ou f € L*Q),y° € L*(Q) et (3.97) est remplie. Ensuite, on va utiliser ce résultat en
combinant avec (3.99) pour en déduire I'inégalité d’observabilité (3.103) pour les solutions
de (3.101). Enfin, nous allons mettre fin a la démonstration du théoréme 3.3.1 d’une
maniere classique, en utilisant cette inégalité d’observabilité.

Proposition 3.3.1 Sous les hypothéses précédentes, la solution faible de (3.141) satisfait
[’éstimation suivante

a 2 2
lylly < CT]| HOO+IIBIIOO+H6HOQ)(Hf”Lz(Q) 4 HyOHL2(Q)) (3.142)

pour une certaine constante C' > 0. Ici, Y = L*(0,T; H*(Q)) N C°([0,T] ; L*(Q))
Preuve. L’existence et 'unicité d’une solution de (3.141) est bien connue. Par ailleurs,
'identité suivante peut étre déduite pour chaque t € (0,7") d’'une maniére standard :

zdt/|y“’ d$+/|Vy(fct| d:c+/ Bz, t) [y(z, ) do
+/B(x,t).Vy(a:,t)y(x,t)dx—i—/a(m,t) |y(x,t)| dx (3.143)
@ Q

/Qf(:r,t)y(a;,t)d:z

Nous allons maintenant utiliser ’éstimation de la trace pour les fonctions de H'(€2) :

[N

{ fyg [uf? do < C (Joul> + [VulP)dz) * (fo(ul? d) (3.144)
Vu € HY(Q),

pour une certaine constante positive C' = C'(£2, O). Cette inégalité peut étre prouver
en la faisant valoir d’abord pour des fonctions réguliéres, puis en passant a la limite.
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Compte tenu de (3.143) et (3.144), nous avons :

%%/ﬂ|y(m,t)|2dx+/ﬂ|Vy(x,t)|2dx
< —/QB(:U,t).Vy(x,t)y(:v,t)dx—/Qa(:n,t) ly(z,t)]* da (3.145)

+/Qf(x,t)y(l‘7t)dm + OBl 1y C Oy Iy 2oy

En combinant cette inégalité avec 1'inégalité de Young, on obtient :

d
p lyC 72y + 19 (D)1 gy (3.146)
< O+ llallg + 1B + 18I Iy Ol 72y + I (O Z2)

pour tout ¢ € (0,77). A partir de ces éstimations et le lemme de Gronwall on obtient
(3.142).

Ceci termine la preuve. m

L’éstimation d’observabilité annoncée est démontré dans le resultat suivant :

Proposition 3.3.2 Pour chaque ¢° € L*() la solution associée a (3.101) vérifie 'in-
égalité d’observabilité

// lo|? dadt < K// o ddt, (3.147)
ox(%,2h) Ox(0,T)

pour une constante K de la forme

2
K = (CO+E+lalE+IBIZ+IBI%) (3.148)

Preuve. Soit ¢° € L?(Q2). Si on prend dans (3.99),
fi=—ap € L*(Q), f = ¢B € L*(Q)V, f3 = — By € L*(%).

Ainsi, on peut appliquer le lemme 3.3.1 & ¢ et en déduire que

3)\2// e3¢ |Vop|? dadt + 53>\4// e725083 |? dadt + s2\® // e~ 2262 || dodt
Q Q >

< C(HaHzo//e_Qsa|<p|2dxdt—|—s2>\2|]B\|io//e_25a§2|g0|2dxdt (3.149)
Q Q

+sA ||B||io //6_2‘”5 lo|” dodt + 83/\4// e~25e¢3 o dxdt)
) 0x(0,T)

pour tout A > X et tout s > E(e‘u””onT +T?).
On va essayer d’éliminer les termes globaux du premier membre de cette inégalité en
faisant un choix convenable du parameétre s
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Prenant s > CT2(|al|5, + || B||%.),on voit que

C <||a||zo// e~ | dadt + s2 N\ ||B||io// e~ 2seg? |<p|2dxdt) (3.150)
Q Q
1
< —33/\4// e~252€3 ||? dadt.
2 Q

D’autre part, on prend s > CT? ||B||f>o7 on trouve que

1
Cs\||B1%, //e—%ag lo|” dodt < 53%3//6—25&52 o dodt. (3.151)
P P

out cela méne & ’éstimation
Tout cel lést t

// e 2523 ) dadt < C’// e~ 25263 | dasdt, (3.152)
Q Ox(0,T)

qui est vraie pour A > \ et s > 5(€4A||770||00T +T2(1 + ||a||§o + 1Bl + 1812,
Prenant en compte les propriétés des fonctions poids ainsi que le choix de s et A\ que
nous avons fait, il n’est pas difficile de vérifier que la fonction
—2smaxa(t)

t— e( =€2 "/ miné(t)?

€N
atteint son minimum dans (%, %) en % et que la fonction

—2smina(t)
e
e
atteint son maximum dans (0,7) en % Avec cela, I'inégalité de Carleman précédente

donne directement

5 < 25(m1na(;r, 5 )—ma.xa(;r, 1 )))
Qx (5

T3T
404

T
xminé(z, =) *max¢ (z, — // o) dzdt,
4 Ox(0,T)

e z€Q

pour le méme choix de parametre s et .
— BV 2
Maintenant, on prend A = A et s =5 = E(eMH”OHmTjLTz(l +llallz + IBIZ +11811%),

on a
/ / o dadt < C(Q, 0)eC 03/ / / o dzdt, (3.154)
Qx(4,%5) 0x(0,T)

ce qui donne (3.147) et (3.148).

Ceci termine la preuve de la proposition 3.3.2 m

Nous allons maintenant terminer la preuve du théoreme 3.3.1
On va introduire une fonction n € C*°(0,7T"), avec

ot' ) (3.155)
)
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Soit x la solution faible du systéme

— Ax + B(x,t).Vx +a(x,t)y =0 dans Q,
o+ Bla,t)x =0 sur X, (3.156)
x(0) = y° dans (2,

et posons y = w + nx. Si y est 1'état associé a v, i.e. la solution de (3.96), alors w
satisfait

— Aw+ B(z,t).Vw + a(z, t)w = =1/ (t)x +vlp dans Q,
9w 4 B(a, t)yw =0 sur X, (3.157)
w(0) =0 dans €,

Notre tache est de trouver un controle v € L?(O x (0,7T)) tel que la solution associée
a (3.157) satisfait
w(T)=0 dans Q. (3.158)

Aprés cela, il suffit de prendre y = w + 1y nous aurons prouvé notre résultat avec un
controle dans L*(O x (0,T)).
Pour chaque € > 0, On consideére la fonctionnelle J., avec

o|"dzdt + € || //n’xgpdm‘dt
//Ox 0,T) ol | HL2 Q (3.159)

Vol € L2(Q
ot, pour chaque ©° € L*(€), ¢ est la solution de (3.101) associée a ¢°.

La fonctionnelle
P — Je(¢°)
est continue, strictement convexe et coercive dans L?(2). Par conséquent, elle posséde
un unique minimum ¢? et il n’est pas difficile de verifier que ¢? = 0 si et seulement si la
solution w de (3.157) associée & v = 0 satisfait ||w(., )||L2 <e.
On désigne par ¢, la solution de (3.101) associée & ¢, posons
Ve = 90510
et on note par w, la solution de (3.157) associée au controle v.. Alors

[we(., T)| 2y < € (3.160)

En effet, il n’est pas restrictif de supposer que ¢? # 0. Et par conséquent, J. est
différentiable en ¢! et
(JUD, %) =0 V' e L2(Q).

Cela veut dire,

dxdt — "vodxdt =0
//Ox OT)SOEQO x +€(HWQHL2(Q) 2 )LZ(Q) //QT] xpar (3.161)
V0 €L2 (Q).
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Et comme
/ / P drdt — / / ' xedrdt = (we(., T),¢°) 2@, (3.162)
Ox(0,T) Q
alors, on a
0
(we(, T), %) 12(0) = —€(r—oo—, ") 1200 V® € L2(Q), (3.163)
|42 ||L2(Q)

ce qui implique (3.160).
Et comme
J(¢%) < J(0) =0, on a aussi

HUeHi2(0x(o,T)) (3.164)

1
3
< // .| dadt // In'x|* dzdt |
QX(%,%) QX(%?%)

A partir de la proposition 3.3.2 et la définition de v,, on déduit maintenant que

C 1 ’
2 K3 2 lrd 3.165
€ < € t .].
HU ||12(O><(0,1)) =T ’ HU Hl,2(Q) <//><(4734 | |X| € ) ( )

et, en utilisant la proposition 3.3.1, alors on a

N

HUEHLQ(OX(O,T)) < CK: ”XHY <H H?JOHLz(Q) ) (3.166)

ou la constante H est donnée dans (3.106).
Par conséquent, v.1o et w, sont uniformément bornés dans les espaces L?(Q) et
Z ={we L*0,T; H(Q)) : wy € L*(0,T; H(Q))},

respectivement. On peut donc extraire une sous suite qui converge faiblement a un
controle vl et une sous suite (avec le méme indice) de w, qui converge faiblement vers
la solution w de (3.157), avec

w(T)=0 dans Q.

Nous avons donc démontrer I'existence d'un controle v € L*(Q) tels que (3.105) et
(3.158) sont satisfaites.

Ceci termine la démonstration du théoréme 3.3.1.

3.4 Controlabilité exacte aux trajectoires de 1’équa-
tion de réaction-diffusion semilinéaire avec condi-
tions au bord de type Fourier.

A Taide des résultats établis dans la partie précédente, on va démontrer la controlabilité
exacte (globale) aux trajectoires du systéme

v — Ay + F(y,Vy) =vlg dans @,
o+ fly)=0 sur Y, (3.167)
y(0) = ¢° dans €.
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Dans ce cas, on considérera y° € L>(Q) et deux fonctions F: Rx RY — Ret f: R — R.
11 est raisonnable de supposer que f ne décroit pas et que f(0) = 0.

L’objectif principal de cette partie est d’analyser les propriétés de controlabilité du
systéme non-linéaire (3.167). On fixe une trajectoire non controdlée du systéme (3.167) :

Y —Ay+ F(y,Vy) =0 dans @,
%4 fy) =0 sur X, (3.168)
y(0) =7° dans .

Les hypotheses que 1'on impose a cette trajectoire sont :
7 e L2(0,T; H'(9) N CO0,T); LAQ) N L2(Q), 7 € L2(Q). (3.169)

Il sera dit que (3.167) est exactement controlable aux trajectoires au temps 7" si, pour
toute solution de (3.168) et de tout y° € L>°(1), il existe des controles v € L*(O x (0,T))
et des solutions associées y € C°([0,T]; L*(Q2)) telles que

y(T) =y(T) dans Q. (3.170)
Le résultat principal de cette section est le suivant :

Théoréme 3.4.1 Supposons que F et f sont deux fonctions localement Lipschitziennes
qui verifient

|F(S7p) — F(ﬂp)‘
lsl—o0 |5 — 7 log¥2(1 + |s — 7|)
uniformement en (r,p) € [-K,K|xRY VK >0

- 0 (3.171)

VL > 0,dM > 0 tel que
|[F(s,p) = F(r,p)| < M[s—r[, [F(s,p) = F(s,q)| < M|p—q| (3.172)
Y(s,r,p,q) € [-L,L]* x RN x RN

et
£ (s) = f(r)]
jsl—o0|s — 7| log"?(1 + |s — r|)
uniformement enr € [-K,K| VYK > 0.

= 0 (3.173)

Alors, pour chaque T > 0, on a la controlabilité exacte aux trajectoires i qui verifient
(3.169) avec des controles v € L*(O x (0,7T)).

Avant de commencer la preuve du théoréme 3.4.1, on a besoin d’un résultat de contro-
labilité a zéro pour le systéme linéaire (3.96) avec des controles dans L>(0O x (0,7)).

3.4.1 Un résultat de nulle controélabilité pour le systéme linéaire.

Proposition 3.4.1 Pour tout T' > 0, le systéme (3.96) est contrélable a zéro avec des
controles dans L>(O x (0;T")). De plus, on peut trouver les controles v satisfaisant

C(2,0)K (T, ||all oo 1 Bll oo, l1Bllo) [],,0
||'U||L°°(O><(07T)) < eCOROK(T lalloo | Blloo I )||y HLz(Q)’ (3.174)

K =1+ 1/T + |lall2* + | BI% + 18]1% + T + llall + 1B + 18I1%)-  (3.175)
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Pour la démonstration de la proposition 3.4.1, nous aurons besoin d’un résultat de
régularité locale pour les solutions de ’équation linéaire de la chaleur avec des coéfficients

a, B dans L>(Q).

Lemme 3.4.1 NotonsY ['espace L*(0,T; H'(Q))NC([0,T]; L*(2)). Soity € Y solution
de l’équation
Yy — Ay + a(x, t)y + B(z,t).Vy = f, (3.176)

ota € L®(Q),B € L®(Q)N et f € L*(Q). Soit w C Q un ouvert non vide et on suppose
que [ € L®(w x (0,7)). Alors,
y € L=(6, T; WH>(w'))

pour tout 6 € (0,T) et tout ouvert non vide w' C w. Il existe une constante C(w') telle
que l’estimation suivante est vérifiée :

HyHLOO((S,T;Wla"O(O’)) < CW)TV?+TN?) x (3.177)

_ N+1
(17 + llalle + 1B1L0) ™ (Il + 1 ooy ) -

La régularité précédente reste vraie pour § = 0 si, a coté de (3.176), on a y(x,0) = 0 dans
Q. Dans ce cas, on a une estimation similaire a (3.177) sans 6.

La preuve de ce lemme se trouve dans [10]
Preuve de la proposition 3.4.1. Nous introduisons d’abord un contréle L*(O x (0, 7))
qui conduit la solution de (3.96) & zéro au temps 7" . Dans une deuxiéme étape, en utilisant
un argument de régularité conduira au controle L*° désiré.

Soit y° € L*(Q) et soient O’ et O” deux ouverts avec 0" CC O’ CC O. Alors, si l'on
utilise le théoréme 3.3.1 avec domaine de controle O, on déduit qu’il existe un controle
v e L*0" x (0,T)) tel que la solution y de (3.96) vérifie y(T') = 0 et on a l'estimation

19 20y < €CPORT A BBl 4] (3.178)
avec K de la forme (3.175).
On introduit maintenant une fonction de trancature n € C*°([0,T]) satisfaisant

n(t) = 1 dans (0,7/4), n(t)

0 < <1 et |yt)<

0 dans (37/4,7T)

NIQ

dans (0,7)

et on considére y du systéeme

X —Ax+ B.Vx+ax =0 dans Q,
g—z +8x =0 sur X,
x(0) = ¢° dans .

Alors, w = y — nx satisfait

ﬁ)/t — Aw+ B.Vw + aw = —T]/<t)X + 510// dans Q,
90 + Bw =0 sur X, (3.179)
w(0) =0, w(T)=0 dans Q.
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Notre objectif est de construire un contrdle v € L*(O x (0,7) qui conduit la solution de
(3.175) & zéro au temps ¢t = T.
On consideére ensuite un ouvert Oy avec O' CC Oy CC O et une fonction de trancature
& qui vérifie
£€C30p) et £€=1 dans O

Alor, si on pose w = (1 —&)w on a :

wy — Aw + B.Vw + aw = —1/(t)x + vlp dans @,

g—j‘; +pPw=0 sur X,
w(0) =0, w(T)=0 dans €,
avec
v =1Ex + 2VEND + A — B.VED. (3.180)

Remarquons que suppv C O x [0, T]. Par conséquent, si on démontre que v € L>®(O x
(0,7)), on aura que la solution y = w+mny (avec ce v ) résout le probléme de controlabilité
a zéro de (3.96).

Ainsi, on vérifie que v € L>(O x (0,7)) et on estime sa norme dans cette espace :

e La régularité du premier terme du second membre de (3.180) est déduite par la
régularité interieure de y non seulement en espace mais aussi en temps. D’aprés le lemme
3.4.1 avec w = O on déduit que y € L>(Oy x (6,T)) avec supp C Oy CC O (nous avons
méme y € L®((6,T) x WL(0))) et

loc
X0 2o 0 xyy < CT2+TY2) (1467 4 Jlall o + 1Bl Ixly -
par conséquent, si on prend 6 = 7'/8, puisque 1’ = 0 dans (0,7'/4), on obtient
||77/§X||Loo(0x(0,T)) < OT_l(T1/2 + TN/Q) X
(L +T7" + llallo + 1Bl lxlly -

e La régularité des trois autres termes du second membre de (3.180) est déduite de
la régularité interieure en espace de "&3_ On introduit O,avec Oy CC 0Oy CC O ) et on
applique le lemme 3.4.1 avec w = O;\O”. On obtient w € L*®((0,T) x W>(0n\0")) et
I’estimation

10| oo (0,7 w10 (0007 < C(T'? +TN?) x
(1 + llallo + [1Bll) 2 (l@lly - + /x|

Lw(olx(o,T))>’
d’ou
12VEVW@ + AW — BVED| oo 0.y < C(TH? + TN?)x
L+ llallo + 1Bl 2@l + X,

olx(o,T»)'
Rassemblant les éstimations précédentes, nous obtenons que v € L>®(0 x (0,7)) et
[Vl g oxory < C(1 + TV % (3.181)
L+ 77"+ llallo + 1Bl (lwlly + lx1ly)-

A ce point, notons que pour tout f € L*(Q) et pour tout y° € L*(Q) la solution du
systeme linéaire

y— Ay + BNVy+ay=f dans Q,

%4 By =0 sur %, (3.182)
y(0) =9° dans €,
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satisfait , )
HyHY < GCT(H||a||oo+\|BHoo+||5I|oo)(HyOHL2(Q) + Hf||L2(Q))_

Ceci peut étre utilisé pour estimer |[w||y et [|x||y en fonction de [[0] 120 (0.1 €t Hy0||L2(Q) :
Compte tenu de (3.181), on voit que

~ 0
[0l 2w 0x 09 < LU 20rxoy + 18] 200 (3.183)
ou

L = CT A+ TV A +T"+ |lallo + 1B]lo)*" x
exp {CT(1+ |lall, + | BII% + I8112,) } -

En combinant cette estimation et (3.178), on obtient finalement que

CQ0)K(T llall oo 1 Bll oo 5118l o0 0
||,U||L°°(O><(O,T)) S (& VE( | ) Hy HL2(Q) (3184)
ot K est donné par (3.175).
Ceci, achéve la preuve de la proposition 3.4.1. m
Un autre résultat que 1’on utilisera pour démontrer le théoréme 3.4.1 est une estimation
L des solutions du systéme (3.96)

Proposition 3.4.2 Supposons que f € L>=(Q), y° € L>°(Q) et que les coéfficients a, B, 3
sont dans L. Alors y € L*(Q) et on a

a 2 2
”yHoo < CTAH HOO+IIBIIOO+HBHOO)(||y0Hoo + HfHoo) (3.185)
avec une constante C' ne dépendant que de €.

Preuve. On va considérer deux situations différentes :
Cas 1- On va d’abord supposer que a > 1 et § > 0 et on va établir (3.185) dans ce
cas. En fait, on va montrer que, sous ces hypotheéses,

19l < Nl9°ll o + 11l (3.186)

En effet, on va introduire le systéme

2z — Az + B(x,t).Vz+a(x,t)z =h dans Q,
% + Bz, t)z =k sur %,
2(0) = 2° dans €,

ouh € L>(Q), ke L>=(X) et 2° € L>®(Q) et on va montrer que, si h, 2° et k sont positives,
alors c’est aussi le cas pour z.

En effet, en multipliant 1’équation satisfaite par z par z_(.,¢) ( la partie négative de
z(.,t) pour chaque t € (0,7 ) et en intégrant par partie sur €2, aprés plusieurs simplifi-
cations, on trouve :

1 d
m/ﬂp_(a;,t)fd“/vaz_@,t)fdx

—I—/m(ﬂ(m,t) |(z_(z,t)|" — k(z,1))2_(2,1t))do + /a(x,t) |z_(x,t)|" dx

Q

= /Qh(a:,t)z(x,t)dx— /B(:Jc,t).Vz(x,t)z(:c,t)dx.

Q
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A partir de cette identité, en vu de la positivité de a, h, 5 et k£ , on déduit facilement que

d
a / o (. t) do < || BII% / o () de
d’ou z > 0 dans Q.

Maintenant, soit A/ > 0 suffisament large (choisi ci-dessous). La fonction z = M —y
satisfait

— Az + B(z,t).Vz+a(z,t)z = a(z,t)M — f dans @,
% + Bz, t)z = Bz, )M sur X,
2(0) = M —° dans €,

Par conséquent, si on prend

M 2 mas {1l iy [0}

on peut appliquer I’argument précédent et en déduire que y < M. De méme maniére, on
peut déduire que y > —M et, par conséquent, |y| < M. Cela prouve que lorsque a > 1 et
f > 0, 'estimation (3.186) a lieu.

Cas 2- On va maintenant prouver (3.185) pour des coéfficients L.

Soit v € C?(Q) une fonction qui satisfait

)
v > 0 dans Q, a—7<—||5\| sur 0% |yl <1, (3.187)

VYl < CllBlle 1D*]] < ClIBI

Nous donnons ici une preuve de l'existence d’une telle fonction 7. A cet effet, soit § > 0
un parameétre (dépendant de €2) tels que

x € Qs +— dist(z, 00)

est C?, avec Qs = {z € Q : dist(z,00Q) < §}. On distingue deux cas.

Supposons d’abord que ||5||,, > 1/6. Ensuite on prend v(z) = 1 dans Q\Qs, y(z) =
15|  dist(z, 02) dans Q. avec e = 1/(2||5]|,,) et une régularisation de v dans Q5\2.. Cela
donne les propriétés souhaitées de 7.

D’autre part, si || 5], < 1/0, on prend y(x) = ¢ || 5], dans Q\Qs, v(x) = ||5]|  dist(z, 09)

dans €5/, et une régularisation de v dans €2;\€s/2. Cela fournit également une fonction
désirée dans ce cas.
On pose maintenant, § = ¢?®y. Alors, j satisfait

Aﬁ—i— E( t).Vy+a(z,t)y =@ f  dans Q,

+ B, t)j =0 sur X, (3.188)
3/(0) = 67( Jy° dans €2,
ou
a = a+Ay- \W!Q—BV%
B = B+2Vy, B = 6——>0 sur X.
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Remarquons que, a partir de 'inégalité (3.187) satisfaite par v, on sait que

o+ Ay = V4" = BV < Cilllall, + 1Bl + 118]1%,)  dans @
pour un certain C; > 0.
Maintenant, on pose
~ 2 2 ~
7 = e~ (Callall oo HIBIHIBIZ) 1)t
Alors y satisfait

Ui — Aj+ (B(a, 1) + 2V(2). Vi +a(z, )y = dans Q,
g_z+6($vt)g:0 sur E’
y(0) = e7t)yf dans (),

ou

@ = a+Ay—|Va’ = B.Vy+Cilllall o + I BIE + 181%) + 1,
F o= e @llalHIBIZAIBIZ) 1)) £

~ o~

et B = p.
Puisque @ > 1 et E > 0. On peut appliquer le cas 1 a 3. Cela donne les estimations
[9llso < 17100 < 77O IBIHEI |30+ 1£]]0).

d’o on déduit (3.185). m
Preuve du théoréme 3.4.1. Soit y° € L>®(Q) et 7 étre donné et supposons que ¥
satisfait (3.168) et (3.169) au sens faible. On consideére le systéme non-linéaire

wy — Aw + Fy(w, Vw, z, t)w + F»(Vw, x,t).Vw =vlp dans @,
Qw4 Fy(w;z,t)w =0 sur X%, (3.189)
w(0) =y —7(0) dans (),

ou on a utilisé la notation

F(y(e,t) + s Vy(x,t) +p) = Fy(r, 1), Vy(, t) + p)

Fl(S,p;I',t) =

(3.190)

LYoF
Fy = (Fot, Fass s Fan), Foy(pist) = / 5 T, V5(. )+ Adh (3.191)
0 J

. @, t) + 5) — F(5(e.1)

S

F3(s;z,t) = (3.192)

pour s € Ret p € RV,
On va démontrer qu'il existe un controle v € L>*(O x (0,7)) et une solution associée
a (3.189) telle que
w(z,T) =0 dans Q. (3.193)

Avec ce controle et I'état y = w + 7, on aura résolu le probléme de contrélabilité pour
(3.167) et on aura ainsi prouvé le théoréme 3.4.1. On se restreint (par densité) au cas ou
les fonctions F' et f ont une dérivée continue.

Le cas ou F et f sont C!
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L’idée de la preuve est bien connue : nous introduisons une fonction multivoque appro-
priée et on vérifie qu’elle possede au moins un point fixe, ce sera une solution au probléme
de controlabilité a zéro associé a (3.189).

Pour chaque R > 0, on considére la fonction

—R si s<—R
Mg(s) =<} s si —R<s<R
R si s> R.

On note par Z l’espace de Hilbert Z = L?(0,T; H'(£2)) et on pose pour chaque R > 0 et
chaque z € Z

ag.(x,t) = Fi(Mg(z(x,t)), Vz(x,t);x,1),
B,(z,t) = Fy(Vz(x,t);x,t),

et
Br.(@,t) = F3(Mg(2(z,t)); 2, 1).
On considére la controlabilité du probléeme linéaire
wy — Aw + ag,(z,t)w + B,(x,t).Vw =vlp dans @,

9u + Bz, t)w=0 sur %, (3.194)
w(0) =y — 7(0) dans €,

et avec (3.193).
A partir de (3.169), (3.172) et le fait que f € C'(R), on a

AR,z € LOO(Q)a BZ € LOO(Q)N et /BR,Z € LOO(Z)
Par conséquent, compte tenu de la proposition 3.4.1, (3.193), (3.194) peut étre résolu avec

des controles dans L>*(O x (0,T)).

On pose Tr = min {T7 aj_%l/S} > 0, ou

ar = sup supess|Fi(s,p;z,t)|.
IsI<R, peRN (2,H)€Q

On peut suivre les étapes de la section 3.3 et de construire un controle vg, € L®(O x
(0,Tg)) tels que la solution wg . de (3.194) dans 2 x (0, Tg) vérifie

wg.(x,Tr) =0 dans Q.

Les éstimations que nous avons pu établir dans les propositions 3.4.1 et 3.4.2 écrites pour
VR, et wr . avec le temps T donnent maintenant

||UR,z||L°°(OX(0,TR)) = Ckr Hw0||L2(Q) (3.195)
lwrll 2o sy < Cr 9] 120 (3.196)
lwr.2 oo 01)) < O 1] e (3.197)

ou

Cp = exp {C(Q,O,T)(l +dP B+ ﬁg)} ,
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B = supsupess |Fy(p;x,t)]
pERN (z,t)eQ

fr = sup supess|Fs(s;x,t)|.
[s|<R (z,t)ex

En fait, les éstimations obtenues dans la section précédente impliquent (3.195)-(3.197)
avec C'r remplcée par Cr(z), ol

Cirlz) = exp { (2, 0)(1 + Tg" + T+ lla |2 + | B.I1,
11872 + Trllan:ll + B2 + [|Ba:l2)) }

mais en tenant compte des définitions de Tg, ag, B, et Bp il est clair que Cr(z) < Cg
pour tout z € Z.

On peut maintenant prolonger par zéro les fonctions vg . et wg, pour t € (Tg,T'). De
cette fagon, on a construit un controle vy, et un état associé wp . satisfaisant (3.193)-
(3.194) et

||UR,Z||L°0(O><(07T)) < Ckg ||w0||L2(Q) (3.198)
||wR,z||Z <Cr ||w0||L2(Q) (3.199)
||7~UR,z||oo < Cr ||w0||L°°(Q) (3.200)

Nous allons maintenant introduire une multifonction menant a la solution a notre pro-
bléme de controlabilité.

Nous considérons d’abord ’ensemble des controles admissibles Ag(z). Par définition,
c’est I'ensemble de controles vy, € L>(O x (0,7)) qui menent la solution de (3.194) a
zéro au temps T et satisfait (3.198). Ensuite, pour chaque z € Z, on note par Ag(z)
'ensemble des états wp ., associés aux controles vg , € Ag(z) satisfaisant en plus (3.199)
et (3.200). Compte tenu des arguments ci-dessus, Ag(z) est un sous ensemble non vide de
Z.

Le plan du reste de la preuve est le suivant :

— Nous allons d’abord voir que, pour chaque R > 0, Ag posséde un point fixe wg. Ce
sera déduite par le théoreme de Kakutani.

— Ensuite, nous allons trouver R > 0 (assez grand) tel que Mg(wg) = wg. A ce niveau,
'utilisation de la proposition 3.4.2 sera cruciale.

En conséquence, pourR assez grand, le point fixe wr de Ag sera, avec un certain
vgr € L>®(0 x (0,7T)),une solution de (3.193)-(3.194).

Il reste & vérifier que le théoréeme de Kakutani peut étre appliquée a Ag.

On a que Ag(z) est un ensemble fermé convexe non vide de Z pour tout z € 7 .

Montrons que Ag est une multifonction d’un compact sur lui méme. En fait, nous
allons voir que Agr est une multifonction de Z dans un ensemble compact convexe fixe
KR.

Notre argument est le suivant : On choisit une suite arbitraire {x,} dans Z et une
autre suite {w, } avec w, € Ag(z,) pour tout n et on prouve que {w,} posséde une sous
suite qui converge fortement.

Soient {z,} et {w,} deux suites données. D’aprés (3.198)-(3.200), les équations satis-
faites par les fonctions w, et le fait que |lag., | < ag,|B:.|. < B et “6,%72”“00 < Bgr
pour tout n > 1, on déduit l'existence des sous suites {z,} et {w,/} tels que

Wy — W faiblement dans Z,
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Wy ¢ — Wy faiblement dans L*(0,T); H '(2))
Upr — U faiblement- * dans L>°(Q)

quand n’ — oo. On peut supposer que les coéfficients associés a z,, convergent faiblement-
«dans L>°(Q) et L>(X). Ainsi, nous pouvons passer a la limite dans les formulations faibles
satisfaites par w, s et on déduit que w et v satisfont

wy — Aw + a(z, t)w + 0(x,t) = vlp dans Q,
g—;‘: + Bz, )w =0 sur X,
w(0) = w® dans €,

pour certain a € L®(Q) et § € L>(X) ou § € L*(Q) est la limite faible de B, ,.Vw, dans
L%(Q). Apreés soustraction des équations satisfaites par les fonctions w, et w, on trouve
que

(W —w)y — Alwy —w) = a(x, t)w — ag,. , (2, t)wy

+0(z,t) — B, (2,t).Vwy + (v —v)1o dans Q,
w - 6szn/w”’ — Bz, t)w =0 sur DI
(wn = w)(0) =0 dans €.

Par conséquent,
1 T
_/ (W — w)(x, T)|) dz +/ / IV (wn — w)(z, s)|* dads
2Ja 0 Jo
T
= / / (Bw = Bp, ,wa) (W — w)(x, s)dods
0 Joo
T
+/ /(aw — AR, Wy ) (W — w)(z, s)dvds
0 va
—i—/ /(6 — B, , Vwy)(wy —w)(z, s)dvds
0 Ja
+/ /(vn/ —v)(wy —w)(x, s)dxds.
o Jo

Nous allons maintenant vérifier que tous les termes du second membre de cette derniére
égalité tendent vers zéro. Entre autres, cela implique que

Wyt — W fortement dans Z. (3.201)

e Le premier terme du deuxiéme membre converge vers zéro, puisque

Wy — W fortement dans L*(X)

et par conséquent
Br,. Wy — Pw  faiblement dans L*(%).

En effet, la convergence forte de w, s est une conséquence immédiate de I'injection com-

pacte de I'espace
{z€ L*(0,T; H(Q)) : z € L*(0,T; H ()}

dans L%(0,T; H*(2)) pour tout s € (1/2,1) et le fait que 'opérateur trace est bien défini,
linéaire et continue de L?(0,T; H*(Q2)) dans L*(%).



Chapitre 3. Controlabilité de I’équation de réaction-diffusion s

e La convergence des trois autres termes du second membre est une conséquence de
la convergence faible dans L*(Q) de AR, Wy et B, , .Vwy, la convergence faible dans
L*(O x (0,T)) de v, et la convergence forte de w,, dans L?*(Q).

Nous avons donc vu que {w,} posseéde une sous suite fortement convergente et, par
conséquent, Ar est une multifonction de ’espace Z dans un ensemble compact fixe.

Il reste a vérifier que A est hemi-continue superieurement. Ainsi, supposons que
o € Z' et soit {z,} une suite donnée, avec z, — z fortement dans Z on doit prouver
que

limsup sup (o,w), , < sup (o,w), ,

n—+ooweARr(zn) weEAR(z)

Soit {z, } une sous suite de {z,} telle que

limsup sup (o,w), ,=limsup sup (o,w), ,.
n—+ooweAR(zn) ’ n/ —+ooweARr(z,) '

Puisque chaque Ag(z,/) est compact de Z, pour chaque n' on a

sup <‘77w>z',z- = <a,wn/>Z,7Z.
weAR(z,)
pour certain w,, € Ag(z,). D’autre part, puisque tout les états w,  appartiennent au
méme compact Kg, au moins pour une nouvelle sous suite (encore une fois indéxée par
n’), on doit avoir (3.201). On va maintenant prouver que w € Ag(z). Ceci achévera la
démonstration de ’hémi-continuité superieure de Ag.

En effet, on peut supposer que les limites faibles des coéfficients associés & z, sont
arz, B. et g, puisque 2, converge fortement vers z dans Z et par conséquent les
coéfficients a Rz, an, et 3 R,» , convergent presque partout (remarquons que nous utilisons
ici la régularité de F et f ). ’

D’autre part, on peut supposer que les controles v,, convergent x— faiblement vers une
fonction v dans L>*(O x (0,7)). Alors, w résout (3.194) et w(T') = 0. En outre, puisque
I'inégalité (3.198) indépendante de n, v satisfait aussi (3.198). Par suite, v € Ag(z). Par
conséquent, w est la solution de (3.194) associée au controle v. Ceci montre que w € Ag(z)
et par conséquent, Ar est hemi-continue supérieurement.

Compte tenu de ces arguments, le théoréme de Kakutani peut étre appliqué et on en
déduit que, pour chaque R > 0, A posséde au moins un point fixe wgr qui appartient &
Z et L*(Q).

Notre objectif maintenant est de trouver un R > 0 tel que

[wrllo < R

Ce sera une conséquence des estimations que nous savons pour wg et les propriétés satis-
faites par les fonctions Fj.
A partir de (3.200), on obtient

2/3
6C’(Q,O,T) (14a7p

ol < R ||| . (3.202)

D’autre part, a partir de (3.172)-(3.173) il est également clair que, pour tout ¢ > 0, il
existe C, > 0 tels que

2/3
(sup ess |Fi(s,p;x, t)|> <elog(l+s])+C. VseR VpecRY
(z.t)eQ
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2
(sup ess | Fy(p; x, t)|) <C. VpeRY (3.203)
(z.t)eQ

2
<sup ess |F1(s;x,t)|> <elog(l+|s|)+C. VseR.
(z,t)ex

Par conséquent, il est vrai aussi que, pour tout € > 0, il existe C, > 0 ( indépendante de
R ) tels que

a2* + B+ % < elog(1+ R) + C.

Ces estimations avec (3.202) et les définitions de ar, B et 8 ménent a I'inégalité suivante :

||7JJRHOO < C’(Q, O,T, e)(l 4 R)C(Q,O,T)E

w|| .
]

En conséquence, en prenant € > (0 assez petit pour satisfaire C(Q,0,T)e < 1, nous
pouvons nous assurer que, pour R > 0 suffisamment grand ( dépendant de ,0,T et
19° = 3%l o)) om &
lwrll, < R.

Ceci termine la preuve du théoréme 3.4.1 lorsque f et F sont des fonctions de classe C*.

Le cas géneral.

On va maintenant supposer que les fonctions f et F' sont localement lipschiziennes
satisfaisant (3.171)-(3.173).

On va introduire les fonctions p! € C®(R x RY), p? € C*(RY) et p? € C*(R), avec
p’ >0, suppp' C B((0,0);1), suppp® C B(0;1), suppp® C [~1,1] et

//RX]RNPI(S,p)dsdp = /RNpQ(p)dp = /Rp3(5)d5 —1

Considérons, pour chaque n > 1, les suites de fonctions régularisantes associées
pn(s,p) = n"pl(ns,np),  pi(p) = n™pP(np),  V(s,p) eR xRV
et
p2(s) =n"pi(ns), VseR

et la suite régularisante '
(les fonctions Fi, Fy et Fy ont été définies dans ((3.190)-(3.192)).

Ces fonctions satisfont les conditions suivantes :

e pour chaquen > 1, Fy,, : RxR¥xQ — R, Fy, : RVxQ — RV et F3, : RxY — R
sont des fonctions de Caratheodory

e Si on pose

Fo(s,pyx,t) = Fin(s,p;,1)s + Fan(p; 2, t).p
et
fa(s;x,t) = F5,(s;2,1)s,

alors les propriétés asymptotiques (3.172) et (3.203) restent vraies uniformement en n.
Autrement dit, pour tout L > 0, il existe M > 0 ( indépendante de n ) tele que

|Fn(57p) - Fn(rap)’ S M"S - T’? |Fn(57p) - FH(S7Q)| S M’p - q‘
Y(s,r,p,q) € [-L,L]* x RN x RV,
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En outre, pour chaque € > 0, il existe C. > 0 tels que

(

2/3
(sup ess | Fi,(s,p;a,t)| <elog(l+|s])+C. VseR,VpeRY
(z,t)e@Q

supess |Fo,(p;x,t)| | <C. VpeRY
(z,t)eQ

2
(sup ess |F3n(s;a:,t)]> <elog(l+|s|)+C. VseR,

(z,t)eX

pour tout n > 1.
e D’aprés les définitions de F), et f,,, on a aussi que

Fo(2n,V2zn;.) — Fi(2,Vz; )z + F5(Vz;.).Vz faiblement dans L*(Q)

et
fn(zn;.) — F3(z;.)z faiblement — % dans L*™(X%)

quand
2, — z faiblement — x dans L>(Q) et fortement dans L*((0,7); H'(2))

En conséquence, nous pouvons affirmer comme dans le cas o F et f sont C' et en
déduire que, pour chaque n, il existe un controle v, € L>(O x (0,T)) tel que

Wyt — Awy, + (W, Vw,; x,t) = v,10 dans @,
%“—Tj + folwn;z,t) =0 sur X, (3.204)
w,(0) = w° dans
et
w,(T)=0 dans Q. (3.205)

Compte tenu des propriétés satisfaites par les fonctions Fj,, les estimations que nous avons
établi dans le cas ot F' et f sont Clet indépendantes de n. Par conséquent, au moins
pour une sous-suite, nous avons également

v, — v faiblement - * dans L>(O x (0,7))
w,; — w; faiblement dans L*(0,T; H ()
et
w, — w  faiblement — % dans L*°(Q) et fortement dans L*((0,T); H'(12))

Nous pouvons donc passer a la limite de (3.204) et de trouver un controle v € L*®(0O x
(0,7")) tel que la solution associée a (3.189) satisfait (3.193). Ceci achéve la preuve du
théoréeme 3.4.1. m

Remarque 3.4.1 La démonstration du théoréme 3.4.1 peut étre également réalisée en
appliquant un autre point five. Plus précisément, on peut d’abord introduire un petit para-
métre € > 0 et de trouver un controle v de tel sorte que la solution de (3.167) satisfait

[y(T) =Y Tl o) < €
On résoud le probléme de controlabilité approché du systéme linéaire (3.189) avec un
controle de norme minimale dans LP(Ox (0,T)) pour un p assez grand, et, ensuite, en utili-
sant le théoréme du point fixe de Schauder. Puisque toute les éstimations qu’on peut établir
sont uniformes par rapport a €, on peut passer a la limite quand e — 0 et en déduire le ré-
sultat désiré.
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Perspectives

Nous avons, au cours de cet humble travail, traité la contrélabilité a zéro et la contro-
labilité exacte aux trajectoires de I’équation de la chaleur avec conditions au bord de type
Dirichlet et de type Fourier dans le cas linéaire et semi linéaire.

Dans le travail présenté sur les conditions sur F' et f pour ’équation de réaction-
diffusion non linéaire avec conditions au bord de type Fourier ne permettent pas de don-
ner un résultat de contrélabilité a zéro, I'une de notre perspective et de chercher des
condittions sur F et f pour que le systéme soit controlable & zéro .
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