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Introduction Générale

L a majorité des problèmes d’optimisation issus du monde réel sont de na-
ture multi-objectifs et exigent la considération simultanée de plusieurs

critères généralement conflictuels. Chaque critère correspond à une fonction
objectif à optimiser (maximiser où minimiser) ; qui relève de la modélisa-
tion du problème traité, tels problèmes d’optimisation sont réputés pour être
particulièrement difficiles à résoudre que leurs équivalents mono-objectif. La
difficulté réside dans l’absence d’une relation d’ordre total entre les solutions
admissibles. Une solution peut être meilleure qu’une autre sur certains ob-
jectifs et moins bonne sur les autres. Donc il n’existe généralement pas une
solution qui satisfait simultanément l’ensemble des objectifs. C’est pourquoi
le concept de solution optimale devient moins pertinent dans l’optimisation
multi-objectifs. Dans ce cas, on essaye de déterminer un ensemble de solutions
de compromis entre les différents objectifs à optimiser. L’étude de compromis
a donné lieu à la définition des solutions optimales au sens de Pareto ; une
solution est dite Pareto optimale si l’amélioration à l’égard d’une fonction ob-
jectif entraîne une détérioration d’une autre fonction objectif, l’union de ces
dernières solutions forme l’ensemble Pareto optimal ; l’image de cet ensemble
dans l’espace des objectifs (l’espace des critères) est appelé front de pareto.
L’optimisation multi-objectifs s’intéresse aux particularités liées à l’existence
de ces solutions optimales multiples et aux méthodes de résolution dédiées à
ce type de problèmes, qui sont souvent NP-difficiles.
Ainsi, la résolution d’un problème d’optimisation multi-objectifs consiste à
trouver les solutions Pareto optimales ou encore les solutions efficaces qui
répondent au mieux aux préférences du décideur, les difficultés liées à la
résolution de ces problèmes résultent du fait que

– Il n’existe pas d’ordre total entre les solutions admissibles,
– La structure du front de Pareto est variable d’un problème à l’autre,
– Le nombre des solutions Pareto optimales croît en fonction de la taille

du problème, en particulier selon le nombre d’objectifs.
La résolution des problèmes multi-objectifs relève de deux disciplines assez
différentes (même si des efforts sont faits pour essayer de diminuer l’écart

existant entre ces disciplines). En effet, résoudre un problème multi-objectifs

1



INTRODUCTION GÉNÉRALE

peut être réalisé en deux phases :

a. La recherche des solutions de meilleur compromis ou un sous-ensemble
de celles-ci. C’est la phase de l’optimisation multi-objectifs.

b. Le choix de la solution à retenir. C’est la phase de la décision multi-
objectifs, où le décideur doit extraire, parmi l’ensemble des solutions
de compromis, celle (s) qu’il utilisera.

Il peut arriver dans la programmation multi-objectifs que l’ensemble des
solutions efficaces, qui est une partie de l’ensemble des solutions admissibles,
soit très vaste et parfois infini comme dans le cas continu. Dans une telle
situation, il est souvent impossible d’énumérer toutes les solutions efficaces
et la prise de décision devient une tache très difficile, ce qui motive le retour
vers le décideur dans le but d’exprimer ses préférences comme une fonction à
optimiser dans cet ensemble. Ceci nous mène vers la recherche d’une solution
efficace optimisant le critère des préférences du décideur sur l’ensemble des
solutions efficaces.
Dans cette thèse, nous nous intéressons à l’optimisation d’un critère, ap-
pelé critère principal, sur l’ensemble des solutions efficaces d’un problème de
programmation mathématique multi-objectifs à variables discrètes (entières),
l’intérêt de telle classe de problèmes multi-objectifs résulte du fait que dans
la majorité des applications concrètes de la programmation mathématique, la
présence des variables discrètes est inévitable. Le problème en variables conti-
nues est difficile et il devient plus difficile en variables discrètes. Cependant,
nous accentuons sur la qualité des solutions trouvées lors de développement
de nos méthodes.
Le noyau de notre travail est principalement focalisé sur la programmation
fractionnaire, l’intérêt porté à ce sujet tient à la variété de problèmes d’op-
timisation rencontrés dans plusieurs applications réelles (économie, ingénie-
rie,...etc.) pour lesquels on considère l’optimisation d’un rapport de deux
fonctions.
Dans ce contexte, le travail présenté s’articule autour de deux volets :

– Le premier volet consiste à optimiser un critère linéaire fractionnaire
sur l’ensemble des solutions efficaces d’un problème de programma-
tion linéaire multi-objectifs en nombres entiers (MOILP : Multiple
Objective Integer Linear Programming). Ce travail a fait l’objet d’une
publication dans la revue International RAIRO Operations Research,
et de deux communications internationales :
– 2nd International Symposium on Operational Research 2011, ISOR11.
– International Conference on Applied Mathematical Optimization and
Modelling 2014, (APMOD Conference 2014).

2
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– Le deuxième volet, comme une généralisation du premier problème,
nous abordons le problème d’optimisation d’un critère linéaire fraction-
naire sur l’ensemble efficace d’un problème de programmation linéaire
fractionnaire multi-objectifs en nombres entiers (MOILFP : Multiple
Objective Integer Linear Fractional Programming problem). Ce travail
a fait l’objet d’une communication dans la conférence internationale :
11th International Conferences on Multiple Objective Programming
and Goal Programming (MOPGP 2015), Tlemcen, Algeria.

La thèse présentée est formée de six chapitres :
– Le premier chapitre a pour objectif de présenter le contexte de l’op-

timisation multi-objectifs qui sera le cadre de travail de cette thèse.
Nous introduisons les notions fondamentales et les résultats théoriques
liés à l’optimisation multi-objectifs tels que la dominance, la surface de
compromis ainsi que les principales approches de résolution.

– Le deuxième chapitre est consacré à l’optimisation multi-objectifs li-
néaires en nombres entiers, nous exposons en premier lieu un aperçu
sur les notions de base de la programmation linéaire en nombre entiers,
nous présenterons par la suite les résultats principaux de la program-
mation linéaire multi-objectifs en nombres entiers ainsi que quelques
méthodes existantes dans la littérature.

– Le troisième chapitre est consacré à l’optimisation d’un critère linéaire
sur un ensemble efficace, nous étudions le problème dans le cas continu
et le cas discret en exposant quelques méthodes de résolution pour les
deux cas.

– Le quatrième chapitre s’attache à la programmation linéaire fraction-
naire, qui représente le noyau de notre étude, nous présentons dans
une première partie les résultats de base de la programmation linéaire
fractionnaire mono-objectif ainsi que les principales approches de ré-
solution. Ensuite, dans une deuxième partie, nous présentons la forme
générale d’un problème de programmation linéaire fractionnaire multi-
objectifs ainsi que quelques résultats liés à ce problème.

– Le cinquième chapitre expose notre première contribution qui consiste
à l’élaboration d’une méthode exacte pour résoudre le problème de
l’optimisation d’un critère linéaire fractionnaire sur l’ensemble efficace
d’un problème (MOILP ).

– Le dernier chapitre, est consacré à l’optimisation d’un critère linéaire
fractionnaire sur l’ensemble efficace d’un problème de programmation
linéaire fractionnaire multi-objectifs en nombres entiers (MOILFP ),
nous présentons en premier lieu la seule méthode existante dans la
littérature, à notre connaissance, pour résoudre le problème. Ensuite,
nous aborderons notre deuxième contribution en mettant au point une

3
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nouvelle méthode exacte pour résoudre le problème dans l’espace des
critères.

– Enfin, une conclusion résume les principaux résultats obtenus dans ce
travail et quelques perspectives pour les futurs axes de recherche.
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1.1 Introduction
L’optimisation multi-objectifs est un domaine fondamental de l’aide à la

décision multicritère, auquel de nombreux milieux scientifiques et industriels
doivent faire face. Au cours des dernières années, un grand nombre de tra-
vaux, à la fois théoriques et appliqués, ont été publiés dans ce domaine.
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Introduction à l’optimisation multi-objectifs

La résolution d’un problème d’optimisation multi-objectifs consiste à trouver
les solutions de meilleur compromis entre les critères à optimiser, connues par
les solutions Pareto optimales, qui correspondent au mieux aux préférences
du décideur. L’une des questions les plus difficiles est donc liée à l’identifica-
tion de ces solutions ou d’une approximation de celles-ci pour des problèmes
complexes.
Ce chapitre présente le contexte de l’optimisation multi-objectifs qui sera le
cadre de travail de cette thèse. Nous introduisons les principales définitions
telles que la dominance, la surface de compromis ainsi que les principales
approches de résolution.

1.2 L’abécédaire de l’optimisation multi-objectifs
L’optimisation multi-objectifs ou multicritère consiste à optimiser (maxi-

miser ou minimiser) un vecteur dont chacune de ses composantes est une
fonction de Rn appelée un objectif ou un critère, un problème d’optimisation
multi-objectifs (MOP )("Multiple Objective Optimization Problem") peut
être défini comme suit :

(MOP )

{
“Opt” F (x) = (f1(x), f2(x), ..., fp(x))
s.c. x ∈ S = {x ∈ Rn|gi(x) ≤ 0, i = 1, 2, ...,m} (1.1)

où p est le nombre d’objectifs (p ≥ 2), S est l’ensemble des solutions
admissibles dans l’espace de décisions Rn et x = (x1, x2, ..., xn) ∈ S est un
vecteur représentant les variables de décisions. F (x) = (f1(x), f2(x), ..., fp(x))
est le vecteur des objectifs à optimiser.
Quand les objectifs fp et les fonctions gj sont linéaires, on obtient un problème
de programmation linéaire multi-objectifs (MOLP : Multiple Objective Li-
near Programming) défini par

(MOLP )

{
“Opt” zk = ckx; k = 1, · · · , p
s.c. x ∈ S (1.2)

où ck ∈ R1×n pour k = 1, · · · , p et l’ensemble S est déterminé par des
contraintes linéaires S = {x ∈ Rn|Ax ≤ b, x ≥ 0} ; A ∈ R(m×n) ; x ∈ Rn×1 ;
b ∈ Rm×1 ; m,n ∈ N?.
En ajoutant la contrainte d’intégrité des variables de décisions, on obtient
un problème de programmation linéaire multi-objectifs en nombre entiers
(MOILP : Multiple Objective Integer Linear Programming) défini par :

(MOILP )

{
“Opt” zk = ckx; k = 1, · · · , p
s.c. x ∈ D (1.3)

6



Introduction à l’optimisation multi-objectifs

où D = S ∩ Zn, Z étant l’ensemble des nombres entiers relatifs.
À chaque solution x ∈ S est associé une image z ∈ Z dite vecteur objectif
définie par l’application suivante :

F : S −→ Z
x 7−→ z = F (x) = (z1, z2, ..., zp).

où Z = F (S) = {z ∈ Rp|z = F (x), x ∈ S} représente l’ensemble des points
réalisables dans l’espace des objectifs Rp (ou également l’espace des cri-
tères).
Auterement dit, Z est la projection de S sur l’espace des objectifs ( voir la
Figure 1.1).

Figure 1.1 – L’espace de décisions et l’espace des objectifs d’un problème
bi-objectifs (deux fonctions objectifs).

1.3 Dominance et efficacité
Dans l’optimisation multi-objectifs, le décideur évalue généralement une

solution par rapport à chaque critère, et se positionne donc naturellement
dans l’espace des objectifs. Néanmoins, contrairement au problème mono-
objectif où il existe un ordre total parmi les solutions réalisables, dans le
contexte multi-objectifs, en raison de la nature conflictuelle des objectifs, il
n’y a généralement pas une solution réalisable qui optimise tous les objectifs
à la fois. Ainsi, une relation d’ordre partiel est généralement définie, la plus
connue et utilisée est la relation de dominance au sens de Pareto, définie par
un équilibre tel qu’on ne peut pas améliorer un objectif sans détériorer au
moins un des autres objectifs (Vilfredo Pareto).

7



Introduction à l’optimisation multi-objectifs

Sans perte de généralité, nous supposerons par la suite que tous les objectifs
sont à maximiser et nous définissons le problème (MOLP ) comme suit

(MOLP )

{
“ max ” zk = ckx; k = 1, · · · , p
s.c. x ∈ S. (1.4)

Définition 1.1 (relation de dominance)
Soit “ > ” la relation d’ordre partiel définie sur Rp par :
∀z, z′ ∈ Rp, z > z′ si et seulement si :

– z est au moins aussi bon que z′ sur tous les objectifs, i.e :
∀i ∈ {1, ..., p}, zi ≥ z′i;

– et z est strictement meilleur que z′ sur au moins un objectif, i.e :
∃i ∈ {1, ..., p}, zi > z′i;

Propriété de la relation de dominance
La relation binaire “ > ” :

– n’est pas réflexive ; une solution ne se domine pas elle même ;
– n’est pas symétrique ; on n’a jamais z > z′ et z′ > z ;
– est transitive ; car z > z′ et z′ > z” implique z > z”.

Définition 1.2

– ∀ z1, z2 ∈ Z, z1 domine z2 si et seulement si z1 > z2.
– Un vecteur objectif z ∈ Z est dit non dominé, si est seulement si, il

n’existe pas z′ ∈ Z tel que z′ > z.
– x̃ ∈ S est une solution efficace ou optimale au sens de Pareto, si et

seulement si, il n’existe pas de x ∈ S tel que zi(x) ≥ zi(x̃),∀i = 1, ..., p
avec au moins une inégalité stricte (c-à-d. @ x ∈ S : z(x) > z(x̃)). Le
vecteur objectif correspondant z(x) est dit solution non dominée.

Définition 1.3

– Soient z, z′ ∈ Z, z domine fortement z′ ssi : zi > z′i,∀i ∈ {1, ..., p},
cette relation sera notée z � z′.

– Un vecteur objectif z ∈ Z est dit faiblement non dominé s’il n’existe
pas de z′ ∈ Z tel que z′ � z.

– Une solution x̃ ∈ S est dite faiblement efficace s’il n’existe pas de x ∈ S
tel que z(x)� z(x̃).

– Une solution x̃ ∈ S est dite fortement efficace si et seulement s’il
n’existe pas une autre solution x ∈ S tel que x 6= x̃ et zi(x) ≥
zi(x̃), ∀i = 1, 2, ..., p. Le vecteur objectif z(x̃) est dit fortement non
dominé.

8
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Définition 1.4 (ε−Dominance)
Un vecteur objectif z ∈ Z ε-domine un vecteur objectif z′ ∈ Z, avec ε > 1,
si et seulement si zi ≥ ε.z′i, ∀i ∈ {1, ..., p} , cette relation sera notée z ≥ε z′.

On définit l’optimalité locale et l’optimalité globale au sens de Pareto
comme suit :

Définition 1.5 Optimalité locale au sens de Pareto
Une solution x ∈ S est optimale localement au sens de Pareto s’il existe
un réel δ > 0 tel qu’il n’y ait pas une solution x′ ∈ S qui domine x avec
x′ ∈ S ∩B(x, δ) où B(x, δ) représente une boule de centre x et de rayon δ.

D’une manière équivalente, une solution x est optimale localement au sens de
Pareto si elle est optimale au sens de Pareto sur une restriction de l’ensemble
S.

Figure 1.2 – l’optimalité locale au sens de Pareto

Définition 1.6 Optimalité globale au sens de Pareto
Une solution x ∈ S est optimale globalement au sens de Pareto( ou optimale
au sens de Pareto) s’il n’existe pas de x′ ∈ S telle que Z(x′) domine Z(x).

L’ensemble des vecteurs non-dominé est appelé front de Pareto ou la sur-
face de compromis et l’ensemble des solutions de S dont l’ensemble image
représente le front de Pareto est appelé l’ensemble Pareto optimal ou l’en-
semble efficace.
Nous pouvons définir le front de Pareto de la manière suivante :
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Définition 1.7 Soit Z l’image dans l’espace des objectifs de l’ensemble réa-
lisable S. Le front de Pareto E de Z est défini comme suit :
E = {z ∈ Z | @y ∈ Z, y > z}.

Les figures ci-dessous présentent pour un problème à deux objectifs les quatres
front de Pareto en fonction du désir de l’utilisateur de minimiser ou maximi-
ser les objectifs.

Figure 1.3 – Structure de front de Pareto

Définition 1.8 Ensemble Convexe
Un ensemble S est dit convexe lorsque pour tout x et y de S, le segment
[x, y] est inclus dans S, c-à-d :

∀x, y ∈ S;∀λ ∈ [0, 1] : λx+ (1− λ)y ∈ S.

- Soit une famille {Si}i=1...k d’ensembles convexes et S = ∩ki=1Si. Alors S est
convexe.

10



Introduction à l’optimisation multi-objectifs

Figure 1.4 – Ensemble convexe (à gauche) et non convexe (à droite)

- Soit Λ l’ensemble de tous les vecteurs λ = (λi)i=1,...,p définis par :

Λ = {λ ∈ Rp|
p∑
i=1

λi = 1, λi ≥ 0, i = 1, ..., p}.

Pour λ ∈ Λ, on définit le problème (Pλ) par

(Pλ)

 “ max ”

p∑
i=1

λic
i(x)

s.c. x ∈ S.
(1.5)

Théorème 1.1 (Geoffrion, 1968)[34]
Soit x̂ ∈ S, x̂ est une solution efficace si et seulement si x̂ est une solution
optimale du problème paramétrique (Pλ) pour un certain vecteur λ ≥ 0.

Théorème 1.2 (Iserman, 1974) [45]

a. x̂ ∈ S une solution optimale du problème paramétrique (Pλ)
– Si λ ≥ 0 alors x̂ est faiblement efficace.
– Si λ > 0 alors x̂ est efficace.
– Si λ ≥ 0 et x̂ est l’unique solution optimale de (Pλ) alors x̂ est
fortement efficace.

b. En autre, si S est convexe alors :
– Si x̂ est efficace alors il existe λ > 0 tel que x̂ est une solution
optimale de (Pλ).

– Si x̂ est faiblement efficace alors il existe λ ≥ 0 tel que x̂ est une
solution optimale de (Pλ).

Théorème 1.3 [45] Une solution x̂ ∈ S est efficace si et seulement s’il existe
λ ∈ Rp, λ > 0 tel que

λz(x̂) ≥ λz(x) pour tout x ∈ S

11
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Définition 1.9 Point extrême
On dit que x est un point extrême (ou sommet) d’un convexe non vide S si

x = λy + (1− λ)z, pour y, z ∈ S et 0 < λ < 1 alors x = y = z.

En d’autres termes, x n’est à l’intérieur d’aucun segment de S.

Définition 1.10 Combinaison linéaire convexe
Un vecteur y est une combinaison linéaire convexe des points {x1, ..., xp} s’il
existe des coéfficients réels λi, i = 1...p, tels que :

y =

p∑
i=1

λixi, avec λi ≥ 0,∀i = 1...p, et

p∑
i=1

λi = 1.

Définition 1.11 Envelope convexe
L’envelope convexe d’un ensemble S ⊂ Rn est l’ensemble des points de Rn

qui s’écrivent comme combinaisons convexes des points de S. On la note par :

conv(S) =

{
x ∈ Rn|x =

p∑
i=1

λixi, xi ∈ S, λi ≥ 0, i = 1...p, et

p∑
i=1

λi = 1

}
.

Auterement dit, c’est le plus petit ensemble convexe contenant S.

– S est convexe si et seulement si S = conv(S).

Définition 1.12

– L’ensemble {x ∈ Rn|atx = b} représente un hyperplan de Rn.
– L’ensemble {x ∈ Rn|atx ≤ b} représente un demi-espace fermé de Rn

dont l’hyperplan correspondant constitue la frontière.

Définition 1.13

– Un polyèdre P est l’intersection d’un nombre fini de demi-espaces fer-
més et/ou d’hyperplans. Un polyèdre est un ensemble convexe fermé.

– Un polyèdre P est dit borné, s’il existe une valeur β finie et positive
telle que

|xj| ≤ β, ∀j = 1...n, ∀x ∈ P.

– Un polyèdre borné et non vide est dit polytope.
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1.3.1 Détection géométrique des solutions Pareto opti-
males

Pour tester l’efficacité d’un point x∗ ∈ D, Steuer [66] a introduit le concept
d’ensemble dominant qui est principalement basée sur la notion du cône.

Définition 1.14 (Cône) Soit le vecteur V ⊂ Rn, V 6= ∅, V est un cône si
et seulement si αv ∈ V pour tout scalaire α ≥ 0 et tout v ∈ V.

– Le vecteur d’origine de Rn( 0Rn) est contenu dans chaque cône.
– Un cône convexe est un cône qui est également un ensemble convexe.

Définition 1.15 (cône polaire) Soit V ⊂ Rn un cône. Le cône polaire non
négatif de V (noté V≥) est le cône convexe V≥ = {y ∈ Rn | ytv ≥ 0,∀v ∈ V}.

Ce qui signifie que tous les vecteurs de V≥ font un angle inférieur ou égal à
90◦ avec chaque vecteur de V.

Définition 1.16 (Vecteurs géenérateurs d’un cône) Soit un ensemble
de vecteurs {v1, v2, ..., vp} de Rn et l’ensemble V tel que :

V = {v ∈ Rn | v =

p∑
i=1

αiv
i, αi ≥ 0},

V est l’ensemble de toutes les combinaisons linéaires à coefficients non
négatifs des vi, i = 1, ..., p et est le cône convexe engendré par l’ensemble
{v1, v2, ..., vp}. Les vecteurs vi, i = 1, p sont appelés les généerateurs de V .

- La dimension d’un cône V ⊂ Rn est donnée par le nombre de vecteurs
linéairement indépendants dans V .

Définition 1.17 (cône semi-polaire positif) Soit V ⊂ Rn un cône convexe
généré par {v1, v2, ..., vp}. Alors, le cône semi-polaire positif (noté V>) est le
cône convexe
V> = {y ∈ Rn | ytvi ≥ 0, pour tout i et ytvi > 0 pour au moins un i} ∪ {0Rn}.

Définition 1.18 (Ensemble dominant)
Soit x∗ ∈ D et C> le cône semi-polaire positif généré par les gradients des p
fonctions objectifs i.e.
C> = {y ∈ Rn | ciy ≥ 0, pour tout i et ciy > 0 pour au moins un i} ∪ {0Rn}
On définit l’ensemble dominant de x∗ noté EDx∗ par :

EDx∗ = {x∗} ⊕ C>.

C’est-à-dire
EDx∗ = {x ∈ Rn | x = x∗ + y, y ∈ C>}.
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L’ensemble dominant EDx∗ contient tous les points dont les vecteurs cri-
tères dominent le vecteur critère de x∗. Notons que la somme des ensembles
x∗et C> effectue une translation du cône semi-polaire positif de l’origine
vers le point en question. Le théorème suivant montre l’importance de cet
ensemble dans la détection des solutions efficaces :

Théorème 1.4 [66] Soit EDx∗ l’ensemble dominant en x∗ ∈ D. Alors x∗
est efficace si et seulement si : EDx∗ ∩D = {x∗}.

Preuve
⇒ / Supposons que EDx∗ ∩D 6= {x∗}. Alors, il existe x ∈ EDx∗ ∩D, et x 6=
x∗. Puisque x ∈ EDx∗ , alors x = x∗ + y où y ∈ C>. Comme Cy ≥ 0, Cy 6= 0
alors Cx ≥ Cx∗, Cx 6= Cx∗. Ceci contredit le fait que x∗ est efficace. Alors
si x∗ est efficace, EDx∗ ∩D = {x∗}.
⇐ / Supposons que EDx∗ ∩D = {x∗} et x∗ n’est pas efficace, ceci implique
qu’il existe x tel que le vecteur objectif de x domine le vecteur objectif de
x∗ avec x /∈ D, donc le vecteur objectif de x∗ est non dominé dans D, et par
conséquent, x∗ est efficace. �

1.3.2 Points particuliers

En vue d’avoir certains points de références permettant de discuter l’inté-
rêt des solutions trouvées, des points particuliers ont été définis dans l’espace
des objectifs, ces points peuvent représenter des solutions réalisables ou non.
Nous présentons ici les points les plus utilisés, le point idéal, le point anti-
idéal, la matrice des gains et le point nadir.

Définition 1.19 (Le point idéal)
Le point idéal z∗ = (z∗1 , z

∗
2 , ..., z

∗
p) est le vecteur qui maximise chaque fonction

objectif individuellement, i.e :

z∗i = max
x∈S

zi(x) pour i ∈ {1, ..., p}.

Le point idéal est généralement une solution utopique, dans le sens où il
n’appartient pas à l’espace des objectifs réalisable, mais il est souvent employé
dans les méthodes d’optimisation comme un point de référence exprimant le
but que le décideur veut atteindre pour chaque objectif, par exemple dans la
normalisation des objectifs.

Définition 1.20 (Point anti-idéal) Le point anti-idéal z est le point de
Rp de coordonnées

zi = min
x∈S

zi(x) pour i ∈ {1, ..., p}.
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Définition 1.21 (Matrice des gains) Soit x̂j une solution optimale du
critère zj. La matrice (p × p) formée des éléments de zkj = zk(x̂

j) est dite
matrice des gains (“payoff matrix”).

z∗1 · · · z1j · · · z1p

. . .

. . .

. . .
zk1 · · · zkj · · · zkp
. . .
. . .
. . .
zp1 · · · zpj · · · z∗p


.

Les coordonnées du point idéal apparaissent sur la diagonale de cette matrice.
Lorsqu’un critère j possède plusieurs solutions optimales, la colonne j de la
matrice des gains dépendra de la solution x̂j choisie (la matrice des gains est
univoquement déterminée si, pour tout critère j, la solution x̂j est unique).

Définition 1.22 (Point nadir) Le point η de Rp de coordonnées

ηk = min
j=1,··· ,p

(zkj) k = 1, · · · , p;

où zkj est un élémént de la matrice des gains, est dit point nadir. ηk est la
plus petite valeur sur la ligue k de la matrice des gains.

Le point nadir peut être défini par le minimum de chaque fonction objectif
dans le front de Pareto E et non pas dans tout l’espace réalisable i.e :

ηi = min
x∈E

zi(x) pour i ∈ {1, ..., p}.

Ce vecteur sert à restreindre l’espace de recherche ; il est utilisé dans certaines
méthodes d’optimisation interactives.

1.4 Illustration des définitions :
Considérons le problème bi-objectifs suivant :

(P )


max z1(x) = x1

max z2(x) = −x1 + x2

s.c. x1 + 2x2 ≤ 10
x1 + x2 ≤ 6 x1, x2 ∈ Z+

x1 ≤ 4
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Figure 1.6 – Espace des critères

• Les solutions efficaces du problème (P ) sont {(4, 2), (3, 3), (2, 4), (1, 4), (0, 5)}.
• Le point x∗ = (4, 2) est efficace car EDx∗ ∩D = x∗, tandis que le point
x
′= (1, 1) n’est pas efficace car EDx′ ∩D 6= x

′

• Deux vecteurs objectif faiblement non dominées sont détectées, elles
sont les points (4,-4) et (4,-3).
• Le point idéal est le point : (4, 5).

• La matrice des gains ici est unique :
(

4 0
−4 5

)
• Le point nadir est le point de coordonnées : η = (0,-4)

1.5 Caractérisation des solutions efficaces
Il peut arriver dans la programmation mathématique multi-objectifs que

l’ensemble des solutions efficaces, qui est une partie de l’ensemble des solu-
tions admissibles, soit très vaste et parfois infini comme dans le cas continu.
Dans une telle situation, il est souvent impossible d’énumérer toutes les so-
lutions efficaces et même lorsque c’est possible, il est nécessaire d’aider le
décideur à faire son choix parmi les solutions efficaces. La sélection d’une
solution efficace spécifique comme candidat de meilleur compromis nécessite
donc une certaine connaissance de la structure de préférence du décideur.
Cette information est obtenue directement ou indirectement et peut parfois
se traduire en terme de paramètres de préférences, citons brièvement les
paramètres qui sont fréquemment utilisés.
? Le vecteur de poids : (λ1, ..., λp) ou λk réflète l’importance relative de chaque
critère k, k = (1, ..., p).
Notons que ces paramètres peuvent également être des points cibles tels que :
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? Le point de référence qui est défini par des niveaux d’aspiration (valeurs
souhaitables) sur chaque critère.
? Le point de réservation qui est défini par des niveaux de réservation (valeurs
non souhaitables) sur chaque critère.

1.6 Fonctions scalarisantes
Étant donné un ensemble de paramètres de préférence Λ = {(λ1, ..., λp) ∈

Rp}, il est possible de définir une fonction croissante dite fonction scalari-
sante, qui agrège les valeurs des critères pour chaque solution :

S(Z, λ) : Rp × Λ→ R,

où λ ∈ Λ ⊂ Rp est le vecteur de paramètres choisi. Nous citons dans la suite
les fonctions d’agrégation les plus employées.

1.6.1 Caractérisation à l’aide de poids

• La somme pondérée : est largement utilisée dans l’optimisation linéaire
multi-objectifs où le problème (MOLP ) peut se ramener à un problème de
programmtion paramétrique

S1(z, λ) =

p∑
k=1

λkzk, avec
p∑

k=1

λk = 1, λk > 0,∀k ∈ {1, ..., p},

S2(z, λ) =

p∑
k=1

λk|zk − z̄k|,

où z̄k est la kème composante du point ideal.
S2(z, λ) mesure la déviation qui sépare l’évaluation des propositions, qui sont
généralement des points efficaces ou faiblement efficaces, du point d’aspira-
tion. Cette déviation peut être mesurée par d’autres normes parmi lesquelles
citons :
• Norme Lq pondérée :

S3(z, λ) =

[
p∑

k=1

λk|zk − z̄k|q
] 1

q

, q ∈ Z∗+.

• Norme L∞ de Tchebycheff pondérée :

S4(z, λ) = max
1≤k≤p

{λk|zk − z̄k|}.
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• Norme composée (Tchebycheff pondérée augmentée) :

S5(z, λ) = max
1≤k≤p

{λk|zk − z̄k|+ ρ

p∑
k=1

λk|zk − z̄k|}; ρ > 0.

1.6.2 Caractérisation à l’aide de points cibles

• Niveaux d’aspiration : qui peut être obtenue en minimisant la fonction

S6(z, λ) =

[
p∑

k=1

λk|zk − ẑk|q
] 1

q

, q ∈ Z∗+,

où (ẑ1, ..., ẑp) ∈ Z est un point cible dont on souhaite s’approcher autant que
possible.
• Niveaux de réservation : qui peut être obtenue en maximisant la fonction

S7(z, λ) =

[
p∑

k=1

λk|zk − z′k|q
] 1

q

,

et des contraintes sur les critères zk ≥ z′k, où z′k represente une valeur dont
on souhaite s’écarter le plus possible.

1.7 Problématique
La difficulté principale d’un problème multi-objectifs est qu’il n’existe pas

de définition de la solution optimale, le décideur peut simplement exprimer
le fait qu’une solution est préférable à une autre mais il n’existe pas une
solution meilleure que toutes les autres.
Dès lors résoudre un problème multi-objectifs ne consiste pas à chercher une
solution optimale mais l’ensemble des solutions satisfaisantes pour lesquelles
on ne pourra pas effectuer une opération de classement, les méthodes de
résolution de problèmes multi-objectifs sont donc des méthodes d’aide à la
décision car le choix final sera laissé au décideur.
Pour répondre à ce problème, deux approches sont adoptées, la première
est de ramener un problème multi-objectifs à un problème mono-objectif au
risque d’enlever toute signification au problème. La deuxième approche est
de tenter d’apporter des réponses au problème en prenant en compte l’en-
semble des critères. Dans ces deux approches, soit le décideur intervient dès
le début de la définition du problème, en exprimant ses préférences, afin de
transformer le problème multi-objectifs en un problème mono-objectif, soit
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il effectue son choix dans l’ensemble des solutions proposées par le solveur
multi-objectifs.
Le principal objectif d’un solveur multi-objectifs est donc de rendre les déci-
sions plus faciles et moins subjectives en proposant un sous-ensemble repré-
sentatif de l’espace des objectifs.

1.8 Classifcation des méthodes de résolution
Dans les différentes publications, nous rencontrons deux classifications

différentes des méthodes de résolution de problèmes multi-objectifs. Le pre-
mier classement adopte un point de vue décideur, les méthodes sont classées
en fonction de l’usage que l’on désire en faire. Le deuxième classement est
plus théorique, plus conceptuel, les méthodes sont triées en fonction de leur
façon de traiter les fonctions objectifs.

a. Dans le premier classement, on distingue trois schémas possibles selon
l’intervention du décideur. Soit le décideur intervient dès le début de la
définition du problème, en exprimant ses préférences, afin de transfor-
mer un problème multi-objectifs en un problème mono-objectif. Soit le
décideur effectue son choix dans l’ensemble des solutions proposées par
le solveur multi-objectifs :
– Les méthodes a priori :(décideur → recherche)

Elles consistent à combiner les différentes fonctions objectifs en une
fonction d’utilité suivant les préférences du décideur. Dans ce cas, le
décideur est supposé connaître a priori le poids de chaque objectif
afin de les mélanger dans une fonction unique. Cela revient à ré-
soudre un problème mono-objectif. Cependant dans la plupart des
cas, le décideur ne peut pas exprimer clairement sa fonction d’uti-
lité, soit par manque d’expérience ou d’informations, soit parce que
les différents objectifs sont généralement non comparables.

– Les méthodes a posteriori :(recherche → décideur)
Dans ces méthodes, le décideur prend sa décision d’après un en-
semble de solutions fourni par la méthode d’optimisation. Dans ce
cas, la qualité de la décision dépend du choix de la méthode de ré-
solution. Car celle-ci va devoir donner un ensemble de résultats le
plus représentatif de l’espace des objectifs efficaces, ce qui peut être
difficile et requérir un temps de calcul important.

– Les méthodes interactives :(recherche ↔ décideur)
Dans ce cas, les processus de décision et d’optimisation sont alternés.
Le décideur intervient de manière à modifier certaines variables ou
contraintes afin de diriger le processus d’optimisation. Le décideur
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modifie ainsi interactivement le compromis entre ses préférences et
les résultats obtenus. Cette approche permet donc de bien prendre en
compte les préférences du décideur, mais nécessite sa présence tout
au long du processus de recherche.

b. La deuxième classification adopte un point de vue plus théorique ar-
ticulé autour des notions d’agrégation et de Pareto optimalité, les ap-
proches de cette classification peuvent être divisées en trois catégories :
– Approches transformant le problème multi-objectifs en un
ou plusieurs problème(s) mono-objectif(s) : ces approches trans-
forment le problème initial afin de se ramener à la résolution de un ou
plusieurs problèmes mono-objectif. En général, ces méthodes néces-
sitent une bonne connaissance du problème et ne fournissent qu’une
seule solution.

– Approches Pareto : ces approches utilisent directement la notion
de dominance au sens de Pareto dans la sélection des solutions géné-
rées. Cette idée a été initialement introduite par Goldberg [35] pour
résoudre les problèmes proposés par Schaffer (Schaffer, 1985).

– Approches Non Pareto : ces approches ne transforment pas le pro-
blème d’origine. Elles effectuent leur recherche en traitant indépen-
damment chacun des objectifs, l’exemple le plus classique est l’algo-
rithme VEGA (Vector Evaluated Genetic Algorithm). Ces méthodes
ont souvent du mal à trouver les solutions de compromis puisqu’elles
se focalisent sur les portions extrèmes du front de Pareto. Nous pou-
vons classer dans cette catégorie les méthodes lexicographiques qui
donnent un ordre de priorité sur les objectifs à traiter.

1.9 Approches de résolution
Un grand nombre d’approches existent pour résoudre les problèmes multi-

objectifs. Certaines utilisent des connaissances du problème pour fixer des
préférences sur les critères pour contourner l’aspect multi-objectifs du pro-
blème. D’autres mettent tous les critères au même niveau d’importance, mais
là aussi il existe plusieurs façons de réaliser une telle opération. Plusieurs
ouvrages ou articles de synthèse ont été rédigés, des états de l’art plus com-
plets peuvent être consultés notamment dans [Ulungu and Teghem, 1994a ;
Miettinen, 1999 ; Ehrgott, 2000 ; Ehrgott and Gandibleux, 2000 ; Deb, 2001 ;
Collette et Siarry, 2002]. Nous décrirons dans cette section les principales ap-
proches de résolution en commentant leurs avantages et leurs inconvénients.
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1.9.1 Approches transformant le problème multi-objectifs
en un problème mono-objectif "Les approches sca-
laires"

A l’origine, les problèmes multi-objectifs étaient transformés en problèmes
mono-objectifs, plusieurs approches ont été mises au point pour transformer
les problèmes multi-objectifs en problèmes mono-objectifs en optimisant une
fonction d’utilité. Parmi ces méthodes, nous citons la méthode d’agrégation,
la méthode ε-contrainte, et la méthode de programmation par but.

a. La méthode d’agrégation
C’est l’une des premières méthodes utilisée pour la génération des solu-
tions Pareto optimales. Elle consiste à transformer le problème multi-
objectifs en un problème mono-objectif en définissant une fonction ob-
jectif unique F (x) comme étant la somme pondérée de toutes les fonc-
tions objectifs, en affectant à chacun d’eux un coefficient de poids qui
représente l’importance relative que le décideur attribue à l’objectif :

F (x) =

p∑
i=1

λifi(x),

où λi ∈ [0, 1],

p∑
i=1

λi = 1.

La figure 1.7 illustre le fonctionnement de la méthode. Fixer un vecteur
poids revient à trouver un hyperplan dans l’espace des objectifs ( une
droite pour un problème bi-objectifs). La solution Pareto optimale est
le point où l’hyperplan possède une tangente commune avec l’espace
réalisable (le point x dans la figure 1.7(a)). Donc, pour une agrégation
donnée, il n’existe généralement qu’une seule solution Pareto optimale.
En faisant varier le vecteur λ, il est possible de trouver d’autres points
Pareto optimaux, mais tous ces points se trouveront sur les parties
convexes de la surface de compromis.
Cette approche a l’avantage de pouvoir réutiliser tous les algorithmes
classiques dédiés aux problèmes d’optimisation à un seul objectif.
Cependant cette approche a aussi deux inconvénients importants. Le
premier est dû au fait que pour avoir un ensemble de points bien repar-
tis sur le front Pareto, les différentes valeurs λi doivent être choisisses
judicieusement. Il est donc nécessaire d’avoir une bonne connaissance
du problème. Le deuxième inconvénient provient du fait que cette mé-
thode ne permet pas de calculer intégralement la surface de compromis
lorsque celle-ci n’est pas convexe.
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La figure 1.7(b) illustre ce cas où seulement deux solutions Pareto op-
timales peuvent être trouvées, sont les points y et z et il n’existe pas
de valeur possible pour λ permettant de trouver le point x.
En effet, cette approche ne permet pas d’approcher la totalité du front
Pareto lorsque celui-ci est non convexe.

Figure 1.7 – l’approche d’agrégation

b. L’approche ε-contraintes
Dans cette approche, le problème consiste à optimiser une seule fonction
objectif fk sujette à des contraintes sur les autres objectifs (Convertir
p− 1 des p objectifs du problème en contraintes). En général, l’objectif
choisi est celui que le décideur souhaite optimiser en priorité{

min
x∈S

fk(x),

fi(x) ≤ εi, i ∈ {1, ..., p}, i 6= k;

Où ε = (ε1, ..., εk−1, εk+1, ..., εp).
L’approche ε-contraintes doit aussi être appliquée plusieurs fois en fai-
sant varier le vecteur ε pour trouver un ensemble de points Pareto
optimaux. Cette approche a l’avantage de ne pas être trompée par les
problèmes non convexes. Ainsi la figure 1.8 illustre un problème de mi-
nimisation à deux objectifs, le cas où un point (ε; f1min

) de la partie
non convexe est trouvé. La figure 1.8 montre aussi comment cette ap-
proche procède. En transformant des fonctions objectifs en contraintes,
elle diminue la zone réalisable par paliers. Ensuite, le processus d’opti-
misation trouve le point optimal sur l’objectif restant.
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Figure 1.8 – Interprétation graphique de l’approche ε− contrainte.

L’inconvénient de cette approche réside dans le fait qu’il faut lancer un
grand nombre de fois le processus de résolution. De plus, pour obtenir
des points intéressants et bien répartis sur la surface de compromis,
le vecteur ε doit être choisi judicieusement. Il est clair qu’une bonne
connaissance du problème a priori est requise.

c. Programmation par but "Goal programming"
Cette méthode a été initialement conçue par Charnes et Cooper (1961)
dans le cas linéaire ; elle a été prolongée par des travaux d’Ijiri (1965)
et d’Ignizio (1999) dans le cas non linéaire. Dans cette approche, le
décideur doit définir des buts Bi qu’il désire atteindre pour chaque
objectif fi. Ces valeurs sont introduites dans la formulation d’un pro-
blème mono-objectif dont l’objectif est de minimiser les écarts relatifs
par rapport aux buts à atteindre.

min
x∈S

p∑
i=1

| Bi − fi(x) |.

Différentes approches sont envisageables, comme celles du min-max
[Coello, 1998], ou du but à atteindre. Ces approches, bien qu’elles tra-
vaillent par agrégation des objectifs, elles permettent de générer les
solutions Pareto optimales qui se trouvent dans les parties non convexe
de la surface des compromis.
Il existe plusieurs manières de caractériser la distance entre un point
de référence (le but) et un autre, notamment à l’aide des normes.
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Une norme est définie de la manière suivante :

Lr = [

p∑
i=1

| Bi − fi(x) |r]
1
r avec r ≥ 1.

Les principales normes utilisées sont :

L1 =

p∑
i=1

| Bi − fi(x) | .

L∞ = max
i∈{1,...,p}

(Bi − fi(x)).

Cette dernière est utilisée dans l’approche Min-Max appelée aussi ap-
proche de Tchebychev [Miettinen, 1999] :{

Minimiser max
i∈{1,...,p}

(Bi − fi(x))

s.c. x ∈ S;

Dans cette approche, le point de référence joue un rôle fondamental,
s’il est mal choisi, la recherche peut s’avérer être très laborieuse.
La figure 1.9 illustre, en dimension 2, le cas d’une recherche avec un
but B fixé. Il est clair que l’approche permet de traiter les problèmes
non convexes à condition que le point de référence soit choisi judi-
cieusement. Les méthodes de résolution implémentant cette approche
utilisent souvent le point idéal comme point de référence. Ce point
idéal évolue donc en fonction de la recherche. En effet, plus la surface
de compromis courante trouvée par la méthode se rapproche du front
Pareto optimal, plus le point optimal se rapprochera du point idéal du
problème.

Figure 1.9 – Interprétation graphique de l’approche Goal programming.
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1.9.2 Approches Non Pareto

Ces approches traitent séparément les différents objectifs, elles sont sen-
sibles au paysage du front Pareto (convexité, continuité,. . .). Elles ne sont
efficaces et faciles à implémenter que pour les problèmes (MOLP ) avec un
nombre réduit d’objectifs. Les approches les plus connues dans cette caté-
gorie sont l’algorithme VEGA (Vector Evaluated Genetic Algorithm) et la
méthode lexicographique qui exige un ordre de priorité sur les objectifs à
traiter.

a. Vector Evaluated Genetic Algorithm (V.E.G.A) :
En 1985 Schaffer propose une extension d’un algorithme génétique
simple pour la résolution d’un problème multi-objectifs. Cette méthode
est appelée Vector Evaluated Genetic Algorithm (V.E.G.A). L’idée de
l’algorithme est simple ; on considère une population de N individus.
Ces N individus sont répartis en p groupes (p étant le nombre de
fonctions objectif de notre problème) de N

p
individus (avec N multiple

de p). A chaque groupe, on associe une fonction objectif particulière.
Cette fonction permet de déterminer l’efficacité d’un individu au sein
du groupe. Ensuite, les individus sont mélangés et les croisements sont
opérés en tenant compte l’efficacité de chaque individu.
La figure 1.10 représente les différentes séquences de fonctionnement de
la méthode. Sur cette figure, nous avons représenté les différents types
de populations que l’on traite au cours du déroulement de la méthode
V.E.G.A. (soit un ensemble d’individus, soit des groupes d’individus).
La description des différentes étapes de la méthode :

Figure 1.10 – Principe de l’algorithme V.E.G.A.

– Etape 1 : Itération i. initialisation d’une population de taille N .
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– Etape 2 : Création de p groupes (sous-populations) chacun est com-
posé de N

p
individus.

– Etape 3 : Calcul des efficacités, mélange des individus.
– Etape 4 : on applique l’algorithme génétique classique (croisement-

mutation-sélection) puis on passe à l’itération suivante i+ 1.
L’inconvénient de cette méthode est d’obtenir, en fin d’optimisation,
une population constituée d’individus moyens dans tous les objectifs.
Une telle population ne permet pas d’obtenir une surface de compro-
mis bien dessinée. En effet, la population va se concentrer autour d’un
“point” moyen. De plus, il a été montré que cette méthode est équiva-
lente à la méthode de pondération des fonctions objectif (Coello et al.
2007). Donc, elle ne permet pas de trouver des solutions qui se trouve-
raient dans une concavité.

b. La méthode lexicographique :
Cette approche est proposée par Fourman (1985), elle classe les ob-
jectifs en fonction d’un ordre d’importance proposé par le décideur.
Ensuite, l’optimum est obtenu en optimisant tout d’abord la fonction
objectif la plus importante puis la deuxième et ainsi de suite, en in-
tégrant les valeurs obtenues comme contraintes dans la résolution des
objectifs moins prioritaire. La procédure est répétée jusqu’à ce que tous
les objectifs soient traités et la solution obtenue à l’étape p sera la so-
lution du problème.
Cette méthode procède en p étapes :
– Étape 1 :{

Maximiser f1(x)
s.c. x ∈ S;

On note f ∗1 la solution de ce problème. Ensuite,on transforme la
première fonction objectif en contrainte d’égalité puis on maximise
la seconde fonction objectif et on résout le problème suivant :

– Étape 2 :
Maximiser f2(x)
s.c. f1(x) = f ∗1 ;

x ∈ S.
On répète cette démarche jusqu’à la fonction objectif p et on aura
dans cette étape :

– Étape p :
Maxnimiser fp(x)
s.c. f1(x) = f ∗1 ; f2(x) = f ∗2 ; ...; fp−1(x) = f ∗p−1;

x ∈ S.
L’inconvénient majeur de cette méthode est qu’elle requiert un choix de la
séquence des objectifs à optimiser. Ce choix est largement arbitraire, un peu
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comme celui des coefficients de pondération, dans la méthode de pondération
des fonctions objectif. Deux ordonnancements différents des fonctions objectif
n’aboutissent généralement pas à la même solution.

1.9.3 Approches Pareto :

Les approches Pareto utilisent directement la notion de dominance dans la
sélection des solutions générées, cette idée a été introduite initialement dans
les AGs( les Algorithmes Genetiques) par Goldberg (Goldberg, 1989). Le
principal avantage de ces approches est qu’elles sont capables de générer des
solutions Pareto optimales dans les portions concaves de la frontière Pareto.
Les AGs ont été largement utilisés pour la résolution des problèmes multi-
objectifs, étant donné qu’ils travaillent sur une population de solutions. Deux
objectifs doivent être pris en compte dans la résolution du problème :

a. Converger vers la frontière Pareto : la plupart des travaux de recherche
sur l’application des AGs aux problèmes multi-objectifs se sont concen-
trés sur l’étape de sélection. Dans cette étape, des méthodes de ranking
sont appliquées dont le rôle est d’établir un ordre (rank) entre les indi-
vidus. Cet ordre dépend de la notion de dominance et donc directement
de l’optimalité Pareto. Les méthodes de ranking permettent de conver-
ger vers les solutions Pareto optimales ;

b. Trouver des solutions diversifiées dans la frontière Pareto : les méthodes
de maintien de la diversité, par la formation de niches écologiques 1 et
d’espèces, peuvent être particulièrement utiles pour stabiliser des sous-
populations multiples le long de la frontière Pareto.

La première génération de ces approches est présentée par les algorithmes
suivants :
• M.O.G.A (Multi-Objective Genetic Algorithm).
• N.S.G.A (Non dominated Sorting Genetic Algorithm)
• N.P.G.A (Niched-Pareto Genetic Algorithm).
Après environs dix années de succès de ces algorithmes, une deuxième géné-
ration des approches Pareto est considérée maintenant comme l’état de l’art
de l’optimisation multi-objectifs. Ce sont en général des approches élitistes
manipulant une population secondaire externe. Parmi les approches les plus
représentatives de cette génération on peut citer :
• SPEA et SPEA 2 ( Strength Pareto Evolutionary Algorithm)
• NSGA-II (Non dominated Sorting Genetic Algorithm)
• PAES ( The Pareto Archived Evolution Strategy)

1. Analogie avec les niches écologiques : ensemble d’individus situés dans un espace
restreint.
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• PESA et PESA II ( The Pareto Envelope-based Selection Algorithm)
• MOMGA et MOMGA II ( Multi-objective Messy Genetic Algorithm)
• MicroGA pour l’Optimisation multi-objectifs.

1.10 Conclusion
Nous avons présenté dans ce chapitre, les concepts fondamentaux de l’op-

timisation multi-objectifs tel que la notion de dominance ; la structure de la
surface de compromis et la définition des solutions Pareto optimale. Ensuite,
une classification des méthodes de résolution est présentée selon l’interven-
tion du décideur dans le processus de résolution. Les approches agrégatives
ainsi que les approches non Pareto semblent peu efficaces, elles transforment
un problème d’optimisation multi-objectifs en un ou plusieurs problèmes à
un seul objectif. Que ce soit sous la forme d’une somme pondérée, ou sous
la forme d’une distance à un but, cette transformation permet d’utiliser fa-
cilement les méthodes d’optimisation issues de l’optimisation mono-objectif.
Cependant, ces méthodes ont aussi des inconvénients. Certaines ne peuvent
traiter complètement les problèmes non convexes et sont donc très sensibles
à la forme du front de Pareto (concavité, non uniformité). Un autre incon-
vénient important est qu’il faut relancer plusieurs fois les algorithmes de
résolution avec de différentes valeurs pour certains paramètres (vecteur de
poids par exemple) pour obtenir plusieurs points distincts de la surface de
compromis. Ces méthodes nécessitent aussi souvent une bonne connaissance
du problème a priori, notamment pour fixer les vecteurs de poids ou les points
de références. Par contre les méthodes Pareto issues des méta-heuristiques
pour l’optimisation multi-objectifs semblent bien se prêter à ce type de pro-
blèmes, elles ont prouvées leurs efficacité pour un grand nombre de problèmes
même ceux ayant des fronts de Pareto non convexes ou non uniformes.
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2.1 Introduction
Une grande variété de problèmes d’applications réelles nécessite la présence
des variables de décision en nombres entiers (ex ; variables binaires : pro-
blèmes d’optimisations combinatoire, affectation, sac à doc, etc.) et en pré-
sence du plusieurs objectifs, la modélisation multi-objectifs discrète s’impose,
cette dernière est de nature complètement différente de celle des problèmes
multi-objectifs continus et le traitement nécessite naturellement plus d’at-
tention et de rigueur quand on procède à la résolution.
Dans ce chapitre nous présentons en premier lieu un aperçu sur les notions de
base de la programmation linéaire en nombre entiers, nous présenterons par
la suite les principaux résultats de la programmation linéaire multi-objectifs
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en nombres entiers ainsi que quelques méthodes de recherche des solutions
efficaces discrètes.

2.2 La programmation linéaire mono-objectif
La programmation linéaire mono-objectif est la source fondamentale de

la programmation linéaire multi-objectifs, la forme générale d’un problème
de programmation linéaire peut être donnée par :

(PL)

{
max (oumin) z = cx
s.c. x ∈ S, (2.1)

où S = {x ∈ Rn|Ax = b, x ≥ 0} ; A ∈ R(m×n), c ∈ R1×n, et b ∈ Rm×1.
Dans le cas où certaines variables sont entières, on a alors un problème de
programmation linéaire mixte (MILP ) qui s’écrit comme suit :

(MILP )


max (cx+ hy)
s.c Ax+Gy = b

x ≥ 0
y ∈ N.

(2.2)

Si toutes les variables sont entières, on aura un problème de programmation
linéaire en nombres entiers (ILP ) donné par :

(ILP )

{
max z = cx
s.c x ∈ D (2.3)

où D = S ∩ Zn, Z est l’ensemble des nombres entiers relatifs.
Si toutes les variables sont restreintes à être égales à 0 ou 1, on a un problème
de programmation binaire écrit comme suit :

(LPBIL)


max z = cx
s.c Ax = b

x ∈ {0, 1}n
(2.4)
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2.2.1 Complexité

Contrairement à la programmation linéaire en variables continues où on
s’intéresse seulement aux solutions sommets du polyèdre, les solutions opti-
males du problème (ILP ) peuvent se trouver à "l’intérieur" de l’envelope et
par conséquent la recherche d’une solution optimale est souvent NP-difficile ;
le problème d’existence d’une solution x ∈ D peut être NP-complet : on n’es-
père pas, en général, qu’il existe un algorithme en temps polynomial pour
ces problèmes.

2.2.2 Résultats fondamentaux de la programmation li-
néaire

La forme standard du problème (PL) est définie par :

(PL)


max (ou min) z = cx
s.c. Ax = b
x ≥ 0.

(2.5)

Nons supposons que la matrice A est de rang m (m ≤ n). Soit B une sous-
matrice carrée constituée de m colonnes indépendantes de A. On associe à

cette base les décompositions A = [B|N ], x =

(
xB
xN

)
;

Définition 2.1 Une solution x est dite admissible si elle vérifie les contraintes{
Ax = b
x ≥ 0

(2.6)

Définition 2.2 On appelle variables de base, lesm variables de Rn corres-
pondant au système de m vecteurs libres définis par les contraintes linéaires.
Les (n − m) variables restantes sont appelées variables hors-base. Une
solution est dite de base si elle est constituée de variables de base.

Définition 2.3 Toute solution de base vérifiant l’équation (2.6) est une so-
lution de base admissible.

Notons xB les variables de base correspondant aux m variables positives ou
nulles et xN les variables hors-base correspondant aux n−m variables nulles.
I l’ensemble des indices de base et J l’ensemble des indices hors-base.

Définition 2.4 Une solution de base x =

(
xB
xN

)
est dégénérée si xB à au

moins une composante nulle.
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En mettant en évidence la décomposition de la matrice A et du vecteur x, le
problèeme (PL) peut être réécrit sous la forme :

(PB)


max (oumin) z = cBxB + cNxN
s.c. BxB + NxN = b

xB , xN ≥ 0
(2.7)

D’après (PB) on a :

BxB +NxN = b⇒ xB = B−1b−B−1NxN .

En substituant cette expression dans la fonction objectif, on trouve :

z = cB(B−1b−B−1NxN) + cNxN

et par conséquent :

z − cBB−1b = (cN − cBB−1N)xN .

Comme xB est admissible, on obtient :
max (oumin) z − cBB−1b = (cN − cBB−1N)xN
s.c.

B−1b−B−1NxN ≥ 0
xN ≥ 0

(2.8)

Une condition nécessaire et suffisante en l’absence de dégénérescence, pour
que xB soit une solution de base optimale est que (cN − cBB−1N) ≤ 0 pour
un problème de maximisation et (cN − cBB−1N) ≥ 0 pour un problème de
minimisation.

2.2.3 Algorithme du simplexe (Dantzig. G.B 1947)[22]

L’algorithme du simplexe est introduit en 1947 par G.B. Dantzig [22], il
décrit un moyen intelligent de se déplacer d’une solution de base admissible à
une autre améliorant la valeur de la fonction objectif, jusqu’à trouver une so-
lution optimale en un nombre fini d’étapes. Depuis, les chercheurs ne cessent
de développer et d’implémenter différentes techniques en utilisant toujours
cet algorithme.
Nous supposons dans un premier temps connaître une base réalisable B ,
alors l’écriture canonique du problème par rapport à la base B est donnée
par le tableau suivant :
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1 0 · · · 0

0
. . . ... A

N
= (AB)−1AN b = (AB)−1b

... . . . 0
0 · · · 0 1
0 · · · 0 0 cN = cN − cB(AB)−1AN z − cB(AB)−1b

Table 2.1 – Ecriture canonique de (PL) par rapport à B

xB A = B−1A b = B−1b

−Z c = c− cBB−1A z − cBB−1b

Table 2.2 – Tableau simplexe optimal associé à la base B

On considère un problème de maximisation, les différentes étapes de l’al-
gorithme sont résumées dans la présentation suivante :
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Algorithm 1: Algorithme du simplexe (Dantzig [22])
Entrées: A, b, c : les paramètres : contraintes et fonction objectif
Sorties: Xopt : Solution optimale du problème et du Tableau 2.2
Phase Initiale
Début

On établit le tableau du simplexe initial en passant à l’écriture
canonique par rapport à la base B (voir Tableau 2.1)
Les contraintes s’écrivent : AX = b; A = B−1A, b = B−1b.
cN ← cN − cBB−1N

Si cN ≤ 0 Alors
la solution est optimale et l’algorithme prend fin.

Sinon
Considérons l’indice j tel que : (cN)j = max

k∈J
(cN)k | (cN)k > 0

Si aij < 0, ∀i ∈ {1, · · · ,m} Alors
il n’y a pas de solution optimale finie et la valeur de la fonction
n’est pas bornée. z →∞ ;

Sinon
La variable xj rentre dans la base ; l’indice ` de la variable qui
sort de la base est donné par :
b`
a`k

= min
i∈I
{ bi
aik
}, aik > 0 ;

Faire, I ← I\` ∪ j
Un nouveau tableau de simplexe est établi en appliquant les
formules suivantes :
a?ik ← aij − aikalk

alk
, i 6= k, j 6= l ;

a?kj ←
alj
alk
, j 6= k ;

a?il ← −
aik
alk
, i 6= k ;

a?lk ← 1
alk

cj = cj − c` × a`j
a``
, j = 1, · · · , n

Retour:
Arrêt: L’algorithme prend fin quand la solution est optimale ou

l’opération pivot est impossible. Voir le tableau optimal
(2.2) à une itération k
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2.2.4 Méthodes de Résolutions des Problèmes (ILP )

Dans la littérature, il existe deux techniques pour résoudre les problèmes
(ILP ), la méthode des coupes et la méthode de séparation et évaluation "
Branch and Bound". Les deux sections suivantes présentent le détail de ces
deux approches.
1. Les méthodes des coupes : Les méthodes des coupes sont des algo-

rithmes exacts pour les problèmes (ILP ). Ces méthodes résolvent une
séquence de relaxations du problème (ILP ), les solutions obtenues sont
progressivement améliorées pour donner une meilleure approximation
de la solution optimale. Pour les grandes instances, le problème (ILP )
ne peut pas être résolu à l’optimum, les algorithmes de coupes pro-
duisent alors des solutions relativement proches d’une solution opti-
male en un temps d’exécution raisonnable. Nous décrivons dans cette
section deux types de coupes les plus utilisées.

a. La coupe de Dantzig[22]
Cette coupe est utilisée lorsque la solution optimale du problème
(PL) n’est pas entière, dans ce cas la coupe de Dantzig est ajoutée
comme une contrainte au problème (PL) afin d’obtenir une nou-
velle solution optimale entière. Cette coupe est non profonde, ce
qui ralentie la procédure de résolution. Malgré cela elle est utili-
sée dans les méthodes exactes d’optimisation multi-objectifs pour
réduire le domaine d’admissibilité.
La coupe est formulée par :∑

j∈J

xj ≥ 1,

où J est l’ensemble des indices hors-base.
b. La coupe fractionnaire de Gomory[36]

L’idée principale de cette méthode est d’ajouter des contraintes
linéaires qui n’excluent aucune solution entière réalisable, une par
une jusqu’à ce que la solution optimale de la relaxation soit entière.
Dans une première étape, on résout le programme relaxé (LP ), on
cherche une solution de base optimale en utilisant la méthode du
simplexe, si elle existe, on choisit une variable de base non entière
et on génère une inégalité sur la contrainte associée à cette variable
afin de couper la région de faisabilité courante.
Étant donnée une base optimale B du problème relaxé (LP ), le
tableau optimal correspondant est donné par le tableau 2.2, où :
π = cBB

−1 : est dit vecteur multiplicateur relatif à la base B.
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c = c − πA : est dit vecteur coût réduit relatif à la base B, avec
cB = 0.
Si la solution optimale de (LP ) est entière, elle est la solution
optimale du problème (ILP ). Sinon, parmi les variables de base,
choisissons xi, i ∈ B dont la valeur est fractionnaire.
La ième ligne du tableau optimal est donnée par :

xj +
∑
j∈N

aijxj = bi, (2.9)

où
aij : est un élément de la matrice optimale des contraintes A.
N : est l’ensemble des indices hors-base.
Étant donné un nombre réel α, on désigne par bαc : le plus grand
entier inférieur ou égal à α.
〈α〉 = α − bαc est appelée la partie fractionnaire de α et bαc sa
partie entière.
Puisque toutes les variables sont positives ou nulles, on a :∑

j∈N

baijcxj ≤
∑
j∈N

aijxj.

De l’équation (2.9) on a :

xj +
∑
j∈N

baijcxj ≤ bi.

Comme le membre gauche est entier dans cette inégalité, la partie
droite (second membre) peut être remplacée par sa partie entière :

xj +
∑
j∈N

baijcxj ≤ bbic. (2.10)

En soustrayant (2.9) de (2.10) on obtient :∑
j∈N

〈aij〉xj ≥ 〈bi〉.

En ajoutant une variable d’écart xs à cette dernière inéquation,
on obtient la coupe de Gomory définie par :

−
∑
j∈N

〈aij〉xj + xs = 〈−bi〉.
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Cette contrainte est introduite dans le tableau simplexe optimal et
le nouveau problème formé peut être résolu en utilisant la méthode
dual du simplexe. Après un nombre fini d’itérations, ou bien on
obtient une solution optimale entière, ou bien le problème devient
irréalisable.

2. Méthode de séparation et évaluation “Branch & Bound”
La méthode de séparation et évaluation “Branch and Bound” a été
développée par Land et Doig (1960), spécialement élaborée pour des
problèmes en variables discrètes (ILP ), le principe de cette méthode
consiste à subdiviser l’ensemble S (l’ensembles de solutions admissibles)
S = {x ∈ R|Ax ≤ b}, en un nombre fini de sous-ensemble Si ; généra-
lement on prend

S =
⋃
i

Si avec Si ∩ Sj = ∅,∀i 6= j.

Ces subdivisions successives sont représentées à l’aide d’une arbores-
cence de racine S0 et des “noeuds” Si présentant les sous-ensembles de
solutions effectués. Le déroulement de la méthode est constitué princi-

Figure 2.1 – L’arborescence de Branch and Bound.

palement de trois procédures :
(a) Procédure de séparation : La racine S0 de l’arborescence re-

présente la solution initiale du problème (ILP ) en relaxant la
contrainte d’intégrité, si sa solution est entière, la méthode s’ar-
rête. Sinon, on choisit une variable xj non entière, soit la variable
ayant la plus grande partie fractionnaire, on divise le problème
en deux sous-problèmes en ajoutant la contrainte xj ≤ bxjc pour
l’un et la contrainte xj ≥ bxjc + 1 pour l’autre, tel que bxjc est
la partie entière de la variable choisie pour le branchement. Ainsi,
en résolvant les deux sous-problèmes représentés par les noeuds
S1 et S2 et en prenant la meilleurs solution trouvée, ce principe de
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séparation peut être appliqué de manière récursive à chacun des
sous-ensembles de solutions obtenus.

(b) Procédure d’évaluation : l’évaluation d’un noeud de l’arbores-
cence a pour but de déterminer l’optimum (une borne supérieure
pour un problème de maximisation ou inférieure pour un problème
de minimisation) de l’ensemble des solutions réalisables associé au
noeud en question. Ou de prouver que cet ensemble ne contient
pas de solution intéressante pour la résolution du problème initial.
La solution optimale du sous-problème associé à un noeud donné
est appelée solution partielle.

(c) Procédure Stérilisation : Le but de cette procédure est d’éviter
l’examination de tous les noeuds de l’arborescence. Dans le cas
où la borne supérieure de la solution optimale du sous-problème
traité est inférieur à la borne supérieure globale (ie. la meilleure so-
lution trouvée jusqu’à present), on est certain que toute solution
réalisable de ce sous-problème ne sera pas meilleure que l’opti-
mum global courant, il est donc inutile d’effectuer la séparation
de son ensemble de solutions. On peut également arrêter la re-
cherche dans un noeud lorsque le sous-problème qui lui est associé
est non réalisable.

Cette méthode peut également être appliquée aux problèmes avec va-
riables binaires (0− 1) et aux problèmes à variables mixtes (MILP ).

2.3 La programmation linéaire multi-objectifs
en nombres entiers

2.3.1 Formulation mathématique d’un problèmeMOILP

Un problème de programmation linéaire multi-objectifs en nombre entiers
(MOILP ) est constitué d’un espace de décisions discret non convexe défini
par un ensemble de contraintes linéaires sur lequel plusieurs critères souvent
conflictuels sont optimisés.
Mathématiquement, ce problème peut être formulé par :

(MOILP )

{
“ max ” Z(x) = Cx
t.q x ∈ D.

Où D = S ∩ Z, Z étant l’ensemble des nombres entiers relatifs,
S = {x ∈ Rn|Ax ≤ 0}, A ∈ Rm×n, b ∈ Rn, C est une matrice de dimension
p× n d’éléments réels avec des vecteurs lignes ci ∈ Rn, i = 1, 2, ..., p.
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Notons par IE l’ensemble de toutes les solutions efficaces et par Z(IE) l’en-
semble de touts les points non dominés du problème (MOILP ). Notons que
les notions de bases concernant, la dominance, les points caractéristiques
(Points idéal, point nadir,etc.) présentées dans le chapitre précédent restent
valables pour les problèmes (MOILP ).

2.3.2 Solutions supportées/non supportées

Sur le front Pareto d’un problème (MOILP ), deux types de solutions
peuvent être différenciées : les solutions supportées (supported efficient solu-
tions) notée SE et les solutions non supportées (non-supported efficient solu-
tions) notée NSE. Les premières sont celles situées sur l’enveloppe convexe
de l’ensemble des solutions réalisables et peuvent être trouvées par la résolu-
tion du programme mathématique suivant :

(Pλ)

 max

p∑
i=1

λic
ix

t.q x ∈ S.

Avec λi ≥ 0 pour i = 1, ..., p et
p∑
i=1

λi = 1 ;

l’ensemble de ces solutions peut être généré par la résolution de (Pλ) pour
différentes valeurs du vecteur de poids λ.

Théorème 2.1 (Théorème de Geoffrion) Étant donnée le problème (Pλ),
alors la solution x∗ est optimale au sens de Pareto si et seulement si x∗ est
une solution optimale du problème paramétrique (Pλ).

L’obtention des solutions supportées est relativement aisée. Néanmoins,
il existe en général d’autres solutions qui, bien qu’efficaces, ne peuvent être
obtenues par la résolution d’un programme (Pλ). En effet, ces solutions dites
non supportées, sont situées à l’intérieur de l’enveloppe convexe de Z(IE).
Il existe plusieurs approches permettant de générer ces solutions non suppor-
tées comme par exemple les approches de programmation par but fondées
sur l’utilisation d’une norme de Tchebycheff. Cependant, ces approches mo-
difient la structure du problème combinatoire qui perd ainsi ses éventuelles
propriétés remarquables. L’obtention des solutions non supportées est donc
en général encore plus difficile.
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Figure 2.2 – Solutions supportées et non supportées

2.4 Résolution des problèmes (MOILP )

Plusieurs chercheurs, citons en particulier, Steuer et Choo (1986), Klein
et Hannan (1982), Crema et Sylva (2003, 2004), Gupta et Malhotra (1992),
Abbas et Moulaï (1999), Abbas et Chaabane (2002), motivés par de nom-
breuses stratégies (applications), se sont intéressés à caractériser totalement
ou partiellement l’ensemble des solutions efficaces du problème (MOILP ).
Dans cette partie, quelques méthodes de résolution des problèmes (MOILP )
sont exposées, quelques-unes nécessitent la présence du décideur (méthodes
interactives), et d’autres donnent l’ensemble des solutions efficaces sans in-
tervention de ce dernier.

2.4.1 Méthode de Steuer et Choo [67]

Cette méthode est interactive, elle peut être utilisée pour tout problème
de programmation multi-objectifs linéaire ou non avec éventuellement des
variables entières. Soit le problème

(P )

{
“ max ” F = H(x)
s.c. x ∈ D

Où H(x) est un vecteur de fonction quelconque (linéaire ou non) et D est
non convexe.
La méthode de résolution se décompose en trois étapes :
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– Étape 1 : Consiste à calculer un point cible, par exemple le point idéal.
La recherche des solutions efficaces se fait par quadrillage de l’ensemble
D au moyen d’un ensemble diversifié de valeurs du vecteur paramètres
λ. Pour chaque valeur de λ, la distance de Tchebytchev calculée par
rapport au point cible est minimisée, ceci donne un sous-ensemble de
solutions efficaces supportées. Soit x1 la solution efficace choisie par le
décideur dans ce sous-ensemble.

– Étape 2 : Déterminer ensuite un deuxième ensemble de valeurs du vec-
teur λ de façon à quadriller le voisinage élargi de x1 . Une nouvelle
solution efficace, soit x2, est désignée par le décideur comme dans la
première étape.

– Étape 3 : Continuer la procédure mais en focalisant le paramètre λ
dans le voisinage restreint du nouveau compromis jusqu’à l’arrêt du
processus de décisions.

2.4.2 La méthode de Klein & Hannan [47]

La technique présentée par D. Klein & E. Hannan est une méthode inter-
active, pour générer séquentiellement un sous-ensemble efficace ou l’ensemble
de toutes les solutions efficaces du problème (MOILP ). Elle consiste à ré-
soudre progressivement des programmes linéaires mono-objectif (ILP ) avec
des contraintes ajoutées à chaque itération. La méthode génère des solutions
efficaces de façon que l’utilisateur ne soit pas obligé de déterminer entière-
ment l’ensemble des solutions efficaces s’il ne s’intéresse qu’à quelques solu-
tions. Une brève présentation de cette méthode est résumée par l’algorithme
ci-dessous.
L’algorithme de la méthode :
Étape 1 : Choisir arbitrairement un critère i, i ∈ {1, 2, ..., p} du problème
(MOILP ) et résoudre le problème mono-objectif suivant :

(P0)

{
max Zi = cix
s.c. x ∈ D.

Si la solution de (P0) est unique, alors elle est efficace et elle est l’unique
élément dans la liste initiale des solutions efficaces IE0, sinon soit ζ(P0) l’en-
semble des solutions optimales de (P0), par comparaison deux à deux des
vecteurs critères associés, retenir celles qui sont non dominées pour construire
IE0 l’ensemble des solutions efficaces correspondant à ζ(P0).
Étape j : (j ≥ 1) résoudre le problème (Pj) défini par :

(Pj)


max Zi = cix
t.q x ∈ D.∧r

k=1

(∨p
s=1,s 6=i(c

sx ≥ csx̃k + εs)
)
.
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Où 0 < εs ≤ 1 et x̃k, k=1,r sont les solutions efficaces obtenues dans les
itérations 0, 1, ..., j − 1.
Si εs < 1, la méthode génère un sous-ensemble de l’ensemble des solutions
efficaces, et si εs = 1, la procédure donne toutes les solutions efficaces.
Les contraintes supplémentaires ajoutées à chaque itération assurent que les
solutions optimales du problème (Pj), si elles existent, seront meilleures que
toutes les solutions efficaces {x̃k, k=1,r} sur au moins un critère s 6= i.
La liste des solutions efficaces obtenue à l’étape j est

IEj =

j−1⋃
k=0

IEk.

La procédure s’arrête lorsque le problème (Pj) devient irréalisable. Il est clair
que la procédure est finie étant donné qu’on élimine au moins une solution
à chaque étape et qu’il existe un nombre fini (D est borné) de solutions
admissibles.

2.4.3 La méthode de Sylva & Crema [68]

Cette méthode est une variante de celle de Klein & Hannan présentée
précédemment. Son principe repose sur la résolution d’une succession de pro-
grammes linéaires en nombres entiers optimisant à chaque étape une combi-
naison positive des critères. Un ensemble de contraintes est rajouté à chaque
fois assurant la détection d’une nouvelle solution efficace.
L’algorithme génère aussi des sous-ensembles de solutions efficaces qui peuvent
être utiles dans la construction des méthodes interactives pour des problèmes
concrets de grande dimension.

Proposition 2.1 Soient x1, x2, . . . , xk des solutions efficaces du problème
(MOILP ). Posons Dj =

{
x ∈ Zn|cix ≤ cixj,∀i = 1, p

}
, j = 1, k. Si x∗ est

efficace pour le problème multi-objectifs :

(Pk)


“ max ” Cx

x ∈

(
D −

k⋃
j=1

Dj

)

alors x∗ est une solution efficace pour le problème (MOILP ). De plus, si le
problème (Pk) est irréalisable, alors

{
(cixj)i=1,p, j = 1, k

}
est l’ensemble de

toutes les solutions non dominées du problème (MOILP ).
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Corollaire 1 ([68]) Soient x1, x2, . . . , xk des solutions efficaces du problème
(MOILP ) et Dj =

{
x ∈ Zn | cix ≤ cixj,∀i = 1, p

}
(j = 1, k). Si x∗ est une

solution optimale pour le problème mono-objectif :

(P λ
k )


“ max ”

p∑
i=1

λic
ix

x ∈

(
D −

k⋃
j=1

Dj

)

pour certaines valeurs du vecteur λ = (λ1, λ2, . . . , λp), λ > 0 , alors x∗ est
une solution efficace pour le problème (MOILP ).

L’algorithme de la méthode :

Étape 1. Après avoir fixé le vecteur poids λ = (λ1, λ2, . . . , λp) à des va-
leurs strictement positives, la première étape de l’algorithme consiste
résoudre le problème (P λ

1 ) :

(P λ
1 ) ≡ max

{
p∑
i=1

λic
ix|x ∈ D

}
.

Deux cas se présentent :
Cas 1. Si (P λ

1 ) est irréalisable, alors (MOILP ) l’est aussi.
Cas 2. Sinon, une solution x1 est trouvée et elle est efficace en vertu

du corollaire précédent.
Ensuite, une suite de programmes linéaires en nombres entiers augmen-
tés par certaines contraintes sont résolus progressivement.
Après k étapes du processus :
Cas 1. Si (P λ

k ) est irréalisable, alors l’algorithme prend fin.
Cas 2. Sinon, une nouvelle solution efficace, soit xk, est trouvée et le

nouveau problème (P λ
k+1) est défini à partir de (P λ

k ) en lui élimi-
nant toutes les solutions vérifiant cix ≤ cix

k, ∀i = 1, p. Ceci peut
être traduit par le rajout des contraintes suivantes :

cix ≥ (cixk + 1)yki −Mi(1− yki ), i = 1, p
p∑
i=1

yki ≥ 1, yki ∈ {0, 1} , i = 1, p

Où −Mi est un minorant pour toute valeur réalisable de la ième fonction
objectif.
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Étape générale (k+1). Résoudre le problème (P λ
k+1) :

(P λ
k+1)



max

p∑
i=1

λic
ix

x ∈ D
cix ≥ (cixj + 1)yji −Mi(1− yji ), i = 1, p, j = 1, k
p∑
i=1

yji ≥ 1, yji ∈ {0, 1} , i = 1, p, j = 1, k

Remarque 1 Pour les problèmes de grandes tailles, l’énumération de toutes
les solutions non dominées devient très coûteuse en terme de temps de calcul.
Dans ce cas, l’intérêt se porte sur une partie seulement des solutions efficaces,
cette partie peut être obtenue en intégrant à la procédure une étape d’inter-
action avec le décideur. Cette étape a pour objectif d’éliminer des solutions
efficaces que le décideur juge insatisfaisantes. Dans ce cas le problème (P λ

k+1)
devient :

(P λ
k+1)



max

p∑
i=1

λic
ix

x ∈ D
cix ≥ (cixj + fi)y

j
i −Mi(1− yji ) i = 1, p, j = 1, k

p∑
i=1

yji ≥ 1 yji ∈ {0, 1} i = 1, p j = 1, k

Où fi représente l’amélioration minimale dans la ième fonction objectif fixée
par le décideur, avec fi > 1 (entier).

Remarque 2 Le nombre de problèmes (P λ) devant être résolu est donné par
le nombre des solutions non dominées plus un dernier problème irréalisable.
En effet, cette méthode est fortement liée au nombre de critères et le nombre
de solutions non dominées du problème étudié. Car, généralement, plus le
nombre de critères est grand, plus le cône engendré est restreint, ce qui fait
augmenter le nombre de solutions non dominées du problème entraînant le
traitement d’un nombre considérable de problèmes (P λ).

2.4.4 Méthode de R. Gupta & R. Malhotra [39]

Cette méthode a été proposée par R. Gupta & R. Malhotra [39], ayant
pour but de trouver toutes les solutions efficaces du problèmeMOILP . Mais
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il s’est avéré qu’une erreur au niveau du test d’arrêt empêche dans certains
cas l’algorithme de donner tous les points efficaces du problème étudié. Un
contre exemple a été présenté par M. Moulai [54] ainsi que par D. Chaabane
[15].
Nous présentons dans ce qui suit, quelques notations et résultats théoriques
utilisés dans la méthode :
Considérons le problème initial, correspondant à l’itération k = 1 :

(P1)

{
max Z1 = c1x;
s.c. x ∈ D,

où D = Zn ∩ S = {x ∈ Rn|Ax = 0, x ≥ 0}.
Notons qu’à la place du problème (P1), on pourra considérer d’une manière
analogue le problème (Pi)i=2,p qui maximise cix sur D.
On définit pour k ≥ 2 :

– Sk = {x ∈ Rnk |Akx = bk, x ≥ 0} comme étant la région tronquée cou-
rante obtenue après avoir appliqué la coupe :∑

j∈Nk−1\{jk−1}

xj ≥ 1

, et éventuellement des coupes successives de Gomory, avec jk−1 un
indice hors base quelconque.

– xk = (xk,j) : la kème solution optimale entière du problème (P1) obtenue
dans Sk.

– Bk : est la base associée à xk.
– ak,j : est le vecteur d’activité de xk.
– Ik = {j|ak,j ∈ Bk} : l’ensemble des indices des variables de base.
– Nk = {j|a1,j 6∈ Bk} : l’ensemble des indices des variables hors base.
– yk,j = (Bk)

−1ak,j.
– Γk = {j ∈ Nk | Z1

k,j − c1
j > 0 et Zi

k,j − cij < 0 pour au moins un
i ∈ {2, ..., p}};
où Zi

k,j = ciBk
yk,j et cij est la jme composante du vecteur ci et ciBk

est
le vecteur des coefficients coûts des variables de base associées à Bk du
vecteur ci.

Définition 2.5 Une arête Ejk , jk ∈ Nk incidente à xk est définie comme
étant l’ensemble :

Ejk =

X = (xi) ∈ Rnk

∣∣∣∣∣∣
xi = xki − θjkyk,ijk , i ∈ Bk;
xjk = θjk ;
xl = 0,∀l ∈ Nk \ {jk}


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où : 0 ≤ θjk ≤ θ = min
i∈Bk

{
xki
yk,ijk

|yk,ijk > 0

}
.

Les points entiers se trouvant sur l’arête Ejk sont identifiés de telle sorte que
θjk soit entier et θjk × yk,ijk entier ∀i ∈ Bk.

Les résultats suivants suggèrent une coupe qui peut être vue comme une
généralisation de la coupe classique de Dantzig ; son avantage est de tronquer
toute une arête au lieu d’une seule solution.

Théorème 2.2 Toutes les solutions entières réalisables du problème (P1)
alternatives à x1 sur l’arête Ej1, j1 ∈ Γ1 de la région S (ou la région tronquée
Sk) et émanant de x1, appartiennent au demi espace ouvert :∑

j∈N1\{j1}

xj < 1

.

Théorème 2.3 Une solution entière réalisable du problème (P1) qui n’est
pas sur l’arête Ej1, j1 ∈ Γ1 à travers x1, appartient au demi espace fermé :∑

j∈N1\{j1}

xj ≥ 1. (2.11)

Corollaire 2 Une solution entière réalisable du problème (P1) qui n’est pas
sur l’arête Ejk , jk ∈ Γk, k ≥ 2 à travers xk dans la région tronquée Sk,
appartient au demi espace fermé :∑

j∈Nk\{jk}

xj ≥ 1. (2.12)

L’algorithme de la méthode : Notons par SND0(P ) l’ensemble des so-
lutions non dominées du problème (P ) générées à l’étape 1, et par SND(P )
l’ensemble des solutions potentiellement non dominées générées aux étapes
k, k ≥ 2.

Étape 1. Résoudre le problème (P1).
Cas 1. Si la solution optimale de (P1) est unique, soit x1, alors le

vecteur critère (z1
1 , z

2
1 , . . . , z

p
1) qui lui est associé est enregistré dans

SND0(P ) comme étant le premier p−uplet non dominé.
Cas 2. Si la solution trouvée n’est pas unique, alors déterminer toutes

les solutions qui lui sont alternatives, et par comparaison deux à
deux des vecteurs critères associés, éliminer ceux qui sont dominés
pour construire l’ensemble SND0(P ) des premiers vecteurs non
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dominées.
(z1

1 , z
2
1 , . . . , z

p
1) est choisit comme étant le premier p−uplet non

dominé pris dans l’ordre lexicographique (i.e. le vecteur qui a la
plus grande valeur de z2, en cas d’égalité choisir celui qui a la
plus grande valeur de z3, et ainsi de suite), soit x1 la solution
correspondante.

Étape 2. Construire l’ensemble Γ1, choisir un indice quelconque j1 ∈ Γ1 et
trouver le rapport minimum θ de l’opération pivot.
Cas 1. Si θ < 1, alors choisir un autre j1 ∈ Γ1. Car aucune solution

entière réalisable ne peut être obtenue sur l’arête Ej1
Cas 2. Si θ ≥ 1, déterminer toutes les solutions entières se trouvant

sur l’arête Ej1 , évaluer les p critères en chacune d’elles et éliminer
ceux qui sont dominés pour construire l’ensemble SND(P ) des
solutions potentiellement non dominées générées à l’étape 2.
éliminer l’arête Ej1 par la la coupe :

∑
j∈N1\{j1}

xj ≥ 1.

Cas 3. Si pour tout j1 ∈ Γ1 on a θ < 1 alors choisir arbitrairement un
j1 ∈ Γ1 et appliquer la coupe

∑
j∈N1\{j1}

xj ≥ 1.

Utiliser la méthode duale du simplexe et des coupes successives de
Gomory si nécessaire pour obtenir une solution entière x2 dans la région
tronquée S2 et mettre à jour SND(P ).

Étape k. (k ≥ 3) Choisir un indice jk−1 ∈ Γk−1, déterminer toutes les solu-
tions entières se trouvant sur l’arête Ejk−1

, lorsqu’elles existent,évaluer
tous les critères sur chacune des solutions trouvées et éliminer les p-
uplets dominés et mettre à jour l’ensemble SND(P ).
Tronquer l’arête Ejk−1

par la coupe :
∑

j∈Nk−1\{jk−1}

xj ≥ 1.

et chercher de nouveau une solution entière dans la région tronquée Sk,
soit xk. Mettre à jour l’ensemble SND(P ).

Étape finale n+1. L’algorithme prend fin dans l’un des cas suivants :
a. Γn = ∅ et Z1

nj − c1
j > 0 , ∀j ∈ Nn.

b. Γn 6= ∅ mais pour tout jn ∈ Nn, les solutions entières se trouvant
sur l’arête Ejn ne sont pas efficaces.
L’ensemble courant des solutions non dominées SND(P ) union
SND0(P ) enregistré à l’étape 1, fournit l’ensemble de toutes les
solutions non dominées du problème.
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2.4.5 Méthode de M. Abbas & M. Moulaï [3]

Cette méthode, dénommée "MODILIM", a été proposée par M. Abbas
& M. Moulaï [3] pour déterminer toutes les solutions efficaces du problème
(MOILP ). Elle peut être vue comme une alternative à celle de Gupta &
Malhotra [39], où les auteurs ont proposé un autre test d’arrêt permettant à
l’algorithme de fournir toutes les solutions efficaces.
Notations :

– SND(P ) : l’ensemble des solutions potentiellement non dominées gé-
nérées aux étapes k, k ≥ 1 et nbjk , le nombre de solutions entières sur
l’arête Ejk y compris xk.

– Ωk =
{
j ∈ Nk| Z1

k,j − c1
j = 0

}
.

Développement de la méthode
Étape 1. Résoudre le problème (P1) et trouver la solution optimale entière

x1 sur S1 et construire l’ensemble Ω1.
Étape 2. Tester l’ensemble Ω1.

Cas 1. Si Ω1 = ∅, x1 est l’unique solution optimale sur S1. Soit (z1
1 , z

2
1 , . . . , z

p
1)

le vecteur critère correspondant, il est enregistré dans SND(P )
comme étant le premier p−uplet non dominé.
Tronquer le point x1 par la coupe de Dantzig :∑

j∈N1

xj ≥ 1

, et par application de la méthode duale du simplexe et des coupes
successives de Gomory si nécessaire, on obtient une solution en-
tière, soit x2, dans la région tronquée S2. Mettre à jour SND(P ).

Cas 2. Si Ω1 6= ∅, choisir un indice quelconque j1 ∈ Ω1 et calculer le
nombre θ de l’opération pivot.
(a) Si θ ≥ 1, déterminer toutes les solutions entières alternatives

à x1, soient yq1, q = 2, nbj1 le long de l’arête Ej1 et mettre à
jour SND(P ). Comme les solutions alternatives ont la même
valeur de z1 que celle de x1, le premier point potentiellement
non dominé est choisit comme le p−uplet ayant la plus grande
valeur de z2, sinon choisir celui qui a la plus grande valeur de
z3 et ainsi de suite jusqu’à l’obtention du premier p−uplet
potentiellement non dominé.
Tronquer l’arête Ej1 par la coupe :

∑
j∈N1\{j1}

xj ≥ 1.

L’algorithme dual du simplexe et des coupes successives de
Gomory éventuelles, permettent d’obtenir une solution entière
x2 dans la région tronquée S2. Mettre à jour SND(P ).
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(b) Si pour tout j1 ∈ Ω1, on a θ < 1, alors choisir un indice
quelconque j1 ∈ Ω1 et appliquer la coupe :

∑
j∈N1\{j1}

xj ≥ 1.

De la même manière (appliquer la méthode duale du simplexe
et des coupes de Gomory éventuelles), on obtient une solution
entière x2 dans la région tronquée S2. Mettre à jour SND(P ).

Étape k. (k ≥ 3) Choisir un indice jk−1 ∈ Ωk−1 et explorer l’arête cor-
respondante pour des possibles solutions entières yqk−1, q = 2, nbjk−1

alternatives à xk−1. Mettre à jour l’ensemble SND(P ).
L’arête Ejk−1

est tronquée par la coupe :
∑

j∈Nk−1\{jk−1}

xj ≥ 1.

Après application de la méthode duale du simplexe et éventuellement,
des coupes successives de Gomory, la solution optimale entière obtenue
sur la région Sk sera xk. Ceci marque le début de l’étape k + 1.

Étape finale Le processus se termine quand l’impossibilité de l’opération
pivot de la méthode duale du simplexe apparaît, indiquant que la région
courante ne contient aucun point entier et que l’ensemble des solutions
efficaces est complètement déterminé.

2.4.6 Méthode de M. Abbas & D. Chaabane [1]

Cette méthode dénommée "SEEVD", est une forme modifiée de la mé-
thode de Gupta & Malhotra [39] où le test d’arrêt a été modifié afin de pro-
duire toutes les solutions efficaces du problème de programmation linéaire
multi-objectifs en nombres entiers. Le principe de la méthode est que dans la
première étape, une solution initiale est déterminée en optimisant un des cri-
tères, cette solution est le premier élément de la liste des solutions efficaces,
puis dans la deuxième étape une séquence de coupes est appliquée après avoir
exploré les arêtes incidentes à cette solution selon une direction bien choisie
définie par un ensemble d’indices hors-base, ceci nous permet de générer une
nouvelle solution efficace ajoutée à la liste précédente de solutions efficaces
et de réduire le domaine de recherche jusqu’à ce qu’il devient vide. Dans ce
cas, la procédure s’arrête avec une liste finale qui contient toutes les solutions
efficaces du problème traité.
La technique étant présentée en détail dans l’algorithme suivant :
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Algorithme
Étape 1. Résoudre le problème (P1). Soit x1 la solution optimale et (z1

1 , z
2
1 , . . . , z

p
1)

le vecteur critère correspondant.
Cas 1. Si Ω1 =

{
j ∈ N1| Z1

1,j − c1
j = 0

}
= ∅, alors la solution op-

timale est unique. Enregistrer le premier p−uplet non dominé
(z1

1 , z
2
1 , . . . , z

p
1) dans SND(P ) et aller à l’étape 2.

Cas 2. Si Ω1 6= ∅, alors la solution optimale peut ne pas être unique.
Pour chaque j ∈ Ω1 calculer θ.
(a) Si pour tout j ∈ Ω1, on a θ < 1, alors il n’y a pas de solutions

alternatives à x1 le long des arêtes Ej, j ∈ Ω1. SND(P ) =
{(z1

1 , z
2
1 , . . . , z

p
1)} et aller à l’étape 2.

(b) Sinon, tant qu’il existe au moins un j ∈ Ω1 tel que θ ≥ 1
faire :
– Explorer l’arête Ej
– Évaluer en chaque solution entière trouvée les p critères,
– Mettre à jour SND(P ).
Choisir arbitrairement un j ∈ Ω1, initialiser k à 1 et aller à
l’étape (2.2).

Étape 2. k = 1 ;
2.1 Construire l’ensemble Ψk = {j ∈ Nk| Z1

k,j − c1
j > 0 et Zi

k,j − cij > 0

pour au moins un i, i = 2, p}.
Cas 1. Si Ψk = ∅, aller à l’étape (2.2) (la coupe devient une coupe

de Dantzig :
∑
jk∈Nk

xj ≥ 1).

Cas 2. Sinon, mettre ψ = Ψk et aller à (a).
(a) Choisir un indice jk ∈ ψ et calculer le nombre θ.

– Si θ < 1, il n’y a aucune solution entière sur l’arête Ejk ,
faire ψ = ψ \ {jk}. Si ψ = ∅, choisir un jk ∈ Ψk et aller
à l’étape (2.2), sinon aller à (a).

– Sinon, déterminer les solutions entières sur Ejk , évaluer
en chacune d’elles les r critères et mettre à jour l’en-
semble SND(P ). Aller à l’étape (2.2).

2.2 Utiliser la coupe
∑

j∈Nk\{jk}

xj ≥ 1 pour réduire le domaine de re-

cherche et par application des méthodes duale du simplexe et les
coupes de Gomory si nécessaire, on obtient xk+1 comme étant la
solution optimale du problème augmenté. Mettre à jour SND(P ),
k = k + 1 et aller à l’étape (2.1).
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Étape 3. La procédure prend fin quand l’opération pivot est impossible, le
problème est devenu irréalisable dans la nouvelle région tronquée et la
liste finale SND(P ) représente l’ensemble de toutes les solutions non
dominées.

2.5 Conclusion
Dans le cadre de notre travail nous nous intéressons aux problèmes d’opti-

misation multi-objectifs en nombres entiers, Nous avons présenté d’une part
la structure générale des problèmes (MOILP ) et quelques résultats théo-
riques liés à ces problèmes. D’autre part, nous avons énuméré quelques mé-
thodes de résolution de la programmation multi-objectifs discrète.
Le chapitre suivant est dédié à l’optimisation d’un critère sur l’ensemble des
solutions efficaces du problème multi-objectifs. Dans certaines situations pra-
tiques, les décideurs n’ont pas besoin de tout l’ensemble des solutions efficaces
mais uniquement des solutions efficaces réalisant l’optimum d’un objectif dif-
férent des objectifs déjà fixés.
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L’optimisation d’un critère linéaire sur
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3.1 Introduction
Dans certaines situations pratiques, l’énumération de toutes les solutions

efficaces d’un problème multi-objectifs n’est pas toujours recommandée, car
il peut s’avérer que cet ensemble soit de cardinalité importante, et il de-
vient difficile pour le décideur de choisir le meilleur compromis en terme de
ses préférences. Afin d’éviter ces situations, il semble très utile de considé-
rer l’optimisation d’un critère qui exprime les préférences du décideur sur
l’ensemble des solutions efficaces comme un moyen efficace pour guider le
décideur vers une meilleure direction vers ses préférences. Ce problème ap-
partient à la classe des problèmes d’optimisation globale, sa difficulté est
principalement due à la structure de son ensemble réalisable (l’ensemble des
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solutions efficaces) qui peut ne pas être convexe, ainsi que le type de la fonc-
tion à optimiser.
L’importance et la motivation de ce problème ont été discutées en détail
dans la littérature (voir par exemple [44, 5, 64, 56]. En particulier, Ben-
son [5] prouve que dans quelques problèmes de modélisation impliquant des
objectifs multiples, les modèles d’optimisation sur l’ensemble des solutions
efficaces sont plus réalistes et appropriés que les programmes linéaires multi-
objectifs habituels (MOLP ). En outre, la solution de ces problèmes d’op-
timisation, avec l’ensemble efficace défini implicitement, évite les difficultés
informatiques d’énumérer tous les points extrêmes efficaces. L’exemple de
planification de la production donné par Benson [58] illustre bien ces points.
Durant les dernières soixante années, les chercheurs se sont intéressés à l’opti-
misation d’une fonction (linéaire ou non linéaire) sur l’ensemble des solutions
efficaces d’un problème de programmation linéaire multi-objectifs (MOLP ),
Ce problème a été étudié pour la première fois par Philip en 1972, qui a
proposé un algorithme basé sur le déplacement sur les sommets efficaces ad-
jacents dans le cas où le critère à optimiser est linéaire. Depuis, notamment
dans le cas continu, plusieurs chercheurs, citons à titre d’exemple, Benson
[6],[7],[8], Yamamoto [78], Eker et Song [25], Sayin [60], motivés par de nom-
breuses applications [5],[33], ont suivi cette voie.
Pour le cas discret, la première tentative d’étudier le problème a été réalisée
par N.C. Nguyen (1992) [56] où seulement une borne supérieure de la valeur
optimale du critère principal a été donnée. La première méthode proposée
pour l’optimisation sur l’ensemble efficace d’un problème (MOILP ) en évi-
tant l’énumération explicite de tous les points efficaces est celle de M. Abbas
& D. Chaabane [2], où différents types de coupes sont imposées de telle ma-
nière que l’amélioration de la valeur optimale du critère principal à chaque
itération soit garantie, suivie par l’algorithme de J. M. Jorge [46] qui est
basé sur l’analyse d’un ordre approprié des problèmes linéaires en nombres
entiers pour éliminer successivement les solutions moins bonnes sur le critère
principal. Récemment, en 2012, Chaabane et all.[16] proposent une méthode
de résolution dans l’espace des critères dans laquelle la norme pondérée de
Tchebychev est optimisée progressivement pour rapprocher du point idéal et
améliorer la valeur du critère principal. D’autre part, le domaine de faisabi-
lité est réduit en éliminant les solutions réalisables moins bonnes dans le sens
de Pareto.
Le problème d’optimisation d’un critère sur l’ensemble des solutions efficaces
d’un problème (MOLP ) peut être formulé d’une manière générale par :

(PE)

{
max φ(x)
s.c. x ∈ E (3.1)
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Où E représente l’ensemble des solutions efficaces du problème multi-objectifs
suivant

(MOLP )

{
“ max ” Cx
s.c. x ∈ S (3.2)

Où S = {x ∈ Rn|Ax ≤ b;x ≥ 0} ; A ∈ Rm×n ; x ∈ Rn,b ∈ Rm,C ∈ Rp×n.
Le problème relaxé de (3.1) est défini par :

(PR)

{
max φ(x)
s.c. x ∈ S (3.3)

Notons que la fonction φ est en général différente des critères du problème
(MOLP ) mais elle peut être prise comme une combinaison linéaire de ces
derniers.

3.2 Notations et résultas théoriques
Dans cette section, nous présentons les notations nécessaires à la description
des algorithmes présentés dans ce chapitre.

– Rp l’ensemble des vecteurs colonnes réels d’ordre p ;
– Rp

+ = {x ∈ Rp|x ≥ 0} ;Rp
++ = {x ∈ Rp|x > 0} ;

– Rp désigne l’ensemble des vecteurs lignes réels d’ordre p.
– Rp+ = {x ∈ Rp|x ≥ 0} ;Rp++ = {x ∈ Rp|x > 0} ;
– Rp

− et Rp
−− sont définies de la même manière que Rp

+ et Rp
++, e désigne

un vecteur dont toutes les composantes sont égales à 1.
– YE est l’ensemble des solutions non dominées, Yw est l’ensemble des

solutions faiblement non dominées.

Définition 3.1
a. Y = {y|y ∈ Rp, y = Cx pour tout x ∈ S} est appelé l’ensemble des ré-

sultats (outcome set).
b. Y ≤ = {y|y ∈ Rp, y ≤ Cx pour tout x ∈ S} est appelé l’ensemble des

résultats inférieurs (lower outcome set).
c. Y < = {y|y ∈ Rp, y < Cx pour tout x ∈ S} est appelé l’ensemble des

résultats strictement inférieurs (strictly lower outcome set).

Définition 3.2

– Un point y ∈ Y est dit solution non dominée du problème (MOLP ) si
Y ∩ (y + Rp

+) = {y}.
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– Un point y ∈ Y est dit faiblement non dominé si Y ∩ (y + Rp
++) = ∅.

– L’ensemble de toutes les solutions non dominées sera noté par YE.

Lemme 3.1 E = {x ∈ S/Cx ∈ YE}.

Définition 3.3 Pour λ ∈ Rp++ et x ∈ S la fonction

gλ(x) = max {λCx′ |x′ ∈ S;Cx′ ≥ Cx} − λCx

gλ(x) est dite fonction lacune ("gap function"), x ∈ E si et seulement si
gλ(x) = 0.
Quand λ = e = (1, · · · , 1) ∈ Rp alors gλ est notée par g.

Dans le théorème suivant nous citons quelques caractérisations de l’ensemble
des solutions efficaces E du problème (MOLP ) (Voir [78],[66]).

Théorème 3.1 [78] L’ensemble des solutions efficaces du problème (MOLP )
est tel que

E = {x|x ∈ S,∃λ ∈ Rp++ tel que λCx ≥ λCx′∀x′ ∈ S} .
= {x|x ∈ S,@x′ ∈ Rn tel que Cx′ ≥ 0, Cx′ 6= 0, Ax′ = 0, x′i ≥ 0 pour i avec xi = 0} .
=
{
x|x ∈ S, ∃ (λ, µ, ν) ∈ Rn

++ × Rm × Rn
+ tel que λC − µA+ ν = 0; νx = 0

}
.

=
{
x|x ∈ S,∃ (λ, µ) ∈ Rn

++ × Rm tel que λC − µA ≤ 0, λCx− µb = 0
}
.

= {x|x ∈ S; gλ(x) = 0} .

Définition 3.4 Soit S un polyèdre de Rn. F ⊂ S est une face de S si :
a. F est convexe.
b. Pour tout x 6= y de S tels que le segment ouvert ]x, y[ rencontre F alors

x et y sont dans F.

Remarque 3 Si les points x et x′ se trouvent sur la même farce de S alors
x ∈ E si et seulement si x′ ∈ E.

Dans le cas continu, les méthodes utilisées pour chercher l’optimum sur l’en-
semble des solutions efficaces E, utilisent la propriété de connexité de E.
Celle-ci est établie par le théorème suivant :

Théorème 3.2 [66] L’ensemble E des solutions efficaces d’un problème li-
néaire multi-objectifs continu est convexe si deux points extrêmes quelconques
dans E sont reliés par un chemin formé d’arêtes efficaces (une arête efficace
est une arête de S contenue dans E).
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3.3 Résolution du problème (PE) dans le cas
continu

Les algorithmes existants pour résoudre ce problème peuvent être classés
en plusieurs groupes selon leur principe de fonctionnement, citons :

– les algorithmes de recherche de sommet adjacent
– les algorithmes de recherche de sommets non adjacents
– les algorithmes basés sur la méthode de séparation et évaluation
– les algorithmes basés sur la méthode de relaxation Lagrangienne
– les algorithmes basés sur la méthode duale et de bissection

Les algorithmes proposés par Philip [57] , Ecker et Song [25] et FüLöp [33]
concernent le cas où φ(x) est linéaire. Par contre, ceux proposés par Bolinti-
neaunu [10] et Yamamoto, Y. [78] optimisent une fonction quasi-convexe sur
E. Ces auteurs se sont basés principalement sur deux techniques :

– Se déplacer d’un sommet efficace à un sommet voisin efficace avec une
plus grande valeur de la fonction objectif par l’intermédiaire d’une arête
efficace ;

– Isoler par des coupes la partie de S où la fonction objectif linéaire φ(x)
prend la plus grande valeur possible.

3.3.1 Méthode de Yamamoto [78]

Cette méthode est basée sur la recherche des sommets adjacents où la fonction
φ est quasi-convexe, nous rappelons la définition d’une fonction quasi-convexe
dans la définition suivante :

Définition 3.5 Une fonction f est quasi-convexe sur S si :

∀x, y ∈ S et ∀λ ∈ [0, 1] on a f(λx+ (1− λ)y) ≤ max{f(x), f(y)};

f est quasi-convexe sur S est ainsi équivalente à :

∀x, y ∈ S et ∀λ ∈ [0, 1], f(x) ≤ f(y)⇒ f(λx+ (1− λ)y) ≤ f(y);

C’est une propriété assez large, il y a "beaucoup" de fonctions quasi-convexes
en économie et la plupart des fonctions d’utilité "classiques" le sont dans ce
domaine.
Soit Sv l’ensemble des points extrêmes du polyèdre S. Pour x, x′ ∈ Sv, [x, x′]
reprèsente l’arête reliant x et x′. Pour x ∈ Sv ∩E, on note NE(x) l’ensemble
des sommets efficaces liés à x par une arête efficace tel que :

NE(x) = {x′|x′ ∈ Sv ∩ E; [x, x′] ⊂ E} .
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Lemme 3.2 Soit x ∈ Sv∩E et supposons que {x′|x′ ∈ NE(x), φ(x′) > φ(x)} =
∅ alors x est un maximum local pour le problème (3.1).

Ce lemme caractérise la solution optimale locale du problème (3.1) quand
elle existe. Il est utilisé dans l’algorithme de Yamomoto pour brancher vers
la deuxième boucle (Boucle sur k).
Algorithme de Yamamoto
SoitH = {x ∈ Rn|ax = α} l’hyperplan déterminé par les semi-plans etH+ = {x ∈ Rn|ax ≥ α},
H− = {x ∈ Rn|ax ≤ α} ;H++ etH−− sont leurs intérieurs respectivement.

Algorithm 2: Algorithme de Yoshitsugu Yamamoto ([78])
Phase Initiale Poser k = ` = 0, s0 = S, trouver x0 ∈ Sv ∩ E.
Si NE(x0) = ∅ Alors

x0 est une solution optimale du problème (PE)
Sinon

aller à l’étape suivante.
Étape1( Boucle (`))
Si
{
x|x ∈ NE(x`);φ(x) > φ(x`)

}
= ∅ Alors

choisir x`+1 de cet ensemble.
Faire ` = `+ 1 et aller à l’étape suivante.

Sinon
Soit S` =

{
x|φ(x) ≤ φ(x`)

}
et aller à l’étape 2.

Étape2 Boucle (k)
Trouver vk ∈ argmax

{
φ(x)|x ∈ Sk

}
.

Si φ(x`) ≥ φ(vk)− ε, pour ε > 0 Alors
arrêter avec x` comme une ε− approximation de la solution optimale du
problème (PE)

Sinon
Trouver un hyperplan support Hk de S` tel que S` ⊆ Hk

+ et vk ∈ Hk
−−.

Si il existe une arête efficace [u′, u′ ′] telle que [u′, u′ ′] ∩Hk 6= ∅ et
max {φ(u′), φ(u′′)} > φ(x`) Alors

Soit x`+1 celui des u′ et u′′ donnant la valeur de la fonction objectif
la plus grande.
Faire ` = `+ 1 et aller à l’Étape 1,(boucle (`))

Sinon
Faire Sk+1 = Sk ∩Hk

+, k = k + 1 et aller à (boucle(k)).

Arrêt: L’algorithme génère une séquence de sommets efficaces x0, x1, · · · et
les polytopes S0, S1, · · · tels que φ(x0) < φ(x1) < · · · et
S = S0 ⊇ S1 ⊇ · · ·
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3.3.2 Méthode de Benson [7]

Cette méthode est basée sur la recherche de sommet non adjacent où la
fonction objectif φ(x) = dx est supposée linéaire ainsi que l’existence de (k+
1) solutions efficaces x0, x1, ..., xk ∈ E et soit αk = max{dxj|j ∈ {0, ..., k}} ;
Le problème (P k) suivant joue un rôle fondamental dans l’algorithme pour
la recherche d’un point (x, λ) ∈ Rn × Rp satisfaisant :

(
P k
)

λCx ≥ λCxj pour j ∈ {0, ..., k};
x ∈ X;
λ ∈ Λ;
dx > αk.

(3.4)

Où Λ = {λi :
k∑
i=1

λi = 1 et λi ≥ 0,∀i = {1, ..., k}}.

Remarque 4 Si (x, λ) ∈ X×Λ verifie les contraintes λCx ≥ λCxj pour j ∈
{0, ..., k} du problème (P k) alors x est une solution efficace de l’enveloppe
convexe de x0, x1, ..., xk et x lui même.

Lemme 3.3 Supposons que x0, x1, ..., xk ∈ E et que le problème (P k) n’ad-
ment pas de solution alors x∗ ∈ argmax{dxj|j ∈ {0, ..., k}} est une solution
optimale du problème initial (PE)

Remarque 5

a. Pour montrer que xk+1 est un sommet de S, il suffit de verifier l’indé-
pendance linéaire des colonnes de A correspondant aux composantes
positives de xk+1 ;

b. Une manière de déterminer une face F de S est de considérer par
exemple F = {x ∈ S|xj = 0 pour j avec xk+1

j = 0} ;
c. L’algorithme génère une suite de sommets distincts de E et fournit une

solution optimale de (PE) en un nombre fini d’itérations.
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Algorithm 3: Algorithme de Benson ([7])
Phase Initiale
Trouver un sommet efficace x0, poser k = 0 et aller à l’étape (k)
Étape k
(k1) : Trouver une solution (x, λ) ∈ Rn × Rp du problème (P k)
Si (P k) n’admet pas de solution Alors

x∗ ∈ argmax{dxj|j ∈ {0, ..., k}} est une solution optimale de (PE)
Sinon

soit(xk+1, λ
k+1

) la solution trouvée.
(k2) : Résoudre le programme linéaire suivant

(Testk) : {max eCx|Cx ≥ Cxk+1, x ∈ S}

Soit x̂ une solution de (Testk)
Si eCx̂ = eCxk+1 Alors

aller à (k3)
Sinon

aller à (k5)

(k3) : Si xk+1 est un sommet de S Alors
poser xk+1 = xk+1; k = k + 1 et aller à l’étape k

Sinon
aller à (k4)

(k4) : Soit F une face de S dont son intérieur contient xk+1 ; résoudre
le programme linéaire (Facek) suivant

(Facek) : {max dx|x ∈ F}

dont la solution est un point extrême xk+1, poser k = k + 1 et aller à
l’étape (k).
(k5) : Résoudre le programme SC(λ

k+1
) suivant dont la solution

optimale est xk+1

SC(λ
k+1

){max λ
k+1

Cx|x ∈ S}

Poser k = k + 1 aller à l’étape(k).

59



L’optimisation d’un critère linéaire sur un ensemble efficace

3.4 Résolution du problème (PE) dans le cas
discret

Dans cette section nous nous intéressons à l’optimisation d’une fonction
linéaire φ(x) sur l’ensemble des solutions efficaces d’un problème (MOILP )
("Multiple Objective Integer Linear Programming") qui se formule par :

(MOILP )

{
“ max ” Cx
s.c. x ∈ D (3.5)

Où : D = S ∩ Zn, Z étant l’ensemble des nombres entiers relatifs. S est
borné et convexe S = {x ∈ Rn|Ax ≤ b, x ≥ 0}, A ∈ Rm×n, b ∈ Rm, C est
une matrice de dimension p× n d’éléments réels, et ses vecteurs lignes ck ∈
Rn, k = 1, · · · , p.
Le problème principal est donné par :

(PIE)

{
maxφ(x) = dx
s.c. x ∈ IE (3.6)

IE est l’ensemble de toutes les solutions efficaces entières du problème (3.5),
d est un vecteur ligne de dimension n qui a pour jème composante le nombre
entier dj.
Soit le problème relaxé :

(PIR)

{
maxφ(x) = dx
s.c. x ∈ D (3.7)

Le problème (PIE) est un problème d’aide à la décision. Ce problème est
lié à deux classes de problèmes : les problèmes de l’optimisation linéaire multi-
objectifs en nombres entiers dont l’étude est en plein essor et les problèmes de
l’optimisation unicritère discrète qui constitue une extension assez large de
la programmation linéaire. Compte tenu de cette caractérisation, Il n’est pas
surprenant que peu de travaux aient été réalisé. En fait, dans la littérature,
on ne trouve que peu d’articles dédiés au problème (PIE), citons [56, 2, 46, 16,
17]. Tous ces articles traitent le cas (linéaire-linéaire) c’est-à-dire, optimiser
un critère linéaire sur un ensemble efficace d’un problème multi-objectifs
linéaire.

Naïvement, on peut résoudre le problème (PIE) en formant la liste de
toutes les solutions efficaces IE et en optimisant φ(x) = dx sur cette liste.
Cette approche n’est pas appropriée pour des raisons d’ordre pratique liées
à la difficulté de déterminer IE qui peut être un ensemble de taille expo-
nentielle en le nombre de variables. Les sources de motivation pour étudier
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de tel problème vise à éviter cependant l’énumération explicite de toutes les
solutions efficaces. On peut se demander pourquoi optimiser sur l’ensemble
des solutions Pareto-optimales alors qu’il suffit d’optimiser sur la frontière
efficace, l’ensemble des points non dominés dans l’espace des critères. Ceci
est possible si la fonction à optimiser peut être exprimée en fonction des cri-
tères initiaux (variables dans l’espace des critères), mais la difficulté s’installe
lorsque cette fonction est exprimée en fonction des variables de décision.
Le problème en variables continues est difficile à traiter ; il devient plus dif-
ficile en variables discrètes. Les difficultés particulières rencontrées dans sa
résolution sont dues à :
– L’optimisation sur un ensemble qui n’est pas connu à priori ;
– Le cadre non convexe et discret du domaine de décision D ;
– Sur le front de Pareto non convexe deux types de solutions peuvent être
différenciées : les solutions supportées et les solutions non supportées. Nous
présentons dans cette section deux méthodes de résolution, la première est
celle de J. M. Jorge (2008) car notre contribution dans le chapitre suivant est
inspirée de cet algorithme. Nous détaillerons par la suite la méthode la plus
récente pour résoudre le problème, celle de D .Chaabane et al.(2012)[16].

3.4.1 Résultats fondamentaux

Théorème 3.3 (Isermann 1974)[45] Soit x? un point arbitraire réalisable
de S, x? est une solution efficace du problème (MOLP ) si et seulement si
la valeur optimale de la fonction objectif Θ∗ est nulle dans le programme
linéaire suivant :

P (x?)


max Θ =

p∑
i=1

ψi

s.c. cix− ψi = cix?

x ∈ S
ψi ∈ R+,∀i = 1, ..., p

(3.8)

Le problème P (x?) est souvent utilisé pour tester l’efficacité d’une solution
réalisable donnée. Le théorème suivant, montre que P (x?) peut être aussi
utilisé pour générer une solution efficace même si la solution x? ne l’est pas.

Théorème 3.4 (Ecker et Kouada 1978)[26] Si P (x?) possède une valeur
maximale finie non nulle atteinte en un point réalisable x̃ alors x̃ est efficace.

Théorème 3.5 [26] Si P (x?) n’admet pas une solution optimale finie, alors
l’ensemble, E, des solutions efficaces du problème (MOLP ) est vide.
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Ces trois théorèmes ont été énoncés dans le cas continu, ils restent valables
pour le cas où les variables de décision sont discrètes. Dans les algorithmes
qui seront présentés dans le reste du document, on est appelé à tester l’effica-
cité d’une solution réalisable x? par la résolution du problème P (x?), appelé
souvent "Test d’efficacité" tel qu’il est décrit dans le théorème 3.3 dont les
paramètres restent inchangés, sauf le domaine de décision qu’il faut remplacer
par le domaine discret D.

Théorème 3.6 [15] Soit x? une solution réalisable de D, x? ∈ IE si est
seulement si la fonction objectif Θ est nulle dans le problème de programma-
tion linéaire mixte suivant :

(P (x?))


max Θ =

p∑
i=1

ψi

s.c. cix− ψi = cix?

x ∈ D
ψi ∈ R+,∀i = 1, ..., p

(3.9)

Preuve
(⇒) Par l’absurde, soit x? est solution efficace de (MOILP ), on suppose que
Θ∗ 6= 0,alors ∃i ∈ {1, 2, ..., P} tel que ψi > 0 et ∃x ∈ D tel que cix > cix?)
donc Cx domine Cx? ce qui est contradictoire avec l’hypothèse que x? est
efficace.
(⇐) Soit maintenant Θ∗ = 0, on suppose que x? n’est pas efficace , alors il
existe x ∈ D tel que Cx ≥ Cx? et Cx 6= Cx? alors ∃i ∈ {1, 2, ..., p} tel que
cix−cix? > 0 donc ψi > 0, ce qui contredit le fait Θ∗ = 0. �

3.4.2 Méthode de Jesus [46]

L’algorithme proposé consiste à résoudre le problème (PIE) dans l’espace
des critères et produire une solution optimale globale sans devoir énumé-
rer l’ensemble de toutes les solutions efficaces IE, la procédure commence à
résoudre le problème relaxé (PIR), la solution optimale est testée pour l’ef-
ficacité. Évidemment, seulement dans un nombre réduit de cas spéciaux la
solution optimale de (PIR) fournit une solution optimale de (PIE). Ainsi, si
ce n’était pas le cas, une nouvelle solution efficace, soit x̂1, qui domine la
solution optimale de (PIR) est alors générée par le test d’efficacité.
Dans l’espace des critères, plusieurs solutions efficaces peuvent avoir le même
vecteur critères, pour celà le problème (Tl) est résolu pour optimiser le critère
principal sur toutes les solutions équivalentes à x̂1.

(T1) : max

{
dx|Cx = Cx̂1, x ∈ D

}
, (3.10)
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Ensuite, dans chaque itération, le problème (Rl) est résolu pour optimiser
le critère principal sur le domaine restreint par des contraintes en nombres
entiers qui sont inclues progressivement pour éliminer les solutions dominées
par la solution efficace courante, afin de fournir une solution non dominée
par les solutions détectées antérieurement jusqu’à ce qu’une solution optimale
soit finalement trouvée.

(Rl) : max

{
dx|x ∈ D − ∪ls=1Ds

}
, (3.11)

où Ds = {x ∈ Zn|Cx ≤ Cx̃s} avec x̃1, x̃2, ..., x̃l sont des solutions efficaces
obtenues jusqu’à l’itération l.

L’algorithme de la Méthode
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Algorithm 4: Algorithme de Jesus([46])
Entrées:
↓ A(m×n) : matrice des contraintes.
↓ b(m×1) : vecteur second membre.
↓ d(1×n) : vecteur du critère principal.
↑ c(p×n) : matrice des critrères.
Sorties:
↑ xopt : Solution optimale du problème (PIE).
↑ φopt : valeur optimale du critère principal φ.
Initialisation
Poser φinf = −∞, φsup = +∞, l = 1, et résoudre le problème relaxé
(PIR)
Si (PIR) n’est pas réalisable Alors

Terminer, le problème (PIE) n’a pas de solution.
Sinon

soit xl solution optimale de (PIR).

Étape 1 : Tester l’efficacité de xl
Si xl est efficace Alors

l’algorithme prend fin et xopt = xl, φopt = dxl

Sinon
poser φsup = dxl et aller à l’étape 2.

Étape 2 : Soit x̂l ∈ IE une solution optimale du test d’efficacité,
résoudre le problème (Tl), soit x̃l une solution optimale
Si dx̃l > φinf Alors

poser φinf = dx̃l et xopt = x̃l. Aller à l’étape 3.
Sinon

φinf = φsup. Terminer, xopt est la solution optimale de (PIE).
Étape 3 : Résoudre le problème (Rl)
Si (Rl) n’est pas réalisable Alors

Terminer, xopt est une solution optimale de (PIE).
Sinon

soit xl+1 solution optimale de (Rl)
Si dxl+1 ≤ φinf Alors

Terminer, xopt est une solution optimale de (PIE).
Sinon

poser l = l + 1 et aller à l’étape 1.

64



L’optimisation d’un critère linéaire sur un ensemble efficace

3.4.3 Méthode de Chaabane et al.[16]
La méthode proposée consiste à choisir une solution non dominée la plus proche
possible du point idéal améliorant le critère principal d’une itération à une autre.
Une fois une solution efficace est mise à jour, le domaine de faisabilité est réduit en
éliminant les solutions réalisables moins bonnes dans le sens de Pareto. La norme
pondérée augmentée de Techebychev est utilisée pour minimiser la distance entre
la solution réalisable courante et le point idéal. Le résultat de Bowman (3.14)
est appliqué afin d’éviter une minimisation d’une fonction non linéaire (la norme
de Tchebychev) par la résolution d’un programme linéaire équivalent qui semble
comme une alternative au test d’efficacité, sa résolution nous assure l’obtention
d’une solution efficace à partir d’une solution réalisable.

La théorie de la norme de Tchebychev

Dans cette section nous rappelons brièvement quelque notions et résultats que les
auteurs ont utilisés pour développer leur méthode.
On considère l’ensemble ∆, l’ensemble des poids défini par :

∆ = {β ∈ Rp; 0 ≤ βi ≤ 1,

p∑
i=1

βi = 1}.

La norme pondérée de Tchebychev dans Rp ce n’est que la norme infinie (l∞) définie
par :

‖z1, ..., zp‖β∞ = max
i=1,··· ,p

{βi|zi|}.

Définition 3.6 La norme pondérée de Tchebychev d’un vecteur z peut être cal-
culée en considérant le point idéal z? comme origine, elle est donnée par :

‖z? − z‖β∞ = max
i=1,··· ,p

{βi|z?i − zi|}.

Définition 3.7 La norme augmentée de Tchebychev est donnée par l’expression
suivante :

‖z? − z‖β∞ = max
i=1,··· ,p

{βi(|z?i − zi|) + ρ

p∑
i=1

(|z?i − zi|)},

où : ρ est un réel positif très petit. Cette augmentation de la norme sert à éviter
le problème de solutions faiblement efficaces.

La norme de Tchebychev est souvent utilisée pour calculer la distance pondérée
entre n’importe quel point de Z est le point d’aspiration z?. En effet, il s’agit de
trouver les points réalisables dont la distance est la plus petite du point idéal z?,
pour se faire on doit résoudre les problèmes suivants :

min
z∈Z
{‖z? − z‖β∞}. (3.12)
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Le problème équivalent à (3.12) appelé programme de la norme pondérée de Tche-
bychev "weighted Tchebychev program"(WTP), noté P (β), proposé par Bowman
[11], est donné par :

(P (β))


min ω
ω ≥ βi(z?i − zi); 1 ≤ i ≤ p
x ∈ D,ω ≥ 0,

(3.13)

où :

zi = cix, et βi =
1

z?i − zi

[
p∑
i=1

1

z?i − zi

]−1

, ∀1 ≤ i ≤ p.

Pour ne pas diviser par zéro un point utopique “utopian point” est utilisé comme
un point d’aspiration et défini par l’expression suivante :

z?? = z∗ + 1.

Ainsi, le problème (P (β)) est défini par :

(P (β))


min ω
ω ≥ βi(z??i − zi); 1 ≤ i ≤ p
x ∈ D,ω ≥ 0,

(3.14)

et

βi =
1

z??i − zi

[
p∑
i=1

1

z??i − zi

]−1

, ∀1 ≤ i ≤ p.

Les théorèmes suivants présentent quelque conditions pour caractériser une solution
non dominée.

Théorème 3.7 [67] Si Z est fini et soitM = {z ∈ Z|(x, z, ω) une solution optimale
de P (β) pour un certain vecteur β ∈ ∆}, alors il existe z ∈ M tel que z est un
point Pareto.

Théorème 3.8 [11] Si x? est une solution efficace alors x? est une solution opti-
male de P (β) pour un certain β ∈ ∆,

Théorème 3.9 [11] Si l’ensemble des solutions efficaces du problème (3.5) est for-
tement efficace alors toute solution optimale du programme (3.14) est une solution
efficace de problème (3.5) pour un certain vecteur β ∈ ∆.

Le programme linéaire sous la norme augmentée de Tchebychev est défini par :

(Pρ(β))


min ω + ρ

p∑
i=1

(|z??i − zi|)

ω ≥ βi(z??i − zi); 1 ≤ i ≤ p
x ∈ D,ω ≥ 0.

(3.15)
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Description de la Méthode

La méthode proposée consiste à trouver une solution efficace optimale du problème
principal, sans passer explicitement par toutes les solutions efficaces du problème
(3.5). L’algorithme s’articule autour de deux parties :
En première partie, un vecteur non dominé est caractérisé par la résolution du
problème (3.15) pour une valeur de ρ > 0 suffisamment petite. En deuxième partie,
la réduction progressive du domaine d’admissibilité est effectuée en ajoutant des
contraintes issues de la définition de solution “Pareto Optimale”.
Initialement, on détermine le point utopique z??, puis on résoud le problème relaxé
(3.7). Une solution optimale est obtenue et une borne supérieure du critère prin-
cipale est mise à jour pour des valeurs très petites de ρ. On résoud le problème
(3.15) afin de trouver un vecteur non dominé z le plus proche possible du vecteur
utopique z??.
Comme dans l’espace des critères plusieurs solutions efficaces peuvent avoir le même
vecteur z (Solution efficace équivalente), donc un autre programme est résolu pour
choisir la meilleure solution équivalente sur le critère principal. Une nouvelle solu-
tion efficace par conséquent est générée et ajoutée à la liste courante, le critère prin-
cipal φ est évalué et la région d’admissibilité courante est réduite par les contraintes
(3.16).
L’algorithme prend fin quand la région d’admissibilité courante devient vide ou la
borne inférieure du critère principal coïncide avec la borne supérieure.

Le domaine réduit D −
k⋃
s=1

Ds est :

D −
k⋃
s=1

Ds =



cix ≥ (cixs + 1)ysi +Mi(1− ysi )
p∑
i=1

ysi = 1

ysi ∈ {0, 1}, i = 1, · · · , p, s = 1, · · · , k
x ∈ D.


(3.16)

où Mi est la borne inférieure du ième critère, {xs; s = 1, · · · , k} sont les solutions
obtenues à la kème itération.

L’algorithme de la Méthode
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Algorithm 5: L’algorithme de Chaabane et al.[16]
Entrées:
↓ A(m×n) : matrice des contraintes.
↓ b(m×1) : vecteur second membre.
↓ d(1×n) : vecteur du critère principal.
↑ c(p×n) : matrice des critrères.
Sorties:
↑ xopt : Solution optimale du problème (PIE)
↑ φopt : valeur optimale du critère principal φ
Initialisation
pour i = 1, · · · , p faire

résoudre z∗i = max{cix;x ∈ D} ; z?? = z∗ + 1 ;
Mi = min{cix;x ∈ D}

φsup ← +∞ ; φinf ← −∞ ; E1 ← ∅; k = 1 ; D ← D ; fin← faux.
tant que fin← faux faire

résoudre le problème (P k
IR) = max{dx, x ∈ D}

Si (P k
R) est irréalisable où φinf ≥ φsup Alors

xopt est une solution optimale de (PIE) ; fin← vrai ;
l’algorithme prend fin

Sinon
Soit xk solution optimale du problème (P k

IR) ;
Soit φsup = dxk ; calculer le vecteur poids βk de zk = Cxk ;
Soit (x̂k, ẑk) une solution optimale du problème Pρ(βk)
Si dx̂ = φsup Alors

xopt ← x̂k ;φopt ← φsup ; fin← vrai ; l’algorithme prend fin
Sinon

résoudre le problème Q(ẑk) ≡ max{dx |x ∈ D; Cx = ẑk} ;
Soit xk une solution optimale du problème Q(ẑ)
Si dxk > φinf Alors

xopt ← xk ; φinf = dxk ; φopt ← φinf ; soit
Ek+1 ← Ek ∪ {xk},
k ← k + 1 et D ← D \ ∪k−1

s=1Ds

Sinon
Si φinf ≥ φsup Alors

xopt une solution optimale de (PIE) et φopt une valeur
optimale de φ ; fin← vrai ; l’algorithme prend fin

Sinon
xopt ← xk ; φinf = dxk ; φopt ← φinf ; soit
Ek+1 ← Ek ∪ {xk},
k ← k + 1 et D ← D \ ∪k−1

s=1Ds
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3.5 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques méthodes de résolution du pro-

blème (PE) dans le cas continu et le cas discret. Le problème est très difficile à
résoudre vu la non convexité de son domaine réalisable. Mathématiquement, ce
problème est classé parmi les problèmes difficiles de l’optimisation globale ou non
convexe.
Dans le chapitre suivant, nous abordons la programmation linéaire fractionnaire,
particulièrement la programmation hyperbolique en nombres entiers qui fait l’objet
de nos préoccupations dans cette étude.
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4.1 Introduction
Le terme programmation fractionnaire est utilisé pour désigner un type de pro-

blèmes d’optimisation où la fonction objectif est un quotient f(x)/g(x), soumis à
un ensemble de contraintes. L’intérêt porté à ce type de problèmes tient à la variété
de problèmes d’optimisation rencontrés en ingénierie et en economie pour lesquels
on considère l’optimisation d’un rapport de deux fonctions. Les programmes frac-
tionnaires linéaires ou non linéaire, en variables réelles, en variables entières ou en
variables binaires, apparaissent dans plusieurs domaines de la recherche opération-
nelle tels que les bases de données, l’optimisation combinatoire, la programmation
stochastique, etc. De nombreuses applications des programmes fractionnaires ont
été décrites dans la littérature (voir [31, 32, 42, 58, 61, 62, 13]).
Les problèmes mathématiques d’optimisation avec une fonction objectif qui est
un rapport de deux fonctions linéaires ont beaucoup d’applications : dans les do-

70



La programmation linéaire fractionnaire

maines des finances ( planification d’une entreprise, gestion de feuille de solde
bancaire), de transport maritime, de ressources en eau, de santé, etc. En effet,
dans telles situations, il est souvent question d’optimiser un rapport de deux fonc-
tions tel que dette/capitaux propres, rendement/employé, coût effictif/coût stan-
dard, bénéfice/coût, inventaire/ventes, risque des actifs/capital, coût/patient, doc-
teur/patient, etc, sujet à des contraintes. En outre, si les contraintes sont linéaires,
nous obtenons un problème de programmation linéaire fractionnaire. Dans cette
thèse, nous nous intéressons à cette catégorie des problèmes de la programmation
fractionnaire.
Un des premiers programmes fractionnaires est un modèle d’équilibre pour une éco-
nomie en expansion, présenté par Von Neumann en 1937 [75]. Le modèle détermine
le taux de croissance d’une économie comme maximum du plus petit de plusieurs
rapports sortie-entrée. Cependant, une étude systématique de la programmation
fractionnaire a commencé beaucoup plus tard. En 1962, Charnes et Cooper ont
publiés leur papier classique dans lequel ils prouvent qu’un programme linéaire
fractionnaire peut être réduit à un programme linéaire en utilisant un changement
de variable non-linéaire approprié [19]. Séparément, Martos prouva en 1964 [52] que
des programmes fractionnaires linéaires peuvent être résolus avec une procédure de
parcours de sommets adjacents du domaine des solutions réalisables juste comme
des programmes linéaires avec la méthode du Simplexe. Il a identifié des propriétés
généralisées de convexité des rapports linéaires permettant une telle prolongation
de la technique de programmation linéaire. Depuis, différentes approches ont été
proposées dans la littérature pour résoudre les deux problèmes de programmation
linéaire fractionnaire en variables réelles et en variables discrètes.
Notons que la programmation fractionnaire linéaire peut être aussi étendue aux pro-
blèmes de la programmation fractionnaire linéaire multi-objectifs où plusieurs rap-
ports sont pris en considération. Le problème de la programmation multi-objectifs
linéaire fractionnaire (MOLFP : Multiple Objective Linear Fractional Program-
ming) est l’un des modèles les plus populaires utilisés dans la prise de décision à
critères multiples. De nombreuses études et applications ont été rapportées dans
la littérature, pour un aperçu de ces études et applications, voir par exemple
[4, 21, 48, 59, 18, 14].
Contrairement à la programmation linéaire multi-objectifs (MOLP ), Steuer [66]
montre que l’ensemble des solutions efficaces d’un problème (MOLFP ) n’est pas
nécessairement fermé, certains des points intérieurs de l’ensemble des solutions
réalisables peuvent être efficaces alors que d’autres ne le sont pas et les sommets
efficaces ne sont pas tous reliés par des arêtes efficaces. Il devient difficile de géné-
rer l’ensemble des solutions efficaces. Dans ce chapitre nous présentons dans une
première partie les résultats de base de la programmation linéaire fractionnaire
mono-objectif ainsi que les principales approches de résoulution. Ensuite, dans une
deuxième partie, nous présentons la forme générale d’un problème de program-
mation linéaire fractionnaire multi-objectifs ainsi que quelques résultats liés à ce
problème.
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4.2 Programmation linéaire fractionnaire mono-
objectif

4.2.1 Formulation mathématique
Un programme fractionnaire consiste à optimiser un objectif mis sous la forme

d’un rapport de deux fonctions linéaires ou non linéaires, soumis à un ensemble
de contraintes. Un problème de programmation fractionnaire est donc de la forme
suivante :

(PF )

{
max f(x)

h(x)

s.c. x ∈ S,
(4.1)

où S = {x ∈ Rn|gi(x) ≤ 0 pour i ∈ {1, ...,m}} ; f, h et gi, i ∈ {1, ...,m} des
fonctions réelles définies sur Rn dans R, avec h ne s’annulant pas sur le sous-
ensemble S de Rn. En vérifiant les hypothèses classiques suivantes :

– Les fonctions f, h et gi, i ∈ {1, ...,m} sont continues sur Rn;
– S est un domaine non vide et borné de Rn;
– h(x) > 0,∀x ∈ S.

Lorsque f, h et gi, i ∈ {1, ...,m} sont des fonctions affines et x ∈ Rn+ alors on a
un problème de programmation linéaire fractionnaire mono-objectif ou encore un
programme hyperbolique qui s’écrit sous la forme suivante :

(PLF )

 max z(x) =
cx+ α

dx+ β
x ∈ S,

(4.2)

où S = {x ∈ Rn |Ax = b, x ≥ 0} borné et non vide, avec α et β sont des réels,
A ∈ Rm×n, b ∈ Rm, c et d des vecteurs de R1×n et dx+ β 6= 0, ∀x ∈ S.
Il est clair que si d est un vecteur nul avec β 6= 0 alors, (PLF ) n’est autre qu’un
problème de programmation linéaire. Si de plus, les variables sont astreintes à ne
prendre que des valeurs entières (x ∈ Zn), on parle dans ce cas de problème de
programmation linéaire fractionnaire en nombre entiers ou encore programme hy-
perbolique discret, noté (PILF ), qui fait l’objet de nos préoccupations dans la suite
de ce travail.

4.2.2 Résultats et définitions
Fonctions convexes/fonctions convexes généralisées

Définition 4.1 On dit qu’une fonction f : S −→ R, S ⊆ Rn un ensemble convexe
et non vide, est convexe si :

∀x, y ∈ S, ∀λ ∈ [0, 1] on a : f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y). (4.3)
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f est dite strictement convexe sur S si :

∀x, y ∈ S, x 6= y,∀λ ∈]0, 1[, f(λx+ (1− λ)y) < λf(x) + (1− λ)f(y). (4.4)

Définition 4.2 On dit qu’une fonction f : S −→ R, S ⊆ Rn un ensemble convexe
et non vide, est concave si :

∀x, y ∈ S, ∀λ ∈ [0, 1] on a : f(λx+ (1− λ)y) ≥ λf(x) + (1− λ)f(y). (4.5)

f est dite strictement concave sur S si :

∀x, y ∈ S, x 6= y,∀λ ∈]0, 1[, f(λx+ (1− λ)y) > λf(x) + (1− λ)f(y). (4.6)

Autrement dit, la fonction f est dite concave (resp. strictement concave) sur S si
et seulement si −f est convexe (resp. strictement convexe) sur S.

Définition 4.3

– Soit f : S ⊂ Rn → R une fonction convexe sur un ensemble convexe et non
vide S alors f est continue sur l’intérieur de S (int(S)).

– Toute combinaison linéaire à coéfficients positifs de fonctions convexes est
une fonction convexe.

Définition 4.4 f est dite quasiconcave sur S si

∀x, y ∈ S,∀λ ∈ [0, 1], f(λx+ (1− λ)y) ≥ min{f(x), f(y)}. (4.7)

Définition 4.5 Soit S un ensemble non vide de Rn et f : S → R. f est dite
différentiable en x̄ ∈ int(S) s’il existe un vecteur gradient noté ∇f(x̄) et une
fonction α : Rn → R tels que :

f(x) = f(x̄) +∇f(x̄)(x− x̄)+ ‖ x− x̄ ‖ α(x̄;x− x̄),∀x ∈ S.

où limx→x̄α(x̄;x− x̄) = 0 et ∇f(x̄) = ( δf(x̄)
δx1

, ..., δf(x̄)
δxn

)t.

Définition 4.6 Soit f différentiable sur S, f est dite pseudoconvexe sur S si

∀x, y ∈ S, (x− y)t∇f(x) ≥ 0⇒ f(y) ≥ f(x). (4.8)

Définition 4.7 Soit f différentiable sur S, f est dite pseudoconcave sur S si

∀x, y ∈ S, (x− y)t∇f(x) ≤ 0⇒ f(y) ≤ f(x). (4.9)

Proposition 4.1 Si f est convexe alors f est quasiconvexe. Si de plus, f est dif-
férentiable alors, f est pseudoconvexe.
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Proposition 4.2 Si f est concave alors f est quasiconcave. Si de plus, f est dif-
férentiable alors, f est pseudoconcave.

Remarque 6 Les réciproques des deux propositions sont fausses en général.

Lemme 4.1 La fonction objectif f du problème (PLF ) est à la fois pseudoconvexe
et pseudoconcave sur S.

Théorème 4.1 Soit x∗ solution optimale du problème (PLF ), alors x∗est un point
extrême de S.

Les programmes linéaires fractionnaires partagent quelques propriétés importantes
avec les programmes linéaires :

a. f étant quasiconvexe sur S, tout minimum local est un minimmum global ;
b. Si une solution x vérifie les conditions suivantes d’optimalité de Kuhn-Tucker,

elle est optimale pour (PLF ) :

(KT )


∇f t(x) + vtA− ut = 0
utx = 0
u ≥ 0, v ∈ R.

(4.10)

Ceci est dû au fait que f est pseudoconvexe et les contraintes étant linéaires,
elles sont quasiconvexes aussi.( Les conditions (KT ) sont nécessaires et suf-
fisantes pour une solutions optimale de (PLF )).

c. Toute solution optimale est atteinte en un point extrême du polyhèdre convexe
S (théorème 4.1).

L’extention de l’algorithme du Simplexe au cas des programmes linéaires fraction-
naires est dûe à Martos [52] et Swarup [70].

4.2.3 Résolution géométrique d’un problème linéaire frac-
tionnaire

Selon Steuer [66], les programmes linéaires fractionnaires présentent l’intérêt
particulier d’avoir des courbes de niveaux linéaires de leurs fonctions objectif.

Pour illustrer cette propriété, considérons une k−courbe niveau quelconque de la
fonction objectif :

k =
cx+ α

dx+ β

Après simplification, nous obtenons : cx+ α = k(dx+ β).
Ce qui donne : (c− kd)x = kβ − α, qui est une expression linéaire de la k−courbe
niveau de la fonction objectif.
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Puisque k est quelconque, on constate que chaque courbe niveau du critère linéaire
fractionnaire est linéaire sur S pourvu que le dénominateur ne soit pas nul sur S.
Donc, si un programme linéaire fractionnaire (PLF ) possède une solution optimale,
au moins un point extrême de S est optimal.
Malgré la linéarité de la courbe niveau de la fonction objectif, les courbes niveaux
ne sont pas parallèles (lorsque c 6= 0, d 6= 0 et c 6= ωd pour tout ω ∈ R) comme ils
le sont en programmation linéaire.
On appelle ensemble rotation, l’ensemble de tous les points d’intersection entre la
0−courbe niveau du numérateur et la 0−courbe niveau du dénominateur.
Dans R2, l’ensemble rotation est appelé point de rotation et est appelé axe de
rotation dans R3. Les éléments de cet ensemble sont déterminés par la résolution
du système : {

cx = −α
dx = −β

Exemple illustratif

Considérons le problème suivant :

(PLF )


max z(x) = x1+x2−1

5x1+x2−1

s.c. −2x1 + x2 ≤ 0,
6x1 + x2 ≤ 21,
−2x1 + 4x2 ≤ 6,
x1, x2 ∈ N

La courbe de niveau k est l’ensemble CN définit par :

CN =

{
(x1, x2)

∣∣∣∣(1− 5k)x1 + (1− k)x2 = 1− k
}

Donc pour :

B k = 0, on a x1 + x2 = 1 : courbe de niveau 0.
B k = 1, on a x1 = 0 : courbe de niveau 1.

Les lignes discontinues représentent les courbes de niveau 0 du numérateur et du
dénominateur dont l’intersection est le point rotation r = (0, 1). La flèche circulaire
représente le gradient de la fonction linéaire fractionnaire, elle indique le sens et
l’angle avec lequel se déplacent les courbes de niveaux. Tandis que c et d repré-
sentent respectivement les gradient des courbes de niveau 0 du numérateur et du
dénominateur.
Le point extrême x = (0, 0) de valeur optimale z∗ = 1, qui correspond à la solution
optimale de (PLF ), est l’intersection du domaine D avec la courbe de niveau 1 en
faisant déplacer la courbe de niveau 0 autour du point r suivant le sens de rotation
trigonométrique.
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Figure 4.1 – Le domaine réalisable

4.2.4 Résolution d’un programme linéaire fractionnaire
Il existe dans la littérature, trois grandes stratégies de résolution d’un pro-

gramme fractionnaire : la résolution directe, la résolution par paramétrisation et la
résolution d’un programme équivalent à objectif simplifié.

4.2.5 La résolution directe
Dans cette stratégie, le programme fractionnaire est traité sous sa forme ori-

ginale, c’est-à-dire sans modifier ni l’objectif ni l’ensemble des contraintes. Cette
approche est utilisée pour résoudre les programmes hyperboliques tant qu’en va-
riables continues qu’en variables entières ([9], [12], [37], [38]).

Méthode de Cambini et Martein [12]

On considère le programme linéaire fractionnaire en variables continues (PLF ) :

(PLF )

 max z =
cx+ α

dx+ β
x ∈ S.

où S = {x ∈ Rn |Ax = b, x ≥ 0}, A ∈ Rm×net b ∈ Rm avec α et β sont des réels,
c et d sont des vecteurs de R1×n.
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La méthode est basée sur le concept de solution niveau optimale donné dans la
définition suivante :

Définition 4.8 Une solution rélisable x∗ est une solution niveau optimale pour le
problème (PLF ) si x∗ est une solution optimale du problème P (x∗) :

P (x∗)


max (cx+ α)
x ∈ S
dx = dx∗

Si de plus, x∗ est un point extrême de S, x∗ est dit solution niveau optimale de
base.
L’algorithme génère une séquence finie xk, k = 1, l de solutions niveau optimales
dont la première est trouvée de la façon suivante :
Résoudre le programme linéaire (P0) : {min dx+ β | x ∈ S}, soit x0 une solution
optimale (car sa fonction objectif est bornée).

– Si x0 est unique, alors elle est une solution niveau optimale de base, sinon
résoudre le programme linéaire P (x0).

– Si P (x0) n’admet pas de solutions, alors la valeur de la fonction objectif est
infinie ; sinon une solution optimale x1 de P (x0) est aussi une solution niveau
optimale de base pour (PLF ).

Théorème 4.2 [12] Le point xk est une solution optimale du problème (PLF ) si
et seulement si le vecteur gradient réduit γ̂ = β̂ĉ− α̂d̂ est tel que γ̂j ≤ 0 pour tout
indice hors base j ∈ Nk.
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Algorithm 6: Algorithme de Cambini et al.
Étape 1 Trouver la solution optimale niveau x1.
Si une telle solution n’existe pas Alors

sup

{
cx+ α

dx+ β
|x ∈ S

}
= +∞, terminer.

Sinon
poser k = 1 et aller à l’étape 2.

Étape 2

Si J =
{
j ∈ N | d̂j > 0

}
= ∅ Alors

Terminer, xk est une solution optimale du problème (PLF )
Sinon

soit s tel que
ĉs

d̂s
= max

j∈J
(
ĉj

d̂j
) Si γ̂s > 0 Alors

aller à l’étape 3
Sinon

xk est une solution optimale de (PLF ).

Étape 3 La variable hors base xs entre dans la base au moyen d’une
opération pivot
Si Une telle opération n’est pas possible Alors

Terminer, sup
{
cx+ α

dx+ β
|x ∈ S

}
=
ĉs

d̂s
.

Sinon
poser k = k + 1 et aller à l’étape 2
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Méthode de D. Granot and F. Granot [37]

Cette méthode est utilisée pour résoudre le problème de programmation linéaire
fractionnaire en nombres entiers (PILF ).

(PILF )

 max z =
cx+ α

dx+ β
x ∈ D

où D = Zn ∩ S, S = {x ∈ Rn |Ax = b, x ≥ 0}.
On suppose que toutes les données du problème sont entières et que l’on dispose
initialement d’une solution réalisable pour (PILF ). Ainsi, le problème peut être
écrit d’une manière équivalente comme suit :

max

∑
j∈N

ĉjxj + α̂∑
j∈N

d̂jxj + β̂

xB + ÂNxN = b̂
xB, xN ≥ 0, entiers

où B est l’ensemble des indices de base et N est l’ensemble des indices hors-base.
Dans cette méthode, la structure originale des contraintes est maintenue et les
itérations sont réalisées dans un tableau du simplexe augmenté par trois lignes
(m+1), (m+2) et (m+3) correspondants respectivement aux vecteurs numérateur,
dénominateur et au vecteur gradient réduit :

γ̂j = β̂ĉj − α̂d̂j , ∀j ∈ N. (4.11)

A chaque itération de l’algorithme, les (m + 2) premières lignes sont modifiées à
travers les opérations ordinaires de pivot, tandis que la dernière ligne est modifiée
selon (4.11).

– Si γ̂j ≤ 0; ∀j ∈ N , alors la solution courante est une solution optimale pour
le problème (PILF ).

– Sinon, il existe un indice s, s ∈ N pour lequel γ̂s > 0. Soit θr tel que :

θr = min

{
b̂i

Âsi
|Âsi > 0

}
,

alors la ligne r sert comme une ligne pivot pour générer une coupe de Gomory de
la forme :

v +
∑
j∈N

⌊
Ârj

Âsr

⌋
xj =

⌊
b̂i

Âsr

⌋
, v ≥ 0. (4.12)

Afin de résoudre (PILF ), la coupe (4.12) est rajoutée au tableau du simplexe pour
servir comme ligne pivot, avec la colonne s comme colonne pivot. Sachant que
la valeur du pivot dans ce cas est de 1, les nouveaux coefficients obtenus après
l’exécution des opérations de pivot sont tous des entiers.
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4.2.6 La résolution par paramétrisation
Cette méthode a été utilisée pour résoudre les différents type de programmes

fractionnaires, linéaires ou non linéaires, en variables continues ou en variables dis-
crètes, sur des domaines bornés. A l’inverse de la résolution directe, on construit
un problème à objectif simplifié, combinaison linéaire du numérateur et du déno-
minateur par l’intermédiaire d’un paramètre, tout en gardant inchangé l’ensemble
des contraintes. Une séquence de résolutions de ce type de problème fournit une
solution optimale du programme fractionnaire.
Afin de simplifier l’objectif du programme fractionnaire, un paramètre est intro-
duit permettant de ramener un programme hyperbolique en un programme linéaire
paramétré, ou bien un programme non-linéaire fractionnaire en un programme non-
linéaire paramétré, tout en gardant l’ensemble des contraintes inchangé. Ainsi le
programme obtenu peut être résolu "paramétriquement", une séquence de réso-
lutions de tels programmes à objectif simplifié engendre une suite de solutions
convergeant vers une solution optimale du programme fractionnaire initial.
Autour de cette approche, plusieurs algorithmes ont été proposés, nous citons entre
autres : l’algorithme de Isbell et Marlow [43] en 1956 pour les programmes hyper-
boliques, l’algorithme généralisé de Dinkelbach [24] en 1967 pour les programmes
fractionnaires non linéaires et l’algorithme de Seshan et Tikekar [63] pour les pro-
blème de programmation linéaire fractionnaire en nombres entiers.

L’algorithme de Dinkelbach [24]

Considérons le problème de programmation fractionnaire suivant :

(PF )

 max F (x) =
f(x)

h(x)
x ∈ S.

L’ensemble S est supposé non vide, compact dans Rn, les fonctions f(x), h(x) sont
des fonctions continues à valeurs réelles dans S, h(x) > 0, ∀x ∈ S.
Le problème paramétré associé Q(λ) consiste à simplifier l’objectif en combinant
linéairement le numérateur et le dénominateur par l’intermédiare d’un paramètre
réel λ.

Q(λ)

{
max υ(λ) = f(x)− λh(x)
x ∈ S.

Le résultat fondamental liant le problème (PF ) au problème Q(λ) est donné
par le théorème suivant

Théorème 4.3 Soit y ∈ S, y est une solution optimale du problème (PF ) si et
seulment si y est une solution optimale du problème Q(λ∗) avec λ∗ = F (y).

Proposition 4.3 La fonction υ(λ) est continue, strictement décroissante, convexe.
υ(λ) > 0 et υ(λ) tend vers −∞ quand λ tend vers +∞. Si de plus, le programme
est hyperbolique, alors υ est linéaire par morceaux.
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En particulier, l’équation υ(λ) = 0 admet une solution unique λ∗, plus précisément :

Proposition 4.4

a. υ(λ) = 0⇔ λ = λ∗;

b. υ(λ) > 0⇔ λ < λ∗

c. υ(λ) < 0⇔ λ > λ∗

Algorithm 7: Algorithme de Dinkelbach [24]
Étape 1 Soit x1 ∈ S une solution réalisable initiale.
Poser λ1 = F (x1), k = 1 et aller à l’étape 2.
Étape 2 Résoudre le problème Q(λk), soit xk+1 une solution optimale,
aller à l’étape 3.
Étape 3
Si υ(λk) = 0 Alors

Terminer, xk une solution optimale de (PF )
Sinon

poser λk+1 = F (xk+1), k = k + 1 et aller à l’étape 2

4.2.7 La résolution d’un programme équivalent
Un changement de variables permet de simplifier aussi l’objectif mais en faisant

augmenter le nombre de variables et de contraintes. Cette transformation a été pro-
posée par Charnes and Cooper [19] pour transformer un problème hyperbolique en
un problème linéaire équivalent :

(PLF )


max

cx+ α

dx+ β
Ax ≤ b
x ≥ 0

⇔ (Peq)


max cy + αz
Ay − bz ≤ 0
dy + βz = 1
y ≥ 0, z ≥ 0

en posant z =
1

dx+ β
et y = zx.

Proposition 4.5 (Charnes & Cooper [19]) Si (y∗, z∗) est une solution opti-

male de (Peq), alors z∗ > 0 et x∗ =
y∗

z∗
est une solution optimale de (PLF ).
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Cette transformation a pour but d’appliquer les algorithmes standards tels que
l’algorithme du Simplexe [19]. Pour les programmes fractionnaires en variables
entières, Granot et al. [37] proposent une méthode de génération de coupes (de
type Gomory) appliquée au programme linéaire (Peq). D’autre part, dans le cas
d’un programme hyperbolique à n variables bivalentes, Williams [76] propose une
transformation spécifique en un programme linéaire équivalent en variables mixtes
dont la taille croit de n + 1 variables continues et de 3n contraintes. Ce nouveau
programme est résolu par un algorithme de type "branch & bound".

4.3 Programmation linéaire fractionnaire multi-
objectifs

4.3.1 Formulation du problème
Le problème de la programmation linéaire fractionnaire multi-objectifs (MOLFP :

Multiple Objective Linear Fractional Programming problem) est l’un des modèles
les plus populaires utilisés dans la prise de décision à critères multiples, la formule
générale de ce problème peut être donnée comme suit :

(MOLFP )

 “ max ” Zi(x) =
cix+ αi

dix+ βi
i = 1, p

x ∈ S.

où : p est le nombre d’objectifs (p ≥ 2), S = {x ∈ Rn|Ax ≤ b, x ≥ 0}, A ∈ Rm×n,
b ∈ Rm, ci et di sont des vecteurs de R1×n, αi et βi sont des réels ∀i = 1, p.
Nous supposons que l’ensemble S est non vide et compact dans Rn et que pour
tout i = 1, p, on a dix+ βi > 0, ∀ x ∈ S.
Dans de nombreuses situations réelles modélisables par la programmation mathé-
matique, les variables intervenant dans la modélisation sont soumises à être tota-
lement en nombres entiers, on parle alors de problème de programmation multi-
objectifs linéaire fractionnaire en nombres entiers (MOILFP : Multiple Objective
Integer Linear Fractional Programming problem) défini comme suit

(MOILFP )

 “ max ” Zi(x) =
cix+ αi

dix+ βi
i = 1, p,

x ∈ D,

où D = Z ∩ S, Z étant l’ensemble des nombres entiers relatifs.
Comme pour les problèmes de programmation linéaire multi-objectifs, la résolu-
tion des problèmes de programmation linéaire fractionnaire multi-objectifs est de
déterminer toutes les solutions qui sont efficaces au sens de la définition suivante :

Définition 4.9 Un point x ∈ S est appelé solution efficace, ou solution Pareto-
optimale, pour le problème (MOLFP ), s’il n’existe pas un autre point y ∈ S tel
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que Zi(y) ≥ Zi(x), ∀i ∈ {1, ..., p} et Zi(y) 6= Zi(x) pour au moins un i ∈ {1, ..., p},
et le vecteur Z(x) = (Zi(x))i=1,...,p est dit solution non dominée.

4.3.2 Résolution du problème
Une recherche bibliographique nous a permis de constater que le problème

de la programmation multi-objectifs linéaire fractionnaire (MOLFP ) a été large-
ment étudié par plusieurs auteurs. De nombreuses études et applications ont été
rapportées dans la littérature, nous citons entre autre ; Kornbluth et Steur [48]
proposent un algorithme qui génère l’ensemble des solutions faiblement efficaces au
moyen d’un algorithme basé sur la méthode du Simplexe. Une nouvelle technique
pour optimiser la somme pondérée des fonctions objectifs linéaires fractionaires
est proposée par Costa dans [21], mais cette technique ne génère qu’une seule so-
lution non-dominée pour le problème (MOLFP ) associée à un vecteur de poids
donné. Cependant, le problème multi-objectifs linéaire fractionnaire à variables en-
tières (MOILFP ) n’a pas reçu autant d’attention que le problème (MOLFP ).
On ne trouve que très peu de méthodes dédiées au problème (MOILFP ), voir par
exemple ; Abbas et Moulaï dans [4] proposent une généralisation de leur méthode
dans le cas d’un problème (MOILP ) [3].
Dans [40] , Gupta et Malhotra proposent une méthode qui généralise la méthode
décrite par les même auteurs dans [39] au cas linéaire fractionnaire, mais la méthode
a une déffaillance dans le critère d’arrêt, elle s’arrête sans avoir généreé toutes les
solutions efficaces du problème, une amélioration de cette méthode est proposée
par Moulaï dans [54]. Saad et Hughes ont décrit une méthode pour un problème
bi-objectifs dans [59]. Chegrui et Moulaï dans [18] proposent une nouvelle méthode
pour générer toutes les solutions efficaces du problème (MOILFP ) en utilisant
la méthode de Cambini et Martein [12] pour déterminer une solution optimale du
problème relaxé (MOLFP ), puis une solution entière est trouvée par l’application
de processus de séparation de la méthode branch & bound. En outre, une coupe
efficace est construite pour éliminer non seulement des solution non entières du
domaine, mais aussi des solutions entières qui ne sont pas efficaces. Ainsi la mé-
thode permet d’éviter l’énumération de toutes les solutions entières possibles du
problème.

4.4 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons présenté d’une part, les résultats de base de la pro-

gramation linéaire fractionnaire mono-objectif ainsi que les principales approches de
résolution d’un problème de programation linéaire fractionnaire à variables conti-
nues et particulièrement à variables entières qui réprésente le noyau de notre thèse.
D’autre part, nous avons exposé la formule générale d’un problème linéaire frac-
tonaire multi-objectifs suivi par un aperçu des méthodes de résolution existantes
dans la littérature.
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Dans le chapitre suivant, nous abordons notre première contribution dans le do-
maine multi-objectifs. Un algorithme exact, pour optimiser un critère linéaire frac-
tionnaire sur l’ensemble de solutions efficaces d’un problème multi-objectifs en
nombres entiers (MOILP ) est présenté. Ce travail a fait l’objet d’une publica-
tion dans la revue International RAIRO Operations Research [49].
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L’optimisation d’un critère linéaire

fractionnaire sur un ensemble efficace
discret
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5.1 Introduction
L’optimisation d’un critère qui exprime les préférences du décideur sur l’en-

semble des solutions efficaces est l’un des sujets de recherche importants dans la
programmation multi-objectifs, et il devient un moyen utile pour distinguer les
préférences des décideurs parmi les nombreuses solutions efficaces. Ce problème est
classé comme un problème d’optimisation globale ou non convexe et sa difficulté
principale est due à la non-convexité de l’ensemble efficace, qui n’est pas connu
explicitement.
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Les problèmes d’optimisation avec une fonction objectif fractionnaire apparaissent
dans plusieurs domaines et applications tels que, le domaine de finance (ren-
dement/employé ; coût effictif/coût standard ; bénifice/coût ;etc). Le domaine de
l’économie (rendement/risque ; rendement/investissement ; inventaire/ventes ;...).
Le domaine de la santé comme la planification dans un hôpital (coût/patient ; infer-
mière/patient ; docteur/patient ;...). Par conséquent, il est très intéressant d’avoir
un outil puissant pour optimiser de tels objectifs sur un ensemble efficace, ce qui a
justifié notre interêt à étudier ce problème.
Comme nous l’avons déjà souligné dans le chapitre 3, le problème est largement
étudié par de nombreux auteurs dans le cas d’un critère linéaire (à variables réelles
ou entières). Cependant, le cas non linéaire, particulièrement, le cas d’un critère
linéaire fractionnaire ( un rapport de deux fonctions affines), n’a pas reçu autant
d’attention. Ainsi, nous proposons un algorithme exact pour optimiser une fonc-
tion linéaire fractionnaire sur l’ensemble efficace d’un problème de programma-
tion linéaire multi-objectifs en nombres entiers (MOILP ), sans avoir à énumérer
l’ensemble de toutes les solutions efficaces. L’algorithme est basé sur une simple
technique de pivotage, en rassemblant la méthode de Cambini et Martein [12] par
la méthode de Branch & bound [77] pour trouver des solutions entières. À chaque
itération, le domaine d’admissibilité est réduit en ajoutant des contraintes, connues
dans la littérature par "Corners constraints" [47], pour éliminer non seulement les
solutions efficaces déjà parcourues mais pour éliminer aussi les régions dominées
par ces solutions. Ensuite, la solution optimale courante est évaluée par le vecteur
gradient réduit et une nouvelle direction qui améliore la valeur de la fonction ob-
jectif est définie.
Rappelons le problème (MOILP ) suivant :

(P )

{
“ max ” Cx
s.c. x ∈ D.

où D = S ∩ Zn, Z étant l’ensemble des nombres entiers relatifs,
S = {x ∈ Rn|Ax ≤ b, x ≥ 0}, A ∈ Zm×n, b ∈ Zm×1, C ∈ Zp×n avec (ci)i∈{1,...,p}
sont des vecteurs lignes, p ≥ 2.
On suppose que D est non vide et S est un polyèdre convexe et borné. L’ensemble
des solutions efficaces entières du problème (P ) est noté E(P ).
Le problème principal à étudier est défini par :

(FPE) max

{
ϕ(x) =

cx+ α

dx+ β
, x ∈ E(P )

}
. (5.1)

Le problème relaxé est donné par :

(FPR) max

{
ϕ(x) =

cx+ α

dx+ β
, x ∈ D

}
. (5.2)

où c, d ∈ Zn, α, β sont des scalaires et dx+ β > 0 sur D.
Un point x ∈ D est dit solution efficace pour le problème (P ), si et seulement si,
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il n’existe pas un autre point x̄ ∈ D tel que ci(x̄) ≥ ci(x) pour tout i ∈ {1, 2, ..., p}
et ci(x̄) > ci(x) pour au moins un i. Le vecteur critère Z(x) = Cx est dit solution
non-dominée. Autrement, x est non efficace et le vecteur critère correspondant Z(x)
est dominé.
On utilisera tout au long de ce chapitre les notations suivantes :
Considérons le problème mono-objectif linéaire fractionnaire suivant :

(FPk)

{
max ϕ(x) = cx+α

dx+β

s.c. x ∈ Dk
(5.3)

Où
− Dk est la région courante à l’itération k ;
− xk est une solution optimale entière de (FPk) obtenue dans Dk ;
− ak,j est le vecteur d’activité de xkj correspondant à la région courante Dk ;
− Bk est la base associée à la solution xk ;
− Ik = {i| ak,i est une colonne de Bk} l’ensemble des indices correspondants

aux variables de base ;
− Nk = {j| ak,j n′est pas une colonne de Bk} l’ensemble des indices corres-

pondants aux variables hors-base ;
− yk,j = (yk,ij) = (Bk)

−1ak,j .
− xopt est une solution optimale de (FPE).
− ϕopt = ϕ(xopt) est la valeur optimale du critère principal ϕ(x).

Les définitions et les résultats de base utilisés dans ce chapitre sont présentés dans
la section suivante, la description de la méthode ainsi que l’algorithme détaillé
sont présentés dans la section 3. Dans la section 4, une illustration numérique
est incluse pour expliquer l’algorithme proposé, les résultats expérimentaux sont
présentés dans la section 5. La section 6 conclut le chapitre.

5.2 Résultats de base
L’approche adoptée pour résoudre le problème (FPk) à chaque itération k, est la

méthode de Cambini et Martein [12], qui est principalement basée sur l’évaluation
du vecteur gradient réduit γ̂ défini par

γ̂ = β̂ĉ− α̂d̂

où ĉ, d̂, α̂ et β̂ sont les valeurs mises à jour de c, d, α et β respectivement. Notons
que, afin de trouver une solution optimale entière de (FPk), une integration du
processus de la méthode Branch & bound est éventuelle.
Le théorème suivant nous permet de trouver une solution optimale de (FPk) :

Théorème 5.1 [52] Le point x̂ ∈ S est une solution optimale du problème (FPk)
si et seulement si γ̂j ≤ 0 pour tout j ∈ Nk.
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Remarque 7 Rappelons qu’une condition suffisante pour l’unicité de la solution
optimale x̂ est que l’ensemble Jk = {j ∈ Nk| γ̂j = 0} est vide. Autrement, il existe
une autre solution x̃ ∈ Dk tel que ϕ(x̃) = ϕ(x̂) et nous définissons x̃ comme une
solution alternative à x̂.

5.2.1 Test d’efficacité
Dans la procédure proposée, on est appelé à tester l’efficacité des solutions

réalisables en utilisant le résultat, décrit dans le chapitre 3 , suivant

Théorème 5.2 Soit x? une solution réalisable, x? ∈ E(P ) si est seulement si
la fonction objectif Θ est nulle dans le problème de programmation linéaire mixte
suivant :

Teff (x?)


max Θ =

p∑
i=1

ψi

s.c. Cx− Iψ = Cx?

x ∈ D
ψ = (ψi)i=1,...,p, ψi ∈ R+,∀i

(5.4)

5.2.2 Arête incidente
L’algorithme proposé est basé principalement sur l’exploration des arêtes inci-

dentes à une solution trouvée

Définition 5.1 Une arête Ejk , jk ∈ Nk incidente à xk est définie comme étant
l’ensemble :

Ejk =

X = (xi) ∈ Rnk

∣∣∣∣∣∣
xi = xki − θjkyk,ijk , i ∈ Ik;
xjk = θjk ;
xl = 0, ∀l ∈ Nk \ {jk}

 (5.5)

où : 0 < θjk ≤ θ = min
i∈Ik

{
xki
yk,ijk

|yk,ijk > 0

}
.

Les points entiers se trouvant sur l’arête Ejk sont identifiées de telle sorte que θjk
soit entier et θjk × yk,ijk entier ∀i ∈ Ik.

Remarque 8 Notons que (5.5) nous permet de déterminer les solutions réalisables
alternatives quand la solution optimale obtenue en résolvant le problème (FPk)
n’est pas unique (Jk 6= ∅).

5.3 Description de la méthode
La procédure commence par résoudre le problème relaxé (FPR). Évidemment,

si (FPR) est irréalisable ; le problème (FPE) est également irréalisable. Si ce n’est
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pas le cas, la solution optimale de (FPR), notée x0, est testée pour l’efficacité afin
d’obtenir une première solution efficace x̂0. Ceci est fait en résolvant le problème
Teff (x0) (voir l’Eq. 5.4). Dans l’espace des critères plusieurs solutions efficaces
peuvent avoir le même vecteur critères (Solutions efficaces équivalentes). Pour choi-
sir la meilleure solution équivalente sur le critère principal, le problème (FTk) est
résolu.

(FTk) : max

{
ϕ(x) =

cx+ α

dx+ β

∣∣∣∣ Cx = Cx̂k, x ∈ D
}
. (5.6)

Soit x̄k une solution optimale de (FTk), les valeurs xopt, ϕopt sont mises à jour.
Faire xopt = x̄k, ϕopt = ϕ(x̄k).
Ensuite, le domaine d’admissibilité est réduit progressivement en ajoutant des
contraintes éliminent successivement toutes les solutions dominées par la solution
efficace courante x̄k en résolvant le problème (FPk) :

(FPk) : max

{
ϕ(x) =

cx+ α

dx+ β

∣∣∣∣ x ∈ Dk = D \
k−1⋃
s=0

Ds

}
, (5.7)

où Ds = {x ∈ Zn | Cx ≤ Cx̄s} et x̄0, x̄2, ..., x̄s sont les solutions efficaces obtenues
jusqu’à l’itération k.
Le domaine réduit Dk peut être défini par les contraintes suivantes :

Dk = Dk−1 ∩

 x ∈ D

∣∣∣∣∣∣∣
ci(x) ≥ (ci(x̄k) + 1)yki −Mi(1− yki ) (∗)
p∑
i=1

yki ≥ 1, yki ∈ {0, 1}, i = 1, p (∗∗)


où D0 = D et −Mi est la borne inférieure de la ime fonction objectif dans D.
Notons que, qaund yki = 0, la contrainte (∗) n’est pas restrictive et lorsque yki = 1,
la ime fonction objectif est strictement améliorée. La contrainte (∗∗) veut dire qu’au
moins un des critères est amélioré.

Soit xk une solution optimale de (FPk), si elle est efficace, la procédure se ter-
mine avec xk comme une solution optimale du problème principal (FPE).
Autrement, une procédure d’exploration est appliquée sur les arêtes incidentes à
xk en utilisant le gradient réduit γ̂j de la fonction objectif, cherchant une solution
alternative efficace qui améliore la fonction ϕ. Si une telle solution ne peut être
trouvée, le processus continue à réduire le domaine d’admissibilité et améliorer la
valeur de ϕ jusqu’à ce qu’une solution optimale soit obtenue ou la région réduite
devient vide.
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Algorithm 8: L’optimisation sur un ensemble efficace
Entrées:
↓ A(m×n) : matrice des contraintes ;
↓ b(m×1) : vecteur second membre ;
↓ c(1×n), α : vecteur de numérateur du critère principal ;
↓ d(1×n), β : vecteur de dénominateur du critère principal ;
↓ C(p×n) : matrice des critrères ;
Sorties:
↑ xopt, ↑ ϕopt : solution optimale, valeur optimale du critère ϕ.
Phase Initiale ϕopt = −∞, k = 0.
pour i = 1, ..., p faire

calculer −Mi = {min cix | x ∈ D}.
(Étape 1.) Résoudre (FPR).
Si (FPR) est irréalisable Alors

Terminer, (FPE) est irréalisable.
Sinon

Soit x0 une solution optimale de (FPR)

(Étape 2.) Tester l’efficacité de x0

Si x0 ∈ E(P ) Alors
Terminer, xopt = x0, ϕopt = ϕ(x0).

Sinon
Soit x̂0 une solution optimale de Teff (x0).

(Étape 3.) Résoudre (FTk), soit x̄k une solution optimale ;
Si ϕ(x̄k) > ϕoptAlors xopt = x̄k, ϕopt = ϕ(x̄k).
(Étape 4.) k := k + 1, résoudre le problème (FPk).
Si (FPk) est irréalisable Alors

Terminer, xopt est une solution optimale de (FPE).
Sinon

Soit xk une solution optimale de (FPk)
Si ϕ(xk) ≤ ϕopt Alors

Terminer, xopt une solution optimale de (FPE).
Sinon

Tester l’efficacité de xk

Si xk ∈ E(P ) Alors
Terminer, xopt = xk, ϕopt = ϕ(xk)

Sinon
Soit x̂k une solution optimale de Teff (xk)

(Étape 5.) Soit Jk = {jk ∈ Nk|γ̂jk = 0}.
Si Jk = ∅ Alors

Aller à l’étape 3.
Sinon

tant que Jk 6= ∅ faire
choisir jk ∈ Jk ; explorer l’arête Ejk correspondante à θjk en

commençant de θjk = int

(
min
i∈Ik
{ xki
yk,ijk

; yk,ijk > 0}
)

jusqu’à θjk = 1.

Si une solution alternative efficace est existe, soit x̃, Alors
Terminer, xopt = x̃, ϕopt = ϕ(x̃)

Sinon
Jk = Jk \ {jk}
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Proposition 5.1 L’algorithme proposé converge dans un nombre fini d’itérations.

Preuve Comme la région d’admissibilité D est suposée non vide et bornée, D
possède un nombre limité de solutions réalisables entières. Ainsi, le nombre de
solutions efficaces |E(P )| est fini. Dans chaque itération l’algorithme génère une
nouvelle solution efficace pour améliorer la valeur de ϕ et le domaine se réduit
progressivement jusqu’à ce qu’il devient vide. Ainsi, la procédure converge vers
une solution optimale dans un nombre fini d’itérations.

5.4 Illustration numérique
Dans cet exemple didactique, nous exposons les différentes étapes de l’algo-

rithme. Considérons le problème (MOILP ) suivant :

(P )



max Z1 = x1 − 3x2

max Z2 = x1 + 3x2

D


x1 + 2x2 ≤ 8
2x1 + x2 ≤ 7
x1 − x2 ≤ 2
x1, x2 ∈ N

Figure 5.1 – Le domaine d’admissibilité D

Le problème principal (FPE) est défini par

(FPE)

{
max ϕ(x) = −5x1−x2−1

4x1+x2+1

s.t. x1, x2 ∈ E(P ).

Le problème relaxé est

(FPR)


max ϕ(x) = −5x1−x2−1

4x1+x2+1

D


x1 + 2x2 ≤ 8
2x1 + x2 ≤ 7
x1 − x2 ≤ 2
x1, x2 ∈ N
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Step 0. Poser ϕopt = −∞, k := 0, D0 = D, la solution optimale du problème
(FPR) est x0 = (0, 0) et ϕ(x0) = −1.

B x1 x2 x3 x4 x5 xB
x3 1 2 1 0 0 8
x4 2 1 0 1 0 7
x5 1 −1 0 0 1 2

ĉ −5 −1 0 0 0 −1

d̂ 4 1 0 0 0 1

γ̂ −1 0 0 0 0 −1

Table 5.1 – Le tableau optimal correspondant à x0.

Step 1. Pour tester l’efficacité de x0, nous résolvons le problème Teff (x0)

Teff (x0)



max Θ = ψ1 + ψ2

s.t. x1 + 2x2 ≤ 8
2x1 + x2 ≤ 7
x1 − x2 ≤ 2
x1 − 3x2 − ψ1 = 0
x1 + 3x2 − ψ2 = 0
x1, x2 ∈ N, ψi,i=1,2 ≥ 0

Nous obtenons Θ∗ 6= 0, x0 /∈ E(P ) et la solution optimale de Teff (x0) est
x̂0 = (3, 1), Z(x̂0) = (0, 6).
Step 2. Nous résolvons le problème (FT0)

(FT0)



max ϕ(x) = −5x1−x2−1
4x1+x2+1

s.t. x1 + 2x2 ≤ 8
2x1 + x2 ≤ 7
x1 − x2 ≤ 2
x1 − 3x2 = 0
x1 + 3x2 = 6
x1, x2 ∈ N

Une solution optimale de (FT0) est x̄0 = (3, 1) et ϕ(x̄0) = −1.21 > ϕopt ; nous
initialisons xopt = (3, 1) et ϕopt = −1.21.
Step 3. Poser k := k + 1 = 1,−M = (−12, 0) et résoudre (FP1)
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(FP1)



max ϕ(x) = −5x1−x2−1
4x1+x2+1

D1



x1 + 2x2 ≤ 8
2x1 + x2 ≤ 7
x1 − x2 ≤ 2
−x1 + 3x2 + 13y1

1 ≤ 12 (1)
−x1 − 3x2 + 7y1

2 ≤ 0 (2)
y1

1 + y1
2 ≥ 1

(y1
1, y

1
2) ∈ {0, 1}2.

Soit x1 = (0, 3) une solution optimale avec Z(x1) = (−9, 9) et ϕ(x1) = −1.

Figure 5.2 – Le domaine réduit D1

Step 4.
Comme ϕ(x1) > ϕopt, nous testons l’efficacité de cette solution en résolvant le
problème Teff (x1)

Teff (x1)



max Θ = ψ1 + ψ2

s.t. x1 + 2x2 ≤ 8
2x1 + x2 ≤ 7
x1 − x2 ≤ 2
x1 − 3x2 − ψ1 = −9
x1 + 3x2 − ψ2 = 9
x1, x2 ∈ N, ψi,i=1,2 ≥ 0

Nous obtenons x1 /∈ E(P ) et x̂1 = (2, 3) une solution optimale de Teff (x1) avec
Z(x̂1) = (−7, 11).
Step 5. En utilisant le tableau optimale de x1, nous obtenons :
B = {5, 6, 7, 4, 2, 3, 11, 12, 8, 13, 9};N = {1, 10, 14, 15};
γ̂N = {−4, 0, 0, 0}; J1 = {j ∈ N/γ̂j = 0} = {10, 14, 15};
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B x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10 x11 x12 x13 x14 x15 xB
x5 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 2
x6 2 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 4
x7 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1 5
x4 0 0 0 1 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 −1 0 1
x2 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 3
x3 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
x11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 −1 0 1
x12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0
x8 −1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 −13 3 3
x13 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −1 2
x9 −1 0 0 0 0 0 0 0 1 7 0 0 0 7 −3 2

ĉ −5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 −4

d̂ 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 4

γ̂ −4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1

Table 5.2 – Le tableau optimale de x1.

Notons que les variables x3 et x4 correspondent aux variables y1
1 et y1

2 respective-
ment. Comme J1 6= ∅, les arêtes incident à x1 sont explorées (Voir Eq.( 6.6)).
Nous trouvons la seule solution entière sur l’arête E15 défini par

E15 =



x15 = θ15 = min{2
2 ; 4

1 ; 3
3} = 1;

x5 = 2− 1(2) = 0;
x6 = 4− 1(1) = 3;
x7 = 5− 1(−1) = 6;
x4 = 1− 1(0) = 1;
x2 = 3− 1(−1) = 4;
x3 = 0− 1(0) = 0;
x11 = 1− 1(0) = 1;
x12 = 0− 1(0) = 0;
x8 = 3− 1(3) = 0;
x13 = 2− 1(−1) = 3;
x9 = 2− 1(−3) = 5;
x1 = x10 = x14 = 0.

x̃1 = (0, 4) est efficace, la procédure se termine avec xopt = (0, 4) et ϕopt = −1.
L’ensemble de toutes les solutions efficaces du problème (P ) est

E(P ) = {(2, 0), (3, 1), (2, 2), (2, 3), (0, 4)}. Tandis que, l’algorithme proposé opti-
mise le critère principal ϕ sans devoir passer par toutes ces solutions mais seulement
par {(3, 1), (2, 3), (0, 4)}.
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Figure 5.3 – les solutions efficaces de (P )

5.5 Expérimentations et résultats
Afin de tester la performance de l’algorithme proposé, l’implantation numé-

rique a été réalisé sous l’environnement MATLAB et exécuter sur un PC In-
tel(R)Core(TM) i3 CPU 2.13 GHZ, la performance de l’algorithme est évaluée en
utilisant 360 instances générées aléatoirement selon une distribution uniforme dis-
crète : A ∈ U ([1, 30]) , b ∈ U ([25, 100]) et C ∈ U ([−15, 15]). Les vecteurs c, d,
et la constante α sont générés de la même distribution que C. La constante β est
générée telle que dx+ β > 0.
Les instances traitées ont été regroupées en 36 catégories selon le nombre de va-
riables, de contraintes et de fonctions objectifs. Le nombre de fonctions objectifs p
a été fixé à 3, 5 et 8 et pour chaque catégorie 10 exécutions indépendantes ont été
effectuées.

Les résultats rapportés dans le tableau (5.3) − le temps médian(en secondes),
le nombre médian d’itérations requises, les valeurs minimums et maximums de
chaque mesure − montre que l’algorithme proposé, pour des problème de petites
et relativement moyennes dimensions, fonctionne efficacement en terme de nombre
d’iterations (#iter) et de temps d’exécution (cpu(sec)). Dans tous ces problèmes,
le nombre de solutions efficaces produites (qui est égal au nombre d’itérations ef-
fectuées) est relativement petit par rapport aux tailles des instances traitées. En
ce qui concerne les problèmes de plus grandes dimensions, la résolution de tels pro-
blèmes devient difficile due à plusieurs facteurs, tels que la nature multi-objectifs
des problèmes, la nature discrète du domaine de recherche ainsi que le type du
critère principal ( une fonction linéaire fractionnaire).
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p p = 3 p = 5 p = 8
n× m cpu(sec) # iter cpu(sec) # iter cpu(sec) # iter

5× 5 0.39 3.5 0.6 3 0.67 3
[0.02; 1.56] [1; 6] [0.03; 23.5] [1; 8] [0.13; 38] [1; 7]

10× 5 1.09 3.5 2.26 3.5 3.25 3
[0.08; 15.64] [1; 7] [0.08; 34.54] [1; 9] [0.13; 75.35] [1; 10]

15× 5 3.21 4.5 5.18 3.5 8.56 4
[0.14; 96.88] [1; 11] [0.15; 48.69] [1; 6] [0.18; 91.29] [1; 8]

20× 5 4.39 3.5 6.14 3 8.02 4
[0.11; 39] [1; 6] [1.35; 129.6] [1; 7] [0.28; 141] [1; 8]

20× 10 6.56 3.5 7.42 4 14.5 4.5
[0.23; 101] [1; 6] [0.27; 148] [1; 10] [0.35; 165] [1; 7]

30× 10 18.04 3.5 18.11 4 20.5 3.5
[0.27; 153] [2; 8] [0.51; 213] [1; 8] [3.48; 195] [1; 6]

35× 15 22.27 4 25.79 4 24.69 3.5
[1.51; 296] [2; 7] [1.50; 312] [1; 8] [2.57; 325.27] [1; 7]

40× 15 32.27 3.5 38.42 3.5 48.93 4.5
[3.07; 387] [1; 6] [11.89; 398.36] [2; 7] [7.32; 430] [1; 8]

50× 15 75 4 84.47 4.5 69.75 4.5
[8; 370] [2; 7] [3.14; 714.88] [1; 7] [11.19; 516.59] [2; 6]

60× 20 97.35 3.5 88.7 3.5 102 3.5
[12.75; 500.25] [2; 6] [12.37; 506] [2; 6] [14.3; 1014] [2; 8]

70× 20 93.5 3.5 100 3 125 3
[23.35; 892] [2; 6] [29; 1355] [2; 7] [33.7; 1804] [2; 7]

80× 20 119 3 131 4 126.3 3.5
[29; 725] [2; 5] [32.53; 1874] [2; 7] [15.45; 1488] [1; 6]

Table 5.3 – Résultats des instances générées aléatoirement.
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5.6 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons présenté une nouvelle méthode exacte qui optimise

une fonction linéaire fractionnaire sur l’ensemble efficace d’un problème (MOILP ),
les difficultés rencontrées sont principalement dues à la non-convexité de l’ensemble
efficace. La complexité algorithmique des problèmes de programmation linéaires en
nombres entiers, est bien connue NP-difficile. Néanmoins, la qualité de la solution
demeure notre intérêt principal.
La méthode proposée résout le problème en évitant l’énumération explicite de
toutes les solutions efficaces, rassemblant les coupes de Sylva et Crema pour élimi-
ner les solutions efficaces précédemment trouvées, avec un processus d’exploration
des arêtes incidentes en utilisant le vecteur gradient réduit de la solution optimale
courante, afin de trouver une solution efficace alternative qui améliore la valeur de
la fonction objectif.
L’algorithme a été programmé dans l’environnement (MATLAB) et examiné sur
des instances aléatoirement générées selon une distribution uniforme discrète. Comme
tous les algorithmes exacts, connus dans la littérature par " cutting plane algo-
rithms ", notre algorithme génère une solution optimale exacte pour des dimensions
relativement moyennes dans un temps d’exécution (CPU) raisonnable. Pour des
dimensions plus élevées, nous suggérons, comme perspective de recherche, une co-
opération d’une telle technique exacte avec des méta-heuristiques pour prendre en
compte le temps d’exécution et la qualité des solutions. Dans le prochain chapitre,
nous abordons notre deuxième contribution dans ce domaine, l’optimisation d’un
critère linéaire fractionnaire sur l’ensemble efficace d’un problème de programma-
tion linéaire fractionnaire multi-objectifs en nombres entiers (MOILFP ).
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6.1 Introduction
Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l’optimisation d’une fonction li-

néaire fractionnaire, notée ϕ, sur l’ensemble efficace d’un problème de program-
mation linéaire fractionnaire multi-objectifs en nombres entiers (MOILFP ). À
notre connaissance le problème n’a pas vu beaucoup de développements, ce qui
nous a motivé d’avantage à l’étudier en mettant au point, une nouvelle méthode
exacte pour résoudre le problème dans l’espace des critères.
Dans la littérature, on ne trouve que très peu de méthodes dédiées au cas continu, le
problème a été traité seulement par Muu et Tuyen [55, 71], Hackman et Passy [41].
Pour le cas discret, la seule méthode proposée pour résoudre le problème est celle
de Zerdani et Moulaï en 2011 [74], dans laquelle, un algorithme exact est présenté
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basé principalement sur le processus de séparation et évaluation de la méthode
"Branch & bound" couplé à une nouvelle coupe efficace pour réduire le domaine
des solutions réalisables.
Ainsi, nous proposons une nouvelle méthode exacte pour générer une solution op-
timale globale du problème en évitant l’énumération explicite de tout l’ensemble
efficace, l’algorithme proposé est basé sur deux techniques :

– Afin de réduire la région d’admissibilité, nous proposons des coupes linéaires
en nombres entiers, qui sont inspirées des coupes de Sylva et Crema [68],
pour éliminer les solutions indésirables.

– Pour examiner l’efficacité d’une solution réalisable du problème (MOILFP ),
nous proposons une formulation linéaire équivalente au test d’efficacité d’Ecker
et Kouada [26] où les critères fractionnaires sont linéarisés.

Rappelons que la formule générale d’un problème de programmation linéaire frac-
tionnaire multi-objectifs en nombres entiers (MOILFP ) est donnée par

(P )

{
“ max ” Zi(x) = Ni(x)

Di(x) , i ∈ {1, .., p}, p ≥ 2

s.c x ∈ D
(6.1)

où D = S ∩ Zn, S = {x ∈ Rn|Ax ≤ b, x ≥ 0}, A ∈ Rm×n, b ∈ Rm×1,
Ni(x) = cix + αi, Di(x) = dix + βi, αi, βi sont des scalaires, ci, di ∈ Rn, ∀i ∈
{1, ..., p}.
Dans toute la suite de ce chapitre, nous supposons que l’ensemble D est non vide,
S est un polyèdre borné de Rn et dix+ βi > 0, ∀i ∈ {1, .., p}. L’ensemble de toutes
les solutions efficaces du problème (P ) est noté par (EF ), la solution optimale et
la valeur optimale du critère principal sont notées xopt, ϕopt respectivement.
Le problème principal que nous étudions est formulé par :

(FPE)

{
max ϕ(x) = N(x)

D(x)

s.c x ∈ (EF )
(6.2)

où N(x)
D(x) = cx+α

dx+β ; c, d ∈ Rn, α, β ∈ R et dx+ β > 0.
Nous définissons le problème relaxé par

(FPR)

{
max ϕ(x) = N(x)

D(x)

s.c x ∈ D.
(6.3)

Comme tous les problèmes multi-objectifs, la solution du problème (P ) est de
déterminer les solutions efficaces ou Pareto-optimales dans le sens de la définition
suivante :

Définition 6.1 Un point x ∈ D est appelé solution efficace pour le problème
(P ), si et seulement si, il n’existe pas un autre point x̄ ∈ D tel que Z(x̄) ≥ Z(x)
et Z(x̄) 6= Z(x). le vecteur Z(x) = (Z1(x), Z2(x), ..., Zp(x)) est dit solution non-
dominée. Autrement, x est non efficace et le vecteur Z(x) est dominée.
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6.2 Résolution du problème (FPE)

Nous présentons dans cette section en premier lieu, la seule méthode qui existe
dans la littérature pour résoudre le problème (FPE), la méthode de O. Zerdani
et M. Moulaï [73] suivie par notre nouvelle méthode de résolution. Pour les deux
méthodes, nous présentons l’algorithme de la méthode avec une illustration numé-
rique.

6.2.1 La méthode de O. Zerdani et M. Moulaï [74]
L’approche adoptée dans cette méthode pour générer la solution optimale du

problème (FPE) est basée sur la résolution du problème mono-objectif linéaire
fractionnaire (Pl) à chaque étape l de l’algorithme.

(Pl)

{
max Z1(x) = c1x+α1

d1x+β1
s.c x ∈ Sl

(6.4)

Avec S0 = S, notons qu’à la place de Z1, on peut similairement considérer le
problème (Pl) avec une autre fonction objectif Zi, i ∈ {2, ..., p}.

– Une coupe est dite efficace pour le problème (P ) si son adjonction au domaine
S supprime au moins une solution réalisable continue de S mais ne supprime
pas des solutions réalisables entières efficaces de S.

– Soit x∗l la première solution entière obtenue après la résolution du problème
(Pl) dans la première itération (l = 0) en utilisant la méthode de Cambini et
Martein [12].

– Bl (Nl) est l’ensemble des indices des variables de base (hors base) de x∗l
respectivement.

– Soit γij la j
me composante du vecteur gradient réduit γi défini comme suit

γi = β
i
.ci − αi.di, ∀i ∈ {1, ..., p}, (6.5)

où ci, di, αi et βi sont les valeurs mises à jour de ci, di, αiet βi respectivement.

Théorème 6.1 [52] Le point x∗l est une solution optimale du problème (Pl) si et
seulement si γ̂i ≤ 0 pour tout j ∈ Nl.

La direction d’amélioration de chaque critère Zi, i ∈ {1, ..., p} et du critère prin-
cipal ϕ est déterminée à l’aide de leurs vecteurs gradient. Le format original des
fonctions objectifs fractionnaires Zi, i ∈ {1, ..., p} du problème (P ) ainsi que le
critère principal ϕ et la structure d’origine des contraintes sont maintenus. Les
itérations sont effectuées dans un tableau du simplexe augmenté de (m + 3p + 3)
lignes. Les m premières lignes correspondent aux contraintes d’origine, les lignes
m+ 3(i− 1) + 1 et m+ 3(i− 1) + 2 correspondent au numérateur et dénominateur
des fonctions objectifs Zi, i ∈ {1, ..., p} respectivement, la ligne m+ 3i correspond
au vecteur γ̂il à l’étape l et les trois dernières lignes correspondent au numérateur,

100



L’optimisation sur l’ensemble efficace d’un problème (MOILFP ).

dénominateur et γ̂l du critère principal ϕ à l’étape l respectivement.
À chaque étape de l’algorithme, toutes les lignes sont modifiées à travers les opéra-
tions ordinaires de pivotage à l’exception des lignes m+ 3i, i ∈ {1, ..., p} et la ligne
m+ 3p+ 3 qui sont modifiées en utilisant la relation (6.5).
La méthode utilise ces informations pour construire une coupe en mesure de sup-
primer des solutions entières qui ne sont pas efficaces pour le problème (P ).
Avant de déterminer l’expression mathématique de cette coupe efficace, il faut
d’abord définir les ensembles suivants en x∗l ,

Hl = H1
l ∪H2

l

où :
H1
l = {j ∈ Nl| ∃i ∈ {1, ..., p}; γij > 0 et γj ≥ 0};

H2
l = {j ∈ Nl| γij = 0,∀ i ∈ {1, ..., p} et γj ≥ 0};

Sl+1 =

{
x ∈ Sl|

∑
j∈Hl

xj ≥ 1 ou ϕ(x) ≥ ϕopt
}
.

La coupe efficace
∑
j∈Hl

xj ≥ 1 élimine les solutions entières non efficaces et la coupe

ϕ(x) ≥ ϕopt élimine les solutions qui sont strictement plus mauvaises que la solution
optimale courante ϕopt.

Définition 6.2 Une arête Ejl , jl ∈ Nl incidente à x∗l est définie par l’ensemble :

Ejl =

x = (xi) ∈ Sl

∣∣∣∣∣∣
xi = x∗l,i − θjlyl,ijl , i ∈ Bl;
xjl = θjl ;
xi = 0, ∀i ∈ Nl \ {jl}

 (6.6)

où 0 < θjl ≤ θ = min
i∈Bl

{
x∗l,i
yl,ijl
|yl,ijl > 0

}
.

Les points entiers se trouvant sur l’arête Ejl sont identifiées de telle sorte que θjl
et θjl × yl,ijl sont des entiers ∀i ∈ Bl si de telles valeurs de θjl existent.

Définition 6.3 Soit f : D ⊂ Rn → R et x ∈ D. Alors
L≥f(x) = {x ∈ D : f(x) ≥ f(x)} est appelé ensemble niveau (level set) de x pour
f.
L=f(x) = {x ∈ D : f(x) = f(x)} est appelé courbe niveau (level curve) de x pour f.

Test d’efficacité

Dans l’approche proposée, pour tester l’efficacité d’une solution réalisable trou-
vée, les auteurs ont utilisés le théorème suivant.

Théorème 6.2 [27] La solution x ∈ D est Pareto optimale pour le problème (P )

si et seulement si
i=p⋂
i=1

L≥Zi(x) =

i=p⋂
i=1

L=Zi(x).
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L’algorithme de la méthode

Étape (0) Initialisation : ϕopt = −∞
Résoudre le problème relaxé (FPR)
– Si (FPR) est irréalisable Alors (FPE) est irréalisable.
– Sinon, soit x0 la solution optimale de (FPR).

Étape (1) x0 est tester pour l’efficacité en appliquant le théorème (6.2)
– Si x0 ∈ (EF ) Alors xopt = x0, Terminer.
– Sinon, Aller à l’étape (2).

Étape (2) Étape Générale
Tant qu’il existe un noeud non encore sondé, résoudre le problème (Pl) en
utilisant le dual du Simplexe (la méthode de Cambini et Martein est utilisée
seulement pour résoudre le problème initial (Pl), pour l = 0).
Étape (2a) :

– Si (Pl) est irréalisable, alors le noeud correspondant est sondé. Aller
à l’étape (2).

– Sinon, soit x̃l solution optimale obtenue.
– Si x̃l n’est pas entière. Aller à (2b).
– Sinon, tester l’efficacité de x̃l.

– Si x̃l est efficace, alors xopt = x̃l, ϕopt = ϕ(x̃l). Aller à (2c).
– Sinon, Aller à l’étape (2c).

Étape (2b) Processus de branchement.
Choisir une composante non entière xj de x̃l telle que xj = αj avec αj
un nombre fractionnaire et séparer le noeud actuel l en deux nouveaux
noeuds k, k ≥ l + 1 et h, h ≥ l + 1, k 6= h.
Dans le tableau du simplexe courant, la contrainte xj ≤ bαjc est rajou-
tée et un nouveau domaine est consédéré au noeud k, et la contrainte
xj ≥ bαjc est rajoutée pour obtenir un autre domaine au noeud h,
Aller à l’étape (2a).

Étape (2c) Déterminer les ensembles Nl, H
1
l , H

2
l et Hl, construire la coupe

efficace.
– Si Hl = ∅, alors le noeud correspondant est sondé. Aller à l’étape

(2).
– Sinon, explorer toutes les arêtes Ejl , jl ∈ Hl incidentes à x̃l et générer

toutes les solutions entières x̃u

(cas 1) Si de telles solutions existent, alors calculer

xuk = argmax

{
ϕ(xu)|xu ∈ (

⋃
jl∈Hl

Ejl) \ {x
u
1 , x

u
2 , ..., x

u
k−1}

}
,

où xuk est la première meilleure solution entière efficace trouvée
sur toutes les arêtes. Alors

Sl+1 = {x ∈ Sl|ϕ(x) ≥ ϕ(xuk)},
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mêttre à jour xopt, ϕopt et aller à l’étape (2).
(cas 2) Si toutes les solutions entières générées sur les arêtes Ejl ne

sont pas efficaces, alors

Sl+1 =

{
x ∈ Sl|

∑
j∈Hl

xj ≥ 1

}
,

et aller à l’étape (2).
(cas 3) Si aucune solution entière n’est détectée sur toutes les arêtes

Ejl , alors

Sl+1 =

{
x ∈ Sl|

∑
j∈Hl

xj ≥ 1

}
,

et aller à l’étape (2).

6.2.2 Illustration numérique
Les auteurs ont illustrés l’utilisation de son algorithme par le problème suivant :

(P )



maxZ1 = −x1+4
x2+1

maxZ2 = x1+1
x1+2

maxZ3 = x1−1
x1+1

x ∈ D =


4x1 + 3x2 ≤ 20
x1 − x2 ≤ 3
x2 ≤ 4
x1, x2 ∈ N

Le problème principal à résoudre est :

(FPE)

{
max ϕ(x) = 5x1+3x2−4

2x1+x2+1

s.c. x1, x2 ∈ (EF ).

Étape (0) : Initialisation, poser ϕopt = −∞ et résoudre le problème relaxé
(FPR)

(FPR)

{
max ϕ(x) = 5x1+3x2−4

2x1+x2+1

s.c. x1, x2 ∈ D.

La solution optimale est x0 = (2, 4)′ et ϕ(x0) = 2.
Étape (1) : x0 est tester pour l’efficacité en appliquant le théorème (6.2), on a :

3⋂
i=1

L≥Zi(2, 4) = {(2, 0)′; (2, 1)′; (2, 2)′; (2, 3)′; (2, 4)′; (3, 0)′; (3, 1)′} 6=
3⋂
i=1

L=Zi(2, 4) = {(2, 4)′}.

Ainsi x0 n’est pas efficace, aller à l’étape (2).
Étape (2) : Résoudre le problème (P0)

(P0)

{
maxZ1 = −x1+4

x2+1

s.c. x ∈ S0 = S.
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Les résultats de la résolution du problème (P0), en utilisant la procédure de (Cam-
bini et Martein [12]), sont résumés dans le Tableau 1.

Tableau 1 RHS x1 x2

x3 20 4 3
x4 3 1 -1
x5 4 0 1
x6 -39 -13 -10
−c1 -4 -1 0
−d1 -1 0 1
γ1 -1 -4
−c2 -1 1 0
−d2 -2 1 0
γ2 1 0
−c3 1 1 0
−d3 -1 1 0
γ3 2 0
−p 4 5 3
−q -1 2 1
γ 13 7

Tableau 2 RHS x2 x6

x3 8 -1/13 4/13
x4 0 -23/13 1/13
x5 4 1 0
x1 3 10/13 -1/13
x7 -1 0 -1
−c1 -1 10/13 -1/13
−d1 -1 1 0
γ1 -3/13 -1/13
−c2 -4 -10/13 1/13
−d2 -5 -10/13 1/13
γ2 -10/13 1/13
−c3 -2 -10/13 1/13
−d3 -4 -10/13 1/13
γ3 -20/13 2/13
−p -11 -11/13 5/13
−q -7 -7/13 2/13
γ 0 1

La solution optimale x1 = (0, 0)′ étant entière donc elle est testée pour l’éffica-

cité, on obtient
3⋂
i=1

L≥Zi(0, 0) =
3⋂
i=1

L=Zi(0, 0) = {(0, 0)′}.

Ainsi x1 est une première solution efficace correspondant à ϕ(x1) = −4 > −∞,
d’où xopt = (0, 0)′ et ϕopt = −4, aller à l’étape (2c).
N1 = {1, 2};H1

1 = {1};H2
1 = ∅;H1 = H1

1 ∪H2
1 = {1} 6= ∅.

On explore l’arête E1 et on calcule θ1 = min(20
4 ; 3

1) = 3. Ainsi, on génère
xu1 = (3, 0)′;xu2 = (2, 0)′;xu3 = (1, 0)′ trois solutions entières sur l’arête E1 et
xu1 = argmax{ϕ(xui )|xui ∈ E1, i ∈ {1, ..., 3}} avec xu1 une solution efficace qui cor-
respond à ϕ(3, 0) = 11/7 > −4, donc xopt = (3, 0)′ et ϕopt = 11/7.
Rajouter la coupe ϕ(x) ≥ ϕopt = 11/7 ⇔ −13x1 − 10x2 + x6 = −39 au Tableau
1 et on applique le dual du simplexe. La solution optimale entière x2 = (3, 0)′ du
programme (P1) est obtenue dans le Tableau 2 et elle est efficace, aller à l’étape
(2c).
N2 = {2, 6};H1

2 = {6};H2
2 = ∅;H2 = {6} 6= ∅. Aucune solution entière n’est dé-

tectée sur l’arête E6 puisque θ6 = 0.
La contrainte x6 ≥ 1 est ajoutée au Tableau 2 et après pivotage, la solution opti-
male obtenue x = (70/23; 1/23) n’est pas entière (Voir Tableau 4). Aller à l’étape
(2b).
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Tableau 4 RHS x4 x7

x3 177/23 -1/23 7/23
x2 1/23 -13/23 -1/23
x5 91/23 13/23 1/23
x1 70/23 10/23 -1/23
x6 1 0 -1
(N1) 7→ x8 -22/23 -13/23 -1/23
−c1 -22/23 10/23 -1/23
−d1 -24/23 13/23 1/23
γ1 -2/23 -2/23
−c2 -93/23 -10/23 1/23
−d2 -116/23 -10/23 1/23
γ2 -10/23 1/23
−c3 -47/23 -10/23 1/23
−d3 -93/23 -10/23 1/23
γ3 -20/23 2/23
−p -261/23 -11/23 8/23
−q -164/23 -7/23 3/23
γ 1/23 1

Tableau 6 RHS x8 x9

x3 5 3 4
x2 1 -1 0
x5 3 1 0
x1 3 0 -1
x6 10 -10 -13
x4 1 -1 1
x7 9 -10 -13
x10 -12 -11 -12
−c1 -1 0 -1
−d1 -2 1 0
γ1 -1 -2
−c2 -4 0 1
−d2 -5 0 1
γ2 0 1
−c3 -2 0 1
−d3 -4 0 1
γ3 0 2
−p -14 3 5
−q -8 1 2
γ 10 12

La séparation est déclenchée avec la création de deux noeud,
(N0) : x2 ≤ 0⇔ 13

23x4 + 1
23x7 ≤ −1

23 . Ceci est impossible et le noeud (N0) est sondé.
(N1) : x2 ≥ 1⇔ 13

23x4 + 1
23x7 ≥ 22

23 .
Cette contrainte est rajoutée au Tableau 4 et on obtient le Tableau 5 avec une
solution optimale non entière x = (30

13 ; 1), aller à l’étape (2b).
Deux autre noeuds sont encore crées :
(N2) : x1 ≥ 3⇔ 1

13x7 − 10
13x8 ≥ 9

13 .
(N3) : x1 ≤ 2⇔ 1

13x7 − 10
13x8 ≤ −4

13 .
La contrainte x1 ≥ 3 est rajoutée au Tableau 5 et on obtient le Tableau 6 avec une
solution entière optimale x3 = (3, 1)′ qui n’est pas efficace, aller à l’étape (2c).
N3 = {8, 9};H3 = {9} 6= ∅. On explore l’arête E9 et on calcule θ9 = 1, la solution
entière correspondante sur E9 est xu1 = (4, 1)′.

Puisque
3⋂
i=1

L≥Zi(4, 1) =

3⋂
i=1

L=Zi(4, 1) = {(4, 1)′}, donc xu1 est efficace avec

ϕ(xu1) = 19/10 > ϕopt = 11/7, d’où xopt = (4, 1)′ et ϕopt = 19/10.
La contrainte ϕ(x) ≥ 19/10⇔ −11x8 − 12x9 ≤ −12 est rajoutée au Tableau 6.
En procédant de cette manière, on obtient le Tableau 9 et x4 = (4, 1)′ est une
solution optimale entière efficace avec ϕ(x4) = ϕopt, aller à l’étape (2c).
N4 = {10, 12};H1

4 = {12};H2
4 = {10};H4 = {10, 12} 6= ∅. Aucune solution entière

n’est détectée sur l’arête E10 et E12 puisque θ10 = θ12 = 0.
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La coupe efficace x10 + x12 ≥ 1 est rajoutée au Tableau 9 et le Tableau 10 est
obtenu avec un dual non réalisable, alors le noeud correspondant est sondé.
Tableau 10 RHS x12 x13

x3 8/11 5/11 3/11
x2 12/11 13/11 -1/11
x5 32/11 -13/11 1/11
x1 4 -1 0
x6 263/11 -13/11 -10/11
x4 -1/11 24/11 1/11
x7 252/11 -13/11 -10/11
x8 1/11 13/11 -1/11
x9 1 -1 0
x11 10/11 -13/11 1/11
x10 1 1 -1
−c1 0 -1 0
−d1 -23/11 -13/11 1/11
γ1 -2/11 0
−c2 -5 1 0
−d2 -6 1 0
γ2 1 0
−c3 -3 1 0
−d3 -5 1 0
γ3 2 0
−p -212/11 16/11 3/11
−q -111/11 9/11 1/11
γ -12/11 1

Tableau 6′ RHS x7 x9

x3 78/10 3/10 -1/10
x2 14/10 -1/10 -13/10
x5 26/10 1/10 13/10
x1 2 0 1
x6 1 -1 0
x4 24/10 -1/10 -23/10
x8 4/10 -1/10 -13/10
(N5) 7→ x10 -6/10 -1/10 -13/10
−c1 -2 0 1
−d1 -24/10 1/10 13/10
γ1 -2/10 -2/10
−c2 -3 0 -1
−d2 -4 0 -1
γ2 0 -1
−c3 -1 0 -1
−d3 -3 0 -1
γ3 0 -2
−p -102/10 3/10 -11/10
−q -64/10 1/10 -7/10
γ 9/10 1/10

La seconde contrainte (x1 ≤ 2) (correspondante au noeud (N3)), est rajoutée au
Tableau 5 et le Tableau (6′) est obtenu. En procédant de cette manière, on obtient
le Tableau (8′) et la solution optimale entière obtenue est x5 = (2, 2)′ qui n’est pas
efficace, aller à l’étape (2c). H5 = {11} 6= ∅ et θ11 = 0.
La coupe efficace x11 ≥ 1 est ajoutée au Tableau (8′) et le Tableau (9′) est obtenu
avec un dual irréalisable indiquant que le noeud correspondant est sondé.

106



L’optimisation sur l’ensemble efficace d’un problème (MOILFP ).

Tableau 9′ RHS x10 x12

x3 2 3 4
x2 2 -1 0
x5 2 1 0
x1 3 0 -1
x6 20 -10 13
x4 2 -1 1
x8 1 -1 0
x9 -1 0 1
x7 19 -10 -13
x11 1 0 -1
−c1 -1 0 -1
−d1 -3 1 0
γ1 -1 -3
−c2 -4 0 1
−d2 -5 0 1
γ2 0 1
−c3 -2 0 1
−d3 -4 0 1
γ3 0 2
−p -17 3 5
−q -9 1 2
γ 10 11

L’algorithme s’arrête puisque tous les noeuds crées sont sondés et la solution opti-
male du problème principal (FPE) est alors xopt = (4, 1)′ et ϕopt = 19/10.

6.3 Une nouvelle approche de résolution
Dans cette section, nous introduisons une nouvelle méthode exacte pour ré-

soudre le problème (FPE) dans l’espace des critères en évitant le passage systéma-
tique par toutes les solutions efficaces.
Nous commençons par présenter les résultats de base utilisés dans ce travail, suivi
par la présentation détaillée de notre méthode. Ensuite, nous illustrons le fonction-
nement de l’algorithme proposé sur trois exemples numériques et nous terminons
par des résultats expérimentaux pour valider la performance de notre algorithme.
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6.3.1 Résultats de base
Test d’efficacité

Nous rappelons la définition du Test d’efficacité proposé par Ecker et Kouada
[26] dans le théorème suivant

Théorème 6.3 Une solution réalisable x∗ ∈ D, x∗ ∈ (EF ) si est seulement si
la fonction objectif Θ est nulle dans le problème de programmation linéaire mixte
suivant :

T (x∗)


max Θ =

p∑
i=1

ψi

s.c. Zi(x)− ψi = Zi(x
∗), i = 1, ..., p

x ∈ D
ψi ∈ R+;∀i = 1, p.

(6.7)

L’application de ce théorème sur le problème (MOILFP ) nous conduit à résoudre
un problème de programmation non linéaire à variables mixtes. Pour éviter cette
situation, nous proposons une formulation linéaire équivalente au problème T (x∗)
dans le théorème suivant :

Théorème 6.4 Une solution réalisable x∗ ∈ D, x∗ ∈ (EF ) si est seulement si
la fonction objectif Θ est nulle dans le problème de programmation linéaire mixte
suivant :

FT (x∗)


max Θ =

p∑
i=1

ψi

s.c. (cix+ αi)− Zi(x∗)(dix+ βi) = ψi, i = 1, ..., p
x ∈ D
ψi ∈ R+;∀i = 1, p.

(6.8)

Preuve

Soit x∗ ∈ (EF ), comme ψi ≥ 0 pour tout i ∈ {1, ..., p} on a alors :

Zi(x) ≥ Zi(x∗), ∀i = 1, p ⇒ cix+αi
dix+βi

≥ Zi(x∗), ∀i = 1, p;

⇒ (cix+ αi) ≥ Zi(x∗)(dix+ βi), ∀i = 1, p;
⇒ (cix+ αi)− Zi(x∗)(dix+ βi) ≥ 0,∀i = 1, p;
⇒ (cix+ αi)− Zi(x∗)(dix+ βi)− ψi = 0, ψi ≥ 0, ∀i = 1, p;
⇒ (cix+ αi)− Zi(x∗)(dix+ βi) = ψi, ψi ≥ 0,∀i = 1, p; .

− Supposons que max Θ = θ∗ 6= 0 alors ∃ i ∈ {1, ..., p} tel que ψi > 0;

⇒ (cix+ αi)− Zi(x∗)(dix+ βi) > 0;
⇒ (cix+ αi) > Zi(x

∗)(dix) + βi);
⇒ cix+αi

dix+βi
> Zi(x

∗);

⇒ Zi(x) > Zi(x
∗);
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Ainsi, il existe x ∈ D tel que Z(x) ≥ Z(x∗) et Z(x) 6= Z(x∗). Ce qui est en
contradiction avec l’hypothèse selon laquelle x∗ est efficace.

− Supposons que θ∗ = 0 et x∗ /∈ (EF ) alors ∃ x ∈ D tel que :

Z(x) ≥ Z(x∗) et Z(x) 6= Z(x∗) ⇒ ∃ i ∈ {1, ..., p}, Zi(x) = cix+αi
dix+βi

> Zi(x
∗);

⇒ (cix+ αi) > Zi(x
∗)(dix+ βi);

⇒ (cix+ αi)− Zi(x∗)(dix+ βi) > 0;
⇒ ψi > 0.

Ce qui est en contradiction avec l’hypothèse θ∗ = 0. �

Solution equivalente

Pour optimiser le critère principal sur les solutions efficaces equivalentes à une
solution efficace trouvée, soit x̂, le problème suivant est résolu dans chaque itération
de l’algorithme.

Q(x̂)


max ϕ(x) = px+α

qx+β

s.c. Zi(x) = Zi(x̂), i ∈ {1, ..., p}.
x ∈ D.

On note par G l’ensemble des solutions efficaces générées par l’algorithme.

6.3.2 Description de la méthode
La méthode proposée est basée principalement sur deux nouvelles techniques, la

réduction du domaine d’admissibilité en ajoutant progressivement des contraintes
linéaires à variables mixtes, qui sont inspirées par les coupes de Sylva et Crema
[68] en résolvant le problème (FPl) à chaque itération l

(FPl) :

{
maxϕ(x) =

cx+ α

dx+ β
| x ∈ Dl

}
;

où

Dl = Dl−1 ∩

 x ∈ D

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(cix+ αi) ≥ (Z̃iy

l
i +Mi(1− yli))Li, i = 1, p; (∗)

p∑
i=1

yli ≥ 1 (∗∗)

yli ∈ {0, 1}, i = 1, p.


Avec Z̃i = Zi(x̄

l−1) + 1; i = 1, p et (x̄1, x̄2, ..., x̄l−1) sont les solutions efficaces ob-
tenues jusqu’à l’itération l.
Mi et Li sont la borne inférieure et le minimum du dénominateur du ième critère
respectivement.

109



L’optimisation sur l’ensemble efficace d’un problème (MOILFP ).

De plus, afin de tester l’efficacité d’une solution réalisable trouvée, le test d’effica-
cité equivalent FT (x∗) est utilisé en explorant la linéarisation des critères fraction-
naires.
Dans chaque itération de l’algorithme, la borne supérieure du critère principal,
notée ϕsup, est mise à jour par sa valeur en la solution optimale obtenue dans le
domaine réduit et la borne inférieur, notée ϕinf , est mise à jour par la meilleur
valeur de ce critère dans les solutions efficaces générées. L’algorithme procède ainsi
et prend fin, lorsque le domaine d’admissibilité devient vide ou lorsqu’on ne peut
pas améliorer la valeur du critère principal ou lorsque la borne inférieure coïncide
avec la borne supérieure.

Démonstration de la contrainte (∗)

(∗) =⇒


cix+αi
dix+βi

≥ Z̃i =⇒ (cix+ αi)− Z̃i(dix+ βi) ≥ 0 · · · · · · (1)

ou
cix+αi
dix+βi

≥Mi =⇒ (cix+ αi)−Mi(dix+ βi) ≥ 0 · · · · · · (2)

=⇒ [(cix+ αi)− Z̃i(dix+ βi)]yi + [(cix+ αi)−Mi(dix+ βi)](1− yi) ≥ 0;

=⇒ (cix+ αi)− Z̃iyi(dix+ βi)−Mi(1− yi)(dix+ βi) ≥ 0;

=⇒ (cix+ αi) ≥ (Z̃iyi +Mi(1− yi))(dix+ βi);

=⇒ (cix+ αi) ≥ (Z̃iyi +Mi(1− yi))Li

où Li = min{(dix+ βi), x ∈ D} et Mi = {minZi(x) = cix+αi
dix+βi

| x ∈ D}. pour tout
i ∈ {1, . . . , p}.
La contrainte (∗∗) impose une amélioration d’au moins d’un critère.

Proposition 6.1 L’algorithme proposé converge dans un nombre fini d’itérations.

Preuve Comme la région d’admissibilité D est supposée non vide et borné, D pos-
sède un nombre limité de solutions réalisable entières. Ainsi, le nombre de solutions
efficaces |(EF )| est fini. Dans chaque itération, l’algorithme génère une nouvelle
solution efficace améliorant la valeur de ϕ et le domaine se réduit progressivement
jusqu’à ce qu’il devient vide. Ainsi, la procédure converge vers une solution opti-
male dans un nombre fini d’itérations. �

110



L’optimisation sur l’ensemble efficace d’un problème (MOILFP ).

Algorithm 9: Optimisation sur l’ensemble efficace d’un (MOILFP )

Entrées:
↓ A(m×n) : matrice des contraintes ;
↓ b(m×1) : vecteur second membre ;
↓ ci(1× n), αi : vecteur numérateur du critère i ;
↓ di(1× n), βi : vecteur dénominateur du critère i ;
↓ c(1×n), α : vecteur numérateur du critère principal ;
↓ d(1×n), β : vecteur dénominateur du critère principal ;
Sorties:
↑ xopt : Solution optimale du problème (FPE).
↑ ϕopt : valeur optimale du critère principal ϕ.
Initialisation
ϕinf = −∞, ϕsup = +∞, l = 0, D0 = D,G = ∅
pour i = 1, ..., p faire

Calculer
−Mi = {minZi(x) = cix+αi

dix+βi
| x ∈ D}.

−Li = {min(dix+ βi) | x ∈ D}.
(Étape 1.) Résoudre (FPR) ≡ {maxϕ(x) = cx+α

dx+β | x ∈ D}.
Si (FPR) est irréalisable Alors

Terminer, (FPE) est irréalisable.
Sinon

soit x0 une solution optimale de (FPR), poser ϕsup = ϕ(x0).

(Étape 2.) Tester d’efficacité de x0 (résoudre FT (x0))
Si x0 ∈ (EF ) Alors

Terminer, xopt = x0, ϕopt = ϕ(x0).
Sinon

soit x̂0 une solution optimale de FT (x0).
(Étape 3.) Résoudre Q(x̂l), Soit x̄l une solution optimale,
Si ϕ(x̄l) > ϕinfAlors poser ϕinf = ϕ(x̄l), xopt = x̄l, ϕopt = ϕ(x̄l) et
G = G ∪ {x̄l}.
Si ϕinf = ϕsupAlors Terminer xopt est une solution optimale de (FPE).
(Étape 4.) l := l + 1, résoudre le problème (FPl)
Si (FPl) est irréalisable Alors

Terminer xopt est une solution optimale de (FPE).
Sinon

soit xl une solution optimale de (FPl), poser ϕsup = ϕ(xl)
Si ϕ(xl) < ϕopt Alors

Terminer xopt est une solution optimale de (FPE).
Sinon

Tester l’éfficacité de xl(résoudre FT (xl))
Si xl ∈ (EF ) Alors

Terminer xopt = xl, ϕopt = ϕ(xl)
Sinon

soit x̂l une solution optimale de FT (xl), aller à (Étape 3.)
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6.3.3 Illustration numérique
Nous présentons le déroulement de notre algorithme sur trois exemples numé-

riques, nous commençons par l’exemple présenté auparavant dans la méthode de
Zerdani et Moulaï.
Example 1 : Rappelons que le problème (MOILFP ) est défini par

(P )



max Z1 = −x1+4
x2+1

max Z2 = x1+1
x1+2

max Z3 = x1−1
x1+1

D


4x1 + 3x2 ≤ 20
x1 − x2 ≤ 3
x2 ≤ 4
x1, x2 ∈ N

Le problème principal (FPE) est

(FPE)

{
max ϕ(x) = 5x1+3x2−4

2x1+x2+1

s.c. x1, x2 ∈ (EF ).

Figure 6.1 – Le domaine d’admissibilité D

Étape 1. : M = (0; 1
2 ;−1) ; L = (1; 2; 1).

ϕinf = −∞;ϕsup = +∞;G = ∅, l = 0.

Étape 2. Résoudre le problème (FPR) = {maxϕ(x), x ∈ D}.
x0 = (2, 4), Z(x0) = (2

5 ,
3
4 ,

1
3), ϕ(xo) = 2 < ϕsup donc ϕsup = 2.

Étape 3. Nous testons l’efficacité de x0 par la résolution de FT (x0)

FT (x0)



max Θ = ψ1 + ψ2 + ψ3

s.c. x ∈ D
(−x1 + 4)− 2

5(x2 + 1) = ψ1;
(x1 + 1)− 3

4(x1 + 2) = ψ2;
(x1 − 1)− 1

3(x1 + 1) = ψ3;
x1, x2 ∈ N, ψi,i=1,3 ≥ 0

Θ∗ 6= 0⇒ x0 /∈ (EF ) et x̂0 = (2, 0);Z(x̂0) = (2, 3
4 ,

1
3).
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Étape 4. Résoudre le problème Q(x0)

Q(x0)



max ϕ(x) = 5x1+3x2−4
2x1+x2+1

s.c. x ∈ D.
−x1+4
x2+1 = 2
x1+1
x1+2 = 3

4
x1−1
x1+1 = 1

3

x̄0 = (2, 0), ϕ(x̄0) = 1, 2 > ϕinf ⇒ ϕinf = 1, 2, G = {(2, 0)}.
Étape 5. Poser l = l + 1 = 1, résoudre le problème (FP1)

(FP1)



max ϕ(x) = (5x1+3x2−4)
(2x1+x2+1)

s.c. x ∈ D
(−x1 + 4) ≥ (3y1

1)× 1;
(x1 + 1) ≥ (7

4y
1
2 + 1

2(1− y1
2))× 2;

(x1 − 1) ≥ (4
3y

1
3 − (1− y1

3))× 1;
y1

1 + y1
2 + y1

3 ≥ 1.
x1, x2 ∈ N, (y1

1, y
1
2, y

1
3) ∈ {0, 1}3.

Figure 6.2 – Le domaine réduit D1

x1 = (4, 1), Y = (0.1.0) et ϕ(x1) = 1.9

Étape 6. x1 est testée pour l’efficacité, on trouve x1 ∈ (EF ) donc l’algorithme se
termine avec xopt = (4, 1), ϕopt = 1.9 et G = {(2, 0); (4, 1)}.

Nous remarquons que notre méthode a résolu le problème en passant par
deux point efficaces alors que la méthode de Zerdani et Moulaï a résolu le
problème en visitant trois point efficaces.
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Figure 6.3 – Les solutions efficaces du problème (P )

Example 2 : Considérons le problème (MOILFP ) suivant

(P )



max Z1 = −x1−x2
x1+2

max Z2 = x1−x2+2
x1+1

max Z3 = x1 + x2

D


x1 + x2 ≤ 7
x1 ≤ 5
x2 ≤ 3
x1, x2 ∈ N

Le problème principal (FPE) est

(FPE)

{
max ϕ(x) = 6x1+4x2−5

2x1+x2+1

s.c. x1, x2 ∈ EF.

Figure 6.4 – Le domaine d’admissibilité D

Étape 1. : M = (−3
2 ;−1; 0) ; L = (2; 1; 1).

ϕinf = −∞;ϕsup = +∞;G = ∅, l = 0.

Étape 2. Résoudre le problème (FPR) = {maxϕ(x), x ∈ D}.
x0 = (4, 3), Z(x0) = (−7

6 ,
3
5 , 7) et ϕ(x0) = 2.58 < ϕsup donc ϕsup = 2.58.
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Étape 3. Nous testons l’efficacité de x0 en résolvant le problème FT (x0)

FT (x0)



max Θ = ψ1 + ψ2 + ψ3

s.c. x ∈ D
(−x1 − x2)− (−7

6 )(x1 + 2) = ψ1;
(x1 − x2 + 2)− 3

5(x1 + 1) = ψ2;
(x1 + x2)− 7 = ψ3;
x1, x2 ∈ N, ψi,i=1,3 ≥ 0

Θ∗ 6= 0⇒ x0 /∈ (EF ) et x̂0 = (5, 2);Z(x̂0) = (−1, 5
6 , 7).

Étape 4. Résoudre le problème Q(x0)

Q(x0)



max ϕ(x) = 6x1+4x2−5
2x1+x2+1

s.c. x ∈ D.
−x1−x2
x1+2 = −1;

x1−x2+2
x1+1 = 5

6 ;

x1 + x2 = 7;

x̄0 = (5, 2), ϕ(x̄0) = 2.54 > ϕinf ⇒ ϕinf = 2.54, G = {(5, 2)}.
Étape 5. Poser l = l + 1 = 1, résoudre le problème (FP1)

(FP1)



max ϕ(x) = 6x1+4x2−5
2x1+x2+1

s.c. x ∈ D
−x1 − x2 ≥ [−3

2 (1− y1
1)]× 2;

x1 − x2 + 2 ≥ [11
6 y

1
2 − (1− y1

2)]× 1;
x1 + x2 ≥ 8y1

3;
y1

1 + y1
2 + y1

3 ≥ 1.
x1, x2 ∈ N, (y1

1, y
1
2, y

1
3) ∈ {0, 1}3.

Figure 6.5 – Le domaine réduit D1

x1 = (3, 0), Y = (0.1.0) et ϕ(x1) = 1.86 < ϕinf donc l’algorithme s’arrête
avec xopt = (5, 2), ϕopt = 2.54 et G = {(5, 2); (3, 0)}.
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Figure 6.6 – Les solutions efficaces du problème (P )

Example 3 : Considérons le problème (MOILFP ) proposé par Kornbluth et
Steuer [48]

(P )



max Z1 = x1−4
−x2+3

max Z2 = −x1+4
x2+1

max Z3 = −x1 + x2

D


−x1 + 4x2 ≤ 0
2x1 − x2 ≤ 8
x1, x2 ∈ N

le problème principal (FPE) est donné par

(FPE)

{
max ϕ(x) = −5x1+2x2−5

2x1−2x2+1

s.c. x1, x2 ∈ EF.

Figure 6.7 – Le domaine d’admissibilité D

Étape 1. : M = (−4
3 ; 0;−4) ; L = (2; 1; 1).

ϕinf = −∞;ϕsup = +∞;G = ∅, l = 0.

Étape 2. Résoudre le problème (FPR) = {maxϕ(x), x ∈ D}.
x0 = (4, 0), ϕ(xo) = −2.778, Z(x0) = (0, 0,−4), poser ϕsup = −2.778.

Étape 3. Tester l’efficacité de x0 en résolvant le problème FT (x0)
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FT (x0)



max Θ = ψ1 + h2 + ψ3

s.c. x ∈ D
(x1 − 4)− 0× (−x2 + 3) = ψ1;
(−x1 + 4)− 0× (x2 + 1) = ψ2;
(−x1 + x2)− (−4) = ψ3;
x1, x2 ∈ N, ψi,i=1,3 ≥ 0

Θ∗ 6= 0⇒ x0 /∈ (EF ) et x̂0 = (4, 1);Z(x̂0) = (0, 0,−3).

Étape 4. Résoudre le problème Q(x0)

Q(x0)



max ϕ(x) = −5x1+2x2−5
2x1−2x2+1

s.c. x ∈ D.
x1−4
−x2+3 = 0
−x1+4
x2+1 = 0

−x1 + x2 = −3

x̄0 = (4, 1), ϕ(x̄0) = −3.285 > ϕinf ⇒ ϕinf = −3.285;xopt = (4, 1);
G = {(4, 1)}.

Étape 5. l = l + 1 = 1 Résoudre le problème (FP1)

(FP1)



max ϕ(x) = (−5x1+2x2−5)
(2x1−2x2+1)

s.c. x ∈ D
(x1 − 4) ≥ (y1

1 − 4
3(1− y1

1))× 2;
(−x1 + 4) ≥ y1

2;
(−x1 + x2) ≥ (−2y1

3 − 4(1− y1
3))× 1;

y1
1 + y1

2 + y1
3 ≥ 1.

x1, x2 ∈ N, (y1
1, y

1
2, y

1
3) ∈ {0, 1}3.

Figure 6.8 – Le domaine réduit D1

x1 = (3, 0), Y = (0.1.0) et ϕ(x1) = −2.857 > ϕinf .
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Étape 6. Tester l’efficacité de x1

FT (x1)



max Θ = ψ1 + h2 + ψ3

s.c. x ∈ D
(x1 − 4)− (−1

3 )× (−x2 + 3) = ψ1;
(−x1 + 4)− 1× (x2 + 1) = ψ2;
(−x1 + x2)− (−3)× 1 = ψ3;
x1, x2 ∈ N, ψi,i=1,3 ≥ 0

Θ∗ 6= 0⇒ x1 /∈ (EF ) donc l’algorithme s’arrête avec xopt = (3, 0) et ϕopt =
−2.857 et G = {(4, 1); (3, 0)}.

Figure 6.9 – L’ensemble des solutions efficaces

6.3.4 Expérimentations et résultats
L’algorithme proposé a été programmé sous l’environnementMATLAB et exé-

cuté sur un PC Intel(R)Core(TM) i3 CPU 2.13 GHZ. Pour mesurer la performance
de l’algorithme, au total de 270 problèmes ont été aléatoirement générés selon la
procédure suivante : les composantes de la matrice A et le vecteur b sont géné-
rées selon les distributions uniformes discrètes [1, 30] et [50, 300] respectivement,
Les vecteurs ci, di, i = 1, p des fonctions objectifs ainsi que les vecteurs c, d du
critère principal sont générés selon la distribution uniforme discrète [−10, 10]. Les
constantes αi et α sont générées selon la même distribution
Pour assurer que tous les dénominateurs sont strictement positifs dans les do-
maines d’admissibilité, les constantes βi, i = 1, p et β sont générées telles que
dix+ βi > 0, i = 1, p et dx+ β > 0 respectivement.
Les instances traitées ont été regroupées en 27 catégories selon le nombre de va-
riables, de contraintes et de fonctions objectifs. Le nombre de fonctions objectifs p
a été fixé à 2, 3 et 4.
Pour chaque instance, les résultats obtenus représentent la médiane du temps d’exé-
cution et du nombre d’itération de dix exécutions indépendantes. En outre, les
valeurs minimums et maximums de chaque mesure sont présentées en intervalles.
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p p = 2 p = 3 p = 4
n× m cpu(sec) # iter cpu(sec) # iter cpu(sec) # iter

3× 3 0.134 2 0.179 2 0.212 2
[0.0118; 1.7255] [1; 4] [0.0173; 3.225] [1; 4] [0.0232; 7.4755] [1; 3]

5× 5 0.5929 1.5 1.0322 1.5 0.3419 1
[0.0867; 1.8831] [1; 3] [0.049; 12.89] [1; 3] [0.0259; 2.3347] [1; 2]

10× 5 12.1486 2 13.0297 1.5 16 1
[2.4; 56] [1; 4] [0.8452; 81.006] [1; 4] [0.3955; 178.217] [1; 3]

15× 5 17.344 1 17.776 1 19.146 1
[0.153; 150] [1; 3] [0.024; 715.32] [1; 3] [0.21; 107] [1; 2]

15× 10 35.025 2 34.5 1.5 55 1
[0.183; 127.85] [1; 2] [0.66; 3720] [1; 4] [0.46; 1250] [1; 2]

20× 10 55.89 2 38 1 32.2 1
[12; 532.06] [1; 4] [0.60; 486] [1; 3] [0.336; 675] [1; 2]

25× 10 147 1.5 144 1 165 1
[37.7; 6474] [1; 4] [46; 642] [1; 2] [19.44; 1045] [1; 2]

25× 15 183 1.5 260 1 220.45 1
[14.83; 6125] [1; 4] [21.08; 1712] [1; 2] [64; 2714] [1; 2]

30× 10 355.5 1 428 1 327 1
[105; 2487] [1; 2] [100; 3901] [1; 3] [87; 3270] [1; 3]

Table 6.1 – Résultats des instances générées aléatoirement.

Nous constatons dans le tableau (6.1) que notre algorithme est efficace en terme
du nombre des solutions efficaces générées au cours de l’exécution (égal au nombre
d’itération effectuées) pour les problèmes de tailles réduites et de tailles moyennes.
Concernant les problèmes de grandes tailles, nous remarquons que le temps d’exé-
cution est significatif dans quelques instances traitées. En effet, les difficultés ren-
contrées dans la résolution de ces problème sont fortement liées à leurs dimensions,
notamment le nombre des variables n et le nombre des objectifs p.
Dans l’étape initiale, le calcul des paramètres Mi et Li pour i ∈ {1, ..., p} nécessite
la résolution de p problèmes de programmation linéaire fractionnaire en nombre
entiers et p problèmes de programmation linéaire en nombre entiers respective-
ment. De plus, à chaque itération réalisée, le problème relaxé s’accroît de (p + 1)
contraintes et de p variables binaires. Cependant, les coupes proposées ont montrées
leurs efficacité dans la réduction du domaine d’admissibilité par le nombre réduit
d’itérations effectuées même pour les problèmes de tailles relativement grandes.
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7
Conclusion et perspectives

Les problèmes d’optimisation à objectifs multiples sont très variés et corres-
pondent à des situations de décision très difficiles. Dans la résolution de ces

problèmes, la notion d’optimalité disparaît au profit de la notion d’efficacité. Il
s’agit de chercher un ensemble de solutions réalisant le meilleur compromis entre
les critères considérés. L’ensemble de ces solutions peut avoir une cardinalité im-
portante et l’énumération explicite de toutes ces solutions n’est pas toujours re-
commandée. Dans beaucoup de cas pratiques, le décideur se trouve face à un grand
nombre de solutions efficaces dont la sélection de ses préférences s’avère difficile.
L’optimisation d’un critère qui exprime les préférences du décideur sur l’ensemble
de solutions efficaces est l’un des concepts importants et intéressants de la program-
mation multi-objectifs, et il devient un moyen fructueux pour aider le décideur à
réaliser son choix et éviter une telle situation.
Le travail présenté dans cette thèse s’intéresse à l’étude du problème d’optimisation
d’un critère non linéaire, particulièrement linéaire fractionnaire, sur un ensemble
efficace discret. Dans ce contexte, nous avons présenté deux nouvelles méthodes
exactes :
- La première méthode sert à résoudre le problème d’optimisation d’un critère
linéaire fractionnaire sur l’ensemble efficace d’un problème de programmation li-
néaire multi-objectifs à variables discrètes (MOILP ) sans avoir énumérer toutes les
solutions efficaces, en combinant la réduction du domaine d’admissibilité avec un
processus d’exploration des arêtes incidentes, en utilisant le vecteur gradient réduit
du critère à optimiser. Nous avons aussi mené différents tests expérimentaux sur des
instances générées aléatoirement pour évaluer la performance de l’algorithme pro-
posé. Ce travail a fait l’objet d’une publication dans la revue International RAIRO
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Operations Research [49].
- La deuxième méthode, comme une généralisation du premier problème, elle consiste
à optimiser un critère linéaire fractionnaire sur l’ensemble efficace discret d’un pro-
blème multi-objectifs linéaire fractionnaire (MOILFP ). La méthode proposée ré-
sout le problème dans l’espace des critères par la proposition d’un nouveau test
d’efficacité pour les problèmes multi-objectifs linéaire fractionnaire, ainsi que l’uti-
lisation de nouvelles coupes inspirées des coupes de Sylva et Crema pour réduire
le domaine d’admissibilité progressivement.
L’algorithme proposé a été programmé et exécuté sous l’environnementMATLAB.
Dans le but de tester la performance de l’algorithme, une série d’exécutions est
réalisée sur des problèmes de différentes tailles aléatoirement générés. Les résultats
obtenus témoignent que notre algorithme est efficace en terme du nombre de so-
lutions efficaces parcourues. Vu l’aspect discret et le caractère multi-objectifs non
linéaire (particulièrement fractionnaire) des problèmes, le temps d’exécution est
significatif dans quelques instances de grandes tailles.

Ce travail ouvre des nombreuses perspectives de recherche, parmi lesquelles
nous proposons les suivantes :

– En premier lieu, une étude comparative sur la méthode proposée et la mé-
thode de Zerdani et Moulaï peut être considérée.

– Le problème d’optimisation d’un critère non linéaire, particulièrement frac-
tionnaire, sur l’ensemble efficace d’un problème multi-objectifs stochastique
est ouvert.

– L’application des méthodes proposées sur des problèmes réels peut être un
axe de recherche pratique intéressant.

– L’intégration des méta-heuristiques dans l’optimisation d’un critère de com-
promis sur un ensemble efficace mérite d’être réalisé afin de traiter des pro-
blèmes de grandes tailles.
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Résumé
Les problèmes d’optimisation à objectifs multiples sont très variés et correspondent
à des situations de décision difficiles. Dans la résolution de ces problèmes, la no-
tion d’optimalité disparaît face à la notion d’efficacité. Il s’agit de chercher un
ensemble de solutions réalisant le meilleur compromis entre les critères considérés.
L’ensemble de ces solutions peut avoir une cardinalité importante et la prise de
décision devient une tâche très difficile, ce qui motive le retour vers le décideur
pour exprimer ses préférences comme une fonction à optimiser dans cet ensemble.
Dans cette thèse, nous nous intéressons à l’optimisation d’un critère linéaire frac-
tionnaire sur l’ensemble efficace d’un problème multi-objectifs en nombre entiers.
Dans ce contexte, deux nouvelles méthodes exactes sont présentées ; la première
méthode sert à résoudre le problème d’optimisation d’un critère linéaire fraction-
naire sur l’ensemble efficace d’un problème MOILP . Dans la deuxième méthode,
comme une généralisation du premier problème, nous considérons le problème d’op-
timisation d’un critère linéaire fractionnaire sur l’ensemble efficace du problème
MOILFP . La méthode proposée résout le problème dans l’espace des critères par
la proposition d’un nouveau test d’efficacité pour les problèmes MOILFP , ainsi
que l’utilisation de nouvelles coupes, inspirée des coupes de Sylva et de Crema pour
réduire le domaine d’admissibilité progressivement.
Mots clés : Optimisation multi-objectifs, la programmation linéaire fractionnaire,
Optimisation sur un ensemble efficace.

Abstract
The multiple objective optimization problems are very varied and correspond to
difficult situations of decision. In the resolution of these problems, the notion of
optimality disappears face the notion of efficiency. It is a question of seeking a
set of the best compromise solutions between the considered criteria. The set of
these solutions can have a significant cardinality and the decision-making becomes
a very difficult task, which justifies the return to the decision maker to express his
preferences as a function to be optimized over this set.
In this thesis, we are interested in the optimization of a linear fractional criterion
on the efficient set of an integer multiobjective problem. In this context, two new
exact methods are presented ; the first one solves the problem of optimization of
a linear fractional criterion on the efficient set of a MOILP problem. In the se-
cond method, as a generalization of the first problem, we consider the problem of
optimizing a linear fractional criterion on the efficient set of MOILFP problem.
The proposed method solves the problem in the outcome space by the suggestion
of a new efficiency test for the MOILFP problems, as well as the use of new cuts,
inspired from Sylva and Crema cuts. These cuts enabled us to reduce progressively
the admissibility domain.
Keywords Multiple objective optimization, linear fractional programming, Inte-
ger programming, efficient set.
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