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Notations

Symbole || signification

RZ {y e Ry >0}
RY {yeRr:y >0}
RZ _ {yeRP:y >_ 0}
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Introduction générale

ans la vie quotidienne on est souvent confronté a toutes sortes de problémes d’ordre
D économique, industrielle, militaire, etc. Un probléme peut étre décrit et représenté
sous forme d’un langage formel. Par exemple, plusieurs problémes peuvent étre formulés
sous forme d’un probléme d’optimisation combinatoire : il s’agit, en général, de maximiser
(probléme de maximisation) ou de minimiser (probléme de minimisation) une fonction

objectif sous certaines contraintes.

Proposer des méthodes (ou approches) de résolution pour ce type de problémes
revient a considérer deux points majeurs : la qualité de la solution et le temps d’exécution.

En général, la qualité de la solution est elle aussi en fonction du temps.

Généralement, les méthodes que 'on met en ceuvre pour résoudre un probléme
d’optimisation combinatoire dépendent de la complexité de ce dernier. La théorie de la
NP-complétude (Garey et Johnson [37]) fournit de précieux renseignements sur le genre
de méthodes a adopter en fonction de la difficulté intrinséque des problémes. Il n’est en
général pas possible de fournir dans tous les cas une solution optimale dans un temps
raisonnable.

Lorsqu’un seul critére est donné, par exemple un critére de maximisation de profit,
la solution optimale est clairement définie, c’est celle qui a le profit maximal. Mais
dans de nombreuses situations, un seul critére peut étre insuffisant. En effet, la plupart
des applications traitées intégrent plusieurs critéres simultanés, souvent contradictoires.
Intégrer des critéres contradictoires est vraiment un probléme réel. Considérons par

exemples les problémes suivants :

— Louer un appartement bien situé et d’'un prix raisonnable
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— Etablir un planning pour les vacances satisfaisant toute la famille.

— Acheter une voiture.

— Choisir entre plusieurs itinéraires.

Optimiser un tel probléme reléve donc de 'optimisation combinatoire multiobjectif.
Les premieéres études concernant 1'optimisation combinatoire multiobjectif transformaient
les problémes multiobjectif en une succession de problémes mono objectif. Pour cela, un
ordre d’importance sur les objectifs pouvait étre donné, et 'optimisation consistait a opti-

miser un objectif sans dégrader les valeurs déja obtenues pour les objectifs plus prioritaires.

Une autre approche consistait en l'optimisation d’une agrégation linéaire des ob-
jectifs, chacun pouvant avoir un poids représentant son importance. Lorsque 1’on se trouve
dans un réel contexte multiobjectif, il n’est pas toujours possible de trouver un ordre
d’importance sur les critéres. Il est alors nécessaire de rechercher les solutions de meilleur
compromis entre les objectifs. Si cette notion de compromis sera définie plus précisément
dans le chapitre 1, il est facile de voir que dans ce contexte la solution recherchée n’est pas
une unique solution mais un ensemble de solutions représentant les différents compromis
possibles. Ainsi I'optimisation multiobjectif s’intéresse aux particularités liées a ’existence

de ces différentes solutions optimales.

En particulier, les méthodes de résolution devront étre dédiées a ce type de pro-
blémes qui sont la plupart du temps NP-difficiles. De méme, la comparaison de solutions
produites par différents algorithmes n’est plus une chose facile en multiobjectif car il faut

alors comparer différents ensembles de solutions.

Qu’ils comportent un seul ou plusieurs objectifs, les problémes d’optimisation
sont en général difficiles a résoudre. De plus, le temps de calcul nécessaire a leur résolution
peut devenir si important que ’algorithme développé devient inutilisable en pratique. Il
n’existe pas d’algorithme générique capable de résoudre toutes les instances de tous les

problémes efficacement.

Un grand nombre de méthodes ont été développées pour tenter d’apporter une
réponse satisfaisante a ces problémes. Parmi celles-ci, nous distinguons les méthodes
dédiées a un probléme et les méthodes plus génériques pouvant s’appliquer a un ensemble

de problémes. Parmi ces méthodes génériques, nous distinguons deux grandes classes de

Présenté par : Selma Zouaous Sous la direction de : Abdelkader KHELLADI, Professeur a I’'USTHB



10

méthodes : les méthodes exactes et les méthodes approchées.

Les méthodes exactes examinent, souvent de maniére implicite, la totalité de
I'espace de recherche. Ainsi, elles ont l'avantage de produire une solution optimale

lorsqu’aucune contrainte de temps n’est donnée.

Néanmoins, le temps de calcul nécessaire pour atteindre une solution optimale
peut devenir vite prohibitif, et ce, malgré les diverses techniques et heuristiques qui ont été
développées pour accélérer I’énumeération des solutions. Dans de telles situations (et dans
beaucoup d’autres), les méthodes approchées constituent une alternative indispensable et
complémentaire. Le but d’une telle méthode n’est plus de fournir une solution optimale
au probléme donné. Elle cherche avant tout & produire une solution de meilleure qualité

possible avec un temps de calcul raisonnable.

En général, une méthode approchée examine seulement une partie de 1’espace
de recherche. Le choix des solutions examinées est souvent dicté par des heuristiques.
A partir de deux méthodes de résolution différentes, il est possible de concevoir des
méthodes hybrides dans le but de fournir des résultats supérieurs aux deux méthodes qui

les composent.

Le probléme de sac a dos (ou Knapsack problem) est un probléme d’optimisa-
tion appartenant & la classe des problemes NP-difficiles. A cause de son utilité, ce

probléme particulier est de plus en plus utilisé dans le domaine décisionnel.

Le domaine d’application de ce probléme (ainsi que ses variantes) inclut des cas
du domaine de transport, de la logistique, de la fiabilité ainsi que de la production. Le
probléme de sac a dos est intensément étudié dans sa version mono objectif depuis plus
d’un siécle. L'intérét qui lui est porté est en particulier dii au fait qu’il se retrouve en tant

que sous probléme dans de nombreux problémes d’optimisation.

Dans ce mémoire nous nous intéressons au probléme de sac a dos multiobjectif
unidimensionnel en variables binaires cas : biobjectif. Nous étudions un algorithme de
résolution exacte en s’appuyant sur une procédure de séparation et évaluation (“branch-

and-bound”) intitulée méthode en deux phases. Ainsi, nous présentons une procédure de
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pré-traitement avant la résolution du probléeme.

Organisation du document

Ce mémoire est structuré de la maniére suivante :

eDans le premier chapitre, nous présentons l'optimisation multiobjectif. Nous don-
nons quelques notions fondamentales concernant 'optimisation multiobjectif telles que la
dominance, la surface de compromis. Nous décrivons aussi les principales approches de

résolution pour ces problémes.

ele deuxiéme chapitre est consacré aux probléme de sac & dos ou Knapsack pro-
blem,nous présentons quelques variantes de ce probléme ainsi que des méthodes de

résolution.

eDans Le troisiéme chapitre, nous étudions les procédures de réduction de la taille
d’une instance. Nous commencgons par le cas de sac a dos mono objectif ensuite, nous

passons aux problémes d’optimisation multiobjectif

ele quatrieme chapitre contient l'adaptation de la procédure de réduction et la mé-

thode en deux phases dans le probléme de sac & dos biobjectif.

e Le mémoire s’achéve par une conclusion générale sur l'ensemble du travail réalisé

et des perspectives de recherche induites par les résultats obtenus.

Présenté par : Selma Zouaous Sous la direction de : Abdelkader KHELLADI, Professeur a I’'USTHB



FEtat de [’art de l’optimisation

multiobjectif

1.1 Introduction

Les problémes d’optimisation combinatoire issus des problématiques réelles sont la plu-
part du temps de nature multiobjectif car plusieurs critéres d’évaluation souvent contra-
dictoires sont a considérer simultanément. Optimiser un tel probléme reléve donc de I'op-
timisation combinatoire multiobjectif.

L’optimisation multiobjectif posséde ses racines dans les travaux en économie de Edgeworth
[20] et Pareto [62]. Elle a ainsi été initialement utilisée en économie et dans les sciences du
management, puis graduellement dans les sciences pour l'ingénieur.

Ce chapitre a pour objectif de présenter le contexte de l'optimisation multiobjectif, ses

principales définitions et surtout les problématiques liées & ce domaine.
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1.2. DEFINITION 13

1.2 Définition

L’optimisation multiobjectif cherche a optimiser simultanément plusieurs critéres sou-
vent contradictoires. Il ne s’agit plus dans ce cas de trouver une solution optimale mais un
ensemble de solutions représentant un compromis acceptable entre les différents objectifs
contradictoires et connu comme 'ensemble des solutions Pareto optimales (EPO).

Le premier but dans la résolution d’un probléme multiobjectif (MOP) est d’obtenir 'en-
semble EPO ou bien échantillonner des solutions diversifiées dans cet ensemble. La déter-
mination de ce dernier n’est qu’une premiére phase dans la résolution pratique des MOPs,
qui nécessite dans un deuxiéme temps le choix d’une solution & partir de cet ensemble

suivant les préférences du décideur.

1.3 Probléme d’optimisation combinatoire multiobjectif

Un probléme d’optimisation combinatoire multiobjectif (PMO) (multiobjective combi-

natorial optimization problem) peut étre défini par :
Définition 1.3.1.
”Opt” [2’1($>, e 7ZT($)]
reX

(MOP)

ou X = {x € R" gj(z) < 0;j = 1,m}; 2 et g; sont des fonctions a valeurs réelles du
vecteur de décision z € R", Vk = 1,7;¥j = 1,m.

D’apreés cette définition, il est clair que 'optimum n’est plus une simple valeur comme
pour les problémes a un objectif, mais un ensemble de points, appelé I’ensemble des
meilleurs compromis ou le front Pareto.

nn

Remarque 1.3.1. Le symbole signifie qu’il n’est généralement pas possible de trouver
dans X une action qui optimise simultanément les r criteres. Il est remarquable que de cette
fagon un probléme multicritére est correctement formulé par rapport a la réalité concernée
par le probléme de décision.

Il faut donc déterminer une action z* € X telle que,en regard des actions de X, le vecteur
z(x*) = (2§, -+, z;) est bon, acceptable selon les préférences du décideur,voir optimal, &
condition de se doter d'un cadre décisionnel donnant une signification a cette notion.

L’action x* est appelée souvent solution de meilleur compromis.
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1.4. CONCEPTS DE BASE 14

Dans le cadre de I'optimisation multiobjectif, le plus souvent le décideur raisonne plutot
en termes d’évaluation d’une solution sur chaque critére et se place naturellement dans
I’espace des critéres.

L’ensemble Y = z(X) représente les points réalisables dans 'espace des critéres et y =
(y1, -+ yr) avec

y; = z;(x) représente un point de I'espace des critéres.

On impose une relation d’ordre partiel sur cet ensemble de points, appelée relation de
dominance. Sans perte de généralité, nous supposerons par la suite que nous considérons

des problémes de minimisation sauf indication contraire.

1.4 Concepts de base

1.4.1 Dominance de Pareto

Définition 1.4.1. Soient deux vecteurs critéres y,3' € z(X) .On dit que y domine ¥’ si et
seulement si y <y et y £y (ie y; <yiVi=1,--- rety <y pour au moins un indice
Si y domine ' , alors y est au moins aussi bon que ¥’ sur tous les critéres et meilleur
que lui sur au moins un criteére.
[lustrons maintenant cette relation par un exemple en dimension 2 dans la figure 1.1 .
Sur cette figure, Y ('espace réalisable dans I’espace des objectifs) est I'image de X. Ainsi,
chaque point y; est 'image de z; par z : y* = z(2). Prenons le pointy’ comme point de
référence.

Nous pouvons distinguer trois zones :

— La zone de préférence :

est la zone contenant les points dominés par y!,

— La zone de dominance :

est la zone contenant les points dominant 3!,

— La zone d’incompatibilité :

contient les points incomparables avec y?.
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1.4. CONCEPTS DE BASE 15

fa

Jone.de domminanee.

fi

Fi1G. 1.1 — Exemple de domminance

Ainsi, il est clair que y? est dominé par y' (y' est préféré a y?), que y* domine y' (y* est
préféré a y'), et que y* est non dominé (incomparable) avec y' .
Dominance forte

Définition 1.4.2. Soient deux vecteurs critéres v, € Y. On dit que y domine fortement

y' siet seulement siy <y (le y; <yl;Vi=1,---,r)

Si y domine fortement y’ , alors y est meilleur que y’ sur tous les critéres.

1.4.2 Efficacité(ou Pareto optimale)

Définition 1.4.3. Une solution z* € X est une solution efficace s’il n’existe pas de v € X
tel que z(z) domine z(z*).

Efficacité faible

Définition 1.4.4. Une solution z* € X est une solution faiblement efficace s’il n’existe
pas de x € Xtelle que z(z) < z(z*). Une solution est faiblement efficace si son vecteur

critére n’est pas fortement dominé.
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1.4. CONCEPTS DE BASE 16

Efficacité forte
Définition 1.4.5. Une solution z* € X est une solution fortement efficace s’il n’existe pas
de z € Xtelle que x # z*et z(z) < z(z*).

Une solution = est fortement efficace s’il n’existe pas une autre solution telle que le
vecteur critére, qui lui est associé, soit aussi bon que celui de z.

Remarquons que l'efficacité forte implique 'efficacité qui implique a son tour l'efficacité

faible.

1.4.3 Optimalité lexicographique

Cette définition est considérée dans le cas de maximisation.

Définition 1.4.6. (Ordre lexicographique) Soient y! et y* € RP, alors y' est optimale au
sens lexicographique ie y' >, y? s’il existe € {1,--- ,7} tel que pour tout k < L.y} = y?
ety > yi.

Siy' >er y? et yt = y? alors on note y' >_., y?

Exemple 1. Considerons les deux points A et B de RS

A=(1,2,3,9,4,9)
B=(1,2,3,4,5,6)

Pour ces deux points, nous avons A >, B car jusqu’a la troisiéme position ,nous avons
A; = Bii=1,2,3 et, pour la quatriéme position, nous avons 9 > 4.

On conclut donc que la solution A domine lexicographiquempent la solution B.

Exemple 2. Soit le probléme d’optimisation bi-objectif suivant :

max z1(x) = 221 + 5y + 93 + 8xy + 65
max z3(x) = 81 + 6y + 2x3 + 54 + 85
s.c

8xr1 + Txo + drg + 4y + 25 < 17

T1+ T+ a3+ 24+ 25 =3

v €{0,1}  Vie{l,---,5)
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FIG. 1.2 — A gauche, les solutions . A droite, leur images dans l’espace des objectifs.

Ce probléme accepte 8 solutions réalisables, énumérées dans la partie a gauche de la
figure 1.2. La partie a droite représente leurs images dans 1’espace des objectifs.
Seules les solutions x1, 9, 23, T5 et xg sont efficaces, les autres solutions sont toutes domi-
nées.

x1 et xg sont aussi lexicographiquement optimales.

Définition 1.4.7. (Optimalité lexicographique) Cette définition est considérée dans le cas
de maximisation.

Soit 7 une permutation de {1,---,7}.

Une solution admissible x est appelée lexicographiquement optimale par rapport a 7 si

y Rty (*T))

pour tout ' € X, 2,(x) > = lexz(z'), ot zz(x) = (25, (), -

1.4.4 Points particuliers

En vue d’avoir certains points de références permettant de discuter de l'intérét des
solutions trouvées, des points particuliers ont été définis dans I'espace objectif.

Ces points peuvent représenter des solutions réalisables ou non.

— le point idéal y’ est le point qui a comme valeur pour chaque objectif la valeur

optimale de I'objectif considéré.
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y' =yl yp)onyl = mingex Zi(x),Vi € {1, ,r}
Ce point ne correspond pas & une solution réalisable car si c’était le cas, cela
sousentendrait que les objectifs ne sont pas contradictoires et qu’une solution
optimisant un objectif, optimise simultanément tous les autres, ce qui ramenerait le

probléme & un probléme ayant une seule solution Pareto optimale.
— le point utopique 3V est défini comme suit :

yU =yl +¢ oue>(0,--,0)

Il est clair, de par sa définition, que ce point n’est pas réalisable

— le point Nadir 3" :
Les coordonnées de ce point correspondent aux pires valeurs obtenues par chaque
fonction objectif lorsque 1'on restreint ’espace des solutions a la surface de compro-
mis.
Il existe plusieurs approches pour estimer le point nadir, la plus simple consiste

a utiliser une matrice carrée de dimension r appelée matrice des gains et donnée par :

2(T1) 2(T1) ... z(T1)
o 21(T2) 20(T2) ... z(T2)
2(T) 2(Ty) ... z(T)

ou z; est la solution optimale obtenue en minimisant le critére z; sur X, Vi = 1;r.

Le point nadir est alors estimé par le point de R" suivant :

ij = max;_1; Gy, Vj € {1,--- ,r}
Le point idéal est utilisé dans beaucoup de méthodes d’optimisation comme point
de référence.
Le point nadir, lui, sert & restreindre l’espace de recherche; il est utilisé dans

certaines méthodes d’optimisation interactives.
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Z;

__________________ _’Pr_:'. nt Nader

vroni Pareto

| Point Idéal

Z

F1G. 1.3 — Représentation de la frontiére Pareto et des points particuliers.

1.4.5 Caractérisation du front Pareto
Ensemble Pareto complet minimal / Ensemble Pareto complet maximal

Nous rappelons que la solution que nous cherchons pour un probléme d’optimisation
multiobjectif n’est pas unique, mais un ensemble de points, que nous avons appelé a la
section 1.3 ensemble de compromis .

La définition de front se référe a I'espace des objectifs.
Une solution appartient au front si elle n’est dominée par aucune autre solution réalisable.
Résoudre un probléme multi-objectif consiste a trouver les solutions Pareto optimales, et

par conséquent, le front Pareto.

Définition 1.4.8. [16] (Equivalence)

Lorsque deux solutions ont exactement les mémes valeurs pour I'ensemble des objectifs,
elles sont équivalentes dans I'espace objectif, mais peuvent correspondre & deux solutions
différentes dans I’espace décisionnel.

Un ensemble complet Xy est un ensemble de solutions efficaces tel que toute solution
x € X/Xg est soit équivalente, soit dominée par une solution zy € Xg.

Un ensemble complet Xp = sans solution équivalente est dit minimal, tandis que I’ensemble

complet Xp,, contenant toutes les solutions équivalentes est dit maximal.

Remarque 1.4.1. — Pour chaque point y € Yy il existe au moins une solution x € Xg

telle que z(z) = y;
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Notation Signification Image
X ensemble des solutions réalisables Y
XE ensemble complet de solutions efficaces YN
XE,, ensemble complet minimal de solutions efficaces Yn
XEy ensemble complet maximal de solutions efficaces YN
XsE ensemble complet de solutions supportées Ysn
XsE,, ensemble complet minimal de solutions supportées Ysn
XsE,, ensemble complet minimal de solutions supportées Ysn
XsE1,, ensemble complet maximal de solutions supportées extrémes Ysn
XsE, ensemble complet de solutions supportées extrémes Ysn,
X5Ey ensemble complet de solutions supportées non extrémes Ysn,
XNE ensemble complet de solutions non supportées YnN
XNE,, ensemble complet minimal de solutions non supportées YnN
XNEy, ensemble complet maximal de solutions non supportées YNN

TAB. 1.1 — Ensembles de solutions et leurs projections dans I'espace des objectifs.

— tout ensemble complet contient un ensemble complet minimal ;

— toute solution x € X/Xp,, est dominée.

La table 1.1 récapitule les notations concernant les différents ensembles de solutions.

Solutions supportées / Solutions non supportées

Le front Pareto contient deux types de solutions efficaces :

a -les solutions supportées :

leurs images dans Y se trouvent sur I’enveloppe convexe de I'ensemble des solutions

(voir figure 1.4) et peuvent donc étre trouvées a 1’aide d’une agrégation linéaire des

objectifs [35].

b -les solutions non supportées :

elles sont pareto optimales mais leurs images dans Y ne sont pas situées sur I'enve-

loppe convexe de Y.

Aucune de ces solutions ne peut étre obtenue par 'optimisation d’une agrégation

Présenté par : Selma Zouaous

Sous la direction de : Abdelkader KHELLADI, Professeur a I’'USTHB



1.4. CONCEPTS DE BASE 21

linéaire des objectifs.

Enveloppe convexe

Solution Pareto supportée * Solution dominée

@ Solution Pareto non supportée

F1G. 1.4 — Représentation des différents types de solutions en bi-objectif.

Théoréme 1.4.1. (Somme pondérée [75])
Soit P un MOP avec p objectifs.Soit \ € ]Rg.

On construit le probléeme mono-objectif Py :

DPx

ou l'opérateur - représente le produit scalaire.

Si x* est une solution optimale de py, alors on a les énoncés suivants :

1. Si X\ € R’é, alors x* est faiblement efficace;
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2. Si A€ RY, alors x* est efficace ;

3. Si\€e ]Rg et x* est ['unique solution optimale de py, alors x* est efficace .

L’utilisation d’une somme pondérée ne permet de trouver que les solutions efficaces dont
les images se situent sur la frontiére de l’enveloppe convexe de Y, notée conv(Y).

Les autres solutions efficaces ne peuvent étre obtenues quel que soit le poids A.

1.4.6 Convexité

Définition 1.4.9. Un ensemble A est convexe, si et seulement si I’équivalence suivante est
vérifiée :

reANT € A<= Segment(z,2') C A

La convexité est le premier indicateur de la difficulté du probléme. En effet, certaines
méthodes sont dans l'incapacité de résoudre des problémes non convexes de maniére opti-
male.

Mais il existe d’autres indicateurs tout aussi importants, notamment la continuité et la

nature des variables de décision (entiéres ou réelles), etc..

1.5 Complexité et difficulté de 'optimisation combina-

toire multiobjectif

Les problémes d’optimisation combinatoire multiobjectif (OCMO)sont trés complexes.
En effet, la difficulté des problémes d’optimisation due au phénomeéne d’explosion combina-
toire s’additione de nouvelles difficulté propre aux problémes d’optimisation multiobjectif.
Un probléme d’'OCMO est un probléme Non Polynomial(NP) si la détermination d’un
point non dominé ne peut étre faite en temps polynomial pour toutes les instances du
probléme. Serafini (1987) [08]a proposé la définition suivante de la NP-complétudepour
les problémes OCMO :

Définition 1.5.1. Pour chaque point z existe -t-il une solution = € Xtel que :F(x) < 27
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D’aprés la définition 1.5.1, un probléme D’OCMO serait NP si les problémes d’optimi-
sation combinatoire mono objectif qui lui correspondent sont NP.Serafini démontre aussi
comment certains probléme d’optimisation mono objectif "facile" deviennent NP-complet
dans le cas bi-objectif.C’est le cas pour le probléme d’affectation et le probléme de plus
court chemin. Dans plusieurs OCMO, la détermination d’un ensemble complet est trés
difficile. Malgré que les solutions supportées sont obtenues par la résolution d’un pro-
gramme linéaire pondéré s’il existe un algorithme efficace pour la résolution du probléme
mono objectif associé ;mais aussi le calcul des solutions non supportées est trés intéressant.
Or, la détermination de ces solutions nécessite généralement de résoudre des problémes
NP-difficiles, méme si le probléme mono objectif considéré peut étre résolu en temps poly-
nomial.

Par conséquent, une difficulté pratique dans la résolution des MOCO provient de la déter-
mination d’'un ensemble X . De plus, des expérimentations ont montré que les solutions
non supportées, en plus d’étre plus difficiles & obtenir, peuvent également étre beaucoup
plus nombreuses que les solutions supportées [77].

D’un point de vue théorique, la plupart des OCMO sont NP-complets, P-complets et in-
traitables [21] . En particulier, Hugot a démontré U'intraitabilité du probléme de sac a dos
multiobjectifs [51]. Cependant, cette propriété apparait méme si le probléme mono objectif

correspondant est dans la classe P.

1.6 Choix de la méthode d’aide a la décision

Nous rappelons que la résolution d’un probléme multiobjectif menant a la détermination
d’un ensemble de solutions Pareto.
Pour le choix d’une solution finale & garder, il est nécessaire de faire intervenir I’humain a
travers un décideur. Ainsi, avant de se lancer dans la résolution d’un probléme multiobjectif,
il faut se poser la question du type de méthode d’optimisation a utiliser.
En effet, on peut ranger les méthodes de résolution de problémes multiobjectif en trois
familles, en fonction du moment ot intervient le décideur. Ainsi nous pouvons trouver les
familles suivantes :
— Les méthodes a préférence a priori :
Dans ces méthodes, 'utilisateur définit le compromis qu’il désire réaliser (il fait par
de ses préférences) avant de lancer la méthode d’optimisation.

Nous retrouvons dans cette famille la plupart des méthodes par agrégation (ou les
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fonctions objectifs sont fusionnées en une seule).

— Les méthodes a préférence progressives :
Dans ces méthodes, 1'utilisateur affine son choix de compromis au fur et & mesure
du déroulement de I'optimisation.

Nous retrouvons dans cette famille les méthodes interactives.

— Les méthodes a préférence a posteriori :
Dans ces méthodes, 1'utilisateur choisit une solution de compromis en examinant

toutes les solutions extraites par la méthode d’optimisation

Il existe des méthodes d’optimisation multiobjectif qui n’entrent pas exclusivement dans
une de ces familles. Par exemple, on peut utiliser une méthode a préférence a priori en lui
fournissant des préférences choisies au hasard. Le résultat sera alors un grand nombre de
solutions qui seront présentées a 'utilisateur pour qu’il décide de la solution de compromis.

Cette combinaison forme alors une méthode a préférence a posteriori.

1.7 Meéthodes classiques de résolution

1.7.1 Meéthodes de résolution exacte

Il y a trés peu de travaux sur les méthodes exactes dans le contexte de la résolution
des problémes d’optimisation multi-objectif,sans doute, a cause de la grande difficulté de
ce type de probléme.

Les références existantes et qui présentent la plupart des méthodes exactes sont Ulungu
[73] et Ehrgott et Gandibleux 2000 [22] .

Ces méthodes sont basées principalement sur les procédures de Branch and Bound, Cut
ou Price et la programmation dynamique. Une approche particuliére pour 'optimisation

multi-objectif est la programmation par but.

L’agrégation linéaire

Cette méthode populaire transforme le probléme multi-objectif en un probléme mono-
objectif en combinant linéairement les différents objectifs. Ainsi, le nouveau probléme ob-

tenu, car il s’agit alors d’un probléme différent, consiste a optimiser ;\; f;.
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Le théoréme de Geoffrion|35| indique qu’en utilisant différentes valeurs pour le vecteur A,
il est possible d’obtenir toutes les solutions supportées du probléme multi-objectif initial.
Par contre, aucune solution non supportée peut étre trouvée par cette méthode.

La méthode d’agrégation linéaire a donc ses limites. Toutefois, elle est intéressante pour
des problémes ayant de nombreux objectifs et /ou un grand nombre de solutions supportées

bien réparties. Dans ce contexte, il peut étre suffisant de générer les solutions supportées.

La recherche dichotomique

La recherche dichotomique offre un schéma d’application de l'agrégation linéaire
permettant d’obtenir les solutions supportées.Elle est initialement proposée par Aneja et
Nair [77] pour la résolution exacte du probléme de transport bi-objectif.

Elle consiste & trouver les poids A € R2 qui permettent d’obtenir tous les points supportés
extrémes.

Cette méthode peut étre appliquée a n’importe quel probléme puisque elle n’utilise aucun
caractéristique du probléme de transport. La méthode consiste,initialement & déterminer
pour chaque objectif la solution optimale associée x! etx?.

Soit S la liste des solutions efficaces supportées trouvées; cette liste est initialisé par les
deux solution optimales x! eta? respectivement des deux critéres Z; et Z,, ot leurs valeurs
dans l'espace des critéres sonty' = (Z1, Z3)et y* = (Z%, Z3).

Les solutions de S sont rangées par ordre croissant du critére Z;.

Soient x” et x* deux solutions consécutives de S.

Une itération de cet algorithme consiste a résoudre un probléme P,défini par :

M =245—ZSet \g =247 —Z7

,ouy" et y® sont deux points consécutifs avec Z] < Z7.

Le vecteur \ correspond a la normale a la droite joignant les y" et y* (voir figure 1.5 )

Le point ' obtenu par la résolution de probléme paramétrique Py est situé entre les deux

points y" et y® selon deux situations :

1. Si A.y' > Ay, alors deux nouveaux problémes Py définis par y" et y', et y' et y°

doivent étre résolus (figure 1.6) ;

2. Si Ay’ = \.y", la recherche s’arréte.
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F1G. 1.5 — Probléeme P défini par y" et y°.

F1G. 1.6 — Un nouveau point supporté est trouvé, la dichotomie continue.

Cette méthode est restée limitée au cas bi-objectif jusqu’a trés récemment. Dans ses travaux

de these, Przybylski [53] I’a étendue a trois objectifs et plus en proposant une autre fagon
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de calculer les poids.

Cette procédure sera détaillée dans le chapitre 4.

Meéthode ¢ contrainte

Cette méthode permet de transformer le probléme d’optimisation multiobjectif en
un probléme mono objectif. La méthode consiste a convertir m — 1 des m objectifs du
probléme en contraintes et d’optimiser séparément I’objectif restant|!1].

La démarche est la suivante :

— Nous choisissons un critére a optimiser prioritairement
— Nous transformons le probléme conservant 1’objectif prioritaire et nous nous trans-

formons les autres objectifs en des contraintes d’inégalité

Le probléme peut étre reformulé de la maniére suivante :

(minimiser [fi(2))]

tq:

filz) <e

fici(z) < €

fir1(x) < €pa

fm($) <é€m

et que g(x) <0

(avec,z € R", f(z) € R™, g(x) € RY

L’approche par € -contrainte doit aussi étre appliquée plusieurs fois en faisant varier le
vecteure pour trouver un ensemble de points Pareto optimaux.

Cette approche a 'avantage par rapport a la précédente de ne pas étre trompée par les
problémes non convexes.

Ainsi la figure 1.7 illustre, en dimension 2, le cas ot un point(€; fimin), de la partie non

convexe, est trouvé. La figure 1.7 montre aussi comment cette approche procéde.
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En transformant des fonctions objectifs en contraintes, elle diminue la zone réalisable par
paliers. Ensuite, le processus d’optimisation trouve le point optimal sur 'objectif restant.
L’inconvénient de cette approche réside dans le fait qu’il faille lancer un grand nombre de
fois le processus de résolution. De plus, pour obtenir des points intéressants et bien répartis
sur la surface de compromis, le vecteure doit étre choisi judicieusement.

Il est clair qu'une bonne connaissance du probléme a priori est requise.

fa
— Front Pareto

ZJone non réalisabl

Zone réalisable

Tl fi

FiG. 1.7 — Interprétation graphique de la méthode

Algorithme en deux phases

La méthode en deux-phases a initialement été proposée par Ulungu et Teghem pour la
résolution d’un probléme d’affectation bi-objectif [74].
Cette méthode consiste a séparer la détermination des solutions efficaces Xp en deux
phases ou la premiére phase cherche & calculer toutes les solutions supportées Xgg et
la deuxiéme consiste a déterminer les solutions efficaces restantes Xyg (solutions non
supportées), et de réutiliser des algorithmes efficaces pour le cas mono-objectif quand il
en existe.
Ces algorithmes ayant été congus pour profiter pleinement de la structure du probléme,
toute modification de cette structure empéche leur utilisation. C’est pourquoi on s’interdit

avec cette méthode d’ajouter des contraintes sur les valeurs des fonctions objectifs.
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Cette méthode travaille donc essentiellement dans ’espace objectif.

1. Premiére phase
L’objectif de la premiére phase est d’obtenir ’ensemble des solutions Pareto sup-
portées. Comme nous 'avons vu précédemment, ces solutions ont I'avantage d’étre
relativement faciles & trouver puisqu’elles ont obtenu a partir d’une résolution d’une
certaine combinaison linéaire des objectifs en utilisant, généralement la variante de
Aneja et Nair 1.7.1 [77].

2. Deuxiéme phase
La deuxiéme phase consiste alors a la recherche des solutions efficaces non suppor-
tées.
Les solutions trouvées dans la premiére phase sont utilisées pour réduire I’espace de
recherche et déterminer les solutions non supportées.
Dans le cas bi objectif Ulungu et Teghem proposent alors d’utiliser les solutions
supportées trouvées a l'issue de la premiéere phase,pour réduire 1’espace de recherche.
Pour ce faire, ils se sont basés sur un argument géométrique qu’ils ont établi
théoriquement et dont le principe est le suivant : les solutions non-supportées sont
forcément dans les triangles rectangulaires basés sur deux solutions supportées
consécutives (voir figure 1.8) Ainsi, une recherche de type deuxiéme phase est
exécutée entre chaque couple de solutions supportées adjacentes (voir figure 1.9,1.10
).
A la fin de la deuxiéme phase, toutes les solutions efficaces sont trouvées.
La méthode de recherche adoptée durant la deuxiéme phase dépend du probléme
étudié. En général, la deuxiéme phase utilise un schéma de recherche arborescente
par séparation et évaluation (Branch and Bound)[2!| [Ehrgott et Gandibleux,
2000] en exploitant la structure particuliére du probléme & résoudre pour rendre la

recherche plus efficace.

La méthode & deux phases semble intéressante dans le sens ou elle propose
un schéma général pour la résolution exacte des problémes bi-objectifs de type
MOCO. Toutefois, 'application de cette méthode a un probléme bi-objectif donné
nécessite l'existence d’un algorithme efficace pour la version mono-objectif de ce

probléme.
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Il est & noter que la méthode a deux phases a été appliquée avec succeés au probléme
d’affectation bicritére |[Ulungu et Teghem, 1995||75]. Des améliorations de cette
méthode ont été proposées et appliquées sur le probléme d’affectation bicritére
[Przybylski, Gandibleux, et Ehrgott, 2008][65] et celui de flowshop bicritére [Lemesre,
Dhaenens, et Talbi, 2007] [55]. Néanmoins, ces améliorations restent moins générales
que la méthode originale puisqu’elles tiennent amplement compte des spécificités

des problémes étudiés.

Firge — —

O f,i5) r

Fig. 1.8 — a
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1.7.2 Meéta-heuristiques multiobjectif

Du fait que tous les algorithmes exacts sous-entendent une énumération explicite ou
implicite de toutes les solutions, de tels algorithmes deviennent alors inefficaces dés que la
taille des problémes (ex., nombre de variables, nombre de fonctions objectifs, nombre de
contraintes) augmente de fagon considérable. En outre, une grande partie des problémes
de type MOCO sont NP-difficiles [Papadimitriou et Steiglitz, 1982| [Ehrgott, 2005 dans le
sens ol il n’existe pas (jusqu’a présent !) d’algorithme(s) exact(s) capable(s) de les résoudre
en un temps polynomial en fonction de leur taille. Pour illustrer de maniére pratique cette
problématique, considérons le fameux probléme de voyageur de commerce (Traveling Sa-
lesman Problem ou TSP).

Ainsi, afin de procurer rapidement des solutions de bonne qualité mais qui ne sont pas
nécessairement Pareto-optimales, des méthodes approchées (i.e. ; heuristiques et métaheu-
ristiques) ont été mises au point.

Ces trois derniéres décennies ont connu des développements et des améliorations fulgurents
des méthodes de résolution approximatives, appelées habituellement "heuristiques et mé-
taheuristiques".

Une heuristique est définie par [66], comme une technique qui détermine de bonnes solu-
tions(i.e proche de 'optimal)en un temps de calcul raisonnable sans pour autant guarantir
la réalisabilitéou l'optimalité ou méme dans de nombreux cas connaitre sa proximité de
la solution optimale. La plupart d’entre elles sont congues pour des problémes spécifiques
et ne peuvent étre utilisées pour résoudre d’autres types de problémes.Au contrire, les
métaheuristiques sont des méthodes générales de recherche dédiées aux problémes d’opti-
misation difficile.Contrairement aux méthodes exactes, les méthodes métaheuristiques ne
garantissent pas de trouver de maniére exacte I’ensemble des solutions Pareto optimales
mais une approximation aussi bonne que possible de cet ensemble dans un temps ac-
ceptable. Cet approximation est également appelée ensemble de solutions potentiellement
efficaces.

Les métaheuristiques ont été appliquées avec succées sur un grand nombre de problémes
académiques et réels : probléme d’affectation quadratique, coloriage de graphe, voyageur de
commerce,- - -. Le lecteur intéressé peut consulter [13] pour une présentation de quelques
applications importantes.

Ces méthodes sont, en général, présentées sous la forme de concept d’inspiration. Elles
reprennent des idées que l'on retrouve parfois dans la vie courante. Ces méthodes ont des

inspirations de 1’éthologie comme les colonies de fourmis, de la physique comme le recuit
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simulé, et de la biologie comme les algorithmes évolutionnaires.

Ehrgott et Gandibleux [25] classent ces méthodes essentiellement en deux classes :les
algorithmes évolutionnaires (avec plusieurs solutions) et les algorithmes d’exploration de
voisinage (& solution unique).

Des explications détaillées sur les nombreuses variantes de ces algorithmes sont données
dans [20].

Les algorithmes d’exploration de voisinage (a solution unique)

Le principe général le plus utilisé dans les méthodes métaheuristiques est celui de
voisinage ; cette derniére est un impact important sur le comportement des métaheuris-
tiques pour les problémes combinatoires; tel que a chaque solution d’un probléme, nous
associons un sous ensemble de solutions. Ce sous ensemble qu’il est possible d’atteindre
par une série de transformations de données . Par extension nous désignons par le terme
" voisinage" I’ensemble des transformations considérées .

Cette méthode démare avec une solution initiale et une direction de recherche,se traduisant
par un poids A € RZ. La procédure détermine une approximation des points non dominés
corespondants a la valeur données par .

Un mécanisme local de pondération des objectifs guide la recherche sur une partie de
la frontiére efficace Yy. La convergence est donc locale. Ce principe est répété pour
plusieurs directions de recherche pour obtenir une approximation compléte de Yy. Ce

type d’algorithme a la caractéristique de converger rapidement grace a leffort écono-

misé dans la dispersion. Cependant, cette économie rend plus difficile la couverture de Yy.”

La Recherche Tabou

La recherche Tabou (Tabu Search) est introduite par Glover [10]. Cette méthode fait aussi
usage de la structure de voisinage pour évoluer d’une solution a une autre. Par ailleurs, la
recherche Tabou utilise d’autres techniques plus sophistiquées pour palier aux problémes
posés par la recherche locale. En fait, en examinant le voisinage de la solution courante,
la recherche Tabou retient toujours la meilleure solution voisine méme si celle-ci est plus
mauvaise que la solution courante. Cependant, cette stratégie peut entrainer des cycles
(i.e.; on peut reboucler indéfiniment sur des solutions déja visitées auparavant). Pour
éviter ce probléme de cyclage, on introduit une sorte de mémoire appelée liste Tabou et
qui sert & amémoriser les derniéres solutions visitées dans le but d’interdire leur visite

pendant les prochaines itérations. Concrétement, si L est la taille de la liste Tabou, alors
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la derniére solution retenue est introduite dans cette liste en remplacant la solution Tabou
la plus ancienne et elle sera ainsi interdite pendant les L. prochaines itérations. De cette
facon, on évite tous les cycles de longueur inférieure a L.

Il existe plusieurs techniques permettant d’améliorer les performances de la méthode
Tabou, en particulier, l'intensification et la diversiffication. L’intensification permet de
se focaliser sur certaines zones de l’espace de recherche en apprenant des propriétés
favorables. La diversification a un objectif inverse de I'intensification. En effet, elle cherche
a diriger la recherche vers des zones inexplorées. L’intensification et la diversification
jouent donc des roles complémentaires.Dans certains cas, il est également judicieux
d’intensi fier les recherches sur des zones qui semblent étre prometteuses. D’autre part,
la recherche Tabou peut nécessiter une longue période a explorer une zone particuliére
de 'espace de recherche. Alors pour stopper une telle recherche cotiteuse et diversifier la
recherche sur une autre zone, on peut ajouter un mécanisme de diversification. La diversi
fication est d’autant plus importante que lorsqu’il s’agit de résoudre des problémes de type
Multiobjectifs du fait que, dans un tel cas, il ne s’agit pas d'une seule solution optimale
mais d'un ensemble de solutions bien réparties sur le front Pareto. noter que ces derniéres
années, la recherche Tabou a été appliquée avec succés a un certain nombre de probléemes
d’optimisation Combinatoire [11],[3]. Un large éventail d’applications de cette méthode,
se retrouve dans [12].

Le recuit simulé

La méthode du recuit simulé (Simulated Annealing (SA)) est inspirée du processus de
recuit métallurgique (i.e.; processus de refroidissement des métaux). Comme pour la
recherche Tabou, le recuit simulé peut retenir une solution voisine de qualité moins
bonne que celle de la solution courante. Mais, ’acceptation d’une telle solution se fait
de maniére stochastique et non pas déterministe. Pour ce faire, la méthode introduit une
probabilité d’acceptation qui dépend de la qualité de la solution et d’un paramétre T
appelé température. Le paramétre T (simulant le degré de température dans le processus
du recuit métallurgique) est systématiquement ajusté pendant la recherche. Pour étre
clair, nous essayons de décrire le fonctionnement de l'algorithme du recuit simulé de la
fagcon la plus générale et la plus simple possible. Désignons par F la fonction évaluant
la qualité d’une solution donnée (elle correspond souvent a une agrégation linéaire des
fonctions objectifs) et par A ’archive des solutions potentiellement non dominées. Alors,

le fonctionnement général d’un algorithme de recuit simulé multiobjectifs est le suivant :
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— Choisir aléatoirement une solution initiale x.

— Calculer une solution voisine de x; soit y.

— Calculer I'ecart de qualite entre y et x :

AF = F(y) - F(x)

— Si AF > 0, alors remplacer x par y. Sinon, pour accepter (ou ne pas accepter) y,

utiliser la probabilite d’acceptation suivante :

AF

P=expT

— Diminuer la temperature T au fur et a mesure du deroulement de I’algorithme.

— Mettre a jour A vis-a-vis de la nouvelle solution retenue.

Répéter les étapes de 2 a 6 tant que la temperature T n’a pas atteint un seuil minimal
fixe a ’avance.

Une difficulté spécifique a l'algorithme du recuit simulé est I'ajustement du paramétre de
la température T. Un ajustement adéquat du parameétre T s’avére nécessaire d’autant plus
que ce paramétre a un effet non négligeable sur la performance de I'algorithme.

En effet, une diminution rapide de T peut entrainer une convergence prématurée de l'algo-
rithme tandis qu'une diminution lente peut altérer la convergence de ’algorithme vers des
solutions de bonne qualité. Voici quelques suggestions qui ont été proposées pour le réglage
du parameétre T. La température T est souvent diminuée par paliers (i.e.; de maniére pé-
riodique en fixant un nombre d’itérations) au lieu d’étre diminuée a chaque itération. La
température initiale doit étre suffisamment élevée afin de donner une chance équilibrée a
toutes les solutions visitées durant le premier palier. On peut aussi envisager d’accentuer
la diminution au fur et & mesure qu’on s’approche du seuil de température représentant le
critere d’arrét de I’algorithme. La combinaison de ces techniques permet de diversiffier la
recherche au début de 'algorithme en espérant atteindre plusieurs zones prometteuses qui
vont étre exploitées intensivement vers la fin de 'algorithme.

La méthode du recuit simulé en optimisation multiobjectif a d’abord été abordée sous
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'angle agrégatif [09],[33]. Les deux méthodes les plus populaires sont la méthode MOSA
(Multiple Objective Simulated Annealing) proposée par Ulungu et al. [70] et la méthode
PASA (Pareto Archived Simulated Annealing) proposée dans [28]. L’algorithme MOSA
utilise les caractéristiques du recuit simulé pour rechercher le front Pareto. Cette méthode
fonctionne bien car, & haute température, le recuit simulé répartis les individus sur toute
une surface.

L’algorithme PASA utilise une fonction d’agrégation des fonctions objectifs, couplée avec

un systéme d’archivage des solutions non-dominées.

Les algorithmes évolutionnaires(a solution multiple)

On peut distinguer trois grandes classes d’algorithmes évolutionnaires : les algorithmes
génétiques |[Holland, 1975; Goldberg, 1989], les stratégies d’évolution [Schwefel, 1981] et
la programmation évolutive [Fogel, 2000]. Ces méthodes se distinguent par la maniére de
représenter I'information et par la fagon de faire évoluer la population d’une génération a
lautre. Un algorithme évolutionnaire est typiquement composé de trois éléments fonda-
mentaux :

— une population constituée de plusieurs individus représentant des solutions poten-

tielles (configurations) du probléme donné,

— un mécanisme d’évaluation des individus permettant de mesurer I'adaptation

de I'individu & son environnement,

— un mécanisme d’évolution de la population permettant, grace a des opérateurs

predéfinés, d’éliminer certains individus et d’en créer de nouveaux.
Parmi les composants d’un algorithme évolutionnaire, I’#ndividu et la fonction d’éva-
luation correspondent respectivement & la notion de configuration et & la fonction
d’évaluation dans les méthodes de voisinage. Le mécanisme d’évolution est composé de

plusieurs opérateurs tels que la sélection, la mutation et le croisement.

La sélection a pour objectif de sélectionner des individus qui vont pouvoir se
reproduire pour transmettre leurs caractéristiques a la génération suivante. Le croise-
ment ou recombinaison est un opérateur permettant de construire de nouveaux individus
enfants a partir des caractéristiques d’individus parents sélectionnés. La mutation
effectue des légéres modifications de certains individus. Comme exemple des algorithmes

évolutionnaires, nous présentons maintenant les algorithmes génétiques [3].
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Algorithmes génétiques
Les algorithmes évolutionnaires sont parmi les métaheuristiques a base de population. Ils
sont inspirés de la biologie et introduisent le théoréme de Darwin dans I’évolution des
espéces. Les algorithmes génétiques (AGs) ont été introduits par Holland [Holland, 1975
[19]] comme un modéle de méthode adaptative. Ils s’appuient sur un codage de 'information
sous forme de chaines binaires de longueur fixe et d’un ensemble d’opérateurs génétiques : la
sélection, la mutation, le croisement,. .. Un individu sous ce codage, appelé un chromosome,
représente une configuration du probléme [3].

Récemment, beaucoup de recherches ont été menées sur I'application des algorithmes
évolutionnaires aux problémes d’optimisation multiobjectif. Celles-ci ont permis de mettre
en avant I'intérét d’utiliser des méthodes d’optimisation basées sur le concept de population.
Des exemples d’algorithmes évolutionnaires sont donnés par VEGA (Vector Evaluated
Genetic Algorithm [18] , MOGA (Multiple Objective Genetic Algorithm [60]),(NSGA) (non
dominated sorting genetic algorithm [70]),SPEA(Strength Pareto evolutionary algorithm
[79])ou encore (M-PAES(memetic Pareto archived evolution strategy algorithm [15])

1.7.3 Meéthodes hybrides de résolution des problémes d’OCMO

Une autre fagon d’améliorer les performances d’un algorithme consiste a le combiner
avec une autre méthode [71].Ce principe général, appelé hybridation, peut s’appliquer pour
un grand nombre de méthodes.Une multitude d’algorithmes hybrides ont fait leur appari-
tion ces derniéres années.Nous pouvons ainsi citer pour le cas des problémes multiobjectif :
La méthode MOTS([17],[36]) combinant une population et une recherche Tabou, la mé-
thode PSA [I6]combinant un algorithme génétique et le récuit simulé, la méthode M-PAES
[15]intégrant un schéma généralisant 'implémentation d’un grand nombre d’algorithmes
hybrides pour I'optimisation des problémes multiobjectif. Un cas particulier de I’hybri-
dation entre deux méthodes consiste & combiner une méthode de recherche locale et une
méthode exacte : La méthode du recuit simulé hybride [15] appliquée au probléme "des
enchéres combinatoires "(a un seul objectif ) combine la métaheuristique du récuit simulé
avec une méthode exacte du type "branch and bound".Suivant la maniére dont elle effec-
tuée cette combinaison, la méthode hybride considérée donnera lieu soit & une méthode

exacte soit & une méthode approchée.
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1.8 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons donné un apercgu sur les problémes d’optimisation mul-
tiobjectif, la complicité de ces problémes ainsi les méthodes de résolution proposées.
Dans le chapitre suivant nous allons focaliser notre étude sur un cas particulier de ces

problémes, qui est le probléme de sac & dos multiobjectif.
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Problémes de type sac a dos

2.1 Introduction

Le probléme de sac a dos (ou knapsack problem (KP)) est un probléme classique d’op-
timisation appartenant a la classe des problémes NP-difficiles.

Le probléme est de remplir un sac & dos supportant un poids maximum c avec des objets
ayant un poids wj,pour j = 1,---,n, et un indice de satisfaction de telle sorte que la
satisfaction totale (fonction objectif) Z(x) soit maximale.

La question qui se pose est de savoir quels objets doit-on mettre dans le sac?

Ce probléme intervient comme un sous-probléme dans plusieurs problémes, par exemple,
les problémes de découpe (voir Gilomre et Gomory [3]) lors de la génération d’un pivot du
simplexe.

Sous le terme de “sac-‘a-dos” sont regroupées différentes variantes qui, bien qu’elles semblent
trés proches, ne font pas du tout appel aux mémes méthodes de résolution -exactes ou
approchées- pour une variante donnée.

Dans ce chapitre, nous rappelons les diverses formes de problémes,; a savoir sac a dos mono

Présenté par : Selma Zouaous Sous la direction de : Abdelkader KHELLADI, Professeur a I’'USTHB



2.2. LE PROBLEME DE SAC A DOS (KNAPSACK PROBLEM (KP)) 41

== ¢

15 K9

F1G. 2.1 — probléme du sac a dos

objectif unidimensionnel, borné et non borné multidimensionnel, sac & dos multiobjectif et
sac & dos multiobjectif multidimensionnel, ainsi que ’essentiel des approches de résolution

existantes.

2.2 Le probléme de sac & dos (knapsack problem (KP))

Le probléme de sac a dos est un probléme d’optimisation combinatoire consiste a sélec-
tionner un sous-ensemble d’objets pour remplir le sac & dos dont on dispose.
En outre, cette sélection doit étre faite de maniére a maximiser une fonction exprimée
en fonction des profits associés aux objets, tout en respectant la contrainte relative a la
capacité du sac.
Formellement, si n est le nombre d’objets, alors le probléme de sac a dos unidimentionnel
en variables binaires 01 — K P peut étre formulé de la maniére suivante :
4

max Z(x) =Y, cr; ¢ € N

tq :
(OI—KP) d

Yorjwir <w  w,w; € N*

(zi € {0,1}Vi e {1,--- ,n}
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ol ¢; est le profit apporté par la sélection de 'objet i et w; est son poids.

La contrainte exprime le fait que les objets sélectionnés doivent tenir dans la capacité w
du sac a dos.

Si un objet i est sélectionné alors la variable x; associé prend la valeur 1 sinon elle prend

la valeur O .

2.2.1 Variantes autour du probléme

Il existe de nombreuses variantes du probléme de sac a dos, selon le domaine des va-
riables (valeurs binaires, entiéres ou réelles), le nombre de contraintes (unidimensionnel,
bi-dimensionnel ou multidimensionnel), le nombre de fonction objectif (mono-objectif ou
multi-objectif), le nombre de sacs, etc.

Du fait de la quantité des paramétres intervenant dans la formulation,les variantes sont
nombreuses. Cette section présente quelques unes d’entre elles.
Le lecteur désireux de connaitre plus de détails sur ces variantes ou sur d’autres pourra se

référer a [78],[23].

Variables continues

Le probléme de sac & dos en variables continues (LKP) est une variante dans laquelle il
est possible de ne prendre qu’une fraction des objets. Sa résolution s’appuie sur les concepts

d’efficacité d’un objet et d’élément bloquant, définis ci-dessous.

Définition 2.2.1. (Efficacité d’un objet)

On appelle efficacité d'un objet i le rapport de son cofit sur son poids, noté e; = <.

Définition 2.2.2. (Elément bloquant)

On appelle élément bloquant le premier objet ne pouvant tenir dans le sac lorsque les
objets sont ajoutés par ordre décroissant d’efficacité.

Son indice sera noté :

s =min{k : ) ., w; > w}, pour les e; triés en ordre décroissant.

En suivant l'ordre décroissant des e; la solution optimale du (LKP) se présente comme
suit [56]
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1 St i1=1,s—1
k—1
" W din Wi st 1=35
Ws
0 stnon

Dot 2 (LKP) = ik e+ (w - Sib s

Le probléme (LKP) est un probléme relaxé de 01K P

Ainsi, si I est une instance de ce dernier et I*" est I'instance obtenue & partir de I en
remplagant la contrainte x; € {0,1},Vi € {1,--- ,n} par z; € [0;1],Vi € {1,--- ,n}, alors
inégalite z*(I) < z*(IF) se vérifie, out 2*(I) est la valeur optimale des solutions d’une
instance I. De plus, LKP appartient a la classe de complexité P.

Pour cela, il est souvent utilisé dans la résolution des variantes & variables entiéres, dans

I'optique d’obtenir une borne supérieure de la solution optimale en un temps raisonnable.

Sac a dos a variables bornées

Le probléme défini précédement peut étre généralisé en assignant pour chaque objet 7
une borne b; a ne pas dépasser (b; < ), nous obtenons donc le probléeme de sac & dos a

variables bornées dont la formulation mathématique est la suivante :

(

MazimiserZ(z) =1, cix;
S.C:

22:1 wir; < w

n

x;  entier, 1=1,---,n
\
Dans le cas ou b, = +oo le probléme s’appelle Sac a dos & variables non bornées

(unbounded Knapsack problem). Et pour b; = ¢;, ce probléme est intitulé "sub-set -sum
problem" ou bien la somme des sous ensembles.

Un probléme de sac a dos a variables non bornées trés particulier est consideré lors que,
¢j=1,7=1.--- n et en imposant 1’égalité pour la contrainte capacité Y .  w;z; = w,

ce probléme s’appelle "Change-making problem", cependant ce probléme peut étre avoir
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une extension a variables non bornées (Unbounded change-making problem ).

Sac a dos multi-dimensionnel

Le probléme de sac a dos multi-dimensionnel(d-KP), est une variante du probléme
ayant plusieurs contraintes de capacité.Il peut étre considéré comme un programme
linéaire en nombres entiers (ILP) classique sous la seule restriction que les coefficients
soient positifs et les variables binaires.

Son champ d’application est large, ce qui a grandement contribué a sa popularité.

(
MazimiserZ(z) =1, cix; c; € N*
s.C:
(@-xp){>°
ot wle <w; o wyw; € NG e {1, d}
| 7 €{0,1}  Vie{l,---,n}
Comme le souligne un récent état de Uart de Fréville [30], cette variante a été intensément

utilisée pour modéliser des situations de gestion de portefeuilles ou de sélection de projets.
Il est, de plus, largement utilisé dans I’évaluation de méta-heuristiques [1|,en particulier
pour la recherche tabou et les algorithmes génétiques. Cette variante est intrinséquement
difficile. Ainsi, les méthodes de résolution exacte actuelles se limitent a des instances de
quelques centaines de variables pour une dizaine de contraintes.

Ainsi, la meilleure solution pour résoudre une instance de d - KP aujourd’hui consiste en

'utilisation d’heuristiques [32] ou de méta-heuristiques [12],[54][59].

Sac a dos multiple

Le probléme de sac a dos multiple (MKP) consiste a répartir un ensemble d’objets
dans plusieurs sacs a dos de capacité différentes en respectant les contraintes de capacité
de chaque sac et en maximisant le profit total. Une application possible du probléme
(MKP) est le chargement de cargos (Eilon et Christofides [ECT1]).

Ce probléme est aussi un cas particulier du probléme d’affectation généralisée (PAG).

Le probléme (MKP)peut étre modélisé par le programme linéaire suivant :
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(

MazimiserZ(z) =Y, Z;"Zl i ¢; € N*
s.C:
(MKP) S S wayy <w;  wjw; € N2 j€{1,--- ,m}
Sriw <1 Vie{l, n}

v, €{0,1} Vie{l,---,n}je{l,--- ,m}

Sac a dos multiobjectif

Le probléme de sac & dos multi-objectif (01-MOKP), est une variante du probléme

(KP) on plusieurs objectifs sont & maximiser simultanément.

(maXZj(I):Z?:lCZ{L‘i jE{l, 7p}7CiENp
tq :

(01 = MOKP)
Yorwir; <w  w,w; € N*

(zi €{0,1}Vie {1,--- ,n}

2.2.2 Méthodes de résolution

Le probléme de sac a dos (KP) a été étudié pour la premiére fois a la fin des année
50. Dés cette date un grand nombre d’algorithmes et de techniques a été proposé. Peu
d’algorithmes exactes pour le probléme (KP) existe dans la littérature [5] . L’algorithme
le plus connu est de séparation et évaluation qui été proposé par Martello et Toth [27],
comme nous trouvons les algorithmes de programmation dynamique.

Le probléme de sac & dos mono objectif peut étre aussi résolu d’une maniére heuristique
pour s’approcher de la solution optimale. Une heuristique typique pour ce probléme est

I’algorithme Glouton qui peut résoudre des problémes en un temps polynomial.
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Méthodes de résolution exacte

— La procédure de séparation et évaluation

Le concept général de ces méthodes se base sur une structure arborescente de
recherche de solutions. Chaque nceud de 'arborescence sépare 'espace de recherche
en deux sous-espaces et de proche en proche, jusqu’ a I’exploration totale de 1’espace
des solutions.

Développer tout 'espace de recherche, consiste pour une instance de n éléments,
a développer 2" vecteurs binaires de taille n. Ce qui est excessivement lourd et
irréalisable au regard du temps d’exécution nécessaire a l’exploration de toute
I’arborescence.

Les méthodes de séparation et évaluation se basent, en général, sur les principes
suivants mais difféerent entre elles par le choix de stratégies a opérer pour la sépa-

ration, le développement de I'arborescence et I'utilisation de la fonction d’évaluation :

— La partie séparation :
ce principe s’effectue au niveau de 'instance du sac-a-dos. L’élément de séparation
peut étre pris selon un ordre prédéfini ou selon un élément défini pendant
I’exploration.
Le choix de I’élément de séparation est important pour améliorer les performances

de l'algorithme.

— Développement :
ce principe se fait selon une stratégie de développement qui peut étre en profondeur

ou par le meilleur d’abord.

— La partie évaluation :
consiste a calculer la borne inférieure Z et la borne supérieure Z pour un ensemble

X

Nous pouvons prendre comme une borne inférieure la valeur de la meilleure

/

solution trouvée jusqu’a cet instant de la recherche, ou la valeur d’une solution
obtenue avec une heuristique.
L’utilisation d’une borne supérieure permet de fermer certaines régions de 1’espace

a explorer.
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Remarque 2.2.1. :
Une bonne borne supérieure doit étre rapide a calculer tout en étant serrée, c’est a
dire proche de la valeur de la meilleure solution de X.

Cependant, ces deux qualités s’opposent en pratique.

Si i est l'objet le plus efficace ( définition 2.2.1, la borne supérieure la plus simple
pour 01K P peut étre obtenue en relachant la contrainte d’intégrité z; € {0,1} et
x; € R.

Cela donne la borne triviale suivante :

. w ..
U[) == Lw—iCZJ
Une autre maniére de calculer une borne supérieure est de relacher la contrainte

d’intégrité sur toutes les variables, de maniére a obtenir le probléme LKP 2.2.1.

Uy = |z (LKP)]
Cette borne est plus serrée que Uy et peut se calculer en O(n) si les objets ont été
initialement triés en ordre décroissant d’efficacité.
Si nous considérons séparément le cas ou I'objet bloquant s est ou n’est pas ajouté

a la solution,nous obtenons une troisieme borne supérieure définie par Martello et

Toth [56] :

— Si s est exclu :

1 1=1,---,58—1
0 w—S"5"1a; .
xTr, = —i=1 T —
i s 1=s5+1
0 sinon
— Si s est inclus :
1 1=1,---,5—2,5
s—2 .
Ty = WIdem WitWs 1=s5—1
Ws—1
0 sinon
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s—1 _ __
W Wy — W
U, = Z ¢; + max | Cst1], [cs(— )Cs1]
i—1 Wg+1 Ws—1

ou s est I'indice de I’élément bloquant et w = w — Zf;ll .
Cette borne est plus fine que U; et il est montré que
U, < U, < U.

Procédure pse(] 2,41, %)

Paraméfre { z : la solution en cours de construction,
Paramétre |, 1 I'indice de ['objet sur lequel opérer.
Paramétre § 2* : la meilleure solution trouvee.

- - La solution est-elle realisable ? - -
L: si E;j wizj <w alors
- - Mise a jour de Ia meilleure solution connue, - -

2 si2fz) > 2(2”) alors
Yoo
4 finsi

5 sii<n alors
6 calculer une bome supérieure 2

- - Séparation de la recherche sur les sous-espaces disjoints vérifiant 2; = 1 ou2; = 0., - -
T s 2> (e") alors

& 71

0; pse(z,i+1,2°)
10; i 0

11: pse(z,i+1,2°)
12 finsi

1% finsi

14; fin si

F1G. 2.2 — Une procédure de séparation et évaluation pour( 01KP )

Présenté par : Selma Zouaous Sous la direction de : Abdelkader KHELLADI, Professeur a I’'USTHB



2.2. LE PROBLEME DE SAC A DOS (KNAPSACK PROBLEM (KP)) 49

— La programmmation dynamique
La Programmation Dynamique est une méthode exacte de résolution de problémes
d’optimisation séquentielle, due essentiellement a R. Bellman (1957). Bien que trés
puissante,son cadre d’application est relativement restreint, dans la mesure ou les
problémes qu’elle adresse doivent vérifier le principe d’optimalité, ce qui est le cas
pour le sac a dos.
Etant donné une instance du probléme de sac & dos, on considére le probléme

restreint a ses j premiers objets et & une capacité d, défini comme suit :

[ max Zia=0_, ciw;

tq :

Zgzl wir; < d

(2 €{0,1}Vie {1,--- 5}

KP(j.d) =

Si zj_1 4 est connu pour toutes les capacités d = 0, ...,w, alors la valeur de z;4 est

donnée par la formule suivante [10] :

Zj_1.d si d<w;j
Zjd =

max{2;_1.d, 2j—1,d—wj + CJ } si d>wj
Le premier cas correspond a la situation dans laquelle le sac a dos est trop petit pour
contenir I'objet j. Par conséquent, cet objet ne change pas la valeur optimale z;_; 4.
Si I'objet j peut étre contenu dans le sac, ce qui correspond au second cas, il y a deux
possibilités : soit I’'objet n’appartient pas a la solution optimale, auquel cas la valeur
Zj_1,4 est conservée, soit 'objet appartient a la solution optimale et contribue de ¢; a
sa valeur mais ne laisse qu'une capacité de d —w; pour les objets dans {1,---,j—1}.
Evidemment, cette capacité restante pour les objets précédents doit étre complétée
avec un profit maximum, ce qui est la valeur optimale z; 14 ., du sous probléme
KP(j—1,d—w,).
En initialisant zpq «— 0 pour d € 0,--- ,w, le calcul des valeurs z;4 par récursion
de j = 1n dans I'algorithme ameéne a la valeur z,_,, des solutions optimales. Cet algo-
rithme ne calcule pas le vecteur correspondant a une solution optimale. Néanmoins,

il peut étre déduit a posteriori si la table des valeurs z; 4 est conservée.
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De nombreuses contributions ont été faites pour améliorer la complexité de la réso-

lution de KP par programmation dynamique [50],[72] ou, plus récemment, [29],[63].

Procedure programmation dynamiquel()

Sortie La performance des solutions optimales.
L pour d € {0,...,w} faire

X zu,di—D

3: fin pour

4 pour jdelan faire
5. pour dde0aw faire

6 sid>w; alors

T e VR RVIR L)
§  sinon

S ZatYag

1. finsi

1l fin pour

12: fin pour

13: refourner zy,

F1G. 2.3 — Programmation dynamique pour (01KP)

Méthodes de résolution approchée

Parmi les méthodes heuristiques pour la résolution du probléme 01K P, on peut citer
la méthode dite gloutonne. Un algorithme glouton construit une solution de maniére in-
crémentale, en faisant a chaque pas un choix maximisant une fonction objectif.

Tout d’abord, on ordonne les objets selon I'ordre décroissant du rapport profit par poids
(efficacité (définition 2.2.1)).

L’agorithme Glouton consiste donc a sélectionner a chaque étape un élément selon 1'ordre
précédemment défini. Si 1’élément est admissible, c’est-a-dire si son poids ne dépasse pas
la capacité restante aprés fixation des autres éléments, alors, il est mis dans le sac sinon,
on sélectionne I'élément qui se situe juste aprés et qui peut étre admissible et ainsi de suite

de proche en proche jusqu’a épuisement de tous les objets pouvant étre mis dans le sac.
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Procédure glouton(] x)
Paramétre [ x : la solution construite par le glouton.

1: trier les objets par ordre décroissant d’efficacité
2 W+ w

3: pour idel an faire

4 si w; < w alors

5 T+ 1

& W Ww—uy

7. sinon

¥ i+ 0

9: finsi

10: fin pour

F1G. 2.4 — Algorithme glouton pour( 01KP )

2.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une étude sur le probléme de Sac-a-dos, sa for-
mulation et ses différentes variantes telles que sac-a-doc monoobjectif,Sac a dos multiple,
le probléme de sac-a-dos généralisé aux choix multiples et le probléme de sac-a-dos multi-

dimensionnel en 0-1 (MOKP).Ainsi ,les méthodes de leur résolution.
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Pré-traitement et régles de réduction

pour le sac a dos multiobjectif

3.1 Introduction

L’application des procédures de réduction de la taille d'une instance d’un probléme

avant de le résoudre est vraiment intéressante. En particuliers, ces procédures peuvent étre
utilisés soit dans une résolution exacte ou approchée. L’avantage de ces procédures consiste
a améliorer le temps de résolution si le cotit de son application est raisonable par rapport
a celui de la résolution.
Ces procédures sont disponibles dans le cas de sac & dos mono objectif, ainsi que pour
d’autre variantes, comme sa version multi-dimensionnelle [31],[11], mais dans le cas mul-
tiobjectif trés peu de travail existe.d’aprés [53] seuls Gomes da Silva et al.|11] ont présenté
des travaux visant a déterminer, lors d'un pré-traitement pour le sac & dos bi-objectif,la
valeur qu’auront certaines variables dans les solutions efficaces.

Nous donnons dans ce chapitre des propositions qui permettent de réduire a priori la taille
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des instances du probléme de sac a dos multiobjectif. Ces propositions sont un résultat
d’une relation de dominance, qui est définie sur les données du probléme, ainsi de bornes

connues sur la cardinalité des solutions efficaces.

3.2 Pré-traitement pour le sac & dos mono objectif

3.2.1 Reéduction de la taille des instances

Les procédures de réduction consistent a séparer ’ensemble {1,--- n} des variables

en trois sous ensembles :

J'={ie{l,--- ,n} x;=1Vee X*}
JO={ie{l,--- ,n}:x;=0Vre X*}
F:{lv 7”}\(JOUJ1)

out X* est I’ensemble des solutions optimales.

La résolution du probléme initiale peut étre faite en résolvant le probléme réduit avec
seulement les variables de F ot la capacité de sac est égale & w — . ;1 w;.

Les solutions optimales du probléme initiale sont celles du probléme réduit auquelles les
objets de J! sont ajoutés.

Pour le calcul des ensembles JY et de J! nous avons suivi 'idée suivante :

Pour chaque variable z; si 'affectation x; «<— b (b = 0 ou 1) donne une valeur de z qui est
moins bonne qualité que la meilleur solution connue, alors la variable x; doit prendre la
valeur 1-b dans toutes les solutions optimales.

Soit z la valeur de z d’une solution réalisable, obtenue par exemple par 'algorithme
Glouton décrite dans le paragraphe 2.2.2.

Soit z2 une borne supérieur calculée en fixant x; = b.

Les ensembles JO et J! sont définis comme suit :

JOD = fie {1, n} 2 <z}

Toutes les bornes présentées dans la remarque 2.2.1 peuvent étre utilisées pour le calcul de
Z0. Ingargiola et Korsh |52] ont présenté le premier algorithme de réduction pour KP, mais

de nombreuses améliorations ont vu le jour par la suite [57],[04].
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3.3 Pré-traitement et régles de réduction pour le sac a

dos multiobjectif

3.3.1 Variables réguliéres et données du probléme

Définition 3.3.1. (Variable réguliére)
On dit qu’'une variable est réguliére si elle n’accepte qu’une seulle valeur dans toutes les

solutions efficaces.Les autres variables sont dites irréguliéres.

Les ensembles dénotent les indices de ces variables sont définis par :

Coz{ie{l,"' ,TL}ZQZ',':O,V(EGXEM}
Clz{iE{l,"' ,n}:xizl,VwEXEM}

Remarque 3.3.1. Dans une instance de 50 variables,aux coefficients générés aléatoirement
et sans corrélation dont I’ensemble des solutions efficaces est constitué de 34 solutions,ou
9 variables sont toujours égales a 0 et 18 autres sont toujours égales a 1.

La figure 3.1 représente les profits et poids des objets, associés au caractére régulier des
variables correspondantes.

L’image en haut a gauche illustre la régularité des valeurs des variables dans les solutions
efficaces, pour une instance de sac a dos bi-objectif de taille 50. Les données des variables
toujours a zéro sont indiquées par des triangles, celles des variables toujours a un sont illus-
trées par des cercles. Les données représentées par des carrés correspondent a des variables
intervenant avec les deux valeurs dans Xgj,. Les autres images sont des projections de la
premiére sur chaque paire d’axes. Nous pouvons observer que les variables toujours a zéro
sont dans une partie de ’espace ou les profits sont faibles et aux poids importants, alors
que celles toujours égales a un sont associées aux grands profits et aux poids faibles.

Il n’y a cependant aucune séparation nette de ’espace entre chaque groupe de variables.
En effet, nous pouvons constater que des variables intervenant avec les deux valeurs sont

présentes dans tout l’espace.

Nous pouvons représenté les données du probléme de sac & dos par 'ensemble des vecteurs

suivants :

V={vezZr™ vi=(c - —w),ie{l, - n}}

79
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F1a. 3.1 — Régularité des valeurs des variables dans les solutions efficaces.

Définition 3.3.2. (Dominance des données)
Soit v* v/ € V.

La donnée v' domine la donnée v’ ( v' >y v7) si ¢ > ¢ et w; < w

Cette définition signifie que,si 'objet j est choisi dans une solution ,alors la substitution

de cet objet par I'objet i améliore la qualité de catte solution.

Remarque 3.3.2. :
Dans le cadre de recherche d’'un ensemble complet maximal de solutions, la relation de
dominance de la définition 3.3.2 ne peut s’appliquer directement aux éléments de V.

En effet, considérons I’exemple suivant :

Ezxemple 3. :

soient v' = (15,15,—9) et v? = (15,15, —13) d’une instance quelconque de sac a dos
bi objectif. D’apres la définition 1.2, v > v?.0r,la substitution de l'objet 2 par l'objet 1
n’améliore pas la qualité d’une solution.Par conséquent, nous pouvons pas considérer que

la donnée 1 domine la donnée 2.

Néanmoins, nous pouvons remarquer que bien que la séparation de la comparaison du

profit et du poids soit impérative ici, elle ne I'est pas dans le cadre d’un ensemble complet
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non maximal.

Une définition des sous-ensembles de {1,---,n} correspondant & ceux de V dans

lesquels la relation de dominance >y intervient est donnée ci-dessous.

Définition 3.3.3. Soit v € V.

1. L’ensemble des indices j des données v/ dominant la donnée v’ est nommé ensemble

préféré et est noté :

Pref(v') ={j € {l,--+ ,n} v >y v'}.

2. L’ensemble des indices j des vecteurs v/ dominés par la donnée v; est nommé

ensemble dominé et est noté :

Dom(v') = {j € {1,--- ,n} v >y v}

D’apreés ces définitions, nous obtenons I’'équivalence suivante :

i € Pref(v!) <= j € Dom(v")

3.3.2 Bornes sur la cardinalité des solutions efficaces

Glover [39] a introduit la notion de la borne inférieure et de la borne supérieure de
la cardinalité d’une solution optimale x pour le probléme de sac & dos unidimensionnel
mono-objectif.

Ces bornes sont définies comme suit :

LB(w) =max{s: >, w; <w} o w; >wp1,Vi€{1,--- ,n}
UB(w) =max{s: Y ; jw; <w}ouw; <wpq,Vie{l, - n}

LB(w) et UB(w) sont clairement indépendantes des fonctions objectifs.
Gandibleux et Fréville ont généralisé leur utilisation au cas multi-objectif & travers la

proposition suivante [35] :
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Proposition 3.1. :
Six € Xg,, alors LB(w) <Y x; <UB(w)

Dans la section suivante, ces bornes sont utilisées conjointement aux ensembles Pref(.) et
Dom(.) pour dériver des propriétés des variables réguliéres depuis I'ensemble des solutions

efficaces [53].

3.3.3 Propriétés des variables réguliéres

Proposition 3.2. :
Soit v € Xp,, Vi € {1,--+ ,n},si x; = 0 alors z; = 0,Yj € Dom(v")

Preuve :

Immédiat a partir de la définition de dominance 3.3.2 sur V et la définition 3.3.3 .

Proposition 3.3. :
Soit v € Xp,, Vi € {1,-+- ,n},si x&; =0 alors x; = 1,Yj € Pref(v')

Preuve :
Immédiat a partir de la définition de dominance 3.3.2 sur V et la définition 3.3.3 .
En appliquant ’équivalence de la définition 3.3.3 sur ces deux propositions, nous

obtenons les propriétés suivantes :
— Soit x € Xp,, Vi, j € {1,--- ,n}siz; =0et i€ Pref(v’) alors x; = 0

— Soit x € Xp,,.Vi,j € {1,--- ,n}tsiz; =0et i € Dom(v’) alors z; = 1

Proposition 3.4. :
Soit i € {1,---,n}.Si| Pref(v') |> UB(w) alors z; = 0,Vz € Xg,,.

Preuve :

Par contradiction, supposons qu’il existe x € Xp,, telle que z; # 0 , c’est a dire telle que
r=(xy, - ,x; =1, x,. puisque | Pref(v') |> UB(w) alors il existe un j € Pref (v’
tel que z; = 0. De plus, nous savons que v/ > v’ | ou de maniére équivalente,w; < w; et
¢j > ¢;. Par conséquent nous pouvons construire une solution réalisable 2’ = (z1,--- ,z; =
0,---,x; =1,--- ,x,) , avec z(2') > z(z). Cela implique que = ¢ Xpg,, , ce qui est une

contradiction.
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Proposition 3.5. :
Soit i € {1,+++ ., n}.Si Y i propn Wi +wi > w alors x; = 0,Yr € Xp,,.

Preuve :
Par contradiction, supposons qu’il existe x € Xp,, telle que z; # 0, c’est a dire telle que
x=(r1, - ,1;=1,---  x,.puisque Zjepref(vi) w; +w; > w alors il existe un j € Pref(v')
tel que x; = 0. De plus, nous savons que v/ > v* , ou de maniére équivalente,w; < w; et
¢; > ¢;. Par conséquent nous pouvons construire une solution réalisable 2’ = (z1,--- ,z; =
0,---,z; =1,---,x,) , avec z(z') > z(z). Cela implique que x ¢ Xpg,, , ce qui est une

contradiction.

Proposition 3.6. :
Soiti € {1, -+ ,n}.Sin— | Dom(v') |< LB(w) alors z; = 1,Yx € Xg,,.

Preuve :
Par contradiction, supposons qu'il existe ©z € Xg,, telle que x = (21, -+ ,2; = 0,--- ,x,
et que n— | Dom(v') |< LB(w). Puisque z; = 0, d’apres la proposition 3.2, z; = 0,Vj €
Dom(v*).
Par conséquent, il reste n— | Dom(v') | —1 variables pour lesquelles Paffectation de la
valeur 0 ou 1 reste & déterminer. Cependant, n— | Dom(v') | =1 < LB(w) ; par conséquent,

selon la proposition 3.1, © ¢ Xg,,, ce qui est une contradiction.

Proposition 3.7. :

Soit i € {1,+++ ., n}.Si Y i pomeeny Wi < w alors x; = 1,Vx € Xp,, .
Preuve :
Par contradiction, supposons qu’il existe z € Xg,, telle que x = (21, ,2; = 0,--+ ,x,

et que ngéDom(vi) w; < w. Puisque x; = 0,d’aprés la proposition 3.2 ,z; = 0, Vj €
Dom(v'). Soit 2’ une solution avec #; = 0,Vj € Dom(v') et 2} = 1,Vj ¢ Dom(v").
Puisque ng_fDom(vi) w; < w, alors x” est réalisable. De plus, z(2') > z(z). Cela implique

que x ¢ Xg,, , ce qui est une contradiction.

3.4 Expérimentations numériques

Les propositions précédentes ont été appliquées sur un ensemble d’instances d’apreés

53]

Nous noterons Cy, C Cj (respectivement C; C € ) l'union des variables fixées par les
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propriétés 3.4 et 3.5 (respectivement 3.6 et 3.7).

Les ensembles Cj et €' sont calculés a partir des solutions déterminées par la résolution
exacte de ces instances.

Nous présentons dans la premiére partie de cette section les instances utilisées. Puis, dans

la seconde partie, les résultats obtenus sur toutes les instances.

3.4.1 Instances du probléme de sac a dos
Instances du probléme de sac & dos bi-objectif

Les instances du probléme de sac a dos bi-objectif sont séparées en trois groupes selon
plusieurs caractéristiques précisées ci-dessous.Les intervalles des coefficients sont détaillés
dans la table 3.1. Dans tous les cas, la capacité du sac a dos est w = [0,5% Y, w;].

Les instances du groupe A sont séparées en quatre sous-groupes,comme décrit dans [53]
les trois derniers étant une variation du premier. Pour une taille d’instance donnée, le
vecteur de poids est identique dans chaque sous-groupe. Le premier, A-1, est constitué
de dix instances aux coefficients non corrélés et générés aléatoirement. Les instances du

1

sous-groupe A-2 ont été crées a partir de A-1 en remplacant ¢? par ¢!, en ordre inversé

(c’est-a-dire que ¢ = ¢},_;,1,Vi). Les vecteurs des cotts de celles de A-3 ont des valeurs

2 =
générées par plateaux de longueurs tirées aléatoirement dans l'intervalle [1; [{;]]. Enfin,
les instances du groupe A-4 ont été crées a partir de A-3 en remplacant ¢? par ¢!, en ordre
inversé (comme A-2 par rapport a A-1).

Les instances du groupe B sont séparées en trois sous-groupes,comme décrit dans [53] celles
du sous-groupe B-1 ont leurs coefficients non corrélés. Les instances du sous-groupe B-2
sont des instances non conflictuelles ot ¢! est corrélé positivement avec ¢?. Enfin, celles du
sous-groupe B-3 sont non conflictuelles ot ¢! est positivement corrélé a w.

Les instances du dernier groupe C sont séparées en quatre sous-groupes,comme décrit dans
[53]le sous-groupe C-1 contient des instances aux coefficients non corrélés. Celles de C-2
sont des instances non conflictuelles ott ¢! est corrélé positivement avec ¢2. C-3 est constitué

d’instances conflictuelles ot ¢! et ¢® sont corrélés négativement,de méme que C-4 otl, en

plus, w est corrélé positivement avec ¢! et c.

Instances du probléme de sac a dos tri-objectif

Les instances du probléme de sac a dos tri-objectif seront représentées par le groupe D

par la suite, contenant deux sous-groupes, nommés D-1 et D-2. Le premier est constitué
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Groupe ct c? w

A-1a A4 [1; 100] [1; 100] [1; 100]
B-1 10 x[1;300]et10 x [1;1000] 10 x[1;300]et10 x [1;1000] 10 x[1;300]et10 x [1;1000]
B-2 c; € [¢? —100;c? + 100] [111; 1000] [1; 1000]
B-3 ¢t = w; + 100 [1; 1000] [1; 1000]
C-1 [1; 1000] [1; 1000] [1; 1000]
C-2 [111; 1000] ¢} € [¢? —100; c? + 100] [1; 1000]
C-3 [1; 1000] c? € [max{900 — ¢}, 1}, min{1100 — ¢}, 1000}] [1; 1000]
C-4 [1; 1000] 2 € [max{900 — ¢}, 1}, min{1100 — ¢}, 1000}] | w; € [—200;200] + ¢} + c?

TAB. 3.1 — Coefficients utilisés pour générer les instances.

1 2 3

Groupe c & & w
D-1 [1; 1000] [1; 1000] [1; 1000] [1; 1000]
D-2 [1;1000] | ¢Z € [1;1001 — c}] | ¢ € [max{900 — ¢} — ¢Z,1}, min{1100 — ¢} — ¢Z,1001 — c}}] | [1; 1000]

TAB. 3.2 — Coefficients utilisés pour générer les instances.

d’instances non corrélées tandis que celles du second sont conflictuelles, ot ¢' et ¢ sont

3

corrélés négativement, de méme que ¢ avec ¢! et c2. La table 3.2 représente les intervalles

des coefficients générés aléatoirement. Dans tous les cas, la capacité du sac a dos est

w=10,5%Y" w].

3.4.2 Reésultats expérimentaux
Instances du probléme de sac & dos bi-objectif

Les figures 3.2,---,3.5 présentent le nombre de variables réguliéres trouvées pour
chaque instance, pour chaque propriété, ainsi que le nombre | Cj U C7 | de variables régu-
lieres différentes et le nombre | Cy U C; | calculé aprés une résolution exacte des instances.
D’aprés ces figures, nous remarquons que les résultats obtenus montrent que | CfUCY | est
loin de | Cy U | mais reste néanmoins une quantité non négligeable. De plus, la propriété
3.5 est clairement plus performante que la 3.4 pour fixer des variables & 0. De méme que
la 3.7 est meilleure que 3.6 pour les fixer a 1.

Les propriétés n’apportent rien sur les instances des groupes B-3, C-3 et C-4. Ce résultat
est attendu dans la mesure ot, par construction, les données de ces instances ne présentent
aucune dominance. Cependant, elles ne sont pas pour autant exemptes de variables régu-

lieres, comme le montrent les valeurs reportées dans la figure 3.6.
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Instances du probléme de sac a dos tri-objectif

La figures 3.7 et ref39 présentent le nombre de variables réguliéres trouvées pour chaque
instance, pour chaque propriété, ainsi que le nombre | C{ U C] | de variables réguliéres dif-
férentes et le nombre | Cy U C | calculé aprés une résolution exacte des instances.

La méme remarque quedans le cas bi-objectif,| Cj U C | est loin de | Cy U CY |.

Les propriétés 2 a 3.2 sont ici quasiment sans apport, seule la propriété 3.3 permet de
déterminer dans tous les cas la valeur de quelques variables.

Nombre de variables Pour les instances de D-2, aucune des propriétés énoncées précé-
demment ne fixe de variables.Cela revient du fait de leur construction, ces instances ne
véhiculent aucune dominance et, par conséquent Le nombre de variables réguliéres pour
ces instances est reporté dans la figure 3.9 et nous pouvons constater, a& nouveau, que leur

nombre est important.

Sous-groupe | Taille | prop. 3.4 prop.3.5 prop. 3.6 prop. 3.7 | |CRU Y| | [CoU O
50 0 1 0 10 11 27
100 0 0 1 5 5 53
150 0 7 1 11 18 83
200 2 3 0 14 17 116
Al 250 1 6 0 12 18 139
300 0 3 2 23 26 173
350 2 5 1 26 31 213
400 1 7 5 26 33 252
450 0 5 3 22 27 270
500 0 13 3 34 47 301
50 0 2 1 7 9 24
100 0 0 0 4 4 51
150 0 1 1 8 9 78
200 0 5 2 10 15 108
A2 250 1 5 0 13 18 145
- 300 1 6 2 26 32 180
350 4 8 3 23 31 203
400 3 5 3 34 39 249
450 2 6 3 25 31 249
500 3 11 1 38 49 305

F1G. 3.2 — Nombre moyen de variables fixées par les propriétés pour les instances du groupe

A.
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Sous-groupe | Taille | prop. 3.4 prop.3.5 prop. 3.6 prop. 3.7 | |CRU Y| | [CoU Oy
50 1 2 0 1 3 2
100 3 7 0 4 11 o0l
150 0 4 0 6 10 81
200 0 3 1 16 19 105

A3 250 1 3 2 12 15 136
300 5 10 0 27 37 186
350 0 2 0 27 29 193
400 4 15 4 32 47 239
450 1 2 3 25 27 291
500 14 18 9 66 84 364
50 0 1 0 1 2 19
100 0 3 0 7 10 59
150 2 4 0 6 10 75
200 0 0 2 18 18 102
250 1 4 3 17 21 146

Ad 300 1 5 1 37 39 207
350 0 14 1 31 45 239
400 2 3 0 13 16 185
450 6 11 7 27 38 328
500 3 11 0 63 14 346

Fi1G. 3.3 — Nombre moyen de variables fixées par les propriétés pour les instances du groupe

Al

Sous-groupe | Taille | prop.3.4 prop.3.5 prop.3.6 prop. 3.7 | [CouCy| | |[Cou Gy
0 0 0

25
29
2
23
26
25
21
31
27
24
30
30
25
22
25
21
33
2
22

L Y R R = - R P R o o R

=

Ll — L — B — I — I — i — I — B — I — I — ]
R I N R P R R R R T R R N =7t
Wi P D0 4 Ll O b D0 =0 b 4 GO el Ll WD — O ba —

_—O e = OO O OO0 O 0 =0 0O oMo

P

Fi1G. 3.4 — Nombre moyen de variables fixées par les propriétés pour les instances du

s.groupe B-1.
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Sous-groupe | Taille | prop.34 prop. 3.5 prop. 36 prop. 37 | [CuU Y| |CUU01|\

30 3 9 2 17 26 46
100 5 10 3 30 40 100
150 1 14 3 37 31 139
200 3 16 1 4 04 197
250 15 19 § R 1 7
300 16 26 10 08 04 8l
350 2 28 13 88 116 B
B-2 400 19 i 16 101 33 IR
450 20 35 18 1 146 420
300 2 38 20 131 169 468
600 25 3l L 148 199 360
700 phi 33 pis 169 4 658

800 3 63 30 182 15 751
900 35 69 3 20 0 841
1000 | 4l 16 H 134 310 934

FiG. 3.5 — Nombre moyen de variables fixées par les propriétés pour les instances du

s.groupe B-2.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une analyse des données pour fixer les valeurs des
variables a priori.Nous avons utilisé une nouvelle relation de dominance sur les données du
probléme et des bornes sur la cardinalité des solutions efficaces pour définir des nouvelles
propriétés afin de déterminer les valeurs des variables a priori. Les experimentations ont
montrées que 'application de ces propriétés est utile dans le cas ou les coefficients du pro-
blémes sont indépendants, en particulier dans le cas bi-objectif.Cependant, de nombreuses
variables ne peuvent pas étre obtenus par ces dérivées, méme si elles sont visiblement

réguliéres aprés calcul de 'ensemble complet des solutions efficaces.
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Sous-groupe | Taille  {CoUCYy| || Sous-groupe | Taille |(jUCY|
50 29 2
00 69 00 69,1
15 100 |C3 00 114
200 140 400 1563

B-3 250 180 001927
00 202 00 41
¥ - 15 79
0 - . 00 127
5 - 250159

F1G. 3.6 — Nombre de variables réguliéres par les instances bi-objectif ot au moins un
vecteur de colit est corrélé au vecteur des poids. Les solutions efficaces des instances du

sous-groupe B-3 sont inconnues a partir de 350 variables.

Sous-groupe | Taille | prop. 3.4 prop. 3.5 prop. 3.6 prop. 3.7 [ |CUCY| | [GoUCY
100 | 08 05 08 Al 76 56,9
200 10 04 1,2 12,6 130 1164
300 | 16 0,7 17 20,8 215 1764
C-l 400 |27 15 25 26,2 21,7 2383
500 |21 09 32 M7 35,6 3004
600 | 25 0.9 32 41,5 424 3064
00 | 28 15 41 469 469 420.2
600 | 210 44 B0 481 | 1525 | 5584
00 | 249 49 13 1617 | 1666 | 6567
800 | 2806 49 300 1913 | 1913 | 47135
900 | 339 64 M0 2169 | 2233 §48.4
1000 | 372 76 385 MI1 | MBT | 9412
2000 | 75,1 158 50 4717 | 4935 | 18886
000 | 16l 212 138 722 | 434 | 28388
4000 | 1536 290 1504 9630 | 9920 | 37844

F1G. 3.7 — Nombre moyen de variables fixées par les propriétés pour les instances du groupe

C.
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Sous-groupe | Taille | prop. 3.4 prop.3.5 prop.2.6 prop.3.7 | [CLUCT | [CoU O]
5 0.0 0,1 0.0 0.4 0.5 29
10 0.1 0,0 0.0 0,6 0.6 3.0
20 0.0 0,1 0.0 0,5 0.6 5.9
30 0.1 0,0 0.1 0,6 0,6 9.7
40 0.2 0,0 0.0 0.4 0.4 11,2
50 0.1 0.0 0.0 0.6 0.6 254
[ 0.2 0,0 0.0 0,7 0,7 33,9

0 70 0.0 0,0 0.0 1,2 2,2 37,2
20 0.1 0,0 0.0 0,7 0.7 41,7
90 0.1 0,0 0.0 1,0 1.0 48,2
100 0.2 0,0 0.3 1,2 1,2 533
110 0.0 0,1 0.1 1.8 1.9 62,2
120 0.2 0.0 0.2 1.0 1.0 66,4
130 0.2 0,0 0.0 1.8 1.8 70,1
140 0.0 0,0 0,1 1,7 1,7 73,6
150 0.2 0,0 0.0 1.5 1.5 81,0
160 0.2 0,1 0.2 1,9 2,0 88,0
170 0.0 0,2 0.0 2.0 2.2 94,4
180 0.0 0,0 0.1 23 23 102,5
190 0.0 0,0 0.1 2,8 28 115
200 0.3 0,1 0.3 23 2,4 112,5
210 0.0 0,1 0,1 2,9 3,0 116.,5
220 0.0 0,0 0,1 23 23 1259
230 0.0 0,0 0.0 2,0 2,0 128,7
240 0.2 0,0 0.2 3.6 3.6 138,1
250 0.1 0.2 0.2 3.8 4.0 143.2

F1G. 3.8 — Nombre moyen de variables fixées par les propriétés pour les instances du groupe

D.

Sous-groupe | Taille [ prop. 3.4 prop.3.5 prop.3.6 prop. 3.7 [ [CEUCT] [ [CoUCL] |
260 0.2 0,0 0.0 4,1 4,1 1547
D-1 270 0.1 0,0 0.2 3.2 3.2 1514
280 0.0 0.0 0.2 4,2 4,2 163,8
290 0.0 0.0 0.4 5.3 5.3 1664
300 0.1 0,0 0.3 3,7 3.7 1727
310 0.3 0,1 0.3 3.4 3.5 185,00
320 0.1 0,0 0.2 4.4 4.4 1873
330 0.1 0,0 0.1 4,1 4,1 1955
340 0.2 0,2 0.2 4,8 5.0 1944
350 0.0 0,1 0.3 4,8 4,9 2034
360 0.2 0.3 0.3 5,2 5.5 208.5
370 0.2 01 0.4 4.8 4,9 220,7
380 0.2 0,1 0.2 4,2 4.3 2251
390 0.1 0,1 0,1 4.4 4.5 2304
400 0.1 0,0 0.6 4.7 4.7 236,5
410 0.2 0,1 0.4 4.3 4.4 2393
420 0.0 0,2 0.3 6,7 6,9 250,2
430 0.2 0,0 0.3 5,7 5,7 2524
440 0.1 0,1 0.3 5.5 5.6 262.1
450 0.0 0,1 0.2 5.5 5.6 268.1
460 0.4 0,1 0.3 5.2 5.3 260.8
470 0.4 0,1 0.3 6,5 6,6 276,1
480 0.1 0,1 0.5 8,2 8,3 285,1
490 0.2 0,3 0.2 4,9 5,2 2R8.8
500 0.2 0,0 0.5 8,0 8,0 2002
550 0.4 0.3 0.3 83 8.6 333.1
600 0.3 0,2 0.9 7.9 8.1 3634
650 0.0 0,1 0.8 10,2 10,3 393.1
T00 0.1 0.1 0.6 10,6 10,7 423,2

F1G. 3.9 — Nombre moyen de variables fixées par les propriétés pour les instances du groupe
D.
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La méthode en deux phases pour le
probléme de sac a dos bi-objectif

unidimensionnel en variables binaires

4.1 Introduction

La méthode en deux-phases présente un schéma de résolution exacte trés intéressant
car tres général et qui ne dépend pas du probléme. Dans ce chapitre, nous présentons la
méthode en deux phases appliquée au probléme de sac a dos biobjectif, ainsi ’adaptation

des procédures de réduction avant la résolution.
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4.2 La méthode en deux phases pour le probléme de
sac a dos bi-objectif unidimensionnel en variables

binaires
Le probléme de sac a dos bi-objectif peut étre défini par :

(maXZj(x) =S" e, je{l,2,c; NP
tq :

(01 — biK P)
Yorjwir; <w  w,w; € N*

(zi €{0,1}Vie {1,--- ,n}

Visée et al.[77] ont proposé une méthode en deux phases dans laquelle Iexploration
est faite en utilisant une procédure de séparation et évaluation [77]. Comme son nom

I'indique, cette méthode est composé en deux phases :

— La premiére phase consiste & calculer les solutions efficaces supportées Xggp et
exactement Xgp,, .
Pour le calcul de I’ensemble complet minimal des solutions efficaces supportées
extrémes,nous suivons le schéma dichotomique proposé par Anéja et Nair.
Initialement, ’ensemble S des solutions efficaces supportées est initialisé par les
deux solutions lexicographique optimales correspondantes aux (zi(x),z2(z)) et
(22(x), 21(x)), respectivement.
Pour calculer une solution lexicographique optimale, nous résolvons les deux

problémes mono objectif p; et p; telque :

[ max Zi(x)

tq :
Yorjwir; <w  w,w; € N*

(zi €{0,1}Vie {1,--- ,n}

pour i= 1 a 2.
les solutions trouvées z' et 2% sont les solutions optimales des problémes p; et p;

respectivement .
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Apres la génération des deux solutions lexicographique optimales, nous appliquons
la recherche dichotomique .

La recherche dichotomique est initialisée par les deux solutions lexicographique
optimales 2! et 2% (2" = z?etz® = z').

Ensuite, nous résolvons un probléme (p,) ou le vecteur A représente gra-
phigement la normale de la droite joignant les deux points z" et z® ou
A= (z(x") — zo(x®), 21 (x®) — 21 (2")).

La solution obtenue par la résolution de ce probléme est appellée !

Noton y"y® le segment reliant les deux points 3" = (z1(2"),22(2")) et
y® = (21(x*), 22(2*)) dans R2.

~ Si z(z') Ny"y® = 0, cela signifie que z(z') n’est pas sur le segmant reliant les
deux points y"ety® comme l'indique la figure 4.2, dans ce cas nous avons deux

problémes (p,) a résoudre y"ety’ et y'ety®

— Autrement dit, la recherche dichotomique est terminée comme 'indique la figure
4.1 quand la solution supprortée x! n’est pas extréme et elle est sur le méme

segment reliant z"et x°

F1G. 4.1 — Probléeme P défini par y" et y°.
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A

zZz (J]

F1G. 4.2 — Un nouveau point supporté est trouvé, la dichotomie continue.

— La seconde phase consiste & trouver les solutions non supportées.
Dans cette phase,Paquete et al. (2004) et Angel et al. (2004) ont commencé leur mé-
thode par des solutons générées aléatoirement,tandisque, nous utilisons les solutions
supprotées trouvées dans la premiére phase qui permettent de réduire l'espace de
recherche.
L’espace de recherche restant a explorer dans le cas bi objectif est constitué d'un
ensemble de traingles. Chaque triangle est construit de la maniére suivante : deux
points y" et y® adjacents dans Ygy, avec y] < yj, définissent un triangle A(y", y*)
dont I’hypoténuse est donnée par le segment les reliant et dont ’angle droit est situé
en (y7,y5), soit au point d’intersection des cones de dominance y* — R? et y" — R2.
Par extension de la définition de la section 1.4.4 | ce point est nommé point nadir
local.
Pour chaque triangle nous associons un probléme mono objectif p) qui est résolu par

une procédure de séparation et évaluation, avec A = (v§ — 35,y — y7).

— La partie évaluation :
Siy" et y® sont les deux points décrivant le triangle, alors z; = y] est une bonne
borne inférieure au regard du premier objectif pour les solutions non supportées

dont les images sont incluses dans le triangle.
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2 o Ysy O
UyeYey Y — sz
]

L d

F1G. 4.3 — L’espace de recherche pendant la seconde phase se décrit comme un ensemble
de triangles. La ligne en pointillés représente I’enveloppe convexe de Yy ainsi que les hypo-
ténuses. Les angles droits des triangles se situent a l'intersection des cones de dominance

de points supportés adjacents.

De méme pour z, = y5 sur le second objectif.

Enfin, une borne inférieure au probléme Py est donnée par z* = \y™V, ot yyest le
point nadir local défini par y™ = (v}, y3).

Ces bornes vont étre changer & chaque fois que des nouvelles solutions efficaces
sont trouvées dans le triangle.

Soit {y!,---,y™} les points réalisables potentiellement non dominés connus dans

le triangle, tels que 3} < y§+1

m+1

pour tout i € {1,--- ,;m — 1}.
En posant y° = y",y = y*, la meilleur valeur de la borne inférieure présentée

dans [77] est

2= min {A\y] + Aays™!
1€{0,---,m}

L’évaluation des noeuds dans la procédure de séparation et évaluation consiste a
calculer séparément la borne supérieure des objectif 21,25 et 2.
Si une de ces bornes est inférieure a la borne inférieure correspondante, alors le noeud

est fermé.
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F1G. 4.4 — Tllustration des bornes lors de I’exploration d’un triangle dans la seconde phase.
Les rayures représentent les régions 6tée de ’espace de recherche par ces bornes. Les carrés
(O) représentent les performances des solutions décrivant le triangle. Le rond (o) illustre

A

le point nadir local utilisé pour le calcul de la borne z*, représentée ici par une ligne en

pointillés.

— La partie séparation :
Nous associons au noeud S de ’arbre, une des solutions z" ou z°. Supposons z°,
et notons {j/z5 = 1} = {p1,--- ,p}, I'ensemble des indices des variables égale a 1
dans cette solution.
Nous créons q sous noeud Sy, --- , S, qui sont caractérisés par 1 jusqu’a g variables
fixes de la manieére illustrée dans la figure 4.6 Suivons cette méthode , les ensembles
des solutions admissibles dans chaque sous noeud sont disjoints.Chaque noeud est
examiné séparément.
Soit L la liste des solutions non supportées.
Initialement,L est vide et a la fin du procédure L,va contenir les solutions efficaces

non supportées relatives aux triangles A(y,, ys).
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y* = ymH

FiG. 4.5 — La borne inférieure z*.

X = X = X =

Py 1 Pl 1 pl 1
X =1 X =1
Py 1 Pg-1

F1G. 4.6 — principe de séparation
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4.3 Application de la procédure de réduction dans la

méthode en deux phases

D’aprés [53] les auteurs appliquent une procédure de réduction dans la méthode en
deux phases.En effet, dans la premiére phase ,il s’agit a chaque fois d’un probléme de sac
a dos mono objectif d’ou I'application de ’algorithme de réduction est évidente.

Si,dans cette phase, y" et y° sont deux points supportés utilisés pour orienter la maximi-
sation a une étape de la dichotomie, alors la borne inférieure utilisée dans I'algorithme de
réduction ainsi que lors de l'initialisation de la PSE est

2=y = Ayt

Durant la deuxiéme phase, l'algorithme de réduction consiste a calculer 1'union des
variables fixées par l'application de l'algorithme de réduction de probléme sac a dos
mono-objectif en considérant séparément zi,z, et z, avec les bornes correspondantes.
Pour tout b € {0,1}, 5 € {1,2}, J°(j) est 'ensemble J° obtenu pour le probléme
mono-objectif P; et la borne inférieure z; avec I'algorithme décrit dans la section 2.2.2.
Soit JP(A),b € {0, 1} les ensembles obtenus de la méme maniére pour le probléme Py et la
borne 2.

Les variables fixées a b € {0,1} avant l'exploration du triangle sont alors celles de
Jb = Jb(1) U J*(2) U J°()). L’exploration est alors réduite au seuls objets de 'ensemble

F={1,--- ,n}\ (J'UJ%), avec une capacité de sac a dos égale & w — >_._ w;.

icj
Dans notre travail, nous avons utilisé les propositions montionées dans le chapitre
précédent : nous avons représenté les donées sous la forme des vecteurs ,pour chaque
donnée, nous avons déterminé les ensembles Pref(.) et Dom(.) ainsi nous avons calculé les
bornes LB(w) et UB(w).Enfin, et avant application de la méthode en deux phases, nous

avons appliqué les propositions 3.5 pour fixer des variables & 0 et la 3.7 pour les fixer a 1.
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Algorithme 1 phasel
1: Initialisation. pour i=1 a 2 Résoudre les problémes mono objectif p;

(max Zi(x)

tq :
Yo wir; <w  w,w; € N*

|z € {0,1}Vi e {1, ,n}

les solutions trouvées sont " et x* tel que yj < y5 .S :={y",y°}

2: fin pour

3: Choisir deux points supportés adjacents y" et y°.

4: Construire et résoudre

(max \ - Z(x)

tq :

Yorjwir; <w  w,w; € NF

(zi € {0,1}Vi € {1,--- ,n}

,avec A = (yb — y5,y; — y7), obtenir y' € N2
5 Si Ayt # X-y", conserver y'.S := S| J{y'}
6: Si il reste des adjacences non traitées, retourner en 3.

7: Si A-y' = X-9y" ou les adjacences dans S sont tous traitées. ALLER en algorithme 2
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Algorithme 2 phase2
1: Choisir un point x tel que z = z" ou x = z° du triangle A(y",y*) par exemple z"

,calculer z; = 97,25 = yg’,gA =X (Y1, 95).

2: tant quez;(z) > z, et 29(x) > 2, et 27 (x) > 2 faire

3: Déterminer 'ensemble J' = {j/a} =1} = {p1, -~ ,pg}.

4: si J' = ) TERMINER.

5: sinon

6: pour i :=p; a p, tel que i € J' faire

7 T, = 0

8 x;=1,7€ J et j <ietj>p Résoudre le probleme (Py)

9: si le probléme admet une solution x alors

10: Calculer z1, zp2*. S = SU{(z1(2), 2o(2)) }={yt, -+ ,y"} y° = ¢,y =y

A : i i+1
2= min {y)+ Aoy
1€{0,---,m}

ALLER en 2.
11: sinon TERMINER.
12: fin pour .
13: fin si
14: fin tant que

4.4 Implémentation et résultats

La méthode en deux pahases est implementée sur machine en se servant des avantages
du langage de programmation mathématique le Matlab 7 ( matrix laboratory 7).

Cet algorithme a été implementer sur une machine dont les caractéristiques :(processor
P4, FSB 800 Mb, DDR 3 GB ) en utilisant le méme langage de programmation (matlab 7)
et tester sur un ensemble d’instances de sac-a-dos biobjectifs des groupes A et B présentés

dans la section 3.4.1. Ces algorithmes sont exécutés une seule fois.
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Instances/Nombre de variables Ay

t to T SE
50 4.703 55.172 59.875 7
100 10.657 | 1.1156e-+003 | 1.1263e+003 || 15
150 57.893 | 3.697e-+003 | 3.7549e+003 || 25
200 60.783 | 4.279e+003 4.34e+-003 32
250 64.12 4.921e+003 5.e+003 50
300 67.265 | 5.743e+003 5.81e+003 62
350 69.31 6.81e+003 6.88e+003 66
400 72.43 8.367e+003 8.439e+4-003 74
450 76.31 | 9.676e+003 | 9.852e+003 | 84
500 79.68 1.063e+004 1.071e+004 98

TAB. 4.1 — Table des résultats pour les instances de s. groupe A;.

Instances/Nombre de variables A,

31 ta T SE
50 7.031 171.25 178.281 6
100 7.016 2667 2.6740e+003 || 13
150 56.367 | 3.457e+003 | 3.5133e+003 || 27
200 61.892 | 4.198e+003 | 4.259e+003 35
250 63.623 | 4.891e+003 | 4.9546e+-003 || 52
300 66.951 | 5.67e+003 5.747e+003 60
350 70.218 | 6.681e+003 | 6.7512e+003 || 69
400 74.66 | 7.961e+003 | 8.0356e+003 || 50
450 73.68 | 9.346e+003 | 9.4196e+003 || 74
500 78.84 1.0481e+004 | 1.0559e+004 || 90

TAB. 4.2 — Table des résultats pour les instances de

t; : Temps d’exécution de la premiére phase par seconde;

ty : Temps d’exécution de la deuxiéme phase par seconde;

T : Temps total d’exécution par seconde ;

SE : Nombre de solutions efficaces ;

: représente une virgule.

s. groupe Ay
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Instances/Nombre de variables As

t to T SE
50 16.14 158.187 174.327 9
100 48.531 1.1612e-+003 | 1.2097e+003 18
150 58.593 | 3.8099e+003 | 3.8685e+003 || 27
200 62.69 4.368e+003 4.4307e+003 || 30
250 65.894 | 4.8351e+003 | 4.9010e+003 || 25
300 67 5.8621e+4003 | 5.9291e+003 || 45
350 69.12 7.65e+003 7.7191e+003 || 61
400 72.968 8.867e+003 8.94e+003 77
450 75.68 9.371e+003 | 9.4467e+003 || 79
500 78 9.965e+003 1.0043e+004 || 85

TAB. 4.3 — Table des résultats pour les instances de s. groupe As.

Instances/Nombre de variables Ay

31 ta T SE
50 15.86 179.396 195.2560 7
100 38.21 1.218e+003 | 1.2562e+003 || 16
150 56.965 | 4.168e-+003 | 4.2250e+003 || 25
200 63.86 4.765e+003 | 4.8289%+003 || 33
250 66.58 5.35e+003 5.4166e+003 || 30
300 67.861 | 6.764e+003 | 6.8319e+003 || 45
350 70.296 | 7.674e+003 | 7.7443e+4003 || 59
400 73.869 8.43e+003 8.5038e+003 || 64
450 78.82 9.168e+003 | 9.2468e+003 || 74
500 81.582 | 9.6972e+003 | 9.7787e¢+003 || 89

TAB. 4.4 — Table des résultats pour les instances de s. groupe Ay

Instances/Nombre de variables

By

tq

[2) T

SE

50

4.312

53.063 | 57.375

7

TAB. 4.5 — Table des résultats pour les instances de s. groupe B

4.5 Discussion

Nous pouvons remarquer que le temps de résolution croit rapidement avec la taille de

I'instance et, méme, la facon dont celle-ci a été générée influe directement sur ce temps.

— Pour les instances du groupe A, nous pouvons remarquer qu’elle peuvent étre
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Instances/Nombre de variables By

t to T SE
50 2.68 45.148 47.828 6
100 3.6 49.65 53.2500 11
150 4.89 52.74 57.63 21
200 9.65 68.89 78.54 25
250 12.32 72 84.32 31
300 14.1 75.29 89.39 35
350 20.31 89.56 109.8700 42
400 38.96 1.25e+003 | 1.2890e+003 || 56
450 46.98 2.56e+003 | 2.6070e+003 || 45
500 58.593 | 3.2099e+-003 | 3.2685e+003 || 63
550 60.351 4.64e+-003 4.7004e+003 || 69
600 68.12 5.96e+003 6.0281e+003 || 74

TAB. 4.6 — Table des résultats pour les instances de s. groupe Bo

Instances/Nombre de variables Bj
t1 t2 T SE
50 62.3 | 5.687e+003 | 5.7493e+003
100 66 7.654e+003 7720
150 77 | 9.4867e+003 | 9.5637e+003

TAB. 4.7 — Table des résultats pour les instances de s. groupe Bs.

résolues jusqu’a 500 variables.

— Pour les instances du s.groupe B-1, nous pouvons remarquer que le temps de

résolution est acceptable car elles sont de petite taille (50 variables).

— Pour les instances du s.groupe B-2, nous pouvons remarquer qu’elle peuvent étre
résolues sans difficulté en allant j'usqu’a 600 variables car ces instances sont générées

avec une corrélation positive entre les objectifs.

— Pour les instances du s.groupe B-3, nous ne pouvons pas résoudre ces instances au
dela de 150 variables car ces instances sont générées avec une corrélation positive entre

un objectif et le vecteur des poids.
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Nous pouvons remarquer que le temps de résolution est consommé dans la deuxiéme phase
ol nous avons utilisé la méthode de séparation et évaluation : cette méthode est une
méthode exacte. Elle exploite systématiquement la totalité de ’espace de recherche. Dans ce
type de méthodes, ’ensemble des solutions trouvées "front Pareto" est efficace. Cependant

elle est, de grande complexité, ce qui rend le temps d’exécution trés important.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la méthode en deux phases appliquée au
probléme de sac-a-dos biobjectif unidimensionnel en variables binaires.
Son intérét réside dans une décomposition de ’espace de recherche et I'utilisation de mé-
thodes mono-objectifs pour les différentes résolutions successives (recherche des extrémes,
résolution des agrégations...). Appliquer la méthode en deux-phases pour la résolution
d’un probléme bi-objectif nécessite donc d’avoir une méthode mono-objectif efficace (si
possible polynomiale). C’est le cas pour notre probléme traité , et c’est ce qui rend la

méthode performante pour ce probléme.
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Conclusion générale

ans ce mémoire, nous avons présenté ’application de la méthode en deux phases sur
le problémes de sac & dos multiobjectif unidimentionnel en variables binaires (ou
MultiObjectiv knapsack problem (01-MOKP)), cas : biobjectif, ainsi q'une procédure de

pré-traitement appliquée avant la résolution de ce probleme.

D’abord, nous avons abordé et étudié la programmation multiobjectif. Ensuite nous
avons présenté le probleme de sac-a-dos et ses différentes variantes, en nous focalisant sur
le cas uni-dimensionnel multiobjectif (biobjectif). Ainsi, nous avons étudié une procédure
de pré-traitement qui permette de réduire la taille d’'une instance d’un probléme, appliquée
au probléme de sac & dos mono objectif, puis dans le cas multiobjectif.

Enfin, nous avons appliqué la méthode en deux phases sur le probléme de sac & dos biobjectif

unidimentionnel en variables binaires ainsi que la procédure de prétraitement.

Afin de tester l'efficacité de notre méthode, nous avons étudié et programmé cette
méthode, qui a été implémenté sur machine sous le logiciel matlab 7, puis une étude
comparative a été menée sur un ensemble de problémes tests, dont les résultats numériques
montrent 'efficacité de notre approche, en termes de nombre de variables et de qualité de

I’ensemble des solutions malgrés que le temps d’exécution est grand.

Perspectives de recherche

Nous nous sommes concentrés dans ce mémoire sur l'optimisation combinatoire mul-

tiobjectif, dont 1'objectif est de fournir I'ensemble le plus complet possible des solutions
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Pareto a un probléme donné. En guise de perspectives, on peut citer :

— Adapter la procédure de séparation et évaluation au cas multiobjectif.

— Développer d’autres mécanismes de reduction de probléme.

— Améliorer la vitesse de I’algorithme, en développant de nouvelles bornes pour la
procédure de séparation et évaluation ou essayer d’hybrider la procédure de séparation
et évaluation avec des metaheuristiques, telles que les algorithmes génétiques, colonies

de fourmis ... etc.
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Résumé

Resumé : Approche multicritere pour le probléme de sac & dos.

ans ce mémoire, nous nous intéressons a l’étude d’une méthode exacte pour la résolu-
D tion d’un probleme d’optimisation combinatoire multiobjectif, cas du probléme de sac
a dos bi-objectif unidimensionnel en variables binaires. Cette méthode est appelée la mé-
thode en deux phases, son principe est basé sur les travauz de Visée et al, 1998 [77]. Nous
étudions d’abord une procédure de pré-traitement qui permet de réduire la taille d’une ins-
tance d’un probleme, appliquée au probléme de sac a dos mono objectif, puis nous donnons
plusteurs propriétés permettant de déterminer a priori une partie de la structure de toutes
les solutions efficaces. Enfin, nous nous attachons a décrire l’application de la méthode de
deux phases dans notre probléme, ainsi la procédure de pré-traitment appliquée.
Mots clés : Optimisation combinatoire multiobjectif, sac a dos, méthode exacte, méthode

en deux phases, pré-traitement.

Abstract : multicriter approach for Knapsack problem.

this paper, we focus on the study of an exact method for solving a multiobjective combi-
fnatom’al optimization problem, case of the unidimensional bi-criteria knapsack problem
with binary variables. This method is called the method in two phases, its principle is based
on the work of Visée et al, 1998 [77]. First, we study a preprocessing procedure that reduces
the size of an instance of a problem, applied to the problem of single-objective knapsack,
then we give several properties to determine a priori part of the structure of all efficients
solutions. Finally, we strive to describe the application of the method of two phases in our
problem, and the procedure of preprocessing Applied.
Keywords : Multi-objective combinatorial optimization - Knapsack-exact method-Two

phase method-preprocessing.
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