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Résumé

Dans cette thése, nous étudions les équations décrivant la dynamique du transfert
de chaleur dans un écoulement de fluide magnétique soumis & un champ magnétique
appliqué. Dans le cas classique, la température se propage a vitesse infinie et le
transfert est modélisé par la loi de Fourier. Pour pallier ce paradoxe, Cattaneo a
proposé un modéle dans lequel la température se propage a vitesse finie. Cette loi de
transfert de la chaleur est appelée loi de Maxwell-Cattaneo. Le systéme d’équations
étudié est constitué des équations de Navier-Stokes incompressibles pour la vitesse U
et la pression P du fluide magnétique, de ’équation de la magnétisation M de type
Bloch-Torrey, des équations de la magnétostatique pour le champ magnétique H et
des équations de transfert de chaleur de Maxwell-Cattaneo pour la température 6
et le flux de chaleur Q.

Le systéme d’équations étudié dans Dy = (0,7) x D avec D un domaine borné
de R® et T > 0 est le suivant

divU =0
U +(UN)U =AU + VP = —p(0)g + pio(M.V)H + £ curl(M x H)
M + (UN)M — 0 AM + (M — xoH) = 3 curlU x M — 5o M x (M x H)
00+ U -Vl =—divQ W
7(0,Q — yAQ) = —% cwrlU x Q — Q — VK(6).
div(H+M)=F, culH =0

ou la densité p(0) et la fonction monotone K(6) sont données par

p(0) = po(1 = B0 —0), K(0) =r0+ab’ (2)
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Le systéme couplé noté par (P) est complété par les conditions initiales et aux

limites suivantes
U(0) = Uy, divUy =0, M(0) = My, 0(0) =6y, Q(0) = Qo dans D
U=0, M- n=0, criIM xn=0, H n=0,Qxn=0 surl7 (3)
Tydiv@ — K(0) =0 sur I'p

ot I'r = (0,7) x OD et n est le vecteur unitaire de la normale extérieure au bord
de D.

Nous établissons un résultat d’existence globale d’une solution faible pour ce
systéme en utilisant la méthode de Faedo-Galerkin et des techniques de régulari-
sation, d’approximation, de monotonie et de compacité. Ce résultat a fait I'objet
d’une publication dans la revue internationale Journal of Mathematical Fluid Me-
chanics sous le titre de Global weak solutions to magnetic fluid flows with nonlinear

Mazwell-Cattaneo heat transfer law voir [2].

Mots clés : Fluides magnétiques, équations de Navier-Stokes, magnétisation,

équation de la magnétostatique, systéme de Maxwell-Cattaneo.



Présentation de la thése

Nous présentons ici le plan de cette thése, en précisant les éléments principaux

des chapitres composant ce manuscrit.

Dans le premier chapitre, nous présentons les caractéristiques générales des fluides
magnétiques (ferrofluides), leur historique et propriétés physiques, nous donnons
aussi certains domaines d’application de ces ferrofluides. Nous concluons ce chapitre

par une présentation des équations décrivant la dynamique des ferrofluides.

Le chapitre 2 est consacré a quelques rappels théoriques. Nous commencons par
quelques résultats concernant les espaces de Sobolev et les espaces LP. Nous rap-
pelons aussi quelques théorémes utilisés tout au long de notre travail comme les
théorémes de compacité utilisés dans I’étude des équations d’évolution non linéaires,
le théoréme de De Rham utilisé dans la démonstration d’existence de solutions des
équations de Navier-Stokes, le théoréme d’interpolation et les inégalités de Young,
de Gronwall et de Bihari.

Dans le chapitre 3, nous présentons le résultat principal de notre travail qui est
le résultat d’existence de solution faible pour un probléme d’écoulement d’un fluide
magnétique avec transfert de chaleur régi par la loi de Maxwell-Cattaneo. En premier
lieu, nous présentons le probléme étudié, puis nous donnons le résultat d’existence de
solution faible pour ce probléme. Ensuite, nous démontrons ce résultat en utilisant

des techniques de régularisation, d’approximation, de monotonie et de compacité.
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Notations

(;+) :le produit scalaire sur R3, || - || la norme euclidienne associée.
X : le produit vectoriel.

\% : le gradient.

A : Popérateur laplacien.

div  :la divergence.

curl :le rotationnel.

On : la dérivée normale.
) - un ouvert de R3 et 99 son bord.
n : la normale unitaire extérieure au bord 0.

D(2) I'ensemble des fonctions numériques définies sur € infiniment dérivables et
a support compact dans Q.

LP(Q2) espace de Lebesgue usuel.

WmP(Q) et WP () espaces de sobolev.

W= (Q) 'espace dual de Wi™P(Q) et H™(Q) = W™2(Q).

LP(Q) = (L(Q)),  Wmr(@) = (Wro(Q)

H™ () = (H™ (@) ot B () = (HP ().

C(Q2) ensemble des fonctions u : @ — R continues.

C(2) ensemble des fonctions u :  — R continues.

C*(Q) ensemble des fonctions k fois contintiment différentiables dans .

X un espace de Banach et X’ son espace dual.

(;; Yxrxx le produit de dualité entre X’ et X, ||.||x la norme dans X.

C([0,T7; X) ensemble des fonctions continue sur [0,7] & valeurs dans un espace de
Banach X.

LP(0,T; X) espace de Lebesgue a valeurs dans un espace de Banach.

D([0,T]; X) espace des fonctions continiment différentiables a support compact
dans [0, 7.



Introduction générale aux ferrofluides

Quelques formules d’intégrations
g

Soient u, v, w des champs vectoriels de classe C!(Q2) et ¢, 1 des champs scalaires de
classe C1(9)

) /gpdivudx:/ gpu-nds—/Vgo-udw
Q a0 Q

. /@Awdx:/ gp@nwds—/Vgo-deav
Q a0 Q

. /u~curlvdx:/v-curludx—/ (uxv)-nds
Q 0 o)

. /(—Au) -vdr = /(Curlu) - (curlv) da:—l—/(div u)(divv) dx
Q Q Q

—_

[\

o

e~

—/ (curluxn)-vds—/ (divu)v - nds.
o0N

o9
Quelques identités vectorielles
. div(curlu) =0
. curl(Ve) =0

—_

. div(pu) = ¢divu+ Ve - u
. curl(pu) = pcurlu+ Ve x u
caurlluxv)=(v-V)ju— (u-V)v+ (divv)u — (divu)v

.V(u-v)=uxcurlv+vxcurlu+ (u-V)v+ (v:-V)u

2
3
4
D
6. diviux v) =curlu-v —curlv-u
7
8. (u-V)u=curluxu+ 3V/u]?

9

. curlcurlu = V(divu) — Au

10. u- (vxw)=v-(wxu).
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Chapitre 1

Introduction générale aux

ferrofluides

Un fluide magnétique encore appelé ferrofluide est un liquide qui a de fortes
propriétés magnétiques. Sous ’action d’un champ magnétique, ce liquide de couleur

noire s’aimante et prend des formes spectaculaires.

FIGURE 1.1 — Un ferrofluide soumis a un champ magnétique.

(source : https ://www.wikipedia.org/).

Les ferrofluides sont des solutions colloidales trés stables constituées de parti-
cules ferromagnétiques d’une taille de 'ordre de 10 nanométres en suspension dans
un liquide porteur non magnétique (huile, eau,...). Il est indispensable d’introduire

un agent stabilisateur appelé surfactant afin d’augmenter la solubilité des particules
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Introduction générale aux ferrofluides

dans le liquide porteur et aussi pour assurer les forces de répulsion entre les particules
afin d’éviter leur agglomération. Un ferrofluide typique est constitué par environ 5
a 10% de particules magnétiques, 10% de surfactant, et 85% de liquide porteur par
volume. En absence d’'un champ magnétique externe, l'orientation des particules
ferromagnétiques est aléatoire et le liquide n’est pas magnétique, le mélange se com-
porte comme un liquide visqueux isotrope et homogéne. Toutefois, quand un champ
magnétique externe est appliqué, les moments magnétiques des particules s’alignent
sur les lignes de champ magnétique, le liquide devient magnétique. Dans ce cas, le
fluide n’est ni homogéne ni isotrope et sa viscosité peut changer. Aussi, la surface du
liquide se déforme en fonction de la géométrie du champ magnétique et les propriétés

du fluide peuvent étre ajustées en fonction du champ magnétique appliqué.

1.1 Historique

Les ferrofluides n’existent pas a I’état naturel, il faut les synthétiser. La pre-
miére tentative répertoriée est due & Wilson en 1779, le fluide y était formé de fines
particules de fer dans I'eau. Cependant, on ne peut parler d’une réelle synthése de
ferrofluide qu’a partir de 1963. C’est Stephen Papell [25] qui a effectué cette synthése
en mélangeant de la poudre de magnétite & du kéroséne en présence d’acide oléique.
Il a ensuite broyé le mélange pendant plus d’un mois jusqu’a obtention de particules
dont la taille n’excéde pas les 10 nm. Les particules sont recouvertes d’acide oléique,
ce qui assure la stabilité de la solution colloidale.

Peu aprés, les travaux de Rosenweig et ses collaborateurs [22, 31| présentent
des améliorations sur le fluide de Papell et synthétisent un ferrofluide de saturation
magnétique plus importante et surtout stable par rapport a la sédimentation. Il en
découla une production industrielle et une commercialisation des ferrofluides. De-
puis, la recherche scientifique apporte quotidiennement des avancées dans la synthése
des ferrofluides.

1.2 Stabilité des ferrofluides

Pour son utilisation a des fins industrielles, un ferrofluide doit étre stable. La
stabilité dépend de la taille des particules et de I’équilibre des forces s’exercant sur

le ferrofluide.
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Introduction générale aux ferrofluides

En premier lieu, il faut que le diamétre moyen des particules soit suffisamment petit
pour éviter la sédimentation naturelle des grains sous l'effet de la gravité. Il faut
également éviter que les particules ne s’agglomérent entre elles et ne conduisent &
des agrégats plus gros, susceptibles de sédimenter a leur tour.

Les forces qui s’exercent sur les particules ferrofluides sont

e La force de Van der Waals, qui est une force attractive de courte portée

et de valeur proportionnelle & la dimension des particules,

e L’interaction dipolaire entre les particules due a 'aimantation spontanée

des particules,

e La force magnétique, résultant de 'interaction entre les poles des nanopar-

ticules, elle est attractive lorsqu’un champ magnétique est appliqué,

e La gravité qui provoque la sédimentation de la solution.

En plus de ces forces, il convient d’ajouter le terme qui provient de 'agitation

thermique et qui joue un role important dans la stabilité des ferrofluides.

1.3 Propriétés physiques

L’intérét des ferrofluides réside dans leurs propriétés d’allier les effets mécaniques
et magnétiques. Les deux parameétres principaux en jeu sont la saturation magné-
tique et la viscosité dynamique. Pour autant, il ne faut pas oublier les propriétés

optiques de ces matériaux.

Propriétés mécaniques et magnétiques

Les ferrofluides possédent de trés fortes propriétés magnétiques. Lorsque le fluide
magnétique n’est soumis & aucun champ magnétique, les moments magnétiques por-
tés par les nanoparticules sont orientés aléatoirement et 'aimantation totale du fluide
est nulle. Lorsqu’ un champ magnétique est appliqué, les moments des particules ont
tendance a s’aligner avec le champ auquel elles sont soumises. En augmentant 1’in-
tensité du champ, la polarisation des particules augmente et 'interaction entre elles

devient plus forte. La magnétisation M des ferrofluides est alors proportionnelle &

13



Introduction générale aux ferrofluides

Iintensité du champ magnétique appliqué H. Son niveau augmente jusqu’a la va-
leur définie par sa saturation magnétique, quand toutes les particules sont alignées.

Au-dela de cette valeur, la magnétisation reste stationnaire.

M |m=====r==cceremn==- AREEEEERAERERNERRRR RN S
sert

Magnétization M
-

Champ magnétique [

FIGURE 1.2 — La figure montre la courbe typique de magnétisation d’un ferrofluide.
C’est dans la zone de transition de la courbe, avant d’atteindre la saturation, que se

situent la plupart des applications du ferrofluide.

Dans la mesure ot les interactions magnétiques entre les particules sont négligées,
la théorie de Langevin décrit I'aimantation M du fluide en fonction du champ H
par la loi (dite de Langevin)

M = ¢mL(€), &= puymVH/KT, L(§)=cot(§) — %

ou ¢ est la fraction volumique des particules, m leur aimantation a saturation,
V = wd®/6 est le volume de la particule, d est son diamétre, s est la constante de

Boltzmann, T est la température et pg étant la perméabilité du vide.

L’aimantation d’un ferrofluide a saturation est égale, a la dilution pres, a celle
des matériaux qui composent ces particules. Par exemple, un ferrofluide standard, a
base de maghémite, et de fraction volumique de l'ordre de 5%, posséde une aiman-
tation de 20 kA /m (kiloampéres par métre) a saturation.

Cette aimantation ainsi que diverses propriétés caractéristiques du ferrofluide (sus-

ceptibilité magnétique et diamétre moyen) peuvent étre obtenues par une mesure de

14



Introduction générale aux ferrofluides

sa courbe d’aimantation (c’est-a-dire de "aimantation du ferrofluide M, en fonction
du champ magnétique extérieur appliqué H). L’ensemble de la courbe d’aimantation

peut généralement étre modélisé a 'aide de I’équation de Langevin.

Une autre propriété importante des ferrofluides est la modification des proprié-
tés visqueuses, en fonction de l'intensité et de la direction du champ magnétique.
Lorsqu’un champ magnétique est appliqué au ferrofluide, la viscosité s’éléve. En
I’absence d'un champ magnétique la viscosité est conditionnée par celle du fluide
porteur, et par la présence des particules dans le liquide qui augmente la viscosité.
Cette variation est en fonction de la taille des particules et de leur concentration.
Contrairement a la magnétisation, il n’y a pas a priori un niveau de saturation a
partir duquel la viscosité reste constante. Les études sur les effets du champ magné-
tique sur la viscosité des ferrofluides sont bien développées pour un niveau de champ
autour de la saturation magnétique. Cependant, aucune information n’est proposée
dans la littérature concernant le comportement de la viscosité des ferrofluides une
fois saturés, quand ils sont soumis a des niveaux encore plus élevés de champ ma-

gnétique.

Pour les suspensions colloidales, I’écoulement provoque par effet visqueux la ro-
tation des particules dans ’axe paralléle a sa vorticité. D’un point de vue micro-
scopique, la rotation de chacune des particules peut étre associée a un moment
mécanique di & un couple visqueux. Pour les ferrofluides, ce mouvement est impor-
tant, car les particules en suspension sont magnétiques. En présence d’un champ
magnétique, un couple apparait sur les particules afin de les orienter dans la direc-
tion des lignes du champ. Ainsi, les couples visqueux et magnétiques vont interagir
sur le mouvement des particules. Comme le couple est une grandeur vectorielle,

I'orientation du champ magnétique est importante.

Propriétés optiques

Dans la plupart des cas, les particules magnétiques d’un ferrofluide portent, en
plus de leur moment magnétique, une anisotropie optique intrinséque dont I’origine,
encore controversée, est liée soit a une propriété cristalline des particules, soit a

une anisotropie de forme. [’application d’un fort champ magnétique conduit a une
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Introduction générale aux ferrofluides

orientation des particules le long du champ et & une anisotropie globale du milieu
qui devient biréfringent. Cette propriété subsiste a trés faible dilution en particules
magnétiques.

Les caractéristiques optiques particuliéres des ferrofluides ne se limitent pas a
la biréfringence. Les ferrofluides sont aussi dichroiques sous I'influence d’un champ
magnétique : lorsqu’il est éclairé par une lumiére non polarisée et qu’on I'observe
sous un certain angle par transparence, il apparait bicolore. Ces caractéristiques sont

utilisées dans de nombreuses applications des ferrofluides.

1.4 Applications

Les ferrofluides ont donné lieu & de nombreuses applications dans l'industrie et
la recherche. Nous présentons ici quelques exemples d’applications des ferrofluides.
Dans le domaine de I'ingénierie, une des applications les plus courantes des ferro-
fluides est la réalisation de joints d’étanchéité des arbres tournants. Le champ ma-
gnétique est généré par des aimants permanents annulaires placés autour de 'axe
de rotation. Le gradient du champ maintient le ferrofluide en place, méme en cas
de pression élevée. Le frottement exercé par le joint de ferrofluide sur ’arbre est né-
gligeable par rapport aux techniques mécaniques couramment utilisées : les arbres
ont ainsi une durée de vie plus grande. Ce processus est utilisé dans certaines autres
applications techniques comme a l'intérieur de disques durs, ils sont utilisés pour la
lubrification et ’étanchéité des axes de moteur de disques durs en étant introduits
entre I’enroulement et 'aimant assurant la lubrification et empéchant les poussiéres
de se glisser dans l'interstice.

Les ferrofluides peuvent étre rencontrés aussi dans des systémes d’amortisseurs d’au-
tomobiles, d’aéronefs et de bateaux. Dans ce cas, leur propriété visqueuse est utilisée.
A partir d’'un champ magnétique appliqué, amortissement est ajusté en fonction
de la charge ou du trajet a parcourir.

Les Ferrofluides sont aussi utilisés dans les haut-parleurs, ils permettent d’améliorer
le transfert thermique au sein des enceintes audio ou des haut-parleurs électroma-
gnétiques de grande qualité, afin d’obtenir un son de haute performance et sans
surchauffe.
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Introduction générale aux ferrofluides

Dans le domaine biomédical, les ferrofluides sont utilisés pour séparer les groupes
biologiques. Sous gradient de champ magnétique, on pourra isoler des cellules qui ont
fixé des nanoparticules magnétiques. C’est ainsi par exemple qu’on sépare magnéti-
quement des globules rouges pathologiques en couplant aux nanoparticules magné-
tiques une protéine (I’annexine) qui se fixe sur un des phospholipides de la membrane
cellulaire, exposé a l'extérieur de la cellule uniquement si celle-ci est endommagée.
Ce méme principe de tri magnétique peut étre adapté a la séparation de macromo-
lécules biologiques (des fragments d’ADN par exemple), de virus de bactéries.... a

des fins diagnostiques.

Les fluides magnétiques sont également utilisés dans I'imagerie par résonnance
magnétique (IRM) comme agent de contraste; les particules en créant localement
une inhomogénéité de champ magnétique modifient les temps de relaxation des pro-
tons. Une autre application est I'utilisation des ferrofluides en cancérologie, par
hyperthermie magnétique : les nanoparticules sont injectées dans des tissus cancé-
reux, sous l'action d’un champ magnétique alternatif, ils entrainent une élévation
de température de la tumeur. D’autres applications sont présentées plus en détail
dans Colloidal Magnetic Fluids [23] et dans Ferrofluids : Magnetically Controllable
Fluids and Their Applications [24].

1.5 Modéles physiques et équations

Lorsqu’on applique un champ magnétique a un ferrofluide, plusieurs phénoménes
surviennent & cause de la réorientation des dipoles des nanoparticules ferromagné-
tiques. Un ensemble d’équations décrivant la ferrohydrodynamique est proposé par
Rosensweig dans [22] et se compose des équations du mouvement du ferrofluide

incompressible non conducteur
divU =0
(1.1)
p(OU + (UNV)U) —nAU +VP = (MNV)H
et des équations de la magnétostatique

curlH =0, divB=0, B=H+4nM. (1.2)
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Introduction générale aux ferrofluides

Dans ces équations U est la vitesse du fluide, P sa pression hydromagnétique, M
représente la magnétisation, H le champ magnétique et B l'induction magnétique.
Dans le modéle ci-dessus, on suppose que M et H sont paralléles. Mais généralement
le moment magnétique est soumis a un couple magnétique créé par le champ magné-
tique et dans ce cas un terme supplémentaire M x H est introduit dans I’équation
de Navier-Stokes (1.1) qui devient

p(BU + (UN)U) = —=VP +nAU + (M - V)H + 1 curl(M x H) (1.3)

ou (M - V)H est la force magnétique de Kelvin qui représente la convection du
champ magnétique H dans la direction de ’aimantation M et le couple magnétique
M x H tend a retourner M dans la direction de H.

Le systéme comprend aussi une équation de la magnétisation M. Dans un liquide
non magnétique, la magnétisation est décrite par I’équation
1
B
ou U est la vitesse du fluide. Le premier terme du second membre de I’équation
représente le changement de magnétisation causé par la rotation (de vitesse angu-
laire macroscopique w) des particules magnétiques et le second terme représente le
changement de la magnétisation vers une magnétisation d’équilibre M, dépendant
du temps de relaxation 7. Le terme (U.V)M représente la convection de M dans

la direction de la vitesse U.

Lorsque le liquide est magnétique, il convient de tenir compte du couple magné-
tique M x H qui agit sur les particules. En notant 2 = %curl U la vitesse angulaire

microscopique du fluide, on a
6np(w—Q) =M x H (1.5)

ou ¢ est la fraction volumique de la phase solide dispersée et I’équation de la ma-

gnétisation (1.4) devient
1 1 1
OM + (UN)M = = curl U x M — —(M — My) — —M x (M x H).  (1.6)
2 B 6n¢

ou le terme M x (M x H) tend a aligner M dans la direction de H.
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Introduction générale aux ferrofluides

Nous terminons cette introduction par décrire le transfert de chaleur dans le
ferrofluide. La température # du fluide est généralement décrite par ’équation de

transfert de chaleur linéaire
00+ U-VO=—-divQ (1.7)
ou le flux de chaleur () est donné par la loi de Fourier linéaire
Q = —rVo (1.8)

et U est la vitesse du fluide. Pour éviter le paradoxe de la propagation instantanée
de la chaleur inhérente a lI’équation du type parabolique, un autre modéle a été
proposé dans les travaux de Vernotte [38] et Cattaneo [10]. Dans ce modéle, la loi

de Fourier (1.8) est remplacée par ’équation de flux de chaleur
70,Q + Q = —kV0 (1.9)

ou 7 > 0 est le temps de relaxation. Pour 7 = 0, on retrouve ’équation (1.8). En
combinant I’équation de la température et I’équation de flux de chaleur, on constate

que 6 satisfait une équation de type hyperbolique.

Le systéme (1.7)-(1.9) a été généralisé par Guyer et Krumhansl voir [18], par
I'introduction d’un processus de diffusion dans (1.9) de sorte que 1’équation de flux

de chaleur devient
T(0,Q — YAQ) = —Q — KV (1.10)

ou v> 0 est un coefficient de diffusion (voir aussi [26, 27]). Lorsque la conductivité
thermique est renforcée par les effets de rayonnement voir [15, 16, 17|, la loi de

Fourier linéaire est remplacée par une loi non linéaire
Q =—-VK(0). (1.11)

Dans [16], le modéle de transfert de chaleur par la loi de Fourier non linéaire dans

un écoulement de fluide incompressible a été étudié.
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Dans cette thése, nous considérons la loi de Maxwell-Cattaneo non linéaire pour
le transfert de chaleur qui est une généralisation de la loi de Fourier non linéaire,
plus précisément, nous considérons que la dynamique du couple (6, Q) est régie par

le systéme
00 +U-Vo=—-divQ

. (1.12)
T7(0,Q — YAQ) = ~3 curlU x Q — Q — VK(0).
ot K(0) est une fonction monotone donnée par
K@®)=r0+ab’ (1.13)

k> 0 et a > 0 étant des coefficients de conductivité thermique.
Le terme —3 curl U X @ tient compte de la rotation des particules de vitesse angulaire
Q= %Curl U.
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Chapitre 2
Quelques rappels

L’objectif de ce chapitre est de rappeler I'essentiel des résultats utilisés tout au
long de ce travail. Nous commengons par des résultats concernant les espaces de
Sobolev et les espaces LF(0,T; X) ot X désigne un espace de Banach.

2.1 Les espaces L et les espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont un outil omniprésent dans I’étude des équations
aux dérivées partielles. Nous reprenons dans cette section certains résultats sur ces
espaces. Pour une présentation plus compléte des espaces de Sobolev, on pourra
consulter les ouvrages de Robert A. Adams [1] et de R. Dautary, J.L Lions [11].

Soit Q un ouvert de RY. Pour 1 < p < oo, on note LP(Q2) I'espace de Lebesgue
défini par
LP(Q) = {u : 2 — R mesurable; / |ulP dr < oo}
Q

1/p
ey = ( AL dx) |
Q

L>(Q) = {u: Q — R mesurable; esssup |u| < oo}
Q

muni de la norme

et pour p = 0o, on note

que 'on munit de la norme

|w|| oo () = ess Sl;zp |ul.
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On désigne par D(€2) I'ensemble des fonctions numériques définies sur € infini-
ment dérivables et & support compact dans €.
Pour tout entier m > 0 et 1 < p < oo, l'espace de Sobolev W™P(Q) est défini par

WP ={ye LP(Q): 0% € LP(), pour tout 0 < |a| < m}

ou la dérivé partielle 0* est & prendre au sens faible (au sens des distributions). Il

est muni de la norme

1/p
lullwms@y = | D 10%ullZoq) si 1 <p < oo,
0<|a|<m
lullwnoe@ = max [0%ul| ).

On pose
H™(Q) = W™2(Q).

On désigne par WJ"P(Q) la fermeture de D(Q2) dans W™P(Q) et par W™ (1),

p=-L£.1<p< oo, lespace dual de Wy""(€2) muni de la norme duale

p—1’
|(u, 9)|
ellyyomp (o = sup oL
W —m,p (Q) ¢€W(§n’p(ﬂ) ||¢||W0m,p(ﬂ)
$#0

Pour les fonctions vectorielles, nous utilisons les notations LP(€2), WP (), H™(€2),
Hg' (€2).

Nous donnons maintenant quelques résultats d’injection des espaces WP dans

les espaces LP.

Théoréme 1 Soit @ C RY un ouvert de classe C* avec O borné, ou bien 2 = RY

et soit 1 <p<oo. On a

Si 1<p<N, alors W(Q)cC LP(Q) ol o5 = =

S =

Si p=N, alors  WYW(Q)CLI(Q)  Vqé€ [p,+oo, (2.1)

Si p>N, alors WHP(Q) C L™®(Q),

avec injections continues.
De plus, si p> N, pour tout u € WHP(Q2) on a

u(z) —u(y)] < Clz —y|*ullwir@) pp. 2ycQ
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avec « = 1 — % et C est une constante positive dépendant seulement de 2, p et N.

En particulier WP(Q) C C(Q).

Théoréme 2 (Rellich-Kondrachov) Soit Q un ouvert de RN borné de classe C*,

on a

Si 1<p<N, alors WhP(Q) C LY(Q) Vg € [1,p*], o }% — Jlu ~ L
Si p=N, alors W1P(Q) C L1(Q) Yq € [p, +oo],
Si p>N, alors W'P(Q) C C(Q),

(2.2)

avec injections compactes.

Proposition 1 (Inégalité de Poincaré) Soit Q un ouvert borné de RY, alors il

existe une constante C' > 0 telle que
HUHLp(Q) < CHVUHLP(Q), Yu € Wol’p(Q) 1< p < oQ. (23)

Proposition 2 (Inégalité de Poincaré-Wirtinger) Soit Q un ouvert borné, connexe

et régulier de RY, alors il existe une constante C' > 0 telle que
lu— il o) < C||Vull o), YueWP(Q) 1<p<c (2.4)

~ —

1
ou U = 9l / u(z) dx est la valeur moyenne de u sur 2, le nombre |Q| désignant
Q

la mesure de Lebesque du domaine 2.

2.2 Les espaces LP(0,T; X)

Dans cette section, on présente briévement quelques espaces de fonctions a va-
leurs dans un espace de Banach. Soient 7' > 0, X un espace de Banach, on définit

les espaces suivants

C([0,T]; X) ={u:[0;T] — X continue },
T
LP(0,T;X) = {u :[0; T] — X mesurable telle que / |lull% dt < —i—oo} , 1 <p<+o0
0
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muni de la norme

T 1/p
||| zro,7;x) = (/ Jul% dt)
0

L>(0,7; X) = {u: [0;T] = X mesurable telle que;3C' > 0, ||ul]|x < C p.p. t€(0,T)}

et

muni de la norme

[ul| Lo o,rx) = sup ess|lu(t)|x.
0<t<T

Remaque 1 Pour tout 1 < p < oo, LP(0,T;X) est un espace de Banach et pour
tout 1 < p < oo, C(0,T;X) est dense dans LP(0,T;X). Sil <p < oo est si X est
réflexif, alors LP(0,T; X) est réflexif (voir J. Droniou [14] et J. Simon [34]).

2.3 Théorémes de compacité

Dans I'étude des équations d’évolution non linéaires, le lemme d’Aubin-Lions
(voir |21, 34]) est un outil trés puissant. Il permet d’établir des résultats de compacité
sur les solutions approchées et de faire le passage a la limite dans les termes non

linéaires des équations.

2.3.1 Lemme d’Aubin
Soient Xy, X, X, trois espaces de Banach avec X, X, réflexifs et
Xo C X C X; avec injections continues , (2.5)

et
l'injection de X, dans X est compacte. (2.6)

Soit 0 < T < 0o, on définit

d
W = {u € LP(0,T; Xo);u' = d_th e LY0,T; Xl)} . (2.7)

ou 1 < p,q < oco. Muni de la norme
[ullw = [lulloorx0) + W | Lao.r:x1)

W est un espace de Banach et on a le résultat suivant
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Théoréme 3 Sous les hypothéses (2.5), (2.6) et si 1 < p,q < oo, Uinjection de W
dans LP(0,T; X) est compacte.

La preuve du résultat de compacité di a T. Aubin (voir le livre de J.L. Lions
[21]) repose sur des raisonnements d’extraction de suites convergeant faiblement;
ce résultat demandait donc la réflexivité des espaces de Banach mis en jeu et des
espaces de Sobolev de la forme W1?(0,7T; X;) avec 1 < p < oo.

Peu aprés J. Simon (voir [34]), donne une généralisation des résultats de compacité

d’Aubin dans les cas non réflexifs, que nous présentons ici

Théoréme 4 Sous les hypothéses (2.5), (2.6) tel que pour 1 < p,q < o0, on a
1. Sip < 400, lUinjection de W dans LP(0,T; X) est compacte.
2. Sip=+oo et q>1, Uinjection de W dans C([0,T]; X) est compacte.

Nous allons donner maintenant un autre lemme de compacité faisant intervenir

la notion de dérivée fractionnaire (voir [21]).

2.3.2 Lemme de Lions

Soient Xg, X, X trois espaces de Hilbert qui satisfont les hypothéses (2.5) et
(2.6). Soit v(t) une fonction de R dans X, on note par v la transformée de Fourier

en t de v,
o(r) = / exp(—2imtT)v(t) dt.

o0
La dérivée en temps t d’ordre v de v est la transformée de Fourier inverse de (2in7)70

c’est-a-dire

—

Djv(r) = (2imT)70.

Pour v > 0! donné, on définit I'espace
W’Y(R, Xo, Xl) = {U S L2<R,X0), D;Y'U S LQ(R, Xl)}

= {v e L*(R; Xy), |7|"0 € L*(R; X1)}. (2.8)

1. Dans les applications, en général 0 < vy < 1.
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C’est un espace de Hilbert pour la norme

oo = (o122 + 17 Py (29)

On introduit ensuite W7(0, T, X, X;) espace des restrictions a (0,7) des fonctions
de WY(R, Xy, X1). C’est un espace de Hilbert pour la norme quotient, :

[vllwA 0.1, x0,x1) = Inf {||[w]lw(r,x0.x1) w =0 pp.sur (0,T)}.

Théoréme 5 Sous les hypothéses (2.5) et (2.6), Uinjection de WY (0,T, Xo, X1)
dans L*(0,T; X) est compacte.

Pour la démonstration voir le livre de J.L. Lions [21].

2.4 Théoréme de De Rham

Le résultat suivant joue un role crucial dans la démonstration de 'existence de
solutions des équations de Navier-Stokes : une fois établie I'existence d’une solution
de ’équation variationnelle sur la vitesse seule, il permet d’obtenir I'existence d’une

pression associée a cette vitesse satisfaisant les équations générales (voir [35, 36]).
Théoréme 6 Soient Q un ouvert borné de R® et w € H™1(Q) telle que

(w:6) =0 Yo e D), dive =0,
Alors il existe ¢ € L*(Q) tel que w = V4q.

La preuve de ce résultat est donnée dans (|36], p. 30, lemme 9). Ce résultat se

généralise aux distributions dépendant du temps (voir [35]).

Lemme 1 Soient Q un ouvert borné de R3 et w € D'(|0, T[; H*(Q)) telle que
(w;9) =0, V¢ e D), dive =0.
Alors il existe ¢ € D'(]0, T[; L*(Q)) tel que w = Vq.

De plus g peut étre choisi de telle sorte que ’application w — ¢ soit linéaire et conti-
nue de W*"(]0, T[; H 1 (Q)) dans W*"(]0, T[; L*(2)), pour tout s € Ret 1 < r < oo.
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2.5 Théoréme d’interpolation

Soient I un intervalle de R, Q un ouvert de RY et py, ps, q1, g2 quatre réels dans
[1,400]. Si f e LP(I; L9 (2)) N LP2(I; L%2(£2)) alors pour tout 0 €]0, 1], la fonction
f est dans LP(I, L%(Q2)) pour p et ¢ définis par

1 6 1-66 1 6 1-46
___"_ .

P m o 4 @ @
De plus

I f e rzac@yy < NN %o o 0 ||fHLP2(] L92(Q2))"

2.6 Inégalités

2.6.1 Inégalités de Young

a2 2

b
<4
ab_2+2, (a,b € R)

® avec ¢,
2

b
ab§5a2+4—€, (a,b€R,e>0)

e soient 1 < p,q < oo, %—i—%: 1. Alors
a? bl

ab< —+—, (a,b>0)
p q

et
ab <ea? +C(e)b?, (a,b>0,¢>0)

pour C(g) = (ep)~9/Pq~1,

2.6.2 Inégalités de Gronwall

Le lemme de Gronwall, appelé aussi inégalité de Gronwall, permet ’estimation
d’une fonction qui vérifie une certaine inégalité différentielle ou intégrale. Le lemme

existe sous deux formes, intégrale et différentielle.
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Forme différentielle : Soit 7(.) une fonction positive, absolument continue sur

[0, T] qui satisfait p.p. pour tout ¢ I'inégalité différentielle
'(t) < o(t)n(t) + ¥(t),
ot ¢(t) et 1(t) sont des fonctions positives et intégrables sur [0, 7. Alors
t t
n(t) < exp (/ o(s) ds) [n(0) +/ Y(s) ds]  pour tout t € [0,T].
0 0

Forme intégrale : Soit £ une fonction positive, intégrable sur [0, 7] telle que tout

t € [0,7T], on a I'inégalité intégrale

t
) <ath [ &) ds
0
ou a, b sont deux constantes positives ou nulles. Alors

£(t) < aexp(bt) Vt € [0,T].

2.6.3 Inégalité de Bihari

Soit u et f deux fonctions positives continues définies sur R* et soit w une
fonction continue croissante définie sur R* telle que w(u) > 0 sur ]0,+o0[. Si u

satisfait 'inégalité intégrale suivante,

t
u(t) < « —i—/ f(s)w(u(s)) ds, t € [0, +oo]
0
ol « est une constante positive, alors
t
u(t) < G71 (G(a) +/ f(s) ds> : te0,7T]
0

ot la fonction G est définie par

Gac:/ —_—, x> x9 >0,
(@) v W(Y) ’

et G~! est la fonction inverse de G, T' > 0 étant choisi de telle sorte que

t
G(a) —|—/ f(s) ds
0
soit dans le domaine de définition de G~ pour tout ¢ € [0, 7T].
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2.7 Opérateurs monotones

Dans ce qui suit, X est un espace de Banach réflexif et séparable et A : X — X’

une application ot X’ est I'espace dual de X et (.,.) est le crochet de dualité (voir
[21]).
Définition 1 On dit que

i) A est monotone si
Yu,v € X, (A(u) — A(v),u —v) >0

ii) A est hémicontinue si pour tous u,v € X, Uapplicationt € R — (A(u+tv),v)

est continue sur R.
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Chapitre 3

Solution faible pour un probléme
d’écoulement d’un fluide magnétique
avec un transfert de chaleur régi par

la lo1 de Maxwell-Cattaneo

3.1 Introduction

3.1.1 Position du probléme

Dans cette thése, nous nous intéressons a la dynamique du transfert de chaleur
dans un écoulement de fluide magnétique incompressible sous ’action d’un champ
magnétique appliqué. Nous considérons un écoulement d’un fluide magnétique in-
compressible occupant un domaine D C R3, sous I'action d'un champ magnétique
extérieur. Les équations modélisant ce type d’écoulement ont été proposées par M.I.
Shliomis [32], [33] et sont les suivantes.

Equations de Navier-Stokes satisfaites par la vitesse U et la pression hydromagné-
tique P du fluide magnétique
divU =0
(3.1)
p(OU + (UNV)U) =nAU + VP = juy(M.V)H + & curl(M x H)
ol p est la densité du fluide, n est le coefficient de viscosité du fluide et pg est la

perméabilité magnétique du vide.
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Solution faible pour un probleme d’écoulement d’un fluide magnétique . ..

Equation de la magnétisation satisfaite par M

OM + (UN)M + 5(M = xoH) = 5eurlU x M = fo M x (M x H) (39

oll o est la susceptibilité magnétique et o représente le temps de relaxation.
Le champ magnétique H satisfait dans R? les équations de la magnétostatique sui-
vantes

div(H 4+ x(D)M) = —divHey, curlH =0 (3.3)

ou x(D) est la fonction caractéristique de D.

Dans [3] les auteurs ont considéré une régularisation de ce systéme, en introdui-

sant une diffusion dans ’équation de la magnétisation

1 1

o > 0 étant le coefficient de diffusion. Ils ont établi un résultat d’existence globale en

temps de solutions faibles d’énergie finie en utilisant la méthode de Faedo-Galerkin.

Dans [5], les auteurs ont considéré un systéme différentiel proposé par Rinaldi
et Zahn [30] et Rosensweig [31]. Le systéme est constitué des équations de Navier-
Stokes satisfaites par la vitesse U et la pression P du fluide magnétique, ’équation
de moment angulaire satisfaite par le moment angulaire €2, ’équation de la magné-
tisation satisfaite par la magnétisation M et les équations de la magnétostatique
satisfaite par le champ magnétique H. En utilisant la méthode de Faedo-Galerkin,
ils ont prouvé un résultat d’existence globale en temps de solutions faibles d’énergie
finie. Le systéme d’équations étudié dans Dy = (0,7") x D avec D un domaine borné,

régulier de R? est le suivant
divU =0
p(OU + (UN)U) — (7 + OAU + VP = (M. V)H + 2¢ curl Q
pr(OQ+ (U -V)Q) —n'VQ — (n + N)V(divQ) + poM x H + 2¢(curl U — 2Q)
DM + (UNV)M — cAM = x M — %(M o)
div(H+4nM)=F, curlH =0
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ou p,k,n,n,N,d, xo, o €t o sont des constantes physiques positives, p est la densité
du fluide, 7 est le coefficient de viscosité de cisaillement (dynamique) du fluide et A le
coefficient de viscosité de dilatation du fluide, tandis que 7’ et X' sont les coefficients
analogues a la viscosité de spin. Le coefficient ( est la viscosité de vortex et F' est une
fonction donnée. Le systéme est complété par les conditions initiales et aux limites

suivantes
U(O) = U(), Q(O) = Qo, M(O) = MO dans D
U=0, Q=0, curlM xn=20 sur (0,7) x 0D

Mn=0, Hn=0 sur (0,7) x 0D

oll n est la normale unitaire extérieure au bord 0D.

Dans [4] les auteurs ont considéré un modéle de transfert de chaleur dans un
fluide magnétique incompressible, le systéme étudié est constitué des équations de
Navier-Stokes, équations de la magnétostatique et ’équation de la température. Ils
ont établi un résultat d’existence globale en temps de solutions faibles d’énergie finie.
Le modéle étudié dans Dy = (0,T) x D avec D un ouvert borné et régulier de R?

est le suivant

divU =0,

p(QU + (UN)U) — nAU + Vp = po(M.V)H,
(3.5)

oM
pcy (00 + UNVO) — kAG = _MOQW (U - V)H + 9,

div(H+M)=F, curlH=0,

ol ¢, est la chaleur spécifique a pression constante, x est la conductivité thermique,

® est la dissipation visqueuse d’énergie qui a la forme

aU; an)Q

1
@: T N = —
(VU+VU"): VU 2§ (8xj 9.

ihj
et, I une fonction donnée dans Dy qui représente 'effet de champ magnétique exté-
rieur. La loi pour 'intensité de 'aimantation M = M| = M (0, H) ou la magnétisa-

tion M = r(&)ﬁ est une fonction non linéaire de la température 6 et de 'intensité

32



Solution faible pour un probleme d’écoulement d’un fluide magnétique . ..

H = |H| du champ magnétique H et
7(0) = ro(6. — 0)° pour tout 0 < 6 < 6.,

ol rg, B sont des constantes positives, et 0. est la température de curie. Le systéme
est complété par des conditions initiales et des conditions aux limites homogénes de

Dirichlet pour la vitesse U et de Neumann pour la température 6.

Dans notre travail, nous étudions la dynamique du transfert de chaleur dans un

fluide magnétique selon la loi de transfert de Maxwell-Cattaneo suivante

80 +U -V = —divQ

T (3.6)
T7(0,Q — YAQ) = ) curlU x Q — Q — VK(0).
ou K(#) est une fonction monotone donnée par
K@) =rk6+ab® (3.7)

k>0 et a > 0 étant des coefficients de conductivité thermique.

Le systéme de Maxwell-Cattaneo (3.6) est couplé aux équations de Navier-Stokes
incompressibles satisfaites par la vitesse du fluide U et la pression P, ainsi que
I’équation de Bloch-Torrey satisfaite par la magnétisation M et les équations de la

magnétostatique pour le champ magnétique H. Nous avons
divU =0
U + (UNV)U —nAU + VP = —p(8)g + po(M.V)H
+%wMMXH) (3.8)
oM+ (UV)M —cAM + %(M —xoH) = %curlU x M
—Bo M x (M x H)
ou la densité p(0) est donnée par
p(0) = po(1 — B(0 — 0%)) (3.9)

po est la densité du fluide a la température 6% et 8 est un coefficient de dilatation

thermique. La fonction g représente la force de gravité, F' est une fonction donnée
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liée au champ magnétique appliqué et les constantes 7, uo, 0,9, xo, 5o > 0 sont des
paramétres physiques.

Le probléme dans son ensemble est posé sur un domiane D C R3 plus précisément
D est un ouvert, borné, régulier et simplement connexe, I' = dD. Pour T > 0 fixé,
on pose Dy = (0,T) x D et IT'r = (0,7) x I'. Le systéme (3.6)-(3.8) est complété

par les conditions initiales et aux limites suivantes

U(0) = Uy, divUy =0, M(0) = My, dans D

(3.10)
U=0, M - n=0, crlM xn=0, H-n=0,sur ['y

0(0) = 6y, Q(0) = Qo dans D
(3.11)
Qxn=0, 7ydivQ — K(0) =0 sur I'r

ol n est la normale unitaire extérieure a I'.

L’objectif de ce travail est d’établir un résultat d’existence globale d’une solu-
tion faible au systéme (3.6)-(3.8)-(3.10)-(3.11) qu’on notera par (P). Cette étude se
décompose en plusieurs étapes. Dans la premiére étape, nous établissons quelques
estimations a priori pour en déduire les espaces fonctionnels naturels associés aux
solutions que nous cherchons (U, M, H,0, (). Ensuite, nous introduisons un pro-
bléme régularisé en ajoutant un terme elliptique —vV - (|[VO|>?V6) dans 'équation
de la température, (v > 0 étant un paramétre) et nous démontrons 'existence de
solutions faibles globales d’énergie finie du probléme régularisé. Pour finir, nous éta-
blissons un résultat de compacité qui nous permettra de passer a la limite dans les
termes non linéaires quand v — 0. Nous concluons notre étude par un passage a la

limite quand v tend vers zéro.

3.1.2 Notations et espaces fonctionnels

Notations

On note par ||.|| et (.;.) la norme et le produit scalaire de 'espace de Hilbert

L?(D). Si X est un espace de Banach, on note par {.;.)x/»xx le produit de dualité
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entre X’ et X ou X' est 'espace dual de X et ||.||x la norme dans X.
Dans toute la suite le symbole C' désignera une constante positive et parfois on

notera par (), pour préciser les paramétres dont dépend la constante C'.

Espaces fonctionnels

Nous introduisons quelques espaces fonctionnels utilisés dans la théorie des équa-

tions de Navier-Stokes incompressibles, voir par exemple [11, 37|
Dy(D) ={v € D(D,R?); divv =0 in D},
U = la fermeture de Dy(D) dans H'(D),
Uy = la fermeture de D,(D) dans L*(D),
caractérisé par

Uy = {v € L*(D); divv =0dans D, v-n =0 sur I'}
(3.12)
U= {veH}(D); divv =0 dans D}.

Uy est identifié avec son dual et nous avons U C Uy C U’ ot U’ est 'espace dual de Uf .

Pour la magnétisation M et le flux de chaleur ), nous introduisons respective-

ment les espaces de Hilbert suivants
H} (D) ={M € H(D); M -n=0sur '}
H! (D) ={Q e H'(D); @ xn=0sur '}
munis de la norme H'(D).

Lemme 2 1[I existe C > 0 tel que pour tout v dans H} (D) ou HL(D) nous avons

[’estimation suivante
Vol < C(||v||* + || curl v|]* + ||div UHZ)UQ. (3.13)

La norme H'(D) est équivalente & la norme (||v]|? + || curlv||? + ||div v]|?)'/? sur les

espaces H} (D) et H! (D), voir par exemple [11].
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Pour I'étude de I'équation de la magnétostatique, on définit les espaces suivants
L = {w € L2(D);/Dw(:v) dx = 0} et Hf = H' (D) N L;

Pespace de Hilbert Hj est muni de la norme ||[V4)|| qui est équivalente a la norme
usuelle de H*(D) grace a 'inégalité de Poincaré-Wirtinger : il existe une constante

C > 0 tel que pour tout ¥ € H}, nous avons
Y]] < CI V. (3.14)

Nous introduisons aussi ’espace des fonctions faiblement continues & valeurs dans

un espace de Hilbert V'
C([0,T); Vweak) ={v :[0,T] = V; (v(.),w) € C([0,T]), Vw € V'}

ou (.,.) est le produit scalaire de ’espace de Hilbert V.

3.1.3 L’équation de la magnétostatique

Puisque H satisfait 1’équation curl H = 0, alors H est irrotationnel et dérive
d’un potontiel scalaire ¢, c’est-a-dire H = V.
Soit M € L?(D) et F' € L?, nous considérons le probléme suivant

Trouver p € Hﬁl; Y € Hﬁl, /(Vgp + M) -Vipdr = —/ F dz, (3.15)
D D

ce probléme admet une unique solution ¢ dans Hﬁl et on a

/ Vo.M dx = —||Vy|? —/ Fy dx. (3.16)
D D
Il s’ensuit 'estimation
Vel < ([[M][ + C[F])). (3.17)
En particulier I’application
H:(M,F)— ¢ (3.18)

est continue de L*(D) x L7 dans Hy. En outre si nous testons 'équation (3.15) avec

Y — / Y dx,v € H'(D), nous déduisons que
D

/(V¢+M) Vidr = —/ Fidz, Vi € H'(D) (3.19)
D D
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et H = V résout le probléme
div(H+ M)=F, curlH =0 dans D
(H+M)-n=0sur .

De plus, en utilisant les résultats de régularité des problémes elliptique, nous concluons
que si I € L} et M € H}(D), alors ¢ € H?*(D) N H{ et on a

lellz2p) < C(lldiv M|+ [|£]]). (3.20)
On déduit que H = Vo € H}(D) et on a
[H[m1(py < C([|div M| + [[£1])- (3.21)

Ainsi, H est une application continue de L*(Dy) x L*(0,T; L}) dans L*(0,T; Hy) et
de H'(0,T;1L*(D)) x H'(0,T}; L) dans H'(0, T; H} ). De plus pour F' € H'(0,T; L)
et M € H'(0,T;1L*(D)), nous avons

/(V(@tcp) +OM) - Vi da = —/ 8 dx, Wy € HY(D), te(0,T). (3.22)
D D
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3.2 Reésultat principal

3.2.1 Estimations a priori des solutions de (P)

Soit (U, M, H, 0, Q) une solution assez réguliére du systéme (P).

Estimation a priori pour le systéme (3.8)

Nous multiplions I'équation de la magnétostatique par ¢ et nous intégrons par

parties
—/V.(Vg@—i—]\/[)(p dx——/Fgo dx
D D

on a
—/ V.(Vo+ M)y dw—/(Vg0+M).V<p dx—/(V<p+M)gp.n ds
D D I

comme (Vo + M).n =0 sur I'7, on obtient alors

/|Vg0|2 d:)jz—/M.V(p dx—/Fgo dx
D D D

H? = —/DM.H dx—/Dm da. (3.23)

Nous dérivons I'équation de la magnétostatique par rapport a ¢, pour obtenir

c’est-a-dire

et nous multiplions cette derniére par ¢ et par intégration par parties, on trouve
1d

|H|? = —/ O:M.H d:v—/ O Fy dx. (3.24)

Nous multiplions I'équation de Navier-Stokes par U et nous intégrons par parties

par rapport a la variable d’espace, nous obtenons

/atU.U dx+/(U.V)U.U dx—n/ AU.U das+/ VPU dx
D D D

D
:—/p(ﬁ)g.U dx+y0/(M.V)H.U dx
D D

+E2 curl(M x H).U dz.
2 Jp
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On a

1d
1. [ QUU dx=-—|U|?
[ av de= 5201,

2. /D(U.V)U.U dz = zn:/DUi.(Din).Uj dz = zn:/DUi.Di(UQj)2 dz

i,j=1 b,j=1

n

RN 2 1 : 2
:—§Z/I)DiUi.(Uj) dx:—§Z/d1VU.(Uj) dr =0,

ij=1 j=1"P

3. —77/ AU.U dx:n/ VU ? da:—n/(VU.n)U ds = || VU|P?,
D D r

4. /VP.U dx:—/PdiVU da:+/PU.n ds = 0.
D D

r

On obtient donc
1d

Sl + VU = —/ o(0)g.U dx+ug/(M.V)H.U da
D D

+% cutl(M x H).U da. (3.25)

D

La force du gradient magnétique (M.V)H peut s’écrire sous la forme suivante, nous

avons

comme curl H = 0 dans Dr, alors 0y H; = 0;Hy, donc M;0; Hy, = 0 (M;H;) — H;0 M,
d’ou

/D(M.V)H.U d:B:/DV(M.H).U d:v—/D(U.V)M.H dzx.

Par intégration par parties et avec divU = 0 dans D7 et U = 0 sur 'y, on trouve

/DV(M.H).U do = —/D(M.H).divU dx+/(M.H)U.n ds =0,

r

alors

/D(M.V)H.U dx:—/D(U.V)M.H dz.
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Ainsi P'égalité (3.25) devient

Ld

U+l VU = - / p(0)g.U dz — o / (UN)M.H de
D D

+%/ curl(M x H).U dx. (3.26)
D

D’autre part, pour controler le terme (—,uo/ (UV)M.H dx) , nous multiplions
D

I’équation de la magnétisation par H et nous intégrons par parties sur D

1
/@M.H d:c+/(U.V)M.H dx—a/ AM.H dz + —/(M—XOH).H da
D D D 5 D

1
:5/(curlU><M).H dx—BO/Mx(MxH).H dx
D D

c’est-a-dire

—/(U.V)M.H dx:/atM.H dx—U/AM.H dx—l—l/(M—XOH).H dx
D D D 0 Jp

1
-5 / (cuwrlU x M).H dx + ﬁo/ M x (M x H).H dx. (3.27)
D D

Utilisant (3.23) et (3.24) pour obtenir

/M.H dr = —||H|? —/ Fo dx (3.28)
D D
et

1 d
/@M.H dr = —~ Ly —/ OFy dr. (3.29)

Maintenant de la relation —AM = curl* M — V(div M), on obtient

—/ AM.H dm:/curlM.curlH dm—l—/ div M div H dx—/(curlMxn).H ds
D D D r

- /F (div M)(H.n) ds
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et grace aux conditions au bord curl M x n = 0, Hn = 0 sur 'y et la condition
curl H = 0 dans Dr, on déduit

—/AM.H dLL‘I/diVMdiVH dx
b b (3.30)

—/ | div M |? dm—l—/FdivM dzx.
D D

De plus
/Mx (M x H).H dr = —/(Mx H).(M x H) dr = —||M x H||*>. (3.31)

En combinant (3.28)-(3.31) avec (3.27), on trouve

1
~ [ WVDLH do= S ZIH = 50+ x0) [HIP = 2 x H]?
. 2di 5

1
—o||div M||* — §/D(cur1U x M).H d:p—/l)f)thp dx (3.32)

1
——/ng dx—i—a/FdivM dx.
0.Jp D

En utilisant (3.26), (3.32) et 1’égalité suivante

/curl(Mx H).U dxz/ curlU.(M x H) d:r;:/(curlUx M).H dx
D D D

on obtient

1d

sz IUIP + mol HIP] +nl VU + 50 (14 xo) | H 2 + poo| die M

5
+hobol| M x H||? = —/ p(0)g.U dx—/,LO/ O Fp dr  (3.33)
D D

_Ho Fo dm—i—,uoa/FdivM dx.
5 D D

Nous multiplions I’équation de la magnétisation par M, et nous intégrons par parties

par rapport a la variable d’ espace, nous obtenons

1
/@M.M d:zH—/(U.V)M.M dm—a/AM.M dx+5/(M—XOH).M dx
D D D

D

1
:5/(curlU><M).M dw—ﬁg/Mx(MxH).M dx
D D
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et grace a I'égalité (curlU x M).M = curl U.(M x M) = 0, on obtient donc

1d 1
S M + o ([ eurl MIJ* + || div M%) + <[|M]]*
2dt )
. X (3.34)
0 2 0
X002 = — X [ Py de
PP = -2 [ Fo do
On additionne (3.33) et (3.34), on trouve 1’égalité suivante
L0001 4 poll HI? + uoll MY + U 4+ 22 (1 + 2x0) | H
= NP + ol HI + ol A1)+ VU + 22 (1 4 2x0) 12
P AL+ 200 div AP + o] curl M + uofll M x HP
(3.35)

:—/p(Q)g.U da:—,uo/atFw dx—@(l-l-XO)/F(p dx
D D 0 D
+,u00/ FdivM dx.

D

Afin d’estimer le second membre de 'égalité (3.35), nous utilisons le lemme suivant

Lemme 3 Supposons que U € L?(Dr), M € L*(0,T;H; (D)), ¢ € L*(0,T; Hy) et
Fe HY(0,T; ]Lg) Pour tout € > 0, il existe une constante positive C. dépendant de
€ et D, telle que pour p.p. dans (0,T) on ait

/|FdivM\ dx < e||div M||* + C.||F|?, (3.36)
D
/ Fol dr < | H|? + C.FII%, (3.37)
D
/ 0P| do < c|[H|P + C.|0,F|I> (3.38)
D

Preuve. Nous utilisons les inégalités de Young et Poincaré. L’estimation (3.36) est

triviale et pour 'estimation (3.37), nous avons grace a 'inégalité de Poincaré

lellz2) < ClIVell = ClIH],
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et grace a 'inégalité de Young
[ 1Fel do < Sl + I

< el H|* + O FII*.

Par des arguments similaires nous obtenons l'estimation (3.38).

Maintenant, nous estimons le premier terme de second membre dans (3.35) pour

cela nous utilisons les inégalités de Cauchy-Schwarz, de Poincaré et de Young

\— /D p0)9.U da| < gl le@IIITI < Clla@IIVU]

n
< SIVUIP + Cyllo@O)I.
Utilisant (3.36)-(3.38), on déduit de (3.35)

1d

57 WU+ ol HIP + po | MIP] + | VU + £ (1+ 2x0) | H?

J

+ 2 M + 241001 div M2 + puoor| curd M2 + puof| M1 x H -
< VU + Collo@IP + polel HI? + ClaFIP) |
+52 (L4 x0) (e HIP + C FIP) + o€l div MIP + C|F )

¢’est-a-dire

S TION + sl 1P + ol MIPT+ LIV O1 422 (14 2x0) — 2 (14 x0) € — o] 1P

5
€ .
+%||M||2 + 2p00 (1 — —)|| div M ||* + poo|| curl M||2 + poBol| M x H||?

< CyllpO)|” + moCello.FII* + 7 2 (14 x0) Cel| FII* + noo G| F| . (3.40)

Intégrant entre 0 et ¢, en choisissant 0 < € < 1, on obtient

Ensve(t /.Fnsbt d8<5nsbto+0/ | p(6( ||2ds+C'/ |G(s)||>ds (3.41)

pour tout ¢t > 0, ou C > 0 est une constante et

1 7
Enstn (1) = 5 IUDI + 30(HM(lt)H2 + [ H(®)[)
. (3.42)
I
Ensiro = 5|1Toll” + 7°(||Mo||2 + | Holl*)
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Fusn(t) = nl[ VU @[> + oo (|| curl M(®) |2 + 20|div M )]|2) + E2121 ()] -
3.43
22+ 200) | HOIP + Boprol M (1) x H(D)|P

G(t) = [F@)I + llo.F @)1 (3.44)

Estimation a priori pour le systéme Maxwell-Cattaneo (3.6)

Soit w la primitive de I définie par

=(0) = 292 + %94. (3.45)

Nous multiplions I'équation de la température 6 par k() et I’équation de flux de

chaleur par () et par intégration par parties, on trouve

/D 00K(0) da + /D (U)K (6) do = — / div QK(0) dz.

D

On a

1. /ateiqe) dr = / 20050 + ab®) dp — =2
D D

ad
= §£||9||2 + Z@||9||4L4(D)7

5. / (U)K (6) do = / (UV)0(0 + ab®)

:m/(U.V)GH d:c+a/(U.V)093 dx = 0.
D D

En effet, comme divU = 0 alors

n n 4
/(U.V)663 dx:Z/ U;.(D;0)0° dx = Z/ Ui.Di% dx
D i—1 YD i=1 YD

1 n
== D;U;(0)* dz = 0.
12 [ P
De méme /(U.V)99 dx = 0. Ainsi, on obtient
D

il

« .
S 1617 + G161 )] :—/decg/qe) . (3.46)
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D’autre part, nous multiplions ’équation du flux de chaleur par () et intégrant par

parties, on obtient

T/Dat@.cg da:—m/DAQQ dr = —g /D<Cur1U x Q).Q dw—/DQ-Q dr

—/DVIC(Q).Q dz.

En utilisant la relation —AQ = curl®* Q — V(div Q), on déduit

—/DAQ.Q dx:/DcurlQ.curlQ da:—f—/Ddindin da:—/r(curlQ xn).Q ds

- /(div Q)(Q.n) ds
r
et comme @) X n = 0 sur I'p, alors la relation A.(B x C) = B.(C' x A) donne
/(curlQ xn).Q ds = —/curlQ.(Q xn) ds=0.
r r

Comme @ x Q = 0, alors

—g /D(curlU X Q).Q dr = —g/DcurlU.(Q X Q) dr=0.

D’autre part

—/DVIC(H).Q dr = /DIC(Q) div @ dx—/FIC(Q)Q.n ds

En utilisant la condition au limite 7ydiv @ — KC(6) = 0 sur 'z, on obtient

/F(TV div@Q — K(0))(Qn) ds = 0.

Ainsi, on obtient I’égalité d’énergie suivante

Td . _

SIQIE + T leurlQIF + [ div QIP) + QI = [ divQKc(®) o (347
D

On additionne (3.46) et (3.47), on trouve

d 1k « T )
o012 + S8y + QU] + 71l curl QI + [ div QI) + QI =0 (3.48)
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d’oll en intégrant entre 0 et ¢
K 2 @ 4 T 2 ' 2 . 2 2
G101+ F100 )+ FIQOI]+ [ 7301 canl Qo) -+ div Q)+ Q) ds

K Q@ T
= 2100l + SN0l + S0l (349
On obtient donc I'estimation d’énergie suivante pour le systéme de Maxwell-Cattaneo

t
Eme(t) + / Fne(s)ds < Eneco (3.50)
0

pour tout ¢ > 0 avec
i
Enclt) = [ (00 dr -+ ZIQUI
Emeo = / w(6) dx + %HQUHQ, (3.51)
D

Fme(t) = (|| carl Q)12 + [|div Q@) [1*) + | Q(£)]1*.

Nous additionnons les deux estimations (3.41) et (3.50) et nous obtenons pour le

systéme couplé (P) l'inégalité suivante

t t t
E(t) —l—/ F(s)ds < &+ C’/ 1p(0(3))||* ds + C’/ G(s)ds (3.52)
0 0 0
ol I'énergie totale £ et 1’énergie totale de dissipation F sont définies par

E(t) = Enat(t) + Eme(t), F(t) = Faa(t) + Fomelt). (3.53)

3.2.2 Reésultat d’existence

Nous supposons que les hypothéses suivantes sont satisfaites
Us € Uy, My, Qo € L3(D), divQy € L'*/'Y(D), 6, € L*(D),
g c LOO(DT), F e HI(O,T, L2(D)), (354)

/ F(t)dx = 0 pour tout t € [0,T].
D

Avant d’énoncer le théoréme d’existence nous donnons la définition d’une solution

faible globale au probléme (P).
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Définition 2 (U, M, H,0,Q) est une solution faible globale, d’énergie finie du pro-
bleme (P) si
Ue L*(0,T;Uy)) N L*(0,T;U)

M € L=(0,T;L*(D)) N L2(0, T; H!(D))
H e L=(0,T:L2(D))n L2(0,T; H}(D)) (3.55)
Q € L=(0,T;1L*(D)) N L*(0,T; H,, (D))

6 € L>=(0,T; L*(D))
et de plus

(i) L’équation de quantité de mouvement est satisfaite faiblement dans le sens

ot pour tout v € U

d
—/U-vdx+/(U-V)U-vdx+77/VU-Vvdx
dt Jp D D

= /p(&)g-vdw—l—ug/(M-V)H-vdx—l—@/MxH-curlvd:L*
D D 2 Jp

(ii) La magnétisation satisfait pour tout w € H} (D) la formulation faible
d
—/ M-wdx+/(U-V)M-wdx+0/ curl U - curlw dz
dt Jp D D

1
—1—0/dideivwdx+—/(M—xOH)~wdx
D 0Jp

1
:—/curlUxM-wdx—ﬁo/MXH-wadx
2Jp D

(i1i) Le champ magnétique donné par H = Vi ot ¢ € L>(0,T; L?), satisfait
pour tout 1 € H} I'équation

/D(w(t) + M) Vb de = —/ Ft)p da

D
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(iv) Le couple (0, Q) satisfait le systéme de Mazwell-Cattaneo dans le sens sui-

vant

/ 0(0a+ U -Va)dxdt = / divQ adxdt — / 6o a(0) dx
DT DT

D

pour tout a € D([0, T[xD) et pour tout b € H! (D) avec divb € L*(D)

d
T— Q-bdx+7’y/(curlQ-curlb+dindivb)dm
dt Dy D

T .
+/I)Q.bdg;+§/DcurlUxQ~bdx—/DlC(€)d1Vbdx (3.56)
Q(O):Qo-

De plus, les estimations d’énergie (3.41) et (3.50) sont satisfaites pour tout t € [0,T].

Remaque 2

1. Nous obtenons la pression p € W=1(0,T; L*(D)) en utilisant le théoréme
de De Rham (voir chapitre précédent) .

2. A partir des formulations faibles, nous déduisons que

(U, 0, M,0,Q) € L'0,T:U’ x (H/ (D))" x (H,(D))')

n

d’on (U, M,Q) € C([0, T);U'x (H(D))' x (H!(D))") et les conditions initiales
ont un sens et de plus U, M,Q € C([0,T];L*(D) weak).

8. La théorie des équations de transport conduit au résultat 0 € C([0, T]; L*(D) weak)
NC([0,T]; L*(D)), pour tout 1 < p < 4 (voir [9]), qui donne un sens a la

condition initiale.

Théoréme 7 Sous les hypothéses (3.54), le probléme (P) admet une solution faible
globale (U, M, H,0,Q) d’énergie finie. De plus, on a la régularité supplémentaire
sutvante

6 € L3/ (0, T; L*/7(D)). (3.57)

Nous démontrons ce résultat d’existence en plusieurs étapes, en utilisant une

méthode de régularisation et certains résultats de compacité. Premiérement, nous
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introduisons un probléme régularisé noté (P,) en ajoutant un terme elliptique
—vV - (|[V0]|*V6) dans I’équation de la température (v > 0 étant un paramétre).
Ensuite, nous utilisons la méthode de Faedo-Galerkin pour obtenir une suite de
solutions approchées (U, M,,, H,,0,,Q,) qui converge vers (U,, M,, H,,0,,Q,),
solution faible globale d’énergie finie de systéme (P,).

A la fin, nous introduisons un probléme auxiliaire satisfait par ¢, = 7ydiv Q, —K(6,)
et nous établissons un résultat de compacité vérifié par (, qui nous permettra de
passer a la limite dans le terme non linéaire /C(6,) quand v — 0. Ainsi, nous obtenons

une solution faible globale d’énergie finie du systéme (P).

3.3 Le probléme régularisé (P,)

Soient v > 0 un petit paramétre et (6f) telle que
(05) c WY(D), 64 — 6, fortement dans L*(D). (3.58)

Le probléme régularisé (P,) est le systéme formé par le probléme (3.8)-(3.11) couplé

au systeme régularisé de Maxwell-Cattaneo suivant

00 + (U - V)0 — vV - (|[VO]*VO) = —div Q dans Dy

7(0,Q — YAQ) = —g cwrlU x Q — Q — VK(6) dans Dy

. (3.59)
v|VOPVO -n =0, Qxn=0, 7ydivQ — K(0) = 0 sur 'y

6(0) = 0y, Q(0) = Qo dans D.

Notez que nous utilisons 'opérateur elliptique non linéaire —v'V - (|V0|*V0) au
lieu de —vAf qui est généralement utilisé pour régulariser les équations de trans-
port, afin d’obtenir des solutions approchées 6, appartenant a W14(D) et donc a
L>(D).

Nous allons résoudre ce probléme en utilisant la méthode de Faedo-Galerkin
qui permet de se ramener & la résolution d’un systéme d’équations différentielles
ordinaires. On construit ainsi une suite de solutions approchées (U, M,,, Hy, 0, Q»).
Ensuite, nous utilisons la méthode de compacité de Lions afin de passer a la limite
dans les termes non linéaires. A la fin, nous passons a la limite lorsque n tend vers

Uinfini.

49



Solution faible pour un probleme d’écoulement d’un fluide magnétique . ..

3.3.1 Estimations a priori pour le systéme (3.59)

Nous procédons comme précédemment pour obtenir des estimations a priori pour
le systéme (3.59). Nous multiplions 1’équation de la température par (6) et I'équa-

tion de flux de chaleur par () et par intégration par parties, on trouve

t t
Eme(t) + / Fne(s)ds + I// R(s)ds <& . (3.60)
0 0
pour tout ¢t > 0 ou

R(t) = &[|VO||7apy + 3&/I)6’2|V0|4 dx (3.61)

ce qui est bien défini grace a l'injection de Sobolev W4(D) C C(D) et
14 K v Q v
reo= [ GIosE+ [ Gle5r) o+ 1QulP
D D
En effet, grace a la condition aux limites v|V0|?V6 - n = 0 sur I'r, nous avons
—y/ V- (IVOPVOK()) dv = _,,/ V- (|VO]PVO) (k0 + ab®) dx
D D
= —/w/ V- (IVOPVO)0 dx — om/ V- (|VO]*PV0)6* dx
D D
= KV/(|V9’2V0).V9 dx — R/Q(V|V¢9|2V0) ‘n ds
D r
+au/(|V€|2V9).V03 dx—a/@g(l/|v9|2v9)~n ds
D r
= V/i/ Vo) d:c+au/(]V9|2V9).V63 de.
D D
D’autre part
au/(|V«9\2V9).V93 dx:ay/qve]?ve).(?)e?ve) da::?)al// 0%|Vo|* dx
D D D
d’ou

—u/ V- ([VOPVOK(6) du = v (ﬁ/ Vo dx—l—Soz/ 62|vo! dx).
D D D
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Utilisant les estimations précédentes (3.41) et (3.60), on obtient I'estimation d’éner-

gie associée au probléme couplé (P,) donnée par

€(t)+/0 ]—“(s)ds—i—u/o R(s) ds§C+C/0 |p(0(s))]|* ds -

¢
—i—C’/ G (s)||* ds
0

ou C' > 0 ne dépend pas de v.

3.3.2 Reésultat d’existence pour le probléme (P,)

Théoréme 8 Sous les hypothéses (3.54), le probléme (P,) admet une solution faible
globale (U,, M,, H,,0,,Q,) d’énergie finie telle que

U, € L=(0,T;Uy) N L*(0,T;U)
M,, H, € L*(0,T;1L?(D)) N L*(0, T;H}(D))
(3.63)
Q. € L>(0,T;1L*(D)) N L*(0, T; H,,(D))
6, € L=(0,T; L*(D)) N L*(0, T; W4(D))

et satisfait les estimations d’énergie (3.60) et (3.62) et le probléme dans le sens

sutvant

(i) U,(0) = U, et pour tout v eld
d
—/Uy~vdx+/(Uy~V)Uy'vdx+n/VUV-Vvdx
dt Jp D D

:—/p(@l,)g-vdx—f—,uo/(M,,-V)HV-vdz—i—@/MVXHV-Curlvdx
D D 2 Jp

(ii) M,(0) = My et pour toul w € H} (D)
d
—/Ml,-wdx—i-/(Ul,-V)Ml,-wdx—i-a/curlMl,-curlwdx
dt Jp D D

1
+a/dile,divwcu—l——/(My—XoHy)-wdx
D 0 Jp

1
:—/curlU,,xMl,~wdx—ﬂo/M,,><H,,-M,,><wdx
2 D D
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(iii) 6,(0) = 0y et pour tout a € WH4(D)

/Hadx—/GU Vadx

(3.64)
—|—1// IV0,|°V0, - Vadr = —/ divQ, adz
D D

(iv) Q,(0) = Qq et pour tout b € H. (D)
d
T—/ Q, - bdr + 7"}// (curl @, - curl b + div @, div ) dx
dt Jp D

—l—z/CurlUyXQy~bdx:—/Ql,~bdx+//C(<9y)divbdx
2Jp D D

avec H, =V, ot o, = H(M,, F) est défini dans (3.18).

3.3.3 Solutions approchées de (P,)

Soit v > 0 fixé, on considére la formulation faible (P,) donnée au théoréme 8.
Afin de résoudre ce probléme par la méthode de Faedo-Galerkine, on introduit
les bases Hilbertiennes (V;);>1, (W;);>1, (®;);>1 des espaces de Hilbert U, H} (D),
H} (D) respectivement et la base (v;);>1 de Wh*(D). Pour plus de simplicité, nous
supposons que ces bases sont orthonormées dans L?(D).

On cherche la solution approchée du systéme (P, ) de la forme suivante

ZO‘J Wi, My( Zﬁj
0,(t) = Zaj(t v;, Zb

J=1

(3.65)

satisfaisant pour tout n e N*et 1 < j<n
(i)
d
—/ Un~de13+/(Un~V)Un~dex+77/ VU, -VV;dx
dt Jp D I

=~ [ 069 Vydo -t [ (M D)H, - Vyda
D D (3.66)
—i-@/ M, x H,, - curl V; dx
2 Jp
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(ii)
d
—/ Mn-Wjdx—i—/(Un-V)Mn-Wjdx
+U/ curl M,, - curl W; dx + O'/ div M,, div W; dx
D D
1 1
+= / (M, — xoH,) - W, dx = —/ curlU,, x M, - W;dx (3.67)
0 Jp 2J)p
—ﬂo/MnXHn-MnXI/dem
D
(iii)
d 2
— | Opvjde— | 6,U, -Vvjde+v [ |V0,]°VE, - Vv;dx
dt Jp D D
= - / div Q, v; dz (3.68)
D
(iv)
d . .
7'—/ Qn - P, dr + 77/ (curl @, - curl @; 4 div @, div ;) dz
= —Z/ curl U, x Qn-(bjdx—/ Qn - Pjdx
2Jp D (3.69)
+/ K(6,) div ®; dz
D
ou
Hy,=Von, on= H(Mna F))
UOTL = Zaén‘/ja MOTL = ZﬂénWh
— e

7=1
n n
| 22— v,j — J X
9071 - E :a'On Vs, QOn - § :ban)J‘
=1 =1
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Nous supposons que

(Uon, Mon, QOn) — (U(), MQ, Q()) fortement dans (]LQ(D))?’

0. — 0y fortement dans W'4(D).

Ce probléme sera noté (P7).

3.3.4 Reésolution du systéme (P))

(3.70)

Nous injectons la solution approchée (U, M,,,0,,Q,) dans la formulation faible

(P,) donné au théoréme 8 et nous obtenons les équations suivantes

> (/ V.V, d:v) )+ (/ VV,.VV; d:):) o (t)
i=1 /D i=1 WD
= —/(Un.V)Un.V} dx—/ p(6,)9.V; dx
D D
—l—ug/(Mn.V)Hn.Vj dx + % (M, x Hy).curlV; dz,
D D
j=1..n
017,(0) = Yy, 1= 1,...771.
=1
1
=— / (U, V)M, W; dx — 5 / (M, — xoH,) - W, dz
D D
1
+§/jjcurlUn X Mn~Wjdx—ﬁ0/DMn x Hy - M, x W;dx,
j=1..n

BZ«)) = ﬂoz', Z = 1, .

Z (/ V;.0j dx) a;(t) :/ 0,U, - Vv, dx—u/ IV0,|*V0, - Vv; dx
‘— \Ubp D D
—/ div @, v; dz j=1,..n
D

’UZ(O) = Vo;, Z:L,?’l

54

(3.71)

Z (/DWi'Wj dx) Bi(t) + Uii </I)(curlm.curl W; + div W, div W) dx) Bi(t)

(3.72)

(3.73)
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i=1 WD i=1 WD
1®;. curl ®; iv®; divd; ;
+T'y; (/D((mr ;.curl @; + div @, div @) d:v) b;(t) (3.74)
= _Z/ curlU, x @, - ®; da:—i—/ K(6,)div ®; dz j=1,..,n
2/p D
bl(()) == bgi, 1= 1, ey N

Soient les fonctions a valeurs vectorielles o™ = (aq, -+ ,ay), 5% = (b1, Fn)s

a" = (ay, -+ ,a,) et b = (by,--- ,b,), nous considérons la fonction
t €[0,T] = v(t) = (a"(t), B"(t),a" (1), b"(1)) € (R")",
alors 7, satisfait le systéme différentiel ordinaire

ot Yor = (o, Bon, ab,, bon) € (R™)4, A, est une matrice constante de n* x n*

A0 0 0
2
a0 a0
0 0 0 0
0 0 A

définie par
Al = 17/ VV;-VV; dz, A7, = 0/ (curl W; - curl W; + div W; div W;) dx
D D
Aij — T’y/ (curl @; - curl @; + div ®; div ;) d + / D; - P;dw
b D

pour 1 < 4,5 < n et le champ de vecteurs Z,, = (Z}, 22, 73, Z%) € (R")* est défini

comme suit
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ZLy(t) = = [ W V)0 Vido — [ plO)g-Vydo
D D
—Hm/(Un-V)Hn-V}dx—i—%/ M, x H,, - curlV; dx
D D

1
Zij(t,fyn) = — / (U, - V)M, - W, dx — 5 / (M, — xoH,) - W dx
D D

1
+§/cur1Uann.Wjdx—ﬁo/ M, x H, - M, x W, dx
D D
Zi’j(t,%) :/ 0,,U,, - Vv, da:—y/ V0, >V, - Vu; dm—/dinnvj dx
D D D

Zni(t,vm) = —%/ curl U, x @, - @; d:c+/ K(6,,) div @, da
D D

pour 1 <7 < n.

Notez que Z,, a la méme régularité en temps t que la fonction F' apparaissant dans
I’équation de la magnétostatique et elle est continue et localement lipschitzienne par
rapport a la variable ~,. Par conséquent, il existe une unique solution maximale ~,
de (3.75) définie sur un intervalle de temps [0; T;,] satisfaisant v, € H'(0,T,,; (R™)*).

Nous allons maintenant établir des estimations d’énergie sur la solution appro-
chée (U, M,,0,,Q,) indépendantes de n qui nous assureront tout d’abord que
T,, = T. De plus, ces estimations, nous permettront par la suite d’établir ’existence
de sous-suites faiblement convergentes dans des espaces appropriés et de justifier

ainsi le passage a la limite dans le probléme approché.

Estimations d’énergie

Soit (U, M,,, 0., Q) la solution approchée de (P)}) définie sur (0, 7},). Nous mul-
tiplions I’équation (3.69) par b; et nous additionnons ces équations pour 1 < j <mn,
nous obtenons

Td

2 QU + 7 (] curl Qu? + [[div @u?) + Q0

(3.76)
:/]C(Hn)dinndx.
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Nous utilisons 1’équation (3.68) que nous multiplions par le j-iéme coefficient de la
projection orthogonale de K(6,,) sur le sous-espace de L?(D) engendré par (v;)1<i<n

et nous additionnons les égalités pour 1 < j < n, on obtient

2 (o)1 + ||9 I23(p)) + v (K1 VOl Lo +3a/ OnIV0,[* dx)

2
dt (3.77)
—:/dWQnK@@dm
D
Nous rassemblons (3.76) et (3.77), nous obtenons
L9 o1+ H9 1230y + TIQull®) + ve VO,
2dt" pio) el PR LAD) (3.78)

+3va|0,| VO, 1 + Ty ([ curl Qu* + [|div Qulf*) + [|Qull* =

Par conséquent, en intégrant entre 0 et ¢ et en utilisant (3.70), on déduit que

t
«
(K[16n]1* + S0l 240y + 71 Qull*) (1) + 2V/0 K VO Lap) ds

t

+2 / (31|90 212 + 7y(| carl Qu? + | div Qull?) + Qull?) ds (379
0

= kI8 [12 + 51606, 130 + 71 Qonll* < €

ou la constante C' est indépendante de n.

De maniére similaire, nous multiplions 1’équation (3.66) par a;(t) et nous addi-

tionnons pour j = 1,...,n, on trouve

3|0l 4 IO == [ p(0u)g - Usde = o [ (U 9)0, - H,do
b b (3.80)

Ho (M, x H,) - curl U, dx
2 Jp

En utilisant (3.19) et (3.22) pour l'inconnue ¢, et la donnée M, avec la fonction

test ¥ = ,,, on obtient

/Hn-Mndx:—HHnHQ—/ Fen da (3.81)
D D

/Hn-atM dr = ———||H = /atF%dx (3.82)
D 2 dt
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Maintenant, nous multiplions I’équation (3.67) par le j-iéme coefficient de la pro-
jection orthogonale de H,, sur le sous-espace de L?(D) engendré par (W;)i<i<n et

additionnons les égalités pour 1 < j < n, nous obtenons
/ oM, - H, dx + / (U, - V)M, - H, dx
D D
1
0/ div M,, div H,, dx + 5 / (M, — xoH,) - H, dx (3.83)
D D

1
= 5/(curlUn x M,) - H, dx + Bo|| M, x H,|?
D

d’ou
/(Un-V)Mn-Hnd:p:—/@Mn-Hndx
D D
1
——/ M, - H, dx — a/ div M,, (F — div M,,) dx (3.84)
4 D D
1
+%||Hn||2 + 5/(cuﬂ U, x M,) - Hy, dz + Bo|| My, x H,|?
D
et donc

/(U V)M, - H, dz — 1—“}1 2+ /(8tF+%F)90ndx
D

+o|div M, |* — O'/ div M,, F dx (3.85)
D

1+X0

1
| H,|I* + /(curl Un X My,) - Hy, dx + Bol|M,, x H,|>.
D

Comme

/(Mn x Hy) - curlU, de = / (curlU, x M,) - H, dx,
D D

I'égalité (3.80) devient

Ld to(1 4 xo0)

- 2 H 2 2 di M 2 Hn 2
N + B S 2 4 mlI VU 4 oo iy My 2 4 Xy
1
+10Bo|| My, x Hy||* = —/ p(0,)g - Un dm—uo/(athLgF)gpndx (3.86)
D D
+u00/ div M,, F dz.
D
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De méme, nous multiplions 'équation (3.67) par ;(), nous trouvons

1d
— M |1* + o curl M, ||* + o[ div My ||* + !\Mn\!2
2 dt
(3.87)
_@/ H, - M, dz
0 Jp
et en utilisant (3.81), on obtient
QﬁM4W+ﬂwmm4W+owwa2 R
(3.88)
O, =2 [ Pode.
On additionne (3.86) avec (3.88), on trouve
ld 2 2 2
5 77 1Ul” + ol Ml + o | Hu*) + 0| VU |
Jr#off(llCUlfanllg+2||011W\4n||2)+%IIMnII2
3.89)
1+ 2y (
L2 1 ool x = = [ pl6n)g - U
D
1
—uo/ﬁthpndaj—M/ ngnd$+u00/dianFda:.
D 0 D D
Par intégration par parties entre 0 et ¢, on obtient
(HU 1%+ o (| Mall* + [ HalI*)) (¢ +?7/ IVU,|*ds
t
+ [ oo curl M, P+ 2div M, 2) + 52104, 2)ds
0
t 1+2 t
+/ MHHnHz dS—l—,U()B()/ ||Mn X }I,LH2 ds
10 0 (3.90)
= 5 (10onl* + po (| Mon I” + | Honl*)
1
// gdeds—ﬂ//ngndxds
—No/ /@ngn dwds—l—,qu/ /FdiVMn dxds
0o JbD 0 JD
ou
HOn = V@Ona Pon = H<M0na F(O)) (391)
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D’autre part, nous avons grace aux inégalités de Young et Poincaré les inégalités

t
//p(é’n)g-Undxds
o Jp

Comme ||¢o,|| < C||Venll = C|Hy||, alors en utilisant 'inégalité de Young, on

suivantes

t 1 t
s@+O/H%W@+—/H%W%.
0 2 0

obtient . .
1
Ho(L+ Xo) / / Fo, dads| + o / / 8, F ¢, drds| <
5 0 D 0 D
po(1+2x0) [
O(”F“%Q(DT)+”atFH%Q(DT))—l_T ; |1 H||* ds.
De méme
t t
Loo /0 /DFdian dxds §0\|Fy|§2(DT)+Moa/O ||div M, ||* ds.

Dans ces inégalités, les constantes C' et C'r sont indépendantes de n. Nous obtenons

donc

1
SUTIP + oM + 1) 0
t
+ [ (IO + oo curl M, P + i M) + B0 3, 7] s
0

! 142
b [ P2+ ool < 2 s
0

(3.92)

t 1 [t
<CotCreC [P+ [ U ds
0 0

ou
1
Cn = §(HU0nH2 + po (|| Mon* + || Hon||?) < C

et la constante C' est indépendante de n compte tenu de (3.70), (3.91) et (3.17).

Grace a l'estimation (3.79), nous déduisons que

t
(ITall® + po(IMal* + [ Ha 1) (8) < C+/O U] ds

t
sc+/umW+mWWW+wm%w
0
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En appliquant le lemme de Gronwall, nous déduisons que
UL (O] + | M (8)||* + | Ha ()] < C + exp(Ct). (3.93)
Par conséquent

ST + oM + 1 7)) (1)

t
4 [ IO + oo curl M, P + i M) + B DLF] s (309
0

¢ 1+2
b [R5 < € exp(Cr)
0

avec (' indépendante de n. On déduit donc que T,, = T pour tout n > 1.

3.3.5 Passage a la limite

Soit v fixé, les estimations (3.79) et (3.94) nous permettent d’en déduire le lemme

suivant

Lemme 4

o (U,), est uniformément bornée dans L>(0,T;Uy) N L*(0,T;U)

o (M,), et (H,), sont uniformément bornées dans L>°(0,T;1L?(D))NL*(0,T; H} (D))
e (M, x H,), est uniformément bornée dans L*(0,T;LL*(D))

o (Qn)n est uniformément bornée dans L>(0,T;L*(D)) N L*(0,T;H! (D))

o (0,), est uniformément bornée dans L>(0,T; L*(D)) N L*(0,T; Wh4(D)).

Notez que nous obtenons I'estimation uniforme de (H,), dans L*(0,7;H} (D)) en
utilisant I'estimation de (M,,), et (3.21). En effet, nous avons d’aprés (3.21)

t t
1H a7y ds < 0/ (I div My || + | F]])* ds
0 0

t t t
C(/ | div M, |2 ds+/ Tak ds+2/ | div M, || F| ds)
0 0 0

et en utilisant 'inégalité de young on obtient

t t t
/ V20 ) ds < C( / | div My |2 ds + / |F|P ds) < C
0 0 0
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Grace au lemme 4, il existe des fonctions (U,, M,,, H,,0,,Q,) telles que
U, € L*>(0,T;1L>(D)) N L*(0, T;U),
M, € L>(0,T;L*(D)) N L*(0, T Hy (D)),
H, € L=(0,T;1L*(D)) N L*(0,T; Hy (D)),
0, € L>(0,T; L*(D)) N L*0, T; WH4(D))
Q, € L>(0,T;L*(D)) N L*(0, T; H! (D))
pour lesquelles on a les convergences suivantes

Lemme 5 Soit v > 0 fizé, il existe des sous-suites encore notées (Uy,), (M,), (Hy,),

(Qn) et (0,) telles que lorsque n — oo

U, = U, faiblement — dans L>(0,T;1L*(D))et faiblement dans L*(0,T;U)

M, — M, faiblement — % dans L>=(0,T;1.*(D)) et faiblement dans L*(0,T;H} (D))
H, — H, faiblement — x dans L*°(0,T;1L*(D)) et faiblement dans L*(0,T;H} (D))
Qn — Q, faiblement — x dans L>=(0,T;L*(D)) et faiblement dans L*(0,T;H (D))
0,, — 0, faiblement — x dans L°°(0,T; L*(D)) et faiblement dans L*(0,T; W4(D)).
De plus, nous avons

V0, >V, — A, faiblement dans L%(DT). (3.95)
La derniére convergence est une conséquence de (3.79) puisque
196,296,131, < V6l < C.

Afin de passer a la limite dans les termes non linéaires, nous établissons un ré-
sultat de convergence forte dans certains espaces et pour utiliser les résultats de

compacité, on doit estimer les dérivées en temps des solutions approchées.

Nous commengons par l’estimations de (9;0,,),,. Nous multiplions I’équation (3.68)

par aj(t) et nous additionnons les égalités obtenues pour 1 < j < n, nous trouvons
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Z/ Oy0v;d(t) dx—Z/ 0,Uy, - Vv (t) d:v+yZ/ V0,26, - V(1) da
j=1 D 7j=1 D j=1 D

— _Z/ div Q, va}(t) dx.
j=17P

Comme U, est nulle au bord, on déduit que

— Z/ .U, - Vvjaji(t) doe = Z/ div (6, Uy) - via}(t) dv — Z /(GnUn) -nv; ds
j=1"D j=1 "D =1 /T

=> / div(0,U,) - v;a}(t) dw = / div(6,U,) - 0,0, dz:
j=1"7P

D

D
D’autre part, on a

2 1d
yz/ V0,,|>V0,,.Vv;d(t) dx:y/ V0, |°V6,.0,V0, dx = y/ |v9n|2(§£yven\2)dx
=1 YD D D

vd 4

donc
d
100, |1* + / 0,0,V0, - U, dx + Z%HWHH;(D) = —/ div Q, 0,0, dv.  (3.96)
D D
En utilisant les inégalités de Holder et Young, on trouve

< N10n[[[[VOnl a0y | Unll 24(p)

/ 0,0,V0,, - U, dz
D

1
< 710601 + 11V OnllZ2 ) 1 Unll 1)

. _ 1
< div Qul[06n]] < |div Qull® + 7110:6n]I".

/div Q,0:0,, dx
D
Donc (3.96) donne

vd
4 dt

1 .
1901 + % Z190u ) < 51000 + IV 01 1) U ) + v Qu?
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¢’est-a-dire
1 .
10017 + 2S00y < I8l U + v Qul?
d’ou il résulte que

106 + = IIW I2e(py < 201div Qull® + 2[IV 00l 2 ) 1Unl 1 ()- (3.97)

2 dt

Nous intégrons entre 0 et ¢, et nous utilisons (3.70) et (3.79), nous déduisons que
[ 108017 s+ 21900, < S8 e
v2 [aivQulds 2 [ 190 0l ds (399
0 0

t
< C—|-2/0 \]V@nlli4(p)\|UnH%4(D) ds

avec (' indépendante de n.
On pose y(t) = [[VO.(D)||74p) €t 2(t) = [[UnllZ4(py alors de (3.98), y(¢) satisfait

I'inégalité intégrale suivante

y(t) < C, +2M, /Ot Vy(s) z(s)ds

Nous utilisons maintenant l'inégalité de Gronwall-Bellman-Bihari (voir [6]) et nous

concluons que
t
< (VC’V—i—My/ 2(s) ds>2.
0

On obtient donc pour tout ¢ € [0, 7] 'estimation suivante

t
190, (8) 220y < /G + M, / 1Un($) 21 ds

qui nous permet de déduire
T T
/0 10,0, ds < c+2\/cy/0 1Ua(3) 24 ds

, (3.99)
2
+2My</0 10U ()24 ds) .
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En effet, on a de (3.98)

T T
/0 10,6, ds < C +2 / AT

T T
< C+2/0 (\/CVJrMV/O 1Un () |74y ds) 1UnllZa(p) ds

T T 2
< C+2\/ C,,/O HUnH%‘l(D) dS+2M,/ </0 HUTL(S)”%‘*(D) dS) .

On déduit donc que (940,,),, est uniformément bornée dans L?(Dr) par rapport a n.

Maintenant, nous allons estimer 0;U,,, 0;M,, et 0;,(),,. Pour cela nous utilisons les
notations suivantes. Pour une fonction f définie sur [0, 7] & valeurs dans un espace
V, soit f une fonction égale a f sur [0,7] et a 0 ailleurs et soit f sa transformée de

Fourier définie par

~

flr) = /R exp(—2imtr) f(t) dt = /0 exp(—2irtT)f(t)dt, T€R.

Nous montrons que pour 0 < vy < 1/4,
[ieigume o < (3.100)
R

Nous procédons comme dans [37] (voir aussi [21]) et comme (U,),, est uniformément
bornée dans L?(0,T;U), il suffit de vérifier que

THTa (7 < CIUWD) lu + CITL(T)], VT € R. (3.101)

On écrit I’équation (3.66) sous la forme suivante

d
7 [ UnVide = (£, V;), Ua(0) = Up (3.102)
D

pour tout 1 < j < n ou la forme linéaire L£,, est définie sur U par

(L) = —/(Un-vm-wdz—n/ VUn-vwx—/ p(0,)g - da
! b P (3.103)
—i—ug/D(Mn -V)H, - Ydx + %/DM” x H, - curlvy dx.
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Nous avons £, € U p.p.t € (0,T) et
I£allur < CUIUT py + 1Unllm oy + 110(62)
Ml o) [ Hull oy + (| M X Hyl])-

En effet, on a

|Lnlleer = sup [(Ln, )| = sup
]l <1 el <1

/(Un~V)Un~z/zdx+77/ VU, - Vi dz
D D

+/ p(0,)g - dx — ,uo/ (M, -V)H, - dx — @/ M, x H, - curl dz
D D 2 Jp
Soit 1) € U, grace a l'inégalité de Holder et a I’aide de l'injection de Sobolev H(D) C

L%(D), on a pour ||l <1

< lp(n) 219l ooy 9]l 22

)—/Dp(@n)g-w dx

< CHP@TL)”LQ(D%

< |IMy|Ls oy |V HpllL2 oy |¥]|L3 (D)

/l)(Mn.V)Hn pdz

< Ol My||g oy | Hn |l 0y 19| 2 ()

< C|| Myl 0y | Hn || (),

/(]\/[n x Hy,) - curly dx
D

< HMn X HTLHLQ(D)H CUI'IQ/JHH_;(D)
< O||M,, x HyllL2(p) |V L2(p)

< CHMTL X H?’LH]LQ(D)J

< IVUllL2o) V¥ ll22 (o)

/vm.w dz
D
< N Un e o) 19 les

S ||Un||H1(D)7

< NUnllwso) IV Un||L2(py 1% ]1L3 ()

/(Un.V)Un-wdx
D

< C\Unllf )5
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d’ou notre estimation et nous concluons grace au lemme 4 que (£,,) est uniformément

bornée dans L'(0,T;U’). Ensuite, on réécrit 1'équation (3.66) comme suit

/U Vide = (L, V) + /UOn v, da: 50— /U v dm)éT (3.104)

pour 1 < j < n ou dy (respectivement d7) est la masse de Dirac en 0 (respectivement

T). Par transformée de Fourier, on obtient

2z‘7r7/ ﬁn-mdx:@,v;H/UOn-vj da

b b (3.105)

—exp(—QiWTT)/ U (T)-V; dx
D

Ensuite, nous multiplions 1'égalité (3.105) par &;(7) conjugué de @;(7) et nous ad-

ditionnons les égalités pour 1 < j < n pour obtenir

2T | Unll® = (L, Un) + /DUon-ﬁ_n dx—exp(—QmTT)/DUn(T)-ﬁn dz. (3.106)

Nous avons pour tout 7 € R,

T
Earle < [ et < C.
et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et 'identité de Plancherel, on trouve
2677\ 0ll? < IZallee1Trlls + [1on 1Tl + IOl
Comme (U,),, est uniformément bornée dans L>(0, T; Uy )NL2(0, T;U) et [|UL(T)|| <
C, |Ugn|| < C, on déduit que
TTall® < CITO) e+ CITL(D]], - V7 € R,

Ainsi on obtient (3.101) et grace a l'inégalité de Poincaré, on a
U l? < CNUn ()l VT €R.

D’autre part, pour 7y fixé, 0 < 79 < 1/4, on a

1+ |7
1+ |7[t=20’

‘7’|2% < c(v0) V7T € R.
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Ainsi
~+o0 - +oo 1+|7_| R
2 2 2
| IO dr <o) [ e 1T dr

oo | Un (1)) 0 |7 [||Tn(7)]2
SC(’YO)(/_OOWGZT—F/_OOde.

En utilisant 1’égalité de Parseval, nous déduisons que

+oo T
| 10 dr = [l @ <c.

1 ~
Comme ————— € L®(R) N L*(R) et U, demeure dans un borné de L%(R;U),
1+ |7[t=20
alors N ~
T TN ()1 T U
[ e r=e | i arse

et en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et 1’égalité de Parseval, nous obtenons

/+°° 1001, < o /+°° A1

L [r|t=2w N

([ et ) ([ e )
C.

—00
1/2

IN

IN

Ainsi .
| e ar < c

o0

Nous procédons d’'une maniére similaire pour 0,M,, et 0;Q),, et nous montrons

que pour tout 0 < vy < 1/4,
+oo o “+o0o R
[ i <o [T i@ e o

Pour cela, on réécrit les équations (3.67) et (3.69) sous la forme

d
E/ My - W, de = (Z,, W), My(0) = Moy (3.108)
D

d
& [ Qo= (8.2, Qu0) = (3,109
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pour tout 1 < j < n ou les formes linéaires Z, et S, sont définies sur H} (D) et

H! (D) respectivement par
(Zn, ) = — / (U, - V)M, - dx — a/ curl M,, - curl ¢ dx
D D

1
—0/ div M,, div ¢ dz — —/(Mn—onn) “Ydx (3.110)
D 5 D

1
+§/CurlUann-de—ﬂo/MnXHn~Mn><1/de,
D D

(Snyh) = —m/

D

(curl @, - curly) + div @Q,, div ) dx — % / curlU, x @, - dx
D

_/DQn.wder/DIC(en)divwdaz.

(3.111)
Nous avons Z, € (H} (D))’ p.p. t € (0,T) et

120l oy < CUIUnllm (o) l| M|l 0y + Xoll Hallm ()
+HMn||H1(D)HMn X Hn”]LZ(D))
En effet, on a

|20l 2 (pyy = SUD [y (20, )]

()<t

= sup —/(UR'V)MR'I/JCZZE—U/ curl M,, - curl ¢ dx
”’[p”Htl(D)Sl D D
1
—a/ div M, divep do — — / (M, — xoH,) - ¢ dx
D 0 Jp

1
+§/curlUann-@/)dx—Bo/Mann-Mnx¢dx.
D D

Soit ¢ € H} (D), grace a l'inégalité de Holder et a laide de I'injection de Sobolev
H'(D) C L%(D), on a pour [|¢|gpy <1

/(Un.V)Mn.¢ dx
D

< N UnllLso) IV M ||L2 oy 190|113 ()
< CUn e (o) [| Mo |12 (0 |90 |12 (0
< Cl|Unlle oyl M |l 111 (D)
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< || curl Mn||L2(D)|| CUII@/JHLQ(D)

/ curl M,, - curlvy dx
D

< C|| Myl () 1¥ ||z

< O My || (),

< || div My lea (o) | div 9]z o)

/ div M,, div ) dx
D

< C|\ Myl oy 1€ |12 1y

< C[|My|[e ()

< + Xo

/(Mn—XOHn).w dx / M, .2 dx / H,. dx
D D D

< NMyllzoy Y |lL2oy + Xoll Hallz oy [¥ ]2y
< [ My |l oy | ||m oy + Xoll Ha llwr (o) || || ()

< ||Mn||H1(D) + XO||Hn||H1(D)7

/ curl Un X an/f dx S ||Cur1 Un||L2(D)||Mn||L6(D)”wHL?’(D)
D

< C|VU ||| My |l oy |92 (0

< O\\Unlls (o) [l M |l 0y |22 (0

< C||Unllm oy l| M ||z ()

/ Mn X (Mn X Hn)w dx < HMnH]LG(D)HMn X Hn”LQ(D)HwHLS(D)
D
< Ol Mg ()| My X Hy |20y 190 ][ ()

< C[| My [ (py | M X HollL2 (-
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Nous avons aussi S, € (H! (D))’ p.p. t € (0,T) et

1{Sn, 9]

I1Sall @0y = supyy,

(D) S

= sup
WHH%(D)Sl

2/Dcur x @ lpx/DQ wx—i-/D()lvz/Jx

—7")// (curl @y, - curly + div @Q,, div ) dx
D

d’on
1Sulls oy < CUIQunllEr 0y + 1Un i ()| @n I 0y + [KC(00) L3741y ) -

Nous concluons grace au lemme 4 que (Z,), est uniformément bornée dans
LY0,T;(H}(D))') et (Sp)n est uniformément bornée dans L'(0,T; (HL(D))'). En-

suite, on réécrit les équations (3.67) et (3.69) comme suit

/M W, de = (Z,, W) + /M()n W, dx)é

/ M, (T) - W, d:c) 5r

/Qn Q;dr = ( Sn,CD /an O dx

/D Qu(T) - @, dx) or

pour 1 < j < n ou dp (respectivement d7) est la masse de Dirac en 0 (respectivement

(3.112)

(3.113)

T). Par transformée de Fourier, on obtient

2i7r7‘/ J/\/[\n-Vdex: (ZL,VVJ>+/ Moy, - W; dx
b (3.114)
—exp(—2inT'T) /M -W; d,

2i7TT/ Q\n : q)j dx = <3;’(I)]> +/ QOn : (I)j dx

b b (3.115)

—eXp(—QiWTT)/ Qn(T) - ®; du.
D

Ensuite, nous multiplions 'égalité (3.114) par BTJ(T) conjugué de 5;(7) et (3.115)

par 6;(7‘) conjugué de b;(7) et nous additionnons les égalités pour 1 < j < n, pour
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trouver L L
2int| M, |)* = (2, M,) +/ My, - M,, dz
b (3.116)

—eXp(—Qiﬂ'TT)/ M, (T) - M, dz
D

20 Qul = 0.0} + [ Qon-Qu

b - (3.117)

— exp(—2inTT) / Qu(T) - Q,, dx.
D

Nous suivons les mémes étapes que celles utilisées dans ’estimation de 0,U,, pour

conclure que pour tout 0 < vy < 1/4,

—+00 o +00 .
/ 72| BT, ()| dr < C, / 7208, (r)? dr < C.

oo

Les résultats ci-dessus sont résumés dans le lemme suivant.

Lemme 6 I existe C, > 0 tel que pour tout n

/R|T|2”"(||l7n(7)ll2 + 1M () + 1Qu(n)|?) dr < C, (3.118)
et
18:60l 225y < C. (3.119)

En combinant les estimations du lemme 4 et lemme 6 et en appliquant le lemme de
compacité de Lions pour (U,, M,,@,) et le lemme de compacité d’Aubin pour 6,

(voir [34]), nous obtenons les résultats de convergence forte suivants.

Lemme 7 Pour v > 0 fixé, on a

(U, M,, H,, 0, Q. — (U,, M,, H,, 0,, Q,) fortement dans (LZ(DT))5
(3.120)
De plus, on a H, = H(M,, F).

Preuve. Nous avons U C Uy C U’ et l'injection de U dans U, est compacte
puisque linjection H}(D) C L2(D) est compacte. (U,), demeure dans un borné
de L>=(0,T:Uy) N L2(0,T;U) et (|7]"U,)n demeure dans un borné de L2(R;L2(D));
en appliquant le théoréme de compacité de Lions (voir chapitre 2), on peut extraire

une sous-suite encore notée (U,), telle que

U, — U, fortement dans L*(0, T;LL*(D)).
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Nous démontrons de la méme fagon les convergences de (M, @,) en appliquant le

lemme de compacité de Lions.

D’autre part, (6,,), est uniformément bornée dans L>(0, T; L*(D))NL*(0, T; W4(D))
et 0,0, est uniformément bornée dans L?(0,T; L?(D)). On applique le théoréme de
compacité d’Aubin, on déduit que l'on peut extraire une sous-suite encore notée
(0,)n telle que

0,, — 0, fortement dans L*(0,T; L*(D)).

La convergence forte de (H,), est une conséquence de la continuité de I'opérateur H.

Passage a la limite dans I’équation de la température

Dans cette partie, nous détaillons la procédure de passage a la limite dans I’'équa-
tion de la température 6,,. Nous commencons par l'introduction de quelques nota-
tions.

Soient W = W'4(D) et A un opérateur nonlinéaire défini sur W par

(A 0) = [ V60 Tode, Vb e W, (3121)
D
Alors A(p) € W’ pour tout ¢ € W et

IA)wr < IVellza(my: (3.122)

On définit aussi sur L2(D) x L*(D) I'opérateur bilinéaire B par

<mawW%<Lwevwm,vgewumweﬁumwew

Alors B(&, ) € W' pour tout (£, ¢) € L2(D) x LY(D) et
1B )llwr < llellzap Il (3.123)
Notons que L*(D) C W' avec
1Fllwe < (IDIYHIAIl, - VF € LX(D). (3.124)

ou |D| est la mesure de Lebesgue du domaine D. Nous multiplions I’équation (3.68)

par une fonction f € C'([0,T]) telle que f(7) = 0. Par intégration par parties on
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obtient pour tout 1 < j<n

- 1'(t)0,v; dedt — f(O)/ 05, v; dx
Dr D

- f()6,U, - Vv, dedt + v fO)|V0,*V0,, - Vv; dzdt (3.125)
Dr Dt
=— f(t)div Q,, vj dxdt.

Dr

On fixe j > 1 et on fait tendre n vers I'infini. En utilisant les résultats de convergence

précédents et la convergence forte 6, — 64 dans L?(D), on obtient pour tout j > 1

— f'(t)0,v; dedt — f(O)/ Opv; dx
Dr D

— f()6,U, - Vvjdxdt + v f(t)A, - Vu; dxdt (3.126)
Dr Dr
= —/ f(t)div Q, v; dzdt.
Dt
Par conséquent, pour tout a € Wi4(D) et f € C1([0,T]) telle que f(T) =0, on a
— f'(t)8,adxdt — £(0) / Oyadx — f()8,U, - Vadzdt
br b br (3.127)
+v f)A, - Vadxdt = — f(t)div Q, a dzdt.
DT DT

En particulier pour f € D(]0,T7), on obtient

i/&adw—/&,U,,-Vadm%—u/AV-Vadx
dt Jp D D

(3.128)
= —/ divQ,a dans D'(]0,T)
D
pour tout a € Wh4(D) et A, est définie dans (3.95). Ainsi, on obtient dans D’'(D)
et p.p. t € (0,7T)
0,0, — B(U,,60,) + vA, = —div Q,. (3.129)

Remaque 3 D’aprés I'équation (3.129), on a 9,0, = B(U,,0,) — vA, — divQ, et
comme B(U,,0,) € L2(0,T; (W*(D))), A, € L3(Dy) et divQ, € L*(0,T; L*(D)),
alors on déduit que 9,0, € L3 (0, T; (W14(D)Y).
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De plus, comme 6, € L*(0,T; Wh*(D)) alors 6, € C([0,T]; L*(D)) ce qui donne un
sens a la condition initiale 6,(0) et en multipliant ’équation (3.128) par la fonction
f € CH[0,T)) telle que f(T) =0 et par intégration par parties, on trouve

— f'(t)8,adzdt — f(0) / 6,(0)adr — f()8,U, - Vadzxdt
DT D DT
(3.130)
+v fA, - Vadzdt = — f(t)div Q, adxdt
DT DT

pour tout a € W'*(D). En comparant (3.127) et (3.130), nous déduisons que
6,(0) = 6. (3.131)

Ensuite, comme (6,(T)),, est bornée dans L*(D), il existe au moins une sous-suite
(0,,(T)),, qui converge faiblement dans L*(D) et en procédant comme ci-dessus, en

utilisant la fonction test f € C'([0,T]) avec f(0) = 0, nous prouvons que

Lemme 8
0,(T) — 0,(T) faiblement dans L*(D).

Maintenant, nous allons prouver le lemme suivant.

Lemme 9 Soit A, la limite faible de (|V0,|>V0,), dans L*3(Dr). Nous avons

A, = |V6,2V0,.

Preuve. Nous utilisons la monotonie de I'opérateur A défini dans (3.121). Nous

posons
T
An(p) = / (A(6n) = A(p), 0, — @) dt >0, Yy € LY(0,T;WH(D)).
0

Nous multiplions 'équation (3.68) par a; et nous additionnons ces équations pour

1 <7 < n, ensuite nous intégrons entre 0 et 7', nous obtenons

1 T 1
SO 0 [ VO ds = 51050~ [ div@uon dodt. (3.132)

0 Dt
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Nous avons

T
) = [ (AG) — A1, 00— )
0
T T
= [ (40000 -9 e~ [ (4010, - ) a
0 0
T T
= / / V0,.|*V 0, - V0, dx — / V0,|*V0, - Ve dudt — / (A(@), 0, — @) dt
o Jp Dr 0
T T
= / / IVO,|* dodt — / V0, 1>V, - Vi dedt — / (A(p), 0, — @) dt
o Jp Dr 0
T T
= / ||V0n||i4(D) dt — /; |ven|2v‘9n ’ VQD dxdt — / <A(90)7 971 - 90> dt.
0 T 0
Nous utilisons (3.132) nous obtenons 1’égalité

T
Au(g) = — /D V0,[2V6, - Vo dadt — /0 (A(¢), 0 — @) dt
+1 [1
vL2

(3.133)
(65112 — 16a(T) 2 dar) — / div Q,0, dudt|.

Dt

Par conséquent grace aux résultats de convergence précédents, nous obtenons

T
limsup A, () < — / Ay - Vi dadt — / (A(¢), 0y — @) dt
0

Dy

2 [506512 = 1o d) — |

2 Dy

(3.134)
div O, 0, dxdt] .

Nous posons a = 6, dans I’équation (3.128) et nous intégrons par rapport au temps,

nous trouvons
1
S8~ 651) + v / A, - V0, dudt = — / div Q, 0, dudt,
Dr Dt
alors

Irl )
S0 = ooy )~ |

v Dy

div O, 0, dxdt} — / A, - V0, dzdt.

Dr

Nous utilisons I'inégalité (3.134), nous déduisons que

lim sup A, () < / A, - (V0, — V) dudt — /0 LA 6 — o) b (3135)

Dr
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Donc, pour tout ¢ € L*(0,T; W'*(D)) nous avons

0< / A, - (V0, — Vi) dedt — / A6 — o) di. (3.136)

On montre que cette inégalité détermine en fait A, en utilisant un procédé carac-
téristique des opérateurs monotones. Soit ¢ € L*(0,T;W'4(D)) quelconque, en
appliquant (3.136) & ¢ = 6, — A avec A > 0, on obtient

T
0< / A, - Vo dedt — / (A0, — M), ) dt. (3.137)
Dr 0
Nous faisons tendre A vers 0 et comme A est hémicontinu, il vient
0< A, -V dxdt—/ IV0,1*°V0, - Vi ddt (3.138)
DT DT

pour tout ¢ € L4(0,T; WH4(D)).
En appliquant encore une fois (3.136) a ¢ = 6, + A\) avec A\ > 0, on obtient

/ A, -V dxdt—/ IV0,|*°V0, - Vi dedt < 0 (3.139)
Dr

Dp

pour tout ¢ € L*(0,T; WH4(D)), alors de (3.138) et (3.139) on conclut que

Vi € L0, T; W' (D)) / A, - Vb dxdt :/ IV0,1>V0, - V) ddt
Dt

Dr

alors A, = |V0,|*V0,, d’ou le résultat.

Nous suivons le méme principe pour passer a la limite dans les autres équations
du systéme, grace aux résultats de convergence du lemme 7, on déduit que U, M,
et ), satisfont les formulations faibles données au théoréme 8. Pour vérifier les
conditions initiales correspondantes, on peut procéder comme pour 6, et afin de
prouver les estimations d’énergie (3.79) et (3.92), nous multiplions (3.60) et (3.62)
par une fonction test f € D(]0,T[) telle que f > 0 et nous intégrons entre 0 et
T'. Ainsi, en utilisant le lemme 5, nous pouvons prendre la liminf qui conduit aux
résultats souhaités. Ainsi, on obtient une solution faible globale d’énergie finie du

systéme (P,).
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3.4 Passage a la limite pour v — 0

3.4.1 Probléme auxiliaire

Pour v > 0, soient (U,, M,, H,, 6,, @Q,) la solution du probléme (P,) donnée
par le théoréme 8. Comme I’énergie du systéme ne permet pas de controler les
gradients de la température, nous introduisons un probléme auxiliaire satisfait par

la fonction auxiliaire suivante
G = 7mydivQ, — K(6,) (3.140)

et nous établissons quelque résultat de compacité pour la fonction auxiliaire (,. La
convergence forte de (, est cruciale pour passer a la limite dans le terme non linéaire

KC(6,). La fonction ¢, satisfait I’équation suivante
0y — YAG = —ydiv Q, — %dw (curlU, x Q,) — 8,K(6,). (3.141)

En effet, en calculant la divergence de I’équation de flux de chaleur dans (3.59), on

trouve
(0, div Q, — yAdivQ,) = —% div(curl U, x Q,) — div Q, — AK(6,)
¢’est-a-dire

70, div Q, — Alrydiv Q, — K(6,)) = —% div(curl U, x Q,) — div Q,.

1
On ajoute et on retranche —9,K(0,)
Y

1 1
70,4V Qu = ~OK(0)) + Z0K(0) — AG = —% div(curl U, x Q) — div Q,,
on multiplie par ~
70, div Q, — 8,K(60,) — YAC, = —g div(curl U, x Qo) — ~div Q, — 8,K(6,)

et on obtient I’équation (3.141).

D’autre part, nous multiplions I'équation de la température dans (3.59) par
K'(6,), on obtient

oK (0,) + U, -VK(9,) —vK'(0,)V - (IV0,]?°V,) = —K'(0,)divQ,.  (3.142)
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En utilisant ’équation précédente (3.141) on déduit que
0K (6,) = —0,C, +YAE, — g div(curl U, x Q) — ~div Q..
On remplace dans (3.142), on trouve
8¢, — YAC, = —’g div(curl U, x Q,) — ~div Q. + U, - VK(6,)
—vK'(6,)V - (|V6,*V0,) + K'(6,) div Q,.
Comme K'(6,) = k + 3ab? et V(3ab?) = 6a6,V0,, alors
0, — YA, = (K — ) divQ, + div [U,,IC(@,,) —vk|V0, >V, — 3av0?|V0,|*V0,
—’g(curl U, x Q,,)] + 3062 div Q, + 6a6,|V6, [
Ainsi, la fonction (, satisfait le probléme auxiliaire suivant

0¢, — YA(, = g, + divG, + p, dans Dy

(3.143)
¢,(0) = ¢4 dans D, ¢, =0 sur 'y
ou (¥ = Tydiv Qo — K(03) et
gy = (K — ’)/)le QV
G, =UK(,) —vk|V0,|*V0,
(3.144)

—3avh?|V0,|*V0, — % curlU, x Q,
w, = 6vaf, |V, |* + 3ab?div Q,.

On note que ¢4 converge fortement dans L3 (D) vers (o = 7ydiv Qo — K(6p) et nous

avons le résultat suivant

Lemme 10 Il existe une constante C' > 0 indépendante de v telle que

lgvllz20,m; 20y < C

1Gu | Larso,r; 121Dy < C (3.145)

|l L2 0,1 L2 (D)) < C.
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Preuve. Nous utilisons les estimations d’énergie (3.60) et (3.62) satisfaites par
(U,, M,, H,, 0,, Q,). On déduit que g, est bornée dans L*(0,T; L*(D)). Pour

la deuxiéme estimation, nous écrivons G, sous la forme suivante
GI/ = Gl,u - GQ,V - GS,I/ - G4,V

avec

GLV - UV,C(QV)7 G2,y == VH|V9V|2V9V,

Gs, = 3avb?|V0,|*Ve,, Gy, = % curlU, x Q,.

Grace a l'injection continue de L*(0,T;U) dans L?(0,T;1.5(D)), U, est bornée dans
L2(0,T;1L5(D)) par rapport a v et comme K(6,) est bornée dans L>(0, T’ L3 (D)),
nous déduisons que G, est bornée dans L2(0,T;L'*''(D)). Nous avons aussi G,
bornée dans LY/3(0, T;1L*3(D)).

Maintenant comme @, est bornée dans L>(0,T;L*(D)) N L*(0,T;H'(D)), alors
en utilisant un résultat d’interpolation, nous obtenons que ), est bornée dans
LY0,T;L3(D)) et comme curl U, est bornée dans L*(0,7;1L?(D)), nous concluons
que Gy, est bornée dans L*/3(0, T;1L5/°(D)).

Pour Gj,, nous écrivons |G, | = (3av)h,k, avec
h, = 16,|%2V0,|> € L*3(0,T; L*3(D))
k, = 10,]'* € L=(0, T L8(D)).
ainsi Gy, € LY3(0,T; L¥7(D)) et p.p. t € (0,T)
G (Ol o7y < 3w [, (8)]] Lars(py 1K () 23 ()
<sar( [ BPIVOItar) 10,
alors

3/4
0.L21V0,1* dudt) " |6,

HG&VHL4/3(0,T;L8/7(D)) S 3OCV</ L (0,T;L4(D))

Dt

et nous déduisons que Gs,, est uniformément bornée dans L*/3(0,T;1L8/7(D)) par

rapport a v ce qui implique que G, est bornée dans L*/3(0, T; L'?/11(D)).
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Pour montrer 'estimation de p,, nous procédons comme suit. Nous écrivons
Wy = 1, + Ha, avec py, = 6vab,|VO,|* and u,, = 3af?div@Q,. Pour le second
terme, div @, est bornée dans L?(0, T;L%(D)) et |6,|* est bornée dans L*°(0,T; L*(D))
ce qui nous permet de déduire que ps,, est bornée dans L?*(0,T; L*(D)). Par contre

pour le premier terme, nous avons

/ | dedt = 6cw/ 10,][V0,|* dudt

br br (3.146)

< 6ow/ VO, |* dedt + 6au/ 10,1?|V0,|* dzdt < C.
{lo,]<1} {10,>1}

Afin d’utiliser les résultats de régularité connus sur les solutions des équations
paraboliques, nous décomposons la fonction (, en deux termes (;, et (2, tels que

¢ = (i + Cop 01 (, satisfait le probléme

atCl,zx - ’YACLV = Ggv + div Gl/ dans DT
(3.147)
(1,(0) = ¢} dans D, (3, =0 sur I'y

avec g, et G, qui sont bornées dans L'?/'1(0,T;LL'>1(D)), (¥ est bornée dans
Li(D).

La fonction (y, vérifie le probléme

8tC2,V - 'VACZV = My dans DT

(3.148)
C2,(0) =0dans D, ¢, =0sur I'p
avec 1, bornée dans L'(0,T; L'(D)). Nous avons le résultat
Lemme 11 Il existe une constante C' > 0 indépendante de v telle que
HCLVHLH/H(QT;WL12/11(D)) "‘ ”atCLVHL12/11(07T;W—1,12/11(D)) S C
(3.149)

G| oo, mswr 20y + 0G|l o0, m;w 10 DY)+ L1 0,101 (D)) < C

5
pour tout 1 < p < 1

Preuve. Pour montrer I'estimation de ¢ ,, nous utilisons un résultat sur les estima-
tions LP — L7 des solutions d’équations parabolique (voir [13, 17]). Pour I'estimation

de (2, nous utilisons un résultat de L. Boccardo et T. Gallouét donné dans [4], voir
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aussi [7]. L’estimation de 0,(;, est déduite a partir de 'équation (3.148).

Nous utilisons les estimations précédentes sur la fonction (, et le lemme de

compacité d’Aubin (voir [34]) nous obtenons le résultat de convergence suivant

Lemme 12 [l existe des fonctions (; et (5 telles que pour des sous-suites encore

notées (C1,), (C2u) et (¢,), nous avons

C1, — G fortement dans L'?/11(0,T; L1(D)), 1< q < (12/11)* = 12/7

Cop — o fortement dans LP(0,T; L%2(D)), 1 < g <p* = 3377’1), 1<p<5/4

¢, — C fortement dans L'?/'1(0,T; L% (D)), 1 < q < 12/7,
(3.150)

avec ¢ = (1 + Ca.

3.4.2 Passage a la limite dans I’équation de la température

Soient v > 0 et (U,, M,, H,,0,,Q,) solutions faible de probléme (P,). Grace a

I'estimation (3.60) nous déduisons le résultat de convergence suivant

Lemme 13
0, — 0 faiblement —% dans L>(0,T; L*(D)) (3.151)

v|V8,|*V8, — 0 fortement dans LY*(Dy).

Maintenant, supposons momentanément que

U, — U fortement dans L0, T;U),
(3.152)
divQ, — div Q faiblement dans L?*(Dr),

ainsi nous pouvons passer & la limite quand v — 0 dans I’équation de 6, et on

obtient le résultat suivant
Lemme 14 0 € L>(0,T; L*(D)) est solution faible de I’équation de transport
00+ U-VO =—divQ dans Dy
(3.153)
6(0) =6y dans D.

De plus, 0 € C([0,T); LY(D)) pour tout g < 4 et 0 € C([0,T]; L*(D) weak).
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Nous rappelons que 0§ € L*°(0,T; L*(D)) est une solution faible de (3.153) si

/ 0(0wa+ U - Va)dxdt = / div Q a dzdt — / 0o a(0) dx (3.154)
DT DT

D

pour tout a € D([0,T[xD) et Péquation (3.153) est satisfaite dans D'(Dr). Le
résultat de régularité donnée dans le lemme 14 est bien connue dans la théorie de
I’équation de transport (voir annexe A.2), qui donne un sens a la condition initiale

dans (3.153). En outre, nous avons

Lemme 15
0,(T) — 6(T) faiblement dans L*(D).

Preuve. 0(T) est bien défini dans L*(D). Soit v la limite faible de 6, (T) dans L*(D)
et L*(D). Nous utilisons des fonctions test a € D(D) dans I'équation (3.64) de 6,,,

nous multiplions par f € D(]0,T]) et par intégration entre 0 et T, nous obtenons
f(T)/ 0,(T)a dx = f(t)6,U, - Va dxdt
D Dr
—v f@#)|V0,|*°V0, - Va dzdt — f(t)divQ, a dzdt.
DT DT

En passant ainsi a la limite, nous obtenons

f(T)/Dva de = f(t)0U -Va dxdt — . f(t)divQ a dzdt.

Dr

En utilisant I’équation (3.153) de €, nous déduisons que pour tout a € D(D),
feD(j0,77)

f(T)/ va de = f(T)/ 0(T)a da
D D
d’ott v = 6(T).
Afin d’identifer la limite faible du terme non linéaire K(6,), nous réécrivons
I'équation de 6, (3.59) en utilisant ¢,
00, +U, -V, —vV-(|V0,|>°V,) + LK(0,) = —L(, dans Dy
TY TY
(3.155)
6,(0) = 05 dans D, v|V6,|*Vl,-n =0 sur I'r.

Sous les hyothéses (3.152), on a
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Lemme 16 Soit x la limite faible —x de K(6,) dans L>(0,T; L**(D)). On a

x = K(0).

Preuyve. On utilise la monotonie de la fonction K et la convergence forte dans
LY0,T; L*3(D)) de ¢, donnée dans le lemme 12. On pose

a(p) = /D (K(6,) — K(2))(6, — @) dadt >0, ¥ € L=(0,T; L'(D)).

Nous multiplions 1'équation (3.155) par 6, et par intégration sur Dr, on obtient

1 1
— K(6,)0, dedt = —— (0, dxdt — V/ VO, |* dxdt
T JDr T JDr Dr
1 1
—-/ 02(T)dz + / (00?2 da.
2 Jp 2 Jp
Ainsi
a,(p) = —/ K(0,)p dxdt — / K(p)(0, — ¢) dedt — (0, dxdt
Dy Dy Dy

—my/ VO, |* dvdt — ﬂ/ 0X(T)dx + =L [ (6%)? da.
Dr 2 D 2 D

D’apres le lemme 15, nous avons
liminf/ 10,(T)? da 2/ 0(T)] da
D D

donc en utilisant ’hypothése (3.58), nous obtenons

limsup a,(p) < —/

DT DT
—ﬂ/ 92<T)d:c+ﬂ/ 02 dx
2 Jp 2 Jp

pour tout ¢ dans L>(0,T; L*(D)). D’autre part, en prenant la limite dans la for-

X dxdt — / K(p)(0 — @) dedt — ¢O dxdt

Dy

mulation faible du probléme (3.155), nous déduisons que 6 satisfait I’équation

0t9+U-V9+ﬁX = —21( dans Dy

™

3.156
0(0) = 6y dans D. ( )
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Nous multiplions cette équation par 6, nous obtenons

—/ co dxdt—ﬂ/ 92(T)dx+ﬂ/ 02 dx—/ X0 dxdt.
Dr 2 Jp 2 Jp Dr

limsup a, (¢) < /

Dy

donc
X0 — ) dxdt — / K()(0 — ) dzdt.

Dr
On déduit que

/D (x — K())(0 — ) dedt >0, Yo € L>(0,T; L*(D)). (3.157)
En prenant dans (3.157) ¢ = 0 — X\ avec A\ > 0,7 € L>(0,T; L*(D)), on trouve
/D (x — K(0 — X)) dedt >0, Yoo € L0, T; L*(D)),¥A >0 (3.158)
et faisant tendre \ vers 0, on trouve
/D (x — K(0))y dedt >0, Yo € L>(0,T; L*(D)) (3.159)

et on conclut que y = K(6).

Pour conclure la preuve du théoréme 2, nous passons a la limite dans les équations
du probléme (P,) lorsque v tend vers 0, et pour cela nous établissons quelques
estimations uniformes sur la solution (U,, M,, H,,0,,Q,) donnée dans le théoréme
8. Grace aux estimations (3.60) et (3.62) nous déduisons les estimations uniformes

suivantes

Lemme 17
(U,) est uniformement bornée dans L>(0,T;Uy) N L*(0, T;U)

(M,) et (H,) sont uniformement bornées dans L>(0, T;1L*(D))NL?*(0, T; H} (D))
e (M, x H,) est uniformement bornée dans L*(0,T;1L2(D))

(Q,) est uniformement bornée dans L>(0,T;1L*(D)) N L*(0,T;H! (D))

Pour traiter les termes non linéaires, nous établissons des estimations sur les dérivées
en temps (0,U,), (0;M,) et (0,Q,). Pour (0,U,), on déduit de la formulation faible
de I’équation de U, que dans D'(D), p.p. t € (0,7T)

U, = —L, (3.160)
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ou la forme linéaire £, est définie sur U par

<£u790> = / (Uu ) V)UV : 90d$+77/ VU, - v¢d$+/ P(QV)Q ~pdr

P 5 P (3.161)

—,uo/ (M, -V)H, - pdr — 70/ M, x H, - curl p dz.
D D

Donc £, e U’ p.p. t € (0,T) et
1£ulleer < CUUMNE 2y + 1T 0y + 11000 [+
My o)1 Ho || 20y + [[My x H[[) < C

grace aux estimations du lemme 17. On déduit que 0,U, est uniformément bornée
dans L'(0,T;U’) et on refait le méme travail pour 9;M, et 9;Q,, on obtient

Lemme 18 (0,U,), (0:M,) et (0;Q,) sont uniformément bornées par rapport o v
dans L' (0, T;U"), L'(0,T; (H}(D))') et L'(0,T; (HL(D))') respectivement.

Ainsi on obtient le résultat de convergence suivant

Lemme 19 [l existe des sous-suites encore notée (U,), (M,), (H,), (Q,) telles que
lorsque v — 0

U, = U faiblement — x dans L*°(0,T;Uy) et faiblement dans L*(0,T;U)
M, — M faiblement — x dans L*°(0,T;1L*(D)) et faiblement dans L*(0,T;H} (D))
H, — H faiblement — x dans L*°(0,T;1L*(D)) et faiblement dans L*(0,T;H} (D))

Q, — Q faiblement — x dans L>(0,T;1L*(D)) et faiblement dans L*(0,T;H.(D))

de plus
(u,, M,, H,, Q,) — (U, M, H, Q) fortement dans (IL?>(Dr))* (3.162)
ou H=H(M,F).

Notez que grace au lemme 19, les hypothéses (3.152) sont satisfaites et conduisent
a la convergence de I’équation de la température.

En procédant comme pour la preuve du théoréme 8, nous vérifions que (U, M, H, 0, Q)
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est une solution faible d’énergie finie du probléme (P) ce qui conduit & la conclusion
de la premiére partie du théoréme 7.
Pour la régularité LP — L7 de la température 6, il suffit de montrer le résultat

suivant

Lemme 20 Sous les hypothéses (3.54), la température régularisée 0, est uniformé-
ment bornée dans L3%/'*(0,T; L*%/7(D)) par rapport a v.

Preuve. Grace a I'estimation (3.149) et en utilisant I'injection de Sobolev W1 1%/11(D)
LY/7(D), (¢,) est uniformément bornée dans L'*/'1(0,T; L'*/7(D)) et a partir de la
relation af? = —(, + 7ydivQ, — k6, on déduit que (6,) est uniformément bornée
dans L3%/11(0,T; L3%/7(D)).
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Conclusion générale

Dans cette thése, nous avons étudié un modéle mathématique de transfert de
chaleur dans un fluide magnétique soumis & un champ magnétique extérieur. La
nouveauté dans ce modéle est 1'utilisation de la loi Maxwell-Cattaneo non linéaire
couplant la température 6 et le flux de chaleur () pour le transfert de chaleur dans
le fluide.

Le systéme étudié comporte plusieurs inconnues : la vitesse et la pression du
fluide décrites par les équations de Navier-Stokes incompressible, la magnétisation
décrite par ’équation de Bloch-Torrey, le champ magnétique vérifiant I’équation de
la magnétostatique et enfin la température et le flux de chaleur dont les évolutions

sont décrites par le systéme de Maxwell-Cattaneo.

Dans ce travail, nous avons réussi a établir un résultat d’existence globale en
temps de solutions faibles d’énergie finie pour ce systéme, en utilisant les méthodes
de régularisation, d’approximation, de monotonie et de compacité. Le point cru-
cial et original est I’étude du systéme de Maxwell-Cattaneo. Nous avons régularisé
le systéme Maxwell-Cattaneo en introduisant un terme elliptique dépendant d’un
petit paramétre dans ’équation de transport satisfaite par la température. Ce der-
nier probléme est résolu par la méthode de Faedo-Galerkin, mais malheureusement
I’énergie du systéme ne permet pas de controler les gradients de la température.
Afin d’établir la compacité nécessaire pour traiter les terme non linéaire nous avons
introduit un systéme auxiliaire vérifié par une fonction auxiliaire dont les propriétés
de régularité ont permis d’obtenir non seulement la compacité de la température,

mais aussi de montrer un effet régularisant sur la température.

38



Conclusion générale

Ce travail de thése m’a permis de développer des compétences scientifiques, d’ap-
prendre et de maitriser de nombreux outils et méthodes d’analyse non linéaire. Il
m’a permis aussi d’apprendre a appréhender des systémes complexes d’équations

aux dérivées partielles.
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Annexe A

Equation de transport

Soit 2 € RN un ouvert borné régulier et n la normale unitaire extérieure au bord
de D. Nous présentons ici quelques résultats sur le probléme de Cauchy associée a
I’équation de transport suivante
00 +v-VO=0

(A.1)
0(0) = 6,

pour un champ de vitesse v donné a divergence nulle et tangent au bord (v-n =20
sur 0N ).

Solutions fortes

Sous les hypothéses de régularité sur le champ de vecteurs v, le systéme (A.1)
peut étre résolu aisément par la méthode des caractéristiques. Celle-ci revient a
constater que la solution de (A.1), si elle existe et si elle est suffisamment réguliére,
vérifie une équation différentielle linéaire du premier ordre le long des trajectoires Z

du flot associé a v qui sont les solutions du systéme différentiel

d
d_sz(s,t, x) =v(s, Z(s,t,x)), (A.2)

Z(t t,x) =z €.

Ces trajectoires sont appelées les courbes caractéristiques de ’équation. Z(s,t, z)
représente la position a I'instant s d’une particule fluide située au point = a 'instant

t. On a, alors le résultat suivant (voir [9]).
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Annezxe A : Equation de transport

Proposition 3 Si 0y est réguliere, unique solution réguliére de (A.1) est donnée
par
9<t7 I) = QO(Z(Oa t l’))

Remaque 4 Dans le cas d’une équation de transport avec un second membre f(t,x)

régulier, la solution est

O(t,z) = 600(Z(0,t,x)) + /Otf(s,Z(s,t,x)) ds.

Solutions faibles

Définition 3 Soient 0y € LP(Q), p € [1,+00|, on dit que 8 € L>(0,T; L(Q)) est

solution faible si
/ /9 (Oya +v - Va)dxdt = /Ooa (A.3)

pour tout a € D([0, T[xQ).

Proposition 4 Soient 6y € LP(R2), v un champ Lipschitzien tel que divv = 0 dans
Qetv-n=0 sur d. La fonction

0(t,x) = 00(Z(0,t,x)),
est une solution faible de ’équation de transport.

Théoréme 9 Soient 6y € LP(Q), v € L'(0,T; (LY (Q))V) (avec p' = ), dive =0
dans Q et v-n = 0 sur 0). Il existe au moins une solution faible de l’équation de

transport.

Dans le cas d’un champ a divergence nulle et tangent au bord et v € L'(0, T; (W' (Q))N),
Di Perna et Lions [12] ont montré I'existence et 1'unicité des solutions faibles dans
L>(0,T; LP(2)) du probléme de Cauchy (A.1) avec donnée initiale 6, dans LP(Q2),
pour tout p € [1,4o0]. Ils ont établi que toutes les solutions faibles de cette équa-
tion sont des solutions renormalisées. Cela signifie que pour toute fonction réguliére
B : R — R qui ne croit pas trop vite a l'infini, la fonction () est solution de

I’équation de transport
0:B(0) +v-VB(0) = p'(0)(0,0 +v-V0) =0,
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avec la donnée initiale 5(6y). Cette propriété, permet en particulier de démontrer
I'unicité des solutions faibles, des estimations du type principe du maximum et

également la continuité en temps des solutions de (A.1) a valeurs dans LP(().
Théoréme 10 Soient 0y € LP(Q), v € LY(0,T; (W' (Q))"), tel que
dive =0 dans Q et v-n =0 sur 0.

Le probleme (A.1) admet une unique solution faible § € L>(0,T; LP(2)). De plus
6 € C([0,T]; LUR2)), Yg < p et 8 € C([0,T]; LP(Q) weak).

Des résultats similaires sont obtenus pour I'équation de transport non homogéne
avec un second membre f € L'(0,T; L*(2)) pour tout p €]1, +o0.
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Annexe B

Reégularité LY — LY de la solution

d’une équation parabolique

Soit © un ouvert borné de RY, T' > 0. Nous donnons ici un résultat de régularité
des solutions du systéme parabolique suivant sur un domaine borné avec la condition

de Dirichlet
Ou+ Au = —divg+ f dans (0,7) x §2
(B.1)
u=>0 sur (0,7) x 092

ot Au = —Awu. On note par
W = {u e LU0, T; WrP(Q)); diu € LU0, T; W-Lp(m)}

Théoréme 11 Soient p,q €]1,00[ et 2 un domaine borné. Pour tout f,g € L(0,T; LP(Q))
il existe une unique solution uw € W du probléme (B.1). De plus il existe une

constante C' > 0 tel que

”UHL‘?(O,T;WLP(Q)) + HatuHLq(O,T;W*l»P(Q)) < C(HfHLq(D,T;LP(Q)) + ||g||L‘1(O,T;LP(Q)))-

H. Dong et D. Kim |13] ont généralisé ces résultats aux systémes parabolique dans
lesquels I'opérateur est défini par Au = —D,(A*’ Dgu + A%) + B*D,u + Cu avec

des coefficients A*? vérifiant des hypothéses assez faibles.

Maintenant, nous allons donner un résultat di & Boccardo et Gallouét [7, §]

sur 'existence et la régularité des solutions de I’équation parabolique non linéaire

93



Annezxe B : Régularité LP — L1 de la solution d’une équation parabolique

suivante

Owu+ A(u) = f dans D'((0,T) x Q)
u(z,0) =0, x€Q (B.2)
u=0sur (0,7) x 00

ou A est 'opérateur p-Laplacien

N
A(u) = —div(|DulP~2Du), avec p > 1+ il (B.3)

et donc en particulier pour p = 2 dans le cas N = 3.

Dans |7] Boccardo et Gallouét ont établi un résultat d’existence des solutions de
I'équations parabolique (B.2). Ensuite, L. Boccardo, T. Gallouét et J. L. Vazquez
dans [8] ont étudié la régularité des solutions de probléme (B.2) et ils ont établi le

résultat suivant

Théoréme 12 Soit A lopérateur défini par (B.3). Supposons que

ferm((0.7) x ), (B.4)
oul<m< N alors il existe au moins une solution u € LI(0,T; Wy (Q)
— pN— N—i—p’ Y )
N
de (B. tout — .
e (B.2), pour tou q<( m—i—N)m
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