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Résumé

Dans cette thèse, nous étudions les équations décrivant la dynamique du transfert

de chaleur dans un écoulement de �uide magnétique soumis à un champ magnétique

appliqué. Dans le cas classique, la température se propage à vitesse in�nie et le

transfert est modélisé par la loi de Fourier. Pour pallier ce paradoxe, Cattaneo a

proposé un modèle dans lequel la température se propage à vitesse �nie. Cette loi de

transfert de la chaleur est appelée loi de Maxwell-Cattaneo. Le système d'équations

étudié est constitué des équations de Navier-Stokes incompressibles pour la vitesse U

et la pression P du �uide magnétique, de l'équation de la magnétisation M de type

Bloch-Torrey, des équations de la magnétostatique pour le champ magnétique H et

des équations de transfert de chaleur de Maxwell-Cattaneo pour la température θ

et le �ux de chaleur Q.

Le système d'équations étudié dans DT = (0, T )×D avec D un domaine borné

de R3 et T > 0 est le suivant

divU = 0

∂tU + (U.∇)U − η∆U +∇P = −ρ(θ)g + µ0(M.∇)H + µ0

2
curl(M ×H)

∂tM + (U.∇)M − σ∆M + 1
δ
(M − χ0H) = 1

2
curlU ×M − β0M × (M ×H)

∂tθ + U · ∇θ = −divQ

τ(∂tQ− γ∆Q) = −τ
2

curlU ×Q−Q−∇K(θ).

div (H +M) = F, curlH = 0

(1)

où la densité ρ(θ) et la fonction monotone K(θ) sont données par

ρ(θ) = ρ0(1− β(θ − θ0)), K(θ) = κ θ + α θ3. (2)
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Le système couplé noté par (P) est complété par les conditions initiales et aux

limites suivantes

U(0) = U0, divU0 = 0, M(0) = M0, θ(0) = θ0, Q(0) = Q0 dans D

U = 0, M · n = 0, curlM × n = 0, H · n = 0, Q× n = 0 sur ΓT

τγdivQ−K(θ) = 0 sur ΓT

(3)

où ΓT = (0, T ) × ∂D et n est le vecteur unitaire de la normale extérieure au bord

de D.

Nous établissons un résultat d'existence globale d'une solution faible pour ce

système en utilisant la méthode de Faedo-Galerkin et des techniques de régulari-

sation, d'approximation, de monotonie et de compacité. Ce résultat a fait l'objet

d'une publication dans la revue internationale Journal of Mathematical Fluid Me-

chanics sous le titre de Global weak solutions to magnetic �uid �ows with nonlinear

Maxwell-Cattaneo heat transfer law voir [2].

Mots clés : Fluides magnétiques, équations de Navier-Stokes, magnétisation,

équation de la magnétostatique, système de Maxwell-Cattaneo.



Présentation de la thèse

Nous présentons ici le plan de cette thèse, en précisant les éléments principaux

des chapitres composant ce manuscrit.

Dans le premier chapitre, nous présentons les caractéristiques générales des �uides

magnétiques (ferro�uides), leur historique et propriétés physiques, nous donnons

aussi certains domaines d'application de ces ferro�uides. Nous concluons ce chapitre

par une présentation des équations décrivant la dynamique des ferro�uides.

Le chapitre 2 est consacré à quelques rappels théoriques. Nous commençons par

quelques résultats concernant les espaces de Sobolev et les espaces Lp. Nous rap-

pelons aussi quelques théorèmes utilisés tout au long de notre travail comme les

théorèmes de compacité utilisés dans l'étude des équations d'évolution non linéaires,

le théorème de De Rham utilisé dans la démonstration d'existence de solutions des

équations de Navier-Stokes, le théorème d'interpolation et les inégalités de Young,

de Gronwall et de Bihari.

Dans le chapitre 3, nous présentons le résultat principal de notre travail qui est

le résultat d'existence de solution faible pour un problème d'écoulement d'un �uide

magnétique avec transfert de chaleur régi par la loi de Maxwell-Cattaneo. En premier

lieu, nous présentons le problème étudié, puis nous donnons le résultat d'existence de

solution faible pour ce problème. Ensuite, nous démontrons ce résultat en utilisant

des techniques de régularisation, d'approximation, de monotonie et de compacité.
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Notations

(·; ·) : le produit scalaire sur R3, || · || la norme euclidienne associée.

× : le produit vectoriel.

∇ : le gradient.

∆ : l'opérateur laplacien.

div : la divergence.

curl : le rotationnel.

∂n : la dérivée normale.

Ω : un ouvert de R3 et ∂Ω son bord.

n : la normale unitaire extérieure au bord ∂Ω.
D(Ω) l'ensemble des fonctions numériques dé�nies sur Ω in�niment dérivables et

à support compact dans Ω.

Lp(Ω) espace de Lebesgue usuel.

Wm,p(Ω) et Wm,p
0 (Ω) espaces de sobolev.

W−m,p′(Ω) l'espace dual de Wm,p
0 (Ω) et Hm(Ω) = Wm,2(Ω).

Lp(Ω) = (Lp(Ω))3, Wm,p(Ω) = (Wm,p(Ω))3.

Hm(Ω) = (Hm(Ω))3 et Hm
0 (Ω) = (Hm

0 (Ω))3.

C(Ω) ensemble des fonctions u : Ω→ R continues.

C(Ω) ensemble des fonctions u : Ω→ R continues.

Ck(Ω) ensemble des fonctions k fois continûment di�érentiables dans Ω.

X un espace de Banach et X ′ son espace dual.

〈.; .〉X′×X le produit de dualité entre X ′ et X, ‖.‖X la norme dans X.

C([0, T ];X) ensemble des fonctions continue sur [0, T ] à valeurs dans un espace de

Banach X.

Lp(0, T ;X) espace de Lebesgue à valeurs dans un espace de Banach.

D([0, T ];X) espace des fonctions continûment di�érentiables à support compact

dans [0, T ].
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Introduction générale aux ferro�uides

Quelques formules d'intégrations

Soient u,v,w des champs vectoriels de classe C1(Ω) et ϕ, ψ des champs scalaires de

classe C1(Ω)

1.
∫

Ω

ϕ divu dx =

∫
∂Ω

ϕu · n ds−
∫

Ω

∇ϕ · u dx

2.
∫

Ω

ϕ∆ψ dx =

∫
∂Ω

ϕ∂nψ ds−
∫

Ω

∇ϕ · ∇ψ dx

3.
∫

Ω

u · curlv dx =

∫
Ω

v · curlu dx−
∫
∂Ω

(u× v) · n ds

4.
∫

Ω

(−∆u) · v dx =

∫
Ω

(curlu) · (curlv) dx+

∫
Ω

(divu)(div v) dx

−
∫
∂Ω

(curlu× n) · v ds−
∫
∂Ω

(divu)v · n ds.

Quelques identités vectorielles

1. div(curlu) = 0

2. curl(∇ϕ) = 0

3. div(ϕu) = ϕ divu +∇ϕ · u

4. curl(ϕu) = ϕ curlu +∇ϕ× u

5. curl(u× v) = (v · ∇)u− (u · ∇)v + (div v)u− (divu)v

6. div(u× v) = curlu · v − curlv · u

7. ∇(u · v) = u× curlv + v × curlu + (u · ∇)v + (v · ∇)u

8. (u · ∇)u = curlu× u + 1
2
∇|u|2

9. curl curlu = ∇(divu)−∆u

10. u · (v ×w) = v · (w × u).

10



Chapitre 1

Introduction générale aux

ferro�uides

Un �uide magnétique encore appelé ferro�uide est un liquide qui a de fortes

propriétés magnétiques. Sous l'action d'un champ magnétique, ce liquide de couleur

noire s'aimante et prend des formes spectaculaires.

Figure 1.1 � Un ferro�uide soumis à un champ magnétique.

(source : https ://www.wikipedia.org/).

Les ferro�uides sont des solutions colloïdales très stables constituées de parti-

cules ferromagnétiques d'une taille de l'ordre de 10 nanomètres en suspension dans

un liquide porteur non magnétique (huile, eau,. . .). Il est indispensable d'introduire

un agent stabilisateur appelé surfactant a�n d'augmenter la solubilité des particules

11



Introduction générale aux ferro�uides

dans le liquide porteur et aussi pour assurer les forces de répulsion entre les particules

a�n d'éviter leur agglomération. Un ferro�uide typique est constitué par environ 5

à 10% de particules magnétiques, 10% de surfactant, et 85% de liquide porteur par

volume. En absence d'un champ magnétique externe, l'orientation des particules

ferromagnétiques est aléatoire et le liquide n'est pas magnétique, le mélange se com-

porte comme un liquide visqueux isotrope et homogène. Toutefois, quand un champ

magnétique externe est appliqué, les moments magnétiques des particules s'alignent

sur les lignes de champ magnétique, le liquide devient magnétique. Dans ce cas, le

�uide n'est ni homogène ni isotrope et sa viscosité peut changer. Aussi, la surface du

liquide se déforme en fonction de la géométrie du champ magnétique et les propriétés

du �uide peuvent être ajustées en fonction du champ magnétique appliqué.

1.1 Historique

Les ferro�uides n'existent pas à l'état naturel, il faut les synthétiser. La pre-

mière tentative répertoriée est due à Wilson en 1779, le �uide y était formé de �nes

particules de fer dans l'eau. Cependant, on ne peut parler d'une réelle synthèse de

ferro�uide qu'à partir de 1963. C'est Stephen Papell [25] qui a e�ectué cette synthèse

en mélangeant de la poudre de magnétite à du kérosène en présence d'acide oléique.

Il a ensuite broyé le mélange pendant plus d'un mois jusqu'à obtention de particules

dont la taille n'excède pas les 10 nm. Les particules sont recouvertes d'acide oléique,

ce qui assure la stabilité de la solution colloïdale.

Peu après, les travaux de Rosenweig et ses collaborateurs [22, 31] présentent

des améliorations sur le �uide de Papell et synthétisent un ferro�uide de saturation

magnétique plus importante et surtout stable par rapport à la sédimentation. Il en

découla une production industrielle et une commercialisation des ferro�uides. De-

puis, la recherche scienti�que apporte quotidiennement des avancées dans la synthèse

des ferro�uides.

1.2 Stabilité des ferro�uides

Pour son utilisation à des �ns industrielles, un ferro�uide doit être stable. La

stabilité dépend de la taille des particules et de l'équilibre des forces s'exerçant sur

le ferro�uide.
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Introduction générale aux ferro�uides

En premier lieu, il faut que le diamètre moyen des particules soit su�samment petit

pour éviter la sédimentation naturelle des grains sous l'e�et de la gravité. Il faut

également éviter que les particules ne s'agglomèrent entre elles et ne conduisent à

des agrégats plus gros, susceptibles de sédimenter à leur tour.

Les forces qui s'exercent sur les particules ferro�uides sont

• La force de Van der Waals, qui est une force attractive de courte portée

et de valeur proportionnelle à la dimension des particules,

• L'interaction dipolaire entre les particules due à l'aimantation spontanée

des particules,

• La force magnétique, résultant de l'interaction entre les pôles des nanopar-

ticules, elle est attractive lorsqu'un champ magnétique est appliqué,

• La gravité qui provoque la sédimentation de la solution.

En plus de ces forces, il convient d'ajouter le terme qui provient de l'agitation

thermique et qui joue un rôle important dans la stabilité des ferro�uides.

1.3 Propriétés physiques

L'intérêt des ferro�uides réside dans leurs propriétés d'allier les e�ets mécaniques

et magnétiques. Les deux paramètres principaux en jeu sont la saturation magné-

tique et la viscosité dynamique. Pour autant, il ne faut pas oublier les propriétés

optiques de ces matériaux.

Propriétés mécaniques et magnétiques

Les ferro�uides possèdent de très fortes propriétés magnétiques. Lorsque le �uide

magnétique n'est soumis à aucun champ magnétique, les moments magnétiques por-

tés par les nanoparticules sont orientés aléatoirement et l'aimantation totale du �uide

est nulle. Lorsqu' un champ magnétique est appliqué, les moments des particules ont

tendance à s'aligner avec le champ auquel elles sont soumises. En augmentant l'in-

tensité du champ, la polarisation des particules augmente et l'interaction entre elles

devient plus forte. La magnétisation M des ferro�uides est alors proportionnelle à

13



Introduction générale aux ferro�uides

l'intensité du champ magnétique appliqué H. Son niveau augmente jusqu'à la va-

leur dé�nie par sa saturation magnétique, quand toutes les particules sont alignées.

Au-delà de cette valeur, la magnétisation reste stationnaire.

Figure 1.2 � La �gure montre la courbe typique de magnétisation d'un ferro�uide.

C'est dans la zone de transition de la courbe, avant d'atteindre la saturation, que se

situent la plupart des applications du ferro�uide.

Dans la mesure où les interactions magnétiques entre les particules sont négligées,

la théorie de Langevin décrit l'aimantation M du �uide en fonction du champ H

par la loi (dite de Langevin)

M = φmL(ξ), ξ = µ0mVH/κT, L(ξ) = cot(ξ)− 1

ξ

où φ est la fraction volumique des particules, m leur aimantation à saturation,

V = πd3/6 est le volume de la particule, d est son diamètre, κ est la constante de

Boltzmann, T est la température et µ0 étant la perméabilité du vide.

L'aimantation d'un ferro�uide à saturation est égale, à la dilution près, à celle

des matériaux qui composent ces particules. Par exemple, un ferro�uide standard, à

base de maghémite, et de fraction volumique de l'ordre de 5%, possède une aiman-

tation de 20 kA/m (kiloampères par mètre) à saturation.

Cette aimantation ainsi que diverses propriétés caractéristiques du ferro�uide (sus-

ceptibilité magnétique et diamètre moyen) peuvent être obtenues par une mesure de

14



Introduction générale aux ferro�uides

sa courbe d'aimantation (c'est-à-dire de l'aimantation du ferro�uide M , en fonction

du champ magnétique extérieur appliqué H). L'ensemble de la courbe d'aimantation

peut généralement être modélisé à l'aide de l'équation de Langevin.

Une autre propriété importante des ferro�uides est la modi�cation des proprié-

tés visqueuses, en fonction de l'intensité et de la direction du champ magnétique.

Lorsqu'un champ magnétique est appliqué au ferro�uide, la viscosité s'élève. En

l'absence d'un champ magnétique la viscosité est conditionnée par celle du �uide

porteur, et par la présence des particules dans le liquide qui augmente la viscosité.

Cette variation est en fonction de la taille des particules et de leur concentration.

Contrairement à la magnétisation, il n'y a pas a priori un niveau de saturation à

partir duquel la viscosité reste constante. Les études sur les e�ets du champ magné-

tique sur la viscosité des ferro�uides sont bien développées pour un niveau de champ

autour de la saturation magnétique. Cependant, aucune information n'est proposée

dans la littérature concernant le comportement de la viscosité des ferro�uides une

fois saturés, quand ils sont soumis à des niveaux encore plus élevés de champ ma-

gnétique.

Pour les suspensions colloïdales, l'écoulement provoque par e�et visqueux la ro-

tation des particules dans l'axe parallèle à sa vorticité. D'un point de vue micro-

scopique, la rotation de chacune des particules peut être associée à un moment

mécanique dû à un couple visqueux. Pour les ferro�uides, ce mouvement est impor-

tant, car les particules en suspension sont magnétiques. En présence d'un champ

magnétique, un couple apparaît sur les particules a�n de les orienter dans la direc-

tion des lignes du champ. Ainsi, les couples visqueux et magnétiques vont interagir

sur le mouvement des particules. Comme le couple est une grandeur vectorielle,

l'orientation du champ magnétique est importante.

Propriétés optiques

Dans la plupart des cas, les particules magnétiques d'un ferro�uide portent, en

plus de leur moment magnétique, une anisotropie optique intrinsèque dont l'origine,

encore controversée, est liée soit à une propriété cristalline des particules, soit à

une anisotropie de forme. L'application d'un fort champ magnétique conduit à une
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orientation des particules le long du champ et à une anisotropie globale du milieu

qui devient biréfringent. Cette propriété subsiste à très faible dilution en particules

magnétiques.

Les caractéristiques optiques particulières des ferro�uides ne se limitent pas à

la biréfringence. Les ferro�uides sont aussi dichroïques sous l'in�uence d'un champ

magnétique : lorsqu'il est éclairé par une lumière non polarisée et qu'on l'observe

sous un certain angle par transparence, il apparaît bicolore. Ces caractéristiques sont

utilisées dans de nombreuses applications des ferro�uides.

1.4 Applications

Les ferro�uides ont donné lieu à de nombreuses applications dans l'industrie et

la recherche. Nous présentons ici quelques exemples d'applications des ferro�uides.

Dans le domaine de l'ingénierie, une des applications les plus courantes des ferro-

�uides est la réalisation de joints d'étanchéité des arbres tournants. Le champ ma-

gnétique est généré par des aimants permanents annulaires placés autour de l'axe

de rotation. Le gradient du champ maintient le ferro�uide en place, même en cas

de pression élevée. Le frottement exercé par le joint de ferro�uide sur l'arbre est né-

gligeable par rapport aux techniques mécaniques couramment utilisées : les arbres

ont ainsi une durée de vie plus grande. Ce processus est utilisé dans certaines autres

applications techniques comme à l'intérieur de disques durs, ils sont utilisés pour la

lubri�cation et l'étanchéité des axes de moteur de disques durs en étant introduits

entre l'enroulement et l'aimant assurant la lubri�cation et empêchant les poussières

de se glisser dans l'interstice.

Les ferro�uides peuvent être rencontrés aussi dans des systèmes d'amortisseurs d'au-

tomobiles, d'aéronefs et de bateaux. Dans ce cas, leur propriété visqueuse est utilisée.

À partir d'un champ magnétique appliqué, l'amortissement est ajusté en fonction

de la charge ou du trajet à parcourir.

Les Ferro�uides sont aussi utilisés dans les haut-parleurs, ils permettent d'améliorer

le transfert thermique au sein des enceintes audio ou des haut-parleurs électroma-

gnétiques de grande qualité, a�n d'obtenir un son de haute performance et sans

surchau�e.
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Dans le domaine biomédical, les ferro�uides sont utilisés pour séparer les groupes

biologiques. Sous gradient de champ magnétique, on pourra isoler des cellules qui ont

�xé des nanoparticules magnétiques. C'est ainsi par exemple qu'on sépare magnéti-

quement des globules rouges pathologiques en couplant aux nanoparticules magné-

tiques une protéine (l'annexine) qui se �xe sur un des phospholipides de la membrane

cellulaire, exposé à l'extérieur de la cellule uniquement si celle-ci est endommagée.

Ce même principe de tri magnétique peut être adapté à la séparation de macromo-

lécules biologiques (des fragments d'ADN par exemple), de virus de bactéries.... à

des �ns diagnostiques.

Les �uides magnétiques sont également utilisés dans l'imagerie par résonnance

magnétique (IRM) comme agent de contraste ; les particules en créant localement

une inhomogénéité de champ magnétique modi�ent les temps de relaxation des pro-

tons. Une autre application est l'utilisation des ferro�uides en cancérologie, par

hyperthermie magnétique : les nanoparticules sont injectées dans des tissus cancé-

reux, sous l'action d'un champ magnétique alternatif, ils entraînent une élévation

de température de la tumeur. D'autres applications sont présentées plus en détail

dans Colloïdal Magnetic Fluids [23] et dans Ferro�uids : Magnetically Controllable

Fluids and Their Applications [24].

1.5 Modèles physiques et équations

Lorsqu'on applique un champ magnétique à un ferro�uide, plusieurs phénomènes

surviennent à cause de la réorientation des dipôles des nanoparticules ferromagné-

tiques. Un ensemble d'équations décrivant la ferrohydrodynamique est proposé par

Rosensweig dans [22] et se compose des équations du mouvement du ferro�uide

incompressible non conducteur

divU = 0

ρ(∂tU + (U.∇)U)− η∆U +∇P = (M.∇)H
(1.1)

et des équations de la magnétostatique

curlH = 0, divB = 0, B = H + 4πM. (1.2)
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Dans ces équations U est la vitesse du �uide, P sa pression hydromagnétique, M

représente la magnétisation, H le champ magnétique et B l'induction magnétique.

Dans le modèle ci-dessus, on suppose queM et H sont parallèles. Mais généralement

le moment magnétique est soumis à un couple magnétique créé par le champ magné-

tique et dans ce cas un terme supplémentaire M ×H est introduit dans l'équation

de Navier-Stokes (1.1) qui devient

ρ(∂tU + (U.∇)U) = −∇P + η∆U + (M · ∇)H + 1
2

curl(M ×H) (1.3)

où (M · ∇)H est la force magnétique de Kelvin qui représente la convection du

champ magnétique H dans la direction de l'aimantation M et le couple magnétique

M ×H tend à retourner M dans la direction de H.

Le système comprend aussi une équation de la magnétisationM . Dans un liquide

non magnétique, la magnétisation est décrite par l'équation

∂tM + (U.∇)M = ω ×M − 1

τB
(M −M0) (1.4)

où U est la vitesse du �uide. Le premier terme du second membre de l'équation

représente le changement de magnétisation causé par la rotation (de vitesse angu-

laire macroscopique ω) des particules magnétiques et le second terme représente le

changement de la magnétisation vers une magnétisation d'équilibre M0 dépendant

du temps de relaxation τB. Le terme (U.∇)M représente la convection de M dans

la direction de la vitesse U .

Lorsque le liquide est magnétique, il convient de tenir compte du couple magné-

tique M ×H qui agit sur les particules. En notant Ω = 1
2

curlU la vitesse angulaire

microscopique du �uide, on a

6ηφ(ω − Ω) = M ×H (1.5)

où φ est la fraction volumique de la phase solide dispersée et l'équation de la ma-

gnétisation (1.4) devient

∂tM + (U.∇)M =
1

2
curlU ×M − 1

τB
(M −M0)− 1

6ηφ
M × (M ×H). (1.6)

où le terme M × (M ×H) tend à aligner M dans la direction de H.
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Nous terminons cette introduction par décrire le transfert de chaleur dans le

ferro�uide. La température θ du �uide est généralement décrite par l'équation de

transfert de chaleur linéaire

∂tθ + U · ∇θ = −divQ (1.7)

où le �ux de chaleur Q est donné par la loi de Fourier linéaire

Q = −κ∇θ (1.8)

et U est la vitesse du �uide. Pour éviter le paradoxe de la propagation instantanée

de la chaleur inhérente à l'équation du type parabolique, un autre modèle a été

proposé dans les travaux de Vernotte [38] et Cattaneo [10]. Dans ce modèle, la loi

de Fourier (1.8) est remplacée par l'équation de �ux de chaleur

τ∂tQ+Q = −κ∇θ (1.9)

où τ > 0 est le temps de relaxation. Pour τ = 0, on retrouve l'équation (1.8). En

combinant l'équation de la température et l'équation de �ux de chaleur, on constate

que θ satisfait une équation de type hyperbolique.

Le système (1.7)-(1.9) a été généralisé par Guyer et Krumhansl voir [18], par

l'introduction d'un processus de di�usion dans (1.9) de sorte que l'équation de �ux

de chaleur devient

τ(∂tQ− γ∆Q) = −Q− κ∇θ (1.10)

où γ> 0 est un coe�cient de di�usion (voir aussi [26, 27]). Lorsque la conductivité

thermique est renforcée par les e�ets de rayonnement voir [15, 16, 17], la loi de

Fourier linéaire est remplacée par une loi non linéaire

Q = −∇K(θ). (1.11)

Dans [16], le modèle de transfert de chaleur par la loi de Fourier non linéaire dans

un écoulement de �uide incompressible a été étudié.
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Dans cette thèse, nous considérons la loi de Maxwell-Cattaneo non linéaire pour

le transfert de chaleur qui est une généralisation de la loi de Fourier non linéaire,

plus précisément, nous considérons que la dynamique du couple (θ,Q) est régie par

le système
∂tθ + U · ∇θ = −divQ

τ(∂tQ− γ∆Q) = −τ
2

curlU ×Q−Q−∇K(θ).
(1.12)

où K(θ) est une fonction monotone donnée par

K(θ) = κ θ + α θ3 (1.13)

κ > 0 et α > 0 étant des coe�cients de conductivité thermique.

Le terme − τ
2

curlU×Q tient compte de la rotation des particules de vitesse angulaire

Ω = 1
2

curlU .
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Chapitre 2

Quelques rappels

L'objectif de ce chapitre est de rappeler l'essentiel des résultats utilisés tout au

long de ce travail. Nous commençons par des résultats concernant les espaces de

Sobolev et les espaces Lp(0, T ;X) où X désigne un espace de Banach.

2.1 Les espaces Lp et les espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont un outil omniprésent dans l'étude des équations

aux dérivées partielles. Nous reprenons dans cette section certains résultats sur ces

espaces. Pour une présentation plus complète des espaces de Sobolev, on pourra

consulter les ouvrages de Robert A. Adams [1] et de R. Dautary, J.L Lions [11].

Soit Ω un ouvert de RN . Pour 1 ≤ p < ∞, on note Lp(Ω) l'espace de Lebesgue

dé�ni par

Lp(Ω) = {u : Ω→ R mesurable ;
∫

Ω

|u|p dx <∞}

muni de la norme

‖u‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u|p dx
)1/p

,

et pour p =∞, on note

L∞(Ω) = {u : Ω→ R mesurable ; ess sup
Ω
|u| <∞}

que l'on munit de la norme

‖u‖L∞(Ω) = ess sup
Ω
|u|.
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On désigne par D(Ω) l'ensemble des fonctions numériques dé�nies sur Ω in�ni-

ment dérivables et à support compact dans Ω.

Pour tout entier m ≥ 0 et 1 ≤ p ≤ ∞, l'espace de Sobolev Wm,p(Ω) est dé�ni par

Wm,p = {u ∈ Lp(Ω) : ∂αu ∈ Lp(Ω), pour tout 0 ≤ |α| ≤ m}

où la dérivé partielle ∂α est à prendre au sens faible (au sens des distributions). Il

est muni de la norme

‖u‖Wm;p(Ω) =

 ∑
0≤|α|≤m

‖∂αu‖pLp(Ω)

1/p

si 1 ≤ p <∞,

‖u‖Wm;∞(Ω) = max
0≤|α|≤m

‖∂αu‖L∞(Ω).

On pose

Hm(Ω) = Wm,2(Ω).

On désigne par Wm,p
0 (Ω) la fermeture de D(Ω) dans Wm;p(Ω) et par W−m,p′(Ω),

p′ = p
p−1

, 1 ≤ p <∞, l'espace dual de Wm,p
0 (Ω) muni de la norme duale

‖u‖W−m,p′ (Ω) = sup
φ∈Wm,p

0 (Ω)

φ 6=0

|〈u, φ〉|
‖φ‖Wm,p

0 (Ω)

.

Pour les fonctions vectorielles, nous utilisons les notations Lp(Ω),Wm,p(Ω),Hm(Ω),

Hm
0 (Ω).

Nous donnons maintenant quelques résultats d'injection des espaces W 1,p dans

les espaces Lp.

Théorème 1 Soit Ω ⊂ RN un ouvert de classe C1 avec ∂Ω borné, ou bien Ω = RN
+

et soit 1 ≤ p ≤ ∞. On a

Si 1 ≤ p < N, alors W 1,p(Ω) ⊂ Lp
∗
(Ω) où 1

p∗
= 1

p
− 1

N
,

Si p = N, alors W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω) ∀q ∈ [p,+∞[,

Si p > N, alors W 1,p(Ω) ⊂ L∞(Ω),

(2.1)

avec injections continues.

De plus, si p > N , pour tout u ∈ W 1,p(Ω) on a

|u(x)− u(y)| ≤ C|x− y|α‖u‖W 1,p(Ω) p.p. x, y ∈ Ω
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avec α = 1− N
p
et C est une constante positive dépendant seulement de Ω, p et N .

En particulier W 1,p(Ω) ⊂ C(Ω).

Théorème 2 (Rellich-Kondrachov) Soit Ω un ouvert de RN borné de classe C1,

on a

Si 1 ≤ p < N, alors W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω) ∀q ∈ [1, p∗[, où 1
p∗

= 1
p
− 1

N
,

Si p = N, alors W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω) ∀q ∈ [p,+∞[,

Si p > N, alors W 1,p(Ω) ⊂ C(Ω),

(2.2)

avec injections compactes.

Proposition 1 (Inégalité de Poincaré) Soit Ω un ouvert borné de RN , alors il

existe une constante C ≥ 0 telle que

‖u‖Lp(Ω) ≤ C‖∇u‖Lp(Ω), ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω) 1 ≤ p <∞. (2.3)

Proposition 2 (Inégalité de Poincaré-Wirtinger) Soit Ω un ouvert borné, connexe

et régulier de RN , alors il existe une constante C > 0 telle que

‖u− ū‖Lp(Ω) ≤ C‖∇u‖Lp(Ω), ∀u ∈ W 1,p(Ω) 1 ≤ p ≤ ∞ (2.4)

où ū =
1

|Ω|

∫
Ω

u(x) dx est la valeur moyenne de u sur Ω, le nombre |Ω| désignant

la mesure de Lebesgue du domaine Ω.

2.2 Les espaces Lp(0, T ;X)

Dans cette section, on présente brièvement quelques espaces de fonctions à va-

leurs dans un espace de Banach. Soient T > 0, X un espace de Banach, on dé�nit

les espaces suivants

C([0, T ];X) = {u : [0;T ]→ X continue },

Lp(0, T ;X) =

{
u : [0;T ]→ X mesurable telle que

∫ T

0

‖u‖pX dt < +∞
}
, 1 ≤ p < +∞
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muni de la norme

‖u‖Lp(0,T ;X) =

(∫ T

0

‖u‖pX dt

)1/p

et

L∞(0, T ;X) = {u : [0;T ]→ X mesurable telle que ;∃C > 0, ‖u‖X ≤ C p.p. t ∈ (0, T )}

muni de la norme

‖u‖L∞(0,T ;X) = sup
0≤t≤T

ess‖u(t)‖X .

Remaque 1 Pour tout 1 ≤ p ≤ ∞, Lp(0, T ;X) est un espace de Banach et pour

tout 1 ≤ p < ∞, C(0, T ;X) est dense dans Lp(0, T ;X). Si 1 < p < ∞ est si X est

ré�exif, alors Lp(0, T ;X) est ré�exif (voir J. Droniou [14] et J. Simon [34]).

2.3 Théorèmes de compacité

Dans l'étude des équations d'évolution non linéaires, le lemme d'Aubin-Lions

(voir [21, 34]) est un outil très puissant. Il permet d'établir des résultats de compacité

sur les solutions approchées et de faire le passage à la limite dans les termes non

linéaires des équations.

2.3.1 Lemme d'Aubin

Soient X0, X,X1 trois espaces de Banach avec X0, X1 ré�exifs et

X0 ⊂ X ⊂ X1 avec injections continues , (2.5)

et

l'injection de X0 dans X est compacte. (2.6)

Soit 0 < T <∞, on dé�nit

W =

{
u ∈ Lp(0, T ;X0);u′ =

du

dt
∈ Lq(0, T ;X1)

}
. (2.7)

où 1 < p, q <∞. Muni de la norme

‖u‖W = ‖u‖Lp(0,T ;X0) + ‖u′‖Lq(0,T ;X1)

W est un espace de Banach et on a le résultat suivant
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Théorème 3 Sous les hypothèses (2.5), (2.6) et si 1 < p, q < ∞, l'injection de W

dans Lp(0, T ;X) est compacte.

La preuve du résultat de compacité dû à T. Aubin (voir le livre de J.L. Lions

[21]) repose sur des raisonnements d'extraction de suites convergeant faiblement ;

ce résultat demandait donc la ré�exivité des espaces de Banach mis en jeu et des

espaces de Sobolev de la forme W 1,p(0, T ;X1) avec 1 < p <∞.

Peu après J. Simon (voir [34]), donne une généralisation des résultats de compacité

d'Aubin dans les cas non ré�exifs, que nous présentons ici

Théorème 4 Sous les hypothèses (2.5), (2.6) tel que pour 1 ≤ p, q ≤ ∞, on a

1. Si p < +∞, l'injection de W dans Lp(0, T ;X) est compacte.

2. Si p = +∞ et q > 1, l'injection de W dans C([0, T ];X) est compacte.

Nous allons donner maintenant un autre lemme de compacité faisant intervenir

la notion de dérivée fractionnaire (voir [21]).

2.3.2 Lemme de Lions

Soient X0, X,X1 trois espaces de Hilbert qui satisfont les hypothèses (2.5) et

(2.6). Soit v(t) une fonction de R dans X1, on note par v̂ la transformée de Fourier

en t de v,

v̂(τ) =

∫ ∞
−∞

exp(−2iπtτ)v(t) dt.

La dérivée en temps t d'ordre γ de v est la transformée de Fourier inverse de (2iπτ)γ v̂

c'est-à-dire

D̂γ
t v(τ) = (2iπτ)γ v̂.

Pour γ > 0 1 donné, on dé�nit l'espace

Wγ(R, X0, X1) = {v ∈ L2(R;X0), Dγ
t v ∈ L2(R;X1)}

= {v ∈ L2(R;X0), |τ |γ v̂ ∈ L2(R;X1)}. (2.8)

1. Dans les applications, en général 0 < γ < 1.
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C'est un espace de Hilbert pour la norme

‖v‖Wγ(R,X0,X1) =
(
‖v‖2

L2(R;X0) + ‖|τ |γ v̂‖2
L2(R;X1)

)1/2

. (2.9)

On introduit ensuite Wγ(0, T,X0, X1) espace des restrictions à (0, T ) des fonctions

de Wγ(R, X0, X1). C'est un espace de Hilbert pour la norme quotient :

‖v‖Wγ(0,T,X0,X1) = inf
{
‖w‖Wγ(R,X0,X1) w = v p.p. sur (0, T )

}
.

Théorème 5 Sous les hypothèses (2.5) et (2.6), l'injection de Wγ(0, T,X0, X1)

dans L2(0, T ;X) est compacte.

Pour la démonstration voir le livre de J.L. Lions [21].

2.4 Théorème de De Rham

Le résultat suivant joue un rôle crucial dans la démonstration de l'existence de

solutions des équations de Navier-Stokes : une fois établie l'existence d'une solution

de l'équation variationnelle sur la vitesse seule, il permet d'obtenir l'existence d'une

pression associée à cette vitesse satisfaisant les équations générales (voir [35, 36]).

Théorème 6 Soient Ω un ouvert borné de R3 et w ∈ H−1(Ω) telle que

〈w;φ〉 = 0 ∀φ ∈ D(Ω), div φ = 0.

Alors il existe q ∈ L2(Ω) tel que w = ∇q.

La preuve de ce résultat est donnée dans ([36], p. 30, lemme 9). Ce résultat se

généralise aux distributions dépendant du temps (voir [35]).

Lemme 1 Soient Ω un ouvert borné de R3 et w ∈ D′(]0, T [;H−1(Ω)) telle que

〈w;φ〉 = 0, ∀φ ∈ D(Ω), div φ = 0.

Alors il existe q ∈ D′(]0, T [;L2(Ω)) tel que w = ∇q.

De plus q peut être choisi de telle sorte que l'application w → q soit linéaire et conti-

nue de W s,r(]0, T [;H−1(Ω)) dans W s,r(]0, T [;L2(Ω)), pour tout s ∈ R et 1 ≤ r ≤ ∞.
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2.5 Théorème d'interpolation

Soient I un intervalle de R, Ω un ouvert de RN et p1, p2, q1, q2 quatre réels dans

[1,+∞]. Si f ∈ Lp1(I;Lq1(Ω)) ∩ Lp2(I;Lq2(Ω)) alors pour tout θ ∈]0, 1[, la fonction

f est dans Lp(I, Lq(Ω)) pour p et q dé�nis par

1

p
=

θ

p1

+
1− θ
p2

,
1

q
=

θ

q1

+
1− θ
q2

.

De plus

‖f‖Lp(I,Lq(Ω)) ≤ ‖f‖θLp1 (I;Lq1 (Ω))‖f‖1−θ
Lp2 (I;Lq2 (Ω)).

2.6 Inégalités

2.6.1 Inégalités de Young

•
ab ≤ a2

2
+
b2

2
, (a, b ∈ R)

• avec ε,

ab ≤ εa2 +
b2

4ε
, (a, b ∈ R, ε > 0)

• soient 1 < p, q <∞, 1
p

+ 1
q

= 1. Alors

ab ≤ ap

p
+
bq

q
, (a, b > 0)

et

ab ≤ εap + C(ε)bq, (a, b > 0, ε > 0)

pour C(ε) = (εp)−q/pq−1.

2.6.2 Inégalités de Gronwall

Le lemme de Gronwall, appelé aussi inégalité de Gronwall, permet l'estimation

d'une fonction qui véri�e une certaine inégalité di�érentielle ou intégrale. Le lemme

existe sous deux formes, intégrale et di�érentielle.
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Forme di�érentielle : Soit η(.) une fonction positive, absolument continue sur

[0, T ] qui satisfait p.p. pour tout t l'inégalité di�érentielle

η′(t) ≤ φ(t)η(t) + ψ(t),

où φ(t) et ψ(t) sont des fonctions positives et intégrables sur [0, T ]. Alors

η(t) ≤ exp

(∫ t

0

φ(s) ds

)
[η(0) +

∫ t

0

ψ(s) ds] pour tout t ∈ [0, T ].

Forme intégrale : Soit ξ une fonction positive, intégrable sur [0, T ] telle que tout

t ∈ [0, T ], on a l'inégalité intégrale

ξ(t) ≤ a+ b

∫ t

0

ξ(s) ds

où a, b sont deux constantes positives ou nulles. Alors

ξ(t) ≤ a exp(bt) ∀t ∈ [0, T ].

2.6.3 Inégalité de Bihari

Soit u et f deux fonctions positives continues dé�nies sur R+ et soit w une

fonction continue croissante dé�nie sur R+ telle que w(u) > 0 sur ]0,+∞[. Si u

satisfait l'inégalité intégrale suivante,

u(t) ≤ α +

∫ t

0

f(s)w(u(s)) ds, t ∈ [0,+∞[

où α est une constante positive, alors

u(t) ≤ G−1

(
G(α) +

∫ t

0

f(s) ds

)
, t ∈ [0, T ]

où la fonction G est dé�nie par

G(x) =

∫ x

x0

dy

w(y)
, x ≥ x0 > 0,

et G−1 est la fonction inverse de G, T > 0 étant choisi de telle sorte que

G(α) +

∫ t

0

f(s) ds

soit dans le domaine de dé�nition de G−1 pour tout t ∈ [0, T ].
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Quelques rappels

2.7 Opérateurs monotones

Dans ce qui suit, X est un espace de Banach ré�exif et séparable et A : X → X ′

une application où X ′ est l'espace dual de X et 〈., .〉 est le crochet de dualité (voir
[21]).

Dé�nition 1 On dit que

i) A est monotone si

∀u, v ∈ X, 〈A(u)− A(v), u− v〉 ≥ 0

ii) A est hémicontinue si pour tous u, v ∈ X, l'application t ∈ R 7→ 〈A(u+tv), v〉
est continue sur R.
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Chapitre 3

Solution faible pour un problème

d'écoulement d'un �uide magnétique

avec un transfert de chaleur régi par

la loi de Maxwell-Cattaneo

3.1 Introduction

3.1.1 Position du problème

Dans cette thèse, nous nous intéressons à la dynamique du transfert de chaleur

dans un écoulement de �uide magnétique incompressible sous l'action d'un champ

magnétique appliqué. Nous considérons un écoulement d'un �uide magnétique in-

compressible occupant un domaine D ⊂ R3, sous l'action d'un champ magnétique

extérieur. Les équations modélisant ce type d'écoulement ont été proposées par M.I.

Shliomis [32], [33] et sont les suivantes.

Equations de Navier-Stokes satisfaites par la vitesse U et la pression hydromagné-

tique P du �uide magnétique

divU = 0

ρ(∂tU + (U.∇)U)− η∆U +∇P = µ0(M.∇)H + µ0

2
curl(M ×H)

(3.1)

où ρ est la densité du �uide, η est le coe�cient de viscosité du �uide et µ0 est la

perméabilité magnétique du vide.
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Equation de la magnétisation satisfaite par M

∂tM + (U.∇)M + 1
δ
(M − χ0H) = 1

2
curlU ×M − β0M × (M ×H) (3.2)

où χ0 est la susceptibilité magnétique et δ représente le temps de relaxation.

Le champ magnétique H satisfait dans R3 les équations de la magnétostatique sui-

vantes

div (H + χ(D)M) = − divHext, curlH = 0 (3.3)

où χ(D) est la fonction caractéristique de D.

Dans [3] les auteurs ont considéré une régularisation de ce système, en introdui-

sant une di�usion dans l'équation de la magnétisation

∂tM + (U.∇)M − σ∆M +
1

δ
(M − χ0H) =

1

2
curlU ×M − β0M × (M ×H) (3.4)

σ > 0 étant le coe�cient de di�usion. Ils ont établi un résultat d'existence globale en

temps de solutions faibles d'énergie �nie en utilisant la méthode de Faedo-Galerkin.

Dans [5], les auteurs ont considéré un système di�érentiel proposé par Rinaldi

et Zahn [30] et Rosensweig [31]. Le système est constitué des équations de Navier-

Stokes satisfaites par la vitesse U et la pression P du �uide magnétique, l'équation

de moment angulaire satisfaite par le moment angulaire Ω, l'équation de la magné-

tisation satisfaite par la magnétisation M et les équations de la magnétostatique

satisfaite par le champ magnétique H. En utilisant la méthode de Faedo-Galerkin,

ils ont prouvé un résultat d'existence globale en temps de solutions faibles d'énergie

�nie. Le système d'équations étudié dans DT = (0, T )×D avec D un domaine borné,

régulier de R3 est le suivant

divU = 0

ρ(∂tU + (U.∇)U)− (η + ζ)∆U +∇P = µ0(M.∇)H + 2ζ curl Ω

ρκ(∂tΩ + (U · ∇)Ω)− η′∇Ω− (η′ + λ′)∇(div Ω) + µ0M ×H + 2ζ(curlU − 2Ω)

∂tM + (U.∇)M − σ∆M = Ω×M − 1

δ
(M − χ0H)

div (H + 4πM) = F, curlH = 0
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où ρ, κ, η, η′, λ′, δ, χ0, µ0 et σ sont des constantes physiques positives, ρ est la densité

du �uide, η est le coe�cient de viscosité de cisaillement (dynamique) du �uide et λ le

coe�cient de viscosité de dilatation du �uide, tandis que η′ et λ′ sont les coe�cients

analogues à la viscosité de spin. Le coe�cient ζ est la viscosité de vortex et F est une

fonction donnée. Le système est complété par les conditions initiales et aux limites

suivantes

U(0) = U0, Ω(0) = Ω0, M(0) = M0 dans D

U = 0, Ω = 0, curlM × n = 0 sur (0, T )× ∂D

M.n = 0, H.n = 0 sur (0, T )× ∂D

où n est la normale unitaire extérieure au bord ∂D.

Dans [4] les auteurs ont considéré un modèle de transfert de chaleur dans un

�uide magnétique incompressible, le système étudié est constitué des équations de

Navier-Stokes, équations de la magnétostatique et l'équation de la température. Ils

ont établi un résultat d'existence globale en temps de solutions faibles d'énergie �nie.

Le modèle étudié dans DT = (0, T ) ×D avec D un ouvert borné et régulier de R3

est le suivant

divU = 0,

ρ(∂tU + (U.∇)U)− η∆U +∇p = µ0(M.∇)H,

ρcp (∂tθ + U.∇θ)− κ∆θ = −µ0θ
∂M

∂θ
· (U · ∇)H+ ηΦ,

div (H+M) = F, curlH = 0,

(3.5)

où cp est la chaleur spéci�que à pression constante, κ est la conductivité thermique,

Φ est la dissipation visqueuse d'énergie qui a la forme

Φ = (∇U +∇UT ) : ∇U =
1

2

∑
i,j

(
∂Ui
∂xj

+
∂Uj
∂xi

)2

et F une fonction donnée dans DT qui représente l'e�et de champ magnétique exté-

rieur. La loi pour l'intensité de l'aimantation M = |M| = M(θ,H) où la magnétisa-

tion M = r(θ) H|H| est une fonction non linéaire de la température θ et de l'intensité
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H = |H| du champ magnétique H et

r(θ) = r0(θc − θ)β pour tout 0 ≤ θ ≤ θc,

où r0, β sont des constantes positives, et θc est la température de curie. Le système

est complété par des conditions initiales et des conditions aux limites homogènes de

Dirichlet pour la vitesse U et de Neumann pour la température θ.

Dans notre travail, nous étudions la dynamique du transfert de chaleur dans un

�uide magnétique selon la loi de transfert de Maxwell-Cattaneo suivante

∂tθ + U · ∇θ = −divQ

τ(∂tQ− γ∆Q) = −τ
2

curlU ×Q−Q−∇K(θ).
(3.6)

où K(θ) est une fonction monotone donnée par

K(θ) = κ θ + α θ3 (3.7)

κ > 0 et α > 0 étant des coe�cients de conductivité thermique.

Le système de Maxwell-Cattaneo (3.6) est couplé aux équations de Navier-Stokes

incompressibles satisfaites par la vitesse du �uide U et la pression P , ainsi que

l'équation de Bloch-Torrey satisfaite par la magnétisation M et les équations de la

magnétostatique pour le champ magnétique H. Nous avons

divU = 0

∂tU + (U.∇)U − η∆U +∇P = −ρ(θ)g + µ0(M.∇)H

+
µ0

2
curl(M ×H)

∂tM + (U.∇)M − σ∆M +
1

δ
(M − χ0H) =

1

2
curlU ×M

−β0M × (M ×H)

(3.8)

où la densité ρ(θ) est donnée par

ρ(θ) = ρ0(1− β(θ − θ0)) (3.9)

ρ0 est la densité du �uide à la température θ0 et β est un coe�cient de dilatation

thermique. La fonction g représente la force de gravité, F est une fonction donnée

33



Solution faible pour un problème d'écoulement d'un �uide magnétique . . .

liée au champ magnétique appliqué et les constantes η, µ0, σ, δ, χ0, β0 > 0 sont des

paramètres physiques.

Le problème dans son ensemble est posé sur un domiane D ⊂ R3 plus précisément

D est un ouvert, borné, régulier et simplement connexe, Γ = ∂D. Pour T > 0 �xé,

on pose DT = (0, T ) × D et ΓT = (0, T ) × Γ. Le système (3.6)-(3.8) est complété

par les conditions initiales et aux limites suivantes

U(0) = U0, divU0 = 0, M(0) = M0, dans D

U = 0, M · n = 0, curlM × n = 0, H · n = 0, sur ΓT
(3.10)

θ(0) = θ0, Q(0) = Q0 dans D

Q× n = 0, τγdivQ−K(θ) = 0 sur ΓT

(3.11)

où n est la normale unitaire extérieure à Γ.

L'objectif de ce travail est d'établir un résultat d'existence globale d'une solu-

tion faible au système (3.6)-(3.8)-(3.10)-(3.11) qu'on notera par (P). Cette étude se

décompose en plusieurs étapes. Dans la première étape, nous établissons quelques

estimations a priori pour en déduire les espaces fonctionnels naturels associés aux

solutions que nous cherchons (U,M,H, θ,Q). Ensuite, nous introduisons un pro-

blème régularisé en ajoutant un terme elliptique −ν∇ · (|∇θ|2∇θ) dans l'équation

de la température, (ν > 0 étant un paramètre) et nous démontrons l'existence de

solutions faibles globales d'énergie �nie du problème régularisé. Pour �nir, nous éta-

blissons un résultat de compacité qui nous permettra de passer à la limite dans les

termes non linéaires quand ν → 0. Nous concluons notre étude par un passage à la

limite quand ν tend vers zéro.

3.1.2 Notations et espaces fonctionnels

Notations

On note par ||.|| et (.; .) la norme et le produit scalaire de l'espace de Hilbert

L2(D). Si X est un espace de Banach, on note par 〈.; .〉X′×X le produit de dualité
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entre X ′ et X où X ′ est l'espace dual de X et ‖.‖X la norme dans X.

Dans toute la suite le symbole C désignera une constante positive et parfois on

notera par Cm pour préciser les paramètres dont dépend la constante C.

Espaces fonctionnels

Nous introduisons quelques espaces fonctionnels utilisés dans la théorie des équa-

tions de Navier-Stokes incompressibles, voir par exemple [11, 37]

Ds(D) = {v ∈ D(D,R3); div v = 0 in D},

U = la fermeture de Ds(D) dans H1(D),

U0 = la fermeture de Ds(D) dans L2(D),

caractérisé par

U0 = {v ∈ L2(D); div v = 0 dans D, v · n = 0 sur Γ}

U = {v ∈ H1
0(D); div v = 0 dans D}.

(3.12)

U0 est identi�é avec son dual et nous avons U ⊂ U0 ⊂ U ′ où U ′ est l'espace dual de U .

Pour la magnétisation M et le �ux de chaleur Q, nous introduisons respective-

ment les espaces de Hilbert suivants

H1
t (D) = {M ∈ H1(D); M · n = 0 sur Γ}

H1
n(D) = {Q ∈ H1(D); Q× n = 0 sur Γ}

munis de la norme H1(D).

Lemme 2 Il existe C > 0 tel que pour tout v dans H1
t (D) ou H1

n(D) nous avons

l'estimation suivante

‖∇v‖ ≤ C(‖v‖2 + ‖ curl v‖2 + ‖div v‖2)1/2. (3.13)

La norme H1(D) est équivalente à la norme (‖v‖2 + ‖ curl v‖2 + ‖div v‖2)1/2 sur les

espaces H1
t (D) et H1

n(D), voir par exemple [11].
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Pour l'étude de l'équation de la magnétostatique, on dé�nit les espaces suivants

L2
] =

{
ψ ∈ L2(D);

∫
D

ψ(x) dx = 0

}
et H1

] = H1(D) ∩ L2
]

l'espace de Hilbert H1
] est muni de la norme ‖∇ψ‖ qui est équivalente à la norme

usuelle de H1(D) grâce à l'inégalité de Poincaré-Wirtinger : il existe une constante

C > 0 tel que pour tout ψ ∈ H1
] , nous avons

‖ψ‖ ≤ C‖∇ψ‖. (3.14)

Nous introduisons aussi l'espace des fonctions faiblement continues à valeurs dans

un espace de Hilbert V

C([0, T ];V weak) = {v : [0, T ]→ V ; (v(.), w) ∈ C([0, T ]), ∀w ∈ V }

où (., .) est le produit scalaire de l'espace de Hilbert V .

3.1.3 L'équation de la magnétostatique

Puisque H satisfait l'équation curlH = 0, alors H est irrotationnel et dérive

d'un potontiel scalaire ϕ, c'est-à-dire H = ∇ϕ.
Soit M ∈ L2(D) et F ∈ L2

] , nous considérons le problème suivant

Trouver ϕ ∈ H1
] ; ∀ψ ∈ H1

] ,

∫
D

(∇ϕ+M) · ∇ψ dx = −
∫
D

Fψ dx, (3.15)

ce problème admet une unique solution ϕ dans H1
] et on a∫

D

∇ϕ.M dx = −‖∇ϕ‖2 −
∫
D

Fϕ dx. (3.16)

Il s'ensuit l'estimation

‖∇ϕ‖ ≤ (‖M‖+ C‖F‖). (3.17)

En particulier l'application

H : (M,F ) 7→ ϕ (3.18)

est continue de L2(D)×L2
] dans H

1
] . En outre si nous testons l'équation (3.15) avec

ψ −
∫
D

ψ dx, ψ ∈ H1(D), nous déduisons que∫
D

(∇ϕ+M) · ∇ψ dx = −
∫
D

Fψ dx, ∀ψ ∈ H1(D) (3.19)
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et H = ∇ϕ résout le problème div (H +M) = F, curlH = 0 dans D

(H +M) · n = 0 sur Γ.

De plus, en utilisant les résultats de régularité des problèmes elliptique, nous concluons

que si F ∈ L2
] et M ∈ H1

t (D), alors ϕ ∈ H2(D) ∩H1
] et on a

‖ϕ‖H2(D) ≤ C(‖divM‖+ ‖F‖). (3.20)

On déduit que H = ∇ϕ ∈ H1
t (D) et on a

‖H‖H1(D) ≤ C(‖divM‖+ ‖F‖). (3.21)

Ainsi, H est une application continue de L2(DT )×L2(0, T ;L2
] ) dans L

2(0, T ;H1
] ) et

de H1(0, T ;L2(D))×H1(0, T ;L2
] ) dans H

1(0, T ;H1
] ). De plus pour F ∈ H1(0, T ;L2

] )

et M ∈ H1(0, T ;L2(D)), nous avons∫
D

(∇(∂tϕ) + ∂tM) · ∇ψ dx = −
∫
D

∂tFψ dx, ∀ψ ∈ H1(D), t ∈ (0, T ). (3.22)
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3.2 Résultat principal

3.2.1 Estimations a priori des solutions de (P)

Soit (U,M,H, θ,Q) une solution assez régulière du système (P).

Estimation a priori pour le système (3.8)

Nous multiplions l'équation de la magnétostatique par ϕ et nous intégrons par

parties

−
∫
D

∇.(∇ϕ+M)ϕ dx = −
∫
D

Fϕ dx

on a

−
∫
D

∇.(∇ϕ+M)ϕ dx =

∫
D

(∇ϕ+M).∇ϕ dx−
∫

Γ

(∇ϕ+M)ϕ.n ds

comme (∇ϕ+M).n = 0 sur ΓT , on obtient alors∫
D

|∇ϕ|2 dx = −
∫
D

M.∇ϕ dx−
∫
D

Fϕ dx

c'est-à-dire

‖H‖2 = −
∫
D

M.H dx−
∫
D

Fϕ dx. (3.23)

Nous dérivons l'équation de la magnétostatique par rapport à t, pour obtenir

−∂t(∆ϕ) = ∂t(divM)− ∂tF

et nous multiplions cette dernière par ϕ et par intégration par parties, on trouve

1

2

d

dt
‖H‖2 = −

∫
D

∂tM.H dx−
∫
D

∂tFϕ dx. (3.24)

Nous multiplions l'équation de Navier-Stokes par U et nous intégrons par parties

par rapport à la variable d'espace, nous obtenons∫
D

∂tU.U dx+

∫
D

(U.∇)U.U dx− η
∫
D

∆U.U dx+

∫
D

∇P.U dx

= −
∫
D

ρ(θ)g.U dx+ µ0

∫
D

(M.∇)H.U dx

+
µ0

2

∫
D

curl(M ×H).U dx.
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On a

1.
∫
D

∂tU.U dx =
1

2

d

dt
‖U‖2,

2.
∫
D

(U.∇)U.U dx =
n∑

i,j=1

∫
D

Ui.(DiUj).Uj dx =
n∑

i,j=1

∫
D

Ui.Di
(Uj)

2

2
dx

= −1

2

n∑
i,j=1

∫
D

DiUi.(Uj)
2 dx = −1

2

n∑
j=1

∫
D

divU.(Uj)
2 dx = 0,

3. −η
∫
D

∆U.U dx = η

∫
D

|∇U |2 dx− η
∫

Γ

(∇U.n)U ds = η‖∇U‖2,

4.
∫
D

∇P.U dx = −
∫
D

P divU dx+

∫
Γ

PU.n ds = 0.

On obtient donc

1

2

d

dt
‖U‖2 + η‖∇U‖2 = −

∫
D

ρ(θ)g.U dx+ µ0

∫
D

(M.∇)H.U dx

+
µ0

2

∫
D

curl(M ×H).U dx. (3.25)

La force du gradient magnétique (M.∇)H peut s'écrire sous la forme suivante, nous

avons

∂k(MiHi) = Hi∂kMi +Mi∂kHi

comme curlH = 0 dans DT , alors ∂kHi = ∂iHk doncMi∂iHk = ∂k(MiHi)−Hi∂kMi,

d'où ∫
D

(M.∇)H.U dx =

∫
D

∇(M.H).U dx−
∫
D

(U.∇)M.H dx.

Par intégration par parties et avec divU = 0 dans DT et U = 0 sur ΓT , on trouve∫
D

∇(M.H).U dx = −
∫
D

(M.H). divU dx+

∫
Γ

(M.H)U.n ds = 0,

alors ∫
D

(M.∇)H.U dx = −
∫
D

(U.∇)M.H dx.
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Ainsi l'égalité (3.25) devient

1

2

d

dt
‖U‖2 + η‖∇U‖2 = −

∫
D

ρ(θ)g.U dx− µ0

∫
D

(U.∇)M.H dx

+
µ0

2

∫
D

curl(M ×H).U dx. (3.26)

D'autre part, pour contrôler le terme

(
−µ0

∫
D

(U.∇)M.H dx

)
, nous multiplions

l'équation de la magnétisation par H et nous intégrons par parties sur D∫
D

∂tM.H dx+

∫
D

(U.∇)M.H dx− σ
∫
D

∆M.H dx+
1

δ

∫
D

(M − χ0H).H dx

=
1

2

∫
D

(curlU ×M).H dx− β0

∫
D

M × (M ×H).H dx

c'est-à-dire

−
∫
D

(U.∇)M.H dx =

∫
D

∂tM.H dx− σ
∫
D

∆M.H dx+
1

δ

∫
D

(M − χ0H).H dx

−1

2

∫
D

(curlU ×M).H dx+ β0

∫
D

M × (M ×H).H dx. (3.27)

Utilisant (3.23) et (3.24) pour obtenir∫
D

M.H dx = −‖H‖2 −
∫
D

Fϕ dx (3.28)

et ∫
D

∂tM.H dx = −1

2

d

dt
‖H‖2 −

∫
D

∂tFϕ dx. (3.29)

Maintenant de la relation −∆M = curl2M −∇(divM), on obtient

−
∫
D

∆M.H dx =

∫
D

curlM. curlH dx+

∫
D

divM divH dx−
∫

Γ

(curlM×n).H ds

−
∫

Γ

(divM)(H.n) ds
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et grâce aux conditions au bord curlM × n = 0, H.n = 0 sur ΓT et la condition

curlH = 0 dans DT , on déduit

−
∫
D

∆M.H dx =

∫
D

divM divH dx

= −
∫
D

| divM |2 dx+

∫
D

F divM dx.

(3.30)

De plus∫
D

M × (M ×H).H dx = −
∫
D

(M ×H).(M ×H) dx = −‖M ×H‖2. (3.31)

En combinant (3.28)-(3.31) avec (3.27), on trouve

−
∫
D

(U.∇)M.H dx = −1

2

d

dt
‖H‖2 − 1

δ
(1 + χ0) ‖H‖2 − β0‖M ×H‖2

−σ‖ divM‖2 − 1

2

∫
D

(curlU ×M).H dx−
∫
D

∂tFϕ dx

−1

δ

∫
D

Fϕ dx+ σ

∫
D

F divM dx.

(3.32)

En utilisant (3.26), (3.32) et l'égalité suivante∫
D

curl(M ×H).U dx =

∫
D

curlU.(M ×H) dx =

∫
D

(curlU ×M).H dx

on obtient

1

2

d

dt

[
‖U‖2 + µ0‖H‖2

]
+ η‖∇U‖2 +

µ0

δ
(1 + χ0) ‖H‖2 + µ0σ‖ divM‖2

+µ0β0‖M ×H‖2 = −
∫
D

ρ(θ)g.U dx− µ0

∫
D

∂tFϕ dx

−µ0

δ

∫
D

Fϕ dx+ µ0σ

∫
D

F divM dx.

(3.33)

Nous multiplions l'équation de la magnétisation parM , et nous intégrons par parties

par rapport à la variable d' espace, nous obtenons∫
D

∂tM.M dx+

∫
D

(U.∇)M.M dx− σ
∫
D

∆M.M dx+
1

δ

∫
D

(M − χ0H).M dx

=
1

2

∫
D

(curlU ×M).M dx− β0

∫
D

M × (M ×H).M dx
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et grâce à l'égalité (curlU ×M).M = curlU.(M ×M) = 0, on obtient donc

1

2

d

dt
‖M‖2 + σ

(
‖ curlM‖2 + ‖ divM‖2

)
+

1

δ
‖M‖2

+
χ0

δ
‖H‖2 = −χ0

δ

∫
D

Fϕ dx.

(3.34)

On additionne (3.33) et (3.34), on trouve l'égalité suivante

1

2

d

dt

[
‖U‖2 + µ0‖H‖2 + µ0‖M‖2

]
+ η‖∇U‖2 +

µ0

δ
(1 + 2χ0) ‖H‖2

+
µ0

δ
‖M‖2 + 2µ0σ‖ divM‖2 + µ0σ‖ curlM‖2 + µ0β0‖M ×H‖2

= −
∫
D

ρ(θ)g.U dx− µ0

∫
D

∂tFϕ dx− µ0

δ
(1 + χ0)

∫
D

Fϕ dx

+µ0σ

∫
D

F divM dx.

(3.35)

A�n d'estimer le second membre de l'égalité (3.35), nous utilisons le lemme suivant

Lemme 3 Supposons que U ∈ L2(DT ), M ∈ L2(0, T ;H1
t (D)), ϕ ∈ L2(0, T ;H1

] ) et

F ∈ H1(0, T ;L2
] ). Pour tout ε > 0, il existe une constante positive Cε dépendant de

ε et D, telle que pour p.p. dans (0, T ) on ait∫
D

|F divM | dx ≤ ε‖ divM‖2 + Cε‖F‖2, (3.36)

∫
D

|Fϕ| dx ≤ ε‖H‖2 + Cε‖F‖2, (3.37)

∫
D

|∂tFϕ| dx ≤ ε‖H‖2 + Cε‖∂tF‖2. (3.38)

Preuve. Nous utilisons les inégalités de Young et Poincaré. L'estimation (3.36) est

triviale et pour l'estimation (3.37), nous avons grâce à l'inégalité de Poincaré

‖ϕ‖L2(D) ≤ C‖∇ϕ‖ = C‖H‖,
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et grâce à l'inégalité de Young∫
D

|Fϕ| dx ≤ ε

C2
‖ϕ‖2 + Cε‖F‖2

≤ ε‖H‖2 + Cε‖F‖2.

Par des arguments similaires nous obtenons l'estimation (3.38).

Maintenant, nous estimons le premier terme de second membre dans (3.35) pour

cela nous utilisons les inégalités de Cauchy-Schwarz, de Poincaré et de Young∣∣∣∣−∫
D

ρ(θ)g.U dx

∣∣∣∣ ≤ ‖g‖L∞(D)‖ρ(θ)‖‖U‖ ≤ C‖ρ(θ)‖‖∇U‖

≤ η

2
‖∇U‖2 + Cη‖ρ(θ)‖2.

Utilisant (3.36)-(3.38), on déduit de (3.35)

1

2

d

dt

[
‖U‖2 + µ0‖H‖2 + µ0‖M‖2

]
+ η‖∇U‖2 +

µ0

δ
(1 + 2χ0) ‖H‖2

+
µ0

δ
‖M‖2 + 2µ0σ‖ divM‖2 + µ0σ‖ curlM‖2 + µ0β0‖M ×H‖2

≤ η

2
‖∇U‖2 + Cη‖ρ(θ)‖2 + µ0(ε‖H‖2 + Cε‖∂tF‖2)

+
µ0

δ
(1 + χ0) (ε‖H‖2 + Cε‖F‖2) + µ0σ(ε‖ divM‖2 + Cε‖F‖2)

(3.39)

c'est-à-dire

1

2

d

dt

[
‖U‖2 + µ0‖H‖2 + µ0‖M‖2

]
+
η

2
‖∇U‖2+

[µ0

δ
(1 + 2χ0)− µ0

δ
(1 + χ0) ε− µ0ε

]
‖H‖2

+
µ0

δ
‖M‖2 + 2µ0σ(1− ε

2
)‖ divM‖2 + µ0σ‖ curlM‖2 + µ0β0‖M ×H‖2

≤ Cη‖ρ(θ)‖2 + µ0Cε‖∂tF‖2 +
µ0

δ
(1 + χ0)Cε‖F‖2 + µ0σCε‖F‖2. (3.40)

Intégrant entre 0 et t, en choisissant 0 < ε < 1, on obtient

Ensbt(t) +

∫ t

0

Fnsbt(s) ds ≤ Ensbt,0 + C

∫ t

0

‖ρ(θ(s))‖2 ds+ C

∫ t

0

‖G(s)‖2 ds (3.41)

pour tout t ≥ 0, où C > 0 est une constante et

Ensbt(t) =
1

2
‖U(t)‖2 +

µ0

2
(‖M(t)‖2 + ‖H(t)‖2)

Ensbt,0 =
1

2
‖U0‖2 +

µ0

2
(‖M0‖2 + ‖H0‖2)

(3.42)
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Fnsbt(t) = η‖∇U(t)‖2 + µ0σ(‖ curlM(t)‖2 + 2‖divM(t)‖2) +
µ0

δ
‖M(t)‖2

+
µ0

δ
(1 + 2χ0)‖H(t)‖2 + β0µ0‖M(t)×H(t)‖2.

(3.43)

G(t) = ‖F (t)‖2 + ‖∂tF (t)‖2. (3.44)

Estimation a priori pour le système Maxwell-Cattaneo (3.6)

Soit $ la primitive de K dé�nie par

$(θ) =
κ

2
θ2 +

α

4
θ4. (3.45)

Nous multiplions l'équation de la température θ par K(θ) et l'équation de �ux de

chaleur par Q et par intégration par parties, on trouve∫
D

∂tθK(θ) dx+

∫
D

(U.∇)θK(θ) dx = −
∫
D

divQK(θ) dx.

On a

1.
∫
D

∂tθK(θ) dx =

∫
D

∂tθ(κθ + αθ3) dx =
κ

2

d

dt
‖θ‖2 +

α

4

d

dt
‖θ‖4

L4(D),

2.
∫
D

(U.∇)θK(θ) dx =

∫
D

(U.∇)θ(κθ + αθ3)

= κ

∫
D

(U.∇)θ θ dx+ α

∫
D

(U.∇)θ θ3 dx = 0.

En e�et, comme divU = 0 alors∫
D

(U.∇)θθ3 dx =
n∑
i=1

∫
D

Ui.(Diθ)θ
3 dx =

n∑
i=1

∫
D

Ui.Di
(θ)4

4
dx

= −1

4

n∑
i=1

∫
D

DiUi(θ)
4 dx = 0.

De même
∫
D

(U.∇)θθ dx = 0. Ainsi, on obtient

d

dt

[κ
2
‖θ‖2 +

α

4
‖θ‖4

L4(D)

]
= −

∫
D

divQK(θ) dx. (3.46)
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D'autre part, nous multiplions l'équation du �ux de chaleur par Q et intégrant par

parties, on obtient

τ

∫
D

∂tQ.Q dx− τγ
∫
D

∆Q.Q dx = −τ
2

∫
D

(curlU ×Q).Q dx−
∫
D

Q.Q dx

−
∫
D

∇K(θ).Q dx.

En utilisant la relation −∆Q = curl2Q−∇(divQ), on déduit

−
∫
D

∆Q.Q dx =

∫
D

curlQ. curlQ dx+

∫
D

divQ divQ dx−
∫

Γ

(curlQ× n).Q ds

−
∫

Γ

(divQ)(Q.n) ds

et comme Q× n = 0 sur ΓT , alors la relation A.(B × C) = B.(C × A) donne∫
Γ

(curlQ× n).Q ds = −
∫

Γ

curlQ.(Q× n) ds = 0.

Comme Q×Q = 0, alors

−τ
2

∫
D

(curlU ×Q).Q dx = −τ
2

∫
D

curlU.(Q×Q) dx = 0.

D'autre part

−
∫
D

∇K(θ).Q dx =

∫
D

K(θ) divQ dx−
∫

Γ

K(θ)Q.n ds

En utilisant la condition au limite τγdivQ−K(θ) = 0 sur ΓT , on obtient∫
Γ

(τγ divQ−K(θ))(Q.n) ds = 0.

Ainsi, on obtient l'égalité d'énergie suivante

τ

2

d

dt
‖Q‖2 + τγ(‖ curlQ‖2 + ‖ divQ‖2) + ‖Q‖2 =

∫
D

divQK(θ) dx. (3.47)

On additionne (3.46) et (3.47), on trouve

d

dt

[κ
2
‖θ‖2 +

α

4
‖θ‖4

L4(D) +
τ

2
‖Q‖2

]
+ τγ(‖ curlQ‖2 + ‖ divQ‖2) + ‖Q‖2 = 0 (3.48)
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d'où en intégrant entre 0 et t[κ
2
‖θ(t)‖2 +

α

4
‖θ(t)‖4

L4(D) +
τ

2
‖Q(t)‖2

]
+

∫ t

0

τγ(‖ curlQ(s)‖2+‖ divQ(s)‖2)+‖Q(s)‖2 ds

=
κ

2
‖θ0‖2 +

α

4
‖θ0‖4

L4(D) +
τ

2
‖Q0‖2. (3.49)

On obtient donc l'estimation d'énergie suivante pour le système de Maxwell-Cattaneo

Emc(t) +

∫ t

0

Fmc(s) ds ≤ Emc,0 (3.50)

pour tout t ≥ 0 avec

Emc(t) =

∫
D

$(θ(t)) dx+
τ

2
‖Q(t)‖2,

Emc,0 =

∫
D

$(θ0) dx+
τ

2
‖Q0‖2,

Fmc(t) = τγ(‖ curlQ(t)‖2 + ‖divQ(t)‖2) + ‖Q(t)‖2.

(3.51)

Nous additionnons les deux estimations (3.41) et (3.50) et nous obtenons pour le

système couplé (P) l'inégalité suivante

E(t) +

∫ t

0

F(s) ds ≤ E0 + C

∫ t

0

‖ρ(θ(s))‖2 ds+ C

∫ t

0

G(s) ds (3.52)

où l'énergie totale E et l'énergie totale de dissipation F sont dé�nies par

E(t) = Ensbt(t) + Emc(t), F(t) = Fnsbt(t) + Fmc(t). (3.53)

3.2.2 Résultat d'existence

Nous supposons que les hypothèses suivantes sont satisfaites

U0 ∈ U0, M0, Q0 ∈ L2(D), divQ0 ∈ L12/11(D), θ0 ∈ L4(D),

g ∈ L∞(DT ), F ∈ H1(0, T ;L2(D)),∫
D

F (t) dx = 0 pour tout t ∈ [0, T ].

(3.54)

Avant d'énoncer le théorème d'existence nous donnons la dé�nition d'une solution

faible globale au problème (P).
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Dé�nition 2 (U,M,H, θ,Q) est une solution faible globale, d'énergie �nie du pro-

blème (P) si
U ∈ L∞(0, T ;U0) ∩ L2(0, T ;U)

M ∈ L∞(0, T ;L2(D)) ∩ L2(0, T ;H1
t (D))

H ∈ L∞(0, T ;L2(D))∩ L2(0, T ;H1
t (D))

Q ∈ L∞(0, T ;L2(D)) ∩ L2(0, T ;H1
n(D))

θ ∈ L∞(0, T ;L4(D))

(3.55)

et de plus

(i) L'équation de quantité de mouvement est satisfaite faiblement dans le sens

où pour tout v ∈ U

d

dt

∫
D

U · v dx+

∫
D

(U · ∇)U · v dx+ η

∫
D

∇U · ∇v dx

= −
∫
D

ρ(θ)g · v dx+ µ0

∫
D

(M · ∇)H · v dx+
µ0

2

∫
D

M ×H · curl v dx

U(0) = U0

(ii) La magnétisation satisfait pour tout w ∈ H1
t (D) la formulation faible

d

dt

∫
D

M · w dx+

∫
D

(U · ∇)M · w dx+ σ

∫
D

curlU · curlw dx

+σ

∫
D

divM divw dx+
1

δ

∫
D

(M − χ0H) · w dx

=
1

2

∫
D

curlU ×M · w dx− β0

∫
D

M ×H ·M × w dx

M(0) = M0

(iii) Le champ magnétique donné par H = ∇ϕ où ϕ ∈ L∞(0, T ;L2
] ), satisfait

pour tout ψ ∈ H1
] l'équation∫
D

(∇ϕ(t) +M(t)) · ∇ψ dx = −
∫
D

F (t)ψ dx
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(iv) Le couple (θ,Q) satisfait le système de Maxwell-Cattaneo dans le sens sui-

vant ∫
DT

θ(∂ta+ U · ∇a) dxdt =

∫
DT

divQadxdt−
∫
D

θ0 a(0) dx

pour tout a ∈ D([0, T [×D) et pour tout b ∈ H1
n(D) avec div b ∈ L4(D)

τ
d

dt

∫
DT

Q · b dx+ τγ

∫
D

(curlQ · curl b+ divQ div b) dx

+

∫
D

Q · b dx+
τ

2

∫
D

curlU ×Q · b dx =

∫
D

K(θ) div b dx

Q(0) = Q0.

(3.56)

De plus, les estimations d'énergie (3.41) et (3.50) sont satisfaites pour tout t ∈ [0, T ].

Remaque 2

1. Nous obtenons la pression p ∈ W−1,∞(0, T ;L2(D)) en utilisant le théorème

de De Rham (voir chapitre précédent) .

2. À partir des formulations faibles, nous déduisons que

(∂tU, ∂tM,∂tQ) ∈ L1(0, T ;U ′ × (H1
t (D))′ × (H1

n(D))′)

d'où (U,M,Q) ∈ C([0, T ];U ′×(H1
t (D))′×(H1

n(D))′) et les conditions initiales

ont un sens et de plus U,M,Q ∈ C([0, T ];L2(D) weak).

3. La théorie des équations de transport conduit au résultat θ ∈ C([0, T ];L4(D) weak)

∩C([0, T ];Lp(D)), pour tout 1 ≤ p < 4 (voir [9]), qui donne un sens à la

condition initiale.

Théorème 7 Sous les hypothèses (3.54), le problème (P) admet une solution faible

globale (U,M,H, θ,Q) d'énergie �nie. De plus, on a la régularité supplémentaire

suivante

θ ∈ L36/11(0, T ;L36/7(D)). (3.57)

Nous démontrons ce résultat d'existence en plusieurs étapes, en utilisant une

méthode de régularisation et certains résultats de compacité. Premièrement, nous
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introduisons un problème régularisé noté (Pν) en ajoutant un terme elliptique

−ν∇ · (|∇θ|2∇θ) dans l'équation de la température (ν > 0 étant un paramètre).

Ensuite, nous utilisons la méthode de Faedo-Galerkin pour obtenir une suite de

solutions approchées (Un,Mn, Hn, θn, Qn) qui converge vers (Uν ,Mν , Hν , θν , Qν),

solution faible globale d'énergie �nie de système (Pν).
À la �n, nous introduisons un problème auxiliaire satisfait par ζν = τγdivQν−K(θν)

et nous établissons un résultat de compacité véri�é par ζν qui nous permettra de

passer à la limite dans le terme non linéaire K(θν) quand ν → 0. Ainsi, nous obtenons

une solution faible globale d'énergie �nie du système (P).

3.3 Le problème régularisé (Pν)
Soient ν > 0 un petit paramètre et (θν0) telle que

(θν0) ⊂ W 1,4(D), θν0 → θ0 fortement dans L4(D). (3.58)

Le problème régularisé (Pν) est le système formé par le problème (3.8)-(3.11) couplé

au système régularisé de Maxwell-Cattaneo suivant

∂tθ + (U · ∇)θ − ν∇ · (|∇θ|2∇θ) = −divQ dans DT

τ(∂tQ− γ∆Q) = −τ
2

curlU ×Q−Q−∇K(θ) dans DT

ν|∇θ|2∇θ · n = 0, Q× n = 0, τγdivQ−K(θ) = 0 sur ΓT

θ(0) = θν0 , Q(0) = Q0 dans D.

(3.59)

Notez que nous utilisons l'opérateur elliptique non linéaire −ν∇ · (|∇θ|2∇θ) au
lieu de −ν∆θ qui est généralement utilisé pour régulariser les équations de trans-

port, a�n d'obtenir des solutions approchées θν appartenant à W 1,4(D) et donc à

L∞(D).

Nous allons résoudre ce problème en utilisant la méthode de Faedo-Galerkin

qui permet de se ramener à la résolution d'un système d'équations di�érentielles

ordinaires. On construit ainsi une suite de solutions approchées (Un,Mn, Hn, θn, Qn).

Ensuite, nous utilisons la méthode de compacité de Lions a�n de passer à la limite

dans les termes non linéaires. À la �n, nous passons à la limite lorsque n tend vers

l'in�ni.
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3.3.1 Estimations a priori pour le système (3.59)

Nous procédons comme précédemment pour obtenir des estimations a priori pour

le système (3.59). Nous multiplions l'équation de la température par K(θ) et l'équa-

tion de �ux de chaleur par Q et par intégration par parties, on trouve

Emc(t) +

∫ t

0

Fmc(s) ds+ ν

∫ t

0

R(s) ds ≤ Eνmc,0 (3.60)

pour tout t ≥ 0 où

R(t) = κ‖∇θ‖4
L4(D) + 3α

∫
D

θ2|∇θ|4 dx (3.61)

ce qui est bien dé�ni grâce à l'injection de Sobolev W 1,4(D) ⊂ C(D) et

Eνmc,0 =

∫
D

(
κ

2
|θν0 |2 +

∫
D

α

4
|θν0 |4) dx+ ‖Q0‖2.

En e�et, grâce à la condition aux limites ν|∇θ|2∇θ · n = 0 sur ΓT , nous avons

−ν
∫
D

∇ · (|∇θ|2∇θ)K(θ) dx = −ν
∫
D

∇ · (|∇θ|2∇θ)(κθ + αθ3) dx

= −κν
∫
D

∇ · (|∇θ|2∇θ)θ dx− αν
∫
D

∇ · (|∇θ|2∇θ)θ3 dx

= κν

∫
D

(|∇θ|2∇θ).∇θ dx− κ
∫

Γ

θ(ν|∇θ|2∇θ) · n ds

+αν

∫
D

(|∇θ|2∇θ).∇θ3 dx− α
∫

Γ

θ3(ν|∇θ|2∇θ) · n ds

= νκ

∫
D

|∇θ|4 dx+ αν

∫
D

(|∇θ|2∇θ).∇θ3 dx.

D'autre part

αν

∫
D

(|∇θ|2∇θ).∇θ3 dx = αν

∫
D

(|∇θ|2∇θ).(3θ2∇θ) dx = 3αν

∫
D

θ2|∇θ|4 dx

d'où

−ν
∫
D

∇ · (|∇θ|2∇θ)K(θ) dx = ν

(
κ

∫
D

|∇θ|4 dx+ 3α

∫
D

θ2|∇θ|4 dx

)
.
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Utilisant les estimations précédentes (3.41) et (3.60), on obtient l'estimation d'éner-

gie associée au problème couplé (Pν) donnée par

E(t) +

∫ t

0

F(s) ds+ ν

∫ t

0

R(s) ds ≤ C + C

∫ t

0

‖ρ(θ(s))‖2 ds

+C

∫ t

0

‖G(s)‖2 ds

(3.62)

où C > 0 ne dépend pas de ν.

3.3.2 Résultat d'existence pour le problème (Pν)

Théorème 8 Sous les hypothèses (3.54), le problème (Pν) admet une solution faible

globale (Uν ,Mν , Hν , θν , Qν) d'énergie �nie telle que

Uν ∈ L∞(0, T ;U0) ∩ L2(0, T ;U)

Mν , Hν ∈ L∞(0, T ;L2(D)) ∩ L2(0, T ;H1
t (D))

Qν ∈ L∞(0, T ;L2(D)) ∩ L2(0, T ;H1
n(D))

θν ∈ L∞(0, T ;L4(D)) ∩ L4(0, T ;W 1, 4(D))

(3.63)

et satisfait les estimations d'énergie (3.60) et (3.62) et le problème dans le sens

suivant

(i) Uν(0) = U0 et pour tout v ∈ U

d

dt

∫
D

Uν · v dx+

∫
D

(Uν · ∇)Uν · v dx+ η

∫
D

∇Uν · ∇v dx

= −
∫
D

ρ(θν)g · v dx+ µ0

∫
D

(Mν · ∇)Hν · v dx+
µ0

2

∫
D

Mν ×Hν · curl v dx

(ii) Mν(0) = M0 et pour tout w ∈ H1
t (D)

d

dt

∫
D

Mν · w dx+

∫
D

(Uν · ∇)Mν · w dx+ σ

∫
D

curlMν · curlw dx

+σ

∫
D

divMν divw dx+
1

δ

∫
D

(Mν − χ0Hν) · w dx

=
1

2

∫
D

curlUν ×Mν · w dx− β0

∫
D

Mν ×Hν ·Mν × w dx
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(iii) θν(0) = θν0 et pour tout a ∈ W 1,4(D)

d

dt

∫
D

θνa dx−
∫
D

θνU · ∇a dx

+ν

∫
D

|∇θν |2∇θν · ∇a dx = −
∫
D

divQν a dx
(3.64)

(iv) Qν(0) = Q0 et pour tout b ∈ H1
n(D)

τ
d

dt

∫
D

Qν · b dx+ τγ

∫
D

(curlQν · curl b+ divQν div b) dx

+
τ

2

∫
D

curlUν ×Qν · b dx = −
∫
D

Qν · b dx+

∫
D

K(θν) div b dx

avec Hν = ∇ϕν où ϕν = H(Mν , F ) est dé�ni dans (3.18).

3.3.3 Solutions approchées de (Pν)

Soit ν > 0 �xé, on considère la formulation faible (Pν) donnée au théorème 8.

A�n de résoudre ce problème par la méthode de Faedo-Galerkine, on introduit

les bases Hilbertiennes (Vj)j≥1, (Wj)j≥1, (Φj)j≥1 des espaces de Hilbert U , H1
t (D),

H1
n(D) respectivement et la base (vj)j≥1 de W 1,4(D). Pour plus de simplicité, nous

supposons que ces bases sont orthonormées dans L2(D).

On cherche la solution approchée du système (Pν) de la forme suivante

Un(t) =
n∑
j=1

αj(t)Vj, Mn(t) =
n∑
j=1

βj(t)Wj,

θn(t) =
n∑
j=1

aj(t)vj, Qn(t) =
n∑
j=1

bj(t)Φj

(3.65)

satisfaisant pour tout n ∈ N∗ et 1 ≤ j ≤ n

(i)

d

dt

∫
D

Un · Vj dx+

∫
D

(Un · ∇)Un · Vj dx+ η

∫
D

∇Un · ∇Vj dx

= −
∫
D

ρ(θn)g · Vj dx+ µ0

∫
D

(Mn · ∇)Hn · Vj dx

+
µ0

2

∫
D

Mn ×Hn · curlVj dx

Un(0) = U0n

(3.66)
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(ii)

d

dt

∫
D

Mn ·Wj dx+

∫
D

(Un · ∇)Mn ·Wj dx

+σ

∫
D

curlMn · curlWj dx+ σ

∫
D

divMn divWj dx

+
1

δ

∫
D

(Mn − χ0Hn) ·Wj dx =
1

2

∫
D

curlUn ×Mn ·Wj dx

−β0

∫
D

Mn ×Hn ·Mn ×Wj dx

Mn(0) = M0n

(3.67)

(iii)

d

dt

∫
D

θnvj dx−
∫
D

θnUn · ∇vj dx+ ν

∫
D

|∇θn|2∇θn · ∇vj dx

= −
∫
D

divQn vj dx

θn(0) = θν0n

(3.68)

(iv)

τ
d

dt

∫
D

Qn · Φj dx+ τγ

∫
D

(curlQn · curl Φj + divQn div Φj) dx

= −τ
2

∫
D

curlUn ×Qn · Φj dx−
∫
D

Qn · Φj dx

+

∫
D

K(θn) div Φj dx

Qn(0) = Q0n

(3.69)

où
Hn = ∇ϕn, ϕn = H(Mn, F ))

U0n =
n∑
j=1

αj0nVj, M0n =
n∑
j=1

βj0nWj,

θν0n =
n∑
j=1

aν,j0n vj, Q0n =
n∑
j=1

bj0nΦj.
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Nous supposons que

(U0n,M0n, Q0n)→ (U0,M0, Q0) fortement dans (L2(D))3

θν0n → θν0 fortement dans W 1,4(D).
(3.70)

Ce problème sera noté (Pnν ).

3.3.4 Résolution du système (Pnν )

Nous injectons la solution approchée (Un,Mn, θn, Qn) dans la formulation faible

(Pν) donné au théorème 8 et nous obtenons les équations suivantes

n∑
i=1

(∫
D

Vi.Vj dx

)
α′i(t) + η

n∑
i=1

(∫
D

∇Vi.∇Vj dx
)
αi(t)

= −
∫
D

(Un.∇)Un.Vj dx−
∫
D

ρ(θn)g.Vj dx

+µ0

∫
D

(Mn.∇)Hn.Vj dx+
µ0

2

∫
D

(Mn ×Hn). curlVj dx,

j = 1, ..., n

αi(0) = α0i, i = 1, ..., n.

(3.71)

n∑
i=1

(∫
D

Wi.Wj dx

)
β′i(t) + σ

n∑
i=1

(∫
D

(curlWi. curlWj + divWi divWj) dx

)
βi(t)

= −
∫
D

(Un.∇)Mn.Wj dx−
1

δ

∫
D

(Mn − χ0Hn) ·Wj dx

+
1

2

∫
D

curlUn ×Mn ·Wj dx− β0

∫
D

Mn ×Hn ·Mn ×Wj dx,

j = 1, ..., n

βi(0) = β0i, i = 1, ..., n.

(3.72)

n∑
i=1

(∫
D

vi.vj dx

)
a′i(t) =

∫
D

θnUn · ∇vj dx− ν
∫
D

|∇θn|2∇θn · ∇vj dx

−
∫
D

divQn vj dx j = 1, ..., n

vi(0) = v0i, i = 1, ..., n.

(3.73)
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τ

n∑
i=1

(∫
D

Φi.Φj dx

)
b′i(t) +

n∑
i=1

(∫
D

Φi.Φj dx

)
bi(t)

+τγ
n∑
i=1

(∫
D

(curl Φi. curl Φj + div Φi div Φj) dx

)
bi(t)

= −τ
2

∫
D

curlUn ×Qn · Φj dx+

∫
D

K(θn) div Φj dx j = 1, ..., n

bi(0) = b0i, i = 1, ..., n.

(3.74)

Soient les fonctions à valeurs vectorielles αn = (α1, · · · , αn), βn = (β1, · · · , βn),

an = (a1, · · · , an) et bn = (b1, · · · , bn), nous considérons la fonction

t ∈ [0, T ]→ γn(t) = (αn(t), βn(t), an(t), bn(t)) ∈ (Rn)4,

alors γn satisfait le système di�érentiel ordinaire

γ′n + Anγn = Zn(t, γn), γn(0) = γ0n (3.75)

où γ0n = (α0n, β0n, a
ν
0n, b0n) ∈ (Rn)4, An est une matrice constante de n4 × n4

An =


A1 0 0 0

0 A2 0 0

0 0 0 0

0 0 0 A4


dé�nie par

A1
i,j = η

∫
D

∇Vi · ∇Vj dx, A2
i,j = σ

∫
D

(curlWi · curlWj + divWi divWj) dx

A4
i,j = τγ

∫
D

(curl Φi · curl Φj + div Φi div Φj) dx+

∫
D

Φi · Φj dx

pour 1 ≤ i, j ≤ n et le champ de vecteurs Zn = (Z1
n, Z

2
n, Z

3
n, Z

4
n) ∈ (Rn)4 est dé�ni

comme suit
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Z1
nj(t, γn) = −

∫
D

(Un · ∇)Un · Vj dx−
∫
D

ρ(θn)g · Vj dx

+µ0

∫
D

(Un · ∇)Hn · Vj dx+
µ0

2

∫
D

Mn ×Hn · curlVj dx

Z2
nj(t, γn) = −

∫
D

(Un · ∇)Mn ·Wj dx−
1

δ

∫
D

(Mn − χ0Hn) ·Wj dx

+
1

2

∫
D

curlUn ×Mn ·Wj dx− β0

∫
D

Mn ×Hn ·Mn ×Wj dx

Z3
nj(t, γn) =

∫
D

θnUn · ∇vj dx− ν
∫
D

|∇θn|2∇θn · ∇vi dx−
∫
D

divQn vj dx

Z4
nj(t, γn) = −τ

2

∫
D

curlUn ×Qn · Φj dx+

∫
D

K(θn) div Φj dx

pour 1 ≤ j ≤ n.

Notez que Zn a la même régularité en temps t que la fonction F apparaissant dans

l'équation de la magnétostatique et elle est continue et localement lipschitzienne par

rapport à la variable γn. Par conséquent, il existe une unique solution maximale γn
de (3.75) dé�nie sur un intervalle de temps [0;Tn] satisfaisant γn ∈ H1(0, Tn; (Rn)4).

Nous allons maintenant établir des estimations d'énergie sur la solution appro-

chée (Un,Mn, θn, Qn) indépendantes de n qui nous assureront tout d'abord que

Tn = T . De plus, ces estimations, nous permettront par la suite d'établir l'existence

de sous-suites faiblement convergentes dans des espaces appropriés et de justi�er

ainsi le passage à la limite dans le problème approché.

Estimations d'énergie

Soit (Un,Mn, θn, Qn) la solution approchée de (Pnν ) dé�nie sur (0, Tn). Nous mul-

tiplions l'équation (3.69) par bj et nous additionnons ces équations pour 1 ≤ j ≤ n,

nous obtenons

τ

2

d

dt
‖Qn‖2 + τγ(‖ curlQn‖2 + ‖divQn‖2) + ‖Qn‖2

=

∫
D

K(θn) divQn dx.

(3.76)
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Nous utilisons l'équation (3.68) que nous multiplions par le j-ième coe�cient de la

projection orthogonale de K(θn) sur le sous-espace de L2(D) engendré par (vi)1≤i≤n

et nous additionnons les égalités pour 1 ≤ j ≤ n, on obtient

d

dt
(
κ

2
‖θn‖2 +

α

4
‖θn‖4

L4(D)) + ν(κ‖∇θn‖4
L4(D) + 3α

∫
D

θ2
n|∇θn|4 dx)

= −
∫
D

divQnK(θn) dx.

(3.77)

Nous rassemblons (3.76) et (3.77), nous obtenons

1

2

d

dt
(κ‖θn‖2 +

α

2
‖θn‖4

L4(D) + τ‖Qn‖2) + νκ‖∇θn‖4
L4(D)

+3να‖θn|∇θn|2‖2 + τγ(‖ curlQn‖2 + ‖divQn‖2) + ‖Qn‖2 = 0.

(3.78)

Par conséquent, en intégrant entre 0 et t et en utilisant (3.70), on déduit que

(κ‖θn‖2 +
α

2
‖θn‖4

L4(D) + τ‖Qn‖2)(t) + 2ν

∫ t

0

κ‖∇θn‖4
L4(D) ds

+2

∫ t

0

(
3να‖θn|∇θn|2‖2 + τγ(‖ curlQn‖2 + ‖divQn‖2) + ‖Qn‖2

)
ds

= κ‖θν0n‖2 +
α

2
‖θν0n‖4

L4(D) + τ‖Q0n‖2 ≤ C

(3.79)

où la constante C est indépendante de n.

De manière similaire, nous multiplions l'équation (3.66) par αj(t) et nous addi-

tionnons pour j = 1, ..., n, on trouve

1

2

d

dt
‖Un‖2 + η‖∇Un‖2 = −

∫
D

ρ(θn)g · Un dx− µ0

∫
D

(Un · ∇)Mn ·Hn dx

+
µ0

2

∫
D

(Mn ×Hn) · curlUn dx

(3.80)

En utilisant (3.19) et (3.22) pour l'inconnue ϕn et la donnée Mn avec la fonction

test ψ = ϕn, on obtient∫
D

Hn ·Mn dx = −‖Hn‖2 −
∫
D

Fϕn dx (3.81)

∫
D

Hn · ∂tMn dx = −1

2

d

dt
‖Hn‖2 −

∫
D

∂tFϕn dx. (3.82)

57



Solution faible pour un problème d'écoulement d'un �uide magnétique . . .

Maintenant, nous multiplions l'équation (3.67) par le j-ième coe�cient de la pro-

jection orthogonale de Hn sur le sous-espace de L2(D) engendré par (Wi)1≤i≤n et

additionnons les égalités pour 1 ≤ j ≤ n, nous obtenons∫
D

∂tMn ·Hn dx+

∫
D

(Un · ∇)Mn ·Hn dx

+σ

∫
D

divMn divHn dx+
1

δ

∫
D

(Mn − χ0Hn) ·Hn dx

=
1

2

∫
D

(curlUn ×Mn) ·Hn dx+ β0‖Mn ×Hn‖2

(3.83)

d'où ∫
D

(Un · ∇)Mn ·Hn dx = −
∫
D

∂tMn ·Hn dx

−1

δ

∫
D

Mn ·Hn dx− σ
∫
D

divMn (F − divMn) dx

+
χ0

δ
‖Hn‖2 +

1

2

∫
D

(curlUn ×Mn) ·Hn dx+ β0‖Mn ×Hn‖2

(3.84)

et donc∫
D

(Un · ∇)Mn ·Hn dx =
1

2

d

dt
‖Hn‖2 +

∫
D

(∂tF +
1

δ
F )ϕn dx

+σ‖divMn‖2 − σ
∫
D

divMn F dx

+
1 + χ0

δ
‖Hn‖2 +

1

2

∫
D

(curlUn ×Mn) ·Hn dx+ β0‖Mn ×Hn‖2.

(3.85)

Comme ∫
D

(Mn ×Hn) · curlUn dx =

∫
D

(curlUn ×Mn) ·Hn dx,

l'égalité (3.80) devient

1

2

d

dt
‖Un‖2 +

µ0

2

d

dt
‖Hn‖2 + η‖∇Un‖2 + µ0σ‖divMn‖2 +

µ0(1 + χ0)

δ
‖Hn‖2

+µ0β0‖Mn ×Hn‖2 = −
∫
D

ρ(θn)g · Un dx− µ0

∫
D

(∂tF +
1

δ
F )ϕn dx

+µ0σ

∫
D

divMn F dx.

(3.86)
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De même, nous multiplions l'équation (3.67) par βj(t), nous trouvons

1

2

d

dt
‖Mn‖2 + σ‖ curlMn‖2 + σ‖divMn‖2 +

1

δ
‖Mn‖2

=
χ0

δ

∫
D

Hn ·Mn dx

(3.87)

et en utilisant (3.81), on obtient

1

2

d

dt
‖Mn‖2 + σ‖ curlMn‖2 + σ‖divMn‖2 +

1

δ
‖Mn‖2

= −χ0

δ
‖Hn‖2 − χ0

δ

∫
D

Fϕn dx.

(3.88)

On additionne (3.86) avec (3.88), on trouve

1

2

d

dt
(‖Un‖2 + µ0‖Mn‖2 + µ0‖Hn‖2) + η‖∇Un‖2

+µ0σ(‖ curlMn‖2 + 2‖divMn‖2) +
µ0

δ
‖Mn‖2

+
µ0(1 + 2χ0)

δ
‖Hn‖2 + µ0β0‖Mn ×Hn‖2 = −

∫
D

ρ(θn)g · Un dx

−µ0

∫
D

∂tFϕn dx−
µ0(1 + χ0)

δ

∫
D

Fϕn dx+ µ0σ

∫
D

divMn F dx.

(3.89)

Par intégration par parties entre 0 et t, on obtient

1

2
(‖Un‖2 + µ0(‖Mn‖2 + ‖Hn‖2))(t) + η

∫ t

0

‖∇Un‖2ds

+

∫ t

0

(µ0σ(‖ curlMn‖2 + 2‖divMn‖2) +
µ0

δ
‖Mn‖2)ds

+

∫ t

0

µ0(1 + 2χ0)

δ
‖Hn‖2 ds+ µ0β0

∫ t

0

‖Mn ×Hn‖2 ds

=
1

2
(‖U0n‖2 + µ0(‖M0n‖2 + ‖H0n‖2)

−
∫ t

0

∫
D

ρ(θn)g · Un dxds−
µ0(1 + χ0)

δ

∫ t

0

∫
D

Fϕn dxds

−µ0

∫ t

0

∫
D

∂tFϕn dxds+ µ0σ

∫ t

0

∫
D

FdivMn dxds

(3.90)

où

H0n = ∇ϕ0n, ϕ0n = H(M0n, F (0)). (3.91)
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D'autre part, nous avons grâce aux inégalités de Young et Poincaré les inégalités

suivantes∣∣∣∣∫ t

0

∫
D

ρ(θn)g · Un dxds
∣∣∣∣ ≤ CT + C

∫ t

0

‖θn‖2 ds+
1

2

∫ t

0

‖Un‖2 ds.

Comme ‖ϕn‖ ≤ C‖∇ϕn‖ = C‖Hn‖, alors en utilisant l'inégalité de Young, on

obtient
µ0(1 + χ0)

δ

∣∣∣∣∫ t

0

∫
D

Fϕn dxds

∣∣∣∣+ µ0

∣∣∣∣∫ t

0

∫
D

∂tFϕn dxds

∣∣∣∣ ≤
C(‖F‖2

L2(DT ) + ‖∂tF‖2
L2(DT )) +

µ0(1 + 2χ0)

2δ

∫ t

0

‖Hn‖2 ds.

De même

µ0σ

∣∣∣∣∫ t

0

∫
D

FdivMn dxds

∣∣∣∣ ≤ C‖F‖2
L2(DT ) + µ0σ

∫ t

0

‖divMn‖2 ds.

Dans ces inégalités, les constantes C et CT sont indépendantes de n. Nous obtenons

donc

1

2
(‖Un‖2 + µ0(‖Mn‖2 + ‖Hn‖2))(t)

+

∫ t

0

[
η‖∇Un‖2 + µ0σ(‖ curlMn‖2 + ‖divMn‖2) +

µ0

δ
‖Mn‖2

]
ds

+

∫ t

0

[
µ0(1 + 2χ0)

2δ
‖Hn‖2 + β0µ0‖Mn ×Hn‖2

]
ds

≤ Cn + CT + C

∫ t

0

‖θn‖2 ds+
1

2

∫ t

0

‖Un‖2 ds

(3.92)

où

Cn =
1

2
(‖U0n‖2 + µ0(‖M0n‖2 + ‖H0n‖2) ≤ C

et la constante C est indépendante de n compte tenu de (3.70), (3.91) et (3.17).

Grâce à l'estimation (3.79), nous déduisons que

(‖Un‖2 + µ0(‖Mn‖2 + ‖Hn‖2)(t) ≤ C +

∫ t

0

‖Un‖2 ds

≤ C +

∫ t

0

‖Un‖2 + µ0(‖Mn‖2 + ‖Hn‖2) ds.
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En appliquant le lemme de Gronwall, nous déduisons que

‖Un(t)‖2 + ‖Mn(t)‖2 + ‖Hn(t)‖2 ≤ C + exp(Ct). (3.93)

Par conséquent

1

2
(‖Un‖2 + µ0(‖Mn‖2 + ‖Hn‖2))(t)

+

∫ t

0

[
η‖∇Un‖2 + µ0σ(‖ curlMn‖2 + ‖divMn‖2) +

µ0

δ
‖Mn‖2

]
ds

+

∫ t

0

[
µ0(1 + 2χ0)

2δ
‖Hn‖2 + β0µ0‖Mn ×Hn‖2

]
ds ≤ C + exp(Ct)

(3.94)

avec C indépendante de n. On déduit donc que Tn = T pour tout n ≥ 1.

3.3.5 Passage à la limite

Soit ν �xé, les estimations (3.79) et (3.94) nous permettent d'en déduire le lemme

suivant

Lemme 4

• (Un)n est uniformément bornée dans L∞(0, T ;U0) ∩ L2(0, T ;U)

• (Mn)n et (Hn)n sont uniformément bornées dans L∞(0, T ;L2(D))∩L2(0, T ;H1
t (D))

• (Mn ×Hn)n est uniformément bornée dans L2(0, T ;L2(D))

• (Qn)n est uniformément bornée dans L∞(0, T ;L2(D)) ∩ L2(0, T ;H1
n(D))

• (θn)n est uniformément bornée dans L∞(0, T ;L4(D)) ∩ L4(0, T ;W 1,4(D)).

Notez que nous obtenons l'estimation uniforme de (Hn)n dans L2(0, T ;H1
t (D)) en

utilisant l'estimation de (Mn)n et (3.21). En e�et, nous avons d'après (3.21)∫ t

0

‖Hn‖2
H1(D) ds ≤ C

∫ t

0

(‖ divMn‖+ ‖F‖)2 ds

≤ C(

∫ t

0

‖ divMn‖2 ds+

∫ t

0

‖F‖2 ds+ 2

∫ t

0

‖ divMn‖‖F‖ ds)

et en utilisant l'inégalité de young on obtient∫ t

0

‖Hn‖2
H1(D) ds ≤ C(

∫ t

0

‖ divMn‖2 ds+

∫ t

0

‖F‖2 ds) ≤ C.
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Grâce au lemme 4, il existe des fonctions (Uν ,Mν , Hν , θν , Qν) telles que

Uν ∈ L∞(0, T ;L2(D)) ∩ L2(0, T ;U),

Mν ∈ L∞(0, T ;L2(D)) ∩ L2(0, T ;H1
t (D)),

Hν ∈ L∞(0, T ;L2(D)) ∩ L2(0, T ;H1
t (D)),

θν ∈ L∞(0, T ;L4(D)) ∩ L4(0, T ;W 1,4(D))

Qν ∈ L∞(0, T ;L2(D)) ∩ L2(0, T ;H1
n(D))

pour lesquelles on a les convergences suivantes

Lemme 5 Soit ν > 0 �xé, il existe des sous-suites encore notées (Un), (Mn), (Hn),

(Qn) et (θn) telles que lorsque n→∞

Un ⇀ Uν faiblement− ? dans L∞(0, T ;L2(D))et faiblement dans L2(0, T ;U)

Mn ⇀Mν faiblement− ? dans L∞(0, T ;L2(D)) et faiblement dans L2(0, T ;H1
t (D))

Hn ⇀ Hν faiblement− ? dans L∞(0, T ;L2(D)) et faiblement dans L2(0, T ;H1
t (D))

Qn ⇀ Qν faiblement− ? dans L∞(0, T ;L2(D)) et faiblement dans L2(0, T ;H1
n(D))

θn ⇀ θν faiblement− ? dans L∞(0, T ;L4(D)) et faiblement dans L4(0, T ;W 1,4(D)).

De plus, nous avons

|∇θn|2∇θn ⇀ Λν faiblement dans L
4
3 (DT ). (3.95)

La dernière convergence est une conséquence de (3.79) puisque

‖|∇θn|2∇θn‖L 4
3 (DT )

≤ ‖∇θn‖3
L4(DT ) ≤ C.

A�n de passer à la limite dans les termes non linéaires, nous établissons un ré-

sultat de convergence forte dans certains espaces et pour utiliser les résultats de

compacité, on doit estimer les dérivées en temps des solutions approchées.

Nous commençons par l'estimations de (∂tθn)n. Nous multiplions l'équation (3.68)

par a′j(t) et nous additionnons les égalités obtenues pour 1 ≤ j ≤ n, nous trouvons
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n∑
j=1

∫
D

∂tθnvja
′
j(t) dx−

n∑
j=1

∫
D

θnUn · ∇vja′j(t) dx+ ν

n∑
j=1

∫
D

|∇θn|2∇θn · ∇vja′j(t) dx

= −
n∑
j=1

∫
D

divQn vja
′
j(t) dx.

Comme Un est nulle au bord, on déduit que

−
n∑
j=1

∫
D

θnUn · ∇vja′j(t) dx =
n∑
j=1

∫
D

div(θnUn) · vja′j(t) dx−
n∑
j=1

∫
Γ

(θnUn) · nvj ds

=
n∑
j=1

∫
D

div(θnUn) · vja′j(t) dx =

∫
D

div(θnUn) · ∂tθn dx

=

∫
D

∂tθn∇θn · Un dx.

D'autre part, on a

ν
n∑
j=1

∫
D

|∇θn|2∇θn.∇vja′j(t) dx = ν

∫
D

|∇θn|2∇θn.∂t∇θn dx = ν

∫
D

|∇θn|2(
1

2

d

dt
|∇θn|2) dx

=
ν

4

d

dt

∫
D

|∇θn|4 dx

donc

‖∂tθn‖2 +

∫
D

∂tθn∇θn · Un dx+
ν

4

d

dt
‖∇θn‖4

L4(D) = −
∫
D

divQn∂tθn dx. (3.96)

En utilisant les inégalités de Hölder et Young, on trouve∣∣∣∣∫
D

∂tθn∇θn · Un dx
∣∣∣∣ ≤ ‖∂tθn‖‖∇θn‖L4(D)‖Un‖L4(D)

≤ 1

4
‖∂tθn‖2 + ‖∇θn‖2

L4(D)‖Un‖2
L4(D)

et ∣∣∣∣∫
D

divQn∂tθn dx

∣∣∣∣ ≤ ‖divQn‖‖∂tθn‖ ≤ ‖divQn‖2 +
1

4
‖∂tθn‖2.

Donc (3.96) donne

‖∂tθn‖2 +
ν

4

d

dt
‖∇θn‖4

L4(D) ≤
1

2
‖∂tθn‖2 + ‖∇θn‖2

L4(D)‖Un‖2
L4(D) + ‖divQn‖2
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c'est-à-dire

1

2
‖∂tθn‖2 +

ν

4

d

dt
‖∇θn‖4

L4(D) ≤ ‖∇θn‖2
L4(D)‖Un‖2

L4(D) + ‖divQn‖2

d'où il résulte que

‖∂tθn‖2 +
ν

2

d

dt
‖∇θn‖4

L4(D) ≤ 2‖divQn‖2 + 2‖∇θn‖2
L4(D)‖Un‖2

L4(D). (3.97)

Nous intégrons entre 0 et t, et nous utilisons (3.70) et (3.79), nous déduisons que∫ t

0

‖∂tθn‖2 ds+
ν

2
‖∇θn‖4

L4(D) ≤
ν

2
‖∇θν0n‖4

L4(D)

+2

∫ t

0

‖divQn‖2 ds+ 2

∫ t

0

‖∇θn‖2
L4(D)‖Un‖2

L4(D) ds

≤ C + 2

∫ t

0

‖∇θn‖2
L4(D)‖Un‖2

L4(D) ds

(3.98)

avec C indépendante de n.

On pose y(t) = ‖∇θn(t)‖4
L4(D) et z(t) = ‖Un‖2

L4(D) alors de (3.98), y(t) satisfait

l'inégalité intégrale suivante

y(t) ≤ Cν + 2Mν

∫ t

0

√
y(s) z(s) ds.

Nous utilisons maintenant l'inégalité de Gronwall-Bellman-Bihari (voir [6]) et nous

concluons que

y(t) ≤
(√

Cν +Mν

∫ t

0

z(s) ds
)2

.

On obtient donc pour tout t ∈ [0, T ] l'estimation suivante

‖∇θn(t)‖2
L4(D) ≤

√
Cν +Mν

∫ t

0

‖Un(s)‖2
L4(D) ds

qui nous permet de déduire∫ T

0

‖∂tθn‖2 ds ≤ C + 2
√
Cν

∫ T

0

‖Un(s)‖2
L4(D) ds

+2Mν

(∫ T

0

‖Un(s)‖2
L4(D) ds

)2

.

(3.99)
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En e�et, on a de (3.98)∫ T

0

‖∂tθn‖2 ds ≤ C + 2

∫ T

0

‖∇θn‖2
L4(D)‖Un‖2

L4(D) ds

≤ C + 2

∫ T

0

(√
Cν +Mν

∫ T

0

‖Un(s)‖2
L4(D) ds

)
‖Un‖2

L4(D) ds

≤ C + 2
√
Cν

∫ T

0

‖Un‖2
L4(D) ds+ 2Mν

(∫ T

0

‖Un(s)‖2
L4(D) ds

)2

.

On déduit donc que (∂tθn)n est uniformément bornée dans L2(DT ) par rapport à n.

Maintenant, nous allons estimer ∂tUn, ∂tMn et ∂tQn. Pour cela nous utilisons les

notations suivantes. Pour une fonction f dé�nie sur [0, T ] à valeurs dans un espace

V , soit f̃ une fonction égale à f sur [0, T ] et à 0 ailleurs et soit f̂ sa transformée de

Fourier dé�nie par

f̂(τ) =

∫
R

exp(−2iπtτ)f̃(t) dt =

∫ T

0

exp(−2iπtτ)f(t) dt, τ ∈ R.

Nous montrons que pour 0 < γ0 < 1/4,∫
R
|τ |2γ0‖Ûn(τ)‖2 dτ ≤ C. (3.100)

Nous procédons comme dans [37] (voir aussi [21]) et comme (Un)n est uniformément

bornée dans L2(0, T ;U), il su�t de véri�er que

|τ | ‖Ûn(τ)‖2 ≤ C‖Ûn(τ)‖U + C‖Ûn(τ)‖, ∀τ ∈ R. (3.101)

On écrit l'équation (3.66) sous la forme suivante

d

dt

∫
D

Un · Vj dx = 〈Ln, Vj〉, Un(0) = U0n (3.102)

pour tout 1 ≤ j ≤ n où la forme linéaire Ln est dé�nie sur U par

〈Ln, ψ〉 = −
∫
D

(Un · ∇)Un · ψ dx− η
∫
D

∇Un · ∇ψ dx−
∫
D

ρ(θn)g · ψ dx

+µ0

∫
D

(Mn · ∇)Hn · ψ dx+
µ0

2

∫
D

Mn ×Hn · curlψ dx.
(3.103)
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Nous avons Ln ∈ U ′ p.p. t ∈ (0, T ) et

‖Ln‖U ′ ≤ C(‖Un‖2
H1(D) + ‖Un‖H1(D) + ‖ρ(θn)‖

+‖Mn‖H1(D)‖Hn‖H1(D) + ‖Mn ×Hn‖).

En e�et, on a

‖Ln‖U ′ = sup
‖ψ‖U≤1

|〈Ln, ψ〉| = sup
‖ψ‖U≤1

∣∣∣∣∫
D

(Un · ∇)Un · ψ dx+ η

∫
D

∇Un · ∇ψ dx

+

∫
D

ρ(θn)g · ψ dx− µ0

∫
D

(Mn · ∇)Hn · ψ dx−
µ0

2

∫
D

Mn ×Hn · curlψ dx

∣∣∣∣ .
Soit ψ ∈ U , grâce à l'inégalité de Hölder et à l'aide de l'injection de SobolevH1(D) ⊂
L6(D), on a pour ‖ψ‖U ≤ 1∣∣∣∣−∫

D

ρ(θn)g.ψ dx

∣∣∣∣ ≤ ‖ρ(θn)‖L2(D))‖g‖L∞(D)‖ψ‖L2(D)

≤ C‖ρ(θn)‖L2(D),∣∣∣∣∫
D

(Mn.∇)Hn · ψ dx
∣∣∣∣ ≤ ‖Mn‖L6(D)‖∇Hn‖L2(D)‖ψ‖L3(D)

≤ C‖Mn‖H1(D)‖Hn‖H1(D)‖ψ‖H1(D)

≤ C‖Mn‖H1(D)‖Hn‖H1(D),∣∣∣∣∫
D

(Mn ×Hn) · curlψ dx

∣∣∣∣ ≤ ‖Mn ×Hn‖L2(D)‖ curlψ‖L2(D)

≤ C‖Mn ×Hn‖L2(D)‖∇ψ‖L2(D)

≤ C‖Mn ×Hn‖L2(D),∣∣∣∣∫
D

∇Un.∇ψ dx

∣∣∣∣ ≤ ‖∇Un‖L2(D)‖∇ψ‖L2(D)

≤ ‖Un‖H1(D)‖ψ‖U

≤ ‖Un‖H1(D),∣∣∣∣∫
D

(Un.∇)Un · ψ dx
∣∣∣∣ ≤ ‖Un‖L6(D)‖∇Un‖L2(D)‖ψ‖L3(D)

≤ C‖Un‖2
H1(D),
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d'où notre estimation et nous concluons grâce au lemme 4 que (Ln) est uniformément

bornée dans L1(0, T ;U ′). Ensuite, on réécrit l'équation (3.66) comme suit

d

dt

∫
D

Ũn · Vj dx = 〈L̃n, Vj〉+
(∫

D

U0n · Vj dx
)
δ0 −

(∫
D

Un(T ) · Vj dx
)
δT (3.104)

pour 1 ≤ j ≤ n où δ0 (respectivement δT ) est la masse de Dirac en 0 (respectivement

T ). Par transformée de Fourier, on obtient

2iπτ

∫
D

Ûn · Vj dx = 〈L̂n, Vj〉+

∫
D

U0n · Vj dx

− exp(−2iπTτ)

∫
D

Un(T ) · Vj dx
(3.105)

Ensuite, nous multiplions l'égalité (3.105) par α̂j(τ) conjugué de α̂j(τ) et nous ad-

ditionnons les égalités pour 1 ≤ j ≤ n pour obtenir

2iπτ‖Ûn‖2 = 〈L̂n, Ûn〉+

∫
D

U0n · Ûn dx− exp(−2iπTτ)

∫
D

Un(T ) · Ûn dx. (3.106)

Nous avons pour tout τ ∈ R,

‖L̂n(τ)‖U ′ ≤
∫ T

0

‖Ln(t)‖U ′ dt ≤ C,

et en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz et l'identité de Plancherel, on trouve

2iπτ‖Ûn‖2 ≤ ‖L̂n‖U ′‖Ûn‖U + ‖U0n‖‖Ûn‖+ C‖Un(T )‖‖Ûn‖.

Comme (Un)n est uniformément bornée dans L∞(0, T ;U0)∩L2(0, T ;U) et ‖Un(T )‖ ≤
C, ‖U0n‖ ≤ C, on déduit que

|τ |‖Ûn‖2 ≤ C‖Ûn(τ)‖U + C‖Ûn(τ)‖, ∀τ ∈ R.

Ainsi on obtient (3.101) et grâce à l'inégalité de Poincaré, on a

|τ |‖Ûn‖2 ≤ C‖Ûn(τ)‖U , ∀τ ∈ R.

D'autre part, pour γ0 �xé, 0 < γ0 < 1/4, on a

|τ |2γ0 ≤ c(γ0)
1 + |τ |

1 + |τ |1−2γ0
, ∀τ ∈ R.
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Ainsi∫ +∞

−∞
|τ |2γ0‖Ûn(τ)‖2 dτ ≤ c(γ0)

∫ +∞

−∞

1 + |τ |
1 + |τ |1−2γ0

‖Ûn(τ)‖2 dτ

≤ c(γ0)

(∫ +∞

−∞

‖Ûn(τ)‖2

1 + |τ |1−2γ0
dτ +

∫ +∞

−∞

|τ |‖Ûn(τ)‖2

1 + |τ |1−2γ0
dτ

)
.

En utilisant l'égalité de Parseval, nous déduisons que∫ +∞

−∞
‖Ûn(τ)‖2

U dτ =

∫ T

0

‖Un(t)‖2
U dt ≤ C.

Comme
1

1 + |τ |1−2γ0
∈ L∞(R) ∩ L2(R) et Ûn demeure dans un borné de L2(R;U),

alors ∫ +∞

−∞

|τ |‖Ûn(τ)‖2

1 + |τ |1−2γ0
dτ ≤ C

∫ +∞

−∞

‖Ûn(τ)‖2
U

1 + |τ |1−2γ0
dτ ≤ C

et en appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz et l'égalité de Parseval, nous obtenons∫ +∞

−∞

‖Ûn(τ)‖2

1 + |τ |1−2γ0
dτ ≤ C

∫ +∞

−∞

‖Ûn(τ)‖U
1 + |τ |1−2γ0

dτ

≤ C

(∫ +∞

−∞

1

(1 + |τ |1−2γ0)2
dτ

)1/2(∫ T

0

‖Un(t)‖2
U dt

)1/2

≤ C.

Ainsi ∫ +∞

−∞
|τ |2γ0‖Ûn(τ)‖2 dτ ≤ C.

Nous procédons d'une manière similaire pour ∂tMn et ∂tQn et nous montrons

que pour tout 0 < γ0 < 1/4,∫ +∞

−∞
|τ |2γ0‖M̂n(τ)‖2 dτ ≤ C,

∫ +∞

−∞
|τ |2γ0‖Q̂n(τ)‖2 dτ ≤ C. (3.107)

Pour cela, on réécrit les équations (3.67) et (3.69) sous la forme

d

dt

∫
D

Mn ·Wj dx = 〈Zn,Wj〉, Mn(0) = M0n (3.108)

d

dt

∫
D

Qn · Φj dx = 〈Sn,Φj〉, Qn(0) = Q0n (3.109)
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pour tout 1 ≤ j ≤ n où les formes linéaires Zn et Sn sont dé�nies sur H1
t (D) et

H1
n(D) respectivement par

〈Zn, ψ〉 = −
∫
D

(Un · ∇)Mn · ψ dx− σ
∫
D

curlMn · curlψ dx

−σ
∫
D

divMn divψ dx− 1

δ

∫
D

(Mn − χ0Hn) · ψ dx

+
1

2

∫
D

curlUn ×Mn · ψ dx− β0

∫
D

Mn ×Hn ·Mn × ψ dx,

(3.110)

〈Sn, ψ〉 = −τγ
∫
D

(curlQn · curlψ + divQn divψ) dx− τ

2

∫
D

curlUn ×Qn · ψ dx

−
∫
D

Qn · ψ dx+

∫
D

K(θn) divψ dx.

(3.111)

Nous avons Zn ∈ (H1
t (D)) ′ p.p. t ∈ (0, T ) et

‖Zn‖(H1
t (D))′ ≤ C(‖Un‖H1(D)‖Mn‖H1(D) + χ0‖Hn‖H1(D)

+‖Mn‖H1(D)‖Mn ×Hn‖L2(D)).

En e�et, on a

‖Zn‖(H1
t (D))′ = sup‖ψ‖H1

t (D)
≤1 |〈Zn, ψ〉|

= sup
‖ψ‖

H1
t (D)

≤1

∣∣∣∣−∫
D

(Un · ∇)Mn · ψ dx− σ
∫
D

curlMn · curlψ dx

−σ
∫
D

divMn divψ dx− 1

δ

∫
D

(Mn − χ0Hn) · ψ dx

+
1

2

∫
D

curlUn ×Mn · ψ dx− β0

∫
D

Mn ×Hn ·Mn × ψ dx
∣∣∣∣ .

Soit ψ ∈ H1
t (D), grâce à l'inégalité de Hölder et à l'aide de l'injection de Sobolev

H1(D) ⊂ L6(D), on a pour ‖ψ‖H1
t (D) ≤ 1∣∣∣∣∫

D

(Un.∇)Mn.ψ dx

∣∣∣∣ ≤ ‖Un‖L6(D)‖∇Mn‖L2(D)‖ψ‖L3(D)

≤ C‖Un‖H1(D)‖Mn‖H1(D)‖ψ‖H1(D)

≤ C‖Un‖H1(D)‖Mn‖H1(D),
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∣∣∣∣∫
D

curlMn · curlψ dx

∣∣∣∣ ≤ ‖ curlMn‖L2(D)‖ curlψ‖L2(D)

≤ C‖Mn‖H1(D)‖ψ‖H1(D)

≤ C‖Mn‖H1(D),∣∣∣∣∫
D

divMn divψ dx

∣∣∣∣ ≤ ‖ divMn‖L2(D)‖divψ‖L2(D)

≤ C‖Mn‖H1(D)‖ψ‖H1(D)

≤ C‖Mn‖H1(D),

∣∣∣∣∫
D

(Mn − χ0Hn).ψ dx

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫
D

Mn.ψ dx

∣∣∣∣+ χ0

∣∣∣∣∫
D

Hn.ψ dx

∣∣∣∣
≤ ‖Mn‖L2(D)‖ψ‖L2(D) + χ0‖Hn‖L2(D)‖ψ‖L2(D)

≤ ‖Mn‖H1(D)‖ψ‖H1(D) + χ0‖Hn‖H1(D)‖ψ‖H1(D)

≤ ‖Mn‖H1(D) + χ0‖Hn‖H1(D),∣∣∣∣∫
D

curlUn ×Mn.ψ dx

∣∣∣∣ ≤ ‖ curlUn‖L2(D)‖Mn‖L6(D)‖ψ‖L3(D)

≤ C‖∇U‖L2‖Mn‖H1(D)‖ψ‖H1(D)

≤ C‖Un‖H1(D)‖Mn‖H1(D)‖ψ‖H1(D)

≤ C‖Un‖H1(D)‖Mn‖H1(D),

∣∣∣∣∫
D

Mn × (Mn ×Hn).ψ dx

∣∣∣∣ ≤ ‖Mn‖L6(D)‖Mn ×Hn‖L2(D)‖ψ‖L3(D)

≤ C‖Mn‖H1(D)‖Mn ×Hn‖L2(D)‖ψ‖H1(D)

≤ C‖Mn‖H1(D)‖Mn ×Hn‖L2(D).
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Nous avons aussi Sn ∈ (H1
n(D)) ′ p.p. t ∈ (0, T ) et

‖Sn‖(H1
n(D))′ = sup‖ψ‖H1

n(D)
≤1 |〈Sn, ψ〉|

= sup
‖ψ‖

H1
n(D)

≤1

∣∣∣∣−τγ ∫
D

(curlQn · curlψ + divQn divψ) dx

−τ
2

∫
D

curlUn ×Qn · ψ dx−
∫
D

Qn · ψ dx+

∫
D

K(θn) divψ dx

∣∣∣∣
d'où

‖Sn‖(H1
n(D))′ ≤ C(‖Qn‖H1(D) + ‖Un‖H1(D)‖Qn‖H1(D) + ‖K(θn)‖L3/4(D)).

Nous concluons grâce au lemme 4 que (Zn)n est uniformément bornée dans

L1(0, T ; (H1
t (D))′) et (Sn)n est uniformément bornée dans L1(0, T ; (H1

n(D))′). En-

suite, on réécrit les équations (3.67) et (3.69) comme suit

d

dt

∫
D

M̃n ·Wj dx = 〈Z̃n,Wj〉+
(∫

D

M0n ·Wj dx
)
δ0

−
(∫

D

Mn(T ) ·Wj dx
)
δT

(3.112)

d

dt

∫
D

Q̃n · Φj dx = 〈S̃n,Φj〉+
(∫

D

Q0n · Φj dx
)
δ0

−
(∫

D

Qn(T ) · Φj dx
)
δT

(3.113)

pour 1 ≤ j ≤ n où δ0 (respectivement δT ) est la masse de Dirac en 0 (respectivement

T ). Par transformée de Fourier, on obtient

2iπτ

∫
D

M̂n ·Wj dx = 〈Ẑn,Wj〉+

∫
D

M0n ·Wj dx

− exp(−2iπTτ)

∫
D

Mn(T ) ·Wj dx,

(3.114)

2iπτ

∫
D

Q̂n · Φj dx = 〈Ŝn,Φj〉+

∫
D

Q0n · Φj dx

− exp(−2iπTτ)

∫
D

Qn(T ) · Φj dx.

(3.115)

Ensuite, nous multiplions l'égalité (3.114) par β̂j(τ) conjugué de βj(τ) et (3.115)

par b̂j(τ) conjugué de bj(τ) et nous additionnons les égalités pour 1 ≤ j ≤ n, pour
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trouver

2iπτ‖M̂n‖2 = 〈Ẑn, M̂n〉+

∫
D

M0n · M̂n dx

− exp(−2iπTτ)

∫
D

Mn(T ) · M̂n dx

(3.116)

2iπτ‖Q̂n‖2 = 〈Ŝn, Q̂n〉+

∫
D

Q0n · Q̂n dx

− exp(−2iπTτ)

∫
D

Qn(T ) · Q̂n dx.

(3.117)

Nous suivons les mêmes étapes que celles utilisées dans l'estimation de ∂tUn pour

conclure que pour tout 0 < γ0 < 1/4,∫ +∞

−∞
|τ |2γ0‖M̂n(τ)‖2 dτ ≤ C,

∫ +∞

−∞
|τ |2γ0‖Q̂n(τ)‖2 dτ ≤ C.

Les résultats ci-dessus sont résumés dans le lemme suivant.

Lemme 6 Il existe Cν > 0 tel que pour tout n∫
R
|τ |2γ0(‖Ûn(τ)‖2 + ‖M̂n(τ)‖2 + ‖Q̂n(τ)‖2) dτ ≤ Cν (3.118)

et

‖∂tθn‖L2(DT ) ≤ Cν . (3.119)

En combinant les estimations du lemme 4 et lemme 6 et en appliquant le lemme de

compacité de Lions pour (Un,Mn, Qn) et le lemme de compacité d'Aubin pour θn
(voir [34]), nous obtenons les résultats de convergence forte suivants.

Lemme 7 Pour ν > 0 �xé, on a

(Un, Mn, Hn, θn, Qn)→ (Uν , Mν , Hν , θν , Qν) fortement dans (L2(DT ))5

(3.120)

De plus, on a Hν = H(Mν , F ).

Preuve. Nous avons U ⊂ U0 ⊂ U ′ et l'injection de U dans U0 est compacte

puisque l'injection H1
0(D) ⊂ L2(D) est compacte. (Un)n demeure dans un borné

de L∞(0, T ;U0)∩L2(0, T ;U) et (|τ |γÛn)n demeure dans un borné de L2(R;L2(D)) ;

en appliquant le théorème de compacité de Lions (voir chapitre 2), on peut extraire

une sous-suite encore notée (Un)n telle que

Un → Uν fortement dans L2(0, T ;L2(D)).
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Nous démontrons de la même façon les convergences de (Mn, Qn) en appliquant le

lemme de compacité de Lions.

D'autre part, (θn)n est uniformément bornée dans L∞(0, T ;L4(D))∩L4(0, T ;W 1,4(D))

et ∂tθn est uniformément bornée dans L2(0, T ;L2(D)). On applique le théorème de

compacité d'Aubin, on déduit que l'on peut extraire une sous-suite encore notée

(θn)n telle que

θn → θν fortement dans L2(0, T ;L2(D)).

La convergence forte de (Hn)n est une conséquence de la continuité de l'opérateurH.

Passage à la limite dans l'équation de la température

Dans cette partie, nous détaillons la procédure de passage à la limite dans l'équa-

tion de la température θn. Nous commençons par l'introduction de quelques nota-

tions.

Soient W = W 1,4(D) et A un opérateur nonlinéaire dé�ni sur W par

〈A(ϕ), ψ〉 =

∫
D

|∇ϕ|2∇ϕ · ∇ψ dx, ∀ϕ, ψ ∈ W. (3.121)

Alors A(ϕ) ∈ W ′ pour tout ϕ ∈ W et

‖A(ϕ)‖W ′ ≤ ‖∇ϕ‖3
L4(D). (3.122)

On dé�nit aussi sur L2(D)× L4(D) l'opérateur bilinéaire B par

〈B(ξ, ϕ), ψ〉 =

∫
D

ϕ ξ · ∇ψ dx, ∀ ξ ∈ L2(D), ϕ ∈ L4(D), ψ ∈ W.

Alors B(ξ, ϕ) ∈ W ′ pour tout (ξ, ϕ) ∈ L2(D)× L4(D) et

‖B(ξ, ϕ)‖W ′ ≤ ‖ϕ‖L4(D)‖ξ‖. (3.123)

Notons que L2(D) ⊂ W ′ avec

‖f‖W ′ ≤ (|D|1/4‖f‖, ∀f ∈ L2(D). (3.124)

où |D| est la mesure de Lebesgue du domaine D. Nous multiplions l'équation (3.68)

par une fonction f ∈ C1([0, T ]) telle que f(T ) = 0. Par intégration par parties on
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obtient pour tout 1 ≤ j ≤ n

−
∫
DT

f ′(t)θnvj dxdt− f(0)

∫
D

θν0nvj dx

−
∫
DT

f(t)θnUn · ∇vj dxdt+ ν

∫
DT

f(t)|∇θn|2∇θn · ∇vj dxdt

= −
∫
DT

f(t)divQn vj dxdt.

(3.125)

On �xe j ≥ 1 et on fait tendre n vers l'in�ni. En utilisant les résultats de convergence

précédents et la convergence forte θν0n → θν0 dans L2(D), on obtient pour tout j ≥ 1

−
∫
DT

f ′(t)θνvj dxdt− f(0)

∫
D

θν0vj dx

−
∫
DT

f(t)θνUν · ∇vj dxdt+ ν

∫
DT

f(t)Λν · ∇vj dxdt

= −
∫
DT

f(t)divQν vj dxdt.

(3.126)

Par conséquent, pour tout a ∈ W 1,4(D) et f ∈ C1([0, T ]) telle que f(T ) = 0, on a

−
∫
DT

f ′(t)θνa dxdt− f(0)

∫
D

θν0a dx−
∫
DT

f(t)θνUν · ∇a dxdt

+ν

∫
DT

f(t)Λν · ∇a dxdt = −
∫
DT

f(t)divQν a dxdt.

(3.127)

En particulier pour f ∈ D(]0, T [), on obtient

d

dt

∫
D

θνa dx−
∫
D

θνUν · ∇a dx+ ν

∫
D

Λν · ∇a dx

= −
∫
D

divQν a dans D′(]0, T [)
(3.128)

pour tout a ∈ W 1,4(D) et Λν est dé�nie dans (3.95). Ainsi, on obtient dans D′(D)

et p.p. t ∈ (0, T )

∂tθν −B(Uν , θν) + νΛν = −divQν . (3.129)

Remaque 3 D'après l'équation (3.129), on a ∂tθν = B(Uν , θν) − νΛν − divQν et

comme B(Uν , θν) ∈ L2(0, T ; (W 1,4(D))′), Λν ∈ L
4
3 (DT ) et divQν ∈ L2(0, T ;L2(D)),

alors on déduit que ∂tθν ∈ L
4
3 (0, T ; (W 1,4(D))′).
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De plus, comme θν ∈ L4(0, T ;W 1,4(D)) alors θν ∈ C([0, T ];L4(D)) ce qui donne un

sens a la condition initiale θν(0) et en multipliant l'équation (3.128) par la fonction

f ∈ C1([0, T ]) telle que f(T ) = 0 et par intégration par parties, on trouve

−
∫
DT

f ′(t)θνa dxdt− f(0)

∫
D

θν(0)a dx−
∫
DT

f(t)θνUν · ∇a dxdt

+ν

∫
DT

f(t)Λν · ∇a dxdt = −
∫
DT

f(t)divQν a dxdt

(3.130)

pour tout a ∈ W 1,4(D). En comparant (3.127) et (3.130), nous déduisons que

θν(0) = θν0 . (3.131)

Ensuite, comme (θn(T ))n est bornée dans L4(D), il existe au moins une sous-suite

(θn(T ))n qui converge faiblement dans L4(D) et en procédant comme ci-dessus, en

utilisant la fonction test f ∈ C1([0, T ]) avec f(0) = 0 , nous prouvons que

Lemme 8

θn(T ) ⇀ θν(T ) faiblement dans L4(D).

Maintenant, nous allons prouver le lemme suivant.

Lemme 9 Soit Λν la limite faible de (|∇θn|2∇θn)n dans L4/3(DT ). Nous avons

Λν = |∇θν |2∇θν .

Preuve. Nous utilisons la monotonie de l'opérateur A dé�ni dans (3.121). Nous

posons

An(ϕ) =

∫ T

0

〈A(θn)− A(ϕ), θn − ϕ〉 dt ≥ 0, ∀ϕ ∈ L4(0, T ;W 1,4(D)).

Nous multiplions l'équation (3.68) par aj et nous additionnons ces équations pour

1 ≤ j ≤ n, ensuite nous intégrons entre 0 et T , nous obtenons

1

2
‖θn(T )‖2 + ν

∫ T

0

‖∇θn‖4
L4(D) ds =

1

2
‖θν0n‖2 −

∫
DT

divQnθn dxdt. (3.132)
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Nous avons

An(ϕ) =

∫ T

0

〈A(θn)− A(ϕ), θn − ϕ〉 dt

=

∫ T

0

〈A(θn), θn − ϕ〉 dt−
∫ T

0

〈A(ϕ), θn − ϕ〉 dt

=

∫ T

0

∫
D

|∇θn|2∇θn · ∇θn dx−
∫
DT

|∇θn|2∇θn · ∇ϕ dxdt−
∫ T

0

〈A(ϕ), θn − ϕ〉 dt

=

∫ T

0

∫
D

|∇θn|4 dxdt−
∫
DT

|∇θn|2∇θn · ∇ϕ dxdt−
∫ T

0

〈A(ϕ), θn − ϕ〉 dt

=

∫ T

0

‖∇θn‖4
L4(D) dt−

∫
DT

|∇θn|2∇θn · ∇ϕ dxdt−
∫ T

0

〈A(ϕ), θn − ϕ〉 dt.

Nous utilisons (3.132) nous obtenons l'égalité

An(ϕ) = −
∫
DT

|∇θn|2∇θn · ∇ϕ dxdt−
∫ T

0

〈A(ϕ), θn − ϕ〉 dt

+
1

ν

[1

2
(‖θν0n‖2 − ‖θn(T )‖2 dx)−

∫
DT

divQnθn dxdt
]
.

(3.133)

Par conséquent grâce aux résultats de convergence précédents, nous obtenons

lim supAn(ϕ) ≤ −
∫
DT

Λν · ∇ϕ dxdt−
∫ T

0

〈A(ϕ), θν − ϕ〉 dt

+
1

ν

[1

2
(‖θν0‖2 − ‖θν(T )‖2 dx)−

∫
DT

divQνθν dxdt
]
.

(3.134)

Nous posons a = θν dans l'équation (3.128) et nous intégrons par rapport au temps,

nous trouvons

1

2
(‖θν(T )‖2 − ‖θν0‖2) + ν

∫
DT

Λν · ∇θν dxdt = −
∫
DT

divQνθν dxdt,

alors

1

ν

[1

2
(‖θν0‖2 − ‖θν(T )‖2 dx)−

∫
DT

divQνθν dxdt
]

=

∫
DT

Λν · ∇θν dxdt.

Nous utilisons l'inégalité (3.134), nous déduisons que

lim supAn(ϕ) ≤
∫
DT

Λν · (∇θν −∇ϕ) dxdt−
∫ T

0

〈A(ϕ), θν − ϕ〉 dt. (3.135)
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Donc, pour tout ϕ ∈ L4(0, T ;W 1,4(D)) nous avons

0 ≤
∫
DT

Λν · (∇θν −∇ϕ) dxdt−
∫ T

0

〈A(ϕ), θν − ϕ〉 dt. (3.136)

On montre que cette inégalité détermine en fait Λν en utilisant un procédé carac-

téristique des opérateurs monotones. Soit ψ ∈ L4(0, T ;W 1,4(D)) quelconque, en

appliquant (3.136) à ϕ = θν − λψ avec λ > 0, on obtient

0 ≤
∫
DT

Λν · ∇ψ dxdt−
∫ T

0

〈A(θν − λψ), ψ〉 dt. (3.137)

Nous faisons tendre λ vers 0 et comme A est hémicontinu, il vient

0 ≤
∫
DT

Λν · ∇ψ dxdt−
∫
DT

|∇θν |2∇θν · ∇ψ dxdt (3.138)

pour tout ψ ∈ L4(0, T ;W 1,4(D)).

En appliquant encore une fois (3.136) à ϕ = θν + λψ avec λ > 0, on obtient∫
DT

Λν · ∇ψ dxdt−
∫
DT

|∇θν |2∇θν · ∇ψ dxdt ≤ 0 (3.139)

pour tout ψ ∈ L4(0, T ;W 1,4(D)), alors de (3.138) et (3.139) on conclut que

∀ψ ∈ L4(0, T ;W 1,4(D))

∫
DT

Λν · ∇ψ dxdt =

∫
DT

|∇θν |2∇θν · ∇ψ dxdt

alors Λν = |∇θν |2∇θν , d'où le résultat.

Nous suivons le même principe pour passer à la limite dans les autres équations

du système, grâce aux résultats de convergence du lemme 7, on déduit que Uν ,Mν

et Qν satisfont les formulations faibles données au théorème 8. Pour véri�er les

conditions initiales correspondantes, on peut procéder comme pour θν et a�n de

prouver les estimations d'énergie (3.79) et (3.92), nous multiplions (3.60) et (3.62)

par une fonction test f ∈ D(]0, T [) telle que f ≥ 0 et nous intégrons entre 0 et

T . Ainsi, en utilisant le lemme 5, nous pouvons prendre la lim inf qui conduit aux

résultats souhaités. Ainsi, on obtient une solution faible globale d'énergie �nie du

système (Pν).
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3.4 Passage à la limite pour ν → 0

3.4.1 Problème auxiliaire

Pour ν > 0, soient (Uν , Mν , Hν , θν , Qν) la solution du problème (Pν) donnée
par le théorème 8. Comme l'énergie du système ne permet pas de contrôler les

gradients de la température, nous introduisons un problème auxiliaire satisfait par

la fonction auxiliaire suivante

ζν = τγdivQν −K(θν) (3.140)

et nous établissons quelque résultat de compacité pour la fonction auxiliaire ζν . La

convergence forte de ζν est cruciale pour passer à la limite dans le terme non linéaire

K(θν). La fonction ζν satisfait l'équation suivante

∂tζν − γ∆ζν = −γdivQν −
τγ

2
div (curlUν ×Qν)− ∂tK(θν). (3.141)

En e�et, en calculant la divergence de l'équation de �ux de chaleur dans (3.59), on

trouve

τ(∂t divQν − γ∆ divQν) = −τ
2

div(curlUν ×Qν)− divQν −∆K(θν)

c'est-à-dire

τ∂t divQν −∆(τγ divQν −K(θν)) = −τ
2

div(curlUν ×Qν)− divQν .

On ajoute et on retranche
1

γ
∂tK(θν)

τ∂t divQν −
1

γ
∂tK(θν) +

1

γ
∂tK(θν)−∆ζν = −τ

2
div(curlUν ×Qν)− divQν ,

on multiplie par γ

τγ∂t divQν − ∂tK(θν)− γ∆ζν = −γτ
2

div(curlUν ×Qν)− γ divQν − ∂tK(θν)

et on obtient l'équation (3.141).

D'autre part, nous multiplions l'équation de la température dans (3.59) par

K′(θν), on obtient

∂tK(θν) + Uν · ∇K(θν)− νK′(θν)∇ · (|∇θν |2∇θν) = −K′(θν) divQν . (3.142)
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En utilisant l'équation précédente (3.141) on déduit que

∂tK(θν) = −∂tζν + γ∆ζν −
γτ

2
div(curlUν ×Qν)− γdivQν .

On remplace dans (3.142), on trouve

∂tζν − γ∆ζν = −γτ
2

div(curlUν ×Qν)− γdivQν + Uν · ∇K(θν)

−νK′(θν)∇ · (|∇θν |2∇θν) +K′(θν) divQν .

Comme K′(θν) = κ+ 3αθ2
ν et ∇(3αθ2

ν) = 6αθν∇θν , alors

∂tζν − γ∆ζν = (κ− γ) divQν + div
[
UνK(θν)− νκ|∇θν |2∇θν − 3ανθ2

ν |∇θν |2∇θν

−γτ
2

(curlUν ×Qν)
]

+ 3αθ2
ν divQν + 6αθν |∇θν |4.

Ainsi, la fonction ζν satisfait le problème auxiliaire suivant

∂tζν − γ∆ζν = gν + divGν + µν dans DT

ζν(0) = ζν0 dans D, ζν = 0 sur ΓT

(3.143)

où ζν0 = τγdivQ0 −K(θν0) et

gν = (κ− γ)divQν

Gν = UνK(θν)− νκ|∇θν |2∇θν

−3ανθ2
ν |∇θν |2∇θν −

τγ

2
curlUν ×Qν

µν = 6ναθν |∇θν |4 + 3αθ2
νdivQν .

(3.144)

On note que ζν0 converge fortement dans L
4
3 (D) vers ζ0 = τγdivQ0 −K(θ0) et nous

avons le résultat suivant

Lemme 10 Il existe une constante C > 0 indépendante de ν telle que

‖gν‖L2(0,T ; L2(D)) ≤ C

‖Gν‖L4/3(0,T ; L12/11(D)) ≤ C

‖µν‖L1(0,T ; L1(D)) ≤ C.

(3.145)
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Preuve. Nous utilisons les estimations d'énergie (3.60) et (3.62) satisfaites par

(Uν , Mν , Hν , θν , Qν). On déduit que gν est bornée dans L2(0, T ;L2(D)). Pour

la deuxième estimation, nous écrivons Gν sous la forme suivante

Gν = G1,ν −G2,ν −G3,ν −G4,ν

avec
G1,ν = UνK(θν), G2,ν = νκ|∇θν |2∇θν ,

G3,ν = 3ανθ2
ν |∇θν |2∇θν , G4,ν = τγ

2
curlUν ×Qν .

Grâce a l'injection continue de L2(0, T ;U) dans L2(0, T ;L6(D)), Uν est bornée dans

L2(0, T ;L6(D)) par rapport a ν et comme K(θν) est bornée dans L∞(0, T ;L
4
3 (D)),

nous déduisons que G1,ν est bornée dans L2(0, T ;L12/11(D)). Nous avons aussi G2,ν

bornée dans L4/3(0, T ;L4/3(D)).

Maintenant comme Qν est bornée dans L∞(0, T ;L2(D)) ∩ L2(0, T ;H1(D)), alors

en utilisant un résultat d'interpolation, nous obtenons que Qν est bornée dans

L4(0, T ;L3(D)) et comme curlUν est bornée dans L2(0, T ;L2(D)), nous concluons

que G4,ν est bornée dans L4/3(0, T ;L6/5(D)).

Pour G3,ν , nous écrivons |G3,ν | = (3αν)hνkν avec

hν = |θν |3/2|∇θν |3 ∈ L4/3(0, T ;L4/3(D))

kν = |θν |1/2 ∈ L∞(0, T ;L8(D)).

ainsi G3,ν ∈ L4/3(0, T ;L8/7(D)) et p.p. t ∈ (0, T )

‖G3,ν(t)‖L8/7(D) ≤ 3αν‖hν(t)‖L4/3(D)‖kν(t)‖L8(D)

≤ 3αν
(∫

D

|θν |2|∇θν |4 dx
)3/4

‖θν‖1/2

L4(D),

alors

‖G3,ν‖L4/3(0,T ;L8/7(D)) ≤ 3αν
(∫

DT

|θν |2|∇θν |4 dxdt
)3/4

‖θν‖1/2

L∞(0,T ;L4(D))

et nous déduisons que G3,ν est uniformément bornée dans L4/3(0, T ;L8/7(D)) par

rapport à ν ce qui implique que Gν est bornée dans L4/3(0, T ;L12/11(D)).
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Pour montrer l'estimation de µν , nous procédons comme suit. Nous écrivons

µν = µ1,ν + µ2,ν avec µ1,ν = 6ναθν |∇θν |4 and µ2,ν = 3αθ2
νdivQν . Pour le second

terme, divQν est bornée dans L2(0, T ;L2(D)) et |θν |2 est bornée dans L∞(0, T ;L2(D))

ce qui nous permet de déduire que µ2,ν est bornée dans L2(0, T ;L1(D)). Par contre

pour le premier terme, nous avons∫
DT

|µ1,ν | dxdt = 6αν

∫
DT

|θν ||∇θν |4 dxdt

≤ 6αν

∫
{|θν |≤1}

|∇θν |4 dxdt + 6αν

∫
{|θν |>1}

|θν |2|∇θν |4 dxdt ≤ C.
(3.146)

A�n d'utiliser les résultats de régularité connus sur les solutions des équations

paraboliques, nous décomposons la fonction ζν en deux termes ζ1,ν et ζ2,ν tels que

ζν = ζ1,ν + ζ2,ν où ζ1,ν satisfait le problème

∂tζ1,ν − γ∆ζ1,ν = gν + divGν dans DT

ζ1,ν(0) = ζν0 dans D, ζ1,ν = 0 sur ΓT

(3.147)

avec gν et Gν qui sont bornées dans L12/11(0, T ;L12/11(D)), ζν0 est bornée dans

L
4
3 (D).

La fonction ζ2,ν véri�e le problème

∂tζ2,ν − γ∆ζ2,ν = µν dans DT

ζ2,ν(0) = 0 dans D, ζ2,ν = 0 sur ΓT

(3.148)

avec µν bornée dans L1(0, T ;L1(D)). Nous avons le résultat

Lemme 11 Il existe une constante C > 0 indépendante de ν telle que

‖ζ1,ν‖L12/11(0,T ;W 1, 12/11(D)) + ‖∂tζ1,ν‖L12/11(0,T ;W−1, 12/11(D)) ≤ C

‖ζ2,ν‖Lp(0,T ;W 1, p(D)) + ‖∂tζ2,ν‖Lp(0,T ;W−1, p(D))+L1(0,T ;L1(D)) ≤ C
(3.149)

pour tout 1 ≤ p <
5

4
.

Preuve. Pour montrer l'estimation de ζ1,ν , nous utilisons un résultat sur les estima-

tions Lp−Lq des solutions d'équations parabolique (voir [13, 17]). Pour l'estimation

de ζ2,ν , nous utilisons un résultat de L. Boccardo et T. Gallouët donné dans [4], voir
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aussi [7]. L'estimation de ∂tζ1,ν est déduite à partir de l'équation (3.148).

Nous utilisons les estimations précédentes sur la fonction ζν et le lemme de

compacité d'Aubin (voir [34]) nous obtenons le résultat de convergence suivant

Lemme 12 Il existe des fonctions ζ1 et ζ2 telles que pour des sous-suites encore

notées (ζ1,ν), (ζ2,ν) et (ζν), nous avons

ζ1,ν → ζ1 fortement dans L12/11(0, T ;Lq1(D)), 1 ≤ q1 < (12/11)? = 12/7

ζ2,ν → ζ2 fortement dans Lp(0, T ;Lq2(D)), 1 ≤ q2 < p? = 3p
3−p , 1 ≤ p < 5/4

ζν → ζ fortement dans L12/11(0, T ;Lq1(D)), 1 ≤ q1 < 12/7,

(3.150)

avec ζ = ζ1 + ζ2.

3.4.2 Passage à la limite dans l'équation de la température

Soient ν > 0 et (Uν ,Mν , Hν , θν , Qν) solutions faible de problème (Pν). Grâce à

l'estimation (3.60) nous déduisons le résultat de convergence suivant

Lemme 13

θν ⇀ θ faiblement −? dans L∞(0, T ;L4(D)) (3.151)

ν|∇θν |2∇θν → 0 fortement dans L4/3(DT ).

Maintenant, supposons momentanément que

Uν → U fortement dans L2(0, T ;U0),

divQν ⇀ divQ faiblement dans L2(DT ),
(3.152)

ainsi nous pouvons passer à la limite quand ν → 0 dans l'équation de θν et on

obtient le résultat suivant

Lemme 14 θ ∈ L∞(0, T ;L4(D)) est solution faible de l'équation de transport

∂tθ + U · ∇θ = −divQ dans DT

θ(0) = θ0 dans D.
(3.153)

De plus, θ ∈ C([0, T ];Lq(D)) pour tout q < 4 et θ ∈ C([0, T ];L4(D) weak).
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Nous rappelons que θ ∈ L∞(0, T ;L4(D)) est une solution faible de (3.153) si∫
DT

θ(∂ta+ U · ∇a) dxdt =

∫
DT

divQadxdt−
∫
D

θ0 a(0) dx (3.154)

pour tout a ∈ D([0, T [×D) et l'équation (3.153) est satisfaite dans D′(DT ). Le

résultat de régularité donnée dans le lemme 14 est bien connue dans la théorie de

l'équation de transport (voir annexe A.2), qui donne un sens à la condition initiale

dans (3.153). En outre, nous avons

Lemme 15

θν(T ) ⇀ θ(T ) faiblement dans L2(D).

Preuve. θ(T ) est bien dé�ni dans L2(D). Soit v la limite faible de θν(T ) dans L4(D)

et L2(D). Nous utilisons des fonctions test a ∈ D(D) dans l'équation (3.64) de θν ,

nous multiplions par f ∈ D(]0, T ]) et par intégration entre 0 et T , nous obtenons

f(T )

∫
D

θν(T )a dx =

∫
DT

f(t) θν Uν · ∇a dxdt

−ν
∫
DT

f(t) |∇θν |2∇θν · ∇a dxdt−
∫
DT

f(t) divQν a dxdt.

En passant ainsi à la limite, nous obtenons

f(T )

∫
D

v a dx =

∫
DT

f(t) θ U · ∇a dxdt−
∫
DT

f(t) divQa dxdt.

En utilisant l'équation (3.153) de θ, nous déduisons que pour tout a ∈ D(D),

f ∈ D(]0, T ])

f(T )

∫
D

v a dx = f(T )

∫
D

θ(T )a dx

d'où v = θ(T ).

A�n d'identifer la limite faible du terme non linéaire K(θν), nous réécrivons

l'équation de θν (3.59) en utilisant ζν

∂tθν + Uν · ∇θν − ν∇ · (|∇θν |2∇θν) + 1
τγ
K(θν) = − 1

τγ
ζν dans DT

θν(0) = θν0 dans D, ν|∇θν |2∇θν · n = 0 sur ΓT .
(3.155)

Sous les hyothèses (3.152), on a
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Lemme 16 Soit χ la limite faible −? de K(θν) dans L∞(0, T ;L4/3(D)). On a

χ = K(θ).

Preuve. On utilise la monotonie de la fonction K et la convergence forte dans

L1(0, T ;L4/3(D)) de ζν donnée dans le lemme 12. On pose

aν(ϕ) =

∫
DT

(K(θν)−K(ϕ))(θν − ϕ) dxdt ≥ 0, ∀ϕ ∈ L∞(0, T ;L4(D)).

Nous multiplions l'équation (3.155) par θν et par intégration sur DT , on obtient

1

τγ

∫
DT

K(θν)θν dxdt = − 1

τγ

∫
DT

ζνθν dxdt− ν
∫
DT

|∇θν |4 dxdt

−1

2

∫
D

θ2
ν(T )dx+

1

2

∫
D

(θν0)2 dx.

Ainsi

aν(ϕ) = −
∫
DT

K(θν)ϕ dxdt−
∫
DT

K(ϕ)(θν − ϕ) dxdt−
∫
DT

ζνθν dxdt

−τγν
∫
DT

|∇θν |4 dxdt−
τγ

2

∫
D

θ2
ν(T )dx+

τγ

2

∫
D

(θν0)2 dx.

D'après le lemme 15, nous avons

lim inf

∫
D

|θν(T )|2 dx ≥
∫
D

|θ(T )|2 dx

donc en utilisant l'hypothèse (3.58), nous obtenons

lim sup aν(ϕ) ≤ −
∫
DT

χϕ dxdt−
∫
DT

K(ϕ)(θ − ϕ) dxdt−
∫
DT

ζθ dxdt

−τγ
2

∫
D

θ2(T )dx+
τγ

2

∫
D

θ2
0 dx

pour tout ϕ dans L∞(0, T ;L4(D)). D'autre part, en prenant la limite dans la for-

mulation faible du problème (3.155), nous déduisons que θ satisfait l'équation

∂tθ + U · ∇θ + 1
τγ
χ = − 1

τγ
ζ dans DT

θ(0) = θ0 dans D.
(3.156)
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Nous multiplions cette équation par θ, nous obtenons

−
∫
DT

ζθ dxdt− τγ

2

∫
D

θ2(T )dx+
τγ

2

∫
D

θ2
0 dx =

∫
DT

χθ dxdt.

donc

lim sup aν(ϕ) ≤
∫
DT

χ(θ − ϕ) dxdt−
∫
DT

K(ϕ)(θ − ϕ) dxdt.

On déduit que∫
DT

(χ−K(ϕ))(θ − ϕ) dxdt ≥ 0, ∀ϕ ∈ L∞(0, T ;L4(D)). (3.157)

En prenant dans (3.157) ϕ = θ − λψ avec λ > 0, ψ ∈ L∞(0, T ;L4(D)), on trouve∫
DT

(χ−K(θ − λψ))ψ dxdt ≥ 0, ∀ψ ∈ L∞(0, T ;L4(D)),∀λ > 0 (3.158)

et faisant tendre λ vers 0, on trouve∫
DT

(χ−K(θ))ψ dxdt ≥ 0, ∀ψ ∈ L∞(0, T ;L4(D)) (3.159)

et on conclut que χ = K(θ).

Pour conclure la preuve du théorème 2, nous passons à la limite dans les équations

du problème (Pν) lorsque ν tend vers 0, et pour cela nous établissons quelques

estimations uniformes sur la solution (Uν ,Mν , Hν , θν , Qν) donnée dans le théorème

8. Grâce aux estimations (3.60) et (3.62) nous déduisons les estimations uniformes

suivantes

Lemme 17

• (Uν) est uniformement bornée dans L∞(0, T ;U0) ∩ L2(0, T ;U)

• (Mν) et (Hν) sont uniformement bornées dans L∞(0, T ;L2(D))∩L2(0, T ;H1
t (D))

• (Mν ×Hν) est uniformement bornée dans L2(0, T ;L2(D))

• (Qν) est uniformement bornée dans L∞(0, T ;L2(D)) ∩ L2(0, T ;H1
n(D))

Pour traiter les termes non linéaires, nous établissons des estimations sur les dérivées

en temps (∂tUν), (∂tMν) et (∂tQν). Pour (∂tUν), on déduit de la formulation faible

de l'équation de Uν que dans D′(D), p.p. t ∈ (0, T )

∂tUν = −Lν (3.160)
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où la forme linéaire Lν est dé�nie sur U par

〈Lν , ϕ〉 =

∫
D

(Uν · ∇)Uν · ϕdx+ η

∫
D

∇Uν · ∇ϕdx+

∫
D

ρ(θν)g · ϕdx

−µ0

∫
D

(Mν · ∇)Hν · ϕdx−
µ0

2

∫
D

Mν ×Hν · curlϕdx.
(3.161)

Donc Lν ∈ U ′ p.p. t ∈ (0, T ) et

‖Lν‖U ′ ≤ C(‖Uν‖2
H1(D) + ‖Uν‖H1(D) + ‖ρ(θν)‖+

‖Mν‖H1(D)‖Hν‖H1(D) + ‖Mν ×Hν‖) ≤ C

grâce aux estimations du lemme 17. On déduit que ∂tUν est uniformément bornée

dans L1(0, T ;U ′) et on refait le même travail pour ∂tMν et ∂tQν , on obtient

Lemme 18 (∂tUν), (∂tMν) et (∂tQν) sont uniformément bornées par rapport à ν

dans L1(0, T ;U ′), L1(0, T ; (H1
t (D))′) et L1(0, T ; (H1

n(D))′) respectivement.

Ainsi on obtient le résultat de convergence suivant

Lemme 19 Il existe des sous-suites encore notée (Uν), (Mν), (Hν), (Qν) telles que

lorsque ν → 0

Uν ⇀ U faiblement − ? dans L∞(0, T ;U0) et faiblement dans L2(0, T ;U)

Mν ⇀M faiblement− ? dans L∞(0, T ;L2(D)) et faiblement dans L2(0, T ;H1
t (D))

Hν ⇀ H faiblement− ? dans L∞(0, T ;L2(D)) et faiblement dans L2(0, T ;H1
t (D))

Qν ⇀ Q faiblement− ? dans L∞(0, T ;L2(D)) et faiblement dans L2(0, T ;H1
n(D))

de plus

(Uν , Mν , Hν , Qν)→ (U, M, H, Q) fortement dans (L2(DT ))4 (3.162)

où H = H(M,F ).

Notez que grâce au lemme 19, les hypothèses (3.152) sont satisfaites et conduisent

à la convergence de l'équation de la température.

En procédant comme pour la preuve du théorème 8, nous véri�ons que (U, M, H, θ, Q)
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est une solution faible d'énergie �nie du problème (P) ce qui conduit à la conclusion
de la première partie du théorème 7.

Pour la régularité Lp − Lq de la température θ, il su�t de montrer le résultat

suivant

Lemme 20 Sous les hypothèses (3.54), la température régularisée θν est uniformé-

ment bornée dans L36/11(0, T ;L36/7(D)) par rapport à ν.

Preuve. Grâce à l'estimation (3.149) et en utilisant l'injection de SobolevW 1, 12/11(D) ⊂
L12/7(D), (ζν) est uniformément bornée dans L12/11(0, T ;L12/7(D)) et à partir de la

relation αθ3
ν = −ζν + τγdivQν − κθν , on déduit que (θν) est uniformément bornée

dans L36/11(0, T ;L36/7(D)).
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Conclusion générale

Dans cette thèse, nous avons étudié un modèle mathématique de transfert de

chaleur dans un �uide magnétique soumis à un champ magnétique extérieur. La

nouveauté dans ce modèle est l'utilisation de la loi Maxwell-Cattaneo non linéaire

couplant la température θ et le �ux de chaleur Q pour le transfert de chaleur dans

le �uide.

Le système étudié comporte plusieurs inconnues : la vitesse et la pression du

�uide décrites par les équations de Navier-Stokes incompressible, la magnétisation

décrite par l'équation de Bloch-Torrey, le champ magnétique véri�ant l'équation de

la magnétostatique et en�n la température et le �ux de chaleur dont les évolutions

sont décrites par le système de Maxwell-Cattaneo.

Dans ce travail, nous avons réussi à établir un résultat d'existence globale en

temps de solutions faibles d'énergie �nie pour ce système, en utilisant les méthodes

de régularisation, d'approximation, de monotonie et de compacité. Le point cru-

cial et original est l'étude du système de Maxwell-Cattaneo. Nous avons régularisé

le système Maxwell-Cattaneo en introduisant un terme elliptique dépendant d'un

petit paramètre dans l'équation de transport satisfaite par la température. Ce der-

nier problème est résolu par la méthode de Faedo-Galerkin, mais malheureusement

l'énergie du système ne permet pas de contrôler les gradients de la température.

A�n d'établir la compacité nécessaire pour traiter les terme non linéaire nous avons

introduit un système auxiliaire véri�é par une fonction auxiliaire dont les propriétés

de régularité ont permis d'obtenir non seulement la compacité de la température,

mais aussi de montrer un e�et régularisant sur la température.
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Conclusion générale

Ce travail de thèse m'a permis de développer des compétences scienti�ques, d'ap-

prendre et de maîtriser de nombreux outils et méthodes d'analyse non linéaire. Il

m'a permis aussi d'apprendre à appréhender des systèmes complexes d'équations

aux dérivées partielles.
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Annexe A

Equation de transport

Soit Ω ⊂ RN un ouvert borné régulier et n la normale unitaire extérieure au bord

de D. Nous présentons ici quelques résultats sur le problème de Cauchy associée à

l'équation de transport suivante ∂tθ + v · ∇θ = 0

θ(0) = θ0

(A.1)

pour un champ de vitesse v donné à divergence nulle et tangent au bord ( v · n = 0

sur ∂Ω ).

Solutions fortes

Sous les hypothèses de régularité sur le champ de vecteurs v, le système (A.1)

peut être résolu aisément par la méthode des caractéristiques. Celle-ci revient à

constater que la solution de (A.1), si elle existe et si elle est su�samment régulière,

véri�e une équation di�érentielle linéaire du premier ordre le long des trajectoires Z

du �ot associé à v qui sont les solutions du système di�érentiel
d

ds
Z(s, t, x) = v(s, Z(s, t, x)),

Z(t, t, x) = x ∈ Ω.

(A.2)

Ces trajectoires sont appelées les courbes caractéristiques de l'équation. Z(s, t, x)

représente la position a l'instant s d'une particule �uide située au point x à l'instant

t. On a, alors le résultat suivant (voir [9]).
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Proposition 3 Si θ0 est régulière, l'unique solution régulière de (A.1) est donnée

par

θ(t, x) = θ0(Z(0, t, x)).

Remaque 4 Dans le cas d'une équation de transport avec un second membre f(t, x)

régulier, la solution est

θ(t, x) = θ0(Z(0, t, x)) +

∫ t

0

f(s, Z(s, t, x)) ds.

Solutions faibles

Dé�nition 3 Soient θ0 ∈ Lp(Ω), p ∈ [1,+∞], on dit que θ ∈ L∞(0, T ;Lp(Ω)) est

solution faible si ∫ T

0

∫
Ω

θ(∂ta+ v · ∇a) dxdt = −
∫

Ω

θ0 a(0) dx (A.3)

pour tout a ∈ D([0, T [×Ω).

Proposition 4 Soient θ0 ∈ Lp(Ω), v un champ Lipschitzien tel que div v = 0 dans

Ω et v · n = 0 sur ∂Ω. La fonction

θ(t, x) = θ0(Z(0, t, x)),

est une solution faible de l'équation de transport.

Théorème 9 Soient θ0 ∈ Lp(Ω), v ∈ L1(0, T ; (Lp
′
(Ω))N) (avec p′ = p

p−1
), div v = 0

dans Ω et v · n = 0 sur ∂Ω. Il existe au moins une solution faible de l'équation de

transport.

Dans le cas d'un champ à divergence nulle et tangent au bord et v ∈ L1(0, T ; (W 1,p′(Ω))N),

Di Perna et Lions [12] ont montré l'existence et l'unicité des solutions faibles dans

L∞(0, T ;Lp(Ω)) du problème de Cauchy (A.1) avec donnée initiale θ0 dans Lp(Ω),

pour tout p ∈ [1,+∞]. Ils ont établi que toutes les solutions faibles de cette équa-

tion sont des solutions renormalisées. Cela signi�e que pour toute fonction régulière

β : R → R qui ne croît pas trop vite à l'in�ni, la fonction β(θ) est solution de

l'équation de transport

∂tβ(θ) + v · ∇β(θ) = β′(θ)(∂tθ + v · ∇θ) = 0,
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avec la donnée initiale β(θ0). Cette propriété, permet en particulier de démontrer

l'unicité des solutions faibles, des estimations du type principe du maximum et

également la continuité en temps des solutions de (A.1) à valeurs dans Lp(Ω).

Théorème 10 Soient θ0 ∈ Lp(Ω), v ∈ L1(0, T ; (W 1,p′(Ω))n), tel que

div v = 0 dans Ω et v · n = 0 sur ∂Ω.

Le problème (A.1) admet une unique solution faible θ ∈ L∞(0, T ;Lp(Ω)). De plus

θ ∈ C([0, T ];Lq(Ω)), ∀q < p et θ ∈ C([0, T ];Lp(Ω)weak).

Des résultats similaires sont obtenus pour l'équation de transport non homogène

avec un second membre f ∈ L1(0, T ;Lp(Ω)) pour tout p ∈]1,+∞].
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Annexe B

Régularité Lp − Lq de la solution

d'une équation parabolique

Soit Ω un ouvert borné de RN , T > 0. Nous donnons ici un résultat de régularité

des solutions du système parabolique suivant sur un domaine borné avec la condition

de Dirichlet  ∂tu+Au = − div g + f dans (0, T )× Ω

u = 0 sur (0, T )× ∂Ω
(B.1)

où Au = −∆u. On note par

W =
{
u ∈ Lq(0, T ;W 1,p

0 (Ω)); ∂tu ∈ Lq(0, T ;W−1,p(Ω))
}

Théorème 11 Soient p, q ∈]1,∞[ et Ω un domaine borné. Pour tout f, g ∈ Lq(0, T ;Lp(Ω))

il existe une unique solution u ∈ W du problème (B.1). De plus il existe une

constante C > 0 tel que

‖u‖Lq(0,T ;W 1,p(Ω)) + ‖∂tu‖Lq(0,T ;W−1,p(Ω)) ≤ C(‖f‖Lq(0,T ;Lp(Ω)) + ‖g‖Lq(0,T ;Lp(Ω))).

H. Dong et D. Kim [13] ont généralisé ces résultats aux systèmes parabolique dans

lesquels l'opérateur est dé�ni par Au = −Dα(AαβDβu + Aα) + BαDαu + Cu avec

des coe�cients Aαβ véri�ant des hypothèses assez faibles.

Maintenant, nous allons donner un résultat dû à Boccardo et Gallouët [7, 8]

sur l'existence et la régularité des solutions de l'équation parabolique non linéaire
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suivante 
∂tu+A(u) = f dans D′((0, T )× Ω)

u(x, 0) = 0, x ∈ Ω

u = 0 sur (0, T )× ∂Ω

(B.2)

où A est l'opérateur p-Laplacien

A(u) = − div(|Du|p−2Du), avec p > 1 +
N

N + 1
(B.3)

et donc en particulier pour p = 2 dans le cas N = 3.

Dans [7] Boccardo et Gallouët ont établi un résultat d'existence des solutions de

l'équations parabolique (B.2). Ensuite, L. Boccardo, T. Gallouët et J. L. Vazquez

dans [8] ont étudié la régularité des solutions de problème (B.2) et ils ont établi le

résultat suivant

Théorème 12 Soit A l'opérateur dé�ni par (B.3). Supposons que

f ∈ Lm((0, T )× Ω), (B.4)

où 1 ≤ m <
pN

pN −N + p
, alors il existe au moins une solution u ∈ Lq(0, T ;W 1,q

0 (Ω)

de (B.2), pour tout q <

(
p− N

m+N

)
m.
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