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2. Produits pseudo-Euclidiens 14

3. Produits dégénérés 16
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Introduction

Cette thèse est consacrée à l’introduction et l’étude d’une structure peu

commune qu’on appellera structure de lumière (lightlike). Une variété lisse

est dite de lumière, si elle est munie d’un tenseur symétrique g, de type

(0, 2) dont la signature est constante, induisant sur chaque espace tangent

une forme bilinéaire positive de radical unidimensionnel (i.e. dans une base

adéquate d’un quelconque espace tangent, le radical est de dimension 1 et il

existe n− 1 vecteurs positifs).

On essayera le long de cette thèse d’introduire des objets géométriques

attachés à cette structure, mais surtout d’étudier sa rigidité dans certains

cas.

On rencontre souvent ce type de variétés plongées dans des variétés

pseudo-riemaniennes. En effet, une métrique pseudo-riemannienne sur une

variété donnée M , peut bien dégénérer sur des sous-variétés.

Les variétés pseudo-riemanniennes, les plus confortables pour les sous

variétés de lumière, sont peut être, les variétés lorentziennes, car c’est là,

aussi bien sur le plan mathématique, que sur le plan physique, l’étude des

sous-variétés de lumière trouve son grand intérêt.

Sur le plan physique ; les variétés lorentziennes jouent un rôle principal

en relativité générale, car elles fournissent des modèles de l’espace-temps

(espace d’événements). En chaque espace tangent d’une variété lorentzienne,

on définit un cône invariant, appelé cône de lumière car les trajectoires des

impulsions de lumière d’un point p (les photons) sont tangentes à ce cône.

Les hypersurfaces de lumière sont alors les hypersurfaces tangentes à ce

champ de cône. Sur une variété lorentzienne, on peut développer une notion

de causalité (relation de cause effet), c’est une sorte d’ordre chronologique

entre les événements (i.e. les points de la variété lorentzienne). On peut ainsi

parler du futur et du passé d’un point, qui sont représentés par une partie

connexe du cône épointé (i.e. le cône privé de l’origine). Le bord du cône

solide, qui est de lumière, donne lieu à des modèles d’horizons (limite de ce

qu’on peut atteindre chronologiquement). Par exemple : horizons de Cauchy,
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6 INTRODUCTION

horizons d’événements, bord des trous noirs...Cette modélisation est mise

au point dans les travaux de nombreux mathématiciens physiciens dont on

cite particulièrement : S.Hawkings, Ellis, G.F.R (The large scale structure

of space time), S.Hawkings et R.Penrose (The nature of spacetime). Les

travaux de S.Chandrasekhar (The mathematical theory of blak holes), les

travaux de l’équipe C.Misner, K.Thorpe et J.A.Wheeler (Gravitation), et

les travaux de P.Chrusciel (On rigidity of analytic black holes).

En électromagnétisme : Un opérateur d’onde définit une classe distinguée

d’hypersurfaces appelées surfaces caractéristiques de l’opérateur. Elles cöın-

cident exactement avec la classe des variétés de lumière. On peut trouver

plus de détails sur cette modélisation dans les travaux de K.L.Duggal (Elec-

tromagnetic and plane wave solutions of 3-dimensional lightlike hypersurface

1995).

Ce grand intérêt physique a motivé et amené plusieurs mathématiciens

à travailler sur la classification des sous-variétés dégénérées des variétés

pseudo-riemanniennes (particulièrement lorentziennes). D.Kupeli (Singular

Semi Riemannian geometry 1996) a introduit une notion de variété dégénérée

et a définit quelques objets géométriques attachés (tels que le générateur nul,

l’espace pseudo riemannien canonique associé à une variété dégénérée...) et

sous une condition assez restrictive d’existence de formules de Koszul (exis-

tence d’une connexion induite sur la sous variété dégénérée), il est arrivé à

une classification des sous variétés en un produit tordu. K.L.Duggal et A

Bejancu (Lightlike Submanifolds of Semi Riemannian Manifolds and Appli-

cations 1996) se sont consacrés à la définition de connexions affines sur ce

types de sous variétés, et les conséquences qui en découlent. Un problème

majeur persiste cependant : ils n’ont pas pu démontrer l’indépendance de la

connexion définie du choix du système de coordonnées sur la sous variété. Du

coup cette connexion ne reste pas liée de manière intrinsèque à la géométrie

de ces sous-variétés. Une approche différente sur la normalisation de ces sous-

variétés est menée dans les travaux de M.Akivis et V.Goldberg (On some me-

thods of construction of invariant normalisations of lightlike hypersurfaces

2000) en utilisant le fait qu’une hypersurface dégénérée est préservée par la

structure conforme, ils ont utilisé ce principe pour déceler les hypersurfaces

dégénérées dans l’espace de de Sitter (The geometry of lightlike hypersur-

faces of the de Sitter space). Une motivation “purement mathématique” pour

la classification des variétés lorentziennes à groupe d’isométries semisimple,
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a amené M. Deffaf, K. Melnick et A. Zeghib (Actions of non-compact semi-

simple groups on Lorentz Manifolds) à étudier les sous variétés de lumière

d’une variété lorentzienne, où ils ont pu démontrer qu’une variété lorent-

zienne d’un groupe d’isométries semisimple admet nécessairement une or-

bite de lumière, qui est isométrique à un produit tordu du cône isotrope par

une variété riemannienne. L’étude de cette orbite dégénérée leur a permit

de cerner le groupe d’isométries de la variété ambiante et de donner une

description locale de la variété.

Avec plus de recul sur l’étude de sous-variétés de lumière S d’une variété

pseudo-Riemanienne M , on arrive au constat que le problème majeur dans

leur étude est qu’il n’existe pas de projection canonique du fibré tangent

TM sur le sous fibré TS associé à S. Ceci vient du fait qu’en tout point p de

S, l’espace tangent au point p à S rencontre son orthogonal dans l’espace

tangent à M en un sous-espace non-trivial, contrairement aux sous variétés

pseudo-riemanniennes sur lesquelles une telle projection existe et permet

donc de normaliser et de définir de manière canonique des structures héritées

de la variété mère (connexion induite, opérateur de Weingarten, équations

de Gauß et Codazzi).

Puisqu’une-sous variété dégénérée a peu de chance d’hériter des objets

géométriques de la variété mère (sauf sous des conditions fortes), libérons

nous du cadre ambiant et étudions le cadre absolu de variétés de lumière.

Le challenge est de mettre au point des objets géométriques intrinsèques

qui permettent de reconnaitre et de classifier les variétés de lumière, mais

surtout de trouver une place pour cette structure dans le dictionnaire des

structure géomètriques. Pour cela il faut étudier sa “rigidité”. Une structure

géomètrique rigide en termes simplifiés est une structure préservée par un

groupe d’isométries pas trop grand (compact par exemple). Ceci s’exprime

en termes moins précis en disant qu’il y a une certaine rigidité dans la

comparaison des objets qui vivent sur la variété (i.e. certains objets n’ont pas

le même statut). Les structures riemanniennes (plus généralement pseudo-

riemanniennes) donnent un exemple fondamental de structures rigides. (On

remarque de ce point de vue que la structure dégénérée est proche de la

structure riemannienne du moment que la métrique reste positive).

L’étude de la rigidité revient alors à l’étude et la classification des groupes

d’isométries qui préservent la structure géométrique. La stratégie globale

consiste à considérer une classe de groupe de Lie G agissant sur une variété

M , en préservant une métrique de lumière et étudier ses orbites en décrivant
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les sous groupes d’isotropie. Le problème se transforme d’un calcul sur les

fibrés tangents (à l’aide des formes extérieures) à un calcul relevant de la

théorie des groupes de Lie où on pourra profiter des résultats des larges

travaux investis sur leur classification, particulièrement les groupes semi

simples, (Travaux de W.Knapp). Après avoir cerné le groupe d’isométries

G, on revient à l’étude des orbites qui ne sont autres que des espace ho-

mogènes i.e. des variétés quotients de G par des sous-groupes fermés. Enfin,

on recolle les orbites, car toute variété sur laquelle un groupe d’isométries

agit, n’est autre que la réunion de ses orbites, et les orbites ne sont autres

que des espaces homogènes. On espère enfin conclure par une description de

la variété. Cette approche est motivée par les travaux de M.Gromov (Rigid

transformation groups, Partial differential relations) et les travaux de A.

Zeghib (On affine actions of Lie groups 1996, On gromov’s theory of rigid

transformation groups : a dual aproach 1998). L’idéal serait bien sûr de trou-

ver des réponses au cas général d’un goupe de Lie quelconque sur une variété

quelconque, mais cela nous est encore peu accessible. Par contre on peut se

restreindre à des classes particulières comme la classe des groupes de Lie se-

misimples. C’est une démarche naturelle pour le traitement du cas général,

car tout groupe de Lie admet une jolie décomposition dite décomposition

de Levi en un produit semi-direct d’un sous-groupe résoluble par un sous-

groupe semisimple. Ainsi la classe des groupes de Lie semisimples avec celle

des résolubles sont les briques principales d’un groupe de Lie quelconque.

Leur étude individuelles ouvre la porte à l’étude du cas général. Les résulats

principaux de cette thèse concernent la classification des variétés de lumière

admettant un groupe d’isométries semisimple qui agit non-proprement.

On a le théorème :

Théorème de Liouville pour la géométrie de lumière. Pour

n ≥ 3, tout isométrie de Con appartient à O+(1, n). Cela est vrai même

localement pour n ≥ 4 : toute isométrie entre deux ouverts connexes de Con

est la restriction d’un élément de O+(1, n).

• Pour n = 3, le groupe des isométries locales est en bijection avec le groupe

des transformations conformes locales de S2.

• pour n = 2, Il n’y a pas de rigidité, même globalement, puisque pour toute

isométrie du cercle correspond une isométrie de Co2.
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Ce théorème montre que pour n ≥ 3, Con est un espace homogène de

lumière dont le groupe d’isométrie est O+(1, n).

Avant d’énoncer les résultats qui généralisent ce dernier, notons que,

deux métriques de lumière h et h′ sur une variétéM sont dites homothétiques

si h = λh′ pour un réel λ > 0. Un groupe de Lie agit localement fidèlement

sur M si le noyau de son action est un sous-groupe discret.

Théorème 1. Soit G un groupe de Lie semisimple non-compact, de

centre fini, agissant localement fidèlement, isométriquement non-proprement

sur une variété de lumière (M,h). Supposons que G n’admet aucun facteur

isomorphe à SL(2,R). Alors, à revêtement fini près, on a :

– G = H ×H ′, où H est localement isomorphe à O(1, n).

– G admet une orbite homothétique à un produit métrique Con×N , où

N est une variété riemannienne H ′-homogène. L’action de H × H ′

sur Con ×N est l’action par produit.

En s’inspirant de ce théorème, on a aussi traité le cas où G admet un

facteur isomorphe à SL(2,R), quand l’action est transitive. Le théorème sui-

vant peut être vu comme une réciproque du théorème 2.19 :

Corollaire 2 Soit G un groupe de Lie semisimple non-compact de

centre fini, agissant localement fidèlement, isométriquement, transitivement

et non-proprement sur une variété de lumière (M,h), i.e. M est un es-

pace homogène de lumière G/I, de groupe d’istropie non-compact I. Alors

à revêtement fini près, G est isomorphe à O(1, n)×H ′, où n ≥ 2 et H ′ est

semisimple.

– Si n 6= 2, à revêtement fini près, la variété M est homothétique à un

produit métrique Con ×N , où N est un H ′-homogène espace rieman-

nien.

– Si n = 2, à revêtement fini près, M est soit homothétique à un produit

métrique Co1×N comme ci-dessus, soit M est un produit topologique

Co2 × N , et il existe une famille de dimension finie de produits G-

homogènes de lumière, qui sont à homothètie près, en bijection avec

l’espace des formes linéaires sur RdimN . À homothètie près, une telle

h induit sur Co2, la métrique de lumière standard et une métrique

riemannienne H ′-homogène sur N .
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Dans tout les cas, l’action de G sur M est l’action du produit.

La condition de la non-propreté de l’action est essentielle dans le théorème

précedent. Si on l’enlève, rien ne marchera plus. En effet on peut facilement

trouver des exemples en considèrant un groupe de Lie L et un produit de

lumière sur son algèbre de Lie l. En translatant cette métrique le long de

L par multiplication à gauche, on construit une métrique de lumière pour

laquelle l’action de L est isométrique et propre.

Il n’est pas clair d’exhiber une sorte de rigidité globale pour des métriques

de lumière, qui sont à priori des structures géométriques non rigides (voir

§5.1.1). Ici, dans un certain sens, c’est la condition algèbrique de la semi-

simplicité qui donne lieu à cette rigidité. Quand la variété M est compacte,

il n’y a qu’un seul groupe simple qui peut agir isométriquement comme le

montre le théorème suivant :

Théorème 3. Soit G un groupe simple non-compact de centre fini, agis-

sant isométriquement sur une variété compacte de lumière (M,h). Alors G

est un revêtement fini de PSL(2,R) et toutes les orbites de G sont fermées,

de dimension 1 et de lumière.

Cette thèse se divise en six chapitres :

- Premier chapitre : On introduit la notion linéaire d’un produit de

lumière, où l’on énnonce une généralisation du théorème d’existence de base

orthonormée pour une forme dégénérée quelconque. On introduit aussi la

notion de groupe quasi-orthonormal.

- Deuxième chapitre : On y introduit la définition d’une variété de

lumière avec plein d’exemples. On définit les objets géométriques associés, et

on donne aussi la preuve du théorème de Liouville qui donne les isométries

du cône de lumière.

- Troixième chapitre : Il est consacré à l’étude approfondie des espaces

homogènes, qui est centrale dans notre approche. On y introduit aussi des

objets liés à la structure de lumière invariante, et on y démontre surtout un

théorème de classification des espaces SL(2,R)-homogènes.

- Quatrième chapitre : Il contient des rappels sur les groupes de Lie

semisimples et des complèments dans le cas particulier où le groupe préserve

une structure de lumière quand il agit sur une variété. Ce chapitre est axé
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sur l’étude de la dynamique non-propre des groupes semisimples sur une

variété de lumière.

- Cinquième chapitre : Il constitue l’aboutissement de toutes les construc-

tions le long de la thèse, on y trouvera les démonstrations des théorèmes de

classification dans le cas d’un groupe semisimple.

- Sixième chapitre : C’est une introduction à la classification des variétés

de lumière compactes, sous l’action d’un groupe résoluble. On y trouvera

des exemples de variétés de lumière compactes, et la démonstration d’un

théorème de classification dans le cas d’un groupe d’isométries nilpotent.

Les résultats de cette thèse ont fait l’objet de deux publications (en

collaboration avec C. Frances et A. Zeghib) :

- “On lightlike geometry : isometric actions, and rigidity aspects”, Comptes

rendus de l’Académie des Sciences, Paris, Ser. I 343 (2006) 317321

- “Actions of semisimple Lie groups preserving a degenerate Rieman-

nian metric”, American Mathematical society, Volume 362, Number 5, Pages

24152434.





CHAPITRE 1

Espaces vectoriels de Lumière

Dans l’étude des structures géométriques sur une variété M , il est essen-

tiel de commencer par manipuler la cas linéaire, i.e. les structures induites

sur les espaces tangents de la variétés. En effet, ce cas contient l’essentiel

des renseignements infinitésimaux géométriques et dynamiques sur la struc-

ture étudiée. Il constitue aussi un cadre de tests synthétiques des résulats

géométriques prétendus, des tests qui restent souvent généralisables sur la

variété. Pour cela on a jugé utile de présenter un chapitre assez élémentaire

portant sur les notions de base sur les produits dégénérés et particulièrement

les produits de lumière. Ce chapitre sert aussi à fixer quelques notations qui

seront souvent utilisées le long de cette thèse.

Dans tout ce qui suit E désigne un espace vectoriel sur R de dimension

n.

1. Généralités sur les formes bilinéaires symétriques

Une forme bilinéaire symétrique Φ est une application de E × E dans

R, linéaire par rapport à chacune de ses variables et vérifie pour tout v, w ∈
E,Φ (v, w) = Φ (w, v).

Sa forme quadratique associée est la fonction qΦ sur E, définie par

qΦ (v) = Φ(v, v). Elle est reliée à Φ par l’identité de polarisation : Φ(v, w) =
1
4 [qΦ(v + w)− qΦ (v − w)]. La donnée d’une forme bilinéaire symmétrique

est équivalente à la donnée de sa forme quadratique associée.

Par abus de language on appelera norme associée à Φ, la quantité ‖v‖Φ =√
|qφ (v)|.

Si on se fixe une base B = {e1, .., en} de E, alors on associe à Φ la matrice

symmétrique MB
Φ = (Φij) = (Φ(vi, vj)). Si v =

∑
viei et w =

∑
wiei, cette

matrice détermine entièrement la forme bilinéaire via l’égalité.

Φ(v, w) =t vMB
Φ w =

∑
Φi,jviwj

Deux vecteurs v, w sont dit orthogonaux ssi Φ (v, w) = 0, le radical (appelé

aussi noyau) de la forme, noté RadΦ est le sous espace vectoriel des vecteurs

13



14 1. ESPACES VECTORIELS DE LUMIÈRE

orthogonaux à tous les élèments de E, i.e.

RadΦ = {v ∈ E, Φ (v, w) = 0, ∀w ∈ E}

Une forme bilinéaire symétrique est dite non-dégénérée ssi son radical est

nul, elle est dite dégénéré si son radical est non-trivial.

Une forme bilinéaire symmétrique est dite positive (resp. négative) ssi

∀v ∈ E, Φ (v, v) > 0.

Définition 1.1. Soit v ∈ E, on dit que :

1- v est positif (on dit aussi de type espace) ssi Φ (v, v) > 0

2- v est négatif (on dit aussi de type temps) ssi Φ (v, v) < 0

3- v est isotrope (on dit aussi de type lumière) ssi Φ (v, v) = 0

Définition 1.2 (Isométrie). Soit E (resp. F ) un espace vectoriel muni

d’une forme bilinéaire symmétrique Φ (resp.Ψ). Une bijection f de E vers

F est dite une isométrie si elle vérifie pour tout v, w ∈ E

Φ (v, w) = Ψ (f (v) , f (w))

Dans ce cas on dit que (E,Φ) et (F,Ψ) sont isométriques. Une isométrie de

(E,Φ) sur lui même est dite isométrie de (E,Φ) (parfois par abus de E tout

court).

Il est clair que l’ensemble de toutes les isométries muni de la loi de com-

position est un groupe, il est appelé groupe d’isométrie et noté Isom(E,Φ)

2. Produits pseudo-Euclidiens

Définition 1.3 (Produit pseudo-Euclidien). On appelle produit pseudo-

Euclidien toute forme bilinéaire non-dégénérée.

Exemple 1.4 (Produit euclidien). Sur Rn on définit le produit q(x) =
n∑
i=1

x2
i , ce produit est appelé produit scalaire euclidien canonique sur Rn. Plus

généralement tout produit positif sur espace vectoriel E est appelé produit

scalaire Euclidien.

Exemple 1.5 (Produit lorentzien sur Rn). Sur Rn on définit le produit

q(x) = −x1 +
n−1∑
i=2

x2
i . Ce produit est appelé produit scalaire lorentzien. R4

muni d’un tel produit est appelé espace de Minkowski.
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Définition 1.6 (Famille orthonormée). Soient Φ un produit pseudo-

Euclidien sur E, F = (e1, .., em) une famille de vecteurs de E. On dit que

La famille F est orthonormée ssi

Φ (ei, ei) = ±1

Φ (ei, ej) = 0 i 6= j

Théorème 1.7 (Existence de base orthonormée). Tout produit pseudo-

Euclidien admet une base orthonormée.

Proposition 1.8 (Signature d’un produit scalaire pseudo-Euclidien).

Soit Φ un produit pseudo-Euclidien sur E, toutes les bases orthonormées de

Φ ont le même nombre p (resp. q) de vecteurs positifs (resp. négatifs). Le

couple (p, q) est appelé alors signature du produit scalaire.

Remarque 1.9. 1-La matrice associée à un produit scalaire euclidien,

par rapport à une base orthonormée notée Ip,q est de la forme :

Ip,q =



p×p︷ ︸︸ ︷
1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 1

0

0

q×q︷ ︸︸ ︷
−1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · −1


2- Soit B une base orthonormée pour un produit pseudo-Euclidien Φ, dont

les premiers p vecteurs sont positifs et les q derniers vecteurs sont négatifs.

Soit v = (v1, . . . , vP , vp+1, . . . , vp+q) dans cette base alors

(produit normal) qΦ(v) =

p∑
i=1

v2
i −

n∑
j=p+1

v2
j

cette forme s’appelle : écriture normale du produit scalaire.

3- Un produit Euclidien est de signature (n, 0) .

4- Une matrice A est associé à une isométrie si et seulement si : tAIp,qA =

Ip;q

Cette dernière remarque montre que les produits scalaires de même si-

gnature sont équivalents du moment où ils ont une écriture identique dans

des bases orthonormées. On peut aisément définir une isométrie entre deux
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produit scalaire pseudo-euclidiens de même signature. Il suffit de prendre

n’importe qu’elle application linéaire qui envoie une base orthonormé du

premier produit vers une base orthonormé du second produit.

Ainsi les groupe d’isométrie des produits pseudo-Euclidiens de même

signature sont conjugués, ce qui explique l’interet à étudier les produits sous

leur forme normale.

Définition 1.10 (Groupe (semi-)orthogonal). Le groupe orthogonal O (p, q)

(avec p+ q = n) est le groupe des isométries linéaires (groupe des matrices)

du produit pseudo-euclidien qΦ(v) =
p∑
i=1

v2
i −

n∑
j=p+1

v2
j (produit pseudo eucli-

dien normale) sur Rn.

Proposition 1.11. Les assertions suivantes sont équivalentes

1- A ∈ O(p, q).

2- Les vecteurs colonnes de A sont orthonormés.

3- Les vecteurs lignes de A sont orthonormés.

4- tAIp,qA = Ip,q

3. Produits dégénérés

On verra dans cette section que tous les résultats concernant les produits

produits pseudo-Euclidiens, se généralisent de façon naturelle, aux produits

dégénérés (formes bilinéaires symmétriques dégénérées).

Exemple 1.12. Sur R4 muni de sa base canonique, les produit suivants

sont dégénérés :

q1 (x) =
3∑
i=1

x2
i ,

q2 (x) =
2∑
i=1

x2
i ,

q3 (x) = x2
1,

q4 (x) = x2
1 − x2

2,

Les dimensions de leurs radicales sont respectivement 1,2,3 et 2.

Définition 1.13 (Cône isotrope). L’ensemble des vecteurs isotropes est

appelé cône isotrope du produit dégénéré.

Définition 1.14 (Famille (quasi-)orthonormée). Soient Φ un produit

dégénéré sur E, F = (e1, .., em) une famille de vecteurs de E. On dit que la
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famille F est orthonormée ssi

Φ (ei, ei) = ±1 où Φ (ei, ei) = 0

Φ (ei, ej) = 0 i 6= j

Théorème 1.15 (Existence de base orthonormée). Tout produit dégénéré

admet une base orthonormée.

Démonstration. Soit Φ un produit dégénéré, RadΦ son noyau, l =

dimRadΦ, r1, · · · rl une base de RadΦ, et F un suplémentaire de RadΦ alors

E = RadΦ ⊕ F

La forme bilinéaire Φ restreinte à F est nécessairement non dégénérée, sinon

F rencontre RadΦ. Ainsi F muni de la restriction du produit est un espace

pseudo-Euclidien, et il a été établi avant qu’un tel espace admet une base or-

thonormée, {v1, .., vp, w1, .., wq} . Ainsi la base {v1, .., vp, w1, .., wq, r1, · · · rl}
est une base orthonormée de Φ.

Proposition 1.16 (Signature d’un produit dégénéré). Soit Φ un produit

dégénéré sur E, toutes les bases orthonormées de Φ ont le même nombre p

(resp. q, l) de vecteurs positifs (resp. isotropes,négatifs). Le triplet (p, q, l)

est appelé signature du produit dégénéré. l est exactement la dimension du

noyau du produit.

Remarque 1.17. 1-La matrice associée à un produit dégénéré par rap-

port à une base orthonormée notée Ip,q,l est de la forme :

Ip,q,l =



p×p︷ ︸︸ ︷
1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 1

0 · · · 0 0

...

q×q︷ ︸︸ ︷
−1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · −1

...

0 0


2- Soit B une base orthonormée pour un produit dégénéré Φ, dont les pre-

miers p vecteurs sont positifs et les q seconds vecteurs sont négatifs et les

l derniers vecteurs sont isotrope. Soit v = (v1, . . . , vP , w1, . . . , wq, l1, · · · ll)
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dans cette base alors

qΦ(v) =

p∑
i=1

v2
i −

q∑
j=1

w2
j

cette forme s’appelle : écriture normale du produit dégénéré.

3- Un produit pseudo-Euclidien est de signature (p, q, 0).

4- Une isométrie d’un produit dégénéré Φ sur E, envoie base orthonormée

sur base orthonormée.

Comme c’était le cas des produits pseudo-Euclidiens, cette remarque

montre que les produits dégénérés de même signature sont équivalents du

moment où ils ont une écriture identique dans des bases orthonormées, on

peut aisément définir une isométrie entre deux produits dégénérés de même

signature. Il suffit de prendre n’importe qu’elle application linéaire qui envoie

une base orthonormale du premier produit vers une base orthonormale du

second produit.

Ainsi les groupes d’isométries des produits dégénérés de même signature

sont conjugués, ce qui explique encore une fois, l’intérêt à étudier les produits

dégénérés sous leur forme normale.

Définition 1.18 (Groupe (quasi-)orthogonal). Le groupe orthogonal

O (p, q, l) (avec p+q+l = n) est le groupe des isométries linéaires (groupe des

matrices) du produit dégénéré : qΦ(v) =
l+p∑
i=l

v2
i −

p+q∑
j=l+p+1

v2
j (produit dégénéré

normal) sur Rn.

Proposition 1.19. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1- A ∈ O(p, q, l).

2- Les vecteurs colonnes de A sont orthonormés.

4. Produits de lumière

4.1. Définitions.

Définition 1.20. Un produit de lumière est une forme bilinéaire symétrique,

positive, dont le radical est de dimension 1.

Exemple 1.21. Sur R le seul produit de lumière est le produit nul.
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Exemple 1.22. Sur R2 muni de sa base canonique, le produit q (x, y) =

x2 est de lumière

Exemple 1.23. Sur R3 muni de sa base canonique, le produit q (x, y, z) =

x2 + z2 est de lumière (le radical étant l’axe des y)

Exemple 1.24. Plus généralement, Sur Rn muni de sa base canonique,

le produit
n∑
i=2

x2
i est de lumière (le radical étant l’axe engendré par e1)

Ce type de produits est assez proche des produits Euclidiens, du moment

où il reste positif. Comme application des résultats précédents portants sur

les produits dégénérés, il est établi qu’un tel produit admet une base quasi

orthonormée, contenant un vecteur isotrope engendrant le radical, et le reste

des vecteurs est de norme 1. La signature d’un tel produit est (p, 0, 1). Pour

ne pas encombrer la notation on note cette signature simplement par (p+, 0)

(où p = n − 1), le groupe quasi orthogonal d’un produit de lumière sera à

son tour, noté O (p+, 0) .

Un produit de lumière jouit de propriétés particulières par rapport aux

autres produits dégénérés. Ces propriétés permettent de l’apprivoiser, afin

d’en faire une structure géométrique. On en trouvera dans la proposition

suivante quelques propriétés importantes.

Proposition 1.25. Soit Φ un produit de lumière sur E alors

1- ∀v ∈ E, qΦ (v) ≥ 0

2- dimRadΦ = 1

3- v isotrope ssi v ∈ RadΦ

4.2. Groupe d’isométries d’un produit de lumière. Le calcul ex-

plicite du groupe d’isométries des produits de lumière est fondamental dans

notre étude. Notamment, le groupe linéaire, sa forme matricielle ainsi que ses

propriètées servent énormement dans le calcul infinitésimal sur une variété.

4.2.1. Groupe quasi-orthonormal O(p+, 0). Calculons explicitement le

groupe des isométries linéaires du produit de lumière
n∑
i=2

x2
i

Soit A = (aij) ∈ O(p+, 0). Les vecteurs colonnes de A sont orthonormés,

ce qui imlique que le vecteur (ai1) est isotrope donc

(ai1) = λe1 = (λ, 0, .., 0) pour λ ∈ R
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De plus, pour tout j, j′ ∈ {2, .., n}
n∑
i=2

a2
ij = 1 et

n∑
i=2

aijaij′ = 0

ceci implique que la matrice carré (aij)i,j>1 est une matrice orthogonale par

rapport au produit euclidien de Rn, ainsi (aij)i,j>1 ∈ O (n− 1). Alors

A =

(
λ λ1...λn−1

0 B

)
, avec B ∈ O (n− 1)

Il est facile de montrer que toute matrice de cette forme est une isométrie (il

suffit de remarquer que ses vecteurs colonnes sont orthogonaux). Ainsi on a

O (n− 1+, 0) =

{(
λ λ1...λn−1

0 B

)
, avec B ∈ O (n− 1)

}
Ce groupe s’identifie à Rn nO (n− 1) .

Il est bien clair que la direction isotrope est une valeur propre de toutes

les matrices de O (n− 1+, 0) , réciproquement on a :

Proposition 1.26. Soit β une valeur propre de A ∈ O (p+, 0) différente

de ±1, alors tout vecteur propre associé à β est isotrope.

Démonstration. Soit β une valeur propre réelle de A ∈ O (p+, 0) , soit

x une valeur propre non nulle associée, alors

Φ (A (x) , A (x)) = Φ (x, x)

ce qui implique que

Φ (βx, βx) = β2Φ (x, x) = Φ (x, x)

donc (
1− β2

)
Φ (x, x) = 0

alors soit β = ±1, sinon Φ (x, x) = 0, ce qui donne le résultat.



CHAPITRE 2

Variétés de lumière

Avant d’introduire la notion de variété de lumière, mettons de la lumière

sur quelques structures géométriques, qui l’ont précédé et qui justifient

”dans un sens” son existence. D’abord la géométrie riemannienne, celle ci

a trouvé son grand intéret dans les travaux du prince Gauß (1827) sur les

surfaces de R3. Ce dernier a pu démontrer que la géométrie intrinsèque de

telles surfaces est entièrement codée par la donnée du produit scalaire sur

l’espace tangent en tout point de M . Riemann (1854) lui ne voyait au-

cun inconvégniant de généraliser les résultats (et les concepts) de Gauß

à des dimensions supérieures. Un peu plus tard, la théorie de la relati-

vité s’impose. Un joli modèle mathématique de l’espace temps est l’es-

pace de Minkowski. Un nouveau type de structure est né, où une longueur

peu être négative (géométrie lorentzienne). Plus généralement, on étudie la

donnée de champs de produits pseudo-Euclidiens de signature quelconque

où on est amené à la géométrie pseudo-riemannienne en toute sa généralité.

Le nouveau phénomène, est que, contrairement, au cas riemannien, une

sous-variété d’une variété pseud-riemannienne n’hérite pas d’une structure

pseudo-riemannienne. La métrique induite sur une telle sous-variété peut

dégénérer. Il est temps d’étudier intrinséquement ces variété ! Et pour com-

mencer, considérons les plus apprivoisables, des variétés qu’on appelera de

lumière !

1. Rappel sur les variétés pseudo-riemaniennes

Définition 2.1 (Variété pseudo-riemannienne). Une variété pseudo-

riemannienne M est une variété munie d’un (0, 2) tenseur non-dégénéré,

induisant sur chaque espace tangent de M, un produit pseudo-Euclidien de

signature constante (p, q). Cette signature s’appelle l’index. Ce champ de

tenseur est appelé métrique pseudo-riemannienne.

21
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Définition 2.2 (Variété riemannienne). C’est un cas particulier des

variétés pseudo-riemanniennes, où l’index du tenseur est (p, 0). En d’autres

termes c’est une variété munie d’un champ de produits scalaires Euclidiens.

Exemple 2.3. Rn muni de la métrique
n∑
i=1

dx2
i

Exemple 2.4. Toute sous variété de Rn munie de la métrique induite

de
n∑
i=1

dx2
i

Définition 2.5 (Variété lorentzienne). C’est un cas particulier des variétés

pseudo-riemanniennes, où l’index du tenseur est (p, 1). En d’autres termes

c’est une variété munie d’un champ de produits scalaires lorentziens.

Exemple 2.6 (Espace de Minkowski). R4 muni de la métrique dx2 +

dy2 + dz2 − dt2

Exemple 2.7 (Espace de Sitter dS3). La sous variété de l’espace de

Minkowski R4 définie par{
(x, y, z, t) ∈ R4 avec x2 + y2 + z2 − t2 = −1

}
dS est muni de la métrique induite de dx2 + dy2 + dz2 − dt2

Les Variétés pseudo-riemanniennes jouissent d’une structure sous-jacente,

un outil fondamental et majeur, qui est leur connexion. C’est une sorte de

dérivation sur les espaces tangents compatible avec la structure métrique et

indépendante de la paramétrisation. La connexion donne lieu à la plupart

des invariants géométriques tels que les courbures, les géodésiques...Mais

sont existence est conditionnée par la non-dégénérécence de la métrique !

2. Variétés de lumière

Définition 2.8 (Métrique de lumière). Une métrique de lumière sur

une variété M est un (0, 2) tenseur sur M, induisant sur chaque espace tan-

gent, un produit de lumière.

Une variété de lumière est un couple (M, q), où q est une métrique de

lumière.

Exemple 2.9. R3, muni du champ de produits q(x,y,z) = dx2 + dy2

Exemple 2.10. R4, muni du champ de produits q(x,y,z,t) =
(
z2 + 1

)
dx2+(

t2 + 4
)
dy2 + et−xdt2
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Exemple 2.11 (Cône de lumière). Soit l’espace de Minkowski R3
1, i.e.R4

muni de la métrique lorentzienne dx2 + dy2 + dz2 − dt2. Le cône de lumière

est l’ensemble :

CO =
{

(x, y, z, t) ∈ R4 avec x2 + y2 + z2 − t2 = 0 et (x, y, z, t) 6= 0
}

Ce cône est une sous-variété de dimension 3 de l’espace de Minkowski, qui

se paramétrise visiblement avec les coordonnées polaires (r, θ). La métrique

induite sur le cône exprimé dans les coordonnées polaires est de la forme

rdθ2. Elle est évidemment de lumière.

Cet exemple se généralise naturelement en dimension supérieure.

3. Objets géométriques de lumière

La dégénérécence de la métrique rend impossible de définir les objets

géométrique qu’on a coutume de définir pour les variétés pseudo-riemanniennes,

tels que la connexion, équation de Godazi... Mais une variété de lumière n’est

pas si sauvage qu’elle en a l’air. L’unicité de la direction isotrope ainsi que

la positivité donne lieu à des objets géométrique assez intéressants.

Dans tout ce qui suit M désigne une variété différentielle de dimension

n, munie d’une métrique de lumière q.

3.1. Feuilletage de lumière. Il existe sur toute variété de lumière un

champ de directions particulier, c’est le champ des directions isotropes. En

effet, le fait que la métrique q soit C∞ implique que l’application

TM −→ R
(x, v) ∈ {x} × TxM 7−→ qx (v)

est une application C∞, alors son noyau (qui coinside exactement avec le

champ des directions isotropes) est nécessairement un champ C∞.

Les courbes intégrales de ce champ sont appelées courbes (feuilles) nulles

(appelés aussi : de lumière ou caractéristiques) forment un feuilletage de M,

appelé feuilletage nul (caractéristique ou de lumière).

Exemple 2.12. Dans l’exemple de R3, muni de la métrique q(x,y,z) =

dx2 + dy2, les courbes nulles sont les droites parallèles à l’axe des z. Plus

généralement pour Rn, muni de la métrique de lumière q(x) =
n∑
i=2

dx2
i , le

feuilletage isotrope est donné par les droites parallèlles à l’axe engendré par

e1.
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Exemple 2.13. Dans le cône isotrope les droites radial sur le cône

forment le feuilletage isotrope.

Cette notion de feuilletage caractéristique est fondamentale dans l’étude

des variétés de lumière. Formelement, le quotient de la variété (quand il est

défini) par la feuille nulle donne lieu à des objets Riemaniens (métrique,

distance....) ; de plus elle fournit une condition nécessaire et suffisante pour

munir une variété d’une structure de lumière, on a

Proposition 2.14. Une variété M peut être munie d’une métrique de

lumière, ssi il existe sur M un champ de directions qui ne s’annule nul part

sur M.

Démonstration. Si M est munie d’une structure de lumière alors la

direction du feuilletage nul donne un champ qui ne s’annule pas sur M .

Réciproquement, soit M une variété qui admet un champ de directions X

qui ne s’annule nul part. Il est bien connu qu’on peut toujours munir M

d’une métrique riemannienne g. On définit une métrqiue de lumière q en

décrétant que X est isotrope, et que tous les autres produits se calculent à

partir de g.

Exemple 2.15. Tout champ de vecteurs sur la sphère Sn (pour n pair),

s’annule quelque part. Donc Sn ne peut pas être munie d’une structure de

lumière.

3.2. Longeur de lumière et semi distance associée. En géométrie

riemannienne, on définit de manière naturelle une notion de longueur d’arc,

pour les surfaces dans R3, cette notion coincide exactement avec la notion

conceptuelle des longueurs (mesure de distance), on peut même dire que le

concept de métrique Riemanienne a été mis au point pour donner un sens

aux longueurs. Cette longueur donne lieu à une distance (au sens topolo-

gique) appelée distance riemannienne. Plein de notions naissent autour de ce

concept tel que les géodésiques. Cette notion de longeur d’arc s’étend natu-

rellement et d’une façon identique au cas des variétés pseudo-riemanniennes,

mais ces longueurs modèlisent d’autre concepts.

On pourrait aussi dans le cas de lumière, reprendre cette notion. Cela

donnera lieu à un concept moins rigide que le cas pseudo-riemannien, mais

qui pourrait être dans certains cas très utile.

3.2.1. Longueur de lumière. Soit M une variété munie d’une métrique

de lumière q, γ : [a, b] −→ M un chemin de classe C1. La longeur de la
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courbe γ est la quantité notée Long(γ) définie par :

Long(γ) =

b∫
a

∥∥γ′(t)∥∥
y(t)

dt =

b∫
a

√
qy(t) (γ′(t), γ′(t))dt

La dépendance continue par rapport à la variable t, de la norme de lumière

et de la vitesse γ′ permet de montrer que cette intégrale sur le compact [a, b]

est bien définie.

Si γ : [a, b] −→ M est C1 par morceaux, alors γ est la juxtaposition

de chemins de classe C1 : γ1, ...γn , ainsi on peut définir sa longeur comme

étant la somme des longeurs Long(γi) ie

Long(γ) =
n∑
i=1

Long(γi)

Les propriétés de l’intégrale permettent de montrer que la longeur de la

juxtaposition de deux chemin est la somme des longueur de ces chemins.

3.2.2. Semi-distance sur une variété de lumière. Dans ce qui suit M est

une variété de lumière connexe.

Définition 2.16. On définit l’application suivante :

d0 : M ×M −→ R+

(p, q) 7−→ inf

{
Long(γ) γ : [0, 1] −→M , est une

courbe C1 par morceaux reliant p à q

}
Proposition 2.17. L’application d0 est une semi-distance, i.e. d0 est

bien définie symétrique et vérifie l’identité triangulaire. De plus, pour tous

x, y ∈M, d0(x, y) = 0 ssi x et y sont sur la même courbe de lumière.

Démonstration. Le fait que d0 soit bien définie est un fait général

relevant de la structure différentiable connexe de la variété M , qui confirme

l’existence pour tout couple de points p, q, de courbes C1 par morceaux re-

liant p à q. L’ensemble des longueurs de telles courbes est borné inférieurement

par 0 (car la métrique est positive). Ainsi la borne inférieur existe.

- Pour la symétrie, elle est directement issue du fait que le changement de

paramétrisation de la courbe ne change pas sa longueur, alors au lieu de

considérer les chemins reliants p à q, on considère leurs chemins inverses

reliants q à p.

- Pour l’identité triangulaire : encore une fois cela relève d’un fait standard :

soient p, q, r ∈M alors pour tout chemin γ1(resp γ2) reliant p à q (resp q à

r), la juxtaposition de γ1 avec γ2 est un chemin reliant p à r ainsi en passant
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à la borne inférieur on a

d0(p, r) ≤ long(γ1) + long(γ2)

En passant à la borne inférieur sur γ1et γ2 on obtient

d0(p, r) ≤ d0(p, q) + d0(q, r)

4. Isométries de lumière

Définition 2.18. Soit (M, q) , (N, g) deux variétés de lumière, un difféomorphisme

f :M−→ N est une isométrie ssi pour tout x ∈ M, dfx est une isométrie

linéaire de (TxM, qx) vers
(
Tf(x)N, gf(x)

)
.

Une isométrie de (M, q) vers (M, q) est dite une isométrie sur M.

5. Quelques exemples de groupes d’isométries de variétés de

lumière

Dans cette section, on reprend quelques exemples de variétés de lumière

pour lesquels on explicite le groupe des isométries. On verra bien que contrai-

rement à ce qu’on peut croire, il existe bien des exemples de variétés de

lumière dont le groupe d’isométrie est décidable.

5.1. Les exemples les moins rigides : Flot transversalement rie-

mannien. Ce type de variétés de lumière jouit d’un groupe d’isométries de

dimension infinie.

5.1.1. Exemple de base.

• Soit la variété R1+n munie du système de coordonnées canoniques

(x0, x1, . . . , xn). R1+n muni du champ des formes de lumière q = (dx1)2 +

. . .+ (dxn)2 est une variété de lumière qu’on notera désormais R0,n . Calcu-

lons son groupe d’isométries. Un difféomorphisme f est une isométrie ssi sa

différentielle dfp en tout point p est une isométrie linéaire, donc pour tout

point p ∈ R1+n on a : dfp ∈ O(n, 0). i.e. le groupe de matrices de la forme :

O(0, n) =




λ a1 ... an
0
.
.
0

A

 ∈ GL(1 + n,R), A ∈ O(n), λ, ai ∈ R


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Comme on l’a vu ce groupe est naturellement isomorphe au groupe des

similarités affines R× Eucn = R.O(n) n Rn (où Eucn = O(n) n Rn dénote

le groupe des déplacements rigides de l’espace euclidien de dimension n)

Ainsi le groupe des transformations affines de R1+n est O(0, n) n R1+n.

Mais contrairement au cas non-dégénéré, le groupe de toutes les isométries

est beaucoup plus grand, de dimension infinie. C’est exactement le groupe

des applications :

ψ : (x0, x1, . . . xn) 7→ (ψ1(x0, x1, . . . , xn), ψ2(x1, .., xn)),

où ψ2 ∈ Eucn, et ψ1 : Rn+1 → R est une fonction lisse tel que ∂ψ1

∂x0
6= 0.

5.1.2. Généralisation de l’exemple de base.

• Soit (L, g) une variété riemannienne, et M = R × L munie de la

métrique de lumière 0 ⊕ g. Le feuilletage nul est donné par le facteur R
et la métrique ne dépend pas des coordonnées sur ce facteur. Dans ce cas

aussi, on obtient un groupe d’isométries de dimension infinie donné par :

ψ : (t, l) ∈ R×L 7→ (ψ1(t, l), ψ2(l)), où ψ2 est une isométrie de L, exemple :

ψ2 est l’application identité et ∂ψ1

∂t 6= 0 .

Réciproquement, supposons que la métrique de lumière (M,h) est telle

qu’il existe un champ de vecteurs non-singulier X tangent au feuilletage ca-

ractéristique et satisfait LXh = 0. Alors localement, il existe une décomposition

de la métrique M = R× L comme ci dessus. Observons que tout champ de

vecteurs colinéaire à X préserve h. En d’autre termes tout champ de vec-

teurs paramétrisant le feuilletage caractéristique N préserve h. On appellera

dans ce cas, la métrique basique . Cette terminologie se justifie par le fait

que h est le pull-back par l’application projection M → L de la métrique

riemannienne sur la base L.

• Un feuilletage 1-dimensionel N sur une variété M est transversale-

ment riemannien (on dira que N est un flot transversalement riemannien) si

c’est le feullietage caractéristique d’une métrique de lumière h sur M . Cette

métrique est donc préservée par le champ de vecteurs tangent à N . Ce type

de métriques est exactement ce qu’on a appelé une métrique de lumière ba-

sique sur M . Mais on a préféré présenter ce concept indépendement, car il

existe déja dans la litérature, mais sans invoquer la structure de lumière.

On trouvera dans [7, 19] une introduction sur la théorie des feuilletages

transversalement riemanniens.

Le groupe d’isométries d’une métrique de lumière basique, contient au

moins tous les flots tangents à N , il est donc nécessairement de dimension



28 2. VARIÉTÉS DE LUMIÈRE

infinie. On peut quand-même apprivoiser ces métriques au moins locale-

ment, du moment où une structure riemannienne est souvent associée à

cette structure et qui impose une sorte de rigidité. Les travaux de D. Kupeli

[17] (reproduits par d’autres) montrent qu’une sorte de connexion de Levi-

Civita existe dans le cas de métrique basique de lumière, mais elle n’est pas

unique. Ceci a amené Kupelli a considérer des structures additionnelles sur

la variété, chose qui est assez restrictive.

5.2. L’exemple du cône de lumière dans l’espace de Minkowski.

On considère maintenant une situation opposée au cas des métriques trans-

versalement riemanniennes, où le groupe d’isométries est de dimension fini.

Soit Min1,n l’espace de Minkowski de dimension 1 + n, i.e. R1+n muni de

la forme q = −x2
0 + x2

1 + . . . x2
n. on rappelle que le cône isotrope posi-

tif Con est l’ensemble {q(x) = 0, x0 > 0}. La métrique induite par q

sur Con est de lumière. Le sous groupe O+(1, n) ⊂ O(1, n) préserve le

cône Con et agit isometriquement sur ce dernier. L’action est transitive

et Con = O+(1, n)/Eucn−1 est un espace homogène de lumière à groupe

d’isotropie Eucn−1 = O(n − 1) n Rn−1, qui n’est autre que le groupe des

déplacements d’un espace Euclidien de dimension n− 1.

On a le théorème :

Théorème 2.19. (Théorème de Liouville pour la géométrie de lumière)

Pour n ≥ 3, tout isométrie de Con appartient à O+(1, n). Ceci est vrai

même localement pour n ≥ 4 : toute isométrie entre deux ouverts connexes

de Con est la restriction d’un élément de O+(1, n).

• Pour n = 3, le groupe des isométries locales est en bijection avec le groupe

des transformations conformes locales de S2.

• pour n = 2, il n’y a pas de rigidité, même globalement, puisque pour toute

isométrie du cercle correspond une isométrie de Co2.

Démonstration. La métrique sur Con est 0⊕ e2tgSn−1 sur R× Sn−1.

Une isométrie f de Con est de la forme (t, x) 7→ (λ(t, x), φ(x)). Un simple

calcul montre que f est une isométrie ssi en tout point (t, x) ∈ R× Sn−1 :

φ∗gSn−1 = e2(t−λ(t,x))gSn−1

Ainsi toute isométrie locale de Con est de la forme (t, x) 7→ (t−µ(x), φ(x)),

avec φ une transformation conforme local de la sphère satisfaisant φ∗gSn−1 =

e2µgSn−1 . Donc, les différents phénomènes de rigidité sont des conséquences

du théorème classique pour les transformations conformes sur la sphère.
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Ce théorème montre que pour n ≥ 3, Con est un espace homogène de

lumière dont le groupe d’isométries est O+(1, n). Précisons aussi que pour

un soucis de simplicité, on notera abusivement, souvent par O(1, n) tout

sous groupe d’index fini du groupe O(1, n). En gros, toutes nos descriptions

géométriques sont à revêtement fini près.





CHAPITRE 3

Espaces Homogènes de lumière

1. Généralités sur les espaces homogènes

Soit G un groupe de Lie. On dit que G agit sur une variété M ssi il existe

un homomorphisme ϕ : G −→ Diff (M). L’action de G est dite transitive

sur M ssi pour tous points p, q ∈M, il existe g ∈ G tel que ϕ (g) p = q. On

note souvent, par abus, ϕ(g) par g, pour tout g ∈ G.
Un espace homogène M est une variété sur laquelle un groupe de Lie

G agit transitivement. Dans un tel espace tous les points jouent le même

rôle. Pour étudier un phénomène donné, il suffit de l’étudier localement (à

savoir infinitésimalement i.e. sur un espace tangant) et le translater avec le

groupe G. Un outil fondamental consacrant ce grand avantage des espaces

homogènes est la représentation d’isotropie définie par

ρ : Gp −→ GL (TP0M)
h 7−→ dhp0

où Gp appelé stabilisateur (groupe d’isotropie), désigne le sous groupe de

G constitué des éléments qui fixent p. En effet la dérrive de tout élèment

h de G stabilisant un point p de M , définit un isomorphisme de TPM. Ces

isomorphismes comportent l’essentiel des informations sur l’action du groupe

G, et surtout importent l’étude de l’action différentielle sur la variété à une

action de matrices sur l’espace tangent.

Un espace homogène est naturellement identifié au quotient G/Gp, du

groupe G par le stabilisateur Gp d’un point quelconque p de M (l’action de

G sur G/Gp par translation à gauche). Cette identification permet dans un

sens d’algébriser (donc de simplifier) le calcul différentiel (espace tangent,

représentation d’isotropie, courbure).

Soit g (resp. gp) l’algèbre de Lie de G (resp. Gp), exp désigne l’appli-

cation exponentielle sur G. Tout vecteur X ∈ g, définit un champ de vec-

teurs sur M, qu’on renotera, par abus, X, tel que en tout point p ∈ M,

Xp = d
dt t=0

ϕ (exp tX) .p. le vecteur Xp ∈ TpM est appelé évaluation de X

31
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au point p. On note souvent ϕ (exp tX) par φtX le flot engendré par X :

φtXp) = exp tX.p.

Pour tout point p de M, l’homomorphisme

λp : g −→ TpM
X 7−→ Xp

est appelé application de Gauß. Il est étabili que : φtX stabilise p ssi Xp = 0.

Ainsi le noyau de cet homomorphisme est exactement l’algèbre du stabili-

sateur h, ce qui permet d’identifier l’espace tangent au point p de M , au

quotient g/h. La représentation d’isotropie à son tour est identifiée à la

représentation adjointe Ad de H sur g/h.

Depuis les travaux de Klein, l’étude des structures géométriques est axée

sur l’étude de leurs groupes d’isométries. Les espaces homogènes occupent

une place centrale dans cette approche, car même si l’action n’est pas tran-

sitive, les orbites, qui sont naturellement des espaces homogènes, forment

un feuilletage de la variété. Ainsi comprendre ces orbites, aide à recoller la

variété.

2. Espaces homogènes pseudo-riemanniens

Définition 3.1 (Espace homogène pseudo-riemannien). Un espace ho-

mogène G/H, muni d’une métrique pseudo-riemannienne invariante par G

(i.e. les translations à gauche sont des isoméstrie de la métrique) est appelé

espace homogène pseudo-riemanien. On dit aussi que G préserve la métrique

pseudo-riemannienne.

Il est facile de montrer la proposition suivante :

Proposition 3.2. Il y a une correspondance bi-univoque entre les métriques

pseudo-riemanniennes sur l’espace G/H invariantes par l’action de G et,

les produits pseudo-Euclidiens invariants par l’action de ρH (H) sur l’espace

tangent TpM en un point p ∈M. H désigne le stabilisateur de p dans G.

Cette proposition montre que la donnée d’une métrique invariante sur

un espace homogène est entièrement déterminée par la donnée d’un produit

induit sur un espace tangent. Elle montre aussi que l’image d’un stabili-

sateur par la représentation d’isotropie est nécéssarement conjuguée à un

sous groupe du groupe orthogonal du produit pseudo-Euclidien induit. Plus

encore, cette proposition fournit une méthode de construction de variétés

pseudo-riemannienne, par exemple si on prend un groupe de Lie quelconque,

et on définit un produit pseudo-Euclidien quelconque sur son algèbre de Lie,
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en translatant ce produit le long du groupe de Lie , on obtient une variété

pseudo-riemannienne.

3. Espaces homogènes de lumière

Définition 3.3. Un espace homogène G/H, muni d’une métrique de

lumière invariante par G (i.e. les translations à gauche sont des isométries

de la métrique de lumière) est appelé espace homogène de lumière. On dit

aussi que G préserve la métrique de lumière.

Exemple 3.4. Rn muni de la métrique de lumière
n∑
i=2

dx2
i est un espace

homogène sous sa propre action par translation.

Exemple 3.5. Le cône de lumière de dimension n, est un espace ho-

mogène sous l’action de O(1, n).

De même pour les métriques pseudo-riemanniennes, la proposition sui-

vante reste vraie :

Proposition 3.6. Il y a une correspondance bi-univoque entre les métriques

de lumière sur l’espace G/H , invariantes par l’action de G et, les produits

de lumière invariants par l’action de ρH (H) sur l’espace tangent TpM en

un point p ∈M. (H désigne le stabilisteur de p dans G).

Encore une fois, cette proposition montre que la donnée d’une métrique

de lumière invariante sur un espace homogène est entièrement déterminée

par la donnée d’un produit de lumière sur l’espace tangent en un point

p, invariant par l’action adjointe du stabilisateur du point p. Elle montre

aussi que l’image d’un stabilisateur par la représentation d’isotropie est

nécéssairement conjuguée à un sous groupe de O (n+, 0). Plus encore, cette

proposition fournit encore une fois, une méthode de construction de variétés

de lumière, par exemple si on prend un groupe de Lie quelconque, et on

définit un produit de lumière quelconque sur son algèbre de Lie, en transla-

tant ce produit sur le groupe de Lie, on obtient une variété de lumière. Ainsi

le groupe de Lie donne lieu à des exemples de variétés de lumière homogène.

3.1. Produit dégénéré rapatrié d’un espace tangent sur l’algèbre

de Lie. Pour tout p ∈ M , on définit sur g, la forme bilinéaire symétrique

q∗ définie comme suit :

q∗ (X,Y ) = qp (Xp, Yp) = qp

(
d

dt t=0
exp tX.p,

d

dt t=0
exp tY.p

)
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Ce produit est appelée produit dégénéré rapatrié du point p, et sera renoté

par abus q.

Ainsi un vecteur X ∈ g est dit de type lumière (ou isotrope) (resp.

de type espace) ssi qp (Xp, Xp) > 0 (resp. qp (Xp, Xp) = 0). On note par

sp l’ensemble des vecteurs isotropes dans g. Cet espace est visiblement un

espace vectoriel, c’est même une sous algèbre de Lie comme le montre la

proposition suivante :

Proposition 3.7. Pour tout p ∈M, le sous espace des vecteurs isotropes

sp est une sous algèbre de g.

Démonstration. Soit X,Y ∈ sp, et soit φtX le flot isométrique en-

gendré par X sur M , alors :

[X,Y ]p = lim
t→0

1

t
[dφ−tX (YφtX(p))− Yp]

Puisque X,Y sont isotropes au point p, leurs courbes intégrales passant

par le point p sont supportées par la même courbe nulle Np, ainsi YφtX(p) est

isotrope. Puisque φ−tX est une isometrie, dφ−tX (YφtX(p)) est aussi isotrope. Ainsi

Yp et dφ−tX (YφtX(p)) sont colinéaires et coincident sur la direction isotrope, il

en va donc de même pour limt→0
1
t [dφ

−t
X (YφtX(p))− Yp]

4. Les espaces SL(2,R)-homogènes de lumière

La compréhension de ces espaces est fondamentale dans notre travail

puisqu’on peut toujours restreindre notre action du groupe de Lie semisimple

G à un sous groupe de la forme SL(2,R) (ou un revêtement fini de ce dernier

qui existe toujours dans un groupe semisimple).

4.0.1. Notations. Soit SL(2,R) le groupe de Lie des 2 × 2-matrices à

déterminant égale à 1. Il est connu que les sous-groupes à un paramètre de

SL(2,R) sont conjugués à un des trois sous-groupes suivants :

A+ =

{(
et 0
0 e−t

)
, t ∈ R

}
, N =

{(
1 t
0 1

)
, t ∈ R

}

ou K+ =

{(
sin t − cos t
cos t sin t

)
, t ∈ R

}
.

Les derivées de A+ et de N à l’identité sont respectivement :

X =

(
1 0
0 −1

)
et Y =

(
0 1
0 0

)
.
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Ces deux derniers, avec Z =

(
0 0
1 0

)
, engendrent l’algèbre de Lie sl(2,R)

et satisfont les relations de crochet :

[X,Y ] = 2Y, [X,Z] = −2Z et [Y,Z] = X.

On note par A (resp. K) le sous groupe engendré par A+,−A+ (resp.

K+,−K+).

Soit Aff(R) le sous groupe des matrices triangulaires supérieures :

Aff(R) = A.N =

{(
a b
0 a−1

)
∈ SL(2,R)

}
et aff(R) son algèbre de Lie.

Les sous-groupes non-connexes de dimension 1 de Aff(R) peuvent être

construits comme suit. Soit Γ0 un groupe cyclique de A engendré par un

élément γ ∈ A. Le produit semidirect Γ0 n N est un sous groupe fermé de

dimension 1, non-connexe de Aff(R). Inversement, tout sous-groupe fermé

non connexe de dimension 1 de Aff(R) est obtenu de cette façon.

La proposition suivante donne la classification standard, bien connue des

SL(2,R) espaces homogènes.

Proposition 3.8. (Classification des espaces SL(2,R)-homogènes) Tout

espace SL(2,R)-homogène est isomorphe à un des espaces suivants :

(1) Le cercle S1 = SL(2,R)/Aff(R) muni de sa structure projective

naturelle.

(2) Le plan hyperbolique = SL(2,R)/K muni de sa métrique rieman-

nienne à courbure constante négative.

(3) Le plan pointé affine : R2\{0} = SL(2,R)/N muni d’une connexion

plate, et aussi d’une métrique de lumière.

(4) Le tore affine R2 \ {0}/{x ∼ ax} = SL(2,R)/Γ0.N muni de sa

connexion plate.

(5) L’espace SL(2,R)/Γ, où Γ est un sous groupe discret de SL(2,R).

C’est localement l’espace anti de Sitter, i.e. une variété lorentzienne

à courbure constante négative.

Démonstration. D’abord, il est bien connu que les sous-groupes connexes

de SL2(R) sont :

(1) Les sous groupes à un paramètre : elliptique, parabolique, ou hy-

perbolique

(2) Les sous groupes de dimension 2 : isomorphes au groupe affine.
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Soit H un sous-groupe fermé de SL2(R), et H0 sa composante neutre. le

Lemme 3.9 conclut la classification.

Lemme 3.9. Supposons H non discret et non-connexe (H0 6= 1, et

H0 6= H), alors H0 est un groupe à un paramètre parabolique, et H/H0

est isomorphe à Z. A conjugaison près, H est contenu dans le groupe affine

(i.e. le groupe de matrices triangulaires supérieures de SL2(R). Identifié au

groupe des transformations affines de la droite, il existe une constante a0

tel que H consiste en toutes les transformations de la forme x → an0x + b,

b ∈ R.

Démonstration. La composante neutre d’un groupe est un sous-groupe

normal. Donc, par hypothèse, H0 est normalisé par un élément extérieur

non-trivial (i.e. il existe g ∈ H0, tel que gH0g−1 = H0. Il est connu que

parmi tous les sous-groupes connexes (de dimension 1 ou 2), seul un groupe

à un paramètre parabolique P admet un normalisateur non-trivial. Ce nor-

malisateur Nor(P ) est en fait exactement le sous-groupe conjugué au groupe

affine qui contient P . Donc à conjugaison près H est contenu dans le groupe

affine A. Le quotient H/P est un sous-groupe fermé de A/P ∼= R. Mais un

sous-groupe fermé de R est soit tout, soit engendré par un seul élément.

Dans notre cas, A/P consiste en les puissances d’une homothétie x→ a0x.

Comme H contient toutes les translations, il admet la description ci-dessus.

La proposition suivante, utilise la classification ci dessus, pour trier les

espaces SL(2,R)-homogènes de lumière.

Proposition 3.10. A homothétie près, Les espaces SL(2,R)-homogènes

admettant un groupe d’isotropie non-compact sont :

(1) Le cône Co1, i.e. le cercle S1 muni de la métrique nulle.

(2) Le cône de lumière Co2, i.e. R2\{0} muni de la métrique de lumière

dθ2, où il est paramètrisé par les coordonnées polaires (r, θ).

Démonstration. Soit Σ un SL(2,R)-espace homogène de dimension

≥ 2, i.e. Σ ∼= SL(2,R)/H, où H est le stabilizateur d’un point p ∈ Σ qui est

conjugué, comme montré en haut, à un des sous groupes : K,N,Γ0N et Γ.

Soit h l’algèbre de Lie de H. Considérons la représentation d’isotropie

ρH : H −→ GL(Tp(Σ)) = GL(g/h)

On observe que H = K ou Γ0N (avec Γ0 6= 1), ρH(H) n’est pas conjugué

à un sous groupe de O(0, 1).
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Maintenant si H = Γ, alors ρH(Γ) est conjugué à un sous groupe de

O(1, 2). Cela est dû au fait que la forme de Killing sur sl(2,R) a une signature

lorentzienne. Si de plus ρH(Γ) est conjugué à un sous groupe de O(0, 2), alors

ρH(Γ) devrait être fini. Puisque le noyau de la représentation d’isotropie de

SL(2,R) est fini, on obtient que Γ est fini.

Ainsi l’unique espace SL(2,R)-homogène de lumière, de dimension ≥ 2

à isotropie non-compact est isomorphe à R2 \ {0}.
Pour montrer que la métrique de lumière est de la forme αdθ2 pour un

certain α ∈ R∗+, on raisonne comme suit. On considère la base X,Y, Z de

SL(2,R) introduite antérieurement. Par abus de language, ils désigneront

aussi les champs de vecteurs de R2 \ {0} induits par l’action de SL(2,R).

En un point p = (1, 0), le vecteur X est l’unique valeur propre non-triviale

ρN , et donc l’orbite de p par le flot φtX devra cöıncider avec la feuille nulle

N(1,0), qui n’est autre qu’une demi droite radiale. Les autres feuilles nulles

sont aussi radiales, car elles sont l’image de N(1,0) par l’action de SL(2,R).

Par homogénité, la métrique doit avoir la forme αdθ2.

Remarque 3.11. la proposition 3.10 est un cas particulier du théorème

5.6 où G = O(1, 2).

Pour un usage ultérieur, remarquons le fait suivant qui découle directe-

ment de la dernière description de la variété de lumière R2 \{0} (ici, X,Y, Z

est la base de SL(2,R) introduite ci-dessus).

Fait 3.12. Si Y est isotrope en un point p ∈ R2 \ {0}, alors Y s’annule

en p et X est isotrope en p.





CHAPITRE 4

Dynamique des groupes de Lie semisimples sur les
variétés de lumière

1. Généralités sur les algèbres de Lie semisimples

Une algèbre de Lie g sur R est dite simple ssi elle n’est pas abelienne

et ne contient aucun ideal propre. Elle est dite semi simple si elle n’admet

aucun ideal abelien non-triviale.

Une algèbre de Lie simple jouit de la propriété suivante

Proposition 4.1. Si g est simple alors [g, g] = g.

Cette propriété permet de cerner les algèbres de Lie simples de dimension

inférieure à 3, qui sont essentiellement sl(2,R) et so(2,R).

Un outil fondamental de la théorie des groupes de Lie est la forme bi-

linéaire symétrique dite forme de Killing sur g définie par :

k : g× g −→ R
(X,Y ) 7−→ Tr(adXadY )

où ad désigne la représentation adjointe tangente.

Cette forme donne lieu à des décompositions sur l’algèbre de Lie et

fournit particulièrement le fameux critère de semisimplicité de Cartan dont

l’énoncé suit :

Proposition 4.2 (Critère de semisimplicité de Cartan). Une algèbre de

Lie g est semisimple ssi sa forme de Killing sur g est non-dégénéré.

La non-dégénérécence de la forme de Killing k sur une algèbre de Lie

semisimple donne lieu à la jolie réduction suivante.

Proposition 4.3. Toute algèbre de Lie semisimple g est une somme

direct k−orthogonale d’idéaux simples {gi}. Cette décomposition est unique.

Cette proposition est d’un grand intérêt pratique car elle permet de

réduire l’étude des groupes de Lie semisimples aux groupes de Lie simples.

Ces derniers sont souvent plus faciles à manipuler et à classifier.
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2. Quelques décompositions des algèbres de Lie semisimples

2.1. Décomposition de Cartan.

Définition 4.4. Une décomposition de Cartan sur une algèbre de Lie

g, est une décomposition de la forme g = l⊕ p où

1- [l, l] ⊂ l, [l, p] ⊂ p, [l, p] ⊂ l

2- La forme de Killing k sur g est définie négative sur l et définie positive

sur p.

Les groupes de Lie semisimples admettent une décomposition de Cartan

qui est assuré par l’existance d’une involution (automorphisme de g, de carré

triviale) de Cartan définie ci dessous.

Définition 4.5 (Involution de Cartan). Soit θ une involution sur g, On

dit que θ est une involution de Cartan de G ssi la forme bilinéaire symme-

trique :

kθ(X,Y ) = −k(X, θ(Y )),

(où k désigne la forme de Killing sur g) est définie positive.

Comme les valeurs propres de l’involution de Cartan sont 1 où −1.

La décomposition en espaces propres donne lieu à une décomposition de

Cartan g = l ⊕ p, où : l = {X ∈ g, θ(X) = X} (espace propre associé à 1)

et p = {X ∈ g, θ(X) = −X} (espace propre associé à -1). On remarque que

cette décomposition est orthogonale par rapport à la forme de Killing.

Le théorème suivant affirme l’existence d’une involution de Cartan sur

une algèbre de Lie semisimple.

Proposition 4.6. Si g est une algèbre de Lie réelle semisimple, alors

g admet une involution de Cartan θ . Toute autre involution de Cartan est

conjuguée à θ via un automorphisme intérieur de g.

2.2. Décomposition en espace de racines. Soit g une algèbre de

Lie semisimple et g = l ⊕ p une décomposition de Cartan. Soit a une sous

algèbre abelienne maximale de p appelée algèbre de Cartan. Pour λ ∈ a∗

(dual de a) on pose

gλ = {X ∈ g / [H, X] = λ(H)X pout tout H ∈ a}.

Si gλ est non-trivial et λ 6= 0, on appelle λ racine restreinte de g et gλ est

appelé l’espace des racines. L’ensemble des racines restreintes de g est noté

∆.
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L’espace des racines jouit des propriétés suivantes :

Proposition 4.7. Soit g une algèbre de Lie semisimple et g = l⊕p une

décomposition de Cartan par rapport à une involution de Cartan θ. Soit a

une algèbre de Cartan. Alors, on a :

a) G =g0⊕
⊕
λ∈∆

gλ (somme orthogonale directe),

b) [gλ, gγ ] = gλ+γ et θ(gλ) = g−λ.

La décomposition g=g0⊕
⊕
λ∈∆

gλ est appelé décomposition en espaces de

racines de g.

Les propriétés de la décomposition en espaces de racines montrent qu’une

algèbre de Lie semisimple est un “embriquement” de sl2-triplets !

3. Décomposition KAK d’un groupe de Lie semisimple

Un groupe de Lie est dit semisimple (resp. simple) ssi son algèbre de

Lie est semisimple (resp. simple). Un groupe de Lie semisimple admet une

décomposition privilégiée dite décomposition KAK.

Théorème 4.8. Soit G un groupe de Lie semisimple, g son algèbre de

Lie, a une algèbre de Cartan de g et A = exp a (resp. K = exp l) le groupe

associé à a (resp. l) dans G, alors

G = KAK

4. Action isométrique d’un groupe de Lie semisimple sur une

variété de lumière

4.1. Action infinitésimale des espaces stables et instables. En

se fixant une fois pour toute une involution de Cartan Θ sur l’algèbre de

Lie g, cela donne une décomposition de Cartan g = k⊕ p. On choisit a une

sous algèbre maximale abelienne de p et notons par m le centralisateur de a

dans k. Ce choix donne lieu à une décomposition en espaces de racines de g.

Particulièrement il existe une famille finie Σ+ = {α1, ..., αs} d’élèments non

nuls de a∗ tel que g = ⊕α∈Σ+g−α ⊕ g0 ⊕⊕α∈Σ+gα.

Pour tout X ∈ a, adX(Y ) = α(X)Y pour Y ∈ gα. La sous algèbre g0 est

le noyau de adX pour X ∈ a, on a ainsi la décomposition : g0 = a⊕m.

La chambre positive de Weyl a+ ⊂ a contient les X ∈ a tel que α(X) ≥ 0

pour tout α ∈ Σ+. Son image par l’application exponentielle est notée par

A+.
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Soit Σ− = {−α1, ...,−αs}. La sous algèbre stable (pour a) est W s =

⊕α∈Σ−gα. La sous-algèbre instable est W u = ⊕α∈Σ+gα, ces deux sous-

algèbres sont nilpotentes dans g, elles sont envoyées difféomorphiquement

par l’application exponentielle de g sur les deux sous groupes N+ ⊂ G et

N− ⊂ G.

Soit X ∈ a, son algèbre stable est W s
X = ⊕α(X)<0gα, et son algèbre

instable est W u
X = ⊕α(X)>0gα.

Dans ce qui suit G est un groupe de Lie semisimple, agissant transitivement

sur une variété en préservant une métrique de lumière.

Le lemme suivant décrit l’action adjointe infinitésimale des espaces stables

et instables :

Lemme 4.9. La sous algèbre W s
X satisfait les propriétés suivantes :

(1) [g,W s
X ∩ gp] ⊂ sp

(2) [sp,W
s
X ∩ gp] ⊂ gp

Démonstration. Soit Y ∈W s
X ∩ gp

(1) Puisque Y ∈ gp, adY agit sur g/sp par des endomorphismes symétriques,

et qui sont en même temps nilpotents , puisque Y ∈W s
X , alors adY

agit par des endomorphismes nuls g/sp, ce qui veut dire que adY

envoie g à sp.

(2) adY agit par un endomorphisme nilpotent de g/gp (identifié à l’es-

pace tangent), et admet sp/gp (identifié à la direction isotrope)

comme espace propre de dimension 1. Par nilpotance l’action sur

ce dernier est triviale, i.e. adY envoie sp dans gp.

5. Action isométrique non-propre d’un groupe de Lie semisimple

5.1. Action non-propre. (voir [15] pour plus de précisions sur cette

notion).

Définition 4.10. Soit G un groupe agissant sur M . Une suite (pk) est

dite non-fuyante s’il existe une suite de transformations gk ∈ G, telles que,

les suites (pk) et (qk) = (gk(pk)) soient contenues dans un sous-ensemble

compact de M , alors que la suite (gk) tend vers ∞ dans G, (i.e. (gk) quitte

tout ensemble compact de G).

– La suite (gk) est appelée suite de retour de (pk).
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On supposera sans restreindre la généralité que les suites (pk) et (qk)

convergent vers p et q dans M (quitte à passer à des sous-suites).

Définition 4.11. On dit que le groupe G agit non-proprement sur M ,

s’il admet une suite non-fuyante.

Ci dessous un critère important sur les actions non-propres, qui découle

du fait que le groupe est de centre fini et qui permet de transporter l’action

non-propre du groupe en une action non-propre d’un sous groupe de Cartan :

Lemme 4.12. Soit G un groupe noncompact semisimple de centre fini.

Alors G agit non-proprement sur M ssi tout sous groupe de Cartan A agit

non proprement.

Démonstration. G admet une décomposition de Cartan KAK, où K

est compact. Soit (pk) une suite non-fuyante de l’action de G, et (gk) sa

suite de retour. Soit gk = lkakrk ∈ KAK. Alors, p′k = rk(pk) est une suite

non-fuyante pour l’action de A, où (ak) est sa suite de retour. Il est bien

claire que (ak) tend vers l’infini dans A car (gk) tend vers l’infini dans G.

5.2. Action isométrique non-propre.

5.2.1. Causalité de l’espace stable. Dans cette section, on donne l’ingrédient

principal des preuves de tous nos théorèmes de classification. Ce résultat

repose essentiellement sur la nature non-propre de l’action du groupe semi-

simple. On suppose que G est non-compact semisimple, de centre fini agis-

sant localement fidèlement et non-proprement sur une variété de lumière

(M,h). Le résultat qu’on se propose de montrer dans cette section est :

Proposition 4.13. Si aucun facteur de G n’est localement isomorphe à

SL(2,R), alors il existe une sous algèbre de Cartan a0 telle que pour X0 ∈ a0

et p0 ∈ M , on a que X0 et son algèbre stable W s
X0

sont isotropes au point

p0.

5.2.2. Des résultats préliminaires. La non-propreté de l’action de G en-

trâıne un fait fondamental, déja remarqué dans [16] pour les métriques lo-

rentziennes, qui est l’existence d’un point p ∈M et d’un X ∈ a tels que son

espace stable W s
X soit isotrope en p. Rappelons la preuve qui s’adapte au

cas de lumière.

Proposition 4.14. [16] Soit a une sous algèbre de Cartan de g.
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(1) Si le flot de X ∈ a agit non-proprement, alors pour toute suite

pk → p non-fuyante pour l’action de φtX , l’espace stable W s
X est

isotrope en p.

(2) Plus généralement, si pk → p est une suite non-fuyante pour l’ac-

tion de A, alors il existe X ∈ a tel que W s
X soit isotrope au point

p ∈M .

Démonstration.

(1) Soit φtX = exp(tX) le flot de X, et soit (tk) la suite de temps de

retour de (pk), i.e. φtkX est la suite de retour de pk, ce qui veut dire

que qk = φtkX(pk) reste dans un sous ensemble compact de M .

Soit Y ∈ gα, alors [X,Y ] = α(X)Y , donc pour tout x ∈ M ,

Dxφ
t
XYx = etα(X)YφtX(x). Supposons que α(X) < 0, alors :

hpk(Ypk , Ypk) = hqk(Dpkφ
tk
X(Ypk), Dpkφ

tk
X(Ypk)) = e2tkα(X)hqk(Yqk , Yqk)

En passant à la limite, le membre gauche de l’égalité tend vers

hp(Yp, Yp).

Pour le membre de droite, puisque (qk) reste dans un compact,

hqk(Yqk , Yqk) est bornée. Par conséquent, α(X) < 0, donne que

ce membre tend vers 0, ce qui implique que hp(Yp, Yp) = 0. Cela

montre que W s
X est isotrope au point p.

(2) Soit (Xk) une suite dans a tel que exp(Xk) est une suite de retour

pour (pk). Soit ‖.‖ une norme euclidienne sur a et considérons si

nécessaire que, ( Xk
‖Xk‖) converge vers X ∈ a. Comme ci dessus, on

montre que W s
X est isotrope au point p.

Remarque 4.15. Ce résultat n’est autre qu’une généralisation du fait

linéaire : Si une matrice A préserve un produit de lumière, alors les espaces

stables et instables associés sont isotropes. En particulier, dans notre cas, si

X ∈ a ∩ gp, i.e. X stabilise p, alors W s
X et W u

X sont isotropes au point p.

5.2.3. Preuve de la propostion 4.13. La preuve repose sur plusieurs re-

marques. La plus importante est que l’algèbre du stabilisateur d’un point

p ∈ M est de codimension 1 dans l’espace des vecteurs isotropes en ce

point. L’hypothèse dans la Proposition 4.13 que G n’admet pas de facteur

isomorphe à SL(2,R) sera utilisée dans le lemme 4.18.

Lemme 4.16. G ne stabilise aucun point p ∈M .
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Démonstration. Supposons par l’absurde que G stabilise p ∈M , alors

G agit sur TpM par : ρ : g 7→ dpg ∈ GL(TpM). Puisque G préserve le produit

de lumière hp, il est envoyé par ρ sur un sous groupe de O(0, n). Ainsi au

niveau des algèbres de Lie on a un homomorphisme dρ : g→ o(0, n). Or on

a :

Sous-lemme 4.17. Tout homomorphisme de g dans o(0, n) est trivial.

Démonstration. Sans restreindre la généralité, on peut supposer que,

g est simple. Soit λ un homomorphisme de g dans o(0, n), et π la projection

de o(0, n) sur o(n). On considère l’homomorphisme λ ◦ π : g −→ o(n).

Puisque g est simple et noncompact, il n’admet aucun homomorphisme non-

trivial dans l’algèbre de Lie d’un groupe compact. Ceci implique que λ ◦ π
est trivial. Donc, g est envoyé par λ dans le noyau g0 de π, c’est l’algèbre

des matrices de la forme


µ x1 ... xn
0
.
.
0

0

 . Puisque g0 est résoluble

et g simple, on déduit que λ est trivial.

Comme corrolaire de cela, l’image par ρ de tout sous groupe K ⊂ G

connexe et compact est trivial. De plus un tel K préserve une métrique

riemannienne. D’autre part, on sait bien, que sur une variété riemannienne

connexe M , une isométrie qui préserve la métrique en fixant un point et

dont la dérivée en ce point est triviale, est égale à l’identité. Ainsi K agit

triviallement sur M , ce qui implique que G n’agit pas fidèlement, chose qui

contredit nos hypothèses et achève la preuve.

Lemme 4.18. Si G n’admet aucun facteur local isomorphe à SL(2,R),

alors toute sous algèbre de Cartan a rencontre trivialement l’algèbre de Lie

du stabilisateur : a ∩ gp = {0} pour tout p ∈M .

Démonstration. Supposons par l’absurde que a ∩ gp 6= {0}, et soit

X 6= 0 dans cette intersection. Appliquons la remarque 4.15 à X, on obtient

alors que W s
X et W u

X sont isotropes au point p. Un fait bien connu de la

théorie des groupe de Lie, assure que l’espace n engendré par W s
X et W u

X

est un idéal de g (voir [16]). Ainsi n est un facteur de g. Du fait qu’il est

isotrope, il agit sur la courbe nulle Np, qui est un espace de dimension

1. De plus cette action est nécessairement fidèle, sinon son noyau s serait

l’algèbre de Lie d’un groupe semisimple S ⊂ G admettant un point fixe

sur M , ce qui contredit le lemme 4.16. Maintenant, l’unique algèbre de Lie
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semisimple, agissant fidèlement sur une variété de dimension 1 est sl(2,R).

Ce qui contredit l’hypothèse de la non existence d’un tel facteur dans g.

Lemme 4.19. Soit H un groupe de Lie d’algèbre sl(2,R).

(1) Si H est linéaire alors, il est isomorphe à SL(2,R) ou PSL(2,R).

(2) Si H est un sous groupe de Lie de G de centre fini alors, H est un

revêtement fini de PSL(2,R).

Démonstration. Toutes les représentations de l’algèbre de Lie sl(2,R)

s’intègrent en des actions du groupe SL(2,R) lui même, et non pas son

revêtement universel. En effet toutes les représentations irréductibles sont

isomorphes à une puissance symètrique de la représentation standard, ou

de façon équivalente, à des représentations sur les espaces des polynômes

homogènes d’un degré donné, à deux variables x et y (voir [14], section I.9).

On a évidemment, SL(2,R) agit sur ces polynomes, et PSL(2,R) agit aussi

sur eux, ssi le degré est pair.

Pour le dernier point, observons que la représentation adjointe de G

admet un noyau fini.

Fin de la preuve de la Proposition 4.13. La Proposition 4.14 affirme qu’il

existe X ∈ a et p ∈M tel que W s
X est isotrope au point p. Puisque g n’admet

aucun facteur isomorphe à sl(2,R), on a dimW s
X > 1 (sinon la sous algèbre

a⊕Σα(X)≥0gα est un supplémentaire de W s
X de codimension 1, ce qui donne

lieu à une action de g sur une variété de dimension 1).

Pour une métrique de lumière, un espace isotrope est de dimension au

plus 1, ceci implique que l’évaluation de W s
X au point p est au plus de

dimension 1, donc W s
X contient un vecteur non nul Y0 s’annulant au point

p.

Le théorème de Jacobson-Morozov (voir [14], Théorème 10.3), assure que

l’élément nilpotent Y0 appartient à une certaine sous-algèbre h isomorphe à

sl(2,R), i.e. engendrée par un sl2-triplet {X0, Y0, Z0}, tel que [X0, Y0] = 2Y0,

[X0, Z0] = −2Z0, et [Y0, Z0] = X0.

Soit H ⊂ G le groupe associé à h. Le lemme ci dessus et le fait que G

a un centre fini, assurent que H est un revêtement fini de PSL(2,R). On

appelle Σ la H-orbite de p. Puisque pour toute représentation de sl(2,R)

dans un espace de dimension finie, envoie tout élément R-diagonalisable

(i.e diagonalisable à valeur propre réelle) vers un élément R-diagonalisable,

alors l’algèbre de Cartan RX0 est contenue dans une algèbre de Cartan

a0 de l’algèbre ambiante g. Par le lemme 4.18, on sait que X0 ne s’annule
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pas au point p. D’autre part, Y0 s’annule au point p, ce qui implique que

RY0 = gp. En particulier, Σ est un espace de dimension 2 et ne peut pas être

riemannienne car Y0 ∈ gp implique que l’action de H sur Σ est non-propre.

On obtient donc que Σ est une surface de lumière homothétique, à

revêtement fini près à (R2 \ {0}, dθ2). On a déjà observé que H agit non-

proprement sur Σ. Le groupe exp(RX0) est un sous-groupe de Cartan de

H, par le lemme 4.12, exp(RX0) agit aussi non-proprement sur Σ. Ainsi on

peut trouver une suite (qk) de Σ qui converge vers p0 ∈ Σ, et une suite de

temps de retour (tk), telles que hk.qk converge dans Σ, où hk = exp(tkX0).

Maintenant on applique la première partie de la Proposition 4.14 à X0 et

a0, et on en déduit que W s
X0

est isotrope au point p0 (où W s
X0

est définie

par rapport à a0). En particulier Y0 est isotrope au point p0 et 3.12 assure

que X0 est aussi isotrope au point p0. 2





CHAPITRE 5

Preuves des théorèmes de classification

Dans le second chapitre de cette thèse, on avait montré que le groupe

d’isométries du cône de lumière (de l’espace de Minkowski) était O(1, n).

C’est en particulier un groupe de Lie simple. On se pose maintenant la

question réciproque : que serait une variété de lumière M supportant l’action

d’un groupe de Lie simple agissant isométriquement non-proprement ? La

réponse est un phénomène de rigidité qui stipule qu’essentiellement M est

le cône de lumière. On étudiera ensuite le cas général des groupes de Lie

semisimples.

1. Réduction au cas d’une action transitive

Le lemme suivant ainsi que la Proposition 4.13 réduisent l’étude des

actions non-propres non-transitives d’un groupe de Lie semisimple sur une

variété de lumière, au cas où l’action non-propre est transitive.

Lemme 5.1. (Reduction au cas transitif) Soit G un groupe semisimple

de centre fini, n’admettant aucun facteur isomorphe à SL(2,R), agissant

fidèlement, non-proprement, isométriquement sur une variété de lumière M .

En tout p ∈ M pour lequel il existe X ∈ a tel que W s
X est isotrope en p,

l’orbite G.p est de lumière et G agit non-propement sur cette orbite. De plus

l’algèbre du stabilisateur gp contient des élèments nilpotents.

Démonstration. Soit p ∈M et X tel que W s
X est isotrope au point p.

On a vu à la fin de la proposition 4.13 que W s
X est de dimension > 1. S’il est

isotrope au point p, alors il contient nécéssairement un élément non trivial

Y0 ∈ W s
X ∩ gp qui s’annule au point p, mais Y0 est un élément nilpotent

dans g. Il engendre donc un groupe à un paramètre non-compact. Ainsi,

le stabilisateur de p est non-compact. Par conséquent, l’action de G sur la

G-orbite G.p est non-propre, et gp contient des éléments nilpotents.

Montrons que G.p est de lumière. Le lemme 4.16 montre que G.p ne peut

être réduite à p. Supposons par l’absurde que G.p est riemannienne. Alors

tout vecteur isotrope en p devrait être nul, en particulier W s
X ⊂ gp.

49
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Considérons l’action infinitésimale de Y0 sur l’espace tangent de l’orbite

de p. Cette action n’est autre que adY0 : g/gp −→ g/gp. Si G.p est rieman-

nienne, alors cette action sera à la fois anti-symétrique et nilpotente, donc

triviale sur g/gp, ce qui veut dire que : adY0 (g) ⊂ gp. Maintenant, utili-

sant le théorème de Jacobson-Morozov ; on peut trouver un sl(2,R)-triplet

{Z0, X0, Y0}. Ainsi adY0(Z0) = X0, donc X0 ∈ gp. Mais X0 est dans une

sous algèbre de Cartan de g, ce qui contredit le lemme 4.18.

2. Cas d’un groupe de Lie simple

Le traitement du cas simple est motivé par le théorème 1.6 de [9] qui

s’énonce :

Théorème 5.2 ([9]). Soit G un groupe de Lie connexe de centre fini,

localement isomorphe à O(1, n) où O(2, n), n ≥ 3.

Si G agit isométiquement sur une variété lorentzienne, et admet une

orbite dégénérée où le stabilisateur est non-compact, alors G est localement

isomorphe à O(1, n), et l’orbite est homothétique au cône de lumière Con.

Ici, on montre une version intrinsèque de ce théorème :

Rappelons que, deux métriques de lumière h et h′ sur une variété M

sont dites homothétiques si h = λh′ pour un réel λ > 0. Un groupe de

Lie agit localement fidèlement sur M si le noyau de son action est un

sous-groupe discret.

Théorème 5.3. Soit G un groupe de Lie simple non-compact de centre

fini, agissant localement fidèlement, isométriquement non-proprement sur

une variété de lumière (M,h). Supposons que G n’est pas isomorphe à

SL(2,R). Alors, à revêtement fini près :

– G est localement isomorphe à O(1, n).

– G admet une orbite homothétique au cône Con.

Le théorème 5.1 réduit la preuve au cas transitive. On peut donc suppo-

ser que l’action est transitive. Soit G un groupe de Lie simple de centre fini,

n’admettant aucun facteur local isomorphe à SL(2,R), agissant transitive-

ment, non-proprement sur M . Le cas général des groupes semisimples sera

traité dans la prochaine section.

La preuve comprend plusieurs étapes.

Étape 1 : Il existe p ∈M et X dans une certaine sous algèbre de Cartan

a tels que W s
X ⊂ gp.



2. CAS D’UN GROUPE DE LIE SIMPLE 51

Démonstration. La proposition 4.13 dit que pour un point p ∈ M , il

existe X dans une algèbre de Cartan de g tel que X et W s
X sont isotropes

au point p. Pour tout Y dans W s
X , la sous algèbre engendrée par X et Y est

isomorphe à l’algèbre de Lie aff(R) et agit sur la courbe nulle Np.
À isomorphisme près, il existe exactement deux actions de aff(R) sur un

espace connexe de dimension 1 :

(1) L’action usuelle de aff(R) sur R. Pour cette action, un conjugué de

X s’annule quelque part sur la ligne.

(2) L’action non-fidèle, pour laquelle Y agit trivialement.

On ne peut pas être dans le premier cas sans contredire le lemme 4.18.

Donc le seul cas possible est (2) et ainsi W s
X ⊂ gp.

Étape 2 : Le R-rang de g est égal à 1.

Démonstration. Supposons le R-rang de g > 1. Soit α une racine telle

que α(X) > 0 et β une racine adjacente dans le diagramme de Dynkin, en

se fixant un choix de base Φ de racines positives simples (i.e γ ∈ Φ =⇒
γ(X) ≥ 0). (Voir [14], p 160). Par définition, α + β est aussi une racine

et (α + β)(X) > 0, ce qui veut dire que g−α et g−(α+β) sont différentes et

contenues dans W s
X .

Soit Tα et Tα+β les vecteurs de a duaux de α et α + β respectivement.

Ils sont linéairement indépendants. De plus, Tα ∈ [gα, g−α] ⊂ adg(W
s
X)(g).

Il en va de même pour Tα+β,

Par l’étape 1 et le lemme 4.9, Tα et Tα+β sont isotropes au point p. Donc

il y a une combinaison linéaire non-triviale de ces racines qui s’annule en p.

Ce qui contredit la proposition 4.18 affirmant que a∩ gp = 0. Donc g est de

rang 1.

Remarque 5.4. C’est exactement en ce point qu’on a utilisé le fait que

que G est simple !

Étape 3 : L’algèbre de g est isomorphe à o(1, n).

Démonstration. Supposons que g n’est pas isomorphe à o(1, n), alors,

on a deux racines α et 2α telles que α(X) > 0,

Fait 5.5. Le crochet [g2α, g−α] 6= 0.

Continuons la preuve, en admettant ce fait (On reviendra sur sa preuve

juste aprés). Soit Y ∈ [g2α, g−α] ⊂ gα. Par le lemme 4.9, Y est isotrope au
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point p. Soit Θ l’involution de Cartan (voir [14] p 355), alors ΘY ∈W s
X , et

donc appartient à gp, par l’étape 1. Le lemme 4.9 implique [Y,ΘY ] ∈ gp, en

particulier a ∩ gp 6= 0, ce qui contredit le lemme 4.18.

Preuve du fait. Il est connu que Les groupes de Lie simples de rang 1 (de

type non-compact) sont les groupes d’isométries des espaces symètriques

à courbure négative, à savoir les espaces hyperboliques réel, complexe et

quaternionique, ainsi que le plan hyperbolique de Cayley.

Un calcul direct permet de démontrer le fait. On peut aussi donner

une preuve synthétique. Par contradiction si [g2α, g−α] = 0, la somme l =

g0 + g−α + g−2α + g2α est une sous algèbre de g. Pour plus de simplicité,

on raisonne avec les groupes au lieu de leurs algèbres. Soit L le groupe as-

socié à l’algèbre l. Évidemment L est non-compact. Le point est qu’il y a

une dichotomie pour les sous-groupes connexes, non-compacts des isométries

d’espaces symètriques à courbure négative. S’ils admettent un radical non

trivial, alors ils fixent un point à l’infini, et donc ils sont contenus dans

un groupe parabolique. En particulier, ils ont leur facteur (de Levi) semi-

simple compact (voir [11]) où le groupe est semisimple. Il est évident que L

contient un groupe semisimple non-compact, donc par la dichotomie, il est

nécessairement semisimple. Mais dans ce cas L admet une décomposition en

un espace de racines symètriques, i.e. si Y est une racine, il en est de même

pour −Y . Donc il existe nécessairement un espace non-trivial de racines

associées à α, ce qui contredit la définition de l. 2

Étape 4 : l’algèbre des vecteurs isotropes est sp = a⊕m⊕ g−α

Démonstration. Rappelons que m est l’algèbre du centraliseur de a

dans le compact maximal K. Puisque m ⊂ [gα, g−α], le lemme 4.9 implique

qu’elle est isotrope au point p.

D’autre part, si Y ∈ gα est isotrope en p, le lemme 4.9 implique que

l’élément semisimple [Y,ΘY ] ∈ [g−α, gα] ⊂ [sp,W
s
p ∩ gp] est dans la sous-

algèbre de Lie du stabilisateur de p, ce qui contredit le lemme 4.18. Ainsi,

La sous algèbre des vecteurs isotropes est exactement sp = a⊕m⊕ g−α.

Étape 5 : L’algèbre du stabilisateur du point p est gp = m⊕ g−α.

Démonstration. On sait que tout Z ∈ m est isotrope au point p.

Supposons par contradiction que Z /∈ gp. Alors il existe un élément Z+λX ∈
gp, λ ∈ R∗. Ce dernier agit sur l’espace normal à la courbe nulle.
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L’action de X sur g/sp est identifiée à son action sur gα, par l’Etape 4.

En particulier l’action de X admet des valeurs propres réelles différentes de

0.

L’action de m sur g/sp admet des valeurs propres purement imaginaires,

puisque m est contenue dans l’algèbre de Lie du groupe compact maximal.

Ceci est vrai en particulier pour l’action adjointe de Z.

D’une part, puisque X et Z commutent (par définition de m), l’action de

Z + λX sur g/sp doit avoir des valeurs propres de partie réelle non-triviale.

D’autre part, Z+λX ∈ gp agit par des endomorphismes anti-symètriques

sur g/sp, donc il a des valeurs propres purement imaginaires. Ceci donne une

contradiction. Cela montre que : m ⊂ gp, puisque a∩ gp = 0, et gp ⊂ sp. On

en déduit que gp = m⊕ g−α.

Fin. Puisque g est isomorphe à o(1, n) et l’algèbre du stabilisateur gp

est isomorphe à l’algèbre de Lie du groupe des déplacements affines Eucn,

on en déduit que M est revêtue par O(1, n)/Eucn muni d’une métrique

de lumière invariante à gauche. Toutes ces métriques sont homothétiques à

celle du cône de lumière (de l’espace de Minkowski). Finalement, puisque

n ≥ 3, le revêtement de O(1, n)/Eucn → M devrait être fini, ce qui achève

la preuve du théoème 5.6 lorsque G est simple.

3. Cas d’un groupe semisimple

On généralise le théorème du cas simple au cas semisimple, on obtient

l’énoncé de classification suivant :

Théorème 5.6. Soit G un groupe de Lie semisimple non-compact de

centre fini, agissant localement fidèlement, isométriquement non-proprement

sur une variété de lumière (M,h). Supposons que G n’admet aucun facteur

isomorphe à SL(2,R). Alors, à revêtement fini près :

– G = H ×H ′, où H est localement isomorphe à O(1, n).

– G admet une orbite homothétique (à revêtement fini près) à un produit

métrique Con×N , où N est une variété riemannienne H ′-homogène.

L’action de H ×H ′ sur Con ×N est l’action produit.

Le lemme 5.1 et la proposition 4.13 ont permis de réduire la preuve du

théorème 5.6 à l’étude des actions non-propres transitives d’un groupe semi-

simple n’admettant aucun facteur isomorphe à SL(2,R). Le lemme suivant

réduit la situation au cas simple :
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Lemme 5.7. (Réduction au cas simple) Soit X un élément d’une algèbre

de Cartan g tel que W s
X est isotrope au point p. Considérons la décomposition

de g en facteurs simples. Soit h un tel facteur simple, et H ⊂ G le groupe

associé. Supposons que X admet une projection non-triviale sur h. Alors

l’orbite de H est non-propre et de lumière.

Démonstration. Soit g = h1 ⊕ ...⊕ hs, où hi sont les facteurs simples

de g, et soit Xi la projection de X sur hi. Si W s
Xi,hi

est l’espace stable de

Xi asssocié au hi, il est facile de voir que W s
X = W s

X1,h1
⊕ . . .⊕W s

Xs,hs
. En

particulier, si W s
X est isotrope au point p et h est un facteur simple sur lequel

X a une projection non triviale X ′, alors W s
X′,h est non-trivial et isotrope au

point p. On déduit alors du lemme 5.1 que la H-orbite de p est de lumière

et l’action de H est non-propre.

Ce lemme montre qu’il existe un facteur H de G admettant une orbite

H.p non-propre et de lumière. Ainsi en appliquant le résultat de la section

précédente, on déduit que H est localement isomorphe à O(1, n), n ≥ 3,

et H.p est homothétique à revêtement fini près au cône Con. Il existe un

groupe semisimple H ′ tel que G est un quotient fini de H ×H ′. Ce produit

agit localement fidèlement sur M , on peut donc admettre (pour simplifier

les notations) que G = H ×H ′ dans ce qui suit.

Considérons O = G.p la G-orbite contenant H.p. Ce qui reste à prouver

du théorème 5.6 se déduira de la description de O : à revêtement fini près,

c’est un produit métrique directe H.p × H ′.p. Ceci sera montré dans la

proposition suivante, qui sera aussi utile dans le cas des groupes simples

admettant un facteur isomorphe à SL(2,R).

Proposition 5.8. Soit G un groupe semisimple agissant localement

fidèlement, transitivement et non-proprement sur une variété de lumière

(M,h). Supponsons G = H × H ′, où H est isomorphe à O(1, n), n ≥ 2,

et H ′ est semisimple.

– Supposons n ≥ 3. Si pour un certain p ∈ M , l’orbite H.p est ho-

mothétique à Con, alors M est homothétique au produit métrique

M = Con ×N , où N est une variété H ′-homogène riemannienne.

– Supposons n = 2. Si pour p ∈M , l’orbite H.p est homothétique à Co1,

alors M est homothétique au produit métrique Co1 × N . Si H.p est

homothétique à Co2, alors M est un produit topologique Co2 ×N . De

plus, il existe une famille de dimension finie de métriques de lumière

G-homogènes, qui est, à homothétie près, en bijection avec l’espace

des formes linéaires sur RdimN . À homothétie près, une telle h induit



3. CAS D’UN GROUPE SEMISIMPLE 55

la métrique standard sur le cône Co2 et une métrique H ′-homogène

riemannienne sur N .

Dans tous les cas, l’action de G est l’action produit.

Démonstration. M est naturellement feuilletée par des cônes de lumière

Hx = H.x. Ce feuilletage est G-invariant : si g ∈ G, alors, gHx = gH.x =

Hg.x = Hg.x, puisque H est normal dans G.

1) On démontre d’abord que M est un produit topologique. Par ho-

mogènité, il suffit de montrer que pour p ∈M , l’intersection H.p ∩H ′.p est

réduite à {p}. Si ce n’est pas le cas, on aurait que h′ ∈ H ′ avec h′.p ∈ H.p et

h′.p 6= p. Ceci implique que h′.H.p = H.h′.p = H.p. Donc h′ préserve l’orbite

H.p et agit sur elle en commutant avec H. On achève ainsi la preuve à l’aide

du lemme suivant, qui affirme que h′ agit trivialement sur H.p, contredisant

le fait que h′.p 6= p.

Lemme 5.9. Soit h′ une isométrie du cône Con, n ≥ 2 (resp. de Co1),

qui commute avec l’action de O(1, n) (resp. O(1, 2)). alors h′ est l’application

identité sur Con (resp. Co1).

Démonstration. On commence d’abord par le cas du cône Co1. Une

isométrie de Co1 est un difféomorphisme de S1. Si ce dernier commute avec

l’action projective de O(1, 2) sur S1, il doit fixer tous les points fixes des

matrices paraboliques de O(1, 2). Mais l’ensemble de ces points fixes est

exactement S1, ce qui donne le résultat.

En dimension supérieure, Si on voit le cône Con comme R × Sn−1

muni de la métrique 0 ⊕ gSn−1 , l’isométrie h′ est de la forme : (t, x) 7→
(t−µ(x), φ(x)). Ici φ est une transformation conforme de Sn−1 qui satisfait

φ∗gSn−1 = e2µgSn−1 . Si h′ commute avec l’action de O(1, n), elle doit laisser

invariante toute droite de points fixes des matrices paraboliques de O(1, n).

Cela implique que φ(x) = x pour tout x, ainsi µ(x) = 0.

2) Observons maintenant que H ′.p est riemannienne, sinon elle contien-

drait la courbe nulle Np, et on aurait Np ⊂ H.p ∩H ′.p, ce qui contredit le

fait : H.p ∩H ′.p = {p}.
On traite d’abord le cas H = O(1, n), n ≥ 3. Supposons que H.p est

homothétique à Con, et soit S un sous-groupe compact maximal dans le

groupe du stabilisateur de p dans H. Puisque H et H ′ commutent, S agit

trivialement sur H ′.p : sh′.p = h′s.p = h′.p. Par le premier point de la
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preuve, on sait que Tp(H.p) est transverse à Tp(H
′.p). De plus il existe une

décomposition S-invariant : TpM = Tp(H
′.p) ⊕ Tp(Np) ⊕ E, où E est un

sous-espace riemannien de Tp(H.p), sur lequel S agit irréductiblement par

l’action standard de O(n− 1) sur Rn−1.

Soit F l’orthogonal de Tp(H.p) dans TpM . Cet espace est transverse à E,

donc F est le graphe d’une application linéaire A : Tp(H
′.p)⊕ Tp(Np)→ E.

Cette application A entrelace l’action triviale de S sur Tp(H
′.p)⊕Tp(Np) et

l’action irréductible sur E, donc A = 0, et F = Tp(H
′.p)⊕ Tp(Np). Comme

conséquence, la somme Tp(H
′.p)⊕Tp(H.p) est orthogonale pour la métrique

hp, et par homogénité de M , cela reste vrai en tout point M . La variété M

est un produit métrique, Con×N , où N est riemannienne et H ′-homogène.

Il reste à traiter le cas de H = O(1, 2). Si pour p ∈ M , H.p est ho-

mothétique à Co1, i.e. elle est 1-dimensionnelle et de lumière, alors M est

un produit métrique Co1 ×N , avec N riemannienne et H ′-homogène.

Maintenant, supposons que H.p est homothétique à Co2. On fixe une

base (e1, e2) de Tp(H.p), avec e1 isotrope, et (e3, ..., es) une base de Tp(H
′.p).

Soit Hp (resp. H ′p) le stabilisateur de p dans H (resp. dans H ′). Les éléments

deHp induisent des transformations de Tp(H.p) avec des matrices de la forme(
1 u
0 1

)
, u ∈ R, dans la base (e1, e2). En particulier, si 〈 〉 est un produit

scalaire riemannien H ′p-invariant sur Tp(H
′.p), et l est une forme linéaire

sur Tp(H
′.p), alors h′p défini par h′p(e1, ei) = 0 pour tous i = {1, ..., s},

h′p(e2, e2) = 1, h′p(e2, ej) = l(ej), j ∈ {3, ..., s}, et h′p(ei, ej) = 〈ei, ej〉 pour

tous i, j ∈ {3, ..., s} ; est un produit de lumière sur TpM qui s’étend en une

métrique de lumière G-homogenène sur M .

Réciproquement, toute métrique de lumièreG-homogène est homothétique

à une des formes précédentes. Ainsi, il existe une famille de dimension finie

de métriques de lumière G-homogène sur M , paramétrisées à homothétie

près par les formes linéaires sur RdimM−2.

Corollaire 5.10. Soit G un groupe de Lie semisimple non-compact de

centre fini, agissant localement fidèlement, isométriquement, transitivement

et non-proprement sur une variété de lumière (M,h), i.e. M est un espace

homogène de lumière G/I, de groupe d’isotropie non-compact I. Alors à

revêtement fini près, G est isomorphe à O(1, n) × H ′, où n ≥ 2 et H ′ est

semisimple.
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– Si n 6= 2, à revêtement fini près, la variété M est homothétique à un

produit métrique Con ×N , où N est un H ′-homogène espace rieman-

nien.

– Si n = 2, à revêtement fini près, M est soit homothétique à un produit

métrique Co1×N comme ci-dessus, soit M est un produit topologique

Co2 × N , et il existe une famille de dimension finie de produits G-

homogènes de lumière, qui sont à homothètie près, en bijection avec les

formes linéaires sur RdimN . À homothètie près, une telle h induit sur

Co2, la métrique de lumière standard et une métrique riemannienne

H ′-homogène sur N .

Dans tous les cas, l’action de G sur M est l’action du produit.

Démonstration. On suppose que G est semisimple, non-compact, de

centre fini. Le groupe G agit transitivement et non-proprement sur une

variété de lumière (M,h). En passant à un revêtement fini de G si nécessaire,

on peut supposer que G = H1× ...×Hs, où chaque Hi est un groupe simple

de centre fini. Pour p ∈ M , et i = 1, ..., s on appelle Gip la projection du

groupe d’isotropie Gp sur Hi, et H i
p l’intersection Gp ∩Hi. Chaque H i

p est

un sous-groupe normal de Gp.

Puisque Gp est non-compact, Gip a nécessairement une adhérence non-

compacte. Traitons par exemple le cas i = 1. Soit (gk) une suite qui tend

vers l’infini dans Gp, tel que la projection de (gk) sur H1 tend aussi vers

l’infini. À l’aide de (la preuve de) la Proposition 4.14, on obtient un X

dans la sous algèbre de Cartan de g et p′ ∈ M tels que W s
X est isotrope

au point p′. Maintenant, la projection de (gk) sur H1 tend vers l’infini,

et la décomposition de Cartan dans G étant obtenue comme produit de

décompositions de Cartan dans les Hi, on obtient que la projection X1 de

X sur h1 est non-triviale. Ainsi, comme on l’avait déja remarqué W s
X1,h1

est

isotrope en p′. Si H1 n’est pas localement isomorphe à SL(2,R), on obtient

que W s
X1,h1

a une dimension > 1, et donc H1.p
′ est de lumière, sur lequel

l’action de H1 est non-propre. Par ce qui a été fait précédement, H1 est

isomorphe à O(1, n), n ≥ 3, et H1.p
′ est homothétique à Con. On peut donc

appliquer la Proposition 5.8 pour conclure.

Le cas restant est lorsque H1 est un revêtement fini de PSL(2,R), et G1
p

n’admet pas une adhérence compacte. Observons que l’orbite H1.p ne peut

pas être de dimension 3. En effet, soit < >p le pull-back de hp dans l’algèbre

de Lie h1. Soit g ∈ Gp, et gj la projection de g sur Hj . Puisque Dpg laisse

invariant hp, on obtient que < >p est Ad(g1)-invariante. Mais < >p est soit
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riemannienne, soit de lumière. Dans les deux cas, on a vu dans la preuve de

la proposition 3.10 que le sous-groupe S ⊂ H1 tel que Ad(S) préserve < >p,

est compact, ce qui contredit le fait que G1
p n’a pas d’adhérence compacte.

Si H1.p est de dimension 2 et riemannien, H1
p est le sous-groupe maximal

compact K ⊂ H1. Puisque H1
p est normal dans Gp, on obtient que K est

normal dans G1
p, ce qui donne G1

p = K, contradiction !

On conclut que H1.p est soit de dimension 1 et de lumière, soit de dimen-

sion 2 et de lumière. Il suit de la Proposition 3.10 que H1.p est homothétique

à Co1 ou Co2. On aboutit au résultat en utilisant la Proposition 5.8.

4. Cas où la variété est compacte

Si la variété M est compacte, il n’y a qu’un seul groupe simple qui peut

agir isométriquement comme le montre le théorème suivant :

Théorème 5.11. Soit G un groupe simple non-compact de centre fini,

agissant isométriquement sur une variété compact de lumière (M,h). Alors

G est un revêtement fini de PSL(2,R), et toutes les orbites de G sont

fermées, de dimension 1, et de lumière.

Démonstration. On suppose que G est simple de centre fini, et agit

localement fidèlement par des isométries sur une variété compacte de lumière

(M,h).

On suppose d’abord par l’absurde queG n’est pas isomorphe à PSL(2,R).

Par compacité toute suite de M est une suite non-fuyante. Il suit du pre-

mier point de la Proposition 4.14 que pour tout X dans une sous algèbre de

Cartan de g, W s
X est isotrope en tout p ∈ M . Donc, en utilisant le dernier

point du lemme 5.1, et la conclusion du corollaire 5.10, on obtient que G est

localement isomorphe à O(1, n), et tout G-orbite est homothétique à Con,

n ≥ 3. Rappelons que K est un sous groupe compact maximal de G. Soit K0

le stabilisateur dans K d’un point donné p0 ∈M . Comme on l’a vu dans la

preuve du lemme 4.16, le groupe compact K0 préserve une métrique rieman-

nienne sur M . Puisque tout isométrie peut être linéarisée autour de chaque

point fixe (via l’application exponentielle), il est facile de voir que l’ensemble

des K0-points fixes est une sous variété fermée de M , qu’on appellera M0.

On connait explicitement l’action de K sur Con, et on remarque que tout

orbite de K est de type riemannien. Soit S(k/k0) l’ensemble des produits sca-

laires euclidiens sur k/k0. Il existe une application continue µ : M0 → S(k/k0)

définie comme suit : si X et Y sont deux vecteurs de k, et X et Y sont leurs
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projections sur k/k0, alors µ(p)(X,Y ) = hp(X(p), Y (p)). Maintenant, toute

transformation homothètique, lineaire de l’espace de Minkowski préserve

Con, et agit sur lui par une transformation homothétique pour la métrique de

lumière, et commute avec toute isométrie de Con. Comme conséquence, sur

G.p0, il existe un flot à 1 paramètre d’homothéties ht, qui transforme h|G.p0
à e2th|G.p0 , et commute avec l’action de K (en particulier, il laisse invariant

M0 ∩G.p0). Il s’en suit que µ(ht.p0) = e2tµ(p0). Maintenant, par compacité

de M0, il existe une suite (tk) qui tend vers +∞ telle que htk .p0 tend vers

p∞ ∈M0. On obtient alors par continuité de µ : limk→+∞ e
2tkµ(p0) = µ(p∞),

ce qui est contradictoire.

Il reste à comprendre ce qui se passe si G a un centre fini, et localement

isomorphe à PSL(2,R). Fixons X,Y, Z la base standard de g : [Y,Z] = X,

[X,Y ] = 2Y , and [X,Z] = −2Z. Il découle de la proposition 4.14 que Y

et Z sont isotropes en tout point p ∈ M . Comme conséquence, en tout

point p ∈M , une combinaison non-triviale linéaire de Y et Z s’annule, ainsi

toutes les orbites deG sont au plus de dimension 2, et elles sont de lumière du

moment que les stabilisateurs des points sont compacts. S’il existe une orbite

G.p0 de dimension 2, la Proposition 3.10 assure qu’elle est homothétique à

R2 \ {0} munie de la métrique dθ2 (particulièrement Co2). On obtient une

contradiction comme ci-dessus, en utilisant l’action du compact maximal et

le flot homothétique sur Co2 (ici k0 = 0).

On conclut que touteG-orbite est 1-dimensionnelle et de lumière. Puisque

G a un centre fini, ces orbites sont des revêtements finis du cercle, et sont

donc fermées.

5. Variétés sous-Lorentziennes

Cette notion modélise le cas naturel des sous variétés de variétés Lorent-

ziennes.

Une métrique sous-lorentzienne g sur une variété M est un 2 -tenseur

covariant symétrique, qui est en tout point, soit un produit scalaire euclidien,

soit lorentzien, soit un produit de lumière. Sa nature peut changer d’un point

à un autre. Alors si (L, h) est un variété Lorentzienne et M est une sous

variété de L, la restriction de h sur M est une métrique sous-lorentzienne.

Il est intéressant d’étudier la géométrie de ces structures naturelles et

riches (voir [18] pour une étude sur la forme normale de ces métriques en

dimension 2).
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On restreint notre étude ici à l’adaptation de nos résultats sur le cas de

lumière, à la situation sous-lorentzienne.

5.0.4. Dynamique lorentzienne. Rappelons les trois exemples fondamen-

taux des variétés lorentziennes admettant un groupe d’isométries agissant

non-proprement. Ce sont les espaces à courbure constante :

(1) L’espace de Minkowski : Min1,n−1 = O(1, n− 1) nRn/O(1, n− 1)

(2) L’espace de Sitter dSn = O(1, n)/O(1, n− 1)

(3) l’espace anti de Sitter AdSn = O(2, n− 1)/O(1, n− 1)

Dans le cas de l’espace Minkowski, le groupe d’isométrie n’est pas semi-

simple.

La dynamique lorentzienne et de lumière sont unifiées dans le théorème

suivant, qui est essentiellement un corollaire du théoème 5.6 et des résultats

de [4] :

Théorème 5.12. Soit G un groupe semisimple de centre fini, n’admet-

tant aucun facteur local, et n’admettant aucun facteur isomorphe à SL(2,R),

agissant isométriquement, non-proprement sur une variété sous lorentzienne

M . Alors à revêtement fini près, G admet un facteur G′ isomorphe à O(1, n)

ou O(2, n) et admet une orbite homothétique à dSn, AdSn où Con.

Preuve du théorème. Résumons d’abord dans ce qui suit, les résultats

sur la dynamique Lorentzienne prouvés dans [9], et dont les démonstrations

sont initiées dans [1, 2, 4, 16].

Théorème 5.13. Soit G un groupe semisimple de centre fini, n’admet-

tant aucun facteur compact et dont aucun facteur local n’est isomorphe à

SL(2,R), agissant isométriquement sur une variété lorentzienne M . Alors à

revêtement fini près, G admet un facteur G′ isomorphe à O(1, n) ou O(2, n)

et une orbite homothétique à dSn ou AdSn.

Observons maintenant que le développement le long de ce mémoire, en

particulier la Proposition 4.14, n’invoque pas explicitement la nature de

Lumière de la métrique ambiante, ainsi elle s’applique au cas lorentzien, et

en général au cas sous-lorentzien. Cela permet de trouver une G-orbite O

non-propre, i.e. l’algèbre du stabilisateur contient des éléments nilpotents

(voir la fin de la preuve de la Proposition 4.13). Soit x0 ∈ O un point de

cette orbite.
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Si la métrique ambiante en x0 est lorentzienne, alors on applique le

théorème 5.13 à la variété Lorentzienne M ′ qui est un ouvert de M compre-

nant les points où la métrique est lorentzienne.

Si la métrique en x0 est riemannienne ou de lumière, on observe que

l’action de G sur O est localement fidèle. La preuve dans le cas mixte se

fait exactement comme dans le lemme 4.16 dans le cas de lumière. Par l’ab-

surde, Si un facteur H de G fixe O, alors l’isotropie infinitésimale x0 est

triviale (car la métrique en x0 est riemannienne ou de lumière), Ainsi l’ac-

tion de tout sous-groupe connexe compact de H est triviale, ce qui contredit

le fait que G agit fidèlement (voir la preuve du lemme 4.16). Maintenant,

puisque l’algèbre du stabilisateur en x0 contient des éléments nilpotents, et

puisque l’action sur O est localement fidèle, on obtient que O ne peut être

riemannienne, et donc elle est nécessairement de lumière. On applique alors

le théorème 5.6 pour en déduire que O est homothétique au cône de lumière

Con (à revêtement fini près). 2

5.0.5. Quelques questions restantes. Les résultats de [9] sont plus forts

que les affirmations du théorème 5.13, puisqu’ils contiennent une descrip-

tion géométrique détaillée de la variété lorentzienne M . C’est la partie qui

manque au théorème 5.6 dans le cas de lumière non-homogène et le théorème

5.12 dans le cas sous-lorentzien. En particulier, dans le cas sous-lorentzien,

il reste à étudier les cas pour lesquels la variété est purement lorentzienne

et les cas où les structures de lumière et lorentziennes cohabitent ! ?





CHAPITRE 6

Actions des groupes résolubles sur les variétés
compactes

Les chapitres précédents étaient consacrés à la classification des actions

de groupes de Lie semisimples agissant isométriquement non-proprement sur

des variétés de lumière. Le présent chapitre traite les actions de l’autre classe

des groupes de Lie qui est celle des résolubles. En fait, on restreint notre

investissement ici aux groupes nilpotents. L’hypothèse de non-propreté est

renforcée, en supposant que la variété ambiante est compacte. Nous suppo-

sons de plus que l’action est transitive.

Nous démontrons les résultats de classification suivants :

Théorème 6.1 (Description de la variété). Soit G un groupe de Lie

nilpotent non-compact, agissant transitivement, fidèlement sur une variété

compacte M , alors M est le quotient G/Γ, où Γ est un réseau de G.

On remarquera que ce résultat n’exige pas que l’action préserve une

structure géométrique. En munisssant la variétéM d’une métrique de lumière

préservée par G, on obtient une description de G.

Théorème 6.2 (Description du groupe). Soit G un groupe de Lie nil-

potent non-compact agissant isométriquement transitivement sur une variété

de lumière compacte M , alors l’algèbre de Lie g de G est une somme directe

g = h + a, où h est l’algèbre de Lie de Heisenberg, et a est une algèbre de

Lie abélienne.

La classification des variétés compactes munies de structures géométriques

est investie dans beaucoup de travaux. Comme c’était le cas pour les groupes

de Lie semisimples, il serait interéssant de voir ce qui se passe dans le cas lo-

rentzien, car il constitue l’espace ambiant naturel de la structure de lumière,

de plus il est proche d’un point de vue structurel. Le travail de A.Zeghib

(Sur les espaces temps homogènes) donne des détails sur la classification des

variétés lorentziennes compactes.
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Une des propriétés importantes d’une action de groupe sur une variété

compacte est le fait de préserver une mesure finie. C’est le cas du groupe

d’isométries d’une variété lorentzienne et plus généralement une variété

pseudo-riemannienne. Cela construit de jolis ponts entre la théorie des groupes

de Lie et la théorie ergodique, et justifie l’usage de théorèmes “mixtes”

comme les théorèmes de Borel, qui décrivenst les actions algébriques de

groupes préservant une mesure. Dans ce sens une question naturelle se pose,

quels sont les groupes de Lie qui présevent une mesure chaque fois qu’ils

agissent sur une variété compacte ? la réponse est bien connue, c’est la classe

des groupes de Lie moyennables, et il est établi que les groupes nilpotents

en font partie.

1. Quelques exemples

Exemple 6.3 (Variété Nil). Soit H le groupe d’Heinsenberg. Il peut être

muni d’une métrique de lumière bi-invariante. Cette métrique de lumière

passe au quotient de H par un réseau Γ. Ainsi sur la variété compacte M =

H/Γ (appelée variété Nil), on définit une métrique de lumière invariante par

H.

Exemple 6.4 (Tore T2). Le tore agit sur lui même par translations en

préservant une métrique de lumière.

Exemple 6.5 (Autres actions sur le tore T2). Soit M ' T2 ' S1 × S1

(paramétré par les angles α, β) muni de la métrique de lumière dα2, et soit

G ' SO(2) nR2 ' S1 nR2. Le groupe G agit sur M par(
S1 nR2

)
×
(
S1 × S1

)
−→ S1 × S1([

eiθ, (a, b)
]
,
[
eiα, eiβ

])
7−→ (ei(α+θ), ei(β+a sinα+b cosα))

G préseve bien dα2.

On peut même définir une action de S1 nR4 sur T2 par(
S1 nR4

)
×
(
S1 × S1

)
−→ S1 × S1([

eiθ, (a, b, c, d)
]
,
[
eiα, eiβ

])
7−→ (ei(α+θ), ei(β+a sinα+b cosα+c sin 2α+d cos 2α))

et cette action préserve toujours dα2.

Ce dernier exemple ne rentre pas dans le cadre de notre classification, mais

on le mentionne pour souligner qu’un changement de structure de lumière

sur un même objet compact, change la nature du groupe structurel.
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2. Preuves des théorèmes

Notation 6.6. M désigne une variété compacte de dimension n et G

un groupe de Lie non-compact, nilpotent de dimension m agissant transiti-

vement et fidèlement sur M .

M est identifiée au quotient G/Gp où Gp est le stabilisateur d’un point

p ∈M .

Soit g l’algèbre de Lie de G, gp l’algèbre de Lie du stabilisateur Gp.

Soit Grp(g) la grassmannienne des sous-espaces vectoriels p-dimensionnels

de g.

2.1. Théorème de Borel-Tits. Le théorème de Borel-Tits (rappelé ci

dessous) décrit quelques aspects de rigidité des actions algèbriques possédant

de la récurrence (e.g. préservant une mesure) sur les variétés algébriques.

Théorème 6.7 (Borel-Tits). Soit G un groupe algèbrique, agissant algéb-

riquement sur une variété algébrique lisse V , en préservant une mesure

µ ∈ M1 (V ). On appelle W la clôture de Zariski du support de M dans

V . Alors le sous groupe G0 ⊂ G constitué des élèments de G qui agissent

trivialement sur W , est un sous groupe algèbrique, normal et co-compact de

G. En particulier, les G orbites des points W sont toutes compactes.

Dans le cas général où l’action (resp. le groupeG) n’est pas nécessairement

algébrique, une application équivariante (quand elle existe) peut conjuguer

l’action récurente de G avec une action d’un groupe algébrique sur une

variété algébrique préservant le poussé en avant de la mesure.

Proposition 6.8. Soit G (resp. G′) un groupe de Lie, agissant transi-

tivement sur une variété M (resp. M ′). Soit f une application équivariante

de (G,M) à (G′,M ′) si l’action de G préserve une mesure µ sur M alors

l’action de G′ préserve la mesure f∗(µ) sur M ′.

2.2. Description de la variété. Ici on donne la preuve du théorème

6.1.

G étant nilpotent et M compacte, il existe donc sur M une mesure µ

préservé par G.

Considérons l’application lisse :

f : M −→ Grp(g)
p 7−→ gp

où gp est l’algèbre de Lie du stabilisateur de p.
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Soit l’action de AdG sur Grp(g) définie pour tout g ∈ AdG
Adg : Grp(g) −→ Grp(g)

e 7−→ Adg(e)

Soit la mesure f∗(µ) sur f(M), poussé en avant de µ définie pour tout

B = f(A) ⊂ f(M), (où A ⊂ M) par f∗(µ)(B) = f∗(µ) (f(A)) = µ(A)).

(Cette mesure peut naturellement s’étendre à une mesure µ∗ sur Grp(g), en

admettant que µ∗ = f∗(µ) sur f(M), et Supp(µ∗) ⊂ f(M) i.e. pour tout

B ⊂ Grp(g), µ∗(B) = f∗(µ)(B ∩ f(M))).

Puisque

gg(p) = Adg(gp)

f est équivariante et conjugue l’action de G sur M préservant µ, à l’ac-

tion de AdG sur Grp(g) préservant µ∗.

D’autre part, l’action de AdG sur Grp(g) s’étend naturellement en une

action de son adhérence de Zariski AdG
Z

sur Grp(g) (action de matrices)

qui préserve µ∗. On est alors en position d’appliquer le théorème de Borel

Tits.

On sait que AdG
Z

est algébrique, et préserve une mesure µ∗ sur la

variété algébriqueGrp(g). Donc le stabilisateurW de Suppµ∗ est co-compact.

Puisque G est nilpotent, alors AdG
Z

est sans facteur compact. Ceci implique

que W = AdG
Z

, ce qui veut dire que tous les points de M ont la même

algèbre de stabilisateur. En particulier, cette algèbre est un idéal. Or l’ac-

tion est fidèle, donc l’algèbre du stabilisateur est l’idéal trivial, ce qui prouve

le théorème.

2.3. Description du groupe, Preuve du théorème 6.2. On sup-

pose maintenant que le groupe G préserve une métrique de lumière sur M,

on démontre à l’aide du théorème de Borel-Tits que ce groupe est muni

d’une métrique positive définie bi-invariante.

Soit S2 (g) l’espace vectoriel des formes bilinéaires symétriques sur g.

Puisque G préserve une métrique de lumière h sur M , on peut définir l’ap-

plication f qui associe à tout point p ∈ M, la métrique rapatriée de TpM

vers g

f : M −→ S2 (g)
p 7−→ qp

tel que

qp g× g −→ R
(X,Y ) 7−→ qp (X,Y ) = qp (Xp, Yp) = qp

(
d
dt t=0

exp tX.p, ddt t=0
exp tY.p

)
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Montrons que pour tout p ∈ g, la métrique qp est de lumière. Il suffit de

montrer que l’algèbre des isotropes sp est de dimension 1.

En effet le théorème 6.1 montre que l’algèbre du stabilisateur gp est de

dimension 0. Or gp est de codimension 1 dans sp, ce qui prouve que sp est

de dimension 1.

D’autre part, AdG (vue comme groupe matriciel sur g) agit sur S2 (g)

par conjugaison :

AdG × S2 (g) −→ S2 (g)
(g, q1) 7−→ g.q1 =t gq1g

f est une application équivariante conjugant l’action deG surM préservant

la mesure µ, en une action de AdG sur S2 (g) qui préserve la poussé en avant

µ∗ de µ par f.

Encore une fois l’action de AdG sur S2 (g) s’étend en une action de son

adhérence de Zariski AdG sur S2 (g) et qui préserve la mesure µ∗. On est

alors en position d’appliquer le théorème de Borel-Tits.

AdG
Z

est algébrique, et préserve une mesure µ∗ sur la variété algébrique

S2 (g). Donc le stabilisateur W de Suppµ∗ est co-compact, puisque G est

nilpotent, AdG
Z

est sans facteur compact. Il s’en suit que W = AdG
Z

, ce

qui veut dire que pour une métrique de lumière qp = f (p), on a pour tout

g ∈ AdG, qP = tgqpg. Donc cette métrique est une métrique de lumière

AdG invariante (i.e. bi-invariante). Le théorème suivant montre que dans ce

cas, g est nécessairement isomorphe à l’algèbre de Heisenberg.

Théorème 6.9. Soit G un groupe de Lie noncompact, dont l’algèbre de

Lie g est munit d’une forme bi-invariante k de lumière alors : g est une

somme directe k-orthogonale g = k⊕ a⊕ h où k (resp. a) est une algèbre

semisimple compacte (resp. abélienne) et h est soit l’algèbre de Heisenberg,

soit l’algèbre aff (R) .

Pour conclure la preuve du théorème (description du groupe) il suffit

d’exclure le cas où h est aff (R). C’est évident, car g est nilpotente, et ne

peut donc contenir un facteur isomorphe à aff (R) (qui n’est pas nilpotente).
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