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Abstract

Ce mémoire est basé sur I’étude d’un article de Lehmer (1933) intitulé : "Factor-
ization of certain cyclotomic functions", ot il posa sa fameuse question, connue
sous le nom de "Probléme de Lehmer".

Plusieurs recherches ont été effectuées pour résoudre ce probléme mais il reste
encore ouvert aujourd’hui.

La mesure de Mahler de polynémes de plusieurs variables a coefficients com-
plexes apparait dans plusieurs domaines mathématiques dont la théorie ergodique,
la théorie des noeuds et la théorie des nombres. Elle est connue, en particulier,
pour son role dans le probléme de Lehmer.

Nous donnons donc les démonstrations détaillées de plusieurs résultats liés a
cette mesure avec une étude des caractéres de groupes abéliens finis, des carac-

téres et des séries de Dirichlet.



TABLE DES MATIERES 1

Remerciements

J’exprime toute ma gratitude & ALLAH (Dieu) qui m’a donné
leffort, le courage et la patience pour accomplir ce travail, et qui
grace a lui ce travail a été achevé.

J’exprime tous mes remerciements les plus distingués & mon Pro-
fesseur, Madame Leila BENFERHAT, Maitre de Conférence (A) a
I’USTHB , qui m’a encadré durant toute la période de mon mé-
moire avec beaucoup de patience, de générosité et de compétence.
je tiens en particulier a la remercier pour ses précieux conseils, en
ce qui concerne la rédaction.

Je tiens a exprimer mes meilleurs remerciements & mon Professeur
Monsieur Farid BENCHERIF, Professeur a 'USTHB, qui me fait
I’honneur de présider le jury de ce mémoire.

Je remercie vivement mon professeur Boualem BENSEBA |, Maitre
de Conférence (A) a 'USTHB, d’avoir accepté d’examiner ce tra-
vail.

Mes sincéres remerciements vont a Madame Schehrazad SEL-
MANE , Maitre de Conférence (A) a 'USTHB pour avoir accepté
de faire partie du jury et avoir examiné ce travail.

Mes derniers remerciements vont & mes amis, a toute ma famille,
pour leur soutien et leur encouragement durant durant toute la
période de mon mémoire , et tout particulierement mon épouse qui
a toujours été présente a mes cotés.



TABLE DES MATIERES 2

INTRODUCTION

La mesure de Mahler est apparue pour la premiére fois en 1933 dans un
article de Lehmer [10]. Elle doit son nom a Kurt Mahler qui I'introduisit sous
une forme équivalente en 1961 dans ses travaux sur la transcendance [24]. Pour
les polynomes P € C [z, xo, ..., x| \ {0}, il a défini la fonction

1 1
m(P) ::/ / log | P(e*™, -+, e*™)| df; - - - d6,,
0 0

dite mesure logarithmique de Mahler de P.
La mesure de Mahler de P est définie par

M (P) := exp (m(P)).
Si P € Z[z] tel que

P(z) = aq] [ (x = o), s € C,

=1

grace & la formule de Jensen, la mesure de Mahler de P est le nombre réel

M(P) = |ag Hmax(|ai\ 1).

Pour les polynémes en une seule variable, cette fonction représente la moyenne
géométrique de | P(z)| sur le cercle unité. Elle apparait dans plusieurs domaines
des mathématiques dont la théorie ergodique, la théorie des noeuds et la théorie
des nombres. Elle est connue, en particulier, pour son roéle dans le probléme de
Lehmer suivant :

Soit € > 0. Existe-t-il un polynéme de la forme

Px)=a"+aa2" '+ - +a,

tel que la valeur absolue du produit des racines de P extérieures au disque unité
soit compris entre 1 et 1 +¢ 7

Ce probléme a sucité de nombreuses recherches et il reste encore ouvert a ce
jour pour les polyndémes réciproques.

Une réponse partielle a été donnée par Smyth [17], en 1971 : si P est non
réciproque alors M (P) > 1.32471795- - -, o §y = 1.32471795 - - - . Le nombre 6,
est le plus petit nombre de Pisot, racine supérieure a 1 de 2® — x — 1.

Dans [4], Boyd montre que la question de Lehmer nécessite I'investigation de
mesures de Mahler de polynémes de plusieurs variables grace au résultat suivant
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si P est un polynome non nul, P € C [zy, x5

M (P (x1,22)) = lirf M (P (x,2")).
Ce résultat a été généralisé par Lawton [28], en 1983, & un nombre quelconque

de variables :
P e C[ZEl, ,.fL'n]

lim -+ lim m(P(z,z™ - 2™)) = m(P(z1, ..., 2,)).

T2 —00 Tn—00

Les deux mesures suivantes, de Smyth (1981), furent le début des mesures de
Mahler explicites.
3V/3 I

m(z+y+1) = g

(X—s,2), (1)

ou

L(x_ys) = 32 @)

n
n>1

désigne la série de Dirichlet de caractére le symbole de Legendre x_,(n) =

G

m(l+z+y+z)= 2—77T2§(3),

ou ( désigne la fonction zéta de Riemann.

En 2008, N. Kurokawa, M. Lalin et H. Ochiai introduisirent, dans leur article
[25], la mesure de Mahler supérieure qui est un cas particulier de la mesure de
Mabhler supérieure multiple.

Soit Py, Ps, ..., P, € Clxy,x9,...2,) \ {0}.

La mesure de Mahler supérieure multiple de P;, P, ..., P, est définie par

1

1
m(Py, ..., P) 2:/---/(10g|P1(e2”91,_“’e%iér
0

0

)...(log }Pl(e%iol, .., 2o

) db....do,.

Siles P, 1 < i <, sont tous égaux & P, alors la mesure k— supérieure de
Mahler de P est définie par

1 1

m(P) 12/'-'/10g\P’“ (2™, ..., e™0r)

0 0

db,....do,.

Comme la question de Lehmer est intéressante pour la mesure de Mahler
classique, on pourrait se poser la méme question pour la mesure de Mahler k—
supérieure en considérant la limite de I’ensemble

L = {my(P) : P est a coefficients entiers}
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En 2011, M. Lalin et K. Sinha [26] montrérent que :
si P(x) € Z[x] n’est pas un monome, alors pour tout h > 1

2\ h
<71r_2) si P(x) est réciproque
man(P) >

2\ h
<Z_8) si P(x) n’est pas réciproque.

Ce théoréme révele que pour moy,, on a une réponse négative a la question de
Lehmer.

Ils montrérent également que :
" —1

si Py(z) =
‘x _—

T pour h > 1, fixé, alors
lim mopq1(F,) = 0.

Dans ce cas, on a une réponse positive a la question de Lehmer pour mop 1.

Ce mémoire est constitué de trois chapitres.

Dans le premier chapitre, nous expliquons le probléme de Lehmer ainsi que sa
méthode pour exhiber de trés grands nombres. Nous rappelons quelques notions
fondamentales telles que la mesure de Mahler d’un polynéme d’une seule et de
plusieurs variables ainsi qu’un résulat de Boyd, généralisé par Lawton, qui fait
le lien entre la mesure de Mahler d’un polynéme d’une seule variable et celle
d’un polynéme de plusieurs variables. Nous rappelons également les notions de
mesure de Mahler supérieure, mesure de mahler supérieure multiple, mesure zéta
de Mahler.

Les caracteres de Dirichlet et leurs séries L furent introduits par Dirichlet, en
1831, dans le but de prouver le théoréme de Dirichlet a propos de 'infinité des
nombres premiers dans les progressions arithmétiques. L’extension aux fonctions
holomorphes fut accomplie par Bernhard Riemann.

Dans le second chapitre, nous étudions de facon détaillée les caractéres de
groupes abéliens finis et les caractéres de Dirichlet modulo k. Nous donnons
des exemples de calcul et, en particulier, un calcul explicite pour les valeurs
de k = 2,---,15. Nous rappelons la notion de conducteur d’un caractére et la
méthode qui nous permet de le déterminer effectivement avec quelques exemples.
Nous étudions également les propriétés des séries L de Dirichlet.

Dans le troisieme chapitre, nous donnons les outils et techniques de calcul qui
permettent de donner des valeurs explicites de mesures de Mahler de polynoémes
de plusieurs variables, de mesures de Mahler supérieures et supérieures multi-
ples. Nous exposons donc, les démonstrations détaillées de plusieurs résultats,
notamment, ceux de Smyth, Sana Boughzala, Kurokawa, Lalin, Ochiai et Sinha.



Chapitre 1

Mesure de Mahler de polynémes
de plusieurs variables

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous expliquons le probleme de Lehmer ainsi que sa méth-
ode pour exhiber de trés grands nombres. Nous rappelons quelques notions
fondamentales telles que la mesure de Mahler d’un polynéme d’une seule et de
plusieurs variables ainsi qu’un résulat de Boyd, généralisé par Lawton, qui fait
le lien entre la mesure de Mahler d’un polynéme d’une seule variable et celle
d’un polynoéme de plusieurs variables. Nous rappelons également la notion de
mesure de Mahler supérieure, mesure de mahler supérieure multiple, mesure zéta
de Mahler.
Pour plus de détails se référer a [6], [8], [10] et [13].

1.2 Probléme de Lehmer

Définition 1 Un corps C' est dit algébriquement clos si tout polynéome de degré
plus grand ou égal o 1 dans C [z] posséde au moins une racine dans C.

Soit K un corps contenu dans un corps algébriquement clos C'. Soient f et g
deux polynémes de K [z], de degrés m et n respectivement. On pose

dans C'[z].
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Définition 2 Le résultant des deux polynomes non nuls f et g, noté Res (f, g),
est défini par

Res (f.g) = a"v™ [ (i —8;).
1<i<m
1<j<n

Si f=0o0ug=0, on pose Res (f,g) =0.

Dans le but d’exhiber de grands nombres premiers, en 1933, Lehmer s’intéresse
a la quantité

d
A, = AL(f) ::H(a?—l):Res (f,a"—1)€Z,

i=1

ou, f € Z|x] et
f — aj‘d + adilxdil + ..... + a/lx + O/O - H(:[; - &1)7

ayant pour racines aq, aao, ...., ag dans C.

On peut remarquer que si m divise n, alors A,, divise A,,. Ainsi, Lehmer
parvient & montrer que la factorisation de A,, nécessite, dans un premier temps,
de tester la divisibilité de A, par les premier p qui sont d’ordre w modulo n
et qui vérifient p < AY 2 pour w € [1,d]. Donc, si A, est petit, les facteurs
premiers éventuels de A,, sont en nombre peu élevé. En utilisant cette méthode,
Lehmer montre que

Aps(a® — 2 —1) = 63088004325217
Apgr(2® —2 —1) = 3233514251032733

sont premiers et il se met & la recherche de polynémes pour lesquels A, croit
aussi lentement que possible.

Proposition 3 Si f est non nul et sans racine de module 1, alors

i —AnH (7) = d max (|o;
lim ‘ A Of) ’_11 (lov], 1) (1.1)

n—-+00

Démonstration. On a

et
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On a deux cas a étudier : |o;| < 1et |a;| > 1, pouri € 1,2,...,d.

altt —1
- Le cas ou || < 1 implique lim |— = 1.
n—+too | i — 1
ntl_q
- le cas ou |a;| > 1 implique lim |———| = |ay].
n—+oo | i — 1

Dans les deux cas,

n—-4o00

o |2 D] _ T
lim ‘m‘—gmaxﬂaﬂ,l).

Théoréme 4 (formule de Jensen) Soit f(z) une fonction holomorphe dans
un ouvert contenant le disque unité, f(0) # 0. Si aq, v, ..., oy désignent les zéros
de f(z) dans |z| <1 comptés avec leurs multiplicités, alors

1 2 ) i
3 | 1ol (¢)]d0 =10 /)] = S togo
j=1

Proposition 5 Si f est irréductible, non cyclotomique

lim llog|An(f)! = log M(f)

n—-+oon,

lim |A,(f)]"" = M(f) (1.2)

n—-+4o0o

ol

M(f) = HmaX(\aiH)

Démonstration. Nous démontrons la premiére formule et la deuxiéme s’en
déduit rapidement.

On a
d d n i
Au(f) = () -1) = H(%’—e">
j=1 j=1k=1
L d 2mik L 2mik
= TIIT (o5 =) = 0 TL )
k=1 j=1 k=1
Donc
lim Llog|A,| — I 12”:10 ‘f( ik
ng{olon g " B nLH;O nk,‘:l g €
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En utilisant la formule de Jensen, on a

1
lim —log |A,| = log M(f)

n—oo M,

]
Lehmer estime donc le taux d’accroissement de 4\,, en évaluant les racines de
P hors du disque unité et se met a la recherche de polynémes minimisant (1.2).
Or, par le théoreme de Kronecker, pour f irréductible ne s’annulant pas en
0,

d
H max (|a;],1) =1 < f est cyclotomique.
i=1

Ceci le conduit naturellement a poser la question suivante connue sous le nom
de

Probléme de Lehmer

Etant donné e positif, existe-t-il un polynéme unitaire a coefficients entiers
dont le produit des racines a I'extérieur du disque unité fermé soit compris, en
valeur absolue, entre 1 et 1 +¢ 7

Lehmer détermine les polynémes minimisant (1.2) en degré 2, 3 et 4. Il met
également en évidence les meilleurs trindmes en degré 5, 6 et 7 et les meilleurs
polynémes symétriques en degré 2, 4, 6 et 8. Cette derniére classe de polynémes
retient son attention et une recherche non exhaustive parmi ceux de degré 10,
12 et 14 ne lui permet pas de trouver mieux que

L A A L NS | (1.3)

pour lequel (1.2) vaut 1,1762808....

Quoi qu’il en soit, bien des années et des calculs plus tard, le polynome (1.3)
constitue toujours le record en la matiére. Ce qui rend encore plus intéressant
le probléme de Lehmer.

1.3 Meéthode de Lehmer

Soit f € Z|[z],

f=a"+ag 12" 4+ ... + a1x + ag = H(m — ),
i=1

et
A, = A (f) = H(a? —1)=Res (f,2"—1) € Z.
i=1
On désigne par ®,, le m*™® polynéme cyclotomique, c’est & dire, ayant pour
racines, les racines primitives m®™¢ de I'unité.
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On définit I'entier rationnel
;=5 (f) == [ [ @mlcw).
i=1

I1 résulte alors de la formule

at—1= H@d(x),

dln
que
af — 1= ][] ®a(cw).
dn
Par suite,
A(f) =[x =1) = [T T ®ales) = [T T [ ®ale)
i=1 i=1 djn dn i=1
Soit

NG IC?
din

c’est & dire une factorisation partielle de A,, en entiers rationnels.

D’ou si @}, d | n exactement, est connu, la factorisation de A, (f) ne sera
compléte que si 'on connait tous les .

Le facteur @ est appelé facteur essentiel de A,,.

Sip| A, et pt Ay pour d | n, on dit que p est un facteur premier caractéris-
tique.

Théoréme 6 Le facteur essentiel ®; de A, est divisible par tous les facteurs
premiers caractéristiques de A,,.

Démonstration. Soit p un facteur premier caractéristique de A,,. Alors
p | @4 pour d | n. Sid < n alors p | Ay et ceci est impossible. D’ou d = n et
p| P m

Théoréme 7 Un facteur premier caractéristique p de A, ne divise pas n.

Démonstration. Supposons n = p.d, alors

T

Apa =02 =1) = (1) |1=> "+ (o))" + ...
i=1 i,j

i=1
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p

(AP = (=1 [1 — Zaf - Z(aiaj)d + o

(-1)T [1 — ZOJ?CI + Z(Oéi()éj)p'd + ...
i=1 1,5

Par le petit théoréeme de Fermat, on a

mod (p) .

(Ay)" = Ay mod (p).
D'ou A, =A; mod (p) = p| Ay (contradiction). =

Remarque 8 Le facteur essentiel @ peut avoir un facteur commun avec n.
Par exemple si f(x) =23 +x + 1 alors Az = ®1.0% et P} = -3, &5 = 3.

Théoréme 9 Soit p un facteur premier caractéristique de A, (f) et e, la puis-
sance maximale de p tels que p° | A, (f). Soit f € Z[x] un polynéme irréductible
de degré r et

w= ir]if{k >0/ p* =1mod(n)},

alorsw <r etw | e.

Démonstration. Comme p { n alors {k >0/ p* =1mod (n)} # @. Soit
a racine de f et K =Q («).

(o™ —1,p) # 1 dans K.
En effet, si (a" —1,p) =1, 3z, y € Zg(a tels que z (o — 1) = p.y + 1. D’ou
Nk jg(x).Ngjg(a™ —1) = N(x).An(f) = 1mod (n).

Ceci est impossible car p | A, (f).
L’idéal engendré par o™ — 1 s’écrit

(@"—=1)=Rpi. ..o, Rp)=1 1<i<t....... (%)

Les p; intervenant dans la décomposition en idéaux premiers de 'idéal (p) .

D’ou

pi | (@"—1) <= o"=1mod(p;), (pifa).
Soit
€; Hlif{k / o =1mod (p;)} .
On a
a" =1mod (p;) = ¢&; | n.

En effet, par définition ¢; < n, donc n =q.c; +r, 0 <r < g,.
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Dona™ = (af)?.a" = (1+¢)'a"=a" +b;, ¢; € p;, b; € ;.
Par conséquent o = 1 mod (g;). Contradiction.
Donc (a® — 1) = C.g;, C idéal de K. En prenant les normes

N(a® —1) = A,, = N(C).N(p;) = N(C).p".

Ce qui implique que A., = 0 mod(p/?).

D’ou ¢; = n car p caractéristique. Or, ;1 . D’aprés le théoréme de Fermat
dans les corps de nombres o = i mod(p;).

Dotun =c¢; et g | p/t — 1, soit, p/i = 1mod(n). Alors w | f; ,Vi, 1 <i <t
Or, i <r,douw<r.

Ecrivons f; = 0;.w et prenons les normes dans (%)

wd oie;
A, (f) = N(R).phrert—Fler — N(R).p 7 = N(R).p"".
Or,
R,p)=1 = (NR),p) =1 = e=wr.
| ]

On peut alors montrer deux régles pour trouver les facteurs caractéristiques
de A, (f).

1. On fait une liste des nombres premiers, puis de leurs carrés, etc..., enfin de
leurs puissances (7™ r = d°f). Dans cette liste les nombres de la forme
n.r + 1 sont les diviseurs potentiels de A,,.

2. On essaie comme diviseurs de A, (f), les nombres premiers de la forme
n.z + 1, inférieurs & /A,,. Puis les premiers de la forme n.z + z, ou 2% =
I mod(n) tels que z # 1 et inférieurs a A;% (car p?> = 1mod(n)). Puis les
premiers de la forme n.r + w, o w® = 1 mod(n) et inférieurs & AYS. Le
procédé s’arréte avec les premiers inférieurs a AV de la forme n.z + u
avec u” = 1 mod(n).

-1
Exemple 10 Soit f(z) = 2*> — x — 1 ayant pour racines o = 1+T‘£ et —
Al(f) = _17
2 —1Y,
As(f)=(a>=1)((—)?—-1)=-1.
o
—1\"
D’aprés les formules de Newton S,, = o™+ | — ] , n>1.
o

Donc Sl = 1, S2 = 81 + 2, Sn+1 == Sn + Sn—lu n Z 2.
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On montre que Aogy1(f) = —Sari1, Dok(f) =2 — So.
On voit facilement que A, vérifie la récurrence

An—i—4 = An—|-3 + 2An+2 - An—‘,—l - An
Le polynome de la récurrence est
ot =t -2+ 1= (v —1)(2® —z - 1)(z+1).

Le calcul de A, se fait donc par récurrence. En voici les premiéres valeurs.

Al AQ Ag A4 A5 Aﬁ
-1 -1 -@ -6 —11) —4x(1)
A7 Ag Ag A10 A11 A12
—(29) —5x(3) —4x(19) —11x (11) —(199) —5x 4% x (1)
A13 A14 A15 Alﬁ Al? A18
—(521) —29%(29) —4x11x(31) —9x5x (72) —(3571) —4x19x (4 x 19)
A19 A20 A21 A22 A23

—(9349) —5x 11 x (52 x 11) —4 x 29x(211) —199x(199) — (139 x 461)

Les facteurs essentiels sont notés entre parenthéses et soulignés s’ils sont pre-
miers. Ainsi 3571 = —Aq7 est premier car il n’existe pas de nombre premier
inférieur a /3571 dont le carré soit de la forme 17x + 1.

1.4 Mesure de Mahler d’un polynéme d’une vari-
able

Soit f € Z [z] . Notons

La mesure de Mahler de f est le nombre réel

d
M(f) = lad| HmaX(!%! 1),

et la mesure logarithmique de Mahler de f est le nombre réel
m(f) =log M(f)

e La mesure de Mahler est multiplicative M (fg) = M(f)M(g).
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e Si feZ[x]\ {0}, alors M(f) > 1.

Quelques exemples

P(x)

m(P)

B +ad -t +1
2042 — T — b — 2% — 2t — ¥+ 1
o0 — b 4 2% — gt +1
O+ 2"+ + a1
20— 42— 2?41
210 g8 g T b B 2 1
20429 — 2+ +1
P12 L 10 08 T 6 a5 a2
212 L1009 06 a3 a2
a2 420" — b b a2 41
a2+ a8 2T+ a2t P+ 2+ 1
P g 10 T a3
ot — a2 " — 2241
i A R T L R A N A O AR N |
o — 2t — % 4" — 2Pt 2?1
a4 — " — b 41
M L1312 00 a8 T 6 a5 a2
4B -2 -3 4+1

0.2473585132
0.1623576120
0.1958888214
0.2073323581
0.2320881973
0.2368364616
0.2496548880
0.2052121880
0.2156970336
0.2345928411
0.2412336268
0.1823436598
0.1844998024
0.2351686174
0.2272100851
0.2368858459
0.2453300143
0.2469561884

Soit a un nombre algébrique de degré d.
On pose
folr) = ag + a1z + aga® +

son polyndéme minimal et oy, as, ....., ay € C, les conjugués de a.

La mesure de Mahler de « est le nombre réel

d
M(ar) = M(fa) = HmaX<|ai| 1)

Si « et 3 sont deux nombres algébriques, alors M (af) < M («)"M ()™, Vn, m €

N.

Théoréme 11 (Kronecker) Soit o un entier algébrique non nul de degré d.

fo(X) = ag + a1z + azx® + ... + 24,

son polynome minimal. Alors « est une racine de l'unité si et seulement si

M(a) = 1.
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Démonstration. Soit

fa(X)=ao+ a1z +agx® + ...+ 2 = (2 — 1) (7 — ay)...(x — ag),

alors
ap = (—1)7F Z Qi gy, 0<k <d—1.
1<i1 <ip<...<ig<d
D’ou
lag| < Z {ailaiz...aid_k‘ < Z 1| M(«).
1<i1<ie<...<ig_<d 1<i1<i2<...<ig_,<d
Comme
d
S 1] M) = () M),
1<i1<ia<...<ig_ <d

alors

< ()t

Supposons que M («) = 1. Considérons la suite {a™}°_,.
o™ est aussi un nombre algébrique de degré au plus d et M(a™) = 1. Ainsi les
d
coefficients du polynéme minimal de o™ sont bornés par (l{:) < 2etilya

k

seulement un nombre fini d’entre eux. Donc o™ = af i.e. « est une racine de

Punité. =

1.4.1 Conjecture de Schinzel et Zassenhaus

Soit a un entier algébrique dont le polynéme minimal est de degré d. Soient
aq, - - - g ses conjugués. On note

[a] = max |k -
Nous avons 'inégalité évidente de Schinzel et Zassenhaus
M(a)7 < [a] < M(a).
Si v est une racine de 1'unité alors M (o) = M(a™!). Donc

1
max | [«] ,—> < M(w). (1.4)
< [

En 1965, Schinzel et Zassenhaus ont prouvé que si a # 0 est un entier al-
gébrique qui n’est pas racine de 'unité, et, si 2s de ses conjugués sont non réels,
alors

[a] > 1447572
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Cette inégalité était le premier pas vers la résolution du probléme de Lehmer.
Plus tard, sous les mémes hypothéses, ils conjecturent
c

folel—l—d

(1.5)

ou ¢ est une constante absolue, ¢ > 0.
Une réponse positive a la conjecture de Lehmer impliquerait (1.5) car

1 log M
M)} < o] = fa] 214 2220
Ainsi, si M(a) > ¢g > 1, alors
|
[a] > 1+ 0300.

L’inégalité implique que tout progrés concernant le probléme de Lehmer entrain-
erait 'inégalité de Schinzel-Zassenhaus.

La question de Lehmer a été intensivement étudié afin d’obtenir de nouvelles
bornes. Dans ce qui suit, nous citons quelques bornes inférieures partielles, d
désignant le degré du polynoéme P(z).

1. Blanksby et Montgomery (1971)

M(P 1+ ———.
(P) > +5210g(6d)

2. Stewart (1978)

C

MP)>14+—"
(P) > 1+ i Togd)

3. Dobrowolski (1979)

log log d

M(P)>1+(1—5)( )3,d>d0(s).

log d
4. Cantor et Strauss (1982)

log log d

M(P)>1+(2—a)( )3,d>d0(g).

log d
5. louboutin (1983):

9 log log d
M(P)>1+ (= — —
(P)> 1+ (G- (L

)3, d > do(e).

Comme nous pouvons le remarquer, 4 et 5 sont une amélioration de la
méthode de Dobrowolski en 3.



1. Mesure de Mahler de polyndémes de plusieurs variables 16

1.4.2 Théoréme de Schinzel

Le lemme suivant est un cas particulier d’un résultat plus général de Schinzel.
Il s’agit d’un polynéme avec zéros strictement réels.

Lemme 12 Pour tout d > 1, et y1,--- ,yq > 1 des nombres réels, alors

(h—1)- (g —1) < ((yl..,yd)l/d_1>d

Démonstration. Soit y; = z; + 1, nous considérons

d
e wa) = T (@i+ )Y =1 =TT (@),
i=1 i=1
Montrons que f (zq,---,x4) > 0.
Nous avons ici une fonction & plusieurs variables qui est dérivable et continue,
ol toutes les variables x; sont > 2,1 <7 <d,cary;, > 1,etd>1.
Cherchons les extrémums de cette fonction.
Calculons la dérivée de f par rapport a x

1 1 _
foo = 3(1+5E1)1/d_1(1+$2)1/d'--(1—|—md)1/d— C—lx}/d Lo/l
= 0 <= (Q+z)/ 1+ Jig)l/d (1T xd)l/d = x}/d_lx;/d . "'Ecll/d
= (I+a)"™ (1 +a) - (1+zg) =21 %oy 1y
— 21 +2) (1 +a) - (1+24) = 3129 - - - 29 (1 + 27)%

’

1

Comme tous les z; sont > 2, (1 <i < d), alors tous les termes ci-dessus sont
différents de 0, et nous avons 'égalité si et seulement si tous les z;, 1 <1 < d,
sont égaux.

Calculons la dérivée seconde de f par rapport & x;

" 1/1 1/1 _
Jor = (a - 1) (L) 572 (L ) (Lt ) (a - 1) oyl

Si tous les x; sont égaux,
" 1/1 1/1
= - (=-1)( B e
=)o)
o 1/1 1 -1
d\d r(lx+1))"
On a f;’l >0card > 1 et z > 2. Donc 'extremum de cette fonction est un

minimum.
" N , N « . .
Comme le ne peut pas étre égale a 0, donc le minimum est unique.
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Nous obtiendrons les mémes résultats pour les dérivées de la fonction par
rapport a d’autres z; (2 <i < d).
Donc, f(x1,---x4) a un minimum quand tous les z;, 1 < i < d, sont égaux

d
fa, o) = ((+)) = 1= @) =0,
Alors f est toujours positif. =

Théoréme 13 (Schinzel) Soit P € Z [z], un polynéme unitaire de degré d, tel
que P(—1)P(1) # 0, et P(0) = £1. Si les zéros de P sont tous réels, alors

/2
1+\/3)
5 .

M(P) > (

d
Démonstration. On considére E = [] |a? — 1], ou les ;, 1 < i < d, sont

i=1
les racines de P(x).
d
Puisque P est unitaire, on peut écrire P(z) = [][ (x —ay), ou |P(1)| =
i=1
d d
[T —a;let |P(=1)]=]]|-1— c|. Alors E peut s’écrire E = |P(1)P(-1)]|.
i=1 i=1

On a F > 1 puisque P est unitaire ( son coefficient dominant est 1), et
P(—1)P(1) # 0, par hypotheése.

Ensuite
E = [[|e?=1= II |ef=1| T |of—1]
|evi levi| <1 |ai|>1
o 1 2 2 P(0)?
= i i 1 i 1 .
\a51>1 |a | M(P)2|a5[<1 ‘Oé ‘ \ol|—[>1 |a | P(())Q

On a P(0) # 0 et en factorisant P, on peut écrire P(0) = [[(—«y), et alors

(€7

E = ] el T a2 = 1] TT |a2 - 1] P(0)
1 e 5y I1 Jod =1 IT o= 1 PO s e

, puisque P(0) = £1, par hypotheése.

= rcpp, 1L le” =1 11 faf -1

|| <1 | |>1

-----

— (PP (a7 =1)--(a;?=1) (aFy; —1) -+ (af—1).
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Nous avons ici une multiplication de d termes ot les {c;},_; , sont réelles, donc

=1,...,
nous pouvons appliquer le lemme ci-dessus

B g () (@) (@) (@) 1]

1 - -2 —2\ (2 o (@511) -+ (a)) v
< M(P)? _((041 )+ (a5?) (afy) -+ (o) (CV?;)‘“(O%)) -1
VR R
= (P _(iP(O)2 (05+1) m(ad)> - 1]
3 1 [ . y 1/d_ 1
N M<P)2 lai[>1 ’
On utilise le fait que M(P) = ][] |a;| pour obtenir
lai|>1
1 4 d
E < W(M(P) /1)

= (M(P)¥* = M(P)™/%)".
Puisque 1 < F, il s’ensuit que
M(P)Y® — M(P)™%/4 > 1.

2/d

Pour résoudre cette inégalité, on pose © = M (P)*/¢ alors nous avons

r—rl>1 <— :1:'2—:6—120,

Cette inégalité est vérifiée pour x > %g et pour x < 1_2

=

Si on remplace x dans xz > %5 par M (P)%? on trouve

M(P) > (1 +\/3)d/2.
=\

Corollaire 14 Si P € Z[x] a tous les zéros réels. Avec les mémes conditions
que dans le théoréme ci-dessus, on a
1 5
apys LEV5
2
Démonstration. pour d > 2, il est clair que nous avons M (P) >
Sid=1, on pose P(X)=x+b, tel que b € Z[z]. Comme P(0) = +1. Donc
P(X) =z +1. Comme la condition P(—1)P(1) # 0 ne peut étre vérifiée, alors il
n’existe aucun polynome de degré d = 1 qui vérifie le corollaire. Par conséquent,
nous appliquerons ce corollaire pour les polynémes de degré d > 2. =

145
R
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1.5 Mesure de Mahler d’un polynéme de plusieurs
variables

Soit P € C[x1,z3, ..., T,], un polyndéme a n variables.
La mesure logarithmique de Mahler du polynéme P et donnée par

1 dx dz,
mm:@w/@mmw%wiM—,

T Tn
Tn
ou
T” — {(CUl, ,I‘n> € Cn / |I’1‘ = ... = |$n| — 1} .

En principe P ne devait pas s’annuler sur 7. On verra plus loin que méme
si P s’annule sur 7", m(P) est bien définie .
Posons z; = €'
1 , .
m(P) = _ log | P (e, ..., €| db;....do,,
") = oy | el &
[0,2m]™

1 1
— / . / log |P(€2i7r917 L 7€2i7r9n)
0 0

La mesure de Mahler de P est par définition

dby - --db,.

M(P) = exp(m(P))
Si P(X) =aq(r —aq).... (v —aq), «; # 0 alors

m(P) = %/0 Wlog}f(ew)}dﬁ.

D’aprés la formule de Jensen énoncé précédemment

d
M(P) = fou] [ [ masx (Jo 1).

En effet, on a
log |P(0)| = log |a4| + log |a1| + .... + log |l -
D’aprés la formule de Jensen

m(P) = log|P(0)| — ) loglay]

Jj=1

d
= loglag| + Y log*|ayl,

J=1
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ou

0 sinon

log | o] st |ajl > 1
o o] = { %) 1>

D’ou

M(P) = exp(m(P)) = |ag| | [ max (o], 1).

j=1

Nous énoncons un théoréme fondamental de Boyd qui montre le lien entre
la mesure de Mahler d’un polynéme d’une seule variable et d’un polyndéme de

plusieurs variables.

Théoréme 15 (Boyd 1981) Si P est un polynome non nul, P € C [z, 4]

M (P (z1,29)) = lim M (P (z,z")).

n—-+o0o

Ce résultat a été généralisé par Boyd et Lawton (83) & un polynéme de

plusieurs variables.

Théoréme 16 (LAWTON 1983) P € Clzy, ..., x,]

lim -+ lim m(P(z,z™ -, 2™)) = m(P(z1, ...

T9—00 T'n—00

Remarque 17 Soient P et ) deux polynémes a n variables . On a

1 dx dx,,
AL "
1 dry dz,
+(27Tl)n/ og |Q($1, 71;71) T T,
T'n,

— ﬁ/(log@(ml,...,xnﬂ +log |Q (1, ..., 24)])

Tn

= ﬁ/log|P(l‘1,,$n)Q(m177$ﬂ)

Hn

= m(PQ)

dx,,

T

Montrons maintenant que la mesure de Mahler est bien définie méme si P

s’annule sur T".

Lemme 18 Soit P(X) = agz® + .... + a1z + ag € Z[x], alors

|am| < <d>M(P)7 0<m<d
m
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Démonstration. Si aq, ..., oy sont les racines de P

Am

d—
— =(-)"" > Oy Oy e Oy,

d 1<j1<ja<-<ja—m<d
D’ou
ol < () 2P
u
Lemme 19 Soit P(x1,xa,...T5) = D Qmy.m, L1 T5 2.z un polynéme de de-

gré d; en la variable x;.

[ I <d1>'-'(dn>M(P)
my my

Démonstration. Le lemme 21 se montre par induction & partir du lemme
20.
Par exemple si n = 2, on écrit

P(xz,y) = ag(z )yd2 + ag,— 1(x)yd2_1 + oot Ay ()Y + .+ ag(x)
— Zamlmz m1 m2

Par suite, @;,,m, est le coefficient de ™ dans a,,,(z). D’aprés le lemme 20

s < (dl )M<am2<as>>

ma

Ecrivons maintenant

P(x,y) = ag,(z)(y — y1(2))....(y — ya(z))

D’ou 4
ona(o)] < o (o)l (2 ) T ml )] 1)

J

Donc
d
g o (o)) < tog () ) + gl (o)] + 3 tog" (ly (o))
J
D’ou
1 dx d2 1
— 1 — <1 — (1 1
5 | loglam(2)]— =< 0g<(m2))+2m/ og |ag, (z |+Z og™ (ly;(x
|z|=1 |z|=1

g ~~

m(ams () m(P)
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Soit p
M(am(x))s( 2>M<P>
mo
Finalement p p
|am1m2\<< )( 2)M<P>
ma mo
[ ]

Lemme 20 Soit P(x1, 22, ...20) = Y Gmy..om, T1 X5 2.2 un polynéme de de-

n
gré d; en la variable x;.

m(P) < Z |Gy, |

On a .
m(P) = (27r)n / 10g ‘P(ewl,...,eie” d01d0n
(0,2
L’inégalité log|z| < |z| donne
1 iel ien
m(P) < @) |P(e, ..., " | db;....db,
[0,27]"
1
< @y / O tmym, )01 ...d0,,
[0,27]™

- Z |am1...mn |

Des lemmes 20, 21, 22, on déduit que m(P) est bien définie pour tout polyndéme
P.

1.6 Mesure de Mahler k—supérieure

Soit P € C[z1,xs,...x,] \ {0} un polynome a n variables. Sa mesure de Mahler
k—supérieure est définie par

dry dzx,

/logk |P(x1, .y )| — ...

X1 T,

1
(2mi)"
T’ﬂ
En général, my(P) + my(Q) # my(PQ) lorsque k > 1.
Méme pour les polynomes les plus simples, la mesure de Mahler supérieure
est souvent difficile & calculer.
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1.7 Mesure de Mahler supérieure multiple

Soit les polynomes Py, Ps, ..., P, € Clx1,z9,...2,] \ {0}. Leur mesure de Mahler
supérieure multiple est définie par

m(Py, ..., P / /log‘P (e*min ...7627”9”)‘)...(10g’Pl(e%wl,... e?mifr)

Cette construction donne la mesure de Mahler supérieure d’un polynéme comme
un cas particulier

Lorsque les polynomes sont indépendants, la définition ci-dessus implique que

m(Py)...m(P) =m(P,...,P)

1.8 Mesure zéta de Mahler

Définition 21 Soit P € Clxy,xs,...x,] \ {0} un polynéme a n variables. Sa
mesure zéta de Mahler est définie par

dxq dz
Z(s, P) Com)) L
(S 27TZ /‘ xl? ) )‘

X1 Ln

Remarque 22 [l y a un lien important entre la mesure de Mahler supérieure et
la mesure zéta de Mahler. En effet, on a

d*Z(s,P) 1 /dk|P(x1,---7xn)|sdx1 dx,
dsk — (2mi)n dsk T Tp
1 dxq dz
= —— [P e log” | P )| — 2
e | IPlon e )l logt |PGan, o ) T 5
TTL
Donc
d*Z (s, P) 1 % dvy  dz,
— 7 = 1 P )| — === P
] [ P ) T S )
TTL

En d’autres mots,

)do) ..

.do,.
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Comme elle ne contient pas de logarithme, la mesure Zéta de Mahler peut

parfois étre plus facile a calculer.

Exemple 23
ma(z — 1)
ma(x — 1)
my(x — 1)
mo(x +y + 2)
ms(x +y +2)

m(l —x, 1—e*™ )

240
¢(2)

2

9¢(2 15
%logZ — ZC(S).
2

™ 9
5 (@

1
—a+6), 0§oz§1



Chapitre 2

Caracteéres et séries L de
Dirichlet

2.1 Introduction

Les caractéres de Dirichlet et leurs séries L furent introduits par Dirichlet, en
1831, dans le but de prouver le théoréme de Dirichlet a propos de l'infinité des
nombres premiers dans les progressions arithmétiques. L’extension aux fonctions
holomorphes fut accomplie par Bernhard Riemann.

Dans ce chapitre, nous étudions de facon détaillée les caractéres de groupes
abéliens finis et les caractéres de Dirichlet modulo k. Nous donnons des exemples
de calcul et, en particulier, un cacul explicite pour les valeurs de k£ = 2,--- ,15.
Nous rappelons la notion de conducteur d’'un caractére et la méthode qui nous
permet de le déterminer effectivement avec quelques exemples. Nous étudions
également les propriétés des séries L de Dirichlet.

Les références utilisées : [23], [27].

2.2 Caractéres de groupes abéliens finis

Définition 24 Soit G un groupe abélien fini. On appelle caractére de G, tout
homomorphisme

o:G — C.

L’ensemble des caractéres d’un groupe abélien fini G est noté hom(G,C*) ou bien

G.

Définition 25 (Caractére principal) Le caractére principal est ’homomorphisme
oo :=1 de G dans C*défini par oy (x) =1, Vo € G.

Propriété 26 (fondamentale) Soit G un groupe abélien fini d’ordre n > 1 et
o € hom (G,C*). Alors Vz € G, o (2) est une racine n'*™* de 'unité dans C*

25
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(0(2) €U (C), |0 ()| = 1 et 7(2) = %

Démonstration. On a (0 (2))" = o(2") = o(e) = 1, alors o (z) est une
— 1

o
racine n'®™® de 'unité dans C* et I'on a alors |0 (2)| = 1 et o(2) = Bh
o(z

Définition 27 (Caractére conjugué) Vo € hom (G,C*), le conjugué de o,

noté @, est ’homomorphisme défini de G dans C* par 5(z) = o(x) = — =

o(x)
(o).

La loi (o7) : (07)(2) = 0(2)7(2), V2 € G munit 'ensemble hom (G, C*)
d’une structure de groupe abélien appelé le groupe des caractéres de G.
L’élément neutre de G est oy défini par o (2) = 1, Vz € G.

Le symétrique de o est & car Vo € G, on a (07) (z) = o(x)o(z) = |o(z)]* = 1
(00 =70 = 09).

Comme (afl =7 (‘v’a € @)) , alors G = (CAJ>_1 = {5 /o€ CA?}
Le groupe G = hom (G, C*) est appelé groupe dual de G.

Remarque 28 .
1. Si G = {e} le groupe trivial, alors hom (G,C*) = {0} ou gy(e) = 1.

2. Si G = (x), un groupe cyclique d’ordre 3, d’élément neutre e et o €

hom (G, C*), alors
(o(2))’ =0 (l'3> =o(e) =1,
d’ou o(x) € {1,7,7%}. On a donc trois caractéres du groupe G

hom (G,C*) = (o) = {00,0,02} = <02>,

o(w>=j<j=#§, f”zl).

ol

On peut représenter les éléments de hom ({e, z, 2%}, C*) comme suit

2

RS

<

[\
™M ™| M
I
olo|w
—
R

[N}
Il

Ql
SN—"

xT
1
J
]'2

qu
—| ==

I [~

Y=3|X=0|X
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Remarque 29 X représente la somme des nombres d’une ligne ou d’une colonne.
Cette somme est nulle sauf pour la premiére ligne et la premiére colonne ou elle
vaut |G| .

Théoréme 30 Soit G un groupe abélien fini d’ordre n > 2.

1. Si G est cyclique, G = (z) = {e,x,...,2" '}, alors hom (G, C*) est cy-
clique d’ordre n, engendré par o € hom (G,C*), ot o(x) = £ = exp (22%),
une racine primitive n**™ de 'unité dans C. i.e.

hom (G,C*) = {o*=f./aec{0,....n—1}} = (o)
hom (G,C*) ~ @G,

avec fo=0"=g---0, o' =1:2r 1 et

a fois

V,CL’V < G, on a o (:EV) — (O’ (x))al/ — exp <Z,2CLV7T> ‘
n

2. SiG = H® K est un produit direct de deux sous-groupes cycliques tels que
H=(x), o(H)=o0(z)=r

et
K=(y), o(K)=0(y)=s (nseN'etn=rxs),

avecr,s € N* et n=r X s, alors
hom (G, C*) = (1) ® {0)

ot 7,0 € hom (G, C*) sont définis par

(x) = € = exp <2277T> et 7(y) = 1

On a donc
hom (G,C*) = {7%0" = fup / (a,b) € {0,...,r =1} x {0,...,s —1}} == G

fap (@) = (7°0") () = €, fap (y) = (°0") (y) = ",

fo,o =71%" = L
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et
Va'y* € G, Yf.p = 70" € hom (G, C*),
on a
b
fap (2"y") = (T“ab) (z"y") = €W = exp <z (% + _,u) 27r) )
r s
Démonstration. .

1. Puisque G = (z) = {e,z,...,2" '}, tout élément de hom (G, C*) est
complétement déterminé par la valeur de o € hom (G, C*). Comme (o (x))" =
o(2™) = o(e) = 1, alors o(z) est une racine ni®™® de I'unité dans C (il en existe
exactement n dans C). Dong, il y a exactement n caractéres du groupe G.

Soit 0 € hom (G, C*) défini par o(z) = ¢ = exp (i2%) , la premicre racine
primitive n'®™¢ de 1'unité. On vérifie que o (o) = n. En effet, on a

mim

o™ () = exp (2'2

n 2nm
o" (z) = exp <z—) =1
n

On remarque que ’ensemble des générateurs de hom (G, C*) est

>7£1, Vl<m<n,

{e* /1 <a<mnet (a,n) =1}.

2. Soit o € hom (G,C*). Pour tout z = z"y* € G, on a

On en déduit qu’'un caractére de G est complétement déterminé par les valeurs
de o(z) et o (y) dans C*.
Puisque
(0 (@) =0(@)=0() =1,

et
(0@) =0(y’)=0le) =1,
alors o () est une racine 7™ de 1'unité dans C* (il en existe exactement r) et
o (y) est une racine s*™° de I'unité dans C (il en existe exactement s).
Donc |hom (G,C*)| =r x s = |G| .
On doit montrer que o(7) =7 et o(o) =s et (1)) (o) = {1}.
Soitm, 1 <m < r.On a
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Comme 7(y) =1, alors 7 #1 (Vm, 1 <m <r).

On remarque que 7" =1 car 7" (z) = exp (i#%") =1 et 77(y) = 1.
Alors o (7) = r. On démontre de la méme fagon que o(o) = s.
Montrons que (1) [ (o) = {I}.

Soit f € ()N (o). Alors f = 7 = 0% ou a € {0,1,...,r—1} et B €
{0,1,...,s —1}. Il vient que f(z) = o (z) = (o(2))’ =1 et f(y) = 7 (y) =
(t(y)* =1,dou f =L
On a donc hom (G, C*) = (1) ® (o) isomorphe & G car ils ont la méme structure.
Soit f € hom (G,C*) = (1) ® (o) . Il existe un unique couple

(a,b) € {0,1,...,r—1} x{0,1,...,s — 1}

tel que f = 7%° avec

f(z) = (1%") (2) = (r9) (2) (0") (2) = (v ()" (0 (x))" = &, (o(x) =1)
Fly) = (r"0") () = (7°) (v) (") (v) = (T (W))" (0 ()" = ", (7(y) =1).

En notant 0 = 7%? par ¢ = f,3, on obtient la forme annoncée du groupe
hom (G, C*).
Vz =a"y" € G, Vf,p € hom (G, CY),

fap (2) = (T“ab) (z"yt) = f“”wb“,
[ ]

Théoréme 31 Soient G un groupe abélien fini non trivial, H un sous-groupe de

G.

1. Tout o € hom (H,C*) admet exactement |G : H| prolongements au groupe
G.

2. |hom (G,C*)| = |G].
Théoréme 32 Soit G un groupe abélien fini non trivial, on a alors

1. Il existe un mombre r, r > 1, fini de sous-groupes cycliques de G tel que
G=H,&---0OH, et

G~ Hhom (H;,C*) ~ hom (G, C"),

i=1

ol v est défini par

(01,...,0.) —v((01,...,0.)) =(010581)--(0,05,) et
SZH1®®HT_)thlhr}_)hz
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2. 8iG~Gyx-xG,, alors [] hom (G;, C*) L hom (G, C*) ou u est défini
i=1
par

(017"-7JT>Hﬂ((alw"uo—r)):(Uloplou)”'((j?“oprou) et
piiGlX"'XGT—>GiZ(Il,...,J],,«)I—)J]Z'.

Remarque 33 Si G est un groupe abélien d’ordre 8. On a trois structures
possibles pour G :

1. G est cyclique d’ordre 8 s’il contient un élément d’ordre 8.

2. G={e,x, 2,23} ©{e,y} ovy & {e,x, 2% 2%} et o(y) = 2, si G contient
un élément x d’ordre 4.

3. G = () ®(y) ® (2) sitous les élément de G sont d’ordre 2.

Théoréme 34 (Relations duales d’orthogonalité) Soient G un groupe abélien
fini non trivial et G := hom (G,C*) son groupe dual. Alors ¥V z,y € G et
Yo, 7 € G, on a

S = Y o) :{ Gl sz - }

ceG
s = S {925}
Sy = Lotmw={ 55070 )
oceG
S(o,7) = Za(x)T (x) = { |Cg‘;i::ﬁa } )
zeG
Démonstration. .

La premiére formule.
Siz = e alors o(z) = 1 Vo € G. Par suite S (z) = 3. 1 = ‘CAJ‘ = |G]|.
oeé
Si x # e alors il existe 7 € G tel que 7(z) # 1. En effet, soit le sous-groupe
H = (x) (o(H)=m||G]). On considére ’homomorphisme v € hom (H,C*)
défini par

o(z) = exp (%) 21

Soit 7 un prolongement de v & GG. Alors 7 € G et vérifie

() = v(x) = exp (ﬂ%) 21,
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On remarque que G = rG. Donc

oe@ oe@ oeG

Il en vient (1 —7(x)) S(z) = 0. Puisque 7 (z) # 1 alors S(z) = 0.
La deuxiéme formule.
Si o = 0g, alors

S(o)=S(o0) =) 1=1G|.

zeG

Si o # 0g, alors il existe y € G, y # e et o (y) # 1. Sachant que G = yG, alors

S(o) = olyx) =o(y) Y o(x) = a(y)S (o).

zeG zeG

Il en vient que (1 —o(y)) S (0) = 0. Puisque o(y) # 1 alors S (o) = 0.
La troisiéme formule.
Si z =y, alors Vo € G, on a o(2)7 (z) = |o(x)]* = 1, don

S(x,y)zle ’CA;)=|G|

oe@

Siz # y,onatroiscasaétudier: (r=cety#e),(r#eety=e)et(zvF#eety#e).
Dans le premier cas, on aura d’apreés la premiére formule

S(x,y) =Y o(@)a(y)=> 7(y)=> oy =0.

O’Eé 0’6@ aeé

Dans le deuxiéme cas, on aura

S(x,y) = Za(x) = 0.

ceG

Dans le troisiéme cas, on utilise le fait que G = xG, d’ou il existe t € G, t # e tel
que y = xt. Par suite S (z,y) devient

S(z,y) =Y o(@)F (at) =Y o(x)5 (x)7(t) = > _|o(@)F(t) =Y 7 (t)=0.

aeé 06@ UE@ 066’

La quatriéme formule.
Si T =7, alors Vo € G, 0(2)7 (x) = |o(z)|* = 1. Par suite 3. 1=G|.

zeG
Si 7 # 7, sachant que le symétrique de o est 7, alors o7 # 4. Donc, il existe
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yeG,y#eet(or)(y) # 1.
Remarquons que G = yG. Alors

S(om) = Y ol@r(@)=) (o7)(z) =) (o7)(ay)
S

d’ou S (o,7)((o7)(y) —1) =0.
Puisque (o7) (y) # 1, alors S (0,7) =0. =

2.3 les caractéres du groupe G(k)

*

7
V k € N* on note G(k), le groupe multiplicatif (k_Z> des nombres entiers

inversibles modulo k. L’ordre du groupe G(k) est égal a

ou ¢ est la fonction d’Euler.
Puisque G(k) est un groupe abélien fini, alors G (k) ~ hom (G (k) ,C*).
Pour les valeurs k = 1,2,3,4, les groupes hom (G(k),C*) se calculent facile-
ment et l'on a :

e G(1) =G(2°) = {1} ={Z} et hom (G (1),C*) = {00} (00(1) =1).
e G(2) = {1} = {1+2Z} et hom (G(2),C*) = {fo} ou fo (I) = 1.
e G3)={1,2} ={1+3Z,2+3Z} et hom (G (3),C*) = {fo = 0°, f =0},

ou
0(2+3Z) = —1 et donc fo(1) = fo(2) =1, fi(1) =1et f1(2) = —1.

e G(4)=G((2?)={1,3} = {1 +4Z,3 4+ 4Z} et hom (G (4),C*) = {fo = 0°, fi = 0},
0(3+47Z) = —1 et donc fo(1) = fo(3) =1, f1(1) =1 et f1(3) = —1.

Pour k>4:k=p" x---xpi,2<py<---<p,r>letlesa; > 1, on
peut suivre I'une des deux méthodes suivantes pour déterminer effectivement le
groupe hom (G(k),C*) dual de G(k).

La premiére méthode utilise la décomposition de G(k) en produit direct de
sous-groupes cycliques .
La deuxiéme méthode utilise le théoréeme suivant:
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Théoréme 35 Soit k =pi* x---xp2 (k>2),2<p; <---<pp1r>1cetles
a; > 1. On a o € hom (G(k),C*) si et seulement si il existe un unique r—uplet

(01, .. ) € H hom (G(p;"), C*)

tel que Vi € G(k),
om)=0cn+kZ)=01(n+p*Z) X - x o, (n+pr7Z).
Démonstration. D’apreés le théoréme des restes chinois I’application
ut: G(k) — G(pi) x -+ x G(p;")
définie par
u (M) =m+pf,...,n+p), YoneG(k),
est un isomorphisme de groupes. Il existe un isomorphisme de groupes noté u*
deéfini de f[lhom (G(p;"),C*) dans hom (G(k),C*) par

(01,...,0.) = (0c10pyou”)---(0,0p,.0ou"),
ol p, est la iéme projection canonique définie de G(p{*) x --- x G(p2") dans
G(pj") par
(ny +pi* .o ne +p27) = ny + piiz.

L’isomorphisme u* donne 'assertion annoncée. m

Le théoréme 39 réduit le calcul effectif des caractéres du groupe G(k) au cal-
cul des caractéres des groupes G (p®), ol p est un nombre premier et o € N*.
Pour p, premier impair, le groupe G (p®) est cyclique d’ordre ¢ (p*) = p*~! (p — 1)
engendré par

r=r"""(1+p),
ol r + pZ est un générateur quelconque du groupe cyclique G(p).
Alors le groupe dual hom (G (p®) , C*) est cyclique d’ordre ¢ (p®) , engendré par
I’homomorphisme o, défini par o(x) = £ = exp (i e a)> , qui est la premiére
racine primitive de 'unité. On a donc

hom (G (p*),C*) ={fa=0" /a €{0,1,...,0(p%) = 1}}

a fois

fo=0"=G - opourl<a<p(p*)—1let fo=0"=1
ieVy=2°€G(p*),Vf, =0 € hom (G (p*),C*)

o) = ()" = (0" @) = (o (0))" = e (12052,

On remarque que ’ensemble des générateurs de hom (G (p*) , C*) est

{0/ 1<a<p(p?) et (a,0(p")) =1}.
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2.3.1 Détermination du groupe hom (G (2%),C*), (a > 0).
Les groupes hom (G(2°), C*), hom (G(2'), C*) et hom (G(2?), C*) sont déja déter-

mineés.
Pour o > 3, nous avons le résultat suivant
a) Le groupe G (2%) n’est pas cyclique.
b) Dans G (2%), la classe de 5 est d’ordre p®~2.
c) Tout élément de G (2%) s’écrit sous la forme 4-5*.
d) Les éléments de G (2%) sont d’ordre 2%, avec k < o — 2.
En d’autres termes

G2 =(-1)oB)={(-1)"(5)" / (v,n) €{0,1} x {0,1,...,2°> =1} }.
Alors, hom (G (2%),C*) = (1) ® (o) , on

Il vient que
o(o) =0(5) =272

On a donc

hom (G (2%),C*) = { fup = 7" / (a,b) € {0,1} x {0,1,...,2°72 — 1} },
ol fop (1) = (7%°) (=1) = (=1)" et fop (5) = (7%0*) (5) =’
(foo:=1—1et5—1, foo est 'élément neutre de hom (G (2*),C")).

1.e.

(vz = (-1)" (5)" € G(2%)), V70" = fu5 € hom (G (2*),C*).
En conclusion
fas (z) = (7°0") ((=1)" (5)") = (=)™ ™.

On peut écrire aussi

121h b
fap () = (=1)" W = exp {iwau + M} = exp {iﬂav + Z27T l?f} .
S a—

Le théoréme 39 et le calcul explicite des groupes hom (G (p*) , C*) permettent
de calculer les caractéres du groupe abélien G (k) pour toute valeur de & 1a ou le
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permettent les capacités des ordinateurs. Pour les petites valeurs de k£, on peut
faire le calcul a la main.
Dans ce qui suit, on présente les groupes hom (G (k),C*) sous forme de

tableaux pour les valeurs £ = 3,...,10. On remarque que les formules de dualité
et d’orthogonalité sont vérifiées dans toutes les tables suivantes.
n|l| 2
hom (G (3),C*):| fo | 1| 1 |
Sil] -1
n|l| 3
hom (G (4),C*):| fo | 1] 1
AR
n|l] 2|3 |4
foll] 1 1 1
hom (G (5),C*):| f1 | 1| ¢ | —i | =1}
foll]—-1|—-1]1
fall] —i| ¢ | —1
n|l| 5
hom (G (6),C*):| fo | 1| 1
AR
n|1]2 [3 4 |5 6
foll]1l 1 1 1 1
fill|w? |w —w | —w? | -1
hom (G (7),C*:| fo | 1| —w|w? [w? | —w |1 |
fall]1 -1 |1 -1 | -1
falllw? | —w | —w|w? |1
501 —w|—w?|w? |w -1
ot w=exp(¥) = 1+;\/§, w3 +1=0).
no|1| 3|5 |7
foo 1| 1 1 1
hom (G (8),C) | fou |1 | -1 -1] 1
fiol 1| -1] 1 | -1
fir 1] 1 | —-1]-1
n|l|2 4 |5 7 |8
folll]1l 1 1 1 1
fill|lw W - —w | -1
hom (G (9),C*):| fo |1 |w? | —w|-w |[w? |1 |
fa|l]—-1 |1 -1 |1 -1
fall] —w |w? |Ww? —w |1
fs 1] —w?| —wlw w2 | -1
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ou,

' 1+4+1v3
w:exp<z—ﬂ): +22\/_, Wwrl=0.

Pour le groupe hom (G (10),C*),
on a
h € hom (G (10),C*) si et seulement si h = fg,

ou f € hom (G (2),C*) et g € hom (G (5),C*) telles que
h(n+10Z) = f(n+ 10Z) g (n + 10Z), (n,10) = 1.

Puisque f (n + 10Z) = 1 alors h (n + 10Z) = g (n + 10Z), (n,10) = 1.

n |13 |7 |9
L1t |1 (1
hom (G (10),C*) :| fi | 1| —i | ¢ -1
L1 =1 =11
L1 =i =1

2.4 les caractéres de Dirichlet modulo k£ € N*

une fonction arithmétique g : Z — C est dite complétement multiplicative si elle
vérifie
g(1)=1 et g(nm) = g(n)g(m), Yn,m € Z.
Soit 'application y : Z — C*. Soit k un entier positif. Les deux assertions
suivantes sont équivanlentes:

Proposition 36 1. L’application x est nulle sur les nombres entiers non pre-
miers avec k, elle est complétement multiplicative et vérifie x (n + Nk) =
x(n), Vn,N € Z.

2. Il exziste un unique f € hom (G (k),C*) tel que Vn € Z,

X(n):{ f@) si (n,k)=1 }

0 sinon

On dit alors que x est associée a f et [ est associée & x. L’ensemble des
caractéres modulo k est noté G (k).

Démonstration. .

(a) = (b) : On considére la correspondance f définie de G(k) dans C* par
n— x(n) (meGk)<(nk)=1).

On vérifie que f est une application.
Soient @ = m dans G(k). On a donc n =m + Nk, ou N € Z.
D’apreés la troisiéme condition de x, x(n) = x(m), d’ou f (7)) = f (m).
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Comme x est complétement multiplicative, alors f (nm) = f (n) f (M), Va,m €
G (k). Donc f € hom (G (k) ,C*). Enfin, la définition de f et la premiére condi-
tion de y impliquent

fm) si (n,k)=1, neqG(k)
XW—{ 0si (n,k)#1

(b) = (a) : Par définition x(n) =0, Vn € Z, (n, k) # 1.
Montrons que Y est complétement multiplicative.

Soit n, m € Z. On a deux cas :

si (n, k) = (m, k) =1, alors

x(nm) = f (mm) = f (am) = f (7) f (M) = x (n) x (m)

},‘v’nEZ.

et
si (n,k) # 1 ou (m, k) # 1, alors (nm, k) # 1 et donc

x (nm) = x (n) x (m) = 0.

Pour vérifier la troisieme condition : soit n € Z. On a deux cas :

si (n,k) =1, alors VN € Z, on a (n + Nk, k) = 1.

Comme 7 = n + Nk dans G(k) alors f(n) = f (n+ Nk). Ce qui est équivalent

ax(n)=x(n+NEk).

Si(n,k) # 1 alors, VN € Z, (n + Nk,k) # 1, donc x (n) = x (n+ Nk)=0. m
Conséquence :

Vx € G(k), Vn € Z, (n,k) = 1, le nombre complexe x(n) est une racine

(o (k)™ de I'unité dans C, |x(n)| =1 et x(1) = 1.

En effet, par définition, il existe f € hom (G (k),C*) telle que

fm) si (n,k)=1, ne€Gk)
X(n)_{ 0si (n,k)#1 }

Sachant que |G (k)| = ¢ (k), alors si (n,k) =1 (& 71 € G(k)), on aura
@ =Tet (¢ ()™ = (f @) = (@) =r (1) =1.
Légalité (x (n))?™ =1 implique
) @] = I )P® =1,
d’ou |(x (n)) = 1. _
Il est bien clair que x(1) = f(1) = 1.
Soit £ € N*. Une fonction arithmétique y définie de Z dans C est appelée car-

actére modulo k ou caractére de Dirichlet si elle vérifie 'une des deux assertions
équivalentes dans la proposition 41.
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Comme il existe un entier positif k tel que x(n) = x(n + k) pour tous les n,

on peut dire que le caractére est périodique de période k.
n—1

Un exemple de caractére de Dirichlet est la fonction y(n) = (—=1) 2 pour
les entiers impairs et x(n) = 0 pour les entiers pairs. Ce caractére est de période
4.

Si p est un nombre premier, alors la fonction x(n) = (ﬁ) (le symbole de
p

Legendre) est un caractére de Dirichlet de période p.
La fonction arithmétique y,, définie par

{ Xo(n) =1si (n,k) =1
Xo(n) =0si (n, k) #1

est appelée caractére principal modulo &.
Pour £ =1, on a y,(n) = 1, pour tout n € Z. De plus x, est associé a f.
L’élément neutre de hom (G (k) ,C*) est défini par fo () =1, Vi € G (k).

Définition 37 (Caractére conjugué) Pour tout x € G (k) , la fonction arith-
métique X définie de Z dans C par
X (n) = x(n),

ot, x(n) est le nombre complexe conjugué de x(n), est un caractére modulo k
appelé le caractére conjugué de x.

Pour tout n € Z, (n,k) =1, on a
— — 2
x(n)X (n) = x(n)x(n) = [x(n)|” = 1.
De plus, si f € hom (G(k), C*) est associée a x et g € hom (G/(k), C*) est associée
ay,alors g = f.
Définition 38 Un caractére x est dit réel st x =X.

Définition 39 (Caractére pair et impair) Un caractére x est dit pair (re-
spectivement impair) si x(—1) = 1 (respectivement x(—1) = —1).

2.4.1 Le groupe G (k) des caractéres modulo k

La loi de composition interne (x;xs) (n) = X1 (n) x5 (n) munit ’ensemble G (k)
d’une structure de groupe abélien appelé le groupe des caractéres modulo .
L’¢élément neutre du groupe G (k) est x, et pour tout x € G (k), le symétrique
de x est ¥ car

() (n) = x(m)X() = { Lsi (n, k) =1 } — xoln).

0 sinon
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Théoréme 40 On a
1. L’application u : hom (G (k),C*) — G (k) définie par f — u(f) : Z — C

(u(f))(n):{ f(m) si (n,k:).zl (me G (k)) }

0 sinon.

est un isomorphisme de groupes.

2. Les trois groupes G(k), @(k‘) et hom (G (k) ,C*) sont isomorphes d’ordre
(k).

Théoréme 41 Pour tout k € N*, on a les formules suivantes :

S(n) = Z X(n):{ @ (k) sz’n;l(modk) }, Vn € Z.

0 sinon

amzisz{@wfwzm}.

0 5i x # Xo
Stnom) = 3 x(n)x(m)

B { o (k) si (nm,k) =1 et n=m(mod k) } Vn.m €7

S(X1: x2) Z X1(n { 4 (k)O i’igjn: X } .
Théoréme 42 Soitk:AE NS k=p' x---xpi,our>12<p <---<p, et
lesa; > 1. On a x € G (k), si et seulement si, il existe un r—uplet unique
(X1 x) € GPF) % - x G (p),
tel que pour tout n € Z, (n, k) =1, on a
X (n) =xy (n) x - xx, (n).
Démonstration. On a f G hom (G(k),C*), si et seulement si, il existe un

unique r—uplet (f1,..., f.) € H hom (G(p;*), C*) tel que, Vi € G(k), on a

f () = f(n+kZ) = fi (n+p"Z) x -+ X fr (n+prZ).
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Soit y € G (k) et f € hom (G(k),C*) son homomorphisme associé. On a alors,
pour tout n € Z, (n, k) =1,

x(n) = f(n+kZ) = fr(n+pi"Z) X -+ X fr(n+p"Z).

Si, pour chaque ¢ = 1,...,r, on note par y; € G (pi") le caractere associé a
fi € hom (G(p;"),C*), on aura

x(n) =xi (n) x - X x, (n),

d’ou l'assertion annoncée. m
Le théoréeme 50 réduit la détermination des caractéres modulo k£, £ > 2, &
celui des caractéres modulo p®, ol p est un nombre premier et o > 1.

2.4.2 Détermination du groupe G (k) des caractéres mod-
ulo k, k=2,---,15.

Les caractéres modulo k, k=1, 2, 3, 4.

Ona G (1) = {x} ot xo (n) =1, Vn € Z.
Les caractéres modulo k£ = 2.

ona@@y:u&oumow:{]“imﬂ)zl}.

0 sinon
Les ca£actéres modulo k = 22 = 4.
On a G (4) = {xo, X1}, OU X, et x; sont définis comme suit

1sin=1 (mod 4)

1sin=1,3(mod 4 .
Xo (n) = { 0sin est(pair ) } , X1 (n) =< —1sin=3 (mod 4)
0 si n est pair

Les caractéres modulo k, £ = 2% avec a > 3.

On rappelle que G (2*) = (=1) ® (5).
Comme y € G (29), si et seulement si, il existe un unique élément Jap €
hom (G (2%),C*) tel que

Mm:{ﬁm@summ:1}

0 sinon

alors, la description du groupe hom (G (2%),C*) permet d’obtenir la structure
du groupe G (2%).
On a
G(2%) = {xap / a€{0,1} x {0,1,...,2072 —1}}
otl, pour tout couple (a,b) € {0,1} x {0,1,...,2°72 — 1}, le caractére y,; est
défini de Z dans C par :
Xap (1) = (=1)%,
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Xap (5) = W’ = exp (Z 2?—)3) (“’ - &P <Z 2:—3>)

et pour tout nombre entier n, on a

Xap (1) = { (—1)"" wH® = exp (z (7wa + 27;{3)) sin = (—1)” 5 (mod 2%) } |

0 si n est pair
On précise que G (2°) = {(X10) ® (X01) ~ O

{ (XI,O (_1) = _17 X1,0 (5) = 1) et (XO,I (_1> = 17 Xo,1 (5) = w) ) }

W = exp (zza%) , 0 (Xl,O) =2eto (Xo,l) =202,

Les caractéres modulo k, £k = p* avec a > 1, p impair.

Soient 7 + pZ un générateur du groupe G (p) et 5 = (p+ 1) r?""', le générateur
du groupe cyclique G (p®) associé a r + pZ

G ={Ls....s"} (o) =p*""(p-1)).

La description du groupe hom (G (p®) , C*) permet de décrire le groupe G (p*).
On a

o~

G () = {Xo X1r -+ Xoope)—1} = (1) > 0(xa) = ¢ (%),

ou, pour tout a € {0,1,...,m — 1}, le carctére x, est défini de Z dans C par

Xo (8) =" = exp (1%) o (ﬁ;))

et pour tout nombre entier n, on a

av __ . 2avm O (e}
Yo (n) = { W = exp (zp—&_l(p_l)> sim=3"€G(p*) }

0 sinon

On remarque que X, est un générateur de G (p®) si et seulement si 1 < a < ¢ (p*)
et (a,¢ (p") =1

On trouve ci-dessous les groupes des caractéres modulo & = 2, --- | 15 présen-
tés sous forme de tableaux qui different légérement des tableaux des groupes
hom (G (k) ,C*). Dans ces tables, les formules du théoréme 49 sont toutes véri-
fiées.

—T3 n |1 3 n 123 [4
k=2 ot k=3 [ L[ T [0] k=4:[xg(m) [1[0][T [0
Xo .| 1] =1]0 xy(m) 1[0 =10
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n |12 |3 |4 |5
Xo | 1]1 1 1 0 n 12|34 6
k=5:xy|1]¢2 — | —=1|0L k=6:]x,]1]0]0[|0]1 0
Xo | 1] —-1]—-1]1 0 x;1/1/0/0]0| =110
Xs | 1] —i |3 —-11]0
n |1]2 3 4 5 6 |7
Xo | 1]1 1 1 1 1 0
2 S R R
X; |1 |w w2 ;,u w 110 i 1+iV3
k=T:xy|1|—w|w w —w |1 0] w=exp 3= 5
Xs | 1]1 -1 |1 -1 | -1]0
Xalllw? | —w | —w|w? |1 |0
X5 | 1| —w | —w? |w? |w -11]0
n |1[2]3 |45 |6|7 |8
Xo| 1101 01 01 0
k=8:x;]11/0|-1]0|-1]0]1 0|
X2 |1]0]—-1]0]|1 0|—-11]0
Xs|1]0]1 O|—-1]0—-110
Pour k = 8, le caractere réel x, est de période fondamentale : = 4
n | 1|2 314 5 6|7 8 |9
Xo | 1]1 01 1 01 1 0
x; |1 |w 0lw? | —w? 0| —-w|—-1/0
E = 9:x|1]|w |[0]—w|—w [0]w |1 |0
xs| 1| -1 [0]1 -1 |01 —-110
Xall]—w |0|w? |w? 0] —w|1 0
X5 | 1 —w? |0 w | w 0|lw? [—=1]0
. 1 +iv3
w = exp LI I +Z\/_,w3—|—1:0
3 2
Pour k£ =9, le caractére réel y; est de période fondamentale : = 3.
n |1/23 |[4/5]6|7 [8]9 10
Xo | 1101 0,001 01 0
k= 10:|x; | 1|04 0/0[{0]—2|0]—-110
X2 1/0|—-1]0[0|0]—-110]|1 0
Xs |10 —=2]0[0[0]¢ 0l—-11]0

Les caractéres x, X, X3 sont de période fondamentale : = 10.
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n [1]2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11
Xo | 1]1 1 1 1 1 1 1 1 1 0
X: |1 |w —w? | w? wl —wt | —w? | WP —w | —=1]0
Yo | 1| w? —w | w —w3 wd | wl —w | w? 1 0
Xz | 1w |w! —w | w? —w? | w —w* [ w3 | =110
E=11:]x, |1 |w?* [w? || —w |-w |- |w? [wt |1 |0
X5 | 1 1 |1 1 1 -1 | -1 1 |1 —11]0
X6 | 1| —w | —w?|w? W | | |- |—w |1 |0
xr | 1] —w? | —w |w? —w? | B —wt | w w? -11]0
g | 1| —w? | w? —w | w? w? —w | wl —w3 |1 0
Xo | 1] —w* | w? —w | —w | w w3 —w? | Wt -110
w:exp(ig), w+1=0.
Remarque 43 La derniere égalité implique
WPt -w+1=0,
donc ,
(w—w4) —(w—w4)—1:0,
alors
4 s V5 +1
w—w :2(:05(—): .
5 2
On en déduit alors les expressions algébriques de w, w?, w3, w* :
1 5 1 5
w=a+ib, w?= E+i4_\/b_’ wd = —54—2'4—\/; et wt = —a +1b,
ot
LoVl V10-2V6
4T 4
n 112|345 |6 7 [8|9]10] 11 |12
Xo|1]0[0JO0O| 1T O 1 |0[0[O] 11O
k=12:x,|1/0(0]0] 1 |O|—-1(0]0] 0 |—-1]0
X 1/0/0{0|—-1]0] 1 |0[0]O0|—-1]0
xs/1/0/0{0|—-1]0]-=1(0[0] 0| 1|0
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= 6.

Le caractére x5 modulo 12 est de période fondamentale :

13

12

11

10

Xo
X1
X2
X3
X4
X6
X7
X12

34
\/_;LZ, Wi +1=0.

()
exp| — | =
6

w

15

14

12 |13 | 14

13

11

12

10

0

0

11

-1

—W

—W

9110

0/0[0] w?

0/0[0] w?

0(0]0

8

—1

—-170/|0

—1

— 2

—w [0]0]0

Cd2

w

l
-1

1

{
-1

—1

0

0

0
0

010

00

—W

— w2

—-1]01]0

1
—-1]01]0

—1]01]0

1
—-1]01]0

0
0
0

0
0
0

110
110

-1
—1

—1

Xo

X1

X3

X4

X4

Xo

X1

X2

X3

X5

X6

X7

k=15:
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Remarque 44 Pour k = 60 = 22 x 3 x 5, on pose
G = {d" ol
G = {a)
Ge) = (@A
Alors
A _ (4),(3),(5) 4),,3), (5)
G (60) = {XO Xo Xi }z 0,1,2,3U{X0 X1 Xi } =0,1,2,3

()(3)()} {()(3)()}
U{X1 Xo " Xi Z.ZO’WU XUX1Xi 0103

2.5 Caractéres équivalents

Lemme 45 Soient k,n,d trois nombres entiers tous non nuls tels que (n,d) = 1.

On pose
II »

plk et pin

le produit de tous les facteurs premiers de k qui ne divisent pas n. On pose
m =n+ qd. Donc m =n (mod d) et on a (m,k) = 1.

Définition 46 Soient k, k' € N*. R
Deux caractéres x € G (k) et X' € G (k') sont dits équivalents s’ils vérifient
(n€Z et (n,kk') =1) = x(n) = x'(n). On écrit alors x ~ x'.

Propriétés:

1. Soit k£ € N*. Tout caractére modulo k est équivalent a lui méme : Vx €
G(k), x ~x

2. Soient 1 < ky | ks | ks dans N*, y; € G (k1) xa € G (ks) et x5 € G (ks).
On a alors
(X1~ X2 et X2 ~ X3) = X1 ~ X3

En effet, soit n € Z. On suppose (n,kiks) = 1. On a donc (n, k3) = 1.
Comme ky | ks | k3, alors (n, ki1ks) = 1, par suite x; (n) = x5 (n).
On a aussi (n, ko) = (n,k3) = 1 donc (n koks) = 1, d’ou, X3(n) =xs(n).
Dot x; (1) = x3 (n).

(k) (d) (1 @

3. Quel que soit d un diviseur de k, on a x5’ ~ Xy ~ Xo s Xo ¢Etant le
caractére principal et unique modulo 1.
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4. Quel que soit d un diviseur de k et Vy € G (k), si x est équivalent & un
caractére x(Y € G (d), alors Y9 est unique. C’est & dire que I'implication
suivante a lieu

(vaxle@(d) etx~x2€§(d)):$x1=x2-

En effet,

soit n € Z. On a deux cas a étudier (n,d) # 1 et (n,d) = 1.

Dans le premier cas, on a x;(n) = x,(n) = 0.

Dans le deuxiéme cas, on considére le nombre n+qd o, g = [] p. On

plk et pin
sait que (n + gd, k) = 1 et comme (x ~ x; et x ~ X5), alors

{ X (n+qd) = x; (n+ qd) = x; (n) }
X(n+qd)=xy(n+qd)=xy(n) [

Ce qui implique
X1 (n) = xa ().

Remarque 47 Pour k = 15, on a vu que

x€G(15) & x =Y,
ol R
X eG(3)
et N
X§-5) e G(5).

De ce fait, on a :

3 1
Xo~ X0~ xG,

5 1
XONX(())NX(())7

X1 = P ~ P

Xo = XX ~ xS,

3) (5 5
X3:X(())Xg)NX§,);

et
3) (5 3
X4:X§)X(())NX§)-

(Voir les tables de G (3), G (5), G(15) ).
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2.6 Conducteur d’un caractére

Lemme 48 Soient k € N* et y € G (k). Pour tout diviseur d de k, les trois
assertions suivantes sont équivalentes.

1. (V\n€Z), onallnk)=1etn=1(modd)] = x(n)=1.
2. (Yn,m €Z),onal(n k)= (m,k)=1 et n=m(mod d)] = x(n) = x(m).

3. Le groupe G (d) contient un caractére x* équivalent a x (on a vu que x*
est unique).

Définition 49 Le plus petit diviseur d de k vérifiant l'une des trois assertions
est appelé conducteur du caractére x et il est noté par f,.

Donc f, est le plus petit diviseur d de k tel que G (d) contient un caractére
x* équivalent a y.

Lemme 50 (Détermination effective du conducteur d’un caractére) Soient
ke N*etxeG(k).
Pour tout diviseur d de k, on pose H (d, k) := H={ne€ G(k) / n=1(mod d)}.

Le sous-ensemble H est un sous-groupe de G (k) .

Démonstration. Ona 1€ H car 1 =1 (mod d).
Soit , m € H. On a alors (n, k) = (m, k) = 1, donc (nm, k) = 1, n = 1 (mod d)
et m = 1(mod d). Par conséquent nm =1 (mod d).
Par suite mm € G (k). Soit m € H et m le symétrique de 7 dans G(k). On a
nm = 1 modulo &, c’est a dire, nm =1 (mod d) .
On doit s’assurer que m = 1 (mod d) .
Onanm=1+4+adetn=1+ fd, ou o, 5 € Z, alors (1 + fd)m = 1+ ad, d’on
m—1=(a—pm)d, doncm e H m

En vertu du lemme 56, I’assertion (1) du lemme 58 devient [y (n) =1 (Vi € H (d, k))] .
Sachant que le sous-groupe H (d, k) se calcule facilement, la derniére formulation
permet de déterminer facilement le conducteur de Y.

Exemple 51 Soit k € N*.

1. Le caractére principal X((Jk) est de conducteur égal a 1 car H (1,k) = G (k)
et X (n) =1 (Vi € G (k).

2. Tout caractére non principal x est de conducteur d tel que 1 < d < k, car
H (1,k) = G (k) et il existe au moins T € G (k) tel que x(n) # 1.

3. Pour k = 15, les caractéres x; = Xg3)><§5), Xo = X(()?’)Xg’) et X3 = X(()S)X:({r’) sont

de conducteur 5. Le caractére x, = ng)x((f) est de conducteur 3. Les car-

actéres xs, Xg €t X7 sont de conducteur 15.
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4. Vx € @(p), X # Xo, 0U p est un nombre premier, p > 3, x est de conducteur

.
Lemme 52 Soit k = p{* X pg® X -+ X pdr, k>2,r>2, et lesa; > 1.
Soit R R
XE€G (k) x=XiX2 " Xor X7 Xo» Xi €G(p").
On a alors

fx = lefXZ ’ "fxr'

2.7 Caractére primitif et caractére primitif in-
duit

Définition 53 (Caractére primitif et imprimitif) Soit k € N*.
Un caractére x € G (k) est dit primitif si son conducteur est égal a k
Dans le cas contraire, i.e. 1 <c(x) <k, c(x) |k, on dit que x est un caractére
imprimatif.

Par convention, le caractére principal modulo £ = 1, X(()l), est considéré
primitif.

Caractére primitif induit.

Soient k € N* et x € G (k), un caractére imprimitif, donc de conducteur
fx =d, d est un diviseur propre de k, d | ket 1 < d < k.

L’unique caractére y* € G (d), équivalent & x (x* ~ x), est primitif & cause
de la minimalité de d. il est appelé "caractére primitif induit de x”.

Remarque 54 Pour tout x # x, modulo k > 2, on a :
X est primitif <= ¢(x) =k <= x=x".
Exemple 55 .

1. Vk > 2, le caractére principal x, modulo k est imprimitif car il est équiva-
lent au caractére X(()I) modulo k =1, fy, =1<k, k>2 et x5= X(()l).

2. Si k = p, un nombre premier, alors tout caractére non principal modulo k
est primitif, car lunique diviseur propre de k est 1, et, étant non principal,
X n’est pas équivalent a XOI .

3. Pour k = 15, les caractéres imprimitifs sont Xy, X1, X2, X3 X4 € l0n a

* 1 * 5 * 5 * 5
xo:xé), x1:><§), x2:xé) etxgzxé)-

Les caractéres primitifs sont x5, Xg €t x; (Voir les tables de G (3), G (5), G (15) ).
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Lemme 56 Soit k > 2,

k=pit xpy® XX,
our>2, 2<p <pg<---<pretlesa; > 1L
Soit x = x1X2- - X, € G(k), x;, € G(pi"). On a alors:

1. x est primatif si et seulement si x,; est primitif dans G (pi), Vi=1,...,m

2. Si x est imprimitif, alors x* = X{x5- - X}, en précisant que x est primatif
si et seulement si x = x*. S’il existe i € {1,...,r} tel que x; = X(()pi )’

alors x; = X(()l).

Exemple 57 .

1. Pour k = 15, les caractéres primitifs sont x5 = XES)X?); X¢ = X§3)X§5) et

X7 = Xf’) X:(),5)- Chacun de ces caractéres est un produit de deux caractéres
primitifs.

2. Pour k =8, les caractéres primitifs sont : X1 = Xg1 : Xo1 (—1) = (-1)° =
Let X0,1(5) = €xp (123%3) =—1, X3 =X11* X1 (-1) = (—1)1 = —1 et
X11(5) = exp (izs) = —1.

Lemme 58 Soient p un nombre premier, p > 3, a € N*, a« > 2, r + pZ un
générateur du groupe G(p). Soits = (p+ 1) r**™" le générateur du groupe G(p®)
obtenu a partir de r et f € N* tels que 1 < < « (on précise que (s,p) =1).

1. Tout caractére x € G (pﬁ) est complétement déterminé par x(s).

2. @(pﬁ) = {XO?le"';XSO(pﬁ)il}, ot pour tout b € {O,l,...,gp (pﬁ) — 1}7

. , . _ - 2mh
le caractére X, est défini par x, (s) = exp Z@(pﬁ)) '

Démonstration. 1 - Soient y € G (pﬁ), f € hom (G (pﬁ) ,C*), ou f est
’homomorphisme associé a y. Soit n € Z, n premier avec p°.
Il est évident que (n,p’) =1 < (n,p) =1 < (n,p*) = 1.
Puisque G (p®) = (3) alors il existe un unique v € {0,1,..., o (p*) — 1} tel que
n = s” (mod p®) et comme p? divise p®, alors n = s” (mod pﬁ).
Par définition de x, on a x (n) = f (n) = f (s") = (f(5))" = (x (s))” (si (n,p) #
1, x(n) = 0).
On voit bien que les valeurs de x(s) détermine explicitement le caractére .
2-Soit z € {1,...,¢(p?) =1}, z € G (p?) tel que s = z (mod p”) .
Montrons que Z = z + p°Z est un générateur de G (p°) .
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Pour cela, on considére ’homomorphisme u : G (p®) — G (pﬂ) défini par n +
p°Z — n+p°Z, (n,p) = 1.

Puisque u est surjectif et s+p*Z est un générateur de G (p®) , alors u (s + p*Z) =
s+ pP7Z = z + pP7Z est un générateur de G (pﬁ) )

Alors @ (p,B) - {XO7X17 s 7X4P(Pﬁ)*1} ’ ot pour tout b < {0’ 17 REER S (p/B) - ]'}’

le caractére y, est défini par x, (z) = exp (i—j;fg)) :

Puisque s = z (mod p) , alors x, (s) = x; (2) = exp (iw( ﬁ)> , d’ou Iassertion

annocée. m
Théoréme 59 .

1. Un caractére non principal x,, € G (2%) est primitif si et seulement si b
est un nombre impair.

2. Un caractére non principal x, € G (p®), (o >2), est primitif si et seule-
ment si a est premier avec p.

2.8 Séries de Dirichlet

Définition 60 Soit (\,),.y une suite strictement croissante de mnombres réels
positifs tendant vers Uinfini. Une série de Dirichlet f : C —— C d’exposants
(An)pen €St de la forme:

f(s):= Zane’)‘”s, a, €C, seC

neN

Convergence des séries de Dirichlet

Proposition 61 Si la série f(s) := Zane_’\"s (série de Dirichlet d’exposants
neN
(An)nen)) converge pour s = sg, alors elle converge uniformément dans tout

T
domaine de la forme Re (s — sg) >0, arg(s —so) < a, avec 0 < a < 3

Avant de démontrer cette proposition, nous allons exposer deux lemmes qui
nous seront utiles dans la démonstration.

Lemme 62 (Abel) Soient (a,) et (b,) deux suites complezes.
Posons :

P m’

App = Zan et Spmom! = Zanbn.

n=m n=m
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Alors,

—1
Sm,m’ - Z Am,n(bn - bn—H) + Am,m’bm’

Lemme 63 Soient «, 5 deux nombres réels, avec 0 < o < (3 et soit s = x + 1y,

avecz,y E R etx>0. On a :
‘efas . 67,35| S ‘%’ (67041' . 67,396) )

Démonstration. Pour commencer, nous pouvons écrire e~**

B

forme —s [e~**dt. Si on applique la valeur absolue a l'expression e~ **

(07
nous obtenons alors:
B

e —e’ﬁs‘ = —s/etsdt

[0}

B

= |s] /e_tsdt
B
|3|/}e_t5‘dt

Transformons e ** en utilisant la formule d’Euler:

IN

el = eI — Tl — o7 (cog(—ty) + i sin(—ty)).

Or, |(cos(—ty) + isin(—ty)| = 1, nous avons donc

—ts | —tx ‘

=le

B
|s|/}e‘t5‘dt
aﬁ
= ]s]/}etﬂdt.

e~ étant strictement plus grand que 0,

B B
\s|/|em‘dt: |s|/emdt.

le

D’ou

}e—as . e—ﬁs‘

IN

— efﬁs

— e % sous la

Y
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Si on réécrit I'expression sous la forme initiale, nous avons bien

B
—tx j4 __ M —ax __ —fx
|s|/e dt = ” (e e 7).

Avec z > 0,
|S| —ax —Bx\ __ S
e o) =

- (e—az o e—ﬁm) )

Nous avons donc bien que
—as —Bs S —ax —Bz
‘e —e | < |- (e —e ) .
x

Nous pouvons maintenant grace aux deux lemmes précédents démontrer la propo-
sition de la maniére suivante :

supposons d’abord que sy = 0 (pour les cas sy # 0, il nous suffit de faire une
translation sur s ). Ceci implique

f(s0) = Zane_A”O = Zan.

neN neN

Ainsi, on doit démontrer que si la série > a, converge, f(s) converge uniformé-

neN
s
ment sur tout domaine de la forme Re(s) > 0, R|—(|) <k.
e(s
Soit & > 0. Le fait que > a, converge implique qu’il existe un N tel que si

neN
m, m’ > N, alors, si on reprend les notations du lemme, |4,,,,| < . Par ce

méme lemme, avec b, = e~***, nous avons:

I
-1
Sm,m’ - E Am,n(e_)\ns - €—>\n+1s) + Am,m’e_)\mls-
n=m

m'—1
|Simm| = ZAm,n(e_A"s — e M) A, e S
n=m

1
< ZAm,n(e_Ans _ €—>\n+18> + |Am7m/e—>\m/s
n=m

Par I'inégalité du triangle,

m’'—1

|Sm’m/| S Z |Am,n(6_>\nz — 6_)\”+12)‘ + ’Amele—Am/z

n=m
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!e"\m’z| étant strictement positif et |A,, /| < €, on peut dire que
m’'—1
S| < 3 e [(e7 — e M%) e e A
n=m

D’apres le lemme et en prenant s = = + iy, on peut écrire

m’'—1

Sl <D

S

T

O e—An+1x)) L. |e—/\m/s

s m'—1
= £ — E (67)‘”33 _ 67)\n+lx) + }e*)\mlsl )
X

n=m

Par la formule d’Euler, nous pouvons transformer ’expression ‘e"\m’s

‘ 6_)\"7‘,8

= |e™" (cos(—Apry) + isin (—Apy))|
—A/T S 1.

= |e

On en déduit donc que :
s m’'—1
Smm’ < ‘_) AT _ o=t ]_ .
5. |_e($ S e

m/—1
La série Y (e7?% — ¢=*+12) est une série téléscopique. On a donc

| S| <e (14 il (e*m® — e AmiTY )
’ T

(e7m® — e~ w'®) gtant plus petit que 1 car 0 < e *m'® < e Am?

implique que e*"% < 1. On a donc

et que z > 0

Sl < (14]2])
xXr

|s
Re(z)

| S| <e(1+ k).

Or nous nous intéressons au domaine de la forme < k. Nous avons donc

Ceci nous montre bien la convergence uniforme de f(s) dans le domaine précité.
Nous avons ainsi démontré qu’une série de Dirichlet d’exposants \,, convergeant
pour un zp, converge uniformément dans tout domaine de la forme Re(s—sg) > 0,

i
arg(s — so) < a, avec 0 < o < 5 N
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2.8.1 Séries de Dirichlet proprement dites

Les séries de Dirichlet proprement dites sont obtenues en posant A, = log(n)
dans les séries de Dirichlet, c’est a dire

—AnS __ —slog(n) __ Qn
f(s) ::Zane)‘ —Zane log(n) — "

neN neN neN

ou s, a, € C.

Convergence des séries de Dirichlet proprement dites

Les séries de Dirichlet proprement dites :

ont les propriétés suivantes :

Proposition 64 Si les a,, sont bornés, il y a convergence absolue pour Re(s) >
1.

o0
Démonstration. Nous savons que la série > —, a € R, converge pour
n:lna
a > 1. Or, la suite a,, étant bornée par k, on peut écrire

f(s) < ZE =k vl
n=1 n=1

Cette série converge absolument pour Re(s) > 1 et donc f(s) converge absolu-
ment pour Re(s) > 1. =

P
Proposition 65 Si les sommes partielles A,,, = > a, sont bornées, il y a
n=m

convergence (non nécessairement absolue) pour Re(s) > 0.

Démonstration. Par le lemme 70, on a

m’'—1

‘Sm,m” = Z Amm,(bn - bn-i—l) + Am,m’bm’ .

n=m

Donc,
m’'—1

’Sm,m’| S Z |Am,n’ |bn - anrl‘ + ‘Am,m’| ‘bm/‘ .

n=m
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Supposons que |4, ,| < K, car les sommes partielles sont bornées, alors

m'—1
|Sm,m’| S K (Z (bn - bn-i-l) + |bm’|> :

n=m

Soit b, = 1/n®, alors

ml 1 1
S| < K (Z (n— “GTIr 1)S> + ‘m

n=m

).
).

Cette série est une somme télescopique et nous avons donc

1

1 1
ms  (m' —1+1)*

mIS

’Sm,m’| S K<

‘

En simplifiant, on obtient
|Sm7m/| S K/ms.

Il y a donc bien convergence pour Re(s) > 0. m

Définition 66 Une fonction f : N — C est dite strictement multiplicative si
l'on a

flnm) = f(n) f(m)

pour tout n, m € N.

Dans la suite, on considére une fonction f strictement multiplicative et bornée
et soit P, I’ensemble des nombres premiers.

Lemme 67 La série de Dirichlet Y, f(n)/n® converge absolument pour Re(s) >
n=1
1, et sa somme dans ce domaine est égale au produit infini convergent

[[a+r@p+.. + fe™p™ +..)

pEP

Démonstration. Commencons par écrire (14 f(p)p~*+...+f(p™)p~ ™ +...)
sous forme de série :

L+ P+ @™+ )= ™M™

f étant multiplicative, on peut écrire

S FEmpT = ()"

m=0
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Cette série est une série géométique:

(fp=)" = %-

m=0
Soit pi le k—éme élément de P. Nous avons alors

| oo

l 1 N
gm:gg(ﬂpkm) |
Par Cauchy,
[I> Geon?)" = 3 (Fap)™ o (Feom )™

Par le théoréme fondamental de ’arithmétique, on peut décomposer tout entier
n en produit de nombres premiers de maniére unique :

n=p.. ... .
On obtient alors
M = b
Sopl = oo e 1= f(oe)py

— l' mi1 Trmas o s —ms
li«lglm Z Of(pl )P ")y,
mi,...,,M=

= > f(n)/n".

2.8.2 Fonction zéta de Riemann

a
En considérant les séries de Dirichlet proprement dites —Z avec a, = 1. On a
n=17

la fonction zéta de Riemann

C(s)zZ%z 11 1_# Re(s) > 1

1
p, premier p°®
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Théoréme 68 1. La fonction ¢ a un prolongement méromorphe a C tout
entier, holomorphe en dehors d’un pdle simple en s =1 de résidu 1.

2. Sin € Q, alors

en particulier ((—n) € Q.
Les B,, sont des nombres rationnels appelés nombres de Bernoulli définis

comme suit :
(o0}

t" t
ZBHE T e —1

n=0

Hypothése de Riemann: les zéros non triviaux de la fonction zéta de
1
Riemann ont tous pour partie réelle R Cette Hypotheése, formulée en 1859 par

Riemann, n’a pas encore été démontrée.

2.8.3 Fonction L de Dirichlet

Soit x un caractére de Dirichlet de conducteur f.
La fonction L de Dirichlet associée & x est définie comme suit :

L(S7X) = Z X(n)a

ns

n=1

ous € C, Re(s) > 1.

Par prolongement analytique, cette fonction peut étre étendue & une fonction
méromorphe sur le plan complexe entier.

Comme Y est une fonction multiplicative, la série L associée posséde un
produit eulérien

Lis.y) = H<1+X(p) L X@?) L x(v) +)

p=>2
1
= H—X(m, (RG(S) > 1)
po2 1~ p°

Nous avons également que L(s, x,) = ((s), ol

{ Xo(n) =1si (n, f) =1
Xo(n) = 0si (n, f) # 1



Chapitre 3

Valeurs explicites de mesures de
Mahler

Dans ce dernier chapitre, nous donnons les outils et techniques de calcul qui

permettent de donner des valeurs explicites de mesures de Mahler de polynoémes

de plusieurs variables, de mesures de Mahler supérieures et supérieures multi-

ples. Nous exposons donc, les démonstrations détaillées de plusieurs résultats,

notamment, ceux de Smyth, Sana Boughzala, Kurokawa, Lalin, Ochiai et Sinha.
Les références utilisées sont : [19], [20], [25], [7] et [26].

3.1 Exemples de Mesures de Mahler logarith-
miques de polynomes de 2 et 3 variables

Dans ce qui suit, un caractére réel impair de conducteur f sera noté x_;.
En 1980, Smyth a prouvé les deux relations suivantes

3v3
m(z+y+1) = EL(Q, X_3)

7
m(z+y+z+1)=55¢(3),

ou, Xx_s est le caractére de Dirichlet réel impair de conducteur 3 défini par
0 si n = 0mod(3)
X_3(n) = Isin=1mod(3) |,
—1 si n =2mod(3)

L(2, x_3) est la fonction L de Dirichlet associée & x_5 pour s = 2 et ¢, la fonction
zéta de Riemann.

58
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Proposition 69 On a

3v3
m(r+y+1) = EL(ZX_?,)-

Démonstration. On a

1 dx dy
jal=1]yl=1
1 n dr .,

= — [ log" |1+ x| — (d’apres la formule de Jensen)

2me x

|z|=1

L[+ 0
= — [ log"|1+¢"|db

2 ) .

2w
1 [3 . . —2 2
= — 10g|1—|—e’9|d9, car |1+e’9’>1pour 7T<9<ﬂ
27 =2n 3 3

21 2+2/g1 (cost)dt
= =10 — 0g (COS .
3 & T Jo &

On a
20y, L1 sigy 0
log (cos 0) df = Olog (cos ) — Olog(1 + ") + §L12(—e )+ i
Pour cela, il suffit de dériver et d’utiliser le définition suivante de la foncion
dilogarithme

n

. z
Liy(2) = ZE’ 2] <1

n>1
telle que
d
Z%LIQ(Z) = —log(1 — 2)
D’ou
) —2m
m(x+y+1) = Re 1Li2(€ 6 )
T
3 1 1 1 1 1 1
— £2 —_ - = - = — + =+
47 1222 42 52 72 82
V3 /1 1 1 1+
= - BT E T m T
X§4l— R
4\ 22 42§82 10?2
L)
3v/3
- 4_L(27X73)
T
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|
Proposition 70 On a
(tz+y+2)==((3)
m x zZ)=— )
4 272
Démonstration. On pose y = zt
A = m(l+z+y+=z)
= m(l+zx+2t+2)
= 1+m+zl+t
dx dz dt
= logll+z+2z(1+t)] ———
r z 1
Irl 1|z|=1Jt|=1
d d dt 1
- ///logll rrmr ) | el
2m Z 2772
|z[=1]z|=1]t|=1 |z[=1]|2|=1[¢|=1
dx dt 1 1+ dx dt
og]+| +(2m //rnax ©8 1—|—t’)xt
le 1t[=1 lz|=1 |t|=1
dx dt
= max(log |1 + z|; log|1+t|)——
2m t

lz|=1 [t|=1

- %//max (10g|1—|—ew},log|1+ei“|) dodu six =€ et t = e™.

On a
p<u = ‘1+ew|>‘1+ei“ )

d’otu, en intégrant o u constant, on a

T u s

/ /10g|1+ei“"}dg0+/log‘1—|—ew‘d<p du

0 0 u
T

= /(7r—u)log‘l—|—ei“}du—l—//log‘l—i—ew!dudgp.
A

0
A = {(u,p) |u<p 0<u<lm}

//log |1 + ew‘ dudp
A

A

On calcule

da: dz dt

rx z t
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a ¢ constant. On a donc

//log}l—l—ei“"dud@:/(W—ap)log‘l—l—eiﬂdgp.
A 0

D’ot
i

A = % (7 — u)log 1 + €| du
0

= —%/ulog‘l +ei“‘ du,
0

puisque m(1 4+ x) = 0.
Comme )
iu (_1)”_ inu
log}l—i—e |:ReZ—e :

n
n>1

une intégration par parties donne alors

4 1 7
4= PZ(WH = 2t

k>0

1 1
(4(3) =2 )P 2 m)

En 2006, Sana Boughzala a étudié la mesure de Mahler logarithmique de la
famille des polynomes

Po=(2*+z—1)y* —szy — 2> +x+1, scR.

Pour s = 2v/5, cette mesure s'exprime en fonction de Lis(x_4, ¢), ol ¢ est
I'inverse du nombre d’or et y, le caractére de Dirichlet réel impair de conducteur
4.

Théoréme 71 Soit ¢ =

, on a alors

V5 —
2

4,
m(P, ) = —log ¢ + ;le(x_47 b)),

ot
x(n) =1 sin =1mod4
x(n) =0 sin =0mod?2
x(n) =—1 sin =3mod4
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et Lis le dilogarithme donné par

Lis(y, 2) = ZX(Z)Zn

n
n>1

Démonstration. Si
Po=@*+o— 1)y —szy -2+ +1

Alx) =2 +2 -1,

alors
AP, 5 = (y(a:2 +r— 1) — \/53:)2 —(1+2%? = PP,

avec

P=y@®+x—1)—Vor+1+2°
et

Py=yz*+2—1)—Vbr—1— a2
D’ou
Or

1 T T
m(Py) = R//log | Py (x,y)| dt,dts

avec T = el et y = €2, d’ou

1 m T
m(P) = R//log)y(vaLx—1)—\/5x+1+x2’dt1dt2

—T—T
™

= m(A)+ %/log+

0

xz—\/gx—I—l

o 1 dt,, d’aprés la formule de Jensen.
2+ —

D’autre part les polynomes 2 — /52 + 1 et 22 + x — 1 ont un zéro commun,
d’ou

1 2eit — /5 — 1
0

2¢t — /5 —1
= m(A +—/10++dt.
(4) T & 2¢it + /5 + 1

[ME]
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De méme
1] 22 4+ /Br + 1
P) = A+ = [ logT |m— 2= "~ at
m(Py) = m(a)+ 7 [logt |y,
0
3
1 2¢it + /5 — 1
= m(A +—/lo+—dt,
(4) 7T0 8 et — /5 +1
d’oul
1 2¢t — /5 —1
P) 4+ m(Py) —2m(A) = —/1 ) P S i 7
2
-I—l]lo P2HVE L
g . :
) 2eit — /5 +1

En changeant t en m — t dans la premiére intégrale et en simplifiant on obtient

1 it 1
m(Py) +m(Py) = 2m(4) = — / log _e_it+‘f dt
0 @
5

1
/ log
T
0

e’t + ¢'
d’ou

m(Py) +m(Py) — 2m(A) = / log |1 + ¢e—“| dt + = / log \1 — ¢e—“\ dt.
0 0

On a |¢| < 1, donc

m(Py) +m(Py) — 2m(A) = %Z

car

log |1+ 2| =

n>1

m(P, 5) = m(P1) +m(P) —m(A),
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d’ou

vl

2 2 .
m(P,5) — m(A) = ;Zm(bznﬂ Re /e—l(2n+1)tdt
n>1

0

4 -1)"
m(Puys) —m(A) = T3Sl
n>1

Comme m(A) = —log ¢, alors

4
m<P2\/5) = —log¢ + ;LiQ(X—m }).

3.2 Un exemple de calcul de mesure de Mahler
multiple

Théoréme 72 Pour 0 < a <1
2
‘ 1
m(l —xz,1—e*™z) = 7T—(ozz —a+ ).
2 6
En particulier, on obtient les résultats suivants

2

T
l—z1-2) = =
m(l—z,1—x) 15
2
m(l—z,1+zx) = —72T—4
2
m(l —z,1+iz) = _3_6
. 3++V3
m(l—z,1—e*2) = 0 <= a= V3

Démonstration. Par définition,
1
m(l —az,1—e’™) = /Re log(1 — ™). Relog(1 — 2\ 49

0

- /< f:% os27rk;9> (—i%cosZw(G—ka)) o

1
1
= H/cos (27k6) cos 27l (6 + ) d6.

ki>1 Y
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D’un autre coté,

1

1 ] —
/cos (2wk0) cos 27l (0 + o) df = { ; 008 (2mha) si l. K
0 sinon.
0
En remplacant, nous avons
: I tcos (2nka) w2 1
1— 1 — 2T — Dt Nl 2 ).
m(l—x,1— ™) 2; 12 5 (o —a+ 6)

Pour prouver cela, nous allons trouver la série de Fourier du polynéme en «
de

2
s
2o — 1l + —.

6

Considérons d’abord le cas 0 < o < 1, ensuite 0 < 27 < 27.
On pose y = 2wa. En remplacant dans le polyndéme, nous aurons la fonction :

2

2
f(y):yz—%+%pour0<y<2ﬂ.

De nouveau, on pose x = y — 7 et nous avons la fonction

R

g(x):z_ﬁ7

ol g(x) est une fonction périodique de période 27 avec —m < y < 7.
La série de Fourier de cette fonction est donné par :

S(x) = % + ; lay, cos kx + by, sin kx]
ou
1 ™
apg = —/g(az)dm,
m

ar = —/g(aj) cos kxdzx,
T

by = —/g(m) cos kxdzx.

—T
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Donc

1] z?  7? J 1 (22 w22 0

a = — _— = — €T = — RN — — .

° ) \4 12 12 12
17 /22 2

ap = ;/ <Z_E> cos kxdx

2 722 2 [
= ;/%coskxdr—;/%coskxdm
0 0

1 [2%sinkx 5 —coska:+2—sinkx T 2 [m?sinkx]”
f— —_— —_— J;’ _ —_—
T |12 &k

2T k k2 k3 0 0
1 [27coskx]| (—1)F
o k2 k2
1 (22 w2\ . . L
by = — — — — | sinkxdx = 0, car la fonction est impaire.
T 4 12

—Tr
Donc nous obtenons la série de Fourier suivante

2 1 KN(-1)"
g(x) = T 1= 2 cos k.

Maintenant, nous remplagons x par y — 7 et comme
cos (k(y — 7)) = cos ky cos kw — sin ky sin kx = (—1)" cos kr,

donc
2

2 0
_ Yy _my T Nheosky
IW=T-3+ =217

k=0

Finallement pour y = 27, et 0 < a < 1,
1 > cos 2mka
2( 2 _

T (Oé —Oé+6>—ZT

Remarque 73 Le méme calcul montre que

3 Re Liz(a) si lal, 18] <1,
m(l—ax,1—fzx) = %RGLZQ(%) si o) >1,|6] <1,
3 Re Lis(£25) +loglallog 5] si lal,|B] > 1,
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3.3 Exemples de mesures de Mahler k—supérieure

En général, la mesure de Mahler k—supérieure est tres difficile & calculer, méme
pour les polynémes d’une seule variable.

Le théoréeme 82 suivant montre un lien direct entre la mesure de Mahler
supérieure de P(z) = 1 — z et la fonction zéta de Riemann.

Théoréme 74

k
m(l—z) = Z %C(bl,'“bh%

bi+-+bp=k,bs >2

ol
1

C(br,---bp) == Z G
.

o<l <<y "1

En appliquant le théoréeme précédent, nous avons

_ (@)
_ —3¢(3)
mg(z —1) = 5

my(z—1) = 24 (— +

Théoréeme 75 Soit a € C.
Pour |a| <1, on a

i |a\2n
ma(z +a) = 52 n2’
n=1
3 — |a|2n
ms(x +a) = —3 Z o
0<j<n<oo‘]
et
pour |a| > 1, on a
me(x +a) = 10g2|a|+1§: !
2 2n:1|a|2nn2
3 > 1 3 — 1
mg(z+a) = log3|a\—|——log\al s — = ——.
2 T, e

Avant de démontrer ce résultat, nous rappelons les théoréme et lemme suiv-
ants :
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Théoréme 76 (Akatuska) Soit a € C tel que |a| # 1. On a alors

B F(32, 52510l ?) si |a] <1
Z(S’““)—{ ol P52, 52 1 al ) silg>1

ol

Fla, 8;7:2) Z D2 (12 < 1),

(@) =1 et (), :=ala+1)-- (a—{—n— 1) pourn > 1 et Z(s,x + a) est la
fonction zéta de Mahler en x + a.

I1 est possible de calculer mq(z + a) et ms(x + a) en dérivant Z(s,z + a).

Lemme 77 Soit z € C tel que |z| <1 et

o=+ (444 -5 ().

On a les égalités suivantes

G.(0) = 0
Rl
G// _ = ~
n=1
" 3 e 2"
Gl = -2 L
0<j<n<oo

Démonstration. Remarquons que si f(s) = (as),, on a

Fo = o ()

- (- wi)

— a2 (as)n
= 2 Z (as+1i)(as+7j)

0<i<j<n—1
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En particulier, pour s =0, on a

f0) = a(n-—1)!
f7(0) = 2a2(n—1)!2%.

En dérivant
oo / n
—S —S z
G = 2 (=2 _
0 = 32(3) (3), o
n=0 n n
oo B / / " n
" -5 —S —S —8 z
G = 21 — — - 2
() = 2 (2>(2)+(2>(2)] Tk
o0 B ! " " n
" —S —S —S —S z
G = 21— — - 2 ‘
0= 52(5).3),-(3).5).) o
Ensuite, en évaluant en s = 0, nous obtenons le résultat. m

Nous donnons maintenant la preuve du théoréme 83.
Démonstration. Par le théoréeme de Akatsuka, on sait que pour |a| < 1,

Z(S, T+ a) = G|a‘2(8).

Nous avons donc

mi(e +a) = LLezr | = G(0)
On obtient o om
mo(x +a) = %Z |C;|2
n=1
et - on
ms(x +a) = 3 Z |;,L7|12 :
0<j<n<oo

Pour |a| > 1, de méme, on sait que par le théoreme de Akatsuka
Z(s,x +a) = [af]’ G|y -2(s).

Nous avons donc

mk($ 4 CL) — dr Z(s J:+a

Z( ) toe' ol 642 0)

On obtient ma(z + a) et m3(x + a) en appliquant le lemme 85. =
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On peut utiliser la méme méthode pour calculer my(z + a) pour k& > 3. 1l
suffit de continuer a dériver. L’expression Z*)(s, x+a) ne dépend que de |a| . En
d’autres termes, argument de a n’affecte pas la valeur de my(z + a). Akatsuka
a calculé mg(z + a) lorsque |a| < 1 pour k > 2, comme suit

1

k

mk(l' + CL) = (—1) k}' Z m Z L(El,“'En,2) (|(Z| 2) s
b _1<n<k-2 (e1,en)e{1,2}"

ou
h

tn
L(b1,~~~bh)(t) = Z o b

0<n1<~~<nhn1 ey

3.3.1 Théorémes de Lalin et Sinha

Comme la question de Lehmer est intéressante pour la mesure de Mahler clas-
sique, on pourrait se poser la méme question pour la mesure de Mahler supérieure.

La question de Lehmer peut étre reformulée pour la mesure de Mahler k—supérieure
comme suit : le point 0 est-il un point limite pour les mesures my 7

Les deux résultats suivants de Lalin et Sinha montrent qu’on a une réponse
négative pour k pair et une réponse positive pour k impair.

Théoréme 78 Si P(x) € Z[z]|, n'est pas un mondéme, alors pour tout h > 1

2\ h
<71T—2) si P(x) est réciproque
mgh(P) >

(Z_S) st P(z) est non réciproque

-1
Théoréme 79 si P,(z) = a L pour h > 1, fizé, alors
:L‘ —

lim m2h+1(Pn) = 0.

Nous allons démontrer le théoréme 86. Pour cela nous donnons quelques
résultats préliminaires.

Lemme 80 Si P(x) est un polynome dont toutes les racines sont sur le cercle
unité, c’est a dire, sous la forme
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Démonstration. En appliquant le lemme 80, nous pouvons exprimer my(P)
en fonction des arguments «; :

ma(P) = Z (m (1 — €™z, 1 — ™))
1<j,k<n
= Z (m (1 —x,1— 62”‘“’“’%‘1’))
1<j,k<n
w2 9 1
= 5 > (o —aw) —lay —anl+ 5 )
1<j,k<n

Théoréme 81 Si P est un produit de mondmes et de polynomes cyclotomiques,
mais pas un seul mondme, alors

2
T
meo(P) > —
2(P) 2 33
Démonstration. Puisque log |z| = 0 sur le cercle unité, les facteurs monomes
ne changent pas la valeur de my(P). Ainsi, on peut supposer que P(z) peut
s’écrire

P(a) = (r = 1" @+ 1) [ (e - )

avec 0 < aqg < -+ <, < letaj =1— agup1—j. Ainsi, a,b € {0,1} puisque
nous pouvons avoir un nombre impair de facteurs x — 1 et / ou x + 1 dans le
produit.
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2
En utilisant que m(z — 1,z + 1) = —72T—4 et d’aprés le lemme 88, on obtient

ma(P) = amg(x—l)—l—bmg(x—l— 1) + 2abm(x + 1, x—l)

+2am (a: —1 H 27”0‘])) + 2bm <:z: +1 H 27”“]))

Jj=1 j=1
2n
+meo (H(x — eQmaf)
j=1
a+b— 1
_ ?< zaz (0 -y 5)
2 1] 1 2n
2
+zbz ((a - _) oy - 5‘ i 6) £ anY a2

2n?
- > ooyt oy —ay)) + T)

1<j,k<2n

™ [a+b—ab
- (T 0 th) Za —2a2a]—4b S oyt im

Jj=n+1
—|—4nZa -2 Z o — 22]04J + 22 (2n+1—j)
1<) k<2n
Qn(n +a+ b))
e

2n
Puisque oj = 1 — ag,41-5, €t que nous avons »_«; = n. Donc
J=1

mo(P) = —( (a4 b+ 2n) Zoz —46204]—42]04]

j=n+1
2 —4 5b b— b
+2n(n+1)+ (n ot )+a+ ).
3 6
. . 1
Smta::aja,veclgjgnet()gagQ.Posons
gla) : =2(a+b+2n)(0®+(1-a)’) 4o+ (2n+1-j+0)(1 - )

= 4(a+b+2n)a® +4(1 —2j —a)a +4j +2a — 2b — 4n — 4.

Puisque nous avons une équation quadratique, le minimum de g(«) est obtenu

en
a+2j—1

B 2(a+b+2n)
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Donc ( )2
a+2j—1

>_ vt )
gla) 2 a+b+2n

Nous utilisons la borne de g(«) afin d’obtenir

+45+2a —2b—4n — 4.

2 . (a+2j—-1)2%
—my(P) > 0 4 4j+2a—2b—4n —4
ng( ) > Z( PR +47 + 2a n

Jj=1

n(2n—4a+5b)+a+b—ab

2 1
+2n(n+1) + 3 5
B Z”: 4 +4(a—|—2n+1)j_ (a—1)2
S\ atb+n a+b+2n a+b+2n
n(dn —2a+b+6) a+b—ab
- +
3 6
2o+ D@2n+1)  20+2n+Dn(n+1)  (a-1)°
B 3(a+b+2n) a+b+2n a+b+2n
n(dn—2a+b+6) a+b—ab
- +
3 6
_ 2n(n+1)Bb+4n+2)  (a—1)2
B 3(a+b+2n) a+b+2n
n(4n—2a+b+6) a+b—ab
- +
3 6
1
= &

ot la derniére égalité est valide pour a,b € {0,1}. Donc

3
no

ma(P) > — = 0.8224670334 - - -

1

[\

Théoréme 82 Si P(x) € Z [z] est réciproque, alors

2

T
P>
ma(P) 2 35

Pour la preuve de ce théoréme, nous utiliserons la proposition suivante.

Proposition 83 SoitTy,..., 7y des nombres réels fixés dans [0,1] et cq, ..., cpr >
0. La fonction

n

M 0o

Y7 cos(2mnT;)

fyr, - ym) = Zlcle
j=1 n=

atteint son minimum dans [0,1] & un point o y; € {0,1} pour chaque i.
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Démonstration. Pour 7 € [0,1], fix¢, on étudie d’abord la fonction
9" cos(2mnT)
o) = 3 Leoslmn)
n=1

dans 'intervalle [0, 1]. Dans cet intervalle, g(y) atteint son minimum, soit aux
extrémités de l'intervalle ou quand ¢'(y) = 0. Cependant,

1 = y" cos(2mnT) 1 -

/ 2miT
gy) ==Y =2 = ——log |1l —ye”|.
V= n y { }

Ainsi, nous obtenons un point critique quand |1 — ye?™7| = 1, c’est a dire quand
(1 —ycos(2r7))? + (ysin(277)) 2 =1,

et donc, yo = 2 cos(2n7). Nous devons déterminer la nature du point yo.
Remarquons que

1 ) 1 y627ri7—
= —log|l —ye*™ |+ =Re | —n— ).
g <y) y2 0g } ye + y2 € (1 _ y62m’r>

donc,

, 1 . o 1 1
9 (yo) = = Re (yoe®™ (1 — yoe >™7)) = = (yo cos(2n7) — ) = —= < 0.
Yo Yo 2

D’otu yo est un point maximal (local) pour g(y). Donc, le minimum pour g(y)
dans [0, 1] est soit & y = 0 ou & y = 1. Puisque chaque ¢; > 0, on conclut que,
dans I'intervalle [0, 1], f(y1, ..., yas) atteint son minimum en un point ot chaque
y; est soit Oou 1. m

Remarque 84 D’aprés ce qui précéde, on déduit également que si f(y1, ..., ynr) >
flay,...,ans) pour toutes (yy,...,yn) € (0,1)™, alors chaque a; € {0,1}.

Nous donnons la preuve du théoreme 90.
Démonstration. Soit P(x) € Z [z], un polynéme réciproque. Si P n’est pas
unitaire, on peut écrire P(z) = CQ(x) avec C € Z et

ma(P) = 1log*C 4 2log Cm(Q) + m2(Q) = m»(Q),

ol nous supposons que C' > 1 dans l'inégalité.
On peut donc supposer que P est unitaire. Ainsi, nous écrivons

P(a) = (2 — 1)z + D T1(x — ))& — i),

j=1
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ou |r;] < 1. Posons r; = ,0]-62’”"”' avec 0 < p; < 1. Ici, nous devons préciser que
pour p; = 0, le produit (z — ;) (x — 7“]-_1) doit étre interprété comme le produit
x.1. Il est important de faire remarquer que la remarque 81 est encore valable
dans ces cas puisque Liy(0) = 0. De plus le fait que a,b € {0,1} nous permet
d’avoir un nombre impair de facteurs x — 1 et /ou & + 1 dans le produit. Donc

mo(P) = amg(z — 1)+ bma(x + 1) + 2abm(x + 1,2 — 1)

J
+2a) m(z — 1,z —rj)
j=1

J
—|—2b2m(x—1,w—rj’1)+ Yo m(r—rj,T—r))

Jj=1 1<h1, J2<J
-1 -1 -1
+ > mr—r =)+ 2)) mr -1y, -1
1<g1, j2<J 1<y1, j2<J
2
En utilisant que m(x + 1,z — 1) = o1 et en appliquant la remarque 81,

mo(P) = (a+b— ab)71r—2 + (a+ b)z Re Liy(r;)

=1

+ > (2ReLis(r;,75,) + log|rj, | log |rj,])

1<g1, jo<J

En écrivant le dilogarithme en termes de série, nous obtenons

my(P) = (a+b— ab)f—2 +m(P)?+ (a+ b)zzw

j=1n=1

+2 Z ipylpyz COS(Zﬂ-n<'Mj1 — 'uj2>)

n2

1<y, je<Jn=1

Ainsi, le probléeme de minimiser mgq(P) réduit le probleme de minimisation des
termes dans l'expression ci-dessus. Premicrement fixons les arguments ;. Ala
suite de la Proposition 91 et la remarque 92, nous remarquons que le dernier
terme impliquant une série atteint son minimum lorsque p; € {0,1} .Cette con-
dition minimise également 'autre terme impliquant une série, bien que ce terme
peut étre ignoré si a = b = 0. Cela signifie qu’il n’y a pas de racines ayant
une valeur absolue supérieure & 1. Cela minimise également le premier terme
de ma(P) qui est positif pour P(x) unitaire et un zéro si la valeur absolue de
toutes les racines de P(x) sont (inférieure ou) égale a 1. Maintenant, si les
arguments fi; varient, my(P) a atteint son minimum lorsque toutes les racines
ont une valeur absolue dans {0, 1}. Puisque P est réciproque et ses racines ont
une valeur absolue égale 1, nous pouvons appliquer le théoréme 89 et conclure



3. Valeurs explicites de mesures de Mahler 76

que

3
[\&)

—_
\)

Lemme 85 Si f(x) € Z [x] est non réciproque, alors

)

51

Démonstration. Soit d = degP, et posons
Q(z) = 2" P(a™).
Ainsi P(z)Q(z) € Z [z] est réciproque. De plus, ma(P) = ma(Q) = m(P,Q) et
ma(PQ) = ma(P) +2m(P, Q) + ma(Q) = 4ma(P).

Nous obtenons le résultat en appliquant le théoréeme 90 & P(). m
Nous allons utiliser la borne de mq(P) afin de trouver une borne pour maqp,(P).

Proposition 86 Pour tout polynéme non nul P(x) € Z [z],

1.
mgh(P) 2 mg(P)h

man(P) > m(P)*"

Démonstration. Partie 1. Soit hA un entier positif et f et g des fonctions
telles que

1 d 1
— |f\h—x<ooet —
T

gt &
27 lz|=1 27 |z|=1

< 0Q.

En utilisant I'inégalité de Holder, nous obtenons

1 dz\" 1 n dx
_— - < _— -
<27Ti /x|1 £l T ) - (27ri Ll f T )
1 h/h—1 dx e
(o [ o (5.

En particulier, en prenant f(z) =log?|P(z)| et g(z) = 1, nous obtenons

mQ(P)h S mgh(P).
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Partie 2. D’autre part, en prenant f(z) = log|P(x)| et g(z) = 1, en prenant
2h au lieu de h dans (%), nous obtenons

m (P)*" < may(P).

[ |

Enfin la preuve du théoréme 86.

Démonstration. En associant le théoréme 90, lemme 93, et la partie 1 de
la proposition 95, on obtient,

man(P) > ma(P)" >

, 81 P(z) est non réciproque.

2\ h
(%) , 81 P(z) est réciproque

|

Conclusion

La mesure de Mahler est apparue pour la premiére fois en 1933 dans un ar-
ticle de Lehmer [10]. Elle doit son nom a Kurt Mahler qui I'introduisit sous une
forme équivalente en 1961 dans ses travaux sur la transcendance [24]. Elle trouve
ses applications en théorie ergodique, théorie des noeuds et théorie des nombres.
Elle est, en particulier, connue pour son roéle dans le probléme de Lehmer, un
probléme encore ouvert aujourd’hui.
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