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Résumé:

Nous considérons dans cette thése un certain nombre de méthodes d'estimations adaptées
aux modéles ARCH classiques et périodiques. On y trouve en particulier deux principales
méthodes en ligne pour chaque modél e (classique et périodique) ; ces méthodes concernent le
cas ou la taille de la série des données observées n'est pas fixe, c'est a dire que les données
sont disponibles progressivement dans le temps. L'introduction de ces méthodes en ligne a
permis de soulever |e probléme de colt en temps de traitement que les méthodes d'estimation
hors ligne ont connu puisqu'elles nécessitent a I'introduction de chague nouvelle donnée le
déroulement complet de toute la procédure d'estimation. Donc les méthodes présentées dans
ce travail sont des méthodes en ligne dont la premiére permet de calculer récursivement un
estimateur des paramétres d'un modéle ARCH(q) et d'un modele PARCHq(q). Hors I'incon-
vénient de cette méthode est qu'elle nécessite I'inversion d'une matrice de grande taille ce qui
est tres colteux en temps de traitement du programme si e nombre des paramétres a estimer
est grand. Pour résoudre ce probléme, nous avons propose la seconde méthode qui améliore
beaucoup la premiére puisgu'elle ne nécessite pas l'inversion d'une matrice de grande taille ;
seulement il faut prendre quelques précautions pour gque I'estimateur ne séloigner pas trop de
la vraie valeur des paramétres a estimer puisgue les méthodes récurrentes sont tres sensibles
aux valeursinitiales.

Motsclés:

ARCH, PARCH, estimation récursive, estimation en ligne.



TabledesMatieres

11 0o [FTox 1 o o PP o
1. Classe des modeles ARMA périodiques et processus périodiquement corrélés........ 13
1.1. Fonction d’ autocovariance d’ un processus périodiquement corrélé ................ 14

1.2. Processus multivarié stationnaire associ€ a un processus univarié périodi quement

1.3. Relation entre les autocovariances d’ un processus multivarié stationnaire et

celles d’ un processus périodiquement COrréle ........oovviiiiiiici e 15
1.4. Processus bruit blanc périodique ..........cooviii e 15
1.5. Modél e autorégressif moyenne mobile périodique ................coovvviiviieneenn... 16
1.6. Représentation linéaire des processus périodiquement corrélés ..................... 16
1.7. Représentation linéaire de Wold-Cramer ..........cvviveiieiieiie e i, 16
1.8. Processus purement indéterminable et processus déterminable du second ordre. 17
1.9. Modéle ARMA périodique (PARMA) .....oiiiiiii i i e ieeeen.. 18
1.10. Modéle autorégressif d-périodique pur (PAR) .....oovviiieiii i i 18
1.11. Modéeles moyenne mobile d-périodique pur (PMA) ....oiiiiiiici e e, 19
1.12. Méthode d’ études des modeles ARMA périodiques ..........covvvvevieiivnnnnnn, 19
1.13. Technique « period-span lumping » et éude des modéles univariés ARMA¢
PEMTOAIQUES ... et et e e e e e e nenieeeneeennees 20
1.14. Modele ARMA multivarié associé a un modele ARMA4(p;,G) univarié......... 20
1.15. Condition de Causalité d'un modéle ARMA multivarié .................ocoeevnee 21
1.16. Condition d'invisibilité d'un modele ARMA multivarié ..................coooeie 22
1.17. Condition d'inversibilité d'un modele autorégressif périodique................... 22
1.18. Condition d'inversibilité d un modéle moyenne mobile périodique.............. 22

1.19. Technique « order-span lumping » et étude des model es univariés auto-régressifs
moyenne mobile périodiquES ARMA (PO ««-vxvrrneeenenminenne e eeeneneeans 23
1.20. Modéle multivarié moyenne mobile périodiques d’ ordre 1 associé a un modéle
multivarié moyenne mobile périodiqued’ordreq ........coovvvviiienieie e e 23
1.21. Modéle AR multivarié périodique d ordre 1 associé a un modéle AR multivarié

périodiqued’ ordre P .....c.cve i e 2D



2. ClassedesmOdEES ARCH ...
2.1 ModeleS ARCH ClaSSIQUES ... ..uieie i e e e et e e e
2.2 MO ES GARCH(D,0) «:e v ettt eiiet et et e et et e et e e ae e e e enaaas
2.3 Modelesderégressionaerreur GARCH ... e
24 MOJEIES ARCH-M ..ot e e e e e
25 MOAEIESEGARCH ...

2.6 Propriétés des modéles AR(p) avec erreur ARCH(L) ....ovvvviiiiiiiiii i,
2.7 Estimationdumodele AR-ARCH ... ...

2.7.1 Méthode du Pseudo-maximum de vraisemblance .............cco oo
2.7.2 ME&hode en deUX ELaPES ... ....v e ettt e e e

3. LesmodelesS ARCH PEriOdIQUES ......uoviieiie it e e e e e e e e e e e e
S LMOTAESPARCH ..ot e e e e e e e
B2MOdEESPGARCH ...t e e e e e e
3.3ModaesPAR-PGARCH ... e e
3.4 Stationnarité périodique desmodelesPARCH ..o,
3.5 Estimation desmodeles PAR-PARCH ...

G A 1 = |1 o |
B0 2 HESSIBNNE ...t e
3.5.3Matrice d'information .........ccc.uieie it e

4. Estimation récursive des paraméetres d'un Modéle ARCH(Q) ...vovvvvvevnnvinieninnnnn.
AL MEINOUE ...t e e
A2 MEhOOE BN lIgNE .. e e e e e e e e e e e e e

4.3 ChoiX desvaleUurSiNItIaAlES ......ove e e e e

431 CROIX 08 B ...ttt
4.3.2Ch0IX A8 P, .ovooiiiiiie i

AAFaCteur d'oubDl .......e e
4.5 Admissibilité delavaleur Courante .............coovuiie i e e
4.6 SIMUIALTON ... et e e e e e e e e et e e e e e e e
A7 COMPAIAISON ...t ettt et e et e e et e e e e et ettt e et tae et et aeerenenans
v I @] o 11 Lo o

26
28
32
33
33

35
35
36

38
39
41
42
42

45
46
46

49
49

55
57

60
60
61
70
73



5. Estimation récursive des paramétres d'un Modéle PARCH4(Q) ..o vvvvvvvevveennn. 74
BLMEBINOAR ... et e 74
5.2Méthodeenligne .......c.oveiie i e e 19
5.3 Choix desvaleursinitiales ..o e 79

B.3.L ChOIX 08 B, .. vvveevt ettt e 80
5.3.2 Choix de B 83
DA FACtUr A OUBIT ... e e e 88

5.5 Admissibilité delavaleur courante .............cccoceiviiiiiiii i e 88
5.6 SIMUIBLION .o ce e e e e e e e e e et e e e 89
5.7 COMPAIAISON ...ttt et et et et et e e e et et e e r e e e a et e e eneaans 114
5.8 CONCIUSION ... e e e e e 121

@00 01 11 o] o P 2422
ANNEXE L . e e e 123
ANEXE 2 e e e e e e e e 124
N 0TS 126
BibliOgraphie ... oo 128



| ntroduction

L'analyse des séries chronologiques est un champ d'étude fascinant et les énormes progres
de son utilisation depuis quel ques années démontrent amplement son importance considérable
en tant qu'outil scientifique.

Comme la mgjorité des données dans les différents domaines parviennent sous forme de
séries temporelles, les modéles de séries chronologiques ont été historiquement développés
dans le but de description, de prévision ou de contrdle de systemes. Ainsi I’ analyse des séries
chronologiques représentait une trés grande importance dans les phénomenes al éatoires tels
que I'économie, I'hydrologie, I'environnement et autres. Cette analyse permet de construire
des modeles stochastiques a travers des séries de données indexées dans le temps en utilisant
un ensemble de procédures et de techniques mathématiques, selon les trois étapes suivantes :
identification, estimation et validation.

Cependant la plupart des résultats utilisés dans cette analyse, suppose la stationnarité
faible du modele stochastique qui génere la série temporelle sous étude. Donc, les résultats
théoriques et pratiques ne sont valables que si le processus est stationnaire ou peut étre
stationnarisé par une transformation adéquate : différence ordinaire, différence saisonniere,
différence mixte ou transformation de Box-Cox qui sont appliquées aux processus non
stationnaires pour assurer la stationnarité du second ordre.

Dans divers domaines d'application, la majorité des séries temporelles rencontrées
révélent un comportement saisonnier, bien que, les modéles stationnaires (ou ceux qui
peuvent étre rendus stationnaires) tels que ARIMA, SARIMA, etc. ne représentent qu'une
approximation de laréalité. Ces modéles ont connu une trés grande importance dans |'anal yse
des séries temporelles et suite ala parution du livre de G.E.P Box et G.M Jenkins en 1970, qui
est devenu par la suite une référence hibliographique, et grace a leur méthodologie proposée,
ces modéles fut popularisés et font I'objet d'une littérature surabondante.

L'argument conduisant les deux auteurs a introduire les modeles saisonniers est que
I'application de la transformation de désaisonnalisation sur la série saisonniére suffit a obtenir
une série transformée qui n'est plus saisonniere. Ceci permet d'appliquer par la suite leur
méthodologie consistant en trois étapes déja citées en dessus. Néanmoins, ces transformations
ne peuvent faire face qu'a certains types particuliers de non-stationnarité et face a ce probléme
les analystes des séries chronologiques ont donc besoin d'introduire une nouvelle classe de
modeles linéaires généralisant la classe des modéles ARIMA classiques.

L'existence et |'unicité de la décomposition linéaire du processus faiblement stationnaire
due a Wold en 1938 sont a la base du développement considérable qu'a connu la classe des
modeles linéaires a coefficients constants "ARMA" (autorégressifs moyennes mobiles) et en
particulier apres |'apparition du fameux ouvrage de Box et Jenkins. Cramer en 1961 a
généralise la décomposition de Wold aux processus non-stationnaires en suggérant par



analogie d'éargir la classe des modeles ARMA a la classe des modéles linéaires auto-
régressifs moyennes mobiles a coefficients évolutifs dans le temps ARMA(p, ).

En pratique, de nombreuses séries présentent un caractére non régulier qui ne peut étre
remédié par des transformations tendancielles, saisonniéres ou mixtes, ceci est di a |'aspect
périodique de la fonction d'autocovariance. L'utilisation d'un modéle classique pour traiter ce
genre de série serait donc insuffisante et inefficace, le fait que l'analyse classique ne tienne
pas compte de la périodicité cachée. Des résultats sur I'effet de négliger la périodicité sont
donnés dans Tiao et Grupe (1980) et Osbonn (1991), ces études ont montré que le fait de
modéliser un processus périodiquement corrélé non stationnaire par un modéle stationnaire
mene entre autres a la surévaluation des ordres, a l'inconsistance des estimateurs des
parametres et al'inefficacité de la prévision (prévision biaisée).

Bien qu'dlle soit délicate, I'utilisation d'un modéle non stationnaire serait trés intéressante
puisquil existe des phénomenes aléatoires ne pouvant étre représentés de manieres adéquates
par les modéles ARIMA classiques de Box et Jenkins (1976) mais plutét par des modeles
linéaires a coefficient évolutif dans le temps. En effet, I'introduction de la classe des modeles
linéaires autorégressifs moyenne mobile a coefficient et ordre tous les deux périodiques a été
une alternative attrayante a la modélisation saisonnale habituelle. De tels modéles sont notés
PARMA(p:,q) €t sont une généralisation des modéles ARMA (p,q) classique.

L’analyse des modeles PARMA avec ses trois volets : identification, estimation et
vérification a été explorée par plusieurs chercheurs : Anderson et Vecchia (1993), Bentarzi
(1995), Bentarzi et Hallin (1998), Ghysel et al. (1996) et beaucoup d'autres.

Dans les études des propriétés théoriques de ces modéles, I'outil de base qui a été exploité
est le théoreme de Gladyshevev (1961). Ce dernier a crée une dualité entre les processus
périodiquement corrélés et les processus stationnaires multivariés du second ordre. Pour la
dualité entre modeles : Voir Tiao et Grupe (1980).

En effet, Gladyshev (1961 ) a donné une définition formelle de |a stationnarité périodique
des processus périodiques, et a montré qu'une condition nécessaire et suffisante pour une telle
stationnarité est la stationnarité du vecteur contenant toutes les variables périodiques.

Connue sous I'appellation de "Period Span Lumping", le principe de cette technique est
de ramener I'étude des propriétés d'un modele périodique univarié a celle du modele d-varié
autorégressif moyenne mobile qui lui correspond, cette approche a fait |I'objet de nombreux
travaux : Ula et Smadi (1997), Bentarzi (1995), Bentarzi et Hallin (1994), Tiao et Grupe
(1980), Cleveland et Tiao (1979), ces deux derniéres publications ont donné les formules
relatives aux parametres et al'ordre du modele PARMA4a ceux du processus ARMA d-variés
correspondant.

Certains aspects de I'étude des modéles de séries chronologiques restent difficiles a
analyser par le biais de cette approche. Citons comme exemple, le probléme de la factori-
sation spectrale d'un processus périodiquement corrélé g dépendant, univarié et multivarié, et
les tests de validation (Bentarzi (1995)).



A cet effet une autre approche fut introduite par Bentarzi et Hallin (1994) afin dy
remédier. Appelé par Ula et Smadi (1997) "order span lumping" elle raméne I'éude des
propriétés d'un modéle m varié, d périodique, d'ordre g, a I'étude de ces propriétés pour un
modéle mq varié S périodique d'ordre un. Ula et Smadi(1997) ont exploité la nouvelle
approche de Bentarzi afin de déterminer les conditions de stationarité périodique d'un
processus autoregressif, m varié, d périodique d'ordre p. Bentarzi et Hallin (1994) ont donné
une condition nécessaire et suffisante pour qu’un modéle MA(q) d- périodique soit inversible.

On signale cependant qu'il y aeu plusieurs recherches élaborées par de nombreux cher-
cheurs afin de concevoir des méthodes d'identification de I'ordre, d'estimation des parameétres
et I'élaboration des tests de validation des modéles trouvés. Citons les travaux de Aikake
(1974), Pagano (1978), Bentarzi et Hallin (1994) et beaucoup d'autres.

Le probleme d’identification a été traité par Cleveland et Tiao (1979) ; Bentarzi (2001) a
généralise le critere PDC aux cas des modeles autorégressifs périodiques.

Donc une fois le modéle identifié, I'estimation de ses paramétres est sirement une étape
tres importante dans la construction de celui-ci, elle a constitué jusgu'a alors e centre d'intérét
des chercheurs et sest soldé par de nombreux résultats intéressants. Dans la littérature, on
trouve beaucoup de méthodes d'estimation pour les modeles ARMA qui utilisent des
techniques classiques de statistiques ; les méthodes les plus courantes sont : le maximum de
vraisemblance (MV), Les moindres carrés (MC) et la méthode des moments (Y ule-Walker)
qui sont programmées dans les logiciels actuels (exemples : SPSS, Maple, Statgraph et
Matlab) sans oublier |'approche bayesienne.

Plusieurs chercheurs ont travaillé sur |'estimation des parametres des modél es périodiques
en utilisant les diverses approches citées ci-dessus. Les moddes AR(p) d-périodiques ont été
estimés par Andel (1983), Pagano (1978) et Gipra (1984) en se basant sur la méthode de
Durbin (1959) et les résultats de Pagano.

La classe des modéles PARMA de périoded = 2, a trouvé un grand succes lors de son
application sur des séries réelles, en particulier: I’économie, I’environnement et la
meétéorologie. Toutefois, elle présente plusieurs inconvénients a cause de sa linéarité, ce qui
implique des restrictions sur le type de dynamiques. Ainsi cette modélisation des processus
N’ est pas certainement adaptée et néglige une partie de |’ information contenue dans les séries
financieres. On a pris des processus a volatilité constante, alors que I’ historique des séries
temporelles et des volatilités implicites, montrent le contraire, de plus, les queues de
distributions des probabilités empiriques des séries financiéres sont plus épaisses que celle
d une loi normale, ¢’ est-a-dire la probabilité d’ un fort mouvement a la hausse ou a la baisse
(krashs ou mini-krashs) est dans laréalité trop importante pour pouvoir étre modélisée par une
loi normale.(cf. Boukerdenna (2002))

Depuis le début des années 1970 suite a la parution du livre de Box et Jenkins (1970 ;
édition révisée en 1976) I’ accent a été mis sur les modéles linéaires, or devant les problémes
de la modélisation rencontrés pour certaines séries (les nombres de tache solaires, des séries
biologiques, des séries financiéres et monétaires) les modéles non linéaires ont été envisagés
et plusieurs modeles ont été abordés: les modéeles bilinéaires, les modeles a seuil et les
mode es hétéroscédastiques. C' est a cette derniére catégorie de modéle qu’on s'intéresse dans
notre travail.



Des formalisations plus ou moins simple a utiliser dans I’ analyse des séries financieres
ont éé introduites dans la littérature pour prendre en compte les phénomeénes de
I” hétéroscédasticité conditionnelles. Les premiers modéles proposés cherchaient essentiel-
lement a introduire des bruits blancs conditionnels hétéroscédastiques, cette démarche
s explique par |'importance de |’ hypothése de marche aléatoire en finance "Hypothése qui
conduit a modéliser directement les rendements c’ est-a-dire les accroissements relatifs de prix
sous forme de bruit blanc".

Donc il faudra attendre les chocs pétroliers des années 1970, la récession de I'économie
mondiale du début des années 1980 et la déréglementation financiére qui en suivirent pour
gue soient revues ou écartées plusieurs hypotheses de la modélisation classique, a laguelle il
est désormais reproché une exploitation incompléte de I'information contenue dans la série
économique. Ainsi lamodélisation classique se retrouve limitative dans ses représentations, et
parmi les domaines d'application ou la modélisation ARMA se révéle insuffisante, figurent
certains problemes financiers et monétaires. Les séries disponibles dans ce secteur présentent
en effet souvent des caractéristiques de dynamique non linéaire dont la plus significative est le
fait que la variabilité instantanée de la série (appelée volatilité) dépende de fagon importante
du passe.

Pour prendre en compte ces remarques, plusieurs approches ont été abordées I’ hypothese.
Cdlle retenue est lamodéisation ARCH, qui présente I'intérét de conserver les propriétés de
régularité du processus, enrichissant ainsi la technique de prévision et autorisant I’ éude du
prix options par des techniques adéquates.

Cette classe de modéle a été introduite par Engle (1982) dans le cadre d’ éudes sur les
données macro-économiques, en particulier sur I’inflation au Royaume-Uni. Engle (1982) est
parti de la constatation suivante : les travaux économiques usudl s effectués sur ces séries qui
supposent une volatilité constante laissent certaines données mal expliquées et celles-ci sont
souvent regroupées. Elles correspondent a des périodes ou les variations deviennent plus forte
que celle constatées sur |’ ensemble de la série, et sont donc considérées comme aberrantes par
un modéle usuel. D'un point de vue statistique, les modéles ARCH constituent une classe
spécifique de modéles non linéaires. Dans son article I'auteur ne suppose plus que {&; , t0Z}

est un bruit blanc mais envisage plut6t que ce processus est de laforme g, = nt\/ﬁ ou n, sont

q
il.dN(OD et h=a,+ ZGief_l (on supposeque a, >0 et a; 20 pour i =1,...,q)
1=1

Cette fagon de procéder permettait a Engle (1982) de tenir compte du fait que les variations de
prix (forte ou faible) étaient suivies d'autres fortes ou faibles de signe imprévisible.

Sur les séries financiéres, ce type de phénomene est encore plus courant, car on sait que
les périodes de forte variation des cours sont souvent groupées (phase d'incertitude
économique, tension sur les marchés) contrastant avec des périodes cames. La encore un
modele ARMA avolatilité constante ne pourra rendre compte de ce type de processus, ce qui
rend certaines données mal expliquées.



Diverses formulations permettant a la variance conditionnelle de dépendre des
réalisations passées ont été introduites, parmi elles, on distingue : les modéles bilinéaires et
les modeles non linéaire décrits par Jones (1965) . Outre la volatilité, les séries financiéres
présentent fréquemment une tendance saisonniére, de nombreuses études ont révélé cette
caractéristique. Parmi ces études, des travaux utiliserent des autorégressions périodiques pour
I’analyse de la structure dautocorrélation des rendements aux aentours des jours de
fermetures. Et dans une contribution originale de Bollerdev et Ghysel (1996) et étant donné
gue des effets périodiques sont observés au niveau de la moyenne conditionnelle, des séries
financiéres ont émergé les modéles autorégressifs conditionnellement hétéroscédastique
périodique noté PARCH.

Les modéles ARCH ont donné lieu a des extensions diverses "modele GARCH", "ARMA
a erreur ARCH". Par ailleurs la théorie financiére a été repensée de facon a inclure la
dépendance temporelle de volatilité. Dés lors a coté des développements de la théorie des
modeles ARCH on assiste a une remis en question de I'éude concernant un certain nombre
de problemes comme les évaluations des prix et des options. En ce qui concerne les domaines
d'application on peut distinguer deux grandes catégories : les premieres consistent a tester des
théories économiques relatives aux divers marchés. La seconde traite des comportements
dintervention sur le marché des établissements financiers comme la détermination de
portefeuille de couvertures.

Initialement, les propriétés statistiques de cette nouvelle classe ont été éudiées dans
Weliss (1986) et dans Bera et Higgins (1994) et Bollerslev et al. (1994). Ains les modeles
ARCH ont fait I'objet de plusieurs recherches ou deux étapes essentielles ont été abordées :
I'estimation et les tests.

L'estimation des parametres d'un modéle ARCH par la méthode du maximum du
vraisemblance, en employant "L'algorithme du score", a été vue pour la premiére fois dans
Engle (1982) puis elle a été revue et améliorée dans Weiss (1984) et Pantula (1985).

L'approche Bayeésienne, utilisee dans la méthode dintégration de Monté Carlo semble
surmonter pas mal d'obstacle ; a titre d'exemple : Geweke (1989) I'appliqua a travers la
méthode de I'échantillonnage aux modéle ARCH. Muller et Pole (1995) ont implémenté la
méthode de Markov Chain Monté Carlo "MCMC" aux modéeles GARCH.

On note que différentes approches d'estimation ont été utilisées : la méthode des moments
est la plus répandue dans la littérature mais elle a montré un certain malaise face aux modeles
mixtes PARMA ou modéles a composante moyenne mobile périodique.

En généra, les méthodes d'estimation sont classées en deux grandes classes et ce en
fonction de type de données sur lesquelles elles se basent : Les méthodes "hors ligne" et les
méthodes "en ligne". Dans le premier cas, il sagit d'une série de taille fixe par contre dans le
second les données sont progressivement disponibles.

Les techniques d'estimation hors ligne des paramétres de modéles de séries chrono-
logiques peuvent étre classées en deux catégories générales : Les méthodes d'estimation
utilisant directement les données et les méthodes qui n'utilisent les données qu'a travers une
transformation de celle-ci en résumé statistique.



Parmi les méthodes de la premiére classe nous citons en particuliers la méthode du
maximum de vraisemblance et ses différentes approximations (ces approximations sont
astreintes a préserver quelques propriétés asymptotiques telles que la convergence et
I'efficacité asymptotique) et la méthode des moindres carrés et ses variantes. Parmi les
méthodes de la seconde classe, probablement I'approche commune est de transformer en un
ensemble fini de résumé statistique (moyennes empiriques, covariance empirique) et d'estimer
par la suite les parametres du modéle (estimateur de Yulle Walker, estimateur de Durbin
Levinson, etc.). Le traitement en-ligne des données éait au début propre aux problémes
gu'encouraient les ingénieurs car ils étaient les premiers a les confronter. Les phénomenes a
temps continu : Transmission, télécommunication, traitement de signal en automatique, etc.

Cependant, avec l|'avénement des grandes bases de données, plusieurs domaines
d'application, du fait de leur complexité croissante, font actuellement appel a des données en-
ligne (météorologie, finances et bourses). De ce fait, tout laisse a croire que les méthodes en-
ligne, bien qu'elles soient peu répandues en statistique, connaitrons un nouvel essor. Les
méthodes d'estimation hors-ligne sont trop lourdes voir impossible lorsquelles sont
appliquées a des données en ligne, car leur utilisation contraint a chaque introduction d'une
nouvelle donnée de refaire |a procédure d'estimation pour tout le bloc des données ce qui est
tres colteux en terme de complexité spatial et temporel. Face a ce probléme les ingénieurs ont
développé une méthodologie compléte portant le nom "didentification récurrente". Cette
méthodologie part de la conception des algorithmes a I'examen des conditions de mise en
caeuvre numérique sur le calculateur, en passant par I'étude approfondie de la convergence et
I'optimisation de leur vitesse.

Une des raisons de |'existence de plusieurs algorithmes récurrents est la diversité de la
nature des problemes a traiter. Cette diversité implique I'utilisation de plusieurs approches qui
peuvent étre énumérées selon les quatre classes suivantes : méthodes issues par modification
des méthodes hors-ligne, méthodes basées sur les filtres non linéaires, les méthodes
d'approximations stochastiques et |es méthodes pseudo-régression linéaires.

Les algorithmes récurrents ont occupé une place considérable due au développement du
traitement numérique et a l'augmentation constante de la puissance des calculateurs permet-
tant ains I'implémentation en temps réel d'algorithmes de plus en plus sophistiqués. L'intérét
de la forme récursive des algorithmes récurrents est di & la possibilité du traitement en ligne
des donnés en temps réel grace a une mémorisation finie dans un vecteur de taille fixé. En
effet I'estimation courante est remise a jour de maniere a ce que le nombre d'opérations et
I'espace mémoire ne se croient pas avec le nombre d'observations et ne dépendent que du
modele choisi.(voir aussi Aknouche (2001)).

Dans notre travail, nous nous intéressons principalement au probleme de I'estimation
récursive des paramétres des modéles autoregressifs hétéroscédastique classiques et
périodiques notés respectivement ARCH et PARCH, on y trouve en particulier deux
principales méthodes en ligne pour chague modéle (classique et périodique). Ces méthodes
concernent le cas ou lataille de la série de données observées n'est pas fixe, c'est-a-dire que
les données sont disponibles progressivement dans le temps.

10



L'introduction de ces méthodes en ligne a permis de soulever le probleme de colt en
temps de traitement que les méthodes hors ligne ont connu puisgqu'elles nécessitent a l'intro-
duction de chague nouvelle donnée le déroulement complet de toute la procédure
d'estimation. Donc, les méthodes présentées dans ce travail sont des méthodes en ligne et
hors ligne dont les deux premiéres permettent de calculer récursivement un estimateur des
parameétres d'un modéle ARCH(q) et d'un modéle PARCHy(q) ou q est I'ordre du modéle et d
la période ; hors I'inconvénient de ces deux méthodes est qu'elles nécessitent I'inversion d'une
matrice de grande taille, ce qui est trés colteux en temps du programme s le nombre de
parametres a estimer grand. Pour résoudre ce probleme nous avons proposé deux autres
méthodes qui améliorent beaucoup les deux premiéres puisgu'elles ne nécessitent pas
I'inversion d'une matrice de grande taille ; seulement, il faut prendre quelques précautions
pour que |'estimateur ne séloigne pas trop de la vraie valeur de paramétre a estimer, étant
donné que les méthodes récurrentes sont tres sensibles aux valeursinitiales.
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Apport et contenu delathese

Ce mémoire dont le theme est "estimation récursive des modeles conditionnellement
hétéroscedastiques périodiques est formée de cing chapitres et deux annexes, nous présentons
briévement le contenu de chague chapitre.

Chapitre 1: Classe des modéles PARMA et processus périodiguement corrélés.

Dans ce chapitre nous donnons un apercu sur les processus périodiquement corrélés et les
modeles linéaires a coefficients périodiques inhérents a ces processus en annoncant quelques
définitions générales concernant les modéles ARMA périodiques.

Chapitre 2 : Classe desmodélesARCH classiques.

Ce chapitre est une introduction aux modeles ARCH classiques avec ses différentes
extensions et ceci pour mieux suivre le travail élaboré dans cette these, nous commencgons
d'abord par donner une présentation générale des modeles ARCH et leurs caractéristiques.
Chapitre 3: Classe desmodéles ARCH Périodiques.

Dans ce chapitre nous présentons un apercu panoramique sur les modeles ARCH
Périodiques et I'objectif de ces modeles qui consiste a capter |'effet saisonnalité dans la
dynamique de la volatilité des séries financieres.

Chapitre4: Estimation récursive des parametresd'un modéle ARCH(q).

Dans ce chapitre nous présentons les différentes méthodes d'estimation récursive, hors
ligne et en ligne, des paramétres d'un modele autorégréssif conditionnellement hétéroscé-
dastique d'ordre q.

Chapitre5: Estimation récursive des parametresd'un modéle PARCHy(q).

Les méthodes d'estimation récursive des paramétres d'un modéele autorégréssif condition-
nellement hétéroscédastique périodique, de période d et d'ordre g, font I'objet de ce cinquiéme
chapitre.

Une conclusion termine ce travail.
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Chapitre1:

Classe des modeles ARM A périodiques et processus
périodiguement corrélés

Ces derniéres années ont révélé un intérét renaissant pour l'analyse des séries
chronologiques, cependant I'analyse standard des séries suppose la stationnarité faible du
model e stochastique qui génére la série temporelle sous étude, il est montré que pour la classe
des séries stationnaires nous pouvons toujours trouver deux entiers p et q pour lesguels le
modéle ARMA((p,q) associé soit représentatif. Pour certaines séries non stationnaires il existe
des transformations usuelles telles que la technique d'édimination de la tendance ou de la
saisonnalité permettent de passer a des séries stationnaires. En pratique il y a des séries qui
sont présentées adéquatement par les processus ARIMA ou les processus SARIMA pour les
séries qui montrent des instabilités saisonniéres, or plusieurs séries temporelles rencontrées
dans domaines divers tels que : I'économétrie, I'hydrologie, météorologie et les éudes
d'environnement ne peuvent étre stationnarisé par une transformation saisonniere telles que la
technique d'éimination de la tendance ou de la saisonnalité, dans ce cas |'analyse classique ne
tiens pas compte de la périodicité cachée. Des résultats sur I'effet de négliger la périodicité
sont donnés par TIAO et GRUPE (1980) ces études ont montré que le fait de modéliser un
processus périodiguement corrélé non stationnaire par un processus stationnaire mene entre
autre a la surévaluation des ordres, a |'inconsistance des estimateurs des parametres et a une
prévision biaisée, ce qu'on appelle prévision inefficace.

L'introduction de la classe des modéles linéaires autorégressifs moyennes mobiles a
coefficients et ordres périodiques a été une alternative attrayante a la modélisation saisonnale
habituelle, lajustification théorique de I'utilisation des modéles linéaires périodiques revient a
la décomposition linéaire de Cramer (1961) faite pour les processus non stationnaires et qui
est une généralisation de la décomposition linéaire de Wold (1938) spécifique du cas
faiblement stationnaire.

L'analyse des modéles PARMA avec ses trois volets : identification, estimation et
validation a été explorée par plusieurs chercheurs : Pagano (1978), Troutman (1979), Tiao et
Goutman (1980), Anderson et Vicchia (1993), Bentarzi et Hallin (1996) et beaucoup d'autres.

Dans les études des propriétés théoriques de ces modéles |'outil de base qui a été exploité
est le théoreme de Gladyshev (1961), ce dernier a créé une dualité entre les processus
périodiques et les processus multivariés faiblement stationnaires associés. Ainsi pour faciliter
des problémes concernant les modéles ARMA d-périodiques, on est amené a transférer ces
mémes problémes aux modeles ARMA d-variés stationnaires associés. Ce qu'on appelle la
technique "PERIOD SPAN LUMPING" cette approche a fait I'objet de nombreux travaux de
recherches pour I'étude des modéles périodiques citant a titre d'exemple : Bentarzi et Hallin
(1995) et Ula et Smadi(1997) et Bentarzi(1998). Toujours dans le contexte de I'éude des
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propriétés théoriques des modeles de série chronologiques une autre approche dite "ORDER
SPAN LUMPING" a vu le jour aprés le constat établis par ces chercheurs dans lequel ils
remarquerent que les résultats obtenus jusqu'a la pour les modeles PARMA semblent
incompl ets pour |e cas moyenne mobile périodique.

Définition 1.1 (Processus périodiquement corrélés)

Le processus {yt, tDZ} du second ordre est dit périodiquement corrélé (ou encore

périodique au sens faible) S'il existe un entier d strictement positif, tel que pour tout st et
rdz,ona

D) Hypyr = M, Orr0Z
ii) y(t+dt,s+de) = y(t,s) Os,t,1OZ
ou y(t,s) = E(y, —~E(y))(y, —E(y,)) avec E(y,) = 1,
Autrement dit, si la moyenne et la fonction d’ autocovariance sont d-périodiques dans le
temps. De plus on appelle "d" période du processus y; le plus petit entier positif satisfaisant i)
etii).

(1.1)

Remarque 1.1
Un processus faiblement stationnaire est un processus périodiquement corrélé 1-
périodique (d =1).

1.1 Fonction d’autocovariance d’ un processus périodiquement corrélé”

Soit {y,, t O Z} un processus périodiquement corrélé d-périodique de moyenne nulle et
de fonction d’ autocovariance y(.,.) d-périodique. Pour tout entier 12, i=1,....d et TOZ,
tel que: ¢ =i+drt, aors la fonction d autocovariance pour |I"horizon 4 (ou d’'ordre #) et
relative ala ;™ période (ou saison), notée y, i =1,...,d, est définie par :

vy =y(t,t—h)=y(,i-h) i=1..d, hON et+t0Z (1.2
Il est facile de vérifier que: yirn =y gy =i (1.3)

1.2 Processus multivarié stationnaire associé a un processus univarié périodiquement
corrélé

Lors de I’introduction, pour la premiere fois, de la notion de processus périodiguement
corrélés, Gladyshev (1961) a montré que |’ on peut toujours construire a partir d’ un processus
périodiquement corrélé d-périodique, le processus stationnaire d-varié qui lui est corres-
pondant. Cette relation permet la représentation d’ un processus d-périodique par un certain
processus d-varié qui est stationnaire. Par conségquent I’ étude des processus périodiques se
raméne immédiatement a celle des processus stationnaires multivariés.

" Voir Bentarzi (1995)
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Théoréme 1.1 (Gladyshev (1961))

Soit {y,, tDZ} un processus centré périodiquement corrélé de période d. Pour tout
t0Z, lentier i0{01,..d -3 et I’entier T tel que: r =i +dr on définit le processus d-varié
X(r) ot : X,(r)=y,,, . Ceprocessus est alors donné par le vecteur

X(r)= (0,0, X,@)... X, ©)
:(yl+dr’y2+dr""’yd+dr )T

Alors {y,, t 07} est périodiquement corrélé si et seulement si le processus multivarié
correspondant est stationnaire.

1.3 Relation entre les autocovariances d’un processus multivarié stationnaire et celles
d’un processus périodiquement corréé

Soit I'(t,,7,) lamatrice de variance-covariance de X (1,) et X (7,)définie par :

ou I, (1,,7,) =COV((X[(T1),X].(T2)) i,j=1..d et1,1,0Z,

nous avons alors
— @) P
C (T T0) =V aony i,j=1.d (1.4)

Le processus d-varié X (1) étant stationnaire, alors sa matrice d autocovariance a
I"horizon 4 est delaforme:

Fr)=r@r-h)=(T;) = q
ou rg,- (h)= yz'(i)j’+dh

1.4 Processus bruit blanc périodique

Les processus bruits blancs stationnaires sont souvent utilisés pour générer d’ autres
processus stationnaires. De maniere analogue, les processus bruits blancs périodiques, quant a
eux jouent le méme réle dans le cas de processus périodiguement corrélés. Ainsi |e processus
{et , t0 Z} est dit processus bruit blanc périodique s'il vérifie les propriétés suivantes :

i) {€,, 107} estcentré, c'est adire: E(g,) =0 pour tout ¢ Z.
i) Il est de variance d-périodique: a’,,, = o’ pour tout i =1,...,d et TOZ.
iii) Le processus {¢,, 107} estnoncorrélé: E(g,e.) =0, pour tout 7 et s tel que ¢ # s.
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1.5 M odéle autor égressif moyenne mobile périodique

Avec |'incapacité des modeles SARIMA, traités dans le fameux ouvrage de Box et
Jenkins (1970), a décrire et a représenter certaines séries a caractére non régulier (des séries
générées par des processus non stationnaires) mais aussi avec la parution de la généralisation,
par Cramér (1961), du théoreme de Wold (1938), de la décomposition des processus
stationnaires aux processus non stationnaires, les modeles linéaires non stationnaires a
coefficient dépendants du temps (ARMA, évolutifs ) ont connu un développement tres
important ces dernieres années et sont souvent utilisés malgré leur complexité par rapport aux
modeles linéaires stationnaires. Par analogie aux processus stationnaires et aux modeles
ARMA qui les représentent, une classe particuliere de modeles non stationnaires ARMA,
évolutifs et qui permet de représenter les processus périodiquement corrélés est la classe de
modeles linéaires a coefficients périodiques dans le temps. Ce paragraphe est consacré a
I’étude de ce type de modéles. Nous commencons d’ abord par présenter le théoreme de
Wold-Cramér pour la décomposition des processus non stationnaires.

1.6 Représentation linéair e des processus périodiquement corrélés

Du fait que les processus périodiquement corrélés sont des processus non stationnaires,
au sensfaible, la représentation de ces processus par lafamille des modél es classiques ARMA
n'est pas justifiée par le théoreme de Wold (1938) qui assure I’ existence et I’ unicité d’ une
décomposition linéaire uniquement pour les processus, du second ordre, faiblement
stationnaires. Néanmoins, les modeles linéaires autorégressifs moyenne mobile intégrés
saisonniers étudiés par Box et Jenkins (1976) ont montré leur efficacité pour modéliser (aprés
les avoir ramener au cas stationnaire a l'aide d'une ou de plusieurs transformations) plusieurs
Séries saisonniéres et sont justifiés par la représentation de Wold. Toutefois, cette classe de
modeles ne s avere adéquate que pour une classe particuliére de processus périodiquement
corrélés (saisonniers) a savoir ceux qui peuvent étre ramenés par le biais d’ une transformation
saisonniére ou mixte au cas stationnaire faible et par consequent peuvent étre modélisés par
des membres de la famille des modéles saisonniers de Box et Jenkins. La pratique a montré
gu’ une diversité de processus périodiquement corrélés ne peuvent pas étre modélisés de fagon
adéguate par cette classe de modeles intégrés saisonniers. Le théoréme suivant de Cramer
(1961) qui a donné une impulsion remarquable a I’analyse des séries chronologiques non
stationnaires a permit I'introduction des modéles linéaires évolutifs, dans le temps, en
particulier, les modeles ARMA périodiques.

1.7 Représentation linéaire de Wold-Cramer

Une généralisation du cas d’ un processus, du second ordre, non stationnaire, du théoreme
de Wold (1938) concernant I’existence et I'unicité de la décomposition linéaire d’'un
processus du second ordre faiblement stationnaire, a éé éablie par Cramer (1961). Ce
résultat, connu sous le |'appellation décomposition (linéaire) de Wold-Cramer, a permis
I’extension des modeles linéaires usuels (a coefficients constants) ARMA (p,q) aux modeles
linéaires non-stationnaires, a coefficients dépendants du temps, ARMA(p,q;), dont les
model es autorégressifs moyennes mobiles périodiques sont des cas particuliers.
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1.8 Processus purement indéter minable et processus déter minable du second ordre

Notons par H?(y,,t) le sous-espace de Hilbert, H*(y,,]—,t]), engendré par le passé
etleprésent (...,y,.,,»,.,,»,) du processus du second ordre {y,, t O Z} .

Définition 1.2

Un processus stochastique, du second ordre, {y,, 102} est dit purement indéterminable
ou encore régulier, si
lim H2(y,.1) ={¢ (15)

et purement déterminable ou singulier si
lim H?(y,,t) = limH?(y,,t) (1.6)
t - —00 t - +00

Théoreme 1.2 (Cramer (1961))
Tous processus stochastique, du second ordre, {yt} possede une décomposition linéaire

unique donnée par :
y, =U, 7V, .7
telles que:

- Lesprocessus U, et V, appartiennent au sous-espace de Hilbert H7?(y, ,z).

- Ces processus sont orthogonaux, de plus le processus U, est purement déterminable
(singulier) et V, est purement indéterminable (régulier) et peut étre représenté par une
combinaison linéaire infinie unique convergente (en moyenne quadratique) de laforme

V= Ya,.e (L9

ou {&} est un processus bruit blanc. Le processus {a g0 Z} est, alors, dit innovation du

ttCe

processus et le processus {¢} est I'innovation normée.

Cette décomposition a permit donc la construction des modéles linéaires non stationnaires
qui ne sont que des approximations de la représentation de Wold-Cramér. Dans ce qui suit
nous présenterons une classe particuliere de ces modéeles qui est la classe des modeles
autorégressifs moyennes mobiles périodiques.

Considérons un processus périodiquement corrélé généré a partir d’ un bruit blanc périodique

{e,,:07

00

Ve = Et + Z at,sgt—s (19)

ou la suite {am} est absolument sommable pour tout ¢, aors les coefficients {am} sont
périodiques dans le temps (en 7).
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1.9 Modéle ARMA périodique (PARMA)

Comme pour les modéles ARMA classiques, un processus périodiquement corrélé peut
étre représenté par un modele ARMA périodique qui N’ est rien d’ autres qu’ une approximation
de la décomposition de Wold-Cramer.

Définition 1.3 (Processus Autor égressif moyenne mobile périodique)

On dit qu'un processus périodiquement corrélé {y,, tDZ} admet une représentation

autorégressive moyenne mobile d’ ordre (p.q;), périodique de période de période d, noté
PARMA /(p,q;), Sil est solution de |’ équation aux différences stochastique suivante :

Pt qt
yt - ¢['y[_' = 8[ - 6[-8[_' (1'10)
; y J ; b J
ou encore : ®,(L)y, =0,(L)¢, t02Z

ou : {st, tDZ} est un bruit blanc périodique de variance o0,° les paramétres
6, j=L..q; @ i=1.p,; q € p, sont des fonctions d-periodiques et les poly-

Py . q; .
némes @, (L) =1~ Z oL e ©(L)=1 —Z 6 L' ne possedent pas de zéros communs.
= =

Posons p = max,., p, €& ¢ =max,,, g, aors(1.10) peut S écrire également dans une
forme plus simple

P q
DX ENELET (112)

1.10 Modele autor égressif d-périodique pur (PAR)
Définition 1.4 (Processus Autor égressif périodique)
Le processus périodiquement corrélé {yt, tDZ} d-périodique est dit admettre une

représentation autorégressive périodique d'ordre p, de période d, noté PAR,(p,), Sil est
solution d'une équation aux différences stochastique de laforme suivante :

Py
Y, = Z @Y TE, t0Z; (1.12)

ou: {¢,, 102} est un bruit blanc périodique de variance o,?, les paramétres @, i=1..p, ;
et p, et lavariance g, sont des fonctions d-périodiques.
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1.11 Modeles moyenne mobile d-périodique pur (PMA)
Définition 1.5 ( processus moyenne mobile périodique)

Le processus périodiquement corrélé {y[, tDZ} de période d est dit admettre une

représentation moyenne mobile périodique d ordre ¢, de période d, noté MA(q,), Sil est
solution de I’ éguation aux différences stochastique suivante :

9
y, =€ - Z@l/.s,_j t0Z; (1.13)
7=

ou les parametres 6, j=1...q,; t0Z et la variance du bruit blanc o’ sont des fonctions
périodiques, en ¢, de période d.

1.12 Méthode d’ études des modeles ARMA périodiques
Définition 1.6 (Causalité)

Le modele univarié ARy (pr) de période d définit par I'équation (1.12) est dit causal S'il
admet une solution de laforme

y, = Z ace,., t0Zz (1.14)

ou lasérieinfinie est convergente, en moyenne quadratique.
Définition 1.7 (Inversibilité)

Le modele (1.13) est dit inversible s'il existe desfonctions 3 tellesque:

£ =y Bove (07 (1.15)

ou la série est convergente, en moyenne quadratique.

Pour étudier les propriétés des modeles ARMA périodiques nous pouvons distinguer
deux approches. La premiére se base directement sur le théoreme de Gladyshev (1961) qui
consiste a ramener un modele périodique univarié a un modéle classique multivarié et
d étudier les propriétés de ce dernier. Quant a la deuxiéme, elle raméne un modéle moyenne
mobile (autorégressif) périodique a un modele moyenne mobile périodique (autorégressif)
mais seulement d’ ordre 1.
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1.13 Technique «period-span lumping» et étude des modéles univaries ARMAy
périodiques

Le principe de cette méthode est de ramener |’ étude des propriétés d’ un modéle périodique
univarié a celle du modéle d-varié autorégressif moyenne mobile qui lui correspond. Ceci
permet d exploiter les résultats d§ja existant concernant I’analyse des modeles multivariés
classiques pour étudier les modeles périodiques. Dans ce qui suit nous alons présenter le lien
entre un modél e périodique univarié et un modéle multivarié classique.

1.14 Modele ARMA multivarié associé a un modéle ARM Aq4(p:,0) univarié
Soit {y,, #1027 un processus univarié périodiquement corrélé admettant une
représentation autorégressive moyenne mobile d ordre (p,¢;), périodique de période d
Pt q
Vi~ Zq);/yt—j =&, - Zezjgt—j' (1-16)
= 7=

Alors|le processus d-varié {X (r} définitpar: X,(r)=y.,.

X(1)=(x, (@), X,(@),.. X, (1))

ou
= (yl+dr 1 Vordr 1 Yasar )T

satisfait a un modéle d-varié autorégressif moyenne mobile donné ci-dessous

PO)X () +PQ)X (T -1 +...+@(p )X (T~ p ) =3O)N(T) +6DN(T - +...+6(¢ (T -q")
(1.17)

ou

n(r) = (nl(r),nz(r),...,ns (T))T avecn, (t) =&, , 1 =1,...,d est un processus bruit blanc d-

varié.

- .~ . Ly, —idd, ..

p —rgg(g—d E+1 e g —rjgz(g—d EH, (1.18)
O 1 o . O O 1 0o . 0
Ja@ 10 . J8@ 10 . g

=0 1 % 0 aoeom, S R
0e.0@) . . 1 -0 0840 - . 1 t .
o . .. . o o . oo .o
D@ . . @@ 1 Jo.@) . . 8@
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0@ 4.0 4.0

O @i (2) @ (2) @ (2)
O
=0
() 0@+ ()
O

0 .
W va1(d)

aveci=1,2,....d e k=12,..p

et
E edr (1) edr—l (1) 6dr—2 (1)
D 6dr+l (2) %r (2) edr—l (2)
U

o =0,

) 06,44 (9)

U
0 .
[edr+d -1 (d)

avec i =1,2,...d et r=12,..., g*

. . . . . 0
0,.0) 6,0 6,,0) : 0, () O

%ﬂ—d (1) D

Pira (2) ]
l

. . . . . g
Ga() @@ @.0) : ®..0) 0

U

. S
Ga(d) @ (d) O
(1.20)

6dr+l—d (1) D

6dr+2—d (Z)D
U

O

6u(d) 6, O
(1.21)

Cette relation entre un ARMA(p,,g)) univarié et un ARMA(p ,q) d-varié permet de
vérifier quelques propriétés théoriques tel que lacausalité et I’invisibilité.

1.15 Condition de Causalité d’'un modéle ARM A multivarié

Les conditions de causalité du mod&e ARMA(p",¢*) multivarié & coefficients constants,

iAfX(f‘i) = iij(t =) (1.22)

ou &(¢) est un processus multivarié non corréelé et les matrices 4, et B;, sont des matrices
carrées réelles. Sont données par Hannan (1970) et consistent a ce que les racines de

I’ équation :
14

det

=0

sont al’intérieur du cercle unité.

0O
Az =6
U

z0C (1.23)



1.16 Condition d’invisibilité d'un modele ARM A multivarié

Les conditions d'invisibilité du mod&e multivarié a coefficients constants, ARMA(p "¢ )
P q
ZAI.X(t -i) = ZBfE(t -J) (1.24)
= e
ou &(¢) est un processus multivarié non corrélé et les matrices 4, et B, sont des matrices

carréesréelles; consistent a ce que lesracines de I’ équation :

a 0
detry B,z =0 z OC (1.25)
' U

=0
sont al’intérieur du cercle unité.
Remarque

Les conditions de causalité et d'inversibilité du modéle (1.16) découlent, directement, de

celles du modéle multivarié qui lui est équivalent.

1.17 Condition d’inversibilité d’'un modéle autor égressif périodique

Pi
Le modéle univarié PAR(p,) d-périodique: y, — z @,y . =€ t0Z;
i=1

t

est causal s, et seulement si le modéle d-varié autorégressif a coefficients constants qui lui
correspond :

POX (@) +PDXT -1 +..+@(p )X ([T - p) =n(T) (1.26)

est causal. C'est-a-dire, si et seulement si les racines de I’ équation caractéristique

p .
detEZ D(k)z? ™+ E= 0, z0OC

sont al’intérieur du cercle unité, ou les matrices ®(k), k =1,...,p  sont données par (1.20).
1.18 Condition d’inversibilité d’un modéle moyenne mobile périodique

9,
Le modele univarié MA(q,) d-périodique: y, =¢, —Ze,js,_j; est inversible s et
j:

seulement si le modéle d-varié moyenne mobile a coefficients constants qui lui correspond est
inversible. C est adire, les racines de |’ équation caractéristique

q )
detEZ O(k)z? ™" EZ 0, z0OC

sont al’intérieur du cercle unité, ol les matrices O(k), k =1,...,¢° sont données par (1.16)
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1.19 Technique «order-span lumping » et étude des modéles univariés autor égressifs
moyenne mobile périodiques ARM Aq(pt,0t)

connue sous I'appelation de "order span lumping », utilisé dans I’ éude des propriétés
théoriques des modéles de séries chronologiques périodiques (cf., Bentarzi (1998), Bentarzi
(1995) et Ula et Smadi (1997)). Cette technique a été exploitée par Ula et Smadi (1997) pour
établir une condition nécessaire et suffisante pour qu’ un modéle autorégressif périodique soit
causal.

1.20 Modéle multivarié moyenne mobile périodiques d’ordre 1 associé a un modele
multivarié moyenne mobile périodiqued’ordreq

Soit {y,, 102} un processus m-varié moyenne mobile d ordre ¢ et d-périodique

y,=6,,6 +6,  +..+6, ¢ 0z (1.27)

tq~t—q

ou {e} est un processus bruit blanc de variance périodique et 6,,,i=0,..,q sont des
matrices (m X m).

Bentarzi (1995) considérent le processus mg-varié

Y, = (qu'qu—l""’yq(T—l)ﬂ)
rIT = (qu ' SqT—l""’ gq(T—1)+1)

Le modéle moyenne mobile périodique (1.27) se présente, en terme de processus { Y7,
T[]Z } souslaforme suivante:

YT = eT,Or’T +GT,1’7T—1 (128)

Les matrices ©,, et O,,, de dimension (mgxmg) sont données en fonction des
coefficients périodiques 6, ,, i =0,...,¢q, du modele (1.27) comme suit :

WqT,O eqT,l o eqT,[—l T eqT,q—l H

U Om 6qT—l,o eqT—l,l e o eqT—l,q-Z 0

O - : : 0
©,,=U" ' ' - 1.29
o D Om Om o 6qT—[+l,O T eqT—Hl,q—i D ( )

i R . O

D . . . D

H 0, . SO H
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H QqT’q Om Om H
D eqT—l,q—l eqT—l,q Om o o m D
U : : U

o, =0 0 (1.30)
o l%'EqT—i'tl,q—i-Fl : ’ 6qT—[+l,q Om o O.m EII
D . . . . D
H 0,111 . e O, H

Le modele (1.28) est un modele mg-varié moyenne mobile S-périodique d’ ordre 1, ou S
(S >1) estleplus petit entier tel que: Sg est le plus petit multiple commun de g et d.

Proposition 1.2 ( Bentarzi (1995)) :

Le modéle m-varié moyenne mobile d-périodique d'ordre ¢, (1.27), est inversible si et
seulement si lesracines de I'équation :
|lP - IZ| =0
sont al’intérieur du cercle unité.

ou W est une matrice carrée, de dimension (mq x mg) donnée par :
W= e;,loes,legl—mes—l,o "'92,1092,191_,%)91,1
ou les matrices ©, , et ©,,, j=1...,S sont donnees respectivement par (1.29) et (1.30).

Nous remarquons que les éléments de la matrice W sont exprimés en terme des
coefficients d-périodiques du modéle périodique (1.27).

Dans le cas simple d'un modele univarié moyenne mobile périodique d’ordre 1, la
condition nécessaire et suffisante est donnée par le corollaire suivant :

Corollaire 1.3 (Bentarzi (1995)) :

Le modéle univarié moyenne mobile d-périodique d’ordre 1 :
Vi = ez,ogz + 6;,1£z—1 t0Z
estinversible si et seulement si :

6,.0,,..8,,

——————<1].
6,00,0:-8, ¢

Bentarzi (1998) a exploité cette nouvelle technique pour résoudre le probléme de la
factorisation spectrale d’ un modele m-varié moyenne mobile d-périodique.
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Par analogie, Ula et Smadi (1997) ont exploité la technique introduite par Bentarzi
(1995) pour obtenir une condition necessaire et suffisante pour la stationnarité des modeles
autorégressifs moyennes mobiles.

1.21 Modele AR multivarié périodique d’ordre 1 associé a un modéle AR multivarié
péiodiqued ordrep

Sait {y,, # 02} un processus périodiquement corrélé de période d satisfaisant au modéle
m-varié autorégressif périodique de période d et d’ordrep et :

yt :(01,1y1—1+"'+(0t,pyt—p +£z (131)

Ulaet Smadi (1997) définissent

Y, = (ypT’ypT—l""’yp(T—l)+l)
Ny = (€1 1€ proases € prayen)

le modéle (1.31) s écrira donc sous laforme suivante :

®, Y +P, Y, =0, (132

lesmatrices @, , et ®,.,, dedimension (mgxmq) sont données en fonction des coefficients
périodiques @,,, i =1..., p, t JZ dumodele (1.31) comme suit :

H[m Q1 —O, T ~Q, H
U-)m Im Qa1 o @ ,0
®,, = B : ‘ : B (1.33)
0: U
0, 0, I, 0
et
H -, 0, 0, 0, H
0O@pa,1  ~ @y, Om Om U
®,, =g R (1.34)
0 . . S . 0
E_ (pr-p+1,1 a ¢Tp—p+1,2 ot ¢Tp—p+1,p E
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Chapitre 2 :

Classe desModéles ARCH

Au début des années 1970, I'accent a éé mis sur les modéles linéaires et devant les
problémes de modélisation rencontrés par certaines séries de données (des séries de biologie,
des séries financieres et monétaires) les modeles non linéaires ont été envisageés et plusieurs
classes de modéles ont été abordées : les modéles bilinéaires, les modéles a seuil, les modéles
hétéroscédastiques.

Les séries temporelles financiéres sont éudiées d'une part dans un objectif d'explication
des phénomenes de marché (prévision, analyse des risques, ...) et d'autre part dans un objectif
de calcul du prix des actifs.

Les quelques remarques suivantes montrent cependant que la modélisation classique des
processus n'est pas entiérement adaptée et néglige une partie de I'information contenue dans
les séries financieres.

On a pris des processus a volatilité constante, alors que I'examen des historiques des
séries temporelles et des volatilités implicites montrent clairement le contraire.

De plus les queues de distributions des probabilités empiriques des séries financieres sont
plus épaisses que celle d'une loi normale : autrement dit la probabilité d'un fort mouvement a
la hausse ou a la baisse (Krashs ou mini-krashs) est dans la réalité trop importante pour
pouvoir étre modélisée par une loi normale.

Pour prendre en compte toutes ces remarques, plusieurs approches ont été abordées : celle
retenue ici est celle des modeles ARCH, qui présente I'intérét de conserver les propriétés de
régularités du processus enrichissant ainsi 1a technique de prévision.

Cette classe de modéle a tout d'abord été introduite par Engle en 1982 dans le cadre
d'étude sur des données macro-économique (en particulier sur l'inflation au Royaume-Uni).
Engle est parti de la constatation suivante : les travaux économétriques usuels effectués sur
ces séries, qui supposent une volatilité constante, laissent certaines données mal expliqueées et
celle-ci sont souvent regroupées. Elles correspondent a des périodes ou les variations devien-
nent plus fortes que celles constatées sur I'ensemble de la série, et sont donc considérées
comme aberrantes par un modéle usuel.
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Sur les séries financieres, ce type de phénomene est encore plus courant : on sait que les
périodes de forte variation des cours sont souvent groupées (phase d'incertitude économique,
tension sur les marchés, ...), contrastant avec des périodes cames. La encore, un modele
ARMA avolatilité constante ne pourra rendre compte de ce type de processus.

Pour prendre en compte ces remarques Engle a imaginé un processus mixte : il garde la
structure du modele ARMA, mais le bruit blanc n'a plus une volatilité constante. Dans son
article 'auteur ne suppose plus que {st; t Z} est un bruit blanc mais envisage plutot que ce

processus est de laforme suivante :

q
g, =n,[h, ot n, ~iid N(0) etht=a0+Zalef_l.

=

Donc I'aspect hétéroscédastique est introduit par I'intermédiaire d'une dynamique auto-
régressive sur les carrés du bruit.

Lavolatilité de ladate t est donc fonction des écarts a la moyenne observés dans le passé
proche. Si les coefficients a,i=0...,9, sont tous positifs et assez grands on observe aors des

périodes de fortes volatilités suivies de périodes de faibles volatilités.

Quoique cette nouvelle classe de modéle se trouve encore dans une phase expérimentale
et en pleine évolution on assiste d'ores et dga a des extensions et utilisation diverses (modéeles
GARCH, ARMA aerreur ARCH, ARCH-M, etc.).

Divers travaux empiriques ont éé effectués afin de mesurer I'impact de la modélisation
ARCH sur différents types de séries financiéres, citons les travaux de Weiss (1984), Milhoj
(1985) et Bollerdev et a. (1994). On cite auss les travaux de Engle (1983) sur le taux
dinflation et Elie et a. (1992) sur les cours de change ou on a montré que les modéles
ARCH, gréce a l'introduction d'une volatilité aléatoire permettait de mieux appréhender la
réalité des séries financiéres. lls sont donc mieux adaptés pour la prévision. Et auss les
travaux de Weiss (1985) sur les séries macro-économiques américaines en utilisant les
modeles ARMA aerreurs ARCH.
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2.1 Modeles ARCH classiques

La classe des modéles autorégressifs conditionnellement hétéroscédastique notés ARCH
a été proposée pour la premiere fois par Engle en 1982 dans un objectif de large
développement des prévisions du aux series chronologiques ; le but est de permettre a la
variance du bruit de varier conditionnellement au passé de la série. Le modéle ARCH(q) est
définit par I'équation :

g =nh,

— 2 2 2
telleque h, =a, +a.g”, +a,6 , +...+a €,

et n, ~iid N(0,))

Il apparait comme un bruit blanc gaussien multiplié a chague temps ¢ par une variable
aéatoire dont le carré dépend de maniere linéaire des ¢ derniéres valeurs du processus.

Notons que a, >0 et que a,,0,,...,a, 20 sans quoi la variance conditionnelle pourrait étre
négative.

On peut I’ écrire aussi sous la forme suivante ou la distribution conditionnelle de &, est
normale, centrée et de variance ;.

7, /2., ~NO/A) (29

q
— 2
%_%+;m&i 2.2)

ou g, désignel’ensemble d'information disponible aladate ¢-1.

Une troisiéme formulation du modéle vient en posant u, =€’ —h,

2

q
2
£t - aO + Zaist—i + u, (23)
=

ou lesvariables u, sont de moyenne nulle et de variance non constante.

Ce qui montre une forme AR(g) pour les carrés du processus d'innovation 7. Cette
formulation donne lieu a des définitions plus générales des modéles ARCH(q).

Une Quatriéme formulation fait apparaitre ¢ comme une différence de martingales
puisque: E(g,/g,_,) =0 (2.4)

q
mais hétéroscédastique puisque Var(g,/€,,) =a, + Z ae’, (2.5)
i=1

®) & est une différence de martingal es hétéroscédastique si et seulement s :
E(e,/g,_)=0 Ot
Var(e, 1) =Q, Ut
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Exemple 1 : Dans cette exemple on se limite a une étude préliminaire du modele ARCH(1).
Nous avons:

g, =n+Jh, teque h=a,+ag?, e n,~iid N(OY)
il faut évidemment que a,> 0 et que a,= 0.

Il est trés important avant toute étude de tout modéle de vérifier les conditions de
stationnarité :

Var(e,) =a, +aV(€,,)
d ot I’on conclut que a, <1 et que:

o

V)=
€)=

(2.6)

Soit 4 un entier strictement positif. Il est aussi intéressant de comparer la variance
marginale a la variance conditionnelle V' (¢, /¢,_,) , par remplacement successif on déduit de

(2.3):

2 h-1 hea? h-1
Et _ao(1+al+"'al )+algt—h +I'lz +all'lt—1+"'+a l'lz—h+1 ( 27)

En prenant I'espérance conditionnelle des deux membres conditionnellement a
I'information &,_, , on obtient les variances conditionnelles du processus dinnovation données
par :

1-af
Var(g, 1€,.;) = aq 1—1 +arel,

1

ces variances ne dépendent de I'ensemble d'information qu'a travers la valeur la plus récente
dee?,.

Lorsque %~ tend vers l'infini la variance conditionnelle converge vers la variance
marginale donnée par (2.6). La différence entre la variance conditionnelle et la variance
marginale peut sécrire:

Vie &) -V(Ee)=allel, -V,

Celan'est possibleques a, <1
Pour déterminer les conditions de stationnarité et pour trouver la distribution marginae
du processus, il faut procéder par récurrence. Illustrons ceci sur le moment d'ordre 4 dans le

cas gaussien. A partir des conditions de I'exemple 1, on peut écrire:

E(std(/gt—l) = E(r’4ht2/8t—l) = E(n;‘/Et—l)E(htZ/Et—l)

t

=3(a, + al£t2—1)2
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Compte tenu de ce que le moment d'ordre 4 d'une loi normale N(0,1) vaut 3. En prenant
I'espérance marginale par rapport a €,_, , il vient :

E(eh) =3E(a +2a,a,”, +ale’,
=3(ag +20,0,E(e2,) +alE(gl))
2a.a
= (e} + 22 + ol

D'ou la stationnarité implique

E(&‘:‘) = 305(3--'_01)
(1_ 3al )(1_ al)

La condition d'existence des moments dordre 4 et 3a7 <1. On en déduit que le
coefficient d'aplatissement de fisher ("Kurtosis") associé aladistribution marginale de € vaut

_EE) _,1-af

CEYNEY) T1-3? >3
1

K

cette derniere étant la valeur de k pour une loi normale. Les queues de la distribution
marginale d'un processus ARCH(1) sont plus épaisse que pour un processus gausien.

Le théoreme généra suivant donne les conditions de stationnarité et la variance
conditionnelle du processus ARCH(Q).

Théoreme 2.1 Engle (1982)
Le processus ARCH(Q), telsque a, >0 et a,,0,,...,a, = 0, aune covariance stationnaire
S, et seulement s, I'éguation caractéristique associé a toutes ses racines a l'intérieur du cercle
unité.
aO
q

1- ;aj

La figure 2.1 de la page suivante montre une série artificielle générée par le modéle
ARCH(1) d'équation :

€,=n+4002+03¢*, avec n, ~iid N(0])

Lavariance est donnée par : E(ef) =
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2.2 ModélesGARCH(p,q)

Bollerdev (1986), par analogie avec la démarche usuelle de Box et Jenkins, a introduit
une dynamique autorégressive moyenne mobile et considérerale modéle suivant :

Le modele GARCH(p,q) est donné par :

€1€_,~N(Oh) (2.7)
ou

_ ¢,

h=a,+ ;aist_l + ;th,_j (2.8)
avec

a,#0 et g, #0 pour ¢20 et p=0

On peut écrire I’ équation (2.7) sous forme symbolique :

h =a,+ A(L)e* + B(L)h, (2.9)
ou on suppose gque les polynémes A(L) et B(L) sont donnés par :

A(L) = ia L (2.10)

et
B(L) = i B.L (2.11)

ou L est I'opérateur retard, c.-a-d. Lg, =€, ;.

Propriété 2.1 Bollerslev(1986)
Un processus {,,/07 satisfaisant un modéle GARCH(p,q) avec des coefficients

positifs (i.e. a,>0,a,20i=1..p et 3,20 j=1...,q) est asymptotiquement stationnaire
du second ordre si

AQ+BQ) = ial_ + iﬁj <1 (2.12)
avec ) i
E()=0, V(s,):m et COV(g,,e,)=0 pour t#s

En posant u, =¢*—h, , donc h =&”—u,, nous obtenons, en remplagant /, dans (2.8),
I'équation :
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max{p.q}

Ezz =0, * Z (ai + Bi)gzz—i tu, -~ Z Bjut—j
=1 =

aveclesconventionsa, =0s i>q e f(,=0s8 j>p

Les équations (2.7) et (2.8) sont les plus utilisées en pratique.

2.3Modélesderégression aerreur GARCH

On peut considérer un modéle de régression linéaire a erreur GARCH :

Y, =X,B+¢, (2.13)
ou (g,) satisfait un modele GARCH(p,q)

ou un modéle ARMA aerreur GARCH.

Q(L)y, =O(L)¢, (2.14)

ou (&,) satisfait un modele GARCH(p,q)

2.4 ModélesARCH-M

Le modéle dit ARCH-M c'est-a-dire "ARCH in mean" pour présence de la variance
conditionnelle dans la moyenne conditionnelle a été introduit par Engle et a. (1987) et
présente par :

Y, =x,',8+5\/h_,+£, (2.15)
telsque:
g, =n,/h, et n,~iid N(0J) (2.163)
q
ou h =a,+ Zajsf_f +n'y (2.16b)
2 A

0 mesure |’ effet de la variance conditionnelle correspondant au coefficient relatif d’aversion
pour le risque positif, comprisentre 1 et 4.5.

Les applications de ce modéle sont diverses et nombreuses : 1l a été utilisé pour I’indice

quotidien de Standard et Poors, pour |es rendements hebdomadaire sur un panier de valeurs de
la bourse de NewY ork et pour les indices trimestriels sur des actions américaines.
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2.5 ModélesEGARCH

Dans le modéle GARCH(p,q) exponentiel noté EGARCH (p,q) de Nelson (1990) la
variance s, dépend de lavaleur et du signe de ¢, . Il est définit comme suit :

£ = r’t\/h_z (2.17a)
tel que
9q p
log(h,) =a, + Za,» (®n,._, +v(n.-;|—En.-P)+ Z B.log(4,_,) (2.17b)
= =
et
n, ~iid N(0,J) (2.17¢)

Contrairement au cas du modéle GARCH(p,q) ou aucune restriction sur les parametres
a,,i=lqg etf,j=l.p nest nécessare pour assurer la positivite de la variance
conditionnelle.

2.6 Propriétésdes modeles AR(p) a erreur ARCH(1)

Soit le processus stationnaire {yt ,tDZ} d'ordre p a erreur ARCH(1) satisfaisant
I’ égquation :

V=0Vt t0,y,, TE (2.184)
tel que
g1e_,~N(@Oh) e h=a,+ag’, (2.180)

de telle maniére que I’ éguation caractéristique de (2.15) donnée par
Z'-0z" -0, -..-0,=0

ait sesracines al’intérieur du cercle unité, deplus a, >0 et a, 20.

Propriété 2.2 (Engle, 1982)
Les moments centrés d’ ordre impair s'ils existent sont nuls par symétrie.

Propriété 2.3 (Engle, 1982)
On suppose que le processus démarre infiniment loin dans le passé avec les 2r premiers

r

j=

moments finis, l[e moment d' ordre 2r existe si et seulement si a; rl(Zj -1 <1.
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2.7 Méthodes d'estimation des modeles modéle AR-ARCH
Les méthodes d'estimation utilisées en pratique sont essentiellement :
2.7.1 Méthode du Pseudo-M aximum de vraisamblance
Elle repose sur une fonction critére déduite de laloi normale
Définition 2.1
Soit /,(v,0) lafonction de vraisemblance associée a Y, et conditionnelle au passé, c'est-a
dire lafonction de vraisemblance de 1,,Y,,...,Y, conditionnellea Y, est:

T
L(y,0) = |'ll,(y,9) (2.23)
L’ estimateur Pseudo-Maximum de Vraisemblance (PMV) éT du paramétre 6 est une
solution du probléme m(;snx{l og L(.0)} . (2.24)

Propriété 2.4 (Engle, 1982)
Sous des conditions de régularité :
1°/ Il existe une solution 8, qui converge verslavraievaleur 6,.

2°/ L’ estimateur PMV est assymptotiquement normal

JT (6, -6,) 0% N(0,J™J™
ou 6, est lavraie vaeur, inconnue, du paramétre 6 appartenant & © inclus dans IR" .
Avec

O 92 0
J:Eolj_a |Oglt(y160)

; (2.25)
o 00080 [

] :Eotﬁlogl,(yﬁo) 91094, (7.60) O
H 06 00

Lafonction de pseudo-vraisamblance est :

log L(y.6) :-%IOQZH—%ZIoght(G)—%Z(%n;)(e))z (2.26)

L’ estimateur de PMV est obtenu en résolvant les conditions du premier ordre :
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dlogL(y,0) ~o
00

OlogLré) . 1¢ 1 Bq ©, g =m (@) 040) , & y,=m0) 9, (6)
22 D n©O) o 08 ; h,(6) 20

(2.27)

(2.28)
Soit les résidus centrés réduits :
v, -m(6,)
=u LA A 2.29
@)= h6) (2.29)

On aural’ estimateur pseudo-maximum de vraisemblance résolvant I’ équation suivante :

12 1 oh@) .., L1 om @) - _
1 1 9h6) ey h )@ 0. 2.30
2;}1[(6[) 06 H;h,(et)l’z o (2:30)

C’ est une condition d’ orthogonalité entre les résidus réduits, leur carrés centrés et certains

régresseurs, ici él 77 L@ng(:’) et 1é L@hé (:’)
h,(6,) h,(6,)

respectivement.

2.7.2 M éthode en deux étapes

C'est une démarche d'estimation en deux étapes dans le cas d'un modele ARMA a erreurs
GARCH, l'idée est inspirée a partir de la structure particuliere du modéle.

1°/ considérons le modéle de régression suivant a erreurs ARCH :
Yl = XIB + gt

ou

On peut régresser par moindres carrés ordinaires Y, sur X, qui donne un estimateur

convergent B~T de B, maisnon efficace, car il ne prend pas en compte I'hétéroscédasticité des
erreurs. On déduit les résidus de cet estimateur :

&= Yz _XzBT
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2°/ on considere |le modél e associé au moment conditionnel d'ordre 2 :

2 _ 2 2 2
E(e7 1Y) =ap+ g +0,67, +.. YA€,

2 _ 2 2 2
E Sy +OE L +AE .+ A EL +W,

tel que
E(w,/Y,4)=0.

aprés avoir remplacé les erreurs qui sont inconnues par |es résidus associés en effectuant
une régressions par MCO, et on note @y, ,d7, ...y, les estimateurs obtenus en régressant g2

sur Le’,,....e”, . Ces estimateurs sont convergents de a,Q;,...,d,, -

3°/ On déduit I'estimation de seconde étape des approximations de volatilité en prenant en
compte le phénomene d'hétéroscédasticite :

~

-~ ~ o2 5 o2 5 o2
hy =0 +00E + 06, +..+AE .

. , 1 L .
On peut regresser Y, sur X, avec les poids e Pour réestimer [3, on obtient alors des
1

estimateurs ET de type moindres carrés quasi-généralisés plus performant que les estimateurs
initiaux S, .

4°/ Sous I'hypothése de normalité conditionnelle, le terme d'erreur w, du modéle linéaire
d'ordre 2 est conditionnellement hétéroscédastique, de variance conditionnelle

var(w, 1Y,_) = 2.1 (6,)

2

On note @y, ,dr,,....d;, les estimateurs obtenus en régressant £° sur Le2y,..,g7, avec

les poids % avec la méthode des moindres carrés genéralisee gqu'on remplace par

t
o P (N

q
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Chapitre 3:

Modeles ARCH périodiques

Au cours des derniéres décennies, un nombre important d'études empiriques en finance se
sont concentrées sur ce qu'on appelle les anomalies des marchés financiers, c'est-a-dire des
phénomenes observables, difficilement explicables d'un point de vue purement théorique.
Parmi ces anomalies, plusieurs effets saisonniers (effet janvier, effet lundi, etc.) ont été mis a
jours pour multitude de séries financiéres, de période d'observation et de différents marchés
nationaux. En matiere de saisonnalité journaliere, ces études se sont souvent intéressées a
I'effet "week-end" qui pour un grand nombre de places boursieres se traduit par des
rendements significativement plus faibles, voire méme négatifs les lundi, et des rendements
souvent fort élevés le vendredi avant la fermeture des marchés.

L'origine exacte de cet effet "week-end" ou effet "lundi” ou encore effet "jour de la
semaine" est difficile a expliquer. Certains auteurs extorquent l'arrivée plus massive de
"mauvaises nouvelles' (bad news) aprés la fermeture du vendredi, alors que les "bonnes
nouvelles’ surviennent pendant la semaine. D'autres auteurs avancent l'idée d'une
accumulation de nouvelles pendant les jours de fermeture ou attribuent |'effet "week-end" aun
volume de transactions nettement moins élevé les lundis ou encore expliquent cet effet par la
différence de comportement entre les investisseurs individuels et institutionnels. Ces derniers
prenant des décisions dinvestissement pendant la semaine alors que les premiers seraient
essentiellement actifs pendant le week-end. Un dernier type d'explications, fréquemment
avance, est lié aux specificités et réglementations nationales d'organisation des marchés
financiers (settlement procedures).

D'un point de vue empirique, certains résultats apparaissent assez robustes aux choix des
périodes étudiées, aux types de données, aux techniques utilisées, etc. Parmi ceux-ci, on peut
mentionner une différence significative entre les rendements des lundis et ceux obtenus les
autres jours de la semaine, le caractere en général supérieur des rendements le vendredi, la
corrélation souvent négative entre les rendements du lundi et ceux du vendredi, etc.

Si on envisage également la volatilité, c'est-a-dire la variabilité instantanée des séries
et/ou les moments d'ordre supérieur, des observations similaires peuvent étre faites puisque la
volatilité du marché semble, en général, étre plus importantes un certain jour que le reste de la
semaine et la structure dynamique de la volatilité semble, elle aussi, témoigner d'assez évident
effet saisonnier.

L'observation d'une structure saisonniere non constante des autocorrélations des
rendements boursiers nécessite le recours a une classe de modéles plus riches que les modeles
linéaires standards des séries temporelles qui suppose une constance de la structure
d'autocorréation. Ce dernier point a amené certains auteurs a utiliser des modeles de séries
temporelles périodiques qui admettent explicitement une structure d'autocorréation qui peut
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varier au travers de la semaine. Cette classe de modéles périodiques a été largement étudiée
tant d'un point de vue théorique qu'empirique, comme en témoignent les articles donnés en
bibliographie. Elle couvre une multitude de modeles univariés ou multivariés qui Saverent
fort utile pour modéliser les phénomeénes économiques saisonniers. Leur utilisation en finance
empirique reste néanmoins relativement peu courante en comparaison aux simples modéles
linéaires de régression. Certains travaux utilisent des autorégressions périodiques (PAR,
périodique autorégression) pour I'analyse de la structure d'autocorrélation des rendements aux
alentours des jours de fermeture alors que dans une contribution assez importante, Bollerslev
et Ghysels (1996) appliquent un raisonnement similaire a la modélisation de la dynamique de
la volatilité des séries financiéres. Pour ce faire, ils proposent un modele GARCH périodique
(PGARCH) qu'ils appliquent avec succés a des séries de taux de change ainsi qu'a certains
indices boursiers. L'avantage évident de cette approche est qu'elle permet une représentation
assez flexible des effets saisonniers et des périodicités diverses sur la volatilité des séries
financieres. (Voir Boukerdenna (2002))

D'autres auteurs, quant a eux, unifient ces deux types d'étude en proposant une
modélisation économétrique des rendements financiers intégrant a la fois périodicité observée
en moyenne avec celle observée en volatilité : le modéle PAR-GARCH. Leurs résultats ainsi
mettent assez clairement en évidence non seulement une structure périodique dans
I'autocorrélation des rendements, mais aussi des effets périodiques dans la persistance de la
volatilité.

3.1 Modéles PARCH

L'objectif de ces modeles est de capter I'effet périodicité dans la dynamique de la
volatilité des séries financiéres.
Définition 3.1

On dit que le processus dinnovation périodiquement corrélé {st ,tDZ} admet une

représentation autorégressive conditionnellement hétéroscédastique périodique de période d,
noté PARCH(q), sil vérifie les conditions suivantes :

5E(£t /€,,d)=0 (3.1)

qJ
ﬁ/ar (gt /gt;lld) = h = at,O + Zat,i Etz—i (32)

tellesque a,, >0 et a,; 20 pour i =1,...,q et (Ot0OZ,

ou les coefficients de I'équation de la variance conditionnelle a,; i=01..,q sont des
fonctions périodiques du temps de période d, c'est-a-dire: a,; =0g,q4,; =0s; , 1 =01...,q
telsque 7,t0Z et SO{04,...d -3 .

La figure 3.1 de la page suivante montre une série artificielle générée par le modéle

PARCH,(1) déquation: &,.,  =Mys/Qo A £orey  AEC N, ~iid NI ,
a,=002,a,=03,a,=02et a, =003
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Figure 3.1 : Série artificielle générée par un processus PARCH,(1)
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3.2 Modéles PGARCH

Une premiere facon de prendre en compte les effets jours dans la volatilité serait
dintroduire une série de variables muettes journaiére dans la spécification standard du
GARCH. Une telle modélisation suppose que ces effets jours ont un impact direct sur la
variance non conditionnelle des séries envisagées sans pour autant affecter la dynamique de la
volatilité ce qui est assez restrictif.

Une alternative consiste a étendre la classe des modeles précédents en y introduisant une
structure périodique. Cette extension a été initialement proposée par Bollerslev et Ghysels
(1996) qui motivent leur approche par |'observation que les coefficients de la volatilité et de
persistance varient fréquemment avec la périodicité des séries observées que celles-ci soient
fixent (effet saisonnier) ou non (fermeture, vacances, etc.). Etant donné que des effets
périodiques sont également observés au niveau de la moyenne conditionnelle des séries
financiéres, certains auteurs proposent de modéliser celle-ci par une structure autorégressive
périodique admettant des coefficients autorégressifs différents pour les cinq jours de la
semaine.

Notons que les modeles GARCH offrent souvent une représentation plus explicative que
les modeles ARCH et que Bollerdev et Ghysels (1996) proposérent succes |'application des
modeles GARCH périodique a des séries de taux de change plus exactement sur les série
"Derily Bilateral Deutschmark / British Pound” et "Intraday Deutsmark / US Dollar Spot
Exchange" ainsi qu'a certain indice boursier.

Définition 3.2

On dit que le processus dinnovation périodiquement corrélé {¢,,t0Z admet une
représentation autorégressive conditionnellement hétéroscédastique généralisée périodique de
période d, noté PGARCH(p,q), Sil vérifie les conditions suivantes :

[E(e, /£_,,d) =0 (3.3)

0
%/af(é‘t ley,d)=h=a,+ iam £ + 2'&,]“-] (3.4

tellesquea,, >0, a,; =20 et B;=0 pouri=1..q, j=L.,pe 0Ot0Z
ou les coefficients de I'équation de la variance conditionnelle a,; i=01..,q e f |
j=01,...,p sont desfonctions périodiques du temps de période d, C'est-a-dire :

i =Oseqri =0s; 1=1..,q
@;Li :BS+dr,j = Bs,j j=1..,p

telsque 7,t0Z et SO{01...d -3
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3.3 Modéles PAR-PGARCH

L'avantage évident du modele PGARCH c'est quiil permet une représentation assez
flexible des effets saisonniers et des diverses périodicités sur la volatilité des séries
financiéres. Cependant, en prenant compte de ces résultats obtenus certains auteurs
proposerent une modélisation économique des rendements financiers intégrant a la fois
périodicité observée en moyenne avec celle observée en volatilité, c'est la modélisation PAR-
PGARCH.

Les modéles autorégressifs périodiques a erreur GARCH noté PAR-PGARCH sont
définis par les équations suivantes :

p
Y-S ALY (3.5)
t t ; 1 Yt
ou
%/ le_,d)=h = q 2+
Dar(st £, )=ht—at,o+;at,i ft-i+JZ:lBt,jht—j 3.7)

Ces modéles mettent en évidence une structure périodique dans |'autocorrélation des
rendements ainsi que des effets périodiques dans les persistances de la vol atilité.

3.4 Stationnarité périodique des modéles PARCH

Il est trés important, avant toute éude de tout modéle, de vérifier les conditions de
stationnarité. Selon Bollerslev et Ghysels (1996) et du fait de la non linéarité de ces modéles
et de leur hétéroscédastiscité, leur mécanique ne peut étre exploité directement, alors ils ont
propose de regrouper les observations en paguet de telle maniére que le vecteur couvre tout le
cycle. C'est |'approche "Period span lumping". La détermination des conditions de causalité
périodique est difficile, ce qui les a pousse a considérer les modéles cas par cas, c'est-a-dire
supposer la stationnarité périodique de chaque canal, mais comme |'a montré Bentarzi et
Hallin (1994) cette procédure est incompléte, car elle offre une condition suffisante mais pas
nécessaire de la stationnarité périodique.

Stationnarité périodigue d'un modéle PARCH (1) :(Boukerdenna (2002)

Soit le processus périodique corrélé {et 10 Z} qui admet une représentation PARCH(1)
de périoded, d = 2, défini par :

FE(e,/€.,,d) =0 3.9)
glar (g /e d)=a,+a,, &, (3.9)

que I'on peut reformuler selon une représentation AR(1) de sorte que u, =& —h
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£t2 = at,O + at,lgtz—l + ut (310)
tellesque a,, >0 et a;; =0
Par remplacement récursif de m-1 fois dans I'éguation (3.10), on obtient

2 _
E =000 Q10 T A0t 1021 F e T A 1A 1102 1Ot (m-1) 1T t-m1
m , m-1 ]
+ (l_l O j1)Em + Z(l_l Ol U,
j=1 =1 1=1

Donc

) m-1 j m 5 m-1
& =0t Z(at—j,o ” Qi) * (I_lat—jﬂ,l)gj—m + Z(l_‘l Al HU,
E = 1= =1 1=

en prenant |'espérance des deux membres conditionnellement a €,__, on aura

t-m?

m-1 i m
E(Etz /gt;m’ d) = Qo+ ]Z (at—j,o u at—l+l,1) + (lj_:l at—j+1,1)5j2—m (3.11)

Sionpose k+dr=t-j+1 & m=i+hd, telesque i,k=01,....d-1 et h,rOC, et
considérant |a périodicité des paramétres, alors
i+1

|jat—j+1,1 = (ﬁak,1)h !:lam (3.12)

En remplacant (3.12) dans (3.11), on trouve
) m-1 i d-1 " d-1 ,

E(g /e _md)=a,+ ) @ o] o) ¥ ([ ) (] |0 :10)E (3.13)
t t=m t,0 ]Z thUtlll !:!kl !:!tjll j

Lorsque m tend vers l'infini et h tend auss vers l'infini, la variance conditionnelle
convergeraverslavariance marginale (Engle (1982)) et celan'est possible que lorsque :

d-1 i+1
lim (Hak'l)h Haklo =0 (3.14)
c'est-a-dire si la condition suivante est vérifiée

d-1
Hak,l

<1 (3.15)

43



Donc le modéle PARCH(1) est périodiquement stationnaire si et seulement s

d-1

0< Hak'l <1 (3.16)

3.5 Estimation des modeles PAR-PARCH (Boukerdenna (2002))

Dans cette méthode, Boukerdenna (2002) considere les dT observations V;, Ys,..., Yar
satisfaisant les éguations :

P

E=Y—Y @Y (3.17)

t t Zl | Jt-I
ou

&/¢&,,d~N(0h) (3.18)
tel que

q
h=ago+ zat,i £ (3.19)

1=1

telles que a,, >0 et a,; 20 pour i =1..,q et Ot0Z enposant t=k+1d , k=1...,d et
TUZ.

Soit la notation suivante :

Drdr—(j-pk-1) S jO{p(k-1) +1,..., p4

X (j)= 3.20

¢(]) %) sinon ( )
Ou encore

X = X8 = (0,0, Yicudr 150+ Yiceir-p:0se-+10) (3.21)

Soit l'ensemble des paramétres autorégressifs périodiques le (dx p) vecteur
B=(BY,B2,.., B sachant que ¥ =(qq(,1,qq<,2,...,qq<,p)t  k=1...d.

Donc, on peut écrire les équations (3.17), (3.18) et (3.19) :
i = X B+ &

Suivant le méme raisonnement, on identifie le (dx(g+1) vecteur

a=(@a®,a?,.,a), sachant que a® = (0, o, 0y 10 ) s k=100 d

On définit Z, par



O s j=(q+Yx(k-1)+1
.. g o
Z,(J) = Bl ran—(j-(arxc-n)-n S JO{(@+D*x (k=D +2,...(q+1)xK
sinon

Ou encore

Z, =T =(0,..0L & g1+ Efvar—q:0r---:0) (3.22)

On réecrit la variance conditionnelle comme suit :

h =Za ouencore h =T'%a (3.23)
en suivant la méme procédure citée dans I'estimation des modeles AR-ARCH.

3.5.1 Legradient

L es conditions du 1'* ordre sont :

(BlogL(6;) “o

(3.24)
- aaA
PlogL(ér) _, 3.95
5 op (3.25)

Legradient du logL devient

dlogL(0) _ 1dzT(£t h)Eﬁh(G)
T

Ja
dT 2 _
= i z (St zh) [Zt
dT & 2h
:i L l(£l§+dr ~hevar) X
T
dT =1r=0 2h<2+dr

a|ogL(e) 1T, (- h) ht(G)D
Z 4

2 o] D
1 dT _ q , ]
_ z txt (St 2h) zat’jgt_jx[_j 5
=
1 el 2 8t+] hﬂ
= £ — [
zxt t% Z:l Nei B
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&t -h g

1(k) _ kK+dr+j +dr+]
Z Xr Ek+dr Zak,] O
+dr =1 h<+dr+] E

(k)
XV € v dr Scrdr
=17t=0

ou

2
Exrdr+] ~ Nirdre ]

SK+dr - zak i

2
k+dr =1 hk+dr+j
3.5.2 Hessienne

L es dérivées du second ordre du log L sont données par :

dlogl,(6) _ _ 1 Eph ) Eph ©) 1 Dﬁn(e)E
da da’ h2 oo 60{ oa

0logh(6) _ _xx _ 1 h (G)Eﬁh (e) 2£txt h(e
2h? 0B %%

0B op’ h

*%*Ea}y%ﬁ%ﬁ

ologh(6) _ Z [ _,& Hoh(®)
da op' 2ht2[% hH a8

3.5.3Matriced’information

Lamatrice d’ information est donnée par blocs :
dr
P S el E@_h(@ E_,qn(e
2dT

et estimeée par :
¢ _ 1 dzT th E:i d Z— l(k) Dr(k) E
“ 2dT t=1 ht2 2d =0 h<+dr

1§k, 1 9ho) oh(6)
ZEHh 2h? 9B 6BE

Gpp =
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et estimée par :

1 Thkx +2i tift-j

= i’ - EH
T DX i sl

Cette expression est approximée par Engle (1982) :
1 €T yy (9,2
$ps = E; Z X XK Mgadr
=17=0

La off diagonale de lamatrice d'information est donnée par :

_idTml h(6) oh(6)U
(ﬁ“ﬁ_thZl th@aa Eﬁaﬁ'g

Algorithme du score:

Ces étapes sont |les suivantes :
1°/ Estimation du parametre 3 par une procédure d’inférence adéquate..

2°/ Estimation du parametre a .

Chaque itération est donnée par :
ai+l =(]i + [Zr i]_lzr fi

telles que

~ ~ ~ ~ . 2—'\i . . .
a=%,zan4»,nfq~“af”4vmua

e :lesrésidusdel’itérationi.
ﬁf : I estimateur de la vraisemblance conditionnelle.
a' : I’ estimateur du vecteur des paramétresinconnues al’itération i.

3°/ Estimation du paramétre (.
Etant donné I'estimateur d; de a . Chagque itération est donnée par :
i+1 i Tl twr =
pri=p +[X X[ X'E

telles que



Xy =X, et g=es/n

dlogL(@)
oB

r, et s sont données dansles expressonsde ¢,, et de
g estI'estimateur de €, al’itérationi.

M éthode en deux étape :

Elle ne différe pas de celle déecrite dans la partie de l'itération des modéles AR-ARCH,
seulement elle nécessite de nouvelles notations de variables. (Pour plus de détails, voir
Boukerdenna (2002).
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Chapitre4 :

Estimation récursive des parametresd'un Modele
ARCH(q)

Toute méthode récurrente part d’une fonction objectif a optimiser et se termine par une
méthode ou un algorithme récursif pour la mise en ocauvre effective sur les données.
Théoriquement, plusieurs critéres a optimiser peuvent étre considérés (approche Bayesienne,
maximum de vraisemblance, etc.). Mais souvent le critere retenu est la minimisation de
I’erreur (de prévision) quadratique moyenne (Mean Square Error ou MSE). Cette approche
permet de construire une suite d estimateurs du parametre a estimer qui permet d’ approcher
de plus en plus lavraie valeur de ce paramétre.

Les algorithmes récurrents ont occupé une place considérable due au développement du
traitement numérique et a I'augmentation constante de la puissance des calculateurs permet-
tant ains I'implémentation en temps réel d'algorithmes de plus en plus sophistiqués. L'intérét
de la forme récursive des algorithmes récursifs est di a la possibilité du traitement en ligne
des donnés en temps réel grace a une mémorisation finie dans un vecteur de taille fixé. En
effet I'estimation courante est remise a jour de maniere a ce que le nombre d'opérations et
I'espace mémoire ne croient pas avec le nombre d'observations et ne dépendent que du modele
choisi.

L'introduction des méthodes en ligne a permis de soulever le probléeme de codt en temps
de traitement que les méthodes hors ligne ont connu puisqu'elles nécessitent a I'introduction
de chague nouvelle donnée le déroulement complet de toute la procédure d'estimation.

4.1 Méthode

Pour notre probleme il s agit de considérer la troisieme formulation du modéle ARCH(Qq)
définie dans le chapitre 1.

Nous avons
+U

2 _ 2 2 2
E 0ot O&, TAE , T TUE

q-t-q t

q

— 2

_ao + zaigt—i + ut
1=1

=6,6+y,

ou
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a 0O
a, O
e

¢, = %&E et 6=

N

Ce modéle décrit la variable & comme une combinaison linéaire des composants de ¢,
plus u, qui représente I'innovation du processus dans cette représentation autorégressif d'ordre

0

1

, m qui sont deux vecteurs detaille g+1.

@DD%DQEQ
[0 0 O (1 £ 1

q "AR(q)". La meilleure prévision de au sens des moindres carrés &7 basée sur son passé et
que I'on note &2, ,(6) est par conséquent donnée par : €2, ,(6) =¢,6 .

L'erreur de prévision U, (8) est donc égal a g7 —£€/,_,(6).
Nous avonslarelation G,(8") =u, oli 6" est lavraie valeur du paramétre.

Lecritere doptimisation est donc: min f(a,,0,,..0,)

Ao 1,0
ou
N

f(ay,0,,-a q N q+1z () _—Z(gtz_‘p:e)z

t:q

Lasuite (0,(0)) n'est définieque pour t =2 g et N —q+1 étant le nombre d'éd éments de la
suite U, (6),0,,,(0),...,Uy (6) .

Considérons le théoréme suivant qui nous donne un estimateur des paramétres d’'un
modele ARCH(q). Cet estimateur est calculé de maniére directe (C est-a-dire que le calcul
n'est pas récursif). C'est la méthode hors ligne.

Théoreme4.1:

N
Supposons que lamatrice (Z 9.9, ) est inversible, nous avons

W=D 09T S €l

A

H-H
. A [ﬂlﬂ
ou 6y =~ pestI'estimateur horsligne du parametre 6 en utilisant une serie detaille N.

e
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Preuve

i . f .
En calculant et en annulant les dérivées premieres ; pour i =0,1,...,q, nous obtenons :

a,
M) . =2 (2 g7G )=
aa,\o N _q+1t:q t t N
of(a,,...a,) -2 XN A
26, :N—q+1z(£t2_¢tTGN)£t2-1:O
1 t=q
of(a,,....a,) -2 XN A
= Y G
q =q

N ~
Donc (e2-96,)p, =0
th t t UNJ¥t
(- . 2 A A
Ainsi th¢t_z¢t6N¢t:Q
{=9 =9

N . N
Dot Y ¢16,0, = S £,
{=q {=q

ou
00
]

0= . B : un vecteur a g+1 ééments nuls.
Finalement

SXTN R TL)
Ou=r5 0970 S <8

N
sous I” hypothése que la matrice Z 99 (detaille (q+1)x(gq+1)) soitinversible.
=4

Considérons maintenant le théoreme suivant qui nous permet de calculer récursivement
un estimateur des parametres d'un modéle ARCH(q). C'est-a-dire que le résultat du théoreme

4.1 peut étre obtenu de maniere récursive en calculant ét a partir de ét_l et d'une nouvelle
observation al'instant t.
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Théoreme4.2

N T
Pour t >, nousavons: 6, =6, , + ¢t LTt R,
_ 1. =
avec R :R—1+¥(¢t¢t -R.)

Preuve

Du théoreme 4.1, posons :

é=R‘l§es¢k avec R=;¢k¢l (4.1)

Nous avons:

. t
6, = R_lz £If¢k

g R‘lﬁzsmk re; %E

. t-1 .
=R*'(R_B,_, +&9,) (car d’aprés 4.1, nous avons Z e, =R_6.,)
=q

=R(RO,_, 9476, +£%¢,) (car d'aprés4.1, nousavons R =R_, + ¢/
e R,=R-$4])
=R RO+, (476, +¢2))
=6, + R, (7 - 9/6,.) (4.2)

==(R,+¢.¢]) (cardaprés4.1l, nousavons R =R_, +¢.9.)

=~(t-DR_, +¢$/)

t-1- 1
:TR—1+E¢t¢tT

=R.+1(04 -R.)

s gl - _
Findement: 6, =6, +- ¢t tlI'-\’tlt

52



Les équations du théoréme précédent possedent théoriquement I'aspect d'un algorithme
récursif, mais cet algorithme n'est pas encore exploitable du point de vue numérique.
L’inconvénient de cette méthode est qu’' elle nécessite I'inversion d’une matrice de taille
(q+D)x(g+1), cequi est tres coliteux en temps de traitement du programme si e nombre de

parametres a estimer est grand. Pour remédier a cela, nous proposons le résultat suivant :

Théoreme 4.3
Pour t >q, nousavons: 6, =6, , + (2 -¢76,,)L,
1
avec Lt_1+¢t 1¢t t1¢t et R —1_Lt¢tTR—
Preuve
Nous avons :

R"=(R.,+¢, 4’3)‘l

o _RAGARL o (A+bb) = A M) 4.3)
1+ R, 1+bTAD
donc
R — RI$9 R _ RIS,
R, =R, - - =
T 1+ 9/RLg. 1+¢7RES,
En posant
R*=PR
et
1
o,
L[ 1+¢t l¢t t -
on obtient
R=R,-L¢/R, (d'apres 4.3)
et
et =6t—1+(5t2_¢tT t—l)Lt' (d’apré34-2)

Cette méthode est plus intéressante puisgu’ elle ne nécessite pas I’inversion d’ une matrice
detalle (g+21) x(g+1), ce qui minimise la propagation des erreurs d' arrondi dans les calculs

et accélere et diminue le temps d'exécution.

Proposition 4.4
La complexité spatiale de la méthode récursive du théoréme 4.3 est de O(g?) .

Preuve
Pour le déroulement de cette méthode récursive, nous avons besoin uniquement d'une

matrice P detaille (q+1)x(q+1) et detroisvecteurs ét , ¢, et L detailleg+1 chacun. D’ou
le résultat.
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Proposition 4.5
La complexité temporelle de la méthode récursive du théoréme 4.3 est de O((N - 9)q°) .

Preuve
Le nombre d'itérations de la méthode récursive est égal a N-q et lors du passage d'une

itération & une autre, nous avons besoin de multiplier deux matrices L¢' et P de taille
(Q+1)x(q+1) chacune. Cette multiplication se fait en O(g®). Les autres additions et
multiplications sont de complexité inférieure. D’ ou le résultat.

4.2 Méthode en ligne

Les méthodes en ligne concernent le cas ou la taille de la série des données observées
n'est pas fixe. C est-a-dire que les données sont disponibles progressivement dans le temps.
Les méthodes hors ligne concernent le cas ou lataille de la série est fixe.

Les méthodes d’ estimation hors ligne s averent trop lourdes et inadéquates lorsqu’ elles
sont appliquées a des données qui sont disponibles progressivement dans le temps. Car elles
nécessitent, a I’introduction de chaque nouvelle donnée, le déroulement complet de toute la
procédure d’estimation pour tout le bloc. Ce qui est tres colteux en temps de traitement.
L’ introduction des méthodes en ligne a permis de soulever ce probléme.

Les deux dernieres méthodes récursives d estimation que nous avons dével oppées dans ce
chapitre sont des méthodes en ligne.

Proposition 4.6
La complexité temporelle de la méthode du théoreme 4.3 dans le cas d’une méthode en

ligne est de O(q®) .

Preuve
Dans la méthode en ligne nous considérons une seule itération (le passage de ét_l a ét ).
Pour cette méthode, nous avons besoin de multiplier deux matrices L¢' et P de taille

(q+1)x(q+1) chacune. Cette multiplication se fait en O(g®). Les autres additions et
multiplications sont de complexité inférieure. D’ ou le résultat.

4.3 Choix desvaleursinitiales

La ssimplicité des méthodes récurrentes étudiées ne doit pas faire oublier gu’en pratique
leur implémentation numérique N’ est pas une tache facile puisgue ces méthodes récurrentes
sont trés sensibles aux valeurs initiales. Pour empécher que I’ estimateur ne soit trés sensible
aux valeurs de départ (les premieres vaeurs de la série), il faut bien choisir ces valeurs
initiales. Il faut donc prendre quelques précautions pour que I’ estimateur ne s éloigne pas de
lavraie valeur du paramétre a estimer.



4.3.1 Choix de éq
La pratique et I'expérience ont montré gue la bonne valeur pour éq est : éq =1

Pour vérifier I'efficacité de la valeur de 6,, nous proposons les simulations

suivantes pour deux valeurs de éq : éq =1 et éq =0 (1 est un vecteur ayant tous ces
éléments égaux a 1 et est de dimension g+ 1) sur des données générées aléatoirement par un
processus ARCH(1). Pour cela, nous avons considéré le modéle suivant :

Modéle: a,=0.02 et a, =0.3
Les résultats sont rapportés sur les graphes ci-dessous en prenons M=10000.
De toutes les simulations faites, nous avons remarque que :

éq =1 est une bonne valeur de départ surtout pour des échantillons de petite taille (talle

de I'échantillon inférieure a 100).

Pour une taille d'échantillon supérieure a 100, I'estimation est faiblement influencée par la
valeur de départ.
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MSE = 3,668702 x 10° MSE = 3,198634 x 10°
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Figure 4.1 : Estimation de a,, pour éq =0 Figure 4.2 : Estimation de a,, pour éq =1
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Figure 4.3 : Estimation de a, pour 6, =0 Figure 4.4 : Estimation de a, pour 6, =1
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4.3.2 Choix de P,
En pratique, labonne valeur pour P, est:
P,=M Id

ol M est un nombre positif assez grand et Id la matrice identité de taille (q+1)2.

Pour veérifier I'efficacité de la valeurs de M, nous proposons les simulations
suivantes pour différentes valeurs de M : M=10, M=100, M=1000 et M=10000 sur des
données généreées a éatoirement par un processus ARCH(1). Pour cela, hous avons considéré
lemodéle suivant :

Modéle: a,=0.02 et a,=0.3

L es résultats sont rapportés sur les graphes ci-dessous.

De toutes les simulations faites, nous avons remarqué que :
* plusM est grand, plus |’ estimation est meilleure.

e apartir d’une certaine valeur (M=10000), |’ estimation se stabilise.
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MSE = 3,216830 x 10°

MSE = 2,576850 x 10®
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MSE = 2,429336 x 10

0B T T T T
1 S S A . I S B

L L N L S

0.3

Estimation

100 200 300 400 500 GOO YO0 8OO SO0 1000
Mormbre ditérations

Figure 4.9 : Estimation de a, pour M=10

MSE = 3,458749 x 10”'

DB T T T T T T
1 S S M AL
R S O o o S o
< , , ,

2 1 1 1 I 1 I 1 I 1
.; AN a
w , | , | ,
o S S S
s e ot o e

100 200 300 400 A00 GO0 YOO 800S00 1000
Nombre ditérations

Figure 4.11 : Estimation de a, pour M=1000
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4.4 Facteur d’oubli
Comme nous I’avons déga mentionné les méthodes récurrentes sont tres sensibles aux

valeurs initiales. Pour remédier a cet inconvénient, nous proposons d’incorporer un facteur
d' oubli. C'est-a-dire une suite de valeurs A, qui permet datténuer les variations des

parametres a estimer.
En pratique, les chercheurs utilisent souvent (voir Ljung et Soderstrém (1983)) :
A =0A_ +(@1-9)
et nous avons choisi |es conditions:

,=095 et 5=0.99

Lethéoreme 4.3 devient alors:

Théoreme 4.7
Pour t >q, nousavons: 6, =6,_,+ (g —¢;6,,)L,
A
avec L, =m3-1¢t , R=PL,-L§/R, e A =0A,+(1-9).

Et comme vaeursinitiales:

6,=1, R=MId , A =09 e 5=099
ou 1 est un vecteur de taille g+1, M est un nombre positif assez grand et Id la matrice
identité detaille (q+1D) x(q+1).

4.5 Admissibilité dela valeur courante

Pour chagque valeur de t, surtout pour t assez petit (c'est-a-dire pour les premiéres valeurs
de t), nous devons tester et controler I'admissibilité de la valeur de 6, . C'est-a-dire vérifier s

d, >0 et @ 0[0,]] pour i =1,...,q (ou encore s 6, vérifier les conditions de stationnarité).

La méthode proposée est donnée ci-dessous. Son principe est de projeter I'estimation
courante qui ne véifie pas les conditions de stationnarité dans |'ensemble des valeurs
admissibles en rendant de plus en plus petit le terme de remise ajour.

- Sia (0{o1...q) estnégative alors nous laremplagons par savaleur absolue.

A

- S aq, (i D{l(}) est supérieure a 1 alors nous cherchons le plus petit K JIN de sorte

A

que i'k soit admissible. Cette derniére valeur remplace I'ancienne valeur de a;. En
P

général, p =2 convient, mais parfoisil faut diminuer cette valeur.
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4.6 Simulation

Pour veérifier I'efficacité de la méthode d estimation proposée, nous proposons
d appliquer cette méthode a différentes données artificielles générées aléatoirement par un
processus ARCH(q). Pour cela, considérons les modéles suivants :

Modelel: a,=0.02 et a,=0.3 (ARCH(2))

Modele2: a,=0.3 et a, =0.05 (ARCH(2))

Modele3: a,=0.02,0a,=01 e a,=0.3 (ARCH(2))

Modele4: a,=0.3, a,=0.1 et a,=0.02 (ARCH(2))

Modele5: a,=06,a,=01, a,=0.02 et a;=0.3 (ARCH(3))

Pour la simulation, nous considérons différentes tailles (N) de I’ échantillon: N=100,
N=200, N=400, N=600 et N=800. Pour chague échantillon, nous répétons la procédure
d estimation 40 fois. Nous calculons, ensuite, la moyenne et I'erreur quadratique moyenne
(MSE). Tous les résultats sont rapportés sur les tableaux et les graphes ci-dessous.
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Estirnation

Moyenne MSE
N d, a, d, a,
100 | 0.02087708 | 0.26987069 | 0.00001255 | 0.01253358
200 | 0.01939170 | 0.28887968 | 0.00000824 | 0.01516335
400 | 0.02086885 | 0.29509424 | 0.00000541 | 0.01029258
600 | 0.02067620 | 0.31021220 | 0.00000545 | 0.00650508
800 | 0.01986286 | 0.30307201 | 0.00000299 | 0.00357124

Table 4.1 : Résultats du modéle 1.
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Figure 4.13 : Moyenne de 4,
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Figure4.15: MSE de 4,
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Figure 4.14 : Moyenne de @,
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Estimation

Moyenne MSE
N d, a, d, a,
100 | 0.30520540 | 0.03585383 | 0.00125427 | 0.00586914
200 | 0.30169839 | 0.04604151 | 0.00057739 | 0.00331598
400 | 0.30390998 | 0.05341961 | 0.00054900 | 0.00139029
600 | 0.29878845 | 0.05147941 | 0.00049850 | 0.00143510
800 | 0.29884000 | 0.05034201 | 0.00023991 | 0.00160565

Table 4.2 : Résultats du modéle 2.
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Moyenne MSE

N C?O C?1 dZ C?O C?1 dZ
100 | 0.0216656 | 0.1205515 | 0.2417541 | 0.0000206 | 0.0106953 | 0.0191682
200 | 0.0216805 | 0.0861908 | 0.2800478 | 0.0000111 | 0.0043684 | 0.0091534
400 | 0.0210811 | 0.1031660 | 0.2443607 | 0.0000116 | 0.0049948 | 0.0068556
600 | 0.0207646 | 0.0939747 | 0.2865403 | 0.0000088 | 0.0020791 | 0.0074655
800 | 0.0213862 | 0.0920073 | 0.2924253 | 0.0000075 | 0.0018510 | 0.0064414

Table 4.3 : Résultats du modéle 3.
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Taille de l'échatillon
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Figure 4.27 : Moyennede @,
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Moyenne MSE
N a, a, a, a, a, a,
100 | 0.3158867 | 0.0482412 | 0.0018354 | 0.0014854 | 0.0092331 | 0.0056870
200 | 0.3047877 | 0.0906710 | 0.0143646 | 0.0016058 | 0.0051762 | 0.0023403
400 | 0.3008250 | 0.0859132 | 0.0121309 | 0.0005786 | 0.0025088 | 0.0017704
600 | 0.3078348 | 0.0941203 | 0.0190542 | 0.0006913 | 0.0025808 | 0.0015600
800 | 0.2980163 | 0.0955135 | 0.0216506 | 0.0003420 | 0.0013800 | 0.0007610
Table 4.4 : Résultats du modéle 4.
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Moyenne

A

a,

A

a;

a,

A

as

A

ay

A

a;

A

a,

A

as

100

0.656896

0.084194

0.013572

0.249457

0.024749

0.006213

0.005727

0.010256

200

0.635591

0.113437

0.015990

0.253348

0.012072

0.006999

0.004309

0.009594

400

0.631262

0.089119

0.021356

0.250067

0.009115

0.002942

0.002018

0.010841

600

0.616018

0.094822

0.0201%4

0.293606

0.003974

0.003368

0.001090

0.003261

800

0.612942

0.102439

0.020965

0.307469

0.006874

0.002874

0.001436

0.004452

Table 4.5 : Résultats du modéle 5.
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4.7 Compar aison

Nous avons comparé notre méthode a la méthode hors ligne MSE. bien que les deux
méthodes n'ont pas les mémes objectifs car nous n‘avons pas trouvé dans la littérature une

autre méthode en ligne pour pouvoir faire la comparaison.

Pour vérifier I’ efficacité de notre méthode, nous proposons les simulations suivantes pour
100 instances générées aéatoirement par un processus ARCH(1) avec comme taille de

I'échantillon égale a 200. Pour cela, nous avons considéré le modele suivant :

Modéele: a,=0.02 et a; =0.3

L es résultats sont donnés dans | e tableau ci-dessous.

De toutes les simulations faites, nous avons remarqué que I’ estimation par notre méthode

en ligne est meilleure dans plus de 66% des cas.

A

Instance a,

Enligne Horsligne Enligne Horsligne

1 0.02026360 | 0.01711157 | | 0.18203872 | 0.32748675
2 0.02449725 | 0.02435100 | | 0.38330892 | 0.38270955
3 0.02342174 | 0.02344287 | | 0.24711507 | 0.14461836
4 0.01637884 | 0.01978200 | | 0.36948022 | 0.23144363
5 0.01904226 | 0.01903052 | | 0.33264304 | 0.33593070
6 0.01772469 | 0.01790637 | | 0.48273475 | 0.47242123
7 0.01860360 | 0.02505191 | | 0.38719672 | 0.15753545
8 0.01907234 | 0.01886948 | | 0.23976597 | 0.24345587
9 0.02124508 | 0.02115484 | | 0.30831377 | 0.20531476
10 0.02106973 | 0.02400096 | | 0.21311288 | 0.10642383
11 0.02322161 | 0.02317943 | | 0.24605316 | 0.24603778
12 0.02063088 | 0.02067399 | | 0.30527696 | 0.30135483
13 0.01702318 | 0.01699460 | | 0.44927564 | 0.44669485
14 0.01856557 | 0.00849527 | | 0.37925762 | 0.70564740
15 0.02347556 | 0.02361138 | | 0.16624736 | 0.17745320
16 0.02307086 | 0.02304579 | | 0.21711466 | 0.21816952
17 0.02222964 | 0.02248899 | | 0.19589689 | 0.18218915
18 0.01912024 | 0.02082698 | | 0.33551083 | 0.25731536
19 0.01939444 | 0.01993728 | | 0.35091343 | 0.32276477
20 0.02209877 | 0.02162799 | | 0.23670934 | 0.26233544
21 0.02159998 | 0.02167158 | | 0.24256742 | 0.23122859
22 0.02072208 | 0.02056584 | | 0.09690422 | 0.11213349
23 0.02027785 | 0.01988721 | | 0.15417220 | 0.19832975
24 0.02317465 | 0.02618605 | | 0.24689617 | 0.03257236
25 0.02492162 | 0.02475931 | | 0.26085547 | 0.26993496
26 0.02479316 | 0.02468753 | | 0.30741030 | 0.23062389
27 0.02222562 | 0.02211252 | | 0.30261756 | 0.44309976
28 0.02149338 | 0.02273055 | | 0.17842278 | 0.12507508
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29 0.02028874 | 0.02120764 | | 0.30156303 | 0.27113744
30 0.02462160 | 0.02618960 | | 0.11098394 | 0.04746136
31 0.02294348 | 0.01626533 | | 0.22082046 | 0.31463180
32 0.01994940 | 0.02367275 | | 0.31789517 | 0.17523531
33 0.02382995 | 0.02372765 | | 0.12149954 | 0.12061062
34 0.01913121 | 0.01246961 | | 0.21076530 | 0.48725835
35 0.02080553 | 0.02068035 | | 0.26897351 | 0.26782603
36 0.01957757 | 0.02011684 | | 0.24372685 | 0.42466361
37 0.02131396 | 0.02453982 | | 0.27686842 | 0.16106680
38 0.01871969 | 0.01859378 | | 0.43448604 | 0.43630536
39 0.03103653 | 0.03096996 | | 0.18337867 | 0.18099546
40 0.02274758 | 0.02321385 | | 0.25753192 | 0.23891304
41 0.01463574 | 0.01506823 | | 0.42069696 | 0.38188862
42 0.02128571 | 0.02073762 | | 0.33608484 | 0.35592033
43 0.02043304 | 0.02155630 | | 0.30027938 | 0.11336180
44 0.02247992 | 0.02696973 | | 0.28547115 | 0.12089714
45 0.02353606 | 0.02345909 | | 0.24623159 | 0.24743369
46 0.01833795 | 0.01830323 | | 0.29670617 | 0.29858523
47 0.02204909 | 0.01745254 | | 0.22459081 | 0.36607201
48 0.01684808 | 0.01980378 | | 0.38851037 | 0.25764637
49 0.01618076 | 0.01645/791 | | 0.36321553 | 0.35731291
50 0.01798800 | 0.01732246 | | 0.30744604 | 0.33000993
o1 0.02295137 | 0.02313845 | | 0.28285033 | 0.28097659
52 0.01435645 | 0.01429611 | | 0.46625682 | 0.46135739
53 0.02188705 | 0.02678412 | | 0.30021952 | 0.03575087
%4 0.02343215 | 0.02844998 | | 0.21119067 | 0.04017020
55 0.02319897 | 0.02106401 | | 0.30492016 | 0.38004100
56 0.01985812 | 0.02803681 | | 0.32960301 | 0.04651638
57 0.02740875 | 0.02770706 | | 0.26360465 | 0.25654549
58 0.02234433 | 0.02179928 | | 0.25596296 | 0.29386319
59 0.01904670 | 0.01898391 | | 0.28767367 | 0.28588930
60 0.02414088 | 0.02424546 | | 0.28050070 | 0.17774463
61 0.02183848 | 0.01631408 | | 0.19995304 | 0.41316950
62 0.01723979 | 0.02152104 | | 0.36163269 | 0.18781533
63 0.02077711 | 0.02083108 | | 0.25537887 | 0.25394258
64 0.02115130 | 0.02104302 | | 0.20329527 | 0.20270977
65 0.02139788 | 0.02564559 | | 0.28279078 | 0.03208650
66 0.01511524 | 0.02406/88 | | 0.32407473 | 0.06147596
67 0.01884933 | 0.01913570 | | 0.22134577 | 0.20873132
68 0.02137124 | 0.02140436 | | 0.18116582 | 0.18246805
69 0.02190253 | 0.01892411 | | 0.23406542 | 0.35580428
70 0.02412613 | 0.02424669 | | 0.29627153 | 0.29422769
71 0.02833128 | 0.03088787 | | 0.25412041 | 0.19676245
72 0.02007794 | 0.01998874 | | 0.27265769 | 0.27394075
73 0.01951/739 | 0.01940363 | | 0.33708926 | 0.33790192
74 0.02235192 | 0.02450165 | | 0.15268557 | 0.06618891
75 0.01995374 | 0.02455734 | | 0.26322652 | 0.18628070
76 0.02042230 | 0.01578402 | | 0.21413825 | 0.37557250
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77 0.02361590 | 0.02364939 | | 0.30196827 | 0.26060302
78 0.02252202 | 0.02394070 | | 0.21605812 | 0.22134565
79 0.01980523 | 0.01723359 | | 0.28656603 | 0.38280460
80 0.01871036 | 0.01898156 | | 0.25604562 | 0.25700815
81 0.02022810 | 0.01136376 | | 0.30326518 | 0.60890531
82 0.02222768 | 0.02232643 | | 0.11456774 | 0.13540494
83 0.01868938 | 0.02766877 | | 0.41638466 | 0.12699219
84 0.02446188 | 0.03134284 | | 0.29858071 | 0.19217987
85 0.02037623 | 0.02389768 | | 0.25040047 | 0.12387131
86 0.02025516 | 0.02091043 | | 0.28372368 | 0.25286969
87 0.02115171 | 0.00989592 | | 0.27853730 | 0.63689506
88 0.01898639 | 0.01895056 | | 0.32486465 | 0.31810726
89 0.02251859 | 0.02631492 | | 0.24021959 | 0.09973967
90 0.02162336 | 0.02455665 | | 0.40745471 | 0.31306374
91 0.02098736 | 0.02420589 | | 0.26428945 | 0.12656381
92 0.02241160 | 0.02213968 | | 0.19707484 | 0.20220700
93 0.02091137 | 0.02345735 | | 0.27429031 | 0.17655226
94 0.01816/10 | 0.02865608 | | 0.47400368 | 0.14510759
95 0.01996126 | 0.02029953 | | 0.26248503 | 0.24466191
96 0.02306507 | 0.02487454 | | 0.30702710 | 0.18735649
97 0.02206611 | 0.02241373 | | 0.25966925 | 0.14745571
98 0.02305573 | 0.02325453 | | 0.21926195 | 0.21664649
99 0.02356339 | 0.02717353 | | 0.31622812 | 0.02669757
100 0.02039410 | 0.02287856 | | 0.32371231 | 0.23317588

Table 4.6 : Résultats de la comparaison
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4.8 Conclusion
Considérons un modele ARCH(q), nous avons remarqué que, en général :

- P,=M Id ouM est unetres grande valeur est une bonne vaeur de départ.

- apartir d une certaine valeur (M=10000), |’ estimation se stabilise.

A

- 6, =1 est une bonne valeur de départ surtout pour des échantillons de petite taille (taille de
I'échantillon inférieure a 100).

- Pour une taille d'échantillon supérieure a 100, I'estimation est faiblement influencée par la
valeur de départ.

- l'estimation d'un paramétre a; (i 0{01....,.¢) est meilleure si savraie valeur est proche de
lavaleur O.

- l'estimation d'un paramétre a; (i 0{0,1,...,¢) est moins bonne si savraie valeur est proche
delavaleur 1(Car on approche lafrontiere de non stationnarité).

- l'estimation des parametres ay,...,a,_; est meilleure que cellede a,,.

- pluslataille de I'échantillon est grande, plus I'estimation est meilleure.

Bien que nous n’avons pas trouve, dans la littérature, d’ autres méthodes en ligne pour
pouvoir comparer |'efficacité réelle de nos méthodes, nous avons comparé la derniére
méthode en ligne avec la méthode hors ligne MSE. Nous avons remarqué que |’ estimation par
notre méthode en ligne est meilleure dans plus de 66% des cas.
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Chapitre5:

Estimation récursive des parametresd'un Modele
PARCH ()

Dans le cas d’'un modéle ARCH périodique (noté PARCH4(Qg)) ou d est |a période nous
avons retenu comme fonction objectif la minimisation de |’erreur quadratique moyenne
(Mean Square Error ou MSE). Cette approche nous permet de construire un agorithme
récursif pour |’estimation des parametres du modele et donc une suite d’estimateurs qui
permet d approcher de plus en plus lavraie valeur de ce paramétre. Notons que cet algorithme
défini, aussi, une méthode en ligne.

5.1 Méthode

Pour notre probléme il sSagit de considérer la deuxiéme formulation du modéle
PARCH(q) définie dans le chapitre 3.

Nous avons :

2 — 2 2 2
£dT+i _aiO +aif€dr+i—l +ai§dr+i—2 t.. -l.ai(fdr H-q +udr H#

g

— 2

=0t Zaijgdrﬂ—j FUgr
]:

pour i=0,1,..d-1le1t0Z

Ou encore, en posant t =dr +i

q
2 _ 2
Et _ai(t)O + ai(t)jgdr(t)ﬂ(t)—j +ut
J

q
=gy t ai(t)jgtz—j U,
=
=$.0 +u,
ou r1(t) =quotient(t,d) et i(t) =reste(t,d)

Les coefficients a; sont des fonctions périodiques du temps (a,; =0, ; =a;; pour
i=01...,q).
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(la suite (u,) n'est définie que pour t>q et dN —q+1 est le nombre d'é@éments de la suite

uq ' uq+1' udN )

avec
O O 0, O

o, O 0
o= 3 a 9@9 -
d_lﬁ %d—lﬁ

sinon

2
&
FRERBE®ARGAE

OmOoOodnQ

¢, et 6 sont deux vecteursdetaille (q+1)d chacun.

Comme pour le chapitre précédent, I’ objectif, qui est la minimisation de I’ erreur de
prévision, est :

0Ygrln’_i_”réd_l f(6,,6,....6,_,)
ou

f(90’91’---’9d—1)_dN q+1z(£‘2 ¢t

Considérons le théoreme suivant qui nous donne un estimateur 6 des parametres d’une
sériedetaille dN . C' est un estimateur horsligne et le calcul n’ est pas récursif.
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Théoremeb5.1

dN
Supposons que la matrice Z ¢.p estinversible, nousavons:
t=9
-1
dN TD dN )
XY
=q O t=

Preuve

En calculant et en annulant les dérivées premieres pour i=01,..d-1 et

i
j =0,...,q, nous obtenons:

Of Bp-0,)) _ =2
oa. T dN- q+1z( t
of Gynb,) -2 &

dd,  dN-q +1tZq

-¢76) =0 pour i=0,1...d -1

(e2-¢70)e?, =0 pour i=0,1..,d-1

af(éo,...,éq) 2 .
6)c2 =0 pour i=0,1..,d-1
aéiq dN q+12(t ¢t )tq p 1..
Donc

S (62 -970)¢, =0

=g

Ainsi
dN ) dN LA
th ¢t _z¢t6¢t =0
t=q t=q
D'ou
dN TA dN ,
S /60 =S 0,
t=q t=q
ou
00
O

0= q B : un vecteur a (g+1) d éléments nuls.

e
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Final ement

dN
sous |"hypothése que la matrice diagonale par blocs qutqbf de talle (q+1)x(gq+1)
=5

chacun est inversible (e nombre de blocs est égal a d).

Considérons maintenant le théoréme suivant qui hous permet de calculer récursivement
un estimateur 6, des parametres d'un modéle PARCH(Q).

Théoreme 5.2
N _ AT
Pour t >q, nousavons: 6, = 9_1+£ ¢t6‘1 R™¢,
_ 1, . =
avec R =R, +f(¢t¢t _R—l)
Preuve
Du théoréme 5.1, posons :
R t t
6,=R*y &9, aec R=Y 0! (5.1)
t ; k¥k ; k¥
Nous avons :
9 R_lggkqbk

=R Zzeksbme b0

=RYR_ 6., +€¢,) (car daprés5.1, nousavons ; e2,=R.0.,)

=RYR6_,-0¢76,, +£2p,) (car o aprés5.1, nousavonsk =R, +¢.p]
et R,=R-¢4 )

R*(R6+9,(-4/6. +£2))
6., +R.(2-976,.) (5.2)
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Posons :

A
I

)

==(R,+¢4) (car d'aprés5.1, nousavons R =R+, )

=Z((t-DR, +¢9/)
t-1—

'—"IH'—*II—\"""—‘

=R, 8]

t

=R+ @8] -R.)

;
Finalement : 6, = 9_1+ ¢t0‘1R‘¢t

L’inconvénient de cette méthode est qu’ elle nécessite I’inversion d’ une matrice de taille
(q+1d x(g+1d, ce qui est tres colteux en temps de traitement du programme si e nombre
de parametres a estimer est grand. Pour remédier a cela, nous proposons le résultat suivant :

Théoreme5.3

Pour t >q, nousavons: 6, =6, +(&2 - 47 6,,)L,
1
avec L, _1 ¢t P_o. R e R= R—l_Lt¢tTR—l
Preuve
Nous avons::
_ -1
R1=(Rﬂ+¢¢3)
—1 T —1
: iﬁﬁ;gl car (AvboTy* = At - AR i pme) (53
t -1rt
Donc
- RO¢$ RS, __ RI9,
R, = R3¢, - -
©TT 1+¢7RY 1+¢7RY,
En posant
R'=R
et
1
P 1
L‘ 1+ ¢tT P_l¢t t—1¢t
on obtient
R=R,-L¢ P, (d aprés 5.3)
et
6, =0, +(& - 9.6, —1)'—( (d'apres5.2)
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Cette méthode est plus intéressante puisgu’ elle ne nécessite pas I’inversion d’ une matrice
de taille (q+2)d x(q+1)d, ce qui minimise la propagation des erreurs d arrondi dans les
calculs et accélére et diminue le temps d'exécution.

Proposition 5.4
La complexité spatiale de la méthode du théoréme 5.3 est de O(g°d?) .

Preuve
Pour le déroulement de cette deuxieme méthode, nous avons besoin uniquement d'une

matrice P detaille (q+1)d x(q+1)d et de trois vecteurs 6, ¢, et L detaille (g+1)d chacun.
D’ou le résultat.

Proposition 5.5
La complexité temporelle de la méthode du théoréme 5.3 est de O((Nd —q +1)g°d®) .

Preuve
Le nombre d'itérations de la méthode est égal a Nd—q+1 et lors du passage d'une

itération & une autre, nous avons besoin de multiplier deux matrices L¢" et P de dimension

(g+1)d x(q+1)d chacune. Cette multiplication se fait en O(g’d®). Les autres additions et
multiplications sont de complexité inférieure. D’ ou le résultat.

5.2 Méhodeen ligne

Comme dans le cas classique, les méthodes en ligne concernent le cas ou la taille de la
serie des données observées n’'est pas fixe mais évolue dans le temps. C est-a-dire que les
données sont disponibles progressivement.

Les méthodes d' estimation hors ligne, dans le cas périodique, S averent aussi étre trop
lourdes et inadéquates lorsgu’elles sont appliquées a des données qui sont disponibles
progressivement dans le temps et de maniere périodique. Car elles nécessitent, a I’intro-
duction de chaque nouvelle donnée, le déroulement complet de toute la procédure
d estimation pour tout le bloc. Ce qui est tres colteux en temps de traitement, surtout que le
cas périodique nécessite beaucoup plus de données.

Les deux dernieres méthodes récursives d' estimation que nous avons dével oppées dans ce
chapitre sont des méthodes en ligne.

Proposition 5.6
La complexité temporelle de la méthode du théoreme 5.3 dans le cas d’ une méthode en

ligne est de O(g°d®).

Preuve

Dans la méthode en ligne nous considérons une seule itération (le passage de ét_l a ét ).
Pour cette méthode, nous avons besoin de multiplier deux matrices L¢"™ et P de dimension
(q+2)d x(q+1)d chacune. Cette multiplication se fait en O(g’d®). Les autres additions et
multiplications sont de complexité inférieure. D’ ou le résultat.
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5.3 Choix desvaleursinitiales

Comme dans le chapitre précédent, la ssimplicité des méthodes récurrentes étudiées ne
doit pas faire oublier gu’ en pratique leur implémentation numérique N’ est pas une téche facile,
dans le cas périodique, puisque ces méthodes récurrentes sont trés sensibles aux valeurs
initiales. Pour empécher que I’ estimateur ne soit tres sensible aux valeurs de départ (C'est-a
dire les premiéres valeurs de la série), il faut bien choisir ces valeurs initiales. Il faut donc
prendre quelques précautions pour que |’ estimateur ne s éoigne pas de la vraie valeur du
parameétre a estimer.

5.3.1 Choix de 6,
La pratique et |'expérience ont montré que la bonne valeur pour éq est:

6 =1

q =

Pour vérifier I'efficacité de la valeur de 6,, nous proposons les simulations

suivantes pour différentes valeurs de éq: éq =0 et éq =1 (1 est un vecteur ayant tous ces
éléments égaux a 1 et est de dimension (g+1)d) sur des données générées aléatoirement par
un processus PARCH,(1). Pour cela, nous avons considéré le modéle suivant :

Modée: a,, =002, a,=03 , a,=02 et a,=0.03

L es résultats sont rapportés sur les graphes ci-dessous.

De toutes les simulations faites, nous avons remarque que :

. éq =1 est une bonne valeur de départ surtout pour des échantillons de petite taille (talle
de I'échantillon inférieure a 200).

* Pour une taille d'échantillon supérieure a 200, |'estimation est faiblement influencée par la
valeur de départ.
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MSE = 5,245531 x 10° MSE = 4,049164 x 10°
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Figure 5.1 : Estimation de ay, pour 6, =0 Figure 5.2 : Estimation de o, pour éq =1
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Figure 5.3 : Estimation de a,, pour éq =0 Figure 5.4 : Estimation de a,, pour éq =1
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MSE = 6,597440 x 10°’ MSE = 6,590238 x 10°’
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Figure 5.5 : Estimation de a,, pour 6, =0
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Figure 5.7 : Estimation de a,, pour 6, =0 Figure 5.8 : Estimation de a,, pour 6, =1
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5.3.2 Choix de P,
En pratique, labonne valeur pour P, est:
P,=M Id
ou M est un nombre positif assez grand et 1d lamatrice identité detaille (q+1)d x(q +1)d .

Pour veérifier I'efficacité de la valeurs de M, nous proposons les simulations
suivantes pour différentes valeurs de M : M=10, M=100, M=1000 et M=10000 sur des
données générées aéatoirement par un processus PARCH,(1). Pour cela, nous avons
considéré le modéle suivant :

Modéele: a,=002, a,=03 , a,=02 et a,=0.03

L es résultats sont rapportés sur les graphes ci-dessous.

De toutes les simulations faites, nous avons remarque que :
* plusM est grand, plus |’ estimation est meilleure.

* apartir d’ une certaine valeur (M=10000), I’ estimation se stabilise.
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MSE = 8,903198 x 10°

0.04

0035 -

003

0.025

Estimation
=)
= o
= =
o =]

o
=2

0.005 --

_______________________________________________________

-------------------------------------------------------

100 200 300 400 500 600 700 GO0 900 1000
Nombre ditérations

Figure 5.9 : Estimation de a,, pour M=10
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Figure 5.10 : Estimation de a,, pour M=100
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MSE = 5,065001 x 107 MSE = 2,422961 x 10°
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MSE = 6,508551 x 10°’ MSE = 6,586052 x 10°’
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MSE = 3,154954 x 10
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5.4 Facteur d’ oubli
Comme nous I’avons déga mentionné les méthodes récurrentes sont tres sensibles aux
valeurs initiales. Pour remédier a cet inconvénient, nous proposons d’incorporer un facteur

d oubli. C'est-a-dire une suite de valeurs A, qui permet datténuer les variations des
parametres a estimer.

En pratique, on utilise souvent (voir Ljung et Soderstrom (1983)) :
At = 6)\t—1 +(1-9)
et nous avons choisisles conditions :

,=095 et 5=0.99

Lethéoréme 5.3 devient alors:

Théoreme5.7
Pour t >q, nousavons: 6, =6_, +(& —-¢,6,,)L,
A
avec L :mﬁ-ﬁl’t , R=R.-L¢/R, et A =0A,+(1-9).

Et comme valeursinitiales:

6,=1 , P,=MId , A =095 et 5=099

q

ou 1 est un vecteur de taille (g+1)d, M est un nombre positif assez grand et Id la matrice
identité detaille (q+1)d x(q +2)d.

5.5 Admissibilité dela valeur courante

Pour chagque valeur de t, surtout pour t assez petit (c'est-a-dire pour les premieres valeurs
de t), nous devons tester et contréler I'admissibilité de la valeur de 6, . C'est-a-dire vérifier s

d, >0 pour i =0,..,d -1 et @ 0[0] pour i=0,...d-1et j=1..q.
La méthode proposée est la suivante :

- S a; (i0{o1..d 3} et jO{01..,¢) est négative alors nous la remplagons par sa
valeur absolue.
- S @, (i0{01,...d } et jO{1...d ) estsupérieure a1 alors nous cherchons le plus

a..
petit kOIN de sorte que —- soit admissible. Cette derniére valeur remplace |'ancienne
P

valeur de @, . Engénéral, p =2 convient, mais parfoisil faut diminuer cette valeur.
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5.6 Smulation

Pour vérifier I'efficacité de la méthode d estimation proposée, nous proposons
d appliquer cette méthode a différentes données artificielles générées aléatoirement par un
processus PARCHq(q). Pour cela, considérons les modéles suivants:

Modélel: a,,=0.02 et a, =0.3 (PARCH(1))
a,=04 e a,=004

Modele2: a,,=0.02 e a,=03 (PARCH3(1))
a,=04 e oa,=004
a,, =05 e a,=006

Modéle3: a,,=0.02, a,=03 et a,=0.04 (PARCH(2))
a,=03 , a,=01 e a,=0.02

Modele4: a,,=03 , a,=0.1 et a, =0.02 (PARCH3(2))
a,=002, a,=01 e a,=03
a,, =02 , a,,=001 e a, =03

Modéle5: a,,=0.02,a, =01 ,a, =03 et a, =0.02 (PARCH2(3))
a,=01,0,=001, a,=03 et a,=0.03

Pour la simulation, nous considérons différentes tailles de I’ échantillon : 200, 400, 600,
800 et 1000. Pour chague échantillon, nous répétons la procédure d’ estimation 40 fois. Nous
calculons, ensuite, la moyenne et I'erreur quadratique moyenne (MSE). Tous les résultats sont
rapportés sur |es tableaux et les graphes ci-dessous.

89



MSE

Ao

aOl

200

0.02075320

0.28721918

0.00001317

0.01800283

400

0.02081757

0.25542942

0.00000734

0.00996361

600

0.02088427

0.26589754

0.00000367

0.00460717

800

0.02090285

0.28237933

0.00000496

0.00725509

1000

0.02085351

0.29820781

0.00000328

0.00534743

Moyenne

MSE

A

CYlO

A

CYll

A

CYlO

A

all

200

0.40110894

0.03461272

0.00190257

0.00473716

400

0.40226654

0.02241172

0.00192781

0.00219835

600

0.40940491

0.04216403

0.00072768

0.00191280

800

0.40774801

0.04077289

0.00049239

0.00104554

1000

0.39535498

0.04081/782

0.00037244

0.00131866

Table 5.1 : Résultats du modéle 1.
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MSE

Ao

aOl

200

0.02213402

0.22262117

0.00001280

0.01308861

400

0.02111074

0.25322914

0.00000782

0.00479336

600

0.01971622

0.291167/51

0.00000539

0.00572958

800

0.02062949

0.31490045

0.00000288

0.00606259

1000

0.02026122

0.29160385

0.00000260

0.00535432

Moyenne

MSE

A

CYlO

A

CYll

A

CYlO

A

all

200

0.38801112

0.06007452

0.00256550

0.00993988

400

0.40243950

0.04011081

0.00129884

0.00375476

600

0.41164889

0.03306069

0.00110096

0.00143111

800

0.40258272

0.03922764

0.00057677

0.00128709

1000

0.39856333

0.04019184

0.00051010

0.00094094

MSE

aZO

aZl

200

0.52000563

0.04088174

0.00579230

0.00780824

400

0.50506291

0.06362548

0.00236351

0.00376177

600

0.50851590

0.05684826

0.00141673

0.00215657

800

0.50705266

0.05584444

0.00112516

0.00176542

1000

0.50201868

0.06077382

0.00080786

0.00121132

Table 5.2 : Résultats du modéle 2.
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Moyenne

MSE

aOO

aOl

aOZ

aOO

aOl

aOZ

200

0.02183901

0.30454220

0.07588445

0.00002003

0.01959491

0.00558579

400

0.02101565

0.27274705

0.07578379

0.00000848

0.01979513

0.00302172

600

0.02076967

0.27280981

0.05593515

0.00000609

0.00905614

0.00134396

800

0.02081265

0.28982568

0.05413315

0.00000977

0.00827351

0.00184159

1000

0.02095194

0.29479596

0.04916607

0.00000751

0.00857285

0.00259838

MSE

A

alO

Moyenne
all

A

alZ

A

CYlO

A

all

A

alZ

200

0.29970244

0.11915278

0.07639829

0.00153859

0.00551825

0.00236944

400

0.30020474

0.11810161

0.05141505

0.00123540

0.00524228

0.00167114

600

0.30702857

0.10159182

0.04388232

0.00114007

0.00315029

0.00118690

800

0.29672880

0.10665505

0.03294463

0.00056835

0.00226669

0.00082193

1000

0.29733002

0.10729193

0.02809852

0.00043786

0.00194641

0.00058627

Table 5.3 : Résultats du modéle 3.
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Moyenne

MSE

A

aOO

CYOl

A

aOZ

A

aOO

A

CYOl

A

aOZ

200

0.30566917

0.13537084

0.07263143

0.00193645

0.00701411

0.00363381

400

0.29964219

0.12395579

0.06345523

0.00138212

0.00779742

0.00210935

600

0.29925686

0.11267483

0.04871623

0.00063558

0.00275108

0.00115261

800

0.29977546

0.11236895

0.03170573

0.00065592

0.00230031

0.00062129

1000

0.30534546

0.11012345

0.02110479

0.00040822

0.00155814

0.00071704

Moyenne

MSE

alO

all

alZ

alO

all

alZ

200

0.02074431

0.14982557

0.29567562

0.00003623

0.01451771

0.01408856

400

0.02063244

0.13294600

0.27401349

0.00001652

0.00620843

0.00978052

600

0.02038906

0.10943576

0.29150783

0.00002141

0.00605113

0.00828068

800

0.01953347

0.10776596

0.29819854

0.00001830

0.00641449

0.01003194

1000

0.02015793

0.10926693

0.29908871

0.00001322

0.00839226

0.00799652

MSE

A

aZO

Moyenne
aZl

A

022

A

aZO

A

C¥21

A

022

200

0.22183323

0.05554893

0.26782543

0.00148512

0.00222364

0.00981872

400

0.21122490

0.03965548

0.26399920

0.00105941

0.00143167

0.00969780

600

0.21229997

0.03013261

0.22715329

0.00056483

0.00116563

0.00493283

800

0.21615895

0.02059113

0.28113721

0.00069024

0.00057095

0.00609191

1000

0.20462101

0.01862907

0.29400898

0.00055338

0.00024067

0.00420835

Table 5.4 : Résultats du modéle 5.
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MSE

aOO

aO3

Ao

aOl

aOZ

aO3

200

0.018946

0.153919

0.278132

0.165409

0.000060

0.013754

0.019137

0.031523

400

0.018305

0.147820

0.298730

0.109106

0.000036

0.010941

0.008812

0.010631

600

0.020526

0.108782

0.277366

0.039606

0.000022

0.003154

0.009768

0.008844

800

0.020187

0.109744

0.282784

0.024538

0.000010

0.003431

0.006169

0.001792

1000

0.020415

0.101519

0.297491

0.024215

0.000010

0.002953

0.003653

0.001889

MSE

A

CYlO

A

CYll

Moyenne

alZ

A

alB

A

CYlO

A

all

A

alZ

A

alB

200

0.115683

0.078330

0.221481

0.090723

0.000482

0.005341

0.011310

0.003561

400

0.106341

0.032139

0.252456

0.060013

0.000335

0.002736

0.006631

0.002082

600

0.104726

0.014525

0.287103

0.056527

0.000188

0.001279

0.005815

0.001444

800

0.100731

0.013499

0.280401

0.043021

0.000380

0.002737

0.009536

0.005190

1000

0.107436

0.014043

0.291317

0.045625

0.000120

0.001072

0.003469

0.000980
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5.7 Compar aison

Nous avons comparé notre méthode a la méthode hors ligne MSE. bien que les deux
méthodes n'ont pas les mémes objectifs car nous n‘avons pas trouvé dans la littérature une
autre méthode en ligne pour pouvoir faire la comparaison.

Pour vérifier I’ efficacité de notre méthode, nous proposons les simulations suivantes pour
100 instances générées aléatoirement par un processus PARCH,(1) avec comme taille de
I'échantillon égale a 1000. Pour cela, nous avons considéré le modéle suivant :

Modéele: a, =002, a,=03 , a,=02 et a,=0.03

Les résultats sont donnés dans les tableaux ci-dessous.
De toutes les simulations faites, nous avons remarqué que I’ estimation par notre méthode

en ligne est meilleure dans plus de 66% des cas pour la premiere période et un peu moins pour
la deuxieme période (55%) et cavadans |’ ordre décroissant.
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Instance Ay, Ay

Enligne Horsligne Enligne Horsligne

1 0.02051443 | 0.02020417 | | 0.27584548 | 0.26809978
2 0.01885041 | 0.01945646 | | 0.30929927 | 0.36189612
3 0.02124496 | 0.02829868 | | 0.33030169 | 0.09254624
4 0.01654772 | 0.01542320 | | 0.39096376 | 0.46670082
5 0.01921961 | 0.01917417 | | 0.28971306 | 0.25791747
6 0.02250122 | 0.02078063 | | 0.19812617 | 0.26246779
7 0.02090010 | 0.02079759 | | 0.29224172 | 0.26738894
8 0.02068806 | 0.02045258 | | 0.24056532 | 0.23352716
9 0.01944176 | 0.01933684 | | 0.29236892 | 0.25900191
10 0.02229658 | 0.02219808 | | 0.17996938 | 0.21066670
11 0.02107746 | 0.02106071 | | 0.28917346 | 0.18017411
12 0.02023656 | 0.01991438 | | 0.25984472 | 0.29623444
13 0.02109532 | 0.02114890 | | 0.24295006 | 0.12083503
14 0.02055302 | 0.02046567 | | 0.33269139 | 0.32266805
15 0.02034139 | 0.01978570 | | 0.22004371 | 0.25587817
16 0.02451930 | 0.02450015 | | 0.09026226 | 0.09740015
17 0.02084792 | 0.02280585 | | 0.28414471 | 0.19454580
18 0.02001919 | 0.02039265 | | 0.31135053 | 0.30169037
19 0.02401761 | 0.02588359 | | 0.15108686 | 0.07767833
20 0.02098202 | 0.01815708 | | 0.24119769 | 0.35908131
21 0.02123807 | 0.02112813 | | 0.29867112 | 0.21678350
22 0.01878356 | 0.01867312 | | 0.25744679 | 0.25654577
23 0.02122748 | 0.02157629 | | 0.29989393 | 0.25348535
24 0.01835410 | 0.02379187 | | 0.28670735 | 0.06680024
25 0.01976501 | 0.02655583 | | 0.27373909 | 0.00694964
26 0.02213385 | 0.02361179 | | 0.28824816 | 0.12997629
27 0.02235847 | 0.02240282 | | 0.25953711 | 0.24035520
28 0.02552317 | 0.02324978 | | 0.22813989 | 0.21276861
29 0.02297263 | 0.02270063 | | 0.29545693 | 0.19143302
30 0.01914080 | 0.01543113 | | 0.32325792 | 0.45001686
31 0.02117499 | 0.02085383 | | 0.24881802 | 0.14068693
32 0.02111658 | 0.01980939 | | 0.33479994 | 0.37394910
33 0.02215135 | 0.02189318 | | 0.27290289 | 0.27313206
34 0.02144221 | 0.01476980 | | 0.19602852 | 0.45551132
35 0.02084756 | 0.02393925 | | 0.27394365 | 0.03849282
36 0.01799435 | 0.02110624 | | 0.29007298 | 0.15166577
37 0.02195890 | 0.02456511 | | 0.35735519 | 0.26830734
38 0.02133238 | 0.01682869 | | 0.10543173 | 0.34432009
39 0.02113395 | 0.02057727 | | 0.38623053 | 0.38581103
40 0.02203585 | 0.02162750 | | 0.29114371 | 0.28987501
41 0.02197604 | 0.01813707 | | 0.22359973 | 0.33088546
42 0.02283517 | 0.02343349 | | 0.11914522 | 0.09006712
43 0.02236050 | 0.02286896 | | 0.28721937 | 0.25824529
44 0.02224641 | 0.01888974 | | 0.20283225 | 0.36240572
45 0.02104815 | 0.02100055 | | 0.29782518 | 0.30497236
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46 0.02201094 | 0.02417730 | | 0.29877495 | 0.22801130
47 0.01700954 | 0.02458605 | | 0.30909688 | 0.07/868961
48 0.01954322 | 0.01933632 | | 0.21089533 | 0.18532553
49 0.02044892 | 0.02060453 | | 0.26321335 | 0.25260840
50 0.02406499 | 0.01342188 | | 0.21972263 | 0.57414031
51 0.02077522 | 0.02061007 | | 0.29218127 | 0.19074630
52 0.02046601 | 0.02039564 | | 0.26584995 | 0.26783901
53 0.01896180 | 0.01885288 | | 0.36260099 | 0.36048084
%4 0.01951337 | 0.01649672 | | 0.28062394 | 0.38792663
55 0.02197687 | 0.02296380 | | 0.25062176 | 0.23173563
56 0.02128879 | 0.02337076 | | 0.26460469 | 0.17/981261
57 0.02170741 | 0.01424369 | | 0.27098751 | 0.53159151
58 0.01879223 | 0.02341092 | | 0.48649445 | 0.40126408
59 0.01577804 | 0.01896315 | | 0.52608538 | 0.40981854
60 0.01968236 | 0.02179660 | | 0.26933761 | 0.18364259
61 0.02361402 | 0.02404100 | | 0.29520827 | 0.12857767
62 0.02411881 | 0.02378234 | | 0.09327938 | 0.12407885
63 0.02004452 | 0.02130645 | | 0.26594019 | 0.21120604
64 0.01972438 | 0.01948459 | | 0.33588061 | 0.32855427
65 0.02413642 | 0.02408597 | | 0.29961466 | 0.23869297
66 0.02272702 | 0.01870372 | | 0.23343359 | 0.39833402
67 0.01790064 | 0.01784181 | | 0.51991900 | 0.51384848
68 0.02616154 | 0.02911558 | | 0.17938286 | 0.06600623
69 0.01875560 | 0.01970394 | | 0.30504795 | 0.31004317
70 0.02112710 | 0.02094150 | | 0.23769674 | 0.23664079
71 0.01972795 | 0.01965104 | | 0.33210386 | 0.33139597
72 0.02122903 | 0.02096775 | | 0.33544185 | 0.32671343
73 0.02036098 | 0.02169742 | | 0.24654814 | 0.19179344
74 0.01908012 | 0.02305033 | | 0.32301948 | 0.16609225
75 0.01903780 | 0.02541186 | | 0.30315418 | 0.11020839
76 0.02288334 | 0.02301654 | | 0.23125847 | 0.22512601
77 0.02349933 | 0.01903592 | | 0.22718380 | 0.36234195
78 0.02034602 | 0.02161363 | | 0.32188625 | 0.35531059
79 0.02160701 | 0.02577805 | | 0.17087104 | 0.03116852
80 0.01822896 | 0.01684929 | | 0.30449188 | 0.43492253
81 0.01863135 | 0.01816522 | | 0.28001085 | 0.27688407
82 0.02078785 | 0.02112014 | | 0.29428500 | 0.21387378
83 0.02269185 | 0.02278173 | | 0.21527041 | 0.21165549
84 0.01954045 | 0.02619306 | | 0.30278361 | 0.09484430
85 0.01954693 | 0.01879593 | | 0.16267853 | 0.19574118
86 0.02408773 | 0.02396613 | | 0.30784875 | 0.13663045
87 0.02171313 | 0.02291616 | | 0.19613677 | 0.14256225
88 0.02473110 | 0.02457937 | | 0.23973441 | 0.23874692
89 0.01631563 | 0.01418466 | | 0.32586181 | 0.41773456
90 0.02431325 | 0.02453168 | | 0.29151362 | 0.20804056
91 0.02164341 | 0.02532808 | | 0.28775211 | 0.15319885
92 0.02521688 | 0.02432488 | | 0.1529/7730 | 0.17/733249
93 0.01890366 | 0.01887841 | | 0.22232404 | 0.21512796
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94 0.02166536 | 0.02231246 | | 0.31981630 | 0.32603630
95 0.02173485 | 0.02881271 | | 0.27060039 | 0.00983063
96 0.02074700 | 0.02030476 | | 0.33583846 | 0.32598751
97 0.02027088 | 0.01944508 | | 0.34739341 | 0.34471959
98 0.02147520 | 0.01640178 | | 0.20868254 | 0.40089669
99 0.02246602 | 0.02235830 | | 0.30189716 | 0.30256411
100 0.01926208 | 0.01871834 | | 0.27858297 | 0.30217936

Table 5.6 : Résultats de la comparaison pour la premiére période
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Instance a, a

Enligne Horsligne Enligne Horsligne

1 0.20741579 | 0.20818339 | | 0.01303740 | 0.01049477
2 0.20351415 | 0.20148994 | | 0.04348092 | 0.03825175
3 0.18773964 | 0.18420230 | | 0.04348652 | 0.02922504
4 0.18071136 | 0.17593465 | | 0.02231712 | 0.03480374
5 0.20325844 | 0.20280168 | | 0.03378670 | 0.03996991
6 0.19268867 | 0.19516820 | | 0.02976050 | 0.01232147
7 0.19529405 | 0.19499789 | | 0.04244517 | 0.01694761
8 0.19948892 | 0.20184655 | | 0.02281249 | 0.00013452
9 0.17231723 | 0.17094214 | | 0.09103714 | 0.08447122
10 0.20850918 | 0.20287022 | | 0.02519551 | 0.03548508
11 0.22144882 | 0.22377623 | | 0.02549822 | 0.05224635
12 0.18470187 | 0.18188861 | | 0.08160633 | 0.07028327
13 0.19814238 | 0.19788654 | | 0.12170481 | 0.11491084
14 0.20997044 | 0.20600783 | | 0.07250847 | 0.04414682
15 0.21030105 | 0.21100020 | | 0.02531107 | 0.02005396
16 0.20374555 | 0.20521597 | | 0.11550115 | 0.07551434
17 0.22164068 | 0.21911142 | | 0.01058564 | 0.01960272
18 0.17625431 | 0.17221769 | | 0.03745840 | 0.06918537
19 0.20220700 | 0.20424283 | | 0.05215687 | 0.01138545
20 0.19550628 | 0.20072432 | | 0.07008816 | 0.03496919
21 0.19552765 | 0.19387253 | | 0.08465453 | 0.07312564
22 0.18621455 | 0.18793778 | | 0.02146764 | 0.00230630
23 0.23755492 | 0.23903371 | | 0.04108073 | 0.02246485
24 0.19397680 | 0.19142022 | | 0.11172816 | 0.09525601
25 0.17919745 | 0.17892370 | | 0.09486075 | 0.07791191
26 0.20409894 | 0.21203785 | | 0.01657384 | 0.02824548
27 0.20888490 | 0.20349360 | | 0.08200201 | 0.06032689
28 0.18962305 | 0.18673084 | | 0.09136585 | 0.05514013
29 0.20009830 | 0.20569879 | | 0.04139410 | 0.02396057
30 0.21088736 | 0.20686774 | | 0.03433314 | 0.00543130
31 0.20960751 | 0.20726768 | | 0.01659339 | 0.04806473
32 0.22528117 | 0.22405033 | | 0.04671188 | 0.01691194
33 0.21555978 | 0.21275204 | | 0.06393499 | 0.04972169
34 0.20346043 | 0.20209215 | | 0.03849294 | 0.01592346
35 0.22022912 | 0.21708462 | | 0.00418658 | 0.02725074
36 0.19584706 | 0.19319806 | | 0.08331391 | 0.04967131
37 0.22284012 | 0.21642816 | | 0.11328871 | 0.10070614
38 0.20618832 | 0.20381300 | | 0.02805660 | 0.01846374
39 0.18050315 | 0.17992564 | | 0.05733036 | 0.06983317
40 0.21446120 | 0.21558116 | | 0.03175198 | 0.03392848
41 0.18103543 | 0.18131817 | | 0.02876886 | 0.01029956
42 0.19596766 | 0.19311729 | | 0.09736315 | 0.07336883
43 0.19016761 | 0.19004895 | | 0.01181450 | 0.02041729
44 0.22708752 | 0.22423987 | | 0.03974559 | 0.00925346
45 0.21687350 | 0.21452435 | | 0.03889535 | 0.02708959
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46 0.20033224 | 0.19764681 | | 0.03395235 | 0.01360248
47 0.18418003 | 0.18547468 | | 0.09294916 | 0.09933928
48 0.19541601 | 0.19850787 | | 0.04429286 | 0.01935929
49 0.18297223 | 0.18391812 | | 0.03428316 | 0.04884041
50 0.25051200 | 0.24791657 | | 0.02898763 | 0.00090081
51 0.21696737 | 0.21320219 | | 0.01827237 | 0.00944206
52 0.18450528 | 0.18433279 | | 0.06010041 | 0.03528152
53 0.19707065 | 0.19820750 | | 0.09152095 | 0.04407469
%4 0.21762346 | 0.21536936 | | 0.00768022 | 0.09915738
55 0.20009995 | 0.20010698 | | 0.06331578 | 0.04760600
56 0.19955155 | 0.20122186 | | 0.10843686 | 0.09667014
57 0.20109345 | 0.19881609 | | 0.00272699 | 0.05304785
58 0.20493372 | 0.20236816 | | 0.00913505 | 0.05278957
59 0.19485013 | 0.19226548 | | 0.04818031 | 0.01766432
60 0.24414685 | 0.24172965 | | 0.00266033 | 0.02949536
61 0.19738056 | 0.19489278 | | 0.05435485 | 0.04168271
62 0.21033305 | 0.20851594 | | 0.06775385 | 0.03739939
63 0.20470489 | 0.20047407 | | 0.02547874 | 0.00889258
64 0.21125/777 | 0.20878371 | | 0.0176/817 | 0.02933331
65 0.19084996 | 0.18953687 | | 0.14715481 | 0.14018304
66 0.19797487 | 0.20435818 | | 0.08356726 | 0.04496422
67 0.19448465 | 0.19934782 | | 0.07509621 | 0.06383363
68 0.20951550 | 0.21442416 | | 0.03587928 | 0.02004637
69 0.20776790 | 0.20554291 | | 0.05223744 | 0.03798135
70 0.21090458 | 0.19784270 | | 0.03434905 | 0.04228710
71 0.19157138 | 0.19547370 | | 0.11075136 | 0.07256646
72 0.21045898 | 0.20907205 | | 0.04732169 | 0.02105388
73 0.21769644 | 0.21169634 | | 0.05126206 | 0.05905510
74 0.22072842 | 0.21815737 | | 0.03407738 | 0.03673557
75 0.20280381 | 0.20545154 | | 0.03227356 | 0.00688936
76 0.19469453 | 0.19087672 | | 0.06757964 | 0.07241785
77 0.18755330 | 0.19257062 | | 0.05087005 | 0.02710676
78 0.20163076 | 0.20354171 | | 0.00834959 | 0.00337285
79 0.18990908 | 0.18961207 | | 0.08948467 | 0.05503479
80 0.20779686 | 0.20580620 | | 0.04248735 | 0.00240823
81 0.21509578 | 0.21598762 | | 0.00447268 | 0.01075270
82 0.21624557 | 0.21311217 | | 0.00600058 | 0.01385101
83 0.18625124 | 0.18571059 | | 0.07841145 | 0.06528278
84 0.21944583 | 0.21323650 | | 0.01133340 | 0.00205928
85 0.19633260 | 0.19518626 | | 0.09729461 | 0.07244042
86 0.18721469 | 0.19135375 | | 0.07296320 | 0.03659689
87 0.18589109 | 0.18866082 | | 0.09166271 | 0.07258697
88 0.20855805 | 0.20994677 | | 0.06338320 | 0.04112623
89 0.19014893 | 0.18927365 | | 0.07635853 | 0.05276525
90 0.20045554 | 0.20049084 | | 0.08027714 | 0.04781783
91 0.20811418 | 0.21145632 | | 0.08092663 | 0.05162124
92 0.18892482 | 0.18436469 | | 0.11875360 | 0.11866501
93 0.19317214 | 0.18975913 | | 0.02258868 | 0.02819009
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94 0.20197093 | 0.20159801 | | 0.07185375 | 0.03781752
95 0.19978942 | 0.20143277 | | 0.02924963 | 0.01858097
96 0.18749602 | 0.18542700 | | 0.06281390 | 0.05146624
97 0.20194612 | 0.20627187 | | 0.00494496 | 0.06553882
98 0.19478231 | 0.19351931 | | 0.06347101 | 0.04234839
99 0.20973168 | 0.20848788 | | 0.07266881 | 0.02596866
100 0.20634405 | 0.20702592 | | 0.08859170 | 0.05050808

Table 5.7 : Résultats de la comparaison pour la deuxieme période
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5.8 Conclusion

Considérons un modele PARCHy(q), nous avons remarqué que, en général :

- l'estimation d'un paramétre o, (i0{0,1...c+ } et jO{0,1..,¢ ) est meilleure si sa
vraie valeur est proche de lavaleur 0.

- I'estimation d'un paramétre a; (i0{0,1,...d- } et j0{01,..,d ) est moins bonne si sa
vraie valeur est proche de lavaleur 1.

- l'estimation des parameétres a;y,....d;,, pour i=0,1...,d -1 est meilleure que celle de

a, -

- pluslataille de I'échantillon est grande, plus I'estimation est meilleure.

Bien que nous n’'avons pas trouvé, dans la littérature, d’ autres méthodes en ligne pour
pouvoir comparer I’'efficacité réelle de nos méthodes, nous avons comparé la derniére
méthode en ligne avec la méthode hors ligne MSE. Nous avons remarqué que |’ estimation par
notre méthode en ligne est meilleure dans plus de 66% des cas pour la premiéere période et un
peu moins pour la deuxieme période et cavadans |’ ordre décroissant.
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Conclusion

Nous nous sommes intéressés dans ce mémoire a l'estimation récursive des parameétres
d'un modele autoregressif conditionnellement heteroscedastiques classiques et périodiques.
Pour cela, nous avons considéré le critére de la minimisation de I'erreur quadratique moyenne
(Mean square error ou MSE). A cette effet nous avons développé des méthodes d'estimation
hors ligne et en ligne.

La premiére méthode d'estimation en ligne nous permet de calculer récusivement un
estimateur des parametres, mais l'inconvénient de cette méthode est qu'elle nécessite
I'inversion d'une matrice de grande taille, ce qui est tres colteux en temps de traitement du
programme, si le nombre de parameétres a estimer est grand. Pour résoudre ce probleme, nous
avons proposé une seconde méthode qui est plus intéressante puisqu'elle ne nécessite pas
I'inversion d'une matrice de grande taille et minimise la propagation des erreurs d'arrondi dans
les calculs et accélere et diminue le temps d'exécution.

Nous avons constaté que malgré la simplicité des méthodes récurrentes en pratique, leur
implémentation numérigue n'est pas une tache facile puisque ces méthodes sont trés sensibles
aux valeurs initiales. Donc il faut bien choisir ces valeurs et prendre quelques précautions
pour que |'estimateur ne séloigne pas trop de lavraie valeur du paramétre a estimer.

A travers une série de ssimulations, nous avons constaté que les estimations obtenues sont
efficaces, tout de méme nous avons comparé nos méthodes récursives en ligne a la méthode
hors ligne MSE et nous avons remarqué que les estimations par nos méthodes sont plus
efficaces. Nous avons remarqué aussi que plus lataille de I'échantillon est grande I'estimation
est meilleure.

Comme perspective anotre travail, nous pensons a:

- Proposer d'autres méthodes d'estimation récursive en ligne plus efficace et surtout pour
pouvoir faire des comparaisons.

- Faire des éudes plus poussées sur |'estimation des valeursinitiales.
- Etudier plus afond les facteurs d'oubli.

- Appliquer ces techniques d'estimation récursive aux modeles ARMA-ARCH, ARCH-M,
GARCH, ARMA-GARCH, ...

- Etc.
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ANNEXE 1:

~I T AL
Preuve de: (A+bb')*=At-A DA
1+b'A™b
Nous avons:
_ O, A'bb'A™O
A+bb")(A+bb") = L A(A+bb'
(A+DDT)H(A+bbT) =A™ — T (A +bI)

A"bb"ATA  A™bb’ Abb’
1+b"A™b 1+b"A™b
Abb"  Abb" Abb’
1+b"A™  1+b"'A™b
N A7bb" + A"bb™b" A — A™bb" - A™bb" A™bb"
1+b"A™b
A'bb'b" Ab- A'bb" Abb"
1+b"A™b
N b" AbA™bb" —b" A"bA™bb"
1+b"A™b

=A'A+A7bb" -

=ld+Abb" -

=Id

=ld+

=Id
=1d

(car b" A™'b est un scalaire)

Abb"AO
1+b"A™ E
e AAbbT A

(A+bb")(A+bb" )™ =(A+bb") E}A—l _
0

_ LS bb" A'ibb_TlA'l
1+b ' A™b 1+b'A™b
bb" A" 7 pa Db ATbDTA™
1+b"A™b 1+b"A™b
-bb" A7 +bb" A™ +b" Abbb" AT —-bb" A7bbT A™
1+b"Ab
N b" A™bbb" A™ —bb" A"bb" A™
1+b"A™b
N b" Abbb" A" —b" A™bbb" A™
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=Id

=1d
=1d

(car b" A™b est un scalaire)
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ANNEXE 2:

Programme récursive d estimation des parametres d'un modéle ARCH(1) réalisé avec le
logiciel MATLAB 5.3.

clear all;close all
%
% La val eur de |"ordre q
%
q=1;
%
% Lecture des données sur un fichier
%
Y=l oad(' data.txt"');
N=si ze(Y, 1);
%
%Ilnitialisation
%
for i=1:qg+1,
for j=1:q+1,
if i=5
P(i,j)=10000;
el se
P(i,j)=0;
end;
end;
end;
for i=1:q+1,
A(i, 1) =0;
end;
| anbda=0. 95;
%
% Estimation récursive
%
for t=q+1: N
F=[ 1; Y(t-1)"2];
L=I anbda* P*F/ (| anbda+t r anspose(F) *P*F) ;
A=A+L*(Y(t)"2-transpose(F)*A);
P=P- L*transpose(F) *P;
| anbda=0. 99*| anbda+0. 01,
for j=1:qg+1,
if A(j)<0
A(])=-A(]);
end;
end;
for j=2:q9+1,
while A(j)>1,
A(J)=A(])12;
end;
end;
end;
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%
% Affichage des résultats
%
fprintf('\nESTI MATI ON DES PARAVETRES D ' UN MODELE ARCH( % )
\n\n',q);
for i=1:qg+1,
fprintf('alpha% =% ',i,A(i));
end;
fprintf("\n\n");
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ANNEXE 3:

Programme récursive d’ estimation des paramétres d’ un modéele PARCH(d,q) réalisé avec le
logiciel MATLAB 5.3.

clear all;close all
%
% La valeur de |'ordre g et de |la période d
%
q=1;
d=2;
%
% Lecture des données sur un fichier
%
Y=l oad(' data.txt");
N=fix(size(Y,1)/d);
%
% Initialisation
%
for i=1.d*(q+l),
for j=1.d*(q+l),
if =5
P(i,j)=10000;
el se
P(i,j)=0;
end;
end;
end;
for i=1.d*(q+l),
A(i, 1) =0;
end;
| anbda=0. 95;
%
% Estimati on récursive
%
for t=q+1:d*N,
tau=fix((t-1)/d);
I =nod(t-1,d);
for k=1.d*(q+l),
F(k, 1) =0;
end;
F(i*(qg+1) +1) =1,
for k=1:q,
F(i*(qg+1) +k+1, 1) =Y(d*t au- k+i +1) *2;
end;
L=I anbda* P*F/ (| anbda+t r anspose(F) *P*F) ;
A=A+L*(Y(t)"2-transpose(F)*A);
P=P- L*t ranspose(F) *P;
| anbda=0. 99*| anbda+0. 01;
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for j=1.d*(qg+l),
if A(j)<0
A(])=-A(]);
end;
end;
for j=1.d*(q+l),
i f nmod(j-1,qg+l)~=0
while A(j)>1,
A(j)=A(i)12;
end;
end;
end;
end;
%
% Affichage des résultats
%
fprintf('\nESTI MATI ON DES PARAMETRES D ' UN MODELE PARCH( % , % )
\n\n',d, q);

for j=1:d,
for i=1:qg+1,
fprintf('alpha% % =% "',j-1,i-1,A((j-1)*(q+1)+i));
end;
end;

fprintf('\n\n");
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