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Problémes aux limites non linéaires
dans les espaces de Sobolev-Orlicz.

Résumé : Cette thése présente quelques résultats d’existence et de régu-
larité pour des problémes elliptiques non linéaires, de type Leray-Lions, défi-
nis sur un ouvert borné de RY et avec condition au bord de Dirichlet ho-
mogene.

La premiére partie consiste en I’é¢tude de l'existence d’une solution de
type entropique, pour une classe d’opérateurs elliptiques liée au calcul de
variations et dont les coefficients ont une croissance non nécessairement poly-
nomiale, conduisant naturellement & une formulation de ces problémes dans
le cadre des espaces de Sobolev-Orlicz. La particularité de notre étude vient
de la forme de l'opérateur étudié et de la présence d’un terme b(z, ), non
borné en u, dans 'opérateur de divergence.

La deuxiéme partie traite des questions de régularité de solutions de cer-
tains problémes aux limites non linéaires. Nous établissons ici, un résultat de
sommabilité d'un probléme aux limites associé a un opérateur de type Leray-
Lions, & donnée mesure, généralisant un résultat de Boccardo-Gallouét, puis
nous présentons un résultat de régularité d’un probleme elliptique, & crois-
sance sous quadratique par rapport au gradient, constituant une extension
de deux travaux publiés récemment par Grenon-Murat-Porretta et Boccardo-
Porzio.

Mots clés : Problémes elliptiques non linéaires, espaces de Sobolev-
Orlicz, solutions entropiques, régularité, sommabilité, croissance sous quadra-
tique.
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Introduction

Les travaux présentés dans cette theése concernent les questions d’existence et
de régularité de solutions de problémes aux limites associés & quelques equations
aux dérivées partielles elliptiques, faisant intervenir un opérateur de type Leray-
Lions :

Aou = —diva(-,u, Vu)

ot a: OxXRxRY — RY (avec  un ouvert borné¢ de RY) est une fonction
de Carathéodory satisfaisant des conditions de monotonie, de coercivité et de
croissance; ces deux derniéres conditions permettent de formuler ce type de
problémes dans des espaces fonctionnels appropriés.

Ainsi dans la premiére partie de ce travail, qui regroupe les chapitres 1 et 2,
le cadre fonctionnel naturel choisi est celui des espaces de Sobolev-Orlicz ; tandis
que pour les travaux présentés dans la deuxieme partie, constituée des chapitres 3
et 4, on utilisera le cadre fonctionnel habituel qui est celui des espaces de Sobolev
standards.

Plus précisément, la premiére partie concerne les problémes aux limites ellip-
tiques dont les coefficients ont une croissance non nécessairement polynomiale.
On y étudie les questions d’existence de solutions pour une classe assez géné-
rale d’opérateurs elliptiques de type Ay, perturbés par un terme d’ordre un a
croissance naturelle par rapport au gradient, noté g (z,u, Vu) . Cette liberté de
croissance des coefficients de ces opérateurs, nécessite une formulation de ces
problémes dans un cadre fonctionnel assez général, qui est celui des espaces de
Sobolev-Orlicz ; toutefois, le prix & payer en est parfois lourd. En effet, I'utilisa-
tion de ces espaces est souvent assez complexe, du fait qu’ils ne possedent pas
les “bonnes propriétés” des espaces L (Q) et WP (Q).

Parmi les raisons de cette compléxité, citons entre autres :
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— La non homogénéité des fonctions de Young générant ces espaces.

— Les normes sur ces espaces, sont définies de maniére indirecte (norme de
Luxembourg ou norme d’Orlicz), rendant souvent impossible I'utilisation
des techniques connues dans les espaces L (£2) .

— La perte de la reflexivité, séparabilité et de I’absolue continuité en norme,
dans le cas des croissances exponentielles ou logarithmiques, en d’autres
termes, dans le cas ou la fonction de Young générant ces espaces, ne vérifie
pas les conditions Ay ou Vs, voir définition 1.2.10.

— L’opérateur associé & ce probléme et défini sur ces espaces, n’est pas borné
et est non partout défini; cela justifie I’étude des propriétés d’un opérateur
de type Nemytckii sur les espaces d’Orlicz, faite au chapitre 1.

— La nécessité d’introduire un cadre fonctionnel spécifique & ces espaces,
appelé systeme complémentaire, composé de quatre espaces en dualité au
lieu de deux espaces duaux, afin de parer a la non reflexivité de ces espaces
en général ; ce type de systéme a été introduit dans [45] pour ensuite étre
développé de maniére rigoureuse par J.-P.Gossez dans [51].

— Des injections de Sobolev-Orlicz pas tres pratiques et méme inopérantes
dans les estimations & priori, de par la complexité de la conjuguée de So-
bolev, exprimée sous forme de I'inverse d’une primitive d’une fonction dé-
pendant de l'inverse de la fonction de Young générant ’espace de départ
(en substance, la conjugué de Sobolev de A notée A* est définie par :
A () = Jy AT () f ),

— L’utilisation d’'un mode de convergence intermédiaire entre la convergence
forte et la convergence faible*, qui est la convergence modulaire (voir [71]),
nécessaire dans 'approximation de ces espaces par des espaces de fonctions

régulieres (voir [54]).

Les remarques ci-dessus sont développées dans le premier chapitre.
En effet, le chapitre 1 est consacré a un exposé sommaire sur les espaces d’Orlicz
et les espaces de Sobolev-Orlicz ainsi que les fonctions de Young et particuliére-
ment les N-fonctions générant ces espaces ; on y présente les propriétés essentielles
qui nous seront utiles au chapitre 2 et qui sont les suivantes :

— Les propriétés de croissance des N-fonctions.

— Les propriétés d’approximation et de densité, la dualité, la compacité et

les injections continues et compactes sur ces espaces.

— Les propriétés d’approximation et de densité sont présentées & partir de
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différentes topologies définies sur ces espaces, & savoir, la topologie forte,
la topologie faible*, la topologie o (I1L 4, II L) et la convergence modulaire.

— On définit de méme une notion analogue & l’equiintégrabilité d’une suite
(uy,) dans Pespace d’Orlicz L4 () appelée equiabsolucontinuité en norme,
ce qui permet de présenter une version généralisée du théoréme de conver-
gence de Vitali dans les espaces d’Orlicz.

— On passe en revue les propriétés d’opérateurs de type Nemytckii définis
sur un espace d’Orlicz; on y étudie certaines conditions de continuité, de
bornitude et de coercivité.

Un développement détaillé de ces résultats de base est présenté dans mon

mémoire de magister [34], il s'inspire des monographies [1], [61], [62], [81] et des
articles [44], [45], [51], [52], [53], [54], [55], [38] et [39].

Le chapitre 2 est consacré a I’étude d’une classe de problémes elliptiques non
linéaires, & donnée L', dans le cadre des espaces de Sobolev-Orlicz.

Cette étude concerne particulierement la question d’existence de solutions
d’un probléme de Dirichlet associé & I’equation elliptique ecrite sous la forme
générale suivante :

AQU—{'Q(-T,U, VU) = f

ou Ay est un opérateur de type Leray-Lions, g un terme d’ordre inférieur a
croissance naturelle par rapport au gradient, mais sans restriction de croissance
enuet fe L' (Q).

Plus précisément, on s’intéresse tout particuliérement au probléme de Diri-

chlet associé a 'opérateur différentiel du type :
Au = —div (b (z,u) a (|Vu|) Vu) + ¢ (z,u) A(|Vul)

avec :
a : fonction définie sur R* telle que a(t) > 0, Vt >0

a(t) = a(|t])t continue, croissante et vérifie :
lima(t)t = 0 et lim a(t)t = +o0
t—0 t——+00

At) = fot a(s)sds.

Les hypotheses ci-dessus, sur la fonction a, permettent d’affirmer que A est

(H1)

une N —fonction générant 'espace d’Orlicz L4(2) et 'espace de Sobolev-Orlicz

Wi L4(Q), cadre fonctionnel naturel dans lequel est formulé ce probléme, de plus
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la fonction :
RN — RN

@& — a([€))¢

continue sur RY, s’exprime comme le gradient de : £ — A(|¢]).

L’originalité dans ce travail consiste d’une part, en la présence d’un terme
non borné en u, en 'occurence b (z, u) (voir hypothése (H3) ci-dessous) et d’autre
part, sur la forme de 'opérateur A, permettant de mettre en apparence de ma-
niére assez simple, le cadre fonctionnel des espaces de Sobolev-Orlicz générés par

la N-fonction A, et d’affirmer que 1’équation :

Au = f

avec la condition ¢(z, s) = %b(m, s), n’est autre que I’équation d’Euler-Lagrange

associée & la fonctionnelle :
I(u) = / b(z,u)A(|Vul)dx — / f(x)u(z)dx.
Q Q

De plus cet opérateur est une généralisation du p-laplacien, obtenu en prenant
b=1,c=0eta(s) = |s|"> Vp> 1.
Notons qu’il existe dans la littérature, quatre formes de généralisations du

p-laplacien et qui sont :
—div(a(|Vu|)Vu) (1)

cas particulier de I'opérateur A avec b =1 et ¢ = 0.

Vu

—div(a(|Vul) Yl

) (2)

Dans ce cas, le cadre fonctionnel est généré par la N —fonction A(t) = fot a(s)ds.

Vu
Vul?

— div(A(|Vu|) ) (3)
Dans ce cas, la fonction génératrice apparait de maniére directe dans I'opérateur
divergence.

Et finalement :
Vu

—div(A'A
(A ANVl G

) (4)

Ici, la fonction génératrice apparait avec 'inverse de sa conjuguée A.



Introduction 7

Ces formes de généralisation du p-laplacien sont dans un certain sens equiva-
lentes. En effet, ils constituent des modeles types de I'opérateur de Leray-Lions
défini par :

Aou = —diva(-,u, Vu)

ot a: Qx RxRY — R est une fonction de Carathéodory, vérifiant les condi-

tions générales de croissance et de coercivité suivantes (voir [51]) :

(i) Condition de croissance : Il existe deux N—fonctions P et A vérifiant
P <« A aloo, des constantes k;, 1 = 1,4 positives et une fonction C' €
E+ () telles que :

i (2,5,6)| < C(x) + kP Aky|s]) + ksA A (ka|€])

et ceci V (s,€) € RxRY et p.p. en z € Q.

(ii) Condition de coercivité : Ja > 0, I\ > 0 tels que :

a(z,s,&)- &> aA (%)

et ceci V (s,€) € RxRY et p.p. en z € Q.
Toutefois, pour les quatres modeles ci-dessus, ces conditions sont réduites aux
simples inégalités du type :

i (2,5,6)] < ks A A(ky [€]) et a(w,5,6) € > aA(€]).

Ces conditions de croissance et de coercivité sont vérifiées pour les quatres mo-
deéles ci-dessus ; ceci est une conséquence direct de 'hypothése (H;) et de la série

d’inégalités suivantes :

1A A _ A>gh _ @
2 T K

(Voir proposition 1.2.7).

A2le) _ A ARl

ve e RV \ {0
& S R

=a(l¢) <

On introduit & présent une troisiéme condition, appelée condition de mono-

tonie :

(iii) Condition de monotonie :

[d<x757£)_&(3}787n)] [5_77] >O7 p'p"CEGQ? v€777€RN> 5#77'
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La stricte convexité de la N-fonction A et les trois propriétés ci-dessous per-
mettent d’affirmer que les trois premiers modeles précédents, vérifient la condi-

tion de monotonie.

1. La fonction :
RY ;¢ v a(l¢])¢ € RY

est le gradient de :
t
RY ¢ — A(JE]) €R avec A(f) = / a(s)sds.
0

2. De méme que la fonction :

RY ;£ - (€)= € RY

€]

est le gradient de :
t
RY : ¢ A(J¢]) €R avec A(t) = / a(s)ds.
0

3. Et finalement, la fonction :

RY ¢ A(lE)->; e RY

I3k

est le gradient de :

€ A(s)
RY . ¢— ds € R.
£ /0 s €

s
Par contre, cette conditon de monotonie est imposée au quatriéme modeéle

en général.

Les conditions (i) (ii) et (iii) ci-dessus permettent de généraliser le résultat

d’existence de solutions faibles dans W,” (), da a Leray-Lions (voir [66]), du

probléme :
—diva(zr,u, Vu) = f dansQ
u = 0 sur 092
avec p > let f € W (Q) (p/ = ;B7 ) ot Q est un ouvert borné de R" et a

une fonction de Carathéodory satisfaisant les conditions suivantes :

(i’) Condition de croissance : Il existe C' € L?' (Q2) et k > 0 tels que pour

tout s et £ et presque tout x on ait :

i (2, 5,6)] < K(C(@) + |s]" + 1€
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(ii’) Condition de coercivité : Il existe & > 0 tels que pour tout s et £ et

presque tout x on ait :
a(z,s,8) &= algl.

(iii’) Condition de monotonie : Pour tout s, £ et 1 avec & # 7 et presque

tout £ on a :
[a(x,s,8) —a(x,s,n)][{—n] >0.

En effet, J.P.Gossez, dans [51], [52] et [56], établit sous les conditions (i) (ii)

et (iii), la surjectivité de opérateur T' défini par :

T:D(T) C WELA(Q) — WlEx(Q)

U — Tu

et tel que :

(v, Tu) = /&(x,u, Vu)Vudz, Vv € Wy La(Q),
0
(.,.) étant le produit de dualité entre Wy L4(2) et W1L5(9Q) et

D(T)::{uelngAan td(wea@mu,vu)e(Lz(Q»N}.

Toutefois une condition géometrique est imposée a 'ouvert €2 et qui est la pro-
priété du segment, permettant d’obtenir la o (IIL 4, I1L4) —densité de ’espace
de Schwartz D () dans W3 La(Q), propriété utilisée pour introduire le cadre
variationnel dans les espaces de Sobolev-Orlicz .(voir [51], [54] et les détails au

chapitre 1).
Revenons a présent au probleme de Dirichlet lié & I’équation générale
Aou+ g (z,u, Vu) = f

Commencons par rappeler les principaux résultats d’existence, obtenus dans le
cadre des espaces de Sobolev standards.

Soit Ay l'opérateur de Leray-Lions défini sur I/VO1 P(Q) et g une fonction de
Carathéodory a croissance naturelle par rapport a |Vu| et sans restriction de

croissance en u, i.e :

(iv) 19 (z,5,)] < (Is]) (d () + ¢])

avec y continue et croissante et d € L' (Q).
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On suppose de plus que g vérifie une condition d’absorption du type, condi-

tion de signe i.e. :
(v) g(x,5,8s20
ou condition de coercivité & l'infini i,e :
(vi) do > 0et A > 0 tels que g (z,s,8)signs > A [E|",Vs € R, |s] > 0.

Notons que ces équations apparaissent naturellement dans le calcul de va-
riations, généralisant les équations d’Euler-Lagrange et dans d’autres contextes,
entre autres dans la recherche de solutions de viscosité des équations de Hamilton-
Jacobi relatives aux problémes de controle stochastique.

Ces problémes ont donné lieu a de trés nombreux travaux se basant générale-
ment sur les résultats pionniers de Leray-Lions (cf. [66], [67]) et Browder (cf. [36],
[37]) et utilisant des techniques d’approximation par troncature, des estimations
a priori puis des passages a la limite justifiés par des propriétés de compacité.

Dans le cadre variationnel, i.e. quand f € W5 (), on citera particuliere-
ment le résultat d’existence de Bensoussan, Boccardo et Murat [16] (voir aussi
[19] et [28]), dont ’énoncé est le suivant :

Sous les hypothéses (i”) (ii’) et (iii’) relatives a Popérateur Ay, la condition
de signe g (z,s,&) s > 0 et la condition de croissance (iv’), relatives a g, il existe

au moins une solution du probléme :

((wew!? Q)
0 (2,0, Vu) € L' (). g (.0, Vu)ue L ()
(Agu, v) + /g (x,u, Vu)vdx = (f,v)
Q
| Vv e WyP (Q) N L (Q) et pour v = u.

L’extension de ces résultats au cas ou f est seulement dans L' (Q) a été
traitée dans [24] (voir aussi [27]), en imposant, en plus de la condition de signe
sur g, la condition de coercivité & I'infini ; cette derniére s’est avérée avoir un effet
régularisant et a permis ainsi d’obtenir Iexistence d’une solution dans Wy ().
Ce résultat est par la suite établi dans [25], sans la condition de signe.

Notons qu’en imposant uniquement la condition de signe & g, A. Porretta
obtient plus tard dans [74], un résultat d’existence d’une solution appartenant
seulement & ﬂ W9 (92) et non pas a W,” (), généralisant ainsi le résul-

N(p—1)
1

1<g<——FH=
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tat de Boccardo-Gallouét (cf. [21], [22]) (voir aussi [79]) obtenu dans le cas g = 0
oug=g(z,s).
Ces problémes sont par la suite traités dans [29] (voir aussi [75]) avec un

opérateur du type :
—div (b(z,u) Vu) + g (z,u, Vu) et f € L' ().

En effet, en imposant les deux conditions d’absorption a g et I’hypothése
suivante sur b :

b: xR — R est une fonction de Carathéodory vérifiant :

0<a<b(z,s) < p(s)avec  continue, croissante et non bornée éventuel-
lement, L. Boccardo, dans [29] établit I’existence d’une solution du probléme de

Dirichlet associé & cet opérateur, dans le sens suivant :
ue Wy(Q), g (z,u, Vu) € L' ()

/b(x,u)VuVTk(u—<p)d:v+/g(:v,u,Vu)Tk(u—<p)dx—/f(x)Tk(u—w)dx
g’ngW&’z(Q)ﬂL"o (Q) et VkZO. ’

Par ailleurs ’étude de ces problémes sans condition d’absorption, a été récem-
ment traitée d’une part, pour des perturbés du type g (z,u, Vu) = g1 (u) |Vul’,
et ce, en imposant une condition de sommabilité sur ¢; (g; € L' (R)) (voir [32],
[76], [78]) et d’autre part, pour des perturbés du Laplacien du type g (z,u, Vu) =
Au— v |[Vu|? ;1 < g <2 et ce, en imposant une condition de régularité conve-
nable sur f et une condition de petitesse sur la norme de f dans L7 (), dans
le cas ot A = 0 (voir chapitre 4).

Aprés cet historique trés succint de 1’étude des problémes elliptiques de type
Leray-Lions dans le cadre des espaces de Sobolev classiques, nous passons a
un historique de I’étude de ces mémes problémes dans le cadre des espaces de
Sobolev-Orlicz. Il s’agit du cas ou les coefficients de Ag et g sont relaxés, dans
le sens ot les conditions de croissance et de coercivité de ces opérateurs, ne sont
plus polynomiales (voir les conditions (i) et (ii),.pour Ag) et g vérifie la condition

de croissance suivante :

iv) lg (2,5, E)] <y ([s]) (d (x) + A([E]))

avec y continue et croissante et d € L' (Q).
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Récemment, de nombreux travaux consacrés a l’existence de solutions de ces
problémes, dans le cadre des espaces de Sobolev-Orlicz, ont été effectués principa-
lement par une equipe de la faculté des sciences DharMahraz de Fes, et ceci sous
I'impulsion de A. Benkirane. (voir [10], [11], [12], [13], [46], [47], [87]), se basant
généralement sur les résultats pionniers d’existence de solutions, selon I’approche
variationnelle, des problémes de Dirichlet associés a 'equation Au = f dans le
cas g = 0 ou g = g (x,s), et développés principalement par J.-P.Gossez (voir
[44], [51], [52], [53], [56], [63], [64], [72]), ainsi que sur I’adaptation des techniques
utilisées pour ces problémes, dans le cadre des espaces de Sobolev classiques.
En effet dans le cadre variationnel (i.e. quand f € W™1E7(Q)) et sous les
conditions (i)-(iv) et la condition de signe, un résultat d’existence de solution
du probléme de Dirichlet fut établi dans [11], mais avec une restriction sur la
croissance de A et qui est la condition A,.

Ce résultat fut ensuite généralisé dans [46], au cas d’'une N-fonction A quel-
conque.

Dans le cas ou f € L' (), un premier résultat d’existence est présenté dans

[12] mais sous des conditions restrictives, et qui sont :
les deux conditions d’absorption de ¢ et la condition A, ; et ensuite dans [13]
sous la condition de signe de ¢ et la condition A,.
Le résultat de [13] fut ensuite généralisé dans [47] au cas d’une N-fonction
A quelconque; toutefois, dans ces deux derniers travaux, seule la régularité
des tronquées des solutions est établie i.e. : Ty (u) € WiLa(Q) avec Ty (s) =
s{ls+kl—|s—Fk|}, Vs e R, Vk > 0.

Par la suite, dans un article publié en 2007 (voir [87]), un résultat d’exis-
tence de solutions de ce probléme, appartenant & Wi L4(€2), est présenté sans la

condition As,, mais avec la condition de coercivité a l'infini de g :
vi) Jo>0et A >0 tels que g(z,s,&)signs > AA([¢]),Vs € R, [s| > 0.

Cette condition, qui a un effet régularisant, permet d’établir que les solutions
appartiennent a I'espace d’énergie W, L4(Q).

Cependant, signalons que dans ce travail, il n’est pas du tout clair que la condi-
tion de coercivité (vi) soit conservée pour I'approximé g, de g (voir détails au
chapitre 2). Cette difficulté est néanmoins applanie dans notre travail, par ['uti-
lisation de la condition de signe.(v).

Notons que dans tous les travaux énumérés ci-dessus, ['opérateur modéle consi-

déré est du type (4) i.e. : — div(zflA(]VuD‘g—Z').
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Ainsi, en considérant dans notre travail, 'opérateur :
Au = —div (b (z,u) a (|Vu]) Vu) + ¢ (z,u) A(|Vul|),

nous établissons un résultat d’existence de solutions du probléme de Dirichlet,
avec une condition de croissance plus générale que la condition (i) associée a la
fonction a.

De plus, les conditions (ii) et (iii) sont naturellement vérifiées grace a I’hypothése
(H,), tandis que les conditions (iv) (v) et (vi) s’expriment plus clairement sur

la fonction ¢ dans 'hypothese (H,) suivante :

[ betc:QxR— R des fonctions de Carathéodory

telles que pour ppr € Qet Vs e R, 0 < a <b(z,s) < [ (s)

lc(z,8)] < v(s) avec 8 et v deux fonctions positives continues (H»)
croissantes, bornées ou non et do > 0,3\ > 0, tels que :

c(z,s)signs > A, Vs, |s| > o et c(z,s)signs > 0.Vs € R.

\

Une classe d’opérateurs de type A pour laquelle les hypothéses (Hy) sont véri-

fiées, est donnée par :
Au = —div [(1 + [u|™) a (|Vu]) Vu] + X ul" "> uA (|Vul)

avec m > 0 et r > 1. En particulier dans le cas ou m = r = A, alors Au = f est

I’equation d’Euler-Lagrange associée a la fonctionnelle :

I(v) = /(1+]v| ) A(Vo)) d:c—/f

On démontre alors le théoréme suivant :
Théoréme. Soit f € L' (). Sous les hypothéses (H;) et (H,), le probléeme
de Dirichlet :

Au = [ dans Q
v = 0 sur 9f)

admet au moins une solution dans le sens suivant :

(u € WELA(Q) , c(z,u)A(|Vu|) € LT (Q)
/b (z,u)a(|Vu|) VuVTy (u — @) dx + /c(w, w) A (|Vul) Ty, (u — @) dz
Q

:/f(;z:)Tk(u—@)dx Q

L et ce Vip € WILA(Q) N L*®(Q) et Vk > 0.
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Remarques :
D’une part, de par la croissance non controlée en u de la fonction b (z, u), le terme
b(x,u)a(|Vu]) Vu n’appartient pas nécessairement a L' () (et ceci, méme dans
le cas standard ou a =constante)
D’autre part, méme dans le cas ou la fonction b (z,u) est bornée, on n’a pas
nécessairement b (z,u,) a (|Vu,|) Vu, borné dans Lz (€2), pour une suite (u,,)
bornée dans W) L4 (Q).
Des remarques ci-dessus, la définition de solutions faibles (ou au sens des distri-
butions) de ce probléme, n’a pas de sens; ce qui a motivé 'introduction d’une
notion de solution par une formulation de type entropique.
Differentes notions de solutions sont apparues ces derniéres années notamment
quand ces équations sont mal posées dans le cadre des solutions faibles, comme
c’est le cas pour ce probléme et surtout quand le second membre est peu régulier
et ceci, afin de parer au probléme de non unicité des solutions; on citera :
— la formulation entropique introduite dans [9] adaptée aux seconds membres
L' mais pas aux mesures quelconques.
— La formulation SOLA (Solution obtenue comme limite d’approximations )
introduite dans [40].
— Les solutions renormalisées ayant pour origine ’article de R. Diperna-P.-L.
Lions [43] et adaptées au cas des problémes elliptiques 4 donnée L' par
P.-L. Lions et F. Murat (voir [70]).
Toutefois ces concepts de solutions se sont avérés équivalents dans le cas de
la donnée L' et ont permis d’obtenir 'unicité.
Finalement dans un article publié en 1999 (voir [42]), ces auteurs introduisent
une notion de solutions renormalisées avec une mesure quelconque; ils y éta-
blissent un résultat d’existence mais seulement quelques résultats d’unicité par-

tielles (c’est a dire lorsque deux solutions sont "comparables").

La deuxiéme partie, composée de deux chapitres, traite de questions de som-
mabilité et de régularité de solutions.
Précisément, au chapitre 3, on présente un résultat de sommabilité du probléme
de Dirichlet :

—diva(r,u, Vu) = u dans Q
U = 0 sur 00

ou Agu = —diva(-,u, Vu) est 'opérateur de type Leray-Lions, i.e avec @, une

fonction de Carathéodory définie de QxRxRY 4 valeur dans RY et vérifiant les
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conditions de coercivité, de croissance et de monotonie (i) (ii') et (iii') intro-
duites précédemment.

pweM(Q) = (C (ﬁ))/ I’espace des mesures de Radon, bornées sur (2.

On suppose que 2 — % <p< N.

La condition p < N n’est pas une restriction, car si p > N alors M () C
Wl (), cette inclusion nous rameéne alors au cadre variationnel résolu par
Leray-Lions. Ainsi dans le cas p < N, on sort du cadre variationnel.

Le premier résultat d’existence (et méme d’unicité) est obtenu par Stampacchia
en 1965 dans [82], grace & une méthode de dualité, valable uniquement dans le cas
d’un opérateur linéaire et ou il y établit I'existence d’une solution u € W, (Q)

N
avec ¢ < y3-

La régularité de cette solution s’est avérée optimale dans le sens que u ¢ T/VO1 Q)
et ceci par le biais de la solution fondamentale du Laplacien dans la boule unité
de RV,

Dans le cas d’un opérateur de Leray-Lions non linéaire, le premier résultat d’exis-
tence d’une solution au sens des distributions, fut établi plus tard, en 1989, par
Boccardo-Gallouét dans [21] (voir aussi [22] et [79]).

Pour résoudre ce probléme, ces auteurs utilisent une méthode d’approximation
consistant & introduire une suite de probléemes a données régulieres dont les
solutions vérifient des estimations a priori et un résultat de compacité sur les
gradients, permettant ainsi de passer a la limite pour obtenir une solution du
probléme initial.

les solutions ainsi obtenues appartiennent a ﬂ WO1 “(Q) . Comme pour le

1<q< M=)

cas linéaire, la régularité de ces solutions s’est avérée optimale dans le sens que
N(p—1)

u ¢ VVO1 " V71 (Q) et ceci par le biais de la solution fondamentale du p—laplacien

dans la boule unité de RY.

Notons que la condition p > 2 — % imposée dans les travaux ci-dessus et qui
N(p—1)

est equivalente & —;—~ > 1, permet de trouver des solutions dans le cadre des
espaces de Sobolev ¢ () avec ¢ € [1, N]g[p_—ll) [.

Le résultat d’existence de solutions pour les valeurs de p proches de 1, c’est a
dire pour p €]1,2 — %], rentrent dans le cadre de la formulation de type en-
tropique introduite dans [9] et font intervenir un nouveau cadre fonctionnel du
type : T;” (Q) = {u mesurable : Ty (u) € Wy () ,Vk > 0} (voir aussi [5],,[6],

[7], [80], pour un cadre fonctionnel analogue appelé T'—ensembles.).
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Par la suite, dans [23], Boccardo-Gallouét raffinent la régularité des solu-
tions du probléme de Dirichlet & donnée mesure; ils obtiennent le résultat de

sommabilité suivant :

Dy (u) € LB (Q) et V&g (u) € L (Q)

N(p— S
avec qp = % et @ (5) = Logﬁ(2+|s\)’v6 > zﬁ'

Dans ce chapitre, nous présentons une généralisation de ce résultat.
En effet, on introduit une classe de fonctions impaires notée F,,, de la forme :
!
t p
dr / P

Dy(t) = /W ,tZU,p:]:

0

oul A est une fonction continue sur R, paire, positive sur |0, +oo[ et vérifie les

propriétés suivantes :
+oo
(a) %<+oo,p0urd>0
d
(b) lim @ = 400
t—o0
(¢c) A vérifie la propriété de monotonie suivante : il existe deux réels § > 0
et to > 0 tels que A (t2) > A(t1), Vit vérifiant to >t > .
(d) Si A(0) =0, on suppose de plus qu'’il existe une constante ¢ telle que

A(t) > cl|t|, V¥t € R et &, (0) finie.

On démontre alors le résultat suivant :
Sous les conditions (i) (ii) et (iii') avec 2— + < p < N, le probléme de Dirichlet

& donnée mesure :

—diva(z,u,Vu) = pdans Q
u = Osur 0N

admet une solution u vérifiant la propriété de sommabilité suivante :

Py (u) € L% () et VO, (u) € L® (Q)

avec ¢y = N]E,p__ll), Voyu €F,.

Ce résultat généralise celui de Boccardo-Gallouét par le fait que la classe F,
contient la fonction @ ainsi qu’une suite de fonctions (®,),,cn+ que 'on exhibera

et qui croient plus rapidement que ®, au voisinage de 'infini, et ceci dans le

@o(t) _
‘I’:L(t) = 0.

sens que lim
t—o0
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Ce chapitre, en collaboration avec Youcef Atik, a fait 'objet d’une publica-
tion en 2003 dans "Journal of Convex Analysis" (voir [4]).
On y présente en plus, un résultat de sommmabilité pour un probléme parabo-
lique associé & 'opérateur de Leray-Lions avec comme second membre et condi-
tion initiale, deux mesures de Radon bornées, généralisant ainsi le travail publié

en 2000 par Li Feng-Quan et Li Guang-Wei dans ce méme journal (voir [68]).

Au chapitre 4, on s’intéresse particuliérement aux questions d’existence et
de régularité de solutions faibles de problémes de type elliptiques dont le terme
d’ordre inférieur est & croissance sous quadratique par rapport au gradient, mais
sans condition d’absorption.

Dans un premier temps, on considere les problemes de Dirichlet dont le prototype

est le suivant :

—Au+ opu =y|Vu|?+ f dans Q
u=0 sur 02

avec () ouvert borné de RY (N > 2).

Ce type de problémes a été abordé dans différents travaux récents et a donné
lieu, selon le type de croissance du gradient et selon la régularité de f, a plusieurs
résultats d’existence et d’unicité des solutions. On citera particuliérement :

— Les travaux [17], [18], et [33], dans le cas ou 0 < ¢ < 1.

— Le cas ou le gradient est a croissance quadratique, mais avec la donnée
f € L2 (Q) (cette condition de régularité sur f s’est révélée nécessaire
pour la solvabilité de ce probléme) qui a été traité dans [49], [50] si g = 0
et dans [41] si ag > 0 (voir aussi [20], dans le cas ou f € L™ (Q) avec
m > 5).

— Par contre le cas 1 < ¢ < 2 est resté ouvert jusqu'en 2006, ott dans une
note C.R.A.S (voir [57]), N. Grenon, F. Murat et A. Porretta parviennent,
par une nouvelle technique d’estimations a priori, & obtenir un résultat
d’existence d’une solution dans le cas ou 1 + % < ¢ < 2 (condition per-
mettant de chercher des solutions dans H{(f2) ) et avec f € L%(Q) Cette

solution vérifie de plus la condition de régularité suivante :

()"

|u|7° EH&(Q) avec o0y = T

Dans le cas ou oy = 0, une conditon sur la taille de f est nécessaire, elle
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s’exprime dans ce cas par :

1
[ fllx < coy™ o avec ¢p une constante dépendante de N et de g.
q

La donnée f € Lg(Q) est la régularité minimale & imposer & f pour la
solvabilité de ce probleme, (Voir [3] et [58]); de plus ces travaux montrent
qu’une condition sur la taille de la donnée f est, comme pour sa régularité,
nécessaire pour l’existence d’une solution de ce probléme quand oy = 0.

De maniére précise il y est démontré que f vérifie I'inégalité suivante :

[t@e @dr<e, [Vl iz, voeD(@).
Q

Q

La restriction 1 + % < q (equivalente & 0¢ > 1) permet de chercher des

solutions dans H{(Q), étant donné que 1+ 2 < ¢ < % > ]3—52 et donc
fe  HYQ).
Notons de plus qu’un résultat d’unicité, sous la condition de régularité :

N %%
lul7> € HL(Q) avec o¢ = %, est obtenu dans [8] et ceci suite au résultat

d’existence de [57] et que ce résultat d’unicité tombe en défaut sans cette
condition de régularité, comme le montre ’exemple suivant :

Soit Q=B (0,1) la boule unité de RY; alors pour ¢ > 1+ 2, les fonctions

_1
u(x) = M, (|$|7a — 1) avec o0 = (21_;‘1 et M, = w sont solutions

au sens des distributions du probléme :

—Au = |Vul?
u € H} (Q)

Ces solutions vérifient |ul? € H}(Q), Vp < ¢ mais |u| ¢ H}(Q). En
fait la seule solution vérifiant |u|7 € H} (), est la solution triviale.
— Ces résultats ont été de méme établis dans [48] en utilisant les techniques

de réarrangement et de comparaison.

En ce qui nous concerne, on s’est intéressé a la régularité des solutions de ce
probléme, pour f € L™ (Q2) quand m varie dans 'intevalle [%, %[ avec 1 + % <
q<2
On montre en effet que cette nouvelle technique d’estimation & priori présentée
N N

dans [57], s’applique de méme pour un m quelconque dans l'intervalle [?, sk
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ce qui nous permet d’obtenir l'existence d’une solution vérifiant la régularité

suivante :

lul” € Hy(Q) avec o = 77;* Vm € {— —{
q

Dans le cas ot ay = 0, une conditon sur la taille de f est nécessaire, elle s’exprime

de méme dans ce cas par :
1
Il f1l,,, < coy a1 avec ¢ une constante dépendante de N, g et de m.

Notons qu’en remplagant le terme cpu par ag |ul” ! u, avec p > 1, dans I’équation
ci-dessus, on obtient les mémes résultats et ceci indépendamment de la valeur
de p.
Toutefois, des valeurs de p suffisamment grandes permettent de résoudre ce pro-
bléme, sans imposer la condition de régularité sur f ni méme la condition de
petitesse sur la taille de f; de plus le terme aq |u|” tu posséde un effet régula-
risant pour des valeurs de p suffisamment grandes.

Par suite et parallelement aux résultats obtenus dans [57], L. Boccardo et
M.M. Porzio, dans un article publié en 2006 (voir [31]), étudient le probléme de

Dirichlet associé a I’équation :
—Au+ g |ul" = 5| Vul|? + f

avec p > 1 et plus précisément, sous la condition :

p>ﬁ et 1<q<2

Cette condition sur p leur permet d’établir 'existence d’une solution de ce pro-
bléme, sans la condition de petitesse sur la taille de f et pour f € L™ (Q) et ceci
VYm > 1, contrairement au cas ou p = 1 ou il est nécessaire d’imposer m > qﬂ,.

En réalité, ceci s’explique par le fait que le terme ag |ul” ! u, pour p > ﬁ,
permet d’absorber le terme dépendant du gradient, i.e. v|Vul|?, retrouvant ainsi
les résultats classiques d’existence et de régularité des solutions du probléme de

Dirichlet associé a I’équation :
-1
—Au+ ag|ul” u=f.

En reprenant les techniques d’estimation & priori utilisées dans cet article, on

présente de maniere plus précise, le résultat d’existence et de régularité des so-

2N N

o3 2 [, retrouvant ainsi la régularité

lutions de ce probléme, dans le cas m € |
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obtenue dans le cas p = 1, a savoir :

o 2N N
7€ Hy(Q = —1-
lul” € Hy(Q2) avec o , VmE[N+2,2{
On montre de plus que :
2N N
L™ (Q — .
u e L™ (), vme{N+2’2p'[

Notons que dans cet intervalle, la sommabilité L™ (€2) améliore celle obtenue
précédemment et ceci, bien entendu, dans le cas ot celui-ci est non vide, i,e pour
p > % En effet, la sommabilité L™ (), déduite de la régularité précédente,

ie. \u|"57 € Hy () et de l'injection de Sobolev, est plus forte que la sommabilité

L™ () dans 'intervalle [%, 21, du fait que m > % & m** > mp.

En particulier si ¢ > 1 + %, on obtient :

*k
m

ul > € Hy(Q), Ym e [T, 5]
ue L (Q), ‘v’me[qﬂ,,%[.

La condition p > ﬁ, étant équivalente & ¢ > 2p’, permet d’affirmer dans ce

cas, que l'intervalle [% 2N

g 7[ est non vide.

Ce dernier chapitre, a fait 'objet d’une communication au R.A.M.A. VI (voir
[35]).



Chapitre 1

Espaces de Sobolev-Orlicz

1.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de rappeler I'essentiel des notions et résultats
utilisés au chapitre 2, concernant les espaces d’Orlicz et de Sobolev-Orlicz. Pour
ne pas alourdir ’exposé, on a présenté des versions particuliéres de ces résultats,
en considérant uniquement le cas ot 'ouvert {2 dans lequel sont définis ces es-
paces, est borné et de plus, seuls les espaces de Sobolev-Orlicz d’ordre un sont
traités.

Les espaces d’Orlicz L4 (2) ainsi que les espaces de Sobolev-Orlicz WL 4 (2),
extension naturelle des espaces LP (1), respectivement des espaces de Sobolev
standards WP (Q), sont générés par une fonction de Young A généralisant les
fonctions polynomiales A, (t) = |t|” génératrices des espaces LP (Q) et W7 (Q).

Les propriétés topologiques de ces espaces dépendent étroitement de la nature
de la croissance de la fonction de Young A, ainsi une étude de ces fonctions et
particulierement des N-fonctions, leur conjuguées et leur propriétés de croissance,
est présentée dans la section 1.2.

Dans la section 1.3, apres la définiion des espaces d’Orlicz L4 () et E4 (Q),
nous donnerons leur propriétés topologiques, particuliéerement les conditions de
séparabilité, de reflexivité, les questions de dualité, les injections continues et
les propriétés d’approximation, nous présenterons aussi un résultat de compacité
On termine cette section par I’étude d’une classe d’opérateurs du type Nemytckii
définie sur un espace d’Orlicz; on y étudie certaines conditions de continuité, de
bornitude et de coercivité.

Pour la présentation de ces résultats, on s’est particulierement inspiré des

21
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monographies de base [1], [61], [62], [81], et des articles [54] et [55] (voir aussi
341).

Enfin dans la derniére section, aprés une présentation sommaire de propriétés
classiques des espaces de Sobolev-Orlicz contenues dans [1], on fait une synthése
des derniers résultats obtenus principalement par J.-P. Gossez (voir [51] et [54]),
sur les propriétés de dualité utilisant la notion de systéme complémentaire et sur
les propriétés d’approximation utilisant des topologies autres que celle définie par
la norme, a savoir la topologie faible*, la topologie o (IIL 4,I1L) et la conver-
gence modulaire (ce dernier concept introduit dans [71] s’avére le plus adapté
dans le cadre de ces espaces.) et finalement, des résultats d’injections continues
et compactes établies par Donaldson-Trudinger dans [45], [86], et celles plus ré-

centes de A. Cianchi dans [38] et [39], clotureront ce chapitre.

1.2 Fonctions de Young et N-fonctions

Definition 1.2.1 On appelle fonction de Young une application A : R+—>K+,

conveze avec A(0) =0 et tliin A(t) = 4o0.

Dans toute la suite, on utilisera comme définition de Young son prolongement

a R en une fonction paire.

Definition 1.2.2 Soit A la fonction associée o A, définie par :

A: R —R
s s As) = sup{|s|t— A(D)}. (1.1)
>0
A est appelée complémentaire ou conjuguée de A.
On vérifie que A est aussi une fonction de Young, de plus :
A(t) =sup{|t|s —A(s)},Vt€R et A=A
s>0
1.2.1 Inégalité de Young
De la définition 1.2.2 on déduit immediatement I'inégalité suivante :
st<A(t)+A(s), Vs,VtER (1.2)

appelée inégalité de Young.
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1.2.2 Représentation intégrale d’une fonction de Young

De par sa convexité, une fonction de Young admet la représentation intégrale
suivante :
Si A est une fonction de Young, il existe une fonction a, appelée densité de

A, telle que :
- —r » || _
a:RY"—R" croissante vérifiant @ (0) =0et A(t) = / a(r)ydr.  (1.3)
0

La proposition suivante permet de définir une relation plus pratique que
celle définie dans (1.1) entre A et A et plus précisément, entre leurs densités

respectives, (voir [81]).

Proposition 1.2.3 Soit A une fonction de Young de densité a, alors A est

déterminé par la représentation intégrale suivante :

_ Is
A(s) = / a1 (v) do. (1.4)
0
La notation a=! désigne linverse généralisé de a, de maniére précise :
a ' (s) =sup{t,a(t) <s}=inf{t,a(t) > s}.

De plus :
sat(s)=A@@t(s)+A(s), VseR*

ta(t)=A(@t)+Aa(t) VteR". (1.5)

Exemple 1.2.4 Fonctions de Young générant les espaces LP :

A =" 1<p< oo et An(t) = E)i:oo, Sffg !

On vérifie 4 Paide de (1.1) que A4, = Ay pour 1 < p < +00 avec ]lj + z% = 1.
L’exemple 1.2.4 ci-dessus, montre que la conjuguée d’une fonction de Young
continue, peut étre discontinue et avoir un saut a l'infini, c’est le cas de A..
Ainsi pour conserver les propriétés de continuité pour une fonction de Young et
sa conjuguée et le fait qu’elles ne prennent que des valeurs finies, on restreindra
par la suite notre étude a une classe particuliére de fonctions de Young, excluant
entre autres les fonctions A; et A.

Les éléments de cette classe, appelés N-fonctions s’obtiennent par ’addition

d’une condition de croissance.
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1.2.3 N-fonctions, définition et propriétés

Definition 1.2.5 Une N-fonction est une fonction de Young, continue sur R et
vérifiant :
At At
A(t) > 0,Vt >0, %in&%z et lim¥=—|—oo

t—o00

Definition 1.2.6 Une fonction convexe () est dite partie principale d’une N-
fonction A, s’il existe to > 0 tel que Q (t) = A(t),Vt > to.

On montre ([61]) que toute fonction convexe, vérifiant tlim %t) = 400 est la
partie principale d’une N-fonction A, de maniére précise : Ja > 1,3ty > 0 tel
L 1] pour [t] <t . :
que A (t) = 0 , soit une N-fonction.
Q (1) pour [t| > to

On regroupe dans la proposition suivante, quelques propriétés élémentaires

sur les N-fonctions que nous serons amené a utiliser par la suite :
Proposition 1.2.7

1. Soit A une N-fonction de densité a alors :

' (g) <A <@, Vo (16)

2. Une fonction de Young est une N-fonction si et seulement si sa densité vérifie :

a(t)>0, ¥Vt >0, lim a(t) = +oo et les valeurs de @ sont finies.

t——+00

3. Soit A une N-fonction, on note A et A~! respectivement sa conjuguée et son

inverse sur R, alors :

i) @ est strictement croissante sur |0, +00.
i) t < AL()A () <2, VteR*

iii) A(kt) <kA(t) Vke€|0,1] et VE#0

iv) A(kt) > kA(t), Vk>1etVt#0.

v) A7 (au) < max (1,a) A7 (u), Vu>0,Va > 0.

Vi) A(tl)—l-A(tg) SA(tl—f—tQ), th,tg €R+.
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Comme conséquence directe de ces propriétés, et particulierement de (1,6)
et des inégalités (ii), on déduit la série d’inégalité suivante, etroitement liée aux

problémes étudiés au chapitre 2 :

1A _ AQED _ ageD

T
alle) < %’f')ng‘ j‘gﬁQ'f'),vfeRN\{O}. (L7)

1.2.4 Relations de comparaison entre les N-fonctions

Les relations d’ordre partielles et la relation d’equivalence qu’on va intro-
duire vont jouer un role fondamental, notamment sur les injections continues et

compactes entre les espaces fonctionnels que ’on aura a étudier.

Definition 1.2.8 Soient A et B deux N-fonctions.

1. On dit que A domine B a I’ oo si et seulement si :
Jk > 0,3ty > 0 tel que B (t) < A(kt),Vt > to.

On note alors : B< A al’ oo

2. On dit que A croit essentiellement plus vite que B a I’ 0o si et seulement si :
Ve > 0,3ty > 0 tel que B (t) < A(et),Vt > to.

On note alors : B<< A al’ 0o

3. On dit que A est equivalente @ B a I’ 0o si et seulement si : B < A al’ oo et
A<B al oco. On note alors : A~ B al” oo

Ces relations peuvent étre aussi définies globalement si elles sont vérifiées
vt > 0.
On regroupe ci-dessous quelques propriétés essentielles et autres caractérisa-

tions de ces relations (cf [81]).

a) Si0< hm (t§<+oo alors A~ B al oo

b) B<Aal oo Ve>0, lim 5 =06 lim 40 —
(t) t—>+oo (t)

c) AwBal’oo@3z>o,3to>0te1queB(r1t)gA(t)gB(zt),wzto.
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d) B<A< A<B ; BKA«A<KB ; B~A&B~A
Exemple 1.2.9

1) Soit A, , la N-fonction de partie principale @ (t) = tlog? (t) avec p > 1 ou
(p=1et g>0)alors A,, < A / siet seulement si :
(p <p.,VgetVq € R) ou bien (p =p etg< q/) .
2) Soit A(t)=e'—t—1;B(t)=te!—tet C(t)=e*—2t—1pourt >0 alors
B(t) c@) _

A~B~C al o memes1tl}+moom=tl}§1wm—+oo

3) Soit A, (t) = exp(t*) — 1 avec a > 1 alors A,, < A,, si et seulement si

oy < Q.

4) Soit A une N-fonction, alors la fonction définie par A (t) = fOM @dT pour
t # 0 et Z(O) = 0 est une N-fonction de classe C! sur R, globalement
équivalente a A.

Ce dernier exemple permet de construire en utilisant ce procédé, réitérant,
une N-fonction, équivalente a une N-fonction donnée, aussi réguliére que

I'on veut.

1.2.5 La condition A,

Definition 1.2.10 On dit qu’une N-fonction A vérifie la condition Ay a 17 00

s’il existe k (nécessairement supérieur a 2) et to > 0 tel que :
A2t) < kEA(t), Vt > to. (1.8)
On l’énonce aussi de maniére équivalente par :
Vr >0, 3k(r) >0, 3ty > 0 tel que A(rt) < kA(t), Vt > to.
On résume les propriétés essentielles de la condition Ay dans la proposition
suivante (cf [61]) :
Proposition 1.2.11

1. La condition Ay 41’ 0o est conservée par equivalence a 1’ oo des N-fonctions.
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2. Soit A une N-fonction de densité a, alors A vérifie la condition Ay a1’ 0o si

et seulement si :
da > 1,3t >ty tel que ta (t) < aA(t), YVt > 1. (1.9)

Si A est de classe C! & dérivée strictement croissante, alors (1.9) équivaut
a:
sa ' (s) >aA (s), Vs >al(ty) aveca =a/(a—1). (1.10)

3. Une N-fonction vérifiant la condition Ay a1’ oo est & croissance polynomiale ;
de maniére précise, par intégration de l'inégalité (1.9), on déduit que :
A(t) < Ao go vt > ¢,

0

Remarque 1.2.12

On définit de méme une condition complémentaire & la condition A, et qui
est la condition Vs :
On dit que A vérifie la condition Vs 41’ 0o si et seulement si A vérifie la condition
Ay al oo
Une caractérisation d’une N-fonction vérifiant les deux conditions simultanément
et qu’on peut déduire de (1.9) et (1.10) est donnée par :

1< liggf% < ligilp% < +00. (1.11)

Pour un développement détaillé de ces propriétés on pourra se référer a [81].
D’autre part, une étude détaillé sur des propriétés de convexité d’une fonction
auxiliaire lie & A et en relation avec la constante « intervenant dans (1.9), est
développée dans [34].
Comme pour les relations de comparaison, on définit de méme la condition A,
globalement en imposant que les inégalités ci-dessus soient vérifices Vi > 0;
toutefois, ces conditions globales ne seront pas utilisées dans le cadre de notre
travail ; ainsi dans toute la suite, ces relations de comparaison et la condition A,

seront considérées a l'infini.

Exemple 1.2.13 .

1. Les N-fonctions A, , (t) de partie principale t?log? (t) vérifient les condi-
tions Ag et Vo et ce ¥ (p,q) €]1, +o0[xR.
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2. A1 (t) = (1+|t])log (1 + [t]) — |t| vérifie la condition Ay mais pas la
condition Vo c’est a dire que sa complémentaire définie par Ay, = eltl —

|t| — 1 ne vérifie pas la condition Ay

3. At) = e’ — 1 nlest pas N, elle vérifie par contre la condition Vs.

Ces conditions s’obtiennent par application directe des inégalités (1.11) ; tan-

dis que pour la condition V, de A (t) = " — 1, voir [34].

1.3 Espaces d’Orlicz

Dans toute la suite, Q est un ouvert borné de RY et A est une N-fonction.

Definition 1.3.1 On note K4 () l’ensemble des fonctions u, mesurables sur €

(modulo I’égalité presque partout sur §) et vérifiant :

pa () :/A(u(x))d:c< +00

L’espace d’Orlicz noté L (2) est lenveloppe linéaire de K4 (2), i.e. :

L4 (2) = ¢ u mesurable sur €; 3 >0, /A (#) de < +o0 p. (1.12)
L’espace d’Orlicz noté E4 () est lespace linéaire mazimal contenu dans K 4 () ,i.e. :

E4 (Q) = < u mesurable sur 2 ; YA > 0, /A (#) dr < +o00 p. (1.13)
Q

De cette définition, on déduit que : E4 () C K4 () C L4 (£2). Les égalités
Es(2) = Ka(2) = La(2) ont lieu si et seulement si A vérifie la condition
Ay, en particulier dans le cas ou A(t) = [t|" avec p > 1, E4(Q) = K4 () =
La(Q)=Lr(Q).

On munit L4 (Q) et E4 (2) de la norme de Luxemburg (cf [69]), notée ||| 4,

définie par |lul|, = inf ¢ A > 0; /A <@> dr <1

Q
Muni de cette norme, ces espaces possédent les propriétés suivantes (voir [1]

et [61]) :
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1. (La(€),|lul|4) est un espace de Banach, il est séparable si et seulement si

A vérifie la condition As.

2. (E4(Q),|lul|,) est un espace de Banach séparable ;.de plus, il est caracté-

risé¢ dans (L4 (), ||ul|,) par :

Ea(Q) == ()1 (1.14)
3. La boule unité fermée de (L4 (), ||u|| 4) s’exprime de méme par :

By, (0,1) = {u; py (u) <1} (1.15)
1.3.1 Inégalité de Holder, dualité et norme d’Orlicz

Inégalité de Holder. Soient v € L4 (Q2) et v € Lz (). Alors

uv € L1 (Q) et [ |uv|de < 2ull 4 ||v]%- (1.16)
Q

Cette inégalité est une conséquence de I'inégalité de Young appliquée a u/ ||ul| 4
et v/ ||v||5 et de 'inégalité [A (u(z)/||ull,)dz <1, Vu tel que |jull, > 0.
0

Dualité dans les espaces d’Orlicz.
De I'inégalité de Holder, on déduit que 'application :
La(Q)x Lz () —R

(u,v) — [uvdx
Q

est une forme bilinéaire continue, on dit alors que L4 (Q2) et L7 () sont deux
espaces de Banach en dualité,.de plus pour v fixé dans Lz (Q2), la forme linéaire

notée [, définie sur L4 () par I, (u) = [uvdz est un élément de (L4 () et en
Q

particulier de (E4 (€)', réciproquement, on démontre (cf. [1]), que toute forme
linéaire continue sur E4 (Q2) est de la forme [,. En résumé, on a le théoréme

suivant :

Théoréme 1.3.2 (cf. [1])
1. Le dual de E4 (), (EA () est isomorphe et homéomorphe a Lz ().

2. La(Q) est reflexif si seulement si A et A vérifient la condition Ao,
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Norme d’Orlicz.
La norme d’Orlicz sur L, (), notée |-||%, est par définition la norme duale
définie sur (E7 (Q)) ~ L4 (), ainsi pour u € Ly () on a :

vl z<1veER o]l s<1,0€ EZ()

lull’y = sup . /uvdx = sup /|uv]d:c. (1.17)
Q

Les normes de Luxemburg et d’Orlicz sont équivalentes, précisement on a :
0
Jull 4 < llulla < 2jully, Yu € La(2) (1.18)
De I'inégalité de Young, on déduit les inégalités pratiques suivantes :

lull g < llully < 14 pa(u), Vu € La(Q) (1.19)

En posant P (E4 (Q),r) = {u € Ls(), ian) u —w|% < r} , on obtient la

weEA(
double inclusion :

P(EA(Q),1) C Ka(Q) € PEAQ), D (et [61]).

1.3.2 Convergence modulaire, topologies o (L4, ) et o (L4, Ly)

Definition 1.3.3 Soit (u,) une suite de L4 ().

1. On dit que u, converge vers u pour la convergence modulaire et on note

wn 2w si et seulement si -3\ > 0 tel que [A (%) de — 0.
Q

n—oo

2. u, = uwpouro (La,Lz) si et seulement si [ (u, —u)vdz — 0,Yv € Lz ().
Q

n—oo

3. u, — u pouro (La, E7) si et seulement si [ (u, —u)vde — 0,YVv e Ex(Q).

n—00
Q

Les deux propositions suivantes, permettent de comparer ces différents modes

de convergence et la convergence forte.

Proposition 1.3.4 ([71]) a) Siu, My dans L4 () alors u, 23 u.

b) La convergence en norme et la convergence modulaire sont équivalentes si et

seulement si A vérifie la condition As.

c) unMu:)fA(“”—)\_“)dx — 0, VA > 0.
Q n—oo

Proposition 1.3.5 ([54]) Si u, 2 u alors u, — u pour o (L, L7).
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1.3.3 Injections et approximation

On commence par énoncer les propriétés de comparaison entre espaces d’Or-

licz sous forme d’injections continues et qu’on résume dans le théoréme suivant :

Théoréme 1.3.6 ([1]) 1. Lg(Q) — L () si et seulement si A < B.
2. 8i AL B alors Lg (Q) — E4 ().
3. Lp () = L4 () si et seulement si A ~ B.

Remarque 1.3.7 .Ces trois propriétés restent vraies pour un ouvert quelconque
Q de RY 4 condition que les relations entre A et B soient vérifiées globalement.

La derniére propriété affirme que la connaissance d’une N-fonction A au voi-
sinage de l'co, suffit a définir entiérement 'espace d’Orlicz L4 (§2), permettant
ainsi de redéfinir la N- fonction A au voisinage de 0 sans changer l’espace d’Or-

licz correspondant.

Les propriétés d’approximation établies sur les espaces LP a 'aide de suites

régularisantes sont généralisées a I'espace F 4 (£2), en effet on a le résultat suivant
(cf.[45]) :

ot D () est l'espace de Schwartz des fonctions de classe C* & support compact
dans Q, par contre, dans le cas ou A ne vérifie pas la condition Ay, E4 (€2) est un
sous espace propre de L4 (€2), fermé pour la convergence en norme et par suite,
l'approximaton d’un élément u € L, (2) n’est possible qu’en utilisant un mode
de convergence plus faible que la convergence en norme, en effet, I'utilisation des

tronqués de u nous permet d’établir le résultat suivant :
Proposition 1.3.8 L™ () est p,—dense dans L4 (Q).

Preuve. Soit u € L4 (§2). Pour tout reel positif k, on note 7T}, la fonction
troncature & hauteur k, définie par Ty, (s) = £ {|s + k| — |s — k[}, Vs € R.
On a |1} (u(x))| < k Vo € Q. 1l s’agit alors de montrer que T} (u) . 24 .

——400

Soit A > 0 tel que [A (@) dr < +oo. En utilisant la convexité de A, on
Q
obtient :

A(HEIEDY Ly () (D) (50)
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Comme A <W) converge presque partout vers 0 dans €2, du théoréme

de convergence dominé, on déduit que :

[a(H= B0y,

Q

1.3.4 Equiabsolue-continuité et compacité

La notion d’equi-integrabilité définie sur les espaces LP (€2) se généralise aux
espaces L4 (2) par le concept d’equiabsolue-continuité en norme, défini comme

suit :

Definition 1.3.9 1. On dit que u € L4 () admet une norme absolument

continue st et seulement st :

Ve > 0,30 >0 tel que [Juxgl|l4 <e,YG C Q tel que mes (G) <

(X¢ €étant la fonction caractéristique de G ).

2. On dit qu’une suite (u,) de L4 () est équiabsolument continue en norme

st et seulement si :
Ve > 0,30 > 0 tel que ||unxgll4 <e,Vn € N,VG C Q tel que mes (G) < 6

Une caractérisation du "petit espace" E4 (£2), utilisant cette notion, est établi

dans [61] :
E4(Q) ={u e La(9) ; u absolument continue en norme} (1.20)

Ainsi une suite (u,) de L4 (£2), équiabsolument continue en norme, appartient
nécessairement a F4 (£2) .
Le résultat suivant présente une version généralisée du théoréme de convergence

de Vitali dans les espaces d’Orlicz.

Théoréme 1.3.10 ([61]) Soit (u,) une suite convergeant p.p. vers u dans €2,

alors w,, My dans EA(Q) si et seulement si (u,) est équiabsolument continue

en norme dans L4 ().
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De plus, en utilisant le théoréme de De la vallée Poussin (voir [61] ou [34]),

on déduit le résultat suivant :

Théoréme 1.3.11 Soient (u,) une suite bornée de La () et B une N-fonction

telle que B < A. Alors (uy,) est équiabsolument continue en norme dans Eg ().

Comme conséquence des théorémes 1.3.10 et 1.3.11 on déduit le résultat de

compacité suivant :

Théoréme 1.3.12 Soit (u,) une suite bornée de L4 () et convergeant p.p vers

u dans €2 alors :

u € Ly () et VB, N-fonction telle que B < A, u, M dans Ep(Q)
D’un autre coté, en utilisant le théoréme de Banach-Alaoglu et la propriété
de séparabilité de E7 (2), on peut extraire d’une suite bornée (u,) de L4 (£2),
une sous suite notée (u,,) telle que u,, — ug pour o (L4, EZ); en supposant de
plus que (u,) converge p.p vers u dans 2, on montre que u = ug (voir [34]), d’on

la proposition suivante :

Proposition 1.3.13 Soit (u,) une suite bornée de L (2) et convergeant p.p

vers u dans § alors u, — u pour o (La, E7).

1.3.5 Opérateurs de Nemytskii dans les espaces d’Orlicz
Definition 1.3.14 Soit :

fir QxR —R
(z,t) = f(z,1)

une fonction de Carathéodory, i,e : ¥Vt € R, f (-, t) est mesurable sur Q) et f (x,-)
est continue sur R pour presque tout x dans Q. Alors la fonction F : u — Fu
telle que Fu(x) = f (z,u(x)), Vo € Q opérant d’un espace fonctionnel X (2) a

valeurs dans un espace fonctionnel Y () est appelé opérateur de Nemytskii.

Dans le cas des espaces LP, une condition nécessaire et suffisante pour que F
soit défini et continu de L? (Q2) dans L7 (2), est que :
Vt € R et p.psur Q| f (z,8)] < d(x) +b|t|/? avec d € L1(Q) et b > 0 (cf. [60]).
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Cette condition de croissance se généralise naturellement aux espaces d’Orlicz

par :
|f (x,t)] <d(x) +bB ' (A(at)) avecd € Lp(Q) et b>0,a>0.  (1.21)

Toutefois, méme si la condition (1.21) permet de montrer que F' opére de L4 ()

dans Lg (€2), son domaine de définition
D(F)={ue L,y () tel que Fue Lg(Q)}

est strictement inclus dans L (2) en général (voir exemple ci-dessous) ; de plus
la condition (1.21) n’assure plus la continuité de Popérateur F' de D (F') dans
Lp(Q).

Dans ([61] théoréeme 17.3), Krasnoselskii et Rutickii démontrent que si £ envoie
P (EA, é) dans Fg () avec d € Ep (2) (en particulier si B est Ay) alors F' est
continue de P (E4, 1) dans Ep ().

Finalement, en imposant une restriction sur la croissance de f dans (1.21), on
récupere la continuité de F, sans imposer la condition Ay ni & A ni a B.

En effet on a :

Proposition 1.3.15 ([51])
Soient A, B et C trois N-fonctions avec B < C' et f une fonction de Carathéo-

dory vérifiant la condition de croissance suivante : ¥t € R et p.p x € €,
|f (2, 1) <d(x) +bC ' (A(at)) avecd € Lp(Q) etb>0,a>0. (1.22)
Alors lopérateur F est défini et continu de P (EA, é)—fort dans Eg (Q)-fort.

Remarque 1.3.16 Ce résultat de continuité, justifiant la restriction de crois-
sance en s imposée & a (x, s,£) dans (i) (voir introduction), est une conséquence
pratique de ([61] théoréme 17.3) ; en effet :

Soit u € P (Ea,2) alors au € P(E4,1) C K4 () il s’en suit que A(au) €
L' (Q) et C7'A(au) € Ko (Q) C Lo (Q) — Ep(Q) et comme d € Eg () alors
d+bC 1A (au) € Eg (Q) ; de la propriété de croissance (1.22), on déduit que F
envoie P (Ea, 1) dans Ep ().

L’exemple qui va suivre montre de quelle maniére les propriétés d’un simple
opérateur de Nemytskii opérant sur L, (€2), & savoir, son domaine de définition,
la bornitude et la coercivité, dépendent de la nature de la croissance de la N-

fonction A.
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Exemple 1.3.17
Soit A une N-fonction de densité a continue et strictement croissante sur R.

On consideére 'opérateur de Nemytskii noté T et défini par T : v — Tu tel que :
(Tu) () = a(u(x)) pour presque tout x dans Q.

Alors T opére de L4 (2) dans Ly (2).

En effet on a :
M

A@t) <A@@t)+A@l)=ta(t) < 5 fa(r)dr, VA > 1et Vt € R,

— 1

De maniére précise, en notant D (T) = {u € L4 (2) tel que Tu € L7z ()} le

domaine de définition de 7" et R (1) son image, on obtient :

1. E4(Q) CP(Eas3) CD(T)C Ka(Q),VA>1.
En effet soit u € P (E4, ;) alors Au € P (E4,1) C K4 (Q), il s’en suit de
(1.23),que Tu =a ou € K5 () C Lz (), par suite, u € D (T).
Soit w € D (T'), en utilisant 1’égalité de Young, on obtient :
A (@) <A@ (@) + Au(@) = u (@) @)
de l'inégalité de Holder, on déduit que :
JA(u(z))dr < [u(z)a(u(r))de < 2|ull4 @ oulz < +o0
Q Q

et par suite u € K4 (£2) . Notons que cette derniére inclusion permet d’af-

firmer que 7" est non partout défini dans L4 (€2) dans le cas ou A n’est pas
As.

2. E2(Q) C P(Ea,5) CR(T) C Kx(Q), VA > 1.
En effet, en notant 7! 'opérateur de Nemytskii défini par T 'u = a lou
alors T~1 opére de Lz () dans L, () et les inclusions du point 2. se
traduisent alors de celles de 1. Notons que si A n’est pas A, alors R (T) &
Lz ().

3. T est un opérateur borné (i.e. l'image de toute partie bornée de D (T') est

bornée dans Lz (S2)), si et seulement si A est As.
En effet, supposons T borné dans D (T) . Soit u € L4 (€2). Notons :

T (u(2)) = %{W(ﬂf) +n| = |u(z) —nf}
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alors T), (u) € L>* () C E4(Q) C D(T) et |1, (u)]|4 < ||ull4, Vn € N,
par hypothése a o T}, (u) est de méme, borné dans Lz (£2) ; par conséquent

de > 0 independant de n tel que :
fA (Th (u)) dx < an (u)a (T (u) do < 2|[T5, ()|l 4 la o T (u)llx < ¢

et d’apres le lemme de Fatou f Au(x))de < hm mf f A(T, (u))dx <c
d'onu € K4 (), ainsi Ly (Q) C Ka (Q) et par suite A est As.

Réciproquement, supposons que A vérifie la condition A et soit (u;),., une
partie bornée de D (T') = L4 (), alors 3r > 0 tel que ||ul|, < 5,Vi € 1
et par suite fA (2“”” ) dr < 1,Vi € 1. A étant Ay, Ity > 0, Ik > 0 tel

que A (rt) § kA (t), Vt > to. En posant t = 2'“’7@” on déduit alors que
[ AQui(z)de<k- [ A(zu’m)dm<k

>0 >t

2|uz~(z) 2‘uz(z
En utilisant (1 23), pour A = 2, on obtient :
fA ) dz < fA 2u; (x))de < [ A(2u; (2)) dz+A (tor)mes(Q)

2|u a:)|>t
< cste Vi € I. Or d’apres (1.19), |[@ o w;|x < 1+ [A(a(u; (x))) dz, il s’en
Q
suit que (@ o u;);c; est borné dans L7 (€2).

4. T est un opérateur coercif (i.e. WITU () -u(r)dr —+ o0) siet
Q

B Jull s—00
seulement si A vérifie la condition As.
Supposons que 7 soit coercif, pour montrer que A est A, il suffit de prouver
d’aprés 3, que 7! est borné de R (T') dans D (T') ; supposons le contraire, il
existe alors une suite (v,) bornée de R (T) telle que ||[a ~! o v, ]| , — +o0,
et en posant un =a'tow, € D(T) on aura 2||v,||5 = 2”52;:”Z >

JTu, (z) - u, (x)de — oo, contradiction.
||“n||A n—00

Rec:1proquement, en utilisant le résultat suivant, établi dans [51]:

[A(u(x))dr — + oo siet seulement si A est Ay,
||u||A Jull s —o0

on conclut grace a l'inégalité :

JTu(z) u(x)de > —— [A(u(z))de.
||U||A
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1.4 Espaces de Sobolev-Orlicz

1.4.1 Définitions et propriétés de base

Definition 1.4.1 FEtant donné Q) un ouvert borné de RV et A une N-fonction, on
définit les espaces de Sobolev-Orlicz d’ordre un, générés par A et notés WL, ()
et W'E4 (Q) par :

WL, (9) = {u €LA(Q); 2 e La(R),Vi=1, N}

et WIE4(Q) = {u €EA(Q); 2 € B, (Q), Vi=1, N}
ou

Ox;’

distributions) de u.

ot avec i = 1,..., N, sont les N dérivées partielles d’ordre un (au sens des

En identifiant W'L4 (Q) (respectivement W!'FE,4 (€2)) & un sous-espace de
Pespace produit (L, (92))~
P:u— Pu= u,g—;,...,a‘z—lj‘v

paces a partir de celles correspondantes aux espaces d’Orlicz et résumées dans

= [IL,4 (respectivement I1E,) par 'application

, on déduit les propriétés de base de ces es-

la proposition suivante :

Proposition 1.4.2

1. W'LA (Q), muni de la norme : ||ull, 4, = [[ull 4 + [[[Vulll 1, est un espace de
Banach.

2. <W1EA (Q), Hqu’A) est un sous-espace fermé de (WlLA (Q), HuHLA) .

3. WL, (Q) = WIEL () si et seulement si A vérifie la condition As.

)
4. WYE 4 (Q) est séparable.
5 WYL, (Q) est réflexif si et seulement si A et A vérifient la condition .

Les différentes topologies utilisées sur ces espaces, sont celles induites par la
topologie produit de IIL 4, ainsi, en notant D'y = u pour i = 0 et Diu = %

pour ¢ =1, ..., N, on définit de méme :

1. Les normes equivalentes a ||-||, ,, en particulier :

%
> [0l 3 10l ot ol
i=0,N i=0,N ’
2. La convergence modulaire : On dit qu'une suite (u,) de W'L4 (Q) est

p4—convergente vers u € WL, () si et seulement si IX > 0 tel que
S{A (M) dr — 0,Y¥i=0,.. N.

n—oo
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3. La topologie o (ITL A, 11L7) : u, — u dans W'L4 () pour o (IIL 4, IL)

si et seulement si [D' (u, — u)vidr — 0,V (v;),_o x € HL7.
Q n— o0 ’

1=

4. La topologie o (TIL 4, TE) : u, — u dans W'L4 (Q) pour o (IIL 4, I1F5)

si et seulement si [ D' (u, — u) vidz — 0,V (v;),_o x € IEZ.
Q n— o0 ’

Les comparaisons de ces différents modes de convergence sont obtenus de

maniére analogue & celles des propositions 1.3.4 et 1.3.5.

1.4.2 Propriétés d’approximation

On note D (ﬁ) I’espace des restrictions & €2 des fonctions de D (RN ) . De la
||| 4 —densité de D (2) (et de D (2)) dans E4 (2)), on déduit que la fermeture
de ces espaces, pour la norme |-, , est nécessairement incluse dans W' E4 (Q).
Ainsi, pour 'espace WL, (), les propriétés d’approximation feront intervenir

les topologies faibles.

Definition 1.4.3
— L’espace Wy E4 (Q) est défini comme étant la ferméture pour la norme, de
espace de Schwartz D (), dans WIE4 (Q); i.e. : WiE4 (Q) = m”“‘m'
~ L’espace Wi La () est défini comme étant la o (I1L 4, IIE) -ferméture de
D(Q), dans WL () ice. s WiLa(Q) = D (@) AT

Remarque 1.4.4

1. Dans le cas ou A est Ay, alors WyLa () = WgE4 (Q), en particulier pour
A(t) = [t]P, avec 1 < p < 400, WEL4(Q) = WEE4(Q) = W, (Q)

2. Dans le cas ot 2 est de classe C', les fonctions de W} E4 (Q) (respectivement
de WtLa(Q)), sont les fonctions de WYE 4 () (respectivement de W'L4 (Q))
qui sont nulles "au sens des traces " sur le bord 02 de Q2 (voir [53] ou [34]).

Une autre propriété géométrique (plus faible que C!), requise sur le bord 9

de 2, sera souvent utilisée par la suite, il s’agit de la propriété du segment.

Definition 1.4.5 On dit qu’un domaine @ C RY, vérifie la propriété du seg-

ment, s’il existe un recouvrement localement fini (O;),.; de 02, et des vecteurs

iel
(Yi);e; correspondants a ce recouvrement, tels que Yx € QNO; et Vt €0,1],
x + ty; € €.
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On a alors les propriétés d’approximation suivantes :

Proposition 1.4.6 ([45])

Cx () NWIEL () 4 = WiE, (Q).
On suppose que ) vérifie la propriété du segment, alors :
mu-nm _WiE, Q).
Proposition 1.4.7 ([54])
C® () NW'LL(Q) est py — dense dans WL, ()
On suppose que ) vérifie la propriété du segment, alors :
D(Q) est py — dense dans Wy Lo (Q) (1.24)

De plus, si o € WgLa (Q) N L>® (), il eviste une suite (ap]-)j

vers o et vérifiant linégalité :

oy Pa—convergente

1] gy < (N + 1) 2]l ooy Vi € N

La convergence modulaire, étant plus forte que la o (I1L 4, I1L+) —convergence,

on déduit de (1.24) la caractérisation pratique suivante :

def LA, TTE7)

WiLa (@) YD @) _ D@y

HLA,HLZ) (1 25)

On a de plus, la relation : Wy E4 (Q) = WiLa (Q) NWIEL(Q).

1.4.3 Dualité et systémes complémentaires

Les espaces de Sobolev-Orlicz étant non réflexifs en général, I’approche varia-
tionnelle des problémes aux limites posés dans ces espaces, nécessite un nouveau
cadre fonctionnel autre que le cadre habituel (X , X ') (ot X est un espace de
Banach reflexif et X son dual), appelé systéme complémentaire et défini comme

suit :
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Definition 1.4.8 Soit Y et Z deux espaces de Banach, en dualité et dont le
produit de dualité est noté (-, -)Y7Z ; Yy et Zy deux sous-espaces fermés de 'Y et
Z respectivement, alors (Y,Yy, Z, Zy) est appelé systéme complémentaire, si au
moyen de (-,-)y , le dual Y, de Yy est identifié¢ a Z et le dual Zy de Z, est
identifié a Y.

Les systémes (L, Ea, Lz, E7) et (1L, IIE A, 1L, IIEZ) constituent les exemples

types de systémes complémentaires.

Dans [51] J.-P. Gossez développe une méthode, initiée dans [45], permettant
de constuire un nouveau systéme complémentaire & partir d’un sous espace fermé
E de Y et d’'un systéme complémentaire (Y, Yy, Z, Zy) donné ; et ceci dans le but
de son application aux espaces de Sobolev-Orlicz, considérés comme sous espaces
fermés de I1L 4.

Les restrictions d’ordre topologiques, imposées a F, pour I'existence du nou-
veau systéme généré par E, se sont avérées satisfaites pour les espaces de Sobolev-
Orlicz et ceci, grace aux propriétés d’approximation présentées ci-dessus; de ma-

niere précise :

Proposition 1.4.9 ([51]) Soient (Y, Yy, Z, Zy) un systéme complémentaire et
E un sous-espace fermé de Y. Posons Ey = ENY,.

On suppose que : Eqy est 0 (Y, Z) dense dans E et E est o (Y, Zy) fermé dans Y.
On note F = Z/Ey (ot Ey désigne l’orthogonal de Ey dans la dualité (-, Vy.zs
i.e. By = {z € Z;(y, 2)y, =0, Vy € EO}) et Fo={z+Ey € Z|Ef, z € Zp},

Alors (E, Ey, F, Fy)est un systéme complémentaire.

Systéme complémentaire généré par Wi L, (Q2)
Soit Q un ouvert de RY, possédant la proprié¢té du segment, en identifiant
W4 La(R2) & un sous espace E de Y = IIL4, W E4 (Q) est alors identifié au
sous espace Fy = ENIIE,, la caractérisation (1.25) et la proposition ci-dessus,

permettent d’affirmer que :

(WoLa (), WsEa(Q), F, Fy)

avec F' =TILy/ (W} Ea ()" et Fy = {z + (W E4 ) :ze HEz}, constitue
un systéme complémentaire, de plus, en utilisant la définition de W, E4 (€2), on
obtient en termes de distributions, les caractérisations suivantes de F' et de Fj :

F= {g €D (Q);9=g0— gjégi avec go et g; € L (Q)} ) (1.26)

i=1 axi
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—{feD() F=fo- S eauﬂﬁ (1.27)

= 1a
On note F' = (W} E, (Q))/ = WLz () et Fy = W1EZ(Q); on a ainsi :
WoLa(Q)=(W™Ez(Q) .

La paire de dualité (-, )y, , Lzs’exprime Sur ces espaces par :
(u, g>W01LA(Q)7W71LX(Q) /ugodx + Z/a gidz. (1.28)

1.4.4 Opérateurs de troncature dans W]L, (Q)

Pour £ > 0, on définit la troncature a hauteur &, notée T}, par :

s sis| <k
TM$=%H&+M—E—M}={kiSHﬂ>k
Is| =

On a alors les propriétés suivantes :

1. Y € WiLa(Q), Ty (u) € WiLa (Q) N L® ().
i >k
2. VT () = 4 0 S ul@)l =
Vusi |u(z) <k
3. Si u, — u dans W} L4 (Q) pour o (IIL4,I1F5), alors Tyu, — T,u dans
WaLa(Q) pour o (ITL4, IE5) .

presque partout sur €2.

Ces propriétés sont un cas particulier du résultat suivant, établi dans [55],

généralisant ainsi le lemme de Stampacchia, dans le cadre des espaces de Sobolev-
Orlicz :

Lemme 1.4.10 ([55]) .
Soit F': R — R une fonction uniformément Lipchitzienne, telle que F (0) = 0.
1. Soitu € WiLa (Q) (resp.W3EA (Q)) alors Fu € Wi La (Q) (resp.WiE4 (Q)).

2. On suppose que Uensemble des points de discontinuité D de F' est fini, alors :

8F( ) F'(u) 2~ p.p. dans {z € Q, u(z) ¢ D}
u) = i
Ox; 0 p.p. dans {x € Q, u(x) € D}.

3. F : WgLa(Q) — WiLa(Q) est sequentiellement continue relativement a la
topologie faible*.
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1.4.5 Inégalité de Poincaré

Soit € un ouvert borné¢ de RY, alors 3¢ > 0 (dépendant de et de A) tel
que :
Jull 4 < cllVulll 4, Yu € WyLa (Q).

En particulier I'expression [||[Vul|||, est une norme sur Wy Ly () équivalente a
[ully 4 (voir [51]).

1.4.6 Les théorémes d’injection

Rappelons d’abord les théorémes d’injection de Sobolev classiques, d’ordre 1.
Soit  un ouvert borné de RY (avec N > 2) et Wy* (Q), Lespace de Sobolev

d’ordre 1 et a trace nulle sur 02, muni de la norme du gradient ||Vu||,, , alors :

a) Sil<p< N, on a l'injection optimale W,” (Q) < L?" (Q) avec p* = NN—ZJ.
De plus Vg € [1, p*[, on a Pinjection compacte W, (Q) << L7 ().
b) Sip > N alors Wy™” (Q) — L>(Q).
Dans le cas p = N, alors 3¢ > 0 tel que ||ul|,, < ¢||Vul|.~, Yu € W™ (Q)
et Vg > 1; de ce fait, il n’existe pas d’espace L7 (Q2) optimal dans lequel s’injecte
continument W,"" (Q) . Par contre, une injection optimale de W, () dans un

espace d’Orlicz est établie dans [86] (voir aussi [73] et [88]); en effet on a :
c) Wy () — Lg, (Q) avec Oy (t) = expt% —1,

injection qu’on exprime par :

Je > 0 tel que ||u||q>N < ||Vl v, Yu e Wy (Q),

cette inégalité s’exprimant sous la forme equivalente suivante :

N
|u(z)| >N‘1
exp | = dr <1,
Q/ (el

(avec a constante > 0, dépendante de N et de mes(2)), est connue sous

I’appellation de I'inégalité de Trudinger-Moser.

Des résultats d’injection, analogues a ceux obtenus sur VVO1 P (Q), peuvent étre
formulés sur I’espace de Sobolev-Orlicz W L 4 (2), les premiers résultats dans ce
sens, sont présentés par Donaldson-Trudinger dans [45] et ceci, en construisant

une fonction de Young notée A*, reproduisant la fonction Ay« (t) = [t|” " dans le
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cas ou A (t) = |t|".

En effet, étant donné A une fonction de Young, en notant A* la fonction définie

. ALt
comme l'inverse de / 1+i) dt, on a alors :
TN

0

Théoréme 1.4.11 ([45])

a) Si / gt = 400, alors WaLa(Q) — La(Q) et WgLa(Q) —— Ep(Q)

1+4
pour toute N-fonction B vérifiant B < A* a l'infini.

b) Si / = Dt < 400, alors WyLa () — L™ ().

1

En particulier, du fait que A < A* 4 l'infini (cf. [51], lemme 4.14), on obtient :
WaLa(Q) —— E4(Q). (1.29)

Remarque 1.4.12

Ces injections continues et compactes de Donaldson-Trudinger, méme si elles
reproduisent celles de Sobolev et de Rellich-Kondrachov (pour les espaces de So-
bolev standards) dans le cas ot A(t) = [t|” avec p # N, se sont avérées non

optimales dans les cas limite, i.e. quand A (t) est "proche" de |t|™ . En effet :
[e.e]

D’une part, dans le cas ou / Dt = +oo et que A(t) ~ |t|N a l'co, alors
N

e

A*(t) ~explt| — |t| -1 a l’olo.

Orexp|t|—|t|—1 < exp t¥-1 —1 a l'so; ainsi en comparant le résultat d’injection
de Trudinger (le cas c) ci-dessus) avec le théoréme d’injection 1.4.11, on déduit
que ce dernier résultat est non optimal.

D’autre part, Talenti dans [84], établit en utilisant les techniques de réarrange-

ment, le résultat d’injection Wi La (Q) — L* (), avec une condition plus faible

que la condition /A:(lt) dt < 400 et qui est la condition / Zi dt < +o00 et
t "N

L =

1 1

ceci, dans le sens ou l'on a les implications suivantes (voir [85]) :
o0

Al;:(f—)dt<—|—oo:>/(Aft) dt<—|—oo:>/ AO_dt < +o00.
N
1

1+N
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Finalement, utilisant les travaux de Talenti, A. Cianchi établit un résultat
d’injection dans [38], en utilisant la fonction Uy (s) = / AW

1+N

dt puis dans [39],
t

y 1 N
en utilisant la fonction Hy (s) = / <L> ot

0

Théoréme 1.4.13 ([38]) Soient A une fonction de Young et A, la fonction de

NN ,
Young définie par : A}, (s) = /TNll [\I/]_Vl (’I“N ﬂ dr, avec N' = 2= et U

0
Uinverse généralisé continu & droite de Wy . Alors Wy La (Q) — Ly ().

Théoréme 1.4.14 ([39]) Soient A une fonction de Young et AL la fonction
de Young définie par : A% (t) = A [HY' (t)] ot Hy' est linverse généralisé de
Hy (s). Alors WyLa (Q) — Lau (Q).

Remarque 1.4.15

1. Les fonctions de Young AY, et AL sont équivalentes.
2. L’espace L v Q) =1L Al (Q) est le plus petit espace d’Orlicz dans lequel s’in-
jecte continument WyLa () .

o0

(t)
1 1
AR (t) = AY, (t) = +o0 pourt suffisemment grand i.e. que Ly () = Lyn () =

L> (Q) ; ces injections reproduisent dans ce cas, le résultat d’injection de Talenti
[84]-

4. Lexpression de AX (t) est plus commode que celle de AY, (t) dans le sens ou

1
3. Dans le cas ot / (AL) At < 00 (et de méme / idt < +00), alors
t +N=

Uinégalité du type de Sobolev-Poincaré ||u||AH < ¢1 || Vul| , interprétant l'injection
N
WeLa(Q) — L All (Q), s’exprime de maniére equivalente, dans ce cas, par :

H u (y)] 1
An -~ dy < [ A(|Vul])dx, Yu € WyLa(Q)
/ ¢ (fo A(|Vul) dz)™ / !

Q Q

Corollaire 1.4.16 Pour toute fonction de Young B vérifiant B < A%l a l'c
on a WiLa(Q) —— Ep(Q).

Du fait de la complexité des expressions de A% et de AY, il n’est pas du tout

ais¢ de comparer la croissance d’une N-fonction donnée B avec Ay (ou AX), pour
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cela, on établit un résultat précisant d’'une certaine maniere, le comportement
de AY au voisinage de 'infini en fonction de celui de A, dans le cas ou A est a

variation réguliére, dans le sens suivant :

A (1)
=00 A(t)

= p € [1,400] existe;
p est appelé indice de A.

Lemme 1.4.17 ([34]) Soit A une N-fonction et AY la fonction de Young défi-
nie dans le théoréme 1.4.13, alors :

tA'(t) tAT(t)  Np
a) Si hm L Ty = P avec 1 <p< N, alors tl}ﬂo—f% =35
tA (1) _ t) LAY (1)
b) Si tlg-noo_A(t) = N et que /t”N dt < +o0, alors tlgrréo ar = +00

1
c) Soit A une N-fonction d’indice p, alors :

WoLa () —— Ep(Q).

pour toute N-fonction B, d’indice q vérifiant :

q< w5 ( respectivement ¢ < oo0) si 1 < p < N (respectivement p > N ).



Chapitre 2

Existence de solutions pour une
classe d’équations elliptiques a
données L' dans les espaces de

Sobolev-Orlicz

2.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a I’étude du probléme de Dirichlet, pour une classe

d’équations elliptiques non linéaires du type :

{ —div (b (z,u) a (|Vu]) Vu) + ¢ (z,u) A(|Vu|) = f dans Q 2.1)

u=0 sur Jf2

ici, Q est un ouvert borné de R vérifiant la propriété du segment, N > 2 et A
est une N-fonction de classe C', telle que A’ (t) = a (t)t. Les deux fonctions b et
¢ sont de Carathéodory, définies de 2 x R — R, et vérifient certaines conditions
de croissance et de signe. Ces équations généralisent celles issues du calcul de
variations, en ce sens qu’avec la condition ¢(x,s) = %b(:v, s), Péquation (2.1),

apparait comme étant ’equation d’FEuler-Lagrange associée a la fonctionnelle :

I(v) = /Q b, ) A(|Vo)dz — /Q F(@)o(a)da.

La difficulté principale dans le traitement de ces problémes est de considérer une

N-fonction A, sans la condition As; en effet, sans cette condition, 'opéra-

46
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teur particulier Lu = — div (a (|Vu|) Vu) , qui est une généralisation natu-
relle du p—Laplacien, et qui opére de W L4 () a valeur dans WLz () ,
est non partout défini dans Wy L4 (Q) (i.e. D(L) G Wi L4()) et est non
borné en général, i.e. dans le cas ou A ne vérifie pas la condition Ay (voir

exemple 1.3.17).

La seconde difficulté est de considérer un second membre f dans L' (Q) et non
dans l'espace en dualitée W1Ez (Q).

La troisieme difficulté est la présence du terme c(x,u) A (|Vu|), perturbé de
L’opérateur —div (b (x,u) a (|Vu|) Vu), avec une croissance non controlée
en u, n’appartenant pas nécessairement a W‘lEz(Q), et ne permettant
pas ainsi, une utilisation directe des méthodes variationnelles développées
par J.-P. Gossez dans [51], [52], [55] et [56], pour des problémes bien posés

dans le cadre variationnel des espaces de Sobolev-Orlicz.

La derniére difficulté, qu’on a particuliérement prise en compte dans ce travail,
est la croissance non controlée de b (z, s) en s, plus précisément, on suppose
que :

O0<a<b(z,s)<p(s), Vs Retppxe,

avec [ continue, croissante et non bornée éventuellement.

Dans le cas ot [ est bornée, ’étude de ces problémes a fait I’objet de nom-
breux travaux récents utilisant les équations elliptiques, écrites sous la forme

générale suivante :
Aou+ g (z,u, Vu) = f (2.2)

ou

Aou = —diva(-, u, Vu)

est un opérateur de type Leray-Lions défini sur D (A,) C Wl L4(S) et a valeurs
dans WLz (Q).

Ici a : QxRxRY — RY est une fonction de Carathéodory, vérifiant les
conditions générales de croissance, de coercivité et de pseudomonotonie sui-

vantes :

(i) Condition de croissance : Il existe deux N-fonctions P et A vérifiant
P < A a l'oo, des constantes k;, 1 = 1,...,4 positives et une fonction
C € E4(Q) telles que :

i (2,5,6)] < C@) + kP Aka|s]) + ks A A(kal€])  (2.3)
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et ceci V (s,€) € RxRY et p.p v € Q.

(ii) Condition de coercivité : Ja > 0, I\ > 0 tels que :

a(z,5,6) - €>ad ('%') (2.4)

et ceci V (s,€) € RxRY et p.p. z € .

(iii) Condition de monotonie :

[d($»3af)_d($a37n)] [5—7]] >07 (25)

pour presque tout z € €, pour tout & et n € RY, avec & # 1.

Conditions sur g :
La fonction g : QxRxRY — R est de Carathéodory, et vérifie la propriété

de croissance suivante :
lg (2,8, <y (Is]) (d(x) + A(I€])) ppaeQetV(s,&) e RxRY,  (2.6)

avec v une fonction continue et croissante et d une fonction positive de L! (£2).

Nous supposons de plus que la fonction g vérifie la condition de signe :
g(x,8,86)s>0 (2.7)
et la condition de coercivité a l'infini i.e. :
do>0et A >0 tel que g(z,s,§)signs > AA(|¢]),Vs, |s| > o, (2.8)

pour presque tout z € Q et V¢ € RV,

Quand la donnée f est dans L' (), les premiers résultats d’existence de

solutions du probléme de Dirichlet associé a 1’équation (2.2), avec la condition
A,, et sous les conditions (2.3) — (2.8), sont présentés dans [11], puis dans [13],
sans la condition de coercivité (2.8) ; néanmoins, méme avec la restriction Ay, ces
travaux généralisent les travaux analogues, présentés dans le cadre des espaces
de Sobolev classiques, [21] et [74] respectivement.
Le résultat de [13], est généralisé par la suite, dans [47], par Elmahi-Meskine, sans
la condition A,, toutefois, concernant les solutions de type entropique présentées
dans ce travail, seule la régularité des tronqués est établie, c’est-a-dire que Ty (u)
eEWLLA(Q).
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Remarque 2.1.1

La non homogénéité des N-fonctions et les injections de Sobolev-Orlicz assez

complexes, ne permettent pas d’établir des résultats de régularité aussi précis que

ceux établis dans les Sobolev classiques. Néanmoins, en se reférant o l’article de

Talenti [83], (voir aussi [15]), on retrouve un résultat de régularité, analogue &

la régularité ﬂ Wyl (Q), établi pour les problémes & donnée Ly, dans [74]
1<q< M=l

(voir aussi [22],[23] et [79]), et qui est la régularité ﬂ Wi Lo (), tel que :

QEQA
)dt<oo}

Dans le cas ot A( ) = tP, avec p > 1, en notant A, (t) = t?, on vérifie que

A, € Qy si et seulement sil < q < %.

QA:{Q @ N-fonction telle que—<Iet/ QoH™! (

avec H (t) = () et ce, en supposant que Q # .

Signalons cependant, qu’en imposant la condition de coercivité (2.8) (qui a
un effet régularisant) et les conditions (2.3) — (2.6), un résultat d’existence de
solutions de type entropique, appartenant & Wi L4 (2), est présenté dans [87] et
ceci, sans la condition Ag, généralisant, le résultat de [25], établi dans le cadre
des espaces de Sobolev classiques; toutefois, dans ce travail, 'auteur utilise la

condition de coercivité (2.8) pour l’approximé

g (@, U, V)
1+ 219 (z,up, V)|

9n (SL’, Up, Vun) =

Nous pensons que cette condition de coercivité n’est pas conservée sur g, en
général ; c’est pour cette raison & notre avis, que dans le cadre des espaces de So-
bolev classiques, les auteurs, dans ([25], théoréme 2.1), ont au préalable démontré
un résultat d’existence de solutions pour le probléme approché, ne conservant
de g, que la condition de signe & 1’co, mais avec une donnée suffisammment
réguliére pour le second membre, permettant ainsi d’utiliser les techniques de
Stampacchia [82] pour 'estimation L> (€2) des solutions approchées et par voie
de conséquence, obtenir ’existence de solutions de ce probleme approché.

Les injections de Sobolev-Orlicz, pratiquement inopérantes dans les estima-
tions & priori, rendent difficiles & notre connaisance, ’adaptation de ces tech-

niques au cadre des espaces de Sobolev-Orlicz, néanmoins, I’ajout de la condition
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de signe globale (2.7), permet d’éviter ce type de situation.

Ainsi, la condition de signe (2.7), jointe a la condition de coercivité (2.8), nous
permet d’établir un résultat d’existence de solutions du probléme (2.1) dans
Wy La(2) avec b (x,u) non borné éventuellement en u, généralisant par la méme,
au cadre des espaces de Sobolev-Orlicz, les résultats obtenus dans [29] (voir aussi
[65])-

2.2 Position du probléme

On considére le probléme de Dirichlet dans sa formulation un peu plus géné-

rale que celle de (2.1), et qui est :

{ —div (b(x,u)a (|Vu|) Vu) + g (z,u, Vu) = f dans Q (2.9)

u=0 sur 02

avec :
g QxRxRY — R, une fonction de Carathéodory, vérifiant la propriété de
croissance (2.6) et les conditions de signe et de coercivité (2.7) et (2.8), intro-
duites ci-dessus.

b: € xR — R est une fonction de Carathéodory vérifiant :
0<a<b(z,s)<p(s), (2.10)

pour presque tout z dans €2 et Vs € R, avec 8 continue, croissante et non bornée
éventuellement et o une constante positive.

a : R* — R une fonction continue sur R*, telle qu’il existe une N-fonction A de
classe C!, vérifiant :

A (t)=a(|t)t, Vt € R. (2.11)
Remarque 2.2.1 Dans le cas ot g (z,s,£) = c(x,5) A(|¢]), les hypothéses (2.6)-

(2.8) et (2.10), s’expriment de maniére équivalente par :

(betc: QxR— R des fonctions de Carathéodory
telles que pour p.p. t € Q etVs e R, 0 <a <b(x,s) <[ (s),
lc(z,8)] <v(s) avec B et v deux fonctions positives continues

croissantes et non bornées éventuellement et 30 > 0,4\ >0

tel que c(z,s) signs > A, Vs, |s| > o et c(z,s) signs > 0,.Ys € R.
(H)
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Remarque 2.2.2 L’hypothése (2.11) s’exprime de maniére équivalente par :

a : fonction définie sur R* telle que a(t) > 0, YVt >0
a(t) = a(|t])t continue, croissante et vérifie :
P_{Iola(t)t =0 ettginooa(t)t = 400
A(t) = [ a(s)sds.

(H1)

On énonce a présent notre résultat principal :

Théoréme 2.2.3 Soit f € L'(Q), sous les hypothéses (2.6)-(2.8), (2.10) et

(2.11), le probléme (2.9) admet au moins une solution u dans le sens suivant :
(w e WiLa(Q) , g(z,u, Vu) € L' (Q)

/b (x,u)a(|Vu|) VuV Ty (u — @) de + /g(:c,u, Vu)Ty (u — @) dz
0 o (2.12)
~ [t@Te(u= )i

Q

[ et ce Vp € WILA(Q) NL>®(Q) et Vk > 0.
Remarque 2.2.4

1. Etant donné que b(x,u) est non borné éventuellement en u, le terme
b(z,u)a(|Vu|) Vu nappartient pas nécessairement o (L' (Q))", et par
suite, le terme —div (b(z,u)a (|Vu|) Vu) n’a pas de sens en général au
sens des distibutions ; aussi, pour surmonter cette difficulté, on utilise une
formulation plus faible que celle au sens des distributions et qui est la for-

mulation entropique introduite dans [9)].

2. Un probléme similaire a été traité dans le cas d’opérateurs de type Leray-
Lions, perturbés par un terme d’ordre un, non borné, exprimé sous forme
divergence dans [26] et dont la difficulté a été surmontée par l'utilisation de
la notion de solution renormalisée (voir aussi [2], dans le cadre des espaces
de Sobolev-Orlicz) et dans [30], par Uutilisation de la notion de solution

entropique.

3. Notons que, méme dans le cas ot b(x,u) est borné, Elmahi-Meskine et
A. Youssfi utilisent cette formulation entropique dans [47] et [87], leur
permettant ainst de faire un passage a la limite dans le probléme approché,

étant donné que dans le cadre des espaces de Sobolev-Orlicz générés par une
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N-fonction sans condition Ay, la suite (a (x,un, Vuy,)), n'est pas bornée en
général dans (L ()Y pour une suite bornée (uy,),, dans WiLa(2); ce qui

a nécessité Uutilisation de la suite (a (z, Ty (un), VT (uy))),, conduisant

n’

naturellement a la notion de solutions de type entropique.

2.3 Preuve du théoréme 2.2.3

La preuve de ce théoréme se fera en plusieurs étapes.
Etape 1 :. Approximation de ’opérateur — div (b (z,u)a (|Vu|) Vu).

On commence par introduire 'approximé de b (x,u) par b, (z,u) = b(x, T, (u))

s sils|<n
Tn(S):{sn |‘_

oosils[>n

avec :

De I’hypothese (2.10), on déduit que pour tout n fixé :
O<a<b,(z,s)<pf(n) ppxreetVseR.

Lemme 2.3.1 Soit A la N-fonction de classe C' et de densité a (t) = a (|t|)t.
Alors pout tout n fixé, Uopérateur A, défini par A, (u) = —div (b, (z,u) a (|Vu|) Vu)
opére de D (A,) C WLA(Q) dans WLz (Q) et vérifie les conditions de crois-
sance, de coercivité et de pseudomonotonie (i) (it) et (i) ; de plus, la fonction :

(x,8,8) = Gy (,5,8) = by (x,5) a(|£]) € est de Carathéodory.

Preuve.
(i) condition de croissance :

En utilisant 1’égalité de Young, on a :

A@t) <A@t)+A@) =ta(t) < /Zt?i(r) dr < A(2t), Vt >0 d’ou :
a(t) <A A28
Il s’en suit que :

i (2, 5,€)] = |bn (2, 8) a (1€]) €] < B(n) A" A(2]€]) (2.13)
p.p.enz € QetV(s,&) € RxRY.

(ii) condition de coercivité :
On a:

) €]
&M%&Q§=%®£MHWKWZQA a(ryrdr =aA().  (214)
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(iii) condition de monotonie :
On a

[an (2,5, &) = an (2, 5,0)][§ = n] = bn (x,5) [a ([€]) € = a(|nl)n] [ —n]

(2.15)
> a[V(A(IE) = V(A(n))] € —n] >0,V #n.

Etape 2 : Approximation du probléme
L’existence de solutions du probléme de Dirichlet (2.9) sera établi par approxi-
mation.

On introduit la suite (fy),, oy des tronqués de f par :

fu(z) =T, (f (2)), ¥n € N.

Alors f, € L* (Q) € W'EZ(Q), ainsi, en tenant compte du lemme 2.3.1, et
des conditions (2.6) et (2.7), le probléme de Dirichlet approché :

{ = v (b (7, un) 0 (IVen)) Vi) 9 (@ tn, Vitn) = fo dams @ o0

Uy, =0 sur 0f2

vérifie les conditions d’existence d’une solution u, € Wi La(f2), (résultat établi

par Elmahi-Meskine dans [46]), dans le sens que :

/bn (x,un) a (|Vu,|) Vu, Vodr + /g(:v,un,Vun)vdx = /fn () vdz
0 0 0
Vo e WiLa()NL>®(Q).

(2.17)

Notons aussi que :
fn converge fortement vers f dans L' (Q) avec [ fall iy < 1Ml rqy -
Etape 3 : Estimation a priori
En choisissant comme fonction test dans (2.17) :
v =T, (u,) € WgL(2)NL®(Q),

on obtient d’une part, en utilisant la condition de coercivité (2.14) et la condition
de signe g(z, uy,, Vu,)T, (u,) > 0,Yn € N, que :

o [ANVE (D det [ gl V)T ) de < [ 170 (w)do < a1l
Q |un|>0 Q
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et d’autre part, comme T, (u,) = osignu, si |u,| > o, alors en utilisant la

condition de coercivité & I'infini (2.8), on a :

a/QA(NTJ (un)|)dx+/\0/| AV (up))dz < o || fll 10y »

un|>0

par conséquent :
/QA (IV (un)|) dz < ¢4, avec ¢; constante indépendante de n, (2.18)
par suite :
[nllwy @) = VUl o) <1 +/QA (IV (un)]) dz < cs. (2.19)

De I'estimation (2.19) et de l'injection compacte Wy L4 () << E4 (), on
peut extraire une sous-suite notée de méme u,,, convergeante vers u € WOIL 4 ()

dans les sens suivants :

u, — u dans WiL4 () pour o (IIL4, [1E5)
Uy — U dans F, — fort (2.20)
U () — u(x) p.p. dans €.

Etape 4 : La suite [b, (z, T} (u,)) a (|VT (un)|) VTi (un))],cn €St bornée
dans [Lz (Q)]" pour tout k > 0

Dans le cas ou A vérifie la condition Ay & 1’0o, cette propriété est une consé-
quence directe de la bornitude de [, A (VT (uy)|) dz.

En effet on a :

b (2, T (un)) @ (19 T () ]) VT (1) |5 < B (k) lla (VT () ) VT () 5
< Bk [1+ [o Ala (VT (un)]) Vi (un)]) da]
< B k) 14 [ AQRIVT (un)]) dx]

et on conclut en utilisant la condition A, et la bornitude de [, A (VT (uy)|) dz.
Preuve du cas général.
En utilisant la norme d’Orlicz, il s’agit de montrer que Yw € [L 4 (Q)]N telle
que |lw|l, <1, [ b0 (@, Tk (un)) a ([VTy (un)|) VT (u,) wdz est bornée.
D’apres (2.15) on a :

/bn (0, Th, () [a (VT (1)) VT (1) — a ()%D g] [VTk (1) — g dz >0,

Q
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ce qui implique que :

b (2, T (un)) a (|VTx (un)]) VT (uy) Sd

[ . T (02)) 0 (VT () |9 ()] (2.21)
+ [on o Tw) [o (15 15 = a (13D $V7e ()] do.
Q

Pour estimer le premier terme de droite de (2.21), on choisit comme fonction test
dans (2.17), v = T} (u,) et en utilisant la condition de signe (2.7), on obtient

alors :

/bn (@, Ty (un)) a (VT (un)|) [V Tk ()| d < K| fl 110 -

Q
En utilisant I'inégalité de Young et les relations (1.5) et (1.6) dans le dernier
terme de (2.21), on déduit que :

o Tt [a (5D 5 = a (13D $9 ()] o

Q

<50 [a(ls) 15Pde+ 50 [a(5)]5] 9T ()] ds

Q Q

<o) [a(ls) 1sPde +50) | [ALa(3]) 5] do+ [T (0] ds

Q Q Q

<20 (k) /a(|§|) ‘%‘de+cl (k) <26 (k) /A(|w|)dx+cl (k) < e (k).

Q Q

Par conséquent :
160 (2, T (un)) @ (VT (wn)|) VT ()5 < e (k) VE >0

ou ¢; (k), i =1,3 sont des constantes qui dépendent uniquement de k.

Etape 5 : convergence presque partout des gradients
Cette étape est motivée par le fait que l'opérateur A, est non linéaire par
rapport au gradient de u, d’otl sa nécessité pour faire un passage a la limite dans

le probléme approché.
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11 suffit en fait de montrer que V7}, (u,) converge presque partout vers VT (u)

Vk > 0 quand n — 0o (ou du moins pour une sous-suite notée de méme
VT (uy))-

Lemme 2.3.2 ([63]lemme6)
Soit a : QxRxRY — RY une fonction de Carathéodory, vérifiant la condition
) une suite de RN et & € RY tels

que [a (2, 5,€,) — @ (2,80, §)] [0 = €] = 0 p-pw €, alors lim &, =¢.

de monotonie, (s,) une suite convergente, (£

Comme la suite (u,), des solutions du probléme approché (2.17) converge
p.p. vers u sur 2, pour montrer que VT (u,) converge p.p. vers VT, (u), il suffit
alors de démontrer que

bo(z,ul) [a (|Vur|) Vui — a (|Vu®|) Vub] [Vul — V] — 0, (2.22)

n—oo

p.p x € Q, (uf désigne Ty, (u,) et u* désigne T}, (u)).

La propriété (2.22) est une conséquence du lemme suivant :

Lemme 2.3.3 Soit O, = {z € Q, |VT} (u)| <1}, on note x; la fonction carac-

teristique de €Y, alors :

/bn(x, ub) [a (|[Vuk|) Vuk — a (|Vub|) Vuby,] [Vl — Vabx| de — 0
Q

quand n et | tendent vers ['co et ceci pour tout k fixé > 0.
(2.23)

Remarque 2.3.4 Compte tenu du fait que : 0 < a < b,(z, T (u,)) < B (k),
Vn > k et Vo € Q, le lemme 2.53.3, se démontre avec exactement les mémes
techniques que celles utilisées dans [47], pour I’équation générale (2.2) ; en effet,
il suffit tout simplement de considérer n suffisamment grand i.e. n—1>m > k
(m étant le parametre de la fonction plateau intervenant dans la fonction test

choisie dans [47]) et d’adapter ainsi la preuve présentée par ces auteurs.

Remarque 2.3.5 De la propriété (2.23), on déduit que pour tout r fizé tel que
0<r<lona:

lim [ by(z,ul) [a(|Vul]) Vul — a (|Vu]) V& [Vug — V] do = 0.

n n
n—oo [
T

(2.24)
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En effet on a :
0< / bo(z,ul) [a (|Vuk]) Vb — a (|Vuk|) Vub] [Vuk — Vu*] da
Qr

< / by(z,uk) [a (‘Vuﬂ) Vuk —a (|Vuk{) V] [Vubk — Vu*] do

n
l

= / bo(x, ul) [a (}Vuﬁ!) Vut —a (‘Vuk‘) Vukxl] [Vufl — Vukxl} dx

l

< /bn(x,ufl) [a (‘Vuﬂ) Vuk —a (|Vuk|) Vukxl} [Vufl — Vukxl] dx.
Q

En résumé, on a (2.23) = (2.24) = (2.22) (ou du moins pour une sous-suite) et

du lemme de Landes 2.3.2, on déduit que :
Vu,, converge p.p. vers Vu dans €. (2.25)

Etape 6 : Autres résultats de convergence
1. En utilisant la proposition 1.3.13, on déduit de (2.25) et du résultat de
I’étape 4, que :

b, ub)a (|Vuk]) Vuk — b(z,u*)a (|Vur|) Vu*

N (2.26)
dans [L7 ()] pour o (IIL7,IIE,) et ce, Yk > 0.

2. On a de plus la convergence forte suivante :

bo(2,uM)a (‘Vufl}) ‘Vumz — bz, u")a (|Vuk{) |Vuk|2 dans L' (Q) -fort.

o (2.27)
En effet, on a :
/bn(:p,ufl)a (|Vuk]) }Vuﬂzd:v =
ba(z,ul) [a (|Vuk]) Vb — a (|VuF|) Vuby] [Vl — Vuby, ] da
o (2.28)

—i—/bn(x,uﬁ)a (|Vuk|) Vuky, [Vuk — Vuky)] do

+ [ bu(z,ub)a (|Vuk]) Vubk Vuky,de,
0

comme VuFy, € B4 (Q), de (2.26), on obtient d’une part :

lim [ by(z,up)a (|[Vul|) Vub Vb x,de = /b(x, uFa (|Vu*|) Vur Vit y de.
n—/q Q
(2.29)
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De plus :

lim [ b(z,u*)a (|Vu*|) VPV x,de = /b(x,uk)a (|vu®|) ‘Vukfdac. (2.30)
Q

l—o00 [¢)

D’autre part on a :

‘/ ‘Vuk}) Vuky, [Vu —Vu Xl] dx
B (k) / (|Vuk‘) |Vu X } ‘Vu —Vu Xl!dx

Comme a (‘Vuk}) |Vurx,| € E7(Q) et que Vuk — Vuky, = Vu* — VuFy, pour
o (IIL 4, I1E7), il s’en suit que :

lim [ by(z, ul)a (|Vu*|) Vuby, [Vu — Vu'x,| dz =0 (2.31)

n—oo 0

De (2.23), (2.29), (2.30) et (2.31), on déduit par passage a la limite dans
(2.28), que :

lim [ b,(z,u")a (|Vu];‘) !Vuf;‘zda: = /b(x,uk)a (!Vuk‘) |Vuk‘2dx. (2.32)
v

n—oo Q

En utilisant le lemme ci-dessous (voir [59]), on déduit alors (2.27),

Lemme 2.3.6
Soit {f,} C L*(Q) et f € L' (Q) tel que f, >0, f — f p.p. v €Q et

lim fn x)dr = / f(z)dx
n—oo Q
alors f,, converge fortement vers f dans L' ().

3. Convergence modulaire.
De (2.14), (2.25) et (2.27), on obtient, en appliquant le théoréme de Lebesgue
généralisé, conséquence du théoréme de convergence de Vitali (voir théoréme

ci-dessous), que :
A(|VTy (un)]) — A(JVTy (u)]) dans L' (Q) -fort et ce Yk > 0. (2.33)

Théoréme. Soit { f,} C L' () une suite telle que f,, — f p.p.x € Qet |fu] < gn
avec g, convergeant fortement dans L' (Q) alors f € L' () et f, converge for-
tement vers f dans L' (Q).
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Etape 7 : Equi-integrabilité de g (x, u,, Vu,)
En vue du passage a la limite dans le probléme approché (2.16), nous allons

montrer de plus, que :
g (z, U, Vu,) — g (x,u, Vu) dans L' (Q)-fort (2.34)

Du fait que g (z,u,, Vu,) converge presque partout vers g (x,u,Vu) (consé-
quence de (2.20) et (2.25)), il suffit alors, grace au théoreme de Vitali, de dé-
montrer que la suite (|g (x, u,, Vu,)|) est equi-integrable dans (2.

Pour cela, on reprend les mémes techniques déja utilisées dans plusieurs travaux,
A savoir [16], [19], [28], [27], [25] et [47].

En effet, pour tout m > 1 et pour toute partie mesurable E de €2, on note :

Iﬁ,m = / lg (z, up, Vuy,)| dx et Igw = / lg (z, up, Vuy,)|dx.
En{|un|>m} En{|un|<m}

On a alors : / 9 (%, Un, V)| dz =1}, + I2 .

E
On choisit v = 1, (u,), avec ¥,, (s) = T1 (s — Tj—1 (s)), comme fonction test

dans (2.17), ce qui donne en utilisant (2.14) :

a/A(\Vwm (un)]) dz + /g(x,un,Vun) W, (uy) de < / | fu] dx.
Q Q {lun|>m~—1}

(2.35)
Etant donné que v, (u,,) est de méme signe que u,, et en particulier ¢, (u,,)sign u,
vaut 1 sur {z,|u, ()] > m}, on déduit en supprimant des termes positifs de
(2.35), l'inégalité :

[ Ve < [ [ful do < 1 fl] 5 mes {a, fun (2)] > m — 1}
{lun|>m}

{|un|>m—1}

La suite (u,) étant bornée dans W L4 (), donc dans L* (), par conséquent :

lim sup mes {z, |u, (z)| > m — 1} = 0 et par suite lim supl} =0
M—00 N m—0opeN

m,n

ie. Ve >0, Img > 1 tel que Ym > my, I} < g et ce, Vn € N. (2.36)

Concernant le terme I2 . on a :

m,n’

2 < /E 19 T (1) , VTi (1)) di < () /E (d(z) + A (VT (u,)])) da
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En vertue de la convergence forte de la suite [A (|VT}, (u,)|)], dans L* () et du
fait que d (x) € L' (Q2), on déduit que :

Ve >0, 3> 0 tel que si mes (E) < p alors I7,, < g et ce, Yn € N (2.37)

De (2.36) et (2.37), on déduit que la suite (|g (z, u,, Vu,)|) est equi-integrable
dans ) et par suite on a (2.34).

Etape 8 : Passage a la limite
Soit ¢ € WiLa (2) N L™ (Q), en vertu de la proposition 1.4.7, il existe une

suite (goj)jeN de D (), p,—convergente vers ¢ et vérifiant 1'inégalité :

H‘ijLoo(m < (N+ Dol pooi) Vi €N

Posons vl = Ty, (un — goj) comme fonction test dans le probléme approché (2.16) ;

on notera qu'en posant M =k + (N + 1) [|¢[| poo(q) €t 7> M on a:

/ by (2, 112) @ (V) Vi, VT, (1, — ;) da

_ /b (@, Tas (un)) @ (Y Tas (un)]) Vs () VT (1 — 0, ) d

On obtient ainsi:

/b (2, Tog (un)) @ ([VTas (un)|) VTns () VT (tn — ;) di
0 (2.38)

—i—/g(x, Upy Vuy ) T (un — gpj) dr = /fn (x) Ty, (un — gpj) dx.
Q Q
De (2.27), on déduit que :

n—oo

{Jun— ;| <k}
= / b (2, Tar (u)) a (IVTar (u)]) [V T (u)]* da
(ool

lim / b (@, Tor (un)) @ (19 Tar (un)]) [V T ()2
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et de (2.26), on déduit que :

Tim / b, Tar () a (V' Tss ()]) VT (1) Vipda
{|’U/n,7‘10j|<k§}
= / b(z, Tar (u)) a (VT (u)]) VI (u) Vp,dx
{|u—e;|<k}

par conséquent :

/ b (e, Tos () a (V' Ts () VT () VT (1 — ;) dt

= / b(x, Tar (n)) a (VT ns (un)]) [VTs (u)]? doe
{|un—s&j|<k}

_ / b (. Tar (un)) a (V' Tss (un)]) VT (1) Vi,
ooy}

R /b (. Tos () a (IV' Ty (w)]) Vs () VT (u — ;) de

n—oo

Q
D’autre part, du fait que T} (un — goj) — Ty (u — goj) dans L* (Q2) —faible* et
que g (z,u,, Vu,) — g(z,u, Vu) dans L' (Q)-fort et f,, — f dans L' (Q2)-fort,
on obtient :

lim [ g(z,u,, Vu,)T} (U/n - Spj) dx = /g(x,u, Vu)T), (u - gOj) dx

n—o0

Q

Q
et lim [ f, (z) Ty (un — goj) dx = /f (z) Ty (u — gpj) dx
Q

n—oo

Q

et par passage a la limite sur n dans (2.38), on déduit que :

/b (2, Tas () @ (IV Ty (w)]) VTay () VT (u — ;) da
. (2.39)
—l—/g(w, u, Vu)Ty (u — goj) dr = /f (x) Ty (u - (pj) dz.

Q

La convergence modulaire de (;) vers ¢ € Wi L4 (2) N L> () dans Wy L4 ()

permet finalement de faire un passage a la limite quand j — oo, dans (2.39) et
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d’obtenir :

b(z, T (w))a(|VTa (w)]) VI (w) VT (u — @) dz

—

Q

+/g(:c, u, Vu)Ty (u — @) dx = /f () Ty (u — ) dx,

et comme VTj (u — ¢) = 0 sur {x € |ul >k+ ||30HLOO(Q)} et en particulier sur

{z € Q,|u] > M} alors :/b (@, Ty (w)) a ([VTw (w)]) VTn (w) VI (u — @) do =
Q
b(z,u)a(|Vul) VuVT, (u— ) de = /b (x,u)a(|Vu|) VuV Ty (u— ¢) dx,
{Jul<M} Q
ce qui permet d’obtenir la formulation (2.12) et achever ainsi la demonstration
du théoreme 2.2.3.

Remarque 2.3.7 Dans le cas ot la N-fonction A vérifie la condition :

j%)%w, 2.40)

le résultat d’injection Wy La () — L™ (Q) dd a Talenti, permet d’affirmer dans
ce cas, que les solutions u de type entropique du probléme (2.9), sont bornées et

par suite, sont des solutions au sens des distributions, i.e. que u vérifie :

ue WiLa(Q) , g(x,u, Vu) € L' (Q)

/b (z,u)a(|Vu|) VuVedr + /g(a:,u, Vu)pdr = /f (r) pdx (2.41)
Q Q Q

et ce Vip € WILA(Q)NL>®(Q).

En outre, on a :

b(z,u)a(|Vu|) Vu € [Lz (] c [LY Q)Y
et b(z,u)a(|Vu|) |Vul* € L' (Q).
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Exemple 2.3.8

1. Le probléme de Dirichlet associé a [’equation :
—div [(1 + u?sin® u) log? (1 4 [Vul) VN Vu} +Auexp (u) Ay (|Vu|) = f

avec A > 0, p> N —1 et A (t) = fom ™ log? (1 +7)dr et f € L' (),
admet au moins une solution bornée, au sens des distributions et apparte-
nant a Uespace de Sobolev-Orlicz W LN LogP L ()

(L’espace d’Orlicz noté L™ LogP L (Q), appelé aussi espace de Zygmund, est

I’espace généré par une N-fonction equivalente a linfini a tV logPt)

2. Le probléme de Dirichlet associé a l’equation :
—div [(1 + |ucosul)™ exp (|Vu|2) Vu] + Au (exp |Vl — 1)=7f

avec A > 0,m > 0 et f € L' (Q) admet au moins une solution au sens
des distributions, bornée et appartenant o l’espace de Sobolev-Orlicz noté
Wy Lexp 2 (), généré par As (t) = expt® — 1.

En effet, d’une part, ces deux problémes vérifient les hypothéses du théoréme
2.2.3 et d’autre part les N-fonctions Ay et Ay satisfont a la condition (2.40) .

Remarque 2.3.9 Le terme b(x, s) intervenant dans la classe d’equations ellip-
tiques considérée n’est controlé par B (s), qu’a droite seulement.

Si l’on suppose de plus que :

0<af(s)<b(xz,s)<p(s),Vs>0etpp e

ds (242)

B(s)

o0
avec 3 continue, croissante et vérifiant / dr < 4o00.

Alors (3 (s) posséde un effet régularisant.

Ce cas de figure a été exploité dans le cadre des espaces de Sobolev classiques par
A. Porretta dans [75], ot le terme 5 (s) = (14 |s])™ et m > 1, compensant la
donnée singuliére f, permet de montrer, en particulier pour le cas g = 0, que les
solutions de ce probléme sont dans l’espace d’energie Wol’p (Q) avec une somma-
bilité dépendante de m, plus fine que la sommabilité LP" (Q).

Dans le cas présent, on va démontrer que l’on peut remplacer [’hypothése de coer-
civité a Uinfini (2.8) de g permettant de trouver les solutions dans W} L4 (Q),

par la condition (2.42) et obtenir de méme [’existence d’une solution entropique
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u du probléme (2.9) dans l'espace d’energie WL ().
De plus en imposant la condition (2.40), ceci nous permet d’affirmer que u est
bornée dans €2 et par voie de conséquence, est une solution au sens des distribu-

tions.

Preuve de la remarque 2.3.9
Rappelons que les solutions obtenues, sans la condition (2.8), par EIMahi-Meskine
(voir [47]) sont seulement dans Tp* (Q) = {u mesurable, T}, (u) € WiL, (Q) VEk > 0}

et dans ﬂ W4 Lg () (voir remarque 2.1.1). Ce résultat s’exprime dans le cadre

QeEQa
de notre opérateur par :

Soit f € L' (), sous les hypothéses (2.6), (2.7), (2.10) et (2.11), le probléme

(2.9) admet au moins une solution u dans le sens suivant :
(we T Q) | gle,u,Vu) € L1 (9)

/b (z,u) a (|Vu|) VuVTy (u — ¢)dx + /g(m, u, Vu)T}, (u — @) dx
o 0 (2.43)
< /f(x)Tk(u—w)dx

L et ce Vip € WILA(Q) N L>®(Q) et VE > 0.

On choisit alors dans la formulation (2.43), k = 1 et o = T, (u) € Wy La(2)N
L (), Vn € N, comme VT (u — T, (v)) = Vuxg<pyj<ntys 11 (u =T, (v) <1
et g (x,u,Vu) T (u —T, (u)) >0 Vn € N, on obtient alors :

/ b (e, u) a|Vu)) [Vul? dr < / | dz, ¥n €N
n<|ul<n+1 Q

De (2.14) et (2.42), on déduit que :

a8 [ A(TuDdr < £l ¥nEN
n<|u|<n+1

Par suite :
- Il 1
A(|Vu|)dz < < 400
nZ:;/r;guEn—l—l « nzz[)ﬁ (n)

d’ou /A(|Vu|) dx < 400, par conséquent u € Wi L, ().
Q
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D’autre part, si 'on suppose de plus, que A vérifie la condition :

j(fw)%m,

alors, le résultat d’injection WJLa (Q) — L* (), permet d’affirmer dans ce
cas, que les solutions u de type entropique du probléme (2.9), sont bornées et
par suite, sont des solutions au sens des distributions. En effet en choisissant
o =utth, avec ) € WiLa(Q)NL>®(Q) et k > |||, dans la formulation (2.43),

on obtient la formulation au sens des distributions, suivante :
u€ WiLa(Q), g(z,u,Vu) € L* (Q)
/b (z,u)a(|Vu|) VuVidr + /g(a:, u, Vu)pdr = /f (x) dx
Q Q Q

et ce Vb € Wi La(2) N L™ ().

Exemple 2.3.10

1. Le probléme de Dirichlet associé a l’équation :
—div [(1 + |ul”)log? (1 4 |Vu|) [Vu|V > Vu| = f

avec p > 1, p > N —1 et f € L' (), admet au moins une solution
bornée, au sens des distributions et appartenant o l’espace de Sobolev-Orlicz
W3 LN LogP L (2) .

2. Le probleme de Dirichlet associé a l’équation :
—div [(1 + |ul) log? (2 + |u) exp (|Vul?) Vu] = f

avec p > 1, et f € L' () admet au moins une solution au sens des distribu-
tions, bornée et appartenant & 'espace de Sobolev-Orlicz noté Wy Leyy, 2 (§2),

généré par A (t) = expt? — 1.



Chapitre 3

Sommabilité des solutions d’une
équation elliptique non linéaire a

donnée mesure

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on présente un résultat de sommabilité de solutions au
sens des distributions, d’'un probléme de Dirichlet associé & un opérateur de
Leray-Lions dont la donnée est une mesure de Radon bornée.

Soit © un ouvert borné de RV, N > 2. On note M () = (C (ﬁ)), I’espace
des mesures de Radon bornées sur 2. On s’intéresse a la régularité des solutions

faibles du probléme :

—diva(z,u,Vu) = pu dans
{ ( ) ()

U = (0 sur 0f2

avec @ : OxRxRY — RY une fonction de Carathéodory, vérifiant, Vs € R,

Vé,n € RY et p.p.x € Q, les conditions suivantes :

a(z,s,8)-&>apl€)” (3.1)
i (z,5,6)| < a(Cx) + s + €F7) (3:2)
[d(%s’f)_&(%&ﬁ)] {5_77} >Oa€7£77 (33)

Ou p est un réel tel que 2 — % < p < N, ag et a sont deux réels positifs. La

fonction C est positive et appartient & v Q),p = ]%.

66
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La donnée p appartient & M (£2) .
Sous les conditions (3.1),(3.2),( 3.3) et p €]2 — +, N[, Boccardo-Gallouét, dans

[21] [22], (voir aussi [79]), démontrent que le probléme (F) admet au moins une
N(p—1) N(p—1)
N—T N—T

solution u appartenant a W, % (), Vg € [1, [. L’exposant critique
sera noté qq.

Cette régularité s’avere optimale dans le sens que u ¢ Wy (2), ceci est justifié
par la solution fondamentale du p-Laplacien dans la boule unité de RY.

Un raffinement de cette régularité fut établie plus tard par ces mémes auteurs
dans [23], par le biais de la fonction :

1
i VB > ——

By(s) = — >
o) = Loz )P po1

En effet, ils y démontrent que la solution u du probléme (E) vérifie la condition
de sommabilité :
N(p-1)

N -1

Dans le présent chapitre, on présente une généralisation de ce dernier résultat,

Do (u) € W™ () avec gy =

en montrant que :

P (u) € Wy'™ ()

avec ® appartenant a une large classe de fonctions notée F,,, contenant ®, ainsi

qu'une suite de fonctions (®,),, . qui croient plus rapidement que ®, au voisi-

nage de l'infini et ceci dans le sens que tlim § 0((% =0.Ym > 1.
00 m
Ce chapitre, relate le résultat de sommabilité (partie elliptique), du travail effec-

tué en collaboration avec Y. Atik et publié dans [4].

Remarque 3.1.1 Le résultat [23] de Boccardo-Gallouét, fut adapté au cas pa-
rabolique par Li Feng-Quan et Li Guang-Wei dans [68], ce résultat est de méme

généralisé dans [4].

Remarque 3.1.2 Dans le cas ot le second membre 1 appartient o l'espace d’Or-

licz LLogL (), alors le probléme (E) admet une solution dans l’espace limite
Wy (Q) (voir [22]).

Remarque 3.1.3 Le probléeme (E) considéré dans le cadre des espaces de Sobolev-

Orlicz, avec la condition de coercivité suivante :

a(r,s,8)- &> apB (%),a>0,5>0
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ot B est une N-fonction telle que /%dt < 400 (d>0), admet une solution
d

dans Uespace limite W™ (Q) (voir [14]). On notera toutefois, que cette condition
de coercivité, plus restrictive que la condition (3.1), n'est pas vérifiée dans le cas

du p-Laplacien.

Remarque 3.1.4 Pour p €|1,2 — %], le cadre des espaces de Sobolev est trop
restreint pour contenir les solutions de (E). Pour surmonter cette difficulté il
est necessaire d’introduire un nouveau cadre fonctionnel et définir la notion de

solutions entropique ou renormalisée (voir [9] et [80]).

3.2 La classe F,

Definition 3.2.1 Soit p > 1 un nombre reel, la classe F, consiste en un en-
semble de fonctions symetriques de la forme :

’

¢ p

S Y B __P
Ca(t) = /{Am}i 200 = (3.4)

ot A est une fonction continue sur R, paire, positive sur |0,+oo[ et vérifie les

propriétés suivantes :
+oo

(a) %<+oo,p0urd>0
d
(b) lim @ = 400
t—o0
(c) A wvérifie la propriété de monotonie suivante : il existe deuz reels 5 > 0 et
to > 0 tels que A (t2) > A(t1), Yty ty vérifiant to > t; > to.
(d) Si A(0) = 0, on suppose de plus qu’il existe une constante c telle que

A(t)>clt] YteR et @, (0) finie.

Proposition 3.2.2 Soit &4 € F,. Alors :

1. &4 est solution de l’equation différentielle suivante :
A) @, O = @) P4 @)], VEER. (3.5)
2. 1l existe une constante K > 0 telle que :

B (1) < K]Vt € R.
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3. ®, est globalement Lipchitzienne sur R.

Preuve. En dérivant la relation (3.4), on obtient :

/ o p/ / dr p_l_ / CI)A(t) %
O D O/{Am}i _p{A@)] el

ce qui entraine l'equation (3.5).

Pour montrer 2., on distingue deux cas :
1*"cas : A(0) # 0.

On utilise l'inégalité de Hélder dans (3.4), on obtient alors @4 (t) <t [ Ut %

]p'/p
»'/p

t >0, d’ou par symetrie, | P4 (t)| < K |t],Vt € R, avec K = [fooo %] :

2mecas : A(0) = 0.

p ’
On utilise la condition (d), on obtient dans ce cas P4 () < [fot (CTd)Tl/P} — @)y

pourt > 0, ce qui donne la méme estimation.

Pour montrer que ® 4 est globalement Lipchitzienne, il suffit d’ecrire :

P4 (1)
A(t)

1
P

1
P
2% (B)] = ¢ <pK» ‘Sdﬁ#eR

t
A(t)
ot K et ¢ sont des constantes positives. ®

On va a présent donner quelques exemples de fonctions de la classe F,.

Exemple 3.2.3
1. La fonction @4 (t) =log” (t + V12 +1), généréé par A(t) = t>+1 appartient
a la classe Fs.

. t pour0<t<l1
2. La fonction ®4 générée par A(t) = b T T avecl <a<p
t* pourt > 1
appartient & la classe F,. Dans ce cas ® 4 est equivalente au voisinage de l"infini

a la fonction ct®=)/®=1) = ¢tf quec 0 < B < 1.

Néanmoins, ces fonctions ne permettent pas de raffiner la sommabilité des
solutions du probléme (F), obtenues dans [21], & savoir que u € L (Q), Vr €
[1,q5], en effet, pour les exemples ci-dessus, on vérifie aisement que :

we N L' (Q) = &4 (u) € LD (Q)

1<r<q;
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Cependant, la classe F, contient des exemples fondamentaux, permettant de
raffiner la sommabilité obtenue par Boccardo-Gallouét dans [21] et [23].
En effet, le résultat de sommabilité présenté dans [23], repose sur la fonction

notéé @y, définie par :
t

P, (t) = [loga (HO n t)]l/(p_l)

avec kg = 2 et & > 1 un nombre reel.
Ce dernier exemple est le plus faible de la famille {®,,},, . (dans le sens que ®

croit moins vite que ®,,, Vm > 1 a l'infini), avec ®,, défini comme suit :
P, (t)=—F Vt>0
avec :
D, (t) = log (K + t) log (log (km + 1)) ..log (log ..log (K, + t) )log® (log..log (K, + 1))

ol a > 1 et £, choisi suffisemment grand pour avoir log (log ... log (k,,))> 0.
—_——

(m~+1)fois
Par un calcul direct, on montre que ®,, € F,, Vm € N et que la fonction A4,,

associée a @,, est equivalente au voisinage de 'infini a la fonction :

Ctlog (km + t)log (log (km +t)) ...log (log ... log (K., + t) )log™ (log ... log (km + 1))
—_—— —_———

mfois (m~+1)fois

avec C' =const.

On montre de plus que lim q)f(t) =0,V <.
t—o0o <I>] (t)

3.3 Sommabilité des solutions du probléme (F)
On énonce a présent le résultat de sommabilité du probléme (E) :

Théoréme 3.3.1 Soit p € M (), Sous les conditions (3.1) — (3.3), et pour
2 — % < p < N, Le probléme (E) admet une solution u telle que :

Dy(u) € LD (Q) et VO, (u) € L©(Q), V04 € F,,

N(p-1)
N—1

ol gy = et qj est le conjugué de Sobolev de q.
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Preuve. La preuve de ce théoréme se fera en quatre étapes. On notera C;,
1 = 0, 8 les différentes constantes positives intervenant dans la démonstration de
ce théoréme.
Etape 1 : Approximation

On introduit la suite des problémes approchés de (E) par :

o — 4 dans O
{ diva(z, ug, Vuy) Ky dans (Er)

Uy, = 0 sur 00

ol {/i;}yen+ €St une suite de fonctions de L™ (§2), convergeant vers y pour la
topologie faible* de M (Q) et telle que bl L2y < H,LL||M<§) = Cy, Vk > 1.
D’apres Leray-Lions (voir [66]), le probléme (FE)) admet une solution u; €

1 s . o e .
Wy (2), dans le sens que, uy, vérifie la formulation variationnelle suivante :

/d(x,uk, Vug)Vpdr = /ukgodx, Vo € WyP () (3.6)
0 Q

Etape 2 : Estimation uniforme de {Vu;}, .
Lemme. Soit A une fonction vérifiant les conditions (a) — (d) de la définition

3.2.1. Alors, il existe une constante C; > 0 telle que :

/ [Znggdx <0y, Vk>1, (3.7)
{luk|=no}

ou {|ug| > ne} = {z € Q, |ux(z)| > no} avec ng = [to] + 1, [to] étant la partie

entiére de tg.

Preuve du lemme

Pour n € N, soit ¢,, la fonction définie par ¢, (s) = T1 (s — T, (s)) ou T} est

la fonction de troncature définie par Tj (s) = 3 {|s + k| —|s —k|} Vs € Reet

VEk > 0.

Notons B, la partie de Q définie par B, = {z € Q, n < |y, (z)] <n+ 1}.

On choisit ¢,, (ux) comme fonction test dans la formulation variationnelle (3.6)

du probléme (Fj); en utilisant (3.1) et en remarquant que |p,, (ug)| < 1 et que

Vo, (ur) = VUkX {n<juy<nt1}, ON obtient estimation :

ao/ |Vu|P de < /|uk|dx < Cp.
B 0

n
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On note ng = [to] + 1, en utilisant la condition (¢) de la définition 3.2.1, on a

alors :

P p
[Vul” 70 — > Vugl” 7.

Aug) oo Aug)
{lug|>no} - Bp
[Vug|? C 1
< 2 | Famdr <5 2 awm = O
n>ng n>ng

n

La convergence de la derniére série est une conséquence des conditions (b) et (c¢)
de la définition 3.2.1.
Etape 3 : Estimations uniformes de {®, (u)}, - €t de {V®4 (up)} o

En utilisant 'inégalité de Sobolev, on peut ecrire :

a0
*

90
cw /\@A ()| dz g/]VCDA ()|
Q 0
- / B (1) [Veug ™ dr = T2+ 12,
Q
ol
I = / 1B, (1) | [V
{|ug|<no}
ot I — / 1, ()| [Vaug|™ d
{|Jug|>no}

Ici Cg' désigne la constante de Sobolev.

L’ouvert 2 étant borné, 'estimation du terme / |Vuyg|” dx, établie au lemme

Bn
précédent, le fait que ¢y < p et que la dérivée de @ 4 soit bornée, permettent de

déduire que la suite {I}}, . est bornée par une constante positive Cy

Pour estimer le terme I?2, on va utiliser respectivement, I'inégalité de Holder,
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I'estimation (3.7) et 'equation (3.5); ce qui nous permet d’ecrire :

ug|%0
Bo= [ )l A ) da

{lug|>no}
q0 _ 49

p P
Pag

<| [ el | [ @l A )

{lur=no} {lur=no}
1—-490
P

_4d0 _490
< C'3 / ’(I)A (Uk)’p_qo dx S Cg /|<I)A (uk)’p—qo dx
Q

{lur|>no}

En notant que pgg = qg, on déduit des estimations précédentes que :

/|<1>A ()@ dz | < 04/ VP 4 ()| d
Q Q

1—%0
3

< Cs + Gy /@A ()% dz| Ve N
Q

Finalement, du fait que ng =p—qy>"Lt _pqo =1- %0, on déduit que :

/@A ()| dz < Cy et /|v<1>A (o)™ de < Cs,  VEEN. (3.8)
Q Q

Etape 4 : Passage a la limite

On utilise dans cette étape, la compacité faible dans Wy? (Q), Vg € [1, [, de
la suite {uy}, y-des solutions de (E}) ; ceci est une conséquence des estimations
(3.8), permettant ainsi d’extraire une sous suite notée de méme {uy}, ., fai-
blement convergente vers u. La convergence presque partout des gradients de uy
vers Vu, établi dans [22] (voir aussi [79]), permet de faire un passage a la limite
dans la formulation variationnelle (3.6) et dans les estimations (3.8) et conclure
a Pexistence d’une solution wu, au sens des distributions; du probléme (F) et
vérifiant :

D4 (u) € LD (Q) et V4 (u) € L®(Q), V04 € F,.
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Remarque 3.3.2

Dans le cas ot p = N, on a seulement la réqularité u € Wol’q (Q), Vg € [1,q]
Le résultat de sommabilité ® 4 (u) € Wy ® (Q) nlest plus valable V&, € Fy ; ce
résultat tombe en défaut pour les fonctions 4 € {®,,}, . et particuliérement
pour ®q (t) = m (B>1), dans le cas p = N = 2 (et par suite qo = 2),
comme le montre [’exemple suivant :

Soit U la boule unité de R?, § la distibution de Dirac supportée par lorigine. et

u(z,y) = 5= log \/x? + y? la solution du probléme :

—Au =90 dans U
U =0 sur oU

On vérifie alors, que :

/ IV®ou (z,y)|* dedy = oo i.e. g (u) ¢ HE (U) = Wy (U).
u



Chapitre 4

Equations elliptiques
quasilinéaires a croissance sous
quadratique par rapport au

gradient

4.1 Introduction

Ce chapitre est consacré principalement aux questions de régularité de solu-

tions faibles d’un probléme de Dirichlet dont le prototype est le suivant :

(4.1)

—Au+ ag|uf’ u=~|Vul? + f dans Q
u=0 sur Jf2

avec ), un ouvert borné de R, ag > 0, v > 0 deux constantes et 1 < ¢ < 2.

Dans une premiére partie, on étudie ce probléme dans le cas :

p=1

On suppose alors que :

feL™(Q) avecm € | ,g

2
[etl—i—N§q<2.

/!

U=

Remarque 4.1.1 La restriction 1 + % q, permet de chercher des solutions

<
dans Hj (), étant donné que 1 + % < qe Y > 2N o par suite f €

2N ¢ = N+2
L¥2(Q) — H ' (Q).

75
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Remarque 4.1.2 La donnée f € L7 (Q) est la régularité minimale & imposer
a f pour la solvabilité de ce probléeme (voir [3] et [58]) de plus, dans le cas
ot cvg = 0, une condition de petitesse sur la norme de f est nécessaire pour
l’existence de ce probléme. De maniére précise, en supposant que le probléme
(4.1) admet une solution faible, on démontre que (dans le cas ot oy = 0), f

satisfait a linégalité :
/f x)dr < cq/ |V(,0|q dr Vo e D(Q) (4.2)

_4q_
q—1

En effet, en choisissant goq/, avec ¢ € D (), comme fonction test dans le pro-
bleme (4.1), on obtient :

¢ / VuVee! dr = / [Vl ¢ do + / f ()¢t
Q Q Q

D’apres l'inégalité de Young, il existe une constante c, telle que :

avec ¢’ = et ¢, une constante positive dépendante de q.

q'/Vquogpq/_ldx < /|Vu]q gpqldx + cq/ |Vl dz,

ce qui permet de conclure.

L’inégalité (4.2) qui n’est pas vérifiée pour tout f, exprime de maniére assez
générale, la condition imposée o f pour la solvabilité du probléme (4.1), (pour
plus de détails voir [58] et [77]); cependant, cette inégalité induit une restriction
sur la régularité LP du second membre f et sur sa taille, conditions permettant

d’établir lexistence et méme 'unicité du probléme (4.1).

N
En effet, sous la condition, f € Lv () et ||f]|lx < co'y*ﬁ avec cg une
q/
constante dépendante de N et de ¢ (dans le cas ou ap = 0), l'existence d’une
solution u de ce probléme a été établie par N. Grenon, F. Murat et A. Porretta,

dans [57], de plus, u vérifie la régularité :

()"

2*

lu|” € Hy()) avec oo = (4.3)

11 existe des solutions de (4.1) qui ne vérifient pas la condition de régularité (4.3).
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Un exemple classique en est donné par

1 2 _ )

q—
qui, lorsque 1 + % < q, et Q= B(0,1), la boule unité de RY | vérifie :
u € H} (Q), —Au = |Vu|? dans D' (Q), et |ul’ € H}(Q2) pour tout p < 0y, mais
ne vérifie pas |[u|7° € H} () Par contre, des résultats d’unicité pour les solutions
du probléme (4.1),qui vérifient la condition (4.3) ont été démontrés par la suite,
par G. Barles et A. Porretta dans [8].

En ce qui nous concerne, en adaptant la nouvelle technique d’estimation a
priori présentée dans [57], on démontre que la régularité de type (4.3), obtenue

dans le cas [ € L7 (€2), se généralise pour f € L™ () avec m quelconque dans

N N

I'intervalle [, 5[, et nous permet d’obtenir la régularité :
q'7 2

lul” € Hy(Q) avec o= m Y

vm € [—,
q

Dans le cas ot ag = 0, une conditon nécessaire sur la taille de f, s’exprime de

| (4.4)

méme dans ce cas, par :
1 )
I f1l,, < coy a1 avec ¢g une constante dépendante de N, ¢ et de m

Remarque 4.1.3 Notons que sous les conditions de régularité de f présentées
ci-dessus, le résultat d’existence de solutions du probléme (4.1), s’obtient indé-
pendamment de la valeur de p > 1. Cependant, dans le cas ot ag > 0, des valeurs
de p, suffisamment grandes, permettent de résoudre ce probléme sans imposer la
condition de sommabilité L% de f. De plus, le terme oy ]u|pi1 u posséde un effet

réqularisant.

Ainsi, dans la deuxiéme partie de ce travail, on étudie le probléme (4.1) dans
le cas oul g > 0, et p suffisamment grand ; de maniére plus précise, on suppose
que :

q
>
P =3

et 1<qg<2 (4.5)

Cette condition sur p, dont la valeur est tres grande quand q est proche de
2, permet en réalité au terme og |ul’ ' u, d’absorber le terme dépendant du
gradient, i,e v|Vul?, retrouvant ainsi les résultats classiques d’existence et de

régularité des solutions du probléme de Dirichlet associé a 1’équation :

—Au+ag|uf "t u=f.
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Ce cas de figure a été développé par L. Boccardo et M.M. Porzio dans [31],
en effet, dans cet article, ces auteurs démontrent I’existence d’une solution du
probléme (4.1) pour f € L™ () et ceci Ym > 1, contrairement au cas p = 1, o
il est nécessaire d’imposer m > g.

En utilisant les techniques d’estimation a priori développées dans cet article,
on présente de maniere plus précise, le résultat d’existence et de régularité des

solutions de ce probléme dans le cas d’'une donnée f réguliére, i.e. pour m €

[]\2,—%, %[, retrouvant ainsi la régularité de la solution, obtenue dans le cas p =1,
& savoir : . SN N
lul” € Hy(Q) avec o= ﬂ;* Vm € [N—H’ 5[ (4.6)
On montre de plus que :
2N N

we L™(Q) VYme| [ (4.7)

N+2 2

Remarque 4.1.4 L’injection de Sobolev H}(2) — L* (Q), nous permet de dé-

duire, a partir de (4.6), la régularité L™ (Q), celle ci étant plus forte que la
N N

régularité L™ (), quand m € [2_pl7 S, car:

N kk
mzf(:)m > mp.

P
d’ou lintérét de (4.7) uniquement dans l'intevalle []3—52, 2—];5,[
D’autre part on a [5, 2—];,[/[7& 0 si et seulement si p > 312, en particulier si

qu—F%.
En effet siq > 1+ 2, alors [ %[C [2V N1 etp > e d > 29 e

N N 2N N Nve o
[ 37 0= [R5 57 [# 0

4.2 Présentation des résultats

Considérons le probléme (4.1) sous sa forme générale suivante :

{ —div(A(z, u)Vu) + ao |ul’ " v = H(z,u, Vu) + f(z) dans (48)

u=0 sur 6

ot € est un ouvert borné de RY, N > 3.

On suppose que A(z, s) est une matrice de Caratheodory et H(x,s,§) est une
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fonction de Carathéodory vérifiant les conditions suivantes :
VE € RN, Vs € R et pour presque tout = € €,

Az, 8)E£>alé)?, a>0 (4.9)
|A(z,8)| < B, >0 (4.10)
|H (z,5,6)| < ~[¢]* (4.11)

Definition 4.2.1 On dit que u € W, (Q) est solution faible de (4.8) si
g(z,u) € LY(Q), H(z,u,Vu) € L*(Q) et

Az, u)VuVepdr + /ao luP"  updr = /H(a:,u, Vu)pdx + /f(m)godm, Vo € D(Q).
Q Q

:3\

On a alors les résultats suivants :

Théoréme 4.2.2 Supposons (4.9)-(4.11), p=1, 1+ £ <q¢<2, 0 >0 et f €
L™(Q) oum € [q, , 31, alors il existe au moins une solution faible du probléme

(4.8), vérifiant la condition de régularité suivante :

lul” € Hy(Q) avec o=

m** N N[
2

Vm €

2% [

Dans le cas ot ag = 0, on suppose de plus que [ vérifie la condition :
£, < co'y*q%l avec ¢y une constante dépendante de N,q et de m

Remarque 4.2.3 Ce résultat est en réalité indépendant de la puissance p > 1,
en fait, le terme ag |u|” ~1u intervenant dans cette équation, permet uniquement
d’éliminer la condition de petitesse sur la taille de f dans le cas ot ag > 0.

Par contre, dans le résultat qui suit; le terme aglulP~'u pour une puissance p
suffisamment grande, dépendante de q (nécessairement > 1), permet d’absorber le
terme dépendant du gradient a croissance sous quadratique, & savoir H(x,u, Vu),
retrouvant ainsi, les résultats classiques d’existence et de régularité des solutions

de ce probléme, sans le terme H(z,u, Vu).

Théoréme 4.2.4 Supposons (4.9)-(4.11) avec 1 < ¢ < 2, a9 > 0, f € L™(Q),

Vm e []\2,—52, Il et
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alors :
1. 1l existe au moins une solution faible du probléeme (4.8), vérifiant la condition

de régularité suivante :

ko

2%

u€ Hy(Q) et |ul” € Hy(Q) avec o=

2 Dans le cas ot f € L™(Q) avec m € [25, X[ alors u vérifie de plus la

Nt20 2
condition de sommabilité u € LP™ ().

4.3 Preuve des théorémes 4.2.2 et 4.2.4

4.3.1 Preuve du théoréme 4.2.2

La preuve de ce théoréme qui se fera en trois étapes, repose essentiellement
sur les estimations & priori permettant de déduire la condition de régularité (4.4).
Etape 1 : Approximation du probléme.

Pour tout n € N*, posons :

_ H(x5)  f(2)
B8 = G ) @ 0 = 5 T @)
On a alors
|H,, (z,5,8)| < H(2,8,8), |fu(x)] < f(2),
et

[Hy (2,5,8)] <n, [ fo(2)] < 7.

Considérons le probléme approché suivant :

/A (z,un) Vu,Vodr + /a0|un|p_1ungpd1’ = /Hn (2, Up, Vuy,) pdr + /fn () pdx
Q Q Q Q
Vo € HY () NL>®(Q).
(4.12)
Du fait que H, et f, sont bornés, le probléme (4.12) admet une solution u, €
H} () N L= () (voir, par exemple, Leray-Lions [66] ou Lions [63] pour 'exis-

tence, et Stampacchia [82] pour la bornitude).

Etape 2 : Estimations a priori.
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Proposition 4.3.1 Sous les hypothéses du théoréme 4.2.2, on a les estimations

swvantes :

/|V(|un|a)|2d:17 < M et / V| dz < M,
Q

ou My et My sont des constantes indépendantes de n, u, est solution du probléme

* ok

(4.12) et 0 = 75

Preuve de la proposition 4.3.1.

Ny«
Notons o = 2* , avec m** = ngm et op = ( ;) (Nz(q)(g) O}
Comme ¢ > 1+ % et que m € [ﬂ,, 7[ on a m > ]\f > 2 N+2, il résulte alors :
q N+2
par conséquent :
og>09>1

Soient T} et GG}, les fonctions de troncatures de niveau k, définies par :
1
Ty (s) = §{|S+k5| —|s—k|} et Gg(s) =s— Ty (s)
On choisit dans le probléme (4.12), la fonction test définie par :

o () = |G (un (@) G (un ()

Comme u,, € H} (Q) N L> () et que o > 1, ¢ est une fonction test admissible.
En utilisant(4.9) et (4.11) dans la formulation (4.12), on obtient l'inégalité :

(20 — 1)/ G ()72 |V Gl ()2 i + ao/ | |Gl (1) |27

(. J J/
~~ ~

h L2 (4.13)

< 7/ |VGk(Un)|q |Gk (un)|20—1 dr + / |f| |Gk(un)|2a—l dx
Q

. J/ .
-~ -~

I3 Iy

Le premier terme de (4.13), s’ecrit :

L - ozC'l/ IV (|G () ) da (4.14)
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avec (', une constante positive, dépendante uniquement de o. Dans toute la
suite, on notera C;, i = 1,9 des constantes positives, indépendantes de n et de
k.

Estimation de I3. En utilisant I'inégalité de Holder, on a :

20—-2

Iszv/’VGk(un)lq\Gk ()| = |G () P77V
Q

3 -1
<G /’V (IG, (u)|*)[ da /]Gk ()| 21— VD 2 gy
@ Q
(4.15)
Posons £, = (20 — 1 — (0 — 1)q) 22?(17 on a alors :
2(g — 1
50'220'— <2q_q>:2U+UON—2:20+UO[2*_2],

en utilisant la relation 2*o = 20 + Jﬁ et les inégalités o > 0o > 1, on déduit
que :
2%0, <&, < 2%.

Finalement, en appliquant respectivement, 1'inégalité de Holder et I'injection de

Sobolev au dernier terme de I'inégalité (4.15), on obtient l'estimation :

b
—~
—
b
—
Q |

N
¥

I, <ACy / 1V (G () da / G ()| de
Q Q

NS
[V
—~
-
)
~
I
ald

<C, / 1V (G ()| / 1V (1G (1)) d

o + 1_% %
= Ay 9 (G () )
(4.16)

(notons que Cy est une constante positive, dépendante de ¢, o et de mes(£2)).

Estimation de I4. On a :

L = / 111G () da
Q

— / |f] |Gk(un)|20_1 dr + / K |Gk(un)|20_1 da
{If1<ao|unl} (f1> oo unl}
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par suite :
I < a / i (G d + / G e (417)
Q {If1>c0lunl}

Le premier terme du second membre de (4.17), est absorbé par I. D’autre part,
étant donné que (20 — 1)m’ = 2*¢ et que |u,| > k quand G (u,) # 0, alors en
utilisant 'inégalité de Holder et 'injection de Sobolev, on déduit, pour le second

terme du second membre de (4.17), I'estimation suivante :

|fI|Gr(un) 7 e = / F] |Gt 27" d
traclunl} (11> ok} .
< HfX{|f\>aok}HLm(Q) |G (un) [ ”Lm/(

Q)*

<G HfX{|f\>aok}HLm(Q) 1A\ (‘Gk(un”a)Hgm)
(4.18)
Posons

X = IV (|G (n)|) 2

En utilisant (4.14) (4.16) (4.17) et (4.18) dans (4.13), on déduit 'inégaliteé :

g+(1-§)<e %
aCe X3y <0 X, * +HfX{|f|>aok}||Lm(m X% (4.19)

En remarquant que :

2* 1
2— — =—
m o
et que
N g—1 _ ¢ 2
1—=2)22 =2 ==+ —
a+ 2) o + o o + m/
on déduit de (4.19) l'inégalité suivante :
1 q
Vk 2 O,Vn Z 0, OéCﬁXno’-k S ’707ng + ||f¢{| f|>aok}||Lm(Q) (420)

En définissant la fonction :
F: Rt — R

1 q
X +— FX)=aCsX0o —~yC;X0
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Alors (4.20) est équivalent a :

oronaq>10>1, H(X) = F(X“) est concave sur [ 0,+ oo [, de plus,
F(0)=0et XliI}: F (X) = —o0, par conséquent F' admet un maximum unique

F* = F(Z*), ou Z* et F* sont donnés par :

_a_
(07 a1

7+ = Cy (—) et Fr=F (2 = X

On va a présent, exploiter I'inégalité (4.21) (qui est non trivial ), dans le cas

ou :

1F 500y llem@) < F7 (4.22)

1°Cas : ap = 0. Alors (4.22) n’est autre que la condition de petitesse imposée

a || fllzm.
L’équation :
FX)=If

Lm )

admet deux racines Z; et Zj avec 0< Zy; < Z* < Z

par suite, 'inégalité (4.21) équivaut a :

Vk > 0et Vn >0, soit X,x < Z, oubien X, > Z, (4.23)

mais comme :

Xok = 19 (1Grual”) 2 —,0.

lalternative (4.23) implique :
Xnp < Zy < Z° Vk > 0et Vn > 0.
En particulier :
Xno =11V (| un |7) lr2@) < 2%, Yn = 0.
2¢meCas : ag > 0. On définit k* par :

B = inf Lk > 0, (|0 sapill oy < F*} - (4.24)
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Pour tout 6 > 0, on a wa{‘f|>a0(k*+5)}HLm(Q) < F* et lequation F'(X) =
“f¢{\f|>ao(k*+6)}HLm(Q) admet deux racines notées Z,. s et Z;._;, vérifiant 0 <

Ty < Z* < Zj 5. L'inégalité (4.21) entraine de méme, l'alternative :

Vk > k* 46 et Vn >0, soit X, < Z.,5 oubien X, > Z%

mais comme la fonction £ — X, ;, est continue et tend vers 0 quand %k tend vers

Iinfini, on conclut de méme grace a ’alternative ci-dessus que :

VE>k"+detVn>0,ona X, p < Z.5

et en particulier, on a :
Xopers = 19 (G5 (wn)l7) 20 < Zi s < 2 (4.25)

En faisant tendre  vers 0, on déduit pour les deux cas précédents, que :

o * a ﬁ
Y2 0,7 (G () e < 27 =G ()T @)
avec k* = 0 quand ag = 0 et £* = inf {k >0, wa{\f|>a0k}”LM(Q) < F*}, quand
ag > 0.
La premiére estimation de la proposition 4.3.1 est ainsi établie dans le cas ag = 0.
Pour le cas ay > 0, on aura besoin de la deuxiéme estimation de cette proposi-

tion et que 'on établit comme suit :

Posons ki = k*+ 1. On a /‘V (|G (un)|g)|2d:v = / IV (Jun|7)|? da =
o

|Un|2k*+1

/ 02 |u, |72 |V | dz > o2 / V| de = 02/ VG (un)‘2 dx..
[un|>k*+1 [un|>k*+1 Q

Ce qui nous permet de déduire une estimation uniforme en n de ||V (G . (un)> | 22(0)
a partir de l'estimation (4.26).

D’autre part comme u, = G, (uy) + 7T, (uy), il nous reste & établir une estima-
1

tion uniforme dans L? () de VT . (un). Pour cela, on utilise ¢ (z) =T, (un ()
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comme fonction test dans (4.12), on obtient alors :

a/‘VTk; (un)|2dx < 7/|Vun]q T

i
Q Q

<k / Vanl? da + K5 [ £l 10y

dx

(tn)

dr + / ‘ I, (un)
Q

dz + Ky |l prq) -

Q

Q

Comme g < 2, lapplication de l'inégalité de Young au premier terme du se-
cond membre de cette inégalité et I'injection L? (Q) < L4 (), au second terme,

permet d’ecrire :

2
dl’+02 (l{?*) s

a/ VT (un){zdx < %/ |V T} (un){zdx—i—C'l (k™) / )Vqu ()
Q Q

ou C (k*) et Cy (k*) sont deux constantes positives (dépendantes de k*).

L’estimation de ||V (Gk* (un)> | £2(), nous permet alors de déduire 'estimation
1

de ||v (Tk* (un)) 2 et par suite :
/ V| dz < My (k). (4.27)

Il nous reste a établir la premiére estimation de la proposition 4.3.1 pour le

cas ap > 0; pour cela, on va utiliser les estimations de ||V (Tk{ (un)> | 220

|V (Gki‘ (un)) | 2202 et estimation (4.26) .

En effet, on a :
Q/|v(|un|“)l2d$ /’V )
_ / |V (|7 (ua)|") [ dae + / v

fun] <k fun] >3

2

un—l—G() dx

kY 4 G (un ‘ )‘ dx.

(4.28)
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D’une part on a :

[ wms@Fae = [ o T 7?5 (0 ) do

fun] <k} fun <k
<o?(k)" / |V (T (1)) | d < C5 (k7).
fun <k
(4.29)
D’autre part, en utilisant I'inégalité :
(a+0)” <2°(a” +b°) Va,b>0et V3 >0,
on a :
[ G fars [ G @) |9 (G ) da
| | >k} [wn| >k}
< (k)2 / 1V (Gas (wn)) | der + 2272 / G ()72 |9 (Grs (wn) [P
[un|>k3 [un|>k3
<@ [ |9yl + 27 [ |9 (16 )] ds
Q Q
d’ou :
/ |V (K + G (un)y")fdx < Oy (K. (4.30)

[wn |>kF

De (4.28), (4.29) et (4.30), on déduit la premiére estimation de la proposition
4.3.1, et qui est :

/|v (un|)2 dz < My (k)| (4.31)

Les constantes positives C;, i = 1,4 et M;, j = 1,2, apparaissant dans ces esti-

mations, dépendent de k*.

Etape 3. Passage a la limite.

En utilisant 'estimation (4.27), on extrait une sous suite notée de méme (u,,),
faiblement convergente dans Hj () et convergeant p.p. vers u € H} (2), de plus,
d’apres [66] (voir aussi [27]) , Vu,, converge p.p. vers Vu.

D’autre part, la fonction H contenant le terme |Vu|?, étant de Carathéodory, on
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déduit alors, que H,, (z, u,, Vu,) converge p.p. vers H (x,u, Vu). De la condition
de croissance (4.11), on déduit que {H, (z,u,, Vu,)}, est bornée dans Lq (Q),
par conséquent (voir par exemple le théoreme 1.3.12), H,, (x, u,, Vu,,) converge
vers H (x,u, Vu) dans L" (2)-fort Vr < 3.

Ces résultats de convergence permettent de faire un passage a la limite dans le
probléme approché (4.12) et dans lestimation (4.31), et par suite, conclure a
I'existence d’une solution u € H} () du probléme (4.8), vérifiant la condition

de régularité :

k%

lul” € Hy(Q) avec o= T

4.3.2 Preuve du théoréme 4.2.4

Les étapes 1 et 3 étant identiques a celles du théoréme 4.2.2, il suffit alors de

prouver les estimations & priori suivantes :

Proposition 4.3.2 Supposons (4.9)-(4.11) avec 1 < q <2 et p > 5 €t soit uy
une solution du probléme approché (4.12).

1. Soit f € L™(Q), avec m € [, X[, alors on a les estimations suivantes :

N+27 2
fle

ot Cret Cy sont deux constantes positives, indépendantes de n.

2N N
N+2° 2p/

et/|Vun|2dx < Oy,
Q

2. Dans le cas ot m € | [, on a de plus l’estimation :

/ |un|™ dx < Cs, ou Cs est une constante indépendante de n.

Preuve.
Soit u, une solution du probléme approché¢ (4.12), u, € H} () N L™ (), on
choisit v,, = |un]2‘7_2 Uy, avec o > 1, comme fonction test dans ’equation (4.12).

En utilisant(4.9) et (4.11) dans la formulation (4.12), on obtient I'inégalité :

a(20 — 1)/|un|2”_2|Vun|2dx + a0/|un\p+2”_1dx
0 Q

7 2 (4.32)
<y / IVt 1 P+ / il > e

J3 Ja
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Dans toute la suite, la notation C;, désigne des constantes positives, indépen-
dantes de n.

Le premier terme de (4.32), s’ecrit :

L:qfwmwmm. (4.33)
Q

Estimation de J5 :

En utilisant I’inégalité de Young, on a :

Jy = 7/|Vun]‘1|un]%22‘1]un]2"‘1‘(”‘1)qd:1:

’ , (4.34)
< %/|v(’un|0)|2dl’+ Cs fQ |Un|[20_1_(0_1)q]ﬁdx,
Q

Comme p > 5, on déduit que {, = [20 —1— (0 — 1)q]ﬁ <p+20—1.
Par 'inégalité de Young, on obtient, une estimation du second terme du second

membre de (4.34)), sous la forme :
Cg/‘Un‘égdZE < %/\un\p””ldaﬂ— Cy. (4.35)
0 0

On déduit de (4.34) et (4.35) :

c
Agé/meWm+%ﬂ%W%wM{@ (4.36)
Q Q

Estimation de J; :

D’apres I'inégalité de Holder on a :

m/

Jy = /If\lunlz"ldﬂc < I fllzme) /Iunl(2"l)m - (4.37)
0 Q
En utilisant (4.33), (4.36) et (4.37) dans l'inégalité (4.32), on obtient :

%/|V(|un|0)|2dx + %/|un|p+201dx
Q i 7 (4.38)

m

< Cot [ flen | [ lunlO7 0 e
Q
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De (4.38) et de l'injection de Sobolev, on déduit que :

2
¥

C| [l ®az) <G [190ur)Pa
@ @ . (4.39)

m/!

< O340y /|un|(2"1)m/dx
Q

m**
PR

on déduit alors de (4.39), les estimations

On choisit alors o, de fagon que ¢.2* = (20 — 1)m/, ce qui donne o =
1

m/?

Or7dufaitquem<%ona2%>

[
Q

a présent, pour montrer que (u,) est uniformément borné dans H}(f2) et dans

suivantes :

" < Cp et /|V(yuny”%*f>y2dx <
Q

L™ (Q) (pour tout m € [1\2,—12, 1), on utilise comme fonction test dans la for-

mulation (4.12), la fonction :
vy = [(1+ |un|)* — 1] signu,,

ot A > 1 sera convenablement choisi par la suite.
On obtient de méme, en utilisant (4.9) et (4.11) dans la formulation (4.12),

I'inégalité :

a/\/|Vun|2(1 + |un|))‘_1dx + ao/un|p[(1 + |un|)’\ — 1]dx
Q Q

N . J/
-~ -~

K e (4.40)
<4 / Ve 7(1+ Jun )z + / 1L+ ]
Q Q

[\ J/ J/
-~ -~

K3 Ky

Estimation de K5 :
sp[(1+s)kfl]
(1+s) P

Comme lim
§——+400

=1, alors 3l; = [1(\, p) > 0 tel que

(14 )M

5 VSE ll-

|1+ =1 2
On déduit que :

Ky > % / (1 + || 7da. (4.41)

‘Un2l1|
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Estimation de K3 :

En utilisant I'inégalité de Young On a :

K3 =7/|Vun|q(1+ )70 (14 fu )72 da
Q

(4.42)
< / [V 2(1 + )2z + Cy / (1 + Ju )P O D85
Q Q

Comme p > ﬁ, alors :

2
:)\+L<)\+p.

q
P\—()\—l)—]Q—_q S

2

Utilisant de nouveau, l'inégalité de Young pour le second terme du second

membre de (4.42), on déduit que :
A
K; < %/]Vu,f(l + ) + %/(1 + |up )M Pda + Cs. (4.43)
Q Q

Estimation de Ky :

Par Holder, on a :

1
m/

Ko < ooy | [ @ ™o | (1.44)
Q

En utilisant les estimations (4.41), (4.42),(4.43) et (4.44) dans l'inégalité (4.40),

on déduit que :

%/\/|Vun|2(1 T Jun])*1da + 0 / (1 + || +da
Q

‘un|>l1

bl (4.45)

m/!

< loma / (L4 Julde |+ Con
Q

De l'inégalité (4.45), on déduit d’une part, que :

/|Vun\2(1 + \un\)/\’ld:v < Cy /(1 + ]un\)’\mldx + Cs, (4.46)
Q Q
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en utilisant I'injection de Sobolev et 'argument d’estimation utilisé pour K5, on

minore le terme de gauche de I'inégalité (4.46), par :

2

J190 0 e = Ca [ |VI0 40D~ 1 do
Q Q

¥
*"‘3

Q

> Cr /[(1+|un| 1d ] (4.47)

A+1*
> /(1+|u|) 2

> L]
On choisit alors A de fagon que :
A+1
Am/ = %2*.
On obtient ainsi :
A= m*,* et Im' = EQ* =m*.
m 2
Mais comme 5 > -, par suite, on déduit de (4.46) et (4.47), les deux estimations
suivantes :
[y e < €
Q
et
/\VunIQ (1+ |un\)m771 dz < Co. (4.48)

Or m > 2 N+2 & - — 12> 0, de 'estimation (4.48), on déduit alors, que :

/|Vun|2dx S ClO

D’autre part, de 'inégalité (4.45), on déduit de plus, 'estimation :

1
7nl

/ (1 + |u,)MPdz < Cy /(1 + |l )™ dz |+ Cha. (4.49)

‘un|>l1 Q

On choisit dans ce cas, A de facon que :

A+p=m,
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on obtient ainsi :
A=pm—1) et A+p=Im'=mp.

On déduit alors, de l'inégalité (4.49) que :

/]un]pmdx S 013.
Q

Remarque 4.3.3

Pour tout m € [, 5[ on a :

k% N
pm>mT e m<< —.
2p'

pm>m™ = A=pm—1)> 1.

Ce qui fait que la sommabilité L™P(Q2) n'a d’intérét, dans ce cas, que dans l’in-

ON N
N+2° 2p

dans le cas ov g > 1+ %.

[, intervalle non vide dans le cas ot p > %

tervalle [ >

et particuliérement
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