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Introduction

Cette thése est consacrée a I'étude de quelques propriétés des courbes
modulaires, des courbes elliptiques et des courbes de genre deux. Elle est
divisée en 3 chapitres. Le premier regroupe quelques définitions et notions de
base qui seront utilisées par la suite.

Le but du chapitre 2 est de présenter un nouvel algorithme pour obtenir
des équations de la courbe modulaire X (V) dont les points paramétrent les
classes d’isomorphismes des couples (F, P) ou E est une courbe elliptique et
P est un point d’ordre N de E.

Soit N > 2 un entier naturel et K un corps de caractéristique premiére a
N. Les points K-rationnels de la courbe modulaire X; (V) (dépourvue de ses
pointes) parameétrent les classes de K-isomorphismes des couples (F, P) ou E
est une courbe elliptique et P est un point de torsion d’ordre N de E. Deux
tels couples (E, P) et (E’, P') sont isomorphes s'il existe un isomorphisme
¢ . E — E' tel que ¢(P) = P'. Reichert [27] a calculé des équations pour
X1(N) lorsque N = 11 et 13 < N < 18. Lecacheux [17] et Washington [35]
ont déterminé des équations pour X;(13) et X;(16), liées a la construction des
familles d’extensions cycliques de Q. Dans [8], Darmon a étudié X;(25). Leurs
méthodes ne se généralisent pas & une valeur arbitraire de N. Ishida et Ishii
[13] ont développé des méthodes pour trouver des équations de X;(N) pour
N arbitraire en construisant explicitement deux fonctions modulaires qui
engendrent le corps de fonctions de X;(V), ils donnent une liste des équations
obtenues lorsque N < 20. Yang [37] donne une méthode pour construire des
générateurs du corps de fonctions en utilisant des produits construits a partir
de la fonction eta de Dedekind généralisée. Dans son papier, Yang obtient des
modéles explicites de X (V) lorsque N = 1 et 13 < N < 22. A I’exception de
Reichert, ces auteurs ne montrent pas comment retrouver un modéle explicite
du couple (E, P) a partir du point correspondant sur leurs modéles de X (N).

Nous nous proposons de présenter un nouvel algorithme pour obtenir
des équations de X;(N) qui nous permettent en méme temps de déterminer
explicitement le couple correspondant (F, P). Pour cela, nous utilisons les
polynémes de division pour caractériser les courbes elliptiques d’équation

(E) v* 4 (a1x + a3)y = 2° + apa?

sur lesquelles le point (0,0) de (F) est de torsion d’ordre donné N > 4. Ces
polynoémes de N-division peuvent étre calculés rapidement par récurrence.
Nous constatons alors que ces polynémes de division sont divisibles par des
grandes puissances de agz. Ce coefficient a3 est aussi un facteur du discriminant
de la courbe elliptique (F).



Chaque courbe elliptique (FE) est isomorphe & une courbe elliptique d’équation

v+ ((1+g)x+ fly =a® + fa?

via un isomorphisme qui applique (0,0) sur (0,0). Lorsque le point (0,0) est
d’ordre N, les coefficients f et g sont des formes modulaires sur le groupe
modulaire I'1(/V). Nous montrons qu’ils engendrent le corps de fonctions
C(X;1(N)) sur X;(N). En simplifiant les polynomes de division nous obtenons
une premiére équation @S\’;’g )( fyg) =0 de X;1(N). Le degré de cette équation
est nettement plus grand que celui des équations obtenues par les auteurs
précédents. Dans § 2.4, nous définissons, en termes de f et g, deux autres
couples de fonctions modulaires {s,t} et {g,r} sur I'1(NN), chaque couple
étant un systeéme de générateurs de C(X;(V)), il en résulte une équation de
plus petit degré. La Table 2.1 permet de comparer les équations obtenues
pour N < 15. Le couple {gq,r} donne le meilleur résultat. Nos équations sont
de degré plus petit que celle de [13] et [37] en les deux variables individuellement,
mais de degré total un peu plus grand. Il est intéressant de calculer des
équations qui sont de petit degré en une des deux fonctions, ce qui donne
une meilleure borne supérieure pour la gonalité de la courbe (voir la fin de
§ 2.5).

Nous avons calculé les équations de X;(NN) pour tout N < 51. Lorsque
N approche 50, chacune des équations obtenue occupe une page environs. Si
N = 50, I'équation en termes de ¢ et r est de degré 23 en r et 32 en ¢ et
de degré total 48 (Table 2.3). La valeur absolue du plus grand coefficient est
109037417. La Table 2.2 présente quelques équations particuliéres de X;(N)
pour 11 < N < 20 et exprime les fonctions u et v utilisées en fonction de s
et t. Notons que tous ces résultats sont présentés dans le chapitre 2.

Présentons maintenant le contenu du chapitre 3. Soit C' est une courbe
projective lisse ou une variété abélienne sur un corps de nombres K et p
est un idéal premier de K. La courbe C' a bonne réduction tordue en p s’il
existe une tordue de C' qui a bonne réduction en p. Dans le § 3.2, nous
développons quelques propriétés simples de la bonne réduction tordue. En
particulier, nous montrons qu’il n’existe pas de courbes elliptiques sur Q
ayant bonne réduction tordue partout et que si K est un corps de nombres
et si ¥ est un ensemble fini de nombres premiers de K, alors il n’existe
qu’un nombre fini d’invariants modulaires 5 € K de courbes elliptiques ayant
bonne réduction tordue partout en tout premier n’appartenant pas a . Dans
le § 3.6, nous construisons deux familles de courbes de genre deux C,, ou
w = —107 ou —109, a bonne réduction partout sur des corps quartiques et
a bonne réduction tordue partout sur des corps quadratiques. Dans le § 3.3,
nous étudions briévement la courbe C,, ot w est une indéterminée.



En particulier, nous montrons que la jacobienne J,, de C, est isogéne au
produit de deux courbes elliptiques sur une extension cubique de Q(w). Dans
le § 3.4. Nous étudions les courbes de genre deux obtenues de la courbe (3.5)
spécialisée en w? = —107 et nous donnons une premiére construction qui est
une démonstration du Theoréme 3.1.

La partie § 3.5 est consacrée a une étude similaire de C,, spécialisée en
w? = —109. Finalement, dans le § 3.6, nous expliquons briévement comment
nous avons découvert la famille (3.2) et nous montrons comment, en appliquant
une stratégie similaire aux courbes elliptiques, nous avons retrouvé des courbes
elliptiques de Setzer ayant bonne réduction partout sur des corps quadratiques

imaginaires.



Chapitre 1

Courbes modulaires, courbes
elliptiques et hyperelliptiques.

Nous examinons les fonctions, les formes et les courbes modulaires. Dans
la suite N désigne un entier naturel.

1.1 Fonctions, formes et courbes modulaires.

Notons H = {z € C,3(z) > 0} le demi-plan supérieur de Poincaré et
posons H* =H UQ U {oo}.

Le groupe SLy(R) opére a gauche sur C U {oco} par la transformation
homographique

az+b _fa D
v(z) = o d ouz€CU{o0} et = <c d) € SLy(R),
a
—d -, i 0
avec v(—) =0 et v(o0) =1 ¢ sie#
¢ 0, sic=0.

i . 0 .
Les matrices scalaires I, = <8 a) , & € R* opérent trivialement sur CU{o0}.



Définition 1.1. 1. Le groupe modulaire spécial linéaire des 2 X 2 matrices
est égal a

SLQ(Z)—{(Z Z) | a,b,c,d € Z, ad —be = 1}

2. Le groupe spécial linéaire projectif PSLo(Z) = SLo(Z)/{£1>}.

3. Le sous groupe de congruence principal de niveau N de SLo(Z) est égal
a

I'(N) = {(z Z) € SLy(Z) | b=¢c=0 (mod N),a=d=1 (mod N)}.
Définition 1.2. un sous-groupe de congruence de niveau N est un sous-

groupe contenant I'(N) pour un entier N. Le plus petit entier N est le niveau
du sous-groupe. Les sous groupes I'o(N), I'1(N) de SLy(Z), sont égaux

To(N) = {(Z Z) € SLy(Z) | c=0 (mod N},

Ty (N) = {(i Z) € SLy(Z)|¢=0 (mod N), a=d=1 (mod N)}.

L’action par homographies d’un sous-groupe de SLo(Z) stabilise H*. Ces
sous groupes vérifient la relation

I(N) CTh(N) C To(N) C SLy(Z).
et une suite exacte
1 — I(N) — SLy(Z) — SLy(Z/NZ) — 1.

Définition 1.3. Une fonction elliptique est une fonction méromorphe sur C,
invariante par translation par un réseau €.

Les fonctions elliptiques sont définies sur le tore complexe C/(2 et permettent
de paramétrer les courbes elliptiques définies sur C. Citons la fonction de
Weierstrass associée a un réseau ¢

olz,) = 5 + ((;+i). (1.1)

Théoréme 1.1. Le corps des fonctions elliptiques associées a un réseau §2
est engendré par p(z,)) et sa dérivée @' (z,2).



Preuve. Les singularités de p(z,2) sont les points doubles aux points de
Q2. Pour plus de détails, cf [7], Théoréme 10.2. [30] Proposition 1.38 et
Proposition 1.39. O

b
d
z € CU{oo} est un point fize pour v s’il vérifie la relation v(z) = z. La
matrice v # +1, est

Définition 1.4. Soit une matrice 7 = € SLy(R), alors un point

1. Elliptique si elle admet deux points fixes qui sont des conjugués complezes.
2. Hyperbolique si elle admet deuz points fixes réels.

3. Parabolique si elle admet un seul point fize.

Définition 1.5. Soit T’ un sous-groupe de congruence de PSL,(Z).

1. Une pointe de T est un point fixé par une transformation parabolique
de T'.

2. Un élément de H est elliptique d’ordre 2 (respectivement d’ordre 3)
s’il est fixé par une transformation elliptique d’ordre 2 (respectivement
d’ordre 3) de T.

Notons que les pointes de T' appartiennent a Q U {o0}. Elles forment un
nombre fini d’orbites sous PSLy(7Z) puisque les sous groupes de congruences
sont d’indice fini et I'opération de PSLy(Z) sur QU {oc} est transitive.

Définition 1.6. Une fonction modulaire f : H — C par rapport a I est une
fonction méromorphe qui satisfait aux conditions :

1. f(v(2)) = f(2) pour toute matrice v = (CCL Z) el.

2. Pour toute matrice y € SLo(Z), il existe un entier £ > 1 tel que fory
admet un développement en série de Fourier de la forme

o0

FO(2) =D eln)g™"  oi  q=exp(2miz).

n=m



Définition 1.7. Soit un entier pair 2k ou k € Z. Une forme modulaire
f:H — C de poids 2k sur T est une fonction holomorphe sur H qui satisfait
auzx conditions :

1. f(v(2)) = (cz + d)* f(2) pour tout v = (Z 2) el.

2. Pour tout v € SLy(Z), il existe un entier £ > 1 tel que f o~y admet un
développement en série de Fourier de la forme

F((2) =D en)q™" ot q = exp(2miz).

n=0

3. La forme modulaire f est parabolique si elle s’annule en toutes les
pointes, alors ¢(0) = 0.

Soit I" un sous-groupe de congruence de SLy(Z). La courbe modulaire Xp
est alors définie comme le quotient du demi-plan de Poincaré complété H*
par l'action du groupe I'. Ce quotient peut étre muni de la structure d’une
surface de Riemann compacte connexe, et donc d’une courbe projective lisse.

Théoréme 1.2. Le genre g de Xr est égal a

1 14 Uy 23 Vso
9T TR T I T3 2
o v est lindice de I dans PSLy(Z).
vy est le nombre de points elliptiques d’ordre 2 de Xr,
v3 est le nombre de points elliptiques d’ordre 3 de Xr,
Vs st le nombre de pointes de Xr.

Preuve. Cf [30] p.25. O

FExemple 1.1. Considérons le cas ot N = 50, alors v = 900. Le sous groupe
I['1(50) n’a aucun point elliptique et posséde 56 pointes. D’apreés le Théoréme
1.2, le genre de X(50) est donné par la formule 1 + 22 — 9 0 56 — 4g

12 12 37 2
comme indiqué dans la Table 2.3 (page 50).

Dans le Chapitre 1, nous considérons le sous groupe I' = I'1(N) et la
courbe X;(N). Notons par Y1 (N) le quotient de H par I'; (N), il s’agit alors de
I'ouvert de X; (V) obtenu en enlevant les pointes. La courbe X (V) classifie
les couples de courbes elliptiques munies d’un point de torsion d’ordre N, a
isomorphismes prés.



1.2 Reéductions des courbes elliptiques.

Soit K un corps commutatif et soit K%Y une cloture algébrique de K.

Définition 1.8. Une courbe elliptique E/K est une courbe algébrique, plane,
wrréductible, projective, lisse, de genre 1, munie d’un point Og rationnel sur

K.

Toute courbe elliptique est représentée dans le plan projectif par une
cubique plane d’équation de Weierstrass

E: YZ+(amz+a3)YZ = X3 +ay X Z+a, X 7% +agZ € K[X,Y, Z] (1.2)

Cette courbe intersecte la droite a I'infini Z = 0 en un unique point dont les
coordonnées projectives sont (0, 1,0), qui est rationnel sur K. Prennons alors
pour Og le point (0,1,0). En substituant x = X/Z, y = Y/Z, nous obtenons
le modeéle affine de

B g+ (x4 az)y = 2° + ap® + agx + ag € Kz, y). (1.3)

Posons F(z,y) = y* + (a1x + az)y — 2° — asx® — ayx — ag.

Lorsque la caractéristique car(K) # 2, la substitution
(z,y) = (z,(y — a1z — a3)/2) (1.4)
transforme 1'équation (1.3) en
By y? =42 + by’ + byx + b, b; € Zlay, ay, as, ay, ag), (1.5)
avec les coefficients
by = a3 +4ay, by = ajas +2ay, bg= a3+ 4ag, 4bg = bybg —bi. (1.6)

Lorsque car(K) # 2, 3, la substitution  (z,y) — ((z — 3b2)/36,y/108))
transforme 1'équation (1.5) en

y® = 1 — 2Tcyw — 216¢,  c4,Co € Zby, by, bg). (1.7)

ot ¢y =0b3—24b; et cg= —b3+ 36byby — 216bs. (1.8)
Le discriminant A(FE) de E est égal a

A(E) = —b3bg—8b3 —27b2+9bybybs = (c3—ca) /1728, A(E) = 16A;. (1.9)
ot Ay est le discriminant du polynéme 23 + apx® + ayw + ag + i(alx + a3)?.
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La courbe (1.2) représente une courbe elliptique si et seulement si elle est
lisse, une condition équivalente & A(E) # 0.

L’invariant modulaire de E est égal a j(E) = 3 /A(E).
L’invariant différentiel est égal a

d d
- ’ _— Y (1.10)
2y + a1z + as a1y — 3x% — 2a0r — ay

w(E)

Il est obtenu de la forme différentielle df = f dx + f,dy.

Soit K un corps de caractéristique différente de 2 et 3. L’équation d’une
courbe elliptique E/K peut se mettre sous la forme de Legendre

E:y=z(x—1)(z—-N), N#0,1

L’invariant modulaire j(E) de E et le paramétre A sont liés par la relation

25(1 = M1 —\)° = J(E)X2(1 =A% =0

Pour plus de détails, voir [32], II1.1.6.
Soit une cubique de Weierstrass projective, plane E/K d’équation (1.2).
Soit F(X,Y,Z) =Y?*Z+a XY Z+asYZ? — X —ayX*Z — ay X 7* — ag Z°.

Une cubique plane singuliére de genre 0 posséde un seul point singulier,
solution du systéeme des équations algébriques :

OF

F(X,Y,Z) =0, 8_X(X’Y’Z) =0,
OF OF
a_Y(X’Y’Z) =0, a—Z(X,Y,Z) =0.

Proposition 1.1. Soit une cubique plane E/K d’équation de Weierstrass
(1.3) et de discriminant A(E). Alors E est non-singuliére si et seulement si

A(E) # 0.
Preuve. Cf 32| Chapitre III, Proposition 1.4 (i). O

Si une cubique E d’équation de Weierstrass est singuliére, il existe deux
possibilités pour le point singulier.



Proposition 1.2. Soit une cubique plane E d’équation de Weierstrass (1.3)
et de discriminant A(E) =0 et d’invariant c4. Alors

1. E posseéde un point double si et seulement si cqy # 0.

2. E possede un point de rebroussement si et seulement si c4 = 0.

Preuve. Cf [32], Chap III, Proposition 1.4. O

Soit E une courbe elliptique sur un corps de nombres K, munie du point
K-rationnel O = (00,00) = (0,1,0). Il existe une structure de groupe
commutative sur E(K) dont les lois (composition et symétrie) sont données

par des fonctions algébriques a coeflicients dans K. Cette loi a une interprétation

géométrique qui se résume par la formule « trois points colinéaires ont une
somme nulle ». Prenons une équation de Weierstrass de F

E:y*+ (mx+a3)y =2° + ax® + aux + a5, a; € K, Og = (0,1,0).

Soient Py = (x1,y1), P2 = (x9,y2) deux points de E tels que P;, P, # Og.
Les coordonnées de la somme Py + P, = P3 = (z3,y3) sont définis par

(1) Sl T §£ i)

x3:m2+a1m—a2—x1—x2,

ys = —m® — aym® + (az — ai + 2z1 + x2)m + ax(ag + 21 + 22) — ag — s,
N Y2 — Y1
ou m = .
To — X1

(2) Si xy = 29 et si 2y; + a121 +az #0

T3 — m2 +aim — as — 2I1,
ys = —m” — 2a;m?* + (ay — a% + 3z)m + ai(ag + 2x1) — azg —
. 3:6‘% + 2a071 + a4 — a1
oum = )
2y1 + a1x + as

(3) Sixy = x9 et si2y+ayxy+ag =0, alors yo = y1, Po = Py et Py = Op.

La structure de l'ensemble E(K) des points K-rationnels d’une courbe
elliptique F définie sur un corps K est donnée par le théoréeme

Théoréme 1.3. Soit une courbe elliptique E/K. Alors l’ensemble E(K)
muni de la loi « trois points colinéaires ont une somme nulle » est un groupe
abélien d’élément neutre le point a l'infini Op.

10



Preuve. Cf [32], chapitre VIII théoréme 6.7. O

Le groupe E(K) est appelé le groupe de Mordell-Weil de E/K.

Théoréme 1.4 (Mordell-Weil). Soit K un corps de nombres et soit E/K
une courbe elliptique. Alors le groupe E(K) est un groupe abélien de type fini.
1l est isomorphe au produit de groupes abéliens

E(K) ~ Eyps(K) x 7,

Uentier r est le rang de E/K et Fyys(K) est le sous groupe de torsion du
groupe E(K).

Preuve. Cf [32]. O
Les points de torsion d’une courbe elliptique £/K sont définis par

Définition 1.9. Soit E/K une courbe elliptique. Un point de n-torsion de
E est un point P € E(K) tel que nP = Op ot

P+ ..+ P, n fois P sin est un entier positif,
nP=<{—P—..—P, —n fois —P sin est un entier négatif,

OE, stn=0.

pour tout entier rationnel n premier a la caractéristique du corps K.

La structure du sous groupe de torsion d’une courbe elliptique sur Q est
détérminée par le théoréme

Théoréme 1.5 (théoréme de Mazur). Le groupe de torsion Ei,.s(Q) d’une
courbe elliptique FE/Q est isomorphe aux 15 groupes abéliens additifs

Z7/dZ, avec 1 <d <10 ou d=12

FEtors =
tors(Q) {Z/QZ X Z/2dZ, avec 1 < d < 4.
Preuve. Cf [22]. O

Proposition 1.3. Soient deux courbes elliptiques E/K et E' /K d’équations
de Weierstrass

E: v+ (mr+ag)y =2° + apr® + agxr +ag € K|z, y],
E': g+ (da+ay)y = 2 + adha® + adwr +af € K|z, y].

Soit f: E(K) — E'(K) un homomorphisme. Alors il existe des nombres r,
s, t,ue K etu#0 tels que

f(z,y) = (WPz +r,udy + usz + 1). (1.11)

est un isomorphisme.

11



Preuve. Les invariants de E/K et E'/K sont liés par les formules

ua) = ay +2s, uldy=ay—sa; +3r —s*, uldy =az+ra +2t,

uta), = ag — sas + 2ray — (t +rs)a; + 3r? — 2st,

ulay = ag + rag +r’ay +1r° —taz — t* — rtay,

Wby, = by + 121, utb, = by + rby + 615,

ulbly = bg + 2rby + r2by + 413, uBby = bg + 3rbg + 3r2by + 13by + 3%,
4 7

u'dy =cy, ulcy=cs, uPAE)=A(E) et j(E)=j(E).

L’invariant modulaire permet de classifier les courbes elliptiques.

Proposition 1.4. Soit K un corps et soit K% une cloture algébrique de K.

1. Deuz courbes elliptiques définies sur K sont isomorphes sur K% si et
seulement si leurs invariants modulaires sont égauz.

2. Tout nombre A € K% est linvariant modulaire d’une classe de courbes
elliptiques définies sur K(\).
Preuve. Cf [32] Chap III. Proposition 1.4. O

Définition 1.10. Le conducteur d’une courbe elliptique E définie sur Q est
un entier rationnel défini par

NE) = ] »" (1.12)

plA(E)

ot l'entier f, = ord, (A(E)) +1—mn, et n, est le nombre des composantes
irréductible de la fibre spéciale du modeéle minimal de Néron et A = A(FE) est
le discriminant d’un modéle minimal de E.

Notons que f, = 0 si et seulement si £ a bonne réduction en p.
Lorsque p > 5,

1 lorsque E a réduction multiplicative en p,
f= { (1.13)

2 lorsque E a réduction additive en p.

Pour plus de détails et notamment les cas p = 2 et p = 3, cf [26].

Définition 1.11. Soit K un corps commutatif et E/K, E'/K deux courbes
elliptiques. Une isogénie de E /K vers E'/ K est un homomorphisme surjectif
non-nul de E(K) — E'(K) de noyau fini.
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Définition 1.12. Soit E/K, E'/K deux courbes elliptiques.

1. Le degré d’une isogénie f : E(K) — E'(K) est l'ordre du noyau
Kerf={P e E(K), f(P)=Og}.

2. La relation « E isogéne a E' » est une relation d’équivalence.

3. A une isogénie de courbes elliptiques f : E — E' de degré n correspond
une isogénie duale unique f : E' — E de degré n de l’isogénie f.

4. Lisogénie f satisfait les conditions : fo f =np et fof =ng oun
est la multiplication par n définie dans (1.9).

Proposition 1.5. Deux courbes elliptiques E et E’ isogéenes sur Q ont le
meéme conducteur.

Proposition 1.6. Soit K un corps de nombres et une courbe elliptique F/ K .
Alors, il n’existe qu’un nombre fini de classes de K-isomorphismes de courbes
elliptiques isogénes a E /K.

Preuve. Cf [32], Chap IX. Corollaire 6.2. O

Soit K un corps muni d’une valuation discréte v et une courbe elliptique
E/K d’équation de Weierstrass

y? + (a7 + az)y = 2° + axx”® + a4z + ag ot a; € K et de discriminant A(E).

La réduction de la courbe elliptique £ modulo v est une cubique E
d’équation 3
E:y*+ (dix + d3)y = 23 + dyx? + dyr + dg,

ou a; est la réduction modulo p de a; pour tout i € {1,2,3,4,6}. Alors
v(a;) >0 pour i€{1,2,3,4,6} et v(A(E))>0.
La courbe réduite E dépend de v.

Définition 1.13. Soit E/K une cubique et v une valuation de K.

1. E a bonne réduction si E est une courbe elliptique.

2. E a une réduction multiplicative en v si E est singuliere et le point
singulier est un point double.

3. E a une réduction additive en v si E est sinquliere et le point singulier
est un point de rembroussement.
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Le type de réduction d’une courbe elliptique est déterminé par

Théoréme 1.6. Soit E/K une courbe elliptique d’équation de Weierstrass
minimale y* + (a1 x +az)y = 2% + agx® + asx +ag, a; € K, de discriminant
A(E) et d’invariant cy. Alors

1. La courbe I a bonne réduction si et seulement si U(A(E)) =0.
2. La courbe E a réduction multiplicative si (A(E)) >0 et v(cs) = 0.
3. La courbe E a réduction additive si (A(E)) > 0 et v(cs) > 0.

Preuve. Cf [32]|, Chap VII, Proposition 5.1. ]

Proposition 1.7. Soit deux courbes elliptiques E/K et E'/K isogénes sur
K. Alors E et E' ont le méme type de réduction sur K.

Preuve. Cf [32] Chapitre VII, Corollaire 7.2. O

Soit un corps K muni d’une valuation discréte v et Ok son anneau
d’entiers.

Définition 1.14. L’équation de Weierstrass (1.3) de la courbe elliptique E
est minimale si les coefficients a;, i € {1,2,3,4,6} appartiennent o Ok et
V(A(E)) est minimal parmi tous les modéles de Weierstrass de cette forme.

Proposition 1.8. Soit K un corps de valuation discréte.
1. Toute courbe elliptique sur K admet un modéle minimal de Weierstrass.

2. Le changement de variables
(z,y) — (uPx +rudy +usz +t) our, s, t,u€ K etu0
transforme [’équation (1.3) en une équation d’invariants
A=u?AN(E), ci=u'd, et c5=u’c.
3. En particulier, tout modele de Weierstrass peut étre transformer en un
modéle minimal par un changement de variables de cette forme.
Preuve. Cf 32| Chapitre VII, Proposition 1.3. ]

Il en résulte que I'équation de Weierstrass (1.3) est minimale si I'une des
trois assertions suivantes est satisfaite :

1. a; € Og pour tout i € {1,2,3,4,6} et U(A(E)) < 12.
2. a; € O pourtouti € {1,2,3,4,6} et v(cqy) <4.
3. a; € O pourtoutie {1,2,3,4,6} et v(c) <6.
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La réciproque est vraie lorsque car(K) # 2, 3.

Ezemple 1.2. L’équation de Weirstrass sur Q,
Fes > +ay =a2® + 2% — 23z — 44

d’invariants A = 53.13% et ¢4, = 5.13.17, est minimale en p pour tout premier
pE L.

L’algorithme de Tate [34], permet d’en déduire si une équation de Weierstrass
est minimale ou non.

Soit. K un corps de nombres, Ok l'anneau des entiers de K et soit £/K
une courbe elliptique d’équation de Weierstrass

E: 4+ (ax+as)y = 2% + apr® + agr +ag, a; € Ok, (1.14)
de discriminant A(E).
Définition 1.15. Le discriminant minimal de E/K est l'ideal entier D de

K, défine par
©E: H pordv(Av)‘
vEME

ou A, est le discriminant d’une équation minimale de E associée a v et p
est l'ideal premier de Ok associé a v. L’ensemble My désigne [’ensemble des
places non archimédiennes de K.
Pour toute valuation v € My, le changement de variables
(z,y) — (W2xy + 70, udy, + uls,T, + t,) O Ty, Sy, t, € K et u, € K*
transforme 1'équation (1.14) en un modéle minimal
Y2+ (a10Tp + 3.0)Yp = T + A2 + g0y + A5y, a; € K (1.15)

de discriminant A,.
Les deux discriminants A(FE) et A, sont liés par la relation A(E) = ul?A,.

Soit l'ideal

a= [ p-oret=). (1.16)

vEME

Alors le discriminant minimal est égal &

Dp/x = (A(E))a'. (1.17)
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Bonne réduction potentielle.

Dans ce paragraphe, nous allons expliquer le comportement du type de
réduction d’une courbe elliptique suivant l'extension de corps; une courbe
elliptique £/ K a mauvaise réduction, peut acquérir bonne réduction sur une
extension finie de K.

Soit K un corps de valuation discréte v, Ok son anneau d’entiers et m
son ideal maximal.

Définition 1.16. Une courbe elliptique E/K a bonne réduction potentielle
sl existe une extension finie de K sur laquelle E acquiert bonne réduction.

La bonne réduction potentielle est caractérisée par le résultat suivant :

Proposition 1.9. Une courbe elliptique E/K a bonne réduction potentielle
si et seulement si son invariant modulaire est entier (c’est-a-dire jp € Ok ).

Preuve. Supposons que E a bonne réduction potentielle.
Soit L une extension finie de K sur laquelle F acquiert bonne réduction
et Ok l'anneau de valuation de K. Supposons que

y2 + (a1 + a3)y = 2 + ayx? + agx + ag,

est une équation minimale de E sur L, de discriminant A’ et d’invariant ¢j.
L’hypothése E' a bonne réduction sur L implique

ANeOy et jp=(c)/A €Of.
L’hypothése E est définie sur K entraine jp € K. D’ou le résultat jp € O.

Réciproquement : Supposons que jg € Ok.

1. Premier cas : car(K) # 2.
Soit L’ une extension de K sur laquelle E posséde un modéle de Legendre

E: vy =x(x—1)(x—p), pel, p#0,1 (1.18)

L’hypotheése jr € Ok et 'équation 28(1 —u(l— u))3 —ju*(1=p)? =0
entraine que p est entier sur Og. La cloture intégrale de Ok dans L'
est 'anneau de valuation O} de L' et m’ son idéal maximal. Il s’en suit
que p € O et que u non congru a 0 ou 1 (mod m’).

Il en résulte que I'équation (1.18) est a coefficients entiers et donc E a
bonne réduction.
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2. Deuxiéme cas : car(K) = 2.
Dans ce cas, la courbe F posséde une équation normale de Deuring

E:y+vey+y=2°, veK et v*+#27,
de discriminant A = v® — 27 et d’invariant modulaire
je =1V —24)%/(v* - 27) =5 /(v - 1).

(Pour plus de détails, voir [32]|, Appendice A).
Comme jg € Ok, la relation

V' —jp(P —1)=0

entraine v € O et v> Z 1 (mod m'). Il s’ensuit que 1’équation normale
de Deuring est a coefficients entiers et donc £ a bonne réduction.

]

Proposition 1.10. Soit une courbe elliptique E/K.

1. Soit L une extension non-ramifiée de K. Si E a bonne réduction, (multiplicative,
ou additive) alors E a le méme type de réduction sur L.

2. Soit L une extension finie de K. Si E a bonne réduction ou réduction
multiplicative alors E a le méme type de réduction sur L.

3. Il existe une extension finie L de K sur laquelle E a bonne réduction
ou réduction multiplicative.

Preuve. Cf [32], VII. Proposition 5.4. O

Proposition 1.11. Soit L une extension finie de Q, et soit une courbe
elliptique E sur L a multiplication complexe. Alors E a bonne réduction
potentielle.

Preuve. Cf [32|, VII. Exercice 7.10. O

Bonne réduction partout

Soit K un corps de nombres, Ok 'anneau des entiers de K, p un idéal
premier de K et v la place de K associée a p. Une courbe elliptique E/K
a bonne réduction en p si £ a bonne réduction sur K. Alors £ a bonne
réduction en p si et seulement si, il existe un modele de Weierstrass de E a
coefficients dans O et de discriminant

A(E)#£0 (mod p).
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Définition 1.17. Une courbe elliptique E /K a bonne réduction partout si E
a bonne réduction en tout idéal premier de 'anneau des entiers de K.

Proposition 1.12. Soit une courbe elliptique E /K a bonne réduction partout

sur K. Alors l'idéal engendré par A(FE) est la puissance douzieme d’un idéal
de K.

Preuve. E posséde une équation de Weierstrass a coefficients a; € Ok et de
discriminant A(FE) vérifiant

ol D est le discriminant minimal de £. Mais I’hypothése de bonne réduction
partout entraine que l'idéal entier ® g n’est divisible par aucun idéal premier
de K et donc que Dp = Ok. Par conséquent, (A(F)) = a~'? est une
puissance douziéme. O

Soit K un corps de nombres et L une extension finie de K.

Définition 1.18. Soit E/K une courbe elliptique. Une tordue de E par L
est une courbe elliptique E' /K isomorphe o E sur L.

Soit une courbe elliptique £/K de modéle de Weierstrass
v = 2% + axr® + aux + ag, as, ay, ag € K. (1.19)

Soit m € K*. Le changement de variables (x,y) — (x/m,y/\/m) et la
simplification par m? transforment le modéle (1.19) en
m2y2 = 2> + ayma® + aymPx + agm?, as, a4, ag € K. (1.20)

En substituant (z,y) — (z,y/m) dans (1.20) nous obtenons 1'équation de la
tordue F,, de la courbe elliptique F

E, vy =2+ ama®+ am?e + agm?®, (1.21)
de discriminant A(E,,) = mSA(E) = (Vm)2A(E).
Exemple 1.3. Soit E une courbe elliptique sur K, de modéle de Weiestrass
y? =2 +azx + b, a, be K. (1.22)

Il y a trois cas;
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1. Premier cas : ab # 0
Une tordue de F admet un modéle de Weierstrass de la forme

B, vy =2 +mPax+m’b ot meK*

Deux tordues F,, et E,, sont K-isomorphes si et seulement si m'/m
est un carré dans K.

En général, FE,, est isomorphe & E sur le corps quadratique K(y/m).
Par conséquent, E,, est une K (y/m)-tordue de E.

2. Deuxiéme cas : a =0
Une tordue de E a pour équation

v =a2+mb avec me K>

et devient isomorphe & E sur K (/m).

Ce cas correspond aux courbes elliptiques d’invariant modulaire j égal
a 1728.

3. Troisiéme cas : b =0
Une tordue de F a pour modéle

y* =2 +max avec me K*

et devient isomorphe a F sur K (/m).
Ce cas correspond aux courbes elliptiques d’invariant modulaire j = 0.

1.3 Courbes hyperelliptiques.

Soit K un corps algébriquement clos et C'/K une courbe projective lisse.

Définition 1.19. Un diviseur D de la courbe C' est une somme formelle finie
de points de C(K), définie par

D= Z mpP  ou mp € Z.
PcC(K)

Le degré de D, est l’entier ZPGC(K) mp. Le diviseur D est effectif (ou positif)
st mp > 0 pour tout P € C(K). Si D' = Y pcoeympP est un second
diviseur, on écrit D > D' lorsque mp > m'p pour tout P € C(K).

L’ensemble Div(C) des diviseurs de la courbe C muni de l’addition forme
un groupe abélien. L’ensemble Div®(C) des diviseurs de degré 0 de C' est un
sous groupe de Div(C').
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Proposition 1.13. Soit une courbe projective, lisse C'/K et P un point de
C. L’ensemble des fonctions rationnelles sur C' qui sont définies au point P
est un anneau de valuation discréte noté Op. Son unique idéal mazrimal est

lensemble {f € K(C) | f(P) =0} et son corps de fractions est K(C).

Preuve. Cf [11], p. 70. O

A toute fonction f € K(C') correspond un diviseur de f

div(f)= > ordp(f)P

PeC(K)

ot ordp(f) est la valuation en P de la fonction f pour tout point P € C(K) :

0, si f est définie en P et si f(P)#0
ordp(f) =< vp(f), si f est définie en P et si f(P) =0
—vp(1/f), si f aun pole en P,

ou vp est la valuation de I’anneau local Op.

Définition 1.20. Un diviseur D sur C est principal s’il existe une fonction
f sur C telle que D = div(f).

Comme f a autant de zéros que de poles alors deg(div(f)) = 0, et donc
tout diviseur principal est de degré 0. L’ensemble Divf¢(C) des diviseurs
principaux de C est un sous groupe de Div?(C).

Deux diviseurs D; et Dy de C' sont dans la méme classe; D ~ Dy §’il
existe une fonction f € K(C) tel que Dy — Dy = div(f).

Le groupe quotient Div(C')/Div?"m¢(C') appelé le groupe de Picard de C
et est noté Pic(C). Notons par Pic’(C) son sous-groupe Div®(C')/DivT™e(C).

Lemme 1.1. Soit f € K(C)*. Alors div(f) = 0 si et seulement si f € K.

Le théoréme de Riemann-Roch permet de calculer, ou au moins de majorer,
la dimension de certains espaces de fonctions rationnelles sur C.

Soit D € Div(C'). Notons par [(D) la dimension du K-espace vectoriel

L(D) = {f € K(C)* | div(f) = —D} U{0}. (1.23)
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Lemme 1.2. Soit D € Div(C).
1. SidegD < 0, alors [(D) = 0.

2. Supposons deg D = 0. Alors [(D) =1 si D € Div?"™¢(C) et [(D) =0
sinon.

Théoréme 1.7 (Riemann-Roch). Soit D € Div(C). Alors I(D) est fini et
(D) —I(De — D) =1— g+ deg(D),
ou D., est un diviseur canonique de C' et l'entier g est le genre de C'.

Preuve. Cf [11], p. 192. O

Le résultat suivant, montre que chaque classe de diviseurs dans Pic®(C)
posséde un représentant simple.

Proposition 1.14. Soit une courbe C' /K de genre g > 1 et soit P, € C(K).
Alors tout diviseur de degré zéro est équivalent a un diviseur de la forme
D — gP,,, ou D est un diviseur effectif de degré g.

Preuve. Soit un point fixé P, € C(K) et un diviseur D de degré 0. Posons
D' = D + gP,,. D’apreés le théoréme de Riemann-Roch,

(D) =1+1(De—D)>1 (1.24)

Il existe alors une fonction f € K(C) telle que le diviseur D" = div(f) + D’
est effectif et de degré g. Par définition, les diviseurs D et D" — gP,, sont
dans la méme classe. O

Définition 1.21. Un diviseur réduit est un diviseur de la forme D — gPx
ou D est un diviseur effectif de degré g.

Le théoréeme de Riemann-Hurwitz permet de calculer le genre d’une courbe.

Théoréme 1.8 (Riemann-Hurwitz). Soit un homomorphisme non constant
¢ : C — C' de deux courbes projectives lisses C et C' définies sur un corps K
de caractéristique ne divisant pas les degrés de ramification e,(P) de ¢ pour
tout point P € C(K). Alors

2gc — 2 = deg(¢) (290 —2) + D (es(P) = 1)
PeC(K)

en particulier go > gor ot go est le genre de C' et gor est le genre de C'.

Preuve. Cf [9], p 21. O
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Soit K un corps et soit K une cloture algébrique de K.

Définition 1.22. Une courbe projective lisse C/ K de genre g > 2 est hyperelliptique
s’il existe un morphism ¢ : C' — Pk de degré 2 défini sur K.

Une courbe hyperelliptique lisse C' admet un modéle affine
y* + Q(x)y = P(x) avec P(z) et Q(x) € K|[x], (1.25)

oudeg@ < g+ 1etdegP <29+ 2 avec P et () sans racines multiples.
Dans ce cas, la courbe C' admet une involution hyperelliptique

i K%(C) — K™(C)
qui envoie un élément (x,y) sur i(z,y) = (x, —y — Q(x)) et vérifie

©(P) = poi(P) pour tout point P € C(K™).

Lorsque la caractéristique de K est différente de 2, nous pouvons compléter
le carré de I’équation (3.32) pour obtenir un modéle affine de la forme

y* = f(x) avec f=P+ EQQ (1.26)

de degré 2g + 1 ou 29 + 2 sans racines multiples. Il existe donc un ou deux
points a l'infini suivant que P + %QQ est de degré 2¢g + 1 ou de degré 2g + 2.

En appliquant la transformation linéaire (x,y) — (ax,a®*y) ou a est

le coefficient de z**! dans P(z) de I'équation (1.26), nous obtenons un
polynoéme unitaire.

Définition 1.23. Le discriminant d’une courbe hyperelliptique C' de genre
g > 2, de modéle (1.25) est le polynome

Ac = M9 dise(P(z) + i@@:)?) (1.27)

a coefficients dans K.

Lorsque la caractéristique de K est égale a 2, nous interprétons cette
définition de la maniére suivante; si nous considérons les coefficients du
modéle (1.25) comme des variables indépendantes, alors A¢ tel qu’il est défini
par la formule (1.27) devient un polynéme en ces variables et a coefficients
entiers. Nous obtenons alors la formule pour A¢ en caractéristique 2 en
réduisant ce polyndéme modulo 2.
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Lemme 1.3. La courbe C' est non-singuliere si et seulement si Ag # 0.

Définition 1.24. les points de Weierstrass sont les points de ramification du
morphisme @ et sont aussi les points fives de l'involution hyperelliptique.

Lorsque la caractéristique du corps K est différente de 2, il y a 29 + 2
points de Weierstrass et lorsque la caractéristique de K est égale a 2, il y a
au moins un et au plus g + 1.

Si 'un des points de Weierstrass est rationnel sur K, en composant
avec une transformation projective qui envoie un point de Weierstrass sur
I'infini, nous pouvons supposer que ce point est un point & linfini. Ainsi
nous obtenons un modéle affine de la forme (1.25) avec @ de degré inférieur
ou égale a g et P de degré 2¢g + 1.

Ezemple 1.4. Les points de Weierstrass de la courbe C' de modéle (3.32) sont
le point a 'infini et les points d’abscisses les racines de Q(x).

Soit K un corps de caractéristique différente de 2.

Proposition 1.15. Une courbe C/K de genre deux est birationnellement
équivalente sur K a une courbe de modéle affine plan

y* = f(x) (1.28)
ou
f(x) = aea® + a5z’ + asx® + a2’ + aga® + sz + ap € Kla] (1.29)

sans facteur carré.
L’équation (1.28) est unique a transformations homographiques pres

ar +b Ay )
cx +d’ (cx + d)?

ota,b c,de K,ad—bc#0 et A€ K*.

(:L‘,y) — ( (1.30)

Supposons que le corps K est algébriquement clos et que le polynéme
f(z) possede une racine o € K. Alors, la substitution

1 Yy
<aw~w@_ay@_®g (1.31)

transforme le modéle (1.28) en ’équation

vy’ =F(z) avec F(x)€ K[z] de degré 5. (1.32)

23



Supposons que le corps K est de caractéristique différente de 2 et que
y?> = F(x) est un modéle hyperelliptique de C, ou F(z) € K[z] est de degré
5 ou 6 sans racines multiples.

Le conjugué d’un point P = (z,y) de C' par I'involution hyperelliptique i
est le point P = (x, —y).

Il existe un ou deux points a 'infini selon que F' est de degré 5 ou 6, notés
oo et B0, ot 30 = oo lorsque F' est de degré 5.

Proposition 1.16. Les diviseurs de degré 2 de la forme P+P sont linéairement
équivalents.

Preuve. La formule
div(z —z(P)) =P+ P 00—
entraine P + P est équivalent & oo + 0. Il en résulte que

div((z —2(P)/(z —2(Q)) =P+P-Q - Q
lorsque P et (Q ne sont pas des points a I'infini et donc que P+P ~ Q+Q. O

La classe canonique D contient co+30 = div(dx) et donc tous les diviseurs
de la forme P+ P. D’aprés le théoréme de Riemann-Roch, toute classe U # D
de diviseurs de degré 2 de Pic(C') contient un seul diviseur effectif, qui est
donc de la forme P, + P, avec Py, P, € C(K) et Py # P,. Réciproquement,
tout diviseur de cette forme représente une classe de degré 2 différente de D.

Proposition 1.17. Soit deuz points P, et Py de C(K). Alors le diviseur
Py + P, est rationnel sur K si, ou bien

1. Py et Py sont rationnels sur K, ou bien

2. Py et Py sont rationnels sur une extension quadratique de K et conjugués

sur K.

Soient deux diviseurs effectifs de degré 2, rationnels sur K :
U= (a1,1) + (ag,a2) et V= (by,51) + (b2, B2)

Il existe un unique polynéme P(x) € K[x] de degré 3 telle que la courbe
Y = P(z) passe par les quatre points (a1, aq), (ag, o), (b1, 51) et (be, 52). Le
polynéome F(x) — P(x)? est alors de degré 6, et les coefficients ay, as, by, bo
sont des racines.

Notons par ¢; et ¢y les deux autres racines et soit y; = P(c1), 72 = P(c2).
En posant W = (¢1,71) + (¢2,72), nous remarquons que

diviy — P(x)) =U+V + W — 3(c0 + ).
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Par conséquent, si U désigne la classe de U — (0o + 0) dans Pic®(C) et
si nous définissons V et W de la méme maniére, alors i +V = W, et donc
le diviseur W est rationnel sur K si U et V sont rationnels sur K.

Le symétrique de la classe U est la classe U de

(a1, —o) + (az, —ag) — (00 +390).
En effet, le diviseur
P+ P+ P+ P, —2(c0 + )

est principal, égal a
div(z — (z(P)))(z — z(P)).

Lemme 1.4. La classe U est d’ordre 2 si et seulement si
U= (a1,0) + (a3,0) ou ay et ay sont des racines distinctes de F(x).

Il s’ensuit qu’il existe 15 éléments d’ordre 2 de Pic’(C) qui ne sont pas
nécessairement définis sur K.

Théoréme 1.9. Soit une courbe plane lisse projective C/ K de genre g. Alors
il existe une variété abélienne de dimension g, appelée la jacobienne Jo de C
et un isomorphisme de groupes Jo(K) ~ Pic(C).

Si, de plus, la courbe C est définie sur un sous-corps Ky de K, alors
Jo est définie sur Ky. Si, en plus, l'extension K/K, est séparable, alors
lisomorphisme Jo(K) =~ Pic®(C) est un isomorphisme de Gal(K [ Ky)-modules.

Soit P, € C(K). D’aprés la proposition 1.14, toute classe de Pic’(C) est
représentée par un diviseur réduit, c’est-a-dire par un diviseur de la forme
(Ph+Po+---+ P)) — gPx, avec (P, Ps,...,P,)) € C(K)I.

Proposition 1.18. Supposons que le genre de la courbe C' est non nul et
fixzons Py, € C(K).
1. L’application C(K)? — Pic’(C) qui envoie (Py, Py, ..., P,) surla classe
du diviseur (Py + Py + - -- + P;) — gP est induite par un morphisme
dominant C? — Jo.

2. L’application C(K) — Pic®(C) qui envoie P € C(K) sur la classe du
diviseur P — P, est induite par une immersion fermée C' — Jo.
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Lorsque C' est définie sur un sous-corps Ky de K, les morphismes
Y9 — JC et C — JC
sont rationnels sur K.

Soit C'/ K une courbe de genre deux et J¢ sa jacobienne. Le noyau de la
multiplication [2] par 2 sur J¢ est d’ordre 16. L’application [2] peut alors se
factoriser comme produit de deux isogénies de variétés abéliennes, chacune
de noyau d’ordre 4. La variété isogeéne est la jacobienne d’une courbe C qui
peut étre déterminée. Par exemple, la courbe de genre deux C, du chapitre 3
est isogéne au produit de deux courbes elliptiques.

Soit V' une variété abélienne sur K et soit IV un entier supérieur ou égal
4 2. Notons par V[N] le groupe des points de torsion de V(K*9) dont I'ordre
divise N.
VIN]={P c V(K™)| NP =0}.

La structure du groupe V[N] est donnée par le théoréme suivant.

Théoréme 1.10. Soit V une variété abélienne sur K de dimension g. St N
est un entier premier a la caractéristique de K, alors

V[N] ~ (Z/NZ)*. (1.33)

Preuve. Cf [25]. O

1.4 Nombre de points d’une courbe de genre
g < 2 sur un corps fini.

Soit ¢ une puissance d'un nombre premier p et I, le corps fini a ¢ éléments.
L’automorphisme de Frobenius est ['application m : Fglg — Fglg définie par
7(z) = x4, laissant fixe . Si X est une variété sur F,, 7 induit un morphisme
X — X. Lorsque A est une variété abélienne et ¢ est un nombre premier
différent de p, 7 induit un endomorphisme du groupe A[¢"] pour tout entier
r, d’olt un endomorphisme du module de Tate T(A) = lim A[¢"] et enfin un
endomorphisme du Qg-espace vectoriel Vy(A) = Ty(A) @ Q. Puisque ¢ # p,
le Théoréme 1.10 entraine que Vy(A) est de dimension 2g, ou g désigne la
dimension de A.
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Théoréme 1.11. Soit A une variété abélienne de dimension g sur F,, soit
¢ un nombre premier différent de la caractéristique de Fy et soit xa(x) le
polynome caractéristique de l’endomorphisme de Frobenius de Vy(A) sur F,.
1. xa(z) est un polynome unitaire de degré 2g a coefficients dans Z.
2. xa(x) est indépendant du choix du nombre premier €.
3. xa(z) ne dépend que de la classe d’isogénies de A.
4. Supposons que A est Fy-isogéne a un produit BxC' de variétés abéliennes.
Alors xa(z) = x(x)xc ().
#AF,) = xa(1).
6. Si « est une racine compleze de x a(x), alors o = q. Par conséquent,
|| = \/q et le coefficient constant de x(x) est .

1

7. Soitr > 1 un entier. Si la factorisation compleze du polynome x a(x) est
[1.,(z—«), alors celle du polynome caractéristique de A sur l’extension

de degré r de F, est [[,(z —a").
Le polynoéme x4 est appelé le polynome caractéristique de A.

Corollaire 1.1. Soit A une variété abélienne de dimension g sur F,. Alors

(Vo — 1" < #A(F,) < (Va+1)*.
Preuve. Soit o une racine de y4(z). D’aprés le Théoréme (1.11),
lal = Vg
Par conséquent,
Vi—1<|1—af < q+1
Il en résulte que
WVa-v*< [[ N-eal<(a+D¥,
{alxa(x)=0}

ol le produit parcourt I’ensemble des racines de x 4. Et enfin,

#AF) =xa(l)= J[ 1-al

{alxa(a)=0}

D’ou le résultat suivant : O]

Théoréme 1.12. Soit C' une courbe projective lisse de genre g sur F,, soit Jo
la jacobienne de C' et soit x(z) = 2?9 —sx* 1+ le polynéme caractéristique
de l’endomorphisme de Frobenius de Vi(Jc). Alors #C(F,) = ¢+ 1 — s et,
par conséquent,

q+1—29q<#CF,) <q+1+29q.

Pour plus de détails sur le polynéme caractéristique x(z) de 'endomorphisme
de Frobenius, voir [36], [33] ou [32].
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En genre 0

Le polynéme caractéristique (de la jacobienne) d’une courbe C' de genre
0 sur [, est
x(z)=1 et #C(F,) =q+1.

Dans ce cas, la courbe C' est isomorphe a la droite projective sur F,.

En genre 1
Lorsque C est de genre un, le polynéme caractéristique de Frobenius de
Jo est alors donné par

x(x)=2>—sx+q=(z—a)lr —a)

ou «a et @ sont des conjugués complexes, de valeur absolue /g,
s=a+a, avec|s| <2/
et
q+1-29/q=q+1-2q=(/3-1)*>0.
Par conséquent, C(FF,) est non-vide d’aprés le théoréme 1.12. En particulier,
toute courbe C' de genre un sur un corps fini posséde un point rationnel sur

ce corps et est donc munie de la structure d’une courbe elliptique. On en tire
que C est isomorphe & Jg.

En genre 2

Soit C' une courbe de genre deux définie sur F,, déquation y* = f(z)
ou le polynéme f est de degré 5 ou 6 et sans facteur carré. Le polynome
caractéristique de ’endomorphisme de Frobenius 7 de V;(J¢) est un polynome
de degré 4 de la forme

p(7) = 2t — sa® +ta? — gsv + ¢ = (v — a)(z — @) (x — B)(z — B)
ol o = 63 = ¢q. Par conséquent,
#CO[F,)=q+1—(a+ta+p+8) =q+1-s,
#HOFp) = +1— (@ +a+F+5F) = +1— (s> = 21).
Les coefficients s et ¢ (et donc x(1), le cardinal de Jo(F,)), sont donc déterminés
par les équations

Ny = #C(]Fq)a Ny = #C(th)? (134)
(V7 + N)

s=q+1— Ny, t = 5

+q—N1—qN1. (135)
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Quant au calcul de Ny, il peut se faire (lorsque p # 2) a l'aide de la
formule )
N1=N1,oo+2(1+f($)7>7 (1.36)

z€lFy

Il en résulte que f(2)9Y/2 = 0 si 2 est une racine de f et, si f(x) # 0
alors f(x)@1/2 =1 ou —1 selon que f(z) soit un carré¢ de F.¢ ou non.

Enfin, N;  désigne le nombre de points a l'infini de la courbe qui sont
rationnels sur F,. Il s’ensuit que N; o = 1 si f est de degré 5 et, lorsque f
est de degré 6, Ny o = 2 ou 0 selon que le coefficient de z° dans f est un
carré de F, ou non. Notons qu’il y a une formule semblable pour Ns.

Nous allons utiliser ces formules dans le § 3.6 pour calculer les Tables 3.3
et 3.2). Pour plus de détails, voir [32], Chapitre V. Théoréme 2.4 en genre 1
et [23] ou [18] en genre 2.
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Chapitre 2

Equations de la courbe modulaire
X1(N).

Dans ce chapitre nous présentons un nouvel algorithme pour obtenir des
équations de modéles affines des courbes modulaires X;(N).

2.1 Quelques fonctions elliptiques.

Soit K un corps commutatif et une courbe elliptique £/K, d’équation de
Weierstrass

E: ¢+ (arx + az)y = 23+ ayx® + agr + ag, € Kz, yl. (2.1)

Supposons que E(K) contient un point P = (a,b) autre que l'origine Op.
Alors, en remplacant x par © — a et y par y — b, nous pouvons supposer que
P = (0,0). Cela implique que ag = 0. Donc, chaque couple (E, P) est formé
par une courbe elliptique E sur K et un point P € E(K) autre que l'origine
peut étre representé sous la forme

y? 4 (a17 + a3)y = 2° + ag2® + ayz, P =(0,0). (2.2)

Lemme 2.1. Supposons que (2.2) défini une courbe elliptique et que P est
un point de torsion.

1. Si P est d’ordre N > 3, alors ag # 0 et, aprés un changement de
variables, nous pouvons supposer que ay = 0.

2. Siaz #0 etag =0, alors P est d’ordre 3 si et seulement si ay = 0.

Preuve. (1) Soit @ # Og un point d’abscisse x(Q)) = 0. Alors
y(Q)? + azy(Q) = 0
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Siaz = 0, alors Q = P et donc x n’a pas d’autre zéro que P. Il s’ensuit
que x doit avoir un zéro d’ordre 2 en P et donc le point P est d’ordre 2,
contrairement aux hypothéses. D’ott ag # 0, et nous vérifions facilement
qu’en substituant y + Z—ix pour y nous obtenons un modéle avec ay = 0.

(2) Supposons que a4 = 0. Soit un point @ # Og avec y(Q) = 0. Alors
2(Q)* + ax(Q)* = 0,

ainsi as = 0 si et seulement si la seule possibilité pour @) est P, et donc le
point P est d’ordre 3 si et seulement si as = 0. O

A partir de maintenant, nous considérons les couples (£, P) representés
par

y? + (a1 + a3)y = 2° + aa?, asaz # 0, P =(0,0). (2.3)
Le discriminant de ce modéle est
A(E) = a3(—agai + aza} — 8asa] + 36azaza; — 16a5 — 27a3).

Supposons toujours que (2.3) définie une courbe elliptique, donc A(E) # 0.

Lemme 2.2. Soit (E, P) et (E', P') deux couples d’équations

(B) : > + (mx + a3)y = 2° + ap2®, agaz #0, P =(0,0), et  (2.4)
(E') iy + (dlx + a)y = 2° + aha?, ahaly #0, P =(0,0). (2.5)

Alors (E, P) et (E', P') sont K-isomorphes si et seulement s’il existe A € K*
tel que a, = Na; pour tout i € {1,2,3}. Lorsque c’est le cas, \ est unique.

Preuve. Si un tel \ existe, alors (z,y) — (A\?z, A3y) est un isomorphisme de
(E, P) sur (E', P’). Un K-isomorphisme ¢ de la courbe elliptique E vers E’
envoie (x,y) sur

Nz +7r XNy +ur+v), oule K* u,veEK.

Pour avoir ¢(0,0) = (0,0), nous devons avoir r = v = 0. Puisque les
coefficients de = sur F et E’ s’annulent, nous devons avoir © = 0. Donc ¢
doit étre de la forme

(z,y) = (N2, Xy).

Cela implique que a, = Na; pour i € {1,2,3}. Puisque a, = A\ay, aj = N\as
et agazabay # 0, nous devons avoir A = ajas/aszal. D’ott A est unique. O
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Proposition 2.1. Supposons que N > 4. Alors toute classe de K -isomorphismes
des couples (E, P) avec E une courbe elliptique sur K et P € E(K) un point
de torsion d’ordre N, contient un unique modéle de la forme

v+ ((L+g)x+ fly=2®+ fz*, P=(0,0). (2.6)

avec f € K*, g € K.
Preuve. Posons f=a3/ai et g=(ajas—asz)/az , alorsle modéle

y? + (@ + az)y = 7° + axx?
devient isomorphe a

v+ (L +g)r+ fly ="+ fa?,

via l'isomorphisme

x s (ag/az)x,y — (as/as)’y.
La relation asas # 0 entraine f # 0.

Si la classe d’isomorphismes contient aussi
(v* + (A +g)z+ fy =2+ f2*,(0,0))

avec f' € K* et ¢’ € K alors, en considérant les coefficients de y et de 22, le
Lemme 2.2 entraine qu’il existe A € K* tel que

FeXFoer =N
La relation f # 0 implique A = 1. O

Pour le reste de cette section, nous supposons que K = C. Nous nous
proposons de paramétrer le modéle (2.3) en utilisant les fonctions elliptiques
associées au réseau

dx
Q= _ H(E Z)}.
 syraesa |7 € HIEQ,2)

Plus précisement, en fixant zg € C/€, nous voulons décrire explicitement
I’isomorphisme

£:C/Q— E(C) tel que  £(z0) = P.
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Soit €2 un réseau quelconque dans C. La fonction elliptique de Weierstrass

est définie par la formule

ou

1 1

g2 = QQ(Q) =60 E J et gs = gg(Q) = 140 E E
we weN
w#0 w#0

(2.7)

(2.8)

(2.9)

sont les séries usuelles d’Eisenstein, ainsi que la formule de duplication

lp”(z)Q
4¢9'(2)*

En complétant le carré de I’équation (2.3), nous obtenons

©(22) = —2p(2) +

Y? = 42° + (4ay + a3)2® + 2aza12 + a
avec
Y =2(y+ %(alx + ag)).
En remplacant  par X — %(a% + 4as) nous obtenons
Y2=4X? —goX — g3, g5 — 2793 #0
et cette courbe est parametrée par

X=9p(2), Y=¢()

Il est facile d’écrire )
a = E(a? + 4ay),

tel que

1
go = E(a‘f + 8agal — 24asa; + 16a3) = 12a* — 2a,a3

g3 = —(2%a® — 2a1asa + a3).
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Le point P = (0,0) correspond au point (a, a3) sur la courbe
V2 =4X® — g X — g3,
tel que la condition £(z) = P signifie que
a = p(z), as = ¢'(20). (2.14)
Comme a3 # 0, la premiére équation de (2.13) entraine
_ 12a® — g5 _ 120(20) — g2 _ " (z0)
2a3 2¢/(20) ¢/ (20)

ou la derniére équation résulte en dérivant (2.8) et en remplacant z par zo.
Ces équations aussi avec (2.12) nous permettent de déterminer as.

a (2.15)

En résumant la discussion précédente, nous obtenons le résultat

Théoréme 2.1. Soit Q un réseau dans C et soit zy € C tel que 2z ¢ Q.
Définissons les fonctions elliptiques

/! 1 2
@) =S8 @) =36 - {5 wl) =g, 219
de sorte que p(z) = (a1(2)* + 4as(2))/12. Alors la courbe elliptique
y* + (a1(20)z + as(z))y = 2 + ag(zg)2? (2.17)
est paramétrée par les fonctions elliptiques
1
z(z) = p(z) — p(20), y(z) = 5(@’(2> — ai(z0)z(z) — a3(20)) (2.18)

et nous avons (z(2),y(20)) = (0,0).

Inversement, tout couple de la forme (2.3) peut étre parametré de cette
facon en utilisant le réseau

dx
Q0= _ H(FE 7
 syameay 17€ HEC),2)

le point zy étant la solution unique (mod Q) de (2.14).

Définition 2.1. Le diviseur d’une fonction elliptique non-nulle f associée a
un réseau de périodes 1 est la somme formelle  >_ o qva(f)[z], o va(f)
est l'ordre du zéro (ou du pdle compté negativement) de f en z € C quelconque
telle que sa classe (mod Q) est x. (Puisque C/$) est compact, v, (f) s’annule
en dehors d’un ensemble fini).

L’ordre de f est l'entier non-negatif > max(v,(f),0).
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Proposition 2.2. Les diviseurs des fonctions as, as et ajas —as sont donnés
par les formules

div(a) = Y [x] =2 [2],  div(as) = Y _ [z] - 3[0],

3x=0 2x=0 2x=0,
z#0 z#0
div(aras —as) = Y [x] =3 [z]
4x=0 2x=0
22#0

Preuve. Le cas de az(z) = ¢/(z) est bien connu. Dans le cas de as(z), nous
utilisons la formule de duplication (2.10) pour obtenir

az(z) = —p(22) + p(2), (2.19)

a partir duquel nous obtenons facilement le résultat puisque @(z) est une
fonction paire. De la méme maniére, un calcul simple en utilisant (2.8) et
(2.10) montre que

a1(2)ag(z) — as(z) = ¢'(22) (2.20)

a partir duquel nous obtenons le dernier résultat. O

Corollaire 2.1. Soit F' et G les fonctions elliptiques définies par

az(z)? ai(z)as(z) — as(z)

iy (B =0EY=700

F(z)=F(z,Q) =

Alors

div(F) =3 [2] -8 [a], (2.21)

3x=0 2x=0

x#0 x#0
div(G) = > [a] =4 ) [a]. (2.22)
2520 ey
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2.2 Polyndomes de division.

Revenons au modéle (2.3) et considérons z, ay, as, et az comme indéterminées.
Soit 'anneau A = Z[z, a1, as, as, y] ou y satisfait 1’équation
2 3 2
y° + (x4 az)y = x° + agx”.

Par la division euclidienne, tout élément de A sécrit de facon unique sous la
forme
P+ Qy avec  P,Q € Z[z,aq,as, as).

Pour tout entier n > 1, considérons le polyndéme de n-division ,,, élément
de A défini récursivement par les formules

Y1 =1, Yo = a + az + 2y,
V3 = 32t + (dag + a?)z® + 3ara3x® + 3azz + azas,
Yy = a(220° + (a] + 4ay)2® + Sazayx* + 10a32° + 10a3a7>+
(a3aza® — alay + 4a3a3)r + alaza; — a3)
et
w2n+1 = ¢n+2w2 - ¢n71¢2+1, sin > 2

¢2¢2n = ¢n(¢n+2¢i—1 - ¢n—2¢727,+1)7 sin Z 3.

Définissons de plus ¢,, et w,, par

Cbn - 1’1/1121 - wn—i-lwn—la anwn = an - 1/J72L(a1¢n + a?ﬂ/}?@)‘ (224)

(2.23)

Nous pouvons en déduire par récurrence que v, w,, ¢, € A pour tout n.

Théoréme 2.2. Soit une courbe elliptique E de modéle (2.3). Le point P =
(xo,90) de E est d’ordre divisant n si et seulement si 1, (xg,y0) = 0. Si ce
n’est pas le cas, alors

_ bn(T0,90)  wn(To, Yo)
= <¢n($0>y0)27 1/%(%; y0)3>'

De plus, st nous attribuons a x, y, ay, as et az respectivement les poids 2, 3,
1, 2 et 3 et nous consiérons Z[x,y, ay, as, az] comme un anneau gradué, alors
P, On et w, sont homogénes de poids respectifs n®> — 1, 2n? et 3n?.

Preuve. C’est un variant des formules bien connues des courbes de la forme
y* = 2% + Az + B,
qui sont discutées par exemple dans Cassels [5]. Voir aussi Lercier et Morain

[19]. O
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Nous nous intéressons a ce résultat seulement lorsque P = (0,0) et, a
partir de maintenant, nous écrivons v, a la place de 1,(0,0) et la méme
chose pour ¢, et w,. Donc v, ¢, et w, sont des éléments homogénes de
Zlay, as, a3] de poids respectifs n? — 1, 2n? et 3n?.

Nous obtenons
Yr=1, ¥y =uas, P3=a3as, = a3(aiaz— az), (2.25)
aussi bien que les relations

7vZ}2n-|—1 - ¢n+2¢g - ¢n—1¢2+17 sin > 2
a/3w2n - wn(wnJrZwal - wn721/1,21+1), sin > 3.

De plus, nous avons

(2.26)

¢n - _wn—l-lwn—la
2wnwn = an - %21(611@1 + Cl?ﬂﬁl)-

Corollaire 2.2. Soit P le point (0,0) sur la courbe elliptique (2.3) et soit
un entier n > 2. Alors nP = Opg si et seulement si 1, = 0. Lorsque ce n’est
pas le cas, alors

(2.27)

On Wn
nP= )
Les relations (2.27) sont faciles a implémenter et permettent de calculer
Y, et les coordonnées de nP rapidement par récurrence. En pratique, nous
aurons besoin de substituer des polyndémes variés pour aq, as et ag. Le lemme
suivant montre que v, est divisible par une grande puissance de a3, et nous
pouvons améliorer I'implémentation en la simplifiant.

Lemme 2.3. Soit v,,(n) l'exposant de la puissance de as divisant 1,,. Alors

nZ’ st pair
Vas (N) = , (2.28)
-1
n 1 St M IMpair.

Preuve. Quand n < 4, c’est clair d’aprés (2.25). En général, en posant
—vg,(n)
Cn = a3 : ¢n
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ot v}, (n) est définie comme étant le membre droit de (2.28). Puis, a partir
de (2.26) nous obtenons :

a3Cn12C3 — Cu1C3,  sin est pair
€2n+1 _ 3C -‘r;C C 1C3+1 ‘ ' ‘ (229)
GuraCl — asCurCyy sim est impair
pour tout n > 2.
Dans le cas ou n > 3, alors
<2n - Cn(Cn—l-Zg?Lfl - Cn—2CZ+1>‘ (2'30)

Puisque
G=G=1 @G=a e §G=aa—a

nous déduisons par récurrence que ¢, € Z[ay, az, ag] pour tout n, en d’autres
termes que
Vgy(n) > v,,(n)  pour tout n

Pour montrer ’égalité, il suffit de montrer que le terme constant (,(0) de (,,
considéré comme un polynéme a coeflicients dans Z[ay, as], est non nul. En
fait, en posant ¢, = (—1)""~1/2 nous constatons que

Cont1(0) = enag("ﬂm, pour tout n > 0

et, quand n > 1, que (2,(0) est de la forme

;1J
_ 2: n—1-2i n(n—1)/2+i
C2n(0) = €n—1 Cnily Qg )
1=0

ou ¢,; € Z et c¢,p = 1 pour tout n. A nouveau, cela peut étre vérifié par
récurrence en utilisant les équations obtenues en substituant a3 = 0 dans
(2.29) et (2.30). O]

Puisque ag est de poids 3, nous constatons que ¢, est de poids %an -1
ou "24_ L selon que n est pair ou impair. Ce qui représente une amélioration
considérable. Par exemple, a$* divise 159, alors que (50 est de poids 624 et
donc de degré au plus 208 en az. Il est donc préférable d’implémenter (2.29) et
(2.30) au lieu de (2.26). En utilisant (2.27) nous pouvons calculer la puissance

de ag divisant ¢, et w, et accélérer le calcul de nP lorsque nP # Og.

Cependant, comme nous le verrons dans la section suivante, la poursuite
de la simplification est possible dans le cas nécessaire pour calculer les équations

de X1(N).
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2.3 Une premiére équation de X;(V).

Soit un entier NV > 4 fixé. Notons par ‘H le demi-plan supérieur
H={reC|S()>0}.

Soit 7 € H, notons par €2, le réseau dans C de base (7, 1). Lorsque ¢ € {1,2,3}
nous écrivons a;(7) au lieu de a;(1/N,Q,) ou z — a;(z,Q) est la fonction
elliptique utilisée dans le Théoréme 2.1. Posons

F(r) = FA/N.Q,) et g(r) = G(L/N, )

ou I et GG sont les fonctions définies dans le corollare 2.1. Donc, d’apreés
(2.19) et (2.20),

(p(l/N, Q‘r) B 9(2/‘]\[’ QT))3
¢'(1/N,Q)? ’

_ ¢'(2/N, Q)
)= SN

f(r) =

Lemme 2.4. Soient les polynomes homogénes 1, € Zlay,as, as] introduits
dans le § 2.2. Alors

Uy (a1(7), as(7),a3(1)) =0 pour tout T € H. (2.31)
Preuve. Cela résulte du Théoréme 2.1 et du Corollaire 2.2. O]

Théoréme 2.3. Soit un entier N > 4.

1. Les fonctions f et g sont des fonctions modulaires sur I'y(N) et engendrent
le corps de toutes les fonctions modulaires sur I'y(N).

2. Nous avons
Yn(L+g, f, f)=0. (2.32)

Preuve. Les fonctions
7 — p(1/N,Q,), T @ (1/N,Q;) et 71— ¢"(1/N,Q,)

sont des formes modulaires sur I';(N) de poids 2, 3 et 4. Il s’ensuit que
a;(7), i € {1,2,3} est une forme modulaire de poids i. Donc f et g sont des
fonctions modulaires sur I'y (V).

Pour montrer que f et g engendrent C(X;(NN)), nous les interprétons
comme des fonctions méromorphes sur la surface de Riemann compacte

X1 (N).
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Rappelons que si X est une surface de Riemann compacte quelconque et
S un sous-ensemble du corps C(X) des fonctions méromorphes sur S, alors S
engendre C(X) si et seulement s'il existe un sous ensemble U ouvert non-vide
de X tel que si P et @ sont deux points de U tels que ¢(P) = ¢(Q) pour
tout ¢ € S, alors P = Q).

Appliquons ce qui précéde en prenant X = X;(NV), U = X; (V) dépourvue
des pointes et S = {f, g}, assertion résulte alors du Lemme 2.1. Ce qui

prouve (1). L’assertion (2) résulte du Lemme 2.4 et la Proposition 2.1.
0

Remarque 2.4. Comme le référé nous ’a indiqué, les fonctions a;(7) sont en
fait des formes modulaires holomorphes partout (c’est a dire, y compris aux
pointes). Pour voir cela, nous utilisons le fait que les fonctions

7= (p¥(, QT>)2=1/N

sont holomorphes pour tout & > 0. Puisque a3(7) = ¢'(1/N, §2,), cela entraine
que ag est holomorphe. Pour montrer que a; et as sont holomorphes, nous
constatons que

3@(1/]\[7 QT) - ial(T)Q = QQ(T) = @(1/‘]\[7 QT) - @(Q/Na QT)a

ol la deuxiéme égalité résulte de (2.19). Ce qui entraine que ay et a? sont
holomorphes. Puisque a; est méromorphe et son carré a? est holomorphe,
nous pouvons conclure que a; est elle-méme holomorphe.

Nous pouvons utiliser le Théoréme 2.3 pour obtenir un modéle affine plan
de X;(N) comme suit ; nous savons que si

v 4+ (1 +g)x+ fly = 2% + fo? (2.33)

est une courbe elliptique et si P = (0,0), alors NP = O si et seulement si

¢N(1+gaf7f) =0.

Le discriminant de cette courbe elliptique est
A= —f*(16f%+ (8¢ —20g — 1)f + g(g + 1)*). (2.34)

Par conséquent, nous pouvons simplifier de ¢y (1+4g, f, f) les facteurs communs
avec ce discriminant. Notons par \I/%’g) € Z|[f, g] le polynéme ainsi obtenu,
normalisé (au signe prés) en supposant que les coefficients sont des entiers
premiers entre eux.

Notons que, si M divise N, alors M P = O entraine NP = O, de sorte

que \Ifg\f,’g) divise \I’%’g).
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Donc \D%,g ) se factorise sous la forme

v =TT o5, (2.35)
M|N

ol @5\’/}9)( f,g) s’annule si et seulement si l'ordre de (0, 0) est exactement M.

Alors, le Théoréme 2.3 entraine que CID%’Q) = 0 est I’équation d’un modéle

affine plan de X;(NV).
D’aprés le Lemme 2.3, le terme fYa3(¥) divise 4,(1 + g, f, f). En fait,
nous pouvons faire mieux que cela.

Théoréme 2.5. Soit

3k2 st n =3k
vi(n) = q 3k* + 2k si. n=3k+1 (2.36)
3k2 +4k+1 si n=3k+2.

Alors, pour tout n > 1, nous avons gl = f_”;(")wn(l +9,f,f) (au signe
pres).

Preuve. Soit 0,, = f”’;(w”)wn(leg, f, f). Montrons que o) = f,, pour tout
n>1.

Les formules (2.25) et (2.26) entrainent

01:92:03:1, 94:g7 05:g—f (237)
et, quand N > 6,
(93n(63n+2‘9§n—1 - 93n—29§n+1> s1 N = 6”;
f83n+28§n — 6’3n_16’§n+1 si N =6n+ ]_,
HN = 93n+1 (f03n+39§n - 03n—1‘9§n+2) S% N = 6n + 27 (238)
93n+39§n+1 — 03n0§n+2 S1 N =6n + 3,
93n+2 (63n+46§n+1 — f93n6§n+3) si N = 6n + 4,
L93n+40§n+2 — f93n+19§n+3 si N =6n + 5.

Il en résulte que 6,, € Z[f, g] pour tout n. En effet, si n < 5 ceci résulte
de (2.37) et pour des grandes valeurs de n il résulte de (2.38) par récurrence.
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Pour conclure, nous avons besoin de monter que 6,, est premier au discriminant

(2.34) de la courbe elliptique (2.33), et que les coefficients de 6,, sont deux
a deux premiers entre eux. Montrons d’abord que f ne divise pas 6, en
montrant que le terme constant ,,(0) de 6,,, considéré comme un polynéme
en f a coeflicients dans Z[g|, n’est pas nul (comparer avec la démonstration
du lemme 2.3). En effet, nous obtenons

) ) m 1
em ST (—1)igmim+D)/2—i — Em_lgmmm/zu S N —3m

mm)/2 5i N=3m+1 ou si N=3m+2,

(2.39)

€Emyg

oll encore
€ = (_1)m(m—1)/2

Ceci peut étre montrer par récurrence sur ’entier naturel N en utilisant la
formule obtenue en substituant f = 0 dans (2.37) et (2.38).

Pour monter que 16 f2+ (8¢g% —20g — 1) f +g(g+1)? ne divise pas 6,,, nous

remarquons que dans le cas contraire, g(g + 1)* diviserait 6,,(0), ce qui n’est
pas le cas d’aprés (2.39). Finalement, (2.39) montre aussi que £1 apparait
comme un coefficient dans 6,, ce qui termine la démonstration.

]

D’aprés la discussion précédente, il s’ensuit que les relations (2.37) et
(f.9)

(2.38) donnent une procédure récursive permettant de calculer Wy3'?’, et par

conséquent @%’g), en principe pour tout N > 1. La premiére colonne de la
Table 2.1 donne les polyndémes @%’g) pour tout N, 4 < N < 15.

2.4 Une équation améliorée de X;(N).

Il est naturel de se demander si d’autres choix de générateurs de C(X;(V))

donnent des equations plus simples, c’est a dire de degré plus petit que
celui de @%’g ). En général, si deux éléments z et y de C(X1(NV)) engendrent

C(X1(N)), notons par @g\f’y) un polynome de plus petit degré tel que

o (r,y) =0

(c’est défini seulement & une constante multiplicative non-nulle prés). En

(z,y)

particulier, si x et y engendrent C(X;(N)), alors &5 = 0 est un modéle
affine plan de X;(N).
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En particulier, on peut se demander si de tels générateurs peuvent étre
définis en termes de f et g d’'une maniére uniforme, c’est a dire par une
formule qui est indépendente de N. Ce cas a été initialement observé expérimentalement,
et nous n’avons pas d’explications satisfaisantes ni pourquoi les choix suivants
marchent, ni pourquoi cela produit des équations plus simples que d’autres
substitutions similaires qui ont été essayées.

Avant d’aller plus loin, nous énongons le Lemme suivant.

Lemme 2.5. Notons par F' et G les fonctions elliptiques utilisées au Corollaire 2.1.
Alors

div(G = F) =Y [2] -8 [a],

5x=0 22x=0
z#0 x#0
div(G* =G+ F)= > [2]-8) Ia],
6x=0 2x=0
22#0,3x#£0 z#0
div(G® = GF + F?) = ) [¢] =16 > [x],
Tx=0 2x=0
x#0 40
div((F +1)G* —3FG +2F%) = Y [1] - 16 > [a].
20 g

Preuve. D’apreés le Corollaire 2.1, le diviseur polaire d’un monéme de la forme
FFG* est donné par
(8% +40) > [l

2x=0
x#0

ou k et ¢ sont des entiers positifs.

Considérons par exemple le cas de la fonction G2 — G+ F. D’aprés ce que
nous venons d’énoncer, le diviseur polaire de cette fonction est supporté par
les trois points xy, o, x3 d’ordre 2 et s’écrit sous la forme

alx1] + blxs] + c[z3]

avec a, b et ¢ positifs et ne dépassant pas 8. Donc G? — G + F est d’ordre au
plus 24. D’autre part, G>— G+ F s’annule aux points d’ordre 6 sur C/<. Cela
peut étre déduit du fait que Y = g2 — g + f. (voir la Table 2.1). Comme
il y a 24 points d’ordre 6, nous en déduisons que l'ordre de G?> — G + F est
au moins 24. Donc il n’y a pas d’autres zéros ni poles et div(G? — G+ F) est
comme prévu. Un argument similaire marche dans les autres cas. ]
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Revenons a notre discussion sur les équations de X;(N). Supposons que
N > 6. Alors le Lemme précédent entraine que g — f ne s’annule pas
identiquement sur X; (V) et le méme procédé est vrai pour g par le Corollaire 2.1.
Donc

t=flg et s=g*/(f—g)
sont des fonctions bien définies sur X;(/N) et nous pouvons résoudre pour f
et g pour obtenir

f=tlt—1)s e g=(t—1)s.
Par conséquent, s et t engendrent C(X;(N)) quand N > 6.

Dans la deuxiéme colonne de la Table 2.1, <I>§3’” est déterminé pour tout
N, 6 <N <15.

D’autres calculs suggéraient un autre choix de générateurs. Soit

t—1 (s+1)(t—1)
= =7 2.40
" s+1’ 1 t+s ( )

En termes de f et g, nous avons

=9 q:(92—9+f)(f—9)' (2.41)

9> =g+ 1) 92— fg+ f?

En utilisant Lemme 2.5, nous remarquons que ¢ et r sont bien définis
lorsque N > 8, et nous pouvons résoudre pour ¢ et s pour obtenir

t=q(r+1)+1 et s=q(r+1)/r—1.

Il s’ensuit que ¢ et 7 constituent un ensemble de générateurs de C(X,(V))
lorsque N > 8.

Il en résulte que

= q1+7r)1+q+qr)(g+qr—r) = (qir+1)+1)f

r r

qui nous permet d’écrire I’équation de la courbe elliptique correspondante.

A nouveau, dans la colonne de droite de la Table 2.1, nous présentons le
polynome @%’T) pour tout N, 8 < N < 15.

44



Remarque 2.6. Comme nous avons déja expliqué, nous n’avons pas d’explications
complétes pourquoi les paires de générateurs {f, g}, {s,t} et {q,r} ménent
succéssivement a des équations plus simples de X (V). Nous remarquons que,
puisque dans les travaux de plusieurs auteurs, les fonctions modulaires qui
apparaissent dans les équations ont leurs diviseurs supportés par les pointes,

et sont donc des unités modulaires (voir par exemple [15]). En outre, certaines
combinaisons simples de nos fonctions modulaires sont des unités modulaires.
Par exemple, s, t et aussi s + 1, — 1 et s + ¢ sont des unités modulaires
quand N > 8 et nous avons

r=0t—-1)/(s+1) et q=(s+1)(t—1)/(t+59),

et donc ¢ + 1 et r — ¢ sont aussi des unités modulaires quand N > 10. Tout
ce qui précéde peut étre vérifié en utilisant le Lemme 2.5.

2.5 Commentaires sur les tables.

Nous présentons trois tables donnants des informations concernant les
équations de X; (V) que nous avons obtenu. Dans chaque table, la premiére
colonne indique la valeur de N sous considération et dans la seconde, g
rappele le genre de X;(N).

Pour trouver les équations, premiérement, nous calculons ¥y (1 + g, f, f)
en utilisant les relations de récurrence (2.25), (2.26) et (2.27) ainsi que les
relations :

N N N -1 N+1
—5 P =P siNest pair et ——P= T+P si N est impair.

A partir de cela, nous déterminons CIDS\];’Q) en enlevant les facteurs communs

avec ¥y (14g¢, f, f) quand M est un diviseur propre de N et avec le discriminant

de la courbe. Nous calculons alors @S\?’t) en substituant

f=tlt—1)s et g=(t—1)s

dans CIDS\J;’Q) et en enlevant les facteurs inutiles. Nous obtenons (ID%’T) de @S\i’t)
d’une maniére similaire. Nous remarquons qu’il est extrémement important
d’enlever les facteurs inutiles de ¥y (1 + g, f, f) avant de substituer. Par
exemple, d’aprés le Lemme 2.5, nous savons que f%3 divise v50(1 + g, f, f),
de sorte qu’en substituant f = ¢(t — 1)s, il résulte un facteur inutile de

(t — 1) qui, une fois développé devient trés grand devant
U (14 (t — 1)s, t(t — 1)s, t(t — 1)s).
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Comme nous I'avons déja indiqué, les trois colonnes a droite de la Table 2.1
donnent les équations de X;(N) pour les ensembles de générateurs {f, g},
{s,t} et {q,r} pour ces valeurs de N entre 4 et 15 pour lesquels les deux
membres de I’ensemble sont définis, et une entrée vide indiquant que ce n’est
pas le cas. Cela montre clairement, que pour les valeurs indiqués de N, la
simplification obtenue en passant de I'ensemble {f, g} a ’ensemble {s,t} et
aprés & {q,r}, est considérable.

Plus loin, les calculs réveélent des simplifications similaires pour des valeurs
plus grandes de V.

La troisiéme colonne de la Table 2.2 présente des modéles de X (/N) pour
11 < N <20, dont la plus part sont bien connus.

Ces équations sont données en termes de deux fonctions u et v. Les deux
derniéres colonnes donnent s et ¢ en termes de u et v. Ces équations sont pour
la plus part trouvées par tatonnement en essayant des substitutions variées
dans CIDE\‘O}’t).

En substituant pour s et t en les coefficients de la courbe elliptique
Y+ (14 (t — Dsz +t(t —1)s)y = 2° + t(t — 1)sa?,

nous obtenons I’équation de la courbe elliptique correspondante en termes de
u and v. Puisque le polynéme (ID%’T) est obtenu par une procédure récursive
comme nous 'avons expliqué avant et qui est facile a implémenter, et il
devient rapidement grand lorsque N augmente, il semble de les reproduire
en détail ici.

Dans la Table 2.3, nous présentons les degrés deg, (IDE\?’T) et deg, Cbg\?’” ainsi
que le degré total deg,,., " de ®'¢") pour tout N de 16 & 51.

Rappelons que la gonalité d’une courbe algébrique projective irréductible
X est le plus petit degré d'un morphisme surjectif de X sur la droite projective.
C’est aussi la plus petite valeur possible du degré en termes de 1'une des
variables de 1'équation affine plane de X. En particulier, si v(N) désigne la
gonalité de X;(N), alors

’)/(N> S min (degr (I)g\?ﬂ")’ degq (I)g\?,r)) .

Cependant, cette borne n’est pas toujours la meilleure possible. Par exemple
les degrés en u et v des équations dans la Table 2.2 sont également des bornes
supérieures, et sont parfois plus petites.
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Le corps de fonctions de la courbe modulaire X (/N) posséde deux générateurs
f et glorsque N >4, s et t lorsque N > 6 et g et r lorsque N > 8.

Remarque 2.7. Le genre de X;(12) étant égal a 0, C(X;(12)) est un corps de
fonctions rationnels. Voici une autre méthode pour déterminer un générateur.
Nous remarquons que ’équation de X;(12) en termes de ¢ et s peut s’écrire
sous la forme :

(25 +t(t 4+ 1))* = (t — 1)*(t* + 4t — 4).

En écrivant
d=(2s+tt+1))/(t—1),

nous remarquons que la conique
=t +4t—4

est aussi un modeéle de X;(12). Nous obtenons ainsi un paramétre rationnel
en prennant le gradient v de la droite joignant le point ( —-3,5/ 3) a un point
arbitaire (¢, d) de la conique, ce qui montre que :

d—1 t*+2s+1

Ti—1 (t-1) (2.42)

u

est un générateur de C(X;(12)).
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TAB. 2.1 — Les polynomes {9 (% " 4 < N <15

N g (I)S\J;:g) @%:5) (I)S\?:T)

4 10|g

510g—f

6 [0|g>—g+f s+1

7101]¢%— fg+ f? t+s

8 0| (f+1)g*>—3fg+2f> (s+2)t—1 q+1

910|¢°—g"+(f+1)g*~ t—(s*+s+1) r—q
3fg° +3f%g— f?

100 g°+ fg* —3fg3+ (824 3s+ 1)t + 52 (> +q—1)r
(Bf*+ flg> —2f°g+ f° +q(q +2)

11[1] fg" = (Bf+1)g° +3f(f+2)g> |#?+5(s*+3s+4)t—s r?+¢*r +(¢* +q)
—9f2g* + f2(4f — 1)g*+
339> =3f'g+ f°

1210 ¢5—(f—1)g*—5fg>+ (s +3)t* + (s — 3)t+ (g+2)r+1
fA(f+10)g* —9f%g + 3f* s+ 1

1312 g+ f2¢° —6f(f+1)g° t— = (¢ + ¢ = 1)r
+f(5f2+21f+3)g"— (s + 55> + 952 + 4s + 2)¢? —q(g+1)?
f(24f2 +13f + 1)g°+ +(83 4 652 4+ 3s + 1)t + s*
3f2(f +2)3f +1)g°—
I5f(f+ 1)g* +4f*(f +5)g°
—15f°g* +6f°g — f7

14 1| fg° —3fg%+ (4f>+6f+1)g" (8% + 55 + 65 + 1)t? (¢ +2¢*>—q—1)r?
—f(f2+17f +10)g5+ —(s*+383 4+ 652+ T7s+ 1)t + s | +q(3qg +2)r—
f(16f2 4+ 30f 4+ 1)g°— ¢*(g+1)
52(f2+8f +1)g*+
5F3(5f +2)g> = 2f*(3f +5)g°
+£°(59 — f)

151 g"+(f=1)g"”+(f*=3f+1)g" | >+ 2

—(3f2+2f +1)g*%+
(Tf3+19f2+8f +1)g°—
f(36f%+37f +9)g*+
f2(18f2 +73f +36)9"—
2f3(31f +37)g5%+

P97 +81f —1)g°—
5/49f = )g* +10f°(f — 1)¢°
+10f%g*> = 5f7g + f°

s(s* +7s% + 18s% + 195 + 10)t2
+s(st 4 4s% — 5s — 5)t+
s(st+ s +s2+s+1)

q(q¢ —1)(¢* + 3¢+ 3)r
+¢*(¢* + 3¢ + 3)
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(T —n—n)(1—n)n+

(T+a)(1—n) (1 —n)a
1+ ng—an— N+a(l+n—n) AT =1 — g — n)(T —n) + (g — ng)n — o0 0z
L+ m)gn — alg —np — ) (1 + )
Imimlzmlmﬁmﬁ+m:HN+t§+m:vs
+¢2(T + N — NGT — ¢n — 8T + (NTT + gng)
L-n (1—=n)(T—n+g0)
+.a(g+ .y — NG — . N¢ 4+ Nf + N) +
I+n—a+ .0 A{1—=1n)+a(1—n)— a+ ) pUT + M — NG — ynE + N+ gn) + ¢ 61
(T +7n)—an— 0 22— (T +ng) +,(1+n)
+n)n+a(]+ne+ ng+.n)— o
o= (1+n) an + (1 +n) (1 +7) (T+ng+ng+¢n) — 8T
:.Taﬁlfﬁwlfmz._'m@lw:mlmil
n—a a
gt —a—Nng n—,n+4a maﬁmnfﬁwn_vmﬁﬂlwﬁvn_.mﬁmlﬁmlmzmv._uwa LT
(T —ng — )1 —n)en
I—n Q
— —a(1 —ng — n)(1—n)+,a
[+ —0 ¢ — 1+ A1 +ng)(1 —n) — .0 (T=ne=gmt=n+, ol
§®+m3 gh A +3VS|SA |_|3v+ }
kLl ola L2+ N+ NAg — A — 4 1 I ¢ I 2 q1
n (31 + agng + ZagnG + can)
a ng + ,ne — .n) —an+ .0 il
aQ (g —n)yn —a(L —ng)en — ,0(9 —n),n — ang + .a) ( z ¢h) 4
S+ a(n —1) T I ¥ I ¢ z eT
n V3
n-+an a
I+n—a n+a+ .0 +ang + . ¢l
T
[—n+a ¢ LT — 0 — 0 11
i ! (a'n)Ng | 6| N

02> N > TT ()@ SOwouk(od so — g7 "avL,
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TAB. 2.3 — Le degré en r, en ¢ et le degré total de @%’T), 16 < N < 51.

N | g |deg, ®¥" | deg, ®N" | deg o X" | N | g | deg, ®¥" | deg, DR | deg,yp D"
16| 2 3 3 5 34|21 11 16 23
17| 5 5 8 3525 15 21 32
18 2 3 4 6 36|17 11 16 23
197 5 6 10 37140 18 24 37
20| 3 3 5 6 38 28| 14 20 29
21| 5 5 7 11 30033 18 24 37
22| 6 4 7 11 4025 16 20 32
23| 12 7 9 14 4151 22 30 45
24 5 6 7 11 42(25] 15 20 30
25 | 12 8 11 16 43|57 24 33 49
26 | 10 7 9 15 44(36| 19 25 39
27 | 13 8 12 17 45|41 23 31 47
28 | 10 7 10 15 46 (45| 21 29 44
20122 11 15 22 ar|70| 29 39 59
30| 9 8 9 15 48|37 19 28 41
31126 13 17 26 49]69| 31 42 64
32017 10 14 21 50|48 23 32 48
33|21 12 17 26 51165| 30 41 62
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Chapitre 3

Courbes de genre deux a bonne
réduction partout.

Dans ce chapitre, nous nous proposons de construire des courbes de genre
deux & bonne réduction partout sur des corps quartiques et & bonne réduction
tordue partout sur des corps quadratiques. Il découle des travaux de Fontaine
et d’Abrashkin [1], [10] qu’il n’existe pas de telles courbes sur Q.

3.1 Premiers résultats

Soit C' une courbe (projective, lisse) de genre deux sur un corps de
nombres K. Alors C' admet un modeéle affine de la forme y?> = P(z) ou
P est un polyndéme de degré 5 ou 6 a coefficients dans K et toutes les
racines sont simples. Soit p un idéal premier de caractéristique résiduelle
impaire d’un corps de nombres K. La courbe C' a bonne réduction en p si
et seulement si nous pouvons choisir P(z) a coefficients dans ’anneau local
O, en p de sorte qu’il reste sans facteur carré aprés réduction (mod p). Ce
qui est équivalent a : le discriminant de P est un ¢élément inversible de O,.
Lorsque la caractéristique résiduelle de p est 2, nous aurons besoin d’utiliser
un modele de la forme

v +Q(a)y = P(a), (3.1)

ot les polynomes P et ) sont a coefficients dans O, et P+ Q?/4 est de degré
5 ou 6 sans facteur carré et sans racines multiples. La courbe C' a bonne
réduction en p si et seulement si nous pouvons choisir P et ) de sorte que
28 fois le discriminant de P + Q?/4 est un élément inversible de O,.

Afin d’avoir une notation uniforme, nous écrivons A¢ pour 28 fois le
discriminant de P 4+ Q*/4 (Pour plus de détails, voir I'article de Lockhart

[21]).
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Le discriminant As dépend du choix des polynémes P et ) et non
seulement de la courbe C'.

Un modéle de la forme (3.1) est appelé un modéle de Weierstrass de la
courbe C' de genre deux.

Notons par Ok 'anneau des entiers de K. D’apres le paragraphe précédent,
si la courbe C'a un modeéle de Weierstrass (3.1) avec P et @ a coefficients dans
O tels que A¢ est un élément inversible de O, alors C' a bonne réduction
partout.

Nous nous proposons de construire des courbes de genre deux a bonne
réduction partout sur des corps quartiques et & bonne réduction tordue
partout sur des corps quadratiques.

Proposition 3.1. Soit p, b € K et soit C' de modéle de Weierstrass
y* 4 (pr® +pr)y = 2° + (H2)2* + b2® + (52)2” — = (3.2)
Alors Ac = ((p* + 2b)? + 108)2.

Ce résultat se vérifie par un calcul, et méne a la construction suivante
d’une famille infinie de courbes de genre deux & bonne réduction partout sur
des corps de nombres quartiques.

Proposition 3.2. Soient un entier impair b et un nombre algébrique p tels
que ou bien (p* + 2b)* = —107 ou bien (p* + 20)* = —109 est vérifiée. Soit
un corps de nombres K engendré sur Q par p. Alors la courbe (3.2) a bonne
réduction partout sur K.

Puisque b est un entier rationnel, il est clair que p appartient & O et,
puisque b est impair, (3.2) est & coefficients dans Q. La condition suivante

(p* +2b)* = —107 ou — 109 (3.3)
entraine Ag = 1.

Le corps K est une extension quartique de Q. Le groupe de Galois de sa
cloture galoisienne est le groupe diédral d’ordre 8. Puisque nous ne connaissons
pas d’exemples de courbes de genre deux a bonne réduction partout sur un
corps de nombres de degré 2 ou 3, les corps K de la proposition 3.2 semblent
étre des corps de plus petit degré connus sur lesquels nous connaissons des
exemples de courbes de genre deux a bonne réduction partout.

Le reste de ce chapitre est consacré a 1’étude des propriétés diverses de
ces courbes ainsi que leur utilisation pour construire des courbes de genre
deux avec différentes propriétés arithmétiques.
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En écrivant
w=p>+2b et Y=y+ %(pr + px), (3.4)
nous remarquons que la courbe C' d’équation (3.2) est isomorphe a
V? =a(x+1)(2® + (w4 6)2” + H(w — 6)z — 1). (3.5)

De plus, A¢ = (w? + 108)2,

Définition 3.1. Soit X est une wvariété projective lisse sur un corps de
nombres K. Une tordue de X est une seconde variété projective lisse sur
K isomorphe a X sur une extension finie de K.

Définition 3.2. Soit X une variété projective lisse sur un corps de nombres
K. La variété X a bonne réduction tordue partout si, pour un premier donné
p de K, il existe une tordue de X qui a bonne réduction en p.

En se spécialisant aux cas w? = —107, et w? = —109, nous donnerons

deux constructions qui ménent au résultat suivant :

Théoréme 3.1. Il existe une infinité de courbes de genre deux sur des corps
quadratiques a bonne réduction tordue partout.

3.2 Bonne réduction tordue.

Soit K un corps de nombres et p un idéal premier de K. Comme dans
I'introduction, la variété projective lisse X définie sur K a bonne réduction
tordue en p s’il existe une tordue de X a bonne réduction en p. D’aprés
le critére de la jacobienne appliqué a n’importe quel modele lisse de X, la
variété X a bonne réduction en dehors d'un ensemble fini de premiers. Si
X n’a pas bonne réduction en p et si 'une des tordues X’ de X a bonne
réduction en p, alors X’ devient isomorphe & X sur une extension finie de
K, pour que X acquiert bonne réduction sur K. Cela signifie que X a bonne
réduction potentielle en p.

Soit ¥ un ensemble de premiers de K. En réitérant cette procédure, nous
déduisons que si X a bonne réduction tordue en tout premier de K qui
n’appartient pas a X, alors X a bonne réduction potentielle en dehors de 3,
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c’est-a-dire qu’elle acquiert bonne réduction en tout premier de K sur une
extension finie de K.

Dans toute la suite, nous désignons par C' soit une courbe soit une variété
abélienne.

Soit C' une courbe de genre g > 1. Si la courbe C' a bonne réduction en
p, alors la variété jacobienne Jo de C' a bonne réduction en p. La réciproque
est fausse en général ; si C' est une courbe de genre deux, alors Jo a bonne
réduction lorsque C est la réunion de deux courbes de genre un se coupant en
un point. Par conséquent, nous ne pouvons pas utiliser des surfaces abéliennes
a bonne réduction partout pour construire des courbes de genre deux a bonne
réduction partout.

Soit une courbe elliptique F/K, et fixons un modéle de Weiestrass
E:y*=2%+ax+0b, a, b e K. (3.6)

Nous savons que, si ab # 0, chaque tordue de F a un modéle de Weierstrass
de la forme
E;:y* =2 +d’ax+d°b ou deK*. (3.7)

Deux tordues Ey et Ey sont K-isomorphes si et seulement si d’/d est un carré
dans K. En général, E; est isomorphe a E sur K (\/E), et E, est appelée
tordue de E par K(v/d).

Lorsque a = 0, chaque tordue de E a un modéle de la forme
vy’ =2 +db avec de€K* (3.8)
et devient isomorphe a E sur K (v/d).
Lorsque b = 0, chaque tordue de £ a un modéle de la forme
y* =2*+dax avec de K* (3.9)

et devient isomorphe a E sur K(v/d).
Ces cas correspondent respectivement aux courbes elliptiques dont I'invariant
J est égal soit a 1728 soit a 0.

Soit un premier p de K et soit O, 'anneau des entiers de K en p. Soit
E/K une courbe elliptique d’équation de Weierstrass généralisée

E: 4 (ax+a3)y = 2° + axx® + ayx + ag (3.10)
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ou a; € O, pour tout i € {1,2,3,4,6}.

Notons par A, € O, le discriminant de ce modéle et par vg(p) la valuation
p-adique de A,. Si A} est le discriminant d’un second modele de Weierstrass
sur O, et vi(p) sa valuation p-adique, alors v (p) = ve(p) (mod 12). La
courbe elliptique F a bonne réduction en p si et seulement si, il existe un
modeéle (3.10) avec vg(p) = 0.

Supposons que F a un modéle de Weierstrass (3.6), et que l'invariant
modulaire j de FE est différent de 0 et de 1728. Si F a bonne réduction
tordue en p, alors £ acquiert bonne réduction sur une extension quadratique
L de K. Si ‘B est un premier de L divisant p alors, d’aprés ce qui précede

ve(P) =0 (mod 12).

Il s’ensuit que vg(p) = 0 (mod 6) (et en effet, vg(p) = 0 (mod 12) si p est
non-ramifié dans L).
Lorsque p parcourt tous les premiers de K, nous obtenons le résultat

Lemme 3.1. Soit un ensemble fini ¥ de premiers de K et soit une courbe
elliptique E d’équation (3.6), et de discriminant D = 16(4a®+27b%). Supposons
que ab # 0 et que E a bonne réduction tordue partout, alors D est la puissance
sizieme d’un Ok x-ideal fractionnaire de K.

Notons par Ok x l'anneau des éléments de K qui sont entiers en tout
premier de K qui n’appartient pas a . Nous utilisons le lemme précédent
pour démontrer les résultats suivants, en utilisant I’argument de Shafarevich
[29] qui montre qu’il n’existe pas de courbes elliptiques & bonne réduction
partout sur Q et que seulement un nombre fini de classes d’isomorphismes
de courbes elliptiques sur un corps de nombres K a bonne réduction partout
en dehors d'un ensemble fini de premiers de K.

Théoréme 3.2. [l n’existe pas de courbes elliptiques sur Q a bonne réduction
tordue partout.

Preuve. Considérons a nouveau les courbes elliptiques de modele de Weierstrass
(3.6). Supposons (dans la preuve) que a, b € Q et que X est vide.

Si a = 0, alors chaque tordue de F est de la forme y? = 2 + b, et le
discriminant est 16-27b%. Mais une telle courbe ne peut avoir bonne réduction
en 3, puisque la valuation 3-adique de 16 - 27b? est impaire pour tout b € Q*
et, par conséquent, elle ne peut pas étre divisible par 12.

95



Si b= 0, alors chaque tordue de E est de la forme
v’ =2 +axr avec a€Q*. (3.11)

Posons a = 2™A, avec A une unité en 2 et supposons que 0 < m < 3.
Le discriminant est maintenant 2673 A3, Puisque vg(2) = 0 (mod 12), alors
m = 2. L’algorithme de Tate [34] montre que E ne peux avoir bonne réduction
en 2.

Supposons alors que ab # 0. Le Lemme 3.1 montre qu’il existe d € Q*
tel que D = ed® et

16(4a® 4+ 270*) = ed® on e € {£1}. (3.12)
En posant
E=-(3-2%-a)/d, n=(3-2-b)/d (3.13)
nous obtenons
=€ 4+27e¢ on ec {*1}. (3.14)

Donc (£,7) est un point rationnel sur I'une des courbes elliptiques
y? = 2% + 27e.

Le rang de ces deux courbes est 0 et que la torsion rationnelle est d’ordre 2.
Il en résulte que (£,71) = (3¢,0) ot € € {£1} et par conséquent b = 0, un cas
qui a été déja exclu. O

Puisque deux courbes elliptiques sont des tordues I'une de 'autre si et
seulement si leurs invariants modulaires sont égaux, il est naturel donc de
considérer la bonne réduction tordue comme une propriété de l'invariant
modulaire.

Théoréme 3.3. Soit K un corps de nombres et ¥ un ensemble fini d’idéauz
premiers de K. Alors, il n’existe qu’un nombre fini de j € K qui sont des
mvariants modulaires de courbes elliptiques a bonne réduction tordue en tout
1déal premier de K n’appartenant pas a X.

Preuve. Commengons par élargir ¥ de sorte que 'anneau Ok 5, des X-entiers
soit un anneau principal.

Soit E/K une courbe elliptique, & bonne réduction tordue en dehors de
Y. Alors E a un modéle de Weierstrass de la forme (3.6) sur Ok . Nous
pouvons supposer que ab # 0. En effet, si ab = 0 alors l'invariant j est soit 0
soit 1728.
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D’apres le Lemme 3.1, le discriminant D de la courbe elliptique E est

de la forme ed®, ol € appartient au groupe des éléments inversibles (’)[X(,E de
O[gg, et 0 ?é de OK;;.

Comme dans la preuve du Théoréme 3.10, en posant
E=—(3-22-a)/d* et n=—(3-22.b)/d’, (3.15)
de sorte que
n? =&+ 27e (3.16)
et tel que (&, 1) soit un point K-rationnel de la courbe elliptique C, d’équation
y? = 23 + 27e.

Maintenant, si € appartient & O ., alors les deux courbes C, et Cy sont
K-isomorphes si et seulement si € /e est une puissance sixiéme dans K.

Nous aurons besoin seulement de considérer les courbes C. lorsque €
parcourt un ensemble de représentants du groupe fini O /(O 1)°, (il s’agit
d’un ensemble fini de courbes).

Choisissons € tel que (§,n) € C..
Nous rappelons que l'invariant jp de F est défini par la formule
jg = 1728(64a*)/D (3.17)

Il s’ensuit que
ip = —2°¢Je.
De plus, puisque E a bonne réduction potentielle en dehors de »:; alors
Jr appartient & Ok x.

Puisque les premiers de K divisant 2 appartiennent a >, nous constatons
que ¢ € Ok . Mais, par un théoréme de Siegel [31], C n’a qu'un nombre fini
de points (£, 1) tels que £ € Ok . Il s’ensuit qu’il n’existe qu'un nombre fini
de possibilités pour jg. O

Il est naturel de se demander si les Théorémes 3.10 et 3.3 peuvent se
généraliser aux courbes de genre supérieur ou aux variétés abéliennes de
dimension supérieure. Dans § 3.4 et § 3.5 nous allons construire des exemples
de courbes de genre deux a bonne réduction tordue partout sur certains corps
quadratiques.
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3.3 La courbe C}, sur K(w).

Soit un corps K de caractéristique différente de 2 et 3. Soit w une indeterminée
et F le corps de fonctions rationnelles de K (w).

Dans cette section, nous citons quelques propriétés de la courbe de genre
deux (3.5) de l'introduction, vue comme courbe sur F. Fixons une cloture
algébrique €2 de F. Il est commode de remplacer x par x — 1 de sorte que
I’équation de C,, devient

1 1
y* =x(z—1)W(x) ou W(r) =2+ Z(w —6)z* — Z(w+6)x+ 1 (3.18)
Le discriminant de W est (w? + 108)2. Si « est 'une des racines de W dans
(2, alors les autres racines sont 1/(1 —«) et 1 —1/«. En utilisant le fait que le
coefficient de 22 dans W est moins la somme des racines de W, nous obtenons

(a—2)(a+1)(2a —1) w2 4108 — (@® —a+1)3

w=2 ala—1) ’ a?(a—1)2

(3.19)

Lemme 3.2. Le polynéme W est irréductible et séparé sur F avec un groupe
de Galois cyclique.

Preuve. Supposons que W est réductible. Puisque W est de degré 3, I'une
de ses racines, o par exemple, appartient a F. Il s’ensuit alors que les autres
racines 1/(1 — «) et 1 — 1/« appartiennent aussi a F.

D’autre part, W est un polynéme unitaire & coefficients dans ’anneau
K[w] qui est intégralement clos dans F. Il s’ensuit que a et 1 — 1/ sont
toutes les deux des polynémes en w, et cela ne peut arriver que si o € K.

Donc ) . .
- S | 2
W(a) (4 4)w+(a 50 2a+ ) (3.20)

est le polynoéme identiquement nul.

La comparaison des coefficients de w montre que soit o = 0 soit a = 1,
aucun des deux n’annule le coefficient constant. Ce qui montre que W est
irréductible. Puisque son discriminant est un carré non-nul, il s’ensuit que W
est séparable de groupe de Galois cyclique. O

La courbe C,, posséde un automorphisme d’ordre 3, défini par

1 Yy
1—2a’ (1—3:)3)

(x,y) — ( (3.21)
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D’aprés Bolza [3], la courbe C,, a aussi un automorphisme ¢ d’ordre deux,
différent de I'involution hyperelliptique. Un tel automorphisme transforme
I'ensemble des points de Weierstrass {oo, (0,0), (1,0)} en I’ensemble des points
de Weierstrass {(a,0),(1/(1 —«a),0),(1 —1/a,0)}.

Cet automorphisme est défini, & composition prés avec 'involution hyperelliptique,

par
ar+1—-a 4y

r—a yH(a(a—l)u)3

ol u est une racine carrée de 4w?/(w? + 108) dans €. Puisque K est de
caractéristique différente de 2 et 3, w? + 108 n’est pas un carré de F. Donc,
F(u) est une extension quadratique de F et F(«, u) est une extension galoisienne
de degré 6 de F, dont le groupe de Galois est cyclique.

T —

(3.22)

Proposition 3.3. Nous conservons les notations introduites dans le paragraphe
précédent.

1. Soit J, la variété jacobienne de C.,. Alors J, devient isogéne, sur
Uextension cyclique de degré 6, F (a,u) de F, au produit de deux courbes

elliptiques.

2. Lorsque K = Q, J, nest pas isogéne au produit de deux courbes
elliptiques sur aucune extension de F de degré strictement inférieur
a 6.

Preuve. (1) Nous avons déja vu que F(«,u) est une extension cyclique de
degré 6 de F. Soit ¢ 'automorphisme d’ordre 2 de la courbe C,, définie par
(3.22), alors ¢ est rationnel sur F(«,u). La courbe quotient E,, de C,, par le
groupe engendré par ¢ est de genre un, et puisque C,,(F) et, par conséquent,
Cw(F(ar,u)) est non vide, alors E,,(F(a,u)) est non vide. Donc E,, peut étre
munie d’une structure de courbe elliptique. D’aprés la propriété d’Albanese
des jacobiennes, ’application des quotients C\,, — E, peut étre prolongée en
un homomorphism ¢ : J, — E,. Mais alors J,, est isogéne sur F(o,u) a
E, x E!  ou E! estla composante connexe de l'identité de ker ¢, qui est une
courbe elliptique.

(2) Il suffit de montrer que J,, admet une spécialisation J,,, qui n’est pas
isogéne au produit de courbes elliptiques sur une extension de Q(wy) de degré
strictement inférieur a 6.

En effet, prennons wy = 1/—109. Le premier 11 se décompose dans
Q(v—109) et la courbe C 5 a bonne réduction aux premiers de F au
dessus de 11.
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Le méme procédé est encore vrai pour J,/—g5. Soit L une extension finie
de Q(v/—109), soit P un premier de L divisant 11, et soit Kq le corps résiduel
de L en ‘B.

Soit ¢ : Jy,, — E x E' une isogénie définie sur L, avec E et E’ des courbes
elliptiques sur L, alors E et E’' auront bonne réduction en P et ¢ induirait
une isogénie entre les fibres

Jsp de J\/TOS) et Esn X E;,B de E x El sur Ksp.

Maintenant, Ky est un corps fini. D’aprés la théorie des endomorphismes
de Frobenius, deux variétés abéliennes isogénes sur un corps fini ont le méme
polynome caractéristique. Par conséquent, 1'existence d’une isogénie

Jgp—>Eq3><E;33

entraine que le polynome caractéristique xp, (t) € Q[t] de 'endomorphisme
de Frobenius de Jy est le produit de celui de Eyg et de celui de E{B Ce qui
a son tour entraine que yr q(t) se factorise dans Q[t] en produit de deux
polynomes quadratiques.

Une méthode pour calculer xp p(t) est expliquée dans [18] et rappelée
dans le § 1.4. En 'appliquant lorsque L = Q(v/—109), nous obtenons

Xo(v=109)p(t) = t* + 9t + 38¢% + 99t + 121,

qui est irréductible dans Q[t]. (Voir I’Appendice § 3.6 pour plus de détail sur
ces calculs).

Soit L une extension finie de Q(v/—109), et soit d le degré de la classe
résiduelle de L sur Q(1/—109) en P.

Supposons le polynome X, ~1g9) 3(t) se factorise sous la forme

Xo(v=109),3(t) = (t —a)(t = B)(t —7)(t —9),

ou «, (3, v, 0 € C, alors
Xeap(t) = (t —a®)(t = gt — )t - 0%).

Les coefficients de xp q(t) sont alors calculés comme fonctions symétriques
de a, [, v et d et les calculs montrent que xpg(t) est irréductible lorsque
d<5.

O
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TAB. 3.1 — Invariants d’Igusa de la courbe C,,.

J3 i L S J2 Iyt
(w? 4 120)° (w?+110)° | (Bw?+320)° | (3w’ + 665w? + 36825)°
Cuw — 721243 — —
(w? + 108)2 (w2 +108)4 | (w2 +108)° (w? +108)8
C /o7 13° 310 1 —17°
C/—155 11° 35 70 17°

Terminons cette section en remarquant que C, a une tordue définie sur
K (w?). En effet, notons que la substitution de x par 2+ 3 dans (z—1)W (x)
montre que C,, posséde aussi un modeéle de la forme

1 ) 1 9 1
2 5 4 3 2
— - S = —w. 92
y =z +4wx 5T 8w:1: + 16x+64w (3.23)

En remplacant  par x/w, en multipliant par w® et enfin en remplagant w?
par v nous obtenons le résultat suivant

Proposition 3.4. Soit v = w?. La courbe projective lisse X, sur K(v) définie
par ’équation affine

1 ) 1 9 1 .
X, =2+ va“ — 51}:)53 — §v2x2 + 1—6112:10 + 6—4@5

est isomorphe a Cy, sur F (y/w).

Remarque 3.4. Lorsque le corps F est égale a C, un résultat classique de
Bolza [3], montre qu’il existe u € 2 telle que C,, est isomorphe a la courbe

y? = 2% 4 urd + 1.
Un calcul montre que c’est vrai dans notre situation, avec
u? = 4w?/(w* 4 108)
comme ci-dessus.

Remarque 3.5. Pour montrer que les deux courbes de genre deux Cg7 et Clgg
ne sont pas isomorphes, nous calculons les invariants d’Igusa, qui sont définis
dans [12]|. Leur calcul a été effectué a 'aide d’un programme sous Pari-gp
préparé par F. Rodriguez-Villegas. Rappelons que les j-invariants d’Igusa
déterminent la courbe & K*9-isomorphismes prés.
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D’aprés la Table 3.1, les invariants d’Igusa de la courbe C,, ol
w € {v/—107,v/—109}

sont des entiers et donc en particulier des entiers algébriques, une propriété
qui caractérise les courbes de genre deux sur Q%9 a bonne réduction potentielle
partout.

Les invariants d’Igusa des courbes C ,—57 et C| 55 sont différents, donc
ces deux courbes ne sont pas isomorphes.

3.4 La courbe C 57 et ses tordues.

Dans cette section, nous restreignons 1’étude au cas w = /—107, et nous
écrivons C /g7 pour la courbe correspondante (3.5) ou (3.23) qui est définie
sur Q(1/—107), et a pour discriminant 1. Puisque ces coefficients sont des
entiers algébriques en dehors de 2, la courbe C /57 a bonne réduction en
dehors de 2.

D’autre part, nous pouvons détérminer la v/ —107-tordue de C| /—57 comme
dans la Proposition 3.4. Ce qui donne la courbe X_jp; définie sur Q par
I’équation

107 535 11449 103041 1225043

X 10 2 __ 5 YU 4 Y99 3 2 _

T T !
qui a bonne réduction en dehors de 2 et 107. Tordre X_1¢7 par v/—1, donne
la courbe X",

107 , 535 4 11449 , 103041 1225043
—x + + x°+ x +

XI . 2: 5
S Y= 2 8 16 64

avec Ayr = 107".

L’avantage est que cette courbe a bonne réduction en 2. En effet, en

remplacant z by x — % et y par y + % nous obtenons 1’équation

Y2+ (22 + o+ 1)y = 2° + 242" + 2162° + 10682 + 5196z + 16247 (3.24)
avec des coeflicients entiers.

Puisque la courbe C =5 a bonne réduction en dehors de +/—107, et
X’ o7, vue comme une courbe sur Q(v/—107), est une tordue de C g7 et
a bonne réduction en dehors de 2, nous en déduisons que C|/—57 a bonne

réduction tordue partout sur Q(+/—107).
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Nous pouvons généraliser cette construction et démontrer le résultat suivant

Théoréme 3.6. Soit m un entier sans facteur carré non nul, premier a 107
et soit F=Q(+/—107m). Alors X_197 acquiert bonne réduction tordue partout
sur F.

Preuve. Puisque X' ,,; est une tordue de X_1p; qui a bonne réduction en
dehors de 107, nous avons besoin de considérer seulement les premiers de F
au dessus de 107. Soit & = v/—107m. Alors la tordue XEO{EW de X_1p7 par \/a
sur F a une équation de la forme

107 , 535 5 11449 , 103041 1225043

(@ . 2 _
Mot = T e T S T Toad T 6k

(3.25)

= 107"/a* = 1/m'%. D’aprés la construction de a, ce

est une unité en 107. Par conséquent Xg%w

de sorte que A ()
—107

modéle est entier en 107 et AX@
—107

a bonne réduction en 107. O

Remarque 3.7. Lorsque w = +/—107, une racine du polyndéme W (z) de (3.18)
engendre le corps de classes de Hilbert du corps Q(v/—107). Par conséquent,
la 2-torsion sur la Jacobienne de C /—157 est rationnelle sur le corps de classes

de Hilbert L de Q(v/—107). Dans ce cas, la Jacobienne de C ,—g; aussi
devient isogéne au produit de deux courbes elliptiques sur L.

En effet, lorsque w = +/—107, u se spécialise en un carré de Q(1/—107),
de sorte que la spécialisation de I'isogénie de la Proposition 3.3 est définie

sur le corps Q(v/—107,a) = L.

3.5 La courbe C 5 et ses tordues.

Cette fois, nous nous restreignons au cas w = /—109, et notons par
C/~10s la courbe correspondante (3.5) ou (3.23). Commencons avec le modele
obtenu en substituant w = 1/—109 dans (3.5)

Crw: v =a(v+1)(z° + 1(v/=109 + 6)2* + 1(v/—109 — 6)z — 1).
Cette courbe est définie sur Q(1/—109), et son discriminant vaut 1. Puisque

ces coefficients sont des entiers algébriques en dehors de 2, la courbe C' /—g5
a bonne réduction en dehors de 2
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Tordre C /=55 par /2 + v/=109 donne la courbe C 2+‘ —109) g équation

, 5+(12\/—1f9 - 89)$4 - (105\/—1209 + 436)x3

y =2

324,/~109 + 17033
+( i )2? + (840v/—109

. — 9281)z,

qui a aussi le modéle entier

y* 4+ (vV—1092% + 2)y = 2° + (3v/—109 + 5)a* — (53v/—109 + 218)2°
+ (81v/—109 4 4258) 2% + (840v/—109 — 9281).

Puisque 2 + v/—109 est I'un des premiers de Q(v/—109) au dessus de
113, la courbe C’\/Q} '09_10 ) a bonne réduction en dehors de 2 + v —109 et, en

particulier, au premiers de Q(v/—109) au dessus de 2. Il s’ensuit que C /59
a bonne réduction tordue partout sur Q(1/—109).

D’aprés la Proposition 3.4, la v/—109-tordue X_qp9 de C\/jog a une
équation de la forme

Xt gt—ad 1090 05 5 11881, 106929 - 1295029
B 4 2 8 16 64

qui a bonne réduction en dehors de 2 et 109.

(3.26)

Théoréme 3.8. Soit m un entier sans facteur carré, premier a 109 et tel que
m =1 (mod 8) et soit F=Q(y/m). Alors la courbe X_199 a bonne réduction
tordue partout sur F.

Preuve. Puisque X_199 a bonne réduction en dehors de 2 et 109, nous avons
besoin seulement de construire des tordues & bonne réduction aux idéaux
premiers de F divisant 2 et 109. Soit 3 = /—109m. Alors la tordue XE%Q
de X_1p9 sur F a une équation

545 11881 106929 1295029

® . 2 5 4 3 2
X Y —x—wx—i- 5x— 853x—|— 1671 x— 615 (3.27)

de discriminant Afg_)mg = 1/m?. Puisque m est premier a 109, la courbe XE%Q

a bonne réduction aux premier de F au dessus de 109.

Pour conclure, nous avons besoin de montrer que X_199 a une tordue sur
F qui a bonne réduction au premier au dessus de 2. Puisque m =1 (mod 8),

m est un carré de Qa, et donc Qq(v/—109) = Q2(1/—109m) (dans une cloture
algébrique fixée de Q,).
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Par conséquent, Xfﬂlég est isomorphe & C'_1g9 sur Qy(1/—109).

De plus, puisque 2 + +/—109m est inversible comme un entier 2-adique,
la condition m =1 (mod 8) entraine

(24 +v—109m)/(2++v—109) =1 (mod 8)

qui est donc un carré de Qq(v/—109). Il s’ensuit que la tordue X (‘iﬁ; 7 de

XE%Q par v/2 + 3 est isomorphe sur Q,(1/—109) a la courbe C’%ﬁ),

Puisque cette derniére courbe a bonne réduction en l'idéal premier de
Q(+v/—109) divisant 2 et, par conséquent, aussi sur Qz(1/—109), nous concluons

que Xﬁﬂlggﬁ) a bonne réduction sur Qz(y/—109).

Puisque la bonne réduction en un idéal premier d’'un corps de nombres
est équivalente & la bonne réduction sur la complétion, nous concluons que

Xfﬁl’(i;r #) a bonne réduction en I'idéal premier de au dessus de 2. O

Remarque 3.9. Quand w = 1/—109, les racines du polynéme W(z) de (3.18)
engendrent une extension cubique cyclique L de Q(1/—109) qui est partout
non ramifiée. Il s’ensuit que la 2-torsion sur la jacobienne de C g5 est
rationnelle sur L et que u = 42v/109. Notons que L(u) est le corps de classes
de Hilbert de +/—109. En spécialisant & partir de la Proposition 3.3, nous
concluons que la jacobienne de €' ,—55 devient isogéne au produit de deux
courbes elliptiques sur L(u).

3.6 Reconstruction des courbes de Setzer.

Comme nous ’avons indiqué dans I'introduction, dans cette partie, nous
expliquons briévement comment la courbe de genre deux (3.2) a été trouvée.
Soit L un corps de nombres. Nous cherchons les courbes de genre deux sur L
a bonne réduction partout. Inspirés par le fait que les courbes elliptiques de
Setzer a bonne réduction partout sur des corps quadratiques imaginaires K
ont un point de 2-torsion K-rationnel, nous avons décidé de commencer avec
des courbes de genre deux possédant deux points de Weierstrass L-rationnels.
Ces courbes ont un modéle de la forme

y? 4 (pr? + qr)y = 2° + ax* + ba® +ca’ +dv, a, b, c,d, p,q€ L,

les points de Weierstrass étant 'unique point a U'infini et (0, 0). Quand ¢ = p,
il s’avére que le discriminant A¢g est de degré 10 comme un polynéme en p
ne contenant que des puissances paires de p.
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En outre, le coefficient de p'® est d*(d+1—a+b— ¢)), qui s’annule si et
seulement si d = a — b+ c— 1. (Notons que si d = 0, alors (0,0) est un point
singulier de C', qui ne serait alors pas de genre 2).

La substitution de cette valeur de d dans A donne un polynéme de degré
4 en p? dont le coefficient dominant est

(a—b+c—1)%(3a—2b+c—4)>%
Une simple vérification montre que
si a—b+c—1=0 oubiensi 3a—2b+c—4=0, alors Ag=0,
donc le degré de Ag en p ne peut étre réduit davantage.

Supposons alors que le coefficient dominant de A¢ soit une unité. Dans
ce cas, si a, b et ¢ sont des entiers algébriques, si € € L est une unité et si p
est une racine de Ag = €, alors C' a bonne réduction partout sur L.

Pour simplifier, nous supposons donc que
a—b+c—1=¢ et 3a—20+c—4=¢ | oue € € {£l}.
Ces conditions sont équivalentes a
de{£l} et 2a—-0be{l,3,5}.

Le calcul de A¢ pour chacune de ces possibilités pour d et 2a — b montre
que, & des simples transformations pres, il y a deux cas, I'un menant aux
courbes (3.2) dont le discriminant est un carré et 'autre méne a une famille
de courbes a bonne réduction partout sur un corps de nombres de degré 8
dont le discriminant a une forme plus compliquée.

Une fois que ces calculs ont été achevés, nous avons décidé de faire une
recherche similaire pour les courbes elliptiques & bonne réduction partout.
Ce qui a conduit & la famille paramétrée de courbes elliptiques d’équation de
Weierstrass

— fe . 2 _ 3 2 N
E=E,: y +pry=12"+ax®+ex ou €€ {1} (3.28)
de discriminant

A = (p* + 4a)® + 64¢ et d’invariant modulaire 7= (A +16¢)*/A.
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A nouveau, si a € Z et si p est une racine de I'un des quatre polynomes
(t* +4a)* + 64e =€ ou €, € € {£1},
alors E acquiert bonne réduction partout sur tout corps L contenant p.
Rappelons que Setzer 28] a déterminé toutes les courbes elliptiques (munies

d’un point d’ordre deux rationnel sur K) & bonne réduction partout sur les
corps quadratiques imaginaires K = Q(y/—m), ot m est un entier positif.

Théoréme 3.10. (Setzer). Il existe une courbe elliptique E sur K, a bonne
réduction partout, munie d’un point K-rational d’ordre deux si et seulement
si m = 65my, ot my est un carré (mod 5) et (mod 13) et 65 est un carré
(mod my).

Nous allons donner une description alternative des courbes de Setzer a
partir des courbes £ = Ef , ol € € {£1}.

Considérons la courbe £, , et supposons que le discriminant vaut 1. Alors
(p* +4a)? =65 et j=17
et £ a bonne réduction partout sur le corps Q(p) quand a € Z.

En posant Y =y + %pa:, nous obtenons le modéle

V65
E: Y’=2"+ TxQ +x (3.29)
sur Q(v/65), qui a bonne réduction sur ce corps en dehors des premiers

divisant 2.

En tordant la courbe E’ par v/65 nous obtenons une courbe elliptique
d’équation

65
V=24 Z:ﬂ + 65z, (3.30)
a coefficient rationnels. En réécrivant (3.30) sous la forme
Fgs - y* + a2y = 2° + 162% + 65z (3.31)

nous remarquons que la courbe Fgs a maintenant un discriminant égale a 653
et, en particulier, que Fg5; a bonne réduction en 2.

En fait, le conducteur de Eg; est 652 = 4225 et nous pouvons l'identifier
dans les tables de Cremona [6] comme étant la courbe elliptique 4225m;, bien
que nous n’utiliserons pas ce résultat.

Par construction, la courbe elliptique Fg5 acquiert bonne réduction partout

sur Q(v/65).
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Proposition 3.5. Soit un corps quadratique imaginaire K satisfaisant aux
conditions suivantes :

1. K et Q(v/65) ont les mémes completions Fy et Fi3 en 5 et en 13.

2. K a une extension quadratique L, non ramifiée en dehors de 5 et 13,
telle que L et Q(+/65) ont les mémes completions en 5 et en 13.

Alors la tordue C de Egs par L (vue comme courbe elliptique sur K ) a bonne
réduction partout sur K.

Preuve. Comme L est non ramifiée en dehors de 5 et 13, et Fg; a bonne
réduction en dehors de 5 et 13, alors la courbe C' a aussi bonne réduction en
dehors des idéaux premiers de K divisant 5 et 13.

Pour montrer que C' a bonne réduction au dessus de 5, nous rappelons
d’abord que E’ est la tordue de Eg; par v/65 et que C est la tordue par L de
FEgs. Les conditions (1) et (2) entrainent que E’ et C' sont en fait isomorphes
sur Fy et donc elles ont le méme type de réduction sur ce corps.

Puisque Fg5 a bonne réduction, il s’ensuit que C' a aussi bonne réduction.
Un argument similaire montre que C' a bonne réduction au dessus de 13. [

Soit K un corps quadratique dans lequel 5 et 13 sont ramifiés et notons
par ps et pi3 les premiers de K au dessus de 5 et 13. La condition (2) de la
proposition montre que L est ramifiée en ps5 et en p13. Ce qui entraine qu’il
existe § € Ok telle que L = K (V/8) et

00k = 1351313&2

ol a est un idéal entier de K. D’autre part, si L/K est non ramifiée en 2,
alors a est premier a 20k et 6 est un carré (mod 40k).

Réciproquement, si § € O vérifie ces conditions, et si L = K (v/6), alors
L/K est ramifiée en ps et en p;3, et non ramifiée ailleurs. Ces conditions
sont déja citées dans [28] et, comme expliquées dans cette référence, d’aprés
la théorie du genre, elles sont équivalentes au fait que le corps K soit de
la forme décrite dans le Théoréme 3.10. Donc la Proposition 3.5 donne une
démonstration de la partie « si » du Théoréme 3.10.

Remarque 3.11. En fait, non seulement Setzer démontre la partie « seulement
si» du théoréme 3.10, mais montre également que lorsque K est de la forme
citée dans le théoréme, il existe exactement 2! classes d’isomorphismes de
courbes elliptiques a bonne réduction partout sur K, ou t > 2 est le nombre
des premiers ramifiés dans K. Rappelons que le sous-groupe d’exposant 2
du groupe de classes de K est alors isomorphe au produit de t — 1 groupes
d’ordre 2.
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Considérons une courbe C' comme dans la Proposition 3.5, alors C' et les
tordues de C par les 27! — 1 extensions quadratiques non ramifices de K
sont mutuellement non isomorphes et ont bonne réduction partout sur K.
Cela représente la moitié des courbes de Setzer. Les autres sont obtenues en
appliquant le méme argument au quotient de C' par le sous groupe engendré
par ses sous groupes K -rationnels d’ordre 2.
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Appendice

1. Polynémes caractéristiques de J,,.

Définition 3.3. Une variété abélienne est simple si elle n’admet pas de sous
variété abélienne autre que {0} et elle méme.

En général, une variété abélienne qui est simple sur un corps K ne l'est
pas forcément sur une cléture algébrique de K.

Le résultat suivant montre qu’une variété abélienne peut se décomposer
de maniére unique en produit de variétés abéliennes simples & isogénies pres.

Proposition 3.6. Soit A une variété abélienne et B une sous variété propre
de A. Alors il existe une variété abélienne C' telle que A est isogéne au produit

B x C.
Preuve. Cf [16], p. 28. O
Soit & nouveau C'/K une courbe projective et lisse de genre deux.

Proposition 3.7. La jacobienne Jo de C' est décomposée si et seulement si
Jo est isogéne au produit de deux courbes elliptiques sur un corps de nombres

K.

Preuve. Découle de la proposition 3.6. O

Supposons que C' est définie sur un corps fini [F,. Lorsque la jacobienne
de C est isogéne au produit de deux courbes elliptiques £ x E’ sur F,, le
polynome caractéristique de Frobenius de Jg se factorise en deux polynémes
de degré 2, les polynomes caractéristiques de E et de E’ (voir le Théoréme 1.11)).

Proposition 3.8. Soit C' une courbe de genre deux sur le corps fini F, de
caractéristique différente de deux et soit C' la tordue de C' par l’extension
quadratique de F,. Alors les polyndmes caractéristiques de Frobenius x(z) et
X'(z) de C et de C" sont liés par la formule x'(—z) = x(z).
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Preuve. Ecrivons

4 4

x(@) =2 —s? +tx® —qgsz+¢* et Y(v)=a'— 2P +t* —qgs'r + ¢°
et posons Ny = #C(F,) et N| = #C'(F,) (voir (1.34)).

Il s’agit de vérifier que s’ = —s et t’ = t. Si y?> = f(x) est un modéle affine
de C, alors un modéle affine de C” est y*> = af(x), ou a € [F7 n’est pas un
carré.

Il en résulte que si x € F, et si f(x) # 0, alors af(x) est un carré si et

seulement si f(x) n’est pas un carré, et donc que

(af(x))@ V2 = —f(2)@ D2 pour tout = € F,.

En outre, si f(x) est de degré 6 et si b est son coefficient de x%, alors ab
est le coefficient de z° dans af(x) et b et un carré si et seulement si ab n’est
pas un carré. Le nombre de points & U'infini de C'(F,) est donc égal & 2 moins
le nombre de points a U'infini de C(F,).

En appliquant (1.36), nous obtenons

N+ N =2+ > (1 + f2)'T) + Y (1 + (af(x)'T)

z€F, zelF,

=2+ 3 (14 (@) T) + Y (1 - fl@)'T)
z€F, z€elF,

=2+ 22:2(q+1).

Les relations Ny = ¢+ 1—set N{ =g+ 1 — &, entrainent s’ = —s.
Par hypothése, C’ devient isomorphe & C' sur Fp2, d’ott #C (F,2) = #C'(F2).
En utilisant (1.34), nous concluons que t' = t.
O

Reprenons les courbes C, de genre deux définies sur Q(w) par I’équation

Cw:y2:x(x+1)(x3+wi6a:2+w;6x—1) (3.32)
ou w € {v/—107,4/—109}.
Notons par F, = Z/pZ, K = Q(+/—107), K’ = Q(v/—109) et L (respectivement

L) le corps de décomposition du polynéme caractéristique de Frobenius sur
K (respectivement K').
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Les Tables 3.2 et 3.3 donnent la décomposition du polynéme caractéristique
Xp(z) de I'endomorphisme de Frobenius de J,, sur I'un des corps résiduels
Og(w)/p, dans chacun des cas w = /=107 et w = 1/—109, pour tout nombre
premier p < 101 décomposé dans Q(w) et pour tout idéal premier p de Q(w)
divisant p. Notons que ces calculs ont été faits avec le logiciel Pari-gp. Lorsque
p =1 mod 4, ce polynéme ne dépend pas du choix de p. Par contre, lorsque
p =3 mod 4, I'un de ces polyndmes est obtenu de ’autre en remplacant x
par —x. Ceci est une conséquence de la Proposition 3.8 et les deux propriétés
suivantes :

(7) La courbe C_,, est la tordue par ¢ de C,, en appliquant la substitution
(x,y) — (—=z,iy) dans le modéle (3.23).

(i) Le corps a p éléments (p un nombre premier impair) contient un
élément i vérifiant 2 = —1 si et seulement si p = 1 (mod 4).

La décomposition du polynoéme caractéristique x, permet de citer les
propriétés suivantes de la courbe Cy, ot w € {v/—107,/—109}.

1. Dans les deux cas, nous pouvons choisir p de telle maniére que x,(x)
soit irréductible. Nous en déduisons que la fibre en p de la jacobienne
Jw de la courbe C, est simple sur Og(,) puis, par un argument de
spécialisation, que J,, est Q(w)-simple.

2. Soit x,r () le polynéme caractéristique de Frobenius de J,, sur 'extension
de degré r de Og)/p. Lorsque 7 = 2, nous obtenons dans les deux
cas encore des exemples ol x,2(z) est irréductible, ce qui entraine que
Jy est simple sur toute extension quadratique de Q(w). Il en est de
méme lorsque r = 3 et w = /—109. Par contre, lorsque » = 3 et
w = +/—107, x,3(x) est toujours réductible, ce qui est & prévoir a partir
de la Remarque 3.7, car 'existence d’une isogénie avec un produit de
courbes elliptiques sur le corps L se spécialise en une isogénie analogue
sur chaque fibre. De méme, y,6(z) est toujours réductible, en conformité
avec la Proposition 3.3.

3. Nous remarquons aussi que le nombre de points de J,,(IF,) est divisible
par 4. En fait, quelque soit le corps K de caractéristique différente
de 2, J,(K) contient un sous-groupe isomorphe a un produit de deux
groupes d’ordre deux. Celui-ci est engendré par les classes des diviseurs

(0,0) —c0 et (—=1,0) —oc0 de C,.
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TAB. 3.2 — Le polynome caractéristique de la courbe C 7.
p | #J(F) | xp()

3 223 |2t 4+a2d—-222+3r+9

11 | 2237 |2 —32® — 222 — 332 + 121

13 2432 |2t — 2% — 122% — 132 + 169

19 22,67 |2t — 523 + 622 — 95z + 361

23 2237 | 2* — 32 — 142% — 69z + 529
29 | (2.3)* | (z® 4 6z + 29)?

37 | 2473 | z* —ba® — 1227 — 185z + 1369

41 | 26.3.7 | 2% — 923 + 402 — 3691 + 1681
47 | 2832 | (2% +47)?

53 | 24.3.7% | a* — 92 + 2822 — 477w + 2809
61 | 243231 | 2% + 1123 + 6022 + 6712 + 3721
79 | 22.7.223 | 2* 4+ 23 — 7822 + 797 + 6241

83 | 212.3% | (2% + 122 + 83)?

89 | 26.3.37 | 2* — 923 — 822 — 801z + 7921
101 | 24.3.7.31 | 2* + 32° — 922 + 303z + 10201
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TAB. 3.3 — Le polynome caractéristique de la courbe C| 5.
p | #J(EF) | xp(2)
5 243 | 2t + 323 + 42? + 152 + 25

11 | 2267 | 2*+ 923+ 382% + 99 + 121

19 | 22319 | (2® — 8z + 19)(2% — . + 19)

23 | 22112 | 2* — 32° + 2622 — 692 + 529

29 | 24319 |a* + 32° — 202% + 87x + 841

47 22349 | z* — 2123 + 19422 — 987z + 2209
59 | 24211 |z* — 10622 + 3481

61 | 24.7.37 | o* + 72® — 12202 + 4272 + 3721
67 | 24.32.31 | 2* — 2622 4 4489

73 | 24307 | ' — 52® — 4822 — 3652 + 5329
79 | 24.32.43 | 2* — 5022 + 6241

89 | 26.3.72 | x* + 1523 + 13622 + 13352 + 7921
97 | 20157 | z* + 723 — 4822 + 6792 + 9409
103 | 22.3.7.97 | (2 — 202 + 103)(2? — T2 + 103)
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Conclusion.

Dans cette thése, nous avons en premier lieu, présenté un nouvel algorithme
de calcul des équations des courbes modulaires X; (V). L’objectif est d’obtenir
des équations de X;(N) permettant de déterminer explicitement le couple
correspondant (E, P) ou E est une courbe elliptique et P est un point de
torsion d’ordre N sur F.

La premiére démarche est d’utiliser les polyndémes de division pour caractériser
les couples (E,(0,0)) ot E : y* + (a1z + a3)y = z* + agz? et le point (0,0)
est de torsion d’ordre N sur E.

Nous avons constaté que chaque courbe elliptique de la forme (F) est
isomorphe & une courbe elliptique de modéle y? + ((1 +g)x+ f )y = 2%+ fa?
via un isomorphisme qui envoie (0,0) sur (0,0) (voir la proposition 2.1). Ces
coefficients f et g sont en fait des formes modulaires définies sur le groupe
modulaire I'; (V) et ils engendrent le corps de fonctions C(X;(V)) sur X;(N)
(voir § 2.3).

Notre deuxiéme démarche est de définir en fonction de f et g deux autres
couples de fonctions modulaires {s,t} et {g,r} sur I'y(N), chaque couple
étant un systéme de générateurs de C(X;(NN)). Nous obtenons ainsi des
équations de X;(N) de plus petit degré.

Nous avons abordé des nouvelles approches pour calculer ces équations,
en s’appuyant sur le fait que les polynémes de division sont divisibles par des
grandes puissances de a3 qui est aussi un facteur du discriminant de la courbe
elliptique E. Nous avons obtenu une simplification considérable en enlevant
ces puissances de as. Les calculs effectués reposent sur des procédures récursives
et peuvent étre facilement implémentés.

Nous avons montré que cet algorithme peut étre amélioré de sorte que
ces équations soient de plus petit degré en les deux variables, et ainsi que
lorsque N est petit, elles se comparent favorablement avec les équations des
auteurs précedents.

Des équations particuliérement simples de X;(N) ont été calculées pour
tout NV < 51.

Il est naturel de tenter d’améliorer encore cet algorithme pour obtenir des
équations de X;(N) de plus petit degré possible.
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D’autre part, dans le chapitre 3, nous avons développé quelques notions
simples de la bonne réduction tordue partout.

Nous avons démontré deux résultats fondamentaux :

1. Il n’existe pas de courbes elliptiques sur Q a bonne réduction tordue
partout.

2. Si K est un corps de nombres et 3 est un ensemble fini de premiers
de K, alors il n’existe qu'un nombre fini d’invariants j € K de courbes
elliptiques a bonne réduction tordue partout en tout premier n’appartenant
pas a X.

Nous avons construit deux familles de courbes de genre deux C,, oit w? =
—107 ou w? = —109, & bonne réduction partout sur des corps quartiques
et & bonne réduction tordue partout sur certains corps quadratiques et nous
avons montré que la jacobienne J, de (), est isogéne au produit de deux
courbes elliptiques sur une extension cubique de Q(w).

En appliquant une stratégie similaire aux courbes elliptiques, nous avons
retrouvé les exemples des courbes de Setzer & bonne réduction partout sur
des corps quadratiques imaginaires.

Il serait intéressant de construire d’autres exemples de courbes de genre
deux a bonne réduction tordue partout sur des corps quadratiques et de
déterminer le lien avec des courbes elliptiques & bonne réduction partout sur
des corps quadratiques.
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