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Introduction
Cette thèse est consacrée à l’étude de quelques propriétés des courbes

modulaires, des courbes elliptiques et des courbes de genre deux. Elle est
divisée en 3 chapitres. Le premier regroupe quelques définitions et notions de
base qui seront utilisées par la suite.

Le but du chapitre 2 est de présenter un nouvel algorithme pour obtenir
des équations de la courbe modulaire X1(N) dont les points paramètrent les
classes d’isomorphismes des couples (E,P ) où E est une courbe elliptique et
P est un point d’ordre N de E.

Soit N ≥ 2 un entier naturel et K un corps de caractéristique première à
N . Les points K-rationnels de la courbe modulaire X1(N) (dépourvue de ses
pointes) paramètrent les classes de K-isomorphismes des couples (E,P ) où E
est une courbe elliptique et P est un point de torsion d’ordre N de E. Deux
tels couples (E,P ) et (E ′, P ′) sont isomorphes s’il existe un isomorphisme
φ : E → E ′ tel que φ(P ) = P ′. Reichert [27] a calculé des équations pour
X1(N) lorsque N = 11 et 13 ≤ N ≤ 18. Lecacheux [17] et Washington [35]
ont déterminé des équations pourX1(13) etX1(16), liées à la construction des
familles d’extensions cycliques de Q. Dans [8], Darmon a étudiéX1(25). Leurs
méthodes ne se généralisent pas à une valeur arbitraire de N . Ishida et Ishii
[13] ont développé des méthodes pour trouver des équations de X1(N) pour
N arbitraire en construisant explicitement deux fonctions modulaires qui
engendrent le corps de fonctions deX1(N), ils donnent une liste des équations
obtenues lorsque N ≤ 20. Yang [37] donne une méthode pour construire des
générateurs du corps de fonctions en utilisant des produits construits à partir
de la fonction eta de Dedekind généralisée. Dans son papier, Yang obtient des
modèles explicites de X1(N) lorsque N = 1 et 13 ≤ N ≤ 22. À l’exception de
Reichert, ces auteurs ne montrent pas comment retrouver un modèle explicite
du couple (E,P ) à partir du point correspondant sur leurs modèles deX1(N).

Nous nous proposons de présenter un nouvel algorithme pour obtenir
des équations de X1(N) qui nous permettent en même temps de déterminer
explicitement le couple correspondant (E,P ). Pour cela, nous utilisons les
polynômes de division pour caractériser les courbes elliptiques d’équation

(E) y2 + (a1x+ a3)y = x3 + a2x
2

sur lesquelles le point (0, 0) de (E) est de torsion d’ordre donné N ≥ 4. Ces
polynômes de N -division peuvent être calculés rapidement par récurrence.
Nous constatons alors que ces polynômes de division sont divisibles par des
grandes puissances de a3. Ce coefficient a3 est aussi un facteur du discriminant
de la courbe elliptique (E).
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Chaque courbe elliptique (E) est isomorphe à une courbe elliptique d’équation

y2 + ((1 + g)x+ f)y = x3 + fx2

via un isomorphisme qui applique (0, 0) sur (0, 0). Lorsque le point (0, 0) est
d’ordre N , les coefficients f et g sont des formes modulaires sur le groupe
modulaire Γ1(N). Nous montrons qu’ils engendrent le corps de fonctions
C(X1(N)) surX1(N). En simplifiant les polynômes de division nous obtenons
une première équation Φ

(f,g)
N (f, g) = 0 de X1(N). Le degré de cette équation

est nettement plus grand que celui des équations obtenues par les auteurs
précédents. Dans § 2.4, nous définissons, en termes de f et g, deux autres
couples de fonctions modulaires {s, t} et {q, r} sur Γ1(N), chaque couple
étant un système de générateurs de C(X1(N)), il en résulte une équation de
plus petit degré. La Table 2.1 permet de comparer les équations obtenues
pour N ≤ 15. Le couple {q, r} donne le meilleur résultat. Nos équations sont
de degré plus petit que celle de [13] et [37] en les deux variables individuellement,
mais de degré total un peu plus grand. Il est intéressant de calculer des
équations qui sont de petit degré en une des deux fonctions, ce qui donne
une meilleure borne supérieure pour la gonalité de la courbe (voir la fin de
§ 2.5).

Nous avons calculé les équations de X1(N) pour tout N ≤ 51. Lorsque
N approche 50, chacune des équations obtenue occupe une page environs. Si
N = 50, l’équation en termes de q et r est de degré 23 en r et 32 en q et
de degré total 48 (Table 2.3). La valeur absolue du plus grand coefficient est
109037417. La Table 2.2 présente quelques équations particulières de X1(N)
pour 11 ≤ N ≤ 20 et exprime les fonctions u et v utilisées en fonction de s
et t. Notons que tous ces résultats sont présentés dans le chapitre 2.

Présentons maintenant le contenu du chapitre 3. Soit C est une courbe
projective lisse ou une variété abélienne sur un corps de nombres K et p

est un idéal premier de K. La courbe C a bonne réduction tordue en p s’il
existe une tordue de C qui a bonne réduction en p. Dans le § 3.2, nous
développons quelques propriétés simples de la bonne réduction tordue. En
particulier, nous montrons qu’il n’existe pas de courbes elliptiques sur Q
ayant bonne réduction tordue partout et que si K est un corps de nombres
et si Σ est un ensemble fini de nombres premiers de K, alors il n’existe
qu’un nombre fini d’invariants modulaires j ∈ K de courbes elliptiques ayant
bonne réduction tordue partout en tout premier n’appartenant pas à Σ. Dans
le § 3.6, nous construisons deux familles de courbes de genre deux Cw où
w = −107 ou −109, à bonne réduction partout sur des corps quartiques et
à bonne réduction tordue partout sur des corps quadratiques. Dans le § 3.3,
nous étudions brièvement la courbe Cw où w est une indéterminée.
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En particulier, nous montrons que la jacobienne Jw de Cw est isogène au
produit de deux courbes elliptiques sur une extension cubique de Q(w). Dans
le § 3.4. Nous étudions les courbes de genre deux obtenues de la courbe (3.5)
spécialisée en w2 = −107 et nous donnons une première construction qui est
une démonstration du Theorème 3.1.

La partie § 3.5 est consacrée à une étude similaire de Cw spécialisée en
w2 = −109. Finalement, dans le § 3.6, nous expliquons brièvement comment
nous avons découvert la famille (3.2) et nous montrons comment, en appliquant
une stratégie similaire aux courbes elliptiques, nous avons retrouvé des courbes
elliptiques de Setzer ayant bonne réduction partout sur des corps quadratiques
imaginaires.
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Chapitre 1

Courbes modulaires, courbes
elliptiques et hyperelliptiques.

Nous examinons les fonctions, les formes et les courbes modulaires. Dans
la suite N désigne un entier naturel.

1.1 Fonctions, formes et courbes modulaires.
Notons H = {z ∈ C,=(z) > 0} le demi-plan supérieur de Poincaré et

posons H∗ = H ∪Q ∪ {∞}.

Le groupe SL2(R) opère à gauche sur C ∪ {∞} par la transformation
homographique

γ(z) =
az + b

cz + d
, où z ∈ C ∪ {∞} et γ =

(
a b
c d

)
∈ SL2(R),

avec γ(
−d
c

) =∞ et γ(∞) =

{a

c
, si c 6= 0

∞, si c = 0.

Les matrices scalaires I2 =

(
a 0
0 a

)
, a ∈ R× opèrent trivialement sur C∪{∞}.
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Définition 1.1. 1. Le groupe modulaire spécial linéaire des 2×2 matrices
est égal à

SL2(Z) = {
(
a b
c d

)
| a, b, c, d ∈ Z, ad− bc = 1}

2. Le groupe spécial linéaire projectif PSL2(Z) = SL2(Z)/{±I2}.
3. Le sous groupe de congruence principal de niveau N de SL2(Z) est égal

à

Γ(N) = {
(
a b
c d

)
∈ SL2(Z) | b ≡ c ≡ 0 (mod N), a ≡ d ≡ 1 (mod N)}.

Définition 1.2. un sous-groupe de congruence de niveau N est un sous-
groupe contenant Γ(N) pour un entier N . Le plus petit entier N est le niveau
du sous-groupe. Les sous groupes Γ0(N), Γ1(N) de SL2(Z), sont égaux à

Γ0(N) = {
(
a b
c d

)
∈ SL2(Z) | c ≡ 0 (mod N)},

Γ1(N) = {
(
a b
c d

)
∈ SL2(Z) | c ≡ 0 (mod N), a ≡ d ≡ 1 (mod N)}.

L’action par homographies d’un sous-groupe de SL2(Z) stabilise H∗. Ces
sous groupes vérifient la relation

Γ(N) ⊆ Γ1(N) ⊂ Γ0(N) ⊂ SL2(Z).

et une suite exacte

1 −→ Γ(N) −→ SL2(Z) −→ SL2(Z/NZ) −→ 1.

Définition 1.3. Une fonction elliptique est une fonction méromorphe sur C,
invariante par translation par un réseau Ω.

Les fonctions elliptiques sont définies sur le tore complexe C/Ω et permettent
de paramétrer les courbes elliptiques définies sur C. Citons la fonction de
Weierstrass associée à un réseau Ω

℘(z,Ω) =
1

z2
+

∑
ω∈Ω
ω 6=0

( 1

(z − ω)2
+

1

ω2

)
. (1.1)

Théorème 1.1. Le corps des fonctions elliptiques associées à un réseau Ω
est engendré par ℘(z,Ω) et sa dérivée ℘′(z,Ω).
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Preuve. Les singularités de ℘(z,Ω) sont les points doubles aux points de
Ω. Pour plus de détails, cf [7], Théorème 10.2. [30] Proposition 1.38 et
Proposition 1.39.

Définition 1.4. Soit une matrice γ =

(
a b
c d

)
∈ SL2(R), alors un point

z ∈ C ∪ {∞} est un point fixe pour γ s’il vérifie la relation γ(z) = z. La
matrice γ 6= ±I2 est

1. Elliptique si elle admet deux points fixes qui sont des conjugués complexes.
2. Hyperbolique si elle admet deux points fixes réels.
3. Parabolique si elle admet un seul point fixe.

Définition 1.5. Soit Γ̃ un sous-groupe de congruence de PSL2(Z).

1. Une pointe de Γ̃ est un point fixé par une transformation parabolique
de Γ̃.

2. Un élément de H est elliptique d’ordre 2 (respectivement d’ordre 3)
s’il est fixé par une transformation elliptique d’ordre 2 (respectivement
d’ordre 3) de Γ̃.

Notons que les pointes de Γ̃ appartiennent à Q ∪ {∞}. Elles forment un
nombre fini d’orbites sous PSL2(Z) puisque les sous groupes de congruences
sont d’indice fini et l’opération de PSL2(Z) sur Q ∪ {∞} est transitive.

Définition 1.6. Une fonction modulaire f : H 7→ C par rapport à Γ est une
fonction méromorphe qui satisfait aux conditions :

1. f(γ(z)) = f(z) pour toute matrice γ =

(
a b
c d

)
∈ Γ.

2. Pour toute matrice γ ∈ SL2(Z), il existe un entier ` ≥ 1 tel que f ◦ γ
admet un développement en série de Fourier de la forme

f(γ(z)) =
∞∑
n=m

c(n)qn/` où q = exp(2πiz).

6



Définition 1.7. Soit un entier pair 2k où k ∈ Z. Une forme modulaire
f : H 7→ C de poids 2k sur Γ est une fonction holomorphe sur H qui satisfait
aux conditions :

1. f(γ(z)) = (cz + d)2kf(z) pour tout γ =

(
a b
c d

)
∈ Γ.

2. Pour tout γ ∈ SL2(Z), il existe un entier ` ≥ 1 tel que f ◦ γ admet un
développement en série de Fourier de la forme

f(γ(z)) =
∞∑
n=0

c(n)qn/` où q = exp(2πiz).

3. La forme modulaire f est parabolique si elle s’annule en toutes les
pointes, alors c(0) = 0.

Soit Γ un sous-groupe de congruence de SL2(Z). La courbe modulaire XΓ

est alors définie comme le quotient du demi-plan de Poincaré complété H∗

par l’action du groupe Γ. Ce quotient peut être muni de la structure d’une
surface de Riemann compacte connexe, et donc d’une courbe projective lisse.

Théorème 1.2. Le genre g de XΓ est égal à

g = 1 +
ν

12
− ν2

4
− ν3

3
− ν∞

2

où ν est l’indice de Γ̃ dans PSL2(Z).
ν2 est le nombre de points elliptiques d’ordre 2 de XΓ,
ν3 est le nombre de points elliptiques d’ordre 3 de XΓ,
ν∞ est le nombre de pointes de XΓ.

Preuve. Cf [30] p.25.

Exemple 1.1. Considérons le cas où N = 50, alors ν = 900. Le sous groupe
Γ1(50) n’a aucun point elliptique et possède 56 pointes. D’après le Théorème
1.2, le genre de X1(50) est donné par la formule 1 + 900

12
− 0

4
− 0

3
− 56

2
= 48

comme indiqué dans la Table 2.3 (page 50).

Dans le Chapitre 1, nous considérons le sous groupe Γ = Γ1(N) et la
courbeX1(N). Notons par Y1(N) le quotient deH par Γ1(N), il s’agit alors de
l’ouvert de X1(N) obtenu en enlevant les pointes. La courbe X1(N) classifie
les couples de courbes elliptiques munies d’un point de torsion d’ordre N , à
isomorphismes près.
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1.2 Réductions des courbes elliptiques.
Soit K un corps commutatif et soit Kalg une clôture algébrique de K.

Définition 1.8. Une courbe elliptique E/K est une courbe algébrique, plane,
irréductible, projective, lisse, de genre 1, munie d’un point OE rationnel sur
K.

Toute courbe elliptique est représentée dans le plan projectif par une
cubique plane d’équation de Weierstrass

E : Y 2Z+(a1x+a3)Y Z = X3+a2X
2Z+a4XZ

2+a6Z
3 ∈ K[X, Y, Z] (1.2)

Cette courbe intersecte la droite à l’infini Z = 0 en un unique point dont les
coordonnées projectives sont (0, 1, 0), qui est rationnel sur K. Prennons alors
pour OE le point (0, 1, 0). En substituant x = X/Z, y = Y/Z, nous obtenons
le modèle affine de E

E1 : y2 + (a1x+ a3)y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6 ∈ K[x, y]. (1.3)

Posons F (x, y) = y2 + (a1x+ a3)y − x3 − a2x
2 − a4x− a6.

Lorsque la caractéristique car(K) 6= 2, la substitution

(x, y) 7→
(
x, (y − a1x− a3)/2

)
(1.4)

transforme l’équation (1.3) en

E3 : y2 = 4x3 + b2x
2 + b4x+ b6, bi ∈ Z[a1, a2, a3, a4, a6], (1.5)

avec les coefficients

b2 = a2
1 + 4a2, b4 = a1a3 + 2a4, b6 = a2

3 + 4a6, 4b8 = b2b6 − b24. (1.6)

Lorsque car(K) 6= 2, 3, la substitution (x, y) 7→
(
(x − 3b2)/36, y/108)

)
transforme l’équation (1.5) en

y2 = x3 − 27c4x− 216c6, c4, c6 ∈ Z[b2, b4, b6]. (1.7)

où c4 = b22 − 24b4 et c6 = −b32 + 36b2b4 − 216b6. (1.8)

Le discriminant ∆(E) de E est égal à

∆(E) = −b22b8−8b34−27b26+9b2b4b6 = (c34−c26)/1728, ∆(E) = 16∆f . (1.9)

où ∆f est le discriminant du polynôme x3 + a2x
2 + a4x+ a6 + 1

4
(a1x+ a3)

2.
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La courbe (1.2) représente une courbe elliptique si et seulement si elle est
lisse, une condition équivalente à ∆(E) 6= 0.

L’invariant modulaire de E est égal à j(E) = c34/∆(E).

L’invariant différentiel est égal à

ω(E) =
dx

2y + a1x+ a3

= − dy

a1y − 3x2 − 2a2x− a4

(1.10)

Il est obtenu de la forme différentielle df = f ′xdx+ f ′ydy.

Soit K un corps de caractéristique différente de 2 et 3. L’équation d’une
courbe elliptique E/K peut se mettre sous la forme de Legendre

E : y2 = x(x− 1)(x− λ), λ 6= 0, 1.

L’invariant modulaire j(E) de E et le paramètre λ sont liés par la relation

28
(
1− λ(1− λ)

)3 − j(E)λ2(1− λ)2 = 0

Pour plus de détails, voir [32], III.1.6.

Soit une cubique de Weierstrass projective, plane E/K d’équation (1.2).

Soit F (X, Y, Z) = Y 2Z + a1XY Z + a3Y Z
2−X3− a2X

2Z − a4XZ
2− a6Z

3.

Une cubique plane singulière de genre 0 possède un seul point singulier,
solution du système des équations algébriques :

F (X, Y, Z) = 0,
∂F

∂X
(X,Y, Z) = 0,

∂F

∂Y
(X, Y, Z) = 0,

∂F

∂Z
(X, Y, Z) = 0.

Proposition 1.1. Soit une cubique plane E/K d’équation de Weierstrass
(1.3) et de discriminant ∆(E). Alors E est non-singulière si et seulement si
∆(E) 6= 0.

Preuve. Cf [32] Chapitre III, Proposition 1.4 (i).

Si une cubique E d’équation de Weierstrass est singulière, il existe deux
possibilités pour le point singulier.

9



Proposition 1.2. Soit une cubique plane E d’équation de Weierstrass (1.3)
et de discriminant ∆(E) = 0 et d’invariant c4. Alors

1. E possède un point double si et seulement si c4 6= 0.
2. E possède un point de rebroussement si et seulement si c4 = 0.

Preuve. Cf [32], Chap III, Proposition 1.4.

Soit E une courbe elliptique sur un corps de nombres K, munie du point
K-rationnel OE = (∞,∞) = (0, 1, 0). Il existe une structure de groupe
commutative sur E(K) dont les lois (composition et symétrie) sont données
par des fonctions algébriques à coefficients dansK. Cette loi a une interprétation
géométrique qui se résume par la formule « trois points colinéaires ont une
somme nulle ». Prenons une équation de Weierstrass de E

E : y2 + (a1x+ a3)y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6, ai ∈ K, OE = (0, 1, 0).

Soient P1 = (x1, y1), P2 = (x2, y2) deux points de E tels que P1, P2 6= OE.
Les coordonnées de la somme P1 + P2 = P3 = (x3, y3) sont définis par

(1) Si x1 6= x2

x3 = m2 + a1m− a2 − x1 − x2,

y3 = −m3 − a1m
2 + (a2 − a2

1 + 2x1 + x2)m+ a1(a2 + x1 + x2)− a3 − y1,

où m =
y2 − y1

x2 − x1

.

(2) Si x1 = x2 et si 2y1 + a1x1 + a3 6= 0

x3 = m2 + a1m− a2 − 2x1,

y3 = −m3 − 2a1m
2 + (a2 − a2

1 + 3x1)m+ a1(a2 + 2x1)− a3 − y1

où m =
3x2

1 + 2a2x1 + a4 − a1y1

2y1 + a1x+ a3

.

(3) Si x1 = x2 et si 2y1+a1x1+a3 = 0, alors y2 = y1, P2 = P1 et P3 = OE.

La structure de l’ensemble E(K) des points K-rationnels d’une courbe
elliptique E définie sur un corps K est donnée par le théorème

Théorème 1.3. Soit une courbe elliptique E/K. Alors l’ensemble E(K)
muni de la loi « trois points colinéaires ont une somme nulle » est un groupe
abélien d’élément neutre le point à l’infini OE.
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Preuve. Cf [32], chapitre VIII théorème 6.7.

Le groupe E(K) est appelé le groupe de Mordell-Weil de E/K.

Théorème 1.4 (Mordell-Weil). Soit K un corps de nombres et soit E/K
une courbe elliptique. Alors le groupe E(K) est un groupe abélien de type fini.
Il est isomorphe au produit de groupes abéliens

E(K) ' Etors(K)× Zr,

l’entier r est le rang de E/K et Etors(K) est le sous groupe de torsion du
groupe E(K).

Preuve. Cf [32].

Les points de torsion d’une courbe elliptique E/K sont définis par

Définition 1.9. Soit E/K une courbe elliptique. Un point de n-torsion de
E est un point P ∈ E(K) tel que nP = OE où

nP =


P + ...+ P, n fois P si n est un entier positif,
−P − ...− P, −n fois −P si n est un entier négatif,
OE, si n = 0.

pour tout entier rationnel n premier à la caractéristique du corps K.

La structure du sous groupe de torsion d’une courbe elliptique sur Q est
détérminée par le théorème

Théorème 1.5 (théorème de Mazur). Le groupe de torsion Etors(Q) d’une
courbe elliptique E/Q est isomorphe aux 15 groupes abéliens additifs

Etors(Q) =

{
Z/dZ, avec 1 ≤ d ≤ 10 ou d = 12

Z/2Z× Z/2dZ, avec 1 ≤ d ≤ 4.

Preuve. Cf [22].

Proposition 1.3. Soient deux courbes elliptiques E/K et E ′/K d’équations
de Weierstrass

E : y2 + (a1x+ a3)y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6 ∈ K[x, y],

E ′ : y2 + (a′1x+ a′3)y = x3 + a′2x
2 + a′4x+ a′6 ∈ K[x, y].

Soit f : E(K) −→ E ′(K) un homomorphisme. Alors il existe des nombres r,
s, t, u ∈ K et u 6= 0 tels que

f(x, y) = (u2x+ r, u3y + u2sx+ t). (1.11)

est un isomorphisme.
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Preuve. Les invariants de E/K et E ′/K sont liés par les formules

ua′1 = a1 + 2s, u2a′2 = a2 − sa1 + 3r − s2, u3a′3 = a3 + ra1 + 2t,

u4a′4 = a4 − sa3 + 2ra2 − (t+ rs)a1 + 3r2 − 2st,

u6a′6 = a6 + ra4 + r2a2 + r3 − ta3 − t2 − rta1,

u2b′2 = b2 + 12r, u4b′4 = b4 + rb2 + 6r6,

u6b′6 = b6 + 2rb4 + r2b2 + 4r3, u8b′8 = b8 + 3rb6 + 3r2b4 + r3b2 + 3r4,

u4c′4 = c4, u6c′6 = c6, u12∆(E ′) = ∆(E) et j(E ′) = j(E).

L’invariant modulaire permet de classifier les courbes elliptiques.

Proposition 1.4. Soit K un corps et soit Kalg une clôture algébrique de K.
1. Deux courbes elliptiques définies sur K sont isomorphes sur Kalg si et

seulement si leurs invariants modulaires sont égaux.
2. Tout nombre λ ∈ Kalg est l’invariant modulaire d’une classe de courbes

elliptiques définies sur K(λ).

Preuve. Cf [32] Chap III. Proposition 1.4.

Définition 1.10. Le conducteur d’une courbe elliptique E définie sur Q est
un entier rationnel défini par

N(E) =
∏

p|∆(E)

pfp , (1.12)

où l’entier fp = ordp
(
∆(E)

)
+ 1 − np et np est le nombre des composantes

irréductible de la fibre spéciale du modèle minimal de Néron et ∆ = ∆(E) est
le discriminant d’un modèle minimal de E.

Notons que fp = 0 si et seulement si E a bonne réduction en p.
Lorsque p ≥ 5,

fp =

{
1 lorsque E a réduction multiplicative en p,
2 lorsque E a réduction additive en p.

(1.13)

Pour plus de détails et notamment les cas p = 2 et p = 3, cf [26].

Définition 1.11. Soit K un corps commutatif et E/K, E ′/K deux courbes
elliptiques. Une isogénie de E/K vers E ′/K est un homomorphisme surjectif
non-nul de E(K) −→ E ′(K) de noyau fini.
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Définition 1.12. Soit E/K, E ′/K deux courbes elliptiques.
1. Le degré d’une isogénie f : E(K) −→ E ′(K) est l’ordre du noyau

Kerf = {P ∈ E(K), f(P ) = OE}.
2. La relation « E isogène à E ′ » est une relation d’équivalence.
3. A une isogénie de courbes elliptiques f : E −→ E ′ de degré n correspond

une isogénie duale unique f̃ : E ′ −→ E de degré n de l’isogénie f .
4. L’isogénie f̃ satisfait les conditions : f̃ ◦ f = nE et f ◦ f̃ = nE′ où n

est la multiplication par n définie dans (1.9).

Proposition 1.5. Deux courbes elliptiques E et E ′ isogènes sur Q ont le
même conducteur.

Proposition 1.6. Soit K un corps de nombres et une courbe elliptique E/K.
Alors, il n’existe qu’un nombre fini de classes de K-isomorphismes de courbes
elliptiques isogènes à E/K.

Preuve. Cf [32], Chap IX. Corollaire 6.2.

Soit K un corps muni d’une valuation discrète v et une courbe elliptique
E/K d’équation de Weierstrass

y2 + (a1x+ a3)y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6 où ai ∈ K et de discriminant ∆(E).

La réduction de la courbe elliptique E modulo v est une cubique Ẽ
d’équation

Ẽ : y2 + (ã1x+ ã3)y = x3 + ã2x
2 + ã4x+ ã6,

où ãi est la réduction modulo p de ai pour tout i ∈ {1, 2, 3, 4, 6}. Alors

v(ai) ≥ 0 pour i ∈ {1, 2, 3, 4, 6} et v
(
∆(E)

)
≥ 0.

La courbe réduite Ẽ dépend de v.

Définition 1.13. Soit E/K une cubique et v une valuation de K.

1. E a bonne réduction si Ẽ est une courbe elliptique.
2. E a une réduction multiplicative en v si Ẽ est singulière et le point

singulier est un point double.
3. E a une réduction additive en v si Ẽ est singulière et le point singulier

est un point de rembroussement.
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Le type de réduction d’une courbe elliptique est déterminé par

Théorème 1.6. Soit E/K une courbe elliptique d’équation de Weierstrass
minimale y2 + (a1x+ a3)y = x3 + a2x

2 + a4x+ a6, ai ∈ K, de discriminant
∆(E) et d’invariant c4. Alors

1. La courbe E a bonne réduction si et seulement si v
(
∆(E)

)
= 0.

2. La courbe E a réduction multiplicative si
(
∆(E)

)
> 0 et v(c4) = 0.

3. La courbe E a réduction additive si
(
∆(E)

)
> 0 et v(c4) > 0.

Preuve. Cf [32], Chap VII, Proposition 5.1.

Proposition 1.7. Soit deux courbes elliptiques E/K et E ′/K isogènes sur
K. Alors E et E ′ ont le même type de réduction sur K.

Preuve. Cf [32] Chapitre VII, Corollaire 7.2.

Soit un corps K muni d’une valuation discrète v et OK son anneau
d’entiers.

Définition 1.14. L’équation de Weierstrass (1.3) de la courbe elliptique E
est minimale si les coefficients ai, i ∈ {1, 2, 3, 4, 6} appartiennent à OK et
v(∆(E)) est minimal parmi tous les modèles de Weierstrass de cette forme.

Proposition 1.8. Soit K un corps de valuation discrète.
1. Toute courbe elliptique sur K admet un modèle minimal de Weierstrass.
2. Le changement de variables

(x, y) 7→ (u2x+ r, u3y + u2sx+ t) où r, s, t, u ∈ K et u 6= 0

transforme l’équation (1.3) en une équation d’invariants

∆ = u12∆′(E), c4 = u4c′4 et c6 = u6c′6.

3. En particulier, tout modèle de Weierstrass peut être transformer en un
modèle minimal par un changement de variables de cette forme.

Preuve. Cf [32] Chapitre VII, Proposition 1.3.

Il en résulte que l’équation de Weierstrass (1.3) est minimale si l’une des
trois assertions suivantes est satisfaite :

1. ai ∈ OK pour tout i ∈ {1, 2, 3, 4, 6} et v
(
∆(E)

)
< 12.

2. ai ∈ OK pour tout i ∈ {1, 2, 3, 4, 6} et v(c4) < 4.
3. ai ∈ OK pour tout i ∈ {1, 2, 3, 4, 6} et v(c6) < 6.
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La réciproque est vraie lorsque car(K) 6= 2, 3.

Exemple 1.2. L’équation de Weirstrass sur Qp

E65 : y2 + xy = x3 + x2 − 23x− 44

d’invariants ∆ = 53.133 et c4 = 5.13.17, est minimale en p pour tout premier
p ∈ Z.

L’algorithme de Tate [34], permet d’en déduire si une équation de Weierstrass
est minimale ou non.

Soit K un corps de nombres, OK l’anneau des entiers de K et soit E/K
une courbe elliptique d’équation de Weierstrass

E : y2 + (a1x+ a3)y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6, ai ∈ OK , (1.14)

de discriminant ∆(E).

Définition 1.15. Le discriminant minimal de E/K est l’ideal entier DE de
K, défini par

DE =
∏
v∈MK

pordv(∆v).

où ∆v est le discriminant d’une équation minimale de E associée à v et p

est l’ideal premier de OK associé à v. L’ensemble MK désigne l’ensemble des
places non archimédiennes de K.

Pour toute valuation v ∈MK , le changement de variables

(x, y) 7→ (u2
vxv + rv, u

3
vyv + u2

vsvxv + tv) où rv, sv, tv ∈ K et uv ∈ K×

transforme l’équation (1.14) en un modèle minimal

y2
v + (a1,vxv + a3,v)yv = x3

v + a2,vx
2
v + a4,vxv + a6,v, ai ∈ K (1.15)

de discriminant ∆v.
Les deux discriminants ∆(E) et ∆v sont liés par la relation ∆(E) = u12

v ∆v.

Soit l’ideal
a =

∏
v∈MK

p−ordv(uv). (1.16)

Alors le discriminant minimal est égal à

DE/K =
(
∆(E)

)
a12. (1.17)
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Bonne réduction potentielle.

Dans ce paragraphe, nous allons expliquer le comportement du type de
réduction d’une courbe elliptique suivant l’extension de corps ; une courbe
elliptique E/K à mauvaise réduction, peut acquérir bonne réduction sur une
extension finie de K.

Soit K un corps de valuation discrète v, OK son anneau d’entiers et m

son ideal maximal.

Définition 1.16. Une courbe elliptique E/K a bonne réduction potentielle
s’il existe une extension finie de K sur laquelle E acquiert bonne réduction.

La bonne réduction potentielle est caractérisée par le résultat suivant :

Proposition 1.9. Une courbe elliptique E/K a bonne réduction potentielle
si et seulement si son invariant modulaire est entier (c’est-à-dire jE ∈ OK).

Preuve. Supposons que E a bonne réduction potentielle.
Soit L une extension finie de K sur laquelle E acquiert bonne réduction

et OK l’anneau de valuation de K. Supposons que

y2 + (a1x+ a3)y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6,

est une équation minimale de E sur L, de discriminant ∆′ et d’invariant c′4.
L’hypothèse E a bonne réduction sur L implique

∆′ ∈ O′×
K et jE = (c′4)

3/∆′ ∈ O×
K .

L’hypothèse E est définie sur K entraîne jE ∈ K. D’où le résultat jE ∈ OK .

Réciproquement : Supposons que jE ∈ OK .

1. Premier cas : car(K) 6= 2.
Soit L′ une extension deK sur laquelle E possède un modèle de Legendre

E : y2 = x(x− 1)(x− µ), µ ∈ L′, µ 6= 0, 1. (1.18)

L’hypothèse jE ∈ OK et l’équation 28
(
1−µ(1−µ)

)3− jµ2(1−µ)2 = 0
entraîne que µ est entier sur OK . La clôture intégrale de OK dans L′
est l’anneau de valuation O′

K de L′ et m′ son idéal maximal. Il s’en suit
que µ ∈ O′

K et que µ non congru à 0 ou 1 (mod m′).
Il en résulte que l’équation (1.18) est à coefficients entiers et donc E a
bonne réduction.
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2. Deuxième cas : car(K) = 2.
Dans ce cas, la courbe E possède une équation normale de Deuring

E : y2 + νxy + y = x3, ν ∈ K ′ et ν3 6= 27,

de discriminant ∆ = ν3 − 27 et d’invariant modulaire

jE = ν3(ν3 − 24)3/(ν3 − 27) = ν6/(ν3 − 1).

(Pour plus de détails, voir [32], Appendice A).
Comme jE ∈ OK , la relation

ν6 − jE(ν3 − 1) = 0

entraîne ν ∈ O′
K et ν3 6≡ 1 (mod m′). Il s’ensuit que l’équation normale

de Deuring est à coefficients entiers et donc E a bonne réduction.

Proposition 1.10. Soit une courbe elliptique E/K.
1. Soit L une extension non-ramifiée de K. Si E a bonne réduction, (multiplicative,

ou additive) alors E a le même type de réduction sur L.
2. Soit L une extension finie de K. Si E a bonne réduction ou réduction

multiplicative alors E a le même type de réduction sur L.
3. Il existe une extension finie L de K sur laquelle E a bonne réduction

ou réduction multiplicative.

Preuve. Cf [32], VII. Proposition 5.4.

Proposition 1.11. Soit L une extension finie de Qp et soit une courbe
elliptique E sur L à multiplication complexe. Alors E a bonne réduction
potentielle.

Preuve. Cf [32], VII. Exercice 7.10.

Bonne réduction partout

Soit K un corps de nombres, OK l’anneau des entiers de K, p un idéal
premier de K et v la place de K associée à p. Une courbe elliptique E/K
a bonne réduction en p si E a bonne réduction sur K. Alors E a bonne
réduction en p si et seulement si, il existe un modèle de Weierstrass de E à
coefficients dans OK et de discriminant

∆(E) 6≡ 0 (mod p).
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Définition 1.17. Une courbe elliptique E/K a bonne réduction partout si E
a bonne réduction en tout idéal premier de l’anneau des entiers de K.

Proposition 1.12. Soit une courbe elliptique E/K à bonne réduction partout
sur K. Alors l’idéal engendré par ∆(E) est la puissance douzième d’un idéal
de K.

Preuve. E possède une équation de Weierstrass à coefficients ai ∈ OK et de
discriminant ∆(E) vérifiant

DE =
(
∆(E)

)
a12,

où DE est le discriminant minimal de E. Mais l’hypothèse de bonne réduction
partout entraîne que l’idéal entier DE n’est divisible par aucun idéal premier
de K et donc que DE = OK . Par conséquent, (∆(E)) = a−12 est une
puissance douzième.

Soit K un corps de nombres et L une extension finie de K.

Définition 1.18. Soit E/K une courbe elliptique. Une tordue de E par L
est une courbe elliptique E ′/K isomorphe à E sur L.

Soit une courbe elliptique E/K de modèle de Weierstrass

y2 = x3 + a2x
2 + a4x+ a6, a2, a4, a6 ∈ K. (1.19)

Soit m ∈ K×. Le changement de variables (x, y) 7→ (x/m, y/
√
m) et la

simplification par m3 transforment le modèle (1.19) en

m2y2 = x3 + a2mx
2 + a4m

2x+ a6m
3, a2, a4, a6 ∈ K. (1.20)

En substituant (x, y) 7→ (x, y/m) dans (1.20) nous obtenons l’équation de la
tordue Em de la courbe elliptique E

Em : y2 = x3 + a2mx
2 + a4m

2x+ a6m
3, (1.21)

de discriminant ∆(Em) = m6∆(E) = (
√
m)12∆(E).

Exemple 1.3. Soit E une courbe elliptique sur K, de modèle de Weiestrass

y2 = x3 + ax+ b, a, b ∈ K. (1.22)

Il y a trois cas ;
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1. Premier cas : ab 6= 0

Une tordue de E admet un modèle de Weierstrass de la forme

Em : y2 = x3 +m2ax+m3b où m ∈ K×

Deux tordues Em et Em′ sont K-isomorphes si et seulement si m′/m
est un carré dans K.
En général, Em est isomorphe à E sur le corps quadratique K(

√
m).

Par conséquent, Em est une K(
√
m)-tordue de E.

2. Deuxième cas : a = 0

Une tordue de E a pour équation

y2 = x3 +mb avec m ∈ K×

et devient isomorphe à E sur K( 6
√
m).

Ce cas correspond aux courbes elliptiques d’invariant modulaire j égal
à 1728.

3. Troisième cas : b = 0

Une tordue de E a pour modèle

y2 = x3 +max avec m ∈ K×

et devient isomorphe à E sur K( 4
√
m).

Ce cas correspond aux courbes elliptiques d’invariant modulaire j = 0.

1.3 Courbes hyperelliptiques.
Soit K un corps algébriquement clos et C/K une courbe projective lisse.

Définition 1.19. Un diviseur D de la courbe C est une somme formelle finie
de points de C(K), définie par

D =
∑

P∈C(K)

mPP où mP ∈ Z.

Le degré de D, est l’entier
∑

P∈C(K)mP . Le diviseur D est effectif (ou positif)
si mP ≥ 0 pour tout P ∈ C(K). Si D′ =

∑
P∈C(K)m

′
PP est un second

diviseur, on écrit D ≥ D′ lorsque mP ≥ m′
P pour tout P ∈ C(K).

L’ensemble Div(C) des diviseurs de la courbe C muni de l’addition forme
un groupe abélien. L’ensemble Div0(C) des diviseurs de degré 0 de C est un
sous groupe de Div(C).
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Proposition 1.13. Soit une courbe projective, lisse C/K et P un point de
C. L’ensemble des fonctions rationnelles sur C qui sont définies au point P
est un anneau de valuation discrète noté OP . Son unique idéal maximal est
l’ensemble {f ∈ K(C) | f(P ) = 0} et son corps de fractions est K(C).

Preuve. Cf [11], p. 70.

A toute fonction f ∈ K(C) correspond un diviseur de f

div(f) =
∑

P∈C(K)

ordP (f)P

où ordP (f) est la valuation en P de la fonction f pour tout point P ∈ C(K) :

ordP (f) =


0, si f est définie en P et si f(P ) 6= 0

vP (f), si f est définie en P et si f(P ) = 0

−vP (1/f), si f a un pôle en P ,

où vP est la valuation de l’anneau local OP .

Définition 1.20. Un diviseur D sur C est principal s’il existe une fonction
f sur C telle que D = div(f).

Comme f a autant de zéros que de pôles alors deg(div(f)) = 0, et donc
tout diviseur principal est de degré 0. L’ensemble DivPrinc(C) des diviseurs
principaux de C est un sous groupe de Div0(C).

Deux diviseurs D1 et D2 de C sont dans la même classe ; D1 ∼ D2 s’il
existe une fonction f ∈ K(C) tel que D1 −D2 = div(f).

Le groupe quotient Div(C)/DivPrinc(C) appelé le groupe de Picard de C
et est noté Pic(C). Notons par Pic0(C) son sous-groupeDiv0(C)/DivPrinc(C).

Lemme 1.1. Soit f ∈ K(C)×. Alors div(f) = 0 si et seulement si f ∈ K.

Le théorème de Riemann-Roch permet de calculer, ou au moins de majorer,
la dimension de certains espaces de fonctions rationnelles sur C.

Soit D ∈ Div(C). Notons par l(D) la dimension du K-espace vectoriel

L(D) = {f ∈ K(C)× | div(f) ≥ −D} ∪ {0}. (1.23)
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Lemme 1.2. Soit D ∈ Div(C).
1. Si degD < 0, alors l(D) = 0.
2. Supposons degD = 0. Alors l(D) = 1 si D ∈ DivPrinc(C) et l(D) = 0

sinon.

Théorème 1.7 (Riemann-Roch). Soit D ∈ Div(C). Alors l(D) est fini et

l(D)− l(Dca −D) = 1− g + deg(D),

où Dca est un diviseur canonique de C et l’entier g est le genre de C.

Preuve. Cf [11], p. 192.

Le résultat suivant, montre que chaque classe de diviseurs dans Pic0(C)
possède un représentant simple.

Proposition 1.14. Soit une courbe C/K de genre g ≥ 1 et soit P∞ ∈ C(K).
Alors tout diviseur de degré zéro est équivalent à un diviseur de la forme
D − gP∞, où D est un diviseur effectif de degré g.

Preuve. Soit un point fixé P∞ ∈ C(K) et un diviseur D de degré 0. Posons
D′ = D + gP∞. D’après le théorème de Riemann-Roch,

l(D′) = 1 + l(Dca −D) ≥ 1 (1.24)

Il existe alors une fonction f ∈ K(C) telle que le diviseur D′′ = div(f) +D′

est effectif et de degré g. Par définition, les diviseurs D et D′′ − gP∞ sont
dans la même classe.

Définition 1.21. Un diviseur réduit est un diviseur de la forme D − gP∞
où D est un diviseur effectif de degré g.

Le théorème de Riemann-Hurwitz permet de calculer le genre d’une courbe.

Théorème 1.8 (Riemann-Hurwitz). Soit un homomorphisme non constant
φ : C 7→ C ′ de deux courbes projectives lisses C et C ′ définies sur un corps K
de caractéristique ne divisant pas les degrés de ramification eφ(P ) de φ pour
tout point P ∈ C(K). Alors

2gC − 2 = deg(φ)
(
2gC′ − 2) +

∑
P∈C(K)

(eφ(P )− 1)

en particulier gC ≥ gC′ où gC est le genre de C et gC′ est le genre de C ′.

Preuve. Cf [9], p 21.

21



Soit K un corps et soit Kalg une clôture algébrique de K.

Définition 1.22. Une courbe projective lisse C/K de genre g ≥ 2 est hyperelliptique
s’il existe un morphism ϕ : C −→ P1

K de degré 2 défini sur K.

Une courbe hyperelliptique lisse C admet un modèle affine

y2 +Q(x)y = P (x) avec P (x) et Q(x) ∈ K[x], (1.25)

où degQ ≤ g + 1 et degP ≤ 2g + 2 avec P et Q sans racines multiples.
Dans ce cas, la courbe C admet une involution hyperelliptique

i : Kalg(C) −→ Kalg(C)

qui envoie un élément (x, y) sur i(x, y) = (x,−y −Q(x)) et vérifie

ϕ(P ) = ϕ ◦ i(P ) pour tout point P ∈ C(Kalg).

Lorsque la caractéristique deK est différente de 2, nous pouvons compléter
le carré de l’équation (3.32) pour obtenir un modèle affine de la forme

y2 = f(x) avec f = P +
1

4
Q2 (1.26)

de degré 2g + 1 ou 2g + 2 sans racines multiples. Il existe donc un ou deux
points à l’infini suivant que P + 1

4
Q2 est de degré 2g + 1 ou de degré 2g + 2.

En appliquant la transformation linéaire (x, y) 7→ (a2x, a2g+1y) où a est
le coefficient de x2g+1 dans P (x) de l’équation (1.26), nous obtenons un
polynôme unitaire.

Définition 1.23. Le discriminant d’une courbe hyperelliptique C de genre
g ≥ 2, de modèle (1.25) est le polynôme

∆C = 24gdisc(P (x) +
1

4
Q(x)2) (1.27)

à coefficients dans K.

Lorsque la caractéristique de K est égale à 2, nous interprétons cette
définition de la manière suivante ; si nous considérons les coefficients du
modèle (1.25) comme des variables indépendantes, alors ∆C tel qu’il est défini
par la formule (1.27) devient un polynôme en ces variables et à coefficients
entiers. Nous obtenons alors la formule pour ∆C en caractéristique 2 en
réduisant ce polynôme modulo 2.
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Lemme 1.3. La courbe C est non-singulière si et seulement si ∆C 6= 0.

Définition 1.24. les points de Weierstrass sont les points de ramification du
morphisme ϕ et sont aussi les points fixes de l’involution hyperelliptique.

Lorsque la caractéristique du corps K est différente de 2, il y a 2g + 2
points de Weierstrass et lorsque la caractéristique de K est égale à 2, il y a
au moins un et au plus g + 1.

Si l’un des points de Weierstrass est rationnel sur K, en composant ϕ
avec une transformation projective qui envoie un point de Weierstrass sur
l’infini, nous pouvons supposer que ce point est un point à l’infini. Ainsi
nous obtenons un modèle affine de la forme (1.25) avec Q de degré inférieur
ou égale à g et P de degré 2g + 1.

Exemple 1.4. Les points de Weierstrass de la courbe C de modèle (3.32) sont
le point à l’infini et les points d’abscisses les racines de Q(x).

Soit K un corps de caractéristique différente de 2.

Proposition 1.15. Une courbe C/K de genre deux est birationnellement
équivalente sur K à une courbe de modèle affine plan

y2 = f(x) (1.28)

où

f(x) = a6x
6 + a5x

5 + a4x
4 + a3x

3 + a2x
2 + a1x+ a0 ∈ K[x] (1.29)

sans facteur carré.
L’équation (1.28) est unique à transformations homographiques près

(x, y) 7→
(ax+ b

cx+ d
,

λy

(cx+ d)3

)
(1.30)

où a, b, c, d ∈ K, ad− bc 6= 0 et λ ∈ K×.

Supposons que le corps K est algébriquement clos et que le polynôme
f(x) possède une racine α ∈ K. Alors, la substitution

(x, y) 7→
( 1

(x− α)
,

y

(x− α)3

)
(1.31)

transforme le modèle (1.28) en l’équation

y2 = F (x) avec F (x) ∈ K[x] de degré 5. (1.32)
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Supposons que le corps K est de caractéristique différente de 2 et que
y2 = F (x) est un modèle hyperelliptique de C, où F (x) ∈ K[x] est de degré
5 ou 6 sans racines multiples.

Le conjugué d’un point P = (x, y) de C par l’involution hyperelliptique i
est le point P = (x,−y).

Il existe un ou deux points à l’infini selon que F est de degré 5 ou 6, notés
∞ et ∞, où ∞ =∞ lorsque F est de degré 5.

Proposition 1.16. Les diviseurs de degré 2 de la forme P+P sont linéairement
équivalents.

Preuve. La formule

div(x− x(P )) = P + P −∞−∞

entraîne P + P est équivalent à ∞+∞. Il en résulte que

div((x− x(P )/(x− x(Q)) = P + P −Q−Q

lorsque P et Q ne sont pas des points à l’infini et donc que P+P ∼ Q+Q.

La classe canoniqueD contient∞+∞ = div(dx) et donc tous les diviseurs
de la forme P+P . D’après le théorème de Riemann-Roch, toute classe U 6= D
de diviseurs de degré 2 de Pic(C) contient un seul diviseur effectif, qui est
donc de la forme P1 + P2 avec P1, P2 ∈ C(K) et P2 6= P1. Réciproquement,
tout diviseur de cette forme représente une classe de degré 2 différente de D.

Proposition 1.17. Soit deux points P1 et P2 de C(K). Alors le diviseur
P1 + P2 est rationnel sur K si, ou bien

1. P1 et P2 sont rationnels sur K, ou bien
2. P1 et P2 sont rationnels sur une extension quadratique de K et conjugués

sur K.

Soient deux diviseurs effectifs de degré 2, rationnels sur K :

U = (a1, α1) + (a2, α2) et V = (b1, β1) + (b2, β2)

Il existe un unique polynôme P (x) ∈ K[x] de degré 3 telle que la courbe
Y = P (x) passe par les quatre points (a1, α1), (a2, α2), (b1, β1) et (b2, β2). Le
polynôme F (x) − P (x)2 est alors de degré 6, et les coefficients a1, a2, b1, b2
sont des racines.

Notons par c1 et c2 les deux autres racines et soit γ1 = P (c1), γ2 = P (c2).
En posant W = (c1, γ1) + (c2, γ2), nous remarquons que

div(y − P (x)) = U + V +W − 3(∞+∞).
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Par conséquent, si U désigne la classe de U − (∞ +∞) dans Pic0(C) et
si nous définissons V et W de la même manière, alors U + V = W , et donc
le diviseur W est rationnel sur K si U et V sont rationnels sur K.

Le symétrique de la classe U est la classe U de

(a1,−α1) + (a2,−α2)− (∞+∞).

En effet, le diviseur

P1 + P2 + P1 + P2 − 2(∞+∞)

est principal, égal à
div(x− (x(P1))(x− x(P2)).

Lemme 1.4. La classe U est d’ordre 2 si et seulement si

U = (a1, 0) + (a2, 0) où a1 et a2 sont des racines distinctes de F (x).

Il s’ensuit qu’il existe 15 éléments d’ordre 2 de Pic0(C) qui ne sont pas
nécessairement définis sur K.

Théorème 1.9. Soit une courbe plane lisse projective C/K de genre g. Alors
il existe une variété abélienne de dimension g, appelée la jacobienne JC de C
et un isomorphisme de groupes JC(K) ' Pic0(C).

Si, de plus, la courbe C est définie sur un sous-corps K0 de K, alors
JC est définie sur K0. Si, en plus, l’extension K/K0 est séparable, alors
l’isomorphisme JC(K) ' Pic0(C) est un isomorphisme de Gal(K/K0)-modules.

Soit P∞ ∈ C(K). D’après la proposition 1.14, toute classe de Pic0(C) est
représentée par un diviseur réduit, c’est-à-dire par un diviseur de la forme
(P1 + P2 + · · ·+ Pg)− gP∞, avec (P1, P2, . . . , Pg) ∈ C(K)g.

Proposition 1.18. Supposons que le genre de la courbe C est non nul et
fixons P∞ ∈ C(K).

1. L’application C(K)g → Pic0(C) qui envoie (P1, P2, . . . , Pg) sur la classe
du diviseur (P1 + P2 + · · · + Pg) − gP∞ est induite par un morphisme
dominant Cg → JC.

2. L’application C(K) → Pic0(C) qui envoie P ∈ C(K) sur la classe du
diviseur P − P∞ est induite par une immersion fermée C → JC.
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Lorsque C est définie sur un sous-corps K0 de K, les morphismes

Cg → JC et C → JC

sont rationnels sur K0.

Soit C/K une courbe de genre deux et JC sa jacobienne. Le noyau de la
multiplication [2] par 2 sur JC est d’ordre 16. L’application [2] peut alors se
factoriser comme produit de deux isogénies de variétés abéliennes, chacune
de noyau d’ordre 4. La variété isogène est la jacobienne d’une courbe Ĉ qui
peut être déterminée. Par exemple, la courbe de genre deux Cw du chapitre 3
est isogène au produit de deux courbes elliptiques.

Soit V une variété abélienne sur K et soit N un entier supérieur ou égal
à 2. Notons par V [N ] le groupe des points de torsion de V (Kalg) dont l’ordre
divise N .

V [N ] = {P ∈ V (Kalg) | NP = 0}.

La structure du groupe V [N ] est donnée par le théorème suivant.

Théorème 1.10. Soit V une variété abélienne sur K de dimension g. Si N
est un entier premier à la caractéristique de K, alors

V [N ] ' (Z/NZ)2g. (1.33)

Preuve. Cf [25].

1.4 Nombre de points d’une courbe de genre
g ≤ 2 sur un corps fini.

Soit q une puissance d’un nombre premier p et Fq le corps fini à q éléments.
L’automorphisme de Frobenius est l’application π : Falgq → Falgq définie par
π(x) = xq, laissant fixe Fq. SiX est une variété sur Fq, π induit un morphisme
X → X. Lorsque A est une variété abélienne et ` est un nombre premier
différent de p, π induit un endomorphisme du groupe A[`r] pour tout entier
r, d’où un endomorphisme du module de Tate T`(A) = lim←−A[`r] et enfin un
endomorphisme du Q`-espace vectoriel V`(A) = T`(A) ⊗ Q`. Puisque ` 6= p,
le Théorème 1.10 entraîne que V`(A) est de dimension 2g, où g désigne la
dimension de A.
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Théorème 1.11. Soit A une variété abélienne de dimension g sur Fq, soit
` un nombre premier différent de la caractéristique de Fq et soit χA(x) le
polynôme caractéristique de l’endomorphisme de Frobenius de V`(A) sur Fq.

1. χA(x) est un polynôme unitaire de degré 2g à coefficients dans Z.
2. χA(x) est indépendant du choix du nombre premier `.
3. χA(x) ne dépend que de la classe d’isogénies de A.
4. Supposons que A est Fq-isogène à un produit B×C de variétés abéliennes.

Alors χA(x) = χB(x)χC(x).
5. #A(Fq) = χA(1).
6. Si α est une racine complexe de χA(x), alors αα = q. Par conséquent,
|α| = √q et le coefficient constant de χ(x) est qg.

7. Soit r ≥ 1 un entier. Si la factorisation complexe du polynôme χA(x) est∏
α(x−α), alors celle du polynôme caractéristique de A sur l’extension

de degré r de Fq est
∏

α(x− αr).
Le polynôme χA est appelé le polynôme caractéristique de A.

Corollaire 1.1. Soit A une variété abélienne de dimension g sur Fq. Alors

(
√
q − 1)2g ≤ #A(Fq) ≤ (

√
q + 1)2g.

Preuve. Soit α une racine de χA(x). D’après le Théorème (1.11),

|α| = √q.
Par conséquent, √

q − 1 ≤ |1− α| ≤ √q + 1.

Il en résulte que

(
√
q − 1)2g ≤

∏
{α|χA(α)=0}

|1− α| ≤ (
√
q + 1)2g,

où le produit parcourt l’ensemble des racines de χA. Et enfin,

#A(Fq) = χA(1) =
∏

{α|χA(α)=0}

|1− α|.

D’où le résultat suivant :
Théorème 1.12. Soit C une courbe projective lisse de genre g sur Fq, soit JC
la jacobienne de C et soit χ(x) = x2g−sx2g−1+· · · le polynôme caractéristique
de l’endomorphisme de Frobenius de V`(JC). Alors #C(Fq) = q + 1 − s et,
par conséquent,

q + 1− 2g
√
q ≤ #C(Fq) ≤ q + 1 + 2g

√
q.

Pour plus de détails sur le polynôme caractéristique χ(x) de l’endomorphisme
de Frobenius, voir [36], [33] ou [32].
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En genre 0

Le polynôme caractéristique (de la jacobienne) d’une courbe C de genre
0 sur Fq est

χ(x) = 1 et #C(Fq) = q + 1.

Dans ce cas, la courbe C est isomorphe à la droite projective sur Fq.

En genre 1

Lorsque C est de genre un, le polynôme caractéristique de Frobenius de
JC est alors donné par

χ(x) = x2 − sx+ q = (x− α)(x− α)

où α et α sont des conjugués complexes, de valeur absolue √q,

s = α+ α, avec |s| ≤ 2
√
q.

et
q + 1− 2g

√
q = q + 1− 2

√
q = (

√
q − 1)2 > 0.

Par conséquent, C(Fq) est non-vide d’après le théorème 1.12. En particulier,
toute courbe C de genre un sur un corps fini possède un point rationnel sur
ce corps et est donc munie de la structure d’une courbe elliptique. On en tire
que C est isomorphe à JC .

En genre 2

Soit C une courbe de genre deux définie sur Fq, déquation y2 = f(x)
où le polynôme f est de degré 5 ou 6 et sans facteur carré. Le polynôme
caractéristique de l’endomorphisme de Frobenius π de V`(JC) est un polynôme
de degré 4 de la forme

χp(x) = x4 − sx3 + tx2 − qsx+ q2 = (x− α)(x− α)(x− β)(x− β)

où αα = ββ = q. Par conséquent,

#C(Fq) = q + 1− (α+ α+ β + β) = q + 1− s,

#C(Fq2) = q2 + 1− (α2 + α2 + β2 + β
2
) = q2 + 1− (s2 − 2t).

Les coefficients s et t (et donc χ(1), le cardinal de JC(Fq)), sont donc déterminés
par les équations

N1 = #C(Fq), N2 = #C(Fq2), (1.34)

s = q + 1−N1, t =
(N2

1 +N2)

2
+ q −N1 − qN1. (1.35)
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Quant au calcul de N1, il peut se faire (lorsque p 6= 2) à l’aide de la
formule

N1 = N1,∞ +
∑
x∈Fq

(1 + f(x)
q−1
2 ), (1.36)

Il en résulte que f(x)(q−1)/2 = 0 si x est une racine de f et, si f(x) 6= 0
alors f(x)(q−1)/2 = 1 ou −1 selon que f(x) soit un carré de F×

q ou non.

Enfin, N1,∞ désigne le nombre de points à l’infini de la courbe qui sont
rationnels sur Fq. Il s’ensuit que N1,∞ = 1 si f est de degré 5 et, lorsque f
est de degré 6, N1,∞ = 2 ou 0 selon que le coefficient de x6 dans f est un
carré de Fq ou non. Notons qu’il y a une formule semblable pour N2.

Nous allons utiliser ces formules dans le § 3.6 pour calculer les Tables 3.3
et 3.2). Pour plus de détails, voir [32], Chapitre V. Théorème 2.4 en genre 1
et [23] ou [18] en genre 2.
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Chapitre 2

Equations de la courbe modulaire
X1(N).

Dans ce chapitre nous présentons un nouvel algorithme pour obtenir des
équations de modèles affines des courbes modulaires X1(N).

2.1 Quelques fonctions elliptiques.
Soit K un corps commutatif et une courbe elliptique E/K, d’équation de

Weierstrass

E : y2 + (a1x+ a3)y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6, ∈ K[x, y]. (2.1)

Supposons que E(K) contient un point P = (a, b) autre que l’origine OE.
Alors, en remplaçant x par x− a et y par y − b, nous pouvons supposer que
P = (0, 0). Cela implique que a6 = 0. Donc, chaque couple (E,P ) est formé
par une courbe elliptique E sur K et un point P ∈ E(K) autre que l’origine
peut être representé sous la forme

y2 + (a1x+ a3)y = x3 + a2x
2 + a4x, P = (0, 0). (2.2)

Lemme 2.1. Supposons que (2.2) défini une courbe elliptique et que P est
un point de torsion.

1. Si P est d’ordre N ≥ 3, alors a3 6= 0 et, après un changement de
variables, nous pouvons supposer que a4 = 0.

2. Si a3 6= 0 et a4 = 0, alors P est d’ordre 3 si et seulement si a2 = 0.

Preuve. (1) Soit Q 6= OE un point d’abscisse x(Q) = 0. Alors

y(Q)2 + a3y(Q) = 0
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Si a3 = 0, alors Q = P et donc x n’a pas d’autre zéro que P . Il s’ensuit
que x doit avoir un zéro d’ordre 2 en P et donc le point P est d’ordre 2,
contrairement aux hypothèses. D’où a3 6= 0, et nous vérifions facilement
qu’en substituant y + a4

a3
x pour y nous obtenons un modèle avec a4 = 0.

(2) Supposons que a4 = 0. Soit un point Q 6= OE avec y(Q) = 0. Alors

x(Q)3 + a2x(Q)2 = 0,

ainsi a2 = 0 si et seulement si la seule possibilité pour Q est P , et donc le
point P est d’ordre 3 si et seulement si a2 = 0.

A partir de maintenant, nous considérons les couples (E,P ) representés
par

y2 + (a1x+ a3)y = x3 + a2x
2, a2a3 6= 0, P = (0, 0). (2.3)

Le discriminant de ce modèle est

∆(E) = a2
3(−a2a

4
1 + a3a

3
1 − 8a2

2a
2
1 + 36a3a2a1 − 16a3

2 − 27a2
3).

Supposons toujours que (2.3) définie une courbe elliptique, donc ∆(E) 6= 0.

Lemme 2.2. Soit (E,P ) et (E ′, P ′) deux couples d’équations

(E) : y2 + (a1x+ a3)y = x3 + a2x
2, a2a3 6= 0, P = (0, 0), et (2.4)

(E ′) : y2 + (a′1x+ a′3)y = x3 + a′2x
2, a′2a

′
3 6= 0, P ′ = (0, 0). (2.5)

Alors (E,P ) et (E ′, P ′) sont K-isomorphes si et seulement s’il existe λ ∈ K×

tel que a′i = λiai pour tout i ∈ {1, 2, 3}. Lorsque c’est le cas, λ est unique.

Preuve. Si un tel λ existe, alors (x, y) 7→ (λ2x, λ3y) est un isomorphisme de
(E,P ) sur (E ′, P ′). Un K-isomorphisme φ de la courbe elliptique E vers E ′

envoie (x, y) sur

(λ2x+ r, λ3y + ux+ v), où λ ∈ K×, u, v ∈ K.

Pour avoir φ(0, 0) = (0, 0), nous devons avoir r = v = 0. Puisque les
coefficients de x sur E et E ′ s’annulent, nous devons avoir u = 0. Donc φ
doit être de la forme

(x, y) 7→ (λ2x, λ3y).

Cela implique que a′i = λiai pour i ∈ {1, 2, 3}. Puisque a′2 = λ2a2, a′3 = λ3a3

et a2a3a
′
2a

′
3 6= 0, nous devons avoir λ = a′3a2/a3a

′
2. D’où λ est unique.
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Proposition 2.1. Supposons que N ≥ 4. Alors toute classe de K-isomorphismes
des couples (E,P ) avec E une courbe elliptique sur K et P ∈ E(K) un point
de torsion d’ordre N , contient un unique modèle de la forme

y2 + ((1 + g)x+ f)y = x3 + fx2, P = (0, 0). (2.6)

avec f ∈ K×, g ∈ K.

Preuve. Posons f = a3
2/a

2
3 et g = (a1a2 − a3)/a3 , alors le modèle

y2 + (a1x+ a3)y = x3 + a2x
2

devient isomorphe à

y2 + ((1 + g)x+ f)y = x3 + fx2,

via l’isomorphisme

x 7→ (a2/a3)
2x, y 7→ (a2/a3)

3y.

La relation a2a3 6= 0 entraîne f 6= 0.

Si la classe d’isomorphismes contient aussi(
y2 + ((1 + g′)x+ f ′)y = x3 + f ′x2, (0, 0)

)
avec f ′ ∈ K× et g′ ∈ K alors, en considérant les coefficients de y et de x2, le
Lemme 2.2 entraîne qu’il existe λ ∈ K× tel que

f ′ = λ2f et f ′ = λ3f

La relation f 6= 0 implique λ = 1.

Pour le reste de cette section, nous supposons que K = C. Nous nous
proposons de paramétrer le modèle (2.3) en utilisant les fonctions elliptiques
associées au réseau

Ω = {
∫
γ

dx

2y + a1x+ a3

| γ ∈ H1(E(C),Z)}.

Plus précisement, en fixant z0 ∈ C/Ω, nous voulons décrire explicitement
l’isomorphisme

ξ : C/Ω→ E(C) tel que ξ(z0) = P.
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Soit Ω un réseau quelconque dans C. La fonction elliptique de Weierstrass
est définie par la formule

℘(z) = ℘(z,Ω) =
1

z2
+

∑
ω∈Ω
ω 6=0

( 1

(z − ω)2
+

1

ω2

)
, (2.7)

et satisfait l’équation différentielle

℘′(z)2 = 4℘(z)3 − g2℘(z)− g3, (2.8)

où
g2 = g2(Ω) = 60

∑
ω∈Ω
ω 6=0

1

ω4
et g3 = g3(Ω) = 140

∑
ω∈Ω
ω 6=0

1

ω6
(2.9)

sont les séries usuelles d’Eisenstein, ainsi que la formule de duplication

℘(2z) = −2℘(z) +
1

4

℘′′(z)2

℘′(z)2
. (2.10)

En complétant le carré de l’équation (2.3), nous obtenons

Y 2 = 4x3 + (4a2 + a2
1)x

2 + 2a3a1x+ a2
3

avec
Y = 2

(
y +

1

2
(a1x+ a3)

)
.

En remplaçant x par X − 1
12

(a2
1 + 4a2) nous obtenons

Y 2 = 4X3 − g2X − g3, g3
2 − 27g2

3 6= 0 (2.11)

et cette courbe est parametrée par

X = ℘(z), Y = ℘′(z).

Il est facile d’écrire
a =

1

12
(a2

1 + 4a2), (2.12)

tel que

g2 =
1

12
(a4

1 + 8a2a
2
1 − 24a3a1 + 16a2

2) = 12a2 − 2a1a3

g3 = −(23a3 − 2a1a3a+ a2
3).

(2.13)
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Le point P = (0, 0) correspond au point (a, a3) sur la courbe

Y 2 = 4X3 − g2X − g3,

tel que la condition ξ(z0) = P signifie que

a = ℘(z0), a3 = ℘′(z0). (2.14)

Comme a3 6= 0, la première équation de (2.13) entraîne

a1 =
12a2 − g2

2a3

=
12℘(z0)

2 − g2

2℘′(z0)
=
℘′′(z0)

℘′(z0)
, (2.15)

où la dernière équation résulte en dérivant (2.8) et en remplaçant z par z0.
Ces équations aussi avec (2.12) nous permettent de déterminer a2.

En résumant la discussion précédente, nous obtenons le résultat

Théorème 2.1. Soit Ω un réseau dans C et soit z0 ∈ C tel que 2z0 /∈ Ω.
Définissons les fonctions elliptiques

a1(z) =
℘′′(z)

℘′(z)
, a2(z) = 3℘(z)− 1

4

℘′′(z)2

℘′(z)2
, a3(z) = ℘′(z), (2.16)

de sorte que ℘(z) = (a1(z)
2 + 4a2(z))/12. Alors la courbe elliptique

y2 + (a1(z0)x+ a3(z0))y = x3 + a2(z0)x
2 (2.17)

est paramétrée par les fonctions elliptiques

x(z) = ℘(z)− ℘(z0), y(z) =
1

2

(
℘′(z)− a1(z0)x(z)− a3(z0)

)
(2.18)

et nous avons
(
x(z0), y(z0)

)
= (0, 0).

Inversement, tout couple de la forme (2.3) peut être parametré de cette
façon en utilisant le réseau

Ω = {
∫
γ

dx

2y + a1x+ a3

| γ ∈ H1(E(C),Z)},

le point z0 étant la solution unique (mod Ω) de (2.14).

Définition 2.1. Le diviseur d’une fonction elliptique non-nulle f associée à
un réseau de périodes Ω est la somme formelle

∑
x∈C/Ω vx(f)[x], où vx(f)

est l’ordre du zéro (ou du pôle compté negativement) de f en z ∈ C quelconque
telle que sa classe (mod Ω) est x. (Puisque C/Ω est compact, vx(f) s’annule
en dehors d’un ensemble fini).

L’ordre de f est l’entier non-negatif
∑

x max(vx(f), 0).
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Proposition 2.2. Les diviseurs des fonctions a2, a3 et a1a2−a3 sont donnés
par les formules

div(a2) =
∑
3x=0
x 6=0

[x]− 2
∑
2x=0

[x], div(a3) =
∑
2x=0,
x 6=0

[x]− 3[0],

div(a1a2 − a3) =
∑
4x=0
2x 6=0

[x]− 3
∑
2x=0

[x]

Preuve. Le cas de a3(z) = ℘′(z) est bien connu. Dans le cas de a2(z), nous
utilisons la formule de duplication (2.10) pour obtenir

a2(z) = −℘(2z) + ℘(z), (2.19)

à partir duquel nous obtenons facilement le résultat puisque ℘(z) est une
fonction paire. De la même manière, un calcul simple en utilisant (2.8) et
(2.10) montre que

a1(z)a2(z)− a3(z) = ℘′(2z) (2.20)

à partir duquel nous obtenons le dernier résultat.

Corollaire 2.1. Soit F et G les fonctions elliptiques définies par

F (z) = F (z,Ω) =
a2(z)

3

a3(z)2
, G(z) = G(z,Ω) =

a1(z)a2(z)− a3(z)

a3(z)
.

Alors

div(F ) = 3
∑
3x=0
x 6=0

[x]− 8
∑
2x=0
x6=0

[x], (2.21)

div(G) =
∑
4x=0
2x 6=0

[x]− 4
∑
2x=0
x 6=0

[x]. (2.22)
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2.2 Polynômes de division.
Revenons au modèle (2.3) et considérons x, a1, a2, et a3 comme indéterminées.

Soit l’anneau A = Z[x, a1, a2, a3, y] où y satisfait l’équation

y2 + (a1x+ a3)y = x3 + a2x
2.

Par la division euclidienne, tout élément de A sécrit de façon unique sous la
forme

P +Qy avec P,Q ∈ Z[x, a1, a2, a3].

Pour tout entier n ≥ 1, considérons le polynôme de n-division ψn, élément
de A défini récursivement par les formules

ψ1 = 1, ψ2 = a1x+ a3 + 2y,

ψ3 = 3x4 + (4a2 + a2
1)x

3 + 3a1a3x
2 + 3a2

3x+ a2
3a2,

ψ4 = ψ2(2x
6 + (a2

1 + 4a2)x
5 + 5a3a1x

4 + 10a2
3x

3 + 10a2
3a2x

2+

(a2
3a2a

2
1 − a3

3a1 + 4a2
3a

2
2)x+ a3

3a2a1 − a4
3)

et

ψ2n+1 = ψn+2ψ
3
n − ψn−1ψ

3
n+1, si n ≥ 2

ψ2ψ2n = ψn(ψn+2ψ
2
n−1 − ψn−2ψ

2
n+1), si n ≥ 3.

(2.23)

Définissons de plus φn et ωn par

φn = xψ2
n − ψn+1ψn−1, 2ψnωn = ψ2n − ψ2

n(a1φn + a3ψ
2
n). (2.24)

Nous pouvons en déduire par récurrence que ψn, ωn, φn ∈ A pour tout n.

Théorème 2.2. Soit une courbe elliptique E de modèle (2.3). Le point P =
(x0, y0) de E est d’ordre divisant n si et seulement si ψn(x0, y0) = 0. Si ce
n’est pas le cas, alors

nP =
( φn(x0, y0)

ψn(x0, y0)2
,
ωn(x0, y0)

ψn(x0, y0)3

)
.

De plus, si nous attribuons à x, y, a1, a2 et a3 respectivement les poids 2, 3,
1, 2 et 3 et nous consiérons Z[x, y, a1, a2, a3] comme un anneau gradué, alors
ψn, φn et ωn sont homogènes de poids respectifs n2 − 1, 2n2 et 3n2.

Preuve. C’est un variant des formules bien connues des courbes de la forme

y2 = x3 + Ax+B,

qui sont discutées par exemple dans Cassels [5]. Voir aussi Lercier et Morain
[19].
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Nous nous intéressons à ce résultat seulement lorsque P = (0, 0) et, à
partir de maintenant, nous écrivons ψn à la place de ψn(0, 0) et la même
chose pour φn et ωn. Donc ψn, φn et ωn sont des éléments homogènes de
Z[a1, a2, a3] de poids respectifs n2 − 1, 2n2 et 3n2.

Nous obtenons

ψ1 = 1, ψ2 = a3, ψ3 = a2
3a2, ψ4 = a4

3(a1a2 − a3), (2.25)

aussi bien que les relations

ψ2n+1 = ψn+2ψ
3
n − ψn−1ψ

3
n+1, si n ≥ 2

a3ψ2n = ψn(ψn+2ψ
2
n−1 − ψn−2ψ

2
n+1), si n ≥ 3.

(2.26)

De plus, nous avons

φn = −ψn+1ψn−1,

2ψnωn = ψ2n − ψ2
n(a1φn + a3ψ

2
n).

(2.27)

Corollaire 2.2. Soit P le point (0, 0) sur la courbe elliptique (2.3) et soit
un entier n ≥ 2. Alors nP = OE si et seulement si ψn = 0. Lorsque ce n’est
pas le cas, alors

nP =
(φn
ψ2
n

,
ωn
ψ3
n

)
.

Les relations (2.27) sont faciles à implémenter et permettent de calculer
ψn et les coordonnées de nP rapidement par récurrence. En pratique, nous
aurons besoin de substituer des polynômes variés pour a1, a2 et a3. Le lemme
suivant montre que ψn est divisible par une grande puissance de a3, et nous
pouvons améliorer l’implémentation en la simplifiant.

Lemme 2.3. Soit va3(n) l’exposant de la puissance de a3 divisant ψn. Alors

va3(n) =


n2

4
, si n pair

n2 − 1

4
, si n impair.

(2.28)

Preuve. Quand n ≤ 4, c’est clair d’après (2.25). En général, en posant

ζn = a
−v∗a3

(n)

3 ψn
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où v∗a3
(n) est définie comme étant le membre droit de (2.28). Puis, à partir

de (2.26) nous obtenons :

ζ2n+1 =

{
a3ζn+2ζ

3
n − ζn−1ζ

3
n+1 si n est pair

ζn+2ζ
3
n − a3ζn−1ζ

3
n+1 si n est impair

(2.29)

pour tout n ≥ 2.
Dans le cas où n ≥ 3, alors

ζ2n = ζn(ζn+2ζ
2
n−1 − ζn−2ζ

2
n+1). (2.30)

Puisque
ζ1 = ζ2 = 1, ζ3 = a2 et ζ4 = a1a2 − a3

nous déduisons par récurrence que ζn ∈ Z[a1, a2, a3] pour tout n, en d’autres
termes que

va3(n) ≥ v∗a3
(n) pour tout n

Pour montrer l’égalité, il suffit de montrer que le terme constant ζn(0) de ζn,
considéré comme un polynôme à coefficients dans Z[a1, a2], est non nul. En
fait, en posant εn = (−1)n(n−1)/2, nous constatons que

ζ2n+1(0) = εna
n(n+1)/2
2 , pour tout n ≥ 0

et, quand n ≥ 1, que ζ2n(0) est de la forme

ζ2n(0) = εn−1

bn−1
2
c∑

i=0

cn,ia
n−1−2i
1 a

n(n−1)/2+i
2 ,

où cn,i ∈ Z et cn,0 = 1 pour tout n. À nouveau, cela peut être vérifié par
récurrence en utilisant les équations obtenues en substituant a3 = 0 dans
(2.29) et (2.30).

Puisque a3 est de poids 3, nous constatons que ζn est de poids 1
4
n2 − 1

ou n2−1
4

selon que n est pair ou impair. Ce qui représente une amélioration
considérable. Par exemple, a625

3 divise ψ50, alors que ζ50 est de poids 624 et
donc de degré au plus 208 en a3. Il est donc préférable d’implémenter (2.29) et
(2.30) au lieu de (2.26). En utilisant (2.27) nous pouvons calculer la puissance
de a3 divisant φn et ωn et accélérer le calcul de nP lorsque nP 6= OE.

Cependant, comme nous le verrons dans la section suivante, la poursuite
de la simplification est possible dans le cas nécessaire pour calculer les équations
de X1(N).
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2.3 Une première équation de X1(N).
Soit un entier N ≥ 4 fixé. Notons par H le demi-plan supérieur

H = {τ ∈ C | =(τ) > 0}.

Soit τ ∈ H, notons par Ωτ le réseau dans C de base (τ, 1). Lorsque i ∈ {1, 2, 3}
nous écrivons ai(τ) au lieu de ai(1/N,Ωτ ) où z 7→ ai(z,Ω) est la fonction
elliptique utilisée dans le Théorème 2.1. Posons

f(τ) = F (1/N,Ωτ ) et g(τ) = G(1/N,Ωτ )

où F et G sont les fonctions définies dans le corollare 2.1. Donc, d’après
(2.19) et (2.20),

f(τ) =
(℘(1/N,Ωτ )− ℘(2/N,Ωτ ))

3

℘′(1/N,Ω)2
,

g(τ) =
℘′(2/N,Ωτ )

℘′(1/N,Ωτ )
.

Lemme 2.4. Soient les polynômes homogènes ψn ∈ Z[a1, a2, a3] introduits
dans le § 2.2. Alors

ψN
(
a1(τ), a2(τ), a3(τ)

)
= 0 pour tout τ ∈ H. (2.31)

Preuve. Cela résulte du Théorème 2.1 et du Corollaire 2.2.

Théorème 2.3. Soit un entier N ≥ 4.
1. Les fonctions f et g sont des fonctions modulaires sur Γ1(N) et engendrent

le corps de toutes les fonctions modulaires sur Γ1(N).
2. Nous avons

ψN(1 + g, f, f) = 0. (2.32)

Preuve. Les fonctions

τ 7→ ℘(1/N,Ωτ ), τ 7→ ℘′(1/N,Ωτ ) et τ 7→ ℘′′(1/N,Ωτ )

sont des formes modulaires sur Γ1(N) de poids 2, 3 et 4. Il s’ensuit que
ai(τ), i ∈ {1, 2, 3} est une forme modulaire de poids i. Donc f et g sont des
fonctions modulaires sur Γ1(N).

Pour montrer que f et g engendrent C(X1(N)), nous les interprétons
comme des fonctions méromorphes sur la surface de Riemann compacte
X1(N).
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Rappelons que si X est une surface de Riemann compacte quelconque et
S un sous-ensemble du corps C(X) des fonctions méromorphes sur S, alors S
engendre C(X) si et seulement s’il existe un sous ensemble U ouvert non-vide
de X tel que si P et Q sont deux points de U tels que ϕ(P ) = ϕ(Q) pour
tout ϕ ∈ S, alors P = Q.

Appliquons ce qui précède en prenantX = X1(N), U = X1(N) dépourvue
des pointes et S = {f, g}, l’assertion résulte alors du Lemme 2.1. Ce qui
prouve (1). L’assertion (2) résulte du Lemme 2.4 et la Proposition 2.1.

Remarque 2.4. Comme le référé nous l’a indiqué, les fonctions ai(τ) sont en
fait des formes modulaires holomorphes partout (c’est à dire, y compris aux
pointes). Pour voir cela, nous utilisons le fait que les fonctions

τ 7→
(
℘(k)(z,Ωτ )

)
z=1/N

sont holomorphes pour tout k ≥ 0. Puisque a3(τ) = ℘′(1/N,Ωτ ), cela entraîne
que a3 est holomorphe. Pour montrer que a1 et a2 sont holomorphes, nous
constatons que

3℘(1/N,Ωτ )− 1
4
a1(τ)

2 = a2(τ) = ℘(1/N,Ωτ )− ℘(2/N,Ωτ ),

où la deuxième égalité résulte de (2.19). Ce qui entraîne que a2 et a2
1 sont

holomorphes. Puisque a1 est méromorphe et son carré a2
1 est holomorphe,

nous pouvons conclure que a1 est elle-même holomorphe.

Nous pouvons utiliser le Théorème 2.3 pour obtenir un modèle affine plan
de X1(N) comme suit ; nous savons que si

y2 + ((1 + g)x+ f)y = x3 + fx2 (2.33)

est une courbe elliptique et si P = (0, 0), alors NP = O si et seulement si
ψN(1 + g, f, f) = 0.

Le discriminant de cette courbe elliptique est

∆ = −f 3(16f 2 + (8g2 − 20g − 1)f + g(g + 1)3). (2.34)

Par conséquent, nous pouvons simplifier de ψN(1+g, f, f) les facteurs communs
avec ce discriminant. Notons par Ψ

(f,g)
N ∈ Z[f, g] le polynôme ainsi obtenu,

normalisé (au signe près) en supposant que les coefficients sont des entiers
premiers entre eux.

Notons que, si M divise N , alors MP = O entraîne NP = O, de sorte
que Ψ

(f,g)
M divise Ψ

(f,g)
N .
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Donc Ψ
(f,g)
N se factorise sous la forme

Ψ
(f,g)
N =

∏
M |N

Φ
(f,g)
M , (2.35)

où Φ
(f,g)
M (f, g) s’annule si et seulement si l’ordre de (0, 0) est exactement M .

Alors, le Théorème 2.3 entraîne que Φ
(f,g)
N = 0 est l’équation d’un modèle

affine plan de X1(N).
D’après le Lemme 2.3, le terme f va3 (ψn) divise ψn(1 + g, f, f). En fait,

nous pouvons faire mieux que cela.

Théorème 2.5. Soit

v∗f (n) =


3k2 si n = 3k

3k2 + 2k si n = 3k + 1

3k2 + 4k + 1 si n = 3k + 2.

(2.36)

Alors, pour tout n ≥ 1, nous avons Ψ
(f,g)
n = f−v

∗
f (n)ψn(1 + g, f, f) (au signe

près).

Preuve. Soit θn = f−v
∗
f (ψn)ψn(1+g, f, f). Montrons que Ψ

(f,g)
n = θn pour tout

n ≥ 1.

Les formules (2.25) et (2.26) entraînent

θ1 = θ2 = θ3 = 1, θ4 = g, θ5 = g − f (2.37)

et, quand N ≥ 6,

θN =



θ3n(θ3n+2θ
2
3n−1 − θ3n−2θ

2
3n+1) si N = 6n,

fθ3n+2θ
3
3n − θ3n−1θ

3
3n+1 si N = 6n+ 1,

θ3n+1

(
fθ3n+3θ

2
3n − θ3n−1θ

2
3n+2

)
si N = 6n+ 2,

θ3n+3θ
3
3n+1 − θ3nθ

3
3n+2 si N = 6n+ 3,

θ3n+2

(
θ3n+4θ

2
3n+1 − fθ3nθ

2
3n+3

)
si N = 6n+ 4,

θ3n+4θ
3
3n+2 − fθ3n+1θ

3
3n+3 si N = 6n+ 5.

(2.38)

Il en résulte que θn ∈ Z[f, g] pour tout n. En effet, si n ≤ 5 ceci résulte
de (2.37) et pour des grandes valeurs de n il résulte de (2.38) par récurrence.
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Pour conclure, nous avons besoin de monter que θn est premier au discriminant
(2.34) de la courbe elliptique (2.33), et que les coefficients de θn sont deux
à deux premiers entre eux. Montrons d’abord que f ne divise pas θn en
montrant que le terme constant θn(0) de θn, considéré comme un polynôme
en f à coefficients dans Z[g], n’est pas nul (comparer avec la démonstration
du lemme 2.3). En effet, nous obtenons

θN(0) =

 εm
∑m

i=1 (−1)igm(m+1)/2−i = εm−1g
m(m−1)/2 g

m + 1

g + 1
si N = 3m

εmg
m(m+1)/2 si N = 3m+ 1 ou si N = 3m+ 2,

(2.39)

où encore
εm = (−1)m(m−1)/2.

Ceci peut être montrer par récurrence sur l’entier naturel N en utilisant la
formule obtenue en substituant f = 0 dans (2.37) et (2.38).

Pour monter que 16f 2 +(8g2−20g−1)f+g(g+1)3 ne divise pas θn, nous
remarquons que dans le cas contraire, g(g + 1)3 diviserait θn(0), ce qui n’est
pas le cas d’après (2.39). Finalement, (2.39) montre aussi que ±1 apparait
comme un coefficient dans θn ce qui termine la démonstration.

D’après la discussion précédente, il s’ensuit que les relations (2.37) et
(2.38) donnent une procédure récursive permettant de calculer Ψ

(f,g)
N , et par

conséquent Φ
(f,g)
N , en principe pour tout N ≥ 1. La première colonne de la

Table 2.1 donne les polynômes Φ
(f,g)
N pour tout N , 4 ≤ N ≤ 15.

2.4 Une équation améliorée de X1(N).
Il est naturel de se demander si d’autres choix de générateurs de C(X1(N))

donnent des equations plus simples, c’est à dire de degré plus petit que
celui de Φ

(f,g)
N . En général, si deux éléments x et y de C(X1(N)) engendrent

C(X1(N)), notons par Φ
(x,y)
N un polynôme de plus petit degré tel que

Φ
(x,y)
N (x, y) = 0

(c’est défini seulement à une constante multiplicative non-nulle près). En
particulier, si x et y engendrent C(X1(N)), alors Φ

(x,y)
N = 0 est un modèle

affine plan de X1(N).
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En particulier, on peut se demander si de tels générateurs peuvent être
définis en termes de f et g d’une manière uniforme, c’est à dire par une
formule qui est indépendente deN . Ce cas a été initialement observé expérimentalement,
et nous n’avons pas d’explications satisfaisantes ni pourquoi les choix suivants
marchent, ni pourquoi cela produit des équations plus simples que d’autres
substitutions similaires qui ont été essayées.

Avant d’aller plus loin, nous énonçons le Lemme suivant.

Lemme 2.5. Notons par F et G les fonctions elliptiques utilisées au Corollaire 2.1.
Alors

div(G− F ) =
∑
5x=0
x 6=0

[x]− 8
∑
2x=0
x 6=0

[x],

div(G2 −G+ F ) =
∑
6x=0

2x6=0,3x 6=0

[x]− 8
∑
2x=0
x 6=0

[x],

div(G3 −GF + F 2) =
∑
7x=0
x6=0

[x]− 16
∑
2x=0
x 6=0

[x],

div((F + 1)G2 − 3FG+ 2F 2) =
∑
8x=0
4x 6=0

[x]− 16
∑
2x=0
x 6=0

[x].

Preuve. D’après le Corollaire 2.1, le diviseur polaire d’un monôme de la forme
F kG` est donné par

(8k + 4`)
∑
2x=0
x 6=0

[x],

où k et ` sont des entiers positifs.

Considérons par exemple le cas de la fonction G2−G+F . D’après ce que
nous venons d’énonçer, le diviseur polaire de cette fonction est supporté par
les trois points x1, x2, x3 d’ordre 2 et s’écrit sous la forme

a[x1] + b[x2] + c[x3]

avec a, b et c positifs et ne dépassant pas 8. Donc G2−G+F est d’ordre au
plus 24. D’autre part, G2−G+F s’annule aux points d’ordre 6 sur C/Ω. Cela
peut être déduit du fait que Φ

(f,g)
6 = g2 − g + f . (voir la Table 2.1). Comme

il y a 24 points d’ordre 6, nous en déduisons que l’ordre de G2 − G + F est
au moins 24. Donc il n’y a pas d’autres zéros ni pôles et div(G2−G+F ) est
comme prévu. Un argument similaire marche dans les autres cas.
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Revenons à notre discussion sur les équations de X1(N). Supposons que
N ≥ 6. Alors le Lemme précédent entraîne que g − f ne s’annule pas
identiquement surX1(N) et le même procédé est vrai pour g par le Corollaire 2.1.
Donc

t = f/g et s = g2/(f − g)
sont des fonctions bien définies sur X1(N) et nous pouvons résoudre pour f
et g pour obtenir

f = t(t− 1)s et g = (t− 1)s.

Par conséquent, s et t engendrent C(X1(N)) quand N ≥ 6.

Dans la deuxième colonne de la Table 2.1, Φ
(s,t)
N est déterminé pour tout

N , 6 ≤ N ≤ 15.

D’autres calculs suggèraient un autre choix de générateurs. Soit

r =
t− 1

s+ 1
, q =

(s+ 1)(t− 1)

t+ s
. (2.40)

En termes de f et g, nous avons

r =
(f − g)2

g(g2 − g + f)
, q =

(g2 − g + f)(f − g)
g3 − fg + f 2

. (2.41)

En utilisant Lemme 2.5, nous remarquons que q et r sont bien définis
lorsque N ≥ 8, et nous pouvons résoudre pour t et s pour obtenir

t = q(r + 1) + 1 et s = q(r + 1)/r − 1.

Il s’ensuit que q et r constituent un ensemble de générateurs de C(X1(N))
lorsque N ≥ 8.

Il en résulte que

f =
q(1 + r)(1 + q + qr)(q + qr − r)

r
, g =

(q(r + 1) + 1)f

r
,

qui nous permet d’écrire l’équation de la courbe elliptique correspondante.

A nouveau, dans la colonne de droite de la Table 2.1, nous présentons le
polynôme Φ

(q,r)
N pour tout N , 8 ≤ N ≤ 15.
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Remarque 2.6. Comme nous avons déjà expliqué, nous n’avons pas d’explications
complètes pourquoi les paires de générateurs {f, g}, {s, t} et {q, r} mènent
succéssivement à des équations plus simples deX1(N). Nous remarquons que,
puisque dans les travaux de plusieurs auteurs, les fonctions modulaires qui
apparaîssent dans les équations ont leurs diviseurs supportés par les pointes,
et sont donc des unités modulaires (voir par exemple [15]). En outre, certaines
combinaisons simples de nos fonctions modulaires sont des unités modulaires.
Par exemple, s, t et aussi s + 1, t − 1 et s + t sont des unités modulaires
quand N ≥ 8 et nous avons

r = (t− 1)/(s+ 1) et q = (s+ 1)(t− 1)/(t+ s),

et donc q + 1 et r − q sont aussi des unités modulaires quand N ≥ 10. Tout
ce qui précéde peut être vérifié en utilisant le Lemme 2.5.

2.5 Commentaires sur les tables.
Nous présentons trois tables donnants des informations concernant les

équations de X1(N) que nous avons obtenu. Dans chaque table, la première
colonne indique la valeur de N sous considération et dans la seconde, g
rappele le genre de X1(N).

Pour trouver les équations, premièrement, nous calculons ψN(1 + g, f, f)
en utilisant les relations de récurrence (2.25), (2.26) et (2.27) ainsi que les
relations :

−N
2
P =

N

2
P si N est pair et

N − 1

2
P =

N + 1

2
P si N est impair.

A partir de cela, nous déterminons Φ
(f,g)
N en enlevant les facteurs communs

avec ψM(1+g, f, f) quandM est un diviseur propre deN et avec le discriminant
de la courbe. Nous calculons alors Φ

(s,t)
N en substituant

f = t(t− 1)s et g = (t− 1)s

dans Φ
(f,g)
N et en enlevant les facteurs inutiles. Nous obtenons Φ

(q,r)
N de Φ

(s,t)
N

d’une manière similaire. Nous remarquons qu’il est extrêmement important
d’enlever les facteurs inutiles de ψN(1 + g, f, f) avant de substituer. Par
exemple, d’après le Lemme 2.5, nous savons que f 833 divise ψ50(1 + g, f, f),
de sorte qu’en substituant f = t(t − 1)s, il résulte un facteur inutile de
(t− 1)833 qui, une fois développé devient trés grand devant

Φ
(f,g)
50 (1 + (t− 1)s, t(t− 1)s, t(t− 1)s).
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Comme nous l’avons déjà indiqué, les trois colonnes à droite de la Table 2.1
donnent les équations de X1(N) pour les ensembles de générateurs {f, g},
{s, t} et {q, r} pour ces valeurs de N entre 4 et 15 pour lesquels les deux
membres de l’ensemble sont définis, et une entrée vide indiquant que ce n’est
pas le cas. Cela montre clairement, que pour les valeurs indiqués de N , la
simplification obtenue en passant de l’ensemble {f, g} à l’ensemble {s, t} et
après à {q, r}, est considérable.

Plus loin, les calculs révèlent des simplifications similaires pour des valeurs
plus grandes de N .

La troisième colonne de la Table 2.2 présente des modèles de X1(N) pour
11 ≤ N ≤ 20, dont la plus part sont bien connus.

Ces équations sont données en termes de deux fonctions u et v. Les deux
dernières colonnes donnent s et t en termes de u et v. Ces équations sont pour
la plus part trouvées par tatonnement en essayant des substitutions variées
dans Φ

(s,t)
N .

En substituant pour s et t en les coefficients de la courbe elliptique

y2 + (1 + (t− 1)sx+ t(t− 1)s)y = x3 + t(t− 1)sx2,

nous obtenons l’équation de la courbe elliptique correspondante en termes de
u and v. Puisque le polynôme Φ

(q,r)
N est obtenu par une procédure récursive

comme nous l’avons expliqué avant et qui est facile à implémenter, et il
devient rapidement grand lorsque N augmente, il semble de les reproduire
en détail ici.

Dans la Table 2.3, nous présentons les degrés degr Φ
(q,r)
N et degq Φ

(q,r)
N ainsi

que le degré total degtotal Φ
(q,r)
N de Φ

(q,r)
N pour tout N de 16 à 51.

Rappelons que la gonalité d’une courbe algébrique projective irréductible
X est le plus petit degré d’un morphisme surjectif deX sur la droite projective.
C’est aussi la plus petite valeur possible du degré en termes de l’une des
variables de l’équation affine plane de X. En particulier, si γ(N) désigne la
gonalité de X1(N), alors

γ(N) ≤ min
(
degr Φ

(q,r)
N , degq Φ

(q,r)
N

)
.

Cependant, cette borne n’est pas toujours la meilleure possible. Par exemple
les degrés en u et v des équations dans la Table 2.2 sont également des bornes
supérieures, et sont parfois plus petites.
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Le corps de fonctions de la courbe modulaireX1(N) possède deux générateurs
f et g lorsque N ≥ 4, s et t lorsque N ≥ 6 et q et r lorsque N ≥ 8.

Remarque 2.7. Le genre de X1(12) étant égal à 0, C(X1(12)) est un corps de
fonctions rationnels. Voici une autre méthode pour déterminer un générateur.
Nous remarquons que l’équation de X1(12) en termes de t et s peut s’écrire
sous la forme :

(2s+ t(t+ 1))2 = (t− 1)2(t2 + 4t− 4).

En écrivant
d = (2s+ t(t+ 1))/(t− 1),

nous remarquons que la conique

d2 = t2 + 4t− 4

est aussi un modèle de X1(12). Nous obtenons ainsi un paramètre rationnel
en prennant le gradient u de la droite joignant le point

(
− 3, 5/3

)
à un point

arbitaire (t, d) de la conique, ce qui montre que :

u =
d− 1

t− 1
=
t2 + 2s+ 1

(t− 1)2
(2.42)

est un générateur de C
(
X1(12)

)
.
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Tab. 2.1 – Les polynômes Φ
(f,g)
N , Φ

(t,s)
N , Φ

(q,r)
N , 4 ≤ N ≤ 15

N g Φ
(f,g)
N Φ

(t,s)
N Φ

(q,r)
N

4 0 g

5 0 g − f
6 0 g2 − g + f s+ 1

7 0 g3 − fg + f 2 t+ s

8 0 (f + 1)g2 − 3fg + 2f 2 (s+ 2)t− 1 q + 1

9 0 g5 − g4 + (f + 1)g3− t− (s2 + s+ 1) r − q
3fg2 + 3f 2g − f 3

10 0 g5 + fg4 − 3fg3+ (s2 + 3s+ 1)t+ s2 (q2 + q − 1)r

(3f 2 + f)g2 − 2f 2g + f 3 +q(q + 2)

11 1 fg7 − (3f + 1)g6 + 3f(f + 2)g5 t2 + s(s2 + 3s+ 4)t− s r2 + q2r + (q2 + q)

−9f 2g4 + f 2(4f − 1)g3+

3f 3g2 − 3f 4g + f 5

12 0 g6 − (f − 1)g4 − 5fg3+ (s+ 3)t2 + (s− 3)t+ (q + 2)r + 1

f 2(f + 10)g2 − 9f 3g + 3f 4 s2 + 1

13 2 g10 + f 2g9 − 6f(f + 1)g8 t3− r2 − (q3 + q2 − 1)r

+f(5f 2 + 21f + 3)g7− (s4 + 5s3 + 9s2 + 4s+ 2)t2 −q(q + 1)2

f(24f 2 + 13f + 1)g6+ +(s3 + 6s2 + 3s+ 1)t+ s3

3f 2(f + 2)(3f + 1)g5−
15f 3(f + 1)g4 + 4f 4(f + 5)g3

−15f 5g2 + 6f 6g − f 7

14 1 fg9 − 3fg8 + (4f 2 + 6f + 1)g7 (s3 + 5s2 + 6s+ 1)t2 (q3 + 2q2 − q − 1)r2

−f(f 2 + 17f + 10)g6+ −(s4 + 3s3 + 6s2 + 7s+ 1)t+ s +q(3q + 2)r−
f(16f 2 + 30f + 1)g5− q2(q + 1)

5f 2(f 2 + 8f + 1)g4+

5f 3(5f + 2)g3 − 2f 4(3f + 5)g2

+f 5(5g − f)

15 1 g13 + (f − 1)g12 + (f 2 − 3f + 1)g11 t3+ r2+

−(3f 2 + 2f + 1)g10+ s(s4 + 7s3 + 18s2 + 19s+ 10)t2 q(q − 1)(q2 + 3q + 3)r

(7f 3 + 19f 2 + 8f + 1)g9− +s(s4 + 4s3 − 5s− 5)t+ +q2(q2 + 3q + 3)

f(36f 2 + 37f + 9)g8+ s(s4 + s3 + s2 + s+ 1)

f 2(18f 2 + 73f + 36)g7−
2f 3(31f + 37)g6+

f 3(19f 2 + 81f − 1)g5−
5f 4(9f − 1)g4 + 10f 5(f − 1)g3

+10f 6g2 − 5f 7g + f 8
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Tab. 2.3 – Le degré en r, en q et le degré total de Φ
(q,r)
N , 16 ≤ N ≤ 51.

N g degr Φ
(q,r)
N degq Φ

(q,r)
N degtotal Φ

(q,r)
N N g degr Φ

(q,r)
N degq Φ

(q,r)
N degtotal Φ

(q,r)
N

16 2 3 3 5 34 21 11 16 23

17 5 4 5 8 35 25 15 21 32

18 2 3 4 6 36 17 11 16 23

19 7 5 6 10 37 40 18 24 37

20 3 3 5 6 38 28 14 20 29

21 5 5 7 11 39 33 18 24 37

22 6 4 7 11 40 25 16 20 32

23 12 7 9 14 41 51 22 30 45

24 5 6 7 11 42 25 15 20 30

25 12 8 11 16 43 57 24 33 49

26 10 7 9 15 44 36 19 25 39

27 13 8 12 17 45 41 23 31 47

28 10 7 10 15 46 45 21 29 44

29 22 11 15 22 47 70 29 39 59

30 9 8 9 15 48 37 19 28 41

31 26 13 17 26 49 69 31 42 64

32 17 10 14 21 50 48 23 32 48

33 21 12 17 26 51 65 30 41 62
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Chapitre 3

Courbes de genre deux à bonne
réduction partout.

Dans ce chapitre, nous nous proposons de construire des courbes de genre
deux à bonne réduction partout sur des corps quartiques et à bonne réduction
tordue partout sur des corps quadratiques. Il découle des travaux de Fontaine
et d’Abrashkin [1], [10] qu’il n’existe pas de telles courbes sur Q.

3.1 Premiers résultats
Soit C une courbe (projective, lisse) de genre deux sur un corps de

nombres K. Alors C admet un modèle affine de la forme y2 = P (x) où
P est un polynôme de degré 5 ou 6 à coefficients dans K et toutes les
racines sont simples. Soit p un idéal premier de caractéristique résiduelle
impaire d’un corps de nombres K. La courbe C a bonne réduction en p si
et seulement si nous pouvons choisir P (x) à coefficients dans l’anneau local
Op en p de sorte qu’il reste sans facteur carré après réduction (mod p). Ce
qui est équivalent à : le discriminant de P est un élément inversible de Op.
Lorsque la caractéristique résiduelle de p est 2, nous aurons besoin d’utiliser
un modèle de la forme

y2 +Q(x)y = P (x), (3.1)

où les polynômes P et Q sont à coefficients dans Op et P +Q2/4 est de degré
5 ou 6 sans facteur carré et sans racines multiples. La courbe C a bonne
réduction en p si et seulement si nous pouvons choisir P et Q de sorte que
28 fois le discriminant de P +Q2/4 est un élément inversible de Op.

Afin d’avoir une notation uniforme, nous écrivons ∆C pour 28 fois le
discriminant de P + Q2/4 (Pour plus de détails, voir l’article de Lockhart
[21]).
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Le discriminant ∆C dépend du choix des polynômes P et Q et non
seulement de la courbe C.

Un modèle de la forme (3.1) est appelé un modèle de Weierstrass de la
courbe C de genre deux.

Notons parOK l’anneau des entiers deK. D’après le paragraphe précédent,
si la courbe C a un modèle de Weierstrass (3.1) avec P et Q à coefficients dans
OK tels que ∆C est un élément inversible de OK , alors C a bonne réduction
partout.

Nous nous proposons de construire des courbes de genre deux à bonne
réduction partout sur des corps quartiques et à bonne réduction tordue
partout sur des corps quadratiques.

Proposition 3.1. Soit p, b ∈ K et soit C de modèle de Weierstrass

y2 + (px2 + px)y = x5 +
(
b+5
2

)
x4 + bx3 +

(
b−5
2

)
x2 − x. (3.2)

Alors ∆C = ((p2 + 2b)2 + 108)2.

Ce résultat se vérifie par un calcul, et mène à la construction suivante
d’une famille infinie de courbes de genre deux à bonne réduction partout sur
des corps de nombres quartiques.

Proposition 3.2. Soient un entier impair b et un nombre algébrique p tels
que ou bien (p2 + 2b)2 = −107 ou bien (p2 + 2b)2 = −109 est vérifiée. Soit
un corps de nombres K engendré sur Q par p. Alors la courbe (3.2) a bonne
réduction partout sur K.

Puisque b est un entier rationnel, il est clair que p appartient à OK et,
puisque b est impair, (3.2) est à coefficients dans OK . La condition suivante

(p2 + 2b)2 = −107 ou − 109 (3.3)

entraîne ∆C = 1.

Le corps K est une extension quartique de Q. Le groupe de Galois de sa
clôture galoisienne est le groupe diédral d’ordre 8. Puisque nous ne connaissons
pas d’exemples de courbes de genre deux à bonne réduction partout sur un
corps de nombres de degré 2 ou 3, les corps K de la proposition 3.2 semblent
être des corps de plus petit degré connus sur lesquels nous connaissons des
exemples de courbes de genre deux à bonne réduction partout.

Le reste de ce chapitre est consacré à l’étude des propriétés diverses de
ces courbes ainsi que leur utilisation pour construire des courbes de genre
deux avec différentes propriétés arithmétiques.
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En écrivant

w = p2 + 2b et Y = y +
1

2
(px2 + px), (3.4)

nous remarquons que la courbe C d’équation (3.2) est isomorphe à

Y 2 = x(x+ 1)
(
x3 + 1

4
(w + 6)x2 + 1

4
(w − 6)x− 1

)
. (3.5)

De plus, ∆C = (w2 + 108)2.

Définition 3.1. Soit X est une variété projective lisse sur un corps de
nombres K. Une tordue de X est une seconde variété projective lisse sur
K isomorphe à X sur une extension finie de K.

Définition 3.2. Soit X une variété projective lisse sur un corps de nombres
K. La variété X a bonne réduction tordue partout si, pour un premier donné
p de K, il existe une tordue de X qui a bonne réduction en p.

En se spécialisant aux cas w2 = −107, et w2 = −109, nous donnerons
deux constructions qui mènent au résultat suivant :

Théorème 3.1. Il existe une infinité de courbes de genre deux sur des corps
quadratiques à bonne réduction tordue partout.

3.2 Bonne réduction tordue.
Soit K un corps de nombres et p un idéal premier de K. Comme dans

l’introduction, la variété projective lisse X définie sur K a bonne réduction
tordue en p s’il existe une tordue de X à bonne réduction en p. D’après
le critère de la jacobienne appliqué à n’importe quel modèle lisse de X, la
variété X a bonne réduction en dehors d’un ensemble fini de premiers. Si
X n’a pas bonne réduction en p et si l’une des tordues X ′ de X a bonne
réduction en p, alors X ′ devient isomorphe à X sur une extension finie de
K, pour que X acquiert bonne réduction sur K. Cela signifie que X a bonne
réduction potentielle en p.

Soit Σ un ensemble de premiers de K. En réitérant cette procédure, nous
déduisons que si X a bonne réduction tordue en tout premier de K qui
n’appartient pas à Σ, alors X a bonne réduction potentielle en dehors de Σ,
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c’est-à-dire qu’elle acquiert bonne réduction en tout premier de K sur une
extension finie de K.

Dans toute la suite, nous désignons par C soit une courbe soit une variété
abélienne.

Soit C une courbe de genre g ≥ 1. Si la courbe C a bonne réduction en
p, alors la variété jacobienne JC de C a bonne réduction en p. La réciproque
est fausse en général ; si C est une courbe de genre deux, alors JC a bonne
réduction lorsque C est la réunion de deux courbes de genre un se coupant en
un point. Par conséquent, nous ne pouvons pas utiliser des surfaces abéliennes
à bonne réduction partout pour construire des courbes de genre deux à bonne
réduction partout.

Soit une courbe elliptique E/K, et fixons un modèle de Weiestrass

E : y2 = x3 + ax+ b, a, b ∈ K. (3.6)

Nous savons que, si ab 6= 0, chaque tordue de E a un modèle de Weierstrass
de la forme

Ed : y2 = x3 + d2ax+ d3b où d ∈ K×. (3.7)

Deux tordues Ed et Ed′ sont K-isomorphes si et seulement si d′/d est un carré
dans K. En général, Ed est isomorphe à E sur K(

√
d), et Ed est appelée

tordue de E par K(
√
d).

Lorsque a = 0, chaque tordue de E a un modèle de la forme

y2 = x3 + db avec d ∈ K× (3.8)

et devient isomorphe à E sur K( 6
√
d).

Lorsque b = 0, chaque tordue de E a un modèle de la forme

y2 = x3 + dax avec d ∈ K× (3.9)

et devient isomorphe à E sur K( 4
√
d).

Ces cas correspondent respectivement aux courbes elliptiques dont l’invariant
j est égal soit à 1728 soit à 0.

Soit un premier p de K et soit Op l’anneau des entiers de K en p. Soit
E/K une courbe elliptique d’équation de Weierstrass généralisée

E : y2 + (a1x+ a3)y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6 (3.10)
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où ai ∈ Op pour tout i ∈ {1, 2, 3, 4, 6}.

Notons par ∆p ∈ Op le discriminant de ce modèle et par vE(p) la valuation
p-adique de ∆p. Si ∆′

p est le discriminant d’un second modèle de Weierstrass
sur Op et v′E(p) sa valuation p-adique, alors v′E(p) ≡ vE(p) (mod 12). La
courbe elliptique E a bonne réduction en p si et seulement si, il existe un
modèle (3.10) avec vE(p) = 0.

Supposons que E a un modèle de Weierstrass (3.6), et que l’invariant
modulaire j de E est différent de 0 et de 1728. Si E a bonne réduction
tordue en p, alors E acquiert bonne réduction sur une extension quadratique
L de K. Si P est un premier de L divisant p alors, d’après ce qui précède

vE(P) ≡ 0 (mod 12).

Il s’ensuit que vE(p) ≡ 0 (mod 6) (et en effet, vE(p) ≡ 0 (mod 12) si p est
non-ramifié dans L).

Lorsque p parcourt tous les premiers de K, nous obtenons le résultat

Lemme 3.1. Soit un ensemble fini Σ de premiers de K et soit une courbe
elliptique E d’équation (3.6), et de discriminant D = 16(4a3+27b2). Supposons
que ab 6= 0 et que E a bonne réduction tordue partout, alors D est la puissance
sixième d’un OK,Σ-ideal fractionnaire de K.

Notons par OK,Σ l’anneau des éléments de K qui sont entiers en tout
premier de K qui n’appartient pas à Σ. Nous utilisons le lemme précédent
pour démontrer les résultats suivants, en utilisant l’argument de Shafarevich
[29] qui montre qu’il n’existe pas de courbes elliptiques à bonne réduction
partout sur Q et que seulement un nombre fini de classes d’isomorphismes
de courbes elliptiques sur un corps de nombres K a bonne réduction partout
en dehors d’un ensemble fini de premiers de K.

Théorème 3.2. Il n’existe pas de courbes elliptiques sur Q à bonne réduction
tordue partout.

Preuve. Considérons à nouveau les courbes elliptiques de modèle de Weierstrass
(3.6). Supposons (dans la preuve) que a, b ∈ Q et que Σ est vide.

Si a = 0, alors chaque tordue de E est de la forme y2 = x3 + b, et le
discriminant est 16·27b2. Mais une telle courbe ne peut avoir bonne réduction
en 3, puisque la valuation 3-adique de 16 · 27b2 est impaire pour tout b ∈ Q×

et, par conséquent, elle ne peut pas être divisible par 12.
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Si b = 0, alors chaque tordue de E est de la forme

y2 = x3 + ax avec a ∈ Q×. (3.11)

Posons a = 2mA, avec A une unité en 2 et supposons que 0 ≤ m ≤ 3.
Le discriminant est maintenant 26+3mA3. Puisque vE(2) ≡ 0 (mod 12), alors
m = 2. L’algorithme de Tate [34] montre que E ne peux avoir bonne réduction
en 2.

Supposons alors que ab 6= 0. Le Lemme 3.1 montre qu’il existe d ∈ Q×

tel que D = εd6 et

16(4a3 + 27b2) = εd6 où ε ∈ {±1}. (3.12)

En posant
ξ = −(3 · 22 · a)/d2, η = (33 · 22 · b)/d3, (3.13)

nous obtenons
η2 = ξ3 + 27ε où ε ∈ {±1}. (3.14)

Donc (ξ, η) est un point rationnel sur l’une des courbes elliptiques

y2 = x3 + 27ε.

Le rang de ces deux courbes est 0 et que la torsion rationnelle est d’ordre 2.
Il en résulte que (ξ, η) = (3ε, 0) où ε ∈ {±1} et par conséquent b = 0, un cas
qui a été déjà exclu.

Puisque deux courbes elliptiques sont des tordues l’une de l’autre si et
seulement si leurs invariants modulaires sont égaux, il est naturel donc de
considérer la bonne réduction tordue comme une propriété de l’invariant
modulaire.

Théorème 3.3. Soit K un corps de nombres et Σ un ensemble fini d’idéaux
premiers de K. Alors, il n’existe qu’un nombre fini de j ∈ K qui sont des
invariants modulaires de courbes elliptiques à bonne réduction tordue en tout
idéal premier de K n’appartenant pas à Σ.

Preuve. Commençons par élargir Σ de sorte que l’anneau OK,Σ des Σ-entiers
soit un anneau principal.

Soit E/K une courbe elliptique, à bonne réduction tordue en dehors de
Σ. Alors E a un modèle de Weierstrass de la forme (3.6) sur OK,Σ. Nous
pouvons supposer que ab 6= 0. En effet, si ab = 0 alors l’invariant j est soit 0
soit 1728.
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D’après le Lemme 3.1, le discriminant D de la courbe elliptique E est
de la forme εd6, où ε appartient au groupe des éléments inversibles O×

K,Σ de
OK,Σ, et 0 6= d ∈ OK,Σ.

Comme dans la preuve du Théorème 3.10, en posant

ξ = −(3 · 22 · a)/d2 et η = −(33 · 22 · b)/d3, (3.15)

de sorte que
η2 = ξ3 + 27ε (3.16)

et tel que (ξ, η) soit un pointK-rationnel de la courbe elliptique Cε d’équation
y2 = x3 + 27ε.

Maintenant, si ε′ appartient à O×
K,Σ, alors les deux courbes Cε et Cε′ sont

K-isomorphes si et seulement si ε′/ε est une puissance sixième dans K.

Nous aurons besoin seulement de considérer les courbes Cε lorsque ε
parcourt un ensemble de représentants du groupe fini O×

K,Σ/(O
×
K,Σ)6, (il s’agit

d’un ensemble fini de courbes).

Choisissons ε tel que (ξ, η) ∈ Cε.

Nous rappelons que l’invariant jE de E est défini par la formule

jE = 1728(64a3)/D (3.17)

Il s’ensuit que
jE = −26ξ3/ε.

De plus, puisque E a bonne réduction potentielle en dehors de Σ, alors
jE appartient à OK,Σ.

Puisque les premiers de K divisant 2 appartiennent à Σ, nous constatons
que ξ ∈ OK,Σ. Mais, par un théorème de Siegel [31], Cε n’a qu’un nombre fini
de points (ξ, η) tels que ξ ∈ OK,Σ. Il s’ensuit qu’il n’existe qu’un nombre fini
de possibilités pour jE.

Il est naturel de se demander si les Théorèmes 3.10 et 3.3 peuvent se
généraliser aux courbes de genre supérieur ou aux variétés abéliennes de
dimension supérieure. Dans § 3.4 et § 3.5 nous allons construire des exemples
de courbes de genre deux à bonne réduction tordue partout sur certains corps
quadratiques.
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3.3 La courbe Cw sur K(w).
Soit un corpsK de caractéristique différente de 2 et 3. Soit w une indeterminée

et F le corps de fonctions rationnelles de K(w).

Dans cette section, nous citons quelques propriétés de la courbe de genre
deux (3.5) de l’introduction, vue comme courbe sur F . Fixons une clôture
algébrique Ω de F . Il est commode de remplacer x par x − 1 de sorte que
l’équation de Cw devient

y2 = x(x−1)W (x) où W (x) = x3+
1

4
(w−6)x2− 1

4
(w+6)x+1 (3.18)

Le discriminant de W est (w2 + 108)2. Si α est l’une des racines de W dans
Ω, alors les autres racines sont 1/(1−α) et 1−1/α. En utilisant le fait que le
coefficient de x2 dans W est moins la somme des racines de W , nous obtenons

w = 2
(α− 2)(α+ 1)(2α− 1)

α(α− 1)
, w2 + 108 =

(α2 − α+ 1)3

α2(α− 1)2
(3.19)

Lemme 3.2. Le polynôme W est irréductible et séparé sur F avec un groupe
de Galois cyclique.

Preuve. Supposons que W est réductible. Puisque W est de degré 3, l’une
de ses racines, α par exemple, appartient à F . Il s’ensuit alors que les autres
racines 1/(1− α) et 1− 1/α appartiennent aussi à F .

D’autre part, W est un polynôme unitaire à coefficients dans l’anneau
K[w] qui est intégralement clos dans F . Il s’ensuit que α et 1 − 1/α sont
toutes les deux des polynômes en w, et cela ne peut arriver que si α ∈ K.
Donc

W (α) = (
α2

4
− α

4
)w + (α3 − 3

2
α2 − 3

2
α+ 1) (3.20)

est le polynôme identiquement nul.

La comparaison des coefficients de w montre que soit α = 0 soit α = 1,
aucun des deux n’annule le coefficient constant. Ce qui montre que W est
irréductible. Puisque son discriminant est un carré non-nul, il s’ensuit que W
est séparable de groupe de Galois cyclique.

La courbe Cw possède un automorphisme d’ordre 3, défini par

(x, y) 7→
( 1

1− x
,

y

(1− x)3

)
(3.21)
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D’aprés Bolza [3], la courbe Cw a aussi un automorphisme ι d’ordre deux,
différent de l’involution hyperelliptique. Un tel automorphisme transforme
l’ensemble des points de Weierstrass {∞, (0, 0), (1, 0)} en l’ensemble des points
de Weierstrass {(α, 0), (1/(1− α), 0), (1− 1/α, 0)}.

Cet automorphisme est défini, à composition près avec l’involution hyperelliptique,
par

x 7→ αx+ 1− α
x− α

, y 7→ 4y

(α(α− 1)u)3
(3.22)

où u est une racine carrée de 4w2/(w2 + 108) dans Ω. Puisque K est de
caractéristique différente de 2 et 3, w2 + 108 n’est pas un carré de F . Donc,
F(u) est une extension quadratique de F et F(α, u) est une extension galoisienne
de degré 6 de F , dont le groupe de Galois est cyclique.

Proposition 3.3. Nous conservons les notations introduites dans le paragraphe
précédent.

1. Soit Jw la variété jacobienne de Cw. Alors Jw devient isogène, sur
l’extension cyclique de degré 6, F(α, u) de F , au produit de deux courbes
elliptiques.

2. Lorsque K = Q, Jw n’est pas isogène au produit de deux courbes
elliptiques sur aucune extension de F de degré strictement inférieur
à 6.

Preuve. (1) Nous avons déjà vu que F(α, u) est une extension cyclique de
degré 6 de F . Soit ι l’automorphisme d’ordre 2 de la courbe Cw définie par
(3.22), alors ι est rationnel sur F(α, u). La courbe quotient Ew de Cw par le
groupe engendré par ι est de genre un, et puisque Cw(F) et, par conséquent,
Cw(F(α, u)) est non vide, alors Ew(F(α, u)) est non vide. Donc Ew peut être
munie d’une structure de courbe elliptique. D’après la propriété d’Albanese
des jacobiennes, l’application des quotients Cw → Ew peut être prolongée en
un homomorphism φ : Jw → Ew. Mais alors Jw est isogène sur F(α, u) à
Ew×E ′

w, où E ′
w est la composante connexe de l’identité de kerφ, qui est une

courbe elliptique.

(2) Il suffit de montrer que Jw admet une spécialisation Jw0 qui n’est pas
isogène au produit de courbes elliptiques sur une extension de Q(w0) de degré
strictement inférieur à 6.

En effet, prennons w0 =
√
−109. Le premier 11 se décompose dans

Q(
√
−109) et la courbe C√

−109 a bonne réduction aux premiers de F au
dessus de 11.
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Le même procédé est encore vrai pour J√−109. Soit L une extension finie
de Q(

√
−109), soit P un premier de L divisant 11, et soit KP le corps résiduel

de L en P.

Soit φ : Jw0 → E×E ′ une isogénie définie sur L, avec E et E ′ des courbes
elliptiques sur L, alors E et E ′ auront bonne réduction en P et φ induirait
une isogénie entre les fibres

JP de J√−109 et EP × E ′
P de E × E ′ sur KP.

Maintenant, KP est un corps fini. D’après la théorie des endomorphismes
de Frobenius, deux variétés abéliennes isogènes sur un corps fini ont le même
polynôme caractéristique. Par conséquent, l’existence d’une isogénie

JP → EP × E ′
P

entraîne que le polynôme caractéristique χL,P(t) ∈ Q[t] de l’endomorphisme
de Frobenius de JP est le produit de celui de EP et de celui de E ′

P. Ce qui
à son tour entraîne que χL,P(t) se factorise dans Q[t] en produit de deux
polynômes quadratiques.

Une méthode pour calculer χL,P(t) est expliquée dans [18] et rappelée
dans le § 1.4. En l’appliquant lorsque L = Q(

√
−109), nous obtenons

χQ(
√
−109),P(t) = t4 + 9t3 + 38t2 + 99t+ 121,

qui est irréductible dans Q[t]. (Voir l’Appendice § 3.6 pour plus de détail sur
ces calculs).

Soit L une extension finie de Q(
√
−109), et soit d le degré de la classe

résiduelle de L sur Q(
√
−109) en P.

Supposons le polynôme χQ(
√
−109),P(t) se factorise sous la forme

χQ(
√
−109),P(t) = (t− α)(t− β)(t− γ)(t− δ),

où α, β, γ, δ ∈ C, alors

χL,P(t) = (t− αd)(t− βd)(t− γd)(t− δd).

Les coefficients de χL,P(t) sont alors calculés comme fonctions symétriques
de α, β, γ et δ et les calculs montrent que χL,P(t) est irréductible lorsque
d ≤ 5.
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Tab. 3.1 – Invariants d’Igusa de la courbe Cw.

C J5
2J

−1
10 J5

4J
−2
10 J5

6J
−3
10 J5

8J
−4
10

Cw
(w2 + 120)5

(w2 + 108)2
243

(w2 + 110)5

(w2 + 108)4
−(3w2 + 320)5

(w2 + 108)6
−(3w4 + 665w2 + 36825)5

(w2 + 108)8

C√
−107 135 310 1 −175

C√
−109 115 35 75 175

Terminons cette section en remarquant que Cw a une tordue définie sur
K(w2). En effet, notons que la substitution de x par x+ 1

2
dans x(x−1)W (x)

montre que Cw possède aussi un modèle de la forme

y2 = x5 +
1

4
wx4 − 5

2
x3 − 1

8
wx2 +

9

16
x+

1

64
w. (3.23)

En remplaçant x par x/w, en multipliant par w5 et enfin en remplaçant w2

par v nous obtenons le résultat suivant

Proposition 3.4. Soit v = w2. La courbe projective lisse Xv sur K(v) définie
par l’équation affine

Xv : y2 = x5 +
1

4
vx4 − 5

2
vx3 − 1

8
v2x2 +

9

16
v2x+

1

64
v3

est isomorphe à Cw sur F(
√
w).

Remarque 3.4. Lorsque le corps F est égale à C, un résultat classique de
Bolza [3], montre qu’il existe u ∈ Ω telle que Cw est isomorphe à la courbe

y2 = x6 + ux3 + 1.

Un calcul montre que c’est vrai dans notre situation, avec

u2 = 4w2/(w2 + 108)

comme ci-dessus.

Remarque 3.5. Pour montrer que les deux courbes de genre deux C107 et C109

ne sont pas isomorphes, nous calculons les invariants d’Igusa, qui sont définis
dans [12]. Leur calcul a été effectué à l’aide d’un programme sous Pari-gp
préparé par F. Rodriguez-Villegas. Rappelons que les j-invariants d’Igusa
déterminent la courbe à Kalg-isomorphismes près.
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D’après la Table 3.1, les invariants d’Igusa de la courbe Cw où

w ∈ {
√
−107,

√
−109}

sont des entiers et donc en particulier des entiers algébriques, une propriété
qui caractérise les courbes de genre deux sur Qalg à bonne réduction potentielle
partout.

Les invariants d’Igusa des courbes C√
−107 et C√

−109 sont différents, donc
ces deux courbes ne sont pas isomorphes.

3.4 La courbe C√−107 et ses tordues.

Dans cette section, nous restreignons l’étude au cas w =
√
−107, et nous

écrivons C√
−107 pour la courbe correspondante (3.5) ou (3.23) qui est définie

sur Q(
√
−107), et a pour discriminant 1. Puisque ces coefficients sont des

entiers algébriques en dehors de 2, la courbe C√
−107 a bonne réduction en

dehors de 2.

D’autre part, nous pouvons détérminer la 4
√
−107-tordue de C√

−107 comme
dans la Proposition 3.4. Ce qui donne la courbe X−107 définie sur Q par
l’équation

X−107 : y2 = x5 − 107

4
x4 +

535

2
x3 − 11449

8
x2 +

103041

16
x− 1225043

64

qui a bonne réduction en dehors de 2 et 107. Tordre X−107 par
√
−1, donne

la courbe X ′
−107

X ′
−107 : y2 = x5 +

107

4
x4 +

535

2
x3 +

11449

8
x2 +

103041

16
x+

1225043

64

avec ∆X ′
−107

= 10710.

L’avantage est que cette courbe a bonne réduction en 2. En effet, en
remplaçant x by x− 1

2
et y par y + x2+x+1

2
nous obtenons l’équation

y2 + (x2 + x+ 1)y = x5 + 24x4 + 216x3 + 1068x2 + 5196x+ 16247 (3.24)

avec des coefficients entiers.

Puisque la courbe C√
−107 a bonne réduction en dehors de

√
−107, et

X ′
−107, vue comme une courbe sur Q(

√
−107), est une tordue de C√

−107 et
a bonne réduction en dehors de 2, nous en déduisons que C√

−107 a bonne
réduction tordue partout sur Q(

√
−107).
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Nous pouvons généraliser cette construction et démontrer le résultat suivant

Théorème 3.6. Soit m un entier sans facteur carré non nul, premier à 107
et soit F=Q(

√
−107m). Alors X−107 acquiert bonne réduction tordue partout

sur F .

Preuve. Puisque X ′
−107 est une tordue de X−107 qui a bonne réduction en

dehors de 107, nous avons besoin de considérer seulement les premiers de F
au dessus de 107. Soit α =

√
−107m. Alors la tordue X (α)

−107 de X−107 par
√
α

sur F a une équation de la forme

X (α)
−107 : y2 = x5− 107

4α
x4 +

535

2α2
x3− 11449

8α3
x2 +

103041

16α4
x− 1225043

64α5
(3.25)

de sorte que ∆X (α)
−107

= 10710/α20 = 1/m10. D’après la construction de α, ce

modèle est entier en 107 et ∆X (α)
−107

est une unité en 107. Par conséquent X (α)
−107

a bonne réduction en 107.

Remarque 3.7. Lorsque w =
√
−107, une racine du polynôme W (x) de (3.18)

engendre le corps de classes de Hilbert du corps Q(
√
−107). Par conséquent,

la 2-torsion sur la Jacobienne de C√
−107 est rationnelle sur le corps de classes

de Hilbert L de Q(
√
−107). Dans ce cas, la Jacobienne de C√

−107 aussi
devient isogène au produit de deux courbes elliptiques sur L.

En effet, lorsque w =
√
−107, u se spécialise en un carré de Q(

√
−107),

de sorte que la spécialisation de l’isogénie de la Proposition 3.3 est définie
sur le corps Q(

√
−107, α) = L.

3.5 La courbe C√−109 et ses tordues.

Cette fois, nous nous restreignons au cas w =
√
−109, et notons par

C√
−109 la courbe correspondante (3.5) ou (3.23). Commençons avec le modèle

obtenu en substituant w =
√
−109 dans (3.5)

C√
−109 : y2 = x(x+ 1)

(
x3 + 1

4
(
√
−109 + 6)x2 + 1

4
(
√
−109− 6)x− 1

)
.

Cette courbe est définie sur Q(
√
−109), et son discriminant vaut 1. Puisque

ces coefficients sont des entiers algébriques en dehors de 2, la courbe C√
−109

a bonne réduction en dehors de 2.
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Tordre C√
−109 par

√
2 +
√
−109 donne la courbe C(2+

√
−109)√

−109
d’équation

y2 = x5+
(12
√
−109− 89

4

)
x4 −

(105
√
−109 + 436

2

)
x3

+
(324

√
−109 + 17033

4

)
x2 + (840

√
−109− 9281)x,

qui a aussi le modèle entier

y2 + (
√
−109x2 + x)y = x5 + (3

√
−109 + 5)x4 − (53

√
−109 + 218)x3

+ (81
√
−109 + 4258)x2 + (840

√
−109− 9281)x.

Puisque 2 +
√
−109 est l’un des premiers de Q(

√
−109) au dessus de

113, la courbe C(2+
√
−109)√

−109
a bonne réduction en dehors de 2 +

√
−109 et, en

particulier, au premiers de Q(
√
−109) au dessus de 2. Il s’ensuit que C√

−109

a bonne réduction tordue partout sur Q(
√
−109).

D’après la Proposition 3.4, la 4
√
−109-tordue X−109 de C√

−109 a une
équation de la forme

X−109 : y2 = x5− 109

4
x4 +

545

2
x3− 11881

8
x2 +

106929

16
x− 1295029

64
(3.26)

qui a bonne réduction en dehors de 2 et 109.

Théorème 3.8. Soit m un entier sans facteur carré, premier à 109 et tel que
m ≡ 1 (mod 8) et soit F=Q(

√
m). Alors la courbe X−109 a bonne réduction

tordue partout sur F .

Preuve. Puisque X−109 a bonne réduction en dehors de 2 et 109, nous avons
besoin seulement de construire des tordues à bonne réduction aux idéaux
premiers de F divisant 2 et 109. Soit β =

√
−109m. Alors la tordue X (β)

−109

de X−109 sur F a une équation

X (β)
−109 : y2 = x5− 109

4β
x4 +

545

2β2
x3− 11881

8β3
x2 +

106929

16β4
x− 1295029

64β5
(3.27)

de discriminant ∆
(β)
X−109

= 1/m2. Puisque m est premier à 109, la courbe X (β)
−109

a bonne réduction aux premier de F au dessus de 109.

Pour conclure, nous avons besoin de montrer que X−109 a une tordue sur
F qui a bonne réduction au premier au dessus de 2. Puisque m ≡ 1 (mod 8),
m est un carré de Q2, et donc Q2(

√
−109) = Q2(

√
−109m) (dans une clôture

algébrique fixée de Q2).
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Par conséquent, X (β)
−109 est isomorphe à C−109 sur Q2(

√
−109).

De plus, puisque 2 +
√
−109m est inversible comme un entier 2-adique,

la condition m ≡ 1 (mod 8) entraîne

(2 +
√
−109m)/(2 +

√
−109) ≡ 1 (mod 8)

qui est donc un carré de Q2(
√
−109). Il s’ensuit que la tordue X (β,2+β)

−109 de
X (β)
−109 par

√
2 + β est isomorphe sur Q2(

√
−109) à la courbe C(2+

√
−109)√

−109
.

Puisque cette dernière courbe a bonne réduction en l’idéal premier de
Q(
√
−109) divisant 2 et, par conséquent, aussi sur Q2(

√
−109), nous concluons

que X (β,2+β)
−109 a bonne réduction sur Q2(

√
−109).

Puisque la bonne réduction en un idéal premier d’un corps de nombres
est équivalente à la bonne réduction sur la complétion, nous concluons que
X (β,2+β)
−109 a bonne réduction en l’idéal premier de au dessus de 2.

Remarque 3.9. Quand w =
√
−109, les racines du polynôme W (x) de (3.18)

engendrent une extension cubique cyclique L de Q(
√
−109) qui est partout

non ramifiée. Il s’ensuit que la 2-torsion sur la jacobienne de C√
−109 est

rationnelle sur L et que u = ±2
√

109. Notons que L(u) est le corps de classes
de Hilbert de

√
−109. En spécialisant à partir de la Proposition 3.3, nous

concluons que la jacobienne de C√
−109 devient isogène au produit de deux

courbes elliptiques sur L(u).

3.6 Reconstruction des courbes de Setzer.
Comme nous l’avons indiqué dans l’introduction, dans cette partie, nous

expliquons brièvement comment la courbe de genre deux (3.2) a été trouvée.
Soit L un corps de nombres. Nous cherchons les courbes de genre deux sur L
à bonne réduction partout. Inspirés par le fait que les courbes elliptiques de
Setzer à bonne réduction partout sur des corps quadratiques imaginaires K
ont un point de 2-torsion K-rationnel, nous avons décidé de commencer avec
des courbes de genre deux possédant deux points de Weierstrass L-rationnels.
Ces courbes ont un modèle de la forme

y2 + (px2 + qx)y = x5 + ax4 + bx3 + cx2 + dx, a, b, c, d, p, q ∈ L,

les points de Weierstrass étant l’unique point à l’infini et (0, 0). Quand q = p,
il s’avère que le discriminant ∆C est de degré 10 comme un polynôme en p
ne contenant que des puissances paires de p.
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En outre, le coefficient de p10 est d2(d+ 1− a+ b− c)), qui s’annule si et
seulement si d = a− b+ c− 1. (Notons que si d = 0, alors (0, 0) est un point
singulier de C, qui ne serait alors pas de genre 2).

La substitution de cette valeur de d dans ∆C donne un polynôme de degré
4 en p2 dont le coefficient dominant est

(a− b+ c− 1)2(3a− 2b+ c− 4)2.

Une simple vérification montre que

si a− b+ c− 1 = 0 ou bien si 3a− 2b+ c− 4 = 0, alors ∆C = 0,

donc le degré de ∆C en p ne peut être réduit davantage.

Supposons alors que le coefficient dominant de ∆C soit une unité. Dans
ce cas, si a, b et c sont des entiers algébriques, si ε ∈ L est une unité et si p
est une racine de ∆C = ε, alors C a bonne réduction partout sur L.

Pour simplifier, nous supposons donc que

a− b+ c− 1 = ε et 3a− 2b+ c− 4 = ε′ , où ε, ε′ ∈ {±1}.

Ces conditions sont équivalentes à

d ∈ {±1} et 2a− b ∈ {1, 3, 5}.

Le calcul de ∆C pour chacune de ces possibilités pour d et 2a − b montre
que, à des simples transformations près, il y a deux cas, l’un menant aux
courbes (3.2) dont le discriminant est un carré et l’autre mène à une famille
de courbes à bonne réduction partout sur un corps de nombres de degré 8
dont le discriminant a une forme plus compliquée.

Une fois que ces calculs ont été achevés, nous avons décidé de faire une
recherche similaire pour les courbes elliptiques à bonne réduction partout.
Ce qui a conduit à la famille paramétrée de courbes elliptiques d’équation de
Weierstrass

E = Eε
p,a : y2 + pxy = x3 + ax2 + εx où ε ∈ {±1} (3.28)

de discriminant

∆ = (p2 + 4a)2 + 64ε et d’invariant modulaire j = (∆ + 16ε)3/∆.
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À nouveau, si a ∈ Z et si p est une racine de l’un des quatre polynômes

(t2 + 4a)2 + 64ε = ε′ où ε, ε′ ∈ {±1},

alors E acquiert bonne réduction partout sur tout corps L contenant p.

Rappelons que Setzer [28] a déterminé toutes les courbes elliptiques (munies
d’un point d’ordre deux rationnel sur K) à bonne réduction partout sur les
corps quadratiques imaginaires K = Q(

√
−m), où m est un entier positif.

Théorème 3.10. (Setzer). Il existe une courbe elliptique E sur K, à bonne
réduction partout, munie d’un point K-rational d’ordre deux si et seulement
si m = 65m1, où m1 est un carré (mod 5) et (mod 13) et 65 est un carré
(mod m1).

Nous allons donner une description alternative des courbes de Setzer à
partir des courbes E = Eε

p,a où ε ∈ {±1}.

Considérons la courbe E−
p,a et supposons que le discriminant vaut 1. Alors

(p2 + 4a)2 = 65 et j = 173

et E a bonne réduction partout sur le corps Q(p) quand a ∈ Z.

En posant Y = y + 1
2
px, nous obtenons le modèle

E ′ : Y 2 = x3 +

√
65

4
x2 + x (3.29)

sur Q(
√

65), qui a bonne réduction sur ce corps en dehors des premiers
divisant 2.

En tordant la courbe E ′ par 4
√

65 nous obtenons une courbe elliptique
d’équation

Y 2 = x3 +
65

4
x2 + 65x, (3.30)

à coefficient rationnels. En réécrivant (3.30) sous la forme

E65 : y2 + xy = x3 + 16x2 + 65x (3.31)

nous remarquons que la courbe E65 a maintenant un discriminant égale à 653

et, en particulier, que E65 a bonne réduction en 2.

En fait, le conducteur de E65 est 652 = 4225 et nous pouvons l’identifier
dans les tables de Cremona [6] comme étant la courbe elliptique 4225m1, bien
que nous n’utiliserons pas ce résultat.

Par construction, la courbe elliptiqueE65 acquiert bonne réduction partout
sur Q( 4

√
65).
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Proposition 3.5. Soit un corps quadratique imaginaire K satisfaisant aux
conditions suivantes :

1. K et Q(
√

65) ont les mêmes completions F5 et F13 en 5 et en 13.
2. K a une extension quadratique L, non ramifiée en dehors de 5 et 13,

telle que L et Q( 4
√

65) ont les mêmes completions en 5 et en 13.

Alors la tordue C de E65 par L (vue comme courbe elliptique sur K) a bonne
réduction partout sur K.

Preuve. Comme L est non ramifiée en dehors de 5 et 13, et E65 a bonne
réduction en dehors de 5 et 13, alors la courbe C a aussi bonne réduction en
dehors des idéaux premiers de K divisant 5 et 13.

Pour montrer que C a bonne réduction au dessus de 5, nous rappelons
d’abord que E ′ est la tordue de E65 par 4

√
65 et que C est la tordue par L de

E65. Les conditions (1) et (2) entraînent que E ′ et C sont en fait isomorphes
sur F5 et donc elles ont le même type de réduction sur ce corps.

Puisque E65 a bonne réduction, il s’ensuit que C a aussi bonne réduction.
Un argument similaire montre que C a bonne réduction au dessus de 13.

Soit K un corps quadratique dans lequel 5 et 13 sont ramifiés et notons
par p5 et p13 les premiers de K au dessus de 5 et 13. La condition (2) de la
proposition montre que L est ramifiée en p5 et en p13. Ce qui entraîne qu’il
existe θ ∈ OK telle que L = K(

√
θ) et

θOK = p5p13a
2

où a est un idéal entier de K. D’autre part, si L/K est non ramifiée en 2,
alors a est premier à 2OK et θ est un carré (mod 4OK).

Réciproquement, si θ ∈ OK vérifie ces conditions, et si L = K(
√
θ), alors

L/K est ramifiée en p5 et en p13, et non ramifiée ailleurs. Ces conditions
sont déjà citées dans [28] et, comme expliquées dans cette référence, d’après
la théorie du genre, elles sont équivalentes au fait que le corps K soit de
la forme décrite dans le Théorème 3.10. Donc la Proposition 3.5 donne une
démonstration de la partie « si » du Théorème 3.10.

Remarque 3.11. En fait, non seulement Setzer démontre la partie « seulement
si » du théorème 3.10, mais montre également que lorsque K est de la forme
citée dans le théorème, il existe exactement 2t classes d’isomorphismes de
courbes elliptiques à bonne réduction partout sur K, où t ≥ 2 est le nombre
des premiers ramifiés dans K. Rappelons que le sous-groupe d’exposant 2
du groupe de classes de K est alors isomorphe au produit de t − 1 groupes
d’ordre 2.

68



Considérons une courbe C comme dans la Proposition 3.5, alors C et les
tordues de C par les 2t−1 − 1 extensions quadratiques non ramifiées de K
sont mutuellement non isomorphes et ont bonne réduction partout sur K.
Cela représente la moitié des courbes de Setzer. Les autres sont obtenues en
appliquant le même argument au quotient de C par le sous groupe engendré
par ses sous groupes K-rationnels d’ordre 2.
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Appendice

1. Polynômes caractéristiques de Jw.
Définition 3.3. Une variété abélienne est simple si elle n’admet pas de sous
variété abélienne autre que {0} et elle même.

En général, une variété abélienne qui est simple sur un corps K ne l’est
pas forcément sur une clôture algébrique de K.

Le résultat suivant montre qu’une variété abélienne peut se décomposer
de manière unique en produit de variétés abéliennes simples à isogénies près.

Proposition 3.6. Soit A une variété abélienne et B une sous variété propre
de A. Alors il existe une variété abélienne C telle que A est isogène au produit
B × C.

Preuve. Cf [16], p. 28.

Soit à nouveau C/K une courbe projective et lisse de genre deux.

Proposition 3.7. La jacobienne JC de C est décomposée si et seulement si
JC est isogène au produit de deux courbes elliptiques sur un corps de nombres
K.

Preuve. Découle de la proposition 3.6.

Supposons que C est définie sur un corps fini Fq. Lorsque la jacobienne
de C est isogène au produit de deux courbes elliptiques E × E ′ sur Fq, le
polynôme caractéristique de Frobenius de JC se factorise en deux polynômes
de degré 2, les polynômes caractéristiques de E et de E ′ (voir le Théorème 1.11)).

Proposition 3.8. Soit C une courbe de genre deux sur le corps fini Fq de
caractéristique différente de deux et soit C ′ la tordue de C par l’extension
quadratique de Fq. Alors les polynômes caractéristiques de Frobenius χ(x) et
χ′(x) de C et de C ′ sont liés par la formule χ′(−x) = χ(x).
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Preuve. Écrivons

χ(x) = x4 − sx3 + tx2 − qsx+ q2 et χ′(x) = x4 − s′x3 + t′x2 − qs′x+ q2

et posons N1 = #C(Fq) et N ′
1 = #C ′(Fq) (voir (1.34)).

Il s’agit de vérifier que s′ = −s et t′ = t. Si y2 = f(x) est un modèle affine
de C, alors un modèle affine de C ′ est y2 = af(x), où a ∈ F×

q n’est pas un
carré.

Il en résulte que si x ∈ Fq et si f(x) 6= 0, alors af(x) est un carré si et
seulement si f(x) n’est pas un carré, et donc que

(af(x))(q−1)/2 = −f(x)(q−1)/2 pour tout x ∈ Fq.

En outre, si f(x) est de degré 6 et si b est son coefficient de x6, alors ab
est le coefficient de x6 dans af(x) et b et un carré si et seulement si ab n’est
pas un carré. Le nombre de points à l’infini de C ′(Fq) est donc égal à 2 moins
le nombre de points à l’infini de C(Fq).

En appliquant (1.36), nous obtenons

N1 +N ′
1 =2 +

∑
x∈Fq

(1 + f(x)
q−1
2 ) +

∑
x∈Fq

(1 + (af(x))
q−1
2 )

=2 +
∑
x∈Fq

(1 + f(x)
q−1
2 ) +

∑
x∈Fq

(1− f(x)
q−1
2 )

=2 +
∑
x∈Fq

2 = 2(q + 1).

Les relations N1 = q + 1− s et N ′
1 = q + 1− s′, entraînent s′ = −s.

Par hypothèse, C ′ devient isomorphe à C sur Fq2 , d’où #C(Fq2) = #C ′(Fq2).
En utilisant (1.34), nous concluons que t′ = t.

Reprenons les courbes Cw de genre deux définies sur Q(w) par l’équation

Cw : y2 = x(x+ 1)(x3 +
w + 6

4
x2 +

w − 6

4
x− 1) (3.32)

où w ∈ {
√
−107,

√
−109}.

Notons par Fp = Z/pZ,K = Q(
√
−107),K ′ = Q(

√
−109) et L (respectivement

L′) le corps de décomposition du polynôme caractéristique de Frobenius sur
K (respectivement K ′).
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Les Tables 3.2 et 3.3 donnent la décomposition du polynôme caractéristique
χp(x) de l’endomorphisme de Frobenius de Jw sur l’un des corps résiduels
OQ(w)/p, dans chacun des cas w =

√
−107 et w =

√
−109, pour tout nombre

premier p ≤ 101 décomposé dans Q(w) et pour tout idéal premier p de Q(w)
divisant p. Notons que ces calculs ont été faits avec le logiciel Pari-gp. Lorsque
p ≡ 1 mod 4, ce polynôme ne dépend pas du choix de p. Par contre, lorsque
p ≡ 3 mod 4, l’un de ces polynômes est obtenu de l’autre en remplaçant x
par −x. Ceci est une conséquence de la Proposition 3.8 et les deux propriétés
suivantes :

(i) La courbe C−w est la tordue par i de Cw en appliquant la substitution
(x, y) 7→ (−x, iy) dans le modèle (3.23).

(ii) Le corps à p éléments (p un nombre premier impair) contient un
élément i vérifiant i2 = −1 si et seulement si p ≡ 1 (mod 4).

La décomposition du polynôme caractéristique χp permet de citer les
propriétés suivantes de la courbe Cw où w ∈ {

√
−107,

√
−109}.

1. Dans les deux cas, nous pouvons choisir p de telle manière que χp(x)
soit irréductible. Nous en déduisons que la fibre en p de la jacobienne
Jw de la courbe Cw est simple sur OQ(w) puis, par un argument de
spécialisation, que Jw est Q(w)-simple.

2. Soit χpr(x) le polynôme caractéristique de Frobenius de Jw sur l’extension
de degré r de OQ(w)/p. Lorsque r = 2, nous obtenons dans les deux
cas encore des exemples où χp2(x) est irréductible, ce qui entraîne que
Jw est simple sur toute extension quadratique de Q(w). Il en est de
même lorsque r = 3 et w =

√
−109. Par contre, lorsque r = 3 et

w =
√
−107, χp3(x) est toujours réductible, ce qui est à prévoir à partir

de la Remarque 3.7, car l’existence d’une isogénie avec un produit de
courbes elliptiques sur le corps L se spécialise en une isogénie analogue
sur chaque fibre. De même, χp6(x) est toujours réductible, en conformité
avec la Proposition 3.3.

3. Nous remarquons aussi que le nombre de points de Jw(Fp) est divisible
par 4. En fait, quelque soit le corps K de caractéristique différente
de 2, Jw(K) contient un sous-groupe isomorphe à un produit de deux
groupes d’ordre deux. Celui-ci est engendré par les classes des diviseurs

(0, 0)−∞ et (−1, 0)−∞ de Cw.
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Tab. 3.2 – Le polynôme caractéristique de la courbe C√
−107.

p #J(Fp) χp(x)

3 22.3 x4 + x3 − 2x2 + 3x+ 9

11 22.3.7 x4 − 3x3 − 2x2 − 33x+ 121

13 24.32 x4 − x3 − 12x2 − 13x+ 169

19 22.67 x4 − 5x3 + 6x2 − 95x+ 361

23 22.3.7 x4 − 3x3 − 14x2 − 69x+ 529

29 (2.3)4 (x2 + 6x+ 29)2

37 24.73 x4 − 5x3 − 12x2 − 185x+ 1369

41 26.3.7 x4 − 9x3 + 40x2 − 369x+ 1681

47 28.32 (x2 + 47)2

53 24.3.72 x4 − 9x3 + 28x2 − 477x+ 2809

61 24.32.31 x4 + 11x3 + 60x2 + 671x+ 3721

79 22.7.223 x4 + x3 − 78x2 + 79x+ 6241

83 212.32 (x2 + 12x+ 83)2

89 26.3.37 x4 − 9x3 − 8x2 − 801x+ 7921

101 24.3.7.31 x4 + 3x3 − 92x2 + 303x+ 10201
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Tab. 3.3 – Le polynôme caractéristique de la courbe C√
−109.

p #J(Fp) χp(x)

5 24.3 x4 + 3x3 + 4x2 + 15x+ 25

11 22.67 x4 + 9x3 + 38x2 + 99x+ 121

19 22.3.19 (x2 − 8x+ 19)(x2 − x+ 19)

23 22.112 x4 − 3x3 + 26x2 − 69x+ 529

29 24.3.19 x4 + 3x3 − 20x2 + 87x+ 841

47 22.349 x4 − 21x3 + 194x2 − 987x+ 2209

59 24.211 x4 − 106x2 + 3481

61 24.7.37 x4 + 7x3 − 12x2 + 427x+ 3721

67 24.32.31 x4 − 26x2 + 4489

73 24.307 x4 − 5x3 − 48x2 − 365x+ 5329

79 24.32.43 x4 − 50x2 + 6241

89 26.3.72 x4 + 15x3 + 136x2 + 1335x+ 7921

97 26.157 x4 + 7x3 − 48x2 + 679x+ 9409

103 22.3.7.97 (x2 − 20x+ 103)(x2 − 7x+ 103)
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Conclusion.
Dans cette thèse, nous avons en premier lieu, présenté un nouvel algorithme

de calcul des équations des courbes modulairesX1(N). L’objectif est d’obtenir
des équations de X1(N) permettant de déterminer explicitement le couple
correspondant (E,P ) où E est une courbe elliptique et P est un point de
torsion d’ordre N sur E.

La première démarche est d’utiliser les polynômes de division pour caractériser
les couples

(
E, (0, 0)

)
où E : y2 + (a1x + a3)y = x3 + a2x

2 et le point (0, 0)
est de torsion d’ordre N sur E.

Nous avons constaté que chaque courbe elliptique de la forme (E) est
isomorphe à une courbe elliptique de modèle y2 +

(
(1+ g)x+ f

)
y = x3 + fx2

via un isomorphisme qui envoie (0, 0) sur (0, 0) (voir la proposition 2.1). Ces
coefficients f et g sont en fait des formes modulaires définies sur le groupe
modulaire Γ1(N) et ils engendrent le corps de fonctions C(X1(N)) sur X1(N)
(voir § 2.3).

Notre deuxième démarche est de définir en fonction de f et g deux autres
couples de fonctions modulaires {s, t} et {q, r} sur Γ1(N), chaque couple
étant un système de générateurs de C(X1(N)). Nous obtenons ainsi des
équations de X1(N) de plus petit degré.

Nous avons abordé des nouvelles approches pour calculer ces équations,
en s’appuyant sur le fait que les polynômes de division sont divisibles par des
grandes puissances de a3 qui est aussi un facteur du discriminant de la courbe
elliptique E. Nous avons obtenu une simplification considérable en enlevant
ces puissances de a3. Les calculs effectués reposent sur des procédures récursives
et peuvent être facilement implémentés.

Nous avons montré que cet algorithme peut être amélioré de sorte que
ces équations soient de plus petit degré en les deux variables, et ainsi que
lorsque N est petit, elles se comparent favorablement avec les équations des
auteurs précedents.

Des équations particulièrement simples de X1(N) ont été calculées pour
tout N ≤ 51.

Il est naturel de tenter d’améliorer encore cet algorithme pour obtenir des
équations de X1(N) de plus petit degré possible.
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D’autre part, dans le chapitre 3, nous avons développé quelques notions
simples de la bonne réduction tordue partout.

Nous avons démontré deux résultats fondamentaux :

1. Il n’existe pas de courbes elliptiques sur Q à bonne réduction tordue
partout.

2. Si K est un corps de nombres et Σ est un ensemble fini de premiers
de K, alors il n’existe qu’un nombre fini d’invariants j ∈ K de courbes
elliptiques à bonne réduction tordue partout en tout premier n’appartenant
pas à Σ.

Nous avons construit deux familles de courbes de genre deux Cw où w2 =
−107 ou w2 = −109, à bonne réduction partout sur des corps quartiques
et à bonne réduction tordue partout sur certains corps quadratiques et nous
avons montré que la jacobienne Jw de Cw est isogène au produit de deux
courbes elliptiques sur une extension cubique de Q(w).

En appliquant une stratégie similaire aux courbes elliptiques, nous avons
retrouvé les exemples des courbes de Setzer à bonne réduction partout sur
des corps quadratiques imaginaires.

Il serait intéressant de construire d’autres exemples de courbes de genre
deux à bonne réduction tordue partout sur des corps quadratiques et de
déterminer le lien avec des courbes elliptiques à bonne réduction partout sur
des corps quadratiques.
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