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                                   INTRODUCTION 
 
 
                                  
Les ouvrages et les publications concernant les Courbes Elliptiques sont nombreux. La théorie 
de ces Courbes est liée à la Théorie des Nombres, à l’Analyse Complexe, à la Géométrie 
Algébrique.  
 
Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés à l’Arithmétique et la Géométrie de la famille 
E(a,N) de cubiques de Weierstrass : 
    
              E (a, N) :                                               (1)   ],[2 22232 yxIRNxaNxaNxyy ∈−+=+
                                                 
 
Dans le chapitre 1 nous avons fait un bref exposé sur les Variétés Algébriques : Variétés 
Affines, Variétés Projectives, Variétés Abéliennes et Diviseurs de Variétés. Cela est en 
rapport avec la structure de Variété Abélienne des courbes elliptiques  
Les cubiques E(a,N) sont des Variétés Abéliennes de dimension 1. 
 
 
Dans le chapitre 2 nous indiquons quelques notions indispensables de la théorie arithmétique 
des courbes elliptiques : équations de Weierstrass, invariant discriminant , invariant 
modulaire , invariant différentiel

)(E∆
)(Ej )(Eω , d’après le formulaire [16-1] 

Nous avons calculé les invariants de la famille E(a,N) de cubiques. 
 
 
Dans le chapitre 3 nous construisons un groupe abélien sur l’ensemble E(K) des points 
rationnels avec la règle géométrique de 3 points colinéaires  et le point à l’infini comme 
élément neutre. Nous avons suivi la méthode de Lang [9-2] pour démontrer que ce groupe 
E(K) est de type fini ; nous avons utilisé une fonction hauteur sur un groupe abélien et la 
descente infinie de Fermat. 
Nous avons utilisé un résultat de Silverman pour obtenir la décomposition de ce groupe en 
produit direct de 2 groupes abéliens dont l’un au moins est fini : 
                
                         rZIKETKE ×≅ ))(()(
   
 
Dans le 4eme chapitre  et dernier chapitre, nous avons rappelé quelques éléments de la théorie 
des valuations d’un corps selon Iyanaga [6] 
En nous basant sur Silverman [16-1], nous avons étudié les réductions d’une courbe elliptique 
en détail : bonnes et mauvaises réductions   
 
Nous avons illustré chaque chapitre par une application à la famille E(a,N) de cubiques de 
Weierstrass. 
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Chapitre 1 : VARIETES ALGEBRIQUES  
 
Une courbe elliptique admet plusieurs structures algébriques : structure de cubique non  
singulière, structure de variété abélienne de dimension un, structure de schéma non singulier 
de dimension un… 
« La théorie des courbes elliptiques selon HARTSHORNE, fournit un bon exemple des 
relations profondes entre la Géométrie Algébrique, l’Analyse Complexe et la Théorie des 
Nombres.» 
La théorie des Variétés Algébriques est décrite par plusieurs auteurs : R-HARTSHORNE [4], 
I-R-SHAFAREVICH [14], S-LANG [9], etc… 
Nous examinerons successivement les Variétés Affines, les Variétés Projectives, les Variétés 
Abéliennes et les Diviseurs de Variétés. 

1-Variétés affines : 
Elles sont construites sur des espaces affines. 
 
Définition1 :Un n-espace affine, sur un corps algébriquement clos K est l’ensemble des 
 n-uples ( ) d’éléments de K. naa ,...,1 naa ,...,1

{ ),...,()( 1 n
n aaaKIA ==  ;  ;                                                                         (1) }Kaa n ∈,...,1

 
   Dans le vocabulaire de la géométrie analytique, un élément a de l’espace affine est un point  
 
  de cet espace ; les n éléments  sont les coordonnées du point . naa ,...,1 a
  A un espace affine nous associons l’anneau B=K [ des polynômes f  )(KIAn ],...,1 nXX
  à n indéterminées                                                                                                 iX
  Pour n=2, les polynômes sont de la forme : 
                
                                f(X, Y)=  ; i, j=0, 1,2,…, t                                                      (2) ∑ ji

ij YXC
  Pour n=3, les polynômes sont de la forme : 
              
                                f(X ,Y ,Z)=  ,∑ 321

321

iii
iii ZYXC 321 ,,0 iii≤ . 

  Puisque le corps de base K est algébriquement clos, tout polynôme f∈B admet des racines               
  dans le corps K. 
   
Définition2 : Un ensemble algébrique de l’espace affine  est une partie F de                   )(KIAn

)(KIAn  formée des zéros d’une famille U∈B de polynômes : 
                 F= {P f (P)=0 pour tout f );(KIAn∈ ∈U}.                                         (3) 
 
 L’ensemble vide et l’espace affine sont considérés comme des ensembles        )(KIAn

algébriques ; la réunion et l’intersection d’une famille d’ensembles algébriques est un    
ensemble algébrique. Ces propriétés permettent d’introduire une topologie sur l’espace affine. 
 
Définition3 : La topologie de ZARISKI sur l’espace affine  est constituée par les 
ensembles algébriques comme des fermés et leurs complémentaires comme des ouverts ; dans  

)(KIAn
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                                                                                                                     Variétés projectives
 
 
cette topologie l’ensemble vide et l’espace affine sont les seules parties ouvertes et fermées à 
la fois. Cette topologie de ZARISKI n’est pas de HAUSDORFF. 
 
 C’est l’espace topologique nIA qui devient une variété.  
 
Définition 4 : Une Variété algébrique affine est un sous ensemble irréductible et fermé de       
l’espace affine  avec la topologie de ZARISKI. )(KIAn

 
L’espace affine possède des propriétés :   
 a/ L’espace  est irréductible. )(KIAn

 b/ Un polynôme irréductible f de l’anneau B=K [ ] engendre une Variété algébrique     nXX ,...,1

    affine. 
 
Définition 5 : Une variété algébrique quasi-affine est un sous ensemble ouvert d’une  
variété algébrique affine. 
 
Exemple : 
L’ensemble X= {(t, t2, t3) ;  t∈K} est une variété algébrique affine dans l’espace , )(3 KIA
de dimension 1. 
(HARTSHORNE, exercice 1.2). 

2-Variétés projectives : 
Elles sont construites sur des espaces projectifs  
 
Définition 6 : Un n-espace projectif est l’ensemble des classes d’équivalence des  
(n+1)-uples ( ) d’éléments du corps K, par la relation (Eq) 

)(KIPn

121 ,...,, +naaa ia
         { } )(0)()( 1 EqKIAKIP nn −= + . 
 
  La relation d’équivalence  (Eq)  est basée sur la propriété: 
  un point a= ) est équivalent à un point b= dans l’espace        121 ,,...,,( +nn aaaa ),,...,( 11 +nn bbb
  affine si et seulement si b=)(1 KIAn+ λ a= ),...,,( 21 naaa λλλ pour un élément 0≠λ . 
  Donc l’espace projectif est l’ensemble quotient  )(KIPn

                     {0} par la relation d’équivalence   (Eq) −+ )(1 KIAn

  L’anneau des polynômes associés à est à (n+1) indéterminées X)(KIPn
i. 

                      B=K[X1,…,Xn,Xn+1] 
 
 La relation d’équivalence (Eq) implique que les polynômes f∈B sont homogènes  
de degré d=1, 2,3…  
 Les notions d’ensembles algébriques et de topologie de ZARISKI des espaces affines      

se prolongent aux espaces projectifs  )(1 KIAn+

)/()()( 1 EqKIAKIP nn +=  
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                                                                                                                     Variétés projectives 
 
L’espace projectif devient un espace topologique avec la topologie de ZARISKI. )(KIPn

 
Définition7 : (1)- une Variété algébrique projective est un sous ensemble fermé et  
irréductible de l’espace projectif . )(KIPn

(2)- une Variété algébrique quasi-projective est un sous ensemble ouvert d’une variété 
algébrique projective. 
 
 Exemples : 

(1) toute famille de polynômes {f1,…,ft} de l’anneau K[X1,…,Xn,Xn+1] admet des zéros 
qui forment une variété algébrique projective. 

 
(2) Lorsque le polynôme f est linéaire, la variété algébrique est un 

hyperplan :H={P∈  ;f(P)=0 ;f=C)(KIPn
1X1+…+Cn+1Xn+1} 

 
(3) Cone sur une courbe C dans l’espace projectif , (HARTSHONE ,exercice2-10) )(2 KIP

 

3IA

2IP

0 

C

 
(4)  l’intersection et la réunion de 2 variétés algébriques projectives ne sont pas des variétés :   
soit 2 variétés Y1et Y2 dans ,alors Y)(KIPn

1∩Y2 et Y1∪Y2 ne sont pas des variétés. 
Exercice 2-16, HARTSHORNE 

 
(5) Soit la famille E(a,N) de cubiques de Weierstrass d’équation affine : 
       ;2:),( 22232 NxaNxaNxyyNaE −+=+
    
   Dans le plan projectif , cette équation devient : )(2 KIP
        ;2:),( 322232 ZNZXaNXaNXYZZYNaE −+=+
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                                                                                                                      Variétés abéliennes 

 

3-Variétés abéliennes   
Elles sont construites sur des groupes algébriques. 
 
Définition8 : Une Variété abélienne est une Variété projective X munie d’une structure de 
groupe abélien ,d’élément neutre OX ,et de loi   
                        
                      X x X →X ; (P, Q) P+Q       , P + P→ -1 = OX  
                  
                     X X    , P  P→ → -1   
Exemple : 
Courbe elliptique E d’équation f(x, y)=0 
La loi de groupe abélien provient de la propriété de 3 points colinéaires de la courbe  
elliptique E  
   
                P1+P2+P3=OE

La courbe E à un structure de Variété abélienne dans l’espace projectif ; sa dimension 
est égale à  (dim )-( relation f(x, y) = 0) =2-1 =1 

)(2 KIP
)(2 KIP

Cela implique la  
 
Définition9 : Une courbe elliptique a une structure de Variété abélienne de dimension un. 
 
La loi de groupe abélien sera étudiée complètement dans le chapitre « groupe de MORDELL-
WEIL » d’une courbe elliptique.   
  

4-Diviseurs de Variétés  
      Références : HARTSHORNE (chapitre 2-6 p 129-149) 
                            SHAFAREVICH (chapitre 2-p 127-147) 
Dans la théorie des Diviseurs, il y a des diviseurs de WEIL, des diviseurs de CARTIER 
Nous ne considérons ici que les diviseurs de WEIL 
 
Définition10 : Soit une courbe algébrique C non singulière projective dans l’espace 

 ; une ligne L de coupe C en d points avec les multiplicités n)(2 KIP )(2 KIP i ; un diviseur de 
la courbe C est une somme formelle : 
               D=  , , . ∑ ii Pn ZIni ∈ CPi ∈
 
Lorsque la ligne L varie, les points d’intersection L∩C déterminent un ensemble Div(C) de   
diviseurs de la courbe algébrique C. 
Cet ensemble de diviseurs est muni d’une structure de groupe abélien avec comme élément 
neutre le diviseur O = iPO∑ . 

La loi d’addition pour 2 diviseurs : D=∑
i

ii Pn   et   D’=∑ ii Pn '  
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                                                                                                    Diviseurs de variétés  
 
La somme est le diviseur : D+D’=∑ . +

i
iii Pnn )( '

et le symétrique –D= ∑−
i

ii Pn . 

Définition11 : Un diviseur de WEIL est un élément du groupe abélien libre Div(C) 
engendré par les diviseurs  premiers D =nP. 
 
Les entiers ni>0 correspondent aux zéros de l’équation f(x,y)=0 de la courbe C, les entiers 
ni <0 correspondent aux pôles de l’équation. 
Il y a des diviseurs particuliers. 
 
Définition 12 : (1) un diviseur D= ∑

i
ii pn est effectif si tous les coefficients ni sont 

positifs. 
(2) un diviseur principal est le diviseur d’une fonction f ∈K*   
 
Il existe une relation d’équivalence dans le groupe des Diviseurs. 
                                       
Définition13: Dans le groupe Div X des diviseurs d’une  Variété X, la relation 
 « D équivalent à D’ si le diviseur D-D’  est principal » est une relation d’équivalence ; 
le groupe quotient Div X par le sous groupe P(X) des diviseurs principaux est le groupe des 
classes de diviseurs de X 
                                   Cl X=Div(X)/P(X) 
 
Définition14: Le degré d’un diviseur D=∑

i
ii Pn est égal à l’entier d= . ∑ in

Exemple1 : 
Courbe cubique non singulière d’équation projective : 
  232 XZXZY −=   dans l’espace IP2 (IR). 
 
 
                

 
 
 

  

y 

        

R 

x

 

Q 
P 
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                                                                                          Diviseurs de courbes algébriques                            
 
 
La relation P + Q + R = OE implique les diviseurs (P) +(Q) +(R) =3 (OE) 
Le point à l’infini OE= ( = (0, 1,0) est l’élément neutre de la loi du groupe abélien formé 
des points de la cubique ; il est déterminé par la direction de l’axe Oy. 

),∞∞

 
Exemple2 :  
Courbe algébrique plane C d’équation : 
              y2 = (x-1)2(x-2)3(x-3)-1(x-4)-3 ;                                       
 
Cette courbe admet 2 zéros : P1 = (1,0) d’ordre 2 et P2 = (2,0) d’ordre 3; 
                            et 2 pôles : P3 = (3,0) d’ordre 1 et P4 = (4,0) d’ordre 3 ; 
 
Le Diviseur associé à cette fonction est la somme formelle :  
                     Div (f) = 2(P1) + 3(P2) – (P3) -3(P4) 
Exemple3 : 
 Famille de cubiques de Weierstrass : 
       22232 2:),( NxaNxaNxyyNaE −+=+
 
La droite d’équation 12 += Nxy  coupe les cubiques E(a,N) en 3 points P1 ,P2 et P3  
 Les diviseurs associés satisfont : 
 
               (P1) + (P2) + (P3) = 3 (OE) 
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Chapitre 2 : CUBIQUES DE WEIERSTRASS   

1-Equation de Weierstrass : 
   Dans ce chapitre nous nous intéressons à des cubiques particulières.  
 
Définition1 : Une courbe elliptique est une cubique plane, irréductible non singulière,  
d’équation spécifique de Weierstrass : 
  
           E : [ ]YXKaXaXaXYaXYaY ,64

2
2

3
31

2 ∈+++=++                                  (1) 
 
   Cette équation détermine une cubique de Weierstrass. 
K est un  corps commutatif global, local ou fini. 
L’équation (1) se transforme en d’autres équations par des changements de variables 
convenables. 
Eliminons les monômes en XY et Y avec le changement de variables linéaire 
             

                  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−→ )(

2
1,),( 31 axayxYX                                                                     (1-2) 

 
Nous obtenons pour un corps K de 2)( ≠Kcarac , l’équation de Weierstrass : 
 
               : 1E [ ]yxKbxbxbxy ,24 64

2
2

32 ∈+++=                                                 (1-3)  
Les trois coefficients sont des polynômes « homogènes » de degré 2i de l’anneau  ib2

[ ]6,4321 ,,,/ aaaaaZ  : 
 

2
2
12 4aab +=  ;                                                              (1-4) ;2 4314 aaab += 6

2
36 4aab +=

 
Eliminons le coefficient 4 et le monôme en  dans l’équation de  avec le changement de 
variables :  

2x 1E

                     (x, y)  [→
108

,
36

3 2 YbX −
]                                                                         (1-5)                                

 
 Pour  , nous obtenons l’équation de Weierstrass : 3,2)( ≠Kcarac
          
          E2 : Y2 = X3 – 27c4X – 54c6    ∈ K [X, Y]                                                           (1-6) 
     
Les coefficients c4 et c6 sont des polynômes « homogènes » de degré 2i de l'anneau  
Z [b2, b4 , b6] : 
 
                       ;    ;                                (1-7) 4

2
24 24bbc −= 642

3
26 21636 bbbbc −+−=

 
D’autres transformations permettent d’obtenir d’autres modèles d’équations de Weierstrass : 
Le modèle : 
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                  [ ]yxKBAxxyE ,: 32
3 ∈++=                                                                (1-8) 

Le modèle de Legendre :                           (1-9)                                1,0],,[))(1(: 2
4 ≠∈−−= ayxKaxxxyE

                                                                                                                                      Invariant 
 

2-Invariants d’une cubique de Weierstrass : 
     Les cubiques possèdent plusieurs invariants, dont le discriminant, l’invariant modulaire,                            
 
     l’invariant différentiel,le conducteur,le régulateur,…  
 
Définition 2 : Le discriminant d’une cubique de Weierstrass : 
 
               E : [ ]YXKaXaXaXYaXYaY ,64

2
2

3
31

2 ∈+++=++        
est le polynôme « homogène » de degré 12 de l’anneau  égal à ],,,[ 8642 bbbbZI
                            ∆(E)=                                                            (1) 8

2
2

2
6

3
4642 2789 bbbbbbb −−−

sur un corps K de caractéristique p 2,3 ≠
 
le coefficient b8 est déterminé par la relation : 
                           ; 2

46284 bbbb −=

84b est un polynôme de «  degré 8 », de l’anneau ZI [  ],, 642 bbb  ;

 
Calcul de discriminants des modèles précédents : 
 
1) Modèle : [ ]yxKBAxxyE ,: 32

3 ∈++=  
     Résultat :             )274(16)( 23 BAE +−=∆
 
 2) Modèle de Legendre : 1,0],,[))(1(:4 ≠∈−−= ayxKaxxxyE                               
      Résultat :            22 )1(16)( −=∆ aaE
                                   
Exemple :                                                          
Calcul du discriminant de la famille des cubiques de Weierstrass à 2 paramètres a et N :  
               
            E (a, N) :                                                                   22232 2 NxaNxaNxyy −+=+
  J’obtiens les coefficients :  
                    
           (a=2b 2+8a)N2,   0,     =4b =6b -4N2,       =8b - (a2+8a)N4,  
                      
                   c4= (a2+8a)2N4,      c6 = [-(a2+8a)3N4+25.33]N2. 
 et le discriminant  
                           ∆(E (a, N)) =  [(a2+8a)3N4 - 33.24]N4. 
 
∆(E (a, N)) = 0  pour : 1) N=0, a IR∈  
                                     2) N 0  et (a≠ 2+8a)3N4-33.24 = 0, solutions a2+8a=3 et N=  2±
                                         soit a = 194 ±−   
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Pour N = 0 et a IR∈ , c4 = 0. 
Pour N 0  et a =≠ 194 ±− , c4 0≠ . 
                                                                                                                                      Invariant 
 
 
Définition 3: L’invariant modulaire d’une cubique de Weierstrass : 
           
                        E : [ ]YXKaXaXaXYaXYaY ,64

2
2

3
31

2 ∈+++=++  
est l’élément j(E) du corps K égal à 
                                                        j(E)=                                                          )(/3

4 EC ∆
 
 
Calculs d’invariants modulaires des modèles précédents :  
    
 1) Modèle  [ ]yxKBAxxyE ,: 32

3 ∈++=  ;       
       J’obtiens les valeurs : b2 = 0, b4 = 2A,  b6 = 4B, b8 = -A2 , c4(E3) = -48A. 
                             
                        et   j (E3) = )274()4(1728 233 BAA +  
 
2) Modèle de Legendre :    ;    1,0],,[))(1(: 2

4 ≠∈−−= ayxKaxxxyE
    
     J’obtiens les valeurs : b2 = -4(a+1), b4 = 2a,  b6 = 0, b8 = -a2,  c4(E4) = -16(a+1)2-48a 
                
                                 et     j (E4) = 2228 )1()1(2 −+− aaaa    
 
 Exemple : 
    Famille des cubiques de Weierstrass à 2 paramètres a et N :   
                         E (a, N) :  22232 2 NxaNxaNxyy −+=+
 
   Nous obtenons avec le calcul les coefficients : =2b (a2+8a)N2   , =4b 0,   -4N=6b 2 , 
   -(a=8b 2+8a)N4,  c4=(a2+8a)2N4;                                                                        (4) 
 
   et le discriminant   ∆(E (a, N))= [ (a2+8a)3N4-33.24]N4

  
   (1), (2) impliquent l’invariant modulaire : 

                                           43324

628

23)8(
)8()),((
−+

+
=

aaN
aaNNaEj  

 
 
Définition 4 : L’invariant différentiel d’une cubique d’équation de Weierstrass : 
                           0),( 64

2
2

3
31

2 =−−−−++= axaxaxyaxyayyxf
    est l’élément différentiel : 

                               
yaaxax

dy
axay

dxE
142

2
31 232

)(
−++

−
=

++
=ω  
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  Où  
   et  sont les dérivées partielles du polynôme . yaaxaxfx 142

2' 23 −++= 31
' 2 axayfy ++= ),( yxf

                                                                                                                           Points singuliers 
 
Calculs d’invariants différentiels : 
 1) Modèle : [ ]yxKBAxxyE ,: 32

3 ∈++=  

                                                    
Ax

dy
y

dxE
+

−
== 232

)(ω  

2) Cubique d’équation de Weierstrass : E (a, N) :  22232 2 NxaNxaNxyy −+=+
Avec le calcul j’obtiens l’invariant différentiel :  

                                          
aNyxaNx

dy
aNxy

dxNaE
−+

−
=

+
= 22 432

)),((ω  

                                        

3-Points singuliers d’une courbe algébrique : 
    Dans la théorie des courbes planes, il y a des points ordinaires et des points singuliers sur       
    ces courbes . 
 
Définition 5 : Un point P=(x, y) d’une courbe algébrique C d’équation (x, y)=0 est      f
  singulier si ses coordonnées satisfont les équations : 
  . 0)()()( '' === PfPfPf yx

 
Le nombre de points singuliers des courbes algébriques irréductibles permet de les classifier 
en 2 classes : 
    Classe des courbes irréductibles non singulières et  
    Classe des courbes irréductibles singulières 
Ces points singuliers d’une cubique irréductible sont des nœuds, ou des points de   
rebroussement. 
                                     Figure 1                                                           Figure 2               
 
 
   
 
 
 
 
                            nœud                                                                 point de rebroussement  
                     2 tangentes distinctes                                               2 tangentes confondues  
                     à la cubique  
 
  
Les courbes algébriques admettent un invariant géométrique, qui est le genre 
 de la courbe. 
 
Définition 6 : soit une courbe algébrique C d’équation f(x, y)=0 de degré n, qui possède     
s points singuliers , le genre de cette courbe est l’entier positif ou nul : 

 14



                                             snnCg −−−= )2)(1(
2
1)(    

 
                                                                                                           Résultant de 2 polynômes  
 
Exemples : 
       1) une droite à une équation de degré n=1, son genre est égal à g=0. 

2) les cercles et les coniques ont des équations de degré n=2, leur genre est égal à g=0 
3) les cubiques singulières ont une équation de degré n=3, leur genre est égal à g=0 
4) les cubiques non singulières ont une équation de degré n=3, leur genre est égal à g=1  

 

4-Résultant de polynômes et classification des cubiques planes : 
  
 Les points singuliers d’une courbe algébrique C d’équation peuvent être étudiés    )(2 xfy =
 avec le discriminant  du polynôme)( fdis ][)( xKxf ∈ . 
  
 Ce discriminant est lié au discriminant )( fdis )(E∆ d’une cubique de Weierstrass :  
               E : . )(2 xfy =
 
D’après la théorie des courbes planes, le discriminant d’un polynôme est un 
élément du corps K égal à la fonction symétrique des racines 

][)( xKxg ∈

iθ  de : )(xg
  
                               pour ∏ −=

ji
jigdis

,

2)()( θθ ∏
≤≤

−=
ni

ixxg
1

)()( θ                         

 et a                       pour ∏ −= −

ji
ji

ndgdis
,

222
0 )()( θθ ∏

≤≤

−=
ni

ixdxg
1

0 )()( θ              

 
 
Ces 2 formules impliquent que le discriminant  est nul si et seulement si le polynôme g 
admet une racine multiple. 

)(gdis

 
Exemples : 
 
1)  );3)(2)(1()( −−−= xxxxg
    
    alors (1-2)=)(gdis 2 (2-3)2 (3-1)2 = 4 
 
2)  );8)(5)(3(3)( −−−= xxxxg
   
     alors [3]=)(gdis 2(3)-2 (3-5)2 (5-8)2 (8-3)2 =  262 5.3.2
 
3)  );10)(2()5()( 2 −−−= xxxxg
          
      alors (5-5)=)(gdis 2 (5-2)2 (2-10)2 (10-5)2 =0 
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                                                                                                           Résultant de 2 polynômes  
 
Définition 7: (selon Kostrikin [8]) 
 Soient deux polynômes f et g de l’anneau IR[x] : 
     

n
nn dxdxdxf +++= − ...)( 1

10  ,     de degré n . 1≥
et       ,     de degré . t

tt rxrxrxg +++= − ...)( 1
10 1≥t

 
Leur résultant est le déterminant d’ordre n+t égal à : 
                 

                   

t

t

t

t

n

n

n

n

rrr
rrr

rrr
rrr

ddd

ddd
ddd

ddd

gfs

ΚΚΚΚΚ
ΚΚΚΚΚ

ΚΚΚΚΚΚΚΚΚΚ
ΚΚΚΚ
ΚΚΚΚΚ
ΚΚΚΚΚ
ΚΚΚΚΚΚΚΚΚ

ΚΚΚΚ
ΚΚΚΚ
ΚΚΚΚΚ

10

10

10

10

10

10

10

10

00
00

000
00

00
0

000
000
00

),(Re =  

 
 
 formé de t lignes ( et n lignes , les termes manquant sont remplacés 
par des zéros, 

),..., 10 nddd ),...,( 10 trrr

la diagonale principale est formée de t termes d0 et n termes rt . 
 
Indiquons quelques propriétés des résultants sans démonstration : ),(Re gfs
Proposition 1 : 
 Soient deux polynômes : 
               , de degré n  et  ∏

≤≤

−=
ni

ixdxf
1

0 )()( θ 1≥

               , de degré t  ∏
≤≤

−=
tj

jxrxg
1

0 )()( ϕ 1≥

Leur résultant satisfait les relations : 

              ∏
=

=
n

i
i

t gdgfs
1

0 )(),(Re θ

                              =  ∏
=

−
t

j
j

nnt fr
1

0 )()1( ϕ

 
                              = . ∏ −

ji
ji

nt rd
,

00 )( ϕθ
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Preuve : Lang [9-1], et Kostrikin [8]. 
     
 Ces formules admettent 2 corollaires 
                                                                                                           Résultant de 2 polynômes 
 
Corollaire 1 : Le résultant Res (f, g) de deux polynômes f(x) et g(x) est nul si est seulement 
si les deux polynôme ont une racine commune. 
 
Preuve : Lang [9-1], et Kostrikin [8]. 
  
 
Corollaire 2 : le résultant Res d’un polynôme et de sa dérivée est égal à : )',( ff )(xf )(' xf

                          . ∏
=

−=
n

i
i

n fdffs
1

1
0 )(')',(Re θ

Preuve : Lang [9-1],  et  Kostrikin [8]. 
  
 
Le discriminant  d’un polynôme  et le résultant sont liés par la : )( fdis )(xf )',(Re ffs
 
Proposition 2 : 
Le discriminant d’un polynôme f(x) et le résultant  satisfont la relation : )( fdis )',(Re ffs

            )()1()',(Re 0
2

)1(

fdisdffs
nn −

−= . 
 
Preuve : Lang [9], et Kostrikin [8]. 
  
 
Déterminons les liens entre les discriminants d’un polynôme et 

d’une cubique de Weierstrass  : 
)( fdis ][)( xKxf ∈

)(E∆ )(: 2 xfyE =
  
  Soit une cubique de Weierstrass : 
      ).(: 32 xfBAxxyE =++=
 Avec le calcul nous obtenons les discriminants : 
 
       -16 ( 4A=∆ )(E 3 + 27B2 ), et  =)( fdis -( 4A3 + 27B2 )    
 
Cela implique la :  
 
Proposition 3 : 
Les discriminants  d’une cubique de Weierstrass  et sont 
liés par la relation : 

)(E∆ )(: 32 xfBAxxyE =++= )( fdis

                               16  =∆ )(E )( fdis
 
Pour une cubique de Weierstrass : 
                                ][)(: 32

2
1

3
0

2 xKxfdxdxdxdyE ∈=+++=
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les discriminants sont égaux à : 
          
   . )(274418)( 2

0
2
3

2
0

3
13

3
20

2
2

2
13210 Edddddddddddddfdis ∆=−−−+=

                                                                                                           Résultant de 2 polynômes 
Nous avons démontré la : 
 
Proposition 4 : 
Soit une cubique de Weierstrass : 
         ][)(24: 64

2
2

32 xKxfbxbxbxyE ∈=+++=
Alors les discriminants  de E et de satisfont la relation : )(E∆ )( fdis f
                      )(16)( Efdis ∆=
 
 
 
Nous classifions les cubiques de Weierstrass E grâce aux discriminants )(E∆ de la courbe E et 

du polynôme de l’équation de Weierstrass  de E )( fdis f 2)( yxf =
 
La proposition (2) et le corollaire (1) nous permettent de déterminer les cubiques singulières 
et les cubiques non singulières. 
    
   Si ,le polynôme admet une racine multiple d’ordre 2 ou 3 0),(Re ' =ffs )(xf
        Cela implique que la cubique est singulière. 
     
  Si  ,le polynôme admet 3 racines simples  0),(Re ' ≠ffs )(xf
        Cela implique que la cubique est une courbe elliptique. 
 
 
Les invariants et  des cubiques E de Weierstrass  permettent de classifier 
l’ensemble des cubiques de Weierstrass en plusieurs classes selon les valeurs  

)(E∆ )(4 Ec

 ;  >0 ; 0)( =∆ E )(E∆ )(E∆ <0 ; .0)(;0)( 44 ≠= EcEc   
   
Proposition 5 : 
  Soit une cubique E de Weierstrass d’équation , de discriminant . )(2 xfy = )(E∆
  Alors : 
            1-la cubique E est singulière si et seulement si 0)( =∆ E . 
            2-la cubique E est une courbe elliptique si et seulement si 0)( ≠∆ E . 
 
1) Preuve de «  » implique « la cubique E est singulière » : 0)( =∆ E

 Soit une cubique E d’équation et discriminant 2 0)( yxf = )( =∆ E

E

 ; 

  La théorie du résultant et la relation entre )(∆ , impliquent la valeur  )( fdis

f

     =0. )( fdis

Cela implique que le polynôme admet une racine multiple  

   Donc la cubique E est singulière. 
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                                                                                   Cubiques de Weierstrass singulières 

 
2) Preuve de « E est singulière » implique « 0)( =∆ E  ». 
  
    Par définition, une cubique singulière est une cubique E  ayant un point singulier.  
    Donc ce point est multiple 
.                                                                                                  
 D'après la théorie des discriminants des polynômes : 
 
   si et seulement si a une racine multiple                                                     (1)     0)( =fdis f
 
   (1) implique : la valeur                                                                                 (2)                               0)( =fdis
 
   La relation   et (3) impliquent la valeur )(16)( Efdis ∆= 0)( =∆ E   
 

3) Preuve de «  » implique « la cubique E est une courbe elliptique » : 0)( ≠∆ E

     Soit une cubique de Weierstrass E d’équation et discriminant  2y 0≠)(xf = )(∆ E

     L’hypothèse 0)( ≠∆ E implique un résultant . 0

f

0

),(Re ' ≠ffs

    Il en résulte que le polynôme admet 3 racines simples 

    Donc la cubique E est une courbe elliptique. 

 

4) Preuve de « E est une courbe elliptique » implique « )( ≠∆ E  » : 

    Nous prenons l’équation de Weierstrass de E : 

         )(24 64
2

2
32 xfbxbxbxy =+++=

L’hypothèse « E est une courbe elliptique » implique que le polynôme admet  )(xf

0

0

3 racines distinctes  

Cela implique le résultant                                                                        (1) ),(Re ' ≠ffs

(1) et la proposition (2) impliquent la valeur )( ≠fdis                                                    (2) 

La relation )(16)( Efdis ∆= et (2) impliquent la valeur 0)( ≠∆ E  

 

 

Une cubique peut admettre 0 ou un point singulier. 

La nature de ce point singulier est déterminée par la 
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                                                                                  Cubiques de Weierstrass singulières 
 
Proposition 6 : 

 Soit une cubique de Weierstrass E d’équation :  

 E :  [ ]YXKaXaXaXYaXYaY ,64
2

2
3

31
2 ∈+++=++  

de discriminant (E) et de coefficient c∆ 4(E). 
Alors : 
           1) Elle admet un nœud si et seulement si 0)( =∆ E et c4(E) 0≠  
           2) Elle admet un point de rebroussement si et seulement si =∆ )(E c4(E)=0. 
 
  1) Preuve de « E admet un nœud » implique « 0)( =∆ E et c4(E) ≠  0 » : 
     Par définition un nœud est un point singulier ôu la cubique admet 2 tangentes distinctes (1)  
    
     Cela implique que la cubique est singulière                                                                        (2)  
     La proposition (5) et la relation (1) impliquent la valeur 0)( =∆ E                                             
 
    La pente d'une tangente à une courbe est égale à la dérivée  y' de y. 
     
    Je prends une équation de Weierstrass de E de la forme :  
     
         E : y2 = x3 – 27c4x – 54c6                                                                                               (3) 
 
Calcul de la dérivée y' de y :  

                   y' = 
y
xN

y
cx

2
)(3

2
273 4

2

=
−

                                                               (4)        

 
 L'hypothèse de deux tangentes distinctes au nœud implique :  
   
2 racines distinctes du polynôme N(x) = x2 -9c4                                                                    (5)            
   
   Donc son discriminant  n'est pas nul   

 
    dis(N(x)) = 36c4 0  pour  Caract(K) ≠ ≠ 2,3                                                                      (6)                          
 
   Cela implique  la valeur c4(E) 0. ≠
 
2) Preuve de « et c0)( =∆ E 4(E) ≠ 0 » implique « la cubique E admet un nœud » : 
 
  Par la proposition 4 l’hypothèse « 0)( =∆ E  » implique que la cubique E est singulière ; 
 Soit S le point singulier de la cubique E  
Alors la cubique E admet 2 tangentes distinctes ou confondues en ce point S 
   
  Les pentes de ces tangentes sont égales à la dérivées de . 'y y
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  Je prends une équation de Weierstrass de E de la forme : 
                                                                                 (7) )(24: 64

2
2

32 xfbxbxbxyE =+++=
                                                                                   Cubiques de Weierstrass singulières 
 
 Calcul de la dérivée de  : 'y y

          
y
xP

y
bxbxy )(6 42

2
' =

++
=  

 Le discriminant du polynôme P(x) est égal à : 
                                                          =c4

2
2 24)( bbPdis −= 4(E).                                                   

 L’hypothèse « c4(E)  » implique 2 tangentes distinctes. 0≠
Cela implique que la cubique E admet un nœud 
 
 3) Preuve de « E admet un point de rebroussement » implique « ∆ (E) =0 et c4= 0 »  
 
    L’hypothèse « E admet un point de rebroussement »implique que la cubique est singulière,     
    donc son discriminant est nul : 
            (E)   =0                                                                                                               (8)                              ∆
 

Je garde l'équation de Weierstrass (3) et la dérivée y' =
y
xN

2
)(3  . 

Au point de rebroussement, la cubique admet deux tangents confondues;   
 
   Cela implique dis (N(x)) = 0. 
   
     D’après (6) dis (N(x)) = 36c4 = 0  pour  Caract(K)≠ 2, 3                                                                
 
    Il en résulte c4(E) = 0   
 
4) Preuve de « (E)   =0  et c∆ 4= 0 »implique «E admet un point de rebroussement » : 
     
  L’hypothèse « 0)( =∆ E  » implique que la cubique E est singulière ; 
 
 Soit S le point singulier, la cubique E admet 2 tangentes distinctes ou confondues en ce point. 
   

  Je garde l'équation de Weierstrass (7) et la dérivée y' =
y
xP )(  . 

    Et =c4
2
2 24)( bbPdis −= 4(E) 

 
   L’hypothèse « c4(E) = 0 » implique une racine double, donc 2 tangentes confondues. 
  
   Il en résulte que la cubique E admet un point de rebroussement.  
 
Etudions maintenant les cubiques de Weierstrass non singulières.  
 
Proposition 7 :  
  Soit une cubique de Weierstrass E de discriminant 0)( ≠∆ E . 
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  1) la courbe elliptique E coupe l'axe Ox en trois points simples si et seulement si (E) >0. ∆
  2) la courbe elliptique E coupe l'axe Ox en un seul point si et seulement si (E) < 0. ∆
 
                                                                                   Cubique de Weierstrass non singulières 
 
 
1) Preuve de « une courbe elliptique E coupe l'axe Ox en 3 points simples » implique  
     « (E) >0 » : ∆
 
    Je considère une courbe elliptique E qui coupe l'axe Ox en 3 points simples. 
    Pi = (ei , 0) ; i = 1,2,3 ; ei  e≠ j                                                                                (1) 
 
   Elle admet une équation de Weierstrass de la forme :  
      E : y2 =  (x – e1) (x – e2) (x –e3) = f(x) ∈ R[x]                                                    (2)  
 
 Le discriminant du polynôme f(x) est égal à :  
    dis(f) = π

31 ≤≤ jiπ
 (ei – ej)2                                                                                          (3) 

                                                                               
 
Les 3 racines ei sont des nombres réels, il en résulte que les carrés (ei –ej)2de nombres réels 
sont positifs et :  
                    dis(f) > 0                                                                                                         (4) 
 
La formule (4) et la relation entre les discriminants de f et de E impliquent la relation  
          (E) > 0                                                                                                                   (5)  ∆
 
2) Preuve de « (E) > 0 » implique « la courbe elliptique E coupe l’axe Ox en 3 points      ∆
    distinctes »    
 
Soit une courbe elliptique E d’équation de Weierstrass : 
     
           (1) ][)(24: 64

2
2

32 XIRxfbxbxbxyE ∈=+++=
 
La relation )(16)( Efdis ∆= et l’hypothèse∆ (E) > 0 impliquent 0)( φfdis                  (2) 
(1) et (2) impliquent que le polynôme admet 3 racines simples e)(xf 1,e2,e3. 
 
 Il en résulte 3 points d’intersection Pi = (ei,0) de la courbe E avec l’axe Ox.                                                      
      
3) Preuve de "une courbe elliptique coupe l'axe Ox en un seul point" implique " (E) < 0" ∆
   Je considère une courbe elliptique qui coupe l'axe Ox en un seul point P = (e,0). 
     
 Cela implique que les deux autres racines e1 et e2 du polynôme sont conjuguées        2)( yxf =
 complexes. 
e1 = r + is   , e2 = r – is   , r et s réels                                                                            (6) 
 
Le discriminant du polynôme f(x) est égal à  
    dis(f) = [(e –e1)(e – e2)(e1 – e2)]2                                                                                  (7)  
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  Avec le calcul j’obtiens la valeur :  
     dis(f) = - 4s2[ (e – r)2 + s2) ]2                                                                                        (8) 
 
                                                                                   Cubique de Weierstrass non singulières 
 
Les carrés des nombres réels sont positifs. Il en résulte le signe du dis(f). 
dis(f) < 0                                                                                                                                (9)  
 
La relation entre dis (f) et (E)  implique :  ∆
∆ (E) < 0                                                                                                                              (10) 
 
4) Preuve de « (E) < 0 » implique «une courbe elliptique coupe l'axe Ox en un seul point » ∆
     Un polynôme cubique admet 3 racines ei, simples ou multiples  
                                                                  (1) ][)())()((4: 321

2 xIRxfexexexyE ∈=−−−=
    
 La relation et l’hypothèse )(16)( Efdis ∆= ∆ (E) < 0 impliquent                    (2) 0)( πfdis
 
 Le discriminant du polynôme est égal à : )(xf
                                                                    (3) IReeeeeefdis ∈−−−= 2

13
2

32
2

21
4 )()()(4)(

 (2) et (3) impliquent un carré négatif   
 
Cela implique une racine e1 réelle et les deux autres racines e2 et e3 du polynôme  
conjuguées complexes :  

)(xf

                         
isre
isre

−=
+=

3

2 réels et  sr

 Alors  2222 )])[(4)( sresfdis +−−=
Il en résulte un seul point d’intersection P1=(e1,0) de la courbe E avec l’axe O x.   
 

5-Classification des cubiques de Weierstrass par ∆ (E) et c4(E) :     
Les propositions (5), (6) et (7) impliquent la classification des cubiques de Weierstrass  
 
Proposition 8 : 
Soient les cubiques de Weierstrass : 

],[: 64
2

2
3

31
2 yxIRaxaxaxyaxyayE ∈+++=++  

 
 Elles sont classifiées en 4 classes par le discriminant∆ (E) et l’invariant c4(E)       
 
 1) classe des cubiques singulières qui ont un nœud lorsque : 
          et . 0)( =∆ E 0)(4 ≠Ec
 
2) classe des cubiques singulières qui ont un point de rebroussement lorsque :          
       . 0)()( 4 ==∆ EcE
 
3) classe des courbes elliptiques qui coupent l’axe Ox en 3 points lorsque : 
      >0. )(E∆
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4) classe des courbes elliptiques qui coupent l’axe Ox  en un seul point lorsque : 
    <0. )(E∆
                                                                                                              Cubique de Weierstrass
 
Illustrons cette classification par un exemple de chaque classe  
 
1) cubique singulière qui admet un nœud  
 
   Soit la cubique E1 de Weierstrass d’équation : 
                      232

1 4: xxyE +=
Avec le calcul du discriminant  et  ; j’obtiens les résultats :  )( 1E∆ )( 14 Ec
 b2 = 16 ; b4 = 0 ;b6 = 0 ; b8 = 0 ; = 0 ; =16)( 1E∆ )( 14 Ec 2 . 
  
 La valeur = 0 implique que la cubique E)( 1E∆ 1 est singulière  
 La valeur =16)( 14 Ec 2≠ 0 implique que la cubique E1 possède un nœud   
 
 
Tableau des coordonnées de quelques points de E1 : 
x -5 -4 -2 -1 0 1 
y Pas de 

solution 
réelle 

0 22±  3±  0 5±  

 
La cubique E1 coupe l’axe Ox en 1 seul point simple (-4,0) et un point double (0,0). 
La cubique E1 coupe l’axe Oy en un point (0,0). 
 
Le tableau implique que la cubique E1 admet un nœud au point  (0, 0). 
 
 

 

y

x

 
                                      Courbe tracée avec le logiciel « Maple »  
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                                                                                                              Cubique de Weierstra 
  
 
2) cubique de Weierstrass qui admet un point de rebroussement     
 
  Soit la cubique E2 de Weierstrass d’équation : 
                       ][44: 32

2 xIRxyyE ∈−=+
Avec le calcul du discriminant  j’obtiens les résultats : 
   b2 = 0 ; b4 = 0 ; b6 = 0 ; b8 = 0 ; = 0 ; =0. )( 2E∆ )( 24 Ec
 
  La valeur = 0 implique que la cubique E)( 2E∆ 2 est singulière     
  La valeur =0 implique que le point singulier est un point de rebroussement. )( 24 Ec
 
Tableau des coordonnées de quelques points de E2 : 
 
x -1 0 1 1.5 
y Pas de solution 

réelle  
-2 -3 et -1 

 
2

124 ±−  

 

La cubique E2 coupe l’axe Ox en un point simple ( )0,2
)

3
2(

. 
La cubique E1 coupe l’axe Oy en un point (0,-2). 
 
Le tableau indique que la cubique E2 admet un point de rebroussement au point (0, -2)  

 
 

 

 

y 

x

 
                                       Courbe tracée avec le logiciel « Maple »  
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                                                                                                             Cubique de Weierstrass 
 
 
 3) courbe elliptique qui coupe l’axe Ox en 3 points simples : 
  
     Soit la cubique E3 de Weierstrass d’équation : 
                 E3 :   82532 232 ++−=−+ xxxyxyy
  Avec le calcul j’obtiens les résultats : 
      
     b2 = -16 ; b4 = -2 ; b6 = 41 ; b8 = -165 ; )( 3E∆ =8725. 
 
 La valeur = 8725 >0 implique que  la cubique E)( 3E∆ 3 est une courbe elliptique qui coupe     
  l’axe Ox en 3 points simples. 
   
Calcul des abscisses des points d’intersections de la cubique E3 et l’axe Ox : 
   L’équation   admet 3 racines : 0)( =xf
     e1 = -1, e2 = 2, e3 = 4   
 
Il en résulte que la courbe elliptique E3 coupe l’axe Ox aux 3 points : 
  P1 = (-1,0), P2 = (2,0) et P3 = (4,0).  

La cubique E3 coupe l’axe Oy en 2 points de coordonnées : (0,
2
41

2
3
+ ) et )

2
41

2
3,0( −  

   
 Tableau des coordonnées de quelques points de E3 : 
  
x -2 -1 0 1 2 3 4 
y Pas de 

solution 
réelle 

0 et 5 

2
41

2
3
±  

-2 et 3 -1 et 0 Pas de 
solution 
réelle 

-5 et 0 

 

 

x

                                       
                                          Courbe tracée avec le logiciel « Maple »  
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                                                                                                             Cubique de Weierstrass 
 
4) courbe elliptique qui coupe l’axe Ox en un seul point    
     
    Soit la cubique E4  de Weierstrass d'équation : 
             871732: 232

4 ++−=−+ xxxyxyyE
      
   Avec le calcul j’obtiens les résultats :  
      b2 = 0 ; b4 = 28 ; b6 = 357 ; b8 = -196 ; )( 4E∆  = -3616739 
 
  La valeur  = -3616739 < 0 implique que la cubique E)( 4E∆ 4 est une courbe elliptique qui     
   coupe l’axe Ox en un seul point. 
 
Calcul des abscisses des points d’intersections de la cubique E4 et l’axe Ox : 
  L’équation   admet une racine simple  e = -3. 0)( =xf
  
 Donc la courbe elliptique coupe l’axe Ox au point  P = (-3,0) 

La cubique E4 coupe l’axe Oy en 2 points de coordonnées : (0,
2
357

2
3
+ ) et )

2
357

2
3,0( −  

 
Tableau des coordonnées de quelques points de E4 : 
 
x -4 -3 -1 0 2 4 5 
y Pas de 

solution 
réelle 

0 et 9 

2
333

1
5
±  

2
357

2
3
±

2
501

2
1
±

−
2
825

2
5
±

−  
2
57

2
7
±

−

 

 

x

                                         Courbe tracée avec le logiciel « Maple » 
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                                                                                                        Étude de la famille E (a, N) 

6) Application à la famille E (a, N) de cubiques de Weierstrass : 

   E (a, N) :                                         (1)                        ],[2 22232 yxIRNxaNxaNxyy ∈−+=+

 
 1-Cubique E (1,1) :  12 232 −+=+ xxxyy
   
   Avec le calcul j’obtiens les résultats :  
      b2 = 9 ; b4 = 0 ; b6 = -4 ; b8 = -9 ;  011.3))1,1(( 3 φ=∆ E
 
D’après la classification des cubiques de Weierstrass par leur discriminant 
 E (1,1) est une courbe elliptique qui coupe l’axe Ox en 3 points simples   )0,( ii ep =
 
Avec le logiciel Maple j’obtiens les abscisses de ces points :  

 = -1,  =1e 2e
2
5

2
1
+− ,  = 3e

2
5

2
1
−−  

 
Tableau des coordonnées de quelques points de E (1,1) : 
 
x -3 -2 -1 0 à  3/4 1 2 
y Pas de 

solution 
réelle  

racine 
double 

 1=y

0 et 1 Pas de 
solution  
réelle  

1 et -2 3 et -5 

 
Au point s = (-2,1) la pente de la tangente à la cubique est égale à   ∞=− )1,2('y
Il en résulte une tangente parallèle à l’axe Oy. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                    Courbe tracée avec le logiciel « Maple » 

x

y
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                                        Courbe tracée avec le logiciel « Maple » 
                                                                                                        Étude de la famille E (a, N)
 
 
2- Cubique E (-4,2) :   ],[4328 232 yxIRxxxyy ∈−−=−
   
  Avec le calcul j’obtiens les résultats :  
      b2 = -64 ; b4 = 0 ; b6 = -16 ; b8 = 256 ;  0)6427(16))2,4(( 22 π+−=−∆ E
 
D’après la classification des cubiques de Weierstrass par leur discriminant 
E (-4,2) est une courbe elliptique qui coupe l’axe Ox en un seul point simple   )0,(ep =
 
Avec le logiciel Maple j’obtiens l’abscisse de ce point : e≈31,9 
 
Tableau des coordonnées de quelques points de E (-4,2) : 
 

x 1à16 18 20 e 35 
y Pas de 

solution  
161272 ±  399280 ±  23271140 ±  23271140 ±

 
 
 

 

y 

x 

                                            Courbe tracée avec le logiciel « Maple » 
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                                                                                                      Étude de la famille E (a, N)
 
 
3-Cubique E (a, 0) d’équation de Weierstrass  E :   ],[32 yxIRxy ∈=
    
Avec le calcul j’obtiens les résultats :  
      b2 = b4 = b6 = b8 = 0 ;  0)()( 4 ==∆ EcE . 
 
D’après la classification des cubiques de Weierstrass, cette cubique est singulière.  
 
Pour x =0,  l’équation admet une racine double02 =y 0=y , en ce point s = (0,0) la tangente à 

la cubique a une pente égale à la dérivée 
y

xy
2
3 2

' =  

Ce point (0,0) est un point de rebroussement de la cubique E 
 
Pour ,  ; donc la cubique est dans le plan  0πx 02 πy 0≥x
 
Tableau des coordonnées de quelques points de la cubique : 
 
x -1 0 0.4 0.6 1 2 
y Pas de 

solution 
réelle 

racine 
double 

 0=y

08.0±  46.0±  1±  22±  

 
 
 

 

y 

x 

 
                                              Courbe tracée avec le logiciel « Maple » 
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                                                                                                     Étude de la famille E (a, N)
 
4) Cubique E(a,2) d’équation de Weierstrass : 
    , ],[482: 232 yxIRaxxaxyyE ∈−+=+ 194 −−=a  
 
Avec le calcul j’obtiens les résultats :  
      b2 = 12 ; b4 =0  b6 = -16 ; b8 = -48 ;  144)(;0)( 4 ==∆ EcE . 
 
D’après la classification des cubiques de Weierstrass, cette cubique admet un nœud.   
 
 
Tableau des coordonnées de quelques points de cette cubique : 
   
x 0 1 2 3 
y Pas de solution réelle racine double 

ay −=+= 194  
221928 ±+ 5019312 ±+  

 
D’après ce tableau, S = (1,-a) est singulier  
 
 
 
 
 

 

y 

x 

                                            Courbe tracée avec le logiciel « Maple » 
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Chapitre 3 : GROUPE DE MORDELL-WEIL D’UNE COURBE                      
ELLIPTIQUE  

 
Il existe une loi de groupe abélien sur l’ensemble des points rationnels d’une courbe 
elliptique. 
Nous allons étudier ce groupe 

1-Structure de groupe abélien des cubiques de Weierstrass :    
 
Proposition 1 :    
L’ensemble E(K)des points K rationnels d’une cubique deWeierstrass, muni de l’application : 
                         
                          de valeur )()()(: KEKEKEf →× 2121 ),( PPPPf +=  
                                  
est un groupe abélien d’élément neutre le point à l’infini OE =( ∞∞, )=(0,1,0), et de loi basée 
sur la règle géométrique de 3 points colinéaires  
 P1 +P2 +P3 = OE de la courbe.     

 
 
 
  

 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 

y 

x 

 

P1+P2= -P3

P3

P2 P1 

 

Preuve : 
Soit l’ensemble E (K) des points K rationnels de la courbe elliptique E  
  Considérons l’homomorphisme : 
                  
                      )()()(: KEKEKEf →×  de valeur 2121 ),( PPPPf +=  et  EE OOf =)(
                                  
   Le point est déterminé par la règle géométrique : 21 PP +
  « 3 points colinéaires d’une courbe elliptique E ont une somme nulle » : 
               
                         EOPPP =++ 321                                                                                     (1) 
Vérifions que l’application satisfait les 4 axiomes d’un groupe abélien : f
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                                                                                                         Groupe de Mordell-Weil  
 
(1)-Axiome de l’élément neutre : 

L’élément neutre est le point à l’infini OE ; il est déterminé par la direction de l’axe Oy.  
       la sécante POE est parallèle à l’axe Oy ;ce point OE satisfait : 
                       OE + OE = OE   

 
La règle des 3 points colinéaires implique la relation : 
            P + OE + OE = OE + P = P                                                                                 (2) 

 
 
 
 

 
 
 
   
 
 
 
(2)-Axiome du symétrique : 

0 

y 

P

x 

R = -P 

OE 

   La symétrique d’un point P est le point R, intersection de la parallèle à l’axe Oy passant 
   par P et de la courbe   
  La relation :     P + R + OE = OE                                                                                         (3) 
  
     implique le symétrique : -P du point P  
                                             R = -P                                                                                         (4) 
(3)-Axiome de commutativité : 

   Les sécantes  P1P2 et P2P1 coupent la courbe E au même point P3
   Cela implique la relation de commutativité : 
                               P1  + P2  =  P2  + P1 = -P3                                                                   (5) 

(4)-Axiome d’associativité : 
    Il se vérifie par les calculs des coordonnées des points  
     
    (P1 + P2)+P3 et P1+ (P2+P3), pour des points Pi ≠ ± Pj    
 

 
Définition 1: Le groupe E (K) des points K-rationnels d’une courbe elliptique E est le 
groupe de Mordell-Weil de la courbe elliptique E.   

2-Calcul des coordonnées du symétrique –P d’un point P et de la 
somme P1+P2 de 2 points P1 ±≠  P2 et de la somme P+P=2P: 
  Soit une courbe elliptique E d’équation de Weierstrass : 
                
       E :                                        (6) ].,[64

2
2

3
31

2 yxKaxaxaxyaxyay ∈+++=++
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 (1) Calcul des coordonnées du symétrique –P d’un point P : (figure 1) 

 
  Le point –P satisfait la relation  P+ (-P) = OE
                                                                                                           Groupe de Mordell-Weil 

   
Le point –P est le 2éme point d’intersection de la courbe E par la parallèle à Oy passant        
     par P. 
  L’équation de cette parallèle est x=xp   

 
  Cela implique que l’équation (6) est de degré 2 en y ; elle admet deux racines yp et y(-p)

 
La fonction symétrique élémentaire « somme des racines » d’une équation algébrique 
  implique :              

                 yp + y(-p) = -                                                                              (7)  )( 31 axa p +

Nous en déduisons la racine y-p :          y(-p) = - )( 31 pp yaxa ++      
 

  Rassemblons ces résultats dans la  
 
Proposition 2 : le symétrique d’un point P= (xp,yp) d’une courbe elliptique E est 
le point  -P de coordonnées  et PxPx =− )( 31)( axayPy PP −−−=−        

 

  

y 
P yp 

 
                             Figure 1 
 
(2) Calcul des coordonnées de la somme P1+P2 de 2 points P1 ±≠ P2 : (figure 2) 

 
   La somme est déterminée par la règle géométrique : 

    P1+ P2 + P3 = OE                                                               
 

  Equation de la sécante    P1P2 : 

     y = t(x-x1) + y1      ;   pente t =
)(
)(

21

21

xx
yy

−
−  de la sécante P1P2                                         (8)                        

   La sécante P1P2 coupe la courbe en trois points  P1,P2 et P3  
   Avec (6) et (8) nous obtenons l’équation : 

        
                                 (9) 64

2
2

3
1131

2
11 ])()[(])([ axaxaxyxxtaxayxxt +++=+−+++−

 
L’équation (9) est de degré 3 en x ; elle admet 3 racines :x1,x2 et x3  

-P

xp

x

y-p
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Avec la fonction symétrique élémentaire « somme des racines » d’une équation algébrique  
nous obtenons :  x1+ x2 + x3 = -                                                                                        )( 1

2
2 tata −−

  
 Cela implique l’abscisse x3 du point P3 :   x3=t2+a1t-a2-x1-x2                                                                     (10)                                    

                                                                                                            Groupe de Mordell-Weil 
 
 Posons : P1+ P2 = - P3 = M = symétrique de P3
La proposition 1 implique : deux points symétriques ont la même abscisse  
 

       
3pM xx =

    
L’ordonnée de M est égale à :  

  3313 axayyM −−−=  = 331113 ])([ axayxxt −−+−−                                                  (11)                           
 
(10), (11) et (12) impliquent l’ordonnée de M 
 
                            (12) )()2(2 2111321

2
1212

2
1

3 xxayaaaaxxattatyM ++−−+−+++−−=
 
Ces résultats sont rassemblés dans la  
 
Proposition 3 : 
Les coordonnées de la somme M=P1+P2 de 2 points  P1 ≠ ± P2 d’une courbe elliptique E sont 
égales à : 

             = tMx 2 + a1t - a2 -x1 -x2   ;  pour 
21

21

xx
yyt

−
−

=  

                )()2(2 2111321
2
1212

2
1

3 xxayaaaaxxattatyM ++−−+−+++−−=                                    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                        Figure 2 

P3

x 

 

y 

P1+P2= -P3

P2 P1 

 
(3) Calcul des coordonnées de la somme P +P = 2P: (figure 3) 
 
 La tangente à la courbe E au point P à pour équation : 
                                                                                                    (14) ppp yxxyy +−= )('

La dérivée de est égale à : 'y y
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31

142
2

'

2
23

axay
yaaxaxy

++
−++

=                                                  (15) 

 
 
                                                                                                            Groupe de Mordell-Weil  
 
La règle géométrique des 3 points colinéaires implique : 
    
  P + P + T = OE   soit  2P = -T 
  
Calcul des coordonnées du point T  
 (6) et (15) impliquent l’équation : 
 
                         (16) 64

2
2

3
31

'2' )]()([])([ axaxaxaxayxxyyxxy pppppp +++=++−++−
 
L’équation (16) en x de degré 3 admet 3 racines : 
   xp racine double , xT racine simple  
  
La fonction symétrique élémentaire « somme des racines» d’une équation algébrique implique  

       =+ Tp xx2
1

'
1

2'
2 pp yaya −−

 

Nous en déduisons l’abscisse  : Tx

   2'
pT yx = pp xaya 22

'
1 −−+

  et l’ordonnées   Ty
   ppTpT yxxyy +−= )('

Les coordonnées du point 2P= -T sont égales à : 
    Tp xx =2

    312 axayy TTp −−−=
 
J’obtiens avec le calcul  

pppp xayayx 22
'

1
2'

2 −−+=   

ppppppp yxaaaayaxayayy −+−+−++−−= 1321
'2

12
2'

1
3'

2 2)3(2  
 
Ces résultats sont rassemblés dans la  
Proposition 4: 
  Les coordonnées de la somme P+P =2P d’une courbe elliptique E sont égales à : 

             ; pour pppp xayayx 22
'

1
2'

2 −−+=
31

142
2

'

2
23

axay
yaaxaxy

++
−++

=  

          ppppppp yxaaaayaxayayy −+−+−++−−= 1321
'2

12
2'

1
3'

2 2)3(2
 

 
 
 P 

y 

 

Tangente 
T 
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 Figure 3 

x

 
                                                                                                            Groupe de Mordell-Weil 
 
Application à la famille de cubiques de Weierstrass :     
         22232 2:),( NxaNxaNxyyNaE −+=+
 
1) La symétrique d’un point est le point –P de coordonnées : ),( PP yxP =
     
        PxPx =− )(
      PP aNxyPy −−=− )(
 
 
2) La somme de 2 points , ),( iii yxP = 21 PP ≠  est le point ),(21 MM yxMPP ==+ de    
   coordonnées : 

      pour 21
22 2 xxaNaNttxM −−−+=

21

21

xx
yy

t
−
−

=  

      )(2)22(2 211
3222

21
223 xxaNyNaNaxxaNtaNttyM ++−+−+++−−=

 
 
3) Pour tout point  de la cubique E(a,N) le point ),( PP yxP = ),(2 22 PP yxP = à pour    
    coordonnées : 
    
      PPPP xaNaNyyx 22 2'2'

2 −−+=

       PPPpPPP yaNxNayxNaaNaNyyy −+++−+−−= 22)32(2 32'2222'3'
2

     

     pour       
aNxy

aNyxaNxy
+

−+
=

2
43 22

'  

 
4) Appliquons ces formules à la cubique E(1,1) de la famille E(a,N) : 
                     12:)1,1( 232 −+=+ xxxyyE
 
Le point P = (1,1) est sur la courbe E(1,1)  
 
Avec le calcul nous obtenons : le symétrique –P = (1,-2) 
 
 et le point 2P = (2,-5) 
 
Le point R = (-1,0) est sur la courbe E(1,1) 
 

Avec le calcul nous obtenons la somme : P + R = ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

8
11,

4
5 . 
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                                                                                                                    Formules de Cassels  

3-Points d’ordre fini d’une courbe elliptique et formules de Cassels: 
 
Soit une courbe elliptique E d’équation de Weierstrass : 
   
     E : [ ]YXKaXaXaXYaXYaY ,64

2
2

3
31

2 ∈+++=++                                                (1) 
Un point P du groupe de Mordell-Weil de la courbe E est d’ordre m s’il satisfait la relation : 
  mP = OE ; 
 
  Le symbole mP signifie : 
             
            mP = P + P +…+ P, m fois P lorsque m> 0 ; 
            mP = (-P) + (-P) +(-P) +…+ (-P) , (-m) fois -P lorsque m< 0 ; 
       et  mP = OE lorsque m = 0 ; 
 
Cassels a étudié les points mP sur une courbe elliptique particulière pour obtenir des formules 
utilisables.  
 
Proposition 5: 
Soit une courbe elliptique E, d’équation de Weierstrass : 
      [ ] 0274      avec         yx,Q: 2332 ≠+∈++= BABAxxyE  
 
Les coordonnées des points mP, pour m>2 et pour tout point P de E, sont déterminées par les 
formules : 
             

                 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

),(
),(

,
),(
),(

32 yx
yx

yx
yx

mP
m

m

m

m

ψ
ω

ψ
φ

 ; 

 
avec  11 −=−ψ , 00 =ψ  , 11 =ψ , y22 =ψ  , 224

3 1263 ABxAxx −++=ψ   
           
     et   )845205(4 3222346

4 ABABxxABxAxxy −−−−++=ψ . 
 
Les polynômes mψ satisfont les relations : 
     
        ;           pour m  )(2 2

12
2

122 +−−+ −= mmmmmmy ψψψψψψ 2≥

      3
11

3
212 +−++ −= mmmmm ψψψψψ  ; 

 
Les polynômes mφ et mω  satisfont les relations : 
       
           et     ; 11

2
+−−= mmmm x ψψψφ 2

12
2

124 +−−+ −= mmmmmy ψψψψω
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Preuve : 

Pour m = -1, le symétrique –P est égal à :-(x, y) = (x,-y) =⎜⎜
⎝

⎛
32 )1(

,
)1( −−

yx
⎟⎟
⎠

⎞
 ; donc 11 −=−ψ . 

                                                                                                              Sous groupes de torsion
 

 Pour m = 0, 0(x, y) = ( ),∞∞ = ⎜⎜
⎝

⎛
0

,
0

yx
⎟⎟
⎠

⎞
 ;  donc 00 =ψ . 

 

 Pour m = 1, 1(x, y) =(x, y) = ⎜⎜
⎝

⎛
32 1

,
1

yx
⎟⎟
⎠

⎞
 ; donc .12 =ψ  

  

Pour m= 2 : la formule   est fonction de ),(2 22 pp yxP =
y

Axy
2

3 2
' +
=   implique y22 =ψ . 

Un raisonnement par récurrence permet de démontrer cette proposition  
  
C’est le lemme 7.2 de [Cassels]  
 
Définition 1 : 1) un point de m-torsion d’une courbe elliptique E est un point P d’ordre m 
dans le groupe de Mordell- Weil de E. 
  
2) un sous groupe de m-torsion de E est l’ensemble E(K)[m] des points d’ordre m. 

3) le groupe de torsion de la courbe E est la réunion infinie des sous groupes de  

    m-torsion de E : 

                       T(E) = { } Zmpour  :)(][ ∈=∈= E
m

OmPKEPmEΥ  

La détermination des groupes de torsion T(E)(K) dépend du corps de base K de la courbe 
elliptique. 
Ce groupe est complètement déterminé sur le corps Q des nombres rationnels par 
 2 théorèmes :  
 
Proposition 6 : 
Soit une famille de courbes elliptiques E = E(A,B) d’équation de Weierstrass : 
     E : ,  ],[32 yxQBAxxy ∈++= ZIBA ∈,  et  0274 23 ≠+ BA
Alors tout point  de torsion à des coordonnées entières :  )(QEP∈ ZIyx PP ∈,
Lorsque , alors  divise . EOP ≠2 2

Py 23 274 BA +
 
Preuve : 
 C’est un théorème prouvé par [Lutz]. 
  
Proposition 7 : 
Soit une courbe elliptique E sur le corps Q des nombres rationnels. 
Alors son groupe de torsion T(E)(Q) est isomorphe à l’un des 15 groupes abéliens finis : 
        
        12ou   101pour      =≤≤ nnnZIZI   
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        41pour       22 ≤≤× ddZIZIZIZI  
Preuve : 
C’est une conjecture de Ogg prouvée par Mazur [10]   
                                                                                                                                 Exemple  
 
Exemple :  
 Pour appliquer les formules de Cassels il faut une courbe elliptique de la forme : 
                   
                     ;                BAxxy ++= 32 0274 23 ≠+ BA
 
  
1) Je choisis la courbe elliptique de la famille E(a,N) pour a = 0 et N = 1  
 
                                                                                 (1) ],[1:)1,0( 32 yxIRxyE ∈−=
 
 J’obtiens le discriminant  
  
                                                                                                        (2) 032 34 ≠−=∆
 
 
 Je détermine les points de 2-torsion avec les formules de Cassels : 
 
 

 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−−
==

−
==

3

36

3
2

2
2

2

4

2
2

2
2

)2(
820

)2(
16

y
xxy

y
xxx

P

P

ψ
ω
ψ
φ

                                                                                     (3) 

 
 
L’hypothèse « P est un point de 2-torsion » implique 
                        
                                                                                                      (4) ),(2 ∞∞== EOP
 
Les relations (2), (3) et (4) impliquent la solution : 
                   
                                                                                                                         (5) 0=y
 
Les formules (1) et (5) impliquent l’unique point P d’ordre deux du groupe E(0,1)(Q) : 
                   
                          P = (1,0) 
 
Cela implique que le point P = (1,0) est le seul point de 2-torsion du groupe abélien E(0,1)(Q).  
 
 
 2) Je choisis la courbe elliptique de la famille E(a,N) pour a = 0 et N = 7 
           
                                                                              (6) ],[49:)7,0( 32 yxIRxyE ∈−=
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 J’obtiens le discriminant  
                                                                                                    (7) 0732 434 ≠−=∆
                                                                                                                                 Exemple 
 
 Je détermine les points d’ordre 3 avec les formules de Cassels : 
    

              2
3

3
3 ψ

φ
=Px  ;    3

3

3
3 ψ

ω
=Py     

 
le polynôme d’ordre 4  xx 5883 4

3 −=ψ   admet 4 racines : 
 

01 =x ,      3
2 196=x ,     )31(196

2
1 3

3 −+−=x ,   )31(196
2
1 3

4 −−−=x  

   
 
Ce sont des nombres du corps de nombres =K Q )196,3( 3−  c’est un corps de nombres de 
degré 6. 
 
Pour ,  pas de solution réelle ; 01 =x 492 −=y
 
Pour 3

2 196=x ,  admet 2 solutions : 1472 =y 371 =y , 372 −=y  
 

Pour )31(196
2
1 3

3 −+−=x  pas de solution réelle ; 

 

Pour )31(196
2
1 3

3 −−−=x  pas de solution réelle ; 

 
Cela implique que ces points n’appartienne pas au groupe de Mordell-Weill E(0,7)(Q). 

 
 

Les points d’ordre 4 de la courbe elliptique E(0,7) ont pour coordonnées : 
          
                                                ),(4 44 PP yxP =
 
 Les formules de Cassels impliquent les coordonnées des points  pour  mP 2≥m
 

                                            2
4

4
4 ψ

φ
=Px  ;     3

4

4
4 ψ

ω
=Py  

 
 
Un point d’ordre 4 pour la courbe elliptique E(0,7) est déterminé par le système :  
 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

=−−=

49

0)19208980(4
32

36
4

xy

xxyψ
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Ces deux polynômes admettent des solutions dans le corps C  des nombres complexes.                                    
 
                                                                                                                                 Exemple 
 
 
1)  ;  ; admet 3 solutions :                                          0=y 0493 =−x

             3
1 14=x ,    )31(14

2
1 3

2 −+−=x ,   )31(14
2
1 3

2 −−−=x        

 
2)  et  0≠y 019208980)( 36 =−−= xxxf
 
Il en résulte deux solutions réelles :  
 

   3
1

1 )3294490( +=x ,      3
1

2 )3294490( +−−=x  
 
 
Ces solutions appartiennent à l’extension =K Q )3(6  du corps des rationnels Q. 
 
Donc ces points n’appartiennent pas au groupe de Mordell-Weil E(0,7)(Q), ils appartiennent 
au groupe abélien E(0,1)(K). 
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                                                                                                                        Groupe de torsion
 
Les groupe de torsion T(E)(Q) ont été déterminés pour des courbes elliptiques particulières. 
 
Proposition 8 :   
Soit une famille de courbes elliptiques E(p) d’équation de Weierstrass  
      ][:)( 32 xQpxxypE ∈+=
Alors le groupe de torsion T(E(p))(Q) est isomorphe à l’un des 3 groupes abéliens finis 
             4ZIZI si p=4 ; 
              22 ZIZIZIZI × si –p est un carré parfait ; 
            2ZIZI   si p 4, -p non carré et p sans facteur puissance 4 ; ≠
 
Preuve : 
Détails dans ( Silverman ), proposition 6.1 et proposition 6.2 
 
 
La réduction des courbes elliptiques fournit un autre moyen d’étude des sous groupes  
de m-torsion  
 
Proposition 9 : 
Soit une courbe elliptique E sur un corps K, qui admet  une bonne réduction, un entier m 
premier à  et le sous groupe de m-torsion  E(K)[m]  )(Kcaract
Alors l’application réduction : 
                    
                   )(~])[( kEmKE →  ,   =E~ courbe réduite,    k =corps résiduel 
                              PP ~→  
 
 est injective  
 
 
Preuve : 
On utilise les sous groupes { }EOPKEPKE ~0

~  );()( ≠∈=  

     { }E~1 OP~  );()( =∈= KEPKE  
 et la suite exacte de groupes abéliens : 
           0)(~)()( 01 →→→→ kEKEKEO ns   
 
 =)(~ kEns  partie non singulière de la courbe réduite. 
 
 
Exemple  : Courbe elliptique E (3,5) de la famille E(a,N) : 
     
         2515015:)5,3( 232 −+=+ xxxyyE
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Calcul du discriminant : 
   0)16115(53))5,3(( 3843 ≠−××=∆ E
                                                                                                                                        Exemple 
 
 
D’après la théorie de la réduction des courbes elliptiques, la réduction modulo p est bonne 
pour tout nombre premier p qui ne divise pas le discriminant, soit p 5φ  et p ne divise pas le 
nombre : A =  16115 38 −×
 
Donc sur le corps fini la réduction est bonne : 7IF
 
    33:)(~ 232

7 ++=+ xxxyyIFE  
 
Appliquons la proposition pour  ; alors l’application  1≥m
        
           )(~])[( 7QEmQE →  est injective 
 
Avec le calcul j’obtiens :  
 
le groupe { }EOIFE ),2,5(),0,5(),6,1(),0,1()(~

7 =  de 5 points 
 
Sur le corps fini la réduction est bonne : 11IF
      
        874:)(~ 232

11 ++=+ xxxyyIFE
 
L’application )(~])[( 11IFEmQE →   est injective  pour   1≥m
 
Avec le calcul j’obtiens : 
 
le groupe { })3,2(),0,2(),6,1(),1,1()(~

11 =IFE  de 4 points 
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                                                                                       Isomorphismes de courbes elliptiques
 
4-Isomorphismes des courbes elliptiques :        
  
  Dans la théorie des groupes il y a des homomorphismes de groupes.   
  Il en résulte des isomorphismes , des automorphismes , )()( ' KEKE → )()( KEKE →
 des endomorphismes des groupes de Mordell-Weil des courbes elliptiques. 
  Nous nous intéressons aux isomorphismes  )()( ' KEKE →
 
Soient deux courbes elliptiques d’équations de Weierstrass : 
       E :                                                       (1) ],[64

2
2

3
31

2 yxKaxaxaxaxyay ∈+++=++

       E’ :                                                (2) ],[' '
64

2'
2

3'
3

'
1

2 yxKaXaXaXaXYaY ∈+++=++

 
Définition 4 : un isomorphisme de 2 courbes elliptiques E et E’ est un homomorphisme de 
groupes de Mordell-Weil : 
             
                                    )()(: ' KEKEf →
qui satisfait les formules d’isomorphisme de groupes : 
        
      ;  )()()( QfPfQPf +=+ ')(

EE OOf =  pour les points à l’infini OE et  'E
O  ;

    et bijective f
 
Il y a un isomorphisme particulier précisé par la : 
 
Proposition 10 : 
  Soit deux courbes elliptiques E et E ′ et leurs groupes de Mordell-Weil et  )(KE )(' KE .
  Alors l’application f : E (K) E’ (K) de valeur : 
     =x 2u X r+ ,  y =  ,  u 03 2u Y u sX t+ + ≠ . u,r ,s,t K∈  
 est un isomorphisme de courbes elliptiques. 
 
Preuve :  
 Le calcul des images implique la formule : )(),(),( QfPfQPf +
      )()()( QfPfQPf +=+  
La valeur f ( )=E0 ),( ∞∞ = s’obtient avec le calcul  E'0
 
Pour vérifier que est bijective, je calcule f X  et Y  : 
    ;    2/)( urxX −= 32 /)( utsXuyY −−=
La condition implique que est bijective u 0≠ f
 
     
Cette proposition permet de trouver des relations entre les invariants des 2 courbes 
 
Corollaire : 
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Soit les hypothèses de la proposition 10 
Alors les coefficients  de E et  de E’ satisfont les relations: iii cba 22 ,, '

2
'
2

' ,, iii cba
                                                                                       Isomorphismes de courbes elliptiques
    
Relations entre les coefficients   et  : ia '

ia
           ; saua 21

'
1 +=

           ; 2
12

'
2

2 3 srsaaau −+−=
           ; traaau 213

'
3

3 ++=

           ;                                            (17) tsrtararsasaaau 232 2
12134

'
4

4 −+−+−−=

           ; tsrtataarraaau 23 2
132

2
46

'
6

6 −+−−++=
 
    Relations entre les coefficients  et  ib2

'
2ib  :

            ; rbbu 122
'
2

2 +=
2

24
'
4

4 62 rbbbu ++=  ; 
3

2
2

46
'
6

6 42 rbrrbbbu +++=  ;                                                                  (18) 
4

2
3

4
2

68
'
8

8 333 rbrbrrbbbu ++++=  ; 
   
    Relations entre les coefficients  et  ic2

'
2ic  :

            et                                                                                 (19)                                 4
'
4

4 ccu = 6
'
6

6 ccu =
 
Relation entre les discriminants et les invariants modulaires          
         
           et                                                               (20)                                  )()( '12 EuE ∆=∆ )()( 'EjEj =
 
 La relation  / de la formule (20) implique  )()( 'EjEj =
 
Proposition 11: 
2 courbes elliptiques E et E’ sont isomorphes si et seulement si leurs invariants modulaires 
sont égaux :  )()( 'EjEj =
 
1) Preuve de « E et E’ isomorphes » implique «  » : )()( 'EjEj =
  Soit 2 courbes elliptiques E et E’ isomorphes, alors la relation (20) entre les invariants     
  modulaires de E et E’ implique l’égalité : 
                          )()( 'EjEj =
 
 2) Preuve de «  »implique « E et E’ isomorphes » : )()( 'EjEj =
      L’invariant modulaire d’une courbe elliptique E peut prendre 3 valeurs :  )(Ej
       
    =0, =1728, = e   pour )(Ej )(Ej )(Ej 1728,0≠ 3,2 ≠Kcarac  
   
  Je choisis une équation de Weierstrass de la forme : 
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                                                                                               (21) 64
32 5427: cxcxyE −−=

    Alors  )/(1728)( 2
6

3
4

3
4 cccEj −=

                                                                                      Isomorphismes de courbes elliptiques
    
1er cas : une courbe elliptique E d’invariant =0  )(Ej
    Cela implique : 04 =c  et  06 ≠c
    L’équation (21) devient : 
         
                                                                                                                (22) 6

32 54: cxyE −=

   La relation entre les invariants  et  des 2 courbes elliptiques est : ic2
'
2ic

                                                                                                                              (23) 6
'
6

6 ccu =
 
C’est une équation algébrique de degré 6 en u qui admet donc 6 racines dans une clôture 

algébrique KAlg du corps K : 6
1

'
66 ]/[ ccu =  

 Cela implique 6 isomorphismes : 
                                      de valeur  )()( ' KEKE → ),(),( 32 yuxuyxf =
 
2er cas : une courbe elliptique E d’invariant = 1728  )(Ej
  Cela implique :  et  04 ≠c 06 =c
  L’équation (21) devient : 
 
                                                                                                               (24) xcxyE 4

32 27: −=
   La relation entre les invariants  et  des 2 courbes elliptiques est : ic2

'
2ic

                                                                                                                               (25) 4
'
4

4 ccu =
 
C’est une équation algébrique de degré 4 en u qui admet donc 4 racines dans une clôture 

algébrique KAlg du corps K : 4
1

'
44 ]/[ ccu =  

 Cela implique 4 isomorphismes : 
                                       de valeur  )()( ' KEKE → ),(),( 32 yuxuyxf =
3er cas : une courbe elliptique E d’invariant = e)(Ej 1728,0≠   
  La formule de l’invariant modulaire implique la relation : 
         )1728(3

4
2
6 −= ecec

  La relation entre les invariants  et  des 2 courbes elliptiques : ic2
'
2ic

    
6

'
6

6
4

'
4

4

ccu

ccu

=

=

Ce sont 2 équations algébriques en u de degré 4 et 6, Elles admettent des solutions dans une 

clôture algébrique KAlg du corps K : 4
1

'
44 ]/[ ccu = = 6

1
'
66 ]/[ cc  

Cela implique 24 isomorphismes : 
                                  de valeur  )()( ' KEKE → ),(),( 32 yuxuyxf =
 

 47



Il en résulte une classification des courbes elliptiques en classes de courbes de même invariant 
modulaire. 
 
 
                                                                                       Isomorphismes de courbes elliptiques
  
 Classe des courbes elliptiques d’invariant j(E)=0. 
 Classe des courbes elliptiques d’invariant j(E)=1728. 
 Classe des courbes elliptiques d’invariant j(E)= e ≠  0,1728. 
 
Exemple de courbes elliptiques isomorphes : 
 
Soit une courbe elliptique E1d’équation de Weierstrass : 
        82532: 232

1 −+−=−+ xxxyxyyE
   
Avec le calcul j’obtiens les valeurs : 
     b2 = -16 ; b4 = -2 ; b6 = -23 ; b8 = 91 ; )( 1E∆ = -42483 = -3.72.172 0π  
Cette courbe elliptique coupe l’axe Ox en un seul point  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                              Courbe tracée avec le logiciel « Maple »  

y 

x

 
Courbe elliptique isomorphe E2 obtenue par le changement de variables : 
          x=4X+1,   y = 8Y+4X 
         u=2 ; r = s = 1 ;  t= 0 ; 
 j’obtiens l’équation de Weierstrass de la courbe isomorphe : 

 
8
1

4
1

4
5

8
12: 232

2 −−−=−+ XXXYXYYE  

Avec le calcul j’obtiens les invariants de la courbe isomorphe E2 : 

     b2 = -1, b4 = -
4
7 , b6 = -

64
39 , b8 = 

256
3  et 12

22

2 2
17.7.3)( −=∆ E   

 
y 
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                                             Courbe tracée avec le logiciel « Maple » 
                                                                                                            Groupe de Mordell-Weil 

 5) Structure algébrique du groupe de Mordell-Weill E(K): 
     Selon (Lang -1), Poincaré a conjecturé que le groupe E(K) des points K –rationnels d’une    
     courbe elliptique E est de type fini. 
      
     En 1922, Mordell a prouvé cette conjecture dans (Mordell) 
     En 1930, Weil a étendu cette propriété aux Variétés Abéliennes dans (Weil-1)  
      
    Cela explique que le groupe E(K) est le groupe de Mordell-Weil. 
     
    La preuve de la finitude du groupe E(K) est constituée de 2 parties selon ses auteurs : 
    la preuve que le groupe quotient )(2)( KEKE est fini et la preuve que le groupe E (K)               
    est de type fini  
 
Proposition 12 : 
Soit un corps de nombres K, une courbe elliptique E sur K et le groupe abélien E(K) 
Alors le groupe quotient )(2)( KEKE est fini. 
 
Preuve :( selon Lang) 
Soit une courbe elliptique d’équation de Weierstrass : 
       ][)())()((: 321

2 xKxhexexexyE ∈=−−−=
 
Alors les 3 points sont d’ordre 2. )0,( ii eP =
 
Considérons les 3 homomorphismes de groupes : 
 

2**)(: KKKEfi →             , i = 1,2,3         de noyaux  
 tels que              Ι

31

)(2ker
≤≤

⊂
i

i KEf

 
Prenons les valeurs : 
 ,   si 1)( =Ei Of

2* mod),( Kexyxf ii −≡ iex ≠  
 
et      

2* mod))(()0,( Keeeeef kijiii −−=
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Ces valeurs des homomorphismes sont choisies pour que le groupe 
quotient

if
)(2)( KEKE soit fini. 

 
Cette proposition est le théorème « faible » de Mordell-Weil  
 
 
Pour démontrer que le groupe E(K) est de type fini, on utilise des fonctions « hauteurs » 
spéciales et la « descente infinie ». 
     
 
 
 
                                                                                                                            Descente infinie  
 
Définition 5 : (selon Silverman / p 199) 
Une hauteur sur un  groupe abélien A est une fonction  
                           h : A  IR→
 
 
     qui satisfait les 3 conditions : 
  
(h1) à un point P1 de A on associe une constante c1(A,P1) = c1 telle que : 
             
            h( P + P1 )  2 h (P ) + c≤ 1 ,  pour tout point P de A ;  
 
 
(h2) à un entier m 2 on associe une constante c≥ 2(A) = c2 telle que : 
           
           h ( mP)  m≥ 2 h(P) –c2 , pour tout point P de A ;  
 
(h3) pour toute constante c3 l’ensemble des points P de hauteur bornée est fini : 
          
            st fini ; { }3c  h(P)  ; ≤∈ AP  e
 
Cette définition implique que l’on peut choisir les valeurs h(P) pour obtenir plusieurs types de 
hauteurs sur une courbe elliptique.   
 
Proposition 13 : 
Soit un groupe abélien A tel que le groupe quotient A/ mA est fini pour un certain entier 
m  Alors le groupe abélien A est de type fini. 2≥
 
Preuve : 
Soit un groupe  abélien A, le groupe quotient A/mA  fini  et des représentants Ri,  ti ≤≤1
des classes de ce groupe quotient.                                                                                        (1) 
 
Prenons un point P0 ∈A sous la forme de combinaison linéaire : 
           
            ;                                                                                           (2) 

110 iRmPP += ti ≤≤ 11
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Construisons une suite infinie de points P2 ,P3,...,Pn, par récurrence : 
         
            ;                                                                                          (3) 

221 iRmPP += ti ≤≤ 21
            
            ;                                                                                           

332 iRmPP += ti ≤≤ 31
Μ 

            ;                                                                                    (4) 
11 +

+= + iijj RmPP ti j ≤≤ +11
Μ 

            ;                                                                                    (5) 
11 +

+= + ninn RmPP tin ≤≤ +11
 
                                                                                                                            Descente infinie  
 
La relation (4) implique la combinaison linéaire : 
                                        

11 +
−=+ jijj RPmP                                                                           (6) 

 
 L’axiome (h2) et la relation (6) impliquent l’inégalité : 
        
                                                                                                   (7) 11

2
1 )()( cPhmmPh jj −≥ ++

 
L’axiome (h1) implique l’inégalité : 
        
                                                                                                     (8) 0)(2)(

1
cPhRPh jij j

+≤−
+

 
(6), (7) et (8) impliquent les inégalités : 
           
                                                                              (9) 0111

2 )(2)()( cPhmPhcPhm jjj +≤≤− ++

 
En posant , nous obtenons l’inégalité : 10

' ccc +=
 

      2

'

21 )(2)(
m
cPh

m
Ph jj +≤+                                                                                                (10) 

 
Avec ces relations de récurrence, nous obtenons l’inégalité : 

      
2

)(22...421)(2)( 2

'

2
'

2

1

6422 −
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤

−

m
cPh

m
c

mmmm
Ph

m
Ph

n

n

nn

n π           (11) 

 
L’hypothèse  implique l’inégalité : 2≥m
        2/1)( 'cPh n +≤
 
(11) implique que les points Pj sont de hauteur bornée. 
 
L’axiome (h3) implique que l’ensemble des points P1 ,P2 ,…,Pn est fini ; 
    soit {  cet ensemble fini }rPP ,...,1
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Cela impliquent que ces points engendrent le groupe A/mA  
 
Donc tout point P du groupe abélien A est  combinaison linéaire des points  et   iR rPP ,...,1

             rrtrttt PnPnRnRnP ++ +++++= ...... 111 ,    ZIni ∈ . 
 
Il en résulte que le groupe abélien A est de type fini. 
     
 
Le théorème s’applique à tout groupe abélien A tel que le groupe quotient A/mA soit fini. 
Donc il s’applique au groupe abélien de Mordell-Weil d’une courbe elliptique. 
 
                                                                                                            Groupe de Mordell-Weil 
 
Proposition 14 :( Théorème de Mordell-Weil ) 
Le groupe de Mordell-Weil d’une courbe elliptique est de type fini.  
 
Preuve : 
La condition de finitude du groupe quotient )(2)( KEKE est remplie grâce au « Théorème 
faible de Mordell-Weil »  
 
Les points  sont d’ordre fini, les points  sont d’ordre infini. tRR ,...,1 rPP ,...,1

 
Corollaire : 
Le groupe de Mordell-Weil E(K) d’une courbe elliptique E est isomorphe à un produit de 
groupes abéliens : 
                             rZIKETKE ×≅ ))(()(
 

=))(( KET groupe de torsion de la courbe elliptique E  qui est fini 
rZI r =  copies du groupe additif ZI infini 

 
 
Définition 6 : L’entier est le rang de la courbe elliptique E , il est égal au 
nombre de générateurs de la partie infinie 

0)( ≥= Err
))(()( KETKE  de la courbe elliptique. 

 
Cette structure du groupe de Mordell-Weil d’une courbe elliptique est de même type que la 
structure du groupe des unités d’un corps de nombres algébriques. 
 
Théorème des unités :( Dedekind) 
Soit un corps de nombres L de degré 21 2]:[ nnnQL +== , avec conjugués réels 1n )(Lσ  
et conjugués complexes 22n )()(

2
LL ntt += σσ . 

L’ensemble des unités du corps L est un groupe abélien isomorphe à un produit de 2 
groupes abéliens : 

)(LΥ

                             rZILCL ×≅ )()(Υ
 

=)(LC groupe multiplicatif des racines de 1 contenues dans L  
rZI r = copies du groupe abélien ZI 
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Alors toute unité u du corps L est de la forme : 
                 ,rt

r
t uuu ... 1
1ε= )(LC∈ε ,  sont des unités linéairement indépendantes  ruu ,...,1

 
Définition 7 : (1) les r unités forment un système d’unités fondamentales  ruu ,...,1

 du corps L ; 
(2) l’entier r est le rang du groupe des unités de L ; )(LΥ
 
Le rang  d’une courbe elliptique n’est pas exprimé par une formule calculatoire,Ce 
rang r du groupe des unités d’un corps de nombres L est déterminé par le : 

0)( ≥Er
)(LΥ

                                                                                                                       Le rang des unités 
 
Théorème : (du rang des unités d’un corps L) 
Soit un corps de nombres algébriques L de degré 21 2]:[ nnnQL +==  ;alors le rang des 
unités de L est égal à : 
                                     1))(( 21 −+== nnrLr Υ  
     
Exemples : 
(1) Corps quadratique réel )10(QL =  ; alors 0et  2 21 == nn . 
     Donc 1102))(( =−+=Lr Υ  
 L contient une unité fondamentale. 
 
 (2) Corps quadratique imaginaire )19( −= QL  ; alors  1et    0 21 == nn . 
     Donc 0110))(( =−+=Lr Υ  ;  
 L ne possède pas d’unité fondamentale. 
 
(3) Le corps cyclotomique  : eme10 )(zQL =
    
 Les corps cyclotomiques : 
 Définition 8: le neme corps cyclotomique est l’extension algébrique du corps  par     )( nzQ Q
 une racine primitive neme de l’unité  

                                             
n

i
nn

izn
πππ 2sin2cos2exp +==  

 
Théorème : ( structure du neme corps cyclotomique ) 
Le neme corps cyclotomique est une extension abélienne du corpsQ de degré)( nzQ  ),(nϕ         
=ϕ fonction arithmétique d’Euler. 

Son groupe de Galois est isomorphe au groupe multiplicatif ×)( nZIZI des entiers rationnels 
premiers à n et inférieures à n. 
Le neme corps cyclotomique est cyclique pour les puissances , d’un nombre premier rpn =

2φp  et 1≥r ,  et pour , il est abélien pour les autres valeurs n. 4=n
 
Exemple : le 5eme corps cyclotomique et le 10eme ont méme degré 4)10()5( == ϕϕ  
Le 4eme corps cyclotomique est le corps  il est cyclique d’ordre );(iQ 2)4( =ϕ  
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Les polynômes cyclotomiques : 
Définition 9 : le neme polynôme cyclotomique est égal à : 

      ∏ −= ),()( zXXfn k
n

iz π2exp=  

 z : racine primitive neme de l’unité , k premier à n 
  
Exemples : 
Le 2eme polynôme cyclotomique 1)(2 += XXf   
Le 3eme polynôme cyclotomique   1)( 2

3 ++= XXXf
                                                                                                                         Hauteurs de Weil 
 
Le 4eme polynôme cyclotomique   1)( 2

4 += XXf
 
Théorème : 
Le neme polynôme cyclotomique est égal à : 
             
               ∏−= )()1()( XfXXf d

n
n ,      pour tous les diviseurs de nd π . 

 
Exemples :  

531
15

15 )1()( fffXXf −=    et 11 −= Xf  
Pour les nombres premiers p  1)( −= ppϕ   et  1...)( 21 ++++= −− XXXXf pp

p

 
Théorie des extensions  
Définition 10: le neme corps cyclotomique est le corps de décomposition du  n)(zQ eme 
polynôme cyclotomique 

n
izn
π2exp=  est un élément primitif du corps  )(zQ .

  
Le corps cyclotomique , eme10 )(zQL = )10/2exp( πiz = ; est de degré 4)10( =ϕ  
Le  polynôme cyclotomique : , alors eme10 1)( 234

10 +−+−= XXXXXf 2et    0 21 == nn  
    Donc 1=r  ; le corps L contient une unité fondamentale. 
 
Revenons aux courbes elliptiques. 
Pour calculer le rang )(Err = d’une courbe elliptique les spécialistes utilisent les hauteurs, 
la série L(E,s) de Dirichlet-Hasse d’une courbe elliptique E et toutes les propriétés des 
courbes elliptiques. 
 
Décrivons quelques types de hauteurs 

6) Hauteurs sur une courbe elliptique : 
 
 Définition 11 : (1) la hauteur logarithmique sur une courbe elliptique E est la fonction : 
                            IRKEhL →)(:
de valeur { }DNPhL ,log(max)( = , DNPx =)(  
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     et    . 0)( =EL Oh
(2) la hauteur logarithmique relative à une fonction )(EKf ∈ est la fonction 
                            IRKEh f →)(:
de valeur          ))(()( PfhPh Lf =  
                    
Ces hauteurs satisfont les 3 axiomes d’une hauteur sur un groupe abélien. 
Pour certains auteurs, cette hauteur logarithmique est  la hauteur de Weil. 
 
 
                                                                                                            Hauteurs de Neron-Tate  
 
Proposition 15 :  
Soit une courbe elliptique E sur un corps K et une fonction paire )(EKf ∈  
Alors la hauteur logarithmique satisfait : fh
             )(2)(2)()( ShRhSRhSRh ffff +=−++  
  pour tous points R et S du groupe E(K).   
 
Preuve : 
 Dans (Silverman), Théorème 6-2 
 
La hauteur de Weil est utilisée pour construire un autre type de hauteur.   Lh
 
Définition 12 : la hauteur de Neron-Tate sur une courbe elliptique E est la fonction : 
                          IRKEh →)(:ˆ

de valeur  ,  )2(4lim)(ˆ PhPh n
L

n

n

−−

∞→
=

où hauteur logarithmique sur E(K). =Lh
 
Pour certains auteurs, la hauteur h  est la hauteur canonique sur le groupe E(K). ˆ
La hauteur de Néron-Tate posséde des propriétés précisées par la : 
 
Proposition 16 : 
Soit une courbe elliptique E et la hauteur canonique h  sur le groupe E(K)  ˆ

(1) satisfait la loi du parallélogramme : ĥ
       
            , pour tous points )(ˆ2)(ˆ2)(ˆ)(ˆ ShRhSRhSRh +=−++ )(, KESR ∈  
 
(2)  pour tout  et pour tout point )(ˆ)(ˆ 2 PhmmPh = ZIm∈ )(KEP∈  
 
(3) induit une forme quadratique sur E(K) : ĥ
       
                 IRKEKE →×〉〈 )()(:.,.

de valeur , pour tous points )(ˆ)(ˆ)(ˆ, ShRhSRhSR −−+=〉〈 )(, KESR ∈  
Cette forme quadratique est bilinéaire ; 
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(4) Pour toute point EOP ≠  ,  si et seulement si P est un point d’ordre 
fini. 

0)(ˆet    0)(ˆ =PhPh φ

 
Preuve : 
Dans (Silverman) Théorème 9-3 
 
 
Cette forme bilinéaire quadratique de Néron-Tate est liée à l’invariant « régulateur » d’une 
courbe elliptique. 
                                                                                                                            Hauteur locale  
 
Définition 13 : le régulateur d’une courbe elliptique E de rang rEr =)( est égal au 
déterminant : 
                  ),det()( 〉〈= ji PPKER ,  rji ≤≤ ,1   si  0φr
          et    0r si  1)( ==KER  ; 
        )(ˆ)(ˆ)(ˆ, jijiji PhPhPPhPP −−+=〉〈

 
Examinons un autre type de hauteur sur une courbe elliptique     
 
Définition 14 : Soit une courbe elliptique E, et une valuation non triviale v du corps K. 
La hauteur locale en v de la courbe elliptique E est la fonction : 
             
        , complété de K en v { } IROKEh Evv →−)(: =vK
de valeur qui satisfait les relations : )(Phv

  

 (1) ))]((
2
1)([lim PxvPhvOP E

+
→

 existe 

(2)  ))((
4
1)2()(4)2( 31 EvaxayvPhPh vv ∆−+++=  

           pour tout point  ,  et  )(),( KEyxP ∈ EOP ≠2  ; 
 

(3)  ))((
6
1)()(2)(2)()( EvxxvRhPhRPhRPh RPvvvv ∆−−++=−++  

           Pour tous points   et RP, EORP ≠≠  
 
 
Cette hauteur locale en une valuation v est continue pour la topologie v-adique sur E(Kvh v) et 
la topologie sur IR. 
 
Silverman (théorème 18.3) distingue plusieurs valeurs suivant la nature de la valuation v 
du corps K : 

)(Phv

a) lorsque la valuation v est archimédienne, alors  

         )],(.
2

)(.exp(.)([log[)( 12/1 LzzzLvPhv ση
−∆−=  
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   L = réseau complexe dans le corps CI des nombres complexes 
       
     =η  fonction Eta de Dedekind :  , IRCI → ∏

≥

−=
1

24/1 )1()(
n

nqqzη , )2exp( izq π=  

     =),( Lzσ fonction Sigma de Weierstrass 
 
b) lorsque la valuation v est non archimédienne, alors  
           

           ))((
12
10),(

2
1max)( EvzvPhv ∆+

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−= ,  pour tout point  ),( yxP =  

                                                                                                     Rang de Courbes Elliptiques  
 
Cette théorie des hauteurs sur une courbe elliptique a fait l’objet de plusieurs recherches. 
Signalons quelques resultants: 
 
(1) ZIMMER: « On the Difference of the Weil Height and the Neron-Tate Height » Math Z 
 147(1976)  
 
 
(2) ANDERSON and MASSER: « Lorver Bounds for Heights an Elliptic Curves » Math Z   
      174(1980) 23-34; 
 
(3)  J.H.SILVERMAN: « The Difference between The Weil Height and The Canonical Height     
      an Elliptic Curves » Math Comp 35(octobre 1990) 723-743   
      Classification AMS = 11 GOS, 11D25, 14K07; 
 
(4)  A.BREMNER and D.A.BUELL: « Three Points of Great Height an Elliptic Curve »;       

Math .Comp.61 (juby 1993)-111-115; 
AMS = 11GOS, 11-04, 14H52;  

7) Rang de Courbes Elliptiques : 
   
   La définition du rang d’une courbe elliptique E ne contient pas d’algorithme de calcul    )(Er
  de cet invariant : 
 
(1) Conjecture : il existe des courbes elliptiques E sur le corps Q des nombres rationnels de     
      tout rang . 0≥r
 
(2) Néron a trouvé une famille infinie de Courbes Elliptiques de rang 11≥r dans « Problèmes     
   arithmétiques et géométriques rattachés à la notion de rang d’une courbe algébrique dans un    
   corps » ; Bull.Soc. Math. France 80(1952) 101-166 ; 
 
(3) Mestre a montré que la courbe elliptique : 
   
       36239244193397808919936599029246: 232 −−−=+− xxxyxyyE
 a un rang  ; 12)( ≥Er
dans « Construction of an Elliptic Curve of rank », CRAS-295-Paris(1982) 643-644. 12≥
 
(4) A.Brumer and K.Kramer ont étudié des rangs dans « The Rank of Elliptic Curve », Duke    
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     Math. Journal 44(1977) 715-743 
 
(5) Une autre procédure de calcul du rang est basée sur la série de Dirichlet-Hasse L(E, s) et la    
      conjecture de Birch and Swnnerton-Dyer : 
 
« La série L(E, s) d’une courbe elliptique E admet en s =1 un zéro d’ordre égal au rang de     
   E(Q) ». Cette série est définie par le produit d’Euler :  
 
                  ∏∏

∆

−−−

∆

−− +−−=
)(/

121

)(/

1 )1()1(),(
Ep

ss
p

Ep

s
p pptpsEL ε  

                                                                                                                     Exemple anarEr =)(  
 
où   et   est le nombre de points de la courbe E modulo p et pp Apt −+= 1 pA 1−=pε  pour 
une réduction multiplicative et 0=pε pour une réduction additive. 
 
Définition 15 : Cet entier r est le rang analytique de la courbe elliptique :  anar
 
Cette conjecture anarEr =)(  a été vérifiée dans de nombreux cas. 
 Elle n’est pas encore été démontrée. 
 
(6) P.BUHLER, H.GROSS et Don B.ZAGIER ont utilisé la hauteur canonique et la série  
     L(E, s) pour montrer que la Courbe Elliptique E d’équation de Weierstrass : 
 
                    ],[67: 32 yxQxxyyE ∈+−=+
 
a un rang analytique  égal au rang  : anar )(Er 3)( == Errana  
dans « On The Conjecture of Birch and Swnnerton-Dyer for an Elliptic Curve of Rank 3 », 
Math.Comp.45(april (1985) 473-481 
classification AMS = 14K07,14G10.  
 
Selon ces auteurs, cette courbe elliptique est transformée par le changement de variable 

 en : 12 +→ yy
                       . 25284: 32 +−= xxyE
Son discriminant vaut 5077)( =∆ E  
 
La hauteur utilisée à pour valeur : 
                               )(loglog4loglog)(ˆ

0

1 xFbzxbPh n
n

n +=++= ∑
≥

−−   

 

432

4950141
nnn

n xxx
z +−+= ,  , xx =0 25284

495014
3

24

1 +−
+−+

=+
nn

nnn
n xx

xxx
x  

 
Ce groupe E(Q) est engendré par les 3 points : 
                  ;         et  )2;0(0 =P )0;1(1 =P )0;2(2 =P  
 
La série de Dirichlet associée à la courbe elliptique a pour valeur : 
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 ∑∏

≥

−

≠

−−−−− =+−+=
15077

12111 )1()50771(),(
n

s
n

p

ss
p nappasEL  

 
Les 3 auteurs obtiennent la valeur : 
     

     ...731,1
)1(
);(lim 31
=

−→ s
sEL

s
 

Ils en déduisent l’égalité . )()( ErEr ana=

Chapitre 4 : REDUCTIONS D’UNE COURBE ELLIPTIQUE 
 
Les 5 coefficients  d’une équation de Weierstrass d’une courbe elliptique E sont des 
éléments d’un corps commutatif K. 

61 ,...,aa

La réduction de ces coefficients s’obtient avec une valuation du corps K. 
Commençons par un bref exposé de la théorie des valuations. 

1-Valuations d’un corps de nombres : 
   La théorie des valuations d’un corps se trouve dans « Algebraic Numbers and Algebraic      
    Functions », de Artin [1], chapitre 1 page 3-17 et dans d’autres ouvrages «Théorie des    
    Nombres»: Lang [9-3], Iyanaga [6],  Weiss [20],etc.…   
 
Définition 1 : une valuation d’un corps de nombres K est une fonction à valeurs 
réelles          : K /Rv → + 
 
   qui satisfait les 3 axiomes :  
 
(V 1)   v (x)  pour tout élément x∈K,  et v (x) =0 si et seulement si x=0 ; 0≥
 
(V 2)   v (xy) = v (x) v (y) pour tous éléments x, y∈K ; 
 
(V 3) si v(x) 1, il existe une constante réelle  telle que : v (x+1) ≤ 1≥c c≤ ; 
 
L’axiome (v2) implique qu’une valuation v  est un homomorphisme de groupes multiplicatifs.   
L’axiome (v3) peut être remplacé par l’inégalité triangulaire :                                           
     (x+y) pour tous les éléments x,yv v(y) v(x) +≤ ∈K  
 
Exemples : 
1) la valuation triviale sur un corps K  
         : K /Rv → +  de valeurs : 
v (0) = 0  et  v (x) = 1 pour x≠ 0. 
Pour l’axiome (v 3) :  1=c
 
2) la valeur absolue ordinaire du corps /R  
        : /R   de valeurs : v +→ R/
   (x) =  v { }x- , x Max
Pour l’axiome (v3) : 2=c   
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3) la valuation p-adique  du corps Q pour tout nombre premier p :  
          : Q   de valeur : pv +→ R/

  (p) =pv
p
1    et (q) = 1 pour tout nombre premier qpv ZI∈ , différent de p 

Alors la valuation d’un nombre rationnel a = y pn tel que y premier à p est égale à : 

 (a) =pv np
1 . 

Pour l’axiome  (v 3) :  1=c
 
                                                                                                      Classification des Valuations            
 
Dans l’ensemble V(K) des valuations d’un corps K il existe une relation d’équivalence : 
 
 Définition 2 : Deux valuation  et  : K sont équivalentes si elles satisfont 
l’égalité : , pour un  nombre

1v 2v IR→
avv 12 = 0φa . 

  
Il en résulte des classes de valuations équivalentes. Nous  considérons que des valuations 
inéquivalentes dans la suite 
Ces valuations inéquivalentes possèdent des propriétés   
 
Proposition 1 : 
Soient n valuations non triviales et non équivalentes d’un corps K  nvv ,...,1

Alors : 
1) il existe un élément x∈K  tel que : 
    1)(et     1)(1 πφ xvxv i    pour i = 2, 3,…, n. 
2) il existe un élément x ∈K et un nombre réel 0φc tels que : 
      pour tout i = 2 , 3,…, n cxvcxv i ππ )(et   )1(1 −
 

2-Classification des valuations : 
Les valuations d’un corps K sont classifiées dans deux classes par la valeur de la constante c 
de l’axiome (v 3). 
 
Définition 3 : 
 1) une valuation est archimédienne si l’inégalité : v   1)( ≤xv implique  2)1( ≤+xv
2) une valuation est non archimédienne si l’inégalité :v 1)( ≤xv  implique  1)1( ≤+xv
 
Exemples : 

1) la valuation triviale sur un corps K est non archimédienne. 
2) Les valeurs absolues sur les corps IR et CI sont des valuations archimédiennes. 
3) Les valuations archimédiennes du corps Q sont équivalentes à la valeur absolue 
     { xxx −= ,max }, Théorème d’ostrowski 
4) Les valuations non archimédiennes sont équivalentes aux valuations p-adiques 
5) Toute valuation d’un corps K de caractéristique 0φp est non archimédienne. 
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Les valuations non archimédiennes possèdent des propriétés    
Proposition 2 : 
Soit une valuation non archimédienne d’un corps K  v
Alors : 
  1) { })(),()(  implique  )()( yvxvMaxyxvyvxv =+≠   
  2) soient n éléments  du corps K de valuation : nxx ,...,1

   nixvxv i ,...,2pour   )()( 1 =≥  
Alors v satisfait la relation : )()...( 121 xvxxxv n =+++   
 
                                                                                                                   Valuations additives  
 
Proposition 3 : 
Une valuation v d’un corps K est non archimédienne si et seulement si l’ensemble 

est borné.                                                                                                { ,...},1 ;  )1 ( =nnv 3,2
  
 
L’image v(K) est un sous groupe du corps IR . 
Pour certaines valuations, ce groupe est isomorphe à ZI. 
 
Définition 4 : une valuation non triviale  : Kv { }∞∪→   / R  est discrète lorsque son groupe    
 de valuation (K) est égal à  v { }∞∪=   )( ZIKv . 
 
A toute valuation v  non archimédienne discrète d’un corps K correspondent 4 sous ensembles 
du corps K : 
L’anneau des v -entiers de K { } vA=≤∈= 1  v(a);K a  
L’idéal maximal en v { } vM=∈= 1  v(a);K a π  
Le groupe de v -unités { } vU==∈= 1  v(a);K a  
 
Le corps de classes résiduelles en v = k = Av / Mv . 
 
Toute valuation  induit une topologie dans laquelle un système fondamental de 
voisinages d’un point a du corps K est l’ensemble :

IRKv →:
{ }επ)(;)( axvKxaVois −∈=   

  pour une famille de nombres réels ε  positifs  
 
Il en résulte que les valuations équivalentes induisent la même topologie. 
L’axiome (v 3) implique que cette topologie est de Hausdorff. 
 
Définition 5 : (1) une suite de Cauchy dans un corps K value par une valuation  est une 
suite d’éléments  de K telle que : 

v
nxxx ,...,, 21

   επ)( sr xxv − , pour un élément 0φε  et des entiers r , pour un certain entier N Ns ≥,
(2) un corps K où toute suite de Cauchy pour une valuation  converge est un corps complet    v
     pour .  v
Pour plus de détails, consulter les ouvrages cités. 
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3-Valuations additives : 
L’axiome (v 2) d’une valuation indique que la valuation est multiplicative 
 
Soit une valuation non archimédienne discrète multiplicative  
      { }∞∪→ IRKv :
  Nous associons à une valuation  une valuation  additivev φ  par  l’application logarithme. 
  
  Nous obtenons une valuation exponentielle 
      { }∞∪→ IRK:φ  de valeur : 
          )()( xvLogx −=φ  
                                                                                                                      Equation minimale 
 
Une valuation exponentielleφ  satisfait les axiomes : 
(v1) )(xφ  réel et +∞=)(xφ  si et seulement si x = 0 
(v2) )()()( yxxy φφφ += pour tous éléments x, y K∈  
(v3) { )(),(min)( yxyx }φφφ ≥+  pour tous éléments x, y K∈  
 
Cette valuation exponentielleφ  détermine des sous ensembles du corps K : 
Anneau des φ -entiers de K { } φφ AxKx =≥∈= 0)( ;  
Anneau maximal en φ { } φφ MxKx =∈= 0)( ; φ   
Le groupe des φ -unités { } φφ UxKx ==∈= 0)( ;   

4-Equation de Weierstrass minimale  
 Toute valuation non archimédienne discrète réduit les invariants d’une courbe elliptique ; elle 
rend l’équation de Weierstrass minimale en . v
  
Définition 6 : (selon Silverman)  
Soit une valuation discrètev  sur un corps K, et une courbe elliptique E sur K d’équation de 
Weierstrass :  
                    ],[: 64

2
2

3
31

2 yxKaxaxaxyaxyayE ∈+++=++
Cette équation est minimale en v si la valuation ))(( Ev ∆ est minimale.  
 
Critère de minimalité :   
Une équation de Weierstrass minimale en v satisfait les conditions v (ai)  et 0≥ 12))(( πEv ∆  
ou les conditions v (ai) , 0≥ 4))(( 4 πEcv  et 6))(( 6 πEcv . 
 
Exemple :(1-2-Silverman) 
 Equation de Weierstrass : 
       et corps p-adique Q],[922: 232 yxQxxxyxyyE p∈−++=++ p                               (1) 
 
Calcul du discriminant et de c4  

215 5.2)( −=∆ E   et   211.5)(4 −=Ec
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Le critère de minimalité précédent implique que l’équation (1) est minimale pour toute 
valuation p-adique  vp,  ZIp∈

5-Réductions d’une courbe elliptique  
 Soit une valuation p-adique du corps Q: 
                               de valeur Pp IFQv →: == aav p )( classe de a modulo p  
 
La réduction modulo p de la courbe elliptique E d’équation de Weierstrass :  
     
         E :                                         (2)                                     ],[64

2
2

3
31

2 yxQaxaxaxyaxyay ∈+++=++

  implique une courbe réduite E~  
                           
                                                                                           Réductions d’une courbe elliptique 
 
 
            E~  : ],[~~~~~

64
2

2
3

31
2 yxIFaxaxaxyaxyay p∈+++=++                                             (3)                         

Cette courbe réduite est soit elliptique, soit singulière  
 
Exemple : 
Réduction de la courbe elliptique E d’équation de Weierstrass : 
     ],[12573: 232 yxQxxxyxyyE ∈++−=−+
 
La courbe réduite E~ modulo a pour équation de Weierstrass : 2v
   ],[1:~

2
232

1 yxIFxxyxyyE ∈++=++      
 son discriminant est égal à      0)~( 1 =∆ E
donc la courbe réduite est singulière.                                            
                                             
La courbe réduite E~ modulo a pour équation : 3v

 ],[122:~
3

232
2 yxIFxxxyyE ∈+++=+  

son discriminant est égal à 0)~( 2 =∆ E      
donc la courbe réduite est singulière.                                         
 
La courbe réduite E~ modulo a pour équation : 7v

 ],[1223:~
7

232
2 yxIFxxxxyyE ∈+++=+  

son discriminant est égal à 0)~( 3 =∆ E      
donc la courbe réduite est singulière.                                            
 
 
Les courbes réduites sont classifiées par les invariants )(et   )( 4 EcE∆ en trois types : bonne 
réduction et mauvaise réduction ; les mauvaises réductions sont multiplicative ou additive   
 
Définition 7: (selon Silverman) 
(1) une courbe elliptique E a une bonne réduction en une valuation v si la courbe réduite E~ est     
    une courbe elliptique ; alors la réduction est stable. 

 63



(2) la réduction est multiplicative si la courbe réduite a un nœud ; alors la réduction est semi    
    stable. 
(3) la réduction est additive si la courbe réduite a un point de rebroussement ; alors la 
réduction est instable. 
  
Il y a un critère de reconnaissance pour la nature de la réduction d’une courbe elliptique. 
 
Proposition 4 :  
Soit une courbe elliptique E d’équation de Weierstrass minimale : 
             ],[: 64

2
2

3
31

2 yxKaxaxaxyaxyayE ∈+++=++
(1) E a bonne réduction en une valuation v si et seulement si 0))(( =∆ Ev  ; alors est une     )(E∆

     v-unité et la courbe réduite E~ est elliptique ; 
                                                                                             Réduction d’une courbe elliptique 
 
(2) E a une réduction multiplicative si et seulement si 0))((et    0))(( 4 =∆ EcvEv φ  ; alors il y    
    a un isomorphisme de groupes multiplicatif  
               *)(~

redredns KKE ≅ ,  Kred =corps résiduel en v, 
 
(3) E a une réduction additive si et seulement si 0))((et    0))(( 4 φφ EcvEv ∆  ; alors il y a un    
    isomorphisme de groupes additifs 
                +≅ redredns KKE )(~  , =nsE~ partie non singulière de E~ . 
 
 
Preuve : 
Dans le cas d’une cubique de Weierstrass E singulière, la partie non singulière est 

{point singulier}. −= EEns

Lorsque la cubique a un nœud S, soit les tangentes à E en S : ii rxty += ,  i = 1,2 ; 
L’application :   de valeur       *KEns →

                           
22

11),(
rxty
rxtyyx

−−
−−

→  

  est un isomorphisme de groupes abélien ; 
 
Lorsque le point singulier S est un point de rebroussement, soit la tangente en S : rtxy +=  ; 
 L’application :  de valeur   +→ KEns

                         
rtxy

Sxxyx
−−

−
→

)(),(  

  est un isomorphisme de groupes abéliens 
 
 
Exemple : 
(1) Soit la courbe elliptique E d’équation de Weierstrass : 
       ],[132: 232 yxQxxxyE ∈+++=
 
Calcul des invariants : 

5.2)(    ,31.2)(   ,1   ,4  ,6   ,8 4
4

4
8642 =−=∆==== EcEbbbb  

 64



   
La courbe elliptique E a une bonne réduction en tout nombre premier p qui ne divise        
pas  :  v)(E∆ p pour  2≠p  et 31.  
 
 Pour p = 31, la valuation p-adique  prend les valeurs : v
     ; 0))((et     0))(( 43131 =∆ EcvEv φ
  C’est une réduction multiplicative en  31v
  
 Pour p=2, la valuation p-adique implique : v
    0))((et     0))(( 422 φφ EcvEv ∆  ; 
  C’est une réduction additive en  2v
                                                                                            Réduction d’une courbe elliptique 
 
 
2) Soit la courbe elliptique E(2.5) d’équation de Weierstrass : 
      2510010:)5.2( 232 −+=+ xxxyyE
   
 Calcul des invariants : 
    64

4
344

8642 5.2)(    .911.7.52)(   ,12500   ,100  ,0   ,500 ==∆−=−=== EcEbbbb
   
La courbe elliptique E a une bonne réduction en tout nombre premier p qui ne divise        
  pas  :  v)(E∆ p pour  ,5,7 et 911. 2≠p
 
 
 Pour p = 7, 911  la valuation p-adique  prend les valeurs : v
    0))]5,2(((et     0))]5,2(([ 4 =∆ EcvEv pp φ  ; 
  C’est une réduction multiplicative en ( p =7,911 ). pv
  
Pour p=2, 5  la valuation p-adique implique : v
    0))]5,2(([et     0))]5.2(([ 4 φφ EcvEv pp ∆  ; 
  C’est une réduction additive en  ( p =2,5 ). pv

 
 
En conclusion, la famille E(a,N) de cubiques de Weierstrass est intéressante. Il reste beaucoup 
de recherche à faire sur cette famille : étude des conducteurs N(E(K)) étude des régulateurs, 
études des twists, des groupes de Selmer, des groupes de Shafarévich-tate, étude sur les corps 
finis, etc… 
Ces recherches figurent dans mon programme prochain.     
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Résumé : 
 
La famille E(a,N) de cubiques de Weierstrass qui est l’objet de ma 
thèse est  paramétrée par 2 paramètres a et N. Son discriminant est un 
polynôme de degré 8 en N et de degré 4 en a :     
                       

∆(E (a, N)) =  [(a2+8a)3N4 - 33.24]N4 =  ),( Naf
 

Lorsque , les cubiques sont des courbes elliptiques. 0),( ≠Naf
Lorsque , les cubiques sont singulières.  0),( =Naf
Ces cubiques de Weierstrass ont une structure de groupe de    
Mordell-Weil de type fini.  J’ai étudié les points P d’ordre finis : 

. J’ai appliqué la théorie des valuations p-adiques du corps Q 
des nombres rationnels pour obtenir la réduction de cette famille aux 
corps finis . 

EOmP =

pIF
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