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INTRODUCTION GENERALE

Le probléme d’emploi du temps est un probléme difficile dont la réalisation a la main
peut mobiliser une personne pendant plusieurs jours de travail.

Ces difficultés ont induit 1’idée d’assister par ordinateur 1’¢laboration des emplois du
temps. Il est évident que le probléeme d’emploi du temps est d’une importance prouvée et
partagée par tous les acteurs entrant en jeu (les enseignants, les étudiants, I’administration de
la scolarité) puisqu’il s’agit de gérer le temps des différentes personnes et ceci d’'une manicre

(%)

satisfaisante “*’ pour chacune d’elle. Cette difficulté est d’autant plus aigué que la grandeur de

la taille des établissements ou on se trouve confronté a des difficultés multiples :

¢ volume important d’informations ;
e criteére(s) d’optimisation flou ;

e hautement combinatoire ;

e contraintes trés diverses ;

e changements intempestifs, ...

Toutes ces difficultés montrent la nécessité de définir les modéles mathématiques pour
ces problémes et de les résoudre. Cette approche constitue un des aspects les plus importants
du travail.

A cet effet, notre étude est basée sur le résultat d’une étude ) bibliographique, d’une
analyse @ et d’une synthése @ des données tirées d’une réalité et d’un contexte — I"'USTHB —
pour donner une signification concréte a certains concepts atténuant ainsi quelque peu son

aspect théorique sans le négliger.

(1) survey

(2) sondage

(3) statistique des proportions

(*) fonction-objectif : satisfaction des enseignants et des étudiants.



L’analyse du probléme posé dans ce mémoire relevant de la Recherche
Opérationnelle nous conduit a des modeles essentiellement de la théorie des graphes et
optimisation combinatoire. La résolution du probléme posé nécessite des méthodes
algorithmiques raffinées, en rapport avec I’évolution de I’informatique. L’expérience

statistique nous sert a interpréter ses résultats par un modéle

. C’est une représentation
formelle et réelle ) de I’emploi du temps (qui "colle" aussi prés que possible a la réalité

modélisée) en termes de Recherche Opérationnelle (théorie des graphes, combinatoire, ...).

Dans le questionnaire, on a essayé¢ de formuler un certain nombre d’hypothéses qui
nous paraissent les plus importantes, et on peut toujours en rajouter d’autres qui rentrent dans
le cadre du raffinement du modéle.

La recherche de la satisfaction globale des intervenants dans un emploi du temps (les
enseignants, les étudiants), nous met en situation de la recherche d’un "optimum de pareto",

en plus des faits négligés a cause de schématisation (CH. 1, Partie A, §A.1).

On essayera de faire usage de la programmation linéaire (en nombres entiers) dans une

optique multicritére ¥

et pas seulement dans une optique d’optimisation, ensuite il s’agit de
rechercher le meilleurs" compromis"possible sur I’ensemble des veeux (CH.3). La procédure

automatique d’optimisation est remplacée par un dialogue administrateur-ordinateur.

LEWIS H.R, APPLEBY J.S, BLACKE D.V, et NEWMAN E.A (1962) [4] sont les
premiers a avoir €tabli des heuristiques pour résoudre quelques cas particuliers.

La premicre approche non-heuristique est due a GOTLIEB (1962) [37], sa formulation
est tridimensionnelle. CSIMA (1965) a étudi¢ le cas polynomial dans une thése P.H.D [22].

En quelques mots, LAURIERE (1974) [43] décrit ce probléme comme appartenant a
tous ceux dont il faut "une affectation et un ordonnancement simultané". Ces problémes

appartiennent a une classe trés générale de problémes combinatoires appelée CLASSE DES

PROBLEMES D’EMPLOI DU TEMPS.

(1) Modé¢le mathématique.

(2) Différents concepts de Recherche Opérationnelle.
(3) Contraintes et objectifs induits du contexte étudié.
(4) Diversité des intervenants.



EVEN S.A, ITA A, SHAMIR A (1975) [30] ont formellement prouvé que le probleme
d’emploi du temps est NP-complet (par réduction polynomiale au probléme de satisfaisabilité

3-SAT, (CH.1, Partie B, §B.3).

C’est ce travail, a notre avis, qui a mis fin a I’approche de GOTLIEB pour I’étude non-
heuristique du probléme d’emploi du temps et a motivé I’intérét pour 1’étude par les méthodes
heuristiques. Ce qui a suscité ’intérét pour combiner I’approche algorithmique © et les
heuristiques pour les évaluations et qui a abouti a I’approche par améliorations. On a utilis¢ la
méthode de relaxation LAGRANGIENNE, les systémes experts, et récemment les

algorithmes génétiques.

On signalera une difficulté importante : chaque affectation augmente le nombre de
contraintes (au sens §A.3-3 (iii) du CH.1, Partie A). Il y a interaction entre les conséquences
de Daffectation et la suite des affectations. Ces interdépendances vont en s’amplifiant

(phénomene de feed-back positif).

En outre, la difficulté du probléme de I’emploi du temps est due a son caractére
hautement combinatoire, mais non un probléme de logique, cependant I’influence exercée sur
les données, nous incite a recourir aux systémes experts pour introduire une base de données,

a notre avis, indispensable pour la résolution du probléme.

On se situe dans une problématique de modélisation ou I’aspect non quantitatif des
parameétres rend le modele peu rigoureux puisque 1’aspect théorique 1’emporte sur la réalité
des préférences des intervenants (les enseignants par exemple). On va donc inscrire le modele
dans un processus d’améliorations étape par étape, en faisant des évaluations et

améliorations successives.

Ce travail comporte quatre chapitres :

Dans le premier chapitre, on présente le probléme : nous précisons les différents

concepts (composants, périodes, disponibilités, séances) et le contexte d’application-USTHB-

(5) Méthode d’évaluation implicite.



Le probléme consiste a affecter les enseignants aux enseignements ensuite s’occuper
*)

de I’affectation de ces enseignements aux locaux

Bien qu’il ne faut pas perdre de vue que cette décomposition "mutile" un peu la réalité

et donc les éléments constitués en agrégats doivent étre rassemblés.

Au chapitre 2, on a traité les diverses formulations en termes de théorie des graphes
(coloration des arétes, flots avec colit minimum) et combinatoire (programmation linéaire en
nombres entiers) et de différentes techniques utilisées qui nous permet de dégager les aspects

intéressants et les difficultés propres a ce probleme.

Le chapitre 3 est consacré a I’enquéte statistique. On a utilisé le questionnaire comme
support a I’enquéte pour mettre en évidence les différents parametres spécifiques a notre

contexte.

Enfin, le chapitre 4 utilise les résultats du chapitre 2 et chapitre 3 pour élaborer le

modéle et les méthodes de résolution.

Des méthodes plus particulieres d’affectation sont développées pour résoudre de

maniére heuristique ce probléme hautement combinatoire.
On propose donc, un modéle dont on met en exergue son aspect tridimensionnel tenant
compte simultanément des emplois du temps des enseignants et celui des étudiants avec les

contraintes de I’environnement qui influent incontestablement sur la solution.

Une bibliographie conclue ce travail.

(*) L’affectation des enseignements aux locaux : cette partie a fait ’objet d’une thése [13].
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CHAPITRE 1 : CONCEPTS ET CONTEXTE

Partie A : Présentation du probléme.
Partie B : Formalisation du probléme.

Partie C : Formulation tri-dimensionnelle.

INTRODUCTION :

L’étude du probléme de I’emploi du temps a débuté depuis les années 60

( GOTLIEB, NEWMAN ) et malgré ceci, ce probléme reste irrésolu dans sa totalité. Toutes

les tentatives de modélisations mathématiques ont échoué ( voir les recherches effectuées
entre 1962 inauguré par GOTLIEB jusqu’a 1975 ) [37].

A partir de 1975 avec la publication de D’article EVEN, ITA, SCHAMIR qui

prouverent la NP- Complétude du probléme, les limitations ont été introduites :

¢ ’une, la principale concerne le nombre de composant formant les taches a ordonnancer dans
le temps ;

e [’autre ne fera intervenir que certains types de contraintes.
EXEMPLE : La recherche d’un emploi du temps pour les enseignants ne fait intervenir que

les enseignants et les enseignements ( composants ) et au niveau des contraintes, on se limite

a celle d’intégrité et a celle évitant les chevauchements.
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Partie A : PRESENTATION DU PROBLEME.

On se situe dans une problématique de mod¢lisation, ou il s’agit de gérer le

temps des différentes personnes ou groupes de personnes (les enseignants, les étudiants).
De nombreux problémes de planification sont concernés par |’arrangement
d’événements, de résultats, sous réserve de conditions telles que certains événements peuvent
avoir lieu simultanément ou non. C’est le cas, pour ce qui nous concerne, du probleme de

I'emploi du temps dans un établissement universitaire.

Beaucoup de problémes concrets peuvent donner lieu a des formulations
combinatoires équivalentes ( cf. CH.2 ). Lorsqu’on considére le probléme dans sa généralité,
le probléme fondamental sera désigné sous le nom de :

Probleme d’emploi du temps noté ( ET ).

Nous devons donc introduire quelques concepts de base.
A.1/LE PROBLEME FONDAMENTAL :
La formulation du probléme fait intervenir trois composantes :
(1) Notion de composant :
Elle est définie par un ensemble composé d’enseignants M, de salles, de

laboratoires, etc. Ce sont tous les éléments que 1’on cherche a affecter et a ordonner.

(11 ) Notion de périodes :

C’est I’ensemble H fini d’ " heures " ou périodes de temps.

(ii1 ) Notion de disponibilités :
Elles sont définies par un ensemble not¢ D et décrivant pour chaque
composant, le sous-ensemble d’heures durant lesquelles, il est libre, disponible ou qualifié

pour participer a une séance.

12



La donnée de composants, de périodes et de disponibilités déterminent la notion de

séance. Chaque séance est décrite alors par une collection de composants compatibles

l Période

Enseignant i

ensemble avec le nombre d’heures exigées.

Enseignant Classe j Classe

Local Ig

T Local

Fig.-1.1 Séance

A.2 / CONTRAINTES FONDAMENTALES :

L’affectation des enseignants aux enseignements suppose que les périodes sont
disponibles a cette fin. Une période consiste en la donnée d’un local & un créneau horaire
donné, d’un jour donné. Il faut donc estimer les capacités en périodes de I'infrastructure de

’établissement.

(1) contraintes " locaux " :

pour toute période, le nombre d’affectations enseignants-enseignements ne doit pas

excéder le nombre de locaux disponibles.
( 2) contraintes sur les enseignants :

I’enseignant ne peut assurer deux unités pédagogiques en une méme période. De plus,
chaque enseignant doit avoir sa charge horaire, c¢’est un volume horaire hebdomadaire requis
réglementairement, devant étre respecté et ne peut étre dépasser qu’avec son consentement.

( 3) contraintes sur les enseignements :

deux types de contraintes sont a considérer :
¢ deux unités pédagogiques ne doivent pas avoir le méme enseignant a la méme période ;

e deux unités pédagogiques ne doivent pas étre affectées dans le méme local a la méme
période. De plus, toutes les séances de chaque enseignement doivent étre prises en charges par

des enseignants.

13



A.3/EXEMPLE DE PROBLEME : Application a ’USTHB.

A.3-1/INTRODUCTION :
Pour décrire le probléme d’emploi du temps, on considére que 1’établissement

universitaire est caractéris¢ par :

(1) Un ensemble d’enseignants :

M={m,i=1,...,n};

(2 ) Un ensemble de classes ( sections et groupes ) :

C:{cj,j:19~--:m};

(3) Un ensemble U d’unité pédagogique ( cours, TD, TP ) :
U={u,l=1,...,1r};

(4) Un ensemble L de locaux (Amphithéatres, salles, laboratoires) ;

(5) Un ensemble d’ “ heures >’ ou périodes H :

H={hg,k=1,...,t};

A I’'USTHB, I’ensemble H est caractérisé par :

( a ) La semaine est supposée occuper seulement pendant p jours (1 <p <6 ), du
samedi au jeudi.

( b ) L’horaire d’une journée comprend au maximum q périodes ou créneaux
d’enseignement (<6 ).

( ¢ ) La période hy ou simplement la période k est la position d’une séance
d’enseignement parmi les t = p.q périodes ouvrables de la semaine. Ainsi, une semaine
comprend t intervalles ( d’une durée de une heure et trente minutes — 1h30 - ) a raison de q
intervalles par jour ( parmi p jours ) ouvrable.

( d ) Un ensemble de séances S qui doivent apparaitrent durant la semaine. Chaque

2

séance dure une “ heure et trente minutes ” ou une période et incluant une classe, un

enseignant et une unité pédagogique.

14



A.3-2/STRUCTURE DE L’UNIVERSITE ET DU SERVICE DE SCOLARITE :

L’université est divisée en six facultés et service général ( bloc central ), le service de
la scolarité.

Au niveau de la faculté¢, on distingue plusieurs départements qui eux aussi sont
subdivisés en plusieurs laboratoires.

Les enseignants sont subdivisés en plusieurs corps :

Les professeurs,

Les maitres de conférences,

Les maitres-assistants et les maitres-assistants chargés de cours,

Les assistants, éventuellement contractuels ou vacataires.

Pour un bon suivi du personnel, il est nécessaire de différencier tous les corps.

A.3-3/RESSOURCES :

(1) Types de personnel :

(‘a) Personnel stable : ( ’enseignant recruté au sein de 1’'université )

Il est décrit par un ensemble de variables, qui exprime qu’a I’année T, on possede
un nombre Xrq d’enseignants possédant la qualification Q. Les variables Xtq sont des
nombres entiers. L’évolution du personnel est décrite a partir des probabilités d’acquisition
d’une nouvelle qualification.

( b)) Les absences a la demande : elles nous permettent de connaitre les périodes ou
I’enseignant sera absent ( congé de maternité, stages, détachements ) ou quitter

définitivement 1’établissement ( départ vers un autre établissement, départ a la retraite ).

(i1 ) Les enseignements :

Tout enseignement est subdivisé en trois catégories :
e Cours,
e travaux dirigés,
e travaux pratiques.
L’affectation des unités pédagogiques aux différentes structures :
1) Les enseignements qui sont uniquement des disponibilités de la faculté :

( exemple :Analyse I, Algebre I, Chimie, Physique, ...).

15



2 ) Les enseignements qui sont des disponibilités du département :

(exemple : DES( RO 1,ANA1,PS 1, ...)).

(iii ) Volumes horaires :

Chaque enseignant est caractérisé par son volume horaire hebdomadaire. Ce volume
horaire est la durée réglementaire d’enseignement qu’un enseignant doit exercer
effectivement.

Chaque enseignement est aussi caractérisé par son volume horaire hebdomadaire
subdivis¢ en trois parties :

e volume horaire cours,

e volume horaire travaux dirigés,

e volume horaire travaux pratiques.

Une premicre opération consiste a calculer le nombre d’enseignants disponible dans
une faculté quelconque et les enseignements s’y rattachant. Aprés cette opération, on aura
I’information sur le volume horaire global des enseignants ( VEG ) d’une faculté¢ d’une part et
le volume horaire global des enseignements ( VPG ) : volume horaire pédagogique global

d’autre part.

REMARQUE :

Les volumes horaires globaux ( VEG ) et ( VPG ) sont subdivisés en trois parties :
e volume horaire global des enseignants ( respectivement enseignements )
« cours », « travaux dirigés » et « travaux pratiques ».
e Deux éventualités se présentent :
a / soit les disponibilités sont satisfaites, alors la faculté peut gérer 1’ensemble des
enseignements,
b / soit ( VEG ) est inférieur a ( VPG ), alors il y a un déficit, on fera appel aux spécifications

(voir § A.3.3, (1)) : Vacations, enseignants associés.

16



PARTIE B: FORMALISATION DU PROBLEME

INTRODUCTION :

Nous avons considéré que le probléme d’emploi du temps (E T) peut se diviser
en deux parties car les modélisations mathématiques seules sont insuffisantes (cf. §B.3) :
(a) une premiere partie notée ( E T E ) consiste a affecter les enseignants aux
enseignements ;
(b) une deuxiéme partie notée ( E T L ) se propose d’affecter ces enseignements aux locaux.
Le probléeme d’affectation des enseignants aux enseignements est donc considéré

comme une partie du probléme général de I’emploi du temps (E T ).

Dans ce travail, on peut seulement présenter le probléme fondamental, car en ce qui
concerne les contraintes, il y a une diversité de contraintes spécifiques dépendant fortement
du type d’établissement considéré en entité administrative (Faculté, département, ...).

Ainsi, pour les seuls parameétres de périodicité et d’organisation pédagogique des
enseignements, on rencontre :

e des systémes annuels,
e des systémes semestriels,

e des systémes modulaires, etc. ... qui peuvent exister ensemble.

REMAROQUE :
Dans un systéme annuel, on peut identifier les enseignements aux classes
(' sections ou groupes selon le cas ) i.e. U=C.

Dans le systeme actuel, systéeme annuel, il y a un partitionnement des enseignements
en années tel que chaque sous-ensemble d’enseignements par année est indépendant des
autres sous- ensembles ( le probléme de chevauchement des enseignements d’une année sur
une autre est réglé ).

L’année d’un cursus scolaire est elle-méme décomposée en sections de diverses
filieres. La section est formée d’un certain nombre de groupes ( 4 a 6 ), deux cas sont a
distinguer :

e les groupes formant la section doivent avoir lieu simultanément ;

e les groupes peuvent avoir lieu, chacun seul ou par paire etc.

17



Ceci engendre deux sortes de séances a considérer :

e la séance de tous les groupes ( la section ) qui est le " cours " ;

e la séance d’un groupe particulier qui soit " travaux dirigés " ou " travaux pratiques ".

En conclusion, on peut définir la séance comme étant la rencontre d’une classe

(section ou groupe ), d’un enseignant et d’une période.
B.1/DEFINITION DU PROBLEME (ET 1):

Le probléme d’emploi du temps formulé dans sa version primitive de

GOTLIEB (ET I):

B.1-1 / DONNEES DU PROBLEME :
On considere les données suivantes :
(1) les composants M et C désignant respectivement 1’ensemble des enseignants et

I’ensemble des classes ;
(i1) Un ensemble H fini ;

(i11) Disponibilités pour les composants :
on a I’ensemble |Ml, M,, ..., Mn( ou M; c Hpouri=1,2, ..., n; M représente
I’ensemble des périodes ou I’enseignant m; peut enseigner.
L’ensemble | C,C,, .., Cm( ou C; < H,j=1,2,, m; Creprésente I’ensemble des

périodes ou la classe ¢; peut recevoir un enseignement.

(iv) Une matrice R, R € M(nxn)( IN), R = (1;;),.,.,, Iij est le nombre de période ou

1<j<m

I’enseignant m; doit rencontrer la classe c; .

REMARQUE :

Dans la formulation de EVEN, [30], on définit les disponibilités pour les enseignants

et les enseignements puis on les lie par la matrice R = (rj; ).

18



B.1-2 / FORMULATION DU PROBLEME :

La formulation de base est faite en un programme linéaire en nombres entiers
(E T/ PLE). Cette approche nous permet de définir les différentes équations et leurs variables.

En introduisant une fonction-objectif, on définit le probléme optimal (E T / PLE,C).

Le probléme consiste a déterminer, si elle existe, une application de rencontre :

MxCxH > 0,1(
(mi,cj, k) Xijk ou:

Xijk = | si et seulement si I’enseignant m; rencontre la classe ¢; durant la période hy ou

simplement la période k, autrement dit :

(1)xijk=1< ke MinC; satisfaisant les contraintes fondamentales (CH.2, Introduction).

B.1-3/ FORMULATION DE LA SOLUTION :

On se propose de partitionner I’ensemble S (ensemble des séances) (cf. P.HALL [38])
L’ensemble des séances d’une période est défini par, c’est I’emploi du temps d’une

période donnée hy ( ou période k ).

Un emploi du temps consiste donc a 1’assignation de toute séance de S a une période
de la semaine. En d’autres termes, c’est une partition de S en t sous-ensembles Si, Sy, ..., S;
ou Sy est le sous-ensemble de toutes les séances apparaissant a la période k. Cette affectation
satisfait aux contraintes énoncées au § A.2, Chapitrel. On verra dans le prochain paragraphe
(CH.1, PARTIE C) une description illustrée en 3D ( formulation tri-dimensionnelle ).

La fonction-objectif sera définie en fonction des veeux émis par les enseignants (CH.3)
Conclusion :

On présentera d’abord le probléme de la résolution d’emploi du temps en

termes mathématiques, puis une revue des différentes techniques associées.
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Dans le prochain chapitre, on donnera les représentations du probléme de 1’emploi du
temps les plus usités. Ce partitionnement de S donnera plusieurs modélisations : en théorie
des graphes, par exemple, on trouve les modélisations en graphe simple, multigraphe et
I’hypergraphe. Les résolutions correspondant donc a ce partitionnement est équivalent a la
recherche de certains nombres caractéristiques dans ces graphes : nombre chromatique, indice

chromatique, nombre de stabilité.

B.2 / DEFINITIONS :

Définition 1 : Un enseignant est dit p-enseignant si |M;|= p.

m
Un enseignant est dit saturé si M |= Z T
j=1

Définition 2 : Le probléme d’emploi du temps classique (E T C) est le
probléme (E T I) avec la restriction suivante :

Iij € lo,1( pourtouti=1,2,..,netj=1,2,....m.

Définition 3 : Le probléme d’emploi du temps réduit (E T_R) est le probléme
(E T _I) avec les restrictions suivantes :
@ [H[=3;
(i1) C;=H pour tout j =1, 2, ...,m (les classes sont toujours disponibles) ;
(iii))  Tout enseignant saturé est soit 2-enseignant ou 3-enseignant.

(iv)  rijeloi(pourtout i=1,2,...,netj=1,2,...,m;
B.3/COMPLEXITE DU PROBLEME DE L’EMPLOI DU TEMPS :

Avant d’exposer les résultats connus a ce jour, nous rappelons bricvement les
différentes classes d’algorithmes déterminées grace a des méthodes mesurant leur
complexité (travaux de S.A COOK [17] et R.M KARP [40]). Nous exposerons, notamment
une synthése de ’article d’EVEN, ITAI et SHAMIR (1975) [30]. Le probleme d’emploi du

temps, formulé dans sa version primitive de GOTLIEB et sa forme classique (ET IetET C)
est NP- COMPLET.
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Le probleme (E T) qu’on discutera est un modéle mathématique d’affectation (des
enseignants). C’est un modele “naif” puisque, on ignore plusieurs facteurs qui définissent les
régles en pratiques. On montrera donc avec les restrictions que le probleéme reste NP-
COMPLET.

Les problémes (E T) et (E T _R) sont dans la classe NP. On montre que (E T R) est
NP- COMPLET. Dans ce cas, il est évident que (E T) est NP- COMPLET.

La complexité¢ des problémes ne peut répondre dans 1’absolu I’inexistence d’un
algorithme polynomiale d’une manicre certaine, mais elle procéde a la classification des
problémes telle que: "si on connait un algorithme polynomial pour un probléme d’une
certaine classe, alors on connaitra un algorithme polynomial pour tous les problémes de cette

classe". On distingue deux aspects pour la complexité algorithmique :

e complexité temporelle ;
e complexité spatiale, liée a I’évaluation du temps"d’exécution, et la place mémoire utilisé par

ce dernier".

B.3-1/ DEFINITIONS :

Définition 1 : Algorithme polynomial
On dit qu’un Algorithme est polynomial si le temps d’exécution est en O(p(n))
ou p est un polynome et n est la longueur d’entrée d’une instance du probléme.
Un Algorithme est un ensemble d’instructions applicables de la méme fagon quelles que

soient les données du probléme P.

Définition 2 : Probléme de décision.
Un probléme de décision est un probleme dont ’ensemble des réponses se
trouve dans loui, non(.

Exemple : "Probléme de recherche d’un stable de cardinal k € IN"
Donnée : G = (V,E) un graphe, k un entier.
Question : existe-t-il un stable de cardinal k ?
Soit r la réponse a la question, r € loui,nonC.

Un probléme de décision n’est pas un probléme d’optimisation mais, a tout probléme

d’optimisation combinatoire, on peut associer un probléme de décision
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Définition 3 : La classe P.
Un probléme D e P s’il existe un algorithme polynomial pour sa résolution.

P est appelé classe des problemes polynomiaux..

Définition 4 : La classe NP.
Un probléme de décision D € NP si et seulement si on peut vérifier
qu’une donnée est a réponse positive en temps polynomial.
Les Algorithmes résolvant les problémes de la classe NP sont dits Algorithmes non

déterministes.

Définition 5 : La classe NP- COMPLET.
Soit D un probléme de décision. On dira que D est un probléme NP-
COMPLET si :
(1) D e NP,
(i1) Vqe NP, q se transforme polynomialement en D; q étant un probléme de décision.

On notera alors: qa D ;

Considérons maintenant le probléme particulier suivant appelé Probléme central ou
satisfaisabilité, noté SAT.
Définition 6 : Probléme de satisfaisabilité.
On appelle probléme de "satisfaisabilité¢" le probléme de réalisation d’une

expression logique :

Donnée : S=ciA A ...Acpouci(i=1,2, ..., m)est une clause,
— i i i i - o -
Ci=(ava,v..va,) avec a, <N,.x,, Xy Xy Xyy ey xpf
xi (1=1, 2, ..., p) est une variable booléenne et x, sa négation.

Question : S = 1 admet-elle une solution ?

On définit les problémes issus de SAT :
e |-SAT : c’est le probleme SAT avec Vi=1, ..., m, ‘ Ci | =1.
Il est clair que I’algorithme résolvant ce probléme appartient a la classe P.

e 2-SAT : c’est le probleme SAT avec Vi=1, ...,m, |¢; ‘ <2 (2-SAT € P).

e 3-SAT : c’est le probleme SAT avec Vi=1, ...,m, [c; ‘ <3.

22



B.3-2 / THEOREME :

Théoréme 1 : (théoréme de COOK (1970)) [17]
NP = P si et seulement si SAT < P.

Théoréme 2 : (théoréme de COOK (1972))
Soit p un probléme de la classe NP, alors p o SAT.

On montre par le théoréme suivant que, quelle que soit une équation booléenne, elle se
réduit a 3 variables.
Théoréme 3 :
SAT a 3-SAT.

Le probléme SAT se transforme polynomialement au probléme 3-SAT.

D’apres le deuxieéme théoreme de COOK on a :
Corollaire : (S.A COOK)
3-SAT est un probléme NP-COMPLET.

Théoréme 4 : [30]
Le probleme de satisfaisabilit¢ 3-SAT se réduit polynomialement au probléeme
(ET R):
3-SAT o (E T_R).
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PARTIE C : FORMULATION TRI-DIMENSIONNELLE

Parmi toutes les formulations du probléme fondamental, on a retenu 1’approche
tri-dimensionnelle de GOTLIEB. Sa structure clarifie la complexité du probléme et 8 méme

de nous aider a saisir dans sa globalité la compréhension du probléme.

C.1 / APPROCHE DE GOTLIEB :

La premicre attaque non-heuristique du probléme de 1’emploi du temps (E T)
est caractérisée par un processus de réduction du tableau de disponibilité, présenté par
GOTLIEB (Munich, IFIP Congress en 1962) [37].

L’idée de I’algorithme de GOTLIEB est de détecter certaines affectations particulieres
(i.e. celles contenant dans tout emploi du temps une affectation en fig.-1.3) et certaines
pseudo-disponibilités (i.e. affectations non-contenues dans aucun emploi du temps) par

I’examen de certains sous-problemes de complexité moindre (probleémes planaires).

La fig.-1.3 suivante montre un exemple d’un tel probléme avec 7 composants, 9

rencontres, 3 heures (ou périodes) et :

1 0 1l
R=31 1 o~
o 1 1F

Soient |m1, m,, m3( I’ensemble des enseignants,

et |cl, C,, Cs, 04( I’ensemble des enseignements.

L’affectation ferait augmenter le nombre de périodes nécessaire d’une unité si c; n’est

pas présent dans chaque période.

Une illustration est faite pour cette affectation, il suffit de débuter en période k; par les

affectations en "traits épais" (Fig.-1.3).
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fig.-1.3 — Probléme d’emploi du temps avec solution,

ki, ko, ks désignent les trois périodes.

m;
O O C2

mp
C3

ms
Cq

ki
REMARQUE :

En concentrant I’étude sur un seul composant ou une seule période, on obtiendra une

C2

ks

section a deux dimensions planaires laquelle deviendra un probléme d’affectation.

A T’origine GOTLIEB pense que son processus de réduction est suffisamment efficace

pour ¢liminer toute pseudo-disponibilité, cependant il s’avere qu’il n’est pas vérifié en

général : un contre-exemple a été fourni par LIONS J. (voir [47]).

C.2/FORMULATION :

C.2-1/ DEFINITIONS :

Définition 1 : Une matrice tri-dimensionnelle ou 3-matrice est une matrice
A=(aj ) en 0-1 qui consiste en la donnée d’une structure a 3 dimensions formée de t

matrices Axe M(n,n) en 0-1.

Définition 2 : On définit I’'union de deux 3-matrices en 0-1, A =(a;ji) et

B = (bijx) de méme dimension, la 3-matrice en 0-1 suivante :

AUB = (aijk+bijk—aijk. bijk)-

Définition 3 : On définit I’intersection de A et B, deux 3-matrices en 0-1 par :

ANB = (aij k- bij k)~
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On définit ces concepts de fagon similaire pour les matrices en 0-1 et vecteurs de

dimension compatible.

Définition 4 : Une 3-matrice en 0-1 (ou matrice ou vecteur) X est dite contenue
dans une 3-matrice en 0-1 (ou matrice ou vecteur) Y de méme dimension notée : XY

si: XNY =X.

Définition 5 : Le module |A| d’une 3-matrice A = (a; ;) est défini par :

|All = Z ‘aijk"

ij, k
C.2-2 / FORMULATION ET METHODE DE RESOLUTIO N :
C.2-2.1 / FORMULATION :

On suppose qu’une matrice R = (rjj)n x n €st donnée ou les lignes et les colonnes
ont toutes la somme égale a t ( Probléme (E T)). On peut former une matrice tri-
dimensionnelle initiale en 0-1 de disponibilités A° = (a% i k) pour le probléme d’emploi du

temps (E T) de la maniére suivante :

sir.. #0
0o _ ij
T r—0
sir; =
A° matrice tri-dimensionnelle ou 3-matrice est de taille t, ¢’est-a-dire formée de t matrices

A’ (nxn) en 0-1 ot les éléments non nuls correspondent a ceux de R (1;;# 0) .

Conséquences :

1/ Toute 3-matrice A = (a; k) #0 telle que AcA” est appelée une 3-matrice de disponibilités
pour le probléme d’emploi du temps (E T).

2/ Une section planaire d’une 3-matrice de disponibilité¢ A = (a;j«) est définie comme matrice
0-1 obtenue en fixant I’un des trois indices 1, j ou k.

3/ Une ligne de la 3-matrice A est définie comme tout vecteur 0-1 obtenu en fixant deux des

trois indices 1, j, ou k (fig.-1.4).

26



Plan Ay

i
Fig.-1.4

C.2-2.2 / DESCRIPTION DE LA METHODE :

Chaque plan d’une 3-matrice de disponibilit¢ A conduit au probléme planaire
suivant : Existe-t-il un ensemble de disponibilités contenues dans le plan ou la somme de la
3-matrice sur toute ligne est égale aux contraintes pour cette ligne dans la matrice R ?

Par exemple :
Pour A; = (a, ;,), existe-t-il P, =(f, ;,) A, tel que:

Un tel plan, s’il existe sera appelé une solution planaire.
Soit J= P 11, 2, ..., tC I’ensemble des parties de {1, 2, ..., t}. On dira que la

3-matrice de disponibilités A satisfait aux conditions de P. HALL (conditions planaires) si :

i) vifixe,|JAy| =2 D, VIel;

jel jel

() Vvifixé, || JA,| =D, VIel;

iel iel
(i) vkfixé, | |JA, | =2 D1 VIel;
jel jel
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Une disponibilité o j « d’une 3-matrice de disponibilité arbitraire A sera dite affectée s’il
n’y a aucune autre disponibilité dans la i™ ligne et la j™ colonne du k™ plan horizontal Ay
(ciji = 1 dans la ligne Aj;).

Une solution de (F3D) est une 3-matrice de disponibilité S = (o;;«), c’est un bloc de t

matrices de permutations S , tel que 1’égalité matricielle suivante soit vérifiée :

Exemple :

O @)
1
O O @)
O @
O O
k O O
O a O
O Disponibilités ® Représente |

Fig.- 1.5

L t_s_ﬁools_ﬁools_ﬁmL
€S matrices solutions sont 15y = 10+, 2= 01+5 3 00+=

Chaque matrice Sy représente un emploi du temps pour une période spécifique k et la
restriction a au plus un unique 1 dans chaque ligne et colonne fait état qu’au plus un
enseignant et classe peuvent se rencontrer en une seule période (la création d’enseignants et

classes fictifs conceédent la relaxation de cette restriction en pratique).

28



(1)

CHAPITRE 2: MODELISATIONS MATHEMATIQUES.

PARTIE A : Représentation en graphe
PARTIE B : Formulation en flot (Multiflot entier).
PARTIE C : Techniques de résolution.

INTRODUCTION :

Dans notre formulation, le probléme d’emploi du temps (E T) sera défini
comme suit :
On considére les données suivantes (CH.1, § A.3) :

M= m,i1=1, 2, ..., n( I’ensemble des enseignants

i) C= n;j, =12, ..., mS  Pensemble des classes ou unités pédagogiques

représentant ’ensemble des enseignements suivis par un méme groupe

d’étudiants ;

(i) H= | h,k=1,2, .., t( ’ensemble des périodes ou "créneaux horaires"

hebdomadaire ;

(iv) D= VmuUVc I’ensemble des disponibilités avec :

VM = | M,,M,, ..., Mn( ou M; ¢ H, M; représente 1’ensemble des
périodes libres de 1’enseignant m; ;

Ve = | C.C,, .., Cm( ou Cjc H, C; représente I’emploi du temps

des enseignements de la classe ¢; (cf. CH.1, §B.1-1).

FORMULATION DU PROBLEME :
Le probleme d’emploi du temps (E T) consiste a trouver, si elle existe, une

application de rencontre :

f:MxCxH » 10,1(

(mi, ¢, hy) —— § Xk oy,

Xijk = | si et seulement si m; rencontre la classe ¢; durant la période hy ou simplement

la période k, autrement dit :

Xijk =1 <k € Mjn C; satisfaisant les contraintes fondamentales.
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(i)

(iii)

(iv)

CONTRAINTES FONDAMENTALES OU D’INTEGRITES:

Les contraintes fondamentales sont les suivantes (CH.1, §A.2) :

A une période k, si un enseignant m; est disponible, il ne peut enseigner qu’a une

seule classe ou ne pas enseigner :

z X;j, < 1, pour tout 1i=1,2,...n;k=1,2, ..., t.
j=1

A une période k, la classe c; ne peut avoir qu’un enseignant :
n
Z Xijp < 1,pourtout j=1,2,..m;k=12,..t;
i=1
et a une période k donnée, un local ne peut-€tre utilisé que par un seul enseignant

et une classe, on a donc ?

A une période k donnée, le nombre d’affectations enseignants-enseignements ne
doit pas dépasser le nombre de locaux disponibles, on a donc :

> > X < lg,pourtout k=1,2, ..t

i=1 jeCS

Notations :

ls :désigne le nombre de locaux disponibles de types S, S=1, 2, 3.

C® : les unités pédagogiques de types S, S=1, 2, 3.

Typel : les cours ou les locaux correspondants aux cours (Amphithéatres) ;
Type2 : les T.D ou les locaux correspondants aux T.D (Salles);

Type3 : les T.P ou les locaux correspondants aux T.P (Laboratoires);

Pour tout enseignant m;, son volume horaire hebdomadaire est réglementé¢ :
m t
S
2 2 X < ‘ M;
j=1k=1

I’enseignant m;, de type S, S=1, 2, 3.

, ou ‘ MIS‘ est le volume horaire hebdomadaire de
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(v) Enfin, on se donne une matrice R = Gj licicwm , 0U T i désigne le nombre de

1<j<n

rencontres entre I’enseignant m; et la classe c¢; , on doit avoir :

t
z Xijp = Iypourtout i=1,2,...metj=1,2,...n;
k=1

Remarques :

Pour les contraintes (iv) et (v), on doit avoir :
VeieC (1 £j <n), 3meM (I £1 < m) tel que le volume horaire de I’enseignant m; est
supérieur au volume horaire de la classe ¢; ( My >| Cj| ). En d’autres termes : il y a saturation

en volume horaire de la classe c; .

Il existe d’autres contraintes, exemple 1’utilisation des locaux : une classe de physique
ou chimie, ..., ne peut pas avoir lieu, en principe, dans un local non équipé de matériels
nécessaire aux manipulations. Ce type de contraintes n’est pas inclus dans la formulation
retenue.

Cette formulation est un programme linéaire en nombres entiers (E T /PLE).

ISl <ls , 1<k<t, type S=1.2,3.

<Ml , 1<i<n,1<j<m

(17T G0
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PARTIE A : REPRESENTATION EN GRAHE
A.1 /INTRODUCTION :

Les formulations du probléme d’emploi du temps les plus usitées se basent sur

la théorie des graphes. On distingue plusieurs modélisations (variétés de graphes) :

e graphe simple,
e multigraphe ,
e hypergraphe.
Les résolutions associées a ces modeles sont alors la recherche de certains nombres

caractéristiques dans ces graphes :

e nombre chromatique (pour les stables),
e nombre de stabilité,

e indice chromatique (pour les couplages).

Un graphe G est la donnée d’un couple d’ensembles finis V dont les éléments sont
appelés sommets avec une famille E d’¢léments du produit cartésien VxV. Chaque paire
e=(u,v) de points dans E est une aréte de G. Elle peut apparaitre plusieurs fois dans la famille
E mais ne peut pas apparaitre plus de p fois si le graphe est un p-graphe.

Un ensemble complet d’invariants défini un graphe modulo I’isomorphisme.

Il est clair que ’objectif commun est 1’obtention d’une partition de I’ensemble des
classes en un nombre minimum d’ensembles stables ou couplages. Les couleurs (ou

intervalles de temps) seront des attributs de chaque élément.

A.2 / GRAPHE SIMPLE :
Un systeme de parties est un couple S = (X ; E; , iel) ou X est un ensemble fini
(ensemble des sommets de S) et ou (E;, i€l) est une famille finie de parties de X (famille des

arétes de S). S sera dit un graphe si et seulement si :
1€l |E1| =2,
i=E j = i=j.
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Conclusion : Un graphe G est défini par I’ensemble V de ses sommets et par
I’ensemble E de ses arétes : G = (V, E).

L’adjectif simple signifie que le graphe vérifie les deux conditions :
1°) il n’a pas de boucles ;
2°) entre deux sommets, il n’y a jamais plus d’un arc pour les relier. La famille E devient un

sous-ensemble de 1I’ensemble P,(V) ou P»(V) est I’ensemble des paires d’éléments de V.
A.3 / MULTIGRAPHE :

Un graphe qui n’est pas simple est dit multiple ou multigraphe. La définition d’un
multigraphe fini est la donnée de deux ensembles finis V, E et d’une application f
fPBE 3 Py(V)
ou P,(V) I’ensemble des paires d’¢léments de V. On le note G = (V,E), plusieurs ¢léments de
E sont donc représentés par une paire {u,v} avec u,veV (arétes paralléles).
Le degré d’un sommet x est noté dg(x), et mg(x,y) dénote le nombre d’arétes de G
ayant x et y comme extrémité appelé multiplicité d’une paire X, y.

Soit G un multigraphe sans boucles et de multiplicité p > 1. On pose :

m() = max mo(xy) P =R(G)=max ma(x.y).

A.4/ COLORATION DE GRAPHE :

Soient G un graphe sans boucles, une coloration est une fonction
y:S—— > IN
ou S est un sous-ensemble de V ou de E. Deux éléments adjacents ou incidents de S n’ont pas
la méme couleur.

On utilise les termes de coloration de sommets, coloration d’arétes si S =V, S =E

respectivement. Les symboles y (G), x’ (G) dénotent le nombre chromatique, et I’indice
chromatique respectivement ; C’est le plus petit entier q ayant la propriété suivante :
il est possible avec q couleurs de colorier les arétes (resp. les sommets) de G de sorte que
deux arétes (resp. deux sommets distincts) adjacent(e)s ne soient pas de la méme couleur.
Remarque : si S =VUE, le symbole ’’(G) dénote la coloration totale.

Une coloration des arétes est une partition de 1’ensemble des arétes en classes qui sont

des couplages.
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L’indice chromatique y’(G) est le nombre chromatique du graphe L(G) (Line-graphe).
Soit G un graphe avec x(G) < k qui est k-coloriable, alors une k-coloration des
sommets est une partition (S; ,S, , ...,Sx) de ’ensemble des sommets en k ensembles stables
(deux sommets distincts de S ne sont pas adjacents, il représente les sommets de la méme

couleur).

Exemple 1: Construire un emploi du temps des examens.

Soit un ensemble |m1, m2( d’enseignants et un ensemble |cl , Cy, 03( de classes.

Les contraintes d’intégrités sont :

e un enseignant ne peut étre affecté qu’a un seul enseignement a la fois,
e un enseignement ne peut avoir qu’a un enseignant a un temps déterminé.

La matrice de rencontres R est définie par :

Une solution est :

S_ﬁods_ﬁlds_ﬁoﬂ
1 10|k2 01|k3 00|1

C1
my
C2
mp
C3

Fig.-2.1- Graphe simple.

Résolution :

Pour la résolution, on cherche I’indice chromatique.

Soit A(G) le degré maximum du graphe G, alors A(G) + 1 <y ’(G) £ A(G) + 2.
Pour le graphe simple, le théoréme de VIZING donne : A(G) < ¥’ (G) <A(G) + 1
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Théoreme : [10] Soit G un graphe simple de degré A. Si G ne posseéde pas de cycle de
sommets de degré A, alors x’(G) = A.

Exemple 2:
11|
R = (rij)lsisz
1<j<3
m;
mp

Fig.-2.2- Multigraphe.

Une solution est :

00 00 10 01
S = ; Sy = ; S3= ; S4=
10 01 00 00

Résolution :
Pour la résolution, on cherche I’indice chromatique.
Soit la matrice de rencontres R = (r; ;). On considére un multigraphe biparti G
avec sommets my, my, ..., My, ; €y, C2, ..., Cyy dans lequel chaque charge horaire (mj, c;, ri ;) est

représentée par r;; arétes paralléles joignant m; et ¢; (Fig.-2.2 ).
Soit a; le nombre total de rencontres renfermant I’enseignant my et,

B;j le nombre de rencontres renfermant la classe c;. La contrainte est qu’ils ne

soient pas renfermés dans plus de t rencontres, i.e :
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I1 apparait donc que a; et 3; sont les degrés respectivement des sommets mj; et c;.

IA
—
—
I
—
»
=

Une description illustrée de ce probléme peut-étre donnée par une famille de graphes
(R peut-étre vue comme matrice d’incidence du graphe biparti en y correspondant une matrice

booléenne B = (bi;) qu’on peut appeler matrice caractéristique définie par :

sir; #0
b, = , .
sir;; =0

Un sous-ensemble de rencontres pouvant apparaitre simultanément ( période k
donnée) est un graphe Gy dessiné avec r;; arétes et représenté par un couplage dans G.

Un emploi du temps (E T) donc, consiste en le partitionnement des arétes de G en t
couplages S, Sy, ..., S; (la détermination de ces couplages est un probleme de flot, cf. ch2,

§B.1-1).

Soit A(G) le degré maximum du graphe G et de multiplicit¢é maximum p(G), alors :

AG) + 1< 1”°(G) £ A(G) + w(G) +1

Théoréme : (Vizing, 1964)
Si G est un multigraphe sans boucles, de multiplicit¢ maximum pw(G), de degré
maximum A, on a :

% (G) <A+ w(G)

Théoréme : [10] Soit G un multigraphe de degré maximum A < D et de multiplicité p <
t . Si ’ensemble
S={x/xeV(G);ds(x)=D;mg(x)=t}
est un stable ou vide, alors ¢’ (G) =D +t—1
Il est clair que si D = A + 1, on obtient le théoréeme de vizing classique, et avec D = A

le théoréme de fournier.
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A.4-1/ COUPLAGE :
Etant donné un graphe G = (V,E), on appelle couplage un ensemble Cy d’arétes tel que
deux quelconques des arétes de Cy sont non-adjacentes. On dit qu’un sommet u est saturé par

un couplage Cy s’il existe une aréte de Co attachée a u ;

Un couplage qui sature tous les sommets du graphe est appelé un couplage parfait ;
Un couplage parfait est évidemment maximum.
Théoréme (BERGE 1957) : [8]
Un couplage Cy est maximum si et seulement s’il n’existe pas de chaine

alternée reliant un point insaturé a un autre point insaturé.

Soit un graphe biparti G = (XUY,E) avec X et Y les deux parties de sommets et E
I’ensemble des arétes. Si A est une partie de I’union de X et Y, I'(A) désigne 1’ensemble des
sommets adjacents a I’ensemble A.

Théoréme de KONIG (1931) : [9]

Pour un graphe biparti G = (XUY,E), le nombre maximum d’arétes d’un
couplage est égal a : ll/g? ( | X-A | + \ I'A) ‘ )

Le théoréme du flot maximum permet de démontrer simplement ce théoréme.

Une coloration des arétes est une partition de I’ensemble des arétes en classes qui sont

des couplages.

Théoréme 2.1 : [9] Un graphe simple G d’ordre n (et de degré maximum A = n-1) a

si n est pair

pour indice chromatique :y’ (G) = % . .
+1 st est impair

Théoréme 2.2 : [9] L’indice chromatique d’un multigraphe biparti G = (XUY,E), de

degré maximum A est : ¢’ (G) = A.

Corollaire (BERGE) : [9] Dans un multigraphe biparti G = (XUY,E), il existe un

couplage saturant tous les sommets de degré maximum.
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A.4-2 / CAS PARTICULIER :

Supposons que les enseignants et les enseignements sont toujours disponibles. Dans ce
cas, tous les graphes G coincident et on a le critére suivant :“Le probléme est résoluble si et
seulement si le degré maximum A =p( Gy) est inférieur ou égal a t,

(t=|Hl) (CSIMA (1965)) [19].

EVEN S., ITA A., SHAMIR A., (1975) [30] ont formellement prouvé que le probléme
est polynomial. Il est équivalent au probléme de décomposition de la matrice R en une somme
de t matrices de permutations (i.e en 0-1). Autrement dit :

A =(Gy) <| Hl est la condition nécessaire et M; = C; = H est la condition suffisante.

Exemple :

1 1]
= ﬁ ll" on a les graphes suivants :

mp O mp; o mp

O O O
C3 C3 C3

Fig.-2.3- Les graphes Gy, k=1, 2, 3.
Une solution S (aussi solution de F3D (cf. CH.1, PARTIE C)) est donnée par :

S_E_Fol « - Bl S_EEOI'S‘EIOII
L 1o|k’ 2 olk’ o 1F:57 bebo ok

En calculant la somme de ces matrices, on retrouve R :
4
Z S, = R
k=1

A.4-3 / REPRESENTATION PAR LES COUPLAGES DANS UN GRAPHE BIPARTI :

Résolution :

Considérons le probléme (E.T) et supposons que chaque séance de S contient

exactement un enseignant m; et une classe c¢;. On définit la charge horaire par le triplet

(m;, ¢ Tij) -
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Il y a lieu de préciser les différentes charges horaires. On distingue deux types :

e charge horaire modulaire qui sature toujours le volume horaire de la classe c;, par

conséquent, les combinaisons de c; sont uniformes telles que :

VvePr;,(C)) alors vl =1 j iIndépendamment de m; ;

e Il n’est pas de méme pour la charge horaire de I’enseignant m; puisque les

combinaisons Pr;;(M;) n’est pas uniforme, elles dépendent de ¢;.

On a vu précédemment ( § A.4) que a; et fB; sont les degrés respectivement des

sommets m; et ¢j, on a :

Proposition [28] : Il existe une solution au probleme :

e el
= ~
IN IA
—_ —_
—_ —_
A AN
— —
A AN
E =
2o
A A
=~ ~
A YA
- -t

Zx = 1<i<m, 1<j<n

T Xiik eIO lq

sous les contraintes :

IN
—
—
IA
—.
IA
=

IA
-+
-
IA
A
=)

C’est le théoréme de KONING sur la coloration des arétes d’un multigraphe biparti (§ A.4-1).

En effet, I’indice chromatique : x'(G) = Max ( Z I, z r;) d’apres le

1<i<m j=1
1<j<n

théoreme 2.2 énoncé au § A.4-1. Une coloration des arétes est une partition de I’ensemble des

arétes en classes qui sont des couplages. La résolution de cette proposition sera faite au § B.1.
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Application : Formation d’un carré Latin (EULER) [9]

Un carré Latin est un tableau de nxn cases rempli avec les symboles 1, 2, ..., n de
sorte que le méme symbole ne figure pas deux fois dans la méme ligne, ni deux fois dans la
méme colonne.

Etant donné un tableau carré de nxn cases, sur lesquelles les symboles 1, 2, ..., k (k<n)
ont été placés, chacun figurant une fois et une fois seulement dans chaque ligne et dans
chaque colonne du tableau. Est-il possible de placer dans les cases vides les symboles k+1
k+2, ..., n de fagcon a former un carré Latin ? Si I’on représente les rangées du tableau par les
sommets X; , Xz , ..., Xy €t les colonnes par des sommets y; , y2, ..., Yo €t si I’on trace une
aréte [x; , y;j] lorsque la case correspondant est encore a remplir, il s’agit de colorier les arétes
du graphe avec n-k couleurs (k+1), (k+2), ..., (n).

Pour reconnaitre si un rectangle rempli est une partie d’un carré Latin, on a le
théoréme suivant :(une application du théor¢me 2.2)

Soit T un pxq rectangle rempli avec les nombres 1, 2, ..., n sans qu’il n’y ait deux
nombres pareils ni dans la méme ligne, ni dans la méme colonne, et soit m(k) le nombre de
fois ou k apparait dans T, une condition nécessaire et suffisante pour qu’il soit possible, en
ajoutant n-p rangées et n-q colonnes de former un carré Latin est que : m(k) > p+qg-n

Exemple de probléme d’affectation du personnel :

Dans une organisation utilisant m ouvriers oy , 02, ..., Op €t n postes de travail
pPi,P2, .-, Pn; Chaque ouvrier est qualifié pour un ou plusieurs de ces postes. Est-il possible
d’affecter chacun a un poste pour lequel il est qualifié¢ ?

Si ’on désigne par I'(o;) ’ensemble des postes pour lequel ’ouvrier o; se trouve
qualifié, le probléme revient a considérer un graphe biparti ( O, P,I') et a chercher si le

couplage maximum sature tous les sommets de O.

A.5 / HYPERGRAPHE :

Définition :

Soit V={vi, va, ..., s} et IE={E;/1=1, 2, ..., m} une famille de parties de V. On dit
que IE constitue un hypergraphe sur Vsil’on a :

() Ei#3,iel

(2) VEi=V.

Le couple H = (V.IE) s’appelle un hypergraphe.
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Un hypergraphe est défini par une famille d” « hyper-arétes », qui sont des ensembles
de sommets de cardinalit¢ quelconque ; Pour un graphe donné, on définit des hyper-arétes

avec ses cliques, ou avec ses arbres maximaux, ou avec ses cycles.

Matrice d’incidence de I’hypergraphe H=(V, IE) :

six; €E;
A=(a;});<, avec a;; = .
1<j<m SI X, eEj

Toute matrice dont les coefficients sont 0 ou 1 est donc la matrice d’incidence d’un

hypergraphe.

Hypergraphes unimodulaires :

Une matrice A est dite totalement unimodulaire si toute matrice extraite de A a
pour déterminant 0, +1, ou —1.
Théoréme : (Hoffman et Kruskal, 1956).
Un multigraphe est unimodulaire si et seulement si c’est un multigraphe biparti.
Tout sous-hypergraphe d’un multigraphe biparti est un multigraphe biparti. On a donc

une bicoloration équitable des arétes.

Conséquence : Un hypergraphe H est unimodulaire si et seulement si sa matrice

d’incidence est totalement unimodulaire.

Exemple : c; et ¢; doivent passer un examen avec m; simultanément.

O | c,

o | c,

mp
\ ¢ b {11, 15 } locaux

Fig.-2.4- Hypergraphe
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A.6 / DUALITE : LINE-GRAPHE OU GRAPHE REEPRESENTATIF DES ARETES :

A.6-1/ DEFINITION :

Soit I’ensemble E des arétes du graphe G avec au moins une aréte comme une famille
de sous-ensembles a deux points de V(G). Le Line-graphe de G est le graphe L(G) définie
par :

V(L(G)) =E(G) ;
E(L(G)) = { {e.e’} : e €E(G), €’ €E(G), e ne’ [=1}.

Remarque: L(G) est un graphe d’intersection Q(E).

Propriété :

Soit V un ensemble et E =1IF = @1 Vo, ., th famille de sous-ensemble distincts
non-vide de E tel que la réunion est V. Le graphe d’intersection de IF = V noté¢ Q(E) est
défini par V(Q(E)) = E avec V; et V; adjacent si i # j et VinV; #J. Donc, un graphe G est un
graphe d’intersection sur V s’il existe une famille IF = E de sous-ensembles de V tel que :

G = Q(E).
A.6-2 / COLORATION DE SOMMETS :

c’est la dualité dans la coloration dans les graphes, le sommet se transforme en aréte et
vice-versa. On aura donc la coloration des sommets comme méthode de résolution (recherche
du nombre chromatique, et des stables, chacun d’entre eux représentant les sommets de méme
couleur) équivalente a la coloration des arétes. La détermination du nombre chromatique étant

un probléme difficile, il est préférable et utile en pratique de recourir a des heuristiques [58].
A.7/ CONCLUSION :

La complexité demeure exponentielle. La méthode de coloration revient, quel

que soit le mode¢le utilisé a trouver une partition minimale.
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PARTIE B : FORMULATION EN FLOT (MULTIFLOT ENTIER).
B.1 /REPRESENTATION EN MULTIGRAPHE BIPARTI VALUE :

B.1-1 /INTRODUCTION :

Pour ce faire, il convient de considérer le graphe G associ¢ au probléme (E T). On
oriente chaque aréte joignant m; et ¢; de m; vers c; et on donne une capacité infinie a chaque
arc.

On introduit une source S et on la joint avec tout m; par un arc (S, m;) avec une
capacité égale a I’unité.

D’une maniere similaire, on introduit un puits T et des arcs (c;, T) avec des capacités
¢gales a I'unité. Ce graphe valué sera noté¢ G*.

Toute valeur enti¢re du flot dans G* de S a T correspond a un couplage dans G.

A toute étape, on doit donc définir les priorités dans I’affectation des rencontres. Ces

priorités sont exprimées par une fonction- cout ¥ dans G* définie par :

T E > IR
(u,v) > f(uv)

L’assignation des rencontres a une certaine période est maintenant un probléme du flot

avec colt minimum.

arc retour

Fig.-2.5
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B.1-1/ Résolution de la proposition du § A.4-3 :

Soit le réseau défini par les sommets de M = {m; ,i=1,....n et C = { ¢;, j=1,....m},
une entrée s et une sortie p (Fig.-2.5) alors :

Vm;eM, la capacité c(s, m;) = 1 et VcjeC , la capacité c(c; , p) = 1, et enfin pour
m;el’(c;) la capacité c(m; , ¢;) = 1 . La cardinalité maximum d’un couplage C, est donc égale a

la valeur maximum du flot entre set p.

B.1-2 / Détermination de la fonction cott f :
Premier cas : cas des pré-affectations.
A chaque étape, on peut, par exemple, affecter un colt nul pour tout arc (S, m;)
et (cj, T) tel que a; et 3 soient maximum et de colt positif pour le reste des arcs dans G*.
Aprés chaque étape, on supprime dans G* les arcs (mi, c¢;) correspondant aux
rencontres déja affectées.
Deuxiéme cas :

A toute période, on calcule les degrés de liberté des enseignants et des classes.

Définitions :

On dénote degré de liberté de m;, la quantité A; définie par :
t
Ai=t- Z a;, -oi;
k=1
on dénote degré de liberté de c;, la quantité p; définie par :
t
W=t z b\ -B;.
k=1
On définit degré de liberté pour la charge horaire (m;, ¢;, ri;) la quantité :
t
Nij = Z (1-a;,)(1-b;)- 1 .
k=1

La fonction —cot f est définie par :

(S, m;) si m, est disponible a cette pé riode
> M) = .
. ailleurs.

si ¢; est indisponible a cette pé rode
f(c; . T) = :
14; ailleurs.

f(m; , ¢j) = mij .
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La priorité est donnée aux enseignants et classes ayant des degrés de liberté minimum.

Commentaire : L’affectation se fait séquentiellement, étant a la période k, on dira que
I’affectation des rencontres restantes aux périodes k+1, k+2, ..., t est le probléme résiduel.

Cette procédure n’assure pas une solution au probléme résiduel méme si le probléme
est soluble, étant donnée que la procédure n’est pas basée sur des conditions nécessaires et

suffisantes de solubilité.
B.1-3/ REPRESENTATION EN RESEAU :

B.1-3.1 /INTRODUCTION :
On peut définir le probléme (E T) comme un probléme de circulation.

La matiere qui circule "quantit¢é de marquage” est hétérogéne, c’est une matiere
vectorielle. Il s’agit donc d’associer a notre probléme un multigraphe biparti valué¢ G* avec la
modification suivante :

les cotits sur les arcs représentent le parametre de la fonction-objectif,
ce probléme est alors un réseau.

On considere un graphe orienté¢ G = (V,E) :

V = MUC, et on associe aux arcs des valeurs considérées comme coordonnées d’un
vecteur (¢(ei))i=1,2, ... s entier prises par une fonction ¢ définie sur E ={e; ,e,, ..., e } avec
I’arc courant e, = (m; ,¢j ), mjeM et c;eC.

Puisque les coordonnées ¢(ep,) sont supposées entieres, on a donc un flot entier.

B.1-3.2 / MULTIFLOT ENTIER :

Soit (¢'(en), ¢*(en), ..., ¢'(en)) les coordonnées de ¢(ey) élément de IR” représentant les
quantités respectives de r produits distincts portés simultanément par I’arc e, . Ce multiflot est
une matrice ayant r lignes et s colonnes, dont 1’élément courant (pl(eh)représente la quantité du
produit n° | portée par I’arc e, .

Contraintes :
(1) Les contraintes de conservation d’une part,
(i1) Et les contraintes de limitation des flux d’autre part :

VeneE, 0 <o(en) <cp.
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Les flux en circulation ¢(ey) = ((pl(eh)) 1=1,2,3 correspondant aux cours, T.D et T.P ;
Cp correspond au volume horaire réglementaire pour tout enseignant en cours, T.D et
T.P. La recherche d’une politique d’affectation revient a la recherche d’un flot canalisé sur le

graphe G. Les conditions de conservations s’écrivent alors :

VvieV, Z (pl(e)— Z (pl(e)ZOpourle{1,2,3}.

ee w (vj) ee w (v;)

Chaque vecteur ligne constitue un flot sur G (correspondant respectivement aux cours,
T.D et T.P).

Commentaire :
La difficulté du probléme de multiflot le distinguant nettement du probléme du flot

maximum est comme suit : un multiflot solution du probléme n’est pas obligatoirement entier
lorsque toutes les capacités c, le sont, méme dans le cas de deux produits. L’explication
apparait clairement si ’on écrit le probléme en terme de programme linéaire, la matrice des

contraintes n’est pas totalement uni-modulaire, alors qu’elle 1’est pour les problémes de flot.

B.2 /FLOT MAXIMUM:

On introduit les contraintes d’indisponibilités (pour cause d’absences ou ayant

des pré-affectations). Ces contraintes sont décrites par les matrices A et B :

A=(a;),

1

n etB:(bjk) 1

<j<n OU:
t 1<k

<n
<t

A A

i
k

INIA

si I'enseignant m.est indisponible a la pé riode k
9 : = .
! ailleurs.

%si la classe ¢, est indisponible a la pé riode k
ij=

ailleurs;

1) Aucun composant ne peut apparaitre dans un nombre de rencontres supérieur au nombre

de périodes libres, on a donc :

t
o St- ) ag 1<i<n
k=1

t
Bi<t- > b,y 1<j<m;

k=1
2) En outre, il est nécessaire que pour tout charge (m; ,c;, rij) les composants m; et c; soient

simultanément libres pour un nombre de périodes supérieurs a r;; , ceci donne :
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t
rjj < z (1-a;,)(1-b;,) pour tout triplet (m; , ¢;, 1i).
k=1

De simples exemples montrent que les conditions 1) et 2) sont insuffisantes pour la solubilité

du probleéme.

Exemple: Comme vu préalablement (§A.1-2.2 / couplage), on pourra associer un
multigraphe biparti G au probléme (E T) avec une condition supplémentaire sur Sk qui

consiste a supprimer toute aréte adjacente au sommet m; (ou ¢;) si aj (ou bji) est égal a 1.

1 0 1l
R = 1 2 0% ,t=4:
1o 2f

Résolution :

Calcul des couplages Sy, 1<k <4.

Etapes Couplages Solutions Figures
1 St Xi111=1,%X021=1,x341=1 Fig. a;
2 S, Xi2=1,%3=1,X302=1 Fig. b ;
3 S3 X123=1,Xp13=1 Fig.c;
4 Sa Xi44=1,X234=1,%x314=1 Fig.d;

La disponibilit¢ (m3 , c;) n’est pas affectée, le nombre de périodes est épuisé.

Finalement les matrices A et B sont telles que :

11 1]

111|
11 1%
A = 1 11 ; B = (O
111
111 F
111

b4 = 1, m3 est donc indisponible.
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0 o
O/ O/ /
(@] © °
o) 0 d
o
o) © 7
o
\o \Q \o
(b) (©) (d)
Fig.-2.6

Pour cette dernicre disponibilité (m;3 , ¢,), il faut rajouter une cinquieéme période (donc
une colonne de “zéro’” pour A et B) puisque les conditions (1) et (2) ne sont plus valables. On
sait que 1’indice chromatique du graphe G (Fig.2.7 ) ¥’ (G) = 4, cette cinquieme période n’est

qu’une unité (couleur) supplémentaire.

Recherche des couplages maximums :

Au lieu de rechercher des couplages quelconques Sk , on cherchera (s’ils existent) des

couplages maximums. On donne la solution suivante :

SN
i

(@) @)
Q QO
\O
S Sy S; S4

Fig.-2.7

Conclusion :
On remarquera que 1’enseignant m3 (Fig.-2.6 (d)) doit rencontrer deux classes
c1 et ¢ alors qu’il n’existe qu’une période. Pour cela, un troisieme type de conditions ont été
utilisées par GOTLIEB basées sur les conditions exprimées par P. HALL pour I’existence

d’un systeme de représentants distincts (voir annexe A.IV).
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Les conditions sont les suivantes :

t

3) Zrij < Z (1-a, )(1- H bjk),pourtoutEcC_j A=1,2,...,n;

irc;eC k=1 jicjeC
D’une fagon similaire, pour tout Mc E ,j=1,2,...,m:
t
4) Zrij < Z (1-b;)(1- H a;,)
jimeM k=1 i m; eM

B.3/METHODE D’ELABORATION DES EMPLOIS DU TEMPS :

La méthode proceéde par des étapes successives, a une période donnée, on prépare
I’emploi du temps. Chaque étape correspond a une période déterminée de la semaine (t
créneaux) consistant a assigner les rencontres.

Quand on a complété¢ I’affectation pour les k premicres périodes (absence
d’indisponibilités), on dira que I’affectation des rencontres restantes aux périodes
k+1, k+2, ..., t est le probleme résiduel.

Le choix dans I’assignation des rencontres aux périodes k est telle que le probléme
résiduel admette toujours une solution.

En pratique puisque tout sous-ensemble Sy de rencontres est représenté par un
couplage dans un multigraphe biparti, on a a résoudre le probléme du flot a chaque étape.

L’efficacité demeure incertaine pour de gros volume de données (comme c’est le cas a
I’USTHB).

Conclusion :

La procédure du flot n’étant pas basée sur des conditions nécessaires et
suffisantes de solubilité, le cas ou le probleme résiduel n’a aucune solution peut avoir lieu
méme si le probléme est soluble.

Cette approche nous fournit I’avantage que la formulation peut prendre en charge

plusieurs composants mais ceci engendre un nombre de sommets et arétes trop grand, la
combinatoire reste présente.

Le cas simple ou il existe des algorithmes efficaces est celui ou la matrice d’incidence
est uni-modulaire.
Conclusion :

Cette revue des différents modeles et leurs techniques de résolution associées
met en évidence les équivalences entre eux.
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PARTIE C: TECHNIQUES DE RESOLUTION

PARTIE 1 : L’APPROCHE HEURISTIQUE
PARTIE 2 : L’APPROCHE DE RESOLUTION PAR AMELIORATION.

INTRODUCTION :

Le chapitre précédent montre 1’inefficacit¢ des méthodes exactes, celles-ci
basées sur les modélisations mathématiques.
Les applications ont montré qu’elles ne suffisaient plus dans la plupart des cas réels.

Les exemples suivants donnent une illustration :

D. DEWERA en SUISSE [27], [28] etc. On a traité ces cas :
1) Méthode d’¢élaboration des emplois du temps au chapitre 2, paragraphe B.3 avec la

procédure du flot ou la solution n’est pas garantie méme si le probléme est soluble.

2) Mod¢lisation en programme linéaire en nombres entiers auquel on associe un modele
de la théorie du graphe (un multigraphe biparti) dont la solution est donnée par le
théoréme de KONIG au chapitre 2, paragraphe A.4-3. La recherche de la solution est
un couplage (coloration des arétes). Le théoréme du flot maximum permet de
rechercher simplement cette solution, et évidemment, on arrive a la méme conclusion

que précédemment.

C’est pourquoi sont apparues des techniques qui ne cherchent pas la solution exacte
mais essaient seulement de trouver par diverses méthodes une solution approchée qui soit la
meilleure possible.

L’approche heuristique domine alors ce domaine depuis le début des années 80.

On utilise la résolution des problémes soit par des algorithmes approchés, soit par des
algorithmes d’énumération, soit par des techniques d’intelligence artificielle. On donnera un
apercu sur les utilisations de ces trois types de techniques.

Intelligence artificielle sera préconisée pour la structure des données, puisque le
modele tel que présenté est une inter-action entre la partie "données" et la partie "traitement

des données" dans la formulation mathématique. Dans la deuxieéme partie, la difficulté est due
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plutdt au caractére hautement combinatoire du probléme que 1’aspect logique, I’enseignant
étant soit affecté ou non.
Bien entendu, ceci n’exclut pas que les heuristiques s’appuient souvent sur les

modeles mathématiques présentés dans le chapitre 2.

PARTIE 1: L’APPROCHE HEURISTIQUE

C.1-1 / ALGORITHMES APPROCHES OU HEURISTIQUES :

Etant arrivé a la conclusion que les algorithmes exacts ne conviennent pas au
probléme d’emploi du temps, il faut savoir donner une solution approximative qui satisfasse
tous les intéressés. On distingue deux types :

e Algorithme itératif [36]: on part d’une solution réalisable, et on cherche a I’améliorer par
itérations successives.

o Algorithme glouton [36] : partant d’une solution partielle, on cherche par étapes, a fixer une
(ou plusieurs) variables jusqu’a la détermination d’une solution réalisable. Les choix sont sans
retour-arriere.

Dans les problémes d’emploi du temps, souvent il n’existe aucune solution totalement
satisfaisante, mais seulement des solutions considérées comme bonne pour 1’utilisateur, d’ou
la notion de résolution par améliorations (AUST R.J [6]) oppos¢ a la notion de placement
absolue.

L’emploi d’heuristiques est plus "digeste” que celui de modeles mathématiques et

aussi plus facile sur le plan expressif.

C.1-2/ CONCLUSION :

L’utilisation de ces méthodes sur les emplois du temps revient a s’en servir pour le
coloriage de sommets d’un graphe. Malheureusement, le probléme de la détermination du
nombre chromatique est un probléme lui aussi NP- COMPLET [36].

Les algorithmes approchés sont intéressants dans la mesure ou on ne cherche pas une

solution nécessairement exacte (d’ailleurs par rapport a quelles contraintes exactes ? ) mais

plutot réalisable par rapport a des contraintes fondamentales. Cependant, les difficultés

viennent du fait que les critéres ne sont pas toujours tres clairs et que la notion d’optimum est
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trés variable suivant les établissements. Pour notre cas, on a utilisé la méthode des préférences
(CH.3) pour procéder aux affectations des enseignants aux enseignements. De plus, les
caractéristiques ( fortement contraints, gros volumes, combinatoire ) font souvent échouer ces

approches méme quand il s’agit de trouver une solution acceptable.

C.1-3/ ALGORITHMES :

C.1-3.1 / PROCEDURES PAR SEPARATION ET EVALUATION :
Détermination d’une arborescence, le parcours de cet arbre étant limité grace a une
méthode d’évaluation des solutions partielles aux nceuds.
On reprend la formulation (partie 2, § C.2-2 relaxation Lagrangienne ).
Le probléme (E T) est un probléme d’affectation généralisé (PAG)(partie 2, § C.2-1)
La recherche de la borne de la fonction-objectif passe par deux étapes :
1) on relaxe le programme linéaire (P;) ;

2) on résoud le probléme de sac-a-dos (partie 2, § C.2-4).

Cette relaxation (RP;) résoud le probléme suivant :
Les enseignants sont affectés aux enseignements au moindre colit sans regarder les

limitations des multiples affectations.

Chaque probléme de sac-a-dos (SD;) binaire résoud le probléme suivant :
Désigner les enseignements devant étre réaffectés d’un enseignant m; a un autre tout en
satisfaisant les ressources de [D’enseignant m;. La solution optimale indique Iles

réaffectations assurant une augmentation minimum de la valeur de Z.

C.1-3.2 / RELAXATION LAGRANGIENNE ET SON DUAL :

La relaxation est le fait de plonger le probléme a résoudre dans un autre plus général —
i.e en éliminant une ou plusieurs contraintes — en donnant une solution au nouveau probléme
(solution approchée du probléme initial qui n’est pas nécessairement réalisable) puis en

vérifiant les contraintes relachées.

Une autre méthode est de mettre des poids (multiplicateurs dits de LAGRANGE ) sur
les contraintes puis de résoudre le probléme avec ces poids (minimiser la nouvelle fonction
dite de LAGRANGE ).
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C.1-3.3/ CONCLUSION :

a) TRIPATHY (1984) [56] mixe la méthode de séparation et évaluation avec la
relaxation Lagrangienne. Dans D’application de cette méthode se dégagent 2
aspects :

e cette méthode donne de bons résultats au niveau temps de calcul ;

e clle a de gros handicaps, le volume de données engendrées est important [52].

La dépendance entre le temps d’exécution et la qualité de la décomposition et
d’évaluation est tres forte.

b) L’approche relaxation Lagrangienne mixée a S.E.P est meilleure :

e le cas R.L.D (relaxation Lagrangienne et son dual) permet en outre, de fournir
pour les procédures de S.E.P des bornes de valeur a chaque nceud. Ces méthodes
apportent des améliorations ;

e les inconvénients viennent de leur gourmandise en mémoire et de la difficulté a

trouver des fonctions d’évaluations.

PARTIE 2 :L’APPROCHE RESOLUTION PAR AMELIORATIONS :

Résolution du probléme (ET E):

La formulation du probléme d’affectation des enseignants aux enseignements (E T_E)
se présente comme un programme linéaire en nombres entiers (CH.4, § 4.1) ; ce sont des
problémes d’optimisations dans lesquels les variables sont astreintes a ne prendre que les
valeurs entieres. Dans notre cas, on ne fait appel qu’a des variables de décision en 0-1. La
formulation du probléme (E T_E) en programmation linéaire en nombres entiers (Ps) nous fait
quelques remarques :

e en omettant les contraintes (3), on obtient [ sous-problémes indépendants (RP). La
résolution du probléme (RPs) donne une solution qui n’est pas nécessairement réalisable pour
(Ps) ; Pour cela, on utilise les méthodes par énumération ou recherche arborescente pour

arriver a une solution réalisable pour (P;).
En ce qui nous concerne, on s’inspire donc de la résolution du probleme d’affectation

généralisé¢ trait¢é par ROSS G.T & SOLAND R.M (1975) [51] et LEGENDRE J.P &
MINOUX M (1977) [45] pour la résolution du probleme (E T_E).
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C.2-1/PROBLEME D’AFFECTATION GENERALISE :

Une formulation mathématique en programme linéaire en nombres entiers est la

suivante :

EZ ¢, X;; = Z (min) (1)

ieljel
sachant que:

(LAG) i x;; = 1, pourtoutj el )
iel

Zrij X;; < by, pour touti el (3)
jel

T X;; eIO,lq pourieletjel 4)

La variable de décision X; j est définie comme suit :

% si I'agent 1 est affecté a la tache j
Xij =

sinon.

Données du probléme (LAG) :
e 1;; : la ressource requise par I’agent i pour satisfaire la tache j ;
e b; : c’est la valeur de la ressource disponible chez I’agent i, b; > 0.
e ¢;;j: colt pour les priorités (cf. ch.3, § 3.4-3)

Tous les coefficients ¢;j, i , et b; sont entiers pour i€l et jel.

Remarques :

(1) les cardinaux |1 et |J sont différents (i.e. n # m), ceci se traduit par ’affectation de
plusieurs enseignements a un seul enseignant en tenant compte de son volume horaire

hebdomadaire.

(2) 1ij: le nombre de rencontres entre I’enseignant m; et la classe ¢ (ou le volume horaire

hebdomadaire de la classe c; a satisfaire par I’enseignant my).

(3) b;i: c’est le volume horaire hebdomadaire de I’enseignant m fixé par la réglementation.

54



C.2-2/ RELAXATION LAGRANGIENNE :

C.2-2.1/ DONNEES :
On reprend la formulation du (§.4.1-2, CH.4), on étudie (Ps)

"S Y ¢ x;; = Z(Min) (1)

iel,jely

sachant que:

doax; =1 vjel, (2)
iel,

(Ps) DE q;;1;x; <d; Viel 3)
jelg

Xij EIO,lq pour iel etjel, 4)

I<p<La,1<5qp

avee ©

la matrice Q = (q;; ) réelle, appelée matrice de qualification ;

¢ = (cij ) colts ;

r=(rj) volume horaire hebdomadaire de I’unité d’enseignement (ou classe) c; .

d = ( d;) seconds membres appelés capacités ;

I=11.2, ... ,nCest patitionné en a sous-ensembles disjoints : = U [

B
J=11.2, ... ,m(est partitionné en B sous-ensembles disjoints : J= U I
i=1

On constate deux types de contraintes (2) et (3) de structures différentes.

C.2-2.2 /RELAXATION DES CONTRAINTES (3) :
La difficult¢ du probléme (Ps) est due essentiellement a la prise en compte des
contraintes (3). En effet, en omettant les contraintes (3), le probléeme (Ps) se décompose en 3

sous-problémes indépendants du type :
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Y ¢ x,; = Z (Min)

ieljel,

Sachant que :

(RPy) SZZ a;x; =1, p=12 ..«

ieljel,

q
T Xij elO,lq

=12, ...,

La solution est obtenue en recherchant I’indice jy tel que :

Cij, = Mijn Id jE et attribuant a la variable x;; la valeur 1, et toutes les autres variables
jely

Xij (J #Jo) sont nulles.

Remarque :

La solution obtenue est toujours entiere.
C.2-3 / DEFINITION DU PROGRAMME DUAL :

On associe a chaque contrainte i (1<1 < n) de (3) une variable duale 7; "multiplicateur"

de LAGRANGE, la fonction de Lagrange (Annexe 5) est définie par :

L(n) = nd - MaxI”AX - wx(

Propriété :
L(n)<Z*,VrnelR!.
En tout point 7, L(7) est un minorant de 1‘optimum Z* de (Ps) (Annexe 5).
Le probléeme dual de (Ps) est précisément de trouver le meilleur des minorants de ce

type, c’est-a-dire (voir Annexe 5) :

(OP) %{7[*) = Max L(7)

7 elRY

Remarque :

Avec les contraintes d’intégrité, on aura en général L(n*) < Z*.
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C.2-4 / PROBLEME SAC-A-DOS :

Le probléme de sac-a-dos en 0-1 est formulé comme suit :

i=1

~sous la contrainte:
(SD) P

Les nombres a; ,a, , ...,a, etb sont tous positifs ou nuls.
On dispose d’un volume total disponible b et n objets ayant les caractéristiques
suivantes :
Les coefficients a; et c¢; représentent respectivement le volume et 1’utilité¢ de
I’objeti(i=1,2,...,n).

Il s’agit donc de mettre le maximum d’objets dans le volume donné.

Le rapport — indique I’importance utilité-volume. On procédera au classement par
a

i

ordre décroissant de ces rapports : —_—>—=2>.,.2—"

Le choix d’un rapport — indique la sélection de la variable x; .
a.

1

La méthode de résolution heuristique est la suivante :

Initialisation : k =1
k-1
Siag < b- Z ax;
j=1
On pose xx = 1
Sinon k=k+1
Soit N et N deux ensembles de nombres entiers tels que {1,2,...,n}= Nuﬁ, alors

la solution obtenue (X; ,X2 , ..., X,) S écrit :
sijeN : . o
Xj = — et les objets choisis sont d’indices jeN.

0 sijeN
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C.2-5/ CONCLUSION :

Ces différentes techniques ameénent aux constatations suivantes :
e une application sans le soutien d’'un mod¢le rigoureux n’aboutit pas a grand chose, les
tentatives les mieux réussies prennent en compte les modélisations méme imparfaites du 1%

chapitre en y ajoutant d’autres idées ;

e ceci met en évidence que la résolution doit étre ouverte et non figée, le logiciel doit servir
de" brouillon inter-actif " [18].
e les améliorations concrétes se feront d’année en année en présentant des mémoires de fin

d’études, en ce qui concerne le contexte.

C.2-6 / INTELLIGENCE ARTIFICIELLE :

Ce sont des tentatives basées sur des expériences de concepteurs ou sur des
heuristiques. Les différents algorithmes développés jusqu’a présent ayant échoué, les
concepteurs se sont tournés vers des techniques récentes en voie d’expansion.

Des systémes experts sont apparus essayant de codifier I’expérience des concepteurs

d’emploi du temps.

C.2-6-1/ SYSTEMES EXPERTS :
Leur originalité se place dans le couplage d’une base de connaissance avec une base
de données, donc d’un systeme expert et d’un S.G.B.D, en gardant les propriétés de chacun.
L’approche par les S.I.A.D ( systeémes interactifs d’aide a la décision) fait intervenir le
décideur non seulement dans la définition du probléme mais aussi dans la construction de la
solution. C’est une alternance d’étapes de calcul et d’étapes de dialogue avec le décideur. La

résolution du probléme s’opere par la recherche heuristique et la simulation.
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CHAPITRE 3 : ENQUETE STATISTIQUE

3.1/ INTRODUCTION :
Cette partie constitue la partie originale de notre approche du probléme (ET). On
essaiera d’y clarifier la fonction-objectif par une enquéte statistique a 'USTHB qui permet,

en principe, d’améliorer la satisfaction des contraintes du type exprimées par les enseignants.

3.1-1/BUT DE L’ETUDE :

La description de I’ensemble ( ou « population ») d’enseignants (éléments) au moyen
d’un certain nombre de caractéristiques fournit des informations dans le but d’étudier les
caracteres pouvant satisfaire le maximum d’enseignants.

Pour les besoins de 1’étude, on définit :
a/ L’¢élément statistique : c’est I’enseignant (facultés et spécialités confondues),
b/ L’objectif : la satisfaction des enseignants en emploi du temps,
¢/ La fonction-objectif: il faudra minimiser les colts inhérents, avec
I’interprétation des caractéristiques ainsi déterminées en vue d’en tirer des

conclusions quant a la satisfaction générale des enseignants.

3.1-2 / DESCRIPTION DE LA POPULATION
L’ensemble des enseignants de 1’université est partitionné en facultés, puis en
départements voire en laboratoires.

Ce partitionnement se fait sur la base de la spécialité ou profil des enseignants (§A.2-3,CH.1).

3.2/ PREPARATION DE L’EXPERIENCE STATISTIQUE :

3.2-1/ CHOIX DE L’ECHANTILLON :
On choisit une collection limitée (ou échantillon) de la fagon suivante :
- On recueille les données, par distribution de quota de questionnaires par faculté.
- Alafaculté, la distribution se fait au hasard.
Pour d’éventuels précisions, on a demandé de spécifier le département et le grade

de chaque répondant.
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Conclusion :

- La procédure utilisée est la méthode des quotas. On se base sur la répartition de la

population par le caractére spécialité.( § A.2-3, CH.1,(i) enseignants).
- Pour le recueil des informations, on a utilis¢ comme support le questionnaire.
Ces données sont peu aisées a traiter puisque ce sondage s’intéresse a la satisfaction
des enseignants avec des environnements divers; de plus un certain nombre de

questions sont sans réponses ( voir annexe I).
3.2-2 / ECHANTILLONS STRATIFIES :

3.2-2-1/ INDIVIDU :

On ¢étudie I’avis des enseignants sur les diverses questions traitées dans ce
questionnaire.
On est donc amené a partitionner la population M (ensemble des enseignants de 1’université)
en un nombre fini de sous populations My ou f=1, 2,..., F (F désigne le nombre de filicres)

dans le soucis de tenir compte de la spécificité de ces populations dans le prélevement d’un

échantillon (§ 3.1.1).

3.2-2-2 / SONDAGE STRATIFIE :
Consiste a prélever indépendamment les uns des autres, des échantillons simples, dans
chacune des sous populations My ( f=1, 2,..., F). Ces derniers sont appelés des strates.

Ces strates forment 1’échantillon global.

3.2-2-3/ TAUX DE SONDAGE :
a/ Taux de sondage de la strate My, la quantité : t, = ng/ N
avec : n¢: taille du sous-échantillon,
Ng: taille de la sous-population.

b/ Taux de sondage global :
Soient N=>'N,, n=>n,,
f f

t=n/N estle taux de sondage global.
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On donne les résultats suivants, qui représentent les sous-populations (My) et les sous-

échantillons (Ef ) dans les facultés ou les enseignants ont bien voulu répondre au

questionnaire :
Sous-populations Tailles N¢
M, Génie mécanique 60
M, I.LT.S 60
M; Chimie 180
M, Informatique 60
M; Physique 180
Ms Mathématiques 180
TOTAL N 1080
Tableau 1
Sous-échantillons Tailles N¢
E; Génie mécanique 06
E, I.LT.S 08
E; Chimie 19
E4 Informatique 09
Es Physique 06
E¢ Mathématiques 21
TOTAL n 69
Tableau 2

Calcul des taux de sondage :

Le tableau 2 donne les résultats suivants :

t to t3 ta ts te
0,1 0,133 0,105 0,15 0,033 0,116

Les tableaux 1 et 2 donnent le taux de sondage global :

t=10,064
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Remarque :

La stratification n’est pas représentative (taux de sondage tr ne sont pas les mémes
dans toutes les sous populations) mais le tableau montre qu’en dehors de I’'Institut de

Physique les taux de sondages sont tous proches de 0,11.

3.2-3 /INTERPRETATION DES RESULTATS :

Le questionnaire est formé de huit (08) questions (de 1 a 8) et deux (02) questions ( 9
et 10) d’ordre général.

3.3/ QUESTIONNAIRE ET SON INTERPRETATION:

a/ La premieére question permet de nous renseigner sur I’importance du choix du
module. Pour I’application, en cas d’adoption, on utilisera les fiches de veeux distribuées en
fin d’années.

b/ La deuxiéme question nous renseigne sur la répartition des séances durant la
semaine. L’application se fait grace aux résultats de la question n° 8.

¢/ La troisiéme question se propose de refléter I’importance du choix du collegue, et
d’essayer de dégager un critére pour les combinaisons d’enseignants (voir annexe I).

d/ La quatriéme question nous informe sur I’avis des enseignants quant au régime de
vacances souhaitables (lorsque le systeme était semestriel).

e/ La cinquieme question, nous informe sur 1’éventuel réaffectation de 1’enseignant
pour un méme module.

f/ La sixiéme question, nous renseigne sur les critéres a adopter pour 1’affectation de
deux modules différents en rapport avec la spécialité¢ de I’enseignant (voir annexe n° )

g/ La septiéme question, nous renseigne sur le classement des unités pédagogiques.

h/ La huitiéme question, nous donnera la charge horaire maximum pour une journée
et le classement des séances de la semaine.

1/ La neuvieme question, nous donnera d’autres critéres et contraintes a la lumiere des

précédentes. Les critéres choisis sont ceux référant a une idée de préférence et interviennent

dans le probléme de décision.
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QUESTIONNAIRE :

1°/ Le choix du module vous semble :

- Trés important[_] - Important[_| - Peu important[ ] - Pas important du tout[ ]
2°/ La répartition des séances vous semble :

- Tres importantlzl - Important (1 - peu importantlzl - Pas important du toutl
3°/ Choisir votre collégue de travail, vous y étes :

- Favorable [ ] -Peufavorable [ |- Défavorable [ ] .

4°/ Trouvez-vous I’instauration d’un emploi du temps (horaire) semestriel :

- Trés intéressant L] - Intéressant L] - Peu intéressant[_] - Pas intéressant [_].

5°/ Enseigner un module dans des sections différentes :

- Vous arrange beaucoup ] - Vous arrange peu[ | - Ne vous arrange pas du tout [_] .
6°/ Enseigner des modules différents (au mois deux) :

- Vous arrange sans conditions [ ] - Vous arrange avec condition{ |

Lesquelles :.......ccoovvviiiniinnnns - Ne vous arrange pas du tout [_].

7°/ Pour les assistants et les maitres assistants (éventuellement les chargés de cours), voulez-
vous enseigner : - Uniquement des T.D 1 . Uniquement des T.P [ 1 - Indifférent. ]

8°/

8:009:30{9:40 11:10 | 11:20 12:50 [ 13:00 14:30 | 14:40 16:10 [16:20 17:50
Séance n° 1 2 3 4 5 6

a)Donner le nombre de s€éances maximum que vous jugez acceptable pour une journée :
[ ] (chiffre)

b) Indiquer, par ordre décroissant de préférence, les séances qui vous arrangent par le

numéro correspondant : 1) 2) 3) ; (rajouter s’il y a lieu) :..........

9°/ Dans le choix d’un emploi du temps, quelles sont les contraintes que vous cherchez :
a) a satisfaire (dans I’ordre décroissant).............ooeiiviiiiiiiiiiii i
b) a éviter (exemple : transport, restauration, ...) ..........ooeevrieiiiiiiieiieieiieiiaaen

109/ VOS SUZZESTIONS & .uuetntteite ettt ettt et et e et et e e e et e e e e e e eaeete e aneeenneenneeanes

N.B. : les questions de 1°) jusqu’a 7°) mettre une croix dans la case choisie.

63



CONCLUSION :

A partir de cette étude :
1/ On trouvera les criteres a accepter et a classer en faisant une étude de comparaison.
2/ On donnera leurs fréquences, comportement, ...

3/ On sélectionnera une fonction-objectif.

3.4/ ETUDE DE L’ECHANTILLON :

3.4-1/ INTRODUCTION :
On a recensé¢ les enseignants de I'universit¢ (ensemble) en relevant leur voeux
(caracteres).
Chaque nombre exprime le nombre de voix des enseignants, et chaque
série numérotée de 1 a 8 correspond aux questions numérotées de 1 a 8.
Chaque question est présentée sous forme de choix multiples ou critéres. Ces critéres
définissent les classes d’enseignants.

L’enquéte a donné les résultats suivants :

SERIES CLASSES

1" série 46 23 00 00
2°M série 35 33 01 00
3¢ série 63 04 02 --
4°7 série 10 22 18 16
57 série 19 26 21 -
6™ série 12 34 22 -
7 série 27 01 34 -
8" série

a/ Nombre maximum de séances par jour :

Deux séances 44
Trois séances 19
Plus de trois séances 03
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b/ Répartition des séances :

On donne les résultats sous forme d’un tableau a double entrée :

CLASSEMENT

SEANCES | 19¢ | 2fme | 3ome | géme | geme
1 23 07 03 03 01
2 42 23 01 00 00
3 03 27 16 03 00
4 01 09 22 03 00
5 00 01 18 03 00
6 00 00 01 01 00

Les 69 enseignants recensés se trouvent ainsi répartis, en fonction des critéres, en
classes. L importance de ces classes peut-étre caractérisée :
- soit par son effectif (dans un sondage, on doit classer les résultats selon
I’importance du nombre),

- soit par sa fréquence, qui est le rapport entre I’effectif total et celui de ladite classe.

On pourrait encore cumuler ces résultats, en totalisant 1’effectif d’une classe déterminée

avec ceux des classes antérieures (les cumuls nous permettent de résoudre les conflits).

3.4-2 / TRAITEMENT DES DONNEES :
On donnera les résultats sous forme de diagrammes en batons. Ces schémas feront

apparaitre une structure qui est la distribution du phénomeéne étudié.
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1/ Etude de la 1¥° série : le choix du module

—36 5. - LES CLASSES :
(1) Trés important
23 . (2) Important
66.66 .
% 3333 (3) Peu important
% 00. 00 . (4) Pas important du tout
(1) (2) 3) “4)

Effectifs/ Fréquences
Si I’on joint les sommets, on trace une ligne brisée nommée polygone des fréquences
qui schématise 1’allure de la distribution.
La classe (1) a obtenu 66.66%.

Le critere 1 « choix du module » est trés important avec une majorité absolue.

Conclusion : le critére 1 est retenu.

2/ Etude de la 2™ série : la répartition des séances

35 g
———2 33 LES CLASSES :
'..“A'-..
(1) Tres important
50.72 (2) Important
(4)1/7.82 01 @ (3) Peu important
. o
01.44 00 "¢ (4) Pasimportant du tout
(1) ) 3) “4)

Effectifs/ Fréquences

La classe 1 a obtenu 50.72%. Ce taux ne représente pas la majorité absolue qui est le rapport
entre 1’effectif total et la classe dont le taux est supérieur ou égal a la fréquence de 51.44, ce
n’est qu’une majorité simple.

La majorité simple est le plus grand rapport de I’effectif total a chacune des classes qui n’est

pas nécessairement supérieur a la fréquence de 51.44.
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69

68
Les résultats cumulés (effectifs ou
35 fréquences) donnent un diagramme
98 55 100% intégral.
50.72 7o
%
(1) (D+(2)

Effectifs cumulés/ Fréquences cumulées

En prenant les classes (1) et (2) cumulées, on obtient une majorité de 98.55%.

Le critére 2 « répartition des séances » est relativement important.

Conclusion : le critére 2 est retenu.

eme

3/ Etude de la 3™ série : choix du collegue

LES CLASSES :
(1) Favorable
91.13
o 04 g (2) Peu favorable
02" (3) Défavorable.
05.10
o) 02.89
(1) (2) 3)
Effectifs/ Fréquences 69
La classe 1 a obtenu 91.13%. 67
63
100%
91.13 7o
% (1]
(1) (H+@2)

Effectifs cumulés/ Fréquences cumulées.

67



Le critére 3 « choix du collégue » a regu ’avis favorable d’une majorité absolue.

Conclusion : le critére 3 est retenu (cf. Annexe I)

4/ Etude de la 4™ série : emploi du temps semestriel.

g LES CLASSES :
T . (1) Trés intéressent
16 % (2) Intéressent
| 31.88 .
10 o | o (3) Peu intéressent
2008 23.18 (4) Pas inté t
. as mteressen
14.49 7o %
0/.
(1) (2) 3) 4)

Effectifs/ Fréquences ®)

(*) Dans cette série, il y a trois blancs : le nombre de réponses est 66.

La classe 2 a obtenu 31.88% qui est une majorité simple. On trace le diagramme intégral :

66
50
95.65
32
%
72.46
10 %
46.37
14.49 %
0/
€)) (1) & (2)

Effectifs cumulés/ Fréquences cumulées.

Les classes (1) et (2) cumulées donnent un pourcentage de 46.37% qui est toujours une
majorité simple.
En scindant en deux groupes définis comme suit :

1/ le groupe formé des classes (1) et (2) cumulées,

2/ le groupe formé des classes (3) et (4) cumulées.
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Le groupe 1 (G1) est caractérisé par « peu intéressant et intéressant ».

Le groupe 2 (G2) est caractérisé par « peu intéressant et pas intéressant ».

On a le diagramme suivant :

34 34
32 32
49.27
A 51.51
46.37 48.48 %
% %
(GD) (G2) (G1) (G2)
Cas 1 : Ces taux sont calculés sur Cas 1 : Ces taux sont calculés sur
la base de 69 enseignants. la base de 66 enseignants.

Le nouveau résultat est de 49.27%; il reste toujours insuffisant.
En calculant les pourcentages sur les réponses effectives, c’est-a-dire 66, on obtient les
résultats suivants :

- le groupe 1 a obtenu 48.48%,

- le groupe 2 a obtenu 51.51%.

On fait un test d’hypothése pour une proportion :

On a prélevé un échantillon de 69 individus et on va faire un test d’hypothése pour une
proportion avec un seuil de probabilité o = 0.05.

p est la proportion d’individus de I’ensemble M des enseignants ayant le caractére ¢; du
groupe 1 « tres intéressant et intéressant ».

On prendra la moyenne comme estimateur du paramétre Qi .

On teste ’hypothése Ho: pn=po (o =51.44x 10?) contre I’hypothése

H;: p<pp , c’est-a-dire un test unilatéral.

i estestimé par [t = (32/69) = 46.37x107.
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La taille de I’échantillon N étant supérieure a 30 (N = 69), alors le théoréme central limite

donne : p suit la loi Normale de caractéristique,

u(l—u)j

u—n| L,
[ (H N

On teste I’hypothese Hy contre I’hypothése H;. Dans ces conditions :

H%n(l’t05 N

Le caractere c; dans ce cas, suit une loi Binomiale: ¢; > B (N, n)
E(ci))=N.pu =69,

V(e)=N.p(I-p)=69u (1-n),

E)=n,

V() = (n(1-p)/69) .

La régle de décision du test est :

uo(l_uo)

- Accepter I’hypothése Hy si |H - },t0| <z,, P

; Z,_,quantile.

- Rejeter ’hypothése Hy dans le cas contraire.

Application numérique :

Avec les données de 1’enquéte :

- n=66.37x107,

1o =51.44x107,
- a=0.05,
- Zig= 1.646.
On teste au niveau de probabilit¢ a = 0.05, I’hypothese :
Ho: p=po (no=51.44x107)
contre I’hypothese :

H; :p<po.

= (1.646)(0.60) = 0.099,

1—
Comme ‘E—uo‘ =0.0507<z, _, %

la conclusion du test est donc 1’acceptation de I’hypothése Hy.
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Conclusion : le critére 4 est retenu avec la mention "intéressant".

éme

5/ Etude de la 5™ série : enseigner le méme module dans des sections différentes.

o g LES CLASSES :
21 AAAAAAAA @ (1) Arrange beaucoup
19 o (2) Arrange peu
(3) N’arrange pas du tout
37.68

27.53 7 o
%

(1) (2) (3)

Effectifs/ Fréquences ®)

(*) Dans cette série, il y a trois blancs : le nombre de réponses est 66.

Dans cette série, il n’y a pas de majorité absolue. La classe (2) intermédiaire, nous
I’associerons aux classes (1) et (2), ce qui donnera deux groupes, définis comme suit :

1/ le groupe 1 formé des classes (1) et (2),

2/ le groupe 2 formé des classes (2) et (3).

26 A 26
47 Gl : le groupe 1
45 G2 : le groupe 2
51.08
48.91 o
%
v
Gl G2

Ces fréquences sont calculées sur la base du nombre 92 : [(19+26) + (21+26) = 92].
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Le groupe 2 (G2) est majoritaire, ce groupe est caractérisé par « arrange peu et n’arrange pas
du tout ».

On fait le test d”hypothése suivant :

Soit p la proportion d’éléments de P ayant le caractere C, du groupe 2.

On prendra la moyenne comme estimation du parameétre [ .

On teste ’hypothése Ho: p=po (o =51.44x 10?) contre I’hypothése
Hi:p>po.

i estestimé par [t = (47/92) =51.08x107.

La regle de décision du test est :

1-—
- Accepter I’hypothése Hy si |H'Ho| <z, M ’

92

- Rejeter I’hypothese Hp dans le cas contraire.

Application numérique :

Avec les données de I’enquéte :
- n=51.08x107,
- po=51.44x107,
On teste au niveau de probabilité¢ a = 0.05, ’hypothése :
Ho: p=po (pno=51.44x107)
contre 1’hypothése :

H;:p> po.

= (1.646)(0.521) = 0.0858.

1—
Comme ‘H-uo‘ =3.6x10"° <z, %2“0)

la conclusion du test est donc 1’acceptation de I’hypothése Ho.

Conclusion : le critére 5 est retenu avec la mention "arrange".
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6/ Etude de la 6™ série : enseigner des modules différents.

_34_,. ............................
2 g (1) Arrange sans conditions
A (2) Arrange avec conditions
12 (3) N’arrange pas du tout
49.27
o, 31.85
17.39 %
%
(1) 2) 3)

Effectifs / fréquences (*)
(*) Dans cette série, il y a un blanc : le nombre de réponses est 68.

Il y a seulement une majorité simple.

En faisant les calculs sur la base des 68 réponses effectives, on obtient les résultats suivants :

34
22
12
50%
3235

17.64 o
%

(1) 2) €)

La classe (2) a obtenu une majorité de 50% . Ce taux n’est qu’une majorité simple.

On passe donc, au test d’hypothese.

On teste 'hypothése Hy: p=po (no=51.44x 10?) contre I’hypothése
Hi:p>po.

i est estimé par [t = (34/69) = 49.27x107.
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La régle de décision du test est :

Ho(l_uo)
69

5

- Accepter I’hypothése Hy si |ﬁ - },t0| <Z.,

- Rejeter ’hypothése Hy dans le cas contraire.

Application numérique :

Avec les données de 1I’enquéte :
- n=4927x107,
- Ho=151.44x107,
On teste au niveau de probabilité o = 0.05, I’hypothése :
Ho: p=po (o= 51.44x107 )
contre ’hypothese :

Hp:p>po.

Mo(l_uo)
69

Comme [{t-p,|=0.0217<7z,_, = (1.646)(0.602) = 0.0991.

la conclusion du test est donc 1’acceptation de I’hypothése Hy.

Conclusion : le critere 6 est retenu avec conditions (cf. Annexe II pour les conditions

énoncées)

7/ Etude de la 7°™ série : choix des unités pédagogiques.

@
2] e (1) Enseigner uniquement des TD
(2) Enseigner uniquement des TP
) (3) Indifférent.
39.13 ?/?'27
% o1
01.44
(1) (2) 3)

Effectifs/ Fréquences ®)

(*) Dans cette série, il y a sept blancs. Le nombre de réponses est 62.
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Il n’y a qu’une majorité simple. On fera les calculs sur la base des 62 réponses effectives :

34
27 (1) Enseigner uniquement des TD
(2) Enseigner uniquement des TP
(3) Indifférent.
43.54 5/21'83
% 01
01.61
(1) 2) 3)

La classe (3) a obtenu une majorité absolue.

On fait un test d’hypothése.

On teste ’hypothése Ho: p=po (o =51.44x 10?) contre I’hypothése
Hi:p>po.

1 est estimé par [t = (34/69) = 49.27x107.

La régle de décision du test est :

uo(l_uo)

- Accepter I’hypothése Hy si |H - p0| <z,, P

5

- Rejeter I’hypothese Hp dans le cas contraire.
La conclusion de ce test est identique au précédent (série 6/).

Conclusion : le critére 7 est retenu avec la mention « indifférent ».

8/ Etude de la 8™ séric : nombre de séances maximum par journée et classement des

séances par ordre de préférence.

a/ Nombre de séances maximum par journée :

4o
(1) Pour deux séances
(2) Pour trois séances

19 " (3) Supérieur a trois séances.
63.76 03 ................
0,
27.53 04.34
(1) ) (3) Effectifs / Fréquences

(*) Dans cette série, il y a trois blancs. Le nombre de réponses est 66.
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La classe (1) a obtenu une majorité absolue.

Le critére 8.a/, « nombre de séances maximum par journée », a obtenu une majorité¢ absolue

pour deux séances.

Conclusion : le critére 8.a/ est retenu pour deux séances par journée.

b/ Classement des séances par ordre de préférence :

Les résultats sont donnés sous forme d’un tableau a double entrée, ou chaque nombre

représente le nombre de réponses :

CLASSEMENT
Séances | 1°° 20me | 3tme | geme | seme
1 23* 07* 03 03 01
2 42% 23* 01 00 00
3 03 27* 16* 03 00
4 01 09* 22% 03 00
5 00 01 18* 03 00
6 00 00 01 01 00

En classant ces nombres par ordre décroissant, on obtient les résultats suivants :

NUMERO NOMBRE
DE C DE
SEANCE LASSEM | REPONSES
ENT
2 Premiere 42
3 Deuxieme 27
1 Premicre 23
2 Deuxieme 23
4 Troisieme 22
5 Troisieéme 18
3 Troisieéme 16
4 Deuxieme 09
1 Deuxiéme 07
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42

S.2
10
60.87
% 27
S3 23 23
2° S.1 S2 22
39.13 ° °
) . 2 S.4 1R
) 2
o 3° S.5
3 . ; 16
33.33 4 3
o 31.88 4° S. 09
0 & > e s | o
26.08 3° 1] 4
% ~n S.
1 2 3 X 4 5 X X X
Effectifs / Fréquences

- Les séances et leur classement -

Le classement des séances se fait comme suit :
1/ La séance 2 est classée « premiere » avec 60.87%.
Dans tout baton indiquant « séance 2 », cette dernicre est éliminée, et aussi, dans tout baton
ayant mention « 1° » est augmenté d’une unité.
2/ La séance 3 est classée « deuxieme »avec 39.13%.
On utilise la méme méthode qu’en 1/, pour les batons ayant les caractéristiques « séance3 » et
«2°w.
3/ Laséance 1 est classée « troisiéme » avec 33.33%.
4/ La séance 4 est classée « quatrieme » avec 31.88%.
5/ Laséance 5 est classée « cinquieme » avec 26.08%.

La méthode s’arréte avec ce dernier résultat.
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3.4-3/ INTERPRETATION DES COUTS :

1/ Les colts associés aux enseignants :

Pour le choix des collégues, on mettra les résultats sous forme d’une matrice E symétrique.
Soit E = ( ej ) une matrice carrée, symétrique d’ordre n ( le cardinal de I’ensemble des
enseignants).
ey est défini par :

. {1 siles enseignants m; et m, sont disponibles simultanément

i

0 sinon

Sur la diagonale principale, le cott est infini.

2/ Les colts associés aux affectations des enseignants aux périodes :
Pour le choix des séances, on mettra les résultats sous forme d’une matrice A d’éléments aj.
définis par :
. {1 sil'enseignant m. est indisponible a enseigner en période k
ik —

0 sinon

3/ Les cotts associés aux affectations des enseignements aux périodes :

Les résultats sont mis sous forme d’une matrice B définie par :

1 si I'enseignement c; est indisponiblea la périodek

ik .
! 0 sinon

4/ Les colts associés aux choix des modules :

Pour le choix du module, nous avons classé ces résultats dans une matrice W définie par :
r le numéro de classement du choix de I'enseignant m; au modulec;

M (M =10? par exemple) ailleurs.

5/ Les poids associés aux séances :
Les séances de la semaine forment une 6x6-matrice F a raison de 6 périodes par jour pour

une semaine de 6 jours.
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D’apres les conclusions du (§3.2-3 ; 8/), les poids sont définis comme suit :

CLASSEMENT

JOURS 3 1 2 4 5
1 4 2 3 5 6
2 5 3 4 6 7
3 6 4 5 7 8
4 7 5 6 8 9
5 8 6 7 9 10
6 9 7 8 10 11

F=(f), ouf, estdéfini par:
f, = + p, désignant le poids de la séance de la séance repérée par le jour j et le

numéro de période de p.

6/ Matrice de qualification :
On définit une matrice Q = ( q; ) définie par :
1 si I'enseignant m, peut enseigner 1'unité ¢,
15 = {O sinon
Q se présente comme une matrice de disponibilité des enseignants a priori.
La ressource rj de I’unité c;, possede la particularité suivante :

rj = 1; = C; : volume horaire hebdomadaire de I’unité c;.

3.4-4/ FORMULATION DE LA FONCTION-OBJECTIF :

On mettra le probléme, par exemple, sous forme, d’un probléme de minimisation :
Min.Z = z z CyX;
i

cij est le colt de I’affectation de I’enseignant m; a I’enseignement c;.
Pour estimer cj;, on doit procéder par étape :

Premiére étape :

Définir I’ensemble IE des équipes pédagogiques :

IE=IE; UIE, U...IE, .
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Deuxiéme étape :

Définir D’ensemble IF des enseignements ordonnés par les préférences des
enseignants :

IF = IF, U IF, U...IF, .

Le probleme d’affectation des enseignements aux locaux étant résolu.

Dans I’étape suivante, on s’intéressera aux périodes (un local est défini par une période).
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CHAPITRE 4 : CONCLUSIONS DE L’ENQUETE STATISTIQUE SUR LA
MODELISATION DU PROBLEME D’EMPLOI DU TEMPS.

4.1 / FORMULATION DU PROBLEME (ET-E) :

Le programme linéaire en nombres entiers (E T / PLE) (CH.2) sera subdivisé en

plusieurs phases :
¢ premicre phase : affectation des enseignants aux cours ;
¢ deuxiéme phase : affectation des enseignants aux travaux dirigés ;

¢ troisieme phase : affectation des enseignants aux travaux pratiques ;

4.1-1 / REMARQUE :
Les cardinaux | 1| et | J| sont différents (I={1,2,...n}et)J={1,2,...m} n#m

L’ensemble I = {1, 2, ...n} est partitionné en a sous-ensembles disjoints :
I=TLuhu...Ul,= UIp , et ’ensemble J : (cf. § A.2-3, CH.1)
p=1

B
J=Jhvhu .. .Ulg= U J, est partitionné en 3 sous-ensembles disjoints.
q=1

Dans la partie suivante, on s’intéressera au probleme (E T-E).

4.1-2 / FORMULATION :

NS ¢, x,, = Z(Min) (1)

ie,jel,

sachant que:

Z qi;x;; = 1 ‘v’jeJq (2)
iel,

(Ps) DE q;1;x; <d; Viel 3)
jely

X eIO,lq pour iel etjel, 4)

I<p<a,1<q<p
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4.1-3 / DONNEES :

¢ La variable de décision x ;; est définie par :

i
ij

%si I'enseignant m, est affecté¢ a lunité ¢
X =

sinon.

¢ Q= Gij l..: matrice de qualification (cf. § A.3-3, ch.1).
jel

¢ Les ressources d; et 1j: 1r; correspond au volume horaire hebdomadaire de 1’unité c;
et d; correspond au nombre d’unité d’enseignement de I’enseignant m; (volume horaire
hebdomadaire de I’enseignant my).

Les programmes (Ps) , s = 1, 2, 3 correspondent aux différentes phases.

Remarques :

1) L’unité pédagogique ou classe c; représente un cours (section), un T.D (groupe) ou bien
un T.P (groupe ou 'z groupe).
2) D’autres contraintes secondaires du type :
Xij T Xik <1,

Xij < Xik, Viely, V] k e Jqpeuvent étre considérées.

4.2 / PROBLEME OPTIMAL (E T,C):
On définit les coflits ¢; j (1 € I, et j € J5 ) de valeurs entiéres attachées aux
rencontres possibles enseignant-enseignement et considérer le probléme de trouver une
solution au probléme (ET) laquelle minimisant la valeur affectée a elle.
Ce probléme est le probleme d’emploi du temps optimal (E T, C).
C’est un probléme de programmation linéaire en nombres entiers bivalent.
11 s’agit dans notre cas, de maximiser la satisfaction des enseignants :

1) Sicij=0pour (i €l,et] e Jy)alors, ceci revient a I’étude de la faisabilité du probléme

(ET) (CH.2).
2) Si les cij sont non tous nuls : Soit Z* la satisfaction idéale des enseignants, et
7= (Min)Z ; Le probléme est de minimiser Z* - Z.
On définit une transposition 7 : v, I,
i —» 1(i)

Soit Z, = (Min) Z, suivant la transposition T , on cherchera a calculer : Min (Z* - ZT).
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COMMENTAIRE :

Il est impossible d’évaluer par une seule fonction-objectif la satisfaction générale. On

définit donc plusieurs fonctions-objectif qu’on ne peut améliorer. Puis, on cherche une

solution Z* qui minimise le plus grand écart entre les valeurs Z, et les valeurs "idéales" Z.:

in IT

chant que :
n>2Z -2,

C’est dans I’application que la solution fournit par le programme linéaire ci-dessus

sera jugée satisfaisante ou pas.

4.3 / APPROCHE (HEURISTIQUE) :

On propose une affectation verticale pour I’emploi du temps, i.e choisir un créneau
horaire et affecter les unités pédagogiques en parcourant les journées.

Pour une visualisation globale, on propose une approche tridimensionnelle, tenant
compte :

1) veeux des enseignants en privilégiant les séances souhaitées ;

2) par journée, les étudiants sont équidistribués sur la semaine ;

3) Dans le plan (Toh), les effectifs marginaux par rapport aux créneaux nous

fourniront les polygones constatés dans I’étude (question 8, du questionnaire).
4) Dans le plan (Toj), les effectifs marginaux par rapport aux journées, doivent

fournir une ligne brisée de tendance monotone.
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4.4 / PROGRAMMATION :

4.4-1 / PRELIMINAIRE :
On définit la matrice D des incompatibilités (conflits) de la maniére suivante :

e Hiérarchisation des unités par matieres, par spécialité (d’une fagon homogeéne).

COURS T.D T.P

UiU, ... Up| Ups1Upssp ... Uq Uq+1Uq+2 .U

COURS

T.D

T.P

H; désigne les périodes du cours ou T.D ou T.P de ’unité u; .

Soit la matrice D = (4jk)mxm) » d jk désigne le couple (uj,ux) définie par :
q siH; "H, # &
M0 siH,nH, = @

4.4-2 / COLORATION DES SOMMETS :

Soient G un graphe sans boucles et x (G) son nombre chromatique.

La détermination du nombre chromatique y (G), ainsi que I’obtention d’une coloration
minimale des sommets de G est un probleme difficile. Il est préférable, en pratique, de

recourir a des heuristiques, qui ménent a une coloration des sommets non nécessairement

minimale. L’algorithme de WELSH et POWELL [58] en est un exemple.
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Cet algorithme est décrit a partir d’une matrice d’incidence A ; on note ¢k la couleur

du sommet x; .

ORGANIGRAMME

Ranger les sommets de G par ordre de
degrés décroissants,

A la matrice dA’adiacence dn oranhe

A 4

Attribuer la couleur ¢x au
premier sommet non encore

nnlavrd Aanc R ainaoi Ana Ta
- v

B = ensemble des sommets
(lignes) non encore colorées

avant n 7érn danc lec calannec

non

K=k+1 non Tous les oui STOP. On a obtenu
Changer |« Sommets sont P unc

A~

colorés
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4.4-3 / DEFINITIONS :

On définit le vecteur veeux (choix) de I’enseignant my; :

. i si l'unité u; est choisie par I'enseignant m,
avec x| défini par : x| =

! sinon.

-~cccccc —

Le produit DV; = (V;), Vj. désigne le nombre d’incompatibilité de 1’unité u; avec toutes les
unités" choisies" (i.e x} =1 dans V;).
Remarque :

Vu la taille des matrices et vecteurs définis, D et V; peuvent étre définis comme

matrices blocs.

4.4-4 / Algorithme choix — permutes :
Etant donnée la matrice des incompatibilités (ou conflits) D =(d, 4) p,q €],
q %si I'unité u est incompatible avec I'unité u,
pq

sinon.

D matrice symétrique, booléenne et carrée.

A partir de la matrice D, on définit la matrice P , P = (p; ¢) j q ¢ I, de la maniere

suivante :
sid. = Oetr=j
Pjq= . :
ailleurs
Exemple :
1 0 o 1l 3 4 0 ol
01 00 4 5 0 0w
.
D = 1 01 0d, P = 5 0 0 Oy
01 01 0 0 0 o
0 01 O 0 0O OP
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On définit ’ensemble de vecteurs choix :

vk = {v,!‘ vEerM eIp},k=1,2, ... .6 (choix & k modules).

A

1

V,,telque > x| = k.

jel,
Recherche du vecteur choix avec maximum de composantes, non nulles,

réalisables.

Le premier vecteur v , est le vecteur avec m-composantes non nulles.

On calcule DV , (V;) les composantes de ce vecteur donnant le nombre
d’incompatibilités.
On calcule le nombre de zéro obtenu n, :
On faitle testn > n, :

Vrai, alors chercher Mjax NBE = VEO .

6] 0§

vy i, (e, vecteur de la base canonique de IR").

(1) calculer pvR¢
Calculer le nombre de zéro obtenu n, :
faire le testn > n, :

Faux, terminer aller en (2) ;
Vrai, alors chercher I\J/\Ilajl())ﬁn jS: Vi
vy
siMax NS N, v
J

Calculer Mkax{vgbg} =V

i Q
s Vies alors

1

V- B e, ,alleren(1).

(2) V=

Soit P = (pj) le vecteur défini par :

P;=1pourx; = 1.
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Exemple :

P=(1,, I, 1),
PourI=1,n

111,15 faire les combinaisons d’ordre supérieur a 2.
I<ly, 1Lkl // // // // /]
=1, Ibly // // // // //
I<l,, incrémenter.

I=h, Llz 7/ // // // //
Avec cet algorithme, on définit V* automatiquement.

Algorithme choix a k modules :

Sik=1 faire
Tant que j;=1 an
Si v(j1,1)=0 alors aller (1)

() ji=intl
fsi
Tant que i=1 a n+1-k
Si k>1(i) alors aller (2)
11:1
Tant que [,=2 a 1(I)-2
Tant que I;=I+1 a I(I)-1
Tant que L,=I5+1 a I(I)
Imprimer v(1,1),v(i,1),v(i,13),v(i,14)
L=14+1
I=I5+1
L=I+1
(1) 1=1+1
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Organigramme

Algorithme des veeux

K=0,1=

\We=\Vo — V)

DV =

D=D sauf pour les lignes

1/ ‘
Vfl)Zl

D.1=un avec uy, = (1,1,

Algorithme des veeux

Tantquei=1an

P=0

j=j+l

1=1+1

Tantquej=1am
Si v} >0 alors p=p+l, po(p) =]

tantquei;=1ap

si T > 0 alors i; =n (¥)

T=0

Tantquel=1ap
Ji=po(1)
T=T+d,;

11 =1;+1
si T =0 faire
tantquel=1ap
1 =po(1)
tantquej=1am
d; ;=1
j=j+l
1=1+1

k=k+1,Co(i)=0

i=itl
(*) Les veeux sont rejetés.
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L’algorithme précédent donne une réponse au choix de I’enseignant (i.e: choix

compatible ou incompatible).

Exemple :

101 0 1l

01 10 O

-

b - 1 01 0 O
1100 1I-

| &

0000 1

00110F

Il a choisi les modules 1, 3, 5.

L’enseignant m; , son choix V2 est ¢gal au vecteur % I1 a choisi les modules 2, 4, 6.

On peut vérifier ici que pour V*, les modules 2 et 4 sont incompatibles.

. . 1 r
L’enseignant m, , son choix V' est égal au vecteur

Conclusion :

V! est un bon choix, V? est un mauvais choix.
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CONCLUSION

Dans la partie de structuration des données pour classifier les critéres en vue de faire
un choix, on remarque la dominance des données "subjectives ”, ce qui rend 1’élaboration des
emplois du temps difficile et donne I’impression d’étre imprécis (CH.3, Annexe 1).

Par conséquent, le mod¢le a été choisi dans le souci de faciliter les discussions, et que

tout formalisme (en termes d’optimisation) ne fera qu’obscurcir la situation.

Il est intéressant d’élaborer des emplois du temps et de comparer d’'une année sur
I’autre les choix arrétés. Ensuite, au lieu de classer les emplois du temps eux-mémes, il est
préférable d’ordonner I’ensemble des évaluations selon des critéres caractérisant une

alternative.

L’approche algorithmique est privilégiée dans le souci de développer la solution avec
I’outil informatique au détriment de la recherche d’un modele hypothétique.
La stratégie de résolution a été exposée au Chapitrel, partie B :
e Partiel : probleme (ET L)
affectation des enseignements aux locaux, qui aboutira a un emploi du temps des
étudiants ;
e Partie2 : probléme (E T_E)
affectation des enseignants aux enseignements, qui aboutira a un emploi du temps des
enseignants
A la fin, la résolution du probléme global (E T) passe par la fusion des deux emplois

du temps précédents.
Il est important de signaler qu’en ce qui concerne la programmation (sur machine), le

département de Recherche Opérationnelle a soumis des sujets pour mémoire (PFE) aux

ingénieurs relevant dudit département.
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ANNEXE | I

Cette partie correspond a la question 3, Q.3, critére du "choix du collegue".
Parmi toutes les réponses recueillies et vu la disparité de ces réponses, on essaiera de
les rassembler dans des catégories avec un critere de ressemblance.
A cet égard, on retient deux catégories :
1) on peut rassembler dans une premicre catégorie les critéres suivants :
¢ cexpérience ;
¢ choisir un collegue dans le méme département (surtout quand on est sur le méme axe
de recherche ou méme spécialité).
2) Dans la deuxieéme catégorie, les critéres sont les suivants :
¢ sérieux dans le travail ;
¢ compétence, entente, enseignement homogene (méthode de travail), compatibilité
(d’humeur).

¢ relations humaines, affinité professionnelle.

Les résultats recueillis :

Graphe en batons :

37
7 catégorie 1 : C; critéres"objectifs"
catégorie 2 : C; critéres"subjectifs"
84,09%
15,90%
C C

Effectifs / Fréquences*
(*) Les calculs sont faits sur les résultats obtenus effectivement :
44 réponses (il y a 25 blancs).
Conclusion :
Le critére du choix du collégue se fait suivant les voeux des enseignants et une

procédure automatique définitive est impossible.
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Toutefois, on suggere la méthode suivante :
Suivant la matrice définie au § 3.4-3, CH.3 (colits associés aux enseignants E = (e 1)), on
introduit une matrice E*, type dynamique, qui dépendra du temps, a chaque élaboration de

I’emploi du temps, autrement dit & chaque rentrée scolaire.

Les ¢léments de la matrice E* sont définis par :

. % si I'enseignant m; choisi I'enseignant m,
et =

sinon.

Remarque :
Cette matrice E* n’est pas symétrique comme au § 3.4-3,CH.3 car constatant la

conclusion du2) / Annexe I, un enseignant i choisissant un enseignant I n’implique pas

nécessairement la réciproque (Figure 1).

/ i | \ / i ..llllzl;\

E*= [ 1 E*=1 1111
1 0 .
\ : \ | /
1, 1
I 1
I3 1
Figure 1
Figure 2

On sait que dans un enseignement, il y a toujours un groupe d’enseignants qui forme
I’encadrement ou 1’équipe pédagogique dont un enseignant est responsable. Soit m*;
1’élément principal, pour résoudre ce conflit, nous calculons le sous-ensemble d’enseignants
correspondant formé par I’intersection des vecteurs ligne i et colonne i ; La figure 2 donne par
exemple le sous-ensemble. En termes de théorie de graphe, E* apparait comme matrice

d’incidence sommet-sommet.
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On définit le graphe par : G = (V, E), G graphe biparti tel que :
V = E*UE* et ¢; ;eE, arc reliant les sommets v; et v; si I’enseignant m; choisit

I’enseignant m; .

Figure 3

On détermine les cocycles m{i} correspondant aux deux composantes connexes du
graphe biparti. L’intersection des deux cocycles forme un sous-ensemble d’arcs dont les

sommets forment le groupe d’enseignants (figure 3).

Remarque :
Le cocycle est déterminé par un singleton représentant 1’enseignant principal m*; .

Conclusion :
Les cardinaux des équipes pédagogiques doivent étre supérieurs ou €gaux au nombre
d’unités pédagogiques correspondant, sinon, ces équipes forment un probléme résiduel (cas de

déficit d’enseignants par exemple).

Autre probléme : I’enseignant principal m;*, peut-étre associé¢ a plusieurs équipes
od i D la col i ¢ 1 ' i choisi i

pédagogiques. Dans ce cas la colonne i représente tous les enseignants qui choisissent my
dans un ordre quelconque. Il faut donc, classer ces enseignants par groupes homogenes (qui
enseignent le méme enseignement, i.e. homogénéité en tiche).

L’équipe pédagogique, c’est I’ensemble des enseignants qui assurent le méme
enseignement :

o .
M —|mi,1eIa(,

P = | m, , l €I, / I'enseignant m, choisit I'enseignant m, C
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ANNEXE | I

Cette partie correspond a la question Q.6, "conditions pour enseigner au moins

deux modules différents".

Apres étude de toute les réponses, on retient deux catégories :

Catégorie 1 : relation enseignant-enseignement.

(préférence tronc commun exclu).

¢ Relation des modules avec la spécialité de 1’enseignant.

¢ Maitriser parfaitement au moins 1’'un des deux modules (exemple: I’avoir au moins
enseigner une (01) fois) et étre avisé pour I’autre module.

¢ Que I’un soit la suite de 1’autre (pré-requis).

¢ Emploi du temps adéquat.

Catégorie 2 : D’autres caractéristiques.

¢ Méme journée.

¢ _Un module de tronc commun et un module de spécialité.
¢ Ne pas excéder deux modules différents.

¢ Nombre d’étudiants réduit.

¢ Seulement T.D ou T.P et non le cours.
Le nombre de réponses :

Catégorie 1 : 26
Catégorie 2 : 07.
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ANNEXE| TI1

Cette partie correspond aux contraintes a satisfaire ou a éviter (question Q9).

3.1/ A satisfaire :

Catégorie 1 : répartition des séances.

(a) & Regrouper au maximum les séances d’une journée (respecter les séances telles que
souhaitées dans Q8, b/).
¢ Regrouper ces séances dans un nombre minimum de jours (afin de se consacrer le reste
de la semaine a la recherche, temps de préparation suffisant).
Exemple : deux séances par jour, enseigner les trois premiers jours de la semaine ou un jour
sur deux.

¢ Répartition peut se faire par demi-journée.
(b) Assurer les enseignements le matin de préférence.
(c) & Réserver des demi-journées pour les s€éminaires.
¢ Une journée libre (enfants scolarisés, jeudi (week-end pour les enseignants habitant

loin).

Catégorie 2 :

¢ Faire les T.D dans la méme salle ou des salles différentes dans le méme bloc.

¢ Concorder les départs et les arrivées du transport avec les débuts et fins de séances.

Nombre de réponses :

Catégorie 1 : 56
Catégorie 2 : 07.
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56 (88.88%)
25 Catégorie 1 : répartition des séances.

(a) regroupement des séances.

17 (b) enseigner le matin.

(c) réserver des demi-journées.

14

07 (11.11%)

Catégorie 2 : choix des salles

et transport.

11.11%
(a) b  (©

Catégorie 1 Catégorie 2

3.2/ A éviter :

Catégorie 1 : contraintes sur le temps.

¢ Les séances tardives et matinales (& cause du transport, enfants scolarisés, recherche,

minimiser les absences, assimilation).
¢ Condensation des horaires des enseignements (trois séances d’affilées).

¢ Les séances du milieu de journée (somnolence, cantine).
Catégorie 2 : la dispersion des sé€ances.

¢ Avoir les creux dans la journée (exemple : matin 08 :00, aprés-midi 13 :00) ou avoir des

séances les samedi-dimanche et les autres séances le jeudi.
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ANNEXE| IV

SUGGESTIONS :

¢ mixage entre I’emploi du temps des enseignants et des étudiants.

¢ respecter les veeux des enseignants, établir des priorités.

¢ seules les contraintes pédagogiques sont a prendre en compte pour 1’¢laboration des
emplois du temps.

¢ adapter les vacances universitaires avec les congés scolaires.

I1'y a seulement 13 réponses.
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ANNEXE |V [ : COMPLEMENTS SUR LES MODELISATIONS MATHEMATIQUES.

I | PROBLEMES D’AFFECTATION : [51]

Soient deux ensembles donnés, un ensemble d’agents et un ensemble de taches tels
que chaque agent exécute une ou plusieurs taches. Dans les problémes d’affectations et ses
différentes variantes, on se propose de trouver un ensemble de couples optimaux d’agents et
de taches.

On peut distinguer deux cas :

1.1 / Probléme d’affectation classique :

Dans ce cas, chaque tache est affectée a un seul agent, et chaque agent est assigné a une
seule tache. A chaque couple, on y attache un coft.
Une formulation mathématique du probléme en un programme linéaire en nombres
entiers est la suivante :

EZ Ci; X;; = Z(min)

ieljel

sachant que:

(LAC) i x, <1
Z X;; < 1
jel

]- X eIO,lq)ourieIetjeJ.

Données du probleme (LAC) :

¢ [={1,2, ..., n} ensemble des agents (exemple : enseignants) ;

¢ J={1,2, ..., m} ensemble des taches (exemple : enseignements) ;
Remarque : pour ce cas, on a nécessairement [I| = |J] (i.e. n =m) ;

¢ c;; est le colit d’affectation de ’agent i a la tache j.

¢ L’interprétation de la variable de décision x;; est :

si 1'agent i est affecté a la tiche j
X. =
h sinon.

1.2 / Probléme d’affectation généralisé :

Dans ce cas, on se propose d’affecter plusieurs taches a un seul agent en tenant compte

des ressources disponibles chez 1’agent.

100



Une formulation mathématique en programme linéaire en nombres entiers est la

suivante :

EZ Cii Xy = Z (min) (1

ieljel

sachant que:

LAG) & x, = 1. pourtoutjel ()
iel

Zrij X;; < b;, pourtoutiel  (3)
jel

|| eIO,lq pourieletjel (4)

Données du probléme (LAG) :

¢ 1;; : la ressource requise par ’agent 1 pour satisfaire la tache j ;
¢ b; : c’est la valeur de la ressource disponible chez 1’agent 1, b; > 0.

Tous les coefficients ¢;ij, 1ij , et b; sont entiers pour il et jel.
Remarques :

(4) les cardinaux |1 et |Jlsont différents (i.e. n # m), ceci se traduit par 1’affectation de
plusieurs enseignements a un seul enseignant en tenant compte de son volume horaire
hebdomadaire.

(5) 1ij: le nombre de rencontres entre I’enseignant m; et la classe ¢ (ou le volume horaire
hebdomadaire de la classe c; a satisfaire par I’enseignant my).

(6) bi: c’est le volume horaire hebdomadaire de I’enseignant m; fixé par la réglementation.

1.3 / Méthode de résolution :

En omettant les contraintes (3), on obtient [ sous-problémes indépendants (R/LAG) si
J=1J10JU ...UJg, un partitionnement de J en f3 parties.

La résolution du probléme (R/LAG) donne une solution qui n’est pas nécessairement

réalisable pour le probleme (LAG) ; Pour cela, on utilise les méthodes par énumération ou

recherche arborescente pour arriver a une solution réalisable pour le probléme (LAG).
La résolution du probléme d’affectation généralisé est traité par ROSS & SOLAND

(1975) [51] et LEGENDRE & MINOUX(1977) [45].

Un résumé est présenté aux parties II et I1I.
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11 |LES METHODES S.E.P (BRANCH and BOUND) :

La résolution du probléme (LAG) par I’algorithme Branch and Bound :  les sommets
de I’arborescence correspondent a des sous-ensembles de S (il existe un seul sommet
qui correspond a I’ensemble S des solutions faisables : la racine de 1’arborescence )
réparties en niveau (c’est une décomposition du probléme en sous-problémes donc

facilement résolus).

S_A/S\Asl
/\ /\

Figure 1

Etablir des bornes (inférieures et supérieures) de la valeur de la fonction-objectif ; pour
ce faire, on détermine par une heuristique [51] une solution du probléme (LAG), et on passera

aux étapes d’évaluation et stérilisation.

11 | PROGRAMMATION MATHEMATIQUE :

3.1 / Introduction :

Soit le probleme de la programmation mathématique s’écrivant :

in) f(x)

chant que:
gx) <0 i=12..,n
h(x)=0 j=12,..,m

ou bien : (min) f(x) avec K= [k eIR" / g,(x)<0(i=1,n); h,(x)=0(=1,m)E

x eK
11 s’agit plus précisément de trouver un ¢lément x* €K tel que :
f(x*) <f(x) VxekK.

Cas particuliers :

1) programmation lin€¢aire en nombres entiers : toute fonction du probléme est linéaire et
KcIN;
2) programmation convexe : f est une fonction convexe et K est un ensemble convexe ;

3) problémes de minimax ou problémes du point-selle :  f(x) = max F(x,y).
y
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3.2 / Notion de sous-différentielle :

3.2-1 / Définition : on appelle sous-gradiant, la pente y vérifiant :
f(x) — f(x0) = <y,x—x0> VxelR";
yeIR" est le sous-gradiant de la fonction f au point Xy .

3.2-2 / Définition : on appelle sous-différentielle, I’ensemble noté of(xo) :
of(xo) = {y/f(x) —f(xo) 2<y,x—X0> }

3.2-3 / Lemme : si f est une fonction convexe et dérivable en xq alors :
Of(x0) = { Vi(xo) }.
Propriété : 0f(x¢) est un ensemble convexe si f est une fonction convexe.

3.3/ Dualité :
Soient (P) et (D) deux programmes linéaires mis sous forme canonique :

in) Z=Cx ax) W=yb
(P) Ax>Db (D) yA <C
x>0 y=>0

(P) est appelé probléme primal et (D) est appelé probléme dual.

33-1/Lemme:
si x et y constituent un couple de solutions plans (réalisables) des problemes
duals,ona:Cx>yb.

Démonstration :
puisque x et y sont des solutions réalisables des programmes linéaires (P) et (D) on a :

Ax>betyA<C
DonczglA;(Z?b et ;AESC;

Cx > ;A)_( > ;b d’ou le résultat.

3.3-2 / Corollaire : si x et ;/ sont des solutions réalisables des programmes duals vérifiant la

relation Cx = ; b (ou plus généralement Cx < ; b) alors ce sont des solutions

optimales notées (x*,y™*).

Il est évident que si X, par exemple, n’était pas optimal, il existerait une solution X’
telle que : Cx’ < Cx,
or Cx < § b donc, Cx’<Cx < § b, ce qui contredit le lemme.
Remarque : Si ;1 est une solution réalisable telle que : ;b < (max) W, cette fonction ;b donne

une borne inférieure.
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3.3-3 / Théoréme : (théoréme faible des écarts complémentaires)

Soient un couple de problémes duals, une condition nécessaire et suffisante pour que

des solutions réalisables x et ; soient optimales est qu’elles vérifient les relations :
Ax -b) =0
C-yA=0

1) Etant donné un couple de problémes duals, on appelle Lagrangien associ¢ a ces

3.3-4 / Définitions :

problémes, la fonction des variables x ety : L(x,y) = Cx + y(b — Ax).

2) Le couple de vecteurs x>0 et ; > 0 constitue un col du Lagrangien L(x,y) lorsque :

L(x,y) <L(x,y) < L(x,y) pour tout x > 0 et y > 0.

Les variables duales y; jouent un role analogue aux multiplicateurs de Lagrange dans

la théorie des extréma liés.

Remarque :
Pour résoudre le probleme (P), on introduit n multiplicateurs de Lagrange y; et nous

cherchons le minimum de la fonction sans contraintes :

Cx + Z yi(b; - a;x) .
i=1

La recherche de ce minimum est remplacée par celle d’un col de cette fonction en x et y.

3.3-5/ Théoréme : (théoréme du Lagrangien)
Etant donné un couple de problémes duals, une condition nécessaire et suffisante pour
que les deux vecteurs x >0 et § > 0 constituent des solutions optimales est que (;,;/) soit un

col du Lagrangien L(x,y). La valeur commune des deux fonctions a 1’optimum est alors
L(x,y).
En effet, si x et ;1 sont des solutions réalisables, d’apres le théoréme 3.3-3 /
Cx = §A; = ;/b = L(;&), et d’autre part, Vx>0 et Vy>0:
L(x,y) =Cx +y(b- Ax) < Cx =L(x,y),

L(x,y) = yb+(C- yA)x > yb=L(x,y).
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Le théoréme du Lagrangien n’est que 1’application aux programmes linéaires d’une
propriété plus générale de la programmation non-linéaire, connue sous le nom de théoréme de

Kuhn-Tucker

3.3-6 / Théoréeme (Lemme de Minkowsky-Farkas)

Pour toute matrice A et vecteur b, une et une seule des affirmations suivantes est vraie :

a) le systeme d’équations linéaires, Ax = b a une solution non-négative x > 0,

>0 _
b) le systéme d’inéquations linéaires suivant :$A a une solution y.

yb (0
Ce lemme est équivalent a cette proposition :
(YA 20=>yb 20)<= (Ix,x>20: Ax=b).

Remarques :
1) SoientK =] x: Ax>b, x> 0(et ¢ (y) = min L(x,y), alors : max ¢ (y) < mi]1<1 Cx.
X y == X e

2) Soit le probleme Lagrangien correspondant au probleme (P) :

ax ¢ () (Fonction - objectif duale)
y =

L(P) us contraintes:

¢ (y) = min L(x,y)

On a les propriétés suivantes :

L(x*y*)= max min L(x et min Cx = min max L(x,v).
( 24 ) y=0 x20 ( ’Y)’ x eK x>0 y=0 ( ’y)

3.3-7/ Théoreme :
Soit x un point admissible du probleme (P) et (x;,y1) un point admissible du probleme

L(P) alors : L(x1,y1) < Cx.

Remarque :

Le théoréme fournit une borne inférieure pour la valeur minimum du probléme (P) :

L(x1,y1) < Cx*. 3
Si I’on dispose complémentairement d’une solution admissible x pour (P), on a

I’encadrement suivant :

L(x;,y1) £ Cx* < Cx
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IV | RELAXATION LAGRANGIENNE :

On reprend la formulation du § 1.2, partie I, le probléme (LAG) :
Notations :
¢ la matrice R = (1i{)n x m) , matrice des ressources ;

¢ le vecteur b = (by,bs, ..., b,) seconds membres appelés capacités ;

¢ C=(Cij)nxmcolts ;

¢ J=11,2, ..., m( partitionné en P sous-ensembles disjoints : J = J;Ulu ... Ul .

4.1 / Relaxation des contraintes (3) :

La difficulté du probléeme (LAG) est due essentiellement a la prise en compte des
contraintes (3).

En effet, en omettant les contraintes (3), le probléeme (LAG) se décompose en 3 sous-
problémes indépendants du type :

& ZCU X;; = Z(min)

ieljelg

RLAG) & Tx, = 1 1<q<p
ieljelg

.LF(ij eIO,lq)ourtouti el, ] el,

4.2 / Définition du programme dual :

On associe a chaque contrainte 1 (1 < 1 < n) de (3) une variable duale

"multiplicateur" de Lagrange, la fonction de Lagrange (§ 3.3-4/ 1, partie III) est définie par :
L(n) =min{Cx + n (b — Ax)} = min{Cx + nb - tAx} d’ou :

L(n) = tb — max{nAx — Cx}

) (7*) = Max L(x)
Le probléme dual de (LAG) s’écrit : (DAG) ;

7 elR™ ’

4.2-1 / Propriétés du programme dual :

Soit X I’ensemble des vecteurs xeIR”", points extrémes du polyédre convexe IP défini
par les contraintes (2) et (4) du probléme (LAG).

Posons: | X|=BetX={x}k=1,2,...,B;

Pour 1 <k < B, on définit L(r,x") par :

L(r,x") = - b + Cx* + nAx"
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Notons :
® Y= Ax*—b

k
e ¢, =Cx,

on a donc : L(n,xk) =T Yk *+ Cx , et par suite :

Lm) = e LX) = o v+

La fonction L(m) est ’enveloppe inférieure d’une famille de B hyperplans

d’équations :y=ck+nyx (k=1,2,....B).

4.2-2 / Discussion :
Soit V(m) < {1, 2, ...,B} ’ensemble des indices 1, 1 <1< B tels que :

cl+ny1=mkin{ck+ny1<},n eIR] .

1) Si | V(n) |=1, V(n) = {k} alors : L(m) est différentiable au point «t, et le vecteur vy est le
gradiant de L en m.

2) Si | V() | > 1 la fonction L n’est pas différentiable en m, on utilise alors la notion de sous-
gradiant (§ 3.2/ définition 3.2-1/) . La fonction L(w) posséde des dérivées directionnelles

en tout point 7 :

L(z +th) - L(x)
t

DL(r{) = lim (VhelR™).
t—

On a la relation fondamentale : min |t. 4 ¢
DL(m,t) = 7<=

Remarques :

1) les vecteurs y;, 1e V() sont les points extrémes de dL(m).
2) La résolution du programme dual (D) se raméne donc a la recherche du maximum

d’une fonction concave non-partout différentiable.

4.3 / Résolution du programme dual (DAG) : Méthodes numériques.
On distingue deux classes de méthodes pour la résolution :
1) M¢éthodes indirectes :
La recherche de la solution en utilisant les conditions d’optimalités ;
2) Méthodes directes :

La recherche est algorithmique sans utilisation des conditions d’optimalités.
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4.3-1 / Méthode itérative :

Dans la premicere classe, on utilise la méthode itérative :

Soit K = FEIR“ / Rx<bet in =1 (q=1,2, ...,0), X, elO,l(i , ce sont les

ie Jq
contraintes (2), (3), (4) du probléme (LAG). Cette méthode qui est aussi appelée méthode de
relaxation dont le schéma général est le suivant :
On pose x*"' = Cx*, et on suppose que si x*eK = x*"! eK et Cx*"' < Cx* (kelN).
On définit la relation :
XK = xk 4 ock.pk avec :

p": direction de déplacement ou descente ;

Ok : pas ;
4.3-1.1/ Choix de ay:

Pour une direction donnée p*, on résoud le probléme de CAUCHY suivant :

C(x* + oy.p®) = min [C(xk + apk)] ,a>0.

4.3-1.2 / Choix de p*:
(1) M¢éthodes de gradiants :
Pk=- grad(ka) =- V(ka) : direction de descente de plus grande pente (V(ka) #0).

(i)  Méthodes de sous-gradiants :

Théoreme : f est convexe et 6f(x) # &, Vx et minCx > a (a€lR) alorson a :
xelR"

(a) X' =x"- oy H}/t , ykESf(Xk) , ¢ %0 et ay > 0 avec oy —— 0, Zak =+o0 .
V4 k=1
(b) 1l existe une sous-suite x*' telle que : Jlim f(x) = minCx .
| o xelR"

(¢) S’il existe un yi = 0 alors x* est la solution.

L’ALGORITHME :

(a) étape 0 : partir d’un point ©° €IR" et définir une suite de nombres ni(=1,2,...) telle
que 77; — 55> 0 (m représente la longueur du déplacement a I’itération j).
(b) Etape j : déterminer un sous-gradiant y(rcj )eéSL(ﬂ:j ) au point .
(¢) Définir " par : ©" + m.y(n' ) , retourner a (b).
Remarque : si chHeIRﬁ , projeter ! sur IRY .
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4.3-2 / Formulation de (DAG) en programmation linéaire :
Dans la deuxieme classe, on utilise la résolution du dual par programmation linéaire.
D’apres les propriétés au § 4.2-1, le probléme dual s’écrit :

maxL(z) = max min |c + 7y
7eR" (7) zeR? k=-12.B K 7k(

4.3-2.1 / Le programme linéaire équivalent :

ax W
(P2) chant que:
c, tny, 2 W (k=12,..,B)

La méthode n’est autre que 1’application du principe de décomposition de DANTZIG

et WOLFE [36] au programme (P;) ou la contrainte d’intégrité a été relaxée.

4.3-2.2 / Le programme dual de (P,):

A chaque contrainte k, on lui associe une variable yx > 0 ;

B
min Z C Yy
k=1

sachant que:

b~ B
P) P (Ax")y, = - b
k=1
B
ZYk =1
Lk-1
T y, 20 (k=1,2,..,B)

C’est le maitre-programme associé a P; (y* = Ax" — b) sans les contraintes d’intégrité
dans la méthode de décomposition de DANZIG et WOLFE.

De fagon classique, le programme (P3) est résolu par génération de colonnes [36].

Recherche de solutions admissibles :

On doit d’abord vérifier que le programme (LAG) posseéde des solutions entieres
(faisabilit¢ du programme (LAG)). Pour cela, on utilise le lemme de FARKAS et
MINKOWSKY présenté au paragraphe 3.3-6,partie III.
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