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SPÉCIALITÉ : MATHÉMATIQUES
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- ALGER -

THÈSE DE DOCTORAT D’ÉTAT
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ici), ainsi que Le Professeur Pierre Schapira de m’avoir initié lors de mes séjours à Paris, à
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différentiels, cela a permis d’enrichir mes connaissances.
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RÉSUMÉ

Cette Thèse est formée de quatre parties distinctes. La première et la deuxième parties
traitent de l’aspect algébrique des équations différentielles, elles exposent la théorie de l’in-
dice d’opérateurs différentiels, plus précisément, la première partie concerne l’indice
polynomial, dans la seconde partie, il est question de l’indice rationnel. Quant à la troisième et
quatrième parties, elles traitent de l’aspect analytique des équations différentielles. Plus exac-
tement on s’intéresse à l’analyticité des solutions formelles de certains systèmes différentiels
linéaires dans la troisième partie et non linéaires dans la quatrième partie.

La première partie à fait l’objet d’une publication (Chap.1, [8]), on y trouve une variante po-
lynomiale du théorème d’indice de Malgrange-Komatsu pour des opérateurs différentiels à co-
efficients matriciels et on démontre une propriété de régularité. Poursuivant l’aspect algébrique
dans le chapitre deux, nous montrons comment généraliser à une matrice d’opérateurs différentiels
à coefficients dans la K-algèbre des fractions rationnelles à une indéterminée et à coefficients
dans K, K étant un corps de caractéristique zéro, les résultats établis dans le cas p-adique par
Adolphson (Chap.2, [3]) et Robba (Chap.2, [12]).

Dans le chapitre trois, nous établissons sous certaines conditions, l’analyticité des solutions de
certains systèmes de Pfaff linéaires. Quant au chapitre quatre, il a pour objectif la généralisation
de certains résultats de Sibuya (Chap.4, [18]), concernant la convergence des solutions séries
formelles de certains systèmes différentiels non linéaires en un point singulier irrégulier, ce
dernier chapitre a fait l’objet d’une publication (Chap.4, [16]), l’idée utilisée ici est basée sur
des techniques empruntées à l’analyse fonctionnelle, on construit un espace de Banach dans
lequel nous appliquons le théorème du point fixe.
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2.5.1 cas d’un opérateur : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.5.2 Corollaire : cas de K(x) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

2.6 Indice d’une matrice dans des espaces de fractions rationnelles à pôles dans un
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Linéaires Au voisinage d’une Singularité Irrégulière 48
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4.3 Étude d’une classe d’opérateurs linéaires : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
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0.1 Introduction :

L’objet du présent travail, est d’exposer d’abord un aspect algébrique pour étudier certains
opérateurs différentiels et calculer des invariants qui sont appelés indices de ces opérateurs.
Une étude algébrique est faite dans les deux premiers chapitres, plus précisément nous établissons
une formule explicite de l’indice polynomial et nous démontrons une propriété de régularité,
nous donnons ensuite dans le second chapitre une condition nécessaire et suffisante d’existence
de l’indice d’opérateurs différentiels agissant sur l’espace vectoriel des fractions rationnelles
ayant des pôles dans une partie finie d’un corps K de caractéristique zéro, et nous donnons
une formule explicite de ce dernier. Ceci généralise certains résultats d’Adolphson(Chap.2, [3])
et Robba(Chap.2, [12]). Nous donnons ensuite, sous une condition nécessaire et suffisante,
une formule d’indice pour une matrice de tels opérateurs, en utilisant certains éléments de la
théorie des déterminants sur les domaines de Ore (Chap.2, [1] et [7]), introduite par Dieudonné.

Dans le cadre de l’étude analytique, nous donnons dans les deux derniers chapitres, d’abord
des conditions suffisantes d’existence de solutions analytiques pour certains systèmes de Pa-
faff linéaires, ensuite nous généralisons certains résultats de Y.Sibuya (Chap.4, [18]), plus
exactement nous étudions la convergence des solutions séries formelles de certains systèmes
différentiels non linéaires au voisinage d’une singularité irrégulière.

Malgrange (Chap.1, [7]) et Komatsu (Chap.1, [6]) ont calculé l’indice analytique. Le résultat
du chapitre un, est d’établir sous certaines conditions la formule de l’indice polynomial, pour
une matrice P d’opérateurs différentiels, ensuite nous montrons que l’indice analytique est égal
à l’indice polynomial, si et seulement si, toute solution convergente du système différentiel
P (u) = g, où g est un polynôme, est polynomiale.

Dans le chapitre deux, Adolphson (Chap.2, [3]) et Robba (Chap.2, [12]), ont explicité l’in-
dice d’un opérateur différentiel unitaire dans la K-Algèbre θ des fractions rationnelles à une
indéterminée, à coefficients dans un corps K de caractéristique zéro, et ayant des pôles dans
une partie finie donnée de K. La question naturelle que suscite un tel résultat, est comment
le généraliser à une matrice d’opérateurs différentiels à coefficients dans θ, en particulier à une

matrice de la forme IN .
d
dx

+ A, où IN désigne la matrice identité d’ordre N .
L’anneau θ n’étant pas un corps, on ne peut utiliser le théorème du vecteur cyclique pour
calculer l’indice d’une matrice d’opérateurs différentiels de la dernière forme, contrairement à
ce que suggère le théorème 11-3 de Robba (Chap.2, [12]).
Nous nous proposons dans ce deuxième chapitre d’obtenir d’abord une formule explicite pour

l’indice d’opérateurs différentiels de la forme P =
∑

0≤k≤m
ak(x)

dk

dxk
où les ak sont des fractions

rationnelles à pôles dans un sous ensemble fini de K, ceci généralise les théorèmes établis,
d’abord par A.Adoplphson (Chap.2, [3]) dans le cas où les ak sont des polynômes de Cp[x],
ensuite par P.Robba (Chap.2, [12]) dans le cas où am(x) = 1. Ensuite nous étendons ce résultat
au cas où les ak ont des pôles dans un sous ensemble quelconque de K.
Nous généralisons ensuite, ce résultat au cas des matrices carrées A =

(
aij
)
1≤i,j≤N où les aij

sont des opérateurs différentiels à pôles dans une partie quelconque Ω de K. Comme corollaire,
nous obtenons le théorème 11.3 de Robba (Chap.2, [12]) pour un système de la forme :

L = IN .
d

dx
+G, avec G ∈MN

(
K(x)

)
,

où MN

(
A
)

désigne l’ensemble des matrices carrées d’ordre N et à coefficients dans A.
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Le chapitre trois concerne les systèmes de Pfaff linéaires ayant la forme :
xp+1.yr

∂f
∂x

+ A(x, y).f = g(x, y)

xt.yq+1∂f
∂x

+B(x, y).f = h(x, y)

Nous établissons que, s’il existe des solutions pour de tels systèmes, qui sont des germes de
fonctions C∞ au voisinage de (0, 0) ∈ R2 et à valeurs réelles, celles ci sont des fonctions analy-
tiques, et que sous certaines conditions, elles sont polynomiales.

Notre but dans le dernier chapitre, est de généraliser certains résultats de Y.Sibuya (Chap.4,
[18]), plus précisément nous étudions la convergence des solutions formelles au voisinage d’une
singularité irrégulière, des systèmes différentiels :

A(x).
du

dx
−B(x).u(x, y) = yE(x, y, u) (1)

A(x).
du

dx
= E(x, y, u) (2)

où :
1) y est un paramètre
2) E : U ⊂ Cx × Cy × CN

u −→ CN est une fonction à valeurs vectorielles, holomorphe sur un
ouvert U contenant l’origine (0, 0, 0) ∈ C2 × CN

3) A(x), B(x) ∈ End
(
C{x}N

)
sont deux matrices carrées N ×N dont les coefficients, sont des

fonctions holomorphes au voisinage de l’origine x = 0 ∈ C.
Dans le cas étudié par Y.Sibuya, la matrice intervenant au lieu de A(x) dans les systèmes
différentiels précédents, est la matrice diagonale xp+1.IN , qui est un cas particulier de notre
résultat.

Nous établissons, sous certaines conditions, la convergence des solutions formelles des systèmes
différentiels (1). La méthode utilisée ici, s’inspire de certains travaux de Harris, Sibuya et Wein-
berg (Chap.4, [9] et [10]), elle est basée sur des techniques d’analyse fonctionnelle, en l’occurence
le théorème du point fixe dans les espaces de Banach. Nous obtenons alors, comme conséquence,
sous certaines conditions,l’analyticité des solutions formelles des systèmes différentiels non-
linéaires (2) et nous donnons un exemple qui illustre une situation plus générale que celle
traitée dans Sibuya (Chap.4, [18]).
Nous déduisons ensuite, des conditions suffisantes d’existence de solutions analytiques pour une
classe de système de Pfaff, complètement intégrables, à singularités irrégulières, ayant la forme :

A(x)∂u
∂x

= E(x, y, u)

B(x)∂u
∂y

= F (x, y, u)

4



Chapitre 1

Indice Polynomial d’une Matrcice
d’Opérateurs Différentiels :

1.1 Introduction :

Malgrange (Chap.1, [5]) et Komatsu (Chap.1, [6]) ont calculé l’indice analytique. Le résultat
de ce chapitre, est d’établir sous certaines conditions la formule de l’indice polynomial, pour
une matrice P d’opérateurs différentiels, ensuite nous montrons que l’indice analytique est égal
à l’indice polynomial, si et seulement si, toute solution convergente du système différentiel
P (u) = g, où g est un polynôme, est polynomiale.

1.2 Rappel sur le Théorème de l’indice analytique :

Définition 1.2.1 Soient E et F deux espaces vectoriels sur un même corps k. On dit qu’une
application k-linéaire u : E −→ F posséde un indice, si son noyau et son conoyau sont de
dimensions finies , auquel cas l’indice de u est l’entier :

χ(u,E, F ) = dim Ker(u)− dim Coker(u)

Si E = F , on note simplement : χ(u,E)

Proposition 1.2.1 (lemme du serpent, voir [1], page 23, prop. 2.10) Soit

(1.2.1)

0 −−−→ M −−−→ M ′ −−−→ M” −−−→ 0y f
y f ′

y f”
y y

0 −−−→ N −−−→ N ′ −−−→ N” −−−→ 0

un diagramme de A-modules et d’homomorphismes, où les lignes sont exactes, les carrés com-
mutatifs. Il existe alors, une suite exacte longue :

0 −−−→ Kerf ′ −−−→ Kerf −−−→ Kerf”

−−−→ Cokerf ′ −−−→ Cokerf −−−→ Cokerf” −−−→ 0

où ū et v̄ sont les restrictions de u, v, et, ū′ et v̄′, sont induites par u et v.
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Proposition 1.2.2 (voir [1], page 24, prop. 2.11) Soient K un corps et

0 −−−→ M0 −−−→ M1 −−−→ · · · −−−→ Mn −−−→ 0.

une suite exacte de K-espaces vectoriels de dimensions finies. On a alors :∑
0≤i≤m

(−1)i dim Mi = 0

Remarque 1.2.1 Si E et F sont de dimensions finies, on a :

χ(u,E, F ) = dim E − dim F

En effet, la suite

0 −−−→ Keru −−−→ E −−−→ F −−−→ Cokeru −−−→ 0

étant exacte, on déduit de la proposition 1.2.1, que la somme alternée des dimensions est nulle.

En particulier, si E = F on obtient :

χ(u,E, F ) = 0

THÉORÈME 1.2.1 (voir Komatsu [5]) Soit P l’opérateur différentiel, P : C{x}N −→
C{x}N défini par :

P (u) = Am(x)
dmu

dxm
+ · · ·+ A1(x)

du

dx
+ A0.u

où Ai(x) ∈ End
(
C{x}N

)
, (0 ≤ i ≤ m). Supposons que : det

(
Am(x)

)
6= 0, alors P posséde

un indice, et son indice est donné par :

χ
(
P , C{x}N

)
= m.N − V

(
det
(
Am(x)

))

où V

(
det
(
Am(x)

))
désigne l’ordre en 0 de det

(
Am(x)

)
.

1.3 Théorème d’indice dans les espaces de polynômes :

Considérons l’opérateur différentiel défini par : P : C[x]N −→ C[x]N

P = Am(x)
dm

dxm
+ · · ·+ A1(x)

d

dx
+ A0(x)

où Ai(x) ∈ End
(
C[x]N

)
, (0 ≤ i ≤ m) sont des matrices carrées d’ordre N , à coefficients

polynomiaux. l’opérateur P agit sur un vecteur f = t(f1 · · · fN) de C[x]N de la façon suivante :

P (f) = Am(x).


dmf1

dxm
...

dmfN
dxm

+ · · ·+ A1(x).


df1

dx
...
dfN
dx

+ A0(x).

 f1
...
fN


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Définition 1.3.1 Soit A(x) = (aij)1≤i,j≤N ∈ End
(
C[x]N

)
une matrice carrée d’ordre N à

coefficients polynomiaux.
On pose :

d◦
(
A(x)

)
= sup

1≤i,j≤N

(
d◦
(
aij(x)

))
(degré de la matrice A(x))

V
(
A(x)

)
= inf

1≤i,j≤N

(
V
(
aij(x)

))
(ordre en zéro de la matrice A(x))

La matrice A(x) peut s’écrire sous la forme :

A(x) = As.x
s + As+1.x

s+1 + · · ·+ At.x
t, où t ≥ s ≥ 0, As 6= 0, At 6= 0

et Ai ∈ End
(
CN
)
, (0 ≤ i ≤ m) sont des matrices carrées N ×N constantes.

On a alors : s = V (A) et t = d◦(A)

Pour tout j ∈ {1, · · · ,m}, posons :

Aj = A
mj

j .xmj + A
mj+1
j .xmj+1 + · · ·+ A

nj

j .x
nj , où mj = V (Aj), nj = d◦(Aj)

Soit k ∈ N et définissons les ensembles suivants :

I =
{
j ∈ {0, · · · ,m}; k − j +mj = inf

1≤i≤m
(k − i+mi)

}
=

{
j ∈ {0, · · · ,m}; k − (j −mj) = k − sup

1≤i≤m
(i−mi)

}
=

{
j ∈ {0, · · · ,m}; j −mj = n, où n = sup

1≤i≤m
(i−mi)

}

et

J =
{
j ∈ {0, · · · ,m}; k − j + nj = sup

1≤i≤m
(k − i+ ni)

}
=

{
j ∈ {0, · · · ,m}; k − (j − nj) = k − inf

1≤i≤m
(i− ni)

}
=

{
j ∈ {0, · · · ,m}; j − nj = n′, où n′ = inf

1≤i≤m
(i− ni)

}
Soit λ un vecteur de CN , on a pour j = 0, · · · ,m et k ∈ N :

dj

dxj
(λ.xk) = λ.k(k − 1) · · · (k − j + 1)xk−j = λ.lj(k)x

k−j

où lj(k) = k(k − 1) · · · (k − j + 1) et larelation (2.1) donne :

Aj(x).
dj

dxj
(λ.xk) = A

mj

j lj(k)λx
k−j+mj + · · · + A

nj

j lj(k)λx
k−j+nj
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D’où

P (λ.xk) =

j=m∑
j=0

Aj(x).
dj

dxj
(λ.xk)

=
∑

0≤j≤m

A
mj

j lj(k)λx
k−j+mj + · · · + A

nj

j lj(k)λx
k−j+nj

En utilisant la définition des ensembles I et J , on obtient :

P (λ.xk) =
(∑
j∈I

A
mj

j lj(k)
)
λxk−n + · · · +

(∑
j∈J

A
nj

j lj(k)
)
λxk−n′

Notons par Mk l’espace vectoriel des polynômes de valuations supérieur ou égal à k, défini par :

Mk = {f ∈ C[x] / V (f) ≥ k}

Proposition 1.3.1 Considérons l’opérateur différentiel P : C[x]N −→ C[x]N défini par :

P =
i=m∑
i=0

Ai(x)
di

dxi
, où Ai(x) ∈ End

(
C{x}N

)
, (0 ≤ i ≤ m). Posons n = sup

1≤i≤m
(i − mi)

où mi = V (Ai) est l’ordre en zéro de la matrice Ai, (0 ≤ i ≤ m)

n′ = inf
1≤i≤m

(i− ni)

où ni = d◦(Ai) est le degré de la matrice Ai, (0 ≤ i ≤ m)

On suppose que : det
(∑
j∈J
A
nj

j lj(k)
)
6= 0, il existe alors, un sous espace V ⊂ C[x]N de dimension

(n− n′).N tel que :

MN
k−n = P

(
MN

k

)
⊕ V

Preuve : Comme n = sup
1≤i≤m

(i−mi) et n′ = inf
1≤i≤m

(i− ni), on a n ≥ n′.

Si n = n′, P : MN
k −→MN

k−n est manifestement surjective, car det
(∑
j∈J
A
nj

j lj(k)
)
6= 0, le sous

espace cherché est alors V = (0).

Si n > n′, alors n− n′ − 1 ∈ N. Considérons alors la famille suivante de polynômes de C[x]N :

ψij(x) = t
(
0, · · · , 0, xk+j, 0, · · · , 0

)
où xk+j figure à la i ème place, (0 ≤ i ≤ N) et

(0 ≤ j ≤ n− n′ − 1).

La famille ψij est libre, en effet supposons qu’il existe une combinaison linéaire
∑
i,j

λijψij non

triviale, de la famille ψij, contenue dans P
(
MN

k

)
, on doit alors avoir :

d◦
(∑

i,j

λijψij

)
≤ n− n′ (2.2)

En d’autres termes, on a :
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∑
i,j

λijψij =t
(j=n−n′−1∑

j=0

λ1jx
k+j, · · · ,

j=n−n′−1∑
j=0

λNjx
k+j
)

D’où :

d◦
(∑

i,j

λijψij

)
= sup

1≤i≤N
d◦

(
j=n−n′−1∑

j=0

λ1jx
k+j

)

Et

d◦

(
j=n−n′−1∑

j=0

λ1jx
k+j

)
= sup

{
k + j, 0 ≤ j ≤ n− n′ − 1; λij 6= 0

}
= k + ji where 0 ≤ ji ≤ n− n′ − 1

Par suite :

d◦
(∑

i,j

λijψij

)
= sup

(
k + j)

= k + j0, où j0 ∈ {0, · · · , n− n′ − 1}
≥ k

> k − n′

Ce qui contredit la relation (2.2). D’où P
(
MN

k

)
ne contient aucune combinaison linéaire non

triviale des ψij. Il en résulte que, les ψij engendrent un sous espace, disons V , de MN
k−n distinct

de P
(
MN

k

)
.

Soit g ∈MN
k

g = gk−n.x
k−n + gk−n+1.x

k−n+1 + · · · + gk−n′+l.x
k−n′+l

où l > 0 et gk−n, · · · , gk−n′+l sont des vecteurs de CN .

Choisissons u ∈MN
k et v ∈ V de la forme :

u = u0.x
k + · · · + ul.x

k+l, u0, · · · , ul ∈ CN

v =
∑

1≤i≤N
0≤j≤n−n′−1

λijψij, λij ∈ CN

Satisfaisant l’équation différentielle :

P (u) + v = g

On a :
P (u) = P (u0.x

k + · · · + ul.x
k+l)

et
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

P (u0.x
k) =

(∑
j∈I
A
mj

j lj(k)
)
u0x

k−n + · · · +
(∑
j∈J
A
nj

j lj(k)
)
u0x

k−n′

...

P (u0.x
k) =

(∑
j∈I
A
mj

j lj(k + l)
)
ulx

k−n+l + · · · +
(∑
j∈J
A
nj

j lj(k + l)
)
ulx

k−n′+l

En faisant la somme de ces (l + 1) équations, il vient :

P (u) =
(∑
j∈I

A
mj

j lj(k)
)
u0x

k−n + · · · +
(∑
j∈J

A
nj

j lj(k)
)
u0x

k−n′ +

· · · +
(∑
j∈I

A
mj

j lj(k + l)
)
ulx

k−n+l + · · · +
(∑
j∈J

A
nj

j lj(k + l)
)
ulx

k−n′+l

En identifiant les coefficients de xl pour (k − n ≤ l ≤ k − n′ − 1) dans les expressions de P (u)
et de g, on obtient le système d’équations suivant :

(S)



(∑
j∈I
A
nj

j lj(k)
)
u0 +

(∑
j∈I
A
nj−1
j lj(k)

)
u1+

· · · +
(∑
j∈I
A
nj−l+1
j lj(k + l − 1)

)
ul−1 +

(∑
j∈I
A
nj−l
j lj(k + l)

)
ul = gk

...(∑
j∈I
A
nj−l+1
j lj(k + l − 1)

)
ul−1 +

(∑
j∈I
A
nj−l
j lj(k + l)

)
ul = gk−n′+l−1(∑

j∈I
A
nj−l
j lj(k + l)

)
ul = gk−n′+l

Comme det
(∑
j∈I
A
nj

j lj(k)
)
∈ C[k] et que, par hypothèse det

(∑
j∈I
A
nj

j lj(k)
)
6= 0, on déduit qu’il

existe un entier k0, tel que ∀k ≥ k0 det
(∑
j∈I
A
nj

j lj(k)
)
6= 0.

D’où pour k ≥ k0,
∑
j∈I

A
nj

j lj(k) ∈ Gl(N,C)

On déduit alors, pour k ≥ k0 l’inversibilité des matrices :(∑
j∈I

A
nj

j lj(k + l)
)
,
(∑
j∈I

A
nj

j lj(k + l − 1)
)
, · · · ,

(∑
j∈I

A
nj

j lj(k)
)

En utilisant l’inversibilité de ces matrices, il vient du système (S), par récurrence, que les
coefficients ui, (0 ≤ i ≤ l) sont déterminés de façon unique par les relations suivantes :



ul =
(∑
j∈I
A
nj

j lj(k + l)
)−1

.gk−n′+l

ul−1 =
(∑
j∈I
A
nj

j lj(k + l − 1)
)−1

.

(
gk−n′+l

(∑
j∈I
A
nj

j lj(k + l)
)
ul

)
...

u0 =
(∑
j∈I
A
nj

j lj(k)
)−1

.

(
gk−n′ −

(∑
j∈I
A
nj−l
j lj(k + l)

)
ul − · · · −

(∑
j∈I
A
nj−1
j lj(k + 1)

)
u1

)
10



Par suite, on obtient de façon unique, le vecteur :

u = u0.x
k + · · · + ul.x

k+l ∈MN
k

Ceci donne aussi, de façon unique le vecteur v come combinaison linéaire des ψij, en posant :

v = P (u)− g

Finalement la famille des (ψij)1≤i≤N est une base de V comme supplémentaire de P
(
MN

k

)
dans

MN
k−n.

D’où MN
k−n = P

(
MN

k

)
⊕ V , et dim(V) = (n− n′)N .

Ce qui términe la preuve de la proposition 1.3.1.

Lemme 1.3.1 Soit P l’opérateur différentiel défini par

P = Am(x)
dm

dxm
+ · · ·+ A1(x)

d

dx
+ A0(x)

où Ai(x) ∈ End
(
C[x]N

)
, (0 ≤ i ≤ m). Il existe alors un entier k1 tel que ∀k ≥ k1, l’opérateur

P : MN
k −→MN

k−n

est injectif.

Preuve : Comme dimC

(
Ker

(
P : C[x]N −→ C[x]N

))
< +∞ (cf :[6]), il existe une base

{u1, · · · , ul} de Ker
(
P : MN

k −→MN
k−n

)
, avec :

ui =t
(
u1
i , · · · , uNi

)
, uji ∈ C[x], 1 ≤ i ≤ l, 1 ≤ j ≤ N

Posons d◦
(
ui
)

= sup
1≤j≤N

d◦
(
uji
)

et k1 = sup
1≤i≤l

d◦
(
ui
)

+ 1.

Soit Q(x) =t
(
Q1(x), · · · , QN(x)

)
∈ C[x]N un polynôme, avec Q 6= 0, tel que d◦

(
Q
)
≥ k1 (où

d◦
(
Q
)

= sup
1≤i≤N

d◦
(
Qi

)
). On obtient alors :

Q(x) /∈ Ker
(
P : MN

k −→MN
k−n

)
En effet, comme d◦

(
Q
)
≥ k1, Q ne peut pas s’écrire comme une combinaison linéaire non

triviale des ui. Il ne reste donc que le polynôme Q ≡ 0 qui satisfait à P (Q) = 0, d’où :

∀k ≥ k1 : Ker
(
P : MN

k −→MN
k−n

)
= (0)

Ce qui termine la démonstration du Lemme 1.3.1 .
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THÉORÈME 1.3.1 Soit P : C[x]N −→ C[x]N , l’opérateur différentiel défini par :

P = Am(x)
dm

dxm
+ · · ·+ A1(x)

d

dx
+ A0(x)

où Ai(x) ∈ End
(
C[x]N

)
, (0 ≤ i ≤ m) sont des matrices carrées d’ordre N , à coefficients

polynomiaux.

On suppose que det
(∑
j∈I
A
nj

j lj(k)
)
6= 0 où lj(k) = k(k − 1) · · · (k − j + 1).

Alors l’opérateur différentiel P possède un indice, et ce dérnier est donné par :

χ
(
P , C[x]N

)
= N. inf

0≤i≤m

(
i− d◦(Ai)

)

Preuve : D’après le lemme 1.3.1, il existe un entier k1 tel que

∀k ≥ k1 : Ker
(
P : MN

k −→MN
k−n

)
= (0)

Et d’après la proposition 2.1, il existe un entier k0, tel que

MN
k−n = P

(
MN

k

)
⊕ V

Où V est le sous espace de C[x]N engendré par la famille
(
ψij

)
1≤i≤N

0≤j≤n−n′−1

.

D’où :

Coker
(
P : MN

k −→MN
k−n

)
=

MN
k−n

P
(
MN

k

) w V (pour k ≥ k0)

Par suite le conoyau de P satisfait à :

dim Coker
(
P : MN

k −→MN
k−n

)
= dim V = (n− n′).N (pour k ≥ k0)

Considérons alors le diagramme commutatif suivant :

(1.3.1)

0 −−−→ MN
k −−−→ C[x]N −−−→ C[x]N

MN
k

−−−→ 0y P
y P

y P̄
y y

0 −−−→ MN
k−n −−−→ C[x]N −−−→ C[x]N

MN
k−n

−−−→ 0

Le lemme du serpent (prop. 1.2.1) donne :

χ
(
P , C[x]N

)
= χ

(
P : MN

k −→MN
k−n

)
+ χ

(
P :

C[x]N

MN
k

−→ C[x]N

MN
k−n

)
On a :

χ
(
P : MN

k −→MN
k−n

)
= dim Ker

(
P : MN

k −→MN
k−n

)
− dim Coker

(
P : MN

k −→MN
k−n

)
= 0− (n− n′).N

= −(n− n′).N (1.3.2)
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D’aure part, les espaces vectoriels
C[x]N

MN
k

et
C[x]N

MN
k−n

sont de dimensions finies sur C, de dimensions

respectives k.N et (k − n).N , on conclut alors en utilisant la remarque 1.2.1, que :

χ

(
P :

C[x]N

MN
k

−→ C[x]N

MN
k−n

)
= dim

C[x]N

MN
k

− dim
C[x]N

MN
k−n

= k.N − (k − n).N

= n.N (1.3.3)

On déduit alors, de (1.3.2) et de (1.3..3), que :

χ
(
P , C[x]N

)
= −(n− n′).N + n.N

= N.n′

Ce qui términe la démonstration du Théorème 1.3.1 .

1.4 RÉGULARITÉ :

Considérons l’opérateur différentiel P : C[x]N −→ C[x]N , défini par :

P = Am(x)
dm

dxm
+ · · ·+ A1(x)

d

dx
+ A0(x)

où Ai(x) ∈ End
(
C[x]N

)
, (0 ≤ i ≤ m) tel que det

(
Am(x)

)
6= 0 et det

(∑
j∈I
A
nj

j lj(k)
)
6= 0 où

lj(k) = k(k − 1) · · · (k − j + 1) (0 ≤ j ≤ m).
D’après les Théorèmes 1.2.1 et 1.3.1, les opérateurs différentiels :

P : C{x}N −→ C{x}N et P : C[x]N −→ C[x]N

ont des indices, et leurs indices sont respectivement donnés par :

χ
(
P , C{x}N

)
= m.N − V

(
det
(
Am(x)

))
χ
(
P , C[x]N

)
= N. inf

0≤i≤m

(
i− d◦(Ai)

)
On pose alors :

ip,a(P ) = χ
(
P , C{x}N

)
− χ

(
P , C[x]N

)
Et on établit le résultat suivant :

THÉORÈME 1.4.1 Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) ip,a(P ) = 0

(ii)
(
P (u) ∈ C[x]N ; u ∈ C{x}N

)
=⇒ u ∈ C[x]N
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Preuve : On montre que l’opérateur P :
C{x}N

C[x]N
−→ C{x}N

C[x]N
est de codimension nulle, en

utilisant le résultat suivant :

Proposition 1.4.1 Soient E1, F1, E2, F2 quatre espaces de banach, et considérons le dia-
gramme commutatif d’applications C-linéaires continues suivant :

E1
u1−−−→ F1

v
y yw
E2

u2−−−→ F2

On suppose que :

(i) u1 et u2 sont à indice

(ii) v est injective

(iii) w est injective et d’image dense

Alors la suite suivante est exacte :

E2

E1

ū2−−−→ F2

F1

−−−→ 0.

Preuve : L’application u2 est de codimension finie (car χ
(
u2, E2, F2

)
< ∞), elle est aussi

d’image fermée, en effet la suite suivante :

Im(u2)
i−−−→ F2

s−−−→ F2

Im(u2)
−−−→ 0

étant exacte, (où i et s désignent respectivement l’injection et la surjection canoniques) s étant

continue, Im(u2) = s−1(0) est par conséquent férmée, d’où Coker
(
u2

)
muni de la topologie

quotient, est un espace vectoriel topologique de dimension finie (donc muni de la topologie
usuelle). Considérons alors, l’application w̃ = s◦w définie par le diagramme commutatif suivant :

E1
u1−−−→ F1

v
y w

y ↘ w̃

E2
u2−−−→ F2 −−−→ Coker(u2) −−−→ 0

L’application w̃ est alors d’image dense, en effet si x ∈ Coker(u2), x = s(f) où f ∈ F2, comme
w est par hypothèse d’image dense, il existe alors une suite (en)n≥0 de points de F1 telle que :

f = lim
n→+∞

w(en)

La surjection canonique s étant continue, on conclut que :

x = s(f) = s
(

lim
n→+∞

w(en)
)

= lim
n→+∞

s ◦ w(en)

= lim
n→+∞

w̃(en)

On vient donc de montrer que : Coker(u2) ⊂ Im(w̃).
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Inversement si x ∈ Im(w̃) il existe une suite (en)n≥0 de points de F1 telle que : x = lim
n→+∞

w̃(en),

s et w étant continues, w̃ = s ◦ w l’est aussi, d’où x = w̃
(

lim
n→+∞

en

)
, F1 étant de banach, il

est complet, par suite la suite (en)n≥0 converge vers un point e ∈ F1, d’où x = w̃(e) ∈ Coker(u2).

Ainsi Im(w̃) = Coker(u2), par conséquent w̃ est d’image dense.

Lemme 1.4.1 Soit E un espace vectoriel topologique normé de dimension finie, F un sous
espace de E partout dense, alors E = F .

preuve : F étant de dimension finie, il est férmé, d’où F = F = E.

L’application w̃ : F1 −→ Coker(u2) étant d’image dense, on déduit du lemme 1.4.1 que w̃ est

surjective, la surjectivité de u2 :
E2

E1

−→ F2

F1

, suit alors, en effet :

Le carré du diagramme suivant :

E1
u1−−−→ F1

v
y w

y ↘ w̃

E2
u2−−−→ F2 −−−→ Coker(u2) −−−→

F2

u2(E2)
−−−→ 0

étant commutatif, l’application u2 passe au quotient :

u2 :
E2

v(E1)
−→ F2

w(F1)
, u2

(
e2 + v(E1)

)
= u2(e2) + w(F1)

Soit y ∈ F2, s(y) ∈ Coker(u2), w̃ étant surjective, il existe f1 ∈ F1 tel que :

s(y) = w̃(f1) = s ◦ w(f1), d’où s
(
y − w(f1)

)
= 0, d’où y − w(f1) ∈ Ker(s) = u2(E2), d’où il

existe e2 ∈ E2 tel que y − w(f1) = u2(e2), d’où y = w(f1) + u2(e2) où e2 ∈ E2 et f1 ∈ E1, c’est
à dire que l’application :

u2 :
E2

v(E1)
−→ F2

w(F1)

est sujective, v et w étant injectives, on identifie v(E1) à E1 et w(F1) à F1.
Ce qui términe la preuve de la proposition 1.4.1 .

Suite de la preuve du Théorème 1.4.1 :
Considérons le diagramme commutatif suivant :

C[x]N
P−−−→ C[x]N

u
y v

y
C{x}N P−−−→ C{x}N

où v est définie par :

pour
R = a0 + a1x+ · · · + asx

s ∈ C[x]N (ai ∈ CN , 0 ≤ i ≤ s)
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on pose :

w(R) =
∑
n≥0

anx
n, où ai = 0 ∀i ≥ s+ 1

Alors v est évidemment injective, et on a :

χ
(
P , C{x}N

)
< +∞ (d’après le Théorème 1.2.1)

χ
(
P , C[x]N

)
< +∞ (d’après Théorème 1.3.1)

Il reste donc, à vérifier que v est d’image dense.
Soit D un disque centré à l’origine x = 0 ∈ C, et notons par H(D) l’ensemble des fonctions
holomorphes sur D et à valeurs dans C.
Soit u =

∑
n≥0

anx
n ∈ H(D)N , en utilisant sur H(D)N la topologie de convergence uniforme sur

tout compact, on obtient :

u =
∑
n≥0

unx
n = lim

n→+∞

( n∑
i=0

uix
i
)

= lim
n→+∞

Rn où Rn(x) =
n∑
i=0

uix
i ∈ C[x]N

Rn(x) =
n∑
i=0

uix
i =

∑
i≥0

uix
i, avec ui = 0 ∀i ≥ n

Par conséquent :

u = lim
n→+∞

v(Rn), où Rn ∈ C[x]N

Ceci signifie que v est d’image dense dans C{x}N , on déduit alors de la proposition 1.4.1, la
suite exacte :

C{x}N

C[x]N
P−−−→ C{x}N

C[x]N
−−−→ 0.

D’où

Coker
(
P :

C{x}N

C[x]N
−−−→ C{x}N

C[x]N

)
= (0)

Considérons le diagramme commutatif suivant :

−−−→ N1 −−−→ N2 −−−→ N3 −−−→y y y y y
0 −−−→ C[x]N −−−→ C{x}N −−−→ C{x}N

C[x]N
−−−→ 0y P

y P
y P

y y
0 −−−→ C[x]N −−−→ C{x}N −−−→ C{x}N

C[x]N
−−−→ 0y y y y y

−−−→ C1 −−−→ C2 −−−→ 0 −−−→
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Où N1, N2, N3 et C1, C2, C3 sont respectivement les noyaux et conoyaux des flêches respec-
tives.

Le lemme du serpent(prop. 1.2.1), donne la suite exacte d’espaces vectoriels de dimensions
finies :

N1 −−−→ N2 −−−→ N3 −−−→ C1 −−−→ C2 −−−→ 0 (1.4.1)

En appliquant la remarque 1.2.1 à la suite exacte (1.4.1), on obtient :

dim Ker
(
P ,

C{x}N

C[x]N

)
= χ

(
P , C{x}N

)
− χ

(
P , C[x]N

)
= ip,a(P ) (1.4.2)

Le Théorème 1.4.1, découle alors de la relation (1.4.2).
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singuliers, Analysis 12, R.Oldenbourg- Verlag, München, 95-216, (1992)
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Chapitre 2

Théorèmes d’Indice dans des Espaces
de Fractions Rationnelles

2.1 Introduction :

Adolphson (Chap.2, [3]) et Robba (Chap.2, [12]), ont explicité l’indice d’un opérateur différentiel
unitaire dans la K-Algèbre θ des fractions rationnelles à une indéterminée, à coefficients dans
un corps K de caractéristique zero, et ayant des pôles dans une partie finie donnée de K.
La question naturelle que suscite un tel résultat, est comment le généraliser à une matrice

d’opérateurs différentiels à coefficients dans θ, en particulier à une matrice de la forme IN .
d
dx

+A,
où IN désigne la matrice identité d’ordre N .
L’anneau θ n’étant pas un corps, on ne peut utiliser le théorème du vecteur cyclique pour
calculer l’indice d’une matrice d’opérateurs différentiels de la dernière forme, contrairement à
ce que suggère le théorème 11-3 de Robba (Chap.2, [12]).
Nous nous proposons dans ce deuxième chapitre d’obtenir d’abord une formule explicite pour

l’indice d’opérateurs différentiels de la forme P =
∑

0≤k≤m
ak(x)

dk

dxk
où les ak sont des fractions

rationnelles à pôles dans un sous ensemble fini de K, ceci généralise les théorèmes établis,
d’abord par A.Adoplphson (Chap.2, [3]) dans le cas où les ak sont des polynômes de Cp[x],
ensuite par P.Robba (Chap.2, [12]) dans le cas où am(x) = 1. Ensuite nous étendons ce résultat
au cas où les ak ont des pôles dans un sous ensemble quelconque de K.
Nous généralisons ensuite, ce résultat au cas des matrices carrées A =

(
aij
)
1≤i,j≤N où les aij

sont des opérateurs différentiels à pôles dans une partie quelconque Ω de K. Comme corollaire,
nous obtenons le théorème 11.3 de Robba (Chap.2, [12]) pour un système de la forme :

L = IN .
d

dx
+G, avec G ∈MN

(
K(x)

)
,

où MN

(
A
)

désigne l’ensemble des matrices carrées d’ordre N et à coefficients dans A.

2.2 Rappel sur la théorie des déterminants sur des do-

maines de Ore :

2.2.1 Domaines de Ore :

Soit θ un anneau. On dit que θ est un domaine, s’il est intègre et que θ possède la propriété
de Ore à gauche, deux éléments quelconques non nuls possèdent un multiple commun à gauche
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non nul, c’est à dire :
∀a, b ∈ θ∗ : θ.a ∩ θ.b 6= {0}, où θ∗ désigne l’ensemble des éléments non nuls de θ.

Enfin, on dit que θ quasi-Euclidien à gauche, s’il existe ϕ : θ −→ N ∪ {−∞} tel que :

ϕ−1({−∞}) = {0} et ∀(a, b) ∈ θ × θ∗,∃(c, d) ∈ θ∗ × θ; ϕ(ca− db) < ϕ(b).

Le théorème suivant est une caractérisation des domaines de Ore :

THÉORÈME 2.2.1 Soit θ un anneau, on a l’équivalence :

θ est de Ore à gauche ⇐⇒ θ admet un corps de fractions à gauche.

⇐⇒ θ est quasi-Euclidien à gauche

Exemple 2.2.1 Soit θ un anneau, ∂ une derivation de θ. Let θ[∂] l’espace des opérateurs
différentiels à coefficients dans θ, il s’en suit alors, que si θ est de Ore à gauche, alors θ[∂] est
quasi-Euclidien à gauche, le théorème 1.1.2 montre alors, que θ[∂] est un domaine de Ore à
gauche si et seulement si θ l’est, en particulier si θ est un anneau commutatif intègre.

2.2.2 Déterminant sur un domaine de Ore :

Soit θ un domaine de Ore à gauche, K un corps des fractions à gauche pour θ, ϕ : θ −→M un
morphisme, où M est un monöıde commutatif et ϕ(a) élément régulier de M . Notons aussi par :

ϕ : K∗ −→ ϕ(θ∗)−1.ϕ(θ∗) l’extension canonique de ϕ : θ∗ −→ θ∗.
Soit K ′ = K∗/[K∗, K∗] l’Abelianisé du groupe K∗ et ϕ̄ : K ′ −→ ϕ(θ∗)−1.ϕ(θ∗) tel que le
diagramme suivant commute :

K −−−→ ϕ(θ∗)−1.ϕ(θ∗)y ↗ ϕ̄

K ′

où l’application verticale désigne la surjection canonique. On étend ϕ̄ au monöıde K̄ = K ′∪{0}
pour lequel 0 est un élément absorbant, tel que : ϕ̄(0) = 0.

Notons par detK (voir [7]), le déterminant de Dieudonné sur le corps K. detK est défini comme
étant un homomorphisme de groupe multiplicatif detK : MN(K) −→ K̄, qui est une extension
de l’application canonique de K à K̄.

En posant M(θ) = ∪n∈N∗MN(θ), Nous avons le résultat suivant :

THÉORÈME 2.2.2 Il existe une unique application notée detϕ : M(θ) −→ K̄, tel que le
diagramme suivant commute :

M(θ)
detϕ−−−→ ϕ(θ∗)−1.ϕ(θ∗)

detK

y ↗ ϕ̄

K̄ = K ′ ∪ {0}

ce qui signifie : detϕ = ϕ̄ ◦ detK/M(θ).
De plus, detϕ est déterminé par les deux propriétés suivantes :
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(i) ∀N ∈ N∗,∀(a, b) ∈MN(θ)2 : detϕ(a.b) = detϕ(a).detϕ(b)

(ii) ∀N ∈ N∗,∀
(
a 0
0 1

)
∈MN(θ), avec a ∈ θ =⇒ detϕ

(
a 0
0 1

)
= ϕ(a)

Définition 2.2.1 detϕ est appelé déterminant sur θ associé à ϕ.

2.2.3 Propriétés et exemples de déterminant sur des domaines de
Ore :

Calcul de detϕ par blocs :

∀(m,n) ∈ N∗, a ∈Mm(θ), b ∈Mm,n(θ), c ∈Mn,m(θ) et d ∈Mn(θ)

detϕ

(
a b
0 d

)
= detϕ

(
a 0
c d

)
= detϕ(a).detϕ(d)

Calcul pratique d’un déterminant :

1) En calculant detϕ par blocs, ∀n ∈ N∗, ∀a = (ai,j) ∈ Tn(θ) (où Tn(θ) est le sous ensemble

des matrices triangulaires de Mn(θ)) : detϕ(a) =
n

Π
i=1
ϕ(ai,i)

2) Pour calculer detϕ(a), pour a ∈ Mn(θ), il suffit de réduire a à sa forme triangulaire, en
utilisant la méthode de Gauss, et de calculer ensuite detϕ par blocs (voir le paragraphe 1)
ci-dessus).
Plus précisément P ∈ < En(θ) ∪D′

n(θ) >, tel que p.a = t ∈ Tn(θ), où En(θ) et D′
n(θ) désigne

respectivement l’ensemble des matrices élémentaires et matrices diagonales à éléments non nuls

de Mn

(
θ
)
. Alors :

detϕ(a) = detϕ(t).
(
detϕ(p)

)−1

.

Un exemple :

Considérons par exemple, a =

(
α γ
β δ

)
∈M2(θ).

Si α = 0, alors

(
0 1
0 1

)
∈ T2(θ). D’où, en utilisant la propriété (i) du Théorème 1.2, on

obtient :
detϕ(a) = ϕ(−β.γ).

Sinon, il existe (α′, β′) ∈ θ × θ∗ tel que α′.α = β′.β. Alors :(
1 0
−α′ β′

)
.a =

(
α γ
0 −α′γ + β′δ

)
.

D’où detϕ(a) = ϕ(α).ϕ(−α′γ + β′δ).ϕ(β′)−1.

Déterminant sur un anneau filtré :

Soient A un anneau, G(A) l’ensemble de ses sous groupes additifs, et ∆ un monöıde commutatif
muni d’une loi additive, un élément unité (( 0 )), et totalement ordonné. Une filtration sur A de
type ∆ est une application croissante de ∆ dans G(A) telle que

⋃
n∈∆

F (n) = A, 1 ∈ F (0) et

21



F (m)F (n) = F (n+m) ∀(m,n) ∈ ∆2, le couple (A,F ) est dit anneau filtré de type ∆.

On pose alors gr(F )(n) =
F (n)⋃

n<m

F (m)
, grFn = l’application canonique de F (n) dans gr(F )(n),

grFA = ⊕
n∈∆

F (n), grF (a) =
∑

m,a∈F (n)

grFn (a),

degF (a) =

{
inf{n; a ∈ F (n)} si grF (a) 6= 0
−∞ si grF (a) = 0

Le groupe grF (A) est muni de la multiplication telle que :

grFm(a)grFn (b) = grFm+n(ab) ∀(a, b) ∈ F (m)× F (n)

L’application gr(F ) : n 7−→ gr(F )(n) de ∆ dans G(grFA) est alors une graduation sur l’anneau
grF (A), c’est à dire, une application Γ de ∆ dansG(grFA) telle que grF (A) = ⊕

n∈∆
Γ(n), 1 ∈ Γ(0)

et Γ(m)Γ(n) ⊂ Γ(m+ n) for (m,n) ∈ ∆2.(
grFA, gr(F )

)
est alors appelé anneau gradué associé à l’anneau filtré (A,F ).

De plus, si F est strictement séparé (i.e : gr−1
F (0) = {0} et l’anneau grFA est intègre), l’appli-

cation grF est alors un homomorphisme multiplicatif de A dans grFA.

Définition 2.2.2 Avec les hypothèses du rappel précédent, supposons en plus que A est de Ore
à gauche et que grFA est commutatif.
On appelle alors (( déterminant sur (A,F ) ou sur A associé à la filtration F )), l’application :

det F := detgrF , de M(A) dans grF (A∗)−1grF (A)

Exemple 2.2.2 Si O est un anneau et d = {di, i ∈ I} une famille de dérivations de O, on
définit la filtration canonique de O[d], comme étant sa filtration Fd de type N telle que :

Fd(n) =
{∑
|α|≤n

aαd
α ∈ O[d]

}
pour tout n ∈ N,

où

|α| =
∑
i∈I

α(i), pour α ∈ N(l),

et (O[d], Fd) l’anneau filtré des opérateurs différentiels sur O. Si O est commutatif et intègre,
on appelle detFd

(( le déterminant canonique sur O[d] )).

2.3 Indice d’un opérateur dans des espaces de fractions

rationnelles :

2.3.1 Rappel sur les indices d’applications linéaires :

Définition 2.3.1 Soient k un corps commutatif, E et F deux espaces vectoriels sur k et
u : E −→ F une application linéaire ; on dit que u possède un indice, si dim Ker(u) +
codim Im(u) < +∞, auquel cas, on appelle indice de u, le nombre :

χ(u,E, F ) = dim Ker(u)− codim Im(u)
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Si E = F , on note simplement : χ(u,E)
Soient V un espace vectoriel sur un corps commutatif k, θ un domaine de Ore à gauche d’en-
domorphismes de V , tel que tout élément non nul de θ possède un indice, χ l’application de θ
to Z ∪ {∞} tel que :

χ(0) = ∞, et χ(u) = χ(u,E) = indice u, ∀u ∈ θ − {0}.

On a alors le résultat suivant :

THÉORÈME 2.3.1 Soient N ∈ N∗ et A = (aij)1≤i,j≤N ∈ Mn(θ) une matrice d’opérateurs
différentiels à coefficients dans θ, alors l’application linéaire, encore notée par A :

A : VN −→ VN

f = (f1, · · · , fN)t 7−→ A.f =
(∑j=N

j=1 ai,jfj

)
1≤i,j≤N

possède un indice si et seulement si : detχ(A) 6= ∞, et dans ce cas : χ(A,VN) = detχ(A)

Nous utiliserons aussi, le résultat suivant établi par Adolphson pour K = C, mais qui reste
valable pour tout corps K de caractéristique zéro.

THÉORÈME 2.3.2 ([3], prop. 1 and Remark 2) Considérons x une indéterminée sur K,

K[x] l’anneau des polynômes à coefficients dans K, K[x]
[ d
dx

]
l’anneau des opérateurs différentiels

à coefficients dans K[x], L =
∑

0≤i≤m
pi(x).

di

dxi
∈ K[x]

[ d
dx

]
−
{

0
}
,

N le nombre max
0≤i≤m

(
d◦pi − i

)
, et pour c ∈ K, Rc le nombre

Rc = max
0≤i≤m

(
i− ordc

(
pi(x)

))
Alors l’application linéaire L : V −→ V possède un indice, ce dernier est donné par la formule :

χ(L,V) = −
(
N +

i=n∑
i=1

Rci

)
Nous utiliserons aussi le résultat suivant :

Proposition 2.3.1 Soit u : V −→ W et v : W −→ Z, deux applications linéaires entre espaces
vectoriels sur un corps K. Alors, si deux des applications u, v, vou ont un indice, il en est de
même pour la troisième, auquel cas l’indice de v ◦ u est donné par :

χ(v ◦ u,V ,Z) = χ(u,V ,W) + χ(v,W ,Z)

Cette proposition est une conséquence du lemme suivant :
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Lemme 2.3.1 Soient u : V −→ W et v : W −→ Z, deux applications linéaires sur un corps
K. Alors :

(i) dimKKer(v ◦ u) = dimKKer(u) + dimKIm(u) ∩ Ker(v)
(ii) codimKIm(v ◦u)+dimKKer(v) = codimKIm(u)+ codimKIm(v)+dimKIm(u)∩Ker(v)

preuve :
Posons

V = Ker(u)⊕ V1, Im(u) = (Im(u) ∩ Ker(v))⊕W1

Ker(v) = (Im(u) ∩ Ker(v))⊕W2, W = (Im(u) +Ker(v))⊕W3

Soient u1 : V1 −→ Im(u) et v1 : W1 ⊕W3 −→ Im(v) les applications déduites par restriction
de u et v respectivement.

Alors, Ker(v ◦ u) = Ker(u)⊕ u−1
1 (Im(u) ∩ Ker(v)), et Im(v ◦ u) = v1(W1).

En utilisant l’inversibilité de u1 et v1, il vient

u−1
1 (Im(u) ∩ Ker(v)) ' Im(u) ∩ Ker(v), v1(W3) ' W3, Im(v) = v1(W1)⊕ v1(W3)

Et par définition des Wi,

dim(W3) + dim(W3) = codim
(
Im(u)

)
.

On déduit alors :

dimKKer(v ◦ u) = dimKKer(u) + dimKIm(u) ∩ Ker(v),

et que :
codimKIm(v ◦ u) = codimKIm(v) + dimKW3

d’où :

codimKIm(v ◦ u) + dim(Ker(v)) = codim(Im(v)) + dim(W3 + dimW2) + dim(Im(u) ∩ Ker(v))
= codim(Im(v)) + codim(Im(u)) + dim(Im(u) ∩ Ker(v))

Preuve de la Proposition 2.3.1 : D’après le lemme 2.3.1, il suffit de prouver la dernière
partie de la proposition . Si u et v ou u et v◦u ont des indices, le résultat découle immédiatement
du lemme 2.3.1. Supposons alors que u et v ◦ u sont à indices. En utilisant le lemme 2.3.1, (i),
dim(Im(u) ∩ Ker(v)) < +∞, La conclusion découle alors du lemme 2.3.1, (ii).

2.3.2 Cas d’un opérateurs à pôles dans une partie finie fixée :

Considérons :

- K, un corps de caractéristique zéro.

- S = {c1, · · · cn}, un sous ensemble fini de K, et cn+1 = ∞,
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- V = K

[
x,

1

x− c1
, · · · , 1

x− cn

]
l’espace vectoriel sur K, des fonctions rationnelles, sans poles

en de hors de S.

- D = V
[
d

dx

]
l’anneau des opérateurs différentiels à coefficients dans V .

Considérons l’opérateur différentiel P ∈ D :

P =
∑

0≤i≤m

ai(x).
di

dxi
, ai(x) ∈ V , 0 ≤ i ≤ m.

Montrons maintenant, le résultat suivant :

THÉORÈME 2.3.3 Supposons que am(x) 6= 0, alors l’application linéaire P : V −→ V
possède un indice et ce dernier est donné par la formule :

χ(P,V) = −
(

sup
0≤j≤m

(
d◦aj − j

)
+

n∑
i=1

sup
0≤j≤m

(
j − ordci aj

))
preuve :

Il existe un polynôme a ∈ K[x] tel que a.P ∈ K[x]
[ d
dx

]
, d’après le théorème 2.1.2, a et a.P

ont des indices donés par :

χ(a,V) = −
(
N +

i=n∑
i=1

Rci

)
, où N = d◦(a) = −ord∞(a), et Rci = −ordci(a)

a.P =
∑

0≤i≤m

a.ai
di

dxi
, d’où :

χ(a.P,V) = −
(

max
0≤j≤m

(
d◦(a.aj)− j

)
+

i=n∑
i=1

max
0≤j≤m

(
j − ordci(a.aj)

))
D’après la proposition 2.3.1, P possède un indice tel que :

χ(a.P,V) = χ(a,V) + χ(P,V)

Par suite :

χ(P,V) = χ(a.P,V)− χ(a,V)

= −
(

max
0≤j≤m

(
d◦(a.aj)− j

)
+

i=n∑
i=1

max
0≤j≤m

(
j − ordci(a.aj)

))
+

(
d◦(a) +

i=n∑
i=1

ordci(a)

)

= −
(

max
0≤j≤m

(
d◦(aj)− j

)
+ d◦(a) +

i=n∑
i=1

max
0≤j≤m

(
j − ordci(aj)

)
−

i=n∑
i=1

ordci(a)

)

+

(
d◦(a) +

i=n∑
i=1

ordci(a)

)

= −
(

max
0≤j≤m

(
d◦(aj)− j

)
+

i=n∑
i=1

max
0≤j≤m

(
j − ordci(aj)

)
−

i=n+1∑
i=1

ordci(a)

)
−
(i=n+1∑

i=1

ordci(a)

)

= −
(

max
0≤j≤m

(
d◦(aj)− j

)
+

i=n∑
i=1

max
0≤j≤m

(
j − ordci(aj)

))
Ce qui términe la preuve du théorème 2.3.3.
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2.3.3 Cas d’une matrice d’opérateurs différentiels et des fractions
rationnelles à pôles dans une partie finie :

Soient K un corps de caractéristique zéro, Ω ⊂ K un sous ensemble fini fixé de K, et soit V
l’espace des fractions rationnelles à pôles dans Ω.

Soit N ∈ N∗, θ un domaine de Ore à gauche d’endomorphismes de V nuls ou ayant un indice,
et χ : θ −→ Z ∪ {∞}, l’application définie par : χ(0) = +∞ and ∀P ∈ θ − {0} :

χ(P ) = χ(P,V) = indice de P

Soit A ∈ MN(θ) une matrice d’opérateurs différentiels à coefficients dans θ, A peut s’écrire
comme un opérateur différentiel à coefficients matriciels, c’est à dire :

A =
∑

0≤i≤m
Ai(x)

di

dxi
, Ai(x) ∈ MN(V), (0 ≤ i ≤ m) A agit de VNdansVN , d’après [1], on a le

résultat suivant :

THÉORÈME 2.3.4 L’application linéaire A : VN −→ VN possède un indice si et seulement
si :
detχ(A) 6= ∞, auquel cas, l’indice de A est donné par : χ(A,VN) = detχ(A),

2.3.4 Corollaire : théorème de Robba pour un système

Soit A ∈ D = V
[ d
dx

]
, l’opérateur différentiel défini par :

A =
dm

dxm
+ am−1(x)

dm−1

dxm−1
+ · · · + a1

d

dx
+ a0, where ai(x) ∈ K(x), 0 ≤ i ≤ m− 1

à l’opérateur d’ordre m A, est associé le système différentiel d’ordre un :

L = Im.
d

dx
+ G̃, où G̃ =


0, 1 , · · · , 0
...

. . . . . .
...
1

a0 , · · · , am


En regardant A comme une matrice d’opérateurs différentiels d’ordre un, i.e A ∈ M1(D),
notons par Ā la reduction de la matrice A au premier ordre (cf. [2]), on a alors le résultat
suivant :

Proposition 2.3.2 Il existe une matrice de permutation P de {1, · · · ,m} et deux matrices
Q,R ∈ Sl(m,D) telles que :

P−1.Q.Ā.R.P =

(
A 0
0 Im

)
Im étant la matrice identité d’ordre m.

On déduit que Ā a la forme suivante : Ā =



d
dx

+ am−1 am−2 · · · a0

1 d
dx

0 · · · 0

0 0 0
...

. . . . . .
...

0 · · · 1 d
dx


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= diag(D, · · · , D) +


am−1 · · · · · · a0

1 0 0 · · · 0
0 0 0
...

. . . . . .
...

0 · · · 1 0

 avec D = d
dx

= Im.
d
dx

+


am−1 · · · · · · a0

1 0 0 · · · 0
0 0 0
...

. . . . . .
...

0 · · · 1 0


Il existe une matrice de permutation P ′ of {1, · · · ,m} telle que : Ā = P ′.L̃, on déduit alors
de la proposition 2.3.2 que :

P−1.Q.(P ′.L̃).R.P =

(
A 0
0 Im

)
Les matrices Q, P ′ et R étant inversibles, on déduit que :

detχ(Q) = detχ(P
′) = detχ(R) = 0

en utilisant la propriété (i) du théorème 2.2.2, on obtient :

detχ(L̃) = detχ(A)

Nous obtenons ainsi, une autre formule explicite, de l’indice de l’opérateur A, agissant sur V ,
donnée par :

χ(A,V) = χ(L̃,Vm) = detχ(L̃)

detχ(L̃) étant simple à calculer, vu la forme simple de la matrice L̃.

2.3.5 Remarque :

Robba [12], dans le théorème 11.3, a obtenu une formule d’indice pour le système L̃ = Im.
d

dx
+G̃

comme un endomorphisme de l’espace K
[
x,

1

x− c1
, · · · , 1

x− cn

]
des fractions rationnelles à

pôles fixés. Dans notre cas, nous donnons une formule d’indice, pour le même système, mais
sous forme plus explicite, vu que detχ(L̃) est simple à calculer, grâce à la simple forme de la

matrice L̃. Nous utilisons ici la théorie des déterminants sur les domaines de Ore, au lieu du
théorème du vecteur cyclique, car V n’est pas un corps.

2.4 Indice dans des limites inductives d’espaces vecto-

riels :

2.4.1 Un théorème d’indice général :

Soient I un ensemble ordonné et filtrant à droite, (Ei)i∈I et (Fi)i∈I deux familles de K-espaces
vectoriels, pour i ∈ I, posons Si = {j ∈ I, i ≤ j} et F le filtre engendré par les Si, c’est à dire
le filtre des sections de I
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THÉORÈME 2.4.1 Considérons le système inductif suivant d’espaces vectoriels et d’appli-
cations linéaires :

(2.4.1)

y y
Ei

ui−−−→ Fi

ϕj,i

y yψj,i
Ej

uj−−−→ Fjy y
où tous les diagrammes sont commutatifs, notons respectivement par E = lim−→

i∈I
Ei, F = lim−→

i∈I
Fi

et u = lim−→
i∈I

ui les limites inductives des familles d’espaces vectoriels (Ei)i∈I , (Fi)i∈I et de la

famille d’applications linéaires (ui)i∈I . Supposons que :

1) ∀(i, j) ∈ I2, i ≤ j =⇒ ϕj,i et ψj,i sont injectives

2) ∀i ∈ I, ui possède un indice

3) ∃N ∈ N, ∃i0 ∈ I/ ∀i ∈ I, i ≥ i0 =⇒ dim ker ui ≤ N

4) La famille
(
χ(ui, Ei, Fi)

)
i∈I

est stationnaire

Alors u : E −→ F possède un indice, il existe k0 ∈ I tel que pour tout i ∈ I supérieur ou
égal à k0, les applications linéaires :

ker ui −→ ker u and coker ui −→ coker u

are isomorphisms and we have :

χ(u, E, F ) = χ(uk0 , Ek0 , Fk0)

= lim
F
χ(ui, Ei, Fi).

La preuve du théorème 2.4.1 est basée sur les lemmes suivants :

Lemme 2.4.1 Soient (I,≤) un ensemble ordonné, (xi)i∈I une famille croissante d’entiers in-
dexée par I, et N ∈ N, tel que : ∀i ∈ I, xi ≤ N . Alors ∃i0 ∈ I tel que : ∀i ∈ I, i ≥ i0 =⇒ xi =
xi0

preuve :
Posons A = {xi ; i ∈ I}, nous avons A ⊂ N, d’où A possède un plus grand élément xi0 , soit
i ∈ I tel que i≥ i0, comme la famille est croissante, on a : xi ≥ xi0 , d’autre part, comme xi0 est
le plus grand élément de A, on a : xi ≤ xi0 , d’où : xi = xi0 , ∀i ∈ I, i ≥ i0.

Lemme 2.4.2 Avec les notations et l’hypothèse 1) du théorème précédent, la famille
(
dim Ker(ui)

)
i∈I

est croissante, et la famille
(
dim Coker(ui)

)
i∈I

est stationnaire
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preuve :
Soit x ∈ Ker(ui), alors ui(x) = 0 et (ψji ◦ ui)(x) = 0, comme le diagramme (2.4.1) commute, il
vient : uj(ϕji(x)) = 0 donc ϕji(x) ∈ Ker(uj), d’où :

ϕji

(
Ker(ui)

)
⊂ Ker(uj), comme ϕji est injective, ϕji

(
Ker(ui)

)
' Ker(ui), d’où :

dim Ker(ui) ≤ dim Ker(uj), ∀i, j ∈ I i ≤ j.

Soit xi = dim Ker(ui), i ∈ I. La famille des dimensions (xi)i∈I est croissante et satisfait
l’hypothèse 3) du théorème 2.4.1. Nous déduisons alors du lemme 2.4.1 qu’elle est stationnaire
à partir d’un certain indice i1 ∈ I. Soit yi = dim Coker(ui), i ∈ I, et zi = χ(ui, Ei, Fi), i ∈ I.
Comme la famille (zi)i∈I est stationnaire à partir de i = j0 par hypothèse, et yi = xi− zi, pour
un certain i ∈ I, il s’en suit que la famille (yi)i∈I est stationnaire à partir de i = max(i1, j0) .

Preuve du théorème 2.4.1 :

1)Montrons d’abord que dim Ker(u) ≥ lim
F

dim Ker(ui) :

D’après l’hypothèse 3) et le lemme 2.4.2, il existe i1 ∈ I et l ∈ N tel que pour tout j ∈ I avec
j ≥ i1 : l = lim

F
dim Ker(ui) = dim Ker(uj). Soit ϕi1 l’application canonique de Ei1 vers E.

Soit x1, · · · , xl ∈ Ker(ui1), qui soient linéairement indépendants.
ϕi1 étant injective, ϕi1(x1), · · · , ϕi1(xl) sont linéairement indépendant dans Ker(u), par suite :

dim Ker(u) ≥ l = lim
F

dim Ker(ui).

2)Montrons que dim Coker(u) ≥ lim
F

dim Coker(ui) :

pour i ∈ I, ϕi (resp.ψi) considérons le diagramme commutatif :

(2.4.2)

0 −−−→ Ei
ϕi−−−→ E

0
y ui

y yu
0 −−−→ Fi

ψi−−−→ F

En appliquant le lemme du serpent ( voir Bourbaki [4], p.19 , prop. 2) au diagramme (2.4.2),
nous obtenons la suite exacte :

0 −→ Coker(ui) −→ Coker(u)
i.e pour chaque i ∈ I, Coker(ui) se plonge canoniquement dans Coker(u), d’où :
pour chaque i ∈ I dim Coker(ui) ≤ dim Coker(u), d’où :

lim
F

dim Coker(ui) ≤ dim Coker(u)

3)Montrons que dim Ker(u) = lim
F

dim Ker(ui). Supposons le contraire. D’après 1), ceci

signifie :
dim Ker(u) > lim

F
dim Ker(ui). Soit n = dim Ker(u). Il existe alors, a1, · · · , an ∈ Ker(u) tels

que a1, · · · , an soient linéairement indépendants.
Comme lim

F
dim Ker(ui) = dim Ker(ui1). D’après la définition de u, pour chaque i ∈ I, le

diagramme suivant est commutatif :

Ei
ui−−−→ Fi

ϕi

y y ψi
E

u−−−→ F
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D’autre part, d’après la définition de E, il existe j ∈ I tel que ak = ϕj(ek). Par suite, pour tout
k ∈ {1, · · · , n} :

0 = u(ak) = (u ◦ ϕj)(ek)
= (ψj ◦ uj)(ek)

Comme ψj est injective, il vient uj(ek) = 0, i.e : ek ∈ Ker(uj) pour tout k ∈ {1, · · · , n}. De
plus, le système (ek)1≤k≤n est libre. En effet, pour tous λ1, · · · , λn ∈ K, si

∑
1≤k≤n

λk.ek = 0,

alors

ϕj

(k=n∑
k=1

λk.ek

)
=

k=n∑
k=1

λk.ϕj(ek) =
k=n∑
k=1

λk.ak = 0

Par suite : λk = 0, 1 ≤ k ≤ n.

Supposons d’abord que j ≤ i1. Comme dim Ker(ui1) = lim
F

dim Ker(ui), et d’après le lemme

2.4.2, nous avons : dim Ker(u) > lim
F

dim Ker(ui) = dim Ker(ui1) ≥ dim Ker(uj), il s’en suit
que :

dim Ker(ui) < dim Ker(u) = n

Supposons maintenant que j ≥ i1. Comme dim Ker(u1) = lim
F

dim Ker(ui) = max
i∈I

dim Ker(ui)
et toujours d’après le lemme 2.4.2, nous avons :

dim Ker(uj) = dim Ker(ui1) = lim
F

dim Ker(ui) < dim Ker(u)

d’où j vérifie toujours la relation :

dim Ker(uj) < dim Ker(u)

ce qui contredit le fait que (ek)1≤k≤n est un système libre de Ker(uj)

4)Montrons que dim Coker(u) = lim
F

dim Coker(ui).
Supposons le contraire. D’après 2) ceci signifie que dim Coker(u) > lim

F
dim Coker(ui). D’autre

part, d’après le lemme 2.4.2, il existe i2 ∈ N tel que :

∀j ∈ I, j ≥ i2 =⇒ dim Coker(uj) = lim
F

dim Coker(ui)

Soit d = dim Coker(u) et x1, · · · , xd des éléments linéairement indépendants de F \ Im(u).
D’après la définition de F , il existe alors j ∈ I tel que pour tout k ∈ {1, · · · d}, xk = ψj(bk).
De plus, b1, · · · , bd sont linéairement indépendants. En effet, pour tout λ1, · · · λd ∈ K,

k=d∑
k=1

λk.bk = 0

alors

ϕj

(k=d∑
k=1

λk.bk

)
=

k=d∑
k=1

λk.ϕj(.bk) =
k=d∑
k=1

λk.xk = 0

Par suite λk = 0, pour 1 ≤ k ≤ d. De plus, b1, · · · , bd sont des éléments de F \Im(uj). En effet,
supposons le contraire, i.e il existe e1, · · · , ed dans Ej tel que bk = uj(ek), pour 1 ≤ k ≤ d.
Nous déduisons de la commutativité du diagramme :
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Ej
uj−−−→ Fj

ϕj

y yψj
E

u−−−→ F

que pour 1 ≤ k ≤ d

xk = ψj(bk) = ψj ◦ uj(ek) = u ◦ ϕj(ek)
= u[ϕj(ek)]

ce qui est une contradiction. Par suite xk ∈ Im(u) pour 1 ≤ k ≤ d, par suite, il y a d éléments
linéairement indépendants dans Coker(uj), i.e dim Coker(uj) ≥ dim Coker(u) = d

Supposons d’abord que i2 > j
En appliquant le lemme du serpent au diagramme suivant :

0 −−−→ Ej
ϕi2,j−−−→ Ei2y uj

y y ui2

0 −−−→ Fj
ψi2,j−−−→ Fi2

il vient que, l’application canonique Coker(uj) −→ Coker(ui2) est injective. Par suite :
dim Coker(uj) ≤ dim Coker(ui2). Comme dim Coker(u) > dim Coker(ui2), nous déduisons
que :
dim Coker(u) > dim Coker(uj).

Supposons maintenant que i2 ≤ j. D’où, d’après la définition de i2,

dim Coker(uj) = dim Coker(ui2),

Par suite : dim Coker(u) > dim Coker(uj). d’où j vérifie toujours les relations :

dim Coker(u) > dim Coker(uj) ≥ dim Coker(u)

ce qui est une contradiction.

5)D’après la définition de E et l’injectivité de chaque application ϕj,i, pour i, j ∈ I et i ≤ j,
l’application ϕi est injective pour chaque i ∈ I. en utilisant la commutativité du diagramme
(2.4.2), il vient que l’application canonique de Ker(ui) dans Ker(u) est injective pour tout i ∈ I.
D’après la définition de i2, nous déduisons que cette application canonique est un isomorphisme
pour tout i ∈ I, i ≥ i1.

6)D’après 2), et la définition de i2, l’application canonique de Coker(ui) dans Coker(u) est un
isomorphisme pour tout i ∈ I such that i ≥ i2.

7)Soit i3 = max(i1, i2). D’après 5) et 6), pour tout j ∈ I tel que j ≥ k0, les applications cano-
niques Ker(ui) −→ Ker(u) et Coker(ui) −→ Coker(u) sont des isomorphismes, nous obtenant
alors (ii) et :
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χ(u,E, F ) = χ(uj, Ej, Fj)

= χ(uk0 , Ek0 , Fk0)

= lim
F
χ(ui, Ei, Fi)

Ce qui términe la preuve du théorème 2.4.1.

Remarque 2.4.1 Dans le cas où les espaces vectoriels du théorème 2.4.1 sont des espaces de
Banach , P.Robba et G.Christol ont donné dans [5] une autre version du théorème 2.4.1 où
l’hypothèse :

∀(i, j) ∈ I2, i ≤ j =⇒ ψj,i est in jective

est remplacée par l’hypothèse :

∀(i, j) ∈ I2, i ≤ j =⇒ ψj,i est d’image dense

connue comme étant (( la condition topologique de Mittag-Leffler )) (voir par exemple Grothen-
dieck [8] [EGA III], 0.13.2.4)

2.5 Cas des fonctions rationnelles à pôles dans un sous

ensemble quelconque :

2.5.1 cas d’un opérateur :

Soit K un un corps de caractéristique zéro, Ω ⊂ K un sous ensemble infini,

S = Ω ∪ {∞}, VS = K
[
x,

1

x− c

]
c∈Ω

, DS = VS
[ d
dx

]
.

Soit P l’opérateur différentiel défini par : P =
∑

0≤k≤m
ak(x)

dk

dxk
∈ DS avec am 6= 0. Soit I l’en-

semble de toutes les parties finies non vides de S, contenant ∞ et tous les pôles des coefficients
de P . I est un ensemble ordonné et filtrant à droite. Pour toute partie finie i ∈ I, posons Vi,
l’espace vectoriel sur K, des fonctions rationnelles à pôles dans la partie i. Soit i0 ∈ I, telle que
∀k ∈ {0, ...,m}, ak ∈ Vi0 . P agit sur VS. Pour i ∈ I, i ≥ i0, définissons l’application K-linéaire
Pi : Vi −→ Vi comme étant la restriction de P à Vi, alors Pi possède un indice et on a :

χ(Pi,Vi) = χ(Pi0 ,Vi0)

Soit F la filtration canonique de l’anneau gradué DS = VS
[ d
dx

]
, et

σF : DS −→ grFDS =

VS ⊕ VS
[
d

dx

]
VS

' K [x, ξ]

l’application symbole.

σF (P ) = am(x).ξm est le symbole principal de l’opérateur différentiel P , et ξ = σF

( d
dx

)
.

Nous obtenons alors, le résultat suivant :
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THÉORÈME 2.5.1 Soit P =
∑

0≤k≤m
ak(x)

dk

dxk
∈ DS ; P : VS −→ VS

(i) Une condition nécessaire et suffisante pour que P admette un noyau de dimension finie,
est que : P 6= 0.

(ii) Une condition nécessaire et suffisante pour que P admmette une image de codimension
finie, est que : P 6= 0 et m = deg am.

(iii) P : VS −→ VS possède un indice si et seulement si P 6= 0 et m = deg am(
ce qui signifie : degξσF (P ) = degxσF (P ), où σF (P ) = am(x).ξm est le symbole principal de

P , F la filtration canonique de K(x)
[ d
dx

]
et ξ = σF

( d
dx

))
Dans ce cas :

χ
(
P,VS

)
= −

(
max

0≤j≤m

(
d◦(aj)− j

)
+
∑
c∈Ω

max
0≤j≤m

(
j − ordc(aj)

))
preuve :
(i) est un résultat bien connu, (ii) découle du fait que la série donnée dans la conclusion de (iii)
du théorème 2.5.1 n’est pas divergente, par suite presque tous les termes s’annulent. Il suffit
alors de prouver (iii).
Soit ψji l’application injective canonique de Vi dans Vj, pour i, j ∈ I, i ≤ j; (Vi, ψji) est alors,
un système inductif d’espace vectoriels sur K, et on a :

VS = lim−→
i∈I

Vi

le système d’applications linéaires (Pi)i∈I est inductif est la limite inductive des Pi est l’opérateur :

P = lim−→
i∈I

Pi : VS −→ VS

Il résulte du paragraphe 2.3, théorème 2.3.3 que, ∀i ∈ I, Pi possède un indice sur Vi et pour
chaque i fixé dans I, ∀j ∈ I, j ≥ i; χ(Pi,Vj) = χ(Pi,Vi), d’où les hypothèses 1), 2) et 4) du
théorème 2.4.1 sont satisfaites. Vérifions maintenant la condition 3) du théorème 2.4.1

Nous allons utiliser pour cela, le résultat suivant :

Proposition 2.5.1 Soit (F, ∂) un corps différentiel et L l’opérateur différentiel défini sur F
par : L = ∂n + f1∂

n−1 + · · · + fn, fi ∈ F ; (1 ≤ i ≤ n). Soit (E, ∂) une extension différentielle
de (F, ∂) et S l’ensemble des solutions de l’équation différentielle : Ly = 0, dans E et soit enfin,
CE, le corps des constantes de E, S est alors, un CE-espace vectoriel, et on a : dim CES ≤ n.

Cette proposition est un corollaire du résultat suivant :
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Lemme 2.5.1 Soit (E, ∂) un corps différentiel, ayant CE comme corps des constantes, et
u1, · · · , ur ∈ E. Alors u1, · · · , ur sont linéairement dépendant sur CE si et seulement si,
le Wroskien de u1, · · · , ur :

W (u1, · · · , ur) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 , · · · , ur
∂u1 , · · · , ∂ur
...

...
∂r−1u1 , · · · , ∂r−1ur

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ est nul

Preuve : Supposons u1, · · · , ur linéairement dépendants sur CE, il existe alors ci, (1 ≤ i ≤ n)
non tous nuls, tels que :

i=r∑
i=1

ciui = 0 (2.5.1)

dérivons k fois la relation(2.5.1), (0 ≤ k ≤ r − 1), il vient :

i=r∑
i=1

ci∂
kui = 0, (0 ≤ k ≤ r − 1),

En particulier (c1, · · · , ck) est une solution non triviale du système linéaire :∑
1≤i≤r

∂kui.xi = 0, (0 ≤ k ≤ r − 1), (2.5.2)

Le déterminant de la matrice des coefficients du système (2.5.2) est le WronskienW (u1, · · · , ur),
comme le système (2.5.2) possède une solution non triviale, Nous déduisons que :

W (u1, · · · , ur) = 0.

Inversement, si W (u1, · · · , ur) = 0, le système (2.5.2) possède une solution non triviale
(c1, · · · , cr), où ci ∈ E;
1 ≤ i ≤ r, en particulier, on a pour k = 0 :

∑
1≤i≤r

ciui = 0.

En permutant les ci, on peut supposer que c1 6= 0, en divisant par c1, on peut supposer aussi,
que c1 = 1. On a alors :

∀k, (0 ≤ k ≤ n− 1) :
∑

1≤i≤r

∂kui.ci = 0, (2.5.3)

En appliquant l’opérateur dérivation à cette équation, il vient :∑
1≤i≤r

∂k−1ui.ci +
∑

1≤i≤r

∂k−1ui.∂(ci) = 0

Lapremière somme est nulle d’après la relation (2.5.3), et dans la deuxième somme, le premier
terme est nul, car ∂(c1) = ∂(1), par suite : (∂(c1), · · · , ∂(cr)) est une solution du système
linéaire :

r∑
i=2

∂kui.xi = 0, (0 ≤ k ≤ n− 2) (2.5.4)

Le déterminant de la matrice des coefficients du système (2.5.4) est le WronskienW (u2, · · · , ur).
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1er cas : W (u2, · · · , ur) 6= 0 :
La solution (∂(c2), · · · , ∂(cr)) est telle que ∂(ci) = 0, (2 ≤ i ≤ r).
Par suite ci ∈ CE, (2 ≤ i ≤ r), et comme

∑
1≤i≤r ci.ui = 0, on déduit que les ui sont linéairement

dépendants sur CE.

2èmecas : W (u2, · · · , ur) = 0 :
En appliquant le même raisonnement que pour W (u2, · · · , ur) = 0, on obtient par récurrence,
une relation de dépendance linéaire entre y2, · · · , yr, qui nous donne une relation de dépendance
linéaire entre y1, · · · , yr. Ce qui montre le lemme 2.5.1.

Nous avons aussi besoin du lemme suivant :

Lemme 2.5.2 Soit R un anneau différentiel, u1, · · · , ur+1 ∈ R tel que :

∂r(uk) =
∑

1≤i≤r−1

ai.∂
i(uk), ai ∈ R, 1 ≤ i ≤ r + 1.

Alors :

W (u1, · · · , ur+1) = 0

Preuve :

W (u1, · · · , ur+1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 , · · · , ur+1

∂u1 , · · · , ∂ur+1
...

...
∂ru1 , · · · , ∂rur+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
La dernière ligne du déterminant est une combinaison linéaire des précédentes, par suite

W (u1, · · · , ur+1) = 0.

Preuve de la proposition 2.5.1 :
L’application u −→ L(u) définie sur E est CE - linéaire, d’où son noyau S es un espace vectoriel
sur CE. Soit u1, · · · , un ∈ S, en utilisant le lemme 2.5.2, nous obtenons : W (u1, · · · , un) = 0.
Nous déduisons alors du lemme 2.5.1, que u, u1, · · · , un sont linéairement dépendants, par
suite S est de dimension finie sur CE et on a : dim CE(S) ≤ n.

Suite de la preuve du théorème 2.5.1 :
Ainsi l’hypothèse 3) du théorème 4.2.1 est satisfaite, il suffit pour cela de poser N = m.
Si F désigne le filtre des sections de I, nous déduisons du théorème 4.2.1 que P possède un
indice, et que son indice est donné par :

χ(P,VS) = lim
F
χ(Pi,Vi)

= χ(Pi0 ,Vi0)

En appliquant le théorème 2.4.1 nous obtenons :

χ
(
P,VS

)
= −

(
max

0≤j≤m

(
d◦(aj)− j

)
+
∑
c∈Ω

max
0≤j≤m

(
j − ordc(aj)

))
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2.5.2 Corollaire : cas de K(x)

Posons Ω = K, dans le paragraphe 2.5, d’où VS = K(x), et comme application du théorème
2.5.1, nous avons le résultat suivant :

THÉORÈME 2.5.2 Les notations étant celles du théorème 2.3.1, l’application K-linéaire
P : K(x) −→ K(x) possède un indice, si et seulement si P 6= 0 and m = deg am, et son indice
est donnée par :

χ
(
P,K(x)

)
= lim

F
χ(Pi,Vi)

= χ(Pi0 ,Vi0)

= −
(

max
0≤j≤m

(
d◦(aj)− j

)
+
∑
c∈K

max
0≤j≤m

(
j − ordc(aj)

))
Preuve : il suffit de recopier la preuve du théorème 2.5.1, en remplaçant Ω par K.

2.6 Indice d’une matrice dans des espaces de fractions

rationnelles à pôles dans un sous ensemble quelconque :

2.6.1 Le théorème fondamental

Soit K un corps de caractéristique zéro, Ω ⊂ K un sous ensemble infini.

S = Ω ∪ {∞}, VS = K
[
x,

1

x− c

]
c∈Ω

, l’espace des fractions rationnelles à pôles dans Ω.

Soit N ∈ N∗, θ domaine de Ore à gauche d’endomorphismes de VS nuls ou ayant un indice, et
χ : θ −→ Z ∪ {∞}, l’application définie par : χ(0) = +∞ et ∀P ∈ θ − {0} :

χ(P ) = χ(P,VS) = indice de P

Soit A ∈ MN(θ) une matrice d’opérateurs différentiels à coefficients dans θ, A peut s’écrire
comme opérateur différentiel à coefficients matriciels, c’est à dire :

A =
∑

0≤i≤m
Ai(x)

di

dxi
, Ai(x) ∈MN(VS), (0 ≤ i ≤ m), A agit de VNS dans N

S .

D’après [1], on a le résultat suivant :

THÉORÈME 2.6.1 L’application linéaire A : VNS −→ VNS possède un indice si et seulement
si :
detχ(A) 6= ∞, auquel cas, l’indice de A est donné par : χ(A,VNS ) = detχ(A)

2.6.2 Cas des matrices d’opérateurs différentiels :

Soit K un corps de caractéristique zéro, Ω ⊂ K un sous ensemble infini.

S = Ω ∪ {∞}, VS = K
[
x,

1

x− c

]
c∈Ω

, l’espace des fractions rationnelles à pôles dans Ω, et
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DS = VS
[ d
dx

]
, l’espace des opérateurs différentiels à coefficients dans VS.

Considérons (m,n) ∈ N2, A ∈Mm,n(DS), A agit comme suit : A : VnS −→ VmS , f 7→ A.f

Si i est une partie finie de S contenant l’ensemble des pôles des coefficients de A, alors A agit
par A : Vni −→ Vmi , supposons alors que I est l’ensemble des parties finies S contenant ∞ et
tous les pôles des coefficients de A.

Nous avons alors le résultat suivant :

THÉORÈME 2.6.2 (i) Une condition nécessaire et suffisante pour que A possède un noyau
de dimension finie est que : A 6= 0 et que la matrice A admette une sous matrice Ā d’ordre m
telle que detF Ā 6= 0.

(ii) Une condition nécessaire et suffisante pour que A admette une image de codimension fi-
nie est que : m ≤ n et que la matrice A admette une sous matrice Ā d’ordre m telle que
degξ(detF (Ā)) = degx(detF (Ā)) 6= −∞.

(iii) Si n = m et degξ(detF (A)) = degx(detF (A)) 6= −∞, alors A : VS −→ VS admet un indice,
et dans ce cas :

χ
(
A,VS −→ VS

)
= lim

F
detχi

A

où

detχi
A = −

(
max

0≤j≤m

(
d◦(aj)− j

)
+
∑
c∈i

max
0≤j≤m

(
j − ordc(aj)

))
Preuve :
Etabissons d’abord (iii).
Supposons pour cela que, m = n et degξ(detF (A)) = degx(detF (A)) 6= −∞, nous devons
montrer alors que :

χ(A,VS −→ VS) = lim
F

detχi
A

où

detχi
A = −

(
max

0≤j≤m

(
d◦(aj)− j

)
+
∑
c∈i

max
0≤j≤m

(
j − ordc(aj)

))
Nous allons utiliser pour cela, le théorème d’indice général (cf.théorème 2.4.1).

Soit i0 l’ensemble de tous les pôles des coefficients des éléments de la matrice A, alors

A ∈Mn

(
Vi0
[
d

dx

])
.

Réduisons A à la forme triangulaire en utilisant la méthode de Gauss (cf. [1]) :

En d’autres termes, Vi0
[
d

dx

]
étant un domaine de Ore, il existe deux matrices M et T telles

que :

M.A = T, where M ∈ < En(Di0) ∪D′
n(Di0) >, T ∈ Tn(Di0)
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Où En(Di0), D
′
n(Di0) et Tn(Di0) désigne respectivement l’ensemble des matrices élémentaires,

matrices diagonales à éléments diagonaux non nuls, et matrices triangulaires de Mn

(
Di0

)
.

M est alors un produit de matrices élémentaires ou diagonales. Alors l’application linéaire
induite par M est bijective, d’où detF (M) = 1.
D’autre part, nous avons par hypothèse :

degξ(detF (A)) = degx(detF (A)) 6= −∞, d’où detF (A) 6= 0.

D’où M.A = T , où detF (M) = 1 et detF (A) 6= 0 =⇒ detF (T ) = detF (M).detF (A) 6= 0 ⇐⇒
T (i, i) 6= 0 (où T (i, i) désignent les éléments diagonaux de la matrice T ).

Ainsi, pour f ∈ VS A.f = 0 =⇒ (MA).f = 0 =⇒ T.f = 0, d’où Ker(A) ⊂ Ker(T ).

Comme dim Ker(T ) < +∞ (car T est triangulaire), par suite

dim
(
Ker(A)

)
< +∞.

Il reste à montrer que dim Coker(A) < +∞.
Posons pour cela :

det(X) = degξ(detF (X))− degx(detF (X)), pour X ∈Mn(DS)

et

ϕ(X) = degξ(σF (X))− degx(σF (X)), pour X ∈Mn(DS) (2.6.2)

D’après le théorème fondamental de la théorie des déterminants (unicité), (cf. théorème 2.2.2)
que :

det = detϕ

Et d’après l’hypothèse degξ(detF (A)) = degx(detF (A)) in (iii), nous déduisons (cf. 2.6.2) que :

det(A) = 0

Comme det est un déterminant à valeurs entières (dans Z), nous obtenons det(MA) = det(M)+
det(A) = det(T ), par suite :

det(M) = det(T ).

Soit p1, . . . , pn les coefficients de la matrice diagonale qui apparaissent dans le produit M .
Poson tk = T (k, k), for 1 ≤ k ≤ n.

Pour i ∈ I, nous avons (remarquons que M est produit de matrices élémentaires ou diagonales,
et comme le déterminant des matrices élémentaires est nul, il vient : detχi

M =
∑

1≤k≤n
χi(pk),

nous obtenons ainsi :
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detχi
(A) = detχi

T − detχi
M =

∑
1≤k≤n

χi(tk)−
∑

1≤k≤n

χi(pk) (2.6.3)

Et

det(M) =
∑

1≤k≤n
ϕ(pk), det(T ) =

∑
1≤k≤n

ϕ(tk), comme det(M) = det(T ), il vient :

∑
1≤k≤r

ϕ(pk) =
∑

1≤k≤n

ϕ(tk)

Alors : ∑
1≤k≤n

ϕ(pk)−
∑

1≤k≤n

ϕ(tk) = 0 (2.6.4)

d’après (2.6.3) et (2.6.4) la famille (detχi
(A))i∈I est stationnaire (car (2.6.4)=0 : la série ne

diverge pas, d’où la famille est stationnaire)

Nous allons prouver (iii) et (ii) en même temps :

MA = T , d’où d’après (2.6.4) nous avons :

(detχi
(A))i∈I est stationnaire ⇐⇒

∑
1≤k≤n

ϕ(tk)−
∑

1≤k≤r

ϕ(pk) = 0

i.e :
det(T )− det(M) = det(A) = 0

Comme (dim Ker(A : Vi −→ Vi))i∈I est stationnaire d’après ce qui précéde, la condition précédente
est équivalente (dim Coker(A : Vi −→ Vi))i∈I est stationnaire i.e : dim Coker(A : VS −→ VS)
est finie. ceci prouve la condition suffisante dans (ii), et que l’indice de la matrice A est finie.

Comme det(A) = 0 (d’après l’hypothèse sur les degrés), la formule d’indice de la matrice A
dans (iii) est obtenue par le théorème d’indice général (théorème 2.4.1).

Prouvons maintenant (i) :
Supposons que m ≤ n et que A admet une sous matrice telle que detF (Ā) 6= 0. Comme d’après
la preuve de (iii), Ker(A) ⊂ Ker(Ā), nous déduisons alors que, dim Ker(A) < +∞.

Inversement, supposons que cette condition (i) n’est pas satisfaite, alors les colones de A sont
linéairement dépendantes sur l’espace vectoriel sur L, Lm, où L est le corps des fractions
de Di0 , dans le Di0-module à droite Dm

i0
. Il existe alors une combinaison linéaire nulle des

colonnes de A, avec des coefficients respectifs a1, . . . , an. Nous déduisons que, pour tout
f ∈ VS, (a1f, . . . , anf) ∈ Ker(A). Il vient alors :

dim Ker(A) = +∞

En effet, supposons que la dimension de E = {(a1f, . . . , anf) / f ∈ VS} est finie sur K, on
projette : soit k0 ∈ {1, . . . , n} tel que ak0 6= 0.
comme nous avons d’après (ii) du théorème 2.5.1, Codim ak0(VS) < +∞, dim ak0(VS) = +∞,
contrairement à l’hypothèse sur E dont l’image par l’application (v1, . . . , vn) 7−→ vk de
VnS −→ VnS est ak0(VS).
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Ce qui prouve (i).

Montrons la condition nécessaire dans (ii) :
Supposons que m ≤ n et que A admet une sous matrice Ā ∈Mn(A) telle que detξ(detF (A)) =
detx(detF (A)). Comme Im(Ā) ⊂ Im(A) using (iii) (since Codim Im(Ā) < +∞) nous obtenons
Codim Im(A) < +∞.

Montrons enfin, que la condition est suffisante dans (iii) :
Supposons pour cela, que m = n et la condition sur les degrés non satisfaite, nous déduisons
de la preuve de (iii) que :

Codim Im(A) = Codim Im(Ā) = +∞

Ainsi l’indice de A serait infini, ce qui est une contradiction.
Supposons que m > n, alors les lignes de A sont linéairement dépendantes sur le DS-module à
droite DS

n.
Il existe alors une combinaison linéaire nulle des lignes de A, avec des coefficients respectifs
a1, . . . , an, withavec ak0 6= 0
Pour tout f ∈ Im(A : VSn −→ VSm) nous avons alors

∑
1≤k≤m

ak. f = 0 i.e :

Im(A : VSn −→ VSm) ⊂ E = {f = (f1, . . . , fm) ∈ VSm /
∑

1≤k≤m

ak. f = 0}

Comme Codim E est infinie, il en est de même de Codim(Im(A : VSn −→ VSm)).
Par suite l’indice de A serait infini, ce qui est aussi une contradiction.
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Thèse d’Etat, Univ. Paris VI, 1991.
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Chapitre 3

Solutions Analytiques et Polynomiales
de Certains Systèmes d’Équations aux
Dérivées Partielles

3.1 Introduction :

Nous nous intéressons dans ce travail à des systèmes de Pfaff ayant la forme :
xp+1.yr

∂f
∂x

+ A(x, y).f = g(x, y)

xt.yq+1∂f
∂x

+B(x, y).f = h(x, y)

Nous montrons que, s’il existe des solutions pour de tels systèmes, qui sont des germes de fonc-
tions C∞ à valeurs réelles, au voisinage de (0, 0) ∈ R2, celles-ci sont des fonctions analytiques,
et que sous certaines conditions, celles-ci sont polynomiales.

3.2 Notations :

Notons par :
θ = R{x, y}, l’anneau des fonctions holomorphes au voisinage de (0, 0) ∈ R2.

θ̂ = R[[x, y]], l’anneau des séries formelles en les indéterminées x et y.

E, l’algèbre des fonctions C∞ au voisinage de (0, 0) ∈ R2 et à valeurs réelles.

H(U), l’espace vectoriel des fonctions analytiques sur U , et à valeurs dans R, où U est un
ensemble ouvert de R.

K((x)), le corps des fractions de l’anneau des séries formelles K[[x]], où K est un corps com-
mutatif.

3.3 Rappels (le cas d’une variable) :

Soit D l’opérateur différentiel défini par :
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D = xp+1.
d

dx
+ A(x), où A(x) ∈ End

(
K((x))n

)
Définition 3.3.1 (cf. Malgrange[7]) D est singulier régulier s’il existe M ∈ Gl

(
n,K((x))

)
telle que :

1

xp
.M−1AM + xM−1dM

dx
∈ End

(
K((x))n

)

Définition 3.3.2 (cf. Deligne[4]) Un vecteur v ∈ K((x))n est dit cyclique pour D, si la
famille (v,Dv, · · · , Dn−1v) est libre.

Proposition 3.3.1 (cf. Deligne[4]) Si K est de caractéristique zéro, il existe un vecteur cy-
clique pour D.

Définition 3.3.3 (cf.[5]) Pour tout vecteur cyclique v, le premier invariant de Gérard-Levelt
ρ1(D) de l’opérateur D est donné par la formule :

ρ1(D) = sup(0, λ0), où λ0 = sup
0≤i≤n−1

(
−v(ai)

)
et les ai sont dans K, donnés par :

Dn(v) =
n−1∑
i=0

ai.D
i(v)

3.4 Quelques systèmes de Pfaff linéaires :

Soient (N, p, q, r, t) ∈ N∗ × N4

D1 = D1(x, y,
∂

∂x
) = xp+1.yr.

∂f

∂x
+ A

D2 = D2(x, y,
∂

∂y
) = xt.yq+1.

∂f

∂y
+B

où A,B ∈ End(θn).

Considérons le système de Pfaff :

(S)


xp+1.yr

∂f
∂x

+ A(x, y).f = g(x, y) (S1)

xt.yq+1∂f
∂x

+B(x, y).f = h(x, y) (S2)

Par référence aux rappels donnés dans le paragraphe 3.3, donnons la définition suivante du cas
singulier régulier à deux variables :
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Définition 3.4.1 (i) Le système différentiel (S1), est dit singulier régulier à l’origine x = 0,
si le premier invariant de Gérard-Levelt ρ1(D1) est nul, où D1 est l’opérateur

différentiel défini plus haut par :

D1 : K1[[x]][x
−1] −→ K1[[x]][x

−1] , avec K1 = C[[y]][y−1]

(ii) Le système différentiel (S2), est dit singulier régulier à l’origine y = 0, si le premier
invariant de Gérard-Levelt ρ1(D2) est nul, où D2 est l’opérateur différentiel défini plus haut
par :

D2 : K2[[y]][y
−1] −→ K2[[y]][y

−1] , avec K2 = C[[x]][x−1]

(iii) Le système différentiel (S) est dit singulier régulier à l’origine (x, y) = (0, 0), les deux
systèmes (S1) et (S2) sont singuliers régulier à l’origine.

Rappelons le résultat suivant, bien connu à une variable :

Proposition 3.4.1 (cf. Malgrange[7]) considérons l’opérateur différentiel :

D = xp+1.
d

dx
+ A, A ∈ End

(
{x}N

où D où D est singulier régulier à l’origine. Soit g ∈ RR{x}N
)
, supposonsqu′ilexisteh ∈

R[[x]]N tel que D(h) = g. Il existe alors, un unique f ∈ R{x}N tel que :

D(f) = g et f̂ = h

(f̂ étant la série de Taylor associée à f).

Le résultat suivant est aussi bien connu dans le cas de plusieurs variables complexes, et est
souvent utilisé comme définition du cas singulier régulier.

Proposition 3.4.2 (cf.[1]) Supposons que le système (S) soit singulier régulier à l’origine. Si

f ∈ θ̂N est solution du système de Pfaff (S), alors f ∈ θN .

Soient A(x, y) une matrice carrée N ×N à coefficients dans C[x, y].
La matrice A peut s’écrire :

A(x, y) =
s∑
i=0

Ai(y).x
i

=
l∑

i=0

Bi(x).y
i

44



où :
Ai(y) ∈ End(C[y]N), (0 ≤ i ≤ s) et As(y) 6= 0

Bi(x) ∈ End(C[x]N), (0 ≤ i ≤ l) et Bl(x) 6= 0

Posons : d◦x(A) = s et d◦y(B) = l

Proposition 3.4.3 (cf.[2]) Considérons le système de Pfaff :

(4.1.1)


xp+1.a(y)

∂f
∂x

+ A.f = g

yq+1.b(x)
∂f
∂x

+B.f = h

Où a(y) ∈ R[y]− {0}; b(x) ∈ R[x]− {0}, g, h ∈ R[x, y]N .
Si f ∈ θN est solution du système (4.1.1), et si p ≥ d◦y(A) et q ≥ d◦y(B).
Alors f ∈ R[x, y]N .

THÉORÈME 3.4.1 Considérons le système de Pfaff suivant :
xp+1.yr

∂f
∂x

+ A(x, y).f = g

xt.yq+1∂f
∂x

+B(x, y).f = h

(4.1.2)

Avec p, q, r, t ∈ N; g, h ∈ R[x, y]N et A,B ∈ End(R[x, y]N)

Supposons que :

(i) le système (4.1.2) est singulier régulier à l’origine.

(ii) le système (4.1.2) possède une solution f ∈ EN .

Alors f ∈ θN .

Preuve :
Soit f̂ la série de Taylor de f au voisinage de l’origine (0, 0) ∈ R2, f̂ ∈ θ̂ N , f̂ est une solution du
système de Pfaff (4.1.2) (il suffit pour cela, de prendre la série de Taylor des deux membres du

système (4.1.2). Par suite, nous déduisons de la proposition 3.4.2, que f̂ ∈ θN . Soit ∆ = ∆1×∆2

le domaine de convergence de la série f̂ , et soit y0 un point fixé dans ∆2 − {0}. Considérons

la fonction d’une variable réelle x, f̂(x, y0). f̂(x, y0) vérifie l’équation différentielle singulière
régulière avec paramètre :

xp+1.
d

dx

(
f̂(x, y0)

)
+ C(x, y0).f̂(x, y0) = C(x, y0)

Où C(x, y) =
A(x, y)

yq
; E(x, y) =

g(x, y)

yq
. Il vient alors, de la proposition 3.4.1, que :
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f̂(x, y0) ≡ f(x, y0) and f̂(x, y0) ∈ C{x}N

Par suite f̂(x, y0) ∈ H(D1)
N

Soit U(y0) un petit ouvrt contenant y0 et contenu dans D2 − {0} ; nous déduisons alors du
théorème de dépendance analytique d’un paramètre (voir par exemple CARTAN [3]) que :

f(x, y) ∈ H
(
∆1 × U(y0)

)N
Par suite :

f(x, y) ∈ H
(
∆1 ×∆2 − {0}

)N
D’où, pour y 6= 0, f peut s’écrure sous la forme :

f(x, y) =
∑
n≥0

ρn(x).y
n, avec ρn(x) ∈ H(∆1)

N , n ≥ 0

Soit alors g, la fonction définie par :

g(x, y) =

 f(x, y) pour y 6= 0

ρ0(x) pour y = 0

Par suite, la fonction f(x, y) définit une fonction g(x, y), qui est analytique sur le domaine
∆1 ×∆2 tout entier. C’est à dire, f est analytique dans un voisinage de (0, 0) ∈ R2.
Ce qui términe la preuve du théorème 3.4.1.

THÉORÈME 3.4.2 Considérons le système de Pfaff suivant :
xp+1.yr

∂f
∂x

+ A(x, y).f = g

xt.yq+1∂f
∂x

+B(x, y).f = h

(4.1.3)

avec p, q, r, t ∈ N; g, h ∈ R[x, y]N and A,B ∈ End(R[x, y]N)

Supposons que :

(i) le système (4.1.3) est singulier régulier à l’origine.

(ii) le système (4.1.2) possède une solution f ∈ EN .

(iii) p ≥ d◦y(A) et q ≥ d◦y(B);

Alors f ∈ R[x, y]N .

Preuve :
En utilisant les hypothèses (i) et (ii), nous déduisons du théorème 3.4.1, que f ∈ θN , et en
utilisant l’hypothèse (iii), nous déduisons de la proposition 3.4.3 que f ∈ R[x, y]N .
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[1] K. BETINA : Caractérisation des connexions singulières régulières le long d’un diviseur à
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mathématique, t.XX, 1-2, 147-176, (1974).

[8] M.S. REZAOUI : Solutions polynomiales de certains systèmes différentiels singuliers, Thèse
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Chapitre 4

Convergence des Solutions Formelles
de Certains Systèmes Différentiels Non
Linéaires Au voisinage d’une
Singularité Irrégulière

4.1 Introduction :

Nous nous intéressons dans ce chapitre, à généraliser certains résultats de Y.Sibuya [18], plus
précisément nous étudions la convergence des solutions formelles au voisinage d’une singularité
irrégulière, des ssystèmes différentiels suivaants :

A(x).
du

dx
−B(x).u(x, y) = yE(x, y, u) (4.1)

A(x).
du

dx
= E(x, y, u) (4.2)

Où :
1) y est un paramètre
2) E : U ⊂ Cx × Cy × CN

u −→ CN est une fonction à valeur vectorielles, holomorphe sur un
ouvert U contenant l’origine (0, 0, 0) ∈ C2 × CN

3) A(x), B(x) ∈ End
(
C{x}N

)
sont deux matrices carrées N × N à coefficients holomorphes

au voisinage de l’origine x = 0 ∈ C.

Dans le cas étudié par Y.Sibuya, la matrice intervenant au lieu de A(x) dans les systèmes
différentiels précédents, est la matrice diagonale xp+1.IN , qui est un cas particulier de notre
résultat.

Nous établissons sous certaines conditions, la convergence des solutions formelles du système
différentiel (1). La méthode utilisée ici, s’inspire de certains travaux de Harris, Sibuya et Wein-
berg ([9] et [10]), elle est basée sur des techniques d’analyse fonctionnelle, en l’occurence le
théorème du point fixe dans les espaces de Banach. Nous obtenons alors, comme conséquence,
sous certaines conditions,l’analyticité des solutions formelles des systèmes différentiels non-
linéaires (2) et nous donnons un exemple qui illustre une situation plus générale que celle
traitée dans Sibuya ([18]).
Nous déduisons ensuite, des conditions suffisantes d’existence de solutions analytiques pour une
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classe de système de Pfaff, complètement intégrable, à singularité irrégulière, ayant la forme :
A(x)∂u

∂x
= E(x, y, u)

B(x)∂u
∂y

= F (x, y, u)

Notons que, ce n’est pas assez aisé de trouver pour de tels systèmes, un exemple qui illustre ce
résultat dans un cadre beaucoup plus général que celui traité dans Gérard-Sibuya ([7]), à cause
de la nature compliquée de la condition de complète intégrabilité.

4.2 Notations :

Notons par C[[x]] et C{x}, respectivement, l’anneau des séries formelles en la variable com-
plexe x et l’anneau des germes de fonctions holomorphes au voisinage de x = 0 ∈ C. Soit
A(x), B(x) ∈ End(C{x}N), où End(C{x}N) désigne l’anneau des matrices carrées N × N , à
coefficients dans C{x}.

Considérons l’opérateur différentiel :

D = A(x).
d

dx
−B(x).

Pour δ0, δ ∈ R ; δ0 > 0, δ > 0 ; posons :

D(δ0) = {y ∈ C/|y| < δ0} et D(δ) = {x ∈ C/|x| < δ}

Ω(δ0) = {ϕ : D(δ0) → CN ;ϕ holomorphe et bornée sur D(δ0)}
Si ϕ ∈ Ω(δ0), nous définissons la norme de ϕ par :

‖ϕ‖ = sup
y ∈ D(δ0)

| ϕ(y) |

Pour toute série f =
∑
m≥0

fm(y)xm , où fm ∈ Ω(δ0), nous poserons :

‖f‖δ0,δ =
∞∑
m=0

‖fm‖δ0 .δm

pour toute matrice B(x) ∈ End
(
C{x}N

)
, qui s’écrit : ‖B‖δ =

∑
m≥0

Bmx
m, où Bm ∈ End(CN)

sont des matrices carrées N ×N constantes, nous poserons :

‖B‖δ =
∞∑
m=0

|Bm| δm,

où, |Bm| = sup
1≤i≤N

(
sup

1≤j≤N
(|bmij |)

)
avec Bm =

(
bmij

)
1≤i,j≤N

. Posons enfin :

B(δ0, δ) =
{
f =

∑
m≥0

αm(y)xm; αm ∈ Ω(δ0) et ‖f‖δ0,δ < +∞
}

et
B(δ0, δ,M) =

{
xMf, f ∈ B(δ0, δ)

}
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Proposition 4.2.1 Soit A(x) ∈ End(C{x}N), A(0) = 0 et A(x) = x.Ã(x) où Ã(x) =
∞∑
m=0

Amx
m+1, Am ∈ End(CN) (m ≥ 0). Supposons qu’il existe p ∈ N, p > 1 tel que det(Ap) 6= 0.

Alors, ∀ψ ∈ B(δ0, δ), il existe Q ∈ B(δ0, δ) et R ∈ Ω(δ0)[x] tel que :

ψ = Ã.Q+R;

de plus, Q et R sont déterminés de façon unique, et doxR ≤ p− 1.

Preuve :
Posons

S = −(xpI − Ã.A−1
p ) (1.1)

où I est la matrice identité d’ordre N, il s’en suit que Ã.A−1
p = S + xpI. Soit ψ ∈ B(δ0, δ) ; et

soit (ψn)n , (Qn)n , (Rn)n les suites définies par :
ψ0 = ψ, et si, ψ1, · · · , ψn ∈ B(δ0, δ) sont définies par récurrence, ψn s’écrit :

ψn =
∑
m≥0

ψn,mx
m, ψn,m ∈ Ω(δ0).

Posons :

Qn =
∑
m≥p

ψnmx
m−p , Rn =

p−1∑
m=0

ψnmx
m

Définissons alors ψn+1, par :

ψn+1 = (xpI − Ã.A−1
p ).Qn

Nous obtenons alors : ψn = xpQn +Rn et

ψn+1 = −S.Qn

= xpQn − ÃAp
−1Qn

= ψn −Rn − ÃAp
−1Qn

Nous avons :
‖Rn‖δ0,δ ≤ ‖ψn‖δ0,δ

‖Qn‖δ0,δ ≤
|ψn‖δ0,δ
δp

‖ψn+1‖δo,δ ≤ ‖S‖δ.‖Qn‖δ0,δ ≤
‖S‖δ
δp

‖ψn‖δ0,δ

Choisissons δ > 0 tel que
‖S‖δ
δp

< ε < 1, i.e : ‖S‖δ < ε.δp, où 0 < ε < 1, d’où :

‖ψn+1‖δo,δ < ε.‖ψn‖δo,δ < εn.‖ψ0‖δo,δ = εn.‖ψ‖δo,δ

Posons alors :
Q =

∑
n≥0

Ap
−1.Qn
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et
R =

∑
n≥0

Rn

Nous avons :

‖Ap−1.Qn‖δo, δ <
εn

δp
|Ap−1|.‖ψ‖δ0, δ

et aussi

‖Rn‖δ0, δ < εn‖ψ‖δ0, δ
d’où :

∑
n≥0

‖Ap−1.Qn‖δo, δ <
|Ap−1|.‖ψ‖δ0, δ

δp
.
∑
n≥0

εn =
|Ap−1|.‖ψ‖δ0, δ
δp.(1− ε)

< +∞

et ∑
n≥0

‖Rn‖δ0, δ ≤
‖ψ‖δ0, δ
(1− ε)

< +∞

i.e : les séries Q et R sont normalement convergentes, donc convergentes, par suite Q,R ∈
B(δ0, δ), et comme ∀n,Rn est un polynôme en x, de degré inférieur ou égal à p − 1, nous
avons : R ∈ Ω(δ0)[x] et d◦xR ≤ p−1. D’autre part, comme ‖ψn‖δ0, δ < εn.‖ψ‖δ0, δ ;

∑
n≥0

ψn < +∞.

Nous obtenons finalement :

ψ = ψ0 =
∑
n≥0

ψn −
∑
n≥0

ψn+1 =
∑
n≥0

(ψn − ψn+1) =
∑
n≥0

Rn + Ã.Ap
−1.Qn

= Ã.
∑
n≥0

Ap
−1.Qn +

∑
n≥0

Rn

= Ã.Q+R

Ce qui prouve l’existence. Montrons maintenant, l’unicité d’un tel couple (Q,R). Supposons
pour cela, qu’il existe Q1 ∈ B(δ0, δ) and R1 ∈ Ω(δ0)[x], d

◦
xR1 ≤ p− 1, vérifiant :

ψ = Ã.Q1 +R1,

Nous avons alors :

Ã.Q+R = Ã.Q1 +R1 , d’où :

Ã.(Q−Q1) + (R−R1) = 0 (1.2)

Nous obtenons
Ã = (S + xpI).Ap

( d’après la définition de S, voir (1.1) ) et aussi : ‖S‖δ < ε.δp

Nous obtenons alors :

0 = S.Ap(Q−Q1) + xp.Ap(Q−Q1) + (R−R1) (1.3)
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Nous avons
‖xp.Ap(Q−Q1)‖δ0, δ ≤ ‖xp.Ap(Q−Q1) + (R−R1)‖δ0, δ

En utilisant (1.3), il vient :

xp.Ap(Q−Q1) + (R−R1) = −S.Ap(Q−Q1)

D’où
‖xp.Ap(Q−Q1)‖δ0, δ ≤ ‖S.Ap(Q−Q1)‖δ0, δ

≤ ε.δp.‖Ap(Q−Q1)‖δ0, δ
= ε.‖xp.Ap(Q−Q1)‖δ0, δ

Comme ε < 1, on conclut que :
xp.Ap(Q−Q1) = 0, soit Q = Q1.
Nous déduisons alors de la relation (1.2) que : R = R1.
Ce qui montre l’unicité.

la proposition 4.2.1 est ainsi démontrée.

Lemme 4.2.1 Soit ψ = Ã.Q + R la relation donnée dans la proposition 4.2.1, supposons que
det(Ap) 6= 0. Il existe alors, une constante λ(Ã) qui dépend uniquement de δ0, δ, et Ã, telle
que :

‖Q‖δ0, δ ≤ λ(Ã).‖ψ‖δ0, δ

Preuve :

ψ = Ã.Q+R

ψ =
∑
n≥0

ψnx
n, ψn(y) ∈ Ω(δ0)

On peut supposer que :

Ã =
∑
n≥0

Anx
n, An ∈ End(CN), Q =

∑
n≥0

Qnx
n, Qn(y) ∈ Ω(δ0)

R =
∑
n≥0

Rnx
n, Rn(y) ∈ Ω(δ0)

Nous obtenons :

∑
n≥0

ψnx
n =

∑
n≥0

(
i=n∑
i=0

Ai.Qn−i

)
xn +

p−1∑
n=0

Rnx
n

En identifiant les coefficients de xn+p, ∀n ≥ 0, dans la relation précédente, nous obtenons :

ψn+p = A0.Qn+p + A1.Qn+p−1 + · · · + An+p.Q0 + 0
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et ‖ψn+p − Ap.Qn‖δ0 ≤ |A0|.‖Qn+p‖δ0 + |A1|.‖Qn+p−1‖δ0 + · · · + |Ap−1|.‖Qn+1‖δ0

+|Ap+1|.‖Qn−1‖δ0 + · · · + |An+p|.‖Q0‖δ0

Par suite :

‖ψn+p − Ap.Qn‖δ0 .δn+p ≤ |A0|.δ0‖Qn+p‖δ0.δn+p + |A1|.δ‖Qn+p−1‖δ0.δn+p−1 +

· · · + |Ap−1|.δp−1‖Qn+1‖δ0δn+1 + |Ap+1|.δp+1‖Qn−1‖δ0.δn−1 + · · · +
|An+p|.δn+p‖Q0‖δ0.δ0

≤ |A0|.δ0‖Qn+p‖δ0.δn+p + |A1|.δ‖Qn+p−1‖δ0.δn+p−1 +

· · ·+ |Ap−1|.δp−1‖Qn+1‖δ0δn+1 + |Ap|.δp‖Qn‖δ0δn + |Ap+1|.δp+1‖Qn−1‖δ0.δn−1 + · · ·+

|An+p|.δn+p‖Q0‖δ0.δ0

D’où :

n=+∞∑
n=0

‖ψn+p − Ap.Qn‖δ0 .δn+p ≤ ‖Ã‖δ0 .‖Q‖δ0,δ

Posons :

ψ̃ =
+∞∑
n=0

ψn+p.x
n,

Par suite :

‖ψ̃ − Ap.Q‖δ0,δ = δ−p.
n=+∞∑
n=0

‖ψn+p − Ap.Qn‖δ0 .δn+p

C’est à dire :

‖ψ̃ − Ap.Q‖δ0,δ ≤
‖Ã‖δ.‖Q‖δ0,δ

δp

Nous déduisons alors :
ψ̃ − Ap.Q = Ap.L(Q)

Où L : B(δ0, δ) −→ B(δ0, δ) est un opérateur linéaire continue, vérifiant :

‖L(Q)‖ = |Ap|−1.‖ψ̃ − Ap.Q‖δ0,δ ≤ |Ap|−1.
‖Ã‖δ
δp

.‖Q‖δ0 δ

Par suite :

‖L‖ ≤ |Ap|−1.‖Ã‖δ
δp

Choisissons δ, pour que le membre de droite dans la relation précédente, soit rendu inférieur à

1, nous déduisons :

ψ̃ = Ap.(I + L).(Q)

Où ‖L‖ < 1, d’où (I + L) est un opérateur inversible, par suite Q = (I + L)−1.A−1
p ψ̃ et :

‖Q‖δ0, δ ≤ ‖(I + L)−1‖.|A−1
p |.‖ψ̃‖δ0, δ

≤
‖(I + L)−1‖.|A−1

p |
δp

.‖ψ‖δ0, δ
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Posons

λ(Ã) =
‖(I + L)−1‖.|A−1

p |
δp ,

D’où :

‖Q‖δ0, δ ≤ λ(Ã).‖ψ‖δ0, δ

Ce qui prouve le lemme 4.2.1

4.3 Étude d’une classe d’opérateurs linéaires :

Définissons les applications suivantes :

(2.1) B : B(δ0, δ,M) −→ B(δ0, δ,M)
ϕ 7−→ B(ϕ) = B(x).ϕ(x, y)

(2.2) P : B(δ0, δ,M) −→ Ã(x).B(δ0, δ,M)

Si ϕ ∈ B(δo, δ,M) ; ϕ = xM .ψ, où ψ ∈ B(δ0, δ).

Ecrivons ψ = Ã.Q+R, alors : ϕ = Ã.Q.xM + xM .R, posons alors :

P (ϕ) = Ã.Q.xM

(2.3) T : Ã(x).B(δ0, δ,M) −→ B(δ0, δ,M)

Si ϕ ∈ Ã(x).B(δ0, δ,M); ϕ = Ã(x).ψ,
où ψ ∈ B(δ0, δ,M), alors ψ =

∑
m≥M

αm(y).xm, αm(y) ∈ Ω(δ0)

Posons alors :

T (ϕ) =
∑
m≥M

αm(y)

m
.xm

Ces applications sont Ω(δ0)-linéaires, et vérifient :

‖B(ϕ)‖δ0, δ ≤ ‖B‖δ.‖ϕ‖δ0, δ

‖P (ϕ)‖δ0, δ ≤ ‖Ã‖δ.
∥∥∥Q∥∥∥

δ0, δ
.
∥∥∥xM∥∥∥

δ

≤ ‖Ã‖δ.λ(Ã).‖ϕ‖δ0, δ (en utilisant le lemme 4.2.1)

Posons µ(Ã) = ‖Ã‖δ.λ(Ã), nous obtenons alors :

‖P (ϕ)‖δ0, δ ≤ µ(Ã).‖ϕ‖δ0, δ

‖T (ϕ)‖δ0, δ ≤ 1
M
‖ψ‖δ0, δ
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Comme ϕ = Ã.ψ, nous déduisons du lemme 4.2.1 que ‖ψ‖δ0, δ ≤ λ(Ã).‖ϕ‖δ0, δ, soit :

‖T (ϕ)‖δ0, δ ≤
λ(Ã)

M
‖ϕ‖δ0, δ

Par suite :

‖T.P.B(ϕ)‖δ0, δ ≤
λ(Ã).µ(Ã)

M
.‖B‖δ.‖ϕ‖δ0, δ

Choisissons un entier M, suffisamment grand, pour que :

λ(Ã).µ(Ã).‖B‖δ
M

< 1

Il s’en suit que les séries :
∑
m≥0

‖TPB‖m et
∑
m≥0

(
λ(Ã)µ(Ã)‖B‖δ

M

)m

sont convergentes, et nous

avons : ∑
m≥0

‖TPB‖m ≤
∑
m≥0

(
λ(Ã)µ(Ã)‖B‖δ

M

)m
Par suite, l’application :

I − TPB : B(δ0, δ,M) −→ B(δ0, δ,M) (où I est la matrice identité d’ordre N) est un isomor-
phisme, et nous avons :

‖(I − TPB)−1‖δ0, δ ≤
1

1− λ(Ã)µ(Ã)‖B‖δ
M

Posons :

W = (I − TPB)−1T.P (2.4)

Alors l’application W : B(δ0, δ,M) −→ B(δ0, δ,M) est Ω(δ0)-linéaire, et vérifie :

‖W (ϕ)‖δ0, δ ≤ 1

1− λ(Ã)µ(Ã)‖B‖δ
M

.
λ(Ã)µ(Ã)

M
.‖ϕ‖δ0, δ

=
λ(Ã)µ(Ã)

M − λ(Ã)µ(Ã).‖B‖δ
.‖ϕ‖δ0, δ (2.5)

Lemme 4.3.1 a) A(x).
d

dx

(
T (ϕ)

)
= ϕ , où ϕ ∈ Ã.B(δ0, δ,M)

b) T
(
A(x).

dϕ

dx

)
= ϕ, où ϕ ∈ B(δ0, δ,M) et A(x).

dϕ
dx

∈ Ã.B(δ0, δ,M)

Preuve :
a) ϕ = Ã.ψ; ψ ∈ B(δ0, δ,M) ψ =

∑
m≥M

αm(y).xm
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T (ϕ) =
∑
m≥M

αm(y)
m .xm,

d

dx

(
T (ϕ)

)
=
∑
m≥M

αm(y).xm−1

A(x).
d

dx

(
T (ϕ)

)
= Ã(x).x.

d

dx

(
T (ϕ)

)
= Ã(x).

∑
m≥M

αm(y).xm = Ã.ψ = ϕ, ainsi a) est prouvé.

Montrons maintenant b), nous avons : ϕ =
∑
m≥M

αm(y).xm, d’où

dϕ

dx
=
∑
m≥M

mαm(y).xm−1 et A(x).
dϕ

dx
= Ã(x).

∑
m≥M

mαm(y).xm ∈ Ã.B(δ0, δ,M)

et par définition de l’opérateur T , nous obtenons :

T
(
A(x).

dϕ

dx

)
=
∑
m≥M

αm.x
m = ϕ par suite b) est démontré.

Lemme 4.3.2 Soit D = A(x).
d

dx
− B(x), A(x), B(x) ∈ End(C{x}N), où A(0) = 0, A(x) =

x.Ã(x) où Ã(x) =
∞∑
m=0

Amx
m+1, Am ∈ End(CN) (m ≥ 0). Supposons qu’il existe p ∈ N, p > 1,

tel que : det(Ap) 6= 0. Aors, pour tout f ∈ B(δ0, δ,M), on a :

DW (f) = f − V (f) où V est l’application linéaire définie par :

V = (I − P )(I +BW )

Preuve :
Nous avons par définition (voir 2.4)

W = (I − TPB)−1T.P, soit, (I − TPB)W = TP, d’où, W − TPBW = TP.

En appliquant l’opérateur A(x).
d

dx
à cette dernière relation, nous obtenons :

A(x).
d

dx
W (f)− A(x).

d

dx
T
(
PBW (f)

)
= A(x).

d

dx
T
(
P (f)

)
D’où, d’après le lemme 4.3.1 :

A(x).
d

dx
W (f)− PBW (f) = P (f),

soit :

A(x).
d

dx
W (f) = PBW (f) + P (f)

D’autre part, nous avons :

(
A(x).

d

dx
−B(x)

)
W (f) = A(x).

d

dx
W (f)−BW (f)

= PBW (f) + P (f)−BW (f)

= (P − I)(BW + I)(f) + f

= f − (I − P )(I +BW )(f)

par suite : DW (f) = f − V (f) , où V = (I − P )(I +BW ) ce qui prouve le lemme 4.3.2
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Lemme 4.3.3 Soit D = A(x).
d

dx
− B(x), A(x) , B(x) ∈ End

(
C{x}N

)
avec A(0) = 0,

A(x) = x.Ã(x) où Ã(x) =
∞∑
m=0

Amx
m+1, Am ∈ End(CN) (m ≥ 0). Supposons qu’il existe

p ∈ N, p > 1 tel que det(Ap) 6= 0. Si f =
∑
m≥M

αm(y).xm ∈ B(δ0, δ,M), alors WD(f) = f.

Preuve :

WD(f) = W
(
A(x).

d

dx
−B(x)

)
(f)

= W
(
A(x).

d

dx

)
(f)−WB(f) (W est linéaire)

= (I − TPB)−1TP
(
A(x).

df

dx

)
− (I − TPB)−1TPB(f) (2.6)

TP
(
A(x).

df

dx

)
= f , en effet, soit f =

∑
m≥M

αm.x
m ∈ B(δ0, δ,M), A(x).

df

dx
= Ã.

∑
m≥M

mαm.x
m =

xM .ψ, où ψ = Ã.(
∑
m≥M

mαm.x
m−M)+0, d’où par définition de l’opérateur P (voir 2.2), nous obte-

nons : P
(
A(x).

df

dx

)
= Ã.

(∑
m≥M

mαm.x
m−M

)
.xM = Ã.

(∑
m≥M

mαm.x
m
)

= A(x).
df

dx
∈ Ã.B(δ0, δ,M)

et en utilisant le lemme 4.3.1, nous obtenons :

TP
(
A(x).

df

dx

)
= T

(
A(x).

df

dx

)
= f ;

et d’après la relation (2.6), nous obtenons :

WD(f) = (I − TPB)−1(f)− (I − TPB)−1T.P.B(f) = (I − TPB)−1.(I − TPB)(f) = f

Ce qui prouve le lemme 4.3.3.

Proposition 4.3.1 Soit D = A(x).
d

dx
−B(x), A(x) , B(x) ∈ End

(
C{x}N

)
, avec A(0) = 0,

A(x) = x.Ã(x) où Ã(x) =
∞∑
m=0

Amx
m+1, Am ∈ End(CN) (m ≥ 0).

Supposons que :

(i) Il existe p ∈ N , p > 1 tel que det(Ap) 6= 0

(ii) B(0) ∈ Gl(N,C)

Si pour u ∈ B(δ0, δ) ; D(u) = f = xM .R, où R ∈ Ω(δ0)[x] est un polynôme en x, avec
dox(R) ≤ p− 1, alors u = 0 et f = 0.

Preuve :
Il suffit de montrer que u ∈ B(δ0, δ,M), en effet, si nous montrons ceci, nous aurons d’après le

lemme 4.3.3 : W (f) = W
(
D(u)

)
= u.

D’autre part f = Ã.0.xM + xM .R, d’où, en utilisant la définition de l’opérateur P (voir

2.2), nous obtenons P (f) = Ã.0.xM = 0 d’où (voir 2.4), W (f) = (I − TPB)−1T.P (f) =
(I − TPB)−1T (0) = 0 par suite u = W (f) = 0 et f = D(u) = D(0) = 0.
Montrons alors, que u ∈ B(δ0, δ,M).

Nous avons D(u) = f c’est à dire : A(x).
du

dx
−B(x).u = f , u ∈ B(δ0, δ), A, B ∈ End

(
C{x}N

)
.
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A, B, u et f s’écrivent :

A(x) =
∑
m≥0

Am.x
m+2, Am ∈ Am ∈ End

(
CN
)
, (m ≥ 0)

B(x) =
∑
m≥0

Bm.x
m, Bm ∈ Am ∈ End

(
CN
)
, (m ≥ 0)

u =
∑
m≥0

um.x
m, um ∈ Ω(δ0) (m ≥ 0)

f =
∑
m≥M

αm.x
m, αm ∈ Ω(δ0) (m ≥M)

Nous obtenons alors :

∑
m≥0

( ∑
0≤i≤m

Ai(m+ 1− i).um+1−i

)
xm+2 −

∑
m≥0

(
i=m∑
i=0

Bi.um−i.x
m

)
=
∑
m≥M

αm.x
m

En identifiant les coefficients de xm, pour tout m ≥ 0, dans la relation précédente, nous obte-
nons le système d’équations infini suivant :



−B(0).u0 = 0
−B(0).u1 −B1.u0 = 0

...
(M − 1).A0.uM−1 + (M − 2)A1.uM−2 + · · ·AM−2.u1−

B(0).uM −B1.uM−1 − · · · −BM .u0 = αM
...

(m− 1).A0.um−1 + (m− 2)A1.um−2 + · · ·Am−2.u1−
B(0).um −B1.um−1 − · · · −Bm.u0 = αm ∀m ≥M + 1

Comme B(0) ∈ Gl(N,C) ; il vient : u0 = 0, u1 = 0, ..., uM−1 = 0

uM = B(0)−1
(
αM − (M − 1)A0.uM−1 − · · · − AM−2u1 +B1uM−1 + · · ·+BMu0

)
= B(0)−1.αM ;

Comme αM 6= 0, nous avons uM 6= 0.

Et pour m ≥M + 1, nous avons (u1, · · · , um−1 étant déterminés par récurrence) :

um = B(0)−1.
(
αm − (m− 1)A0.um−1 − · · · − Am−2u1 +B1um−1 + · · ·+Bmu0

)
Par suite u =

∑
m≥0

αmx
m, avec u0 = · · · = uM−1 = 0 et um 6= 0, ∀m ≥ M , ainsi la proposition

4.3.1 est démontrée.
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Proposition 4.3.2 Soit D l’opérateur différentiel défini par :

D = A(x).
d

dx
−B(x); A(x) , B(x) ∈ End

(
C{x}N

)
avec A(0) = 0, A(x) = x.Ã(x) où Ã(x) =

∞∑
m=0

Amx
m+1, Am ∈ End(CN) (m ≥ 0).

Considérons le système différentiel :

D(u) = E(x, y, yu) (2.6)

où E : U ⊂ Cx × Cy × CN
u −→ CN est holomorphe sur un ouvert U contenant l’origine

(x, y, u) = (0, 0, 0).Supposons que :

(i) Il existe p ∈ N, p > 1 tel que det(Ap) 6= 0

(ii) B(0) ∈ Gl(N,C)

Alors, pour δ0 > 0 suffisamment petit, il existe des fonctions à valeurs vectorielles : ϕm(y) ∈
Ω(δ0) (m ≥ 0) tel que la série formelle :

ϕ∗(x, y) =
∑
m≥0

ϕm(y)xm ∈ Ω(δ0)[[x]]

soit une solution pour le système différentiel (2.6)

Preuve :
A, B et E sécrivent :

A(x) =
∑
m≥0

Am.x
m+2, Am ∈ End

(
CN
)
; (m ≥ 0)

B(x) =
∑
m≥0

Bm.x
m, Bm ∈ End

(
CN
)
; (m ≥ 0)

E(x, y, u) =
∑
m≥0

(
i=m∑
i=0

1

(m− i)!i!

∂mE(0, y, 0)

∂xm−i∂ui
.ui.xm−i

)

où
∂mE(0, y, 0)

∂xm−i∂ui
∈ End

(
C{y}N

)
, (m ≥ 0), et la notation

∂mE(0, y, 0)

∂xm−i∂ui
.ui =

∂mE(0, y, 0)

∂xm−i∂ui
.(u, u, ..., u)

signifie (( appliquer la matrice
∂mE(0, y, 0)

∂xm−i∂ui
successivement une première fois au vecteur u, en-

suite au vecteur
∂mE

∂xm−i∂ui
(0, y, 0).u, et ainsi de suite, i fois )).

Cherchons ϕ∗ solution du système (2.6) sous la forme :

ϕ∗(x, y) =
∑
m≥0

ϕm(y)xm ∈ C[[y]][[x]]N ,

Posons v = yu, le système différentiel (2.6) devient :
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∑
m≥0

(i=m∑
i=0

(m+ 1− i)Ai.ϕm+1−i(y)
)
xm+2 −

∑
m≥0

(i=m∑
i=0

Bi.ϕm−i(y)
)
xm =

∑
m≥0

(i=m∑
i=0

1

(m− i)!i!

∂mE(0, y, 0)

∂xm−i∂vi
.vixm−i

)
Nous obtenons alors le système d’équations infini suivant :

(2.7)



−B(0).ϕ0 = E(0, y, 0)

−B(0).ϕ1 −B1.ϕ0 =
∂E

∂v
(0, y, 0).yϕ1 +

∂E

∂x
(0, y, 0)

A(0).ϕ1 −B(0).ϕ2 −B1.ϕ1 −B2.ϕ0 =
∂E

∂v
(0, y, 0).yϕ2

+
1

2

(∂2E(0, y, 0)

∂x2
+ 2

∂2E(0, y, 0)

∂x∂v
.yϕ1 +

∂2E(0, y, 0)

∂v2
.(yϕ1, yϕ1)

)
...

(m− 1)A(0).ϕm−1 + (m− 2)A1.ϕm−2 + · · ·Am−2.ϕ1 −B(0).ϕm −B1.ϕm−1−

· · · −Bm.ϕ0 =
∂E

∂v
(0, y, 0).yϕm + Sm(ϕ1, · · · , ϕm−1) ∀m ≥ 2

...

Où Sm(ϕ1, · · · , ϕm−1) sont des polynômes en (ϕ1, · · · , ϕm−1), comme B(0) ∈ Gl(N,C), le
système (2.7) devient :

(2.8)



−B(0).ϕ0 = E(0, y, 0)

−B(0)
(
I −B(0)−1.y

∂E

∂v
(0, y, 0)

)
ϕ1 =

(
B1 − A(0)

)
.ϕ0 +

∂E

∂x
(0, y, 0)

...

−B(0)
(
I −B(0)−1.y

∂E

∂v
(0, y, 0)

)
ϕm = S ′m(ϕ1, · · · , ϕm−1) ∀m ≥ 2

...

Où les quantités S ′m(ϕ1, · · · , ϕm−1) sont connues dès que les ϕi le sont. Comme S ′m sont des
polynômes en (m− 1) variables ϕ1, · · · , ϕm−1, il vient que S ′m(ϕ1, · · · , ϕm−1) sont convergentes
dans tout voisinage de y = 0 où les ϕi le sont. Choisissons δ0 > 0, suffisamment petit, pour
que : ∥∥∥B(0)−1.y

∂E

∂v
(0, y, 0)

∥∥∥
δ0
< 1

Par suite

(
I −B(0)−1.y

∂E

∂v
(0, y, 0)

)
est un opérateur inversible, nous déduisons alors, du

système (2.8), l’existence et l’analyticité des fonctions vectorielles ϕm(y) sur un même disque
D(δ0), centré en y = 0, c’est à dire ϕ∗(x, y) =

∑
m≥0

ϕm(y)xm ∈ Ω(δ0)[[x]] est une solution formelle

du système (2.6). Ce qui prouve la proposition 4.3.2.
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4.4 Le cas linéaire : Théorème Fondamental

Théorème 4.4.1 Soit D be l’opérateur différentiel :

D = A(x).
d

dx
− B(x) où A(x), B(x) ∈ End

(
C{x}N

)
, sont deux matrices carrées N × N à

coefficients holomorphes au voisinage de l’origine x = 0 ∈ C, avec A(0) = 0, A(x) = x.Ã(x)

où Ã(x) =
∞∑
m=0

Amx
m+1, Am ∈ End(CN); (m ≥ 0).

Considérons le système différentiel :

D(u) = yE(x, y, u) (3.1)

Où E : U ⊂ Cx × Cy × CN
u −→ CN est une fonction à valeurs vectorielle, holomorphe sur un

ouvert U contenant l’origine (x, y, u) = (0, 0, 0) ∈ CN+2.

Supposons que :

(i) B(0) ∈ Gl(N,C), et qu’il existe p ∈ N, p > 1, tel que : det(Ap) 6= 0

(ii) u = ψ(x, y) =
∑
n≥1

ψn(x)y
n ∈ C{x}[[y]]N , est une solution formelle du système (3.1)

Alors ψ converge dans un voisinage de (x, y) = (0, 0) .

Preuve :

La fonction : ϕ =
M−1∑
m=0

ϕm(y)xm, ϕm(y) ∈ Ω(δ0), est d’après la proposition 4.3.2, solution

formelle du système différentiel :

D(ϕ)− E(ϕ, y, yϕ) = 0(xM) (3.2)

Posons v = u− yϕ(x, y), le système différentiel (6.2) devient :
D(v) = yE(x, y, v + yϕ)−D(y.ϕ)

= yF (x, y, v) (3.3)
Posons

ψ̃(x, y) = ψ(x, y)− y.ϕ(x, y) =
∑
n≥0

ψ̃n(x)y
n

v = ψ̃, est une solution formelle du système (3.3), il suffit de montrer que v = ψ̃(x, y) converge
dans un voisinage de (x, y) = (0, 0).

Nous avons F (x, y, v) =
∑
|θ|≥0

Fθ(x, y)v
θ, où θ = (p1, · · · , pN) ∈ NN ; |θ| =

i=N∑
i=1

pi, et

vθ = v1
p1 · · · vNpN , v = t(v1, · · · , vN). Comme F est analytique dans un voisinage de (x, y, v) = (0, 0, 0),

F vérifie : ∑
|θ|≥0

‖Fθ(x, y)‖δ0, δ.ρ
|θ|
1 < +∞, (où ρ1 > 0)

Posons :
B = {f ∈ B(δ0, δ,M); ‖f‖δ0, δ < ρ1}

alors F (x, y, f) ∈ B(δ0, δ,M) ∀f ∈ B, en effet :

F (x, y, f) =
∑
|θ|≥0

Fθ(x, y).f
θ
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Le terme constant associé à f ( i.e le coefficient de fθ avec |θ| = 0 ) dans le développement en
série précédent de F (x, y, f), est donné par :

Fθ(x, y) = F(0,··· ,0)(x, y) = F (x, y, 0)

= E(x, y, yϕ)−D(ϕ) (d’après (3.3))

= O(xM) (d’après (3.2))

Il existe alors, une fonction hy définie sur un voisinage de x = 0 ∈ C et bornée dans celui-ci,
vérifiant :
Fθ(x, y) = xM .hy(x) où |θ| = 0, d’où Fθ ∈ B(δ0, δ,M) pour |θ| = 0, et pour |θ| ≥ 1, nous

avons : f θ = fp11 · · · fpN

N où f = t(f1 · · · fN), θ = (p1, · · · , pN), |θ| =
i=N∑
i=1

pi, nous avons aussi :

fi =
∑
m≥M

αi,m(y)xm; ∀i, 1 ≤ i ≤ N, car f ∈ B(δ0, δ,M) ; d’où :

f θ =

(∑
m≥M

α1,m(y)xm

)p1

· · ·

(∑
m≥M

αN,m(y)xm

)pN

∈ B(δ0, δ,M)

Par suite, ∑
|θ|≥0

Fθ(x, y).f
θ = F (x, y, f) ∈ B(δ0, δ,M), ∀f ∈ B

D’autre part (I − TPB) : B(δ0, δ,M) −→ B(δ0, δ,M) étant un isomorphisme, nous déduisons
( voir (2.2), (2.3) et (2.4)) W = (I − TPB)−1TP prend ses valeurs dans B(δ0, δ,M), d’où

yWF (x, y, f) ∈ B(δ0, δ,M) ∀f ∈ B;

C’est à dire :
yWF (x, y, f) =

∑
m≥M

gm(y).xm; gm(y) ∈ Ω(δ0) ; par suite, en choisissant δ0 suffisamment petit,

nous obtenons :
‖yWF (x, y, f)‖δ0, δ =

∑
m≥M

‖gm(y)‖δ0 .δm ≤ ρ1,

D’où, yWF (x, y, f) ∈ B, ∀f ∈ B ; d’autre part, yWF (x, y, f) est lipschitzienne contractante

par rapport à f , en effet : F (x, y, f)− F (x, y, f ′) = (f − f ′)
∂F

∂v
(x, y, f − f ′), d’où

‖yWF (x, y, f)− yWF (x, y, f ′)‖δ0, δ = ‖yW
(
F (x, y, f)− F (x, y, f ′)

)
‖δ0, δ

≤ λ(Ã)µ(Ã)

M − λ(Ã)µ(Ã).‖B‖δ
.‖F (x, y, f)− F (x, y, f ′)‖δ0, δ (cf. (2.5))

≤ λ(Ã)µ(Ã)

M − λ(Ã)µ(Ã).‖B‖δ
.
∥∥∥∂F
∂v

(x, y, f − f ′)
∥∥∥
δ0, δ

.‖f − f ′‖δ0, δ

= CM(δ0, δ).‖f − f ′‖δ0, δ

Comme

λ(Ã)µ(Ã)

M − λ(Ã)µ(Ã).‖B‖δ
−→

M→+∞
0,
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il existe M ≥ 1, tel que : CM(δ0, δ) < 1, ceci donne la contraction, nous déduisons alors, du
théorème du point fixe, qu’il existe f ∈ B tel que : f = yWF (x, y, f), en utilisant le lemme

4.3.2, nous obtenons : D(f) = y.F (x, y, f)− y.V
(
F (x, y, f)

)
, où :

V
(
F (x, y, f)

)
= (I − P )(I +BW )(F ) = (I +BW )(F )− P

(
(I +BW )(F )

)
(I + BW )(F ) = ϕ ∈ B(δ0, δ,M), d’où, ϕ = xMψ, ψ ∈ B(δ0, δ) et nous déduisons de la
proposition 4.2.1, qu’il existe Q ∈ B(δ0, δ) et R ∈ Ω(δ0)[x], degxR ≤ p − 1 , Q et R étant

déterminés de façon unique, tels que : ψ = Ã.Q+R ; d’où :

V
(
F (x, y, f)

)
= ϕ− P (ϕ)

= xM .ψ − Ã.Q.xM

= xM .Ã.Q+ xM .R− Ã.Q.xM = xM .R

Alors :
D(f) = yF (x, y, f)− yxM .R (3.4)

Nous déduisons alors, des relations (3.3) et (3.4) :

D(ψ̃ − f) = yxM .R + y
(
F (x, y, ψ)− F (x, y, f)

)
(3.5)

Il suffit de montrer que ψ̃ = f ; posons : f =
∑
n≥0

fn(x)y
n ; et supposons que ψ̃ 6= f , il existe

alors, n0 ∈ N tel que :


ψ̃n − fn = 0 n < n0

(3.6)

ψ̃n0 − fn0 6= 0
En regardant (3.5) comme relation entre séries formelles en y, et en utilisant (3.6), nous obtenons
la relation suivante :

∑
n≥n0

D(ψ̃n − fn).y
n = yxM

m=p−1∑
m=0

αm(y).xm +

y.
∑
n≥n0

(ψ̃n − fn)
∂F

∂v

(
x, y,

∑
n≥n0

(ψ̃n − fn)y
n

)
.yn (3.7)

En identifiant les coefficients de yn0 dans (3.7), nous obtenons :

D(ψ̃n0 − fn0) = xM
m=p−1∑
m=0

βm(y).xm +
(
ψ̃n0−1 − fn0−1

)
.
∂F

∂v

(
x, y,

∑
n≥n0

(ψ̃n − fn)y
n

)
où βm(y) ∈ Ω(δ0), 0 ≤ m ≤ p− 1. Comme d’après (3.6) ψ̃n− fn = 0 pour n < n0, il vient que :

ψ̃n0−1 − fn0−1 = 0,

D’où :

D(ψ̃n0 − fn0) = xM
m=p−1∑
m=0

βm(y).xm = xMR′,

où R′ ∈ Ω(δ0)[x] et degxR
′ ≤ p− 1, comme ψ̃n0 − fn0 ∈ B(δ0, δ), il s’en suit de la proposi-

tion 2.1, que, ψ̃n0 − fn0 = 0, ce qui contredit (3.6).

Par suite : ψ̃ = f et ψ̃ converge dans un voisinage de (x, y) = (0, 0), d’où u = ψ̃+
m=p−1∑
m=0

ϕm(y).xm

converge dans un voisinage de (x, y) = (0, 0), ceci términe la preuve du théorème 4.4.1.
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4.5 Application du cas linéaire :

Théorème 4.5.1 Soit A(x) ∈ End
(
C{x}N

)
, matrice carrée N×N à coefficients holomorphes

au voisinage de l’origine x = 0 ∈ C, avec A(0) = 0, A(x) = x.Ã(x), où Ã(x) =
∞∑
m=0

Amx
m+1, Am ∈

End(CN); (m ≥ 0) ; et soit E : U ⊂ Cx × Cy × CN
u −→ CN une fonction holomorphe, définie

sur un ouvert U contenant l’origine (x, y, u) = (0, 0, 0). Considérons le système différentiel :

A(x).
du

dx
= E(x, y, u) (4.1)

Supposons que u = ψ(x, y) =
∑
n≥0

ψn(x)y
n ∈ C{x}[[y]]N soit une solution formelle pour le

système (4.1) et que :

(i) ψ0(0) = 0

(ii) Il existe p ∈ N , p > 1 tel que det(Ap) 6= 0

(iii) La matrice Jacobienne
∂E

∂u
(0, 0, 0) ∈ Gl(N,C)

Alors u converge au voisinage de (x, y) = (0, 0).

Preuve :
Posons v = u− ψ0 + ψ1.y, le système (4.1) devient alors :

A(x).
dv

dx
= E(x, y, v + ψ0 + ψ1.y)− A(x).

d

dx
(ψ0 + ψ1.y)

= F (x, y, v) (4.2)

F (x, y, v) = F (x, y, 0) +
∂F

∂v
(x, y, 0).v +H(x, y, v)

Posons : v = y.w ; (4.2) devient :

y.A(x).
dw

dx
= F (x, y, 0) + y

∂F

∂v
(x, y, 0).w +H(x, y, yw),

D’où :

A(x).
dw

dx
=

1

y
F (x, y, 0) +

∂F

∂v
(x, y, 0).w +

1

y
H(x, y, yw)

Alors A(x).
dw

dx
− ∂F

∂v
(x, 0, 0).w =

1

y
F (x, y, 0) +

(∂F
∂v

(x, y, 0)− ∂F

∂v
(x, 0, 0)

)
.w +

1

y
H(x, y, yw)

Posons alors : D = A(x).
d

dx
−B(x) où B(x) =

∂F

∂v
(x, 0, 0) and

F̃ (x, y, w) =
1

y2
F (x, y, 0) +

1

y

(
∂F

∂v
(x, y, 0)− ∂F

∂v
(x, 0, 0)

)
.w +

1

y2
H(x, y, yw)

Par suite (4.2) devient : D(w) = y.F̃ (x, y, w), d’où

A(x).
dw

dx
−B(x).w = y.F̃ (x, y, w) (4.3)

et w =
1

y
v =

1

y
.
∑
n≥2

ψn(x).y
n =

∑
n≥2

ψn(x).y
n−1 =

∑
n≥1

ψn+1(x).y
n

est une solution formelle du système différentiel (4.3), d’autre part, nous avons d’après (4.2) :

∂F

∂v
(x, y, 0) =

∂E

∂u
(x, y, ψ0 + ψ1.y)
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D’où, B(x) =
∂F

∂v
(x, 0, 0) =

∂E

∂u

(
x, 0, ψ0(x)

)
; et d’après l’hypothèse(i), ψ0(0) = 0, d’où :

B(0) =
∂F

∂v
(0, 0, 0) =

∂E

∂u
(0, 0, 0)

D’autre part, d’après l’hypothèse (iii),
∂E

∂u
(0, 0, 0) ∈ Gl(N,C), d’où B(0) ∈ Gl(N,C), nous

déduisons alors du théorème 4.4.1, que la solution formelle w, converge dans un voisinage de
(x, y) = (0, 0). Par suite u = ψ(x, y) converge dans un voisinage de (x, y) = (0, 0). Ce qui
términe la démonstration du théorème 4.5.1.

4.6 Existence de solutions convergentes pour certains

systèmes de Pfaff non linéaires, complètement intégrables :

Comme application du théorème 4.5.1, nous avons le résultat suivant :

Théorème 4.6.1 Considérons le système de Pfaff complètement intégrable ayant la forme :

(5.1)


A(x)

∂u

∂x
= E(x, y, u) (5.2)

B(y)
∂u

∂y
= F (x, y, u) (5.3)

Où A(x), B(y) sont deux matrices carrées N × N dont les coefficients sont respectivement
dans les anneaux C{x} et C{y}, tels que A(0) = B(0) = 0, A(x) =

∑
m≥0

Am.x
m+2, B(y) =∑

m≥0

Bm.y
m+2,

Am, Bm ∈ End
(
CN
)

(m ≥ 0); E,F : U ⊂ Cx × Cy × CN
u −→ CN sont deux fonctions

holomorphes, définies sur un ouvert U contenant l’origine (x, y, u) = (0, 0, 0) et à valeurs dans
CN . Supposons que :

(i) E(0, 0, 0) = F (0, 0, 0) = 0

(ii) Les matrices Jacobiennes
∂E

∂u
(0, 0, 0);

∂F

∂u
(0, 0, 0) ∈ Gl(N,C)

(iii) Il existe p ∈ N, p > 1 tel que det(Ap) 6= 0

(iv) A.B = B.A; A.
∂F

∂u
=
∂F

∂u
.A; B.

∂E

∂u
=
∂E

∂u
.B

Alors le système de Pfaff (5.1) possède une unique solution u = ψ(x, y), vérifiant :

a) ψ(0, 0) = 0

b) ψ, est holomorphe dans un voisinage de (x, y) = (0, 0)

Donnons la définition suivante :

Définition 4.6.1 Nous dirons que la série formelle en x, ϕy(x) = ϕ(x, y) =
∑
m≥0

ϕm(y)xm,(
resp. la série formelle en in y, ψx(y) = ψ(x, y) =

∑
m≥0

ψm(x)ym
)
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où ϕm(y) ∈ C[[y]]N ou C{y}N
(

resp. ψm(x) ∈ C[[x]]N ou C{x}N
)

et où ϕ0(0) = 0
(
resp.

ψ0(0) = 0
)

est une solution formelle pour le système différentiel :

A(x).
du

dx
= E(x, y, u) (E)

si :

a) E
(
0, y, ϕ0(y)

)
= 0,

(
resp.A(x).

dψ0

dx
= E(x, 0, ψ0)

)
b) si nous posons : v = u− ϕ0(y)

(
resp v = u− ψ0(x)

)
le système différentiel (E) devient :

A(x).
dv

dx
= F (x, y, v) (E ′)

où F (x, y, v) = E
(
x, y, v + ϕ0(y)

)
,

(
resp F (x, y, v) = E

(
x, y, v + ψ0(x)

)
− A(x).

dψ0

dx

)
; alors

l’équation formelle en x( resp. l’équation formelle en y), obtenue en substituant dans (E ′),
F (x, y, v) par sa série de Taylor relativement aux variables x et v ( resp. y et v) dans un
voisinage de (x, v) = (0, 0) ( resp. (y, v) = (0, 0) ) est satisfaite par :

v =
∑
m≥1

ϕm(y)xm,
(
resp v =

∑
m≥1

ψm(x)ym
)

Nous allons utiliser aussi le résultat suivant, connu sous le nom de théorème des fonctions im-
plicites, pour les fonctions analytiques :

Théorème 4.6.2 (voir [12], théorème 2.12, page 24) Soit x une multivariable complexe,
et
E
(
x, u(x)

)
une fonction définie par : E : U ⊂ Cm

x × Cn
u −→ Cn, analytique dans un voisinage

U de
(
x, u(x)

)
= (0, 0) ∈ Cm × Cn, supposons que :

(i) E(0, 0) = 0

(ii) La matrice Jacobienne
∂E

∂u
(0, 0) ∈ Gl(n,C)

Alors l’équation E(x, u) = 0 possède une unique solution u(x), analytique dans un voisinage de
x = 0 ∈ Cn telle que u(0) = 0.

Preuve du Théorème 4.6.1 :
Considérons l’équation (5.3) du système (5.1) et montrons qu’il existe une solution formelle
pour (5.3) sous la forme : u = ψ(x, y) =

∑
m≥0

ψm(x)ym, où ψm(x) ∈ C[[x]]N , (m ≥ 0).

Il vient alors de la définition 4.6.1 que : B(y).
d

dy

(
ψ0(x)

)
= F

(
x, 0, ψ0(x)

)
= 0

Considérons alors, l’équation analytique :

F (x, 0, u) = 0 (5.4)
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Comme F (0, 0, 0) = 0 et que
∂E

∂u
(0, 0, 0) ∈ Gl(N,C), nous déduisons du théorème 4.6.2 l’exis-

tence d’une unique solution analytique dans un voisinage de 0 pour l’équation (5.4) ; comme
ψ0(x) est une solution de l’équation (5.4), il s’en suit que ψ0(x) est analytique dans un voisinage
Ω0 de 0 ∈ C.
Posons v = ψ(x, y)− ψ0(x) =

∑
m≥1

ψm(x)ym, le système différentiel (5.3) devient,

B(y).
∂v

∂y
= G(x, y, v) (5.5)

où G(x, y, v) = F
(
x, y, v + ψ0(x)

)
D’où : G(x, 0, 0) = F

(
x, 0, ψ0(x)

)
= 0

B(y) =
∑
m≥0

Bm.y
m+2; Bm ∈ End(CN), (m ≥ 0) ; nous déduisons alors de (5.5) :

∑
m≥0

(
i=m∑
i=0

Bi.ψm+1−i.y
m+2

)
=
∑
m≥0

(
i=m∑
i=0

1

(m− i)!i!

∂mG

∂ym−i∂vi
(x, 0, 0).vi.ym−i

)

En identifiant les coefficients de ym, (m ≥ 0) ; nous obtenons le système d’équations infini
suivant :

(5.6)



∂G

∂v
(x, 0, 0)ψ1(x) +

∂G

∂y
(x, 0, 0) = 0

∂G

∂v
.(x, 0, 0)ψ2

+
1

2

(∂2G

∂y2
(x, 0, 0) + 2

∂2G

∂yv
.(x, 0, 0)ψ1 +

∂2G

∂v2
(x, 0, 0).(ψ1, ψ1)

)
= 0

...

∂G

∂v
(x, 0, 0)ψm(x) + Sm(ψ1, · · · , ψm−1) = B0(m− 1)ψm−1+

B1(m− 2)ψm−2 + · · ·+Bm−2ψ1; ∀m ≥ 2
...

Où Sm(ψ1, · · · , ψm−1) sont des polynômes à (m − 1) variables ψ1, · · · , ψm−1 ; les quantités
Sm(ψ1, · · · , ψm−1) sont connues dès que les ψi (1 ≤ i ≤ m− 1) le sont, et sont analytiques dans
tout voisinage de x = 0 ∈ C, où les ψi (1 ≤ i ≤ m− 1) le sont. Après simplification, le système
(5.6) devient :

(5.7)



∂G

∂v
(x, 0, 0)ψ1 +

∂G

∂y
(x, 0, 0) = 0

...

∂G

∂v
(x, 0, 0)ψm = S ′m(ψ1, · · · , ψm−1); ∀m ≥ 2

...
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Où S ′m(ψ1, · · · , ψm−1) sont des quantités connues, dès que les ψi (1 ≤ i ≤ m−1) le sont ; comme
∂F

∂u
(0, 0, 0) ∈ Gl(N,C), alors pour x voisin de zéro, nous avons :

∂G

∂v
(x, 0, 0) =

∂F

∂u

(
x, 0, ψ0(x)

)
∈ Gl(N,C)

Nous déduisons alors, par récurrence, du système (5.7), l’existence, l’unicité et l’analyticité des
fonctions ψm dans un même disque ∆, centré en x = 0 ∈ C, par suite il existe une unique
solution formelle de la forme :

u = ψ(x, y) =
∑
m≥0

ψm(x).ym ∈ C{x}[[y]]N

pour l’équation (5.3). La condition de complète intégrabilité du système (5.1) s’écrit :

B(y).
∂E

∂y
(x, y, u) +

∂E

∂u
(x, y, u)F (x, y, u) = A(x).

∂F

∂x
(x, y, u) +

∂F

∂u
(x, y, u)E(x, y, u)

identiquement en u. Comme u = ψ(x, y) est une solution du système différentiel (5.3), nous
avons :

B(y).
∂ψ

∂y
= F (x, y, ψ);

D’où :

B(y).
∂E

∂y
(x, y, ψ)+

∂E

∂u
(x, y, ψ).B(y).

∂ψ

∂y
= A(x).

∂F

∂x
(x, y, ψ)+

∂F

∂u
(x, y, ψ).E(x, y, ψ) (5.8)

Nous avons :

B(y).
∂

∂y

(
A(x).

∂ψ

∂x

)
= B(y).A(x)

∂

∂y

(∂ψ
∂x

)
= A(x).B(y)

∂

∂x

(∂ψ
∂y

)
, (voir (iv))

A(x)
∂

∂x

(
B(y)

∂ψ

∂y

)
= A(x)

∂

∂x

(
F (x, y, ψ)

)
= A(x)

∂F

∂x
(x, y, ψ) + A(x)

∂F

∂u
(x, y, ψ).

∂ψ

∂x

Par suite, nous obtenons la relation :

A(x)
∂F

∂x
(x, y, ψ) = B(y)

∂

∂y

(
A(x).

∂ψ

∂x

)
− A(x)

∂F

∂u
(x, y, ψ).

∂ψ

∂x
(5.9)

En remplaçant dans (5.8) l’expression de A(x)
∂F

∂x
(x, y, ψ) trouvée dans la formule (5.9), nous

obtenons :

B(y)
∂E

∂y
(x, y, ψ) +

∂E

∂u
(x, y, ψ)B(y)

∂ψ

∂y
= B(y)

∂

∂y

(
A(x)

∂ψ

∂x

)
−A(x)

∂F

∂u
(x, y, ψ)

∂ψ

∂x
+
∂F

∂u
(x, y, ψ)E(x, y, ψ)

Ou encore :

A(x)
∂F

∂u
(x, y, ψ)

∂ψ

∂x
− ∂F

∂u
(x, y, ψ)E(x, y, ψ) = B(y)

∂

∂y

(
A(x)

∂ψ

∂x

)
−B(y)

∂E

∂y
(x, y, ψ)− ∂E

∂u
(x, y, ψ)B(y)

∂ψ

∂y
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Nous obtenons alors, d’après l’hypothèse (iv) :

∂F

∂u
(x, y, ψ)

(
A(x)

∂ψ

∂x
− E(x, y, ψ)

)
= B(y)

∂

∂y

(
A(x)

∂ψ

∂x

)
−B(y)

(∂E
∂y

(x, y, ψ)− ∂E

∂u
(x, y, ψ)

∂ψ

∂y

)
(5.10)

Comme

∂E

∂y
(x, y, ψ)− ∂E

∂u
(x, y, ψ) =

∂

∂y

(
E(x, y, ψ)

)
(5.10) devient alors :

∂F

∂u
(x, y, ψ)

(
A(x)

∂ψ

∂x
− E(x, y, ψ)

)
= B(y)

∂

∂y

(
A(x)

∂ψ

∂x
− E(x, y, ψ)

)
Posons :

v(x, y) = A(x)
∂ψ

∂x
− E(x, y, ψ)

Alors, v vérifie le système différentiel :

∂F

∂u
(x, y, ψ).v = B(y)

∂v

∂y

Par suite :

B(y)
∂v

∂y
−
(
∂F

∂u
(x, y, ψ)

)
.v = 0 (5.11)

Lemme 4.6.1 La fonction v = 0, est l’unique solution du système différentiel (5.11).

Preuve :
Ecrivons v, sous la forme :

v(x, y) =
∑
m≥0

vm(x).ym ∈ C[[x]][[y]]N

Et B sous la forme :

B(y) =
∑
m≥0

Bm.y
m+2; Bm ∈ End(CN) (m ≥ 0)

Nous déduisons alors, de l’équation (5.11) :

∑
m≥0

(∂F
∂u

(x, y, ψ)
)
vm(x)ym =

∑
m≥0

(i=m∑
i=0

Bi.(m+ 1− i).vm+1−i(x).y
m+2
)
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En identifiant les coefficients de ym, pour tout m ≥ 0 ; nous obtenons le système infini :

(5.12)



∂F

∂u
(x, y, ψ)v0(x) = 0

∂F

∂u
(x, y, ψ)v1(x) = 0

∂F

∂u
(x, y, ψ)v2(x) = B0v1(x)

...

∂F

∂u
(x, y, ψ)vm(x) = B0(m− 1)vm−1(x) +B1(m− 2)vm−2(x) + · · ·+Bm−2v1(x); ∀m ≥ 2

...

Comme
∂F

∂u
(0, 0, 0) ∈ Gl(N,C), alors pour x et y voisins de zéro, nous avons

∂F

∂u
(x, y, ψ) ∈

Gl(N,C), nous déduisons alors, par récurrence, du système (5.12), que :

v0(x) = 0, v1(x) = 0, v2(x) = 0, · · · , vm(x) = 0 ∀m ≥ 2;

Par suite, v(x, y) =
∑
m≥0

vm(x).ym = 0 ; ce qui términe la démonstration du lemme 4.6.1.

Nous avons alors, d’après le lemme 4.6.1 : v = 0, ou encore :

A(x)
∂ψ

∂x
= E(x, y, ψ) (5.13)

D’où u = ψ(x, y) =
∑
n≥0

ψn(x)y
n ∈ C{x}[[y]]N est aussi solution, de l’équation (5.2) du système

de Pfaff (5.1), d’autre part, nous avons :
u = ϕ(x, y) =

∑
m≥0

ϕm(y)xm ∈ C[[y]][[x]]N et la fonction d’une variable complexe ϕ(0, y) = ϕ0(y)

vérifie l’équation analytique :

E
(
0, y, ϕ0(y)

)
= A(x)

∂

∂x

(
ϕ0(y)

)
= 0

Comme par hypothèse, E(0, 0, 0) = 0 et
∂E

∂u
(0, 0, 0) ∈ Gl(N,C), nous déduisons du théorème

4.6.2 que ϕ0(0) = 0. D’autre part, comme :

u =
∑
n≥0

ψn(x)y
n =

∑
m≥0

ϕm(y)xm =
∑

n+m≥0

an,mx
nym,

nous avons ϕ0(0) = ψ0(0) ; d’où ψ0(0) = 0. Par suite, les hypothèses du théorème 4.5.1, à
savoir :

(i) ψ0(0) = 0

(i) det(Ap) 6= 0

(iii)
∂E

∂u
(0, 0, 0) ∈ Gl(N,C)

sont vérifiées, nous concluons alors, du théorème 4.5.1, que u converge dans un voisinage de
(x, y) = (0, 0) ; ceci términe la démonstration du théorème 4.6.1.
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4.7 Exemples :

1) Donnons d’abord, un exemple simple particulier pour le théorème 4.5.1 :

Considérons (dans le cas où N = 2) le système différentiel :

A(x).
du

dx
= E(x, y, u) avec A(x) =

(
0 1 + x− expx

1 + x− expx 0

)
, et

E : R× R× R2 −→ R2

(x, y, u) 7−→ E(x, y, u) =
(
E1(x, y, u), E2(x, y, u)

)
= E

(
x, y, (u1, u2)

)
=
(
u2 + x.u2 − 2y. exp 2x, u1 + x.u1 − y. exp 2x

)
Alors, A(0) = 0, E(0, 0, 0) = 0 et

ϕ(x, y) =

(
ϕ1(x, y)
ϕ2(x, y)

)
=

(
y. expx
2y. expx

)
∈ C{x}[[y]]2

est une solution (formelle) du système différentiel précédent, en effet :

A(x).
dϕ

dx
=

(
0 1 + x− expx

1 + x− expx 0

)
.

 dϕ1

dx
dϕ2

dx


=

(
0 1 + x− expx

1 + x− expx 0

)
.

(
ϕ1(x, y)
ϕ2(x, y)

)
=

(
ϕ2 + x.ϕ2 − 2y. exp 2x
ϕ1 + x.ϕ1 − y. exp 2x

)
= E(x, y, ϕ)

et la matrice jacobienne de la fonction E est donnée par :

∂E

∂u
(x, y, u) =


∂E1

∂u1

∂E1

∂u2

∂E2

∂u1

∂E2

∂u2

 =

(
0 1 + x

1 + x 0

)

⇒ ∂E
∂u

(0, 0, 0) =

(
0 1
1 0

)
∈ Gl(2,C).

Par suite, les propriétés (i), (ii) et (iii) du Théorème 4.5.1 sont satisfaites et la solution ϕ est
clairement convergente au voisinage de l’origine (0, 0) de C2 et vérifie ϕ(0, 0) = 0.

Cet exemple illustre le cas traité par Sibuya [18].

2) Nous pouvons avoir un exemple dans un cadre plus général, pour le Théorème 4.5.1, de la
manière suivante :
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Etant données A(x) ∈ End
(
C{x}N

)
et E : U ⊂ Cx × Cy × CN

u −→ CN comme au paragraphe

(4.5), définissons

b(x) = A(x)
d

dx

(
ϕ(x, y)

)
− E

(
x, y, ϕ(x, y)

)
pour une série convergente quelconque ϕ(x, y). Alors, le système suivant :

A(x)
du

dx
= E(x, y, u) + b(x)

admet u = ϕ(x, y) comme solution (formelle).

3) Donnons maintenant, un exemple pour le Théorème 4.6.1 :
Dans le Théorème 4.6.1, la condition de complète intégrabilité du système (5.1) est compatible
avec les hypothèses (i), (ii), (iii) et (iv), en effet, si nous considérons A(x) et B(y), les deux
matrices 2× 2 holomorphes au voisinage de l’origine :

A(x) =

(
0 x− sin x

x− sin x 0

)
, et B(y) =

(
0 1 + y − exp y

1 + y − exp y 0

)
et les deux fonctions vectorielles holomorphes au voisinage de l’origine (x, y, u) = 0 ∈ C2 × C2

définies par :

E(x, y, u) =
(
u2 − 2 exp y. sin x, u1 − exp y. sinx

)
, et

F (x, y, u) =
(
u2 + y.u2 − 2x. exp 2y, u1 + y.u1 − x. exp 2y

)
Considérons le système de Pfaff :

(S)


A(x)∂u

∂x
= E(x, y, u)

B(y)∂u
∂y

= F (x, y, u)

Nous avons alors, A(0) = B(0) = 0, E(0, 0, 0) = F (0, 0, 0) = 0, et A(x).B(y) = B(y).A(x). Les
matrices jacobiennes E et F sont données par :

∂E

∂u
(x, y, u) =


∂E1

∂u1

∂E1

∂u2

∂E2

∂u1

∂E2

∂u2

 =

(
0 1
1 0

)
⇒ ∂E

∂u
(0, 0, 0) =

(
0 1
1 0

)
∈ Gl(2,C).

∂F

∂u
(x, y, u) =


∂F1

∂u1

∂F1

∂u2

∂F2

∂u1

∂F2

∂u2

 =

(
0 1 + y

1 + y 0

)
⇒ ∂F

∂u
(0, 0, 0) =

(
0 1
1 0

)
∈ Gl(2,C).

Nous avons alors :

A(x).
∂F

∂u
(x, y, u) =

(
0 x− sin x

x− sinx 0

)
.

(
0 1 + y

1 + y 0

)
=

(
(x− sin x)(1 + y) 0

0 (x− sin x)(1 + y)

)
=
∂F

∂u
(x, y, u).A(x)
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B(y).
∂E

∂u
(x, y, u) =

(
0 1 + y − exp y

1 + y − exp y 0

)
.

(
0 1
1 0

)
=

(
1 + y − exp y 0

0 1 + y − exp y

)
=
∂E

∂u
(x, y, u).B(y)

La condition de complète intégrabilité s’écrit :

B(y).
∂E

∂y
(x, y, u) +

∂E

∂u
(x, y, u)F (x, y, u) = A(x).

∂F

∂x
(x, y, u) +

∂F

∂u
(x, y, u)E(x, y, u)

identiquement en u. Nous avons :

∂E

∂u
(x, y, u) =

(
0 1
1 0

)
,
∂F

∂u
(x, y, u) =

(
0 1 + y

1 + y 0

)
,
∂E

∂y
(x, y, u) =

(
−2 sinx. exp y
sinx. exp y

)
,

∂F

∂x
(x, y, u) =

(
−2 exp 2y

exp 2y

)
Alors :

B(y).
∂E

∂y
(x, y, u) =

(
0 1 + y − exp y

1 + y − exp y 0

)(
−2 sin x. exp y
sinx. exp y

)
=

(
− sin x. exp y(1 + y − exp y)
2 sin x. exp y(1 + y − exp y)

)
∂E

∂u
(x, y, u).F (x, y, u) =

(
0 1
1 0

)(
u2 + yu2 − 2x. exp 2y
u1 + yu1 − x. exp 2y

)
=

(
u1 + yu1 − x. exp 2y
u2 + yu2 − 2x. exp 2y

)
A(x).

∂F

∂x
(x, y, u) =

(
0 x− sin x

x− sin x 0

)(
−2 exp 2y

exp 2y

)
=

(
− exp 2y(x− sin x)
2 exp 2y(x− sin x)

)
∂F

∂u
(x, y, u).E(x, y, u) =

(
0 1 + y

1 + y 0

)(
u2 − 2 exp y. sin x
u1 − exp y. sin x

)
=

(
(1 + y)(u1 − exp y. sin x)

(1 + y)(u2 − 2 exp y. sin x)

)
Nous obtenons alors :

B(y).
∂E

∂y
(x, y, u) +

∂E

∂u
(x, y, u).F (x, y, u) =

(
− sin x. exp y(1 + y − exp y)
2 sinx. exp y(1 + y − exp y)

)
+

(
u1 + yu1 − x. exp 2y
u2 + yu2 − 2x. exp 2y

)
=

(
u1 + yu1 − (1 + y) sinx exp y − (x− sin x) exp 2y
u2 + yu2 − 2(1 + y) sinx exp y − 2(x− sin x) exp 2y

)
=

(
(1 + y)(u1 − sin x exp y)− (x− sin x) exp 2y

(1 + y)(u2 − 2 sin x exp y)− 2(x− sin x) exp 2y

)
et

A(x).
∂F

∂x
(x, y, u) +

∂F

∂u
(x, y, u)E(x, y, u) =

(
−(x− sin x) exp 2y
2(x− sin x) exp 2y

)
+

(
(1 + y)(u1 − sin x. exp y)

(1 + y)(u2 − 2 sin x. exp y)

)
=

(
(1 + y)(u1 − sin x exp y)− (x− sin x) exp 2y

(1 + y)(u2 − 2 sin x exp y)− 2(x− sinx) exp 2y

)
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Nous obtenons alors :

B(y).
∂E

∂y
(x, y, u) +

∂E

∂u
(x, y, u)F (x, y, u) = A(x).

∂F

∂x
(x, y, u) +

∂F

∂u
(x, y, u)E(x, y, u)

Qui est la condition de complète intégrabilité. Par suite la condition de complète intégrabilité
est compatible avec les hypothèses (i), (ii), (iii) et (iv) du Théorème 4.6.1, et toutes ces condi-
tions sont vérifiées.

La fonction :

ψ(x, y) =

(
ψ1(x, y)
ψ2(x, y)

)
=

(
x. exp y
2x. exp y

)
est la solution analytique du système (S) au voisinage de l’origine et vérifie ψ(0, 0) = 0.
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Faculté des Mathématiques, B.P 32 El-Alia Bab-Ezzouar, 16111, Alger
- ALGERIE -
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