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RESUME

Cette These est formée de quatre parties distinctes. La premiere et la deuxieme parties
traitent de l'aspect algébrique des équations différentielles, elles exposent la théorie de 'in-
dice d’opérateurs différentiels, plus précisément, la premiere partie concerne l'indice
polynomial, dans la seconde partie, il est question de I'indice rationnel. Quant a la troisieme et
quatrieme parties, elles traitent de ’aspect analytique des équations différentielles. Plus exac-
tement on s’intéresse a ’analyticité des solutions formelles de certains systemes différentiels
linéaires dans la troisieme partie et non linéaires dans la quatrieme partie.

La premiere partie a fait 'objet d’une publication (Chap.1, [8]), on y trouve une variante po-
lynomiale du théoreme d’indice de Malgrange-Komatsu pour des opérateurs différentiels a co-
efficients matriciels et on démontre une propriété de régularité. Poursuivant I'aspect algébrique
dans le chapitre deux, nous montrons comment généraliser a une matrice d’opérateurs différentiels
a coefficients dans la K-algebre des fractions rationnelles a une indéterminée et a coefficients

dans K, K étant un corps de caractéristique zéro, les résultats établis dans le cas p-adique par
Adolphson (Chap.2, [3]) et Robba (Chap.2, [12]).

Dans le chapitre trois, nous établissons sous certaines conditions, ’analyticité des solutions de
certains systemes de Pfaff linéaires. Quant au chapitre quatre, il a pour objectif la généralisation
de certains résultats de Sibuya (Chap.4, [18]), concernant la convergence des solutions séries
formelles de certains systemes différentiels non linéaires en un point singulier irrégulier, ce
dernier chapitre a fait 'objet d'une publication (Chap.4, [16]), l'idée utilisée ici est basée sur
des techniques empruntées a ’analyse fonctionnelle, on construit un espace de Banach dans
lequel nous appliquons le théoreme du point fixe.
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0.1 Introduction :

L’objet du présent travail, est d’exposer d’abord un aspect algébrique pour étudier certains
opérateurs différentiels et calculer des invariants qui sont appelés indices de ces opérateurs.

Une étude algébrique est faite dans les deux premiers chapitres, plus précisément nous établissons
une formule explicite de I'indice polynomial et nous démontrons une propriété de régularité,
nous donnons ensuite dans le second chapitre une condition nécessaire et suffisante d’existence
de l'indice d’opérateurs différentiels agissant sur l'espace vectoriel des fractions rationnelles
ayant des poles dans une partie finie d'un corps K de caractéristique zéro, et nous donnons
une formule explicite de ce dernier. Ceci généralise certains résultats d’Adolphson(Chap.2, [3])
et Robba(Chap.2, [12]). Nous donnons ensuite, sous une condition nécessaire et suffisante,
une formule d’indice pour une matrice de tels opérateurs, en utilisant certains éléments de la
théorie des déterminants sur les domaines de Ore (Chap.2, [1] et [7]), introduite par Dieudonné.

Dans le cadre de I'étude analytique, nous donnons dans les deux derniers chapitres, d’abord
des conditions suffisantes d’existence de solutions analytiques pour certains systemes de Pa-
faff linéaires, ensuite nous généralisons certains résultats de Y.Sibuya (Chap.4, [18]), plus
exactement nous étudions la convergence des solutions séries formelles de certains systémes
différentiels non linéaires au voisinage d’une singularité irréguliere.

Malgrange (Chap.1, [7]) et Komatsu (Chap.1, [6]) ont calculé indice analytique. Le résultat
du chapitre un, est d’établir sous certaines conditions la formule de 'indice polynomial, pour
une matrice P d’opérateurs différentiels, ensuite nous montrons que I'indice analytique est égal
a l'indice polynomial, si et seulement si, toute solution convergente du systeme différentiel
P(u) = g, ou g est un polynéme, est polynomiale.

Dans 1e chapitre deux, Adolphson (Chap.2, [3]) et Robba (Chap.2, [12]), ont explicité Iin-
dice d'un opérateur différentiel unitaire dans la K-Algebre 6 des fractions rationnelles a une
indéterminée, a coefficients dans un corps K de caractéristique zéro, et ayant des poles dans
une partie finie donnée de K. La question naturelle que suscite un tel résultat, est comment
le généraliser a une matrice d’opérateurs différentiels a coefficients dans 6, en particulier a une

matrice de la forme [ N.% + A, ou Iy désigne la matrice identité d’ordre N.

[’anneau # n’étant pas un corps, on ne peut utiliser le théoreme du vecteur cyclique pour

calculer I'indice d’une matrice d’opérateurs différentiels de la derniere forme, contrairement a

ce que suggere le théoreme 11-3 de Robba (Chap.2, [12]).

Nous nous proposons dans ce deuxieme chapitre d’obtenir d’abord une formule explicite pour

k

I'indice d’opérateurs différentiels de la forme P = > ak(x)d— ou les ay, sont des fractions
0<k<m dz®

rationnelles a poles dans un sous ensemble fini de K, ceci généralise les théoremes établis,

d’abord par A.Adoplphson (Chap.2, [3]) dans le cas ou les a; sont des polynémes de C,[z],
ensuite par P.Robba (Chap.2, [12]) dans le cas ou a,,(z) = 1. Ensuite nous étendons ce résultat
au cas ou les ai ont des poles dans un sous ensemble quelconque de K.

Nous généralisons ensuite, ce résultat au cas des matrices carrées A = (aij)l <ij<N
sont des opérateurs différentiels a poles dans une partie quelconque €2 de K. Comme corollaire,
nous obtenons le théoreme 11.3 de Robba (Chap.2, [12]) pour un systeme de la forme :

ou les a;;

d
L = ]N~£+G7 avec G € MN<K(:E))7

ol My (A) désigne ’ensemble des matrices carrées d’ordre N et a coefficients dans A.



Le chapitre trois concerne les systemes de Pfaff linéaires ayant la forme :
0
x”“.y’”yi +A(zy).f = glz,y)
0
ey U L Bay).f = hixy)
Nous établissons que, s’il existe des solutions pour de tels systemes, qui sont des germes de
fonctions C*° au voisinage de (0,0) € R? et a valeurs réelles, celles ci sont des fonctions analy-
tiques, et que sous certaines conditions, elles sont polynomiales.
Notre but dans le dernier chapitre, est de généraliser certains résultats de Y.Sibuya (Chap.4,

[18]), plus précisément nous étudions la convergence des solutions formelles au voisinage d’une
singularité irréguliere, des systemes différentiels :

A@). 5~ B(&)ule,y) = yB (.0 1)
A<x>% = E(z,y,u) (2)

ou :

1) y est un parametre

2) E:UCC, xC, xCY — C est une fonction a valeurs vectorielles, holomorphe sur un
ouvert U contenant l'origine (0,0,0) € C? x CV

3) A(z), B(z) € End <(C{x}N ) sont deux matrices carrées N x N dont les coefficients, sont des

fonctions holomorphes au voisinage de l'origine x = 0 € C.

Dans le cas étudié par Y.Sibuya, la matrice intervenant au lieu de A(z) dans les systemes
différentiels précédents, est la matrice diagonale xP*!.Iy, qui est un cas particulier de notre
résultat.

Nous établissons, sous certaines conditions, la convergence des solutions formelles des systemes
différentiels (1). La méthode utilisée ici, s’inspire de certains travaux de Harris, Sibuya et Wein-
berg (Chap.4, [9] et [10]), elle est basée sur des techniques d’analyse fonctionnelle, en I'occurence
le théoreme du point fixe dans les espaces de Banach. Nous obtenons alors, comme conséquence,
sous certaines conditions,l’analyticité des solutions formelles des systemes différentiels non-
linéaires (2) et nous donnons un exemple qui illustre une situation plus générale que celle
traitée dans Sibuya (Chap.4, [18]).

Nous déduisons ensuite, des conditions suffisantes d’existence de solutions analytiques pour une
classe de systeme de Pfaff, completement intégrables, a singularités irrégulieres, ayant la forme :

A@)9L = E(xy,u)

Bx)gh = Fla.y.u)



Chapitre 1

Indice Polynomial d’une Matrcice
d’Opérateurs Différentiels :

1.1 Introduction :

Malgrange (Chap.1, [5]) et Komatsu (Chap.1, [6]) ont calculé 'indice analytique. Le résultat
de ce chapitre, est d’établir sous certaines conditions la formule de I'indice polynomial, pour
une matrice P d’opérateurs différentiels, ensuite nous montrons que 'indice analytique est égal
a l'indice polynomial, si et seulement si, toute solution convergente du systeme différentiel
P(u) = g, ou g est un polynéme, est polynomiale.

1.2 Rappel sur le Théoreme de I’indice analytique :

Définition 1.2.1 Soient E et F' deux espaces vectoriels sur un méme corps k. On dit qu’une
application k-linéaire uw : E — F posséde un indice, si son noyau et son conoyau sont de
dimensions finies , auquel cas l'indice de u est 'entier :

X(u, B, F) = dim Ker(u) — dim Coker(u)
Si E = F, on note simplement : x(u, E)

Proposition 1.2.1 (lemme du serpent, voir [1], page 23, prop. 2.10) Soit

0 — M M’ M —— 0
(1.2.1) l fl f/l I l
0 —— N N’ N —— 0

un diagramme de A-modules et d’homomorphismes, ot les lignes sont exactes, les carrés com-
mutatifs. Il existe alors, une suite exacte longue :

O —_— IC@Tf/ R lCeT‘f _ ’Cerf”

—— Cokerf' —— Cokerf —— Cokerf’” —— 0

o u et v sont les restrictions de u, v, et, u' et v', sont induites par u et v.



Proposition 1.2.2 (voir [1], page 24, prop. 2.11) Soient K un corps et

0 —— My —— M, M, —— 0.
une suite exacte de K-espaces vectoriels de dimensions finies. On a alors :

> (=1)'dim M; =0

0<i<m

Remarque 1.2.1 Si F et F' sont de dimensions finies, on a :

X(u, B, F) =dim F —dim F

En effet, la suite

0 —— Keru FE F Cokeru —— 0

étant exacte, on déduit de la proposition 1.2.1, que la somme alternée des dimensions est nulle.

En particulier, si £ = F on obtient :

x(u, E;F)=0

THEOREME 1.2.1 (voir Komatsu [5]) Soit P Uopérateur différentiel, P : C{z}N —
C{z} défini par :

d™u du
ou Ai(x) € End(@{x}N>, (0 <i < m). Supposons que : det (Am(x)> # 0, alors P posséde

un indice, et son indice est donné par :

X<P , C{x}N> =m.N — V(det <Am(x)>>
ouV (det <Am(x))> désigne lordre en 0 de det (Am(x)>

1.3 Théoreme d’indice dans les espaces de polynomes :

Considérons l'opérateur différentiel défini par : P : Clx]V — Cla]V
P Ap(e) o Ay ()% 4 Agfx)

= SmlT dxm e dz o\
ou A;(z) € End((C[x]N ), (0 < i < m) sont des matrices carrées d’ordre N, a coefficients

polynomiaux. 'opérateur P agit sur un vecteur f = (f;--- fx) de Clz]" de la facon suivante :

d™ fi dfy

dx™ dx fi
P(f) = An(z) : + -+ Ay(z). : + Ao(). [

d" fn dfn In

dx™ dx



Définition 1.3.1 Soit A(x) = (aij)i<ij<n € End((C[ac]N) une matrice carrée d’ordre N a
coefficients polynomiauz.
On pose :

d° (A(x)) = sup (do <aij (x))) (degré de la matrice A(x))

1<ij<N

V(A(x)) = inf (V (aij (:L’))) (ordre en zéro de la matrice A(x))
1<i,j<N
La matrice A(x) peut s’écrire sous la forme :
Alz) = Agx® + Ag.a + -+ Apat, o t>s5>0, A #0, A #£0
et A; € End(CN>, (0<i<m) sont des matrices carrées N x N constantes.

On a alors : s =V(A) et t =d°(A)

Pour tout 7 € {1, --- ,m}, posons :

Aj = AT a™ 4 A;ﬂﬁl.xmﬁl +-+ AV o my =V(4;), n;=d°(4)

Soit k € N et définissons les ensembles suivants :

I = {jE{O, e ml; ]{:—j—{—mjzlgl%fm(k—z—}-mi)}
= {jefo, - ml k= (G—m) =k~ swp (i—my)}
1<i<m
= {jE{O, - ,m}; j—mj=n, oln= sup (z’—mi)}
1<i<m
et
J = {jE{O, <o yom}; k—j+mn; = sup (k:—z'—i—nl-)}
1<i<m
- {je{O, e m); k—(j—nj):k:—lgi?gfm(i—ni)}
= {jE{O, e m}; J—ng=nl, ounlzlgi?gfm(i—m)}
Soit A un vecteur de C¥, on a pour j =0, --- ,m et k € N :
@’ k , k—j k—j
E(A.x )=Ak(k—=1) --- (k—7+1)2"7 = Al(k)x
oulj(k) =k(k—1) --- (k—j+1) et larelation (2.1) donne :
d’ m; - .y .
Aj(x).@(mk) = ATVl (k)AL e AT (k) A



D’ou

P(\a*) = iAj(x)%()\xk)

J
= Z A;njlj(k))\xk—j—&-mj 4+ -+ A?jlj(kf))\xk_j""nj

0<j<m

En utilisant la définition des ensembles [ et J, on obtient :

P(\a") = (ZA}”J'Z]-(I{)> AP 4 (ZA}%(k))Ax’“”’

Jjel

Notons par My, 'espace vectoriel des polynomes de valuations supérieur ou égal a k, défini par :

My ={f € Clz] / V(f) = k}

Proposition 1.3.1 Considérons l'opérateur différentiel P : Clz]N — Cla]N défini par :
i=m dZ

P = ZAZ(x)d—, ou Ai(z) € End(@{:v}N>, (0 <7 < m). Posons n = sup (i —my)
i=0 x 1<i<m

ot m; = V(A;) est Uordre en zéro de la matrice A;, (0 <1i<m)

nl = 131?§fm<l —n;)

ot n; = d°(A;) est le degré de la matrice A;, (0 <1i<m)

On suppose que : det(ZA?j lj(k)) # 0, il existe alors, un sous espace V C Clz|N de dimension

jeJ
(n —nt).N tel que :
M, =PM) eV
Preuve : Comme n = sup (i —m;) et n’ = inf (i —n;), onan>n'
1<i<m 1<i<m

Sin=n/, P: MY — ML est manifestement surjective, car det(ZA?jlj(k)> # 0, le sous
jeJ

espace cherché est alors V' = (0).

Sin > n', alors n —n’ — 1 € N. Considérons alors la famille suivante de polynomes de C[z]V :

®0, .-+ ,0,29,0, --- ,0) on 2" figure & la i ®™ place, (0 < i < N) et

La famille 1;; est libre, en effet supposons qu'il existe une combinaison linéaire ) \;;1;; non

i,J
triviale, de la famille 9;;, contenue dans P(M]kv ), on doit alors avoir :

d° (ZAijz/;ij) <n-n (22)

En d’autres termes, on a :



,J 7=0 7=0
D’ou :
j=n—n'—1
do( it ) & At
2 M) = s ( 2 M
©,] - 7=0
Et
j=n—n'—1
do( Z Aljxk“) = sup{k—l—j, 0<j<n-—-n"—1; \j 7&0}
7=0
= k+7j; where 0<j;<n—-n'"—1
Par suite :

d° (Z)\ijwij> = sup <k +7)

= k+jo, oujoe{0, -+ ,n—n'"—1}
> k
> k—n

Ce qui contredit la relation (2.2). D’ou P(/\/lfcv ) ne contient aucune combinaison linéaire non
triviale des v;;. Il en résulte que, les v;; engendrent un sous espace, disons V, de MY distinct

de P(MY).
Soit g € My
9= b+ G+ gt
oul>0et gyp, -+ ,Gu_n sont des vecteurs de CV.
Choisissons u € My et v € V de la forme :
v o= ugx®+ - +u.attt u, - ,u €CV
Vo= Z AijVij, Aij € (o

1<i<N
0<j<n—n/—1

Satisfaisant 1’équation différentielle :

et



/

Plug.a*) = (ZA“W( ))uoxk n <ZA"JZ( ))uow —

jel jeJ

P(ug.z*) = (ZAlej(k + l))ulxk_’““l + -+ (EA?jlj(k + l))ulxk_”““l

L jel jeJ

En faisant la somme de ces (I 4+ 1) équations, il vient :

<2Am’l )uox - (ZA”’Z )uoxk "oy

j€el jeJ

+ (ZA;”J'Z]'(/{? + l))umk—nﬂ 4o 4 (ZA;‘ljlj(k I l)>ulxk:—n/+l

jel jed
En identifiant les coefficients de z! pour (k —n <1 < k —n/ — 1) dans les expressions de P(u)
et de g, on obtient le systeme d’équations suivant :

( (ZA?%-(k))Uo (A0t

jel jel
+ (AT 1= 1)) u + (AP )w = e
Jjel jeTl

(sz”j‘l“z (k+1— 1)>ul .t (ZA"] (ki + l))ul = Gt

Jjel jel
(S 4 D)= g
Comme det (%A;” lj(k)> € C[k| et que, par hypothese det (J%A;” lj(k’)> # 0, on déduit qu'il
existe un entier kg, tel que Vk > kg det(Z:IA;lej(k)) # 0.
D’olt pour k > ko, > A7'1;(k) € GI(N, (ée)

jel
On déduit alors, pour k > kg I'inversibilité des matrices :

(A1 + ), (ZA"JZ (k+1-1)), - (AVLm)

Jjel jel
En utilisant U'inversibilité de ces matrices, il vient du systeme (S), par récurrence, que les
coefficients u;, (0 <7 <) sont déterminés de fagon unique par les relations suivantes :

2 . _1
up = <2Aj]lj(k + l)) N

jel
Wy = (ZAszj(k . 1)) .(gkn,H (ZAszj(k + l)>ul>
jel Jel

uoz(%Ajjzj(k))1.<gk_n,—(j§A;?jlzj(k+z))ul— (zAnfl (k—i—l)) )

jel
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Par suite, on obtient de fagon unique, le vecteur :
u=upx"+ - +u.atle /\/lfcv
Ceci donne aussi, de facon unique le vecteur v come combinaison linéaire des v;;, en posant :
v="Pu)—yg
Fin]?lement la famille des (¢);j)1<i<n est une base de V comme supplémentaire de P(M{CV ) dans
M.

Dot My, = P(MY) @V, et dim(V) = (n — n)N.
Ce qui términe la preuve de la proposition 1.3.1.

Lemme 1.3.1 Soit P l'opérateur différentiel défini par

m

d d
P=Ap(x)—— 4+ A(2)— + A
m(@) e () o Ao()

ou A;(z) € End(@[m]N>, (0 <i < m). Il existe alors un entier ky tel que Vk > ki, l'opérateur
P MI]cV - M]k’v—n

est injectif.

Preuve : Comme dim¢ (ICer <P : Clz]N — C[x]N>) < +oo (cf :[6]), il existe une base

{uy, --- ,u} de ICG’/‘(P MY — /\/l,]gvfn>, avec :
w =" (uf, - u), wl €Clr], 1<i<l,1<j<N
Posons d° (u,) = sup d° (ui) et ky = supd® (uz) + 1.
1<j<N 1<i<l
Soit Q(x) = (Ql(m), ,QN(x)) € C[z]" un polynome, avec Q # 0, tel que d° (Q) > k1 (ou
d° (Q) = sup d° (QZ) ). On obtient alors :
1<i<N

Q) & Ker (P MY — ML)

En effet, comme d° (Q) > ki1, Q ne peut pas s’écrire comme une combinaison linéaire non
triviale des w;. Il ne reste donc que le polynome @ = 0 qui satisfait & P(Q) = 0, d’ou :

VE > ky - ICer(P LMY — M,fj_n) = (0)

Ce qui termine la démonstration du Lemme 1.3.1 .
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THEOREME 1.3.1 Soit P : Clz]N — Clz]N, Uopérateur différentiel défini par :

m

d d
P=Apn(1)— + -+ Ay (2)— + A
()4 (o) Aola)

ou Ai(z) € End(@[a:]N>, (0 < i < m) sont des matrices carrées d’ordre N, a coefficients

polynomiaux.

On suppose que det(ZA?jlj(k:D #0oulj(k)=k(k—1) --- (k—j+1).

jel

Alors lopérateur différentiel P posséde un indice, et ce dérnier est donné par :

X(P, (C[x]N) — N. inf (z’—d"(AQ)

0<i<m

Preuve : D’apres le lemme 1.3.1, il existe un entier k; tel que
VE>ki: Ker <P LMY — Mf,j,n> = (0)

Et d’apres la proposition 2.1, il existe un entier kg, tel que

Ol V est le sous espace de C[z]" engendré par la famille <wij>

D’ou :

MY, =PM) 8V

1<i<N
0<j<n—n/-1

N
M

Coker (P P MY — ./\/l]kv,n> =——2- =) (pour k > ko)

P(MY)

Par suite le conoyau de P satisfait a :

dim Coker(P MY — /\/lkN_n) =dim V= (n—n').N (pour k > ko)

Considérons alors le diagramme commutatif suivant :

(1.3.1)

Clz]™
0 —— My —— Clz]V MY 0
Pl Pl J2 l

Clz]™
0 — MY, —— Clz¥ MY 0

Le lemme du serpent (prop. 1.2.1) donne :

X(P, C[x]N> :X<P:./\/l]kv —>/\/lkN_n> +X(P:

On a:

X(P MY — ./\/l]kv_n>

i)

dim Ker <P MY — /\/lfcv_n> — dim Coker <P MY — /\/li;v_n>
0—(n—n').N
—(n—n').N (1.3.2)

12



Clal¥ , Clal®
MY ML

respectives k.N et (k —n).N, on conclut alors en utilisant la remarque 1.2.1, que :

D’aure part, les espaces vectoriels sont de dimensions finies sur C, de dimensions

X(p. Clz]V . (C[:E]N) . Cla]™ g Cla)™

MY M, My M,
— kN —(k—n).N
= nN  (13.3)
On déduit alors, de (1.3.2) et de (1.3..3), que :
X(P : (C[J:]N> = —(n—n").N+nN
= N/

Ce qui términe la démonstration du Théoreme 1.3.1 .

1.4 REGULARITE :
Considérons l'opérateur différentiel P : Clx]Y — C[z]", défini par :

am d

ot Ay(z) € End((C[a:]N>, (0 < i < m) tel que det(Am(x)> £0 et det(ZA;‘jzj(k)) £ 0 o
LK) = k(k—1) - (k= +1) (0= j < m). j

D’apres les Théoremes 1.2.1 et 1.3.1, les opérateurs différentiels :
P:C{z}V — C{z}¥ et P:Clz]N — C[z]V
ont des indices, et leurs indices sont respectivement donnés par :
X(P : (C{m}N) = m.N — V(det <Am(m)>>
N . . . 0 '
X<P , Clz] > = N'ogl?gfm<l d (AZ)>

On pose alors :
ipa(P) = x(P . C{e}™) =x(P, Cla")

Et on établit le résultat suivant :

THEOREME 1.4.1 Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) ipa(P) =0

(ii) <P(u) eCla]N: ue C{I}N) — u e Cla]V

13



C{ax}V . C{z}V
Cla]¥ Cla]¥

Preuve : On montre que 'opérateur P : est de codimension nulle, en

utilisant le résultat suivant :

Proposition 1.4.1 Soient E,, Fi, E,, Iy quatre espaces de banach, et considérons le dia-
gramme commutatif d’applications C-linéaires continues suivant :

E, —— F
o fw
Ey, —— F

On suppose que :

(1) uy et uy sont a indice

(ii) v est injective

(iii) w est injective et d’image dense

Alors la suite suivante est evacte :

E; F

Preuve : L’application us est de codimension finie (car X(UQ,EQ,FQ) < 0), elle est aussi
d’image fermée, en effet la suite suivante :

s Fy
Zm(us)

étant exacte, (ou i et s désignent respectivement I'injection et la surjection canoniques) s étant

{

Im(UQ) F2 0

continue, Zm(uy) = s~(0) est par conséquent férmée, d’ou Coker (u2) muni de la topologie
quotient, est un espace vectoriel topologique de dimension finie (donc muni de la topologie
usuelle). Considérons alors, 'application w = sow définie par le diagramme commutatif suivant :

E1L> F

vl wl \, W
By —2

L’application w est alors d’image dense, en effet si © € Coker(uy), © = s(f) ou f € Fy, comme
w est par hypothese d'image dense, il existe alors une suite (e,),>0 de points de F} telle que :

Fy Coker(uz) —— 0

f=lim w(e)

La surjection canonique s étant continue, on conclut que :
p— pu— 1.
r=sh) = s Jim wfe)

= lim sow(e,)
n—-+00

= nl_l}/_{loow (en)

On vient donc de montrer que : Coker(uy) C Zm(w).
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Inversement si x € Zm(w) il existe une suite (e, ),>¢ de points de F} telle que : z = lim w(e,),
- n—-+00

s et w étant continues, w = s o w l'est aussi, d’'ou z = w( lim e, ), F; étant de banach, il
) ) + 7 )
n—-roo

est complet, par suite la suite (e,,),>0 converge vers un point e € Fy, d’otu & = w(e) € Coker(us).

Ainsi Zm(w) = Coker(uz), par conséquent w est d’image dense.

Lemme 1.4.1 Soit E un espace vectoriel topologique normé de dimension finie, F' un sous
espace de E partout dense, alors £ = F'.

preuve : F étant de dimension finie, il est férmé, d’'ott F = F = E.

L’application w : F; — Coker(usy) étant d’image dense, on déduit du lemme 1.4.1 que w est

. o By Fy
surjective, la surjectivité de wy : o R suit alors, en effet :
1 1

Le carré du diagramme suivant :

E1L> F

vl wl \, W
Usy F

Ey, —— Fy, ——— Coker(us) wr(E>) 0
2( L2

étant commutatif, ’application uy passe au quotient :

_ B Fy
Uy : ——~ — :
U(El) w(Fl)
Soit y € Fy, s(y) € Coker(usy), w étant surjective, il existe f; € Fj tel que :
s(y) = w(fi) = sow(f1), don 8(9 - w(f1)> =0, dott y —w(f1) € Ker(s) = uz(E»), d’olt il
existe es € Fj tel que y — w(f1) = us(ez), d’ott y = w(f1) + uz(ez) ot eg € Ey et f1 € Ey, clest
a dire que 'application :

Us (62 + U(El)) = uy(ey) + w(F)

Ey I
—
U(El) w(Fl)

est sujective, v et w étant injectives, on identifie v(FE;) a E; et w(Fy) a Fy.
Ce qui términe la preuve de la proposition 1.4.1 .

U9

Suite de la preuve du Théoreme 1.4.1 :
Considérons le diagramme commutatif suivant :

Cld 2 ¥

| al
ez} L ey

ou v est définie par :

pour
R=ay+az+ - +az®€Clz]V (a; €CY,0<i<5s)
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on pose :
w(R) = Zanx”, ona, =0 Vi>s+1

n>0

Alors v est évidemment injective, et on a :

X(P ) (C{a:}N> < 400 (d’apres le Théoreme 1.2.1)
X(P , (C[x]N> < 400 (d’apres Théoreme 1.3.1)

Il reste donc, a vérifier que v est d’image dense.
Soit D un disque centré a l'origine x = 0 € C, et notons par H(D) I’ensemble des fonctions
holomorphes sur D et a valeurs dans C.

Soit u = > a,z™ € H(D)", en utilisant sur H(D)" la topologie de convergence uniforme sur
n>0
tout compact, on obtient :

n

U= Zunx" = lim (Zmﬁ) = lim R, ouR,(z)= Zn:ulxl € Clz]V
=0

n—-+o0o n—-+o00
n>0 =0

n
R.(z) = Zulx’ = Zuixi, avecu; =0 Vi>n
i=0

>0
Par conséquent :
w= lim v(R,), ouR, € Clz]"
n——+o0o

Ceci signifie que v est d’image dense dans C{z}", on déduit alors de la proposition 1.4.1, la
suite exacte :

C{e}¥ P C{a}”

0.
Cla]¥ Cla]™
o Cl)Y
— x x
Coker| P : = (0
oker(P - e — T )~
Considérons le diagramme commutatif suivant :
— Ny —— Ny — N3 —

Lo l l

Cla}V
Claz]™

L2l 7| Pl

— O — O —

0 —— Clz]V —— C{z}¥ %{[i]};
| | | |
_— ¢ — Oy — 0 —_—



Ou Ny, Ny, N3 et Cq, Cy, (5 sont respectivement les noyaux et conoyaux des fleches respec-
tives.

Le lemme du serpent(prop. 1.2.1), donne la suite exacte d’espaces vectoriels de dimensions
finies :

N1 N2 N3 Cl CQ 0 (141)

En appliquant la remarque 1.2.1 a la suite exacte (1.4.1), on obtient :

dim ICer(P, %ﬁﬁ) = X(ﬁ, C{ﬁ}N> —X<P7 (CMN>
ip.a(P) (1.4.2)

Le Théoreme 1.4.1, découle alors de la relation (1.4.2).
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Chapitre 2

Théoremes d’Indice dans des Espaces
de Fractions Rationnelles

2.1 Introduction :

Adolphson (Chap.2, [3]) et Robba (Chap.2, [12]), ont explicité I'indice d’un opérateur différentiel

unitaire dans la K-Algebre 0 des fractions rationnelles a une indéterminée, a coefficients dans

un corps K de caractéristique zero, et ayant des poles dans une partie finie donnée de K.

La question naturelle que suscite un tel résultat, est comment le généraliser a une matrice

d’opérateurs différentiels a coefficients dans 6, en particulier & une matrice de la forme I N.%+A,

ou I désigne la matrice identité d’ordre N.

[’anneau # n’étant pas un corps, on ne peut utiliser le théoreme du vecteur cyclique pour

calculer I'indice d’une matrice d’opérateurs différentiels de la derniere forme, contrairement a

ce que suggere le théoreme 11-3 de Robba (Chap.2, [12]).

Nous nous proposons dans ce deuxieme chapitre d’obtenir d’abord une formule explicite pour

I'indice d’opérateurs différentiels de la forme P = > ak(x)dd—; ou les ay, sont des fractions
0<k<m

rationnelles & poles dans un sous ensemble fini de K, ceci généralise les théorémes établis,

d’abord par A.Adoplphson (Chap.2, [3]) dans le cas ou les aj sont des polynémes de C,[z],
ensuite par P.Robba (Chap.2, [12]) dans le cas ou a,,(z) = 1. Ensuite nous étendons ce résultat
au cas ou les a; ont des poles dans un sous ensemble quelconque de K.

Nous généralisons ensuite, ce résultat au cas des matrices carrées A = (aij)l <ij<N
sont des opérateurs différentiels a poles dans une partie quelconque €2 de K. Comme corollaire,
nous obtenons le théoreme 11.3 de Robba (Chap.2, [12]) pour un systeme de la forme :

ou les a;;

d
L = ]N~£+G> avec G € MN<K(:U)>7

ol My (A) désigne ’ensemble des matrices carrées d’ordre N et a coefficients dans A.

2.2 Rappel sur la théorie des déterminants sur des do-
maines de Ore :

2.2.1 Domaines de Ore :

Soit € un anneau. On dit que 6 est un domaine, s’il est integre et que # possede la propriété
de Ore a gauche, deux éléments quelconques non nuls possedent un multiple commun a gauche
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non nul, c’est a dire :

Va,b€ 0*: 0.an.b# {0}, ou §* désigne I'ensemble des éléments non nuls de 6.

Enfin, on dit que 6 quasi-Euclidien & gauche, s'il existe ¢ : § — N U {—o0} tel que :
0 '({—o0}) ={0} et V(a,b) €0 x0*,3Ic,d) €6 x0; p(ca—db) < o(b).

Le théoreme suivant est une caractérisation des domaines de Ore :

THEOREME 2.2.1 Soit 0 un anneau, on a I’équivalence :

0 est de Ore a gauche <= 6 admet un corps de fractions a gauche.

<= 0 est quasi-Fuclidien a gauche

Exemple 2.2.1 Soit § un anneau, 0 une derivation de 0. Let 0[0] ’espace des opérateurs
différentiels a coefficients dans 0, il s’en suit alors, que si 6 est de Ore a gauche, alors 0]0] est
quasi-EBuclidien a gauche, le théoréme 1.1.2 montre alors, que 0[0] est un domaine de Ore a
gauche si et seulement si 6 ’est, en particulier si 0 est un anneau commutatif intégre.

2.2.2 Déterminant sur un domaine de Ore :
Soit 8 un domaine de Ore a gauche, K un corps des fractions a gauche pour 4, ¢ : § — M un

morphisme, ot M est un monoide commutatif et ¢(a) élément régulier de M. Notons aussi par :

0 K* — o(0*)71.p(6%) 'extension canonique de ¢ : 6* — 0*.
Soit K/ = K*/[K*, K*] I’Abelianisé¢ du groupe K* et ¢ : K' — o(6%)7L.p(0*) tel que le
diagramme suivant commute :

K —— o(0")""0(6")
| 7o
K/

ott Papplication verticale désigne la surjection canonique. On étend % au monoide K = K'U{0}
pour lequel 0 est un élément absorbant, tel que : (0) = 0.

Notons par det (voir [7]), le déterminant de Dieudonné sur le corps K. detx est défini comme
étant un homomorphisme de groupe multiplicatif det : M ~N(K) — K, qui est une extension
de I'application canonique de K a K.

En posant M(6) = U,en- My (0), Nous avons le résultat suivant :

THEOREME 2.2.2 1[I existe une unique application notée det, : M() — K, tel que le
diagramme suivant commute :

det,

M(0) — (0") " .p(0%)
detKl /@
K = K'U{0}

ce qui signifie : det, = @ o det /pq(g)-
De plus, det, est déterminé par les deux propri¢tés suiantes :
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(i) VN € N*,V(a,b) € My(0)*: det,(a.b) = det,(a).det,(D)

a 0

(ii) VNGN*,V( 0 1) € My(0), aveca €0 :>det¢<g ?)zgp(a)

Définition 2.2.1 det, est appelé déterminant sur 6 associé a ¢.

2.2.3 Propriétés et exemples de déterminant sur des domaines de
Ore :

Calcul de det, par blocs :
V(m,n) € N*, a € M;,(0), b € My, ,(0), c € M, 1,,(0) et d € M,,(6)

det,, ( 8 Z ) = det,, ( (é 2 > = det,(a).det,(d)

Calcul pratique d’un déterminant :

1) En calculant det, par blocs, Vn € N*, Va = (a;;) € T,(0) (ou T,(0) est le sous ensemble
des matrices triangulaires de M,,(0)) :  det,(a) = ,l_Tlgo(ai,i)

2) Pour calculer det,(a), pour a € M,(0), il suffit de réduire a a sa forme triangulaire, en
utilisant la méthode de Gauss, et de calculer ensuite det, par blocs (voir le paragraphe 1)
ci-dessus).

Plus précisément P € < E,(0) U D, (0) >, tel que p.a =t € T,(0), ou E,(0) et D, (0) désigne
respectivement I’ensemble des matrices élémentaires et matrices diagonales a éléments non nuls

de M, (9) Alors :

det,(a) = det,(t). (detw(p)>

Un exemple :

Considérons par exemple, a = ( g g ) € My(0).

Si o = 0, alors ( 8 1 ) € T5(f). D’ou, en utilisant la propriété (i) du Théoreme 1.2, on

obtient :
det,(a) = o(—B.7).
Sinon, il existe (o/, ') € 0 x 0* tel que /.o« = (3. 3. Alors :

1 0 [« 0
o B a4 = 0 —av+p86 )"
D'ou det,(a) = p(a).p(—a’y + 3'0).0(8) .

Déterminant sur un anneau filtré :

Soient A un anneau, G(A) l'ensemble de ses sous groupes additifs, et A un monoide commutatif
muni d’une loi additive, un élément unité « 0 », et totalement ordonné. Une filtration sur A de

type A est une application croissante de A dans G(A) telle que |J F(n) = A, 1 € F(0) et
neA
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F(m)F(n) = F(n+m) ¥(m,n) € A? le couple (A, F') est dit anneau filtré de type A.
F(n) Py e .
On pose alors gr(F)(n) = UFm)’ gr,, = lapplication canonique de F'(n) dans gr(F')(n),
n<m
— _ F
grrAd= & F(n), gre())= > gr;(a),

m,a€F(n)

[ inf{n; a€ F(n)} si grp(a) #0
degr(a) = { —00 si grp(a) =0

Le groupe grg(A) est muni de la multiplication telle que :

gri(a)grk(b) = grk .. (ab) V(a,b) € F(m) x F(n)
L’application gr(F') : n —— gr(F)(n) de A dans G(grrA) est alors une graduation sur I'anneau
grr(A), c’est a dire, une application I de A dans G(grrA) telle que grp(A) = niaAF(n), 1 €T1(0)
et '(m)I'(n) C T'(m +n) for (m,n) € A%
grrA, gr(F) ) est alors appelé anneau gradué associé a 'anneau filtré (A, F').
De plus, si F est strictement séparé (i.e : grp'(0) = {0} et 'anneau grpA est integre), I'appli-

cation grp est alors un homomorphisme multiplicatif de A dans grrA.

Définition 2.2.2 Awvec les hypothéses du rappel précédent, supposons en plus que A est de Ore
a gauche et que grrpA est commutatif.
On appelle alors « déterminant sur (A, F') ou sur A associé a la filtration F' », Uapplication :

det p := dety,r, de M(A) dans grp(A*) ' grp(A)

Exemple 2.2.2 Si O est un anneau et d = {d;, i € I} une famille de dérivations de O, on
définit la filtration canonique de O[d|, comme étant sa filtration Fy de type N telle que :

Fy(n) = { Zaada € (’)[d]} pour tout n € N,

laf<n
ou
la| = Za(i), pour a € NO,
iel
et (O[d], Fy) anneau filtré des opérateurs différentiels sur O. Si O est commutatif et intégre,
on appelle detp, « le déterminant canonique sur O[d] ».

2.3 Indice d’un opérateur dans des espaces de fractions
rationnelles :

2.3.1 Rappel sur les indices d’applications linéaires :

Définition 2.3.1 Soient k un corps commutatif, E et F deuxr espaces vectoriels sur k et
u: E — F une application linéaire; on dit que u posséde un indice, si dim Ker(u) +
codim Im(u) < 400, auquel cas, on appelle indice de u, le nombre :

X(u, B, F) = dim Ker(u) — codim ITm(u)
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Si E = F , on note simplement : x(u, E)

Soient V un espace vectoriel sur un corps commutatif k£, # un domaine de Ore a gauche d’en-
domorphismes de V, tel que tout élément non nul de 6 possede un indice, y ’application de 6
to Z U {oo} tel que :

x(0) =00, et x(u)=x(u,E)= indice u, Vu € 6 — {0}.

On a alors le résultat suivant :

THEOREME 2.3.1 Soient N € N* et A = (aij)1<ij<ny € M,(0) une matrice d’opérateurs
différentiels a coefficients dans 0, alors ['application linéaire, encore notée par A :

A: 1% — WV
F= (e ) — A= (S auk)

posséde un indice si et seulement si : det,(A) # oo, et dans ce cas : x(A, VV) = det,(A)

1<ij<N

Nous utiliserons aussi, le résultat suivant établi par Adolphson pour K = C, mais qui reste
valable pour tout corps K de caractéristique zéro.

THEOREME 2.3.2 ([3], prop. 1 and Remark 2) Considérons x une indéterminée sur I,

d
K[x] Uanneau des polynomes a coefficients dans K, K|[z] [d—] Uanneau des opérateurs différentiels
‘ T

a coefficients dans Kz|, L= p,,(x)dciz € K|z] L%} — {O},

0<i<m

N le nombre max <dopi — i), et pour c € K, R. le nombre
0<i<m

R, = max (z — ord, (Pz(@))

0<i<m

Alors Uapplication linéaire L : V — V possede un indice, ce dernier est donné par la formule :

X(L,V) = —(N + :ZTRQ)

Nous utiliserons aussi le résultat suivant :

Proposition 2.3.1 Soitu:V — W etv: W — Z, deux applications linéaires entre espaces
vectoriels sur un corps K. Alors, si deux des applications u,v,vou ont un indice, il en est de
meéme pour la troisieme, auquel cas l'indice de v ou est donné par :

x(vou,V, Z) = x(u, VW) + x(v, W, Z)

Cette proposition est une conséquence du lemme suivant :
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Lemme 2.3.1 Soientu : V — W et v : W — Z, deux applications linéaires sur un corps

K. Alors :
(i) dimgKer(vou) = dimgKer(u)+ dimxgIm(u) N Ker(v)
(ii) codimgZm(vou)+dimgKer(v) = codimxgIm(u)+ codimgZIm(v)+dimgZm(u)NKer(v)

preuve :
Posons

V= Ker(u) @ Vi, Im(u) = (Zm(u)N Ker(v))® W

Ker(v) = (Im(u) N Ker(v)) @ Wy, W = (Im(u) + Ker(v)) & Ws

Soient uy : Vi — Im(u) et vy : Wy @ W5 — Im(v) les applications déduites par restriction
de u et v respectivement.

Alors, Ker(vou) = Ker(u) ® uy (Zm(u) N Ker(v)), et Im(vou) = vy (W)).

En utilisant 'inversibilité de u; et vy, il vient

u;(Im(u) N Ker(v)) ~ Im(u) N Ker(v), vi(Ws) ~Ws, Im(v) =v;(W)) @ vi(Ws)
Et par définition des W;,

dim(Ws) + dim(Ws) = codim (Im(u))
On déduit alors :
dimgKer(vou) = dimgKer(u) + dimgZm(u) N Ker(v),

et que :
codimgZIm(vou) = codimgZm(v) + dimgWs
d’ou :
codimgIm(vou) 4+ dim(Ker(v)) = codim(Im(v)) + dim(Ws + dimWs) + dim(Zm(u) N Ker(v))
= codim(Zm(v)) + codim(Zm(u)) + dim(Im(u) N Ker(v))

Preuve de la Proposition 2.3.1 : D’apres le lemme 2.3.1, il suffit de prouver la derniere
partie de la proposition . Si u et v ou u et vou ont des indices, le résultat découle immédiatement
du lemme 2.3.1. Supposons alors que u et v o u sont & indices. En utilisant le lemme 2.3.1, (),
dim(Im(u) N Ker(v)) < +o0o, La conclusion découle alors du lemme 2.3.1, (i).

2.3.2 Cas d’un opérateurs a poles dans une partie finie fixée :

Considérons :
- K, un corps de caractéristique zéro.

- S={ci, -+ ¢}, un sous ensemble fini de K, et ¢, 41 = 00,
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1 1
-V:K{x, e
T — T — ¢y
en de hors de S.

d

-D=YVY
{dw
Considérons 'opérateur différentiel P € D

} I’espace vectoriel sur K, des fonctions rationnelles, sans poles

} Ianneau des opérateurs différentiels a coefficients dans V.

di

0<i<m

Montrons maintenant, le résultat suivant :

THEOREME 2.3.3 Supposons que an,(x) # 0, alors Uapplication linéaire P : YV — V
possede un indice et ce dernier est donné par la formule :

x(P,V) = —( sup (d"aj - j) + i sup (j — ord, %’))

0<j<m — 0<j<m
preuve :

d
Il existe un polynéme a € Klz| tel que a.P € K|z] [d—}, d’apres le théoreme 2.1.2, a et a.P
T

ont des indices donés par :

1=n

x(a,V) = —(N + ZRCZ), ot N =d°(a) =—ordy(a), et R. = —ord.,(a)

=1

di
aP = Z a.a;—, dou:
T

x(a.PV) = — ((gg;(d (a.aj) — j) + Z;Oléljfgn@ — ordci(a.aj)>>
D’apres la proposition 2.3.1, P possede un indice tel que :
x(a.P,V) = x(a,V) + x(P,V)

Par suite :

X(P,V) = X( .P,V)—X(CL,V)

(0%35% (do(a.aj) - j) + Z max (j - Ordci(a.aj))> v (do<a) + iZjordci(a))
_ (0%85;(6;0(%) ) +d(a) + 20@%(3 —ord,(a )) - iz:%ordci(a))
(
-

=1

1=n+1 1=n—+1
Ogﬁ};( (a;) —j) + Zo%a}in(j — ordcl(a])> — Z ordci(a)> — ( Z ordci(a))
— :

=1

= (s (0 =0) + 3 g (5 ort )
Ce qui términe la preuve du théoreme 2.3.3.
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2.3.3 Cas d’une matrice d’opérateurs différentiels et des fractions
rationnelles a poles dans une partie finie :

Soient K un corps de caractéristique zéro, 2 C K un sous ensemble fini fixé de K, et soit V
I’espace des fractions rationnelles a poles dans €.

Soit N € N*, # un domaine de Ore a gauche d’endomorphismes de V nuls ou ayant un indice,
et x: 0 — Z U {oo}, Dlapplication définie par : x(0) = 400 and VP € § — {0} :

X(P) = x(P,V) = indice de P

Soit A € My (#) une matrice d’opérateurs différentiels a coefficients dans 0, A peut s’écrire
comme un opérateur différentiel a coefficients matriciels, c’est a dire :
7
A= 0<Z; AZ(I)%,Az(x) e My(V), (0<i<m)A agit de VNdansV", d’apres [1], on a le
<i<m
résultat suivant :

THEOREME 2.3.4 L’application linéaire A : VN — VN posséde un indice si et seulement
St
det,(A) # oo, auquel cas, lindice de A est donné par : x(A, VV) = det, (A),

2.3.4 Corollaire : théoreme de Robba pour un systeme

d
Soit Ae D=V [d—], Iopérateur différentiel défini par :
x

m m—1

d
A:cl:p_m+am_1(I)W+ ‘1‘@1%4'@07 where a;(z) € K(z), 0<i<m—1

a l'opérateur d’ordre m A, est associé le systeme différentiel d’ordre un :

0,1 ,---, 0

d ~ = : o .
L=1,—+G ou G=| - T
dz 1

Qo y Tty G

En regardant A comme une matrice d’opérateurs différentiels d’ordre un, ie A € M, (D),
notons par A la reduction de la matrice A au premier ordre (cf. [2]), on a alors le résultat
suivant :

Proposition 2.3.2 [l eziste une matrice de permutation P de {1, --- ,m} et deuz matrices

Q, R € Sl(m, D) telles que :

i [ AO
j2 .Q.A.R.P_(O s

1, étant la matrice identité d’ordre m.

% +ap-1 Am-2 - Qg

1 4. 9

On déduit que A a la forme suivante : A = 0 0 0
4

0 1 a5
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= diag(D, --- ,D) + 0 0 0 avecD:%
0 1 0
Am—1 o Qo
1 0 O0- 0
— a 0 0 0
= Im.dx + . . . .
0 1 0
Il existe une matrice de permutation P’ of {1, --- ,m} telle que : A = P’ L, on déduit alors

de la proposition 2.3.2 que :

~ A 0
—1 / _
P7.Q.(P'.L).R.P = ( 0 I, )
Les matrices @, P’ et R étant inversibles, on déduit que :

det, (Q) = det, (P") = det,(R) = 0
en utilisant la propriété (i) du théoreme 2.2.2; on obtient :

det, (L) = det, (A)
Nous obtenons ainsi, une autre formule explicite, de I'indice de I'opérateur A, agissant sur V,
donnée par :

X(A, V) = X(£,V™) = det, (L)

det, (Z) étant simple & calculer, vu la forme simple de la matrice L.

2.3.5 Remarque :

Robba [12], dans le théoreme 11.3, a obtenu une formule d’indice pour le systéeme L= [m.d— +G
x
1 1

comme un endomorphisme de l'espace K [a:, A des fractions rationnelles a
T — T —cy
poles fixés. Dans notre cas, nous donnons une formule d’indice, pour le méme systéme, mais

sous forme plus explicite, vu que det, (L) est simple a calculer, grace a la simple forme de la

matrice L. Nous utilisons ici la théorie des déterminants sur les domaines de Ore, au lieu du
théoreme du vecteur cyclique, car V n’est pas un corps.

2.4 Indice dans des limites inductives d’espaces vecto-
riels :

2.4.1 Un théoreme d’indice général :

Soient I un ensemble ordonné et filtrant a droite, (F;);cr et (F;);er deux familles de K-espaces
vectoriels, pour i € I, posons S; = {j € I, i < j} et F le filtre engendré par les S;, c’est a dire
le filtre des sections de 1

27



THEOREME 2.4.1 Considérons le systeme inductif suivant d’espaces vectoriels et d’appli-
cations linéaires :

ot tous les diagrammes sont commutatifs, notons respectivement par £ = lim E;, F'=lim F;

i€l el
et w = lim u; les limites inductives des familles d’espaces vectoriels (E)ier, (Fy)ier et de la
i€l

famille d’applications linéaires (u;);cr. Supposons que :

1) V(i,5) € I?, i < j => p;; et ¥;,; sont injectives

2) Vi € I, u; posséde un indice

3) ANeN, Jigel/Viel, i>iy— dim ker u; <N
4) La famille (X(Uz‘, E;, Fz)> est stationnaire

i€l

Alors wuw: E — F posséde un indice, il existe kg € I tel que pour tout i € I supérieur ou
¢qgal a ko, les applications linéaires :

ker uw; — ker v and coker u; — coker u

are isomorphisms and we have :

X(u, Ea F) = X(ukokakao)

La preuve du théoreme 2.4.1 est basée sur les lemmes suivants :

Lemme 2.4.1 Soient (I, <) un ensemble ordonné, (x;);c; une famille croissante d’entiers in-
dexée par I, et N € N, tel que : Vi € I, x; < N. Alors Jig € I tel que : Vi € I, i > ig = x; =
L

preuve :
Posons A = {z; ; i € I}, nous avons A C N, d’on A posséde un plus grand élément x;,, soit
1 € I tel que i> 7, comme la famille est croissante, on a : x; > x;,, d’autre part, comme x;, est
le plus grand élément de A, on a : x; < x;, , d'ou : x; = x;,, Vi € I, i > 1.

Lemme 2.4.2 Avec les notations et l’hypothése 1) du théoréme précédent, la famille <dim ICer(ui))
iel

est croissante, et la famille (dim Coker(ui)> est stationnaire
el
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preuve :

Soit x € Ker(u;), alors u;(x) = 0 et (¢;; ow;)(z) = 0, comme le diagramme (2.4.1) commute, il
vient : u;(p;;(z)) = 0 donc pj(z) € Ker(u;), d'ou :

Vi <ICer(ui)> C Ker(u;), comme j; est injective, ¢;; <ICer(ui)> ~ Ker(u;), d’ou :

dim Ker(u;) < dim Ker(u;), Vi,j € i <j.

Soit z; = dim Ker(u;), ¢ € I. La famille des dimensions (x;);c; est croissante et satisfait
I'hypothese 3) du théoreme 2.4.1. Nous déduisons alors du lemme 2.4.1 qu’elle est stationnaire
a partir d'un certain indice i; € I. Soit y; = dim Coker(u;), i € I, et z; = x(u;, E;, F;), 1 € 1.
Comme la famille (z;);c; est stationnaire a partir de ¢ = jy par hypothese, et y; = x; — 2;, pour
un certain i € I, il s’en suit que la famille (y;);e; est stationnaire a partir de ¢ = max(iq, jo) -

Preuve du théoreme 2.4.1 :
1)Montrons d’abord que dim Ker(u) > li}n dim Ker(u;) :

D’apres 'hypothese 3) et le lemme 2.4.2; il existe i; € I et [ € N tel que pour tout j € I avec
j>ip: = lijrrn dim Ker(u;) = dim Ker(u;). Soit ¢;, I'application canonique de E;, vers E.

Soit x1, -+, € Ker(u;, ), qui soient linéairement indépendants.
@, étant injective, @;, (1), -+, s (2;) sont linéairement indépendant dans Ker(u), par suite :

dim Ker(u) > 1 = lz'}n dim Ker(u;).
2)Montrons que dim Coker(u) > li}n dim Coker(u;) :

pour i € I, ¢; (resp.1;) considérons le diagramme commutatif :

0 E, 25 E
(2.4.2) ol ul lu
0 L

En appliquant le lemme du serpent ( voir Bourbaki [4], p.19 , prop. 2) au diagramme (2.4.2),
nous obtenons la suite exacte :

0 — Coker(u;) — Coker(u)

i.e pour chaque i € I, Coker(u;) se plonge canoniquement dans Coker(u), d’ou :
pour chaque i € I dim Coker(u;) < dim Coker(u), d’ou :

li}n dim Coker(u;) < dim Coker(u)

3)Montrons que dim Ker(u) = li}n dim Ker(u;). Supposons le contraire. D’apres 1), ceci
signifie :

dim Ker(u) > li}n dim Ker(u;). Soit n = dim Ker(u). Il existe alors, a1, -+ ,a, € Ker(u) tels
que ai, --- ,a, soient linéairement indépendants.

Comme li}n dim Ker(u;) = dim Ker(u;,). D’apres la définition de u, pour chaque i € I, le

diagramme suivant est commutatif :

%l l Vi

E —*“5 F
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D’autre part, d’apres la définition de E, il existe j € I tel que a; = ¢;(ey). Par suite, pour tout
ke{l, --- ,n}:

0=wu(ar) = (uoy;)(ex)

= (¥ 0uy)(ex)
Comme 1); est injective, il vient u;(e;) = 0, i.e : e, € Ker(u;) pour tout k € {1, --- ,n}. De
plus, le systeme (eg)1<k<n est libre. En effet, pour tous Ay, -+ A, € K, si Y, Apep =0,

1<k<n

alors
k

(]

n k=n k=n
)\k'ek> = Z )\kc,o](ek) = Z )\k.ak =0
k=1 k=1

n.

alt

Par suite : A\, =0, 1<k

I/\ﬁ

Supposons d’abord que j < i;. Comme dim Ker(u;, ) = li}n dim Ker(u;), et d’apres le lemme

2.4.2, nous avons : dim Ker(u) > lim dim Ker(u;) = dim Ker(u;,) > dim Ker(u;), il s’en suit
que : d
dim Ker(u;) < dim Ker(u) =n

Supposons maintenant que j > i;. Comme dim Ker(u;) = li}n dim Ker(u;) = max dim Ker(u;)
1€
et toujours d’apres le lemme 2.4.2, nous avons :

dim Ker(u;) = dim Ker(u;,) = lijrrn dim Ker(u;) < dim Ker(u)
d’ou j vérifie toujours la relation :
dim Ker(u;) < dim Ker(u)
ce qui contredit le fait que (e;)1<x<n est un systeme libre de Ker(u;)

4)Montrons que dim Coker(u) = li}n dim Coker(u;).
Supposons le contraire. D’apres 2) ceci signifie que dim Coker(u) > li]rrn dim Coker(u;). D’autre

part, d’apres le lemme 2.4.2, il existe i3 € N tel que :

Vjel, j>iy; = dim Coker(u;) = lijrrn dim Coker(u;)

Soit d = dim Coker(u) et 1, --- , x4 des éléments linéairement indépendants de F'\ Zm(u).
D’apres la définition de F', il existe alors j € I tel que pour tout k € {1, --- d}, x, = ¥;(by).
De plus, by, --- ,bg sont linéairement indépendants. En effet, pour tout Ay, --- Ay € K,

k=d
Z)\k.bk -0
k=1

alors

k=d k=d k=d

k=1 k=1 k=1
Par suite A, = 0, pour 1 < k <d. De plus, by, --- , by sont des éléments de F'\Zm(u;). En effet,
supposons le contraire, i.e il existe ey, --- ,eq dans E; tel que by = u;(ex), pour 1 < k < d.

Nous déduisons de la commutativité du diagramme :
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%i J%‘
E — F
que pour 1 < k <d

x = P;(br) = Yjoujler) = wuopj(er)
= ufp;(er)]

ce qui est une contradiction. Par suite 2, € Zm(u) pour 1 < k < d, par suite, il y a d éléments
linéairement indépendants dans Coker(u;), i.e dim Coker(u;) > dim Coker(u) = d

Supposons d’abord que iy > j
En appliquant le lemme du serpent au diagramme suivant :

Pig,j
0 — E, 2L E

L owl

Yig,j
% E

0 —— F;

il vient que, I'application canonique Coker(u;) — Coker(u;,) est injective. Par suite :

dim Coker(u;) < dim Coker(u;,). Comme dim Coker(u) > dim Coker(u;,), nous déduisons
que :

dim Coker(u) > dim Coker(u;).

Supposons maintenant que 75 < j. D’ou, d’apres la définition de is,
dim Coker(u;) = dim Coker(u;,),
Par suite : dim Coker(u) > dim Coker(u;). d’out j vérifie toujours les relations :
dim Coker(u) > dim Coker(u;) > dim Coker(u)

ce qui est une contradiction.

5)D’apres la définition de E et l'injectivité de chaque application ¢;;, pour ,j € I et i < j,
I’application ; est injective pour chaque ¢ € I. en utilisant la commutativité du diagramme
(2.4.2), il vient que I'application canonique de Ker(u;) dans Ker(u) est injective pour tout i € I.
D’apres la définition de 75, nous déduisons que cette application canonique est un isomorphisme
pour tout ¢ € I, 7 > 1.

6)D’apres 2), et la définition de iy, 'application canonique de Coker(u;) dans Coker(u) est un
isomorphisme pour tout ¢ € I such that ¢ > 1.

7)Soit i3 = max(iy,i3). D’apres 5) et 6), pour tout j € I tel que j > ko, les applications cano-

niques Ker(u;) — Ker(u) et Coker(u;) — Coker(u) sont des isomorphismes, nous obtenant
alors (ii) et :
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X(U,E,F) - X(uj7Ej7Fj)
X(ukov Ekm Fko)

Ce qui términe la preuve du théoreme 2.4.1.

Remarque 2.4.1 Dans le cas ou les espaces vectoriels du théoréme 2.4.1 sont des espaces de
Banach , P.Robba et G.Christol ont donné dans [5] une autre version du théoréme 2.4.1 ou
I’hypothese :

V(i,j) € I?, i < j = 1;; est in jective

est remplacée par ’hypothese :
V(i,j) € I?, i < j = 1;, est d'image dense

connue comme étant « la condition topologique de Mittag-Leffler » (voir par exemple Grothen-

dieck [8] [EGA IT1), 0.13.2.4)

2.5 Cas des fonctions rationnelles a poles dans un sous
ensemble quelconque :

2.5.1 cas d’un opérateur :

Soit K un un corps de caractéristique zéro, {2 C K un sous ensemble infini,

S = QU {oo}, ngK[x, ,Dszvs[i]

dzx

Xr — C] ceN
k
Soit P l'opérateur différentiel défini par : P = ) ak(x)% € Dg avec a,, # 0. Soit I 'en-
0<k<m Z
semble de toutes les parties finies non vides de .S, contenant oo et tous les poles des coefficients
de P. I est un ensemble ordonné et filtrant a droite. Pour toute partie finie ¢ € I, posons V;,
I’espace vectoriel sur K, des fonctions rationnelles a poles dans la partie i. Soit 75 € I, telle que
Vk € {0,...,m}, ap € V,,. P agit sur Vs. Pour i € I, i > iy, définissons l'application K-linéaire
P, V; — V; comme étant la restriction de P a V), alors P, possede un indice et on a :

X(Piv VZ) - X(Pim Vlo)

d
Soit F' la filtration canonique de 'anneau gradué Ds = Vg [d—} , et
x
d
Vs & Vs {%]
op : Dg — grpDg = ~ K [z,¢]

Vs
I’application symbole.

d
0p(P) = ap(x).£™ est le symbole principal de 'opérateur différentiel P, et £ = op (d—>
T

Nous obtenons alors, le résultat suivant :
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2’ “ k
THEOREME 2.5.1 Soit P= Y ap(z)Lr € Ds; P:Vs— Vs
i

0<k<m d

(1) Une condition nécessaire et suffisante pour que P admette un noyau de dimension finie,
est que : P # 0.

(ii) Une condition nécessaire et suffisante pour que P admmelte une image de codimension
finie, est que : P # 0 et m = deg ay,.

(iii) P : Vs — Vs posseéde un indice si et seulement si P # 0 et m = deg a,

ce qui signifie : degeop(P) = deg,op(P), 0t op(P) = a,,(z).£™ est le symbole principal de

d d
P, F la filtration canonique de K (x) [%} et £ = O'F(%>>

Dans ce cas :

() = (s (0 =3) + g 5 - ora)
ceq
preuve :
(7) est un résultat bien connu, (i7) découle du fait que la série donnée dans la conclusion de (7i7)
du théoreme 2.5.1 n’est pas divergente, par suite presque tous les termes s’annulent. Il suffit
alors de prouver (7).
Soit 1;; 'application injective canonique de V; dans V;, pour 4,5 € I, i < j; (Vi, 1) est alors,
un systeme inductif d’espace vectoriels sur K, et on a :
VS = lim Vl
—
iel

le systeme d’applications linéaires (P;);cr est inductif est la limite inductive des P; est 'opérateur :

P =1lim P;: Vs — Vs
iel

Il résulte du paragraphe 2.3, théoreme 2.3.3 que, Vi € I, P, possede un indice sur V; et pour
chaque ¢ fixé dans I, Vj € I, j > i; x(P,V;) = x(P;,V;), d’ou les hypotheses 1), 2) et 4) du
théoreme 2.4.1 sont satisfaites. Vérifions maintenant la condition 3) du théoreme 2.4.1

Nous allons utiliser pour cela, le résultat suivant :

Proposition 2.5.1 Soit (F,0) un corps différentiel et L 'opérateur différentiel défini sur F
par : L=0"+ fL1O" '+ -+ + fo, [ € F; (1 <i<n). Soit (E,d) une extension différentielle
de (F,0) et S l’ensemble des solutions de l’équation différentielle : Ly = 0, dans E et soit enfin,

Cg, le corps des constantes de E, S est alors, un Cg-espace vectoriel, et on a : dim CgS < n.

Cette proposition est un corollaire du résultat suivant :
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Lemme 2.5.1 Soit (E,0) un corps différentiel, ayant Cr comme corps des constantes, et

uy, -+ ,u, € E. Alors uy, -+ ,u, sont linéairement dépendant sur Cg si et seulement si,
le Wroskien de uq, -+ ,u, :
Uy » TN Uy
aul y T aur
Wi(uy, -+ ,u,) = ] ] est nul
ar—lul L 8T_1UT
Preuve : Supposons uy, --- ,u, linéairement dépendants sur Cg, il existe alors ¢;, (1 < i < n)

non tous nuls, tels que :

i=r

> cu;=0 (25.1)

i=1
dérivons k fois la relation(2.5.1), (0 < k <r — 1), il vient :

1=T
Zcﬁkui =0, (0<k<r-—1),
i=1
En particulier (¢, --- ,¢x) est une solution non triviale du systeme linéaire :

> Fur;=0, 0<k<r-1), (252

1<i<r

Le déterminant de la matrice des coefficients du systeme (2.5.2) est le Wronskien W(uy, -+ ,u,),
comme le systeme (2.5.2) possede une solution non triviale, Nous déduisons que :

W(uy, -+ ,u,) =0.
Inversement, si Wi(uy, --- ,u,) = 0, le systéeme (2.5.2) possede une solution non triviale
(Cla U JCT)7 ou ¢ € E)
1 <¢ <r, en particulier, on a pour k =0: > cu; =0.
1<i<r

En permutant les ¢;, on peut supposer que ¢; # 0, en divisant par ¢;, on peut supposer aussi,
que ¢; = 1. On a alors :

VE, (0<k<n—1): Y *u.c;=0, (25.3)

1<i<r

En appliquant 'opérateur dérivation a cette équation, il vient :

Z 8k*1ui.ci -+ Z (9k*1ui.8(ci) =0

1<i<r 1<i<r

Lapremiere somme est nulle d’apres la relation (2.5.3), et dans la deuxieme somme, le premier
terme est nul, car d(c;) = 9(1), par suite : (9(¢y), -+ ,0(¢,)) est une solution du systeme
linéaire :

> Fua; =0, (0<k<n-2) (254)
=2

Le déterminant de la matrice des coefficients du systeme (2.5.4) est le Wronskien W (ug, -+ ,u,).
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1¢7 cas : Wi(ug, -+ ,u,) #0:

La solution (9(cz), -+ ,0(c,)) est telle que d(¢;) =0, (2 <i<r).

Par suite ¢c; € Cp, (2 <i <), et comme ), ,, ¢;.u; = 0, on déduit que les u; sont linéairement
dépendants sur Cf. o

2¢mecas : Wiug, -+ ,u,) =0 :

En appliquant le méme raisonnement que pour W(us, --- ,u,) = 0, on obtient par récurrence,
une relation de dépendance linéaire entre vy, --- ,y,, qui nous donne une relation de dépendance
linéaire entre yq, --- ,y.. Ce qui montre le lemme 2.5.1.

Nous avons aussi besoin du lemme suivant :

Lemme 2.5.2 Soit R un anneau différentiel, uy, --- ,u,11 € R tel que :

ar(uk) = Z &@al(uk), a;€eR, 1 <1 <r+1.

1<i<r—1
Alors :
Wi(uy, -+ ,up11) =0

Preuve :

ul , o, ur+1

aul y TT T aur—i—l

W(ug, =+ 1) =
aTul y TN arur+1

La derniere ligne du déterminant est une combinaison linéaire des précédentes, par suite

W(Ul, ,u7-+1) =0.

Preuve de la proposition 2.5.1 :

L’application u — L(u) définie sur E est C'g - linéaire, d’ot1 son noyau S es un espace vectoriel
sur Cg. Soit uq, -+ ,u, € S, en utilisant le lemme 2.5.2, nous obtenons : W(uy, -+ ,u,) = 0.
Nous déduisons alors du lemme 2.5.1, que w,uy, --- ,u, sont linéairement dépendants, par
suite S est de dimension finie sur Cg et on a : dim Cg(S) < n.

Suite de la preuve du théoreme 2.5.1 :

Ainsi 'hypothese 3) du théoreme 4.2.1 est satisfaite, il suffit pour cela de poser N = m.

Si F désigne le filtre des sections de I, nous déduisons du théoreme 4.2.1 que P possede un
indice, et que son indice est donné par :

= X(Pioa io)
En appliquant le théoreme 2.4.1 nous obtenons :
X(P, V5> = — ( max <d°(aj) — j) + ) max (j - ordc(aj)>>
ce

0<j<m Z0<j<m
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2.5.2 Corollaire : cas de K(x)

Posons 2 = K, dans le paragraphe 2.5, d’'ou Vs = K(x), et comme application du théoreme
2.5.1, nous avons le résultat suivant :

THEOREME 2.5.2 Les notations étant celles du théoréme 2.3.1, lapplication K-linéaire
P: K(x) — K(z) posséde un indice, si et seulement si P # 0 and m = deg a,,, et son indice
est donnée par :

(P E@) = limx(P.V)

- X(PiovVio>
= _(o%?fn@ (a5) —J> + EKOrgnjzggnQ - 07"6%(%)))

Preuve : il suffit de recopier la preuve du théoreme 2.5.1, en remplagant (2 par K.
2.6 Indice d’une matrice dans des espaces de fractions
rationnelles a pdles dans un sous ensemble quelconque :

2.6.1 Le théoréeme fondamental

Soit K un corps de caractéristique zéro, {2 C K un sous ensemble infini.

S=QU{oc}, Vs =K [95, ] o I’espace des fractions rationnelles a poles dans €2.
ce

r—c
Soit N € N*, 6 domaine de Ore a gauche d’endomorphismes de Vg nuls ou ayant un indice, et
X : 0 — Z U {oo}, Dapplication définie par : x(0) = +oo et VP € § — {0} :

X(P) = x(P,Vs) = indice de P

Soit A € My (#) une matrice d’opérateurs différentiels a coefficients dans 0, A peut s’écrire
comme opérateur différentiel a coefficients matriciels, c’est a dire :

A= Ai(x)dcf;i, Ai(z) € My(Vs), (0<i<m), A agit de VY dans ¥.
0<i<m

D’apres [1], on a le résultat suivant :

THEOREME 2.6.1 L application linéaire A : VY — VI posséde un indice si et seulement
St
det,(A) # oo, auquel cas, lindice de A est donné par : x(A, VL) = det,(A)

2.6.2 Cas des matrices d’opérateurs différentiels :

Soit K un corps de caractéristique zéro, {2 C K un sous ensemble infini.

S=QU{cc}, Vs =K [93, , I'espace des fractions rationnelles a poles dans (2, et

xr — C] ceN

36



d
Dg = Vg [%} , Pespace des opérateurs différentiels a coefficients dans Vs.

Considérons (m,n) € N>, A € M,,,(Ds), A agit comme suit : A: Vi — VI f— A.f
Si ¢ est une partie finie de S contenant I’ensemble des poles des coefficients de A, alors A agit

par A : V" — V", supposons alors que I est ’ensemble des parties finies S contenant oo et
tous les poles des coeflicients de A.

Nous avons alors le résultat suivant :

THEOREME 2.6.2 (i) Une condition nécessaire et suffisante pour que A possede un noyau
de dimension finie est que : A # 0 et que la matrice A admelte une sous matrice A d’ordre m
telle que detp A # 0.

(ii) Une condition nécessaire et suffisante pour que A admette une image de codimension fi-

nie est que : m < n et que la matrice A admette une sous matrice A d’ordre m telle que
dege(detp(A)) = deg,(detp(A)) # —oo.

(iii) Sin =m et dege(detp(A)) = deg,(detp(A)) # —o0, alors A : Vs — Vg admet un indice,
et dans ce cas :

X(A, Vs — Vs) = lipn det,, A
o

0<j<m “0<j<m
cer

dety, A = —( max (d(a) — ) + D max (5 - Ordc%)))

Preuve :
Etabissons d’abord (iii).
Supposons pour cela que, m = n et dege(detp(A)) = deg,(detp(A)) # —oo, nous devons
montrer alors que :
X(A, Vs — Vg) = li}n det,,A
ol
det,,A = —< max <d°(aj) — j) + max (j — ordc(aj)>)

0<j<m <0<j<m
cel

Nous allons utiliser pour cela, le théoreme d’indice général (cf.théoreme 2.4.1).
Soit i ’ensemble de tous les poles des coefficients des éléments de la matrice A, alors

e [4])

Réduisons A a la forme triangulaire en utilisant la méthode de Gauss (cf. [1]) :

d
En d’autres termes, V;, {d—} étant un domaine de Ore, il existe deux matrices M et T telles
x

que :
M.A = T, where M € < En<Dzo> U D;(Dm) >, T e Tn(Dlo)
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Ou E,(D,,), D.(D;,) et T,(D;,) désigne respectivement I’ensemble des matrices élémentaires,

matrices diagonales a éléments diagonaux non nuls, et matrices triangulaires de M,, (DZ-()).

M est alors un produit de matrices élémentaires ou diagonales. Alors 'application linéaire
induite par M est bijective, d’ou detp(M) = 1.
D’autre part, nous avons par hypothese :

dege(detp(A)) = deg,(detp(A)) # —oo, dou detp(A) # 0.

D'ou M. A =T, oudetp(M) =1 et detp(A) # 0 = detp(T) = detp(M).detp(A) # 0 <=
T(i,1) # 0 (ou T'(,4) désignent les éléments diagonaux de la matrice T').

Ainsi, pour f € Vs A f=0= (MA).f=0=T.f =0, d'ou Ker(A) C Ker(T).
Comme dim Ker(T) < 400 (car T est triangulaire), par suite

dim (IC@T(A)) < 4o00.

Il reste a montrer que dim Coker(A) < +o0.
Posons pour cela :

det(X) = dege(detp(X)) — deg,(detp(X)), pour X € M,(Ds)

et

o(X) =dege(op(X)) — deg,(op(X)), pour X € M,(Ds) (2.6.2)

D’apres le théoreme fondamental de la théorie des déterminants (unicité), (cf. théoreme 2.2.2)
que :

det = det,,
Et d’apres I'hypothese dege(detp(A)) = deg,(detp(A)) in (i), nous déduisons (cf. 2.6.2) que :

det(A) =0
Comme det est un déterminant & valeurs entiéres (dans Z), nous obtenons det(M A) = det(M )+
det(A) = det(T), par suite :
det(M) = det(T).
Soit pq, ... ,p, les coefficients de la matrice diagonale qui apparaissent dans le produit M.

Poson t, = T(k, k), for 1 <k <n.

Pour i € I, nous avons (remarquons que M est produit de matrices élémentaires ou diagonales,

et comme le déterminant des matrices élémentaires est nul, il vient : det,,M = > xi(p),
1<k<n
nous obtenons ainsi :

38



dety,(A) = det,, T — det,,M = Z Xi(tk) — Z Xi(pk) (2.6.3)

1<k<n 1<k<n

det(M) = > o(pr), det(T)= > o(ty), comme det(M) = det(T), il vient :

1<k<n 1<k<n
> el = D elt)
1<k<r 1<k<n

Alors :

> vl = Y elt) =0 (2.6.4)

1<k<n 1<k<n
d’apres (2.6.3) et (2.6.4) la famille (det,,(A)),., est stationnaire (car (2.6.4)=0 : la série ne
diverge pas, d’ou la famille est stationnaire)

Nous allons prouver (iii) et (ii) en méme temps :
MA =T, doudapres (2.6.4) nous avons :

(dety,(A)),c; est stationnaire <= Z o(ty) — Z o(pr) =0

1<k<n 1<k<r

l.e:

det(T) — det(M) = det(A) =0

Comme (dim KCer(A : Vi — V;)),; est stationnaire d’apres ce qui précéde, la condition précédente
est équivalente (dim Coker(A :V; — Vj)),c; est stationnaire i.e : dim Coker(A : Vs — Vg)
est finie. ceci prouve la condition suffisante dans (ii), et que I'indice de la matrice A est finie.

Comme det(A) = 0 (d’apres 'hypothese sur les degrés), la formule d’indice de la matrice A
dans (iii) est obtenue par le théoreme d’indice général (théoreme 2.4.1).

Prouvons maintenant () : )
Supposons que m < n et que A admet une sous matrice telle que det r(A) # 0. Comme d’apres
la preuve de (iii), Ker(A) C Ker(A), nous déduisons alors que, dim Ker(A) < +oo.

Inversement, supposons que cette condition (i) n’est pas satisfaite, alors les colones de A sont
linéairement dépendantes sur l'espace vectoriel sur L, L™, ou L est le corps des fractions
de D;,, dans le D;-module a droite Dj. Il existe alors une combinaison linéaire nulle des
colonnes de A, avec des coefficients respectifs ay, ... ,a,. Nous déduisons que, pour tout
feVs, (aif, ... ,a,f) € Ker(A). 1l vient alors :

dim Ker(A) = +o0

En effet, supposons que la dimension de E = {(a1f, ... ,anf) / [ € Vs} est finie sur K, on
projette : soit ko € {1, ... ,n} tel que ag, # 0.

comme nous avons d’apres (i) du théoreme 2.5.1, Codim ay,(Vs) < +o0, dim ax,(Vs) = +00,
contrairement a 'hypothese sur E dont I'image par l'application (vy, ... ,v,) —— v de
Vi — Vg est ag, (Vs).
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Ce qui prouve (7).

Montrons la condition nécessaire dans (i) : )
Supposons que m < n et que A admet une sous matrice A € M,,(A) telle que det¢(detp(A)) =

det,(detp(A)). Comme Zm(A) C Zm(A) using (iii) (since Codim Im(A) < 4+00) nous obtenons
Codim Im(A) < +oo0.

Montrons enfin, que la condition est suffisante dans (7i7) :
Supposons pour cela, que m = n et la condition sur les degrés non satisfaite, nous déduisons
de la preuve de (iii) que :

Codim Im(A) = Codim Im(A) = +oo

Ainsi l'indice de A serait infini, ce qui est une contradiction.

Supposons que m > n, alors les lignes de A sont linéairement dépendantes sur le Dg-module a
droite Dg".

Il existe alors une combinaison linéaire nulle des lignes de A, avec des coefficients respectifs
a, ... ,a,, withavec ay, # 0

Pour tout f € Zm(A: Vs" — Vs™) nous avons alors  » ag. f=01ie:
1<k<m

Im(A: V" — V™) CE={f=(fi, ... . fm) €Vs™/ > ar f=0}

1<k<m

Comme Codim E est infinie, il en est de méme de Codim(Zm(A : V" — V™).
Par suite 'indice de A serait infini, ce qui est aussi une contradiction.
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Chapitre 3

Solutions Analytiques et Polynomiales
de Certains Systemes d’Equations aux
Dérivées Partielles

3.1 Introduction :
Nous nous intéressons dans ce travail a des systemes de Pfaff ayant la forme :
xp“-yr% +A(xy).f = gla,y)
oy By s = by
Nous montrons que, s’il existe des solutions pour de tels systemes, qui sont des germes de fonc-

tions C* & valeurs réelles, au voisinage de (0,0) € R?, celles-ci sont des fonctions analytiques,
et que sous certaines conditions, celles-ci sont polynomiales.

3.2 Notations :

Notons par :
0 = R{z,y}, 'anneau des fonctions holomorphes au voisinage de (0,0) € R2.

6 = R[[z, y]], lanneau des séries formelles en les indéterminées z et .
E, lalgebre des fonctions C* au voisinage de (0,0) € R? et a valeurs réelles.

H(U), l'espace vectoriel des fonctions analytiques sur U, et a valeurs dans R, ou U est un
ensemble ouvert de R.

K((x)), le corps des fractions de 'anneau des séries formelles K{[x]], ou K est un corps com-
mutatif.

3.3 Rappels (le cas d’une variable) :

Soit D 'opérateur différentiel défini par :
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D= xp“,% + A(z), ou A(z)e End(K((I))n>

Définition 3.3.1 (cf. Malgrange[7]) D est singulier régulier s’il existe M € Gl (n, K((x)))
telle que :

1 dM :
S MTAM M € End(K((a:)) )

xP’

Définition 3.3.2 (cf. Deligne[4]) Un vecteur v € K((x))" est dit cyclique pour D, si la
famille (v, Dv, -+, D" ) est libre.

Proposition 3.3.1 (cf. Deligne[4]) Si K est de caractéristique zéro, il existe un vecteur cy-
clique pour D.

Définition 3.3.3 (cf.[5]) Pour tout vecteur cyclique v, le premier invariant de Gérard-Levelt
p1(D) de lopérateur D est donné par la formule :

p1(D) =sup(0, Ag), ot Ag = sup (—U(ai))

0<i<n—1

et les a; sont dans K, donnés par :

3.4 Quelques systemes de Pfaff linéaires :

Soient (N, p,q,r,t) € N* x N*

0 L of
e —) = p+1 r -4
Dy = Dy(x,y, 8x) ey o + A
0 of
Dy =D —)=2'y™ =+ B

ou A, B € End(0").
Considérons le systeme de Pfaff :

x”“-yrg—ﬁJrA(:v,y)-f = glz,y)  (S)
(9)
ey 9L By = My (S)

Par référence aux rappels donnés dans le paragraphe 3.3, donnons la définition suivante du cas
singulier régulier a deux variables :
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Définition 3.4.1 (i) Le systéme différentiel (S1), est dit singulier régulier a l'origine x = 0,
si le premier invariant de Gérard-Levelt p1(D1) est nul, ou Dy est l'opérateur
différentiel défini plus haut par :

Dy : Ki[[e]fa7"] — Ki[[e)l[z7"] . avee Ky =C[[y]][y"]
(ii) Le systeme différentiel (S3), est dit singulier régulier a lorigine y = 0, si le premier

invariant de Gérard-Levelt p1(Ds) est nul, ou Dy est lopérateur différentiel défini plus haut
par :

Dy Kslyllly™'] — Kallyllly™],  avec Kz =C[[z]][z™"]

(iii) Le systéme différentiel (S) est dit singulier régulier a l'origine (z,y) = (0,0), les deux
systemes (S1) et (S2) sont singuliers régulier a lorigine.

Rappelons le résultat suivant, bien connu a une variable :

Proposition 3.4.1 (cf. Malgrange[7]) considérons l'opérateur différentiel :
d
D = a:p+1.d— + A, A€ End({x}N
x

ou D ou D est singulier régulier a [’origine. Soit g € RR{x}N>,supposonsqu’ilexisteh €

R[[z]]" tel que D(h) = g. Il existe alors, un unique f € R{x}" tel que :

D(f)y=g et [=h

(f étant la série de Taylor associée a f).

Le résultat suivant est aussi bien connu dans le cas de plusieurs variables complexes, et est
souvent utilisé comme définition du cas singulier régulier.

Proposition 3.4.2 (cf.[1]) Supposons que le systéme (S) soit singulier régulier a l'origine. Si
f €0 est solution du systéeme de Pfaff (S), alors f € 6V.

Soient A(z,y) une matrice carrée N x N a coefficients dans Clz, y].
La matrice A peut s’écrire :

Alz,y) = ZAz(y)xl



ou :

Ai(y) € End(C[y]™), (0 <i<s)et Ay(y) #0
Bi(z) € End(C[z]Y), (0 <i<1)et By(x) #0
Posons : dy(A) =s et dy(B) =1

Proposition 3.4.3 (cf.[2]) Considérons le systéme de Pfaff :

xp“ﬂ(y)%%‘l-f =9
(4.1.1)
y @9 By = h

Ou a(y) € Rly| — {0};  b(x) € R[z] — {0}, g,h € Rz, y]".
Si f € 0N est solution du systéme (4.1.1), et si  p > d;(A) et ¢ > d5(B).
Alors f € Rz, y]V.

THEOREME 3.4.1 Considérons le systeme de Pfaff suivant :

wp+1-y“g—£+A(x,y)-f =g
(4.1.2)
0
xt.yq+la—£+3(aj,y).f = h

Avec p,q,r,t € N; g, h € Rla,y|N et A, B € End(Rx,y]")

Supposons que :

(1) le systéeme (4.1.2) est singulier régulier a l'origine.
(ii) le systéeme (4.1.2) posséde une solution f € EN.
Alors f € 6.

Preuve :

Soit f la série de Taylor de f au voisinage de D'origine (0,0) € R, F e N, Fest une solution du
systeme de Pfaff (4.1.2) (il suffit pour cela, de prendre la série de Taylor des deux membres du
systeéme (4.1.2). Par suite, nous déduisons de la proposition 3.4.2, que fAE OV . Soit A = Ay x Ay
le domaine de convergence de la série ]/”\, et soit yo un point fixé dans Ay — {0}. Considérons

~ -~

la fonction d’une variable réelle x, f(x,y0). f(x,y0) vérifie 'équation différentielle singuliere

réguliere avec parametre :

7 (Fa o)) + Ol ) o ) = o)

A,y). E(r.y) = 9(z,y)

Ou C(z,y) = > "
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o~ ~

fla,y0) = f(w,y0) and  f(z,4) € C{a}"
Par suite f(z,yo) € H(Dy)N

Soit U(yp) un petit ouvrt contenant yo et contenu dans Dy — {0} ; nous déduisons alors du
théoreme de dépendance analytique d’un parametre (voir par exemple CARTAN [3]) que :

N
fla,y) € H(Ax Ulw))
Par suite : N
fw,y) € H(Ax 25— {0})
D’ou, pour y # 0, f peut s’écrure sous la forme :
flz,y) = 3 pulx).y", avec pu(x) € H(A)N, n >0
n>0

Soit alors g, la fonction définie par :

f(z,y) pour y#0
g(z,y) =
po(x) pour y=0

Par suite, la fonction f(x,y) définit une fonction g(x,y), qui est analytique sur le domaine
A1 x Ay tout entier. C'est a dire, f est analytique dans un voisinage de (0,0) € R?.
Ce qui términe la preuve du théoreme 3.4.1.

THEOREME 3.4.2 Considérons le systeme de Pfaff suivant :

x”“'y’"%%‘l(z’r,y)-f =y
(4.1.3)

0
xt.yq“% + B(z,y).f = h
avec p,q,r,t € N; g, h € Rlz,y]Y and A, B € End(R[z, y]V)

Supposons que :

(1) le systéme (4.1.3) est singulier régulier a [’origine.
(ii) le systéeme (4.1.2) posséde une solution f € EN.
(iii) p = dy(A) et ¢ = dy(B);

Alors f € Rz, y]".

Preuve :

En utilisant les hypotheses (i) et (ii), nous déduisons du théoréme 3.4.1, que f € 6V, et en
utilisant I’hypothese (iii), nous déduisons de la proposition 3.4.3 que f € R[z, y]V.
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Chapitre 4

Convergence des Solutions Formelles
de Certains Systemes Différentiels Non
Linéaires Au voisinage d’une
Singularité Irréguliere

4.1 Introduction :

Nous nous intéressons dans ce chapitre, a généraliser certains résultats de Y.Sibuya [18], plus
précisément nous étudions la convergence des solutions formelles au voisinage d’une singularité
irréguliere, des ssystemes différentiels suivaants :

du

A(x)% — B(z).u(z,y) = yE(x,y,u) (4.1)
A(a:);i—z = E(x,y,u) (4.2)

Ou :

1) y est un parametre

2) E:U CC, xC,xCl — C" est une fonction a valeur vectorielles, holomorphe sur un
ouvert U contenant l'origine (0,0,0) € C* x CV

3) A(z), B(z) € End ((C{x}N > sont deux matrices carrées N x N a coefficients holomorphes

au voisinage de l'origine x = 0 € C.

Dans le cas étudié par Y.Sibuya, la matrice intervenant au lieu de A(z) dans les systemes
différentiels précédents, est la matrice diagonale 2P*!.Iy, qui est un cas particulier de notre
résultat.

Nous établissons sous certaines conditions, la convergence des solutions formelles du systeme
différentiel (1). La méthode utilisée ici, s’inspire de certains travaux de Harris, Sibuya et Wein-
berg (][9] et [10]), elle est basée sur des techniques d’analyse fonctionnelle, en I'occurence le
théoreme du point fixe dans les espaces de Banach. Nous obtenons alors, comme conséquence,
sous certaines conditions,l’analyticité des solutions formelles des systemes différentiels non-
linéaires (2) et nous donnons un exemple qui illustre une situation plus générale que celle
traitée dans Sibuya ([18]).

Nous déduisons ensuite, des conditions suffisantes d’existence de solutions analytiques pour une
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classe de systeme de Pfaff, completement intégrable, a singularité irréguliere, ayant la forme :

A@)PY = B(z,y.u)

Bx)gh = Fla.y.u)

Notons que, ce n’est pas assez aisé de trouver pour de tels systemes, un exemple qui illustre ce
résultat dans un cadre beaucoup plus général que celui traité dans Gérard-Sibuya ([7]), & cause
de la nature compliquée de la condition de complete intégrabilité.

4.2 Notations :

Notons par C[[z]] et C{z}, respectivement, 'anneau des séries formelles en la variable com-

plexe x et I'anneau des germes de fonctions holomorphes au voisinage de x = 0 € C. Soit
A(z), B(z) € End(C{z}"), ot End(C{z}") désigne 'anneau des matrices carrées N x N, &
coeflicients dans C{z}.

Considérons l'opérateur différentiel :

D= A(a:)% — B(x).

Pour dp,0 € R; g > 0, 6 > 0; posons :
D(do) ={y € C/lyl <do} et D(6) ={x € C/lx| <d}

Q(6) = {© : D(6y) — CV; ¢ holomorphe et bornée sur D (&)}
Si ¢ € Q(dp), nous définissons la norme de ¢ par :

loll = sup  [¢(y) |
y € D(d)
Pour toute série f = > f.(y)x™ , ou f,, € Q(dp), nous poserons :

m>0
9
£ ls0.s =D Il frnllsy-0™
m=0

pour toute matrice B(z) € End(@{x}N), qui s’écrit : ||Blls = . Bna™, ou B, € End(CY)
m>0
sont des matrices carrées N X N constantes, nous poserons :

IBlls = Bl 0™,
m=0

ou, |B,,| = sup < sup (|67} )) avec B, = (b;?) . Posons enfin :
1<i<N M<j<N 1<i,j<N
B(30.8) = {1 = 3 e € Qo) et [f 5,5 < o0
m>0
et

B(8,0, M) = {fo, fe 3(50,5)}
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Proposition 4.2.1 Soit A(z) € End(C{z}"), A(0) = 0 et A(z) = z.A(z) ot A(z) =
ioAmmm“, Ay, € End(CY) (m > 0). Supposons qu’il existe p € N, p > 1 tel que det(A,) # 0.
Alors, Vip € B(dp,9), il existe QQ € B(do, ) et R € Q(dg)[x] tel que :

v =AQ+ R;
de plus, ) et R sont déterminés de fagon unique, et dOR < p — 1.

Preuve :
Posons

S=—("T—AA")  (11)

ou I est la matrice identité d’ordre N, il s’en suit que E.Agl =S+ aP1. Soit ¢ € B(dp,0); et
soit (Yn)n » (Qn)n » (Rn)n les suites définies par :
o =1, et si, ¥y, -+ 1, € B(dy, ) sont définies par récurrence, 1), s’écrit :

Un = Wnm™, nm € Qb0).

m>0
Posons :
p—1
m— m
Qn: E wnmx p’ Rn - § ¢nmx
m>p m=0

Définissons alors 1,41, par :

Ynar = (271 — AA).Q,

Nous obtenons alors : ¥, = 27Q,, + R,, et

7~pn—|—1 - _SQn _
= men - AAp_lQn
= wn - Rn - gAp_lQn

Nous avons :
[Rnllso.s < lltonllso.0
[¥n 16,6
1Qnllsos < =5,
1515
1onsillsos < [1Slls-I@nllaoe = =5~ [nllsns
S
Choisissons ¢ > 0 tel que H(S# <e<lie:|S]s<ed?,onl<e<1, dou:

|1 Uns1lls0s < €|¥nllsos < €™ ||%0ll505 = €"-1|¥]50,
Posons alors :

Q = Z Ap_l-Qn

n>0
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et

R=> R,

n>0
Nous avons : .
_ 9 _
14,7 Qunllso,s < g;h4p RREA
et aussi
[ Rullsg, s < €"l¥]l60, 6
d’ou :
—1 —1
1 [Ap ™ 191160, 6 n A [ llso,s
Z ||Ap -Qn”&o,(s < 5—p'25 = m < 400
n>0 n>0
et

9150,
> Rl s < S < 400
= 0 (1—¢)

i.e : les séries () et R sont normalement convergentes, donc convergentes, par suite ), R €

B(dg, 0), et comme Vn, R, est un polynéome en x, de degré inférieur ou égal a p — 1, nous

avons : R € Q(d)[z] et d2R < p— 1. D’autre part, comme |[¢,||s,.5 < €™.||¥]65,6; D n < +00.
n>0

Nous obtenons finalement :

Y=to=Y tn=> VYus1 =D (Pn—tup1) = Y Ra+AATQn

n>0 n>0 n>0 n>0
= A A7'Qu+ ) Ra
n>0 n>0
= AQ+R

Ce qui prouve 'existence. Montrons maintenant, 1'unicité d’un tel couple (@, R). Supposons
pour cela, qu'il existe Q1 € B(dy, 9) and Ry € Q(dp)[x], Ry < p — 1, vérifiant :

= AQ + Ry,

Nous avons alors :
AQ+R=AQ,+R,, dou:

A(Q-@Q)+(R-R)=0 (1.2)

Nous obtenons

A= (S+2"1).A,
( d’apres la définition de S, voir (1.1) ) et aussi : || S]|s < .67

Nous obtenons alors :

0=254,(Q—Q1)+a"A)(Q— Q1)+ (R—R) (1.3)
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Nous avons

[27. Ap(Q = Q)50 6 < (|27 Ap(Q — Q1) + (R = Ra)l[sy,5
En utilisant (1.3), il vient :

2P A,(Q — Q1) + (R— Ry) = —S5.4,(Q — Q1)

D’ou
|27 Ap(Q — Q1)llsy. 5 1S.Ap(Q — Q1)llso, s
.07 | Ap(Q — Q1) lso. 5

ellzP. Ap(Q — Q1)ll6o,5

[ IAIA

Comme ¢ < 1, on conclut que :

2P Ap(Q — Q1) = 0, soit Q = Q1.
Nous déduisons alors de la relation (1.2) que : R = R;.
Ce qui montre 1'unicité.

la proposition 4.2.1 est ainsi démontrée.
Lemme 4.2.1 Soit ¢ = JZlVQ + R la relation donnée dans la proposition 4.2.1, supposons que
det(A,) # 0. Il existe alors, une constante N\(A) qui dépend uniquement de dy, 0, et A, telle

que :

1QN50.5 < MA)- ¥ 150, 5

Preuve :

b=AQ+R

= ", Paly) € Q)

n>0
On peut supposer que :
A=Y "Aa", A, € End(C), Q=) Qu.", (y) € Q&)
n>0 n>0

R=>"R.a",Ru(y) € ()

n>0

Nous obtenons :

Z%ﬂ:Z(ZA Qn_ )x +ZR "

n>0 n>0 \ =0

En identifiant les coefficients de 217, ¥n > 0, dans la relation précédente, nous obtenons :

wn-ﬁ-p = AO'Qn+p + Al-Qn—i—p—l + -+ An+p'QO —+ 0
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et [[nip — Ap-Qnllso < [Ao|-|@nipllso + [As][|@nip-llso + - + [Ap-a]-[Qniallso
HAp 1| 1Qn-1llso + -+ + [Anip.[[Qollso

Par suite :

[thnsp = Ap-Qulls-0" < [Ao|.0°|@nspllso- 6™ + [ A -0]|Qnp—1lls0-0" P~ +

ot [Ap1 [P Quaa lsod™ T A+ [Ap a7 Quallso 0" 4o +
| At .01 Qo 50-0°

< [Ao|-0°|Quapll50-0" " + | A1 |.6[|@np1l50.6" P +
o [Apa [T @n |50 4 [Apl.07(|Qulls06™ + [Apra |67 @t [[50.6" 7 4+

| Anpl-0" 7| Qoll 50-0°

D’ou :
n=-o0o _

S [ty = ApQullsn-"* < [ Allsy Q500

n=0
Posons :

¢ = an—i-p"rna
n=0

Par suite :

n=+oo

1 = ApQlisos =07 > nip — Ap-Qullag 51
n=0

C’est a dire : _
| All5-1|Q1]5,,5

4 — A,.Qllses < 5

Nous déduisons alors : B
Y —A,Q = AP"C(Q)

Ou L : B(dy,0) — B(do, d) est un opérateur linéaire continue, vérifiant :

T 1 Al
L@ = [A] 719 — Ap-Qllse.5 < |4y 1'T‘HQ”505
Par suite : _
[Apl 11 Alls
op
Choisissons ¢, pour que le membre de droite dans la relation précédente, soit rendu inférieur a

I£] <

1, nous déduisons :

b= A1+ £).(Q)

Ou ||£|| < 1, d’ott (I + L) est un opérateur inversible, par suite Q = (I + E)_l.Agl{/; et :

1Qllso,s < 1T + L) A L[], 6
I+ L) Y. AT
< I )(Sp 14, |.ku50,5
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Posons

~ I+ L)Y A1
A = I )5P|H p|’

~

Q5.5 < ACA)-[[¥]l5,. 5

D’ou :
Ce qui prouve le lemme 4.2.1

4.3 Etude d’une classe d’opérateurs linéaires :
Définissons les applications suivantes :

(2.1) B : B(0y,6, M) —> B(6y,6, M)
¢ — B(p) = B(z).¢(z, y)

(2.2) P : B(6,6, M) —> A(x).B(6,6, M)
Si pe B<50767£\/[> P = fﬂM-w, ou wNG B<5075)
Ecrivons 1 = A.Q + R, alors : o = A.Q.2™ + 2™ R, posons alors :

P(p) = A.Q.aM

(2.3) T : A(z).B(8y,8, M) — B(3y,0, M)

Si ¢ € A(z).B(do, 8, M); ¢ = A(z).¢,
ot Y € B(do,d, M), alors 1= > an(y).a™, am(y) € Q(d)

m>M

Posons alors :

m
m>M

Ces applications sont €2(dp)-linéaires, et vérifient :

I B(©) 50,5 < | Blls-l2llso, 6

1P@ s < 1AL @] ||
~ 100,
< |IAlls-A(A).J|¢]ls,, 5 (en utilisant le lemme 4.2.1)

Posons 1(A) = ||Als.A(A), nous obtenons alors :

1P(@)50,5 < #(A)- N2l o

IT()ls0,6 < 2zl1¥l60, 5
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Comme ¢ = A.1p, nous déduisons du lemme 4.2.1 que [|¢bls,. s < A(A).||¢lls, 5, sOit :

AMA
ITans < 28 ol
Par suite : B _
A(A)-u(A)
IT-P.B(@)llso, s < =3~ [1Blls-lellso, s

Choisissons un entier M, suffisamment grand, pour que :

AMA)-u(A). || Bls
7 <1

AA)p(A)|Blls
M

Il s’en suit que les séries : Y || TPB||™ et > < sont convergentes, et nous
m>0 m>0

avons :

> |ITPB|™ < Z( |B”5)

m>0 m>0

Par suite, I’application :

I —TPB: B(dy,0, M) — B(do,d, M) (ot I est la matrice identité d’ordre N) est un isomor-
phisme, et nous avons :
1
AA)A)|Blls
M

(7 =TPB) |55 <
1—

Posons :

W=(I-TPB)'T.P (2.4)

Alors I'application W : B(dg, 0, M) — B(dg, 0, M) est Q(dg)-linéaire, et vérifie :

| A ()
W55 < Nells,
W ()56, 5 1_)\( )M(A)HBH(S M l©llso. 5
M
L) (2.5)

M = MA)p(A).||Bls

Lemme 4.3.1 a) A(m)%(T(g@)) — ¢, ol g € A.B(dy,8,M)

d ~
b) T(A(@ﬁ) — ¢, 0 € B(60,8, M) et A(x).92 € A.B(50,5,M)

Preuve :

a) o= A ¥ € B(0o,0, M) = 3 a(y)a™

m>M
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A(x).% (T(gp)) - K(x).x.% (T(@) = A(x). Y am(y)a™ = A4) = o, ainsi a) est prouvé,

Montrons maintenant b), nous avons : ¢ = Y a,,(y).2™, d’on

d d ~ ~
&2 _ Z ma, (y).a™ et A(x) <p = Az Z mam,(y).x™ € A.B(d, 0, M)

m>M m>M
et par définition de 'opérateur T', nous obtenons :

d m_ : . .
T(A(x)%> = Z Qp.x™ =  par suite b) est démontré.
m>M
Lemme 4.3.2 Soit D = A(x)di — B(z), A(z), B(z) € End(C{x}"), ot A(0) =0, A(z) =
x

2. A(x) ot A(z) = 3 Apa™t, A, € End(CN) (m > 0). Supposons qu’il existe p € N, p > 1,
m=0
tel que : det(Ay) # 0. Aors, pour tout f € B(dy,d, M), on a :

DW(f)=f—=VI(f) ouV est lapplication linéaire définie par :
V=(I-P)(I+ BW)

Preuve :
Nous avons par définition (voir 2.4)

W = (I — TPB)"'T.P, soit, (I — TPB)W = TP, d'on, W — TPBW = TP.

d
En appliquant 'opérateur A(ac)d— a cette derniere relation, nous obtenons :
T

d d

A) W (f) = Afw). 5

D’ou, d’apres le lemme 4.3.1 :

d

T(PBW(f)) A(x).%T<P(f)>

A() W () ~ PBIV(F) = P(J),
soit :
A()SW(f) = PBW(f) + P(J)

(AGx) =~ B@)W(I) = Al) W (f)~ BW()

— PBW(f) + P(f) — BW(f)
= (P-D(BW+H(f)+f
= f—({I—P)I+BW)(f)

par suite : DW(f) = f —=V(f),ouV = (I — P)(I + BW) ce qui prouve le lemme 4.3.2
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Lemme 4.3.3 Soit D = A(x).di ~ B(z), A(z) ,Bx) € End(@{x}N) avee A(0) = 0,
T

A(z) = z.A(z) ou A(z) = ZAma: A, € End(CN) (m > 0). Supposons qu’il existe

peN, p>1 tel que det(A,) 7§ O Sif= > any).a™ e B(dy, 0, M), alors WD(f) = f.

m>M
Preuve :
d
WD(f) = W(A@).— - B@))()
d
- W(A(x).@)( F) = WB(f) (W est linéaire)
— (I-TPB)'TP (A(x).%) — (I -TPB)"'TPB(f) (2.6)
TP(A()df> f, en effet, soit f = > ap.a™ € B(dy, 0, M), A()ﬁ—mea ™=
dr ) - WS m:- 0 dr - 'm>M m- -
My, onyp = A S may,. 2™ M) 40, d’ott par définition de 'opérateur P (voir 2.2), nous obte-

m>M
d ~ d
nons : P(A(x)—f> = A.( Z mam.a:m’M) M_ 4. (Zmam > = A(x). d—f e A.B(6,6, M)
T
et en utilisant le lemme 4. 3 1 nous obtenons :

(e 8) <1 (4. 2) -

et d’apres la relation (2.6), nous obtenons :
WD(f)=({I—~TPB) ' (f)—(I-TPB) 'T.P.B(f)=(I —-TPB) '.(I -TPB)(f) = f

Ce qui prouve le lemme 4.3.3.

Proposition 4.3.1 Soit D = A(a;).d% ~ B(z), A(z),B(x) ¢ End(@{x}N>, avee A(0) = 0,

A(x) = 2.A(z) o A(z) = 3 Apa™, A, € End(CN) (m > 0).
m=0
Supposons que :

(i) Il existe p € N ,p > 1 tel que det(A,) # 0

(i) B(0) € GI(N,C)

Si pour u € B(d,0) ; D(u) = f = 2™.R, o R € Q(&)[x] est un polynéme en z, avec
d°(R) <p—1, alorsu=0 et f=0.

Preuve :
Il suffit de montrer que u € B(dg, d, M), en effet, si nous montrons ceci, nous aurons d’apres le

lemme 4.3.3 : W(f) = W(D(u)) _—

D’autre part f = A0.2M 4+ #M R, d’otlt, en utilisant la définition de 'opérateur P (voir
2.2), nous obtenons P(f) = A.0.z = 0 d’ou (voir 2.4), W(f) = (I — TPB)"'T.P(f) =
(I —TPB)™'T(0) = 0 par suite u = W(f) =0et f = D(u) = D(0) = 0.

Montrons alors, que v € B(dg, 0, M).

Nous avons D(u) = f c’est a dire : A(z). %—B( Jou=f, ue B(d,0), A, B¢ End(@{x}N>.
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A, B, u et f s’écrivent :

A(z) = S Apa™2, A, € A, € End(cN), (m > 0)
m>0

B(z) = Y Bp.a™, By € Ay, € End(cN), (m > 0)
m>0

= > Uy ™, Uy € Qo) (m > 0)

3
V
=]

Nous obtenons alors :

Z ( Z Ai(m+1— i).umﬂ_i) ™t — Z <_ Bi.um_i.xm> = Z Q™

m>0 \0<:<m m>0 \i= m>M

En identifiant les coefficients de 2™, pour tout m > 0, dans la relation précédente, nous obte-
nons le systeme d’équations infini suivant :

( —B(O)UO = 0
—B(0).u; — By.ug = 0

(M - 1).A0.UM,1 + (M - 2)A1.UM,2 + - AM,Q.ul—
B(O).UM—BLUM,1—"'—BM.UO = Qpr

(m — 1).A0.Um_1 + (m — 2)A1.um_2 —+ .- Am_g.ul—
L B(0).uy, — By U1 — -+ — Bpug = o, Vm>M+1

Comme B(0) € GI(N,C); il vient : ug = 0,u3 =0, ...,up;—1 =0

Uy = B(O)_I(OéM - (M - 1)A0.UM_1 — = AM_gul + BluM_l + -+ BMUQ)
B(O)il.OéM;

Comme ay; # 0, nous avons uy; # 0.

Et pour m > M + 1, nous avons (uy, -+ ,U,_1 étant déterminés par récurrence) :
Uy, = B(O)_l.(am —(m—1DApupm1 — -+ — Apous + Bittyy—1 + -+ - + Bmuo)
Par suite u = Y a,,x™, avec ug = -+ = up—1 = 0 et u,, # 0, Ym > M, ainsi la proposition

m>0
4.3.1 est démontrée.
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Proposition 4.3.2 Soit D l'opérateur différentiel défini par :

D= AL Bu): Aw).B)e Bnd(C{x}")
dx
avec A(0) =0, A(z) = z.A(z) on A(z) = i Apx™t A, € End(CY) (m > 0).
m=0
Considérons le systeme différentiel :
D(u) = E(z,y,yu) (2.6)

ou B : U C C, xC, x CV — CN est holomorphe sur un ouvert U contenant l'origine
(x,y,u) = (0,0,0).Supposons que :

(1) 1l existe p € N, p > 1 tel que det(A,) # 0

(ii) B(0) € GI(N,C)

Alors, pour &g > 0 suffisamment petit, il existe des fonctions a valeurs vectorielles : o, (y) €
Q(do) (m > 0) tel que la série formelle :

P (2,y) = pm(y)a™ € Qd)[[]

m>0

soit une solution pour le systéme différentiel (2.6)

Preuve :
A, B et E sécrivent :

A(z) = Z Ap.x™2 A, € End ((CN); (m >0)

m>0

B(z) = Z B,,.x™, B, € End(CN>; (m >0)

m2>0
= 1  9"E(0,y,0) . .
EI‘, yu) = N - — '™
(2, y, u) mz>0 (; (m—i)lil 9™ "0
O"E(0,y,0
ou ﬁ € End (C{y}N>, (m >0), et la notation
omE(0,y,0) , 0™E(0,y,0)
Orm=igui "~ Qzmidu’ (2, 0)
. . . 0™E(0,y,0) . " .
signifie « appliquer la matrice =i successivement une premiere fois au vecteur u, en-
xm—l uZ

O"E

suite au vecteur ———————(0,y,0).u, et ainsi de suite, i fois ».
dxm~tou’

Cherchons ¢* solution du systeme (2.6) sous la forme :

Pz y) =Y emy)z™ € Clly][[=]]",

m>0

Posons v = yu, le systeme différentiel (2.6) devient :
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i=m

( (m+1- i>Ai'@m+1—i(y)>$m+2 - Z (iﬂ Bi.som_i(y)>xm =
m>0 =0 SN

(551 B
(m —d)li! dxm—igut

m>0 =0
Nous obtenons alors le systeme d’équations infini suivant :
( _B(0>(p0 = E(07 Y, O)

OF OF
—B(0).¢o1 — Bi.gy = %(0, y,0).yp1 + %(0, y,0)

OF
A(0).p1 — B(0).p2 — Bi.p1 — Ba.ipg = %(Oa y,0).y02

1/0?E(0,y,0) 0?E(0,y,0) 0?E(0,y,0)
5( 52 T ag, V¥ T-(?J%,y%))

+

(m — 1)14(0)%07)171 + (m — 2>E'A1.g0m,2 —+ - Am,Q.gOl — B(O)(ﬁm — Bl.QDmfl—
= Bupo = 50,9, 0)-y@m + Sinl01, -+ omt)  Ym 22

Ou  S,(1,-+ ,om_1) sont des polynémes en (p1, -+, ¢, 1), comme B(0) € GI(N,C), le
systeme (2.7) devient :

[ —B(0).¢0 = E(0,y, 0)8E .
~BO)(1 - BO) 5 2(0.5,0))¢1 = (B1 = A(0)).0 + 5 (0,4,0)
ov Ox
28!
., OF :
—B(0)(1 = BO) " 9 5(0,5.0) ) om = Spler, -+ pmr) Ym 22
\
Ou les quantités S/ (o1, ,@m—1) sont connues des que les ¢; le sont. Comme S/, sont des
polynomes en (m — 1) variables @1, -+, @1, il vient que S/ (@1, ,©m—_1) sont convergentes

dans tout voisinage de y = 0 ou les ¢; le sont. Choisissons d, > 0, suffisamment petit, pour
que :

oFE
B(0) Ly—=—1(0,4,0)] <1
|BO 95, 0.0.0)],
OE
Par suite (I - B(O)*l.ya—(O,y, 0) | est un opérateur inversible, nous déduisons alors, du
v

systeme (2.8), l'existence et I'analyticité des fonctions vectorielles ¢,,(y) sur un méme disque
D(dy), centré en y = 0, c’est a dire p*(z,y) = > ©m(y)z™ € Q(do)[[z]] est une solution formelle
m>0

du systeme (2.6). Ce qui prouve la proposition 4.3.2.
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4.4 Le cas linéaire : Théoréeme Fondamental

Théoreme 4.4.1 Soit D be l'opérateur différentiel :

D = A(x)% — B(z) ou A(z), B(z) € End(@{x}N), sont deur matrices carrées N x N a
coefficients holomorphes au voisinage de lorigine x = 0 € C, avec A(0) =0, A(x) = z.A(x)
oi A@) = 3> Apa™, A, € End(CY): (m > 0).

m=0
Considérons le systeme différentiel :

D(u) = yE(z,y,u) (3.1)

OuE:UCC,xC,xCl — CN est une fonction a valeurs vectorielle, holomorphe sur un
ouvert U contenant ’origine (z,y,u) = (0,0,0) € CN*2,

Supposons que :
(i) B(0) € GI(N,C), et qu’il existe p € N, p > 1, tel que : det(A4,) #0
(i) u=1(z,y) = S Uu(z)y™ € C{z}[[y]]", est une solution formelle du systéeme (3.1)

n>1

Alors 1 converge dans un voisinage de (z,y) = (0,0) .

Preuve :
La fonction : Z Oem(y)x™, om(y) € Q(d), est d’apres la proposition 4.3.2, solution

formelle du systeme dlfferentlel

D(¢) — E(p,y,yp) = 0(z™) (32)

Posons v = u — yp(z,y), le systeme différentiel (6.2) devient :
D(v) = yE(z,y,v+yp) — D(y.p)
= yF(z,y,v) (3.3)

Posons B
U(a,y) = (@, y) = yp(r,y) = Y dalz)y

n>0

v = 1, est une solution formelle du systeme (3.3), il suffit de montrer que v = 1;(95, y) converge
dans un voisinage de (z,y) = (0,0).

i=N
Nous avons F(a:,y,v) - Z Fe(fl%y)vea ot 0 = (p17 e 7pN) € NN7 ‘9‘ = sza et
=1

10150
v = v Pt conPN v = vy, -+ uy). Comme F est analytique dans un voisinage de (z, y,v) = (0,0,0),
F vérifie :
Z 1Es (2, 9) 150, 5-0¢" < +00, (ot py > 0)
16]>0
Posons :

B = {f € B((SO’(S’ M); ||f||5075 < Pl}
alors F'(z,y, f) € B(,d, M) Vf € B, en effet :

F(z,y, [) =) Folw,y).f°

|6|>0
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Le terme constant associé a f ( i.e le coefficient de fy avec |#] = 0 ) dans le développement en
série précédent de F(z,vy, f), est donné par :

Fy(z,y) = Fo,..0(z,y) = F(x,9,0)
= E(z,y,yp) — D(p) (d’apres (3.3))
= O(a™) (d’apres (3.2))

I existe alors, une fonction h, définie sur un voisinage de x = 0 € C et bornée dans celui-ci,

vérifiant :

Fo(z,y) = aM.h (m) ou |8] = 0, dott Fy € B(do,d, M) pour |f] = 0, et pour |#] > 1, nous
i=N

avons : f? = e o f="fr-- fn), 0= (p1, -+ ,pN), |0] = D pi, nous avons aussi :
i=1

fi= > aim(y)z™; Vi, 1 <i <N, car f € B(dy,d,M); d’ou :

= (Z al,m(y)xm) (Z 04N7m(y)93m) € B(do, 6, M)

m>M m>M

Par suite,

> Fy(x,y).f" = F(z,y,f) € B(6y,6, M), Vf € B

16]=0

D’autre part (I — TPB) : B(dy,d, M) — B(dg, 0, M) étant un isomorphisme, nous déduisons
(voir (2.2), (2.3) et (2.4)) W = (I — TPB) 'T'P prend ses valeurs dans B(dy, d, M), d’ott

yWE(z,y, f) € B(6o,0, M) Vf € B;

C’est a dire :

yWE(x,y, f) = > gm(y).2™; gm(y) € Q(d); par suite, en choisissant dy suffisamment petit,
m>M

nous obtenons :

HyWF(iL‘ Y, )H50 § = Z Hgm H50 o™ < pr,

m>M

D'ou, yWF(z,y, f) € B, Vf € B; d’autre part, yW F(z,y, f) est lipschitzienne contractante
par rapport & f, en effet : F(z,y, f) — F(z,y, [') = (f - f) (fﬂ y,f—[), dou

HyWF(.ﬁE,y, f) —yWF([L’,y, f/)HtSo,J = HyW(F(a:,y, f) F([L’,y, f/))”éo,é
MA)u(A)
< — x,y, f)— F(x o, 2.5
< M—/\(zflv)u(A)HBHa NE (g, £) = F(z,y, )5, 6 (cf. (2.5))
A(A)u(A) o o
S TS WINTTE |5e@wr =, A= Fls

Comme




il existe M > 1, tel que : Cy(dp, ) < 1, ceci donne la contraction, nous déduisons alors, du
théoreme du point fixe, qu’il existe f € B tel que : f = yWF(z,y, f), en utilisant le lemme

4.3.2, nous obtenons : D(f) =y.F(z,y, ) — y.V(F(x,y, f)>, ol :

V(F(w.y, 1) = (I = P){I+ BW)(F) = (I + BW)(F) = P((I + BW)(F))
(I + BW)(F) = ¢ € B(6,6, M), d'ott, p = zM1), 1 € B(d,d) et nous déduisons de la
proposition 4.2.1, qu’il existe @ € B(do,d) et R € Q(dy)[z], deg, R < p—1, Q et R étant
déterminés de facon unique, tels que : ¢y = A.QQ + R; d’ou :
V(F(x,y, f)) = ¢—P(p)
= oMy — ngM
xM.g.Q +2M.R— E.Q.xM =™ R

Alors :

D(f) =yF(z,y, f) —yz".R (3.4)
Nous déduisons alors, des relations (3.3) et (3.4) :

DG — f) =y R+ y(F(w,y,0) - Flz,y. 1)) (3.5)
Il suffit de montrer que ¢ = f: posons : f = > fu(z)y™; et supposons que U #£ f, il existe
n>0
12;” —fn =0 n < ng

alors, ng € N tel que : (3.6)

77ZJno - fno 7é 0

En regardant (3.5) comme relation entre séries formelles en y, et en utilisant (3.6), nous obtenons
la relation suivante :

m=p—1
S D@~ f)y" =y D am(y)a™+
nzng m=0
~ oF ~

En identifiant les coefficients de y™ dans (3.7), nous obtenons :

m=p—1 _ _
D({/;no - fn0> = xM Z 6m(y)xm + <¢no—1 - fno—l)'aa_jz (‘% Ys Z (¢n - fn>yn>
m=0

n>ng

ou Bn(y) € Qdy), 0 <m < p—1. Comme d’apres (3.6) ¥, — f,, = 0 pour n < ng, il vient que :

{pvno—l - fno—l = 07
D’ou :

D(ng — fny) = ™ Bnly).a™ = 2R,

m=p—1

o

m

oun R €Q(d)[x] et deg, R <p—1, comme QZnO — fno € B(0,9), il s’en suit de la proposi-

tion 2.1, que, ¥, — fn, = 0, ce qui contredit (3.6).

" — _ m=p—1

Par suite : ) = f et ¢ converge dans un voisinage de (z,y) = (0,0), dovu =+ > @n(y).z™
m=0

converge dans un voisinage de (z,y) = (0,0), ceci términe la preuve du théoreme 4.4.1.
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4.5 Application du cas linéaire :

Théoréme 4.5.1 Soit A(z) € End(C{a:}N), matrice carrée N X N a coefficients holomorphes

au voisinage de Uoriginex = 0 € C, avec A(0) = 0, A(z) = 2. A(z), ot A(z) = 3. Apa™t!, A, €
m=0

End(CY); (m >0); et soit E:U C C, x Cy, x CIY — C¥ wune fonction holomorphe, définie
sur un ouwvert U contenant l'origine (z,y,u) = (0,0,0). Considérons le systeme différentiel :

d
Ax). = = B(z,y.0) (4.1)
Supposons que u = Y(x,y) = Y U.(x)y" € C{a}[[y]]N soit une solution formelle pour le
n>0

systéme (4.1) et que :
(1) to(0) =0
(ii) 1l existe p € N ,p > 1 tel que det(A,) # 0

E
(iii) La matrice Jacobienne aa—(0,0,0) € GI(N,C)
u

Alors u converge au voisinage de (x,y) = (0,0).

Preuve :
Posons v = u — 1 + 11.y, le systeme (4.1) devient alors :
A@.Z = B yv+ o+ b1y) — A@)-= (o + v1.9)
x dr z,Yy,v 0 1-Y x “dr 0 1Y

= F(z,y,v) (4.2)

oF
F(I7yuv> - F([E,y,O) + %(Zﬁ,y,O).U + H(I,y,@)

Posons : v = y.w; (4.2) devient :

dw oF
y-A(x)'% = F(z,y,0) + y%(l’, y,0).w + H(x,y,yw),

D'ou :

Ale). S = TP 9,0) + G (o, 0w+ L H (s, )
dw OF 1 oF oF 1
Alors A(x).— — — w=-F — - — . -H
ors A(e)- 5 = 0 (0,000 = F(w,,0) 4 (G (2,9,0) = 5-(,0,0))w + —H .y, yw)
Posons alors : D = A(z) 4 _ B(z) ou B(x)= 8—F(x 0,0) and
T “dx Cov
~ 1 1 [OF oF 1

Par suite (4.2) devient : D(w) = y.F(z,y, w), d’on

dw ~

A(x)% — B(z).w =y.F(z,y,w) (4.3)
1 1 - n
et w=-v=-—. an(x)y” = an(x)y” = anﬂ(x).y
Yy Yy n>2 n>2 n>1
est une solution formelle du systeéme différentiel (4.3), d’autre part, nous avons d’apres (4.2) :
OF OF
%(ﬂf, Y, 0) = %(ZE, Y, ¢0 + wly)
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Do, B(z) = g—l:(x, 0,0) = g—f (m 0, %(x)) . et C’apres Uhypothase(i), 1o(0) = 0, d’ot :
OF OF
B = — = —
(O) av (07070) au (07070)

oOF
D’autre part, d’apres 'hypothese (iii), 8—(0,0,0) € GI(N,C), dou B(0) € GI(N,C), nous
u
déduisons alors du théoreme 4.4.1, que la solution formelle w, converge dans un voisinage de
(x,y) = (0,0). Par suite v = ¢ (z,y) converge dans un voisinage de (x,y) = (0,0). Ce qui
términe la démonstration du théoreme 4.5.1.

4.6 Existence de solutions convergentes pour certains
systemes de Pfaff non linéaires, completement intégrables

Comme application du théoreme 4.5.1, nous avons le résultat suivant :

Théoréme 4.6.1 Considérons le systeme de Pfaff complétement intégrable ayant la forme :

A(x)% = E(z,y,u) (5.2)
(5.1) B

Ou A(z), B(y) sont deux matrices carrées N X N dont les coefficients sont respectivement
dans les anneaur C{x} et C{y}, tels que A(0) = B(0) = 0, A(z) = Y. A,.2™™2, B(y) =
> Bny™*?, -

m>0

A, B, € End((CN> (m>0); EF:UCcCC,xC,xCY — C" sont deuzx fonctions
holomorphes, définies sur un ouvert U contenant l'origine (z,y,u) = (0,0,0) et a valeurs dans

CN. Supposons que :
(i) E(0,0,0) = F(0,0,0) = 0

E
(ii) Les matrices Jacobiennes — 5 —(0,0,0); 88 (0,0,0) € GI(N,C)
(iii) 1l existe p € N, p > 1 tel que det(A,) # 0
oF OF OE OF
A.B=BA; A— A; B—=—010B
(iv) ou  ou T ou du
Alors le systéme de Pfaff (5.1) possede une unique solution u = ¥ (x,y), vérifiant :

a) 1(0,0) =0
b) 1, est holomorphe dans un voisinage de (z,y) = (0,0)
Donnons la définition suivante :

Définition 4.6.1 Nous dirons que la série formelle en x, p,(x) = o(x,y) = Y pm(y)z™,

<resp. la série formelle en in y, V. (y) = ¥(z,y) = > Q/Jm(:r)ym>

m>0
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ot om(y) € Clly]]¥ ou C{y}" ( resp. ¥ (x) € Clz]]Y ou (C{x}N> et ou po(0) = 0 (resp.

o(0) = O) est une solution formelle pour le systeme différentiel :

A($)Z—Z = FE(z,y,u) (E)
a) E(O,y,g@o(y)> =0, (resp.A(x).% = E(LO,@DO))

b) si nous posons : v =1u — pu(y) <7”€Sp V=U— @/)0@))

le systeme différentiel (E) devient :
dv

A(m)% = F(x,y,v) (E")

ot F(z,y,v) = E<x y,v+ wo(y)>, (7“6819 F(z,y,v) = E<°"” yv %(:’3)) - A(x)'%

I’équation formelle en x( resp. l’équation formelle en y), obtenue en substituant dans (E'),
F(x,y,v) par sa série de Taylor relativement auz variables x et v ( resp. y et v) dans un
voisinage de (z,v) = (0,0) ( resp. (y,v) = (0,0) ) est satisfaite par :

0= gy, (respv="3 vnlz)y")

m>1 m>1

; alors

Nous allons utiliser aussi le résultat suivant, connu sous le nom de théoréeme des fonctions im-
plicites, pour les fonctions analytiques :

Théoréme 4.6.2 (voir [12], théoréme 2.12, page 24) Soit x une multivariable compleze,
et
E(ac, u(x)) une fonction définie par : E: U C CI' x CI! — C", analytique dans un voisinage

U de (x,u(x)) = (0,0) € C™ x C", supposons que :
(i) E(0,0)=0

E
(ii) La matrice Jacobienne aa—u(0,0) € Gl(n,C)

Alors l’équation E(x,u) = 0 posséde une unique solution u(x), analytique dans un voisinage de
x=0¢€C" telle que u(0) = 0.

Preuve du Théoréeme 4.6.1 :
Considérons I"équation (5.3) du systéeme (5.1) et montrons qu’il existe une solution formelle
pour (5.3) sous la forme : u = ¥(z,y) = Y. ¥ (x)y™, ott Y (x) € C[[z]]Y, (m > 0).
m>0
d
11 vient alors de la définition 4.6.1 que : B(y). - (%(m)) _ F(x, O,¢0(x)) —0
Y

Considérons alors, 1’équation analytique :

F(z,0,u) =0 (5.4)
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OF
Comme F'(0,0,0) = 0 et que 8_(0’ 0,0) € GI(N,C), nous déduisons du théoréme 4.6.2 'exis-
u

tence d’une unique solution analytique dans un voisinage de 0 pour 1'équation (5.4); comme
() est une solution de I'équation (5.4), il s’en suit que ¢y(z) est analytique dans un voisinage
Qy de 0 € C.

Posons v = ¢(x,y) — Yo(z) = > m(x)y™, le systeme différentiel (5.3) devient,

m>1

v

B(?J)-a—y =

G(z,y,v) (5.5)

ou G(z,y,v) = F(J:,y,v + o (z)
Dot : G(x,0,0) = F(x 0, wo(:c)) —0
B(y) = Y B,.y™"?% B,, € End(C"), (m > 0); nous déduisons alors de (5.5) :

m>0

S = 1 e -
Z Bi.wm+1—i.ym+2) — Z < — — - (I, 0’ 0).Ul.ym_l>
m>0 <i0 ms0 \izo (m — )l Qy™—iov

En identifiant les coefficients de y™, (m > 0); nous obtenons le systeme d’équations infini
suivant :

( 0G 0G
%(33, O, O)wl(x) + a_y<37, 0, O) =
oG
%(JI;O,O)#JQ ) )
1/0*°G *G 0°G
—|—§(a—y2($, 0,0)+ 25 (2,0,001 + . 3(2,0,0)-(v, d1)) =0
(5.6)
oG
%(27, 07 O)wm(x) + Sm(wla U ,¢m—1) = BO<m - 1)¢m—1+
Bi(m — 2)Ypm—o + -+ - + Bp_oth1; Vm > 2
|
Ou Sp(¢1,-++ ,¥m—1) sont des polynomes a (m — 1) variables vy, -+ ,¢;,_1; les quantités
S (Y1, -+, m_1) sont connues des que les ¢; (1 <7 < m— 1) le sont, et sont analytiques dans

tout voisinage de z = 0 € C, ot les ¢; (1 <7 <m — 1) le sont. Apres simplification, le systeme
(5.6) devient :

( 0G oG

%(xvoao)lpl + a_y(xa 070) =0

(5.7)
e ,
%(ZE,0,0)'@Dm:Sm(@Z)l, 7¢m—1)7 vaQ
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Ou S/ (¢, ,¥m_1) sont des quantités connues, des que les ¢; (1 < i < m—1) le sont ; comme

%(0, 0,0) € GI(N,C), alors pour z voisin de zéro, nous avons :
0G oF
So(,0,0) = 5 <x 0, oz )) € GI(N, C)

Nous déduisons alors, par récurrence, du systeme (5.7), 'existence, 'unicité et 'analyticité des
fonctions 1, dans un méme disque A, centré en x = 0 € C, par suite il existe une unique
solution formelle de la forme :

= 3 (@)™ € Ca} [y

m>0

pour I’équation (5.3). La condition de complete intégrabilité du systéme (5.1) s’écrit :

oE oE

oF
= = = E
ay (z,y,u) + 5 (z,y,u) + m—(z,y,w) E(x,y,u)

(;L-,y,u)F<£L‘,y,U) = A('r)a_F ou

B(y). o

identiquement en u. Comme u = ¥ (xz,y) est une solution du systeme différentiel (5.3), nous
avons :

B(y). o~ = F(x,y,9);

0
D’ou :
Bly). G (00 0)+ G 0.0 0)-BW) 5 = Alw)- 50,0+ 5 (0,00). Bl )

Nous avons :

Bly)-4 (460 55) = B Ale) 5 (57) = A@)-B) g (5. (voir i)

A (Bw)G) = A5 (o)) = A5 o) + A G (.0.0). 5

Par suite, nous obtenons la relation :

OF O OF aw

Ae) g o,0,) = Bl (Ale)-57) = Alw) 5o 0). 5 (5.9

En remplagant dans (5.8) I'expression de A(x)g—F(:c, y,1) trouvée dans la formule (5.9), nous
obtenons : g
OE 0F oY _ 0 0y
Bly)G, (09.9)+ 5, (00 B) G = Bz (A@)g,)
oF 0
AT ) 5 + 5wy, 9By, 0)
Ou encore :
oF 0 oF 0
Ao @050 = G ) Bl d) = Bl (A7)
OF OF &

—B(y)ay( Yy ) — ( Y V) B(Y) -

68

(5.8)



Nous obtenons alors, d’apres ’hypothese (iv) :

e 0405 - By ) = By (4@ )
~B)(G ) - o @r )3 ) (610
Comme

0E 0E 0
Ty 0ot) = e ) = o (Blry.0))

(5.10) devient alors :

oF 0 0 0
e @.00)(A0) 5~ Bl 0) = By (A) 5 — Ba)
Posons :
0
o(w,9) = A@) S - Bla.y,v)
Alors, v vérifie le systeme différentiel :
oF ov
%(:v,y,w).v = B(y)a—y
Par suite :
ov oOF
G - (Gote))o=0 G

Lemme 4.6.1 La fonction v =0, est l'unique solution du systéme différentiel (5.11).

Preuve :
Ecrivons v, sous la forme :

Et B sous la forme :

= Z Byt B,, € End(CY) (m > 0)

m>0

Nous déduisons alors, de 'équation (5.11) :

Z(gF(x Y, ﬂ’) Z(fB mA1 =)o i(2 )?/m+2)

m2>0 m>0 =0
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En identifiant les coefficients de y™, pour tout m > 0; nous obtenons le systeme infini :

(or
ou
oF
%(ZL‘, va)vl(m) =0

o y)esla) = By ()
(5.12) u

($, Y, ¢)Uo(x) =0

oF

%(x, Y, V) (2) = Bo(m — Dvg_1(x) + Bi(m — 2)vy_o(x) + -+ - + Bpovi(x); Ym > 2

\

oF oF
Comme a—(0,0,0) € GI(N,C), alors pour x et y voisins de zéro, nous avons a—(x,y,@b) €
u u

GI(N,C), nous déduisons alors, par récurrence, du systeme (5.12), que :

vo(x) =0, v1(z) =0, vao(x) =0, -+ Jv(z) =0 Vm >2;

Par suite, v(z,y) = > vp(x).y™ = 0; ce qui términe la démonstration du lemme 4.6.1.
m>0

Nous avons alors, d’apres le lemme 4.6.1 : v = 0, ou encore :

o
Alx)=— =F 1
@2~ By (519
Dot u = ¢(z,y) = > n(x)y™ € C{x}[[y]]" est aussi solution, de I'équation (5.2) du systeme
n>0
de Pfaff (5.1), d’autre part, nous avons :
u=p(®y) = > on(y)z™ € C[ly]][[z]]" et la fonction d’une variable complexe ©(0,y) = po(y)
m2>0

vérifie I’équation analytique :

E(0.5.000)) = A) = (40(3)) =0

oF
Comme par hypothese, £(0,0,0) = 0 et 5

4.6.2 que ¢o(0) = 0. D’autre part, comme :

U = an y = Z (Pm - Z an,mxnyma

n>0 m>0 n+m>0

—(0,0,0) € GI(N,C), nous déduisons du théoreme

nous avons ¢g(0) = 1(0); d’olt ¢¥y(0) = 0. Par suite, les hypotheses du théoreme 4.5.1, a
Savoir :

(i) 0(0) =
(i) det( p) # 0
(111) (0 0,0) € GI(N,C)

sont verlﬁees, nous concluons alors, du théoreme 4.5.1, que u converge dans un voisinage de
(z,y) = (0,0); ceci términe la démonstration du théoreme 4.6.1.
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4.7 Exemples :
1) Donnons d’abord, un exemple simple particulier pour le théoréeme 4.5.1 :

Considérons (dans le cas ot N = 2) le systeme différentiel :

B B 0 l+z—expw
A(:c)% = E(z,y, u) avec  A(z) = < l+2z—expx 0 > -

E: RxRxR? — R?
(Z’,y,U) L E('rvy?u) = <E1($7yau)aE2(£E,y>U))
= E(x,y, (ul,u2)>

= (uQ + x.uy — 2y.exp2x, u; + .Uy — Y. exp Qx)

Alors, A(0) =0, £(0,0,0) =0 et

oo = (200 ) = (P e clalll?

p2(,y) 2y.expx

est une solution (formelle) du systeme différentiel précédent, en effet :

d 0 1 o
ap +7T —expw dr
A(x)'dx - (1+m—expx 0 ) aps

dx

B 0 l+z—expx o1(x,y)
o l1+z—expx 0 "\ pa(z,y)
Yo + x.pg — 2y.exp 2x
Y1+ 2.1 —y.explx

= E(xvyasp)

et la matrice jacobienne de la fonction F est donnée par :

0B OF

a5 LYy, u) = =

o OB, 0B, tre b
Oou;  Ouy

01
= 9E(0,0,0) = ( - ) € GI(2,C).

Par suite, les propriétés (i), (ii) et (iii) du Théoreme 4.5.1 sont satisfaites et la solution ¢ est
clairement convergente au voisinage de l'origine (0, 0) de C? et vérifie ¢(0,0) = 0.

Cet exemple illustre le cas traité par Sibuya [18].

2) Nous pouvons avoir un exemple dans un cadre plus général, pour le Théoreme 4.5.1, de la
maniere suivante :
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Etant données A(x) € End (C{x}N> et E:U C C, x C, x Cl — C~ comme au paragraphe
(4.5), définissons

d
pour une série convergente quelconque p(z,y). Alors, le systéme suivant :

A(x)j—z = E(z,y,u) + b(x)

admet u = (z,y) comme solution (formelle).

3) Donnons maintenant, un exemple pour le Théoreme 4.6.1 :

Dans le Théoreme 4.6.1, la condition de complete intégrabilité du systeme (5.1) est compatible
avec les hypotheses (i), (ii), (iii) et (iv), en effet, si nous considérons A(z) et B(y), les deux
matrices 2 x 2 holomorphes au voisinage de 'origine :

_ 0 T —sinw _ 0 1+y—expy
A(x)_<x—sinx 0 ),et B(y)_(l—l—y—expy 0
et les deux fonctions vectorielles holomorphes au voisinage de origine (z,y,u) = 0 € C* x C?

définies par :

E(x,y,u) = <u2 —2expy.sinx, u; — expy.sinx), et

F(z,y,u) = <U2 + yus — 2x.exp 2y, uy + y.u; — T.exp 2y>

Considérons le systeme de Pfaff :

= E(x,y,u)

A(z)
(5)
B(y)
Nous avons alors, A(0) = B(0) =0, E(0,0,0) = F'(0,0,0) =0, et A(z).B(y) = B(y).A(x). Les
matrices jacobiennes E et F' sont données par :

ou
ox
Gu = Fla,yu)

OE, OE
I 8u1 8u2 E
O (yu) = =(? é):»a—(o,o,()):((f é)eGl(m)-
o OF, OF, o
Ou;  Ousy

oF, 0F

duy Ouy
O (o yu) = =<10 13?’):»8—F<0,0,0)=((1) é)eGl@,C)-
ou % @ +y ou

6u1 8u2

Nous avons alors :

A(x)g—i(x,y,w :( " x_sm>'< 0 13@1)

r —sinx 0 1+y
B (x —sinz)(1+y) 0 _OF
- ( 0 ! (x —sinz)(1+y) > N %(x,y,u).A(x)
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o 0 14y —ex 01

1+y—expy
l+y—expy 0 _OF
La condition de complete intégrabilité s’écrit :
E E oF oF
Bly)- (o) + S (o, 0 F (o g.0) = Ale). 5 (o,0) + G 090 B, p)

identiquement en u. Nous avons :

oF (01 oF B 0 1+y oF [ —2sinz.expy
a(x,y,u)—<1 0)7%(‘rayau)_(1+y 0 )7 a_y(‘rvyau)_( sinx.expy )

8F( ) = ( —2exp 2y

o exp 2y
Alors :
oF 0 14+y—expy —2sinz.expy
B(@/)-a—y(%%u) l+y—expy 0 SINT.expy

—sinz.expy(l+y —expy)
2sinz.expy(l +y — expy)

)
(
(
g—fj(x,y,u).F(x,y,u) _ <(; é)(u2+yu2—2x.exp2y>
(
(
(
(

U1 + Yu, — . exp 2y
U1 + Yyup — x. exp 2y
Ug + YUy — 2. exXp 2y

A(m)a—F(x, y,u) =

0 r—sinz —2exp2y \ [ —exp2y(x —sinx)
x —sinx 0 exp 2y ~\ 2exp2y(z —sinx)
0 1+y Uy — 2exXpy.sinx
14y 0 U; — exXpy.sine
(1+y)(uy —expy.sinx)
(1+y)(uz — 2expy.sinz)

oF
%(x,y,u).E(x,y,u) =

Nous obtenons alors :

OF oF —sinz.expy(l+y —expy)
fad o F - :
B(y) 8@/ (l'a y,U) + ou (l’,y, U) (1:7 y?”) ( 24in . exp y(l +y— eXpy)

n Uy + yuy — x.exp 2y
Ug + YUy — 2x. exp 2y
[ wi+yu — (1+y)sinzexpy — (x —sinz) exp 2y
-~ \ug +yus — 2(1 + y)sinxexpy — 2(x — sinx) exp 2y

(14 y)(u; —sinxexpy) — (z — sinz) exp 2y
(14 y)(ug — 2sinzexpy) — 2(x — sinx) exp 2y

Alz) OF ?95 B (—(:v — sinz) exp Qy) < (14 y)(uy — sinz. expy) >

%@’ yu)+ 5 @y wB@yu) = 2(z — sinx) exp 2y (1+y)(ug — 2sinz.expy)

(1+y)(u; —sinzexpy) — (z — sinx) exp 2y
(1 +y)(ug — 2sinzexpy) — 2(x — sinx) exp 2y
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Nous obtenons alors :

oF OF oF oF
B<y)a_y(x7y7u) + %(x,y,u)F(x,y,u) - A(‘r)a_x(xayvu) + %(SL’,Z],U)E(SL’,y,U,)

Qui est la condition de complete intégrabilité. Par suite la condition de complete intégrabilité
est compatible avec les hypotheses (i), (ii), (iii) et (iv) du Théoreme 4.6.1, et toutes ces condi-
tions sont vérifiées.
La fonction :
n(z,y) T.expy
{L" = =
v(@y) ( o, y) 2z. expy

est la solution analytique du systeme (S) au voisinage de l'origine et vérifie ¢(0,0) = 0.
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