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Introduction

La suite naturelle des nombres de Catalan est l�une des suites les plus curieuses en

combinatoire. La diversité des objets combinatoires où elle intervient rend son étude pas-

sionnante. Des surveys couvrant les nombres de Catalan ont été écrits, on pourra consulter

les deux ouvrages remarquables de Koshy [13] et Stanley [19].

Le thème principal du mémoire concerne les interprétations combinatoires des nombres

de Catalan et l�étude de la convolution de Gould-Vandermonde s�y rattachant.

Dans le premier chapitre nous introduisons un petit historique relatif à la suite de Catalan

qui a vu sa naissance avec le problème des triangulations du polygone, étudié par Euler.

Puis, nous présentons des propriétés remarquables et quelques expressions alternatives aux

nombres de Catalan. En particulier, nous étudions les propriétés de divisibilité des nombres

de Catalan, les nombres de Catalan et la fonction Gamma, di¤érentes façons de déterminer

les nombres de Catalan à partir du triangle de Pascal, le triangle de Catalan et en�n une

relation entre la matrice de Hankel et les nombres de Catalan.

Le deuxième chapitre nous l�abordons par la méthode d�énumération symbolique. L�avantage

de cette approche nous permet de retrouver la fonction génératrice ordinaire de quelques

classes d�objets combinatoires (essentiellement celles dé�nies récursivement) sans passer par

la méthode analytique. Cette partie est largement puisée de l�ouvrage remarquable de Fla-

jolet et Sedgewick [8]. Puis, nous entamerons l�étude des interprétations combinatoires par

le problème des triangulations du polygone où on retrouve l�expression explicite des nom-

bres de Catalan en calculant leur fonction génératrice ordinaire, d�abord analytiquement

puis par la méthode symbolique. Nous dé�nissons les parenthésages binaires en montrant

qu�ils sont énumérés par les nombres de Catalan. Les chemins dans la grille du plan est un

thème important de la combinatoire et là aussi, on retrouve les nombres de Catalan, liés à
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Introduction

une classe particulière de ces chemins qui est la classe des chemins de Dyck et les chemins

monotones de Dyck, auxquels nous donnons une interprétation en termes de mots de Dyck.

En�n, nous dé�nissons quelques classes d�arbres, les arbres binaires en particulier, énumérés

par les nombres de Catalan.

Au troisième chapitre, nous passons aux généralisations. La première traite des nombres

k-Catalan, avec leurs di¤érentes interprétations combinatoires. Nous introduisons les suites

k-Raney, qui sont une extension des mots de Dyck; les parenthésages k-aires et les arbres

k-aires. La deuxième généralisation, concerne les nombres de Catalan multidimensionnels

dont l�interprétation combinatoire principale se traduit dans les tableaux de Young. Là,

nous proposons une bijection combinatoire entre les tableaux de Young à deux colonnes et

le triangle de Catalan.

Le quatrième chapitre est consacré à la convolution de Gould-Vandermonde. Nous

présentons et détaillons la preuve de Gould [10] puis, après avoir dé�ni les forêts d�arbres k-

aires, nous proposerons une preuve combinatoire de la convolution de Gould-Vandermonde.

Cette dernière nous permet d�entrevoir une version multinomiale de la convolution de Gould-

Vandermonde dont nous tenterons de donner une preuve combinatoire, à partir de la dé�-

nition des nombres de Catalan de type vectoriel.

Ce modeste panorama sur les nombres de Catalan et les diverses facettes de les présenter

et de les étudier nous a permis d�apprécier comment un édi�ce sur un concept donné est

successivement pris en charge par des mathématiciens remarquables à travers les décen-

nies (dont nous avons donné quelques brèves notes biographiques puisées de l�encyclopédie

Wikipédia), ce qui nous force à l�humilité et au respect.
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Chapitre 1

Nombres de Catalan

Parmi les suites de nombres les plus fascinantes et les plus célèbres en combinatoire

on trouve la suite naturelle des nombres de Catalan. Ces nombres apparaissent de façon

inattendue dans beaucoup de situations combinatoires. En fait, Richard P. Stanley [17, 19] a

compilé une liste de quelques 165 di¤érentes interprétations combinatoires. Le n�eme nombre

de Catalan est donné explicitement en termes de coe¢ cients binomiaux par

Cn =
1

n+ 1

�
2n

n

�
=

(2n)!

(n+ 1)!n!
: (1)

Ces nombres, dont l�aire d�in�uence ne cesse de s�élargir, s�appellent comme tels en

hommage au mathématicien Franco-belge Eugène Charles Catalan(1), qui a fait une longue

(1)Le mathématicien Eugène Charles Catalan (1814-1894) est né et mort en Belgique où il passa une

partie importante de sa vie, ayant notamment enseigné à l�Université de Liège. Catalan, obstinément �dèle

à ses convictions scienti�ques, idéologiques ou politiques, connut une carrière d�enseignant et de chercheur

aussi riche que mouvementée. Dans la gamme étendue des problèmes mathématiques abordés par lui, son

nom est resté attaché à des conjectures en théorie des nombres et, en géométrie combinatoire, à des entiers

dont l�aire d�in�uence ne cesse de s�élargir. Il a côtoyé les principaux mathématiciens de son temps, avec bon

nombre desquels il échangea un abondant courrier, exploré puis exploité par l�auteur, lui-même professeur

émérite à l�Université de Liège.
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1.1. Un petit historique des nombres de Catalan

étude sur ces nombres. Toutefois, ils sont apparus bien avant lui d�un siècle dans les travaux

d�Euler(1) et Segner(2) dans la deuxième moitié du 18�eme siècle.

On donnera ci-après une petite genèse de ces nombres.

1.1 Un petit historique des nombres de Catalan

Cette note historique a été tirée du livre de Flajolet et Sedgewick [8].

Le 4 Septembre 1751, Euler a écrit une lettre à son ami Goldbach(3) :

"J�ai rencontré récemment une question, qui m�est apparue plutôt remarquable. Elle

concerne le nombre de manières de décomposer un polygone [convexe] en triangles par des

lignes diagonales."

Puis, Euler décrit le problème (pour un n � gone décomposé en (n � 2) triangles par
des diagonales non sécantes) et en conclut :

"Soit maintenant x le nombre de manières [...]. Je suis alors parvenu à conclure qu�en

général

x =
2:6:10:14::::(4n� 10)
2:3:4:5::::(n� 1) : (2)

[...] Regardant la progression des nombres 1; 2; 5; 14; 42; 132; et ainsi de suite, j�ai aussi

observé la propriété suivante :

1 + 2a+ 5a2 + 14a3 + 42a4 + 132a5 + etc: =
1� 2a�

p
1� 4a

2aa
: (3)

(1)Leonhard Euler (1707-1783), mathématicien suisse, physicien, ingénieur et philosophe. Né à Bâle,

Euler y suit à l�université les cours de Jean Bernoulli et obtient sa maîtrise à l�âge de seize ans. Euler a fait

d�importantes découvertes dans le domaine du calcul in�nitésimal et de la théorie des graphe.
(2)Johann Andreas Segner (1704-1777), mathématicien allemand, né à Bratislava, la capitale de la Slo-

vaquie. Il a commencé ses études à l�université de Jena, et y a reçu le certi�cat d�études médicales en 1729.

Intéressé par les mathématiques, il est retourné à l�université de Jena en 1732 pour un grade de Master

en mathématiques. Un éminent scienti�que de son temps, Segner a été membres des académies de Berlin,

Londres et Saint Petersburg.
(3)Christian Goldbach (1690-1764), mathématicien Prusse dont le nom est collé à une fameuse conjecture

dite la conjecture de Goldbach. Il a fait ses études à l�université de Königsberg. Il a côtoyé de célèbres

mathématiciens, comme Gottfried Leibniz, Leonhard Euler, et Nicholas I Bernoulli.
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1.1. Un petit historique des nombres de Catalan

Ainsi, en 1751 Euler connaissait déjà comment approcher un tel problème par ce qui

sera appelé plus tard une fonction génératrice. Néanmoins, à partir de son écriture, il n�est

pas tout à fait clair s�il a obtenu une preuve complète du problème.

Dans ses cours de l�année 1750, Euler a communiqué le problème à Segner, qui a écrit

dans sa publication datant de 1758 ceci: "Le grand Euler m�a bénévolement communiqué

ces nombres; la façon avec laquelle il les a trouvés, et la loi de leur progression demeurent

�ous pour moi." En approchant cette progression par une récurrence, Segner a obtenu la

formule remarquable suivante:

Tn =
n�1X
k=0

TkTn�1�k; T0 = T1 = 1: (4)

Durant l�année 1830, Liouville(1) a fait circuler le problème et l�a envoyé à Lamé(2), qui lui

a répondu le lendemain, avec une preuve basée sur une récurrence similaire à la récurrence

précédente, donnant l�expression explicite :

Tn =
1

n+ 1

�
2n

n

�
: (5)

Les notes de Lamé ont été publiées en 1838 dans le Journal de mathématiques pures et

appliquées (Journal de Liouville).

Juste après cette publication, une profonde étude a été consacrée à ces nombres par

Catalan, qui a observé que Tn intervient dans le nombre de manières de multiplier n nombres.

Il a aussi prouvé la validité de la fonction génératrice donnée par Euler:

T (z) =
X
n

Tnz
n =

1�
p
1� 4z
2z

: (6)

Et depuis, grâce à cette in�uente étude de Catalan, ces nombres portent son nom. Ils

s�appellent les nombres de Catalan, et le n�eme nombre de Catalan est noté par Cn.

On reviendra en détails sur cette interprétation des nombres de Catalan en termes de

triangulations, ainsi que sur d�autres interprétations combinatoires.

(1)Joseph Liouville (1809-1882), mathématicien analyste français qui établit l�existence des nombres tran-

scendants. Né à Saint-Omer, Joseph Liouville fut professeur à l�école Polytechnique puis au Collège de

France. Il fut également membre de l�Académie des sciences dans la section d�astronomie. En janvier 1836,

il fonda le Journal des mathématiques pures et appliquées.
(2)Gabriel Lamé (1795-1870), mathématicien français, connu pour sa théorie générale sur les coordonnées

curvilignes. Il est aussi connu pour son analyse de l�algorithme d�Euclide.
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1.2. Propriétés et quelques expressions alternatives

1.2 Propriétés et quelques expressions alternatives

Cette section est largement puisée des livres de Koshy [13] et de Stanley [19], sauf mention

contraire.

Les premiers termes des nombres de Catalan, séquence A000108 dans Sloane [16], sont

donnés par:

1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, 4862, 16796, 58786, 208012, 742900, 2674440, 9694845,

35357670, 129644790, 477638700, 1767263190, 6564120420, 24466267020, 91482563640,

343059613650, 1289904147324, 4861946401452,...

Derrière leur formule explicite pourtant toute simple, les nombres de Catalan cachent des

propriétés remarquables. Nous verrons certaines d�entre elles tout au long de ce mémoire.

D�autres formules explicites existent, et parfois chaque formule est liée à une interprétation

combinatoire.

Une expression alternative pour Cn est la suivante :

Cn =
1

2n+ 1

�
2n+ 1

n

�
; (7)

dont l�interprétation combinatoire est dans les suites "2-Raney" qu�on verra dans le troisième

chapitre.

On peut aussi l�écrire ainsi :

Cn =

�
2n

n

�
�
�
2n

n� 1

�
: (8)

Cette expression montre de manière évidente que Cn est un entier.

Il y a aussi cette expression qui �pourrait�avoir une interprétation combinatoire intéres-

sante :

Cn =

�
2n

2; 2; :::; 2

�
�
2

2

��
3

2

�
:::

�
n+ 1

2

� : (9)

Ils s�écrivent aussi [21]:

Cn =
2n(2n� 1)!!
(n+ 1)!

, (10)
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1.2. Propriétés et quelques expressions alternatives

où la double factorielle "!!" désigne le produit de tout les nombres entiers impairs de 1 à

(2n� 1).
Les nombres de Catalan satisfont (et sont bien dé�nis par) la récurrence convolutionnelle

(4) qu�on peut réécrire comme suit [13] :

C0 = 1 et Cn+1 =
nX
k=0

CkCn�k; n � 0: (11)

C�est cette convolution qui permet de démontrer, pour beaucoup d�objets combinatoires,

qu�ils sont comptés par les nombres de Catalan, comme on le verra dans le deuxième chapitre.

On démontrera cette récurrence dans le problème des triangulations d�un polygone.

A partir de la convolution (11), on verra comment obtenir la fonction génératrice ordi-

naire des nombres de Catalan [13] :

C(z) =
X
n�0
Cnz

n =
1�

p
1� 4z
2z

: (12)

Nous avons aussi la relation récursive suivante :

C0 = 1 et Cn+1 =
2(2n+ 1)

n+ 2
Cn; (13)

Cette relation est plus e¢ ciente pour calculer les nombres de Catalan.

1.2.1 Les nombres de Catalan et la fonction Gamma

La fonction Gamma � a été introduite par le mathématicien Adrien-Marie Legendre(1). Elle

est dé�nie par [13] :

�(z) =

Z 1

0

tz�1e�tdt; (14)

(1)Adrien-Marie Legendre, né le 18 septembre 1752 à Paris et mort le 9 janvier 1833 à Auteuil, est un

mathématicien français. Il occupe la chaire de Mathématiques de l�école militaire de Paris de 1775 à 1780.

Le 30 mars 1783, il devient membre de l�académie des sciences. Il �t d�importantes contributions à la

statistique, à la théorie des nombres, aux algèbres abstraites et à l�analyse. Une grande partie de son travail

fut perfectionné par d�autres : son travail sur les racines des polynômes inspira la théorie de Galois ; le

travail d�Abel sur les fonctions elliptiques fut construit sur celui de Legendre ; certains travaux de Gauss en

statistique et en théorie des nombres complétèrent ceux de Legendre.
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1.2. Propriétés et quelques expressions alternatives

où z est une variable complexe avec une partie réelle positive. En utilisant l�intégration par

partie on établit

�(z) = (z � 1)�(z � 1): (15)

Quand z est un entier positif, cela correspond à

�(n) = (n� 1)!. (16)

Par la formule de ré�exion d�Euler, on a

�(1� z)�(z) = �

sin �z
; (17)

d�où �(1=2) =
p
�.

De (15) on peut obtenir

�(n+
1

2
) =

(2n)!

4nn!

p
�: (18)

Ainsi
�(n+ 1

2
)

�(n+ 2)
=

(2n)!

4nn!(n+ 1)!

p
� =

Cn
4n
p
�: (19)

D�où

Cn =
4n�(n+ 1

2
)p

��(n+ 2)
: (20)

Quelques expressions sommatoires relatives aux coe¢ cients binomiaux [13]

Cn =
n�1X
k=0

Ck2
n�2k�1

�
n� 1
2k

�
: (21)

Cn =
1

n

n�1X
k=0

Cn�k+1

�
2k + 1

k + 1

�
: (22)

Cn =
nX
k=0

(�1)k2n�k
�
n

k

��
k

bk=2c

�
: (23)

Cn =

bn=2cX
k=0

�
n� 2k + 1
n� k + 1

�
n

n� k

��2
: (24)

Cn =

[n=2]X
p=0

1

3p+ 1

�
3p+ 1

p

��
n+ p

3p

�
: (25)
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1.2. Propriétés et quelques expressions alternatives

Un produit où intervient Cn

Cn =
1

(n+ 1)!

nY
k=1

(4k � 2): (26)

Une formule asymptotique de Cn peut être trouvé en utilisant l�approximation de Stirling

de la factorielle, n! � (n=e)n
p
2�n, ainsi

Cn �
22n

(n+ 1)
p
n�

� 22n

n
p
n�
; (27)

dans le sens où le quotient du n�eme nombre de Catalan avec cette expression tend vers 1

quand n! +1.
La fonction génératrice exponentielle de Cn est donnée par

+1X
n=0

Cn
zn

n!
= e2z [I0(2z)� I1(2z)] = 1 + z + z2 +

5

6
z3 +

7

12
z4 +

7

20
z5 + ::: (28)

où In(z) est la fonction de Bessel de première espèce modi�ée :

In(x) = i
�nJn(iz); avec Jn(z) = (z=2)n

1X
p=0

(�1)p
22pp!(n+ p)!

z2p: (29)

Autres formules remarquables où intervient Cn [17] :

+1X
n=1

Cn
4n
= 1: (30)

nX
k=0

C2kC2(n�k) = 4
nCn: (31)

Cette formule n�a toujours pas de preuve combinatoire comme le signale Stanely [17,

Catalan Addendum].

La fonction génératrice ordinaire des nombres de Catalan véri�e l�équation suivante (voir

équation (52) ) :

C(x) =
1

1� xC(x) , (32)

d�où l�expression de C(x) avec une élégante fraction continue (voir P. Barry [3]) :

C(x) =
1�

p
1� 4x
2x

=
1

1� x

1� x

1� x

1� x

1� :::

: (33)
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1.2. Propriétés et quelques expressions alternatives

1.2.2 Propriétés de divisibilité des nombres de Catalan

On présente quelques propriétés de divisibilité des nombres de Catalan. D�abord on identi�e

les nombres de Catalan qui sont impairs puis ceux qui sont premiers.

La parité des nombres de Catalan

Le tableau suivant présente les 18 premiers nombres de Catalan. Ceux qui sont impairs sont

marqués par un astérisque.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Cn 1* 1* 2 5* 14 42 132 429* 1430 4862 16796

n 11 12 13 14 15 16 17

Cn 58786 208012 742900 2674440 9694845* 35357670 129644790

La remarque qu�on peut faire c�est que pour n � 17, Cn est impair pour n = 0; 1; 3; 7

et 15, et tous sont de la forme 2m � 1. Quand m > 0, les nombres 2m � 1 sont appelés les
nombres de Mersenne.

Le théorème suivant identi�e les nombres de Catalan impairs.

Proposition 1.2.1 (Koshy et Salmassi, 2004 [13]) Pour n > 0; Cn est impair si et seule-

ment si n est un nombre de Mersenne.

Preuve. De la formule convolutionnelle (11) on a

Cn = 2(C0Cn�1 + C1Cn�2 + :::+ Cn
2
�1Cn

2
) si n est pair; (34)

Cn = 2(C0Cn�1 + C1Cn�2 + :::+ Cn�3
2
Cn+1

2
) + C2n�1

2
si n est impair. (35)

Ainsi, pour n > 0; Cn est impair si et seulement si n et Cn�1
2
sont impairs. Le même

argument implique que Cn est impair si et seulement si
n� 1
2

et Cn�3
4
sont impair, ou

n� 1
2

= 0. On poursuivant cette descente �nie il s�ensuit que Cn est impair si et seulement

si Cn�(2m�1)
2m

est impair, m � 1. Mais comme la valeur minimale de k pour laquelle Ck est

impair c�est k = 0; alors cette descente s�arrête quand
n� (2m � 1)

2m
= 0, c�est à dire quand

n = 2m � 1, le nombre de Mersenne.
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1.2. Propriétés et quelques expressions alternatives

La primalité des nombres de Catalan

Revenons au tableau précédent. On peut faire une autre observation: exactement deux

parmi ces nombres de Catalan sont premiers, C2 et C3.

Le théorème suivant con�rme cette observation.

Proposition 1.2.2 (Koshy and Salmasi, 2004 [13]) Les seuls nombres de Catalan premiers

sont C2 et C3.

Preuve. De la formule (13) on a (n + 2)Cn+1 = (4n + 2)Cn. On suppose que Cn est

premier pour un certain n. Alors si n > 3;
n+ 2

Cn
< 1; d�où Cn > n + 2. Conséquence:

Cn j Cn+1, donc Cn+1 = kCn pour un certain entier positif k. Alors 4n+ 2 = k(n+ 2), d�où
1 � k � 3 et n � 4. Alors les seuls nombres de Catalan premiers sont C2 et C3.

Autres propriétés de divisibilité des nombres de Catalan

Proposition 1.2.3 (Koshy and Salmasi, 2004 [13]) Cn j (n+ 2) si et seulement si n � 3.

Preuve. Si n � 3, alors on a clairement Cn j (n+ 2).
D�autre part, soit n > 3. Alors, de la formule explicite on a

Cn =
(n+ 2)(n+ 3):::(2n)

n!
, (36)

ainsi
n+ 2

Cn
=

3 � 4 � 5:::(n� 1)
(n+ 3)(n+ 4):::[n+ (n� 1)] : (37)

n+ 2

Cn
n�est donc pas un entier, d�où Cn j (n+ 2) si et seulement si n � 3.

11



1.2. Propriétés et quelques expressions alternatives

1.2.3 Le triangle de Pascal et les nombres de Catalan

Il existe diverses façons de retrouver les nombres de Catalan à partir du triangle de Pascal,

par exemple :

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

1 7 21 35 35 21 7 1

1 8 28 56 70 56 28 8 1

1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

(38)

en calculant la di¤érence entre les deux colonnes encadrées comme suit

1 2 6 20 70 252 ...

- 1 4 15 56 210 ...

1 1 2 5 14 42 ...

(39)

Ceci est justi�é par le fait que

Cn =

�
2n

n

�
�
�
2n

n+ 1

�
: (40)

12



1.2. Propriétés et quelques expressions alternatives

Une autre manière de faire c�est de choisir dans le triangle précédent les deux colonnes

ci-dessous et en faisant la même opération de soustraction:

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

1 7 21 35 35 21 7 1

1 8 28 56 70 56 28 8 1

1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

(1.2.1)

1 3 10 35 126 462 ...

- 1 5 21 84 330 ...

1 2 5 14 42 132 ...

(1.2.2)

Ceci est justi�é par le fait que

Cn+1 =

�
2n� 1
n

�
�
�
2n� 1
n+ 1

�
, n � 1: (41)

Voir aussi les deux triangles suivants:

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

1 7 21 35 35 21 7 1

1 8 28 56 70 56 28 8 1

1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

(1.2.3)

13



1.2. Propriétés et quelques expressions alternatives

1 2 6 20 70 252 ...

- 1 6 28 120 ...

1 2 5 14 42 132 ...

(1.2.4)

Ceci est justi�é par le fait que

Cn+1 =

�
2n

n

�
�
�
2n

n+ 2

�
, n � 1. (42)

et

1 % C2

1 -1 % C3

1 +2 -1 % C4

1 3 -3 -1 % C5

1 4 +6 -4 -1 % C6

1 5 10 -10 -5 -1 %
1 6 15 +20 -15 -6 1 %

1 7 21 35 -35 -21 7 1

1 8 28 56 +70 -56 28 8 1

(1.2.5)

1=1

1=2-1 1=1

2=6-3-1 2=3-1

5=20-10-4-1 5=10-4-1

14=70-35-15-5-1 14=35-15-5-1

42=252-126-56-21-6-1 42=126-56-21-6-1

(1.2.6)

Justi�cation :

En exploitant l�identité suivante (voir Knuth [11]) :X
k�m

�
r + k

k

�
=

�
r +m+ 1

m

�
pour r; m 2 N; (43)

on obtient�
2n

n

�
�

nX
i=1

�
2n� i
n

�
=

�
2n

n

�
�

nX
i=1

�
n+ n� i
n� i

�
=

�
2n

n

�
�
�
2n

n� 1

�
= Cn. (45)
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1.2. Propriétés et quelques expressions alternatives

1.2.4 Le triangle de Catalan

Le triangle de Catalan est dé�nit comme suit (voir J-C. Aval [2]) :

nnk 0 1 2 3 4 5

0 1

1 1 1

2 1 2 2

3 1 3 5 5

4 1 4 9 14 14

5 1 5 14 28 42 42

(Sloane A0009766 [16]) dont les éléments sont donnés par :

cn;k =
(n+ k)! (n� k + 1)

k!(n+ 1)!
pour 0 � k � n: (46)

Chaque élément est égal à la somme de l�élément qui est directement au dessus et son

voisin à gauche. La somme sur chaque ligne est égale au dernier élément de la ligne suivante

et qui est égal à Cn. En somme : cn;n = Cn:

1.2.5 La matrice de Hankel et les nombres de Catalan

Soit Hn la matrice de Hankel construite à partir de la suite de Catalan (voir C. Radoux

[14]) :

Hn =

2666666666666664

1 1 2 5 14 ... Cn

1 2 5 14 42 ... Cn+1

2 5 14 42 132 ... Cn+2

5 14 42 132 429 ... Cn+3

14 42 132 429 1430 ... Cn+4

... ... ... ... ...
. . . ...

Cn Cn+1 Cn+2 Cn+3 Cn+4 ... C2n

3777777777777775
, (47)

alors quel que soit n, d�et(Hn) = 1.
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Chapitre 2

Interprétations combinatoires

L�essence des nombres de Catalan est combinatoire. Ces nombres, dont la littérature est

très vaste, apparaissent dans des objets combinatoires qui n�ont, à priori, rien de commun.

Les di¤érentes formules et propriétés (formules récurrentes, fonction génératrice,...) citées

dans le chapitre premier découlent parfois de l�interprétation combinatoire.

Dans ce chapitre, on va aborder les principales interprétations combinatoires des nombres

de Catalan connues dans la littérature.

Mais d�abord, comme ce chapitre est principalement consacré à l�énumération; dans le

sens où le problème est de déterminer le nombre de con�gurations combinatoires décrites par

un nombre �ni de règles, il est nécessaire d�introduire une approche symbolique à l�énumération

combinatoire.

2.1 Méthodes d�énumération symbolique

La combinatoire énumérative est l�art de compter des objets. Des objets qui peuvent être

décrits par un nombre �ni de règles de constructions. Exemples : les mots, les arbres, les

graphes, les permutations, les fonctions d�un ensemble �ni vers lui même, les con�gurations

topologiques,...etc. La question est d�énumérer ces objets en tenant compte de certains

paramètres caractéristiques.

Les deux premiers paragraphes sont largement puisés du livre de P. Flajolet et R.

Sedgewick [8].
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2.1. Méthodes d�énumération symbolique

Dé�nition 2.1.1 Une classe combinatoire A est un ensemble �ni ou dénombrable d�objets

sur lequel une fonction est dé�nie, satisfaisant les conditions suivantes :

(i) l�image de chaque objet est un entier positif;

(ii) l�image réciproque de chaque entier positif est �nie.

On appelle une telle fonction une fonction de taille.

Si A est une classe, la taille d�un élément � 2 A est noté par j � j, ou j � jA. Pour
une classe donnée A, on note par An l�ensemble des objets dans A qui ont la taille n. On

note par An le cardinal de An; i.e. An = card(An) (ou an = card(An)). Une présentation
axiomatique est la suivante : une classe combinatoire est une paire (A; j � j) où A est au

plus dénombrable et l�application j � j2 (A 7�! N) est telle que l�image inverse de chaque

entier est �nie.

On note par � un objet de taille nulle.

Dé�nition 2.1.2 La suite d�énumération (ou de comptage) d�une classe combinatoire est

la suite d�entiers (An)n�0 où An = card(An) est le nombre d�objets dans la classe A qui ont
la taille n.

Exemple 2.1.1 Considérons l�ensembleW des mots binaires, qui sont les suites d�éléments

pris à partir d�un alphabet binaire A = f0; 1g:

W =f"; 0; 1; 00; 01; 10; 11; 000; 001; 010; :::; 1001101; :::g;

tel que " est le mot vide. On dé�nit la taille comme le nombre de lettres que contient un

mot. Il y a deux possibilités pour chaque lettre et donc, au total, la séquence d�énumération

(Wn) satisfait

Wn = 2
n:

Exemple 2.1.2 Une permutation de taille n est par dé�nition une application bijective de

l�intervalle d�entiers In = f1; :::; ng sur lui même. Elle peut être représentée par un tableau
ou à une séquence �1�2:::�n de ses éléments distincts:0@ 1 2 n

�1 �2 �n

1A ;
17



2.1. Méthodes d�énumération symbolique

La classe P des permutations est donnée par

P = f1; 12; 21; 123; 132; 213; 231; 312; 321; 1234; :::; 532614; :::g:

Pour une taille donnée n, il y a Pn = n! permutations possibles.

Dé�nition 2.1.3 Deux classes combinatoires A et B sont dites (combinatoirement) iso-

morphes, qu�on note A �= B, si leurs suites d�énumération sont identiques. Cette condition
est équivalente à l�existence d�une bijection de A vers B qui préserve la taille.

Dé�nition 2.1.4 La fonction génératrice ordinaire (FGO) d�une suite (An) est la série

formelle

A(z) =
1X
n=0

Anz
n: (48)

La fonction génératrice ordinaire (FGO) d�une classe combinatoire A est la fonction généra-
trice de la suite An = card(An).
De façon équivalente, la FGO d�une classe A admet l�écriture combinatoire

A(z) =
X
�2A
zj�j: (49)

Cette écriture combinatoire d�une FGO résulte du fait que le terme zn apparait autant

de fois que le nombre d�objets dans A qui sont de taille n.
En fait, toutes les manipulations algébriques basiques restent vraies pour les fonctions

génératrices. La chose la plus importante à retenir est que, pour deux séries formelles A(z)

et B(z) données, si A(z) = B(z), alors Ai = Bi pour tout entier positif i. Les énoncés

suivants sont aussi vrais :

1) Si A(z) +B(z) = C(z), alors Ci = Ai +Bi:

2) Si A(z) �B(z) = C(z), alors Ci =
iP

n=0

AnBi�n.

3) Si A(z) = B(z), alors leurs dérivées et leurs intégrales sont aussi égales, ainsi que

toute autre opération algébrique est conservée.

4) Une fonction génératrice ordinaire a un inverse multiplicatif si son terme constant

n�est pas nul.

5) Si A(z) �B(z) = 0, alors soit A(z) = 0, soit B(z) = 0.
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2.2. Triangulations d�un polygone

2.1.1 Calcul des fonctions génératrices ordinaires avec la méthode

symbolique

Par la méthode symbolique, il est possible de trouver directement une expression de la FGO

d�une classe combinatoire.

Dé�nition 2.1.5 Soient A et B deux classes combinatoires.
-Si A et B sont disjointes, alors on dé�nit l�opération A+ B comme l�union disjointe

des objets de A et B.
-On dé�nit l�opération A� B comme le produit cartésien des deux ensembles.

Théorème 2.1.1 Soient A et B deux classes combinatoires. Si A(z) est la FGO de A et

B(z) la FGO de B, alors:
- A(z) +B(z) est la FGO de A+ B.
-A(z)B(z) est la FGO de A� B.

Preuve. - Si An est le nombre d�objets de taille n dans A, et Bn le nombre d�objets de
taille n dans B, alors An +Bn est le nombre d�objets de taille n dans A+ B.
- Pour tout k de 0 à n, on peut coupler chaque objet de A de taille k avec un objet de

B de taille n � k pour obtenir un objet de taille n de A� B. Ainsi, le nombre d�objets de
taille n dans A� B est égal à X

0�k�n

AkBn�k: (50)

Maintenant, en tenant compte de cette symbolique, on peut aborder les di¤érentes in-

terprétations combinatoires des nombres de Catalan.

2.2 Triangulations d�un polygone

Comme cité dans l�historique, la première manifestation des nombres de Catalan était dans

le problème des triangulations du polygone abordé par Euler.

Dé�nition 2.2.1 On appelle un (n+2)-gone un polygone convexe à n+2 sommets ordonnés

et arrangés dans le sens contraire des aiguilles d�une montre, conventionnellement numérotés

de 0 à n+ 1.
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2.2. Triangulations d�un polygone

Dé�nition 2.2.2 Une triangulation d�un (n+ 2)-gone est une décomposition maximale du

convexe (n+ 2)-gone en n triangles par des diagonales non sécantes (nécessairement n� 1
diagonales).

La taille d�une triangulation d�un (n+2)-gone est dé�nie par le nombre de triangles qui

est n. Une taille n dé�nit bien une triangulation d�un (n+ 2)-gone.

On note par T la classe des triangulations et par Tn l�ensemble des triangulations dans
T qui sont de taille n.

Exemple 2.2.1 Voici un exemple d�une triangulation d�un 5-gone (un pentagone), donc de

taille 3, qui se triangule en T3 manières, T3 = 5 :

Fig.1: Triangulation d�un 5� gone.

Remarque 2.2.1 Les triangulations sont considérées dans ce contexte comme des con�gu-

rations topologiques invariantes par une déformation continue du plan.

Proposition 2.2.1 [8] Le nombre Tn de triangulations de taille n véri�e la récurrence con-

volutionnelle suivante :

T0 = 1 et Tn =
n�1X
k=0

TkTn�k�1 pour n � 0:

Preuve. On appelle la base du (n + 2)-gone le segment dont les extrémités sont les

sommets 0 et 1.

Pour chaque triangulation, la base est nécessairement un coté d�un triangle qu�on appelle

le triangle de base.

Le triangle de base divise le (n + 2)-gone en deux sous-polygones. Le premier est celui

qui se trouve dans le sens positif. On suppose qu�il contient k + 2 cotés (un (k + 2)-gone).
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2.2. Triangulations d�un polygone

Donc il a k triangles dans sa triangulation. De l�autre coté il y a le deuxième sous-polygone,

qui a nécessairement n � k + 1 cotés (un (n � k + 1)-gone), qui est triangulé en n � k + 1
triangles. Ainsi, chaque (n + 2)-gone est scindé de cette manière en un (k + 2)-gone et un

(n�k+1)-gone. Et comme k peut varier de 0 jusqu�à n�1; et en admettant que T0 = 1 (le
2-gone est un segment qui donne une triangulation vide de taille 0), on obtient la récurrence

convolutionnelle voulue:

T0 = 1 et Tn =
n�1X
k=0

TkTn�k�1 pour n � 0:

0

1

n

k

Fig:2 : Décomposition

d�un polygone.

2.2.1 Triangulations d�un polygone et les nombres de Catalan

Maintenant, de la récurrence convolutionnelle (2.1), il est facile de dégager la fonction

génératrice ordinaire de la suite (Tn)n�0 ainsi que sa formule explicite qui correspond bien

à la formule des nombres de Catalan.

Proposition 2.2.2 Le nombre Tn = card(Tn) de triangulations de taille n est égal au n�eme

nombre de Catalan; i.e. Tn = Cn, n � 0.

Preuve. Soit T (z) =
1P
n=0

Tnz
n la fonction génératrice ordinaire de (Tn)n�0.

Nous avons (à partir des propriétés des séries formelles) :

T (z)2 = T0T0z
0 + (T0T1 + T1T0)z

1 + :::+ (
nX
i=0

TiTn�i)z
n + :::: (51)
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2.2. Triangulations d�un polygone

Comme on sait que T0 = 1 et Tn =
n�1P
k=0

TkTn�k�1, pour n � 0;
il s�en suit que :

T (z)2 = T1z
0 + T2z

1 + :::+ Tn+1z
n + ::::

1 + zT (z)2 = T0 + T1z
1 + T2z

2 + :::+ Tnz
n + ::::

On obtient alors l�équation quadratique suivante:

1 + zT (z)2 = T (z): (52)

En résolvant l�équation on obtient:

zT (z) =
1

2
(1�

p
1� 4z): (53)

Mais pour obtenir l�égalité pour z = 0; on choisit le signe négatif, d�où

T (z) =
1�

p
1� 4z
2z

: (54)

Pour développer T (z), on a recours aux coe¢ cients binomiaux étendus
�
m
k

�
, où m 2 R

et k 2 N: �
m

k

�
=
m(m� 1):::(m� k + 1)

k!
; si k > 0; et

�
m

0

�
= 1: (55)

On utilise cette formule pour développer
p
1� 4z en une série de puissances de z. Ainsi:�

1
2

n

�
=

1
2
(�1
2
)(�3

2
):::(3�2n

2
)

n!

=
(1)(�1)(�3):::(3� 2n)

2n:n!

=
(�1)n�1(2n� 3)(2n� 5):::(3)(1)

2n:n!

=
(�1)n�1(2n� 3)!!

2n:n!
:
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2.2. Triangulations d�un polygone

Et donc

p
1� 4z = (1� 4z)1=2

= 1 +
X
n�1

�
1
2

n

�
(�4z)n

= 1 +
X
n�1

(�1)n�1(2n� 3)!!
2n:n!

(�4z)n

= 1�
X
n�1

(2n� 3)!!:n!:2n
n!:n!

zn

= 1�
X
n�1

(2n� 3)!!:n:2:(2:4:6:::(2n� 2)
n!:n!

zn

= 1� 2
X
n�1

(2n� 2)!
n!:(n� 1)!z

n

= 1� 2
X
n�1

�
2n�2
n�1
�

n
zn:

Ainsi donc

T (z) =
1�

p
1� 4z
2z

=

1� (1� 2
X
n�1

�
2n�2
n�1
�

n
zn)

2z

=

2
X
n�1

�
2n�2
n�1
�

n
zn

2z

=
X
n�1

�
2n�2
n�1
�

n
zn�1

=
X
n�0

�
2n
n

�
n+ 1

zn:

D�où Tn = Cn, n � 0.

Calcul de la fonction génératrice des triangulations par la méthode symbolique

Une triangulation est soit vide (pour le cas du 2� gone), soit composée du triangle de base
et de sous-triangulations. Donc on peut représenter la classe T des triangulations avec le
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2.3. Parenthésages binaires

diagramme suivant [8] :

Fig.3: Diagramme spéci�ant la classe T

On peut alors spéci�er la classe T récursivement comme suit

T = f�g+ (T �r� T ),

où f�g est la classe qui contient l�élément vide, dont la FGO est 1; et r la classe qui

contient un seul élément de taille 1 (le triangle), et dont la FGO est égale à z (ceci découle

de l�écriture combinatoire de la fonction génératrice).

D�où, la FGO de T satisfait l�équation

T (z) = 1 + zT (z)2.

2.3 Parenthésages binaires

Une autre situation combinatoire où interviennent les nombres de Catalan concerne les

parenthésages binaires. On se référera ici à l�ouvrage de Comtet [6].

Dé�nition 2.3.1 Un parenthésage binaire est une manière de parenthéser n lettres d�un

ensemble muni d�une loi multiplicative non commutative et non associative, de telle sorte

que, à chaque étape, on n�ait droit qu�à la multiplication de deux facteurs adjacents.

Exemple 2.3.1 pour le mot � = abcd, à 4 lettres, on a les 5 parenthésages binaires

possibles suivants:

(ab)(cd) ; ((ab)c)d ; (a(bc))d ; a((bc)d) ; a(b(cd)):
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2.4. Chemins dans la grille du plan

On note par P la classe des parenthésages binaires, et par Pn l�ensemble des paren-
thésages binaires dans P à n+ 1 lettres.

Proposition 2.3.1 Le nombre de parenthésages binaires de n + 1 lettres est égal au n�eme

nombre de Catalan; i.e. Pn =j Pn j= Cn, n � 0.

Preuve. Pour chaque parenthésage de n + 1 lettres a1; a2; :::; an; an+1, on considère la

dernière multiplication, celle qui achève le calcul du produit. Elle unit k + 1 premières

lettres aux n � k dernières. Les k + 1 premières sont parenthésées de Pk manières et les
n� k dernières le sont de Pn�k�1 manières. On prenant P0 = 1, on retombe sur la formule
de récurrence donnée par (4) qui caractérise les nombres de Catalan.

2.4 Chemins dans la grille du plan

L�énumération des chemins sur une grille de l�espace Euclidien est un thème important

et classique en combinatoire. Beaucoup d�objets combinatoires (les arbres, les mots, les

permutations, les cartes, les tableaux de Young...) peuvent être codés par des chemins

grillés. D�où leur utilité dans des domaines qui sont parfois exogènes aux Mathématiques,

comme par exemple en physique statistique.

Le problème de l�énumération des chemins se dé�nit ainsi :

Dé�nition 2.4.1 Etant donné une grille hypercubique Zd, et un ensemble �ni de pas S 2
Zd, le problème est de déterminer le nombre de chemins à m pas pris dans S, commençant

à partir de l�origine et con�né à une certaine région A de l�espace.

Plusieurs problèmes relatifs à cette classe restent encore ouverts :

Exemple 2.4.1 Soit V la classe des chemins dans la grille Z2, prenant leurs pas dans

l�ensemble S = f(0; 1); (1; 0); (�1; 0); (0; �1)g; qui partent de l�origine et reviennent à
leur point de départ sans qu�ils se touchent eux même. La longueur d�un chemin de V est
son nombre de pas. Ces chemins sont appelés polyominoes simplement connexes.

Combien y a t-il de chemins dans la classe Vn (chemins de longueur 2n) ? Ce problème
est encore ouvert.
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2.4. Chemins dans la grille du plan

Dans la suite, on va étudier deux classes importantes de chemins dans la grille Z2, qui

sont en rapport étroit avec les nombres de Catalan : les chemins de Dyck et les chemins

monotones de Dyck.

2.4.1 Les chemins de Dyck

Dé�nition 2.4.2 Un chemin de Dyck de taille n est un chemin de longueur 2n (ou à 2n

pas), sur la grille Z2 du plan euclidien, qui a pour point de départ (0; 0) et pour point

d�arrivée (2n; 0), dont les pas sont pris d�un ensemble S = f(1; 1); (1;�1)g, et reste con�né
dans le premier quadrant x � 0, y � 0 du plan.

Exemple 2.4.2 Voici les chemins de Dyck de taille 0, 1, 2 et 3:

n = 0

n = 1

n = 2

n = 3

Fig.4: Chemins de Dyck n = 1; 2; 3.

Un chemin de Dyck est dit irréductible s�il ne touche l�axe des x qu�en (0; 0) et (2n; 0).

On note par D la classe des chemins de Dyck, et par Dn l�ensemble des chemins dans D
qui sont de taille n; i.e Dn := card(Dn):

Lemme 2.4.1 Le nombre de chemins de Dyck irréductible de taille k est égal à Dk�1.

Preuve. Puisque un chemin de Dyck irréductible ne touche l�axe des abscisses qu�à ses

points extrêmaux, alors il su¢ t de lui supprimer le premier pas et le dernier pas, et de le

translater selon le vecteur
�!
� (0;�1) pour obtenir un chemin de Dyck (ordinaire).

Proposition 2.4.1 Le nombre de chemins de Dyck de taille n est égal au n�eme nombre de

Catalan; i.e. Dn = Cn pour n � 0.
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2.4. Chemins dans la grille du plan

Preuve. Chaque chemin de Dyck de taille n retourne, pour une première fois, sur l�axe

des abscisses à un certain point (2k; 0), 1 � k � n. Donc on peut décomposer ce chemin

de façon unique en deux chemins de Dyck : le premier chemin de (0; 0) à (2k; 0) qui est un

chemin de Dyck irréductible de taille k; et le deuxième chemin de (2k; 0) à (2n; 0) qui est

un chemin de Dyck (ordinaire) de taille n� k. Le nombre de chemins de Dyck irréductibles
de taille k est égal à Dk�1 et le nombre de chemins de Dyck de taille n� k est égal à Dn�k;

et comme k peut varier de 1 à n, il s�ensuit directement que:

Dn =

nX
k=1

Dk�1Dn�k;

et en prenant D0 = 1, on obtient �nalement la formule de récurrence convolutionnelle des

nombres de Catalan.

La �gure suivante représente la décomposition d�un chemin de Dyck de taille n en un

chemin de Dyck irréductible de taille k et un chemin de Dyck de taille n� k.

0 2k 2n

Fig.5: Décomposition d�un chemin de Dyck.

2.4.2 Chemins monotones et chemins monotones de Dyck

Dé�nition 2.4.3 Etant donné deux points dans le plan discret Z2,m =(m1;m2) et n =(n1; n2),

tels que m1 � n1 et m2 � n2; on appelle un chemin monotone de m à n un chemin qui

prend ses pas dans l�ensemble S = f(1; 0); (0; 1)g:

On note parM(m;n) l�ensemble des chemins monotones de m à n.
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2.4. Chemins dans la grille du plan

Un chemin monotone de m à n qui ne passe jamais en dessous de la diagonale y = x

(tout en pouvant la toucher) est appelé un bon chemin, et l�ensemble des bons chemins de

m à n est noté par Hb(m;n). Un chemin monotone qui ne véri�e pas cette propriété est

appelé un mauvais chemin. L�ensemble des mauvais chemins est noté par Hm(m;n).

Dé�nition 2.4.4 On appelle un chemin monotone de Dyck un chemin qui appartient à

l�ensemble Hb((0; 0); (n; n)); tel que n 2 N est sa taille.

On note simplement parH la classe des chemins monotones de Dyck et parHn l�ensemble

des chemins dans H qui sont de taille n, c�est à dire Hn = Hb((0; 0); (n; n)), Hn = card(Hn).

Exemple 2.4.3 Voici tous les chemins de H3.

Fig.6: Les chemins monotones de Dyck de taille 3.

Proposition 2.4.2 L�ensemble des chemins monotones de Dyck de taille n est égal au

n�eme nombre de Catalan; i.e. Hn = Cn, pour n � 0.

Preuve. (bijective) On pivote un chemin de Dyck de taille n d�un angle +�
4
on obtient

un chemin monotone de Dyck de même taille, et vice versa.

Un poset des chemins monotones de Dyck

On dé�nit une relation d�ordre partiel sur l�ensemble Hn des chemin de Dyck monotones de

taille n. On se référera ici à l�article de J. Woodcock [23].

Dé�nition 2.4.5 Un ensemble ordonné est un ensemble d�objets, P, muni d�une relation
d�ordre � qui satisfait les trois conditions suivantes :

� � est ré�exive (on a x � x pour tout x 2 P)

� � est transitive (si pour tous x, y 2 P, x � y et y � z alors x � z)
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2.4. Chemins dans la grille du plan

� � est antisymétrique (si pour tous x, y 2 P, x � y et y � x alors x = y).

Si l�ordre est partiel, on dit que P est un Poset.
On impose une relation d�ordre partiel sur l�ensemble Hn comme suit :

Soient d1 et d2 deux chemins de Hn. d1 � d2 si et seulement si d1 est entièrement en

dessous de d2, quoiqu�ils peuvent coïncider en quelques points (voir la �gure ci-après).

Exemple 2.4.4 Ici, nous avons deux chemins de H4. Le chemin d1 est en dessous du

chemin d2, donc d1 � d2.

d1 d2

Fig.7 : d1 � d2:

Dé�nition 2.4.6 Dans un poset P, deux éléments x, y 2 P sont dits comparables si et

seulement si x � y ou y � x. Autrement, on dit qu�ils sont incomparables.
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2.4. Chemins dans la grille du plan

Exemple 2.4.5 Ici, d1 et d3 sont incomparables.

d1 d3

Fig.8: d1 et d3 sont incomparables.

Dé�nition 2.4.7 Un élément y couvre un élément x dans le poset P si x < y (i.e. x � y
et x 6= y) et il n�existe pas d�élément z 2 P tel que x < z < y.

Cette notion de couverture permet d�associer à tout élément de P une représentation

graphique dans le plan, appelée diagramme de Hasse.

Pour le tracer :

- on associe à tout élément de P un point du plan;
- on place l�élément y couvrant x au dessus de x et on relie les deux points par un

segment de droite ascendant.

30



2.4. Chemins dans la grille du plan

Exemple 2.4.6 Les diagrammes ci-dessous montrent les posets H3 et H4 représentés par

leurs diagrammes de Hasse respectifs.

Fig.9: Le poset H3
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Fig.10: Le poset H4:
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2.5. Mots de Dyck

2.5 Mots de Dyck

Toujours dans cette "famille des objets de Dyck" énumérés par les nombres de Catalan, on

retrouve la classe des mots de Dyck, qui n�est, en�n de compte, qu�une variante, en termes

de langages, des chemins de Dyck et des chemins monotones de Dyck.

Dé�nition 2.5.1 Un mot de Dyck est une séquence de lettres prises à partir d�un alphabet

binaire A = fX; Y g, véri�ant les deux conditions suivantes :

� la séquence contient autant de X que de Y et

� aucun pré�xe (un mot obtenu en supprimant les dernières lettres à partir d�un rang
quelconque) ne contient plus de Y que de X.

Autrement dit, lorsque nous parcourons un mot de Dyck de gauche à droite, le nombre

de X rencontrés est toujours supérieur ou égal au nombre de Y .

On note parM la classe des mots de Dyck, et parMn l�ensemble des mots dansM qui

sont de longueur 2n; c�est à dire qu�ils contiennent n lettres X et n lettres Y . On dit qu�ils

sont de taille n.

Exemple 2.5.1 Voici tous les mots de Dyck de taille n = 3:

XXXY Y Y ; XXYXY Y ; XXY Y XY ; XY XXY Y ; XY XY XY:

En l�occurrence, M3 = 5.

Proposition 2.5.1 [1] Le nombre de mots de Dyck de taille n est égal au n�eme nombre de

Catalan; i.e. Mn = card(Mn) = Cn, pour n � 0.

Preuve. (bijective). La bijection est immédiate avec les chemins de Dyck de taille

n : en assimile chaque lettre X d�un mot de Dyck de taille n avec un pas ascendant (1; 1)

d�un chemin de Dyck de même taille; et chaque lettre Y avec un pas descendant (1;�1).
La première condition dans la dé�nition d�un mot de Dyck est équivalente au fait qu�un

chemin de Dyck commence à partir du point (0; 0) et �nit au point (2n; 0); ce qui fait qu�il y

a autant de pas ascendants que de pas descendants. La deuxième condition est équivalente

au fait qu�un chemin de Dyck ne passe jamais en dessous de l�axe des abscisses. D�où :

Mn = Dn = Cn, pour n � 0.
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2.5. Mots de Dyck

Exemple 2.5.2 Le chemin de Dyck de taille n = 5 dans la �gure suivante correspond au

mot de Dyck : X X Y X Y Y X X Y Y .

0 10X YX X X XY Y Y Y

Fig:11 : bijection entre mot de Dyck et chemin de Dyck.

2.5.1 Mots de Dyck et problème de ballotage

Une manière pour retrouver directement la formule explicite de Mn existe, en faisant une

correspondance avec le problème de ballotage (voir l�article de D. André [1]).

Problème 2.5.1 On suppose que deux candidats X et Y soient soumis à un scrutin de

ballotage. Le nombre des votants est � + �. X obtient � su¤rages et est élu, Y en obtient

�. On demande le nombre de manières pour que, pendant le dépouillement du scrutin, le

nombre des voix de X ne cesse pas une seule fois de surpasser celles de son concurrent. C�est

à dire qu�à chaque étape du dépouillement, le nombre de voix obtenu par X est strictement

supérieur à celles de Y .

C�est ce problème là, appelé le problème du scrutin de ballottage, qu�on va adapter au

problème des mots de Dyck, de la façon suivante : notons qu�il y a une bijection entre

l�ensemble Mn des mots de Dyck formés de n lettres X et n lettres Y , et l�ensemble M0
n

des mots formés de n+ 1 lettres X et n lettres Y tels que dans chaque pré�xe d�un mot de

cet ensemble, le nombre des X est strictement supérieur à celui des Y .

Voici tous les mots deM0
3:

XXXXY Y Y ; XXXYXY Y ; XXXY Y XY ; XXYXXY Y ; XXYXYXY:
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2.5. Mots de Dyck

La bijection est immédiate : chaque mot deMn, en lui ajoutant une lettre X à sa gauche,

on obtient un mot deM0
n, et chaque mot deM

0
n, en lui supprimant la première lettre (qui

est nécessairement X), on obtient un mot de Dyck.

Maintenant, il su¢ t de compter les mots deM0
n.

On peut remarquer qu�il s�agit bien d�un cas particulier du problème de ballottage où

� = n + 1 et � = n, en considérant le dépouillement comme une séquence des X et des Y ,

où chaque lettre X signi�e une voix obtenue par le candidat X et chaque lettre Y une voix

obtenue par le candidat Y .

Voici la solution de André :

Solution 2.5.1 Le nombre total de mots que l�on peut former avec n + 1 lettres X et n

lettre Y est égal à
�
2n+ 1

n

�
. On note le nombre de mots qui ne sont pas dansM0

n par Nn.

Ainsi

j M0
nj =

�
2n+ 1

n

�
�Nn:

On cherche Nn (les permutations défavorables). Les permutations qui leurs correspon-

dent sont de deux sortes: celles qui commencent par Y et celles qui commencent par X.

Les permutations défavorables commençant par Y sont en nombre égal au nombre des

permutations que l�on peut former avec n + 1 lettres X et n � 1 lettres Y , car il su¢ t
évidemment d�y supprimer la lettre initiale Y pour obtenir ces dernières.

Les permutations défavorables commençant par X sont aussi nombreuses que les précé-

dentes, car on peut les associer, chacune à chacune, aux permutations formées avec n + 1

lettres X et n� 1 lettres Y .
Cette règle se compose de deux parties :

10 Etant donnée une permutation défavorable commençant par X, on y supprime la pre-

mière lettre Y qui enfreint �la propriété d�être de M0
n�, puis on échange les deux groupe

séparés par cette lettre entre eux : on obtient ainsi une permutation, parfaitement déter-

minée, de n+ 1 lettres X et n� 1 lettres Y . Soit, par exemple, la permutation défavorable
XXYYXYX, de 4 lettres X et 3 lettres Y ; en supprimant le premier Y qui enfreint la

�propriété d�être deM0
n �(qui est le Y écrit en caractère foncé), on sépare les deux groupes

XYX etXXY ; en échangeant ces groupes entre eux, on obtient la permutationXYXXXY ,

formés de 4 lettres X et 2 lettres Y .
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2.6. Arbres et nombres de Catalan

20 Etant donnée une permutation de n + 1 lettres X et n � 1 lettres Y , on la parcourt
de droite à gauche, jusqu�à ce qu�on obtienne un groupe où le nombre des X dépasse d�une

unité celui des Y ; on intervertit ces deux groupes, en plaçant entre eux une lettre Y : on

forme ainsi une permutation défavorable commençant par X et parfaitement déterminée.

Soit, par exemple, la permutation XYXXXY , formés de 4 lettres X et 2 lettres Y ; en

opérant comme on vient de le dire, on la partage en deux groupe XXY et XYX; en

intervertissant ces groupes en plaçant entre eux une lettre Y , on forme la permutation

défavorable XXY Y XYX.

Il résulte de tout ce qui précède que le nombre total des événements défavorables est

le double du nombre des permutations que l�on peut former avec n + 1 lettres X et n � 1
lettres Y ; c�est à dire que

Nn = 2

�
2n

n+ 1

�
, ainsi j M0

nj =
1

n+ 1

�
2n

n

�
; n � 0:

2.6 Arbres et nombres de Catalan

2.6.1 Dé�nitions

Les arbres sont parmi les objets les plus importants en combinatoire. Là aussi, les nombres

de Catalan se manifestent. Mais avant d�en donner les di¤érentes interprétations, il est utile

de rappeler quelques dé�nitions sur les arbres. On se référera ici à l�ouvrage de Stanley [18].

On donne quelques dé�nitions basiques sur les graphes :

Dé�nition 2.6.1 [13]

� Un graphe G est un ensemble non vide de points, appelés sommets, liés par des lignes,
appelées arêtes.

� Un chemin entre deux sommets v0 et vn est une séquence v0� v1� :::� vn de sommets
vi liés par des arêtes.

� Un cycle est un chemin v0 � v1 � :::� vn avec la condition que v0 = vn.

� Un graphe est dit connexe s�il existe un chemin entre chaques deux sommets du graphe.
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Dé�nition 2.6.2 Un arbre A est un graphe connexe et sans cycle. Un arbre enraciné est

un arbre dont un sommet particulier est désigné comme racine.

Dans toute la suite, on ne va considérer que les arbres enracinés. Alors on omet de dire

"enraciné".

Un arbre peut être décrit de façon récursive comme suit :

Dé�nition 2.6.3 [18] Un arbre A est un ensemble �ni d�éléments, qu�on appelle sommets,

tel que :

� il existe un sommet particulier dans A appelé la racine de A, et

� le reste des sommets, en excluant la racine, est partitionné en k � 0 ensembles disjoints
et non vides A1, A2, :::, Ak, tels que chacun de ses ensemble est un arbre. Les arbres

A1,..., Ak sont appelés les sous-arbres de la racine. On appelle les racines des sous-

arbres A1,..., Ak les successeurs de la racine de A.

Les sommets qui n�ont pas de successeurs sont appelés les feuilles de A. Le reste des

sommets sont appelés sommets internes.

Dans une représentation graphique d�un arbre dans le plan, il est convenu de mettre la

racine en haut, et de la relier à ses successeurs par une arête (implicitement orientée de haut

en bas).

Dans la �gure ci-dessous, un arbre dont l�ensemble des sommets est f6; 2; 7; 3; 5; 1; 8; 4; 9g.
La racine de cet arbre c�est le sommet 6. Les sous-arbres de la racine 6 sont : f2; 7g,
f3; 5; 1; 8; 4; 9g.
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6

2

7

3

9
5

1 8 4

Fig:12 : un arbre à 9 sommets.

Dans un arbre, l�ordre des sous-arbres n�est pas pris en compte. C�est à dire, dans la

�gure ci-dessus, si on interchange les deux sous-arbres f2; 7g et f3; 5; 1; 8; 4; 9g entre eux (en
mettant f2; 7g à droite et l�autre à gauche), l�arbre qu�on obtiendra est le même que l�arbre
initial.

Dé�nition 2.6.4 [18] Un arbre plan (ou arbre ordonné) est dé�ni de façon récursive comme

suit :

� il existe un sommet particulier appelé la racine de A, et

� le reste des sommets, en excluant la racine, est partitionné en une partition ordonnée
d�ensembles disjoints non vides, chacun d�eux est un arbre plan.

Dans une présentation graphique d�un arbre plan, on met la racine en haut, et la partition

ordonnée en sous arbres (A1, A2, :::, Ak) est ordonnée en la dessinant de gauche à droite

dans le plan.

En fait, un arbre plan n�est qu�une représentation planaire d�un arbre (général). Par

exemple, dans la �gure ci-après, on a 4 arbres plans di¤érents. Mais comme arbres ordinaires

(non ordonnés), ils n�en font que deux : de gauche à droite, le premier, le deuxième et le

quatrième sont un même arbre; le troisième est un autre arbre.
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1

2

3

4

5 6

1

2

3

4

56

1

4

3 6

2

5

1

2

36 5

4

Fig.13: 4 arbres plans di¤érents

Dé�nition 2.6.5 [18] Un arbre libre est un arbre où on ignore la désignation des sommets

(tous les sommets sont indiscernables).

Ainsi, dans un arbre (respectivement dans un arbre plan), on ne distingue les sous-

ensemble A1, A2, :::, Ak que par leur cardinal.

Par exemple, dans la �gure 13, les 4 arbres représentent un seul arbre libre. Et comme

arbres plans libres, ils n�en représentent que 2 (les deux premiers et les deux derniers).

Dans toute la suite, on ne va considérer que les arbres libres (respectivement les arbres

plans libres). Donc, les mots arbre et arbre plan serviront, implicitement, à désigner un

arbre libre (respectivement un arbre plan libre).

La �gure 14 représente deux arbres plans (libres), mais qui ne font qu�un seul arbre

(libre).

Fig:14 : Deux arbres plans libres.

Dé�nition 2.6.6 [18] Soit k � 2. On dit que A est un arbre k-aire si :
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� A est vide, ou un sommet particulier de A est désigné comme racine, et

� le reste des sommets (en excluant la racine) sont mis en une partition ordonnée
d�exactement k ensembles disjoints (A1, A2, :::, Ak) (éventuellement vides), cha-

cun d�eux est un arbre k-aire.

Dans une représentation graphique d�un arbre k-aire dans le plan, on prend le soin de

dessiner les arêtes joignant un sommet v aux racines de ses sous-arbres A1, :::, Ak avec des

angles égaux et symétriques par rapport à l�axe vertical (en prenant en considération même

les sous-arbres vides).

Dans la �gure 13, on a 5 arbres 3-aires (appelés aussi arbres ternaires), avec 4 sommets.

Fig:15 : 5 arbres 3-aires avec 4 sommets.

Un arbre k-aire est dit complet si chaque sommet qui n�est pas une feuille a exactement

k sous-arbres non vides (c�est à dire k successeurs). Dans la �gure 15, seul le premier arbre

est complet.

2.6.2 Interprétations combinatoires

Les nombres de Catalan énumèrent quelques classes d�arbres plans.

Soient les classes d�arbres suivantes:

� G la classe des arbres plans et Gn l�ensemble des arbres dans G qui ont n sommets,
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� B2 la classe des arbres 2-aires (appelés binaires) et B2n l�ensemble des arbres dans B2

qui ont n sommets,

� R2 la classe des arbres binaires complets et R2
n l�ensemble des arbres dans R2 qui ont

n sommets internes.

Proposition 2.6.1 [8] Pn �= R2
n
�= B2n �= Gn+1 pour n � 0.

(Rappelons que Pn c�est la classe des parenthésages binaires de n+ 1 lettres).
On va donner quelques applications illustratives entre ces classes :

Pn �= R2
n : soit A un arbre binaire complet de R2

n: Il a donc n+ 1 feuilles. On a¤ecte à

chaque feuille de A une lettre d�un mot de Pn, puis on a¤ecte à chaque sommet le produit de
ses deux successeurs. On obtient, à la racine, un mot parenthésé de n+1 lettres. L�exemple

ci-après illustre bien la bijection:

A un arbre de R2
4, et M = ((ab)c)(de) un mot de P24 :

a b

c d e
ab

 (ab)c  de

  ((ab)c)(de)

Fig:16 : bijection entre P4 et R4.

R2
n
�= B2n: Pour obtenir un arbre de B2n à partir d�un arbre de R2

n, il su¢ t de sup-

primer toutes les feuilles ainsi que leurs arêtes correspondantes de l�arbre binaire complet.

L�opération est inversible; on colle à chaque feuille d�un arbre de B2n deux feuilles et à chaque
sommet de degré 1 une feuille. La �gure 14 illustre la bijection entre tous les arbres de R2

3
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et B23:

Fig:17 : Bijection entre R2
3 et B23.

B2n �= Gn+1 : Tout arbre de Gn+1 peut être représenté de telle sorte que chaque sommet a
deux types de successeurs: le premier pointant vers son successeur naturel le plus à gauche,

et l�autre pointant vers son voisin droit dans le même niveau. Avec cette représentation, si

on omet la racine de l�arbre, chaque sommet est lié à au plus deux successeurs, ce qui nous

donne un arbre de B2n. Le processus est réversible. La �gure suivante illustre la bijection
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entre G9 et B28.

Fig.18: Bijection entre G9 et B8.

2.6.3 Enumération des arbres par la méthode symbolique

La dé�nition récursive des arbres plans G à n sommets, les arbres k-aires B(k) à n sommets
et les arbres k-aires complets R(k) à n sommets internes permet de retrouver facilement leur

FGO et de les énumérer de façon directe avec la méthode symbolique (voir Dromata [7]).

Arbres plans à n sommets

D�après la dé�nition 2.6.4 , un arbre plan à n � 1 sommets peut être décrit comme suit

G = f�g+ f�g � G + f�g � G2 + f�g � G3 + ::: (56)

où f�g désigne la classe d�arbres à un seul sommet. La description symbolique (56)
découle du fait qu�un arbre plan a soit un seul sommet qui est la racine, soit la racine et

un sous-arbre plan, soit la racine et deux sous-arbres plan, et ainsi de suite. Ainsi, la FGO

G(z) de G véri�e

G(z) = z + zG(z) + zG(z)2 + zG(z)3 + ::: =
z

1�G(z) : (57)
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D�où,

G(z) =
1�

p
1� 4z
2

= zC(z), (58)

tel que C(z) est la FGO des nombres de Catalan. Ce qui nous donne

Gn = Cn�1 =
1

n

�
2n� 2
n� 1

�
. (59)

Arbres k-aires à n sommets

Pour k, n � 0, les arbres k-aires B(k) à n sommets peuvent être décrits comme suit

B(k) = f�g+ f�g � (B(k))k, (60)

où � désigne un arbre vide. Alors la FGO de B(k) véri�e l�équation

B(k)(z) = 1 + zB(k)(z)k; (61)

qui est une généralisation de l�équation quadratique (52) pour k = 2. Mais pour k > 2

il n�est pas facile de déduire l�expression explicite de B(k)(z) de l�équation (61) . Pour cela,

on utilise le Théorème d�inversion de Lagrange (voir l�ouvrage de M. Dromata [7]).

Théorème 2.6.1 (Théorème d�inversion de Lagrange). Soit �(z) une série formelle

avec �(0) 6= 0 et y(z) la série formelle solution de l�équation

y(z) = z�(y(z)):

Alors y(z) est inversible et le n�eme coe¢ cient de g(y(z)) (où g(z) est une série formelle

arbitraire) est donné par

[zn]g(y(z)) =
1

n
[un�1]g0(u)�(u)n (n � 1): (62)

Maintenant, on posant
�
B(k)(z) = B(k)(z)� 1, on obtient

�
B(k)(z) = z(1 +

�
B(k)(z))k (63)

et par le Théorème d�inversion de Lagrange (pour n � 1)

B(k)n = [zn]
�
B(k)(z) =

1

n
[un�1](1 + u)kn

=
1

n

�
kn

n� 1

�
=

1

(k � 1)n+ 1

�
kn

n

�
: (64)

Ce nombre est l�une des généralisations du nombre de Catalan pour k = 2, et qui sera

l�objet du chapitre suivant.
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Chapitre 3

Nombres de Catalan généralisés

Les nombres de Catalan sont un cas particulier d�une classe plus large de suites classiques.

Dans ce chapitre, on va explorer deux façons de les généraliser.

3.1 Les nombres k-Catalan

Les nombres k-Catalan, notés C(n; k), sont dé�nis par [13] :

C(n; k) =
1

(k � 1)n+ 1

�
kn

n

�
; (65)

où n � 0 et k � 1. Il est clair que C(n; 2) = Cn.
Tout comme les nombres de Catalan ordinaires, tout nombre de Catalan généralisé

C(n; k) est un entier. Pour le prouver, il su¢ t de noter que :�
kn

n

�
�
�
kn

n� 1

�
=
(k � 2)n+ 1
(k � 1)n+ 1

�
kn

n

�
: (66)

Par la relation de Bézout, on montre que (k � 1)n + 1 et (k � 2)n + 1 sont premiers entre
eux (�(k � 2)((k � 1)n+ 1) + (k � 1)((k � 2)n+ 1)), alors ((k � 1)n+ 1) j

�
kn

n

�
.

Les nombres k-Catalan s�écrivent aussi sous la forme

C(n; k) =
1

kn+ 1

�
kn+ 1

n

�
; (67)

ou sous la forme

C(n; k) =
1

n

�
kn

n� 1

�
: (68)
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Voici quelques premiers termes de C(n; k) :

nnk 1 2 3 4 5 6

1 1 1 1 1 1 1

2 1 2 3 4 5 6

3 1 5 12 22 35 51

4 1 14 55 140 570 1012

5 1 42 273 969 2530 5481

6 1 132 1428 7084 23751 62832

(69)

3.1.1 Interprétations combinatoires

Comme les nombres de Catalan ordinaires, les nombres de Catalan généralisés C(n; k) ad-

mettent de nombreuses interprétations combinatoires qui sont des généralisations des objets

comptés par les nombres de Catalan.

Lemme de Raney et mots de Dyck

Dans la sous-section 2.5.1 on a vu qu�unmot de Dyck de taille n dans un alphabetA = fX; Y g
peut être dé�ni de façon équivalente comme une séquence de n+ 1 lettres X et n lettres Y

tel que dans chaque pré�xe de ce mot, le nombre des X est strictement supérieur à celui des

Y . Si on remplace X par +1 et Y par -1, le mot de Dyck devient une séquence de longueur

n+ 1, constituée de +1 et �1 telle que toute somme partielle sur la séquence à partir de la
gauche est strictement positive, et la somme totale est égale à +1.

Maintenant, en exploitant un fameux lemme, appelé le Lemme de Raney (voir G. N.

Raney [15]), on peut énumérer les mots de Dyck de taille n.

Lemme 3.1.1 (Lemme de Raney). Si (x1, x2, ...,xm) est une séquence d�entiers dont la

somme totale est égale à +1, alors il existe une seule séquence parmi toutes les permutations

circulaires

(x1; x2; :::; xm); (x2; :::; xm; x1); :::; (xm; x1; :::; xm�1)

qui a toutes ses sommes partielles strictement positives.
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Par exemple, considérons la suite (1;�3; 2; 4;�5; 0; 2): Ses permutations circulaires sont

(1;�3; 2; 4;�5; 0; 2) (�5; 0; 2; 1;�3; 2; 4)

(�3; 2; 4;�5; 0; 2; 1) (0; 2; 1;�3; 2; 4;�5)

(2; 4;�5; 0; 2; 1;�3) (2; 1;�3; 2; 4;�5; 0)

(4;�5; 0; 2; 1;�3; 2)

La permutation cyclique qui a ses sommes partielles toutes positives est (2; 4;�5; 0; 2; 1;�3).
Maintenant, pour chaque séquence parmi les

�
2n+1
n

�
séquences constituées de n + 1 fois

le nombre +1 et n fois le nombre -1, il y a une seule permutation cyclique qui constitue

un mot de Dyck. Et comme chaque suite a 2n + 1 permutations cycliques, alors parmi les�
2n+1
n

�
séquences il y en a 1

2n+1

�
2n+1
n

�
= Cn qui sont des mots de Dyck.

Généralisation On considère maintenant les suites à kn + 1 éléments, constituées de n

fois le nombre (1� k) et (k � 1)n + 1 fois le nombre (+1), dont les sommes partielles sont
toutes positives et la somme totale est égale à 1. On les appellera séquences k-Raney de

taille n.

Il est clair qu�il y a Cn séquences 2-Raney de taille n.

Proposition 3.1.1 (Raney [15]) Le nombre de séquences k-Raney de taille n est égal à

C(n; k) =
1

kn+ 1

�
kn+ 1

n

�
.

Preuve. La preuve est immédiate en appliquant le Lemme de Raney. Pour chaque

séquence parmi les
�
kn+1
n

�
séquences constituées de n fois le nombre (1� k) et (k � 1)n+ 1

fois le nombre (+1), il y a une seule permutation cyclique qui constitue une séquence k-

Raney. Et comme chaque séquence a kn+ 1 permutations cycliques, alors parmi les
�
kn+1
n

�
séquences il y en a 1

kn+1

�
kn+1
n

�
= C(n; k) qui sont des séquences k-Raney.

Proposition 3.1.2 (Raney [15]) Pour n � 1; k � 0, on a

C(n; k) =
X

n1+n2+:::+nk=n�1
C(n1; k)C(n2; k):::C(nk; k). (70)
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3.1. Les nombres k-Catalan

Preuve. La séquence triviale (+1), de longueur 1, est bien sur une séquence k-Raney.

Si on ajoute le nombre (1 � k) à droite d�une concaténation de k séquences k-Raney, on
obtient une nouvelle séquence k-Raney.

Réciproquement, on peut montrer que, pour n > 0, toute séquence k-Raney, (a0; a1; :::; akn);

peut se décomposer en k séquences k-Raney de cette manière. En e¤et, le dernier terme

akn est forcément égal à (1 � k). De plus, les sommes partielles Sj = a0 + a1 + ::: + aj�1

sont strictement positives pour tout 1 � j � kn, et Skn = k car Skn + akn = 1. Soit m1 le

plus grand indice � mn tel que Sm1 = 1, m2 le plus grand indice tel que Sm2 = 2 et ainsi

de suite. Alors Smj
= j et Sm > j pour tous j et m tels que mj < m � kn et 1 � j � k. Il

s�ensuit que mk = kn:

On peut bien véri�er que chacune des sous-séquences (a0; a1; :::; am1�1); (am1 ; :::; am2�1);

:::; (amk�1 ; :::; amk�1) est une séquence k-Raney. Il existe donc des entiers positifs ou nuls

n1; n2; ...; nk tels que m1 = kn1 + 1, m2 �m1 = kn2 + 1; :::; mk �mk�1 = knk + 1.

D�où la convolution (70).

Les chemins monotones de Dyck k-aires (voir S. Heubach, Nelson Y. Li, T.

Mansour [12])

Dé�nition 3.1.1 Un chemin monotone de Dyck k-aire de taille n est un chemin monotone

de (0; 0) à (n; (k � 1)n) et qui ne passe jamais en dessous de la ligne y = (k � 1)x.

Notons par H(n; k) le nombre de chemins monotones de Dyck k-aires de taille n.

Proposition 3.1.3 H(n; k) = C(n; k), n � 0, k � 1.

Preuve. On peut voir une séquence k-Raney comme une suite de n fois le nombre

(1� k) et n(k � 1) fois le nombre (+1) telle les somme partielles sont positives ou nulles et
la somme totale est nulle. D�où l�équivalence avec les chemins monotones de Dyck k-aires

en représentant chaque élément (+1) de la séquence k-Raney par un pas vertical (0; 1), et

chaque élément (1� k) par un pas horizontal (1; 0).
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Les arbres k-aires et les arbres k-aires complets (voir S. Heubach, Nelson Y. Li,

T. Mansour [12])

Proposition 3.1.4 B(k)n = R
(k)
n = C(n; k), n � 0; k � 1:

Preuve. On a vu à la �n du chapitre précédent que la FGO de B(k)n véri�e l�équation

(61) , et que par conséquent

B(k)n =
1

(k � 1)n+ 1

�
kn

n

�
:

Et d�après la dé�nition récursive de la classe Rk des arbres k-aires complets, la FGO de

R
(k)
n véri�e aussi l�équation (61) , d�où

R(k)n =
1

(k � 1)n+ 1

�
kn

n

�
:

Mais une bijection directe entre les classes Rk
n et Bkn existe. Pour obtenir un arbre de

Bkn à partir d�un arbre de Rk
n, il su¢ t de supprimer toutes les feuilles ainsi que leurs arêtes

correspondantes de l�arbre binaire complet. L�opération est inversible; on colle à chaque

feuille d�un arbre de Bkn k feuilles et on colle à chaque sommet interne de degré inférieur à
k le nombre nécessaire de feuilles pour qu�il devienne k-aire.

Fig.19: Les arbres de B33:
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3.1. Les nombres k-Catalan

Fig.20: Les arbres de R3
3:

Parenthésages k-aires (voir S. Heubach, Nelson Y. Li, T. Mansour [12])

Dé�nition 3.1.2 Un parenthésage k � aire est une manière de parenthéser (k � 1)n + 1
lettres d�un ensemble muni d�une loi multiplicative non commutative et non associative, de

telle sorte que, à chaque étape, on n�ait droit qu�à la multiplication de k facteurs adjacents.

On note par P(k) la classe des parenthésages k-aires et par P (k)n le nombre de paren-

thésages k-aire de (k � 1)n+ 1 lettres.

Proposition 3.1.5 P (k)n = C(n; k), n � 0, k � 2.

Preuve. On établit une bijection entre la classe des parenthésages k-aires de Pkn et les
arbres k-aires complets de Rk

n.
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Un arbre de Rk
n a n sommets internes, et par conséquent (k�1)n+1 feuilles (on peut le

prouver par récurrence). On a¤ecte à chaque feuille de l�arbre une lettre d�un mot de P(k)n ,
puis on a¤ecte à chaque sommet le produit de ses trois successeurs. On obtient, à la racine,

un mot parenthésé de (k � 1)n+ 1 lettres.
L�exemple ci-après illustre la bijection

a

b c d e f g

a(b c d)(e f g)

b c d e f g

Fig.21: Bijection entre R3
3 et

P33 :

Il y a P (3)3 = C(3; 3) = 12 mots parenthésés possibles : ab(cd(efg)) , ab(c(def)g) ,

ab((cde)fg) , a(bc(def))g , a(b(cde)f)g , a(bc(def))g , (ab(cde))fg, (a(bcd)e)fg, ((abc)de)fg,

(abc)(def)g, (abc)d(efg), a(bcd)(efg).

3.2 Les nombres de Catalan multidimensionnels

Une autre généralisation des nombres de Catalan c�est les nombres de Catalan multidimen-

sionnels.

On se reférera dans cette partie à Frame, Robinson et Thrall [9], Stanley [20] et Sloane

A060854.

Dé�nition 3.2.1 Les nombres de Catalan multidimensionnels sont donnés par

Cmn =
0!1!2!:::(n� 1)!(mn)!

m!(m+ 1)!:::(m+ n� 1)! ; (71)

où n � 0, m � 0.
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Le cas m = 2 correspond au nombres de Catalan classiques C2n = Cn.

Proposition 3.2.1 Expression des nombres de Catalan multidimensionnels en termes de

coe¢ cients binomiaux et multinomiaux

Cmn =

�
mn

m;m; :::;m

�
�
m

m

��
m+ 1

m

�
� � �
�
m+ n� 1

m

� ; m � 0; n � 0: (72)

Preuve. Un calcul direct mène au résultat.

Ecriture de Cmn avec les nombres triangulaires

On peut réécrire Cmn avec les nombres triangulaires

T (n) =
(n� 1)n

2
=

�
n

2

�
= 1 + 2 + :::+ (n� 1), n 2 N. (73)

Proposition 3.2.2 Pour m, n 2 N; on a

Cmn =

�
T (m+n)

1;2;:::;m+n�1
��

T (m)
1;2;:::;m�1

��
T (n)

1;2;:::;n�1
��

T (m+n)
T (m);T (n);mn

� . (74)

Corollaire 3.2.1 Les nombres de Catalan multidimensionnels sont symétriques, i.e. Cmn =

Cnm, m; n � 0.

3.2.1 Interprétations combinatoires

Beaucoup d�objets comptés par les nombres de Catalan ordinaires sont généralisables aux

nombres de Catalan multidimensionnels.

Tableaux de Young Standards

Les tableaux de Young jouent un rôle prépondérant en combinatoire. Dans cette partie,

nous allons considérer les tableaux de Young classiques qui sont en relation étroite avec les

nombres de Catalan: les tableaux de Young standards (voir Stanley [20]).

Dé�nition 3.2.2 Une partition d�un entier n est une façon d�écrire l�entier n comme une

somme d�entiers positifs en ignorant l�ordre de la somme.
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Exemple 3.2.1 3+4+2+1+1+4 est une partition de 15, et 4+4+3+2+1+1 représente la

même partition.

Il est convenu d�écrire les éléments d�une partition dans l�ordre décroissant.

Dé�nition 3.2.3 Soit � une partition de l�entier n dont les éléments sont �1 � �2 � ::: �
�l: Un tableau de Young standard (TYS) de la forme � est un tableau justi�é à gauche

d�entiers positifs, avec �i entiers dans la i�eme ligne, satisfaisant les conditions suivantes:

1) Les entrées sont les entiers 1; 2; ; :::; n, chacun d�eux apparait une et une seule fois, et

2) Les entrées dans chaque ligne et chaque colonne sont croissantes.

Exemple 3.2.2 Un exemple d�un tableau de Young de taille (4; 3; 2) est donnée par

1 3 4 6

2 7 8

5 9

Voici les 10 tableaux de Young standards à 4 éléments:

1 2 3 4 1 2 3 1 2 4 1 3 4 1 2

4 3 2 3 4

1 3 1 2 1 3 1 4 1

2 4 3 2 2 2

4 4 3 3

4

Les tableaux de Young standards ont, eux même, de nombreuses interprétations qui leur

donnent une grande importance dans une variété de problèmes algébriques, combinatoires et

probabilistiques. Ici, nous présentons un problème classique appelé le problème de ballottage,

qui a de nombreuses applications en théorie des probabilités.

Problème de ballotage généralisé Soit une partition donnée � = (�1; �2; :::; �l) telle

que �1 + �2 + :::+ �l = n.

On suppose que l candidats A1; A2;...; Al sont soumis à une élection (un scrutin de

ballotage). A la �n de l�élection, le candidats Ai obtient �i voix. Les votants votent
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successivement, un par un. On considère les votes des votants comme une suite a1; a2;...; an,

telle que aj = i si le j�eme votant vote pour le candidat Ai. La suite a1; a2;...; an est appelée

la suite de ballotage (de taille �) si à aucun moment durant le scrutin un candidat Aj ne

dépasse un candidat Ai en nombre de voix avec i < j.

Par exemple, la suite 1; 2; 1; 3; 1; 3; 4; 2 n�est pas une suite de ballotage du moment qu�au

6�eme vote, A3 obtient plus de voix que A2. Par contre la suite 1; 2; 1; 1; 3; 1; 2; 2; 3 est une

suite de ballotage.

Proposition 3.2.3 (Stanley et Bjorner [20]) Il y a une bijection entre les suites de ballotage

de taille � et les tableaux de Young standards de taille �.

Preuve. Soit T un tableau de Young standard.

On pose aj = i si j apparait dans la i�eme ligne de T. Il est facile de voir que la suite a1;

a2;...; an est une suite de ballotage.

A l�inverse, si on prend une suite de ballotage a1; a2;...; an, pour chaque aj = i, on met

j dans la i�eme ligne, dans l�ordre de la suite a1; a2;...; an.

Exemple 3.2.3 Le tableau suivant:

1 3 4 6

2 7 8

5 9

correspond à la suite de ballotage 1; 2; 1; 1; 3; 1; 2; 2; 3.

Enumération des tableaux de Young standards On se référera dans cette partie à

Stanley [20] et Frame, Robinson et Thrall [9].

Il est naturel de se poser la question suivante: combien y a t-il de tableaux de Young

standards de taille �?

Le nombre de tableaux de Young standards de type � est noté f�.
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Par exemple, il y a 9 tableaux de Young standards de taille (4; 2), et on écrit f 4;2 = 9.

Ces neuf tableaux sont donnés par

1 2 3 4 1 2 3 5 1 2 3 6 1 2 4 5 1 2 4 6

5 6 4 6 4 5 3 6 3 5

1 2 5 6 1 3 4 5 1 3 4 6 1 3 5 6

3 4 2 6 2 5 2 4

La formule de l�équerre La formule de f� a été donnée par James Sutherland Frame,

Robinson and Robert McDowell Thrall en 1954 [9], et est appelée la formule de la longueur

de l�équerre, ou la formule de Frame-Robinson-Thrall.

Pour établir cette formule, on dé�nit le diagramme de Young de type � comme un tableau

justi�é à gauche, avec �i cases dans la i�eme ligne.

Par exemple, voici le diagramme de Young de type (5; 5; 2) :

Un tableau de Young de type � peut être alors regardé comme une insertion des nombres

1; 2; :::; n (chacun apparait une seule fois) dans les cases du diagramme de Young de type �,

de telle sorte que chaque colonne et chaque ligne est croissante.

Si s est une case du diagramme de Young, alors on dé�nit la longueur-équerre de s

comme le nombre de cases qui se trouvent à droite de s sur la même ligne et les cases qui

sont en dessous de s sur la même colonne, en comptant s une seule fois.

Dans le diagramme suivant, on a inséré dans chaque case du diagramme de Young de

type (5; 5; 2) sa longueur-équerre.

7 6 4 3 2

6 5 3 2 1

2 1
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Le produit de l�équerre H� d�une partition � c�est le produit de toutes les longueurs-

équerres du diagramme de Young.

Par exemple, à partir du diagramme précédent on a:

H5;5;2 = 7:6:4:3:2:6:5:3:2:1:2:1 = 362880.

La formule de Frame-Robinson-Thrall stipule ceci (voir Frame, Robinson et Thrall [9]):

Théorème 3.2.1 Le nombre de tableaux de Young Standard f� de type � est égal à

f� =
n!

H�
; (75)

où � est une partition en entier de n.

Par exemple,

f 5;5;2 =
12!

362880
= 1320:

Il est remarquable qu�une simple formule de f� existe mais aucune preuve combinatoire

simple n�est encore connue.

Les nombres de Catalan multidimensionnels et les tableaux de Young

Considérons un cas particulier des tableaux de Young standards: les tableaux de Young à

m lignes et n colonnes; les rectangles.

Théorème 3.2.2 Le nombre de tableaux de Young standards à m lignes et n colonnes (donc

de type � = (n; n; :::; n| {z }
m fois

)) est égal à Cmn =
0!1!2!:::(n� 1)!(mn)!

m!(m+ 1)!:::(m+ n� 1)! :

Preuve. Soit le diagramme de Young à m lignes et n colonnes. Ces longueurs-équerres

sont de la forme :

m+ n� 1 m+ n� 2 m+ n� 3 ::: m

m+ n� 2 m+ n� 3 m+ n� 4 ::: m� 1

m+ n� 3 m+ n� 4 m+ n� 5 ::: m� 2

::: ::: :::
. . . :::

n n� 1 n� 2 ::: 1
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Hm�n =
(m!)

0!

(m+ 1)!

1!

(m+ 2)!

2!
:::
(m+ n� 1)!
(n� 1)! =

m!(m+ 1)!:::(m+ n� 1)!
0!1!2!:::(n� 1)! :

fm�n =
(mn)!

Hm�n
=

0!1!2!:::(n� 1)!(mn)!
m!(m+ 1)!:::(m+ n� 1)! = C

m
n .

Une façon combinatoire d�établir la symétrie des nombres de Catalan multidimensionnels,

c�est à dire que Cmn = Cnm pour m;n � 0, c�est de remarquer qu�il su¢ t de considérer le

transposé d�un tableau de Young standards à m ligne et n colonnes pour obtenir un tableau

de Young standard à n lignes et m colonnes.

Les tableaux de Young standards à deux colonnes et le triangle de Catalan

Dans ce qui suit, nous allons déterminer le triangle de Catalan à partir des tableaux de

Young standards à deux colonnes.

Théorème 3.2.3 Le triangle de Catalan est parfaitement déterminé par les tableaux de

Young standards à deux colonnes.

Preuve. Le problème c�est de chercher combien y a t-il de tableaux de Young standards

à 2 colonnes et n lignes.

Pour cela, il su¢ t de chercher quelles sont toutes les possibilités de remplir juste la

première colonne, car la deuxième est déterminée on ordonnant le reste des nombres de

façon croissante.

Dans chaque case de la première colonne, il est facile de déterminer quels sont les nombres

qui peuvent y être. On obtient un triangle des possibilités, tel que chaque ligne correspond

aux possibilités de la case correspondante de la première colonne du diagramme de Young.

Prenons pour exemple n = 5 :

1

2 3

3 4 5

4 5 6 7

5 6 7 8 9

(76)
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3.2. Les nombres de Catalan multidimensionnels

Ainsi par exemple, dans la 3�eme case de la première colonne, les possibilités sont 3, 4 et

5.

Le problème revient donc à choisir de chaque ligne du triangle précédent un seul nombre,

de telle sorte à ce que la suite obtenue soit strictement croissante.

Ainsi, le problème revient à choisir un chemin de la première ligne à la dernière ligne du

triangle en descendant soit verticalement ou à droite.

Voici un chemin possible:

Ce qui correspond au tableau de Young suivant:

1 3

2 4

5 7

6 9

8 10

On peut, de façon récurrente, déterminer tous les chemins possibles.

Considérons le triangle (76), dans chaque case, on met le nombre de chemins possibles

qui aboutissent à cette case, on obtient le triangle de Catalan:

1

1 1

1 2 2

1 3 5 5

1 4 9 14 14
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Les mots de Dyck généralisés

Une autre interprétation des nombres de Catalan multidimensionnels en termes de langage

c�est la classe des mots de Dyck généralisés.

Dé�nition 3.2.4 Un mot de Dyck m-aire est une séquence de lettres prises à partir d�un

alphabet m-aire A = fX1; X2; :::; Xmg, et qui véri�e les deux conditions suivantes:
1) chaque lettre apparait le même nombre de fois n, qui est la taille du mot, et

2) aucun pré�xe (un mot obtenu en supprimant les dernières lettres à partir d�un rang

quelconque) ne contient plus de Xj que de Xi, avec j > i.

Proposition 3.2.4 Le nombre de mots de Dyck m-aires de taille n est égal à Cmn .

Preuve. Il su¢ t de faire une correspondance avec un cas particulier du problème de

ballotage, où on considère m candidats, chaque candidat obtient n voix à la �n du scrutin.

Il y a donc une bijection entre les mots de Dyck m-aire de taille n et les suites de

ballotage de taille � = (n; n; :::; n| {z }
m fois

).

Les chemins monotones de Dyck multidimensionnels

Dé�nition 3.2.5 On considère le plan discret de dimension m, Zm: On appelle un chemin

monotone de Dyck de taille n et de dimension m dans Zm, un chemin de (0; :::; 0) à (n; :::n),

dont les pas sont pris de S={(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,...,1)} et qui reste con�nés à la

partie du plan x1 � x2 � ::: � xm � 0.

Proposition 3.2.5 Le nombre de chemins de Dyck de taille n et de dimension m est égal

à Cmn .
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Chapitre 4

Convolution de Gould-Vandermonde

et nombres de Catalan généralisés

4.1 Convolution de Gould-Vandermonde

Une des identités combinatoires les plus élégantes est la convolution de Vandermonde:
nX
i=0

�
�1
i

��
�2
n� i

�
=

�
�1 + �2
n

�
; (77)

où �1, �2 et n entiers. Cette identité doit son nom au fait qu�Alexandre Vandermonde(1) a

écrit, à la �n du dix-huitième siècle, un important article la concernant. Il s�avère toutefois

qu�un chinois, Chu Shih-Chieh(2), la connaissait bien avant, en 1303.
(1)Alexandre-Théophile Vandermonde (parfois appelé Alexis-Théophile), né à Paris le 28 février 1735

et mort à Paris le 1er janvier 1796, est un mathématicien français. Il fut aussi économiste, musicien et

chimiste, travaillant notamment avec Étienne Bézout et Antoine Lavoisier. Son nom est maintenant surtout

associé à un déterminant. Il commence à faire des mathématiques en 1770. Son Mémoire sur la résolution

des équations (1771), qui pré�gure la théorie de Galois, porte sur les fonctions symétriques et la solution

des polynômes cyclotomiques. Dans les Remarques sur des problèmes de situation (1771), il étudie le

problème du cavalier. Son Mémoire sur des irrationnelles de di¤érents ordres avec une application au cercle

(1772) porte sur la combinatoire, et son Mémoire sur l�élimination (1772) sur les fondations de la théorie

des déterminants. Ces communications, présentées à l�Académie des sciences, constituent toute son �uvre

mathématique.
(2)Chu Shih-Chieh, 1280-1303, est un mathématicien chinois. Il a contribué à l�étude des séries arith-

métiques et géométrique ainsi qu�aux di¤érences �nies. Ses deux ouvrages mathématiques, Introduction to

Mathematical Studies et Precious Mirror of the Four Elements, n�ont été découverts qu�au 19ème siècle.
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4.1. Convolution de Gould-Vandermonde

On peut démontrer cette convolution avec une jolie interprétation combinatoire. Dans

le membre droit de l�identité (77) ,
�
�1 + �2
n

�
représente le nombre de façons de choisir n

personnes parmi �1 hommes et �2 femmes. Le membre gauche compte le nombre de façons

de choisir i hommes parmi �1 hommes et n � i femmes parmi �2 femmes, pour tout i,
0 � i � n.
Gould, dans [18], a remarqué que l�identité (77) n�est qu�un cas particulier de l�identité

générale suivante pour k = 0:

Proposition 4.1.1 Pour �1, �2, k, n 2 N on a :

�1 + �2
kn+ �1 + �2

�
kn+ �1 + �2

n

�
=

nX
i=0

�1
ki+ �1

�
ki+ �1
i

�
�2

k(n� i) + �2

�
k(n� i) + �2

n� i

�
:

(78)

Une identité qui s�appelle dès lors identité de Gould-Vandermonde. En posant

C(n; k; �) =
�

kn+ �

�
kn+ �

n

�
, (79)

on peut réécrire l�identité (78) comme suit

C(n; k; �1 + �2) =
nX
i=0

C(i; k; �1)C(n� i; k; �2): (80)

Preuve. Pour prouver (78) , on démontre d�abord certains résultats préliminaires.

La di¤érence �f d�une fonction f au point x est

�f(x) = f(x+ 1)� f(x):

Si on aplique à nouveau l�opérateur � on obtient la di¤érence seconde

�2f(x) = �f(x+ 1)��f(x) = (f(x+ 2)� f(x+ 1))� (f(x+ 1)� f(x))

= f(x+ 2)� 2f(x+ 1) + f(x);

analogue à la dérivée seconde. De manière similaire, on a

�3f(x) = f(x+ 3)� 3f(x+ 2) + 3f(x+ 1)� f(x);

�4f(x) = f(x+ 4)� 4f(x+ 3) + 6f(x+ 2)� 4f(x+ 1) + f(x);
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4.1. Convolution de Gould-Vandermonde

et ainsi de suite. Ces expressions font apparaître des coe¢ cients binomiaux à signes

alternés.

Voici la formule générale pour la nième di¤érence :

�nf(x) =
nX
i=0

(�1)n�i
�
n

i

�
f(x+ i); n � 0 entier.

Si f(x) est un polynôme de degré d, la di¤érence �f(x) est un polynôme de degré d� 1.
Par conséquent, �df(x) est une constante et �nf(x) = 0 pour tout n > d. C�est un résultat

extrèmement important qui permet de simpli�er beaucoup de formules.

En prenant la n�eme di¤érence du polynôme

f(x) =

�
kx

n

�
�

kx
;

de degré � n� 1, et en prenant comme cas particulier x = �
k

nX
i=0

(�1)i
�
n

i

��
ki+ �

n

�
�

ki+ �
(81)

= (�1)nC(n; k; �) +
n�1X
i=0

(�1)i
�
n

i

��
ki+ �

n

�
�

ki+ �
= 0, n � 0: (82)

D�où

C(i; k; �) =
i�1X
j=0

(�1)j+i+1
�
i

j

��
kj + �

n

�
�

kj + �
; i � 1: (83)

Nous avons donc ceci
1X
i=0

C(i; k; �)zi = 1 +
1X
i=1

C(i; k; �)zi

= 1 +

1X
i=1

zi
i�1X
j=0

(�1)j+i+1
�
i

j

��
kj + �

n

�
�

kj + �

= 1 +

1X
j=0

(�1)j �

kj + �

1X
i=j

(�1)i
�
i+ 1

j

��
kj + �

i+ 1

�
zi+1

= 1 +
1X
j=0

(�1)j
�
kj + �

j

�
�

kj + �
zj

1X
i=1

(�1)i
�
kj � j + �
i+ 1� j

�
zi+1

1�
1X
j=0

�
kj + �

j

�
�

kj + �
zj

1X
i=1

(�1)i
�
kj � j + �

i

�
zi

= 1�
1X
j=0

C(j; k; �)zj
1X
i=0

(�1)i
�
kj � j + �

i

�
zi +

1X
j=0

C(j; k; �)zj:
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4.1. Convolution de Gould-Vandermonde

On obtient ainsi

1X
j=0

C(j; k; �)zj
1X
i=0

(�1)i
�
kj � j + �

i

�
zi = 1;

ce qui donne
1X
j=0

C(j; k; �)zj(1� z)kj�j+� = 1:

En prenant

z =
x� 1
xk

;

on obtient
1X
j=0

C(j; k; �)zj = x�: (84)

Et par un argument de di¤érence �nie, on a

nX
j=0

(�1)j
�
n

j

��
kj + �

n

�
= (�1)nkn; n � 0: (85)

Et à partir de cette identité on trouve

(�1)n
�
kn+ �

n

�
= (�1)nkn �

n�1X
j=0

(�1)j
�
n

j

��
kj + �

n

�
; n � 1.

D�où

1X
n=0

(�1)n
�
kn+ �

n

�
zn = 1 +

1X
n=1

(�1)n
�
kn+ �

n

�
zn

= 1 +

1X
n=1

(�kz)n �
1X
n=1

zn
n�1X
j=0

(�1)j
�
n

j

��
kj + �

n

�

=
1

kz + 1
�

1X
j=0

(�1)j
1X
n=j

�
n+ 1

k

��
kj + �

n+ 1

�
zn+1

=
1

kz + 1
�

1X
j=0

(�1)j
�
kj + �

j

� 1X
n=j

�
kj � j + �
n+ 1� j

�
zn+1

=
1

kz + 1
�

1X
j=0

(�1)j
�
kj + �

j

� 1X
n=0

�
kj � j + �

n

�
zn+j � zj

!

=
1

kz + 1
�

1X
j=0

(�1)j
�
kj + �

j

�
zj(z + 1)kj�j+� +

1X
j=0

(�1)n
�
kj + �

j

�
zn:
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4.1. Convolution de Gould-Vandermonde

Donc nous avons

1X
j=0

(�1)n
�
kj + �

j

�
zj(1 + z)kj�j+� =

1

kz + 1
;

et que nous pouvons réécrire de la forme�
kj + �

j

�
zj =

x�+1

(1� k)x+ k ; (86)

où

z =
x� 1
xk

:

A partir de (84) on a

x�1 :x�2 = x�1+�2 =

1X
j=0

C(j; k; �1 + �2)z
j

=

 1X
m=0

C(m; k; �1)

! 1X
l=0

C(l; k; �2)

!

=
1X
j=0

zj
jX
i=0

C(i; k; �1)C(j � i; k; �2):

D�où

C(n; k; �1 + �2) =
nX
i=0

C(i; k; �1)C(n� i; k; �2):

Nous donnons une autre preuve, proposée par M. Mihoubi, basée sur les suites binomiales

:

Preuve. Soit (fn(x))n2N une suite binomiale ( fn(x) un polynôme de degré n, f0(x) = 1,

et véri�e fn(x+ y) =
Pn

k=0

�
n
k

�
fk(x)fn�k(y):)

La suite

hn(x) =
x

an+ x
fn(an+ x)

est binomiale (voir M. Mihoubi, thèse).

Il est facile de véri�er que la suite

gn(x) = n!

�
x

n

�
est binomiale (Convolution de Vandermonde).
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Alors, la suite

hn(x) = n!

�
an+ x

n

�
x

an+ x

est aussi binomiale. D�où

�1 + �2
kn+ �1 + �2

�
kn+ �1 + �2

n

�
=

nX
i=0

�1
ki+ �1

�
ki+ �1
i

�
�2

k(n� i) + �2

�
k(n� i) + �2

n� i

�
Pour �1, �2, k, n 2 N.

4.2 Preuve combinatoire et généralisation de la con-

volution de Gould-Vandermonde

Revenons au nombre

C(n; k; �) =
�

kn+ �

�
kn+ �

n

�
:

Il est clair que C(n; k; �) est une généralisation du nombre k-Catalan

C(n; k) = C(n; k; 1):

Tout comme les nombres k-Catalan, les C(n; k; �) ont une interprétation combinatoire

en termes d�arbres plans.

Théorème 4.2.1 (Stanley [19]) Le nombre de forêts composées de � arbres k-aires ordon-

nés avec n sommets internes est égal à

C(n; k; �) :=
�

kn+ �

�
kn+ �

n

�
:

On peut démontrer la convolution (80) avec un simple argument combinatoire.

Pour �1, �2, k, n 2 N; le nombres de forêts ordonnées de �1 + �2 arbres k-aires avec au
total n sommets internes est égal à C(n; k; �1+�2). Mais chaque forêt de ce type est en fait

une concaténation de deux forêts, une a �1 arbres k-aires et n1 sommets internes, et l�autre

a �2 arbres k-aires et n2 sommets internes, tel que n1 + n2 = n: Il en découle directement

que

C(n; k; �1 + �2) =
X

n1+n2=n

C(n1; k; �1)C(n2; k; �2): (87)

D�où la convolution de Gould-Vandermonde (80) .

Avec le même argument combinatoire, on généralise la convolution (80) comme suit:
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Corollaire 4.2.1 Pour �1, �2, ...,�r; k, n 2 N on a

C(n; k; �1 + �2 + :::+ �r) =
X

n1+n2+:::+nr=n

C(n1; k; �1)C(n2; k; �2):::C(nr; k; �r): (88)

Une identité impliquant les arbres k-aires et un certain type de forêts ordonnées

d�arbres k-aires

Théorème 4.2.2 Le nombre d�arbres k-aires à n+1 sommets internes est égal au nombre

de forêts ordonnées de k arbres k-aires avec un total de n sommets internes. i.e.,

C(n+ 1; k) = C(n; k; k):

Preuve. La preuve est immédiate en utilisant l�identité (70) et en prenant dans l�identité

(88) �i = 1 pour 1 � i � r.

4.2.1 Généralisation multinomiale des nombres de Catalan

Avant de donner la généralisation multinomiale des nombres de Catalan, nous donnons

quelques préliminaires (voir Stanely [19]).

Dé�nition 4.2.1 On dit qu�une forêt � est de type r = (r0; :::; rm) 2 Nm+1 si elle a ri
sommets qui ont i succésseurs.

Pour énumérer ce type de forêts, il convient de travailler sur les mots dans un monoïde

libre qu�on va dé�nir ci-après.

monoïde libre

Dé�nition 4.2.2 Soit A un ensemble �ni qu�on appellera alphabet. Un mot de cet alphabet
est une séquence �nie d�éléments a1a2:::an de A. On note par � le mot vide. L�ensemble de
tout les mots dans l�alphabet A est noté par A�.
On dé�nit le produit de deux mots u = a1:::an et v = b1:::bm comme la concaténation de

u et v;

uv = u = a1:::anb1:::bm.

En particulier, �u = u� = u pour tout u de A�.
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L�ensemble A� muni du produit est appelé monoïde libre sur l�alphabet A.
Si u = a1:::an 2 A� avec ai 2 A, alors la longueur de u c�est l(u) = n: En particulier,

l(�) = 0: On note par A�n le sous-monoïde de A� dont les mots sont de longueur n.

Dé�nition 4.2.3 Soit B un sous ensemble de A�: Le sous-monoïde B� engendré par B est
l�ensemble de tout les mots u1:::un où ui 2 B.
On dit que B� est librement engendré par B si chaque mot u 2 B� peut être écrit de façon

unique comme u = u1:::un où ui 2 B.
Si B� est librement engendré par B, alors on dit que B� est "très pur" si la condition

suivante est satisfaite:

Si u = u1:::un 2 B�, avec ui 2 A, alors nous avons une unique séquence

0 < n1 < n2 < ::: < n� < n;

telle que

u1u2:::un1 2 B, un1+1un1+2:::un2 2 B, ..., un�+1un�+2:::un 2 B.

Si B� est très pur, alors on appelle conjugué de u = u1:::un 2 B�n, avec ui 2 A, tout mot
ui:::unu1:::ui�1 2 A�n:

Remarque 4.2.1 Il y a autant de conjugués d�un mot u = u1:::un 2 B�n que de permutations
cycliques de u.

monoïde libre associé aux forêts de degré maximum m

Considérons un alphabet A =fx0; x1; :::; xmg: On dé�nit le poids d�une lettre xi par la fonc-
tion suivante

�(xi) = i� 1.

On étend � à A� comme suit

�(w1w2:::wj) = �(w1) + �(w2) + :::+ �(wj);

où wi 2 A pour tout i.

On dé�nit l�ensemble B 2 A� par

B =fw 2 A� : �(w) = �1; et si w = uv où v 6= �, alors �(u) � 0g:
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Lemme 4.2.1 (Stanley [19]) Le monoïde B� engendré par B est très pur.

Lemme 4.2.2 (Stanley [19]) Un mot w 2 A� est un conjugué d�un mot de B� si et seule-
ment si �(w) < 0.

Maintenant, on associe à une chaque forêt � de type r = (r0; r1; :::; rm) 2 Nm+1, à �
arbres et n sommets, un mot w(�) de A� de longueur n et �(w(�)) = ��. Pour faire ainsi,
on dé�nit sur la forêt � un certain ordre ord(�) de ses sommets comme suit :

(a) Si � a � � 2 arbres ordonnés �1; �2;...; ��, alors

ord(�) = ord(�1); ord(�2); :::; ord(��) (concaténation de mots).

(b) Si � a un seul arbre et �1; �2;...; �j les sous arbre de sa racine �, alors

ord(�) = �; ord(�1); ord(�2); :::; ord(�j) (concaténation de mots).

Si � est une forêt et ord(�) = (v1; :::; vn); alors on dé�nit le mot w(�) 2 A� par

w(�) = x�1x�2 :::x�n ;

où �i est le nombre de successeurs de vi.

Lemme 4.2.3 Il y a une bijection entre l�ensemble des forêts d�arbres ordonnés et B�.

On peut maintenant donner le résultat suivant:

Théorème 4.2.3 (Stanley [19]) Soient r = (r0; :::; rm) 2 Nm+1, avec
Pm

i=0 ri = n etPm
i=0(1� i)ri = � > 0: Alors le nombre P (r) de forêts à k arbres ordonnés avec n sommets

(sommets internes et feuilles) tels qu�il y a ri sommets qui ont i successeurs est donnée par

P (r) =
�

n

�
n

r0; :::; rm

�
:

Preuve. Par le Lemme 4.2.3 , P (r) est égal au nombre de mots dans B� avec ri fois
xi pour chaque i. On note l�ensemble de ces mot par B�r . On dé�nit A�r comme l�ensemble
des mots dans A� qui ont ri fois le terme xi. On dé�nit l�application 	 : B�r � f1; :::; ng !
A�r � f1; :::; �g comme suit
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soit w = w1w2:::wn = u1u2:::u� 2 B�r , où wi 2 A et ui 2 B. Pour i 2 f1; :::; ng, wi est
une lettre de uj.

Prenons alors

	(w; i) = (wiwi+1:::wi�1; j).

Par le Lemme 4.2.1 	 est injective, et par le Lemme 4.2.2 (et le fait que �(w) = �� si
w 2 B�) 	 est surjective. D�où

nP (r) = �card(A�r).

Et comme

card(A�r) =
�

n

r0; :::; rm

�
;

on a

P (r) =
�

n

�
n

r0; :::; rm

�
:

Voici une autre généralisation des nombres de Catalan:

Dé�nition 4.2.4 Soient n = (n1; :::; nt) 2 Nt; � =(�1; :::; �t) � 0; �i 6= �j pour i 6= j;

� 2 N. On dé�nit les nombres de Catalan multinomiaux comme suit:

Q(n; �;�) =
�

h�;ni+ �

�
h�;ni+ �

n, h� � 1;ni+ �

�
. (89)

Théorème 4.2.4 Q(n; �;�) est le nombre de forêts à � arbres ordonnés composée de
Pt

i=1 ni

sommets internes repartis en ni sommets internes �i-aires, pour 1 � i � t.

Preuve. Il su¢ t de montrer que dans une forêt à � arbres ordonnés composée de
Pt

i=1 ni

sommets internes repartis en ni sommets internes �i-aires pour 1 � i � t, le nombre total
des sommets (sommets internes + feuilles) est égal à n = h�;ni + �. Considérons un

arbre j de cette forêts. Supposons qu�il a
Pt

i=1 n
j
i sommets internes repartis en n

j
i sommets

internes �i-aires, pour 1 � i � t. On peut déconnecter l�arbre j en
Pt

i=1 n
j
i sous arbres dont

les racines sont les sommets internes de l�arbre j. Le nombre total des sommets dans cet

ensemble d�arbres est égal à
Pt

i=1(�i + 1)n
j
i : On peut déduire alors que dans l�arbre initial

j il y a (
Pt

i=1(�i + 1)n
j
i ) � (

Pt
i=1 n

j
i ) + 1 =



�;nj

�
+ 1 sommets où nj = (nj1; :::; n

j
t). Et

comme il y a � arbres dans la forêts, alors le nombre total des sommets dans la forêt est

égal à h�;ni+ �. Par le Théorème 4.2.3 on obtient le résultat voulu.
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4.2. Preuve combinatoire et généralisation de la convolution de Gould-Vandermonde

Généralisation multinomiale de la convolution de Gould-Vandermonde

Théorème 4.2.5 Soient �1; �2; :::; �r 2 C, � =
Pr

i=1 �i, �1; �2; :::; �t 2 C. Posons � =(�1; �2; :::; �t),
ni = (ni1; :::; nit), i = 1; ::; r: On se donne n = (n�1; :::; n�t): On pose aussi eni = h� � 1;nii+
�i et en =Pr

i=1 eni. On a alorsX
nij=Pr

i=1 nij=n�j

rY
i=1

�i
h�;nii+ �i

�
h�;nii+ �i
ni , eni

�
=

�

h�;ni+ �

�
h�;ni+ �
n , en

�
. (90)

Il est clair que, d�après la Dé�nition 4.2.4 , on peut réécrire la formule (90) comme suit :

Q(n; �;�) =
X
nij=Pr

i=1 nij=n�j

rY
i=1

Q(ni; �;�i): (91)

Preuve. Comme les deux membres de l�identité (90) sont des polynômes en �1; �2; :::; �r

et �1; �2; :::; �t, alors il su¢ t la prouver pour �1; �2; :::; �r 2 N et �1; �2; :::; �t 2 N: Soit une
forêt à � arbres ordonnés composée de n sommets internes repartis en n�1 sommets �1-

aires, n�2 sommets �2-aires, ..., n�t sommets �t-aires. Le nombre de telles forêts est égal à

Q(n; �;�): Le coté droit de l�identité (91) compte le nombre de façons de sectionner cette

forêt en r forêts composées de �1 arbres ordonnés, �2 arbres ordonnés,..., �r arbres ordonnés

respectivement, de sorte que l�on somme sur toutes les possibilités d�avoir dans la forêt i, ni1

sommets �1-aires, ni2 sommets �2-aires, nit sommets �t-aires pour tous i = 1; ::; r. Ainsi,Pr
i=1 ni1 = n�1,

Pr
i=1 ni2 = n�2; ...,

Pr
i=1 nit = n�t. D�où le Théorème.
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Conclusion

Tout au long de ce mémoire, nous avons fait une étude combinatoire des nombres de Catalan.

Dans le premier chapitre nous avons donné les principales propriétés des nombres de

Catalan. Nous avons d�abord énuméré quelques expressions classiques qui les font intervenir.

Puis, nous avons présenté quelques propriétés arithmétiques, leur relation avec le triangle

de Pascal, ainsi qu�une propriété intéressante relative à la matrice de Hankel.

Dans le deuxième chapitre, nous avons mis en relief des objets combinatoires qui sont

en connexions avec les nombres de Catalan. Nous avons vu que le nombre de triangulations

d�un (n+ 2)-gone, que le nombre de parenthésages binaires de n+ 1 lettres, que le nombre

des chemins de Dyck et le nombre des chemins de Dyck monotones de longueur n est égal au

n�eme nombre de Catalan: A la �n du chapitre, nous avons montré qu�il y a un isomorphisme

combinatoire entre les arbres plans à n+ 1 sommets, les arbres binaires à n sommets et les

binaires complets à n sommets internes, et que leur nombre est égal à Cn.

Au troisième chapitre, nous avons présenté deux généralisations de ces nombres: Les

nombres k-Catalan, notés C(n; k); avec interprétations combinatoires, puis les nombres de

Catalan multidimensionnels Ckn qui se lisent dans les tableaux de Young. Nous avons proposé

une bijection combinatoire entre les tableaux de Young à deux colonnes et le triangle de

Catalan. Il est à prévoir qu�il est possible de généraliser cette bijection combinatoire aux

tableaux de Young à plus de deux colonnes.

Au dernier chapitre, nous avons étudié le nombre C(n; k; �) =
�

kn+ �

�
kn+ �

n

�
; où �,

k, n 2 N, c�est une autre généralisation des nombres k-Catalan. Nous avons présenté la
convolution de Gould-Vandermonde qui stipule

C(n; k; �1 + �2) =

nX
i=0

C(i; k; �1)C(n� i; k; �2):
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4.2. Preuve combinatoire et généralisation de la convolution de Gould-Vandermonde

Nous avons proposé une preuve combinatoire de ce résultat. En�n, nous avons énoncé

et prouvé le résultat suivant

Q(n; �;�) =
X
nij=Pr

i=1 nij=n�j

rY
i=1

Q(ni; �;�i):

où

Q(n; �;�) =
�

h�;ni+ �

�
h�;ni+ �

n, h� � 1;ni+ �

�
pour n = (n1; :::; nt) 2 Nt; � =(�1; :::; �t) � 0; �i 6= �j pour i 6= j; � 2 N:
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