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Introduction

Dans cette thése de magister sur les "Courbes Modulaires et formes Modulaires" il y a 4
chapitres

Dans le chapitre I nous avons commencé par la théorie algébrique et arithmétique des
Courbes Elliptiques. Nous avons utilisé la théorie du résultant de 2 polyndmes pour classifier les

Courbes Elliptiques avec leurs discriminant A(A4) et leurs invariants modulaires c4(A4).

Dans le chapitre II, nous avons étudié la structure de groupe abélien 4(K). Selon Mordell —
Weil ce groupe est de type fini; dans une partie de la preuve de ce théoréme, il figure les

hauteurs sur un groupe abélien et la descente infinie.

Dans le chapitre III, nous avons décrit la structure du groupe modulaire SL(2,Z) et ses sous

groupes de congruence /g ( V), I'; ( N), I" (N), de niveau N.

En nous inspirons d'ouvrages d'Apostol [1], de Shimura [16], de Silverman [17], nous avons

étudié les formes modulaires.

Dans le 4°™ et dernier chapitre. Selon Silverman [17], il existe pour tout entier /> [ une

courbe projective lisse Xo(NV) /@ et un isomorphisme analytique complexe d'espace quotient:
JiIH/To(N) — Xo(N) (C);

Et a chaque nombre z de 'espace /H o o( ), on fait correspondre une classe de Courbes

Elliptiques ayant un point d'ordre V.

Nous avons suivie la méthode de Ligozat pour obtenir les 12 Courbes Modulaires Elliptiques.

Les autres qui sont de genre g(NV) = 0 et g(NV) > 2 ne sont pas Elliptiques; leurs jacobiennes

Jo(N) sont des produits de Courbes Elliptiques.



CHAPITRE I - Arithmétique des Courbes Elliptiques

1. Introduction :

Une Courbe Modulaire Xy(/NV) de niveau N différe d’une courbe algébrique par plusieurs
¢léments, dont les formules de leurs genres.
Les courbes algébriques affines sont classifiées par leur genre. Le genre d’une courbe

algébrique C de degré n, admettant s points singuliers est ¢gal a I’entier non négatif :

g(C) _ (n - ])(n - 2)

2

Cette formule n’est pas valable pour les Courbes Modulaires.

Le genre d’une courbe modulaire Xj(AN) est déterminé par la formule de Hurwitz.

La classe des Courbes Modulaires de genre un est isomorphe a une classe de Courbes

Elliptiques.

C’est pourquoi nous commengons par I’étude de I’ Arithmétique des Courbes Elliptiques.

2. Equations de Weierstrass d’une Courbe Elliptique :

Une Courbe Elliptique a une structure de variété abélienne de dimension un. Elle est

déterminée par une équation particuliére : I’équation de Weierstrass.

Définition 1
Une Courbe Elliptique a une structure de variété abélienne de dimension un. Elle est
déterminée par une équation particuliére : I’équation de Weierstrass.
A : y2+a1xy+a3y=x3+a2x2+a4x+a66K[x,y]; (1)
dans le plan affine IA*(K) et :
A : y2 taixyz+aszy Z=x+ a2x2 tayx 24+ as 7 eK/[x,y,z/ ; (1-1)

dans le plan projectif IP *(K).

Les 5 coefficients a;, a,, as, a4, as sont des éléments d’un corps commutatif K global ou

local ou fini.

Les 2 variables x et y sont racines de 1’équation algébrique (1), donc ce sont des ¢léments

d’une cloture algébrique K, de K.



Les propriétés d’une Courbe Elliptique dépendent de son corps de base K :

Lorsque K est un corps de nombres algébriques nous étudions la Courbe Elliptique au
moyen de la Théorie des Nombres (entiers algébriques, discriminants, idéaux, équations

diophantiennes, nombres premiers, fonctions arithmétiques, valuations....).

Lorsque K est le corps de nombres complexes, nous étudions la Courbe Elliptique au moyen
de I’Analyse Complexe (réseaux, tores complexes, fonctions elliptiques, formes modulaires,

groupe modulaire ...) et la Géométrie Algébrique (diviseurs, variétés, schémas ...).

Lorsque K est un corps fini /F, a g = p " éléments, p premier, nous étudions la Courbe

Elliptique au moyen de la Théorie des Corps Finis.

3. Transformations linéaires de ’équation de Weierstrass :

L’objet d’une transformation est d’éliminer certains mondmes.

Nous ¢liminons les monomes en x y et en y avec le changement linéaire de variables :

Y—aX-
(x,y)—> (X,%j , pour carac (K) # 2. @)

Nous obtenons 1’équation de Weierstrass :
A Y7 =4X3 +b, X +2by X+by ; (2-1)

Les coefficients b,; sont des polyndmes « homogenes » de degré 2i de 1’anneau

Z[a1,612,613,a4,616]

b,

al2 +4a,;
by = 2a4+a;a;; (2-2)
bg = 4616 +a32 5

Nous éliminons le coefficient 4 et le mondme en x” avec la transformation

linéaire :

Ao 9225 ?

Nous obtenons I’équation de Weierstrass :

Ay Y =x7-27c,x-54cs ; (3-1



Les 2 coefficients ¢, sont des polyndmes « homogeénes » de degré 2i de 1’anncau

Z[b3,by,bs]
Cy = b22 —24 b4,'
Cc6 = — b; + 36 b, by —216 bg; (3-2)

Il existe d’autres modeles d’équations de Weierstrass :

1) Modéle de Legendre :
A; - y? =x(x—1)(x—d) ; pour d #0,1. 4)

2) Modeéle de Cassels : avec les trois coefficients nuls a;=a,=a3;=0.

A, -y’ =X+ Ax+ B e Z[x,y] et 44°+27B°#0 ; (4-1)

3) Modeéle de Tate :

A; - y? +xy=x"+ax+be Clx,y]; (4-2)
les coefficients a et b admettent des développements en séries :

a= —52n3q”(1—q”)_1;

nx1

_ _ 1 n 5 3 _ ¥ _
b= ]2261 (7n + 5n )(] q) ; (4-3)

nx1

Avec g=exp(2inz) et z dans le demi-plan supérieur /H = {zeC, Imz > 0}.

4) Modéle de Deuring :

A .'y2 +axy+y =x° ; Avec a non cube.

4. Invariants d’une Courbe Elliptique :

Les coefficients by; et ¢,; permettent de définir plusieurs invariants
arithmétiques, algébriques, géométriques, différentiels : le discriminant,
I’invariant modulaire, 1’invariant différentiel, 1’invariant de Hasse, le conducteur,

le régulateur, le rang, la série L de Dirichlet, la fonction Zéta ...



Définition 2 :
a)Le discriminant d’une Courbe Elliptique A est le polynéome « homogéne » de
degré 12 de ’anneau Z[b3,b,,be,bs] égal a :

A(A)=9b; by bs—8 b —27 b5’ — by by ; (5)
lorsque la caractéristique de K est différente de 2 et 3.
Ou on a posé:

4dbs = by bs—bj; (5-1)

b) L’invariant modulaire d’une Courbe Elliptique A est I’élément du corps K
égal a :

ci

j(4) = A4 (5-2)

¢) L’invariant différentiel d’une Courbe Elliptique A est I’élément différentiel

o(4) = e - “dy ; (5-3)
2y +a,x+a; 3x?+2a,x+a,—a,y

Les dénominateurs sont les dérivées partielles dans 1’équation différentielle :
dF = Fdx+F,dy=0; (5-4)

ol F(x,y) =y’ +a;xy+azy-x -a:x’ - a; x - as = 0 est 'équation de Weierstrass de la Courbe

Elliptique 4.

5. Classification des cubiques planes avec le discriminant A(A) et
U’invariant c,(A) :
D’aprés la théorie des singularités d’une courbe algébrique, une cubique

plane admet 0 ou 1 point singulier.

Le point singulier est soit un nceud soit un point de rebroussement.

Un point de

Un nceud 9 rebroussement




La cubique 4 admet 2 tangentes distinctes au nceud

Elle admet 2 tangentes confondues au point de rebroussement.

L’équation projective d’une cubique A dans le plan projectif /P*(K) est :
f(x,y,z) =y’z+a,xyz+a,yz’ —x' —a,x’z—a,xz" —a,z’> = 0; (6)
Le point 04 = (0,1,0) joue un rdle important dans 1’étude de la cubique. Ce point 04 est donc un

représentant de la classe des demi-droites paralleles a 1’axe Oy.

Dans le plan affine /4 %K), ce point 04 = (20,00) est le point & ’infini de la cubique A.

Proposition 1

Le point a Uinfini 04 d’une cubique A est un point non singulier de la cubique.

Preuve :
Prenons 1’équation projective f{x,y,z)=0, formule (6).
Au point 04 = (0,1,0), 1a fonction f prend la valeur :
f(0,1,0)=0;
Cela implique que le point 04 est sur la cubique A.

Pour savoir si ce point 04 est singulier, calculons les dérivées partielles de /'

ﬁc,: a1y2—3x2—2a2xz;
]}’22)}2 ‘a;xzvazz’;

=y taxy+asyz—a:x’ 2a;xz-3 a5z ;

Au point a I’infini 04 = (0,1,0), la dérivée f. prend la valeur :
£ (0,1,00=120;
Il en résulte que le point a I’infini 04 est un point non singulier de la cubique 4

[

5.1 Résultant de deux polynomes :
Pour classifier les cubiques planes il est utile d’utiliser la théorie du résultant de deux
polynomes de I’anneau K[x]. Cette théorie se trouve dans plusieurs ouvrages («Algebrax» de, S.

Lang, par exemple).
Soit deux polyndmes :

10



f(t) =a," +a,t"! +a,t"? + ... + a,.De degré n, ap #0 ;

g(t) =byt" + b,t"! + b, t"? + ... + by.De degré m, by =0 ;
Définition 3

Le résultant de 2 polynomes f et g de I’anneau K[x] est le déterminant d’ordre n+m

a a ) S an 0 . 0
0 ao ai . . . Aan-1 An .
0 . a .. a
bf) b] m 0
. ) bl m—1 bm
O / b b . . ba

avec n lignes de (ap,ay,...a,) et m lignes (by,by,...by) ; les termes manquants sont remplacés

par des zéros.

Dans une cloture algébrique du corps K les deux polynomes f et g se factorisent sous la forme :

f=ap(t- a)... ... ... (t-an);
gOy=bo(t-pL1)... ... ... (t- Bn);

Ou les racines «a et [, sont simples ou multiples.

Ces 2 polynomes f'et g sont liés par un invariant : leur résultant qui est une fonction des zéros de

fetg

Proposition 2
Le résultant des 2 polynomes f(x) et g(x) est une fonction polynomiale homogéne des

Z6r0S, Ay 0y ey def(x) et B, fsseecffnde g(x) :

Res (f,2) = a)'b; H (a,- - B ); (1)

I<i<mI<j<m
Preuve :

Dans «Algebra» de S. Lang.

La formule (1) implique le:
11



Corollaire :
Soit la proposition 2. Alors :
a) le résultant Res(f,g) = 0 si et seulement si les 2 polynomes ont une racine commune
as=pf:, I<s <n, I<t <m.
b) lorsque le polynome f est le produit de 2 polynomes f (x) =f 1(x) f 2(x), le résultant
Res(f,g) prend la valeur

Res(f1f2g)=Res(f1, g Res(f 2 g).

Dans le cas d’un polynome f{(x) et de sa dérivée f (x)le résultant Res (f, /) est déterminé par

la:

Proposition 3 :
Le résultant d’un polynome f de degré n
fH) =ag (- ap... ... ... (t- a), ag=0.

et de sa dérivée f' (1) est égal a :

Res (f,f)=a;" [ f'(ad

1<i<n

Preuve:

Soit un polyndéme f de degré n de I’anneau K[¢]

fOH=ap(t-ap......... (t- on),a9#0; (1-1)
et le polynome dérivé
fO=nay(t-op)......... (t- o) (1-2)

ou les ¢; sont les racines du polynome f'et les o sont les racines de la dérivée f

La proposition 2 implique la valeur du résultant :
Res (f, f' )= a,';_l(nao)n H(ai —0_/.); (1-3)
1<i<n,I<j<m

La formule (1-3) implique le résultant :

Res(f, fy=a;"' T[] f (e

I<i<n

[

Par définition, le discriminant d’un polyndome f'est égal a :

12



dis )= ai"” [Tla -8,) @)

I<i<j<n

Ce discriminant de f'est 1i¢ au résultant par la relation :

Res (f . f)=(=1) 2 apdis (f); @-1)

Exemples :
1) discriminant d’un polyndme f de degré 2
fx)= ax’+bx+c ;
En appliquant la définition 3 et la formule (2-1), nous obtenons :

dis (f) = b’-4ac ; (2-2)

2) discriminant d’un polyndéme f de degré 3
j(x)=a0x3 + a;xZ +axt+a;z;
En appliquant la formule (2) et les fonctions symétriques des racines, nous obtenons

dis(fy=18 apa; aza; + aja; —4ay,a; —4aja; —27aia;; (2-3)

5.2 Relation entre le discriminant d’un polynome f et le discriminant d’une cubique E
d’équation de Weierstrass y2 =f(x):

Soit une Courbe Elliptique £ d’équation de Weierstrass :

E :y'= 4 +bx’ +2bx+bs = fix) € K[x,)] ;
Avec le calcul nous obtenons le discriminant du polynéme f{x):

dis (f)=16( 9bsbsbs— b3 bs - 8b; - 27b7 ), (2-4)
Avec la formule (5) du discriminant A(E) et (2-4) nous obtenons la relation :

dis(f) =16 A(E),

Proposition 4 :
Soit une Courbe Elliptique E d’équation de Weierstrass :
Y'=f(x)=4x"+byx"+2b,x + b
Alors les discriminants dis ( f) du polynome f (x ) et A(E) de la Courbe Elliptique E
sont liés par la relation :

dis( f) =16 A(E).

Application aux polynomes:
13



fi(x) = X0+ ax’ +oax + oag
frx)=x"+4x + B;
f3(x) = (x-e;) (x-e2) (x-e3);

Soient les 3 Courbes Elliptiques d'équations de Weierstrass:

E;: v’ = fi(x); (1)
E;: vy’ = fo(x); (2)
Es: v’ = f3(x); (3)

Avec la proposition 3 nous obtenons les discriminants des 3 polynomes:
dis(f1)=18a2a4a6 +aja; —4a, —4asa, —27a; .
dis(f,)=—-(44° +278).
. 2 2 2
dis(f3)=(e;—e,) (e, —e5) (e —e;) .

Avec la formule du discriminant A(E) d'une Courbe Elliptique E, nous obtenons

les discriminant:
_ 2 2 3 2 P
A(Er) = 16 18aya,a5 +ayay; —4ay; —4ayas —27ag ).

A(Es) = -% (447 +2787).

A(E;) = (91 ) )2 (61 —€; )2 (ez —€; )2~

Nous en déduisons les relations entre dis(f;) et A(E)).

16

Par la théorie des singularités des courbes algébriques d’équation g(x,y) = 0
Les points singuliers de £ ont pour coordonnées les solutions du systéme de 3

équations :

0
g(xy) =0, —(xy)=0, %8 (x.y)=0.
X
Pour une cubique d’équation y°=f(x), un point singulier est un point multiple
d’ordre d = 2.La relation dis (f) =16 A(E) permet de trouver un critére dépendant

du discriminant A(E).

Proposition 5 :
14



Soit une cubique E de discriminant A(E). Alors cette cubique est une

Courbe Elliptique si et seulement si A(E) # 0.

Preuve de «la Courbe E est Elliptique» implique «A(E) # 0» :
Prenons une Courbe Elliptique £ d’équation de Weierstrass
E:y' = 4x +byx’ + 2byx+ bs=f x) eR[x] (1)
Par définition d’une Courbe Elliptique, la Courbe E n’a pas de point singulier, il en résulte que
les trois racines du polyndme f{x) sont simples.
fx) =4 (x-e)) (x-e2) (x-e3), e #e; eR (2)

Par définition le discriminant du polynome cubique (2) est calculé avec la formule :

. 4 2
dis (f)= 4 H(ei —ej) ; 3)
I<i<j<3
Les trois racines étant distinctes, les carrés (e,- —e; )2 ne sont pas nuls.

Il en résulte:
dis (f) #0 ; “4)

La relation entre discriminant de f et discriminant de E et la formule (4) impliquent la valeur :

A(E) =0 ;

Preuve de « A(E) # 0» implique «la courbe E est une Courbe Elliptique» :

Prenons une cubique E d’équation de Weierstrass :

V=4 +byx’ + 2byx +bs = fix) ; (5)
La relation dis ( /) =16 A(E) et I’hypothése A(E) =0 impliquent la valeur :

dis (f) #0 ; (6)
La définition du discriminant d’un polynome, 1’équation (5) et la formule (6) impliquent que f{x)
admet 3 racines simples e;

fx) = 4(x-e)( x-ez)(x-e3), e #ej;
Donc la cubique E n’a pas de point singulier. C’est une Courbe Elliptique.

[

Il en résulte qu’une cubique E de discriminant A(E) = 0 est singuliére. Elle admet

un point singulier.

15



Corollaire:
Soit une cubique plane E de discriminant A(E) et d’invariant usuel
cy(E) = b; —24 by

Alors :
1) La cubique admet un nceceud si et seulement A(E) = 0 et c,(E) #0.

2) La cubique E admet un point de rebroussement si et seulement si

A(E)= c4(E) = 0.

Preuve de « la cubique E admet un nceud » implique «A(E) = 0 et c4(E) #0» :
Soit une cubique E qui admet un nceud ; donc E est singuliére, son

discriminant est nul :

AE) =0,
L hypothese «E admet un nceud » implique qu’elle admet 2 tangentes distinctes en
ce nceud.

Nous prenons une cubique d’équation de Weierstrass :

E:y'=4x +byx’+2byx +bs=fx); (1)

Les tangentes a la cubique E ont une pente égale a la dérivée y de y.
Avec la dérivation de I’équation (1) nous obtenons la dérivée :

. 6x7 +b,x+b, N(x)

y = = ; (2)
y y

Le polyndme N(x) est du 2™ degré, son discriminant est égal a :
dis (N(x)) = b =24 by #0 ; 3)

Alors I’hypothése b, —24 by = c4(E) et (3) impliquent ¢, (E) #0. [
Preuve de «la cubique £ admet un point de rebroussement» implique «A(E) =
cy(E) =0» :

Nous gardons 1’équation (1) précédente de la cubique E.
L’ hypothése « point de rebroussement sur £ » implique que la cubique E est
singuliére, donc son discriminant :

AE) =0,

En un point de rebroussement, la cubique admet 2 tangentes confondues.

16



Les pentes de ces deux tangentes sont les dérivées y', formule (2) précédente.

Le polynome N(x) admet une racine double, cela implique son discriminant :
dis (N(x))= 0 ;
Il en résulte :

b22— 24 b4 = C4(E) = 0,’

L’allure d’une Courbe Elliptique E est déterminée par le signe de son discriminant

A(E).

Proposition 6 :
Soit une Courbe Elliptique E, de discriminant A(E) et d’équation de Weierstrass
E 3 =fix)e IR [x,y]

Alors :
1) Elle coupe I’axe Ox en 3 points simples si et seulement A(E) > 0.

2) Elle coupe ’axe Ox en un seul point, simple si et seulement si A(E) <0.

Preuve de « E coupe I’axe Ox en trois points » implique «A(E) >0 » :

L’hypothese «E coupe ’axe Ox en trois points » implique que 1’équation de £ se met sous la
forme :

¥ = (x-e)) (x-e2) (x-€3) = () ;
Les 3 points P; = ( e;,0 ) sont les trois points d’intersection.

Par définition, le discriminant de f(x) est égal a :

dis (f) = H(ei —ej)z ;

1<i<j<3

Les trois racines sont des nombres réels ; cela implique :
(ei—e)’ >0et dis(f) >0;

La relation entre les discriminants de f{x) et de £ implique le signe :

A(E) >0.
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Preuve de « E coupe ’axe Ox en un point » implique « A(E) <0 » :

L’hypothése E coupe I’axe Ox en un seul point ( e, 0 ) implique une équation de £ de la
forme :

E: y2 = (x-€) (X’ +sx+7) =flx);
Avec s°-4t <0

Le polyndme x’+sx+¢ de degré 2 admet 2 racines conjuguées complexes :

Cs—Js 1) elloss s —41):
AS2 =4t =i/4t—s?, 4t-s° > 0.
Par définition le discriminant de f'égal :

dis(f) = (e;-e2)’ (e-e;)’ (e-e2)’;

Il en résulte :

e; =

DO [~
DO [~

dis(f) = —[(e+%) + 4t-s° 1% [(4t-s )] <0;

Les résultats précédents impliquent une classification des cubiques planes £ en 4 classes selon

leurs discriminants A(E) et leurs invariants c4(E).

Proposition 7 :
Les cubiques E d’équation de Weierstrass :
V=4 +b,x*+ 2byx + bs ;
de discriminant A(E) et de coefficient usuel
cy(E) = b3 —24 by;
sont réparties dans 4 classes :
1) Classe (cl 1) des cubiques planes qui ont un nceud
A(E) =0 et c4(E) # 0.
2) Classe (cl 2) des cubiques planes qui ont un point de rebroussement
A(E) =0 = c4(E) = 0.
3) Classe (cl 3) des Courbes Elliptiques qui coupent I’axe Ox en un seul point simple
A(E) < 0.
4) Classe (cl 4) des Courbes Elliptiques qui coupent I’axe Ox en 3 points simples
A(E) > 0.
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Preuve :
Cette proposition rassemble les résultats de la proposition 6 et du corollaire de la

proposition 5.

[

6. Exemples :

1) Cubique avec un nceeud :

Soit la cubique E; d’équation de Weierstrass :

E;: y2 = x7-6x +4\/§ N
Calcul d’invariants de £, :

by =0; by=-12; bs=1632; cq=288; AE)) = 0;
Les valeurs :

A (E;)=0etcy (E;) #0 impliquent que cette cubique admet un nceud.

Tableau des coordonnées de quelques points de la cubique E; -

x| -3 o2 2 1 0 |1 CIRE
ylpasde | 0 | 1077 |#fs+ad2 | 2V2 |+"5+402 | O |2y—1+2
solution

reelle

Le point (\/3,0) est le nceud de la cubique E;.
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2) Cubique avec un point de rebroussement :

Soit la cubique E, d’équation de Weierstrass :

E,: y2+4xy+2y =x7-4x?4x -1 ;

Calcul d’invariants de £, :

b2 :b4 :b6:0,' Cy :0,‘ A(Eg) = 0,‘

Les valeurs :

B 4

A (E;) =0 et cy (E;) = 0impliquent que cette cubique admet un point de

rebroussement.

Tableau des coordonnées de quelques points de la cubique E> -

X -1 0 1 2
y Pas de -1 racine -4 22 \/3_5
solution réelle |double et et
-2 24225

Le point (0,-1) est le point de rebroussement de la cubique E>.
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3) Courbe Elliptique qui coupe lI’axe Ox en un seul point :

Soit la cubique E; d’équation de Weierstrass :
Es:y’+xy+y=@x+4)x" +x + %) ;
Calcul d’invariants de E; :

by =21; by=12; bs=25; bg = %}. cs= 153 : A(E3): —64;0]7’

Le discriminant 4 (E3) < 0 implique que la cubique E; est une Courbe Elliptique

qui coupe I’axe Ox en un seul point.

Tableau des coordonnées de quelques points de la cubique Ej3 -

X -4 -3 -2 -1 0 1 75
4
Yo Lyzgen | Lyl | Lysr | ) Ly | 6O
2 2 2 2 2 8
et et
3 et et et 2 et et
1 1 1 1 1 — 819
L Ly 4L | _Ly62 L 74 -1 —olz
2x/ﬁ+1 oV 9+2 2\/6_ 2\/_4 2

Donc la Courbe Elliptique E; coupe 1’axe Ox au point P = (-4,0).
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4) Courbe Elliptique qui coupe ’axe Ox en trois points :
Soit la cubique E4 d’équation de Weierstrass :
E;: v’ +2xy +4y = (x+1) (x+5) (x-2) ;

Calcul d’invariants de £, :
by, =20; by = -6, bs=-24; bg =-129c, = 544 ; A(E,) = 63696,

Le discriminant A(E;) > 0 implique que la cubique E, est une Courbe Elliptique

qui coupe I’axe Ox en trois points.

Tableau des coordonnées de quelques points de la cubique £, -

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 22
0 5406 +2 V39 +1 243 0 |Pas Pas 0 -138
et |, et ot et |de de et et

6 _5\/g+2 -\/@Jrl _2\/5 -2 |solution |solution | -8 90

Donc la Courbe Elliptique £, coupe [’axe Ox en trois points :

P] = (-5,0), Pg = (-1,0), P3 = (2,0)
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CHAPITRE 11 — Groupe de Mordell-Weil d’une Courbe Elliptique

1. Introduction:

D’apres Lang [Elliptic Curves Diophantine Analysis ], Poincaré a conjecturé que
I’ensemble E (K) des points K - rationnels d’une Courbe Elliptique E est un groupe abélien de
type fini. Plus tard en 1922 Mordell a prouvé cette conjecture [Diophantine Equation-Academic
Press] ; Weil a étendu ce résultat aux variétés abéliennes [Sur un théoréme de Mordell-Weil,

Bull-Sci.Math-54(1930) p181-191].

Munissons I’ensemble £ (K) d’une loi de groupe abélien :

2. Ensemble E (K) des points K-rationnels d’une Courbe Elliptique :

Considérons 1’application :

A EK)XEK) — > E(K);

De valeur :
MPLP)=Pt Py
Le point P, + P, est construit avec la régle géométrique :
«3 points P;, colinéaires de la courbe £ ont une somme nulle».
Pt Prt Py = O
Le point & I’infini 0z = (00,0) = (0, 1,0) est considéré comme élément neutre

Cette construction du point P, + P; est représentée dans la figure 1.

(- P= P P

figure 1

Le point a I’infini Og est déterminé par la direction Oy.
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La P + P+ P; = Og implique la somme P, + P, =-P;.

Ziéme

Ce point —/; est donc le point d'intersection de la Courbe Elliptique par la parall¢le a I'axe

Oy passant par A;.

Vérifions les 4 axiomes d’un groupe abélien :

Axiome de I’élément neutre :

Le point P+Op est représenté par la paralléle a Oy passant par le point P

Donc P+Or=P =0+ P

Axiome du symétrique :
Soit un point Psur le groupe E (K) ;
La parallele a I’axe Oy passant par le point Pcoupe la courbe E en trois points £ R, Og. Ces 3
points satisfont la relation :
P+ R+ Op=0g;

I1 en résulte que le symétrique du point Pest le point R = - P.

Cette construction du symétrique d’un point P de la courbe E est représentée dans la figure 2 :

A

figure 2
Axiome de commutativité :
Les sécantes P; P> et P P; sont confondues ; il en résulte la relation :
P+P+P=P+P+P=0

Cela implique:
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P+ P=P+P=-5;

Axiome d’associativité:

Soient 3 points A, B, C non colinéaires de la Courbe Elliptique E.
Posons A+B=L, L + C =M, B+ C =R et A+R=5.

Il faut calculer les coordonnées des points L, M, R, S.
En comparant les coordonnées x,, et x, y, et ys, nous obtenons 1’égalité :
(A+B)+ C = A+ (B + C) prouvant I’associativité de la loi.

Nous avons montré la :

Proposition 1 :
L’ensemble E (K) des points K- rationnels d’une Courbe Elliptique E est un groupe
abélien d’élément neutre le point a ’infini Og avec la régle géométrique

«3 points colinéaires L, M et N de la Courbe Elliptique E ont une somme nulle»

L+ M+ N=Og.
g

Calculons les coordonnées du symétrique — P d’un point P :

Coordonnées du symétrique -P d’un point P= (x,,y,)de la courbe, E(figure 2):

Nous prenons un point P de la Courbe Elliptique E

La paralléle a I’axe Oy passant par P, coupe la courbe en un 2™ point qui est le

symétrique — P.

Equation de cette parallele :
X =Xp 5
Donc le symétrique — P a la méme abscisse que le point Pet une ordonnée y_,
solution de I’équation en y du 2™ degré :
v 4y(arx,+az) =x,° tarx,’ +as x,+ ag;
La somme des deux racines est une fonction symétrique ¢lémentaire de ces racines

ety ,=-(arx, + a;),;

Nous déduisons les coordonnées du symétrique :
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—P=(xp,-yp-ar;x, - as)

Calculons les coordonnées d’une somme P; + P> de 2 points Pr ==+ P>:

Coordonnées du point somme 7= P; + P, de deux points :
Pi=(x1,y1) # = P;=(x,,y2) de la courbe E, (figure 1) :

La sécante P; P» coupe la courbe E en un 3™ point A;.
La régle géométrique de trois points colinéaires implique la relation :

P+ P+ P;= Og;
Il en résulte la somme 7 de 2 points :
F=P+P=-P

L’¢équation de la droite P; P, est égale a :

y:yl—}—i(x_xl)’ /1 — u K
x1 _X2

Les abscisses x;, x,, x3 sont solutions de 1’équation cubique en x :
[+ A(x-x)] % + (a;x+as) [Ax-x;) + yi] = x’+ax’+ay x+ag ;
La fonction symétrique somme des racines vaut :

XJ+)C2+X3 =/12+a1/1—a2 N

La formule (1-1) implique les coordonnées du point P; :
Pi=(x3 = A’+ajA-ar-x1-x2, 3=y 1+ A(x3-x1)) ;

Avec le calcul nous obtenons les coordonnées du symétrique -P; = P+ P,.

xp1+p2 :/12 +a1/1—a2 —x] _XZ

(1)

(1-1)

G -t o /) (s 52)
P1+P2——/1 —2a;4° +MNay +2x;) +xy —aj )+ajay, —az -y, +a;\x; +x,
X — X

Nous avons démontré la

Proposition 2 :
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Soit une Courbe Elliptique E d’équation de Weierstrass

y2+a1xy +azy =y’ +a2x2+a4x+a6 e K [x,y].

La somme Pi+ Po=T de 2 points P, #+ P; de la courbe E est un point de coordonnées

2
P P= T= Xr =4° taji—ay; —x; - x,
Yr =3 —Zallz +2(a2 +2x; + x, —ai)+ ajay, —az —y; +a1(x1 +x2)
A :—yl — ) y X17 X2,
X — X,

Les coordonnées du point 2 P sont déterminées par la proposition 3:
Proposition 3 :
Pour tout point P= (x,, yp) du groupe de Mordell-Weil E (K) d’une Courbe Elliptique E

le point P+ P = 2P a pour coordonnées

2P:{x2p= t2+a1t-a2-2x,, ;

3 2 2 .
Yop= -t tait tt(az—a; +3xp) tajaraz;+2a;x,-y, ;

‘= 3x2 +2a,x, +a, —a,y,

2y, +a,xp, + a;

Preuve : (figure 3)
Soit un point P= (x, , y,) ;
La tangente a la Courbe Elliptique £ au point Pa pour équation :

y=t(x-xp) typ,

ou ¢ est la pente de la tangente a la Courbe Elliptique £ au point P= (x,, y,) :

y=t= 3x2 + 2a,xp +a, —a,y,
2Vp +a;x, + a;

Cette tangente coupe la courbe £ en un point double P= (x,, y,) et un point simple M = (x,,,)

La regle de trois points colinéaires implique la relation :
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2P+ M =0z et 2P=-M; (1-3)
Les abscisses de ces trois points sont les racines de 1’équation cubique en x :
v, +0- x )1 + ax [1(x- x,)+ 5] = X +ax’+ay x+ag ; (1-4)
La fonction symétrique élémentaire des racines de 1’équation (1-4) implique la relation :
2xp+x,= +ajt—a;; (1-5)
(1-5) implique 1’abscisse du point M :

Xy=0 tajt—a;-2x,; (1-6)

(1-3) (1-6) et la formule (1) du symétrique d’un point impliquent les coordonnées du point 2P

X, = t2+a1t-ag-2xp ;
2P = 3 2 2
Vop= - tart tt(az—a; +3xp) taaras+2a;x,-y, 5

_ 3xp + 2a,xp +a, —a,ye

2y, +a;x, + a;

figure 3

Exemple :( figure 4)

Soit la Courbe Elliptique £ d’équation de Weierstrass :
E:y?-3xy+4y=x*-2x>+x+6;

Le groupe de Mordell-Weil E(Q) contient les deux points M = (/,-3) et R =(-3,-6)

Calcul des coordonnées des points M+ R, - M, 2 M, 2 R.

Nous obtenons les résultats :

_ (37 317y _m _ (=54 —224 e
Mt R = (57, 270), - M = (12), 2 M = (53, =535), 2 R = (426.-8158)
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(figure 4)

3. Hauteur et descente infinie :

Pour montrer que le groupe de Mordell-Weil est de type fini, il faut utiliser des fonctions
particuliéres sur un groupe abélien et la descente infinie.
Le terme de hauteur est utilisé pour les polyndmes, les idéaux, dans un sens différent d’une

hauteur sur un groupe abélien.

Définition 1 :
Une hauteur sur un groupe abélien A est une fonction réelle :

h: A ——>R

qui satisfait les 3 axiomes :

(h1) a tout point P, de A, on peut associer une constante C;( P;, A )= C; telle que:

h(P.P) < 2h(P)+C;; pour tout point Pde A.

(h2) il existe un entier m > 2 et une constante C, tels que :

h(m P)>m’h( P)- C;; pour tout point Pde A.
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(h3) pour toute constante C;, I’ensemble des points Pde hauteur bornée, { Pe A; h(P) <3}

est fini.

Chaque valeur A ( P) définit une hauteur, il y a donc plusieurs types de hauteurs.

Proposition 4 :

Le groupe E (K) / 2 E (K), quotient du groupe de Mordell-Weil d’une Courbe Elliptique
E par le sous groupe 2 E (K) est fini.

Preuve :

On utilise la suite exacte pour une extension galoisienne £ de £

0 ——>[EK)N2EL)]/2EK) ———>EK)/2E(K) ——=>E(L)/2E(L)
et I’application bilinéaire de Kummer :
u:E(K)x G (Kyg! K) — E[m]

K,je = cloture algébrique de K, G (K, / K) = groupe de Galois, E [m] = sous groupe de
m-torsion

(Définition Silverman [17]).

[

Alors, une fonction hauteur est utilisée pour démontrer qu’un groupe abélien A est de type fini

lorsque le groupe quotient A/ m A est fini.

Proposition 5 :
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Soit un groupe abélien A et un entier m > 2 tel que le groupe quotient A/mA est de type

fini. Alors le groupe A est de type fini.

0

Preuve :

Considérons un groupe fini A/mA et des représentants de ses classes :
51, 52,... Sp,' (1)

Construisons une suite infinie de points 7, sur le groupe A avec ’algorithme de descente

infinie :

P=mPi+S,;;Pi=mP+55;,... PBp=mPp1+ S, .. (2)

ou les points S, ; sont pris dans le systéme (1).
Introduisons une hauteur 4 sur sur le groupe A ;

h: A—> R 3)

Dans la suite de points (2), prenons une combinaison
mPy=Pyi1-Sn1; 4)

Appliquons a 1’¢égalité (4), I’axiome (h2) a gauche et ’axiome (h1) a droite ; nous obtenons

I’inégalité:
mh(Py)—C:<2h(Py.)+Ci ; (5)
Faisons la somme membre a membre des inégalités (5) pour N =1, 2, ...

Nous obtenons I’inégalité :
N
h(Py) s( ZZJ A( Py m?+2m +. . +2Y TN yc,, Ci= C+ G (6)

m

Pour m > 2, I’inégalité (6) est transformée :
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B(Py) ulM) h(P+ —Zlim a(W) =0 ; 7)

m? -2

Donc a la limite, (7) implique que le 1¥ membre /4 ( Py ) est borné par un certain nombre B.
h(Py)< B ; (8)
Par I’axiome (h3) I’inégalité (8) implique que I’ensemble
{P; <B} estfini;soit P,... Py ces points 9)
Les relations (1) et (9) impliquent que le systéme de points
{8, S5... S5, Pi1,... Pa } (10)
engendre le groupe abélien A
I1 en résulte que tout point P du groupe abélien A est une combinaison linéaire :
P=a\S1+...+a,S,+b; P1+ ..+ b;Pa, a;, byjeZ.
[

Proposition 6:

Le groupe de Mordell-Weil d’une Courbe Elliptique est de type fini.

d

Preuve :

Le groupe de torsion 7' (E) d’une Courbe Elliptique est fini. C’est le groupe des points d’ordre
fini de la Courbe Elliptique E. Il est engendré par un systéme 77, ..., 75 de points d’ordre fini.

Le groupe quotient E (K) / T (E) est de type fini ; il est engendré par un systeme 0y, ..., O.de

points d’ordre infini.
Alors tout point P& E (K) est une combinaison linéaire

P = 0{1T1+... + [ Ts+ﬁ1 D]"‘ ...+ﬂr Dr.

Le nombre r de points D;, ..., D,, d’ordre infini, linéairement indépendants est un invariant de la

Courbe Elliptique £
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C’est un entier non négatif
Définition 2 :

Le rang d’une Courbe Elliptique E est le nombre r =r (E) 20 de générateurs

indépendants de la partie infinie du groupe E(K) de Mordell-Weil.

Cet invariant » (E) intervient dans le:

Corollaire :

Le groupe de Mordell-Weil E(K) d’une Courbe Elliptique E est isomorphe a un produit de

groupes abéliens

EQK) ~TE)xZ .
T(E) est le groupe de torsion de £
7 =r copies du groupe abélien Z

Exemples :

1) La Courbe Elliptique d’équation de Weierstrass :
E:y =428 x+25 € Q [x].
aun rang r(E) = 3, d’apres Buhler, Gross, Zagier.
2) La Courbe Elliptique d’équation de Weierstrass :
E:y’ =x+ax’+bx € Q [x,y], a=1692602 et b=530052723915

a unrang r(E) =7, d’aprés Pemey et Pomerance.

3) La Courbe Elliptique d’équation de Weierstrass :
E:y =x-Dx e Qxy], D=1.2.3mod 8

a un rang r(E) =0, d’apres Ono.

4) La Courbe Elliptique d’équation de Weierstrass :
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E:y' =x-mx e Qxy], n=1513

a un rang r(E) =2, d’apres Wada.

4. Points d’ordre fini d’une Courbe Elliptique :

Pour tout entier rationnel m, et pour tout point P de la courbe E la relation :

m P = (O signifie :

P + P +..+ P, mfois P lorsque m>0)
(-P )+ (-P) +..+ (-P),(- m) fois P lorsque m<0 (1)
Og lorsque m=0

Dans la publication «Diophantine Equation With Special References To Elliptic Curves» Cassels
a établi des formules de récurrence pour le calcul des coordonnées de points m P

Ces formules sont appliquées aux Courbes Elliptiques d’équation de Weierstrass :

A:y =x+Ax+ B € Z[xy], 44’ + 278’ #0

Les coordonnées des points m P sont déterminées avec la formule :

b (%(P) wm(P)j ,.

va(P) v, (P)

2)

Valeurs particulieres des polynomes ¥, :

Vio=-1, ¥=0 W¥=1 ¥=2y W¥=23"+64x"+ 12Bx—B,

¥, = 4y(x° + 54x* + 20Bx’ — 54°x7 — 44Bx-8B° — 4°) ; (3)
Pour m2>2, les polyndmes ¥, satisfont les relations de récurrence :

o = 2V B2 ot - Vo V1) s

om+1 = Fnti y/fn'y/fn—J N (4)

Les polynomes ¢ ,, et @ ,, sont égaux a :
¢m :xyjrzn - (yjm+] yjm-]) 5
o, = P2 Vo -2 Vs s (5)

m

Exemples :( figure 5)
Soit la Courbe Elliptique £ d’équation de Weierstrass:
E:y? =x*x+1;
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Calcul de discriminant :

AE)=-16%x23<0;
Donc la Courbe Elliptique coupe 1’axe Ox en 1 seul point

La condition 44° + 27 B> = 23 # 0 est satisfaite.

Le groupe de Mordell-Weil E (@) contient le point P = (I,1)
La proposition 2 implique les coordonnées du point 2 P
2P = (L1

Les formules (2), (3), (4) et (5) impliquent les coordonnées des points :

3P =(0-1), 4P=(3-5,5P=(511), 6 P =( ,%), 7P =(

N [~

_ 19 —103 e _ 159 1861
8P =(G5. 155 ) 9 P =(56-419), 10P = (57,5550

Nous vérifions la forme des dénominateurs: %2 et ¥,

Vs=2,¥=3 ¥s=5 ¥=11

YA

5P

2P P

Le sous E(K) de Mordell-Weil d’une Courbe Elliptique admet des sous groupes E(K)[m] de m

torsion et un sous groupe de torsion 7(E)
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Définition :
1) le sous groupe de m — torsion d’une Courbe Elliptique E, pour tout entier m > 1, est
’ensemble des points P € E(K) d’ordre m :

EK)[m] ={ P € E(K); m P=0g}

Ces sous groupes sont cycliques ou abéliens d’ordre m

2) le groupe de torsion d’une Courbe Elliptique est I’ensemble des points P d’ordre fini ;

c’est la réunion infinie des sous groupes de m — torsion de E

T(E)y={ P € E(K); m P=0g, me 2}

= E@Im.
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Chapitre III —Groupe modulaire- Formes modulaires

1. Introduction:

Dans 1I’ensemble des matrices, nous trouvons plusieurs structures
algébriques : espaces vectoriels de matrices, groupes de matrices, anneaux de
matrices, algebre de matrices.

Dans l'ensemble des groupes multiplicatifs de matrices, nous trouvons les groupes linéaires

GL(n, @), GL(n, O), GL(n, R), formés de matrices de déterminant non nul et des groupes linéaires

spéciaux formés de matrices de déterminant 1

Nous nous sommes inspirés pour décrire le groupe modulaire et les formes
modulaires des ouvrages:
a) «Modular Functions and Dirichlet Series in Number Theory» de T.Apostol.
b) «Introduction to the Arithmetic Theory of Automorphic Functions» de
G.Shimura.
c) «The Arithmetic of Elliptic Curve» de J.H.Silverman
d) «Modular forms and Dirichlet Series» de Andrew.Ogg.

2. Le groupe modulaire SL(2,2):
Définition 1 :

Le groupe modulaire est le groupe spécial linéaire SL (2,2) des 2x2 matrices a

coefficients entiers rationnels et de déterminant égal a 1

C'est donc un sous groupe discret du groupe spécial linéaire SL(2,R) des 2x2 matrices a

coefficients réels et de déterminant égal a 1.

La 2x2 matrice I, et la matrice -1, forment un sous groupe fini du groupe SL(2,7)

Définition 2 :
Le groupe projectif spécial linéaire PSL(2,2) est égal au groupe quotient

SL (2, 2/{43)}.
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. . . 0 -1 1 1
Le groupe modulaire contient les matrices S = Iy et T = e

Par le calcul nous obtenons leurs ordres:

2 4 1 1 -1 0 -1
S =-1,S =L, T" =[ nj;murnzl,TS - ( ], ST = ( j
0 1 1 0

(ST)3 = -12, (ST)6 :Ig.

Donc la matrice S est d'ordre 6et la matrice T est d'ordre infini.

Propositionl:

Le groupe modulaire SL(2,7) est un groupe non commutatif, infini, engendré par les 2

matrices :
(11 (0 -1
r_[o Ij ets_(l 0).

Preuve:

Par définition, un groupe engendré par 2 éléments A et B contient leurs inverses A~ et B~ et
tous les composés A" B"> A™ B™ ... avec nje Z.

L'inverse de la matrice S est égale a:

Si gl 0 I\
-1 0)

L'inverse de la matrice T est égale a:

_— I -1
0o 1)

I1 en résulte que toute matrice A du groupe modulaire SL (2,Z) est de la forme:

n
A= SirTshr™ shr nk”, avec ny, Ny,..., Nx+1 €2 .

Corollaire:

Toute matrice A du groupe modulaire est un produit de la forme :
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A= sT 1st"2s,,.5T7 "k nez

Cette représentation n’est pas unique.

[7

Exemple:

10 7
La matrice A =[ ; 5J a un déterminant det A = 1.

Pour trouver une décomposition de la forme:
n n
A= ST IST 2.5T™
Nous utilisons I'algorithme de multiplication des matrices a droite:

ATY ,puisATYS ATHST "™, ...

jusqu'a l'obtention d'une relation de la forme:

ATH"ST™ST™...=DL

avec cet algorithme nous avons obtenue les 2 décomposition:

A=T2 ST sT*sST=TS T2 sT? sT.

. a C . A~ s
Les matrices A = [ j du groupe linéaire GL(n,R), peuvent étre classifiées par leurs traces:

C
tr(A)=a+d
Définition 3:

a
Une matrice A= (

b
] est parabolique si tr (A) =a +d=£2.
c

Une matrice A est elliptique si tr (A) est réelle et| tr (A) | < 2.

Exemples de matrices A; de SL(2,Z) des deux types elliptiques et paraboliques:

5 4
A= { p 3) a une trace égale a +2; donc la matrice A, est parabolique.

A2:

11 —12
12 —-13

] a une trace égale a -2; donc la matrice A, est parabolique.
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7 =19
A; = (3 s j a une trace ¢gale a -1; donc la matrice As est elliptique.

6 -1
Ay= (37 6] a une trace nulle; donc la matrice A4 est elliptique.

Les matrices elliptiques sont conjuguées de I'une des matrices:
0 -1 0 -1 -1 1
1 0) \1 -1) (-1 0)

Définition 4:

Pour tout entier N 21, les sous groupes modulaires de congruence de niveau N > 1 sont:

rum={| ( . db] € SL(2,2); c=0mod N},

b
H(N)={(Z dJ € SL(2,Z); c=0mod N, a =d =1 mod N}.

Les sous groupes de congruence principaux de niveau N sont:

b
ITN) = {(: dj € SL2,27);a=d=1mod N,b=c=0mod N}.

Le sous groupe I' (N ) est un sous groupe normal du groupe modulaire SL(2,Z )

Tout sous groupe G du groupe modulaire SL(2,Z) qui contient I" (N ) est un sous groupe de

congruence de SL(2,7)

Ces sous groupes forment une suite:

{(+ Ly IH(N) c (N c Ge SL(2,2) ;

et une suite exacte:

Ih— ST (N) —>5SL(2,7)—> SL(2, ZINZ) —> I,

Proposition2:
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1) Pour les entiers N > 1, le sous groupe de congruence principal I(N) n'a

pas de matrice elliptique.
2) L'ordre du groupe quotient I(1) | I(N) est égal a :

(N3/2)H(1—p‘2), pour N>2 et a 6 pour N= 2.

p/N

Preuve:

Proposition 1-39 de Shimura.

N

Exemple:

b
Le groupe F(2)= {(a dJeSL( 2,7), azdzlmodZ,bECEOmodZ}.
c

le groupe 77(2) est formé des 6 matrices:

1 0 —71 0 1 0 I 0
B, = , B, = , B, = , B, = ,
IR P A (R
3—123—1_2
Solo 1) % o 1)

cela implique que le groupe quotient F(I) / F(Z) est formé de 6 classes de

matrices modulo le sous groupe 77(2).

3. Action du groupe modulaire sur le demi-plan supérieur IH :

Le groupe modulaire opére sur certains ensembles.

Définition 5:
Le demi plan supérieur est la partie du plan complexe formée des nombres

complexe de partie imaginaire positive:

IH={z=x+iyeC, Im 7 =y >0}.

Toute matrice A :(g ;) du groupe modulaire SL (2,2) opére sur le demi-plan

supérieur /H par la transformation homographique :
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Ay—az+h
z cz+d

L'action des générateurs S et T du groupe modulaire est égale a:

Sz= 0-1 z= =1 , c'est une inversion.
1 0 z

Tz 2(10 D z= z+1, c'est une translation.

Nous nous intéressons aux matrices qui laissent fixes 1 ou 2 points z du demi plan supérieur IH.

Définition 6:
1) Une pointe pour un sous groupe G du groupe modulaire SL(2,2) est un point réel s €

Q U o fixé par une matrice parabolique de G.

2) Un point elliptique pour G est un point 7 du demi plan supérieur IH fixé par une

matrice elliptique de G

L'ensemble des matrices A € G de point elliptique z a une structure particuliére.

Proposition3:
Soit un point 7 elliptique pour un sous groupe G du groupe modulaire SL(2,2)

Alors l'ensemble des matrices { A € G; Az =z} est un groupe cyclique fini.

Preuve:

Soit un point elliptique z pour un sous groupe G du groupe modulaire SL(2,7)
A?z=AAz)=Az=zctABz=ABz)=Az=z

Cela implique A" z=1z.

Par définition, une matrice elliptique A a une trace réelle tr A, -2<tr A <2

Cela implique les valeurs possibles tr A=-1, 0 ou 1

C'est la proposition 1.16 de Shimura.

Exemples:

1) les pointes du groupe modulaire SL(2,7) forment I'ensemble Q U co.
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2) larelation Si=

%

donc z =1 est un point elliptique pour le groupe modulaire SL(2,7).

=1, implique que 1 est fixé par la matrice

—i+

4. Domaine fondamental du groupe modulaire:
Dans la théorie des groupes opérant sur un ensemble, il y a la notion de points équivalents par ce

groupe.

Définition 7 :
Soit un sous groupe modulaire G de congruence; 2 points 7 et 7 du demi-plan supérieur

/H sont G -équivalents s’il existe une matrice A de G qui satisfait la relation :

Az=z.

Cette relation est une relation d’équivalence dans le demi-plan supérieur IH. Elle détermine des
classes d’équivalence IH /G.
La classe d’un nombre z du demi-plan supérieur IH est I’ensemble :

Gz={Az Aec G}

Dans le langage de la théorie des groupes, cet ensemble G z est I’orbite de z par le groupe G.

Cette relation d’équivalence détermine un sous ensemble particulier dans le demi-plan supérieur

IH.

Définition 8 :
Le domaine fondamental d’un sous groupe G du groupe modulaire est le

sous ensemble ouvert D (G) du demi-plan supérieur IH qui satisfait les 2

conditions :

1) Il n’y a pas 2 points distincts de D (G) qui soient G —équivalents
2) Pour tout point z€lH, il y a un point z dans la cléture du domaine D (G)

qui est équivalent a G.
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Exemple :

Domaine fondamental du groupe modulaire SL(2,2)

Il est formé des points ze /H tels que

|z| > 1 |lz+z| <1

Z=u+iv

\ v>0

Images du domaine fondamental par les matrices S, T (Apostol)

5. Formes automorphes de poids k pour SL(2,2):
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Nous nous intéressons a des fonctions particuliéres liées au groupe modulaire

SL(2,2) sur le demi plan supérieur /H = {z = x+iye(, Imz =y >0}: formes

automorphes, fonctions modulaires et formes modulaires.

Définition 9:
Une forme automorphe de poids un entier k, par rapport au groupe

modulaire SL(2,2) est une fonction méromorphe f: [H ——p C qui satisfait les

2 conditions:

1) f(Az) = (cz+d) kf(z) pour toute matrice A = (a

b
j du groupe modulaire
c d

5L(2,2)

2) fest méromorphe en tout point parabolique du groupe modulaire SL(2, 2).

C'est la définition 2-1 de Shimura.
Selon Apostol, une forme automorphe f admet un développement de Fourier de la

forme:
f2)= Da,q", q=exp(2niz). (1)
—m<n~<+00
Proposition 4:

Les fonctions automorphes pour un sous groupe modulaire I', (p) bornées

dans le demi plan supérieur [H sont constantes.

o

Exemple de fonction automorphe pour le sous groupe Fo(k):

La fonction elliptique de Weierstrass attachée a un réseau complexe L est la série
infinie:
1 1 1
Pz.L)==+ > (———J; (1-1)
z? weL-10} (z - a))z o’
Soit le polyndome cubique 4x° — g,(L) x — g3(L), associée a la fonction elliptique

P(z,L) de Weierstrass.

Son discriminant A4 admet un développement de Fourier:
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Alz)= (272')1221'(}’1)6]”, g=exp(2riz), zelH (1-2)

nxJ
Alors les coefficients z(n) sont des entiers, 7(I)=1, 7(2)=-24, (3)= 252, ...

La fonction 7(n) est la fonction TAU de Ramanujan.

Proposition 5: (Apostol)
La fonction f(z)z A(kz)/ A(z), z €lH est une fonction automorphe pour le
sous groupe I, (k)

[

6. Formes modulaires:

Définition 10:
Une fonction modulaire de poids un entier k, par rapport au groupe

modulaire SL(2,2) est une fonction méromorphe f: [H——» C qui satisfait les

2 conditions:

1) f(Az) = (cz+d) kf(z) pour toute matrice A = (a

b
j du groupe modulaire
c d

SL(2,2).

2) fadmet un développement de Fourier de la forme:

fz)= ic(n)q", q = exp (2ir z).

n m

Une forme modulaire est une fonction modulaire holomorphe méme aux poles.

Définition 11:
Une forme modulaire de poids k pour le groupe modulaire SL(2,2) est une

fonction holomorphe f: IH —— C qui satisfait les deux conditions:

a b

1) f(A z) = (cz +d)k f(z), pour toute matrice A= ( dj du groupe modulaire

c

SL(2,2).
2) fadmet un développement de Fourier de la forme:
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fz)= Zc(n)q” , q=exp (2irz), avec f(o)=c(0).

Lorsque c(0) = 0, la forme modulaire est parabolique;

alors: fz)= D eln)qg" = c(nf)qnf +.., np =0 (1-3)

nfSn

L'ensemble des formes modulaires f est classifi¢ par le poids 4:

Proposition 6:
1) les seules formes modulaires de poids k=0 sont les fonctions constantes.
2) Lorsque k est impair et lorsque k = 0, les formes modulaires de poids k
sont les fonctions nulles.
3) Toute forme modulaire non nulle et non constante a un poids pair k > 4.

4) Les formes modulaires parabolique de poids k < 12 sont nulles.

Preuve:
On utilise la formule du poids k& d'une forme modulaire:

k= I2N+6 N(i) +4 N(p) +12 N (i).
ou N = nombre de zéros de f dans la cloture de la région fondamentale.
N (x) = nombre de zéros de faux points x = i, p, i, i* =1, p° = 1.
C'est le théoréme 6-1, Apostol.
[l

La représentation d'une forme modulaire de poids k dépend des séries d'Eisenstein:

I
Gla)= > ——- (1-4)
(na)=l0.0) (m + n2)

Proposition 7:

Toute forme modulaire f de poids k est un polynome:

f:z c(a,b) Gy Gé’ € C[G4’G6]
a,b

avecaeth >0 et 4a + 6b =k

[7

Les formes modulaires de poids & forment un espace vectoriel complexe M,

Sa dimension est précisée par les formules:
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{i} si k =2 mod 12
12

dim (My ) = (1-5)

k )
1l + |—| si non
{12}

ot [x] = partie enti¢re du nombre réel x.

L'ensemble des formes modulaires paraboliques de poids k est un sous espace My,
de 1'espace vectoriel complexe My des formes modulaires de poids £.
On en déduit la formule de la dimension

dim Mk,o = dim Mk — 1.

Exemples:
dim My = 1 lorsque k = 4,6,8,10 et 14,
dim My,y = 1 lorsque k = 12,16,18,20,22¢t 26.

7. Opérateurs de Hecke T,:

Les opérateurs 7, opérent sur les espaces vectoriels My de formes modulaires.

Définition 12:
L'opérateur T, de Hecke, n = 1,2,3,..., opére sur les formes modulaires f de

poids k par la formule:

< bd
_ k1Y dt f(anr j
(Tuf)e) =n' 24" 2175 @)
Pour les nombres premiers p, cette formule devient :
) 155 (z+b
(T, 1)) =p"" flp2) + ;Zf("’p j 2-1)
b=0

Proposition 8:
1) la transformée de Hecke T, f d'une forme modulaire de poids k, est une
forme modulaire de poids k.
2) la transformée de Hecke T, f d'une forme modulaire parabolique de poids

k est une forme modulaire parabolique de poids k
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D'apres Apostol, théoréme 6. 12

La composée de 2 opérateurs de Hecke est déterminée par la:

Proposition 9:
Soient les opérateurs 7, de Hecke, n = 1,2,...Alors:

1) Tw T, =T, . lorsque m et n sont premiers entre eux
2) Lorsque m et n ne sont pas premiers entre eux, alors:
- k-1 s oo
Tw Tu=>d T .2 00 R=pgcd(mn)

d/R

Preuve:

Il faut faire les calculs avec les formules ( 7, f)(z).

[]

8. Exemples de formes modulaires:

Il y a des formes classiques: discriminant, invariant modulaire, fonction Eta de

Dedekind

Proposition 10:

Soit une courbe elliptique E/C de discriminant A(E) et d'invariant
modulaire j(E) Alors:
1) L'invariant modulaire j(E) est une fonction modulaire de poids 0,
holomorphe sur le demi plan supérieur IH. Sa série de Fourier est de la

forme:

jz) = 1 + 744 + ZC(n)q”, c(n)eZ et q = exp(27it) (2-2)

q n>1

2) le discriminant A(E) est une forme modulaire parabolique de poids 12. Sa

série de Fourier est de la forme:

46) = (2n)* ¢ X (14" )" (2-3)
n>1

3) les séries d'Eisenstein Gi(z) sont des formes modulaires de poids 2k, leurs

séries de Fourier sont de la forme:
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(2ri )" (2-4

z szfz(”)ln

Gy (z)=2&(2k)+ 2

(26— 1) ;=
avec £(s)= fonction Zéta de Riemann
271')2k
2k) = —1"”(—3 : 2-5

&(2k)=(-1) 2y B (2-5)
Bi = k ™ nombre de Bernoulli
o, (n) = somme des puissances d'ordre d des diviseurs de n (2-6)
Preuve:

Les formules sont obtenues avec le calcul.

[

Définition 13:
La fonction Eta de Dedekind est la série infinie

1 1 ,
n(z)= q”H(I—q"), q% Zexp(”—”j (3)

n>1

Elle satisfait les relations:

n(z+1) = 1(z) exp (%j et n(%]] = (-i"” 7(2). (3-1)

La fonction Eta de Dedekind est une forme modulaire de poids k& = é

la fonction f(z) = n(z)? n(l1z)? est une forme parabolique de poids 2 pour le sous

groupe de congruence modulaire Fo(]])

Formes modulaires et discriminant A(z):

Soient les fonctions:

W(z) = -4 (Z;]J/ Alz);

hit =—A(z/2)/A(z);

hy'(z) = 2'7 A(22)/A(z);
Selon Monsky, les 3 fonction 4, h;, et h, sont modulaires et holomorphes sur le

demi plan supérieur /H. 11 les a utilisées pour déterminer des points rationnels sur

les courbes elliptiques d'équation de Weierstrass: y° = x° + N x.
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Construction de formes modulaires par Ligozat:
Toute forme modulaire parabolique f de poids 2 sur le sous groupe modulaire

T,(11) se développe en série de Fourier de la forme:

f(2)=2 aln) ", ¢ = exp (27iz)

n>1

La forme modulaire Eta de Dedekind implique plusieurs combinaisons (Ligozat):

filz)=nz)’ n(iiz)’ = q H(]_qﬂ)Z(]_qun)Z

fz(z): f](Z)_”f(HZ);

a6z = ne) o127 121z = o TN=a)=a" F=a""") (o000

Avec les opérateurs 7, de Hecke, Ligozat a construit les formes modulaires:
fi==C+3T, + 2T, +TyNg,)=q+2¢° —q¢> +2q¢" +q° —2¢° + 24" —2¢° + ...
fi=0@-T,-T\Ne)=a+a" +2¢° —¢" +¢’ +2¢° = 2¢" =3¢° +q" +..

fs=-0C-T,+Ty¥e))=q-9"+2¢° —q" +q”" —2¢° +2q" +3¢° +q° + ..

Ligozat a obtenu la Courbe Elliptique £ d'équation de Weierstrass:
E:y' +xy+y=x"+x7 —305x+7888.
en utilisant l'action des opérateurs de Hecke sur /3(N) (dans ATKIN et LEHMER

1970) et les tables numériques de Courbes Elliptiques (dans Modular Functions of

One Variable, IV, LNM, 476, BIRCH et KUYK, 1975.

Construction de formes modulaires avec les séries d'Eisenstein G4 et Gg:

f=> clab) G; G} « C[G,,G,] (1)
a,b

avec a>0 et b 20 et 4a + 6b = k.

Nous avons résumé les résultats obtenus dans le tableau:

k | f serie de Fourier de f

12 1 G} +G7 | 1488375 m'2( 23 + 5040z + 439992027 +3870518402° +9147363120z°
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14 1 GG, 1913625 ' (2 - 48z - 3932642° - 765275522° - 3221618736z" - 58593750048z -
6269902335362 - 4650672499584z - 26391500685360z° +...)

16 | G,G? | 40186125 7" (4 -3072z -760322° +2693160962° +19336683264z"+
5506234675202°+84884427048962° + 856757726330882" + 635043263880960z°+...)

18 | GG, 86113125 1'% 2 + 4322 - 4004642° - 1710011522° - 224379689762" - 9997252735682°-
221693431800962°-30469276431014427-29493825470618402°+...)

20 | GIG? | 1808375625 w70 (4 -21122 -8046722°+2444597762° +837877434242'+57725855827202°
+ 1842136901890562° + 34469071565153282" + 435793725981820802%+...)

22 | G,G}+ | 6329314687517 (46 - 2064z - 911522° - 31532511362° - 1433419768848z

GG 1559069350050242° - 71705426546839682° - 182568560023519872z -
1Y

3014818740990239760z°+...)

les calculs sont faits avec le logiciel Magma.

Construction de formes modulaires avec la fonction Eta de Dedekind:

Ligozat a utilisé des résultats de Newman concernant la fonction Eta de Dedekind

( dans "construction and application of a class of modular functions", Proc.London

Math. Soc.(3) 7 (1957).) pour obtenir certaines formes modulaires paraboliques de

poids 2 sur 7, (N) de la forme:

g,(z)= [1nl62)";

o/N

rs entier positif indexé par les diviseurs & de M.

o' l'entier défini par 6 6" = N.

Les formes paraboliques associées aux niveaux V=11, 14, 15, 20, 24, 27, 32, 36

sont rassemblées par le tableau:

serie de Fourier de g

11

77(2)277(112)2 q —2q2 —q3 +2q4 + q5 + 2q6 —2q7 —2q9 _quo + q” +...
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14

g-q°-2¢° +q’ +2¢° +q" -¢* +q¢° + ...

15

-0 -¢ —q¢"+¢ +q° +3¢° +q° + ...

20

q—2q3—q5+2q7+q9+...

24

g-q —2¢° +q° +4q" —2¢" + ..

27

g-29° —q" +5¢" + ...

32

g-2q° -3q¢° +6q" + ...

36

g—4q" +2q" +8¢"” + ...
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CHAPITRE IV — Courbes Modulaires

1. Introduction:

Dans les chapitres précédents nous avons étudié¢ la structure du groupe modulaire

I = 5L(2,27) et ses sous groupes modulaires de congruence principaux de niveau NV > 1.
I,(N), T,(N), I (N).

ces groupes opérent sur le demi plan supérieur:
IH={ze C,Imz > 0}.

par une transformation homographique.
L'ensemble des points fixes d'un groupe modulaire de congruence est formé des points

elliptiques d'ordre 2 et 3 et de pointes.

le demi plan /H est complété par I'ensemble @ U {00}.

IH* = IHUQ U ol

2. Espaces quotients IH*/ G, G = T'y(N), I' (N), I (N):

Une ¢étude approfondie de ces espaces se trouve dans plusieurs publications et ouvrages comme:

(1)"" Introduction to the Arithmetic Theory of Automorphic Functions' Princeton University

Press-(1971), par G. SHIMURA.

1.5 The quotient 7/ /H" as a Riemann surface. 1.6 Congruence subgroups of SL(2,2).

2.5 The measure of 7"/ /H.

Définition 1:

Une surface de Riemann est une surface analytique complexe de dimension 1.

Définition 2:

Une surface de Riemann est un espace de Hausdorff 3 muni de 1a " structure complexe

S " satisfaisant les propriétés:

a) S est une collection de paires (Ug, po), & dans un ensemble d'indices avec un

recouvrement ouvert { U, } de la surface B3 etun homéomorphisme:
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Pa: Us E E est un sous ensemble ouvert de l'espace C.
b) Soient 2 ouverts Uy et Ug d'intersection U, (| Ug non vide. Alors l'application:
pso p,lipaUs NUs) ——» ps(Uy N Ug) est holomorphe.

¢) Cette collection S de paires ( Uy, p,) est maximale sous les 2 conditions précédentes.

(2) " Rational points on the jacobians of modular curves " Math-Sbornik-USSR 30 (1976)
478-500.

(3) "Rational points and Eiseinstein ideal "" Publi. IHES 47-Paris (1977). Par MAZUR.

(4) " Rational isogenies of prime degree "' Inv Math 44 (1978) 129-162 par MAZUR.

(5) " Modular Curves and Diophantine Equations " Math. Jap.25-(1980) 245 — 250 par ISHI
classification AMS; 10D05 et 10B10.

(6) "The Arithmetic of Elliptic Curve " GTM 106 (1986), par J.H.SILVERMAN.

D'aprés ces références, les quotients du demi plan /H par les sous groupes
modulaires de congruence de niveau N sont les "courbes" :

Yo(N), Yi(N) et N).
Ces courbes sont compactifieés dans le demi plan /H U @ U{wo} = /H *et

deviennent des courbes compactes:

Xo(N), Xi(N) et X(N) de niveau V.
Nous nous intéressons aux courbes modulaires Xj(NV).

Le corps de fonctions d'une telle courbe modulaire Xj(NV) est le corps K engendré par la

fonction modulaire j(z).

K=Q3j@,jx @), z€ IH,jy (2)=j(N2).

A chaque nombre z de I'éspace /H "/ "y ( N ) il correspond une classe de courbes elliptiques

ayant un point d'ordre NV .

La fonction modulaire j induit un isomorphisme analytique complexe d'espace quotient:
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jiIH/SL(2,7) ——p A, A = variété sur Q.
Selon Silverman, il existe pour tout entier /> I une courbe projective lisse Xo(NV)/ @ et un

isomorphisme analytique complexe d'espace quotient:
JiIH/To(N) p Xo(N) (C);

qui satisfait les propriétés:
a) atoutnombre z € /H/ Iy ( N )il correspond un corps K = Q( j(z)) et une classe
d'équivalence de courbes elliptiques £ ayant un sous groupe cyclique C de points d'ordre

N.
b) cette classe contient une courbe elliptique £ / K et le sous groupe cyclique C d'ordre N

est invariant par le groupe de Galois G ( K/ K).

¢) La fonction invariant modulaire est égale a:

j(z):i+744+2c(n)q” ,c(n)eZ etq=exp(2riz).
q n>1

3. Construction de courbes modulaires:

Pour la construction de courbes modulaires il y a plusieurs méthodes qui ont été utilisées:

1) Méthode de Fricke:
La méthode basée sur des équations explicites a permis a Fricke d'obtenir 1'équation:
Fv:u’ =av?! +0v° + o’ +dv+ 2,
Ces résultat se trouvent dans:

" Die elliptischer Funktionen und ihre Ansvend ungen, II, Teubner, Leipzig — Berlin, (1922), par
Fricke.

L'équation Fu (u,v) est transformée en équation en x, y par des changements dépendant du niveau
NdeI"'y(N).

Pour NV = 11, les résultats sont:

a=1 b=-20, c=56, d=-44, e =0, uzmetv= _”.
(x—5)2 x=95

Pour NV =14, les résultats sont:
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_@y+x+57)

a=1 b=-14 c=19 d=-14, e=1, u 7)o _g) 1%,
4(x-9) 4
_2y+x+57 7
2Ax-9) 27
Pour NV =19, les résultats sont:
a=1, b=-16 c=64 d=-76 c=0, u=—22D o, =19
(x—5)2 x=5
Pour NV =20, les résultats sont:
Y x—4

a=0 b=2 ¢c=13, d=30, e=25 u==, etv=
2 2

Pour NV =21, les résultats sont:

2
a=1b=-6 c=17, d=-6 ¢=1, u:(2y+x+22]) _2(e—-5)- o
4(x - 5) 4

Lo @y+x+21)

3
2(x—-3) 2

Pour N =36, les résultats sont:
a=0,b=1 ¢c=6,d=12,e=9 u=y v= x-2.

Pour N =49, les résultats sont:;

2
a=1, b=-14, ¢c=63, d=-98, e=2I, u=w—2(x—2)—£ et
4(x-2) 4

2) Méthode de Ligozat:
La méthode utilisée par Ligozat est basée sur la théorie des groupes fuchsiens de premiere

espece et sur I'équation modulaire de niveau NV liant les fonctions j et j .
Py (jn) =0

cette équation est un polynome de I'anneau Z[.X, Y] ; elle définit une courbe algébrique plane

irréductible non singuliére.

La courbe modulaire Xo(/NV) est obtenue par extension des scalaires sur le corps K= Q( j,j )

ou jn(N)=j(Nz) etj(z) = invariant modulaire.
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Le genre de cette courbe Xy(NV) est égal au nombre:

12 4 3 2

on u,=N H (1 + éj pour les diviseurs premiers p de V.
p

Uy, =0 siN=0mod4et u, :H(1+[_—]D si N = 0mod 4.
p
P

;=0 si N =0mod9et =H(1+[_—3D si N = 0mod 9.
p
P

ty =Y old,N/d),d = diviseurs de N.
d

les symboles de Legendre (_—]J et [_—3J .
P P

@(n) = fonction arithmétique d'Euler.

Ligozat a déterminé les courbes modulaires Xy(N) pour les genres py (N) =10, I et 2:

15 courbes Xp(N) de genre 0 pour les entiers V:
N=122341256738291012 13 16, 18et 25,
12 courbes Xp(N) de genre I pour les entiers V:

N =11, 14,1517, 19, 20, 21, 24, 27, 32, 36 et 49.

8 courbes Xy(N) de genre 2 pour les entiers N :
N =22 23, 26,28, 29, 31, 37 et 50,

Proposition 1:

Les courbes modulaires Xy(N) de genre py (N) = 1 sont des courbes modulaires

elliptiques.

Le conducteur de ces courbes Xy(N) est égal a N.
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La courbe elliptique Xj(/1) a été étudiée par Velu.

Swinnerton — Dyer a établi une liste de courbes elliptiques de petit conducteur.
Ishi a utilisé 'équation diophantienne x” — 27y? = I pour obtenir une courbe modulaire
elliptique de méme équation.

Mestre (1980) a utilisé les propriétés des pointes pour le sous groupe 7, (N) de niveau N pour

la courbe modulaire Xj(169).

4. Courbes modulaires et leurs jacobiennes:

Soit une courbe modulaire Xy(NV) = X et le groupe Div(X ) des classes de diviseurs de la

courbe X_ Alors la jacobienne de la courbe X est la courbe isomorphe au groupe Pic’(X) des

diviseurs de degré 0.

JX) = Pic’(X);

Exemples:
1) Silverman (Homogeneous spaces)

Soit la courbe hyperelliptique:
Craw’ =d’ —2ad " +(a® - 4b)z*;
transformée de la courbe elliptique:
E:y? =x’ +ax’ +bx;
par le changement :
6:E —» C
() —p ()

den z:xﬁ,ww(x_éj[zf.

y XJ\Y

Alors, le groupe Pic’(C) des diviseurs de degré 0 de a courbe C est isomorphe 4 la jacobienne de

la courbe elliptique E.
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2) Mestre (Points rationnels de la courbe modulaire Xj(/69). Grenoble. Ann. Inst. Fourier

(1980/ 17 - 27).

Soit une Courbe modulaire Xj(NV) et les pointes de sous groupe 7, (V).
Alors, le morphisme:

Xo(N)(Q) Div(Xy(N)) = groupe des diviseurs de la courbe Xy(NV)

X ——p» (x)— (), ou (x) = diviseur de x

applique l'ensemble des pointes sur un groupe fini.
3) Ligozat a déterminé un modéle singulier de la courbe modulaire X(26 ):
yZ =x0 —8x7 +8x? —18x7 +8x7 —8x+1.

La jacobienne J(26) de X(26 ) est isogéne au produit de 2 courbes elliptiques de conducteur

N=26.

Proposition 2:

1l existe 12 courbes elliptiques définies sur Q qui sont quotients de la jacobienne Jy(121)

de la courbe modulaire X,(121) de niveau N=121.

trois d'entre elle ont pour conducteur N = 11 et sont liées par des isogénies de degré 5.
les neuf autres courbes elliptiques ont pour conducteur 121 et sont liées par des isogénies de

degré 5 ou 11.

4) Mazur et Tate (Points of order 13 on Elliptique Curves — Inv — Math, 22 (1973), 41 -49).

La courbe modulaire X(/3 ) de niveau /3 est de genre g = 2

Elle est isomorphe au produit de 2 courbes elliptiques isogenes

Sa jacobienne J; (13 ) a une structure de variété abelienne de dimension 2 sur le corps @ des

rationnels; elle admet une mauvaise réduction au seul nombre premier /3.

L'étude des points rationnels de la jacobienne J; (/3 ) a montr¢ les résultats de la:

61



Proposition 3:

1) Lajacobienne J; (13) de la courbe modulaire X\(13 ) posséde exactement 19 points

rationnels.

2) Les 6 pointes @ - rationnelles de X,(13 ) sont les seuls points Q - rationnels de cette

courbe.

3) Il n'y a pas de courbe elliptique sur le corps @ qui posséde un point rationnel d'ordre 13.

5. Fonction L de Dirichlet de courbes modulaires:
Selon SHIMURA [16], ATKIN -LEHMER [2] et LIGOZAT [9]:
Soit un sous groupe fuschien de premiére espéce du groupe SL(2, R) et une fonction
holomorphe:
fiIH — yIH”

qui satisfait:

f2)=(az +b)* f["”bj,Az(a bJch SL2,R).
cz+d c d

Lorsque f'est modulaire de poids 2, elle satisfait:
fIAz) =(az + b)* f et f holomorphe aux pointes de G .
Lorsque f'est parabolique de poids 2, elle satisfait:

fIAZ) =(az + b)* f et f estnulle aux pointes aux pointes de G .

Chaque forme modulaire f admet un développement en série de Fourier en z = ijoo:

flz)= Za(n)q”, qg=exp (2 rxiz).

n=0

Elle admet une série de Dirichlet de la forme:

D(s)= Za(n)n_s .

n>1

la série est normalisée lorsque a(/)=1.

Les opérateurs de Hecke 7, admettent un développement en produit lorsque G= 7, (N).
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Proposition 4:

Les opérateurs T,de Hecke opérent sur les formes modulaires paraboliques de poids 2

pour le sous groupe I'j(N).

Ils admettent une série de Dirichlet:

ST~ =[[E-T(p)p™ +ulp)p™ )"

n>1 P
ou p = diviseurs premiers de n
u(p)=0si p divise N et u(p)= 1si p ne divise pas N.

0

En particulier, lorsque la forme parabolique f est normalisée et vecteur propre de 7(n) pour

n > 1, alors elle satisfait:
T.(N=An)f .

Sa série de Dirichlet est égale a:

D(s)= Y aln)n =T1-2p)p~ +ulp)p)"

n>1 p

ou p = diviseurs premiers de n, u(p) = 0si p divise N, u(p) = I si p ne divise pas N.

La fonction L de Dirichlet d'une courbe modulaire elliptique X'= Xj (V) associée a un sous

groupe modulaire 77, () est un produit de facteurs locaux L , (Xs):

L(Xs)=T] Lp(Xs);
14

Ce produit est obtenu avec un modéle de Néron en X dont la fibre est lisse.

Lorsque X a une mauvaise réduction en p. alors la fibre ¥'de Néron est isomorphe:

soit a une extension du groupe multiplicatif sur /F), alors :

A
Ly(Xs)=(1-p= )
soit & une telle extension sur IF,?, alors :
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s\
Ly (Xs)= (1+;U ) ;
soit a une extension du groupe additif, alors:

L,(Xs)=1,

Le facteur local L, (Xy(NV),s) est lié aux opérateurs de Hecke:

Proposition 5:

Soit une courbe modulaire Xy(N) elliptique qui a une bonne réduction en un nombre
premier p. Alors le facteur local L , est égal a:

Ly(Xo(N),s) = (det (1-T,p* +p" > )

[

(D'apres Eichler et Shimura).

La fonction L(N, s) d'une courbe modulaire elliptique Xp( V) satisfait a 1'équation fonctionnelle:

Z(N,s)=2Z(N, 2-5);

ouZ(N,s)= (27[)_S N2 I (s) L(N, s), F(s)z Tt‘” exp(— t) dt.

0

6. Formes modulaires paraboliques primitives:

Les formes paraboliques f'de poids 2 pour 7 (N) forment un C -espace vectoriel M(N, 2)

de dimension 1.

Soit un diviseur d de Net un diviseur ¢ de N/d.

N .
Alors pour toute forme g de l'espace M [; 2], les formes modulaires g(z) = g(zz) sont des

formes modulaires de l'espace M(N, 2).
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Définition 3:
1) les formes g(z) ci-dessus sont des formes non primitives ("' old forms "' de Atkin et

Lehner)

2) les formes primitives sont les formes h(z) € M(N, 2) orthogonales aux formes non
primitives g(z) pour le produit scalaire de Peterson, et vecteurs propres de 1(n) pour

tout entier n premier a N.

A ces formes sont associées des matrices particuliéres :
B, et Bn.

Soit un diviseur premier p de NV tel que:
N=0modp et N# Omodp™
et des entiers u et v tels que:

vpzr-u N=p’;

Soit les 2 matrices:
T (p - (0 -1
B, =p~’ P " et Bv=N ? ;
N ' N 0
Alors les endomorphismes de I'éspace vectoriel M(N, 2):

M(N,2) 5 M(N,2)

S ——s B

et:
MN,2) 5 M(N,2)

f —>»  Bvy

sont les involutions Wy(f) et Wn (f) de I'espace M(N, 2 ):

W)= B, f et Wn(f)=Bn f
Alors une forme primitive f'est un vecteur propre de l'opérateur 7 (n) de Hecke pour n > [ et
vecteur propre de l'involution ¥,

Les involutions W, et Wn possedent des propriétés:
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Proposition 6:
Soient les involutions Wy et Wy ci-dessus. Alors:

) Wy =1, W, =1 mod T'y(N).
2) [[w, = Wn mod I'y(N),p divise N.
p

3) Wy et Wy sont contenus dans le normalisateur du sous groupe I',(N).

d

Exemples:

, -21 8\ =
Pour N = 14, la matrice B, = 72
-56 21

et B, B, = Bymod FO (14)

1
—( 3 -1

Pour N =21, la matrice B; = 32
-21 -6

Ces résultats permettent de calculer la valeur au point s = / des courbes modulaires elliptiques.

7. Courbes modulaires Xy(N), Xi(N) et X(N):

Ogg a construit les courbes modulaires elliptiques:
X)) (24) et X, (36).
Hadans a construit les courbes modulaires X,(NV) pour :

N = 14,20 et 36.

Miyaki a construit les courbes modulaires Xy(V) pour :

N=1117et19et27.

Nous avons étudié les courbes modulaires X)(V) au moyen des espaces quotients /H /I ( N ).

les sous groupes de congruences modulaires 77, ( VN ) et I'( N ) sont en correspondance avec

les espaces quotients correspondants.
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Proposition 7:

1) A tout sous groupe de congruences I'; ( N ) il correspond une courbe projective lisse

Xi(N)(Q) et un isomorphisme analytique complexe:

hi: IH/C (N) , XitN(C)

qui satisfait les propriétés:

a tout nombre 7 € IH/ I" ( N ) il correspond une paire (E,T) de classes d'équivalence
formées d'une courbe elliptique E et d'un point Te E( Q) d'ordre N.

cette classe contient une courbe elliptique E/K = Q ( hi(z) ) et un point d'ordre N sur le
groupe E (K ).

2) A tout sous groupe de congruence modulaire I'( N ) il correspond une courbe

projective lisse X (N) et un isomorphisme analytique complexe:

h:IH/C (N) X (N)(C)

—>
qui satisfait les propriétés:

a tout nombre 7 € IH/ I"'( N ) il correspond des classes d'équivalence (E,T;,T;) formées
d'une courbe elliptique E et deux points T; et T, qui engendrent le sous groupe E | N | de
N -torsion de E( Q).

ces deux générateurs satisfont e 5, (T;, T2)=z 5= racine primitive N— éme de 1(e ,, est
l'application bilinéaire de Weil)

la classe d'équivalence (E, T;, T;) contient une courbe elliptique E sur le corps

K =Q (zp,h(z), les points T; et T, sont sur le groupe E(K).

(d'apres J. H. Silverman, théoréme 13.1)

o

Dans le vocabulaire des courbes modulaires, une courbe modulaire X, (V) est une courbe de

Weil. Ces courbes sont donc paramétrisées par les fonctions modulaires .
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Conjecture:

Toute courbe elliptique E / @ est une courbe modulaire elliptique.

Ily a un Q- morphisme surjectif f: Xy (N) R E pour toute courbe elliptique de

conducteur N.

C'est la conjecture de Taniyama — Weil. Elle a été vérifi¢ pour quelques valeurs de NV par Birch

swinnerton — Dyer, Katz, Mazur .

Dans une thése ultérieure, nous pensons a étudier de facon approfondie les courbes modulaires
du point de vue isogénie, isomorphisme et multiplication complexe.

Nous suivons la méthode de Cremona exposée dans I'ouvrage " Algorithms for Modular Elliptic

Curves "(1997), l'auteur a calculé les coefficients aj, ...as, le rang r(E(@)), 'ordre du groupe de

torsion T(E(@)) pour les courbes elliptiques E de conducteur N (E) de 11 a 999, sauf pour
certaines valeurs N = 12, 13, 16, 18, 25,...991, 992, 993, 998.
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